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Introduccio

L’estudi de les construccions geometriques €és un tema classic que ha estat abordat
per matematics de tots els temps, des de la Grecia antiga fins a I’actualitat. Entre les
inquietuds geometriques que neixen als temps antics destaca una curiositat principal:
I’estudi de les construccions possibles amb regle i compas. En aquest ambit, Euclides
explora una gran quantitat de construccions, 1 deixa un important llegat amb el seu
tractat Els Elements.

Malgrat I’extensi6 del treball d’Euclides, queden problemes per resoldre, alguns
dels quals captiven I’atenci6 dels matematics d’aquella ¢época. Podem destacar-ne qua-
tre de ben coneguts: la constructibilitat de poligons regulars, la trisecci6 de 1’angle, la
duplicacié del cub i la quadratura del cercle.

El primer problema, la construccié de poligons regulars, planteja quins poligons
regulars es poden construir amb un instrument determinat. La soluci a aquesta pre-
gunta, quan els instruments utilitzats soén un regle i un compas, la déna Gauss a finals
del segle XVIII (cf. [16]]). Posteriorment, trobem el treball de Pierpont, que genera-
litza el resultat de Gauss i caracteritza els poligons regulars construibles amb 1’ds de
coniques (cf. [45]).

El segon problema, la triseccié de 1’angle, consisteix en construir una recta que
trisequi I’angle format per dues rectes donades. Malgrat que Gauss va anunciar la
irresolubilitat d’aquest problema amb regle i compas, no en va donar cap prova, i va ser
Wantzel qui ho va demostrar (cf. [S1]). Tot i que I’atencié es va centrar principalment
en I’estudi d’aquest problema amb regle i compas, també es va estudiar la possibilitat
d’utilitzar altres tipus d’instruments. Un exemple el trobem en 1’instrument anomenat
regle marcat, un regle amb dues marques, que permet fer un procés de verging, (cf.
[41]]). Aquest tipus de procés fou usat per Pappus (cf. [41]]), per Arquimedes (cf. [7])
i per Hipocrates (cf. [44]) en la resoluci6 de la trisecci6 de 1’angle.

El tercer problema, la duplicaci6 del cub, consisteix en construir un cub amb volum
el doble del d’un cub construit inicialment. Wantzel (cf. [[51]]) va demostrar també la
impossibilitat de resoldre aquest problema, quan els instruments permesos son un regle
i un compas.

Un altre enfoc utilitzat per tal d’estudiar la duplicaci6 del cub, és el que admet una
corba dibuixada inicialment. Es a dir, es planteja si es pot resoldre la duplicacié del cub
amb un determinat instrument, per0 tenint una corba dibuixada. Una soluci6 a aquest
problema la tenim quan la corba inicialment dibuixada és la concoide de Nicomedes:



una vegada dibuixada, es pot construir I’arrel cibica d’una distancia, amb un regle i
un compas, o amb qualsevol instrument que ens permeti fer rectes perpendiculars (cf.
[19]]). Una altra solucié equivalent a aquesta és la que planteja Baragar (cf. [7]): encara
que no tinguem la concoide dibuixada, si disposem d’un regle marcat i d’'un compas,
podem construir els punts de tall d’una concoide amb una recta o una circumferencia,
i d’aquesta manera obtenim una soluci6 del problema de la duplicacié del cub.

El quart problema, la quadratura del cercle, planteja la possibilitat de construir un
quadrat amb area la mateixa que la d’un cercle donat. Amb la prova de la transcenden-
cia de m, demostrada per Lindemann 1’any 1882, la impossibilitat de resoldre aquest
problema amb regle i compas queda provada.

Estretament lligada a aquests problemes classics trobem una altra qiiestié impor-
tant: la determinaci6 dels conjunts de punts construibles amb un instrument determi-
nat. Més concretament, el que es pretén és caracteritzar el conjunt de tots els punts
construibles, partint d’un conjunt de punts i de corbes inicialment construit, en anar
repetint de manera iterativa totes les operacions possibles que es poden dur a terme
amb aquell instrument. Aquest problema té relacié amb els anteriors, i la seva resolu-
ci6 implica, en cert sentit, la resoluci6 dels altres.

Entre els resultats que destaquem sobre caracteritzacid, tenim la del conjunt de
punts construibles amb regle i compas [13]: un nombre és construible amb regle i
compas si 1 només si es troba en una extensié de Galois de Q, amb grau una potencia de
2. Aquesta descripci6 permet deduir que no podem resoldre ni la triseccié de 1’angle,
ni la duplicaci6 del cub ni la quadratura del cercle amb regle i compas. Els poligons
construibles amb un regle i un compas sén els descrits per Gauss.

També en aquest mateix sentit, a les darreres deécades, un dels instruments més
estudiat és 1’origami. Tot 1 la primera descripcid de les construccions possibles amb
origami de Auckly i Cleveland (cf. [6]), no es demostra que es t€ una descripcid
exhaustiva de les operacions possibles fins I’any 2009 amb el treball d’ Alperin i Lang
[4]. La caracteritzacié6 completa del conjunt de punts construibles amb origami la
conformen els treballs de Geretshlager (cf. [17]) i Alperin (cf. [2], [3]). Aquest
conjunt el descriu Cox ([14]), utilitzant la teoria de Galois: un nombre €s construible
amb origami si i només si es troba en una extensio de Galois de Q, amb grau 23", amb
u,v € Z*. Podem, doncs, resoldre la triseccié de I’angle i la duplicacié del cub amb
origami, pero no la quadratura del cercle. Els poligons construibles sén els descrits
per Pierpont, i s6n els mateixos que els construibles amb coniques. Un resultat que cal
destacar, amb origami, és la possibilitat de construir arrels d’equacions polinomiques
de grau qualsevol. Aix0 s’aconsegueix en admetre dos o més plecs simultanis, operacié
habitual en origami (cf. [4)]). Un exemple que illustra aquest fet el trobem en la
quintiseccid, descrita a [36].

L’ds de coniques com a instrument de construccié també ha donat lloc a resultats.
D’entre els treballs relacionats amb el tema, cal destacar el de Videla [S0]], que estudia
la constructibilitat amb coniques 1 en caracteritza el conjunt de punts construibles.
Amb coniques podem construir exactament els mateixos punts que amb origami i, per
tant, resoldre els mateixos problemes, sempre que volguem construir només punts.
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Podem destacar, en la informacié que hem presentat, diversos aspectes importants.
Hi ha conceptes que han estat utilitzats al llarg del temps, de manera natural, sense
la necessitat d’una definicié formal. Hem vist com s’utilitzen les paraules problema,
solucio, instrument, construccio, constructibilitat, sense haver-les definit préviament.

Aquesta absencia de formalitzaci6 ha portat a una certa confusié en alguns aspectes
que descrivim a continuacio.

Encara que historicament no s’hi ha fet gaire eémfasi, totes les construccions fan ser-
vir un determinat conjunt inicial per comengar a operar, ja sigui un conjunt de punts, o
un conjunt de punts i de corbes. Aquest conjunt inicial és de cabdal importancia: pot
ser decisiu alhora de dictaminar la possibilitat o la impossibilitat de realitzar una cons-
truccié. Una observacié d’aquest fet la trobem a [8], on Baston i Bostock descriuen
quan es pot construir el punt mig d’un segment amb un regle, problema que en molts
contexts es dona per irresoluble. Cal ser doncs molt precis a I’hora de descriure quin
problema es vol estudiar, de quin conjunt inicial construit es parteix, i a quin conjunt
es vol arribar.

A banda d’estudiar construccions concretes, hem vist també, que s’ha caracteritzat
el conjunt de punts construibles amb un instrument donat. S’ha parlat sempre de punts
construibles i mai de corbes construibles. Aquest fet deixa incompleta la caracteritza-
ci6 del que es pot construir amb un instrument donat, sobretot tenint en compte que les
construccions de corbes no estan definides.

En la literatura s’observen diferents criteris respecte a la possibilitat d’utilitzar
punts i corbes aleatoris en les construccions. Acceptar aquest tipus de construcci6
pot portar a modificar els conjunts de punts construibles amb un instrument determi-
nat. Es necessaria, doncs, una definicié rigorosa de les operacions que es consideren
valides amb un instrument 1 les que no.

Un altre aspecte que cal tenir en compte €s que en la literatura trobem diferents
definicions de nombre construible amb un instrument: en algunes fonts els nombres
construibles son nombres complexos i s’identifiquen amb punts construibles i en d’al-
tres es considera que un nombre €s construible si és una distancia entre punts constru-
ibles, 1, per tant, només es tenen en compte nombres reals. Es important establir un
criteri que eviti confusions.

Alguns autors han detectat certs aspectes dels que hem destacat, perd amb algun
instrument concret. Beeson [9] proposa una axiomatitzacié de les construccions amb
regle i compas, i en fa una analisi des de 1’Optica de la logica formal, aspecte que no
considerarem en aquesta memoria. Baston i Bostock [8] proposen una formalitzaci6
de les construccions amb regle 1 compas que s’apropa molt als nostres conceptes de
construccid 1 de mapa, i fan emfasi en la diferéncia entre admetre o no la construccid
de punts aleatoris en les construccions.

Per altra banda, en tots els problemes que hem esmentat i que s’han abordat al llarg
del temps, els estudis s’han centrat en determinar la possibilitat o impossibilitat de dur
a terme una construccid amb un instrument fisic donat, sense mirar les diferencies
entre les possibles construccions. Aquesta analisi dicotomica amaga diferéncies es-
tructurals, tan a nivell geometric com aritmetic, dels processos pels quals es construeix



un punt o una corba. Sembla que només existeix un treball que caracteritza difereéncies
entre les construccions amb regle i compas, que és el de Emile Lemoine (cf. [39]),
que defineix una mesura per comparar construccions, que anomena geometrografia.
Aquesta mesura ha estat posteriorment utilitzada, en treballs de Mackay (cf. [40]) 1,
en el cas de la construccié de poligons regulars, per De Temple (cf. [[15]).

Continguts de la memoria

En aquest treball proposem un llenguatge nou que permet un tractament unificat de
les construccions geometriques 1 els instruments amb que es realitzen. Els conceptes
geometrics usuals en aquest camp tenen definicions formals naturals en el nostre llen-
guatge, que proporciona aixi un marc global per a I’estudi de les construccions. Intro-
duim classificacions geometriques i aritmetiques dels instruments i proposem mesures
de les construccions que permeten comparar-les des d’optiques diverses.

El punt de partida del treball son les qiiestions segiients:

Que és un instrument? I una construcci6? Que vol dir que un punt o una corba
sigui construible? Quin tipus de relacié hi ha entre els instruments? Com afecta el
conjunt inicial a I’analisi de les construccions possibles? Podem comparar les diferents
construccions d’un mateix punt o d’'una corba? Que és un problema? Que n’és una
soluci6?

Els conceptes principals d’aquest treball sén axioma, construccio, eina i mapa. Un
axioma representa un procés geometric elemental, que es pot fer amb una sola utilit-
zacid d’un instrument geometric. Una construccid és una successio finita d’axiomes
que conté tota la informaci6 necessaria per descriure un procés geometric complex.
Els axiomes tenen un grau, que intuitivament és el nombre maxim d’objectes que
generen, perd el grau es pot caracteritzar de forma rigorosa com el grau d’una certa
varietat algebraica associada a I’axioma. Aquesta formalitzacié converteix el grau en
un invariant molt practic per a la classificacio dels instruments geometrics.

Una eina és un concepte abstracte que permet simbolitzar un instrument geometric:
una eina €s una colleccié d’axiomes, amb els quals podem resoldre determinats pro-
blemes, entenent un problema com una classe de construccions segons una certa rela-
ci6 d’equivalencia. Els problemes resolubles amb una eina ens permeten classificar-la
geometricament.

El mapa és un objecte geometric i aritmetic que esta format per una eina 1 per un
conjunt inicial finit de punts i de corbes. Els mapes tenen associades capes, composa-
des 1 generades iterativament per conjunts de punts i de corbes. La complexitat dels
mapes i de les seves capes fa que la informacié que se’n pot donar sigui sovint escas-
sa. Donem, per a alguns mapes determinats, el creixement asimptotic del cardinal del
nombre de punts i de corbes de cada capa. En el cas del mapa del compas fix, pero,
caracteritzem exactament els conjunts de punts i de corbes de cada capa del mapa. In-
troduim una classificacié dels mapes, que agrupa aquells que tenen el mateix conjunt
de punts construibles. A partir de la classificacié dels mapes, introduim una tercera
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classificaci6 de les eines, que anomenem equivaleéncia aritmetica.

Un segon nivell del nostre llenguatge permet detallar 1 analitzar I’estructura de les
construccions, aixi com donar-ne diverses mesures. Els conceptes de nivell, llargada,
ordre, rang 1 filtracio sén basics per dur a terme aquesta analisi, i ens permeten donar
criteris de minimalitat i optimalitat de construccions. Calculem aquestes mesures per
a les construccions aritmetiques i algebraiques basiques 1 en deduim relacions entre
diferents capes dels mapes del regle i el compas, 1’origami i les coniques.

Al llarg del treball, il'lustrem els nostres conceptes amb nombrosos exemples d’ei-
nes, construccions i mapes. Per facilitar la lectura de la memoria, pero, hem agrupat
la major part dels exemples en catalegs: un cataleg d’axiomes, un cataleg d’eines, un
cataleg de mapes i1 un cataleg de construccions. Aquests catalegs no poden pas ser
exhaustius, pero pretenen recollir els exemples més significatius dels diversos aspectes
de la memoria.

La memoria es complementa amb un blog que conté animacions interactives de
les construccions principals que apareixen a la tesi, 1 algunes demostracions purament
calculistiques dutes a terme amb 1’ordinador.

Aquest treball és una primera aportacié a un repte de gran magnitud: formalitzar
I’univers de les construccions geometriques. Hem proposat un llenguatge nou, n’hem
donat la gramatica i el vocabulari basic i hem escrit algunes pagines. Deixem les portes
obertes a qui vulgui utilitzar-lo: podra des de traduir tractats classics sobre poligons
regulars fins a descriure instruments com I’ espirograf.

Contingut detallat dels capitols

Al primer capitol trobem les definicions formals basiques que s’utilitzen al llarg de tot
el treball. El primer concepte que definim és el d’axioma. Separem els axiomes en
dos tipus, els axiomes de construccio i els d’interseccid. Els axiomes de construcci6
descriuren les operacions elementals que es poden fer amb un instrument i generen
conjunts finits ordenats de corbes, a partir de conjunts finits i ordenats de punts i de
corbes. Els axiomes d’interseccio, en canvi, generen conjunts finits ordenats de punts,
a partir de conjunts finits i ordenats de punts i de corbes. Per a cada axioma, proposem
una ordenacié dels objectes que genera. Aquesta ordenacio es dedueix estrictament de
la geometria del conjunt de punts i de corbes del qual parteix cada axioma. Tot i que els
axiomes que descrivim estan vinculats a instruments coneguts, tal i com en plantegem
la formalitzacid, es poden introduir nous axiomes, sense necessitat de vincular-los a
objectes fisics. Cada axioma té un cert grau, entes com el nombre d’objectes que es
generen quan s’aplica a objectes en posicié general. Per definir rigorosament aquest
grau, associem a cada axioma una varietat algebraica, el grau de la qual ens déna el
grau de ’axioma, i ens proporciona a més un criteri d’irreductibilitat.

Una vegada definit un axioma, formalitzem un instrument geometric sota el con-
cepte abstracte d’eina, definit com una parella de conjunts finits d’axiomes de cons-
trucci6 1 d’interseccid. Introduim la signatura d’una eina com el conjunt ordenat dels
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graus dels seus axiomes.

Definim una construccié com una successié on cada terme descriu un procés deter-
minat a partir d’un axioma. Es a dir, cada terme conté un conjunt de punts i de corbes
al qual s’aplica un axioma, 1’axioma en concret, i el conjunt de punts i de corbes que
s’obté en aplicar aquest axioma. Tenim, doncs, una descripcié detallada de tots els
passos que conformen una construccié geometrica. Sabem de quin conjunt inicial de
punts i de corbes partim, a quin conjunt volem arribar, els passos que hem de fer, i els
punts i les corbes que intervenen en tot el procés. A més, aquesta definici6 té I’avan-
tatge que admet tant la construccid de punts com la construcci6 de corbes. Cal aclarir,
perod, que processos amb un nombre de passos variable no son, per nosaltres, construc-
cions. Aquest tipus de processos surten de manera natural en el context dels mapes.
Tampoc considerarem com a construccions els processos pels quals s’obtenen punts
o corbes que aproximen una solucié desitjada. Aquest tipus de processos no formen
part de la teoria axiomatica de les construccions geometriques, sind de la practica. Per
exemple, el metode d’aproximacié de nombres racionals de Fujimoto (cf. [27]) no
admet una traducci6 com a construccio en el nostre llenguatge.

Alhora d’analitzar totes les construccions possibles amb una eina partint d’un con-
junt fixat inicialment, i determinar, tant el conjunt de punts construibles com el conjunt
de corbes construibles, definim el concepte de mapa. El mapa consta d’una eina amb
un conjunt inicial. Deixa de ser un concepte purament geometric, com és el cas de
I’eina, i permet fer ts de I’aritmetica i de 1’algebra.

Al segon capitol presentem la formalitzacié com a eina dels principals instruments
geometrics considerats al llarg de la historia. Per a cada eina donem una llista de les
principals construccions que permet fer. Totes aquestes construccions es detallen a
I’annex

Al tercer capitol definim els dos tipus de classificacions geometriques de les eines,
segons el tipus de construccions que es poden fer amb ella, I’equivalencia geométrica
i equivalencia virtual. La primera, 1’equivaléncia geometrica, agrupa les eines amb
les quals es poden resoldre exactament els mateixos problemes. La segona, I’equiva-
lencia virtual, és similar a I’anterior, per0 es limita a les construccions de punts amb
punts, és a dir, construccions en les quals tant el conjunt inicial com el conjunt final
només contenen punts. No té en compte les corbes que es poden construir amb 1’eina.
Entre d’altres relacions, demostrem 1’equivaléncia geometrica del compas i del com-
pas euclidia. Dins del context de les eines, podem donar una versio feble del teorema
de Mohr-Masheroni (cf. [42]) i del teorema de Poncelet-Steiner (cf. [12]]). Presentem
nous resultats, com per exemple, la no equivalencia geometrica de 1’origami thalia i de
I’origami, o la no equivalencia virtual del regle marcat i del regle 1 el compas fix.

Al quart capitol ens centrem en els aspectes aritmetics i algebraics dels mapes, i els
classifiquem des del punt de vista aritmetic. Definim una relacié d’equivaléncia entre
aquests mapes, que agrupa aquells que tenen conjunts de punts construibles iguals.
Amb I’ts dels mapes definim un tercer tipus de relacié d’equivalencia entre eines que
anomenem equivaléncia aritmetica de les eines. Donem demostracions en el nostre
llenguatge dels teoremes de Mohr-Masheroni i de Poncelet-Steiner. Amb 1’ds de sig-
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natura d’una eina, i del grau d’un objecte, conceptes algebraics, donem nous resultats
sobre no-equivaléncia aritmetica d’eines.

Per a alguns mapes concrets presentem el creixement asimptotic dels cardinals dels
conjunts de punts 1 de corbes de les capes. Exposem també la relacid entre 1’estudi de
les capes dels mapes i els problemes de geometria computacional.

Al cinque capitol fem una analisi de les construccions i de la seva estructura. Al
haver definit la noci6é de mapa i de capa d’un mapa, podem ordenar els objectes que for-
men part d’una construccid, i definir mesures extrinseques d’aquesta construccid. De-
finim el &-nivell, el E-nivell virtual, en relaci6 a I’eina & amb la que es fa la construc-
cio, el nivell 1 nivell virtual d’una construccid. Per altra banda, la propia construcci6
té la seva estructura, independent de 1’eina amb la qual s’hagi dut a terme. En aquest
sentit definim la filtracié d’una construccié i mesures intrinseques de la construccié:
la llargada, I’ordre, I’amplada i el rang. Totes les mesures definides ajuden a comparar
les construccions 1 poder definir les nocions de construccié E-minimal 1 E-optimal, que
illustrem amb diversos exemples. La introduccié de mesures en aquest context fa que
es puguin associar mesures directament als punts i a les corbes construibles. Definim
el nivell i ordre d’un objecte construible i provem resultats que relacionen el nivell
d’un punt amb I’ordre d’unes construccions determinades.

Al final d’aquest capitol deduim informacié sobre el comportament de certs mapes,
amb un estudi de les construccions algebraiques i aritmetiques basiques.

Al sise capitol descrivim amb detall el mapa del compas fix, en caracteritzem el
conjunt de punts construibles, I’ordre en el qual es van construint els punts i les corbes
i els invariants dels punts.

Al final de la memoria, presentem cinc annexos. A I’annex A descrivim els proces-
sos de verging i les corbes classiques relacionades. A 1’annex B recollim les principals
estructures algebraiques que apareixen com a conjunts de punts construibles amb els
mapes presentats al treball. L’annex C és un cataleg de mapes, on descrivim els mapes
vinculats a les eines presentades al capitol 2. L’annex D recopila una setantena de
construccions geometriques classiques, descrivint-les amb el nostre llenguatge. Per a
cadascuna d’elles, detallem el problema que resolen, la demostraci6 de la seva validesa
(o bé en donem una referencia a) i la filtracié corresponent i les seves mesures. Final-
ment, a ’annex E presentem un recull de taules, esquemes i diagrames on sintetitzem
les informacions referents als axiomes, les eines i els mapes.

La memoria es complementa amb un blog que conté informacié diversa. La majo-
ria de les construccions que apareixen al llarg en la tesi tenen una versio interactiva en
el blog (accessible directament des de la versio digital de la tesi). El software Geoge-
bra [26] ha estat imprescindible per a 1’elaboracié d’aquestes animacions. En el blog
també hi ha construccions interactives de certes corbes que juguen un paper important
en les construccions, com ara la concoide o el caragol de Pascal. Les demostracions
de la irreductibilitat dels axiomes, que consisteixen en llargs calculs fets amb el pro-
grama Magma [10], es troben també en el blog. Finalment, hi hem inclos també les
referencies bibliografiques que contenen la base teorica per a la comprensio del nostre
llenguatge. L’adreca és http://www.geometricconstructions.blogspot.com.
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Capitol 1

Axiomes, construccions, eines i mapes

En aquest capitol establim un nou llenguatge formal en el camp de les construccions
geometriques planes. En I’ambit teoric, el concepte central és eina, que modelitza els
instruments geometrics. En I’ambit de la practica, les eines s’apliquen a punts i corbes
donats inicialment, cosa que dona lloc al que anomenarem mapes. Les eines son ob-
jectes purament geometrics, mentre que els mapes tenen caracteristiques algebraiques
1 aritmetiques.

1.1 Els objectes geometrics basics

En aquesta memoria estudiarem construccions geometriques planes: processos ge-
ometrics que a partir d’uns objectes inicials generaran nous objectes. Els objectes
geometrics que considerarem seran punts o corbes del pla afi.

En general, en descriure una construccid suposarem que els objectes a la que s’a-
plica son generics i, si cal, es descriuran per equacions cartesianes amb coeficients
indeterminats. Aixi, un punt vindra donat per dues equacions X —A =Y - B =0,
amb X — A,Y — B € Q(A, B)[X, Y] dos polinomis en X, Y amb coeficients en el cos
Q(A, B) de funcions racionals en dues variables A, B. Una recta vindra donada per
un polinomi CX + DY + E € Q(C, D, E)[X, Y] amb coeficients en el cos Q(C, D, E)
de funcions racionals en tres variables C, D, E. En general, per cada tipus de corba
usarem una equacio cartesiana determinada, triada en base a 1’origen geometric de la
corba. Per exemple, la circumferencia amb el centre i un punt donats, la suposarem
descrita per una equacié F(X,Y) := (X —A|)?>+ (Y —A»)*— (A, — B;)*> - (A, — B,)* amb
F € Q(A1,A,, By, By)[X, Y]. Totes aquestes equacions amb coeficients indeterminats
donaran lloc, per especialitzacid de les indeterminades, a punts 1 corbes concrets del
pla. Suposarem que tots aquests objectes son algebraics, €s a dir, que estan definits
sobre Q.



1.2 Els objectes aritmetics basics

Els problemes de constructibilitat geometrica porten intrinsecament associades qiies-
tions aritmetiques: les distancies entre els punts construits solen ser nombres aritmeti-
cament interessants. De fet, alguns problemes de constructibilitat neixen directament
de qiiestions aritmetiques: la duplicacié del cub, per exemple, és essencialment la
construcci6 de V2.

La darrera frase és un exemple d’un abis de llenguatge molt freqiient: els nombres
no es construeixen, sind que apareixen com a distancies entre objectes. Estrictament,
doncs, les construccions geometriques només generen nombres reals 1 positius. Ara bé,
historicament s han identificat els punts del pla R? amb els nombres complexos i s’ha
parlat de la constructibilitat dels nombres: es diu que el nombre complex z = a + bi és
construible si el punt P = (a, b) € R? és construible. Cal tenir clar, perd, la diferéncia
entre construir una distancia (un nombre real i positiu) i construir un nombre complex.
En la memoria hem triat la segona opcio.

Si bé alguns problemes concrets de constructibilitat classics han estat ’esperé de la
recerca en aquest ambit, les solucions més satisfactories son sempre les que permeten
descriure algebraicament tots els nombres que es poden construir amb un instrument
donat. En molts casos aquests nombres formaran una estructura algebraica, com ara
un anell o un cos. Les estructures que trobarem més freqiientment sén:

e [’anell Z dels nombres enters.

El cos Q dels nombres racionals.

L’anell Z[w] dels enters d’Eisenstein.

El cos E dels nombres euclidians.

El cos P dels nombres pitagorics.

El cos V dels nombres de Vieéte.

En I’annex |B|donem una descripcié més detallada d’aquests anells i cossos.

1.3 Axiomes

El primer pas per definir les eines €s la formalitzacié dels processos geometrics ele-
mentals que aquestes poden desenvolupar. Anomenarem genericament axiome{] a
aquests processos; en distingirem de dos tipus:

A 1a literatura (cf. [2], [17]i [3]) s ha estes I’ts del terme axioma en aquest sentit, per bé que aquest
no és I’'usual en Matematiques: alguns axiomes poden expressar-se en termes d’altres. Malgrat aixo, en
el treball usarem el terme axioma per ser coherents amb la literatura.
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Definicié 1.3.1. Un axioma de construccié C és un procés geometric elemental que
genera un conjunt finit ordenat de corbes a partir d’un conjunt no buit, finit i ordenat
de punts i de corbes.

Un axioma d’interseccié I és un procés geométric elemental que genera un conjunt
finit ordenat de punts a partir d’un conjunt no buit, finit i ordenat de corbes i de punts.

Exemples d’axiomes de construccio:
e Line: Genera la recta que passa per dos punts.
e Circle: Genera una circumferéncia a partir del seu centre i un dels seus punts.

e CommonTangent: Genera les rectes tangents comunes a dues paraboles, a partir
de les seves directrius 1 focus.

Exemples d’axiomes d’intersecci6:

e Linelntersect: Genera el punt d’interseccié de dues rectes donades.

e LineCircleIntersect: Genera els punts d’interseccié d’una recta amb una cir-
cumferencia.

Encara que intuitivament podria semblar que un axioma d’interseccié hauria de
ser un procés pel qual s’obtenen conjunts finits de punts a partir de conjunts finits de
corbes, trobarem axiomes d’interseccié que generen punts a partir de punts i corbes.

Definicio 1.3.2. El grau d’un axioma és el nombre d’objectes generats quan s’aplica
a objectes en posicio general.

Per exemple, el grau de 1’axioma LinelIntersect és 1, i el grau de I’axioma Common-
Tangent és 3.

1.4 Algebraicitat i irreductibilitat dels axiomes

Considerem un axioma A que a partir dels objectes Uy, ..., U, genera els objectes
Oy, ...,0,. En endavant denotarem aquesta relacié per Oy,...,0, = A(Uy,...,U,).
Assumim que tots aquests objectes son generics, €s a dir, que els coeficients de les se-
ves equacions son indeterminats. Denotem per Ay,...,A; els coeficients de les equa-
cions deﬁnidore dels U;, i per By,..., B; els coeficients de les equacions dels Oy.
Amb aixo, els U; i els O, estan tots ells definits sobre el cos de funcions racionals
Q(Ay,... A, By, ..., B)).

’El terme coeficient el prendrem en sentit lax, en funcié de la forma en qué prenguem 1’equaci6
definidora de cada objecte. En el cas de la circumferéncia de centre i punt donats especificada en la
seccio @ prendrem com a coeficients de la seva equacio les indeterminades A;, Ay, By, B>. En general,
la natura geometrica de cada objecte dictara quina és la tria natural de la seva equacié definidora i
els coeficients indeterminats que la componen. Val a dir que, en tot cas, una tria diferent d’aquests
coeficients no alterara les propietats basiques que es dedueixen de 1’equacio.
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Definicié 1.4.1. Direm que I’axioma A és algebraic si Q(By, ..., B,) és una extensio
finita de Q(Aq, ..., Ay).

[algebraicitat d’A ens diu que existeixen certs polinomis homogenis
Hy,...,H; € Q[Ay, ..., AllXo, ..., X/
tals que Hi(Ay, ..., A5, By,...,B) =0.

Definici6 1.4.2. Diem que un axioma algebraic A és irreductible si la varietat alge-
braicaVy :=V(H,,...,Hy) C PfQ(Al,...,AS) és irreductible, és a dir, sil’ideal (Hy, ...,H;) C
QAL ..., Ap)[Xo, ..., X,] és un ideal primer.

Recordem que el grau grV d’una varietat algebraica V C P” de dimensi6 d es
defineix com el nombre de punts d’interseccié de la varietat amb un subespai lineal
generic de P" de codimensio d. Es clar doncs, que

Proposici6 1.1. El grau d’un axioma algebraic irreductible A coincideix amb el grau
de la varietat V.

En [4], Alperin i Lang introdueixen la nocié de complexitat d’un axioma d’origami.
El resultat anterior mostra que és un cas particular del grau que hem introduit.

L’algebraicitat i la irreductibilitat son propietats naturals per als axiomes geome-
trics. Per aixo ens limitarem a considerar els axiomes que les satisfan:

Proposicio 1.2. Tots els axiomes que apareixen a la memoria son algebraics i irreduc-
tibles.

La demostracié d’aquesta proposicié €s computacional, i es fa considerant cada
axioma en particular. El lector podra trobar els detalls de cada cas concret en el blog
de la tesi ([29]]). Ens limitem a donar aqui un exemple senzill.

Exemple: Considerem I’axioma LineCircleIntersect, que genera els punts de tall
d’una recta A|X + A,Y + Ay = 0 i una circumferdncia (X — As)* + (Y — As)* = AL
Eliminem la variable Y del sistema donat per aquestes dues equacions i obtenim que
les coordenades (B, B,) dels punts d’interseccid satisfan les equacions:

H =B (Af + Ag) + (—2A4A§ +24,A5A, + 2A1A3) B+
A2 4+ A2A2 4 2AsA)A5 — A2AZ + A% = 0,

H, =A B +A,B, + A; = 0.

Es clar que la varietat V(H,, H,) C IP}Q( 4,4 t€ grau 2 1 és irreductible, ja que el poli-
nomi quadratic H; és irreductible. En general, pero, és necessari I’tis d’un manipulador

algebraic per poder determinar el grau i la irreductibilitat d’un axioma.
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1.5 Cataleg d’axiomes

Des del compas euclidia a I’origami, historicament s’han considerat instruments molt
diversos, que permeten construccions prou diferents. Un angle es pot bisecar amb
un sol plec de paper, pero costa una mica més si només podem usar un compas. La
biseccid d’angles, doncs, és 0 no és un procés geometric elemental? Cal que tinguem
un criteri per respondre aquestes qiiestions.

Nosaltres hem considerat com a axioma qualsevol procés geometric que es pot dur
a terme en un sol pas amb algun instrument fisic. Aquest criteri, pero, no exclou la
possibilitat que certs processos no elementals es puguin considerar també axiomes, a
fi que el nostre llenguatge es pugui estendre facilment.

Tot seguit enumerem els principals axiomes que emprarem al llarg d’aquest treball.
No podem pas pretendre donar una llista exhaustiva dels axiomes que apareixen a
la literatura: pensem, per exemple, en els 489 axiomes d’origami introduits en [4].
Aquest mateix article, a més, ens fa veure que hem d’estar preparats per admetre nous
axiomes en qualsevol moment.

Tots els axiomes inclosos en les taules segiients son algebraics i irreductibles. La
comprovaci6 d’aquestes propietats s’ha dut a terme amb 1’ajut del programari Magma.
Els fitxers corresponents poden trobar-se en el blog de la tesi ([29])).

Notacioé 1.5.1. En aquestes taules, les lletres majiiscules A, B, ... sempre indiquen
punts; les rectes son indicades per €,{’, ... i les altres lletres miniiscules c,c’ ... re-
presenten corbes d’altres tipus.

1.5.1 Axiomes basics de construccio

Axioma Descripci6

¢ =Line(A, B) Recta que passa per A1 B.

¢ =Circle(A, B) Circumferencia amb centre A que passa per B.
¢ =UnitCircle(P) Circumferéncia amb centre P iradi 1.

¢ =RadiusCircle(A, B, C) Circumferéncia amb centre A i radi d(B, C).
{1, {, =Bisector({, () Bisectrius de €1 ¢'.

¢ =PerpendicularBisector(A, B) Mediatriu del segment AB.

¢’ =Perpendicular(¢, P) Recta perpendicular a £ que passa per P.

¢ =PointPerpendicular(A, B, C) Recta perpendicular a AB que passa per C.
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Axioma

Descripcid

{1, ¢, = AngleLine (¢, P)
{1, ¢, = PointAngleLine (A, B, C)

{1, ¢, =Tangent({, F, A)

t1, 0>, {3 =CommonTangent(¢, F, (', F’)

¢ =PerpendicularTangent({,, F, {»)

{1, (> = PointLineVerging(P, {)

{1, ¢, = PointCircleVerging(P, c)

t1, s, 03, €, = LineLineVerging(P, ¢, (")

{1, ...,{s = LineCircleVerging(P, ¢, c)

{1, ..., ts = CircleCircleVerging(P, c, c’)

{1, ¢, = LineSquadVerging(¢{, A, B)

t1, 0y, 45, 04 = LineAngleVerging ,({, A, B)

¢ =Conic(¢, F, A, B)

c =Ellipse(F, F’,C)

¢ =FivePointConic(A, B,C, D, E)

Rectes per P que formen un angle & amb ¢.
Rectes per C que formen un angle @ amb AB.

Tangents per A a la parabola de directriu £ 1 fo-
cus F.

Tangents comunes a la parabola de directriu € i
focus F i ala parabola de directriu ¢’ i focus F”.

Recta tangent a la parabola de directriu ¢; i fo-
cus F, perpendicular a ¢,.

Rectes per P que tallen £ en punts a distancia 1
de P.

Rectes per P que tallen ¢ en punts a distancia 1
de P.

Rectes per P que tallen £, ¢’ en punts separats
per una distancia 1.

Rectes per P que tallen ¢, ¢ en punts separats per
una distancia 1.

Rectes per P que tallen ¢, ¢’ en punts separats
per una distancia 1.

Rectes per A i per B que formen un angle recte
quan tallen ¢.

Rectes per A i per B que formen un angle @ quan
tallen £.

Conica amb directriu ¢, focus F i1 excentricitat
la distancia entre A i B.

El'lipse amb focus F' i F” i que passa per C.

Conica que passa pels punts A, B, C, Di E.

Taula 1.1: Axiomes de construccid




1.5.2 Axiomes basics d’interseccio

Axioma

Descripcid

P =Linelntersect(, ')
P, P, =CircleIntersect(c, ¢’)
P, P, =LineCircleIntersect(¢, ¢)

P, P, =LineUnitCircleIntersect({, A)

P, P, =CircleUnitCircleIntersect(c, A)

P, P, =LineRadiusCircleIlntersect({, A, B, C)

Py, ..., P4 =ConiclIntersect(c, ¢’)
P, P, =LineConiclIntersect(¢, ¢)

Py, ..., P, =CircleConicIntersect(c, ¢’)

Py, ..., P, =LineConchoidIntersect(¢, {’, P)

Py, ..., Pc =CircleConchoidIntersect(c, ¢, P)

Py,---, P, =LineLimaconIntersect(¢, F, c)

P, ..., P =CircleLimaconIntersect(c, F, ¢’)

P, P, =LineDiameterCircleIntersect(¢, A, B)

Py, ..., P, = LineArclIntersect,({, A, B)

Punt de tall de les rectes €1 €.
Punts de tall de les circumferencies c, ¢’.
Punts de tall de £ amb la circumferéncia c.

Punts de tall de la recta ¢ i la circumferéncia
amb radi 1 i centre A.

Punts de tall de la circumferéncia c 1 la circum-
fereéncia de centre A iradi 1.

Punts de tall de la recta ¢ i la circumferencia
amb centre A € ¢, 1 radi BC.

Punts de tall de les coniques c 1 ¢’.
Punts de tall de £ amb la conica c.

Punts de tall de la circumferéncia ¢ amb la co-
nica c’.

Punts de tall de ¢ amb la concoide de pol P i
directriu la recta ¢’.

Punts de tall de la circumferéncia ¢ amb la con-
coide de pol P i directriu la recta £.

Punts de tall de la recta £ amb el caragol de Pas-
cal de focus F' i circumferencia c.

Punts de tall de la circumferéncia ¢ amb el ca-
ragol de Pascal de focus F 1 circumfereéncia ¢’

Punts de tall de la recta £ amb la circumferencia
de diametre AB.

Punts de tall de la recta £ amb I’arc capag¢ d’an-
gle « del segment AB.

Taula 1.2: Axiomes d’interseccio




1.5.3 Comentaris sobre alguns axiomes

Com ja hem comentat, els axiomes que hem inclos a les taules tenen un instrument
fisic associat, que permet dur-los a terme. En alguns casos, aclarim 1’operaci6 fisica
que es realitza.

El funcionament de 1’axioma CommonTangent, originari de I’origami, és el se-
giient: donats dos punts F i F”, i dues rectes £ i ¢’, fem un dels plecs que porta el punt
F alarecta ¢ i, simultaniament, el punt F” a la recta {’. Aquesta operacié €s equivalent
a construir una de les tangents comunes a la parabola de focus F' 1 directriu £ amb la
parabola de focus F” i directriu ¢’.

L’axioma AngleLine, prové de I’eina Angle, que esta formada per dues semirectes
que formen un angle a en el seu origen comu. L’axioma consisteix en, donat un punt
P i una recta ¢, recolzar un dels costats de I’instrument adjacent de I’angle « sobre la
recta ¢, de manera que I’altre costat adjacent passi pel punt P.

Els darrers axiomes d’interseccié que apareixen a la taula [E.2] sorgeixen de la tec-
nica d’inclinaci(ﬂ associada a instruments com el regle marcat o 1’escaire. Consisteix
en fer lliscar I’instrument per fer-ne coincidir certs elements amb punts o corbes pre-
viament dibuixats. Aquesta tecnica s’explicara amb més detall a I’annex [A]

1.5.4 Ordenacio dels elements generats pels axiomes

A les taules anteriors apareixen axiomes que generen més d’un objecte geometric.
La posici6 relativa d’aquests resultats respecte dels objectes input de 1’axioma sol ser
simetrica, pero pot no ser-ho respecte d’altres objectes que hagim construit préeviament.
En alguns casos en que vulguem combinar I’ output de diversos axiomes, és necessari
disposar d’un criteri geometric per establir-ne clarament la posici6 relativa, perque no
sempre tots els resultats dels axiomes implicats son utils.

Sigui quin sigui el criteri que decidim emprar, per forca sera necessari partir d’al-
guna referencia. L’eleccié d’un sistema de coordenades resoldria completament el
problema, pero aniria molt més enlla de les necessitats del llenguatge en aquest punt,
i portaria implicita una elecci6 aritmetica essencial, com explicarem en la secci6 [I.11]
La referéncia que escollim és al més senzilla possible: un punt fixat O i un sentit de
gir, que suposarem que és el que és donat per 1’orientacio anti-horaria dels angles.

En [9] es proposen criteris per als axiomes d’interseccié entre rectes i circumferen-
cies. En geometria computacional s’utilitza sovint la técnica de 1’escombratge radial.
Atesa la diversitat de situacions que cobreix el nostre llenguatge, nosaltres combina-
rem les dues idees. Com a regla general, quan és possible, establim una ordenaci6
adhoc dels objectes multiples generats per un sol axioma, i emprem 1’escombratge
radial quan no hi hagi una ordenaci6 natural intrinseca.

3En endavant usarem la versié anglesa del terme, verging, per ser ’habitual a la literatura. Es
freqiient també 1’us del terme grec neusis.
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Escombratge radial

L’escombratge radial que té centre P i semirecta £ amb origen en P consisteix a fer
girar ¢ en sentit positiu; els objectes s’ordenen en I’ordre que sén escombrats. Si dos
objectes s6n escombrats simultaniament, s’ordenen segons la distancia al punt P.

Ordenaci6 de punts en rectes

Sigui ¢ = Line(A, B) una recta construida a partir dels punts A, B. Ordenem els punts
de la recta segons el sentit del vector AB: I’ordre d’un punt P ve donat per 1’escalar A
tal que AP = 1AB.

Ordenacio dels punts d’interseccié de dues coniques

Siguin ¢, ¢’ dues circumferéncies amb el centres C, C’ respectivament. Ordenem els
punts Py, P, = CircleIntersect(c, ¢’) mitjangcant 1I’escombratge radial amb centre C i
semirecta CC’. Utilitzem el mateix criteri per ordenar els punts que s’obtenen amb
I’axioma CircleUnitCircleIntersect i els punts Py, ..., P, = ConicIntersect(c,c’) de
tall de les dues coniques c i ¢’. (Entenem que el centre d’una ellipse o d’una hiperbola
és el punt mitja dels seus focus, i com a centre d’una parabola prendrem el seu focus).
Ordenem analogament els punts Py, ..., P4 = CircleConicIntersect(c, ¢’).

Ordenacio dels punts d’interseccié d’una recta i una conica

Siguin ¢ una recta i ¢ una circumferencia amb centre C. Si £ no és un diametre de c,
ordenem els punts P, P, = LineCirclelntersect(/, c) de manera que 1’angle P,CP,
sigui positiu. Si la recta és un diametre, ordenem Py, P, simplement com a punts de
la recta ¢, utilitzant un escombratge radial amb centre C i semirecta CO si la recta no
s’ha obtingut amb I’axioma Line. Ordenem de manera analoga els punts P, P, que
s’obtenen amb els axiomes LineUnitCircleIntersect, LineConicIntersect, LineDia-
meterCircleIntersect 1 LineArcIntersect,,.

Ordenacié dels punts de tall d’una recta i una concoide

Els punts Py, ..., P, = LineConchoidIntersect(¢, {’, P) s’ordenen segons 1’escombrat-
ge radial amb centre el pol P de la concoide i1 semirecta PO.

Ordenacio dels punts de tall d’una circumfereéncia i una concoide

Els punts Py, ..., P4 = CircleConchoidIntersect(c, ¢, P) d’interseccié de la circum-
feréncia ¢ amb centre C i la concoide que té pol P 1 directriu £ s’ordenen seguint
I’escombratge radial amb centre C semirecta CP.
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Ordenaci6 dels punts de tall d’una recta i un caragol

Els punts Py, ..., P, = LineLimaconIntersect({, F, c¢) s’ordenen segons I’escombratge
radial amb centre C i semirecta CF, on C és el centre de la circumferencia c.

Ordenaci6 dels punts de tall d’una circumferencia i un caragol

Ordenem els punts P, ..., P¢ = CircleLimaconIntersect(c, F, ¢’) de tall de la circum-
ferencia ¢ amb centre C i del caragol de Pascal que té focus F i circumferencia ¢’
segons I’escombratge radial amb centre C i semirecta CP.

Ordenacio de les bisectrius d’un angle

Siguin £, ¢’ dues rectes. Ordenem les dues rectes £y, £, =Bisector((, ) de manera que
¢ bisequi I’angle orientat o i {, bisequi I’angle orientat oL,

Ordenacio de les rectes amb angle arbitrari

Siguin ¢, ¢, = AngleLine, (¢, P) les dues rectes que formen un angle @ amb una recta
donada ¢, i que passen per un punt donat P. Siguin P; i P, els punts de tall respectius
de £amb ¢, 1 ¢,. Sisoén iguals/,_\és a dir, si P € £, aleshores ordenem ¢, 1 {, de manera
que ¢ bisequi I’angle orientat £;¢,. Si Py i P, son diferents, ordenem les rectes d’acord
amb I’ordenaci6 dels punts P, Py, P, tals que 1’angle P, PP, sigui positiu. Ordenem de
manera analoga les rectes que s’obtenen amb 1’axioma PointAngleLine,,.

Tangents a una parabola

Les dues rectes ¢, {, = Tangent({, F, A) tangents pel punt A a la parabola amb direc-
triu ¢ i focus F s’ordenen segons 1’escombratge radial amb centre A i semirecta AF.

Tangents comunes a dues paraboles

Siguin ¢1, {5, {3 = CommonTangent(¢, F, {’, F’) les tangents comunes a les dues para-
boles amb directrius i focus donats. Siguin Py, P, P5 els respectius punts de contacte
amb la primera parabola, és a dir, amb la parabola que té focus F i directriu £. Or-
denem les rectes d’acord amb 1’ordenacié dels punts Py, P,, P; segons I’escombratge
radial amb centre F i semirecta F'F’.

Ordenacio de rectes d’axiomes de verging

Les rectes ¢;,¢, =PointLineVerging(P,{) s’ordenen segons un escombratge radial
centre P i semirecta CO. Siguin ¢, >, (3, £, = LineLineVerging(P, ¢, (') les rectes
per P que tallen £, ¢’ en punts separats per una distancia 1. Sigui P’ el punt de tall de
les rectes €1 ¢’. Ordenem les rectes €1, . . ., {4 segons I’escombratge radial amb centre P
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i semirecta PP’. Si les rectes € i £’ son paralleles, ordenem les rectes ¢4, ..., ¢, segons
I’escombratge radial amb centre P i semirecta PO.

Les rectes que s’obtenen amb els axiomes PointCircleVerging, LineCircleVer-
ging, CircleCircleVerging s’ordenen fent un escombratge radial amb centre P i semi-
recta PC, on C és el centre de la circumferencia c.

Ordenem les rectes ¢, {, = LineSquadVerging(¢{, A, B) considerant que A € {; i
B € ¢,. De les quatre rectes {1, {», {3, {4 = LineAngleVerging,({, A, B), considerem
que ¢, 1 ¢, passen per A i {31 {4 passen per B. Ordenem ¢, 1 ¢, segons I’escombratge
radial amb centre A i semirecta AB 1 les rectes {3 1 {4 segons I’escombratge radial amb
centre B i semirecta BA.

1.6 Eines

El concepte central del nostre llenguatge formal €s:

Definicié 1.6.1. Una eina & és una parella {(C,I), on C és un conjunt finit, no buit,
d’axiomes de construccio i I és un conjunt finit, no buit, d’axiomes d’interseccio.

Exemples:

e Elregle:
R := ({Line}, {LineIntersect})

e El compas:

C := {{Circle, RadiusCircle}, { CircleIntersect})

e El regle i el compas:

RC := ({Line, Circle, RadiusCircle},
{LineIntersect, CircleIntersect, LineCircleIntersect}).

Definicid 1.6.2. La signatura o (E) d’una eina & és el conjunt ordenat dels graus dels
seus axiomes.

La signatura de les eines és un invariant de caire algebraic. Veurem en el capi-
tol 4] que la signatura ens dona criteris aritmetics de constructibilitat i ens permetra
diferenciar les eines des del punt de vista aritmetic.

La definici6 donada d’eina déna llibertat absoluta per escollir els axiomes que con-
formen una eina; una elecci6 arbitraria pot portar, pero, a eines poc consistents geo-
metricament parlant. Llevat de casos excepcionals, totes les eines que apareixen en
aquest treball satisfan les condicions segiients:
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Hipotesi de completesa:
1) Les corbes que apareixen explicitament en un axioma sén construibles.

1) Els punts d’interseccié de dues corbes construibles son construibles mitjangant
un axioma d’interseccio.

Exemple: L’eina RC satisfa la hipotesi ja que en els seus axiomes només apareixen
explicitament rectes i circumferéncies, que sén les uniques corbes construibles, i els
seus punts d’interseccid també son construibles.

1.7 Un exemple de formalitzacio: el regle marcat

Entendrem per regle marcat un instrument fisic ideal que ens permet dibuixar seg-
ments rectes arbitrariament llargs, i marcar sobre ells una distancia fixada, que suposa-
rem que és 1. Naturalment, prendrem com a model fisic d’aquest instrument un regle
en el qual hi ha dues marques a distancia 1.

Per formalitzar aquest instrument, hem d’identificar els processos elementals que
permet fer, és a dir, quins axiomes compondran I’eina que li associarem. D’entrada,
si tenim dos punts el regle marcat ens permet dibuixar la recta que els uneix, aixi que
haurem d’incloure 1’axioma Line, i conseqiientment, ja que volem que I’eina sigui
completa, també haurem d’incloure I’axioma LineIntersect.

La caracteristica principal del regle marcat és la possibilitat de fer coincidir les
seves marques amb altres objectes. En fer-ho, podem generar o bé dos punts o bé la
recta que els uneix. Aixo0 fa que per formalitzar cadascun aquests processos de verging
definim dos axiomes, segons si volem generar punts o rectes.

Els diferents processos de verging que podem fer amb el regle marcat son:

e Donats un punt O 1 una recta £, podem encaixar una de les marques del regle
sobre el punt, i fer coincidir 1’altra amb la recta. Aquest procés el formalitzem
amb els axiomes LineUnitCircleIntersection i PointLineVerging. El primer
ens dona els dos punts de £ que estan a distancia 1 de O, mentre que el segon ens
dona les rectes que uneixen O amb aquests dos punts.

e Donats un punt O i dues rectes ¢, {’, recolzem el regle en O 1 I'inclinem fins
que les dues marques s’encaixen sobre les dues rectes. Aixo déna lloc a qua-
tre parelles de punts i a les corresponents quatre rectes, totes elles passant per
O. L’axioma que ens dona les quatre rectes és LineLineVerging. Com no tenim
axiomes que ens donin parelles de punts com a tals, considerarem per separat els
punts de cada parella que cauen sobre cadascuna de les dues rectes inicials ¢, ¢,
i definirem I’axioma Py, ..., P, =LineConchoidIntersect(¢, {’, O) , que ens do-
nara la quaterna de punts Py, ..., P4 que cauen sobre la recta £, que coincideixen
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amb els punts de tall d’aquesta recta amb la concoide de pol O i directriu ¢’. En
I’annex [A]donem una explicacié més detallada d’aquest axioma.

Aixi doncs, la formalitzacié d’aquesta eina és:

RM := ({Line, PointLineVerging, LineLineVerging}, {LineIntersect,
LineUnitCircleIntersect, LineConchoidIntersect}).

Es una eina completa. La seva signatura és:
o(RM) ={1,2,4},

jaque
gr PointLineVerging = gr LineUnitCircleIntersect=2,
gr LineLineVerging = gr LineConchoidIntersect = 4.

1.8 Subeina. Unio d’eines

Es una practica habitual considerar la utilitzacié de més d’un instrument alhora. El cas
més conegut €s la utilitzacié d’un regle i un compas. Seria raonable dir que les eines R
(regle) i C (compas) sén subeines de 1’eina RC (regle i compas), i que aquesta darrera
€s la unio6 de les anteriors. La definici6 del concepte de subeina €s trivial:

Definicio 1.8.1. Diem que ’eina & = (C, I') és una subeina de [’eina & = (C’,I") si
ccCircr.

La definici6 de la uni6 de dues eines €s una mica més delicada, perque pot donar
lloc a combinacions de corbes o de punts que no pot generar cadascuna de les eines
per separat. Per exemple, en unir un regle i un compas hem d’incloure 1’axioma Line-
CircleIntersect. Hi ha, pero, situacions més subtils, que ens porten a les definicions
segients:

Definicié 1.8.2. Direm que una corba és construible amb una eina & si es pot generar
amb un axioma de construccié d’E.

Direm que una corba és intersecable amb & si hi ha un axioma especific d’in-
terseccio a & que ens dona els punts de tall de la corba amb una corba construible
amb &E.

Diem que un punt és marcable amb & si, combinat amb altres punts construibles,
determina una corba per a la qual hi ha un axioma especific de construccio a &.

Els conceptes de corba intersecable 1 punt marcable s6n conceptes duals, que te-
nen el seu origen en els processos de verging, per bé que podrien apareixer en altres
contextos.

Exemple: Les corbes construibles amb RM sén rectes, pero les corbes intersecables
son circumferéncies de radi 1 i concoides, 1 originen els axiomes LineUnitCircleIn-
tersect i LineConchoidIntersect. Els punts marcables sén punts a distancia 1 que
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estan sobre corbes construibles; originen els axiomes PointLineVerging i LineLine-
Verging.

La definici6 de la unié d’eines ha de tenir en compte 1’aparicié de corbes interse-
cables i de punts marcables:

Definicio 1.8.3. Sigktin E=(C,I1Yi& ={(C',I") dues eines. L’einaunié de &i &' és
Ieina EV E = (C, I) que té els axiomes segiients:

- C=CUC'UC, onC* és el conjunt d’axiomes de construccid donats pels punts
marcables.

I =TUI'UItUTI* on

— I és el conjunt d’axiomes d’interseccio entre corbes construibles amb &
0&';

— 17 és el conjunt d’axiomes d’interseccio entre corbes construibles amb &
o &' i corbes intersecables amb & 0 &'.

Amb aquesta definicié és clar que RC = RU C.

1.9 Construccions

Un cop formalitzats els instruments geometrics hem de formalitzar els processos ge-
ometrics complexos que combinen diversos axiomes. Aix0 ens porta al concepte de
CONStruccio.

En la literatura es proposen algunes definicions per a casos particulars. Per exem-
ple, per a les construccions amb regle i compas o les construccions amb coniques,
Baragar ([/]) proposa les definicions segiients:

Definicié 1.9.1 (Baragar). Una construccio plana C és un conjunt finit de punts C =
{O,P, Ay, ...A,} tal que A,y és un punt d’interseccio de rectes ijo circumferencies cons-
truides a partir dels punts de la subconstruccio C;, = {0, P, Ay, ..., A¢}.

Definicié 1.9.2 (Baragar). Una construccio solida C és un conjunt finit de punts C =
{O,P, Ay, ...A,} tal que Ay és un punt d’interseccio de rectes, circumferencies o coni-
ques construides a partir dels punts de Cy.

Aquestes definicions inclouen, dins de la successio, els punts que intervenen en
el procés, perd les corbes i els processos per aconseguir aquests punts i corbes no
queden explicits. Exclouen doncs la possibilitat de construir corbes i, construccions
elementals, com ara la bisecci6 d’un angle, no es poden formalitzar.

A continuaci6 proposem una definici6 alternativa de construccid, emprant el llen-
guatge axiomatic que hem introduit, i que evita els inconvenients esmentats.
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Definici6é 1.9.3. Una construccié d’un conjunt V de punts i rectes a partir de Uy és
una successio finita

CUp; V) ={0: = Ai(U), ..., 0, = Ap(Un)},
on
- Uy és un conjunt inicial ordenat de punts i corbes;
- Aq,..., A, sOn axiomes;
- Cada Uy, és un subconjunt de UgU --- U Up_1 U Oy U -+ U Oy_q;
-VCcOoU-- U0, peroVCO4U---UQO,.

Direm que C(Uy; V) és una construccio de V a partir de Uy. Si Ay, ..., Ay € CUT,
direm que C(Uy; V) és una construccio de V amb l’eina & = (C, ), i ho denotarem
per C(Uy; V) € &E.

Notaci6 1.9.1. Per no complicar innecessariament la notacio, descriurem els conjunts
Uy i V enumerant-ne els elements, pero sense incloure’ls entre claus; el punt i coma

"non

;"marca la separacio entre els dos conjunts.

Observacié: Els objectes del conjunt inicial d’una construccié poden ser punts i cor-
bes concrets, pero en general suposarem que sén objectes generics. En particular,
suposarem que satisfan sempre totes les condicions que garanteixen la viabilitat de la
construccio.

Observacio: Les construccions tenen un nombre fix de passos: els processos iteratius
que impliquen un nombre variable de passos no els admetem com a construccions.
Aquests processos iteratius s’encaixaran en el context dels mapes, que introduirem en

la secci6 [L.111

Exemples:
e Qualsevol axioma V = A(U)) es pot identificar de manera natural amb una cons-
truccié elemental A(Uy; V). La notacié ens permetra discernir en cada cas si
considerem I’axioma com a tal (V = A(Uy)) o bé com a construccid (A(Uy; V)).

e Construccid de la recta parallela a una recta ¢ per un punt P exterior a aquesta:

Parallel(P,¢; (') = {{, = Perpendicular(¢, P),
¢’ = Perpendicular(¢;, P)}.
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e Construccié d’un parallelogram ABCD a partir dels punts A, B, i C:

Parallelogram(A, B, C; D) = {{, = Line(A, B),
¢, = Line(A, C),
{3 = Perpendicular(¢,, C),
{, = Perpendicular(¢;, C),
{5 = Perpendicular(¢,, B),
{¢ = Perpendicular({s, B),
D = Linelntersect({4, {s)} .

Les construccions sén solucions de problemes geometrics, i €s obvi que un ma-
teix problema pot admetre solucions molt variades. Per aix0 ens convé introduir la
terminologia segiient:

Definicié 1.9.4. Direm que dues construccions C(Uy; V) i C'(U[; V') son equivalents
si Uy = Uy i els lligams geométrics entre V i Uy son els mateixos que entre V' i U,
Un problema P(Uy; V) és una classe d’equivaléncia de construccions segons aquesta
relacio. Una solucié del problema P(Uy; V) és qualsevol representant de la classe
d’equivalencia, és a dir, qualsevol construccio C(Uy; V) de V a partir de U,. Un
problema es pot resoldre amb [’eina & si té una solucio C(Uy; V) € &.

Exemple: El segon problema dels Elements d’Euclides és:
Transport de distancia: Donats tres punts A, B, C, determineu un punt D tal que
d(A,D) =d(B,C).

El problema admet moltes solucions, i no totes elles porten al mateix punt solu-
cid, pero totes son equivalents en el sentit esmentat abans. Per exemple, tenim les
construccions segiients:

DistanceTransport(A, B, C; D) = {c; = Circle(A, B),
¢, = Circle(B,A),
E, F = CircleIntersect(c, ¢»),
{; = Line(B, E),
c3 = Circle(B, C),
G, H = LineCirclelntersect({;, c3),
¢4 = Circle(E, H),
¢, = Line(E,A)
D, I = LineCirclelntersect({,, c4)} .

CompassDistanceTransport(A, B, C; D) = {c, = Circle(A, B),
¢, = Circle(B, A),
E, F = CircleIntersect(c;, ¢»),
c3 = Circle(E, C),
¢4 = Circle(F, C),
C, D = CircleIntersect(cs, c4)} .
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La primera d’aquestes construccions es pot realitzar amb regle i compas, mentre que la
segona requereix només el compas. Els punts solucié no coincidiran en general, perd
obviament tindran el mateix lligam geometric amb els punts A, B, C donats.

A T’annex [D]hem inclos la formalitzaci6 en aquest llenguatge de les construccions
classiques més habituals. En endavant usarem lliurement totes les construccions que
s’hi esmenten, amb el nom que hi reben.

1.10 Construccions i eines generalitzades

En descriure en llenguatge natural una construccié geometrica, és habitual i molt co-
mode referir-se a altres construccions elementals descrites previament. Aixo facilita la
comprensio de la construccid i n’abreuja la descripcié. Ens convé incorporar aquesta
flexibilitat al nostre llenguatge.

Definicié 1.10.1. Una construccié generalitzada d’un conjunt V de punts i rectes a
partir de Uy és una successio finita

C(Up; V) ={C1(U1; 01), ..., Co(Up; Op)},
on
- Uy és un conjunt inicial de punts i corbes;
- C1(Uqy;0v),...,C(U,; O,) son construccions;
- Cada Uy és un subconjunt de Uy U --- U Uy UO; U -+ U O_y.
-VcOo,U---uU0,,peroV ¢ O, U---UO,_.

Naturalment, les construccions s6n també construccions generalitzades, tenint en
compte la identificacié dels axiomes amb construccions elementals. Es obvi, també,
que tota construccié generalitzada es pot descriure com una construccié en sentit es-
tricte, i en I’ambit practic, les tractarem com a tals. Aixi, per exemple, direm que una
certa construccié generalitzada C(Uy; V) resol el problema P(U; V) si la construcci6
associada el resol.

De manera natural, les construccions generalitzades porten a donar també una ver-
si0 generalitzada del concepte d’eina:

Definicio 1.10.2. Una eina generalitzada és un conjunt finit de construccions o cons-
truccions generalitzades.

Observacié: Per tenir una analogia més clara amb la definicié d’eina, podriem dis-
tingir entre construccions de corbes, que correspondrien als axiomes de construccio,
1 construccions de punts, que generalitzarien els axiomes d’interseccid. No entrarem,
pero, en aquestes consideracions.
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Usarem també per a les eines generalitzades totes les notacions introduides per a
les eines, quan segueixin tenint sentit.

D’ara en endavant, sempre i quan no es digui el contrari, ens referirem indistinta-
ment a eina o a eina generalitzada.

Exemple:  Suposem que dissenyem un instrument capa¢ de construir un quadrat
a partir de la seva diagonal. Podriem formalitzar aquesta eina com la construccié
Square(A, C; B, D) que, donats els extrems A, C de la diagonal, determina els dos
punts B, D de tal manera que A, B,C, D s6n els vertexs del quadrat, recorreguts en
sentit anti-horari.

Amb aquesta construccié definim I’eina generalitzada:

Y = (Line, Square, LineIntersect).
Amb aquesta eina generalitzada podem trobar el punt mitja d’un segment:

MidPoints(A, B; C) = {Square(A, B; D, E),
Square(A, D; F,C)}.

1.11 Mapes

Historicament, les construccions geometriques han tingut un clar interes aritmetic. El
problema classic de determinar quins punts i corbes son construibles amb una eina
arrenca a la Grecia classica i arriba als nostres dies. La formulacié rigorosa del proble-
ma requereix, pero, fixar els punts que suposem que estan donats inicialment. Es obvi
que obtindrem resultats molt diferents aritmeticament parlant si partim dels punts 0,1
o dels punts 0, V2.

A T’hora de fixar quins punts suposem que han estat donats per una eina concreta,
se’ns plantegen dues qiiestions basiques, una de caire geometric 1 I’altra de natura
algebraica:

1) Quins conjunts inicials de punts i corbes permeten construir infinits punts?

2) Quins problemes volem resoldre?

Sembla natural centrar el nostre interes en les configuracions inicials que ens per-
metin generar infinits punts o corbes, per la qual cosa ens cal saber respondre la primera
qiiestid, per bé que la resposta pot no ser tnica. La segona qiiestié sembla Obvia, perod
adquireix una rellevancia especial en un context aritmetic: pressuposar 1’existeéncia
de certes dades inicials pot alterar essencialment els punts construibles amb una eina
determinada.

Aquestes consideracions ens porten al concepte de mapa, que combina una eina
amb un conjunt de punts i de corbes inicials, que produeix una configuracié geometrica
1 aritmetica concretes.
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Definicié 1.11.1. Un mapa és una parella M = (&, U,) formada per una eina & i un
conjunt no buit i finit Uy de punts i de corbes.

Observacio: Els conjunts inicials dels mapes estaran formats per punts i corbes con-
crets, 1 no pas generics, contrariament al cas de les construccions.

Notacié 1.11.1. Donat un conjunt U de punts i corbes, escriurem U = [C, P] per
distingir el subconjunt C de les corbes de U del subconjunt P dels punts de U. Re-
ciprocament, donats un conjunt C de corbes i un conjunt P de punts, n’indicarem la
unio mitjancant [C, P].

Definicié 1.11.2. Sigui M = (&, Uy) un mapa amb & = (C, I'). La successié de capes
U, = {[C,, B, 1}new és la successio definida per:

i) Uy = [Co, Pol

ii) €, és la unio de €,_; amb el conjunt de corbes que s’obté aplicant tots els axio-
mes de construccio de C de totes les maneres possibles als elements de U,,_;.

iii) B, és la unio de B,_; amb el conjunt de punts que s’obté aplicant tots els axio-
mes d’interseccio de I de totes les maneres possibles als elements de [€,,, B, ].

Denotarem per UM = [GM, PM] := U® U, el conjunt de corbes i punts construibles
amb M.
Direm que un mapa és finit si |(LIM| < +oo [ infinit en cas contrari.

Exemple: Considerem el mapa M = (&, U,) donat per:

& = ({PerpendicularBisector}, {Linelntersect}),
U, =1{0,1,Y = 0}.

Les capes de M sén U; = [C;, ;] amb:

m . m .
(SJ-:{Y:O}U{X:E:ISmSZJ 1},@13,-:{2—-03mszf}.

Ik
Noteu que BM és un subconjunt dens de Iinterval [0, 1].
Exemple: Sigui C : Y? = X° + aX + b una corba elliptica amb rang 1 sobre Q. Sigui
Py un generador de C(Q), i P, = 2P;. Considerem el mapa

EC:=({{Line, Perpendicular}, {LineCubicIntersect}), 1),

amb conjunt inicial: U, = {C,Y = 0, P, P,}. L’axioma d’interseccié LineCubicln-
tersect ens dona els tres punts de tall d’una recta amb una corba cubica. Notem que
I’eina associada a aquest mapa no satisfa la hipotesi de completesa. Es comprova
facilment que el conjunt de punts construibles d’aquest mapa és PE¢ = C(Q).

27



Per bé que, com mostren aquests exemples, €s interessant considerar mapes amb
tota generalitat, centrarem el nostre estudi en els mapes associats de manera natural
a les eines classiques. En general, per definir aquests mapes geomeétrics només ens
caldra assignar un conjunt inicial natural a 1’eina que vulguem estudiar.

Exemple: Un compas euclidia és un compas que es tanca en aixecar-lo del paper.
A diferéncia dels compassos que utilitzem actualment, el compas euclidia no permet
transportar distancies.

El mapa que es pot associar de manera natural al compas euclidia és:

CE := ({{Circle}, {CircleIntersect}), {0, 1}).

Mostrem les tres primeres capes d’aquest mapa a la figura segiient:

(a) U, (b) U,

Figura 1.1: Les 3 primeres capes de CE

Exemple: El mapa RM associat al regle marcat és:
RM := (RM, {0, 1, i}).

Els processos de verging associats a I’eina R M confereixen a aquest mapa una estruc-
tura molt especial:

Proposicié 1.3. Denotem per V el cos dels nombres de Viéteﬂ El conjunt de punts
construibles del mapa RM és:
PEM = ().

Demostracio. [41), Cap. 9]. O

4Aquest cos és la menor extensié de Q tancada per arrels ctibiques reals i per triseccid, és a dir, la
menor extensié V de Q que satisfa:

e xeV= xeV;

e cos(x) e V= cos(x/3) e V.
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Capitol 2
Cataleg d’eines

En aquest capitol presentem la formalitzacié com a eines dels instruments geometrics
més coneguts. La seleccid no pot ser pas exhaustiva, pero pretén ser prou illustrativa
perque el lector copsi les idees basiques i pugui formalitzar ell mateix altres instru-
ments.

Cada subsecci6 d’aquest capitol esta dedicada a presentar una eina que formalitza
un instrument geometric (en sentit lax). A banda de la llista d’axiomes involucrats,
hem inclos una llista de les construccions més destacades que es poden fer amb 1’eina.
Totes les construccions esmentades estan detallades al Cataleg de construccions, de
I’annex

Per disposar d’una referéncia rapida en la lectura dels capitols posteriors de la me-
moria, hem sintetitzat la descripcid de les eines presentades a la taula[E.3|de I’annex [E]

2.1 Eines classiques
Incloem en aquest epigraf les eines que han estat estudiades des de I’antiguitat fins al

segle XX, els resultats sobre les quals s6n ben coneguts, en molts casos fins i tot pels
no especialistes.

2.1.1 Regle

Aquesta eina és la formalitzacié de qualsevol instrument fisic ideal que ens permeti
dibuixar segments arbitrariament llargs, com ara un regle infinit sense marques, que
classicament s’ha anomenat regle.

R := ({Line}, {Linelntersect}).

Construccions: Midpointy.
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2.1.2 Compas

Aquesta eina simbolitza qualsevol instrument ideal que permeti dibuixar circumferen-
cies de radi arbitrariament gran. Un model fisic habitual d’aquest instrument és el
compas classic; un model ideal seria un cordill infinit amb un punxé a I’extrem i un
llapis que es pot situar sobre el fil a qualsevol distancia del punxo.

C := {{Circle, RadiusCircle}, { CircleIntersect}).

Construccions: EgquilateralTriangle, CompassDistanceTransport, DoublePoint,
CircleInversion, Circumcenter, Reflect, MidPointCompass, PerpendicularFoot, Arc-
Bisect, Square, Parallelogram,.

2.1.3 Regle i compas

Anomenem aixi I’eina R U C.

RC := ({{Line, Circle, RadiusCircle},
{Linelntersect, CircleIntersect, LineCircleIntersect}).

Construccions: EquilateralTriangle, DistanceTransport, CompassDistanceTrans-
port, DoublePoint, CircleInversion, Circumcenter, Reflect, PerpendicularBisection,
MidPointCompass, Midpoint .., Midpoint,, PerpendicularFoot, ArcBisect, Square,
Parallelgc, Parallelogram ., Bisection, DistanceProjection .

2.1.4 Compas euclidia

Aquesta eina formalitza un instrument ideal que permet dibuixar circumferencies de
radi arbitrariament gran, perd no permet transportar distancies. El model fisic més
usual és el compas euclidia ideal, que és un compas que es tanca en aixecar-lo del

paper}
C&E :=({Circle}, {CircleIntersect}).

Construccions: EgquilateralTriangle, CompassDistanceTransport, DoublePoint,
Circlelnversion, Circumcenter, Reflect, MidPointCompass, PerpendicularFoot, Arc-
Bisect, Square.

'Historicament, els primers compassos que es van construir eren d’aquesta mena.
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2.1.5 Regle i compas euclidia

La unid de les eines Ri CE és:

RCE := ({Line, Circle},
{Linelntersect, CircleIntersect, LineCircleIntersect}).

Construccions: EquilateralTriangle, DistanceTransport, CompassDistanceTrans-
port, DoublePoint, CircleInversion, Circumcenter, Reflect, PerpendicularBisection,
MidPointCompass, Midpoint s, Midpointy, PerpendicularFoot, ArcBisect, Square,
Bisection, DistanceProjection .

2.1.6 Compas fix

Aquesta eina formalitza qualsevol instrument fisic que permeti dibuixar circumferen-
cies d’un cert radi fixat, que per defecte suposarem que és igual a 1.

CF :=({UnitCircle}, {CircleIntersect}).

Construccions: Rhombus.

2.1.7 Regle i compas fix
EsI’eina RU CF:

RCF := ({Line, UnitCircle},
{Linelntersect, CircleIntersect, LineCircleIntersect}).

Construccions: Midpointy, Bisectiongcy 1 Rhombus.

2.1.8 Regle i compas de punta seca

Entendrem per compas de punta seca un instrument que permet transportar distancies
arbitrariament grans. Una modelitzacié d’aquest instrument és un compas amb dues
puntes (sense llapis). Juntament amb un regle, aquest instrument admet la formalitza-
ci0 segiient com a eina:

RCP :=({Line}, {Linelntersect, LineRadiusCircleIntersect}).

Aquesta eina no satisfa la hipotesi de completesa.
Construccions: Midpointy i Doublepointy .
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2.1.9 Regle marcat

Com ja hem vist al capitol [T} aquesta eina formalitza I’instrument regle marcat, que
consisteix en un regle ideal arbitrariament llarg amb dues marques que, per simplificar,
se suposen a distancia 1 I’una de I’altra. A I’annex [A]justificarem que la formalitzaci6
del regle marcat és:

RM := ({Line, PointLineVerging, LineLineVerging},
{LineIntersect, LineUnitCircleIntersect, LineConchoidIntersect}).

Construccions: Midpointy, Parallelg, Perpendiculary,,, RadicalAxisgp, i
LineCirclelntersectiong .

2.1.10 Escaire

Entenem per escaire un instrument ideal que permet dibuixar dues rectes arbitrariament
llargues que formen un angle rect El formalitzem amb 1’eina:

&S := ({Line, Perpendicular, PointPerpendicular, LineSquad Verging},
{LineIntersect, LineDiameterCircleIntersect}).

Les corbes intersecables amb aquesta eina son circumferencies donades per un diame-
tre.
Construccions: DoublePointss, Midpoint,, Parallelss i Parallelogram.

2.1.11 Angle

Aquest instrument permet dibuixar dues semirectes arbitrariament llargues que formen
un angle donat  (cf. [52]). La formalitzacié d’aquest instrument com a eina €s:

A, :=({Line, AngleLine_, PointAngleLine , LineAngleVerging,},
{LineIntersect, LineArcIntersect,}).

Construccions: Midpointy i Parallel 5.

2.2 Eines modernes

En les darreres deécades, hi ha hagut un interes creixent per les construccions geome-
triques; més enlla dels interessos purament matematics, les aplicacions industrials de
I’origami o la geometria computacional, entre d’altres coses, han aportat noves pers-
pectives. En aquest apartat incloem les eines que s’han estudiat més recentment.

%Els escaires habituals sén models aproximats d’aquesta eina, ja que només permeten dibuixar se-
mirectes.
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2.2.1 Origami

Aquesta eina formalitza les construccions geometriques que es poden dur a terme mar-
cant plecs sobre un full de paper, que suposarem arbitrariament gran. Malgrat que dis-
posem del terme papiroflexia per anomenar aquesta eina, emprarem el terme japones
origami, que és el més estes en la literatura.

Els axiomes de construccid corresponen als anomenats axiomes de Huzita-Justin,
descrits a [35]. Aquests axiomes son el resultat de treballs de Huzita (cf. [28]]), Hatori
(cf. [22]) i Justin (cf. [32])F] Formalment:

O :=({Line, PerpendicularBisector, Bisector, Perpendicular, Tangent,
CommonTangent, PerpendicularTangent}, { LineIntersect}).

Construccions: Doublepoint,g, Reflect,, Midpoint,, Midpoint,, Parallelss, Li-
neCirclelntersectOrigami, Parallelogram , IsoscelesRectangleTriangle, AngleDu-
plication, LineCirclelntersectOrigami, DistanceProjection, Rotation.

2.2.2 Origami thalia

En aquest tipus d’origami, introduit per Alperin ([2]) només s’admeten tres dels axi-
omes basics de Huzita-Justin: la recta per dos punts, la mediatriu d’un segment i la
interseccio de rectes.

O7 :=({Line, PerpendicularBisector}, {LineIntersect}).

Construccions: Midpoint, i Midpoint,.

2.2.3 Origami pitagoric
Afegint la biseccié d’angles a I’eina anterior, tenim:
OP :=({Line, PerpendicularBisector, Bisector}, {LineIlntersect}).

Construccions: Midpointy i Midpoint,.

2.2.4 Origami angular

Seguint la nomenclatura utilitzada a [30]], anomenem origami angular a la subeina de
A, segiient:

OA, :=({Line, PointAngleLine }, {LineIntersect}).

Construccions: Midpointg i Midpoint,.

3 Alperin i Lang [4] demostren que aquests axiomes permeten fer qualsevol construccié amb origami,
sempre que s’exclogui la possibilitat de fer més d’un plec simultaniament. Si s’admet aquesta opcio,
s’obtenen altres eines més potents ([4]]).
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2.2.5 Regle i ellipses

Aquesta eina formalitza un conjunt d’instruments format per un regle ideal arbitraria-
ment llarg i fil i tres agulles ( cf. [18]]). El metode per dibuixar ellipses a partir de fil i
agulles és ben conegut. La formalitzaci6 és:

RE = ({Line, Circle, RadiusCircle, Ellipse}, {LineIntersect,
CircleIntersect, LineCircleIntersect, ConicLineIntersect,
ConicCirclelntersect, ConicIntersect}).

Construccions: EquilateralTriangle, DistanceTransport, CompassDistanceTrans-
port, DoublePoint, CircleInversion, Circumcenter, Reflect, PerpendicularBisection,
MidPointCompass, Midpointy,, PerpendicularFoot, ArcBisect, Square, Parallelg.,
Parallelogram, Bisection, DistanceProjection .

2.2.6 Coniques

Videla ([50]) planteja quines construccions sén possibles utilitzant coniques, definides
a partir de les seves directrius, focus i excentricitats [, T¢€ sentit, doncs, formalitzar
aquests processos sota el nom generic de coniques.

CO := ({Line, Circle, RadiusCircle, Conic}, {LineIntersect,
CircleIntersect, LineCircleIntersect, ConicLineIntersect,
ConicCirclelntersect, ConicIntersect}).

Construccions: EquilateralTriangle, DistanceTransport, CompassDistanceTrans-
port, DoublePoint, CircleInversion, Circumcenter, Reflect, PerpendicularBisection,
MidPointCompass, Midpoint .., Midpoint,, PerpendicularFoot, ArcBisect, Square,
Parallelgc, Parallelogram ., Bisection, DistanceProjection .

(a) Parablograf (b) Hiperbolograf

Figura 2.1: Mecanismes per construir paraboles i hiperboles

4Existeixen aparells mecanics per construir coniques (cf. [48])
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2.2.7 Regle marcat i compas
Es I’eina RM U C:

RMC := ({Line, Circle, RadiusCircle, PointLineVerging, PointCircleVerging,
LineLineVerging, LineCircleVerging, CircleCircle Verging}
{LinelIntersect, CircleIntersect, LineCircleIntersect, LineUnitCircleIntersect,

CircleUnitCircleIntersect, LineConchoidIntersect, CircleConchoidIntersect,
LineLimaconIntersect, CircleLimaconIntersect}).

Construccions: EquilateralTriangle, DistanceTransport, CompassDistanceTrans-
port, DoublePoint, CircleInversion, Circumcenter, Reflect, PerpendicularBisection,
MidPointCompass, Midpoint .., Midpointy, PerpendicularFoot, ArcBisect, Square,

Parallelgy,, Parallelg:, Perpendicularg,,, Parallelogram, RadicalAxisgy,, Bisecti-
on, LineCirclelntersectiongy, 1 DistanceProjection .
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Capitol 3

Classificacio de les eines

3.1 Classificacié geometrica de les eines

Les relacions entre eines introduides al capitol [I|sén essencialment formals, i permeten
descriure les relacions més o menys evidents entre les eines. Pero la comparacié més
natural entre eines €s la que té en compte les seves capacitats geometriques.

Notacié 3.1.1. Escriurem C(U,, V) & & per dir que la construccio C(Uy, V) és equi-
valent a una construccio de l’eina &, és a dir, que el problema resolt per C(Uy, V)
també es pot resoldre amb [’eina &.

Definicié 3.1.1. Direm que [’eina & genera 'eina &', i ho denotarem per & o— &,
si qualsevol problema que es pot resoldre amb &' també es pot resoldre amb &. En
termes de construccions:

Eo—& — VCWU,,V)e& CWU,V)eE&E.

Direm que & i & son equivalents geometricament, i ho denotarem per & o—o &' si
resolen els mateixos problemes.

Tenim una caracteritzacié evident d’aquesta relacié entre eines:
Lema 3.1. Siguin i & = (C’, I") dues eines.

E—&8 VAcC U Asé.

A la literatura trobem nombroses demostracions de 1’equivaléncia d’eines, que se-
gueixen el guié marcat per aquest lema. Cal entendre’l, doncs, com un metode siste-
matic per establir equivaléncies entre eines. A més, el lema il'lustra com, donades dues
eines geometricament equivalents &, &', podem traduir les construccions fetes amb &
a construccions realitzades amb &’: només cal substituir cada axioma d’& per la seva
construccié amb &'.
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Lema 3.2. Siguin &i &' dues eines.

o Si &' és una subeina de &, aleshores & o— &'.
e EUE o &

o Si & genera &', aleshores EV E = &E.

Exemples:
Com a conseqiiencia directa del lema[3.2] tenim les relacions segiients:

CO o= RC o— RCE o— R;
O o— OP - OT o= R;
RMC o— RM o— R.

Es pot provar que una eina en genera una altra a forca de trobar construccions
explicites dels axiomes corresponents. Pero per provar que una eina no és generada
per una altra calen, en general, d’altres tecniques. La signatura esdevindra un invariant
molt ttil en aquest sentit.

Per bé que I’equivaléncia geometrica €s una classificacié natural de les eines, a la
practica és molt restrictiva. Una de les principals limitacions la trobem en els axiomes
de construccid: si les corbes construibles de les eines son diferents, 1’equivaléncia no
es pot donar.

Per tant, és convenient tenir un criteri més flexible per classificar les eines.

Definicio 3.1.2. Una construccio amb punts és una construccio CP(Uy; V) en la qual
el conjunt inicial Uy esta format exclusivament per punts. Una construccio de punts
amb punts és una construccio amb punts CPP(Uy; V) tal que el conjunt de sortida
només conté punts.

Observacié: Malgrat que no hem pressuposat res sobre aquesta qiiestio, la majoria
de les corbes que intervenen normalment en les construccions geometriques es poden
descriure a partir de certs punts destacats. Per exemple, la mediatriu d’un segment
queda determinada pels extrems del segment, o una circumferéncia es pot descriure
amb el seu centre i un dels seus punts. La definicié de les CPP no és, doncs, gens
restrictiva, sind més aviat al contrari: deixa oberta la possibilitat d’intersecar corbes
sense requerir-ne la seva construcci6 explicita.

Definicié 3.1.3. Diem que [’eina & genera virtualment [’eina &', i ho denotem per
& — &, si qualsevol construccio CPP amb [’eina &' és equivalent a una construccio
amb E. Diem que & i & son virtualment equivalents, i ho denotem per & —: &' si

E-&i&8 -6&
Les propietats segiients son evidents:
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e -8 =>E-&.
e Si & ésuna subeina de &, aleshores & -— &'.

e SVUE - &

Observacié: Els criteris d’equivaléncia i equivaléncia virtual d’eines s’estenen de ma-
nera natural a eines generalitzades.

Teorema 3.3. Si la restriccio de cada axioma d’interseccio de l’eina E a corbes dona-
des per construccions amb punts és equivalent a una construccio per punts amb [’eina
&, llavors & genera virtualment &'.

Demostracio. La condici6 és clarament necessaria. Sigui CPP(Uy; V) € & una cons-
truccié de punts amb punts amb I’eina &'. Totes les corbes que apareixen a la cons-
truccié s’han de poder determinar a partir de punts. Els punts de V s’obtenen aplicant
axiomes d’interseccid a aquestes corbes, i per tant, s’obtenen també a partir de cons-
truccions equivalents amb 1’eina &. O

Corollari 3.4. Siguin &, &’ dues eines, amb & — &'.

a) La interseccio de dues corbes donades per construccions amb punts amb &' es
pot resoldre amb &.

b) La interseccio d’una corba intersecable donada per una construccio amb punts
amb una construible per punts amb &' es pot resoldre amb &E.

Observacio: Es pertinent plantejar-se si quan & genera virtualment &', la uni6 SV &
coincideix amb &. En les properes seccions veurem que RM — RC (teorema [3.14)).
Pero és clar que RM U RC # RM.

3.2 Teoremes sobre compassos
Teorema 3.5 (Euclides 1.1 1 1.2). L’eina RCE genera I’eina RC:
RCE o— RC.
Demostracio. Basta veure que RadiusCircle &- RC, és a dir, que tenim una construc-
ci6 de la circumferencia de centre A i radi BC amb I’eina RCE. Aquesta construccid

és trivial a partir de la construcci6 segiient que, donats tres punts A, B, C troba un punt
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D tal que d(A, D) = d(B, C).

DistanceTransport(A, B, C; D) = {c, = Circle(A, B),
¢, = Circle(B, A),
E, F = CircleIntersect(c;, ¢),
c3 = Circle(B, (),
¢, = Line(B, E),
G, H = LineCircleIlntersect({;, ¢3),
¢4 = Circle(G, F),
{, = Line(E,A)
D, E = LineCircleIntersect({,, c4)} .

Corollari 3.6. Les eines RC i RCE son equivalents.
Teorema 3.7 (Euclides 1.3). Les eines C i CE son equivalents.

Demostracid. Seguim el mateix raonament del teorema 3.5] substituint la construccié
DistanceTransport per una construccié equivalent que no utilitza el regle:

CompassDistanceTransport(A, B, C; D) = {c¢, = Circle(A, B),
¢, = Circle(B, A),
E, F = CircleIntersect(c;, ¢»),
c3 = Circle(E, C),
¢4 = Circle(F, C),
C, D = CircleIntersect({;, c3)} .

O

Observacié: Si Euclides no proposa aquesta construccio al principi dels seus Elements
és, segurament, perque la prova de la seva validesa requereix molts resultats previs, a
diferéncia de la construccié DistanceTransport. Naturalment, el teorema és un
corollari immediat del resultat anterior.

A continuacid, fem un abuds de llenguatge en descriure les eines generalitzades:
utilitzem determinats axiomes per definir-les quan, en realitat, es defineixen per cons-
truccions de punts amb punts, equivalents a aquests axiomes. Pressuposem, en aques-
tes construccions de punts amb punts, que les circumferencies es determinen pel seu
centre 1 un punt per on passen i les rectes es determinen per dos dels seus punts.

Teorema 3.8 (Mohr-Mascheroni, versi6 feble). Denotem per CircleInversion(A, B, P; P")
una construccio del punt invers de P respecte de la circumferencia de centre A que

passa per ﬂﬂ

"Existeixen mecanismes fisics que permeten dur a terme aquesta construccid, com ara I’aparell de
Peaucellier ([23]])
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Considerem les eines generalitzades:

CTI := {CircleIntersect, CircleInversion},
CL := {CircleIntersect, LineIntersect},
LT = {LineIntersect, LineCircleIntersect}.

Se satisfan les equivalencies virtuals:
RC:—:CI —CL:—: LT.

Demostracio. Provarem que CL —: RC, RC —: CI i L1 —: CL. Quant a la pri-
mera equivalencia basta veure que existeix una construccié de punts amb punts amb
CL equivalent a LineCircleIntersect. Donats els punts A, B,C i D, la construcci6
LineCirclelntersection troba els punts de tall M, N de la recta pels punts A, B amb la
circumferéncia amb centre C que passa per D:

LineCirclelntersection(A, B, C, D; M, N) = {Reflect(A, B, C; ("),
Reflect(A, B,D; D),
¢, = Circle(C, D),
¢, = Circle(C’, D),
M, N = CircleIntersect(c;, c,)} .

[’adaptacié d’aquesta construccid a una construccié de punts amb punts es pot fer
amb CL.

Quant a la segona equivalencia, és clar que RC o— CZ, perque la inversié d’un punt
respecte d’una circumferéncia és un problema resoluble amb RC:

Circlelnversiong-(A, B, P; P") = {{; = Line(A, P),
c; = Circle(A, B),
C, D = LineCircleIntersect({, c;),
{, = Line(B, P),
B, E = LineCircleIntersect({,, ¢;)
{3 = Line(B, D),
{4 = Line(C, E),
{5 = Line(D, E),
{¢ = Line(B, C),
F = LinelIntersect({s, {4),
G = Linelntersect({s, {5),
¢; = Line(F, G),
P’ = Linelntersect(¢;, {7)} .

Per veure que CZ :— RC, hem de provar que la restriccié a corbes donades per punts
de LineCircleIntersect i LineIntersect es poden construir amb CZ. La construcci6
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LineCirclelntersection que hem vist abans utilitza inicament 1’axioma CircleInter-
sect i demostra la primera part. Quant a la interseccié de rectes, ens la donen les
construccions segiients, quan les adaptem a construccions de punts amb punts:

MidPoint.;(A, B; M) = { DoublePoint(A, B; N),
Circlelnversion(A, B,N; M)} .

Circumcentre(P, Q, R; O) = {CircleInversion(P, Q,R;R’),
c; = Circle(Q, P),
¢, = Circle(R’, P),
O’, P = CircleIntersect(cy, ¢,),
CircleInversion(P, Q,0’; 0)}.

Linelntersection(A, B, C, D; O) = { MidPoint-;(A, B; E),
Circlelnversion(E,A, B; B’),
Circumcentre(A,E,B’; O,),
CircleInversion(E,A,D;D’),
Circumcentre(A,E,D’; 0,),
¢, = Circle(0,A),
¢, = Circle(0,, 0),
F, E = CircleIntersect(c, c;),
CircleInversion(E, A, F; M)} .

Es clar que CL :— LT per la construccié LineCircleIntersection descrita abans.
Per veure que L7 :— CL basta veure que existeix una construcci6é de punts amb punts
amb L7 equivalent a CircleIntersect.

Els punts de tall de dues circumferencies es poden trobar com a punts de tall del
seu eix radical amb una de les circumferencies. Ates que tenim 1’axioma LineCir-
cleIntersect, només cal que vegem una construcci6 de 1’eix radical amb £7.

Aquesta construccid s’obté adaptant a una construccié de punts amb punts la cons-
trucci6 segiient:

42



RadicalAxisc(0,A, 0, K; ) = {{, = Line(0, A),
¢, = Line(0, 0’),
Parallel; (A, O, O'; t5),
A’, B" = LineCircleIntersect(/5, Circle(O’, K)),
A, B = LineCircleIntersect(¢;, Circle(0, A)),
{, = Line(A, A"),
S = Linelntersect(¢,, {),
{5 = Line(S, A),
{c = Line(S, B),
A, C = LineCirclelntersect(¢s, Circle(O, A)),
B, D = LineCircleIntersect({s, Circle(O’, K)),
A’, C’" = LineCircleIntersect({s, Circle(O, A)),
B’, D’ = LineCircleIntersect({s, Circle(0’, K)),
{7 = Line(A, D),
{3 = Line(B’, ("),
X = Linelntersect({7, {3),
{y = Line(B, C),
510 = Line(A’, D/),
Y = Linelntersect(¢y, {}),
¢ = Line(X, Y)}.

La construcci6 Parallel:, que intervé en la construccié anterior €s la segiient:

Parallel; (A, B, F; ) = {{, = Line(A, B),
A, C = LineCircleIntersect(¢;, Circle(B, A)),
¢, = Line(A, F),
A, S = LineCircleIntersect({,, Circle(F, A)),
{3 = Line(S, B),
{4 = Line(S, C),
{5 = Line(F, C),
R = Linelntersect(¢3, {s),
{s = Line(A, R),
D = Linelntersect({s, {5),
{ = Line(F, D)} .

O

Observacio: Es coneixen diverses construccions de la inversio respecte d’una circum-
ferencia en que s’utilitza exclusivament el compas. Malauradament, totes requereixen
certes hipotesis sobre la posicid relativa dels punts implicats (en podeu trobar alguna a
I’annex D). Per bé que, tenint en compte les propietats de la inversi6, hom pot cenyir-se
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sempre al cas en que se satisfacin les hipotesis. Aquestes reduccions no sén construc-
cions: poden exigir un nombre arbitrariament gran de passos. Aquesta limitaci6 ens
impedeix afirmar que I’eina generalitzada {CircleIntersect} genera virtualment RC,
és a dir, el teorema de Mohr-Mascheroni en termes d’eines. Tanmateix, aquesta €s una
qiiesti6 oberta.

Qiiestio: {Inversion} € {CircleIntersect}?

Una resposta afirmativa ens permetria afirmar que {CircleIntersect} :(— RC.

3.3 Teoremes sobre regles

En general, és dificil provar que no hi ha relacions entre dues eines. En alguns casos,
pero, és possible:

Proposici6 3.9. L’eina R no genera CE.

Demostracio. Sifos R o— CE, també tindriem R :— C&, i per tant podriem construir el
circumcentre d’un triangle a partir dels seus vertexs amb R. Perd amb R només podem
construir els costats del triangle. O

Proposicio 3.10. L’eina OT no genera [’eina O.

Demostracio. Veurem que 1’eina O7 no genera virtualment I’eina OP. Ates que OP
€s subeina de O, aix0 implica que O7 no genera virtualment I’eina O.
Suposem que tenim dues rectes perpendiculars construides. Amb 1’eina OP i 1’ds
de I’axioma Bisector construim les dues bisectrius d’aquest parell de rectes.
En canvi, amb I’eina O7" només podem construir, si les rectes estan donades per
dos punts, una xarxa rectangular.
O

Proposicio 3.11. L’eina RM no genera virtualment I’eina RCF .

Demostracio. L axioma CircleIntersect de 1’eina RCF restringit a construccions de
punts amb punts només permet obtenir els punts de tall de circumferéncies de radi
unitari. Donats dos punts A, B a distancia inferior a 1, amb R M només podem construir
punts sobre la recta per A i B. Els punts de tall de les circumferéncies amb centres A 1
B i radi unitari no es poden construir. O

Proposicio 3.12. L’eina RCF no genera virtualment [’eina RM.

Demostracio. Amb RCF només podem construir rectes i circumferencies de radi uni-
tari i, per tant, construccions quadratiques. L’axioma LineConchoidIntersect i la seva
restricci6 a corbes determinades per punts n’involucra de ciibiques 1 no es pot construir
amb RCF . m]
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Proposicio 3.13. L’eina RM no genera virtualment ’eina O.

Demostracio. Donats dos punts A, B, amb O podem construir punts sobre la mediatriu
del segment que determinen. En canvi, amb RM no podem construir punts que no
estiguin sobre la recta AB. m|

Teorema 3.14. L’eina RM genera virtualment RC.

Demostracio. Pel teorema|3.8) només ens cal mostrar les construccions per punts dels
axiomes LineCircleIntersect i CircleIntersect amb I’eina RM. Aquestes construc-
cions requereixen la construcci6 de perpendiculars i paralleles. La recta parallela a la
recta AB per un punt C es pot construir seguint els passos segiients:

Parallelg\(A, B,C; () = {{, = Line(A, B),
D, D’ = LineUnitCircleIntersect({;, A),
E, A = LineUnitCircleIntersect({;, D),
{, = Line(A, C),
{3 = Line(C, E),
F, F’ = LineUnitCircleIntersect(¢,, C),
{4 = Line(F, D),
{5 = Line(E, F),
R = LinelIntersect({s, 1),
{c = Line(A, R),
G = Linelntersect({s, {5),
¢ = Line(C,G)}.

La recta perpendicular a la recta AB per un punt C es pot construir de la manera
segiient:

Perpendiculary (A, B,C; ) = {{; = Line(A, B),
D, D’ = LineUnitCircleIntersect({;, A),
E, A = LineUnitCircleIntersect({;, D),
¢, = Line(A, C),
{3 = Line(D, C),
F, A = LineUnitCircleIntersect(¢,, D),
G, G’ = LineUnitCircleIntersect(/3, D),
{4 = Line(A, G),
{5 = Line(E, F),
H = Linelntersect({y4, {s),
{s = Line(E, G),
K = Linelntersect(¢,, {),
Parallelg (K, H,C; ()} .

Ara ja podem descriure la interseccid de la recta determinada pels punts B,C i la
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circumferencia de centre O que passa per A (cf. [52]):

LineCirclelntersectiongp(O,A, B,C; X,Y) = {{; = Line(B, C),
Perpendiculary (B, C, O; (,),
{3 = Line(0, A),
A’,A” = LineUnitCircleIntersect(¢s, O),
D = Linelntersect({,, {;),
{4 = Line(A, D),
Parallelgp(A, D, A’ {5),
D’ = Linelntersect({s, {s),
Parallelg (B, C,D’; £),
X', Y’ = LineUnitCircleIntersect({s, D),
{7 = Line(0, X'),
{3 = Line(0, YY),
X = Linelntersect({;, {,),
Y = Linelntersect(¢s, £1)} .

La interseccié de dues circumferencies es redueix a la interseccié d’una recta i una
circumfereéncia, mitjangant la construcci6 de I’eix radical de les dues circumferencies,
€s a dir, de la seva corda comu. Si tenim una circumferencia de centre O que passa pel
punt A i una altra circumfereéncia de centre O’ passant pel punt K, el seu eix radical £
es pot construir de la forma segiient amb regle marcat (cf. [52]]):

RadicalAxisgp(0O,A, 0, K;{) = {{, = Line(0, A),
Parallelgp (A, O, O (),
M’, N’ = LineUnitCirclelntersect(¢,, O’),
LineCirclelntersectiongp(O', K, M',N';A’, B’),
E, E’ = LineUnitCircleIlntersect({;, O),
Perpendiculary (B, C, O; {3),
{4, = Line(E, O),
H = Linelntersect(¢s, ¢4),
Parallelgp(E,H, A; (5),
K = Linelntersect({, {5),
{c = Line(E’, H),
Parallelgp(E',H, K, {s),
B = Linelntersect(¢,, ¢s),
¢7 = Line(A, A"),
{3 = Line(0, O’),
S = Linelntersect({7, {g),
LineCirclelntersectiongp(O,A,A’, S ; C),
LineCirclelntersectiong (O, K,A’, S ; C’),
{9 = Line(B, B'),
LineCirclelntersectiongp(O,A, B, S ; D),
LineCirclelntersectiong (O, K, B, S ; D),
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{10 = Line(A, D),

{11 = Line(B’, ("),

X = Linelntersect(¢,9, £11),
512 = LiHE(B, C),

513 = Line(A’, D,),

Y = Linelntersect({;,, {3),
{ = Line(X, Y)}.

O

Un dels resultats classics sobre construccions amb eines és el teorema Poncelet-
Steiner. En el nostre llenguatge, aquest €s un resultat sobre mapes, que veurem en el
capitol 4. En el context d’eines només podem donar-ne una versié afeblida:

Teorema 3.15 (Poncelet-Steiner versio feble). Les eines RCF i RC son virtualment
equivalents.

Demostracio. Encara que les eines RCF i1 RC tenen els mateixos axiomes d’intersec-
cid, les circumferencies construibles amb el compas fix es determinen tnicament a
partir del seu centre. Provem primer que RC :(— RC¥F . Per trobar els punts de tall de
dues circumfereéncies de radi unitari donades pel seu centre, fem la recta que passa per
aquests dos punts. Els punts de tall d’aquesta recta amb les circumferéncies ens per-
meten tenir descrites les circumferéncies a partir del seu centre i un punt per on passen.
Quant a I’axioma LineCircleIntersect, podem fer el mateix procés. Si suposem que
la recta ve donada per dos punts, fem la recta que passa per un d’aquests punts 1 el
centre de la circumferencia. Els punts de tall d’aquesta recta amb la circumferencia
ens permeten tenir-la descrita a partir del seu centre i un punt per on passa.

Per provar que RCF :— RC basta donar construccions de la interseccié d’una
circumferéncia amb una recta o amb una altra circumferéncia. Per tallar dues cir-
cumferencies amb RC¥, dibuixem primer el seu eix radical mitjangant la construccié
RadicalAxisg . que hem vist en la demostraci6 del teorema[3.14} repassant-la es com-
prova que tant en ella com en les construccions auxiliars que requereix només s’utilit-
zen axiomes que ja té I’eina RCF. Amb aix0, ja només resta donar una construccid
de la interseccié d’una recta i una circumferéncia amb RC¥, perd novament podem
aprofitar la construccié amb RM que hem donat en el teorema [3.14] O

Teorema 3.16. Les eines RC i CI generen virtualment I’eina ES.

Demostracio. Pel teorema només cal veure que RC :— &S. Hem de donar
construccions CPP amb RC dels axiomes Perpendicular, PointPerpendicular, Li-
neSquadVerging i LineDiameterCircleIntersect. Les tres primeres sén elementals.
Per fer la darrera, hem de resoldre amb RC el problema segiient: donats quatre punts
A, B, C, D, determinar els punts d’interseccid de la circumferencia de diametre AB amb
la recta CD.
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Donat un diametre AB d’una circumferencia, amb RC podem construir el centre
amb la construccié MidPointCompass .. Els punts d’interseccié de la circumferen-
cia, ara descrita pel seu centre i un punt per on passa, es troben amb la construccié
LineCirclelntersection descrita a la prova del teorema|3.8 O

3.4 Origami versus compas

Teorema 3.17 (Geretschlager, [17]). L’eina O genera virtualment RCE.

Demostracio. Com en les demostracions anteriors, ens basta donar construccions de
la interseccié d’una recta amb un circumferéncia i de la interseccié de dues circumfe-
réncies amb O.

L’axioma LineCircleIntersect admet la construccié amb O segiient, que donats
quatre punts A, B, C, D, retorna els punts d’intersecci6 de la recta per A1 B amb la
circumferencia de centre C que passa per D.

LineCirclelntersectOrigami(A, B,C, D; E, F) = {{, = Line(A, B),
{5, {3 = Tangent((,, D, C),
{4 = Perpendicular((,, D),
{5 = Perpendicular(¢;, D),
E = Linelntersect({;, {4),
F = Linelntersect({, {s)} .

Com sempre, la intersecci6 de dues circumferéncies es redueix a aquesta construccid
un cop s’ha construit I’eix radical. Aquesta construccid és molt llarga, aixi que referim
al lector a [[17], on en trobara una descripci6 acurada. O

3.5 Subeines minimals

Algunes eines tenen axiomes clarament redundants. Un exemple evident és el regle
marcat RM. L’axioma LineConchoidIntersect es pot expressar com a construccid
utilitzant els axiomes LineLineVerging i LineIntersect:

LineConchoidlntersection(¢, (', PP, P,, P3, P,) = {
{1, >, 3, €, = LineLineVerging(P, {, ('),
P, = Linelntersect(¢, {,),
P, = Linelntersect(¢, {,),
P; = Linelntersect(¢, {3),
P, = Linelntersect(¢, {,)} .

Situacions com aquesta es donen amb una certa freqiiencia amb la formalitzaci6 estric-
ta dels instruments fisicS. Per0 per poder fer un tractament computacional de les eines
no és una situacio desitjable. Per aix0 introduim el concepte de subeina minimal.
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Definici6 3.5.1. Sigui & una eina i & una subeina de &. Direm que &' és una subeina
minimal de & si & o— & i cap subeina d’E' genera &.

Proposici6 3.18. Les eines

RM, := ({Line, LineLineVerging},
{Linelntersect, LineUnitCircleIntersect}),

RM, = {{Line}, {LineIntersect,
LineUnitCircleIntersect, LineConchoidIntersect})

son subeines minimals de RM.

Demostracio. Ja hem vist que LineConchoidIntersect & RAM;. La construccié se-
gient:

PointLineVerging((, P; (,,{,) = { P, P, = LineUnitCircleIntersect(¢, P),
¢, = Line(P, P)),
¢, = Line(P, P,)}

ens mostra que LineConchoidIntersect & RAM,. Els axiomes de RM; tenen con-
junts inicials diferents, per la qual cosa no podem eliminar-ne cap d’ells sense perdre
construccions. La minimalitat de R M, es prova analogament. O

El problema de determinar una subeina minimal €s analeg a la classificacié d’eines,
1 en molts casos calen tecniques que s’escapen de la geometria. En el capitol segiient
(corollari d.18)) provarem, utilitzant la signatura, que les Gniques subeines minimals
de I’origami O s6n

O :=({PerpendicularBisector, Bisector, Perpendicular, CommonTangent},
{Linelntersect});

0, :=({Line, Bisector, Perpendicular, CommonTangent}, { LineIntersect}).

49






Capitol 4

Mapes

Aquest capitol se centra en I’estudi dels mapes. L’ objectiu principal €s la classificacié
dels mapes segons els seus conjunts construibles. Aquesta classificacid és basara en
dos aspectes basics: 1’estructura algebraica intrinseca i les equacions resolubles en el
mapa. En la part final del capitol, estudiem el comportament asimptotic dels conjunts
construibles dels mapes.

La definici6 de tots els mapes que apareixen al capitol esta detallada en 1’annex [C|

4.1

Propietats dels mapes

Definicié 4.1.1. Un mapa M(E, Uy) és:

algebric si el conjunt BM dels seus punts és un anell.

geometricament algebric si 0,1 € U, i la suma, la resta i el producte de dos
nombres soén problemes resolubles amb [’eina subjacent al mapa, és a dir, si
existeixen E-construccions:

Sumg(0, z, ), Differenceg(0, z, 7'), Productg(0, 1,7, 7)),
que generen la suma, la resta i el producte de dos nombres z,7’ respectivament.
aritmetic si el conjunt BM dels seus punts és un cos.

geometricament aritmetic si és geometricament algebric i el quocient de dos
nombres és un problema resoluble amb [’eina subjacent al mapa, és a dir, si
0,1 € U,y i existeixen E-construccions:

Sumg(0, z, 7)), Differences(0, z, 7),
Productg(0, 1,z,7), Divisiong(0, 1,z,7).

En el capitol 1 ja hem vist (proposici6(1.3) que el mapa RM és aritmetic. Veiem a
continuaci6 altres exemples d’aquestes propietats.
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Proposicio 4.1. El mapa R és aritmeétic, pero no geométricament aritmetic. El seu
conjunt de punts construibles és PR = Q(i).

Demostracié. Es clar que a partir dels tres punts 0, 1,z amb un regle només podem
construir el triangle que determinen, i per tant, per a punts en posicid general sera
impossible construir la seva suma. Per generar punts nous amb una construccié amb
R calen, com a minim, quatre punts inicials que formin un quadrilater que no sigui
paralllelogram. Els punts del conjunt inicial del mapa R satisfan aquesta condicid,
1 poden usar-se per donar construccions de les operacions aritmetiques basiques amb
conjunts inicials estesos. Els detalls poden trobar-se a [41, Cap. 4]. La demostracid

que PR = Qi) és el corolari [4.14] m

Proposicio 4.2. El mapa RC és geométricament aritmetic i, per tant, aritmetic. El seu
conjunt de punts construibles és DR = E, el cos dels nombres euclidians.

Demostracio. La demostracié es pot trobar en qualsevol text que tracti les demostra-
cions amb regle i compas. Val a dir, pero, que en general no es donen construccions
generiques de cada operacid, sind que es fa una reduccié de casos a hipotesis particu-
lars. Per aixo, en el cataleg de I’annex [D] hem inclos les construccions Sum (D.2.1),

Difference (D.2.2), Productgc, (D.2.5) i Divisiongc, (D.2.6) que implementen les

operacions corresponents. O.

Proposicio 4.3. El mapa O és geométricament aritmetic, i per tant és aritmetic. El
seu conjunt de punts construibles és B° = V(i).

Demostracio. El resultat també és conegut, per bé que no és tan habitual trobar-lo en
els textos d’algebra basics. El lector podra trobar a I’annex |D|les construccions Sumg

(D.2.1)), Difference,, (D.2.2)), Producty, (D.2.5) i Divisiono, (D.2.6) que implementen

les operacions corresponents. La determinaci6 del conjunt BO es troba en [2]. O

Proposicié 4.4. El mapa CF és algebric pero no geometricament algébric. El seu
conjunt de punts construibles és B = Z[w], I'anell dels enters d’Eisenstein.

Demostracio. El resultat quedara provat en en capitol [6 com a conseqiiencia dels
teoremes [6.1011 o

4.2 Classificacio aritmetica de les eines

Definici6 4.2.1. Donats dos mapes M, M’, direm que M és submapa de M’ si M c BN,
Direm que M i M’ sén equivalents si BM = PN,

Es clar que:

Proposicié 4.5. Siguin M = (&, Uy), M’ = (&', U}) dos mapes.

i) Si & genera virtualment & i U, C BM, llavors M’ és un submapa de M.
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ii) Si &i& son virtualment equivalents, Uy ¢ BM i Uy < P, llavors M i M’ sén
equivalents.

Observem que ’equivalencia de mapes no implica necessariament 1I’equivalencia
geometrica o virtual de les eines subjacents. Per exemple, els mapes RM i O s6n
equivalents, perd la proposicié [3.13] mostra que les eines RM i O no sén virtualment
equivalents. La classificacié dels mapes és, de fet, la classificacié de les eines des del
punt de vista aritmetic. En aquest sentit introduim la definici6 segiient:

Definicio 4.2.2. Direm que dues eines E,& son aritmeticament equivalents, i so

ar
denotarem per & «— &', si existeixen conjunts finits de punts Uy, U, tals que:
i) Els mapes M = (6, Uy) i M" = (&', U) son infinits.

ii) La construccié del conjunt UM (resp. U™ ) requereix I'aplicacié de tots els
axiomes d’E (resp. d’E’).

iii) Els mapes M i M’ sén equivalents, és a dir, B = BV .

La classificaci6 aritmetica de les eines pot realitzar-se des de dos enfocs essencial-
ment diferents: podem aprofitar el coneixement geometric de 1’eina o bé centrar-nos
en el coneixement aritmetic de mapes associats a les eines. Els dos teoremes segiients
il'lustren aquests dos punts de vista. Ambdos son resultats classics, perd n’incloem una
demostraci6 expressada en el nostre llenguatge.

Teorema 4.6 (Mohr-Mascheroni). Les eines C i RC son aritméeticament equivalents.

Demostracio. En el teorema[3.8 hem vist I’equivaléncia virtual:
RC —: CT,

on
CT := {CircleIntersect, CircleInversion}.

Aquesta relacié ens diu que els mapes RC = (RC,{0,1}) i CI = (CZ,{0,1}) s6n
equivalents. Ens basta veure 1’equivaléncia dels mapes CI i C = (C, {0, 1}). Cal provar
que qualsevol punt que s’obtingui per inversié d’un punt respecte d’una circumferencia
es pot construir usant el compas en un nombre finit, possiblement arbitrariament gran,
de passos. La construcci6:

CircleInversion(C, D, P; P") = {c¢; = Circle(C, D),
¢, = Circle(P, 0),
M, N = CircleIntersect(c, ¢;),
c3 = Circle(M, C),
¢4 = Circle(N, C),
P’, C = CircleIntersect(cs, c4)}
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genera el punt P’ invers del punt P respecte de la circumferéncia de centre C que
passa pel punt D, sempre que d(C, P) > %d(C, D). Aquesta hipotesi no es pot garantir
d’entrada, perd podem doblar la distancia C P mitjancant la construccié

DoublePoint(A, B; Q) = {c, = Circle(A, B),
¢y = Circle(B,A),
D, E = CircleIntersect(c, ¢,),
c3 = Circle(D, B),
A, F = CircleIntersect(c,, ¢3),
c4 = Circle(F, B),
D, O = CircleIntersect(c,, c4)} .

Aplicant aquesta construccié un nombre n suficientment gran de vegades aconsegui-
rem un punt Q en el mapa C alineat amb C i P tal que CQ = 2"CP > %d(C, D). Les
propietats basiques de la inversi6 respecte un cercle ens diuen que I’invers Q’ del punt
Q respecte la circumferencia fixada també esta alineat amb C'1 PisatisfaAP’ = 2"AQ’.
Trobarem el punt P’ en el mapa C un cop haguem aplicat n cops la construcci6:

MidPointCompass(X, Y;Z) = {DoublePoint(X,Y; U),
CircleInversion(X, Y,U;Z)} .

Aquesta construcci6 ens dona el punt mig Z del segment XY; és valida sempre perque
el punt intermedi U satisfa clarament la hipotesi d(X, U) > %d(X, Y) necessaria per al
bon funcionament de CircleInversion. |

Corollari 4.7.
a) El conjunt de punts construibles del mapa C és B¢ = E.
b) El conjunt de punts construibles del mapa CE és Pt = E.
c) El conjunt de punts construibles del mapa RCE és PRE = E,

Demostracio. Els resultats s’obtenen en combinar la proposicié[4.5|amb el teorema de
Mohr-Mascheroni, el corollari[3.6)i el teorema [3.7]respectivament. m]

Per a la classificacié aritmetica de les eines és important restringir 1’eleccié dels
conjunts inicials a conjunts de punts; és ben sabut que les capacitats aritmeétiques de
les eines augmenten significativament si s’admet I’existencia de certes corbes. Un
exemple que ens illustra aquesta situaci6 ens el donen les eines R 1 RC.

Teorema 4.8 (Poncelet-Steiner). Els mapes RC i

RP := (({Line}, {LineIntersect, LineUnitCircleIntersect}), U/, = {0,2,2i, X*+Y* = 1}).

son equivalents.
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Demostracio. Per bé que és possible fer una demostracié geometrica del resultat ([21,
pags. 192—-194]), usarem el llenguatge dels mapes per donar una demostracié aritme-
tica, aprofitant tot el que sabem dels mapes implicats (cf. Taula de I’annex [C).
Es obvi que 1,i € BRY, i per tant Qi) = PR < PR ¢ PRC = E. Com que E és la
menor extensié de Q tancada per arrels quadrades, basta veure que BRF és tancat per
arrels quadrades. La construccié de I’arrel quadrada d’un nombre complex es redueix
a la construccié de la bisectriu de dues rectes per ’origen i a la construccié de I’arrel
quadrada d’un nombre real positiu.

Si tenim donats punts A, B € BRP sobre la circumferéncia unitat, I’angle AOB
és el doble de I’angle OCB, on C és el segon punt de tall de la recta OA amb la
circumferencia unitat. La igualtat

VF= r+1 | r—1\
\ 2 r+1
mostra que només ens cal donar la construccié de I’arrel quadrada de nombres de la
forma 1 — ¢? amb ¢ € (-1, 1), i aixd és un exercici elemental de trigonometria. ]

Per bé que el teorema de Poncelet-Steiner €s el més conegut, hi ha altres resultats
en la mateixa direccid: es pot substituir la circumferencia unitat per dues rectes paral-
leles ([34]) o per una conica amb els seus focus ([L1]). En [46] es poden trobar més
detalls al respecte. En la mateixa linia, Hartshorne [21, pag. 264] afirma que el mapa
RM és equivalent a un mapa donat per un regle R que tingui una concoide qualsevol
en el conjunt inicial.

Com a conseqiiencia del teorema de Poncelet-Steiner, podem determinar el conjunt
de punts construibles del mapa escaire ES.

Teorema 4.9. El conjunt de punts construibles del mapa LS és
P = E.

Demostracio. El conjunt inicial d’aquest mapa és U, = {0, 1,i}. Mitjancant la cons-
truccié DoublePointss obtenim el punts —1,2,2i. Amb I’axioma LineDiameterCir-
cleIntersect podrem determinar la interseccid de qualsevol recta que construim amb la
circumferencia de centre a I’origen i radi 1. Aixi doncs, podrem construir tots els punts
del mapa RDP, és a dir, E c BE°. Per altra banda, pel teorema I’eina RC genera
virtualment I’eina ES, i per tant, per la proposicié |4.5|tenim PE* ¢ PRC = E. |

El coneixement aritmetic dels mapes €s una tecnica molt eficag per a la classificacio

de les eines. Tenint en compte la taula[E.4] podem establir totes les relacions segiients:

Teorema 4.10. Classificacio aritmética d’eines:

i) Cc L re & ce & res &S veF L s,

ar ar ar

ii) RM ) CcO RE.
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iii) ROP s OP.

En la seccid segiient veurem com podem obtenir criteris generals per a la classifica-
cif aritmetica de les eines, que no impliquin el coneixement dels conjunts construibles
dels mapes.

4.3 Aplicacions de la signatura

Els mapes pressuposen I’existencia d’una referencia fixada, a partir de la qual tots els
punts obtinguts amb els axiomes d’interseccié corresponen a nombres complexos, i
totes les corbes generades pels axiomes de construccid tenen una equacié algebraica.

Definicio 4.3.1. Sigui M = (&, Uy) un mapa. El cos base de M és el cos Ky de
definicio del conjunt inicial Uy. La signatura c(M) de M és la signatura o(E) de
I’eina associada.

L’ M-grau gry(v) d’un objecte v és el grau de I’extensio Ky(v)/ Ky, essent Ky(v) el
cos de definicio de v sobre K.

La propietat d’algebraicitat dels axiomes ens garanteix que els objectes v € UM
construibles amb el mapa tenen gry(v) finit.

Lema 4.11. Sigui M = (&, Uy) un mapa aritmetic.
a) Siz € Césun punt amb gry(z) = 1 llavors z € BM,
b) SiLine € Ei ¢ és una recta amb gry(£) = 1 llavors € € M,

¢) Si Circle € & o RadiusCircle € & i ¢ és una circumferéncia amb gry(c) = 1
llavors ¢ € €M,

Demostracio. Per hipotesi, PM és un cos, i per tant conté necessariament Ky. Amb
els punts de Ky podem generar totes les rectes definides sobre Ky sempre que tingui
I’axioma Line en I’eina & Analogament, amb parelles de punts i I’axioma Circle o
tripletes de punts i I’axioma RadiusCircle podem generar totes les circumferencies
definides sobre Ky. O

Lema 4.12. Sigui M = (&, Uy) un mapa aritmetic, i sigui Oy, ...,0, = AVy,...,V,)
un axioma de [’eina associada. Si els Vy,...,V, son punts, rectes o circumferencies,
llavors existeix un objecte v € UM amb gry(v) = grA.

Demostracio. Denotem per Ay,...,A;1By,..., B, els coeficients (indeterminats) dels
Vi iels O; respectivament. En el capitol [T hem vist que I’axioma comporta unes
equacions polinomiques Hy(Ay,...,A;, By,...,B;) = 0 amb

Hl,.. .,Hd € Q[Al,.. .,AS][Xl,. ..,X,].
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El teorema d’irreductibilitat de Hilbert ([38]) ens diu que podem especialitzar les va-

riables Ay, ..., A; a certs valors racionals ay, ..., a, de manera que la varietat V C K},
de zeros dels polinomis Hj(ay,...,as By, ..., B;) € Q[B,..., B;] és irreductible sobre
Ky. Aquests valors ay, . . ., a, determinen certs objectes vy, ..., Vy,.

Per la hipotesi de completesa de les eines, si entre els v; hi ha rectes (resp. circum-
ferencies), cal que Line € & (resp. Circle € & o RadiusCircle € &). Tots aquests
objectes estan definits sobre Ky i pel lema anterior, sén del conjunt UM, En aplicar-los
I’axioma A generen nous objectes oy, ..., 0, € UM. Els coeficients d’aquests objectes
son justament les solucions de les equacions Hj(ay, ..., ay, By, ..., B;) = 0, de manera
que n = grA = grV. La irreductibilitat de V ens d6na la igualtat [Kn(O;) : Ku] =
grV =n. O

Observacio: De fet, el teorema d’irreductibilitat de Hilbert ens garanteix 1’existéncia
d’infinits objectes amb el grau de I’axioma.

Lema4.13. Sigui M = (&, Uy) un mapa, i siguin oy, . ..,0,,Vv1, ..., V, objectes relacio-
nats per un axioma A € &, és a dir, oy, ...,0, = A(vy,...,v,). Se satisfa

[KM(Oi) . KM(Vl, ey Vm)] < grA

Demostracio. Les equacions que lliguen oy, ...,0, amb els vy, ..., v, son les equaci-
ons associades a 1’axioma; els graus dels seus factors irreductibles afiten el grau de
I’extensié esmentada, i alhora sén menors o iguals que el grau de I’axioma. O

Aquest lema té aplicacions en diverses direccions. Tenim en primer lloc una apli-
cacio practica concreta:

CoroHMari 4.14. El conjunt de punts construibles del mapa R és PR = Q().

Demostracio. Aquesta €s la darrera part de 1’enunciat de la proposicid En el seu
moment hem vist que que Q(i)) ¢ BR. L altra inclusié surt del lema anterior, ja que la
signatura del mapa R és {1}. O

Una segona aplicaci6 practica més general del lema[4.13]ens permetra reconeixer
eines no equivalents a partir de la seva signatura:

Teorema 4.15. Sigui M = (&, Uy) un mapa de signatura {n, . ..,n,} i sigui v un punt
o0 una corba. Si gry(v) és divisible per un nombre primer p > n,, llavors v ¢ UM,

Demostracié. Pel lema anterior, si v € UM, caldria que [Ky(v) : Ky] només tingués
factors primers menors o iguals que els n;. O

Corollari 4.16. Les eines R i C no son aritmeticament equivalents.

Demostracio. La signatura del mapa C és {2}, aixi que pel lema4.12] en U® tenim
objectes definits sobre una extensié quadratica de Q; aquests objectes no sén de U™
pel teorema anterior. O
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Analogament es demostra:

Corollari 4.17. Les parelles segiients d’eines no son aritmeticament equivalents:

RBRM, REO
cErMm, cho.

Hom pot plantejar-se si la signatura d’una eina pot determinar-ne completament
la seva classe aritmetica. Fins i tot en grau 2 aix0 ja no és cert: els mapes RC i
RCP tenen tots dos signatura {1,2}, perd en canvi PR = E i PR = P(i). Aquest
exemple és molt significatiu, perque ens mostra que, si bé I’estructura galoisiana de
les equacions associades als axiomes és un factor important en la constructibilitat de
nombres algebraics, hi ha altres factors subtils que hi juguen el seu paper.

La signatura també és important en la determinacié de subeines minimals:

Corollari 4.18. Les eines

O :=({PerpendicularBisector, Bisector, Perpendicular, CommonTangent},
{LineIntersect}}),

0O, :=({Line, Bisector, Perpendicular, CommonTangent}, {LineIntersect}}).
son les viniques subeines minimals de [’eina O.

Demostracié. Analitzarem un a un els axiomes de 1’origami, veient quins s6n equiva-
lents a construccions fetes a partir d’altres.

e Axioma Line: La construccio:

C\(A, B; {) = {{; = PerpendicularBisector(A, B),
¢ = Perpendicular(¢,,A)} .

genera la recta £ que passa pels dos punts A, B, i ens permet prescindir de I’ axi-
oma Line(A, B), sempre que mantinguem els axiomes PerpendicularBisector i
Perpendicular .

e Axioma PerpendicularBisector: La construcci6

C>(A, B;¢) = {¢, = Line(A, B),
{, = Perpendicular({;, A),
{; = Perpendicular({,, B),
U4, U = Bisector({y, {>),
s, {5 = Bisector((}, (3),
P = Linelntersect({, {5),
¢ = Perpendicular({;, P)} .

genera la mediatriu ¢ al segment d’extrems A, B, i ens permet prescindir de 1’a-
xioma PerpendicularBisector(A, B), si mantenim els axiomes Line, Perpendi-
cular i Bisector.
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e Axioma Perpendicular: No hi ha cap axioma d’origami, llevat d’aquest, que es
pugui aplicar només a un punt i una recta. No podem prescindir doncs d’aquest
axioma.

e Axioma Bisector: Ens trobem en la mateixa situacié que per 1I’axioma anterior.
No hi ha cap axioma d’origami, llevat d’aquest, que es pugui aplicar només a
dues rectes. Es un axioma del qual no podem prescindir.

e Axioma Tangent: Trobar la tangent a una parabola amb directriu £ i focus F pel
punt A €s equivalent a trobar la recta tangent comuna a dues paraboles simetri-
ques respecte la simetria central respecte el punt A. La construccié que descriu
aquest procés €s la segiient:

Cs(¢, F,A; ') = {DoublePointss(F,A; F'),
{; = Line(A, F),
P = Linelntersect(¢;, {),
DoublePointss(P,A; P’),
Parallelss(P', C; (),
', 0", " = CommonTangent({,, F, {5, F')}.

1 és equivalent a Tangent({, F,A). Es pot fer sempre que es mantinguin els
axiomes Line o PerpendicularBisector, Perpendicular, CommonTangent i
Linelntersect.

e Axioma PerpendicularTangent: Trobar la recta tangent a una parabola, per-
pendicular a una recta donada, és equivalent a trobar la tangent comu a dues
paraboles: la inicial i la simetrica a aquesta respecte la recta donada. La cons-
truccio:

Cy(€1, F, 05 0") = {Reflect,(F, (,; F"),
{3 = Line(F, F’),
P = Linelntersect(¢;, £5),
QO = Linelntersect({,, {,),
AngleDuplication(F, P, Q; R),
{4 = Line(F,R),
¢, ", " = CommonTangent(¢, F, {4, F')}.

és equivalent a PerpendicularTangent((,, F, (). Es pot fer sempre que man-
tinguem els axiomes Line o PerpendicularBisector, Bisector, Perpendicular,
CommonTangent i Linelntersect.

e Axioma CommonTangent: Aquest és I’tnic axioma d’origami de grau 3, i no
es pot generar amb els altres pel teorema [4.15]
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Acabem aquesta seccié amb una aplicacié de caire més teoric del lema[.13]

Teorema 4.19. Existeixen axiomes (irreductibles) de qualsevol grau.

Demostracio. En [4, Theorem 1] es prova que qualsevol polinomi de grau n amb totes
les arrels reals es pot resoldre amb origami, mitjangant n — 2 plecs simultanis. Com
per cada grau tenim polinomis irreductibles amb totes les seves arrels reals, per forca
I’axioma corresponent als n — 2 plecs simultanis ha de ser irreductible. O

4.4 Estudi asimptotic dels mapes

La majoria de resultats classics sobre mapes fan referéncia a la caracteritzaci6 aritme-
tica dels seus conjunts globals de punts. Per a les aplicacions geometriques, pero, €s
interessant considerar també les capes dels mapes per se, com a successions de punts i
corbes. Les capes dels mapes, per exemple, ens permeten obtenir construccions mini-
mals de punts i corbes del pla. L’estudi d’aquests conjunts esta estretament relacionat
amb certs problemes d’incidencia en Geometria Computacional.

D’entrada, els conjunts de punts dels mapes aritmetics sén molt grans:

Lema 4.20. Si M és un mapa aritmetic, llavors M N R és dens en R.

Demostracié. L additivitat ens diu que Z[i] € BY, i en conseqiiencia, per la divisibili-
tat, tenim que Q(i) C PM. o

La taula segiient recull els cardinals de les capes inicials d’alguns mapes:

Taula 4.1: Mapa i (|S¢|, |T«|) per k =0,1,2,3

Mapa (€, [Bo)  (C[, [B1)) (€], [Ba)) (€3], B3]

CF (0,2) 2,4 (4,8) (8,14)

RC (0,2) (3,6)  (34,391) (~3-10°%<10,5-10%
CcO (0,2) (3,6)  (42,1033) (<1,3-10°<1,7-102)
O (0,2) (2,3) (12,35) (~2-10% < 10%)

Aquests valors s’han obtingut construint explicitament els conjunts corresponents,
fins on els recursos computacionals disponibles han permes. La taula deixa clar que
donar una descripcié explicita d’aquests conjunts pot ser molt complicat. En canvi, és
possible donar fites dels seus cardinals mitjancant técniques geometriques basiques.

Les taules [4.4] i 4.4] recullen, respectivament el nombre maxim d’objectes que es
poden generar amb cada axioma de construccio partir de M rectes 1 N punts donats, i el
nombre maxim de punts que es poden obtenir els axiomes d’interseccio a les quantitats
de corbes especificades. A partir d’aquestes taules, podem deduir fites del creixement
de les successions de punts i corbes dels mapes estudiats.
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Axioma Nombre maxim de corbes
N
Li
i
Circle NN -1)
RadiusCircle N (]Z)

PerpendicularBisector

Conic

Bisector

Perpendicular

Tangent

CommonTangent

PerpendicularTangent

(2]

N
(1) Hi ha (2) excentricitats possibles, M directrius i N focus.

Taula 4.2: Capacitat dels axiomes de construccié
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Axioma Corbes construides Nombre maxim de punts d’intersecci

Linelntersect n rectes (n R 2) = nn—1)
2 2
CircleIntersect n circumferencies nn—-1)
Coniclntersect n coniques 2n(n—1)
LineCircleIntersect  m rectes 2mn

n circumferéncies

LineConicIntersect m rectes 2mn
n coniques

CircleConiclntersect m circumferéncies dmn
n coniques

Taula 4.3: Capacitat dels axiomes d’interseccio

Teorema 4.21. Els cardinals de les capes de punts i corbes del mapa O satisfan:

Bl = O(PI"),
€aiil = OUBI).

Demostracio. Siguin a, = |'B,|, b, = |€,|. Els axiomes Line i PerpendicularBisector
contribueixen cadascun a la fita en ("2) rectes. L’axioma Bisector contribueix en 2(172")
rectes. L’axioma Perpendicular afegeix a,b, rectes. L’axioma Tangent contribueix
en 2b, (“2), el CommonTangent en 3("2)(%’) i el PerpendicularTangent en an(bz"). Aix{i
doncs:

a, a, b, ay, an\(bn b,
< =
b, _(2)+(2)+2(2)+anb,,+2bn(2)+3(2)(2)+an(2)

= 1/4(—4b, + 4b> — 4a, + a,b, — b>n + 4a> + b,a> + 3a2b?) = O(a>h?).

n

D’altra banda, b,, < (“2), per la qual cosa:

b1 < 1/16(=1 + a,)a,(8 — 2a, + 7a> — 4a’ + 3a’) = 0(ad).

0(af)

Totes aquestes rectes donen com a molt ( 5

) = O(a!?) punts d’interseccio. o
Teorema 4.22. Els cardinals de les capes de punts i corbes del mapa RC satisfan:

[Be1l = OB,
€1l = OUB,I).
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Demostracio. Siguin a, = |'B,|, b, = |€,|. Sumem les fites dels axiomes Line, Circle,
RadiusCircle per a la construccié de corbes, i obtenim:

bui1 < ("2) +ay(a, — 1) + a(az) = 1/2a,(-3 +2a, + a2) = O(a).

Tenint en compte 1’ordre maxim del nombre de corbes i els axiomes Linelntersect,
CircleIntersect i LineCircleIntersect per la interseccié de punts, obtenim:

ant <(D) + @ian = 1)+ n( )@@, = D)+ a(%) = 1D +2(%)@nan = 1) + a,(%))
= 1/8(-1 + a,)a,(-10 = 21a, + 542 + 104> + 2a}) = 0(a%). ©
Teorema 4.23. Els cardinals de les capes de punts i corbes del mapa CO satisfan:

|$n+l| = O(l%nllo),
€1l = OUBLP).

Demostracio. Siguin a, = |B,|,b, = |C,|. Podem partir dels valors obtinguts per a
I’eina RC, i afegir els objectes generats pels axiomes Conic, ConicIntersect, Coni-
cLinelntersect i ConicCircleIntersect. Obtenim:

bret < 1/2a,(=3 + 2a, + a°) + (‘Z’)b,,a,, = 1/2(=1 + ,)a,(3 + @y + buay) = O(a@by,).

Ara utilitzem que b, < (;) per arribar a:
bus1 < 1/4a,(=6 + 4a, + 3a> - 2a + a}) = O(a)).

El nombre maxim de coniques que es construeixen és (";)bnan. L’axioma ConicInter-
sect donara com a molt 2((“2")anb,,)((‘g‘)anbn — 1) punts de tall. I’axioma ConicLineIn-

an

tersect en donara com a molt 2bn( )anbn i I’axioma ConicCircleIntersect en donara

2
com a molt 4(a,(a, — 1) + an("z”))(g’)anbn. D’on

o1 <1/8(=1 + a,)a,(~10 = 21a, + 5a2 + 10a} + 2a) + 2(()a,b)((4 )ab, — 1+
+2b,(% )anbu + Han(an = 1) + an(§))(%)anbn =

= 1/8(-1 + a,)a,(-10 - 21a, — 8a,b, + 8b*a, + 5a> — 16b,a> + 10a’+
8b,a> — 4b’a’ + 2at + 8b,at + 4b*at) = O(b2ad).

Ara usem la desigualtat b, < (“2”) 1 obtenim la fita:
ani1 < 1/8a,(10+11a,—30a> - 7a’ + 304} — 15a° —6a° +10a’ —4a* +a)) = 0(a'’). O
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L’ obtencid de fites inferiors dels cardinals de les capes dels mapes esta estretament
relacionada amb problemes de geometria computacional. Per exemple, el minim nom-
bre de circumferéncies que es poden generar amb 1’axioma RadiusCircle a partir d’un
conjunt de M punts del pla és equivalent a estudiar el minim nombre de distancies
diferents que hi ha entre M punts del pla. La determinacié d’aquest nombre €s un
problema proposat per Erdos, i resolt recentment per Guth [20]. Es té que el nombre
minim de distancies de M punts del pla €s com a minim cM/log M, per a una certa
constant c.

Aquest resultat no t€ només conseqiiencies per a circumferencies. L’axioma Conic
genera coniques a partir de les seves directrius, focus i1 excentricitats, on aquesta ve
donada per la distancia entre dos punts. Amb la utilitzacié d’aquest axioma, partint
d’un conjunt de M punts, tenim un minim de cM/ log M excentricitats possibles.

Els problemes d’incidéncies en geometria computacional tenen també relacié amb
I’estudi dels cardinals de les capes dels mapes. Per exemple, Aronov ([5]) demos-
tra que donades m punts i n circumferencies, el nombre maxim d’incidéncies punts-
circumferéncies és O(n**m?*?). Aquest nombre és una fita superior del nombre de
punts que genera 1’aplicaci6 de ’axioma CircleIntersect en una capa.

Per altra banda, en les nostres estimacions no hem tingut en compte que els con-
junts C, i ‘B, tenen nombroses simetries, per la qual cosa les fites utilitzades en les
demostracions dels teoremes anteriors son poc fines. A més, en construir capes suc-
cessives d’un mapa solen reapareixer molt objectes ja construits en nivells anteriors.
Aquest fenomen és I’anomenada Degeneracy, cf. [47]. Una millor comprensié d’a-
questes situacions permetria millorar les fites donades.
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Capitol 5

Mesures

Moltes construccions geometriques es dedueixen i s’expressen més comodament a par-
tir de construccions generalitzades que mitjangcant axiomes. Aix0 ajuda a seguir el pro-
cés geometric de la construccid, pero pot donar lloc a passos redundants o innecessaris.
Es un problema dificil decidir si una construccié es pot optimitzar en algun sentit. Els
tractats de geometrografia de Lemoine [39], revisats posteriorment per Mackay ([40])
son el primer treball que s’ocupa del tema, pero només per a les construccions amb
regle i compas.

Més recentment, Lang fa servir el rank, que defineix com el nombre de plecs que
es fan per dur a terme una construccié amb origami. Utilitza aquesta mesura per dife-
renciar les construccions, en el seu programa ReferenceFinder, cf. [37]].

En [49]], fem una primera definicié de mesures de construccions, utilitzant un llen-
guatge equivalent al dels mapes.

En aquest capitol introduirem una estructura intrinseca de les construccions, que
ens permetra definir diversos invariants, inclosa la generalitzaci6 del rank definit per
Lang. Tot plegat ens permetra comparar construccions fetes amb eines diferents i donar
criteris de simplicitat i minimalitat per a les construccions. Les mesures definides ens
aproparan també a un millor coneixement de certs mapes.

5.1 Mesures associades a eines

Definicié6 5.1.1. Sigui C = C(Uy, V) = {0, = A|(Uy), ..., O = A(Uy)} una construc-
cio feta amb una certa eina E. El conjunt d’objectes de C és:

OC = U0U01U"'U0k.
Les &-capes de la construccio C son els conjunts
Sa = Uo, S;S = OC N 7:[j \ S(;';—l’
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on {U; = [C;,B;]} ;50 denota la successio de punts i corbes del mapa associat a la
construccié Mcg := (&, Uy). El E-nivell de la construccio és ’enter:

nvg(C) = max{j >0 : Sf # 0}.
El &-nivell virtual de la construccio és I’enter:
nvvg(C) = max{j > 0 : Sf NV #0}.
El E-nivell d’un objecte X € O¢ és
nvg(X) =min{j >0: X € S‘;’}.

Les capes {S;};, el nivell nv(C), el nivell virtual nv(C) de la construccio i el C-
nivell nvc(X) d’un objecte X € O¢ son respectivament les Ec-capes, el Ec-nivell, el
Ec-nivell virtual i el E-nivell de I’objecte donats per ’eina Ec = (Ay, ..., Ap):

S;:=8%,  w(0) =g (0),  nvv(C) = nvvg ().

Es obvi que nvv(C) < nv(C).

Proposicié 5.1. Sigui C una construccio feta amb eina &, que és una subeina de &.
Llavors:

i) Vjiz0 ScS
ii) nvg(C) < nvg(C);
iii) nvvg(C) < nvvg(C).
En particular:

§7cS;, g€ <nv(€),  nvg(C) < nvv(C).

Exemple: Considerem la construccio:

CompassDistanceTransport(A, B, C; D) = {c, = Circle(A, B),
¢, = Circle(B,A),
E, F = CircleIntersect(c;, ¢»),
c3 = Circle(E, O),
¢4 = Circle(F, C),
C, D = Circlelntersect(cs, c4)} .

L’eina associada a la construcci6 €s Epjsiancerransporr = CE. Les capes de la construcciod
son:

So = {A,B, C},
S| ={ci,c0, E, F},
Sy = {c3, ¢4, D).
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Per tant el nivell i el nivell virtual de la construccié s6n 2. Pero si pensem que la
construccié ha estat feta amb 1’eina compas C tenim que

S§ ={A,B,C},
S? = {Cl’CZ,E9F’ D}9
Sg = {c3, cal.

Arael C-nivell és 2, pero el C-nivell virtual €s 1, la qual cosa ens indica que la construc-
ci6 del punt D es pot fer de manera més curta amb I’eina compas. Aixo0 s’aconsegueix
fent la interseccid de la circumferéncia RadiusCircle(A, B, C) amb la circumferéncia
RadiusCircle(B, A, C).

Les capes ens donen una ordenaci6 de la construccid, que té en compte construcci-
ons subjacents que no necessariament estan explicites a la construccid, 1 que justifiquen
els valors dels nivells. Per poder descriure I’estructura de la construccié definim les
nocions segiients:

Definicié 5.1.2. Sigui C = C(Uy,V) = {0y = A{(Uy),...,0r = A(Uy)} una cons-
truccio. Direm que X,Y € Oc¢ son simultanis si pertanyen a un mateix conjunt
O; = Aj(U)), és a dir, si s’obtenen simultaniament al llarg de la construccio. Direm
que X € O¢ és antecessor de Y € O¢ si nve(X) < nve(Y) i hi ha una subconstruccio
{0, =A,(Uj,),...,0;, =A;,(U;)de Camb X € U;, i Y € O,,. En aquesta mateixa
situacio direm també que Y és un successor de X.

Notacié 5.1.1. Denotarem per Prec(X) el conjunt d’antecessors de X en la construccio
C, i per Succ(X) el conjunt dels seus successors en C. Més generalment, per a un
conjunt O qualsevol escriurem:

Prec(O) := U Prec(X), Suce(0) := U Suce(X).

XeO XeO

Observacié: Els successors d’un objecte poden pertanyer a una mateixa capa d’una
construccid: recordem que en cada capa d’un mapa apareixen alhora corbes i les seves
possibles interseccions.
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Exemple: Considerem la construcci6 segiient feta amb 1’eina compas C:

Flower(O,Vy;cy,...,c7) = {c; = Circle(O, V),
¢, = Circle(Vy, 0),
V,, Ve = CircleIntersect(c,, c;),
Cc3 = Cil'Cle(Vz, V]),
V3, Vi = Circlelntersect(cs, 1),
Cq = Circle(V3, Vz),
V4, V5 = CircleIntersect(cy, 1),
cs = Circle(V,, V3),
Vs, V3 = CircleIntersect(cs, ¢;),
Ce = Circle(V5, V4),
¢7 = Circle(Vg, Vs) }.

Tenim

Sy = Uy = {0, V1},
Si ={c1,¢2, V2, Ve,
Sy = {c3,07, V3, Vs),
S3 = {c4, ¢6, Val,

Sy = {csh;

SucF]ower(O) = SucFlower(Vl) = {OFlower}’
SucF]ower(Cl) = SuCF]ower(CZ) = {C3, < C7, Vo,..o, Vﬁ}’

Sucgiower(V2) = {c3, ¢4, ¢5, 6, €7, V3, Va4, Vs},
Sucpiower(V3) = {c4, ¢s5, 6, €7, V4, Vs},
SucFlower(V4) = {C5, 06}’

SucF]ower(VS) = {C6’ C7}’

sucFlower(V6) = {C7},

SUCFIOWBI‘(C3) = {C45 Cs,Ce, C7, V39 V4$ V5}9
SucFlower(C4) = {CS’ Ce, V4},
SucFlower(CS) = SucFlower(C6) = SucFlower(C7) = Q)’

Precpiower(V2) = {c1, 2, 0, Vi},

Precriower(V3) = {c1, €2, ¢3, 0, Vi, Vo,
Precriower(Va) = {c1, 2,3, ¢4, 0, V1, V3, V3, Viy},
Precpiower(Vs) = {c1,¢2,¢3,0, Vi, Vo, V3},
Precriower(Ve) = {c1,¢2, 0, Vi},
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PreCFlower(Cl) = PreCFlower(CZ) = {0» Vl},
Precriower(c3) = {c1, 2, 0, V1, V2,

Precpiower(cs) = {c1,¢2,¢3,0,V, Vo, V3,
Precriower(cs) = {c1, 2, €3, ¢4, 0, V1, V2, V3, Vil
Precpiower(Cs) = {c1, €2, €3,¢4, 0, V1, V2, V3, V4, Vs},
Precpiower(€7) = {c1, €2, ¢3, 0, V1, V2, V3, Vs, Vi},

nv(Flower) = 4.

Posteriorment, el punt V, es pot construir tallant les circumferencies cy,c4 0 bé les
circumferencies ¢y, cg. Pero seguint la construccio triada tenim que V4 € Suc(V,) perod
V4 ¢ Suc(Vs). De manera analoga, ¢s € Suc(cy) pero cs ¢ Suc(cg).

5.2 Mesures intrinseques de les construccions

A la practica saber el &E-nivell d’una construccid es converteix en un problema que
sembla dificil de resoldre. Només cal veure com sén de complexes les primeres capes
del mapes (vegeu I’annex [C)). Per calcular el &-nivell és necessari saber els nivells
de tots els objectes que componen la construccié respecte al mapa de la construccio.
En aquesta seccié veiem com, només a partir de 1’estructura i dels elements d’una
construccid, 1 sense haver de tenir en compte elements del mapa que no intervenen en
la construccid, podem obtenir informaci6 que és util per a I’estudi dels mapes. Definim
mesures que son independents de I’eina amb la qual esta feta una construccio, i que
tenen relacié amb el nivell descrit a la secci6 anterior.

Definicio 5.2.1. Sigui C = C(Uy; V) una construccio. Direm que X € O¢ és prescin-
dible si X ¢ V i Succ(X) NV = (. La part prescindible i /a part necessaria de C son
els conjunts

O} :={X € Oc | X prescindible},
Oc = Oc\ O

Cal tenir en compte que els objectes prescindibles poden ser simultanis a d’altres
objectes no prescindibles.

Definicié 5.2.2. La filtracié d’una construccio C = C(Uy; V) és la successio ®(C) :=
{®;}; definida per:

Uy = U,

M; = (Ec, Ujo), J=1
ﬁjzﬂ?’ﬂéc, ]21,
®; =01\ U, j=0



La llargada, [’ordre, [’amplada i e/ rang de C son els enters

1g(C) = max{j > 0|®; # 0},
ord(C) = |Ocl,

am(C) = max g |(Dj| ,

rg(C) = |6:C|’ on OC = [@c,%c]-

La llargada, I’ordre, ’amplada i el rang mesuren la complexitat de la construccio.
Des d’un punt de vista computacional, la llargada va lligada al temps necessari per
dur a terme la construccid, mentre que I’ordre en determina la memoria que caldra per
fer-la de manera eficient (és a dir, un cop eliminats els objectes prescindibles). L’ am-
plada d’una construccié és una mesura una mica més grollera que les anteriors, perod
és interessant perque permet establir certes fites de manera elemental. Per exemple:

ord(C) < am(C) Ig(C).

El rang, finalment, és un invariant a mig cami entre I’ordre i el rang: si suposem que
els punts d’una construccié s’obtenen generalment com a interseccio de corbes, és clar
que la part realment costosa de la construcci6 €s la generaci6é de les corbes que hi
intervenen.

Exemple: Considerem la construccié Hexagon(O, V;V,, ..., V), que és identica a la
construccié Flower de 1’exemple llevat que el conjunt construit ara és el format
pels vertexs Vi, ..., Vs de I’hexagon inscrit en la circumferencia de centre O que passa
per V;. En aquesta construcci6 tenim:

®(Hexagon) = {{0, Vi}, {c1, c2, V2, Vi}, {c3, €7, V3, Vs, {ca, Val}
II?I’;xagon = {65’ c6}’

So=Uo =1{0,Vy},

S1={c1,c2, Vo, Vis},

S2 ={c3,¢7, V3, Vs},

S3 = {c4, Va},

S4 = 0;

Ig(Hexagon) = nvv(Hexagon) = 3 < 4 = nv(Hexagon),
ord(Hexagon) = 12,

am(Hexagon) = 4,

rg(Hexagon) = 5.

L’exemple anterior illustra com la filtraci6é d’una construcci6 ens permet simplificar-
la, eliminant-ne les parts innecessaries. Malauradament, la filtracié no permet eliminar
parts redundants d’una construccid, com mostra I’exemple segiient:

Exemple: Considerem la construccié segiient del punt P = % +1i g a partir del conjunt
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Up =10, 1}:

C(@0,1; P) ={c; = Circle(0, 1),
¢, = Circle(1, 0),
¢, = Line(0, 1),
w, w = CircleIntersect(cy, ¢,),
0,2 = LineCircleIntersect({,, c,),
¢, = Line(2, w),
c3 = Circle(2, w),
P, w = LineCircleIntersect({,, c3)
—1,1 = LineCircleIntersect({, cy),
¢4 = RadiusCircle(w, —1, 2),
P, w = CircleIntersect(cs, c4),
P, P’ = LineCircleIntersect((,,c4) } .

Tenim:

(D(C) = {{0, 1}, {cl,cz,fl,w,E,Z, —1}, {52,C3,C4,P, P’}}
O = {P'},
So = Oy = {0, 1},
S =D, ={c,0,6,-1,2, w, w},
Sy ={ly,¢c3,¢4, P, P'},
®, = {{5,c3,c4, P},

nvv(C) = nv(C) = 2,

ord(C) = 14,
rg(C) = 6,
am(C) = 7.

5.3 Construccions simples

La construccié de I’exemple anterior €s certament ineficient: €s clar que assoleix el
seu objectiu per dues vies diferents, sense que aix0 aporti cap benefici. Naturalment,
son preferibles les construccions que eviten aquesta situacio.

Definici6 5.3.1. Donada una construccio C = C(Uy; V) = {01 = Ay(Uy),...,0 =
Ai(Uy)), entendrem per subconstruccié gualsevol subsuccessio C' = C'(U}; V') =
{0i, = Ayw,y)s---» O = Ay (Uy)} que sigui una construccio per ella mateixa. Direm

2

que C’ és maximal si U C Uy i Succ(Uj) = V.

Definici6 5.3.2. Una construccio C(Uy; V) = {01 = A(Uy),...,0r = A(Uy)} és
simple si no conté cap subconstruccio C'(Uy; V) ={0;, = A, (U)),...,0; = A, (U;)}
maximal.
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Malgrat 1’aparent senzillesa de la definici6 anterior, la simplicitat no €s una propi-
etat que es pugui comprovar facilment en general. Sovint les construccions més elabo-
rades es descriuen com a construccions generalitzades, i un cop descrites només amb
axiomes poden arribar a ser molt complexes i involucrar un gran nombre d’objectes.

Lanoci6 de simplicitat d’una construccio és intrinseca a la construccid, pero no ens
garanteix pas que els objectes construits no puguin obtenir-se de manera més eficient
amb la mateixa eina. Els mapes ens permetran resoldre aquesta qiiestio.

Definicio 5.3.3. Sigui & una eina. Una construccio C = C(Uy; V) € & és
e E&-minimal 5i VC’' = C'(Uy; V) € & nvg(C’) = nvg(C).
e S-optimal 5si VC' = C'(Uy; V) € & ord(C”) > ord(C).

Les construccions optimals son simples, pero les minimals no tenen per que ser-ho,
com veurem a 1’exemple[5.5]

Exemple: Veiem com hem de construir el punt P = 7/2 + i V3 /2 apartirde V = {0, 1}
amb I’eina RC. Les tniques corbes de la primera capa del mapa RC = (RC, V) sén:

- larecta £; que passaper0i 1;
- la circumferéncia c¢; de centre O i radi 1;
- la circumferéncia ¢, de centre O iradi 1.
Els punts de la primera capa del mapa s6n, doncs, —1,0, 1,2, w, w. A més, {1, ¢y, c; no
passen per P, aixi que necessitarem com a minim dues corbes més per construir P.
De totes les rectes de la segona capa del mapa, només la recta £, que passa pels

punts 2, w passa pel punt P. Per veure si alguna circumferéncia de la segona capa passa
per P calculem les distancies de P als punts de la primera capa:

d(P,~1)= V21, d(P.0)= VI3, d(P.1)= VT,
dP.2)=V3, dPw) =3,  dPw)=2V3.

De totes aquestes distancies, només dues també son distancies entre punts de la primera
capa:

d(P,2) =dQ2,@) = V3, d(P,w)=d(-1,2) =3,

Per tant, a la segona capa trobem exactament dues circumferéncies que passen per P:
- la circumferéncia de centre 2 que passa per w;

- la circumferencia de centre w i radi d(—1,2) = 3.
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Figura 5.1: Elements que intervenen en les construccions de 7/2 + iV3/2

Aixi doncs, tenim exactament tres construccions de nivell 2 de P:

Ci(0,1; P) = {c; = Circle(0, 1),
¢, = Circle(1, 0),
¢, = Line(0, 1),
w, w = CircleIntersect(c;, ¢,),
0,2 = LineCircleIntersect({,, c,),
¢, = Line(2, w),
c3 = Circle(2, w),
P, w = LineCircleIntersect({,, c3)} ;

C,(0,1; P) = {c; = Circle(0, 1),
¢, = Circle(1,0),
¢, = Line(0, 1),
w, w = CircleIlntersect(cy, ¢,),
—1, 1 = LineCircleIntersect({, c;),
0,2 = LineCircleIntersect({,, c,),
c3 = Circle(2, w),
¢4 = RadiusCircle(w, —1, 2),
P, w = LineCircleIntersect(cs, c4)} ;
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C53(0,1; P) = {c; = Circle(0, 1),
¢, = Circle(1, 0),
¢; = Line(0, 1),
—1, 1 = LineCircleIntersect({,, c;),
w, w = CircleIntersect(cy, ¢,),
0,2 = LineCircleIntersect({, c,),
¢, = Line(2, w),
¢4 = RadiusCircle(w, —1, 2),
P, P’ = LineCircleIntersect({,, c4)} .

Les filtracions i mesures d’aquestes construccions son:
(D(Cl) = {U()’ {Cb 2, 5175’ 2}’ {l25 C3, P}}9
1g(Cy) =2, ord(Cy) = 10, 1g(Cy) =5, am(Cy) =5,

(D(CZ) = {U07 {Cl » €2, f] » W, _17 2}7 {C3’ Cy, P}},
nv(Cy) =2, ord(C) = 11, rg(Cy) =5, am(C,) = 6,

q)(C3) = {U09 {Cl, €2, 51’ w959 _1’ 2}’ {529 Cy, P}}’
nv(C3) = 2, ord(Cs3) = 12, rg(Cs) =5, am(C3) = 7.

Les tres construccions sén simples i RC-minimals, perdo només C; és RC-optimal.

5.4 Relaci6 amb la simplicitat de Lemoine

En el treball [39], Lemoine introdueix una mesura de les construccions amb regle 1
compas, basant-se en les operacions geometriques elementals que poden fer-se amb
aquests dos instruments. Concretament, Lemoine considera les cinc operacions se-
giients:

R,: situar I’eix del regle en un punt donat,

R,: dibuixar una recta,

C,: situar una punta del compas en un punt donat,

C,: situar una punta del compas en un punt indeterminat d’una recta,
C;: dibuixar una circumferéncia.

La simplicitat de Lemoine d’una construccié amb regle i compas és la quantitat total
d’operacions d’aquests tipus que es fan per dur a terme la construccié. Lemoine la
denota per

mRy + myRy + niCq + nyCy + n3Cs,

per posar de manifest quantes operacions es fan de cada tipus. Aixi mateix, Lemoine
defineix I’ exactitud de la construccidé com el nombre m; + n; + n,.
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Es ben clar que aquests invariants sén molt propers a I’ordre i el rang que hem
definit en la secci6

5.5 Analisi i optimitzacio d’un construccio

En aquesta secci6 veurem com els conceptes introduits al llarg del capitol ens permeten
estudiar i millorar, si és possible, una construccio.

La construcci6 segiient genera la suma de dos nombres complexos z,z" de modul
diferent i no alineats amb I’ origen:

Sump(0,z,7';z+ 7)) = {{; = Line(0, 2),
¢, = Line(0, 7),
{3 = Perpendicular(¢,, '),
{4, = Perpendicular(¢», z),
{5 = Perpendicular((;, 7'),
{¢ = Perpendicular(’,, z),
z+ 7/ = Linelntersect({s, s)} .

Aquesta construcci6 és factible, per exemple, amb I’eina origami O. Pero I’eina asso-
ciada a la construccio és

& = Esum, = ({Line, Perpendicular}, {Linelntersect}).

En la primera capa del mapa associat Mg,m, ¢, hi tenim tGnicament les rectes que
uneixen els tres punts donats. En la segona capa hi ha les perpendiculars a aquestes
tres rectes per a cadascun dels tres punts donats, i les interseccions d’aquestes dotze
rectes entre elles. En condicions generiques no hi haura coincidencies entre aquests
objectes. Les capes de la construccid i la filtracié sén doncs:

= {0, z,z}

= {4, &),

Sz = {03, lu},

S3 ={ls, s, 2+ 7'},

O(Sump) = {{0,z, 7'}, {€1, O}, {63, Ca}, s, b, 2 + 2/}

Per tant, les mesures intrinseques de la construcci6 son:
lg(Sumyp) = 3, ord(Sumy) = 10, rg(Sumyp) = 6, am(Sumy) = 3
Ara bé, les O-capes de construcci6 sén:

S9 =10,z,7'},
S = {01, 0o},
8(2) ={l3, 44,05, 66,2+ 7'}
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Les rectes ¢s, {s apareixen ara a la segona capa, perque en la primera capa del mapa
Msumo = (0,{0,z,7'}) ja hi tenim les mediatrius del triangle 0zz’. La construcci6 és
O-minimal, perque en les hipotesis fixades z + z’ no sera el circumcentre del triangle i,
per tant, no pot apareixer en la primera capa del mapa Mgy, 0. Quant a 1’optimalitat,
les O-capes ens indiquen que no cal construir les rectes {3, £, per arribar a obtenir les
rectes {s, {s, cosa que ens orienta cap a una construccié optimitzada:

OrigamiSum(0, z,7'; z + 7') = {r; = PerpendicularBisector(0, 7'),
r, = PerpendicularBisector(0, z),
{s = Perpendicular(r, 7),
(¢ = Perpendicular(r,, 7),
z+ 7' = Linelntersect({s, {¢)} .

Figura 5.2: Construccié de la suma amb origami

Proposici6 5.2. La construccio OrigamiSum és [’iinica construccio O-minimal i O-
optimal de la suma de dos nombres complexos.

Demostracio. La filtracid de la construcci6 és:
O(OrigamiSum) = {{0,z,7'}, {ri, ra}, {Cs, Ce, 2+ 27'}} s
1 per tant les mesures intrinseques son:
lg(OrigamiSum) = 2, ord(OrigamiSum) = 8,

rg(OrigamiSum) = 4, am(OrigamiSum) = 3.

La O-minimalitat surt del fet que aquesta construcci6 té el mateix nivell que la cons-
truccié Sumgp, que ja hem vist que és O-minimal. Veiem que les O-construccions de
Z + 7/ tenen ordre un 8 com a minim. Qualsevol d’aquestes construccions implicara
com a minim dues rectes. Comptant els tres punts inicials i el punt z+ 7" aix0 ens porta
a ordre 6 com a minim. Si només empréssim els punts inicials, amb els axiomes de
I’eina O només podriem generar els costats del triangle 0zz" i les seves mediatrius, i
cap d’aquestes rectes conté el punt z + 7. Ens cal generar com a minim un altre punt
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1 una recta o bé dues rectes més, cosa que ja déna una construccié d’ordre 8 com a
minim.

Una altra construccié de la suma implica com a minim els tres punts 0, z,z" (en la
capa zero) i el punt z + 7' 1 dues rectes r, s que s’hi tallin. Com que ni els costats ni
les mediatrius del triangle 0zz" passen per z + 7', aquestes rectes apareixeran per forga
a la segona capa. Si volem una construccié d’ordre 8, només podem tenir dos objectes
més a la primera capa, que no poden ser dos punts. Si un d’aquests dos objectes és
un punt, aquest haura de ser el punt de tall d’una de les rectes r, s amb una recta ¢
de la primera capa, i1 alhora punt de tall de + amb alguna altra recta de la primera
capa, pero amb aixo ja tindriem 9 objectes. Aixi doncs, els dos objectes de la primera
capa han de ser dues rectes t, u generades sense punts addicionals, és a dir, han de ser
resultat d’aplicar I’axioma Line o 1’axioma PerpendicularBisector. Les rectes r, s de
la segona capa sortiran d’aplicar Bisector o Perpendicular a t,u. 1.’ Gnica combinaci6
possible d’aquests axiomes que ens porta a la soluci6 que interessa és justament la de
la construccié OrigamiSum. i

Observacio: La construcci6 de la diferéncia de dos nombres complexos €s analoga a la
de la suma, pero intercanviant el paper del O i un dels nombres en la construcci6 ante-
rior, tal com es veu a la figura[5.3] Les mesures d’aquesta construccié sén les mateixes

n

z-Z' s z

Figura 5.3: Construcci6 de la resta amb origami

que les de la construcci6 de la suma, i tenim un resultat analeg a la proposicié [5.2]

5.6 Mesures de punts i corbes d’un mapa

Les mesures introduides fins ara ens permeten comparar construccions fetes amb di-
verses eines. Es pertinent preguntar-se quina eina és millor per construir un objecte
donat. Naturalment, aquesta qiiesti6 depen dels objectes de partida, per la qual cosa
cal plantejar-la en el context dels mapes. En aquesta seccid introduirem mesures de
punts i corbes associades a mapes.
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Definicié 5.6.1. Sigui M = (&, Uy) un mapa. El nivell d’un objecte X € UM és ’enter:
nv™(X) := min{j | X € U;}.

Proposicié 5.3. Siguin M = (&, Uy) un mapa i Uy C UM un conjunt tal que el nivell
maxim dels seus elements és k. Sigui C = C(Uy; X) una construccio de llargada n d’un
objecte X € UM Aleshores:

nvM(X) <k +n.

Demostracié. Sigui ®(C) = {®;}; la filtraci6 de la construccid. Es clar que els termes
®; satisfan @; C U 4. O

Es Obvia la relaci6 del nivell dels objectes amb les construccions minimals.

Lema 5.4. Sigui M = (&8, Uy) un mapa i X € UM. Sinvy(X) = n, hi ha una construccio
C(Uy; X) de nivell n que és &E-minimal.

Pot passar, per0, que una construccié minimal d’un objecte no sigui optimal. Per
aixo definim:

Definici6 5.6.2. Sigui M = (&, Uy) un mapa i X € UM. L’ordre de X és I’ordre d’una
construccio E-optimal X amb conjunt inicial U.
Per conveni, les mesures dels objectes del conjunt inicial d’un mapa son totes nulles.

Exemple: En el mapa CF, considerem el punt z = 3 + i V3. Veurem en el capitol @
que nvcr(z) = 4. Una cerca exhaustiva mostra que les construccions de llargada 4 de
z tenen un ordre major o igual que 20, perd en canvi la construccié C determinada per
la filtraci6:

(D(C) = {{O’ 1a (,()}, {Cl’ Cw» I+ (,()}, {Cl+w’ 26()}, {020), I+ 2(1)}, {Cl+2w7 2+ (,()}, Cotws 2+ 2(‘)}}

té una llargada de 5, t€ un ordre de 18 i és C¥ -optimal, com veurem al capitol @

Cal esperar que els punts de nivell baix tinguin un ordre baix i a I’'inrevés. Aixo es
concreta en els resultats que presentarem tot seguit. Per simplificar, assumirem que les
eines implicades satisfan la propietat segiient:

Definicid 5.6.3. Una eina & és fortament completa quan els punts obtinguts per axio-
mes d’interseccio de & s’obtenen com a interseccio de dues corbes construibles.

Observacié: Recordem que hem suposat que totes les eines satisfan la hipotesi de
completesa, que garanteix que els punts d’intersecci6 de dues corbes construibles
qualssevol sén construibles. La propietat de completesa forta complementa aquesta
hipotesi, 1 ens permet assegurar que un punt és construible si, i només si, és interseccid
de dues corbes construibles. La majoria d’eines son fortament completes, llevat de les
que inclouen axiomes de verging, com ara RM, RMC i A,.
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Proposicié 5.5. Sigui M = (&, Uy) un mapa amb & fortament completa, i suposem que
les corbes construibles amb & es generen, com a maxim, a partir de k > 1 punts. Per
a qualsevol punt P € PM se satisfan les desigualtats:

3™~ 1)

[Uo| + 2nvy(P) < ord(C) < [Uo| + T

on C = C(Uy; P) és una construccio de P de nivell n := nvy(P).

Demostracio. Sigui ®(C) = {®,,...,d,} la filtracié de C, amb ®; = [C;, P;]. La fita
inferior és trivial, perque en cada terme de la filtracié hi ha almenys un punt i una
corba. Per establir les fites superiors, fitarem per separat els cardinals dels conjunts
C.- i P, ;j 1 sumarem les fites obtingudes per a cada valor de j. Veurem que:

Gl <2 (2k), |Pjl < (kY j=0,....,n-1 (5.1
Amb aix0 tindrem que

3(2k)" - 1)

n n—1
ord(C) = 3 IConyl + 1P < [Tl +3 3 (2K) = [To] + = —
i=1

J=0

Provarem les desigualtats per induccié. Per a j = 0, ja sabem que P, = {P}. Com
que I’eina és fortament completa, el punt P s’ha d’obtenir, o bé com a punt de tall
d’una corba de C,, amb una corba d’un terme anterior, o bé com a punt de tall de dues
corbes de C,, de manera que 1 < |C,| < 2. Suposem que I’afirmaci6 és certa per a un
valor j i veiem que llavors també €s certa per a j + 1. Cada corba de C,_; prové de
k punts com a maxim, que poden ser, tots, de P,_;_; o haver-n’hi algun en un terme
anterior de la filtraci6, aixi que:

1Py il < k- 1Cmjl < 2KY

Ara bé, cada punt de P,,_.,-_l pot obtenir-se com a punt de tall, o bé de dues corbes de
Cy-j-1, 0 bé d’una corba de C,,_;_; amb una corba d’un terme anterior. Per tant:

(Cojtl <2+ 1Pyt <2 (2K
O

Corollari 5.6. Sigui M un dels mapes R, C, CE,RC,RCE,RCF. Els punts P € UM
satisfan:
[Uo| + 2 nvy(P) < ord(C) < 4™P) — 1 + Uy,

on C = C(0, 1; P) una construccio de P de nivell nvy(P).

Hi ha nombroses eines que no satisfan les hipotesis de les proposicions anteriors.
En aquests casos, és possible fer un estudi particular per obtenir resultats analegs als
anteriors. Veiem el cas de 1’origami.
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Proposici6 5.7. Sigui P € BC un punt del mapa O. Se satisfan les desigualtats:
nvo(P) + 3 < ord(C) < 16/5(6™°P~1 — 1) + 5,
on C = C(0, 1; P) una construccio de P de nivell nvo(P).

Demostracio. Sigui n := nvo(P) i sigui ®(C) = {®;}; la filtracié de C, amb ®; =
[C;, P;]. Les O-construccions poden tenir termes de la filtracié sense punts, perqué
alguns axiomes de construccié d’origami només involucren rectes, aixi que ara només
podem assegurar que [®@;| > 1si1 <i<n-1. Arabé, |®,| > 2, perque el punt P s’ha
d’obtenir com a interseccid de dues rectes i una d’aquestes ha d’estar al darrer terme
de la filtracid, o altrament el nivell de P seria inferior. Per tant, ord(C) > n+1+|Uy| =
n+ 3.

La fita superior es demostra de manera analoga a la proposicié [5.5] a partir de les
desigualtats

ICjl <26, P,_jl<4-67" j=1,...,n-1, (5.2)

que es proven també per inducci6 sobre j. A I’dltim terme de la filtracié podem tenir, o
bé el punt P i una recta, o bé el punt P i dues rectes. Suposem que ens trobem en el se-
gon cas. Considerem 1’axioma que més rectes i punts necessita: el CommonTangent.
Suposem que totes les corbes es construeixen a partir d’aquest axioma.

Aleshores, en @,_; tenim com a molt quatre punts 1 quatre rectes, necessaris per
construir les dues rectes d’ @, per la qual cosa

|Pol < 4.

Ara bé, els quatre possibles punts de ®,_; poden provenir de rectes diferents de les que
intervenen per construir les dues rectes de la capa final. Per construir aquests punts hi
haura vuit rectes com a molt a @,,_;. Sumant el nombre maxim de rectes possibles, que
sOn aquestes vuit més les quatre que han intervingut per construir les de la capa final,
tenim

1G] < 12.

Suposem ara que les desigualts[5.2]s6n certes per a un valor j i provem-les pera j + 1.
Les rectes de C,—; poden provenir, per I’is de I’axioma CommonTangent, com a
maxim de 2 - |C,_;| punts, de manera que:

Ppjil <2-1Cjl <2-2-6/ =46/

Ara bé, les rectes de C,,_ j—1 s0n les que intervenen en I’axioma CommonTangent més
les que donen els punts de P,_;_;. Per tant:

ICo il <4-6/+2-4-6/ =26
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5.7 Mesures de les construccions algebraiques basiques

L’analisi de la construccié de la suma amb origami que hem dut a terme esdevé molt
complex si la volem reproduir amb les construccions de les operacions aritmetiques
basiques i I’extracci6 d’arrels quadrades i ctibiques fetes amb regle i compas, origami
1 coniques. Si bé la complexitat del problema no ens ha permes obtenir resultats tan
satisfactoris com la proposici6 [5.2] hem aconseguit millorar les construccions habitu-
als. Les construccions millorades es troben a les seccions 1 de I’annex [Dl Ens
limitem aqui a donar les mesures intrinseques d’aquestes construccions.

Recordem que, com que RC és una subeina generadora de CO, les construccions
amb RC sén també valides amb CO. Suposarem que utilitzem les mateixes i que, per
tant, els correspondran les mateixes mesures intrinseques.

| Construcci6 | Ordre | Rang | Llargada | Amplada |
Sumc(0,7,7;z+ 7)) 6 2 1 3
Productz-(0,1,z,7';z7") 20 9 4 6
Divisiong-(0,1,z,7;2/7) 21 10 4 7
SquareRoot (0, 1,z;7'/%) 24 12 6 5
RealSumy(0,z,7,z+ 7) 10 5 4 2
OrigamiSum(0,z,7' ;72 + 7') 8 4 2 3
Producty(0,1,z,7;z7") 24 15 7 5
Divisiony(0,1,z,7';2/7) 25 15 8 4
SquareRoot (0, 1,7;7'/?) 29 17 9 6
ThirdRooty(0, 1, z,7'/°) 27 18 8 8

| ThirdRootc0(0,1,z:2'%) [ 60 | 30 [ 10 [ 12 |

Taula 5.1: Mesures de les construccions de tipus algebraic

Cal tenir en compte que les mesures d’aquesta taula sén mesures de construccions
generiques. Tal com veiem a ’annex [D] les construccions en les quals la disposicié
dels punts i de les corbes és especial, tenen valors de la llargada menors, excepte en
el cas de I'origami amb la construccié RealSumg, en que el valor de la llargada és
superior al de la construccié generica OrigamiSum.

Com a conseqiiencia d’aquest fet i de la proposicié [5.3] obtenim els resultats se-
giients:

Teorema 5.8. Considerem les capes del mapa RC. Se satisfa:
a) P, P, C Py
b) B By C Paa.
¢) VB, C Pue.

Teorema 5.9. Considerem les capes del mapa O. Se satisfa:
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a) By =P, C Pia.
b) B, - PBr' € Pyug.
¢) VB, U VB, C Boo.
Teorema 5.10. Considerem les capes del mapa CO. Se satisfa:
a) Bn =P, C Py
b) B, PBr' € Bag.
¢) VP, U VB, € Busro.
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Capitol 6

El mapa del compas fix

En aquest capitol duem a terme 1’estudi complet del mapa associat a I’eina compas
fix CF . La naturalesa relativament senzilla d’aquesta eina permet portar aquest estudi
molt més enlla que en altres casos.

6.1 Eleccio del conjunt inicial

A partir d’una eina podem construir molts mapes diferents, en funcié del conjunt ini-
cial que fixem. En principi, ens interessen conjunts inicials que donin lloc a mapes
infinits. Per coherencia amb la definici6 de les capes, és raonable demanar que tots els
punts d’interseccié de les corbes del conjunt inicial també siguin del conjunt inicial.
Hom pot pensar que un conjunt inicial minimal que satisfaci aquestes dues condici-
ons €s la millor tria en general, perd aquesta elecci6 pot amagar algunes simetries del
mapa, complicant-ne la descripcié. Aixi doncs, sovint convé ampliar a posteriori el
conjunt inicial amb alguns punts de capes posteriors.

Aquesta és la situaci6 que es dona en el cas de I’eina compas fix C¥. El conjunt
inicial U, = {0, 1} origina un mapa infinit, i Obviament és minimal. En dibuixar
les primeres capes del mapa, pero, observem algunes simetries evidents: el conjunt
de punts del mapa és simetric respecte de I’origen de coordenades i respecte de 1’eix
d’abscisses, i €s invariant per la rotacié d’angle /3. Sembla natural, doncs, considerar
un conjunt inicial que ja tingui aquestes simetries. Aixo0 justifica la definici6 segiient:

Definicié 6.1.1. El mapa compas fix és el mapa:

_1+iV3

CF:= (CF, U ={0,l,w,0—1,-1,-w,1 - w)), w >

Notaci6 6.1.1. Com en aquest capitol només treballarem el mapa CF, denotarem els
objectes i invariants del mapa sense especificar-lo explicitament, a fi de simplificar la
notacio. Aixi, per exemple, denotarem el nivell nvcg(z) d’un punt del mapa simplement
per nv().
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Amb aquesta definici6 tenim:

Lema 6.1. Si z € U, llavors Z, wz € U, i a més nv(Z) = nv(wz) = nv(2).

Demostracio. Per als punts de nivell O el resultat €s conseqiiencia de la tria del conjunt
inicial U,. Per als punts de nivell superior demostrem el resultat per induccié. Si
nv(z) = k + 1, el punt z s’obté com a interseccié de dues circumferéncies unitaries
amb centres z;,2, de nivells k; = k,k, < k. Per hipotesi d’induccié les parelles de
punts 71,2, 1 w71, wZ 1 —z1,—2 tenen els mateixos nivells; els punts de tall de les
circumferéncies centrades en aquests punts, que inclouen z, wz, sén nous punts del
mapa, de nivell k£ + 1. m|

6.2 Descripcio dels punts construibles

Notacio6 6.2.1. Donat un conjunt M C Z[w), denotem

W(M) :={w'z|z€ M,0 <k <5},
TM) ={b+aw|a+bwe Mj.

Teorema 6.2. El conjunt N, = B, \ B,_1 de punts de nivell n > 1 del mapa CF ve
donat per N,, = W(N UT(N))), on:

Demostracio. Demostrem el resultat per induccid. Per als primers valors de n tenim:

n+?2
2

+2
N;:{a+(n+2—2a)w | aeN,nTSaS{

N = {=(1 +w),+Qw — 1), +(w - 2)} = W({1 + w}),
Ny = {£2,+2w, +Qw — 2)} = W({2}),

Ny= {x(w+2),2Qw+1),+CBw - 1),2Cw - 2), £2w - 3), +(w - 3)}
= W{w+2,2w+1}),

Ny

{£3, 3w, £3(w — 1), £2(w + 1), 22(1 — 2w), £2(2 — w)} = W{2w + 2, 3}),

Ns = {3+ w), (1 + 3w), +(1 — 4w), £(3 — 4w), £(4 - 3w), +(4 — w)}
= W{3+w,3w+1}),

Ng = {#4,+4w, +4(1 — w), +Qw + 3), +(3 + 2w), =(2 — Sw),
+(3 = Sw), £(5 = 2w), £(5 = 3w)} = W({4,3 + 2w, 2 + 3w}).
Provem el resultat per a n + 1, suposant-lo cert per a 1,2, ...,n. Notem en primer lloc

que una circumferencia C centrada en un punt de nivell n — 2 no pot donar lloc a un
punt de nivell » + 1: un punt tal hauria de ser interseccié de C i una circumferencia
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C’ de la capa n + 1. Pel lema [6.1) podem suposar que el centre de C és un punt
z=a+ (n-2a)w € N,_,. Les possibles interseccions de C amb C” s6n els sis punts:

z+l=a+1+n+2-2a+1)weN;,
z=l=a-1+mn-2-2a-1))weN,,
zrw=a+n+1-2a)wel,
z—w=a+n-1-2a)wecg,
=l+w=a-1+n-1-2(a-1)weN,,,
z+l-w=a+1+m+1-2a+1D)weN,,.

Tots pertanyen a la capa ¢,, per hipotesi d’induccié. Deduim d’aqui també que les
circumferencies centrades en punts de nivell inferior a n — 2 tampoc donaran punts de
nivell n + 1. Aixi doncs, els punts de N,,; s’obtenen intersecant dues circumferencies
de la capan + 1 o bé una de la capa n + 1 amb una de la capa n.

Primerament analitzarem el cas en el qual les dues circumferéncies son de la capa
n+ 1. Pel lemal6.1] podem suposar que els dos centres z, z’ d’aquestes circumferéncies
cauen al conjunt N, U T(N;"). Vegem quines parelles de punts d’aquest conjunt estan
a distancia menor o igual que 2:

e Siz=a+n+2-2a)w,7 =d + (n+2-2a)w, llavors
lz-7=3@-d) P <de=d =a=l.

En aquest cas, tenim la parella {z = a+ (n + 2 — 2a)w,7’ = z+ 1 — 2w} i les
circumferéncies unitaries amb aquests centres s’intersequen en els punts z + w —
leC jiz+tw=a+(n+3-2a)eN;,,.

e Siz=a+n+2-2a)w,7 =n+2-2d + adw,llavors:
z-ZP=m+2?+3a+d) —3a+d)n+2)-3ad.

Quan estudiem I’expressio obtinguda com a funcié de dues variables en les va-
riables a i a’, veiem que té un minim relatiu en el punt ((n + 2)/3,(n + 2)/3).
Ates que treballem amb nombres enters, el possible minim s’assolira al punt

(T(n+2)/3],[(n +2)/37).

Posemn =3m +r.

— Sir =0, el minim valor de |z — z’|* és 1 i s’assoleix al punt ((n + 3)/3, (n +
3)/3). Els punts de tall que s’obtenen sénelspuntsz—1 € N | iz+w €
N:zr+1'

- Si r = 1, el minim valor de |z — z/|> no nul és 3 i s’assoleix als punts
(n+2)/3,(n+5)/3)1((n+5)/3,(n+2)/3). El punt de tall que s’obté és

+
z-1+weN_,.

— Sir =2, el minim valor de |z — z’|* és 4 i s’assoleix al punt ((n + 4)/3, (n +
4)/3). El punt de tall que s’obt€ ész—1+w € N, _,.
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Per a cada cas dels vistos, es comprova que pels altres valors possibles de a i @’
es satisfa que |z — 7/|> > 4.

Ara analitzem el cas en el qual intersequem una circumferencia de la capa n+1 i una
circumferencia de la capa n. Podem suposar que el centre de la primera circumferencia
ész=a+(n+2-2a)w € N, itambé que el centre de la segona circumfereéncia és
7 =da +n+1-2a")we N, . Llavors

lz—7ZP=3a-d) +3d -a)+1 <4 d =aobéd =a-1.

Tenim les dues parelles {z = a+ (n + 2 - 2a)w,7 = a+n+1-2aw}i{z =
a+(n+2-2a)w,7 =(@—-1)+(n+1-2(a-1))w}. Les circumferéncies centrades en
els punts de la primera parella es tallenenelspunts z—1 =a—-1+(n+2-2a)w € €,_; i
z+l-w=a+1+(n+1-2a)w € N, ,. Les circumferencies centrades en els punts de la
segona parella s’intersequen enels puntsz—1 € ¢, iz+w =a+(n+3-2a)w € N ,.
Quan a va prenent tots els valors possibles que donen lloc a punts de N, els nous

punts de tall vistos recorren N ;.
O

Corollari 6.3. El conjunt de punts del mapa compas fix és
B = Z[w].
Lema 6.4. Siguin=6k+e>1,0<e<6.
N, = 12k+6  siec{0,1,2},
T 12(k+ 1) sie€(3,4,5),

Demostracio. Pel teorema N, = U2=0 a)k(N;[ UT(N;)). Només cal comptar el cardinal
del conjunt N, i descomptar 1 sin és parell, ja que en aquest cas els punts z = (n+2)/2
i T'(z) es compten dos cops en cada copia de N; U T(N;), isin és congru a 1 modul 3,
ja que en aquest cas el punt z = (n + 2)w/3 es compta dos cops en N;” U T(N)).

O
Corolari 6.5. Siguin k,e € N,0 < € < 6, i sigui n = 6k + €. Se satisfa:
[P, = (€1l =n° + 51— € + €+ 6+ (2n — 2e — 12) max(0, € — 2).
Demostracio.
€1l = 2520BINgj| + 3INgja3l) + [Nekl + -+ + [Nogrel =
= 36k(k — 1) + 54k + |Nei| + - - - + [ Noprel =
=n?+¢€* —2en+3n—3€+|Ng| + -+ + |Norsel =
=n’+ € —2en+3n-3e+ (1 +€)(12k + 6) + max(0, e — 2)12(k + 1).
O
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6.3 Invariants dels punts

Les simetries naturals del mapa ens permeten relacionar de manera immediata els in-
variants d’un punt qualsevol amb els d’un punt de la forma a + bw amb a > b.
Lema 6.6. Siguin a,r > 0.

nv(—a — rw) = nv(a + rw),

nv(a — rw) = nv(a — r + rw), az>r,
nv(a — (a + r)w) = nv(r + aw),
nv(—a + rw) = nv(a — r + rw), azr,

nv(—a + (a + Nw) = nv(r + aw),
nv(xr + aw) = nv(+a + rw).

Se satisfan les mateixes formules per a I’ordre i I’amplada dels punts.
Amb aixo podem donar férmules tancades dels invariants dels punts.
Proposicio 6.7. Donats a,b € Z, se satisfa:

la| + |b| + max(|al, |b]) — 2 siab >0,

nv(a + bw) = { max(|al, |b]) + max(la + bl, min(|al, [b])) =2 si ab < 0.

Demostracio. Com que nv(a + bw) = nv(b + aw) = nv(—a — bw), podem suposar que
a>0iquea > |bl. Siésb > 0, llavors pel teorema [6.2] sabem que nv(a + |blw)

é€sn = |b| +2a - 2. En el cas que b < 0 ens reduim al cas anterior considerant que
nv(a + bw) = nv(=b + (a + b)w). |

Proposici6 6.8. Siguin a,b € N. Se satisfa:
ord(a + bw) = 4a + 4b + 2, rg(a + bw) = 2a + 2b — 2 si max(a, b) > 3.

Demostracié. Es clar que ord(a + bw) = ord(b + aw) i rg(a + bw) = rg(b + aw), aixi
que podem suposar que a > b. Es prova facilment per induccio que:

ord(a) = 4a + 4, rg(a) =2a—-1, sia >3,
ord(a + w) = 4a + 6, rg(a + w) = 2a, sia > 3,
ord(a + aw) = 8(a— 1) + 10, rg(a + aw) = 4(a—-1) + 2.
Per inducci6 sobre b es demostra que
ord(a + (b + 1)w) = ord(a + bw) + 4, rg(a+ (b + Nw) =rgla +bw)+2sib > 1.

1, per tant, podem concloure que

ord(a + bw) = ord(a + w) +4(b—1) =4a +4b + 2.
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Lema 6.9.

max {|z” : z € N} = 375272 - 3(k + 2)M527 + (k + 2%,
min {2 : z € Nj | = 3152 % = 3(k + 2)L 2] + (k + 2)%.

6.4 Dos corollaris geometrics

La caracteritzacié completa del conjunt de punts del mapa CF ens regala dos resultats
de caire geometric:

Teorema 6.10. No hi ha cap construccié amb compas fix que permeti dividir dos
nombres complexos geneérics.

Demostracio. Si existis una construcci6 tal, el conjunt BCF hauria de ser un cos, pero
el corollari [0.3]deixa clar que no ho és. m|

Teorema 6.11. El mapa CF és algebric pero no geométricament algebric. En par-
ticular, no hi ha cap construccio amb compas fix que permeti construir la suma o el
producte de dos nombres complexos generics.

Demostracio. Suposem que existeixi una construccié que doni la suma de dos nom-
bres complexos qualssevol, 1 denotem per m > 1 el nombre de cops que aplica I’axioma
CircleIntersect. Aixo ens diria que el nivell del punt z = 2m = m + m és menor o igual
que nv(m) + m = 3m — 2. Pero la proposicié ens diu que nv(2m) = 4m — 2. Ana-
logament es prova la no-existeéncia d’una construccié que doni la multiplicacié de dos
nombres complexos qualssevol. O
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Annex A
El verging

El verging o vetotg €s una tecnica classica de construccid geometrica, coneguda ja
pels grecﬂ pero certament menystinguda pels gedometres més puristes.

El verging consisteix genericament en fer lliscar un instrument en una construccié
geometrica fins que certs elements destacats de 1’objecte coincideixin amb elements
donats de la construccid. Aquest lliscament amplia significativament les capacitats
geometriques de I'instrument. El cas més conegut €s, sens dubte, el verging amb un
regle marcat, que permet trisecar un angle qualsevol o determinar arrels ctibiques. Hi
ha altres instruments, pero, amb els quals podem fer un procés de verging, com ara
I’escaire o, més generalment, un angle qualsevol.

Els diversos tipus de verging poden interpretar-se com interseccions de certes cor-
bes, donades com a llocs geometrics: quan fem el verging amb un instrument, podem
tracar el recorregut d’algun dels elements destacats de I'instrument en desplagar-lo
sota certes restriccions. S’obtenen aixi corbes com la concoide de Nicomedes o el
caragol de Pascal.

Es important remarcar, perd, que malgrat que el verging pugui descriure’s com
interseccid de certes corbes, la seva realitzaci6 practica no requereix pas la construc-
ci6 explicita d’aquestes corbes. Aquest és un dels motius que ens ha portat a definir
I’equivaleéncia virtual d’eines (cf. secci6 [3.1]).

Tot seguit descriurem amb més detall els vergings possibles amb el regle marcat
i amb I’angle. En el blog de la tesi es poden veure construccions interactives de les
corbes que intervenen en aquests processos.

A.1 Verging amb regle marcat

Els processos de verging amb un regle marcat consisteixen en recolzar el regle en un
punt P donat, i inclinar-lo fins que les dues marques del regle coincideixin amb dos

! Apoloni li dedica un dels seus tractats, per bé que es va perdre i només se n’han trobat molt recent-
ment [25]] referéncies indirectes a través dels tractats arabs del segle X.
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objectes donats. En la figura [A.T] veiem el verging sobre el punt P entre les corbes
C1,Co.

Figura A.1: Procés de verging

A.1.1 Interseccio amb circumferencies de radi unitat

En el cas més senzill de verging, fem coincidir una de les marques amb el propi punt
de recolzament P, i encaixem 1’altra marca en una corba donada. Aix0O ens donara,
quan ho fem de totes les maneres possibles, els punts de tall de la corba donada amb
la circumferencia de centre P iradi 1.

En la memoria hem considerat només els casos en els quals la corba donada és una
recta o una circumferencia, i hem definit els axiomes PointLine Verging, PointCircle-
Verging i LineUnitIntersect. El darrer d’ells déna els punts de talls descrits abans,
mentre que els dos primers donen les rectes que uneixen aquests punts de tall amb el
punt de recolzament P. Es clar que el grau de tots aquests axiomes és 2.

A.1.2 El verging sobre un punt i dues rectes. La concoide de Nico-
medes

Un altre cas de verging consisteix en recolzar el regle marcat en un punt de recolza-
ment O i encaixar les dues marques en dues rectes donades £, ¢’. Amb aix0 obtenim
parelles de punts (R;,S;) amb R; € £, S; € ' 1d(R;,S;) = 1. Aquesta operacid es pot
descriure molt succintament tenint en compte la concoide de Nicomedes. La concoide
de Nicomedes de directiu £, pol O i distancia 1 és el lloc geometric dels punts M i
M’ sobre una recta variable per O a distancia 1 del punt de tall d’aquesta recta amb
la directriu €. En el blog de la tesi es pot trobar una construcci6 interactiva d’aquesta
corba. En el nostre cas, els punts §; que obtenim sobre la recta £’ son justament els
punt de tall de ¢ amb aquesta concoide, la qual cosa ens permet analitzar facilment
quants d’aquests punts trobarem.
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Figura A.2: Concoide de Nicomedes amb pol O, distancia d = PM irecta.

Si situem el pol O a I'origen de coordenades i1 prenem com a directriu la recta
X = a, I’equaci¢ cartesiana de la concoide de Nicomedes és

(x —a)*(x* + y2) = d*x°. (A.1)

A la vista de I’equaci6[A.T] esta clar que una recta general tallara la concoide en quatre
punts, per la qual cosa aquest verging tindra quatre solucions, és a dir, ens donara
quatre parelles de punts (R, S ), ..., (R4, S4).

Per formalitzar aquest procés definim dos axiomes LineConchoidIntersect(¢, ¢’, O)
i LineLineVerging(O, ¢, {’). El primer ens déna, com ja hem vist, els punts de cada
parella que estan sobre la recta £; aplicant-lo amb les rectes intercanviades obtindrem
la resta de punts. L’axioma LineLineVerging ens dona les quatre rectes que uneixen
els punts de cada parella (que passen totes per O). Per obtenir cadascuna de les pa-
relles a partir d’aquest axioma, haurem d’aplicar 1’axioma LineIntersect a les rectes
¢, ¢’ amb cadascuna de les rectes obtingudes.

Ja hem dit que

gr LineConchoidIntersect = 4,

perod aprofitarem aquest exemple per mostrar com podem determinar rigorosament el
grau d’un axioma emprant la varietat geometrica que li hem associat en el capitol [I}
En general, aixo implica calculs llargs i complexos, aixi que ho farem, a tall de mostra,
usant el programa Magma ([10]).

Podem suposar, per simplificar els calculs, que el punt O de recolzament del ver-
ging és ’origen. Les dues rectes sobre les que marcarem els punts tenen equacions
A X+ BY+C =0,AX+BY+(C, =0, 1 els punts marcats seran P; = (X, Y1),
P, = (X5, Y,). Els lligams entre aquests objectes son:

A1X1 +BIY1 +C1 = 0,
A Xo + BY, + Cp, =0,

X1 = Xp)* + (Y1 = Y2)* =0,
XIYZ—X2Y1 =0
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Per determinar el grau de I’axioma, hauriem de trobar una base de Grobner de 1’ideal
generat pels polinomis de 1’esquerra de les equacions anteriors, perd Magma ja té una
comanda propia per calcular-lo. Les instruccions concretes que hem d’emprar sén:

k<Al1,B1,C1,A2,B2,C2> := FunctionField(Rationals(),6);
P<X1,Y1,X2,Y2> := AffineSpace(k,4);

eql := A1*X1 + B1*Y1l + Cl1;

eq2 := A2*X2 + B2*Y2 + C2;

eq3 (X1 - X2)2 + (Y1 - Y2)2 - 1;

eqd :=X1*Y2-X2*Y1;

C := Scheme(P,[eql,eq2,eq3,eq4]);

Degree(Q);

4

De manera analoga, una conica general tallara la concoide en vuit punts, pero la
circumferéncia té un comportament particular.

Proposicio A.1.
gr CircleConchoidIntersect = 6.

Demostracio. Sense cap perdua de generalitat suposem que d = 1. Pel teorema de
Bézout, a P(C), una circumferéncia i una concoide es tallen en vuit punts de I’espai
projectiu; dos d’aquests punts, pero, cauen sempre en la recta de 1’infinit. Per trobar el
punts de tall desenvolupem 1’equacié (x — b)> + (y — ¢)* = s* de la circumferéncia de
centre (a, b) i radi s, escrivint-la com x> + y* = s> + 2bx + 2cy — b> — ¢?. Substituim
aquesta expressio en ’equaci6[A.1]i obtenim:

(x — a)*(s* + 2bx + 2cy — b* — %) = x°.

Com que es tracta d’una equacié de tercer grau en x, obtenim, com a molt, sis punts
de tall reals entre les dues corbes. O

A.1.3 El verging sobre un punt i dues circumferencies. El caragol
de Pascal

En fer un procés de verging amb un punt i dues circumferéncies ens trobem amb una
situaci6 similar a la del cas anterior: el procés equival essencialment a tallar una de
les circumferéncies amb un caragol de Pascal. El caragol de Pascal de circumferencia
¢, pol O (sobre ¢) i distancia d és el lloc geometric dels punts M i M’ sobre una recta
variable per O a distancia d del punt de tall d’aquesta recta amb la circumfereéncia c.
Podeu trobar una construccid6 interactiva d’aquesta corba en el blog de la tesi.

Si suposem que el focus O esta a I’origen i que el centre de la circumferéncia esta
sobre 1’eix horitzontal y = 0, I’equacio cartesiana del caragol sera:

(x2 + y2 - ax)2 = ()c2 + yz).

94



Figura A.3: Caragol de Pascal amb focus O, circumfereéncia c i distancia d = PM

El verging sobre el punt O entre les dues circumferencies ¢, ¢’ ens donara parelles
de punts (R;,S;), amb R; € ¢,S; € ¢’ 1d(R;,S;) = 1. Els punts que cauen sobre la
circumfereéncia ¢’ coincideixen amb els punts de tall d’aquesta circumferéncia amb el
caragol de circumferencia c i pol O (i reciprocament).

Per formalitzar aquest procés de verging definim també dos axiomes: Circle-
LimaconlIntersect(c, O, ¢’) i CircleCircleVerging(O, c,c’). El primer ens déna els
punts obtinguts sobre la circumferéncia ¢ 1 el segon les rectes que uneixen aquests
punts amb O. Un calcul senzill a ma o a maquina ens mostra que:

gr CircleLimaconIntersect = 6.

A.1.4 El verging sobre un punt una recta i una circumferencia

Finalment, amb el regle marcat també podem fer un procés de verging recolzant el
regle en un punt O i encaixant les marques en una recta ¢ i una circumferencia ¢
donades. Pel que hem vist en les subseccions anteriors, els punts que obtindrem sobre
la circumferéncia coincidiran amb els punts de tall de ¢ amb la concoide de directriu £
1 focus O, mentre que els punts que s’obtenen sobre la recta £ son els punts de tall de £
amb el caragol de Pascal de circumfereéncia c¢ 1 pol O. Formalitzarem aquest procés amb
els axiomes CircleConchoidIntersect, LineLimaconIntersect i LineCircleVerging.
Tots aquests axiomes tenen grau 6.

A.2 Verging amb angle

L’eina angle A, formalitza un instrument fisic que ens permet dibuixar dues semirectes
que formen un angle @ en el seu vertex. El cas particular @ = 7/2 correspon a un
escaire. Aquests instruments ens permeten dur a terme un altre tipus de verging, que
en certa manera €s el procés dual del verging amb regle marcat (cf. [52]]). Donats dos
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punts A, B i una recta ¢, podem aconseguir que els costats de 1’angle passin pels punts
donats, i que el vertex estigui sobre la recta £. Aquest procés de verging genera, doncs,
punts sobre ¢ i les parelles de rectes que uneixen aquests punts amb els punts donats
A, B.

Figura A.4: Procés de verging amb un angle

Els punts obtinguts poden descriure’s de manera senzilla com la intersecci6 de la
recta £ amb ’angle capag¢ del segment AB, és a dir, el lloc geometric dels punts des
dels quals el segment es veu sota I’angle a. Aix0 ens porta a formalitzar aquest procés
de verging amb els axiomes LineArcIntersect,({, A, B) i LineAngleVerging, (¢, A, B)
en el cas general i LineDiameterCircleIntersect i LineSquadVerging en el cas par-
ticular de I’escaire. Els graus d’aquests axiomes son:

gr LineArcIntersect, = 4,

gr LineAngleVerging,, = 4,

gr LineDiameterCircleIntersect = 2,
gr LineSquad Verging = 2.
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Annex B

Conjunts construibles

En aquest annex recordem les propietats basiques dels principals anells i cossos cons-
truibles amb els mapes presentats a la memoria. Hem seguit les notacions del treball
[3]. Es poden trobar més detalls sobre les relacions entre aquests cossos en loc. cit. i
[13].

B.1 L’anell dels enters d’Eisenstein

L’anell dels enters d’Eisentstein és 1’anell Z[w], essent w = _1%5 Es I’anell d’enters

del cos quadratic Q( V-3). Es un anell euclidia.
Els elements de Z[w] s6n els nombres construibles amb el compas fix:

P = Z[w].

B.2 El cos dels nombres euclidians

El cos E dels nombres euclidian és la menor extensié de Q tancada per arrels qua-
drades:
7€ E= z€E.

Els nombres euclidians determinen extensions quadratiques iterades: per cada @ € E
hi ha una torre d’extensions quadratiques:

QC K =Q(vVa) € Ky = Ki(Var) € -+ C K, = K1 (V) = Q).

En particular [Q(«) : Q] = 2".
Els elements de E son els nombres construibles amb regle i compas:

gBRC =E.

'Aquesta és la definicié usual. En [41] es defineix un altre cos E’ de nombres euclidians, que és
totalment real. En aquest cas, Martin no identifica els nombres complexos amb els seus afixos. La
relacié entre els dos cossos és E = E’(i).
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Tenim també que B¢ = PR’ = E pels teoremes de Mohr-Mascheroni (4.6) i de
Poncelet-Steiner (4.8)).

B.3 El cos dels nombres pitagorics

El cos P dels nombres pitagorics €s la menor extensié de Q tancada per hipotenuses:
a,beP = Va’>+b*>€cP.

Equivalentment, P és el menor cos en el qual qualsevol suma de quadrats és un quadrat.
Es un cos totalment real. De fet, €s la maxima subextensio totalment real del cos E.
Els nombres pitagorics sén els nombres construibles amb I’origami pitagoric:

PO = P()).

B.4 El cos dels nombres de Viete

El cos V dels nombres de Viete és la menor extensié de Q tancada per arrels cubiques
reals i per triseccid, és a dir, la menor extensié V de Q que satisfa:

e xeV= VxeV;
e cos(x) e V = cos(x/3) € V.

Els nombres de Viete determinen torres d’extensions quadratiques i cibiques: per
cada « € E hi ha una torre d’extensions quadratiques o cubiques:

Qc K, =Q(¥a) c Ky =Ki|(§ay) C--- C K, = K1 ( {an) = Qa),

amb els e; € {2, 3}. En particular [Q(a) : Q] = 243b,
Quant a la seva constructibilitat, tenim que

gBRM — gBO — %CO — V(l)
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Annex C

Atles de mapes

Incloem en aquest annex els mapes associats a les eines més comunes. L’eleccié dels
conjunts inicials s’ha fet d’acord amb la literatura existent, llevat del mapa FPC que
proposem nosaltres.

C.1 Mapes d’eines classiques

C.1.1 Regle

Per associar un mapa infinit a I’eina R cal prendre un conjunt inicial que contingui,
com a minim, quatre punts o rectes en posicié general (és a dir, que no formin un
parallelogram). A la literatura, cf. [41], es pren com a conjunt inicial natural U, =
{1,2,i,2i}. El mapa donat per aquestes dades és:

R :=(R, Uy).
El conjunt de punts construibles d’aquest mapa €s (cf. [41, pag.79]):
P = Q).

A la Figura [C.]] veiem la representaci6 grafica de les rectes i punts de la segona
capa de R.

Figura C.1: UX
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C.1.2 Compas
Per obtenir un mapa infinit amb I’eina C sén necessaris dos punts. La tria natural és:
C :=(C.{0, 1}).

El teorema de Mohr-Mascheroni ens diu que el conjunt de punts construibles d’aquest
mapa coincideix amb els punts construibles amb regle i compas i per tant (prop. §.2).

U® =E.

C.1.3 Regle i compas
El mapa associat a I’eina RC, és:
RC := (RC, {0, 1}).

El conjunt de punts construibles amb aquest mapa €s el cos dels nombres euclidians

(prop. 4.2): e
PRC = .

A la Figura[C.2] veiem les corbes i punts de la segona capa de RC.

)'§¢§‘
\.,,.’Z"»"f‘é\\\\
1A & Sy A NN \
N NAVRIA '
NS S SETW.
NAS 4’%‘0

5

%ﬂ&; 2

Figura C.2: UX©

C.1.4 Compas euclidia
El mapa associat a I’eina CE és:
CE := (C&, {0, 1}).

L’equivalencia classica entre les eines C i CE (teorema [3.6]) ens diu que el conjunt de
punts construibles d’aquest mapa és

P =E.



C.1.5 Regle i compas euclidia
El mapa associat a I’eina RCE és
RCE := (RCE, {0, 1}).

Les relacions CE € C € RCE ens diuen que els corresponents conjunts de punts
construibles satisfan relacions analogues i per tant:

gBRCE = E.

C.1.6 Compas fix

El mapa associat a I’eina CF és:
CF := (CF.,{0, 1}).

El conjunt de punts construibles d’aquest mapa és, pel corollari I’anell dels
enters d’Eisentein:
P = Z[wl.

A la Figura[C.3| veiem la setena capa de CF.

ATAN
MAVAY/AVAI

AVAYN/N/VAVA
NANN/NNYNVAY
A INNNNN

NAVN/N/NYNVAY,
AVN/N/NIN/NV
NAVAAN/N/AVAY,

NAVAVAYAYY
A

Figura C.3: US*

C.1.7 Regle i compas fix
El mapa associat a I’eina RCF és

RCF := (RCTF, {0, 1}).
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El conjunt de punts construibles d’aquest mapa és (cf. [41, pag. 108]):

gBRCF = E.

C.1.8 Regle i compas de punta seca

Per generar un mapa infinit amb 1’eina RC% cal partir de quatre punts en posicié ge-
neral. Prendrem el mateix conjunt inicial que en el mapa R:

RCP := (RCP,{1,2,1,2i}).
El conjunt de punts construibles d’aquest mapa és (cf. [24], [41, cap. 5]):
PR = P(i),

essent P el cos dels nombres pitagorics.

C.1.9 Regle marcat

Basten tres punts no alineats per generar un mapa infinit amb I’eina R M. El mapa RM
associat és:

RM := (RM, {0, 1,i}).

Ja ha quedat descrit en 1’exemple [I.T1] que el seu conjunt de punts construibles ve
donat pel cos dels nombres de Viete:

PN = V().
La Figura [C.4 mostra la segona capa d’aquest mapa:
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C.1.10 Regle i circumferencia

Un dels resultats més coneguts referents a les construccions geometriques €s el te-
orema de Poncelet-Steiner, conjecturat per Poncelet el 1822 i demostrat per Steiner
I’any 1833, (cf. [12]). L’enunciat classic del teorema es formula en termes d’eines i
construccions, pero en el nostre llenguatge admet una formulacié natural en el context
dels mapes, ja que considera les construccions que es poden fer amb un compas si es
disposa a priori d’una circumferencia, és a dir, els objectes construibles amb el mapa:

RP := (({Line}, {Linelntersect, LineCircleIntersect}), {0, 2, 2i, X* + Y* = 1}).

Anomenarem aquest mapa regle i circumferencia. Notem que 1’eina subjacent al mapa
no és exactament el regle R, ja que necessitem I’axioma LineCircleIntersect. El
teorema de Poncelet-Steiner (teorema[4.§) ens diu que

gBRP — gBRC = E.

C.2 Mapes d’eines modernes

C.2.1 Escaire

La diferencia essencial de I’escaire & amb el regle R és I’axioma LineDiameterCir-
cleIntersect, que s’aplica a dos punts A, B i una recta ¢ i determina els punts de tall
de la recta amb la circumferéncia de diametre AB. Per tal d’obtenir un mapa infinit
amb I’escaire calen al menys tres objectes. Si només tenim dos punts només podrem
construir la recta que els uneix i les perpendiculars a ella pels punts. Aixo ens porta a
definir el mapa associat a I’eina ES com:

ES :=(&S,{0, 1, 1}).

Aquest mapa és clarament infinit, perque en la primera capa ja trobem els punts
1+i1(1+1i)/2, que ens permetran construir els punts 1/21i/2 en la segona capa. Amb
aixo passem en dos nivells del conjunt inicial {0, 1,7} al conjunt {0, 1/2,i/2} i esta clar
que iterant aquest procés podrem construir tots els punts i/2",1/2".
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Figura C.5: U

El conjunt de punts construibles del mapa ES és (teorema {.9)):

(BES = E.

C.2.2 Angle

L’eina A, és una generalitzacié de I’eina ES. Per tal d’associar-li un mapa infinit
podriem considerar un conjunt inicial de dos punts, sempre 1 quan @ # m/2. Per
garantir que sigui infinit per a qualsevol valor de a, agafem un conjunt inicial de tres
punts. Posem:

A, = (A {0, 1 }).
Proposicio C.1. El mapa A, és infinit.

Demostracio. Sabem que amb 1’eina A, podem fer la construcci6 Parallel 5, i cons-
truir el punt d’interseccié de les diagonals d’un quadrat. Partint de {0, 1,7}, podem
obtenir lesrectes X =0,Y =0, X =1,iY =1lielspunts 1 +ii1/2+ 1/2i. Iterant
aquest procés anem construint els punts de la forma 1/2" + 1/2"i.

]

C.2.3 Origami

El mapa associat a I’eina és

O :=(0,{0, 1}).

El conjunt de punts construibles d’aquest mapa és (proposicié @.3):
PO = V().

La Figura [C.6| mostra la segona capa del mapa.
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C.2.4 Origami thalia

En [2], Alperin introdueix 1’eina O7 i discuteix quines construccions sén possibles
amb ella. En realitat, Alperin considera un mapa generic

OTZ = (OT, {0$ 1’ Z})’
on z = a + bi € C és un nombre complex no real. En el treball esmentat es prova que

POT: = { Q(z.z.0), sibeQa,b?)

Q(z,2), altrament.

C.2.5 Origami Pitagoric

El mapa que s’associa a 1’eina OP és
OP := (0P, {0, 1}).
En [2, Theorem 3.3] es prova que:
BOT = P(i).

En la figura[C.7|es veuen els punts de nivell 3 d’aquest mapa.
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Figura C.7: BS°

C.2.6 Origami ciclotomic

L’eina OA, és una subeina de A, i per tant, en tenim prou amb un conjunt inicial de
dos punts per construir un mapa infinit. En [30] s’estudia el cas en el qual @ = 2n/n,
amb n € N. Definim el mapa n-ciclotomic com

OAn = (Oﬂ%r/na {07 1})
En [30, Theorem 2] es demostra que peran > 3 :

OA
513 n —

Z[i,e™/"]  en cas contrari.

C.2.7 Regle i ellipses

En [[18]] es considera el mapa:
RE := (RE, {0, 1}),
associat a I’eina RE 1 es demostra que:

PRE = v()).

C.2.8 Regle marcat i compas

En [[7] s’estudia el mapa
RMC := (RMC, {0, 1}).

La determinaci6 del conjunt de punts BRMC d’aquest mapa és un problema obert. Se
sap que conté estrictament V(i), i que té elements que no pertanyen a V(7).
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La Figura [C.2.8 mostra la representacié grafica de les corbes de la segona capa
del mapa RMC i les primeres concoides i caragols que intervenen en els axiomes de
construccié a la primera capa.
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(a) C, amb RMC (b) Concoides i caragols de Pascal que in-
tervenen a la primera capa de RMC

C.2.9 Coniques

El mapa associat a ’eina CO és:
CO == (CO, {0, 1}).

En [S0] és prova que:
PO = V().

A la Figura[C.2.9| veiem la representacio grafica de les corbes i els punts de la segona
capa de CO.
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C.2.10 Coniques per cinc punts

Tradicionalment, als estudis de construccions amb coniques, aquestes es troben defi-
nides a partir de la seva directriu, focus i1 excentricitat. Aqui presentem un mapa on
les coniques estan definides per cinc punts per on passen. Per tal de poder obtenir
més d’una capa, necessitem un conjunt inicial que contingui com a minim sis punts.
Proposem un conjunt inicial més gran, que garanteix unes determinades propietats del
mapa, i permet caracteritzar-ne els punts construibles.

Considerem el mapa segiient:

FPC := ((FivePointsConic, ConicIntersect), {0, 1,i,i + 1,2, -1, —i,—i + 1}).

[’axioma FivePointsConic permet construir I’nica conica per cinc punts que es
trobin o bé en posicio lineal general, o bé que exactament tres d’ells estiguin alineats.
En el cas que tres dels punts estiguin alineats, la conica sera degenerada: sera un parell
de rectes (paralleles o incidents).

Teorema C.2. El mapa ¥PC és aritmetic. El seu conjunt de punts construibles conté
el cos Q7).

Demostracio. La idea és relacionar aquest mapa amb el mapa R associat al regle.
D’entrada, en el conjunt inicial del nostre mapa hi ha tots els punts del conjunt inicial
de R llevat de 2i. Per construir-lo en FPC considerem les coniques per {0, 1,2, —i, 1 —i}
1{0,1 —1i,i,1 +i,2}. El seu punt d’intersecci6 és el 2 — i. El punt 2i s’obté com a
interseccio de les coniques per {1,i,2 —i,2,1 +i}1{0,i, -1, 1,2}.

Si tenim dos punts z,z" € BT, la recta que els uneix és construible: forma part de
la conica degenerada que passa pels punts per {z,7’,—i,0,i} si z,Z’ no tenen part real
nulla; en cas contrari es combinen amb altres tres punts alineats del conjunt inicial.
Si tenim dues rectes £, £’ € €T, el seu punt de tall és construible: només hem d’in-
tersecar les dues coniques degenerades pels parells de rectes {¢,X = 0} i {¢', Y = 0}.
Naturalment caldria considerar a part els casos en els quals alguna de les rectes coin-
cideix amb els eixos, pero es resolen trivialment utilitzant altres rectes formades amb
els punts del conjunt inicial. Aquestes consideracions ens porten a veure que R és un
submapa de FPC i, per tant, Qi) = P c PBFPC. Perd també ens diuen que totes
les construccions possibles amb el regle també ho sén amb FPC, i per tant BF*< és un
Cos. O

Lema C.3. Si z € PIPC aleshores Re(z), Im(2)i, |z]*> € PITC.

Demostracié. Notem que el conjunt BFTC és simetric respecte 1’eix real, i per tant,
Z € PFC. Com el mapa és aritmetic, tenim que —z, —z € PFFC. En la demostracié del
teorema [C.2] hem vist que les rectes que uneixen aquests punts sén construibles, i per
tant també ho sén els seus punts de tall amb els eixos. Com que |z]> = Re(z)? —(i Im(z))?
i el mapa és aritmetic, tenim també que |z| € PFTC. o
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Teorema C.4. El cos B¢ és tancat per conjugacié complexa, arrels quadrades i
arrels cubiques.

Demostracié. Ja hem vist abans que z € PFC = 7 € P Veiem primer que
podem construir les arrels quadrades d’un nombre complex z. Pel lema anterior, |z]* és
construible i per tant també +|z|>+i € PFTC. Aixi doncs, larecta x = |z]? és construible.
Tallant-la amb la parabola construible x = y? construim el punt |z|* + i|z], i a partir d’ell
obtenim el punt |z|. Un argument analeg ens permetra construir el punt VJz]. Per
construir 4/z només ens falta poder bisecar I’angle arg(z), i aix0 es fa construint la
diagonal del parallelogram construible de vertexs 0, z, |z], (z + |z])/2.

Ara construim les arrels cibiques de z. Si z = a+ bi, a partir dels punts 0, a+ai, a—
ai,4a + 2ai, 4a — 2ai podem construir la parabola x = y*/|z|, i en tallar aquesta amb la
parabola construible y = x* obtenim el punt |z|'/?. Per trisecar I’angle arg(z), usem la
construccid classica de Pappus: ens cal construir la recta 0z, la circumferencia de radi
2 centrada I’origen (amb els cinc punts construibles 2, —2, 2i, i la hiperbola d’equaci6

(x =2 +y* = ﬁ(ax + by)?, de la qual en tenim sis punts construibles (els punts
detallamby =0,x=0,1ix = 2). m]
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Annex D

Cataleg de construccions

Aquest annex conté les nombroses construccions geometriques que han aparegut al
llarg de la tesi, juntament amb altres que, pel seu valor historic o estetic, no poden
ésser excloses de cap antologia geometrica. L’annex s’estructura en tres nivells: blocs,
problemes 1 construccions. Hem destriat els processos que volem descriure segons la
seva natura: hem agrupat en un primer bloc els problemes exclusivament geometrics,
i hem deixat en el segon bloc els problemes de naturalesa aritmetica, lligats a les
operacions algebraiques elementals.

Quan les construccions que donem tenen una estructura complicada fem una des-
cripcid previa com a construccid generalitzada, que ens permet copsar millor el procés
geometric que duem a terme. Per cada construccid, donem la llista d’eines que per-
meten dur-la a terme, 1 les corresponents filtracions. Observem, pero, que hi pot haver
altres solucions del problema en qiiestié que impliquin altres eines. Finalment, inclo-
em també una referencia en que el lector pot comprovar la validesa de la demostracio.

Per tal que el lector pugui analitzar amb més cura aquestes construccions, hem pre-
parat animacions interactives de moltes d’elles. Aquestes animacions estan allotjades
al blog de la tesi]

D.1 Construccions geometriques basiques

Els problemes que presentem en aquest bloc son de tipus geometric. L’ ordre triat per
presentar-los segueix el fil historic: comencem per les construccions que apareixen en
els Elements d’Euclides (n’esmentem la seva ubicacié en 1’obra), i seguim per ordre
cronologic.

'El fitxer PDF del treball conté hiperenllacos directes sobre els quals podem clicar per accedir di-
rectament a cada construccio.
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D.1.1 Triangle equilater

Problema (Euclides I.1): Donats dos punts A, B, dibuixeu els dos punts C, D que
determinen dos triangles equilaters amb A 1 B.

Solucio:

EquilateralTriangle(A, B; C, D) = {¢, = Circle(A, B),
¢, = Circle(B,A),
C, D = Circlelntersect(c;, ¢,)} .

Demostracio: [31]].

Observacions: Els punts C i D s’obtenen ordenats de manera que els angles BAC i
ABD s6n positius.

Eines: C& i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
®(EquilateralTriangle) = {{A, B}, {c, ¢, C, D}}.

Mesures:

lg(EquilateralTriangle) = 1, ord(EquilateralTriangle) = 6
rg(EquilateralTriangle) = 2, am(EquilateralTriangle) = 4.

D.1.2 Transport de distancia

Problema (Euclides 1.2): Donats tres punts A, B, C, dibuixeu un punt D tal que els
segments AD i BC siguin congrus.

Soluciéo amb RCE:

DistanceTransport(A, B, C; D) = {c; = Circle(A, B),
¢y = Circle(B, A),
E, F = CircleIntersect(c;, ¢»),
¢, = Line(B, E),
¢3 = Circle(B, C),
G, H = LineCirclelntersect({;, c3),
¢4 = Circle(E, H),
{, = Line(E,A)
D, I = LineCirclelntersect({,, c4)} .
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Demostracio: [31]].
Eines: RCE i totes les generades per aquesta.
Filtracio:

®(DistanceTransport) = {{A, B, C}, {ci,c2, E, F}, {t1, {5, c3, H}, {c4, D}} .

Mesures:
lg(DistanceTransport) = 3, ord(DistanceTransport) = 13
rg(DistanceTransport) = 6, am(DistanceTransport) = 4.
Solucio amb C&:

CompassDistanceTransport(A, B, C; D) = {c, = Circle(A, B),
¢, = Circle(B,A),
E, F = CircleIntersect(cy, ¢»),
c3 = Circle(E, O),
¢4 = Circle(F, C),
C, D = CircleIntersect(cs, c4)} .
Demostracio: [41]].
Eines: CE i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

®(CompassDistanceTransport) = {{A, B, C},{cy, 2, E, F},{c3, c4, D}}.

Mesures:

lg(CompassDistanceTransport) = 2, ord(CompassDistanceTransport) = 10
rg(CompassDistanceTransport) = 4, am(CompassDistanceTransport) = 4.

D.1.3 Punt doble

Problema: Donats dos punts A, B, dibuixeu el punt C tal que AC = 2AB.
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Solucio amb C&:

DoublePoint(A, B; C) = {c¢; = Circle(A, B),
¢, = Circle(B, A),
D, E = CircleIntersect(c, c;),
c3 = Circle(D, B),
A, F = CircleIntersect(c, c3),
¢4 = Circle(F, B),
D, C = CircleIntersect(c,, c4)} .

Demostracio: [31]].

Eines: CE i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
(I)(DoublePOint) = {{A’ B}, {Cla C2, D}a {03’ A7 F}a {C4, C}} .
Mesures:
lg(DoublePoint) = 3, ord(DoublePoint) = 10
rg(DoublePoint) = 4, am(DoublePoint) = 3.
Solucié amb RCP:

DoublePointr-p(A, B; D) = {{; = Line(A, B),
D, C = LineRadiusCircleIntersect({,,A, A, B)}.
Demostracié: Es clar, pel fet de poder transportar distancies amb RCP.
Eines: RC% i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
®(DoublePointz-p) = {{A, B}, {¢,, D}}.

Mesures:

lg(DoublePointgcp) = 1, ord(DoublePointgcp) = 4
rg(DoublePointgcp) = 1, am(DoublePointgcp) = 2.
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D.1.4 Punt doble partint d’un triangle

Problema: Donats tres punts A, B, C, tals que el triangle ABC és rectangle en B, di-
buixeu el punt D tal que AD = 2AB.

Solucio:

DoublePointss(A, B,C; D) = {{; = Line(A, B),
¢, = Line(B, C),
{3 = Perpendicular({;, A),
¢, = Perpendicular((,, C),
E = Linelntersect({s, {4),
{s = Line(B, E),
{s = Perpendicular({s, C),
{7 = Perpendicular(¢g, C),
D = Linelntersect(¢;, {7)} .

Demostracio: Donat que ABCE és un rectangle AB = EC. Fent la recta parallela a
EB per C, construim el parallelogram BDCE, d’on EC = BD.

Eines: ES i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
(D(DoublePOintSS) = {{A’ B’ C}’ {817 52}’ {639 54’ E}’
{559 569 £75 D}}a

Mesures:

lg(DoublePointss) = 3, ord(DoublePointss) = 12
rg(DoublePointss) =7, am(DoublePointss) = 4.

D.1.5 Inversié d’un punt respecte d’una circumferencia

Problema: Donats tres punts A, B, P, dibuixeu el punt P’ invers de P respecte de la
circumferéncia amb centre A que passa per B.

Solucio amb C&:

CircleInversion(A, B, P, P") = {c; = Circle(A, B),
¢, = Circle(P,A),
C, D = CircleIntersect(c;, ¢»),
c3 = Circle(C, A),
¢4 = Circle(D, A),
P’, A = CircleIntersect(cs, c4)} .
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Demostracio: [33]].
Comentaris: La construccié només és valida si d(A, P) > %d(A, B). Si no se satisfa
aquesta condicid, es calcula primer un punt Q € AP tal que AQ = 2"AP > %d(A, B),

es troba el seu invers Q' i finalment I’invers P’ és el punt que satisfa AP’ = 2"AQ’.

Eines: CE i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
®(Circlelnversion) = {{A, B, P}, {c|, c», C, D}, {c3,cas, P'}} .
Mesures:
lg(CircleInversion) = 2, ord(CircleInversion) = 10
rg(CircleInversion) = 4, am(Circlelnversion) = 4.
Solucié amb RCE:

CircleInversiongcs(A, B, P; P') = {{; = Line(A, P),
¢ = Circle(A, B),
C, D = LineCirclelntersect(¢;, c;),
{, = Line(B, P),
B, E = LineCirclelntersect(¢,, ¢;)
{3 = Line(B, D),
{4 = Line(C, E),
{s = Line(D, E),
{s = Line(B, C),
F = Linelntersect({s, {4),
G = Linelntersect({s, ¢5),
{7 = Line(F, G),
P’ = Linelntersect({;, {7)} .

Demostracio: [31]].

Comentaris: La construccié només és valida si d(A, P) > %d(A, B). Si no se satisfa
aquesta condicid, es calcula primer un punt Q € AP tal que AQ = 2"AP > %d(A, B),
es troba el seu invers Q' i finalment I’invers P’ és el punt que satisfa AP’ = 2"AQ’.

Eines: RCE i totes les generades per aquesta.
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Filtracio:

O(Circlelnversiongce) = {{A, B, P}, {(,, 0, ¢1, C, D, E}, {05, 4, 65, £, F, G,
{67, P}

Mesures:

lg(Circlelnversiongcs) = 3, ord(CircleInversiongcs) = 17

rg(Circlelnversiongcs) = 8, am(CircleInversiongcs) = 6.

D.1.6 Circumcentre d’un triangle

Problema: Donats tres punts P, Q, R, trobeu el centre O del cercle circumscrit al tri-
angle ABC.

Solucio:

Circumcentre(P, Q, R; O) = {CircleInversion(P, Q,R;R’),
¢, = Circle(Q, P),
¢, = Circle(R’, P),
O’, P = Circlelntersect(c, ¢;),
CircleInversion(P, Q,0’; O)}

= {Circle(P, Q),

¢, = Circle(R, P),

C, D = CircleIntersect(c;, ¢5),
c3 = Circle(C, P),

¢4 = Circle(D, P),

R’, P = CircleIntersect(cs, c4),
¢s = Circle(Q, P),

ce = Circle(R’, P),

O’, P = Circlelntersect(cs, cg),
¢; = Circle(P, Q),

cg = Circle(O’, P),

E, F = CircleIntersect(c7, cg),
co = Circle(E, P),

c1o = Circle(F, P),

O, P = CircleIntersect(co, c10)} .

Demostracio: [31]].
Eines: CE i totes les generades per aquesta.
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Filtracio:
®(Circumcenter) = {{P, Q, R}, {c, ¢z, ¢5,¢7,C, D}, {c3, ¢4, R}, {c6, O}, {cs, E, F},
{9, c10, O}};

Mesures:

lg(Circumcenter) = 5, ord(Circumcenter) = 20
rg(Circumcenter) = 10, am(Circumcenter) = 6.

D.1.7 Simetria axial

Problema: Donats tres punts A, B, C, dibuixeu el punt D simetric de C respecte de la
recta AB.

Solucio:
Reflect(A, B, C; D) = {c, = Circle(A, C),
¢, = Circle(B, C),
D, C = CircleIntersect(c;, c,)} .

Demostracio: [31]].
Eines: CE i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
O(Reflect) = {{A, B,C},{c1,c2,D,C}}.

Mesures:

lg(Reflect) = 1, ord(Reflect) =7
rg(Reflect) = 2, am(Reflect) = 4.

Problema: Donats un punt A i una recta ¢, dibuixeu el punt B simetric de A respecte
la recta €.

Solucio:

Reflect,(A, t; B) = {{, = Perpendicular({, A),
{, = Perpendicular(¢,, A),
3, £} = Bisector((y, {),
C = Linelntersect({,, {3),
¢, = Perpendicular(¢,, C),
D = Linelntersect(¢,, (),
{5 = Perpendicular({,, D),
B = Linelntersect(¢, {5)} .
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Demostracio: Per ser ¢5 la bisectriu de les rectes ¢; i £, la distancia AC és igual a la
distancia de A a la recta €. Repetint aquest procés, trobem el punt B.

Eines: O i totes les generades per aquesta.
Filtracio:

O(Reflect,)) = {{A, O}, {6}, {62, 63, 65, C}, {L4, D}, {ells, B}} .

Mesures:
lg(Reflect,)) = 4, ord(Reflect,) = 11
rg(Reflect,) =7, am(Reflect,) = 4.

D.1.8 Mediatriu d’un segment

Problema: Donats dos punts A 1 B, dibuixeu la mediatriu del segment AB.

Solucio:
PerpendicularBisection(A, B; {) = {c, = Circle(A, B),

¢, = Circle(B,A),
C, D = Circlelntersect(c;, ¢),
{ = Line(C, D)} .

Demostracio: [31]].

Eines: RCE i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

®(PerpendicularBisection) = {{A, B}, {c1, c2, C, D}, {{}}.

Mesures:

lg(PerpendicularBisection) = 2, ord(PerpendicularBisection) =7
rg(PerpendicularBisection) = 3, am(PerpendicularBisection) = 4.
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D.1.9 Punt mitja

Problema (Euclides 1.10): Donats dos punts A, B, dibuixeu el punt C tal que AB =
2AC.

Solucio amb C&:

MidPointCompass(A, B; C) = {DoublePoint(A, B; D),
Circlelnversion(A, B, D; C)}

= {c,; = Circle(A, B),
¢; = Circle(B, A),
E, F = CircleIntersect(c, ¢,),
c3 = Circle(E, B),
A, G = CircleIntersect(c,, c3),
¢4 = Circle(G, B),
D, E = Circlelntersect(c,, cs),
¢s5 = Circle(D, A),
H, I = CircleIntersect(cy, cs),
ce = Circle(H,A),
¢7 = Circle(/, A),
C, A = CircleIntersect(cg, c7)} .

Demostracio: [31]].
Eines: CE 1 totes les generades per aquesta.

Filtracio:

®(MidPointCompass) = {{A, B}, {c1, c2, E}, {c3, A, G}, {c4, D, E}, {cs, H, I}, {cq, c7,C}} .

Mesures:

lg(MidPointCompass) = 5, ord(MidPointCompass) = 17
rg(MidPointCompass) =7, am(MidPointCompass) = 3.

Solucio amb O7 :

Midpoint,(A, B; E) = {{, = Line(A, B),
{, = PerpendicularBisector(A, B),
E = Linelntersect({;, ¢»)} .
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Demostracié: El punt mitja és el punt de tall de la mediatriu amb la recta pels punts
A, B.

Eines: O7 i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
®(Midpoint ) = {{A, B}, {1, (2, E}} .
Mesures:
lg(Midpoint,) = 1, ord(Midpoint,) = 5
rg(Midpoint ) = 2, am(Midpoint,) = 3.
Solucio amb RCE:

Midpoint (A, B; E) = {{, = Line(A, B),
PerpendicularBisection(A, B; (,),
E = Linelntersect({,, {,)}

= {{, = Line(A, B),
¢, = Circle(A, B),
¢, = Circle(B,A),
C, D = CircleIntersect(c, ¢,),
¢, = Line(C, D),
E = Linelntersect({;, {,)} .

Demostracié: El punt mitja és el punt de tall de la mediatriu amb la recta pels punts
A, B.
Eines: RCE i totes les generades per aquesta.
Filtracio:
(D(MidpointRCS) = {{A7 B}7 {fl s C] ) C27 C7 D}’ {€2’ E}} .
Mesures:

lg(Midpointy,c) = 2, ord(Midpointg.s) =9
rg(Midpointg.s) = 4, am(Midpointg.s) = 5.
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D.1.10 Punt mitja partint d’un trapezi

Problema: Donats quatre punts A, B,C 1 D tals que la recta per AB és parallela a la
recta per CD, dibuixeu el punt G tal que AB = 2AG.

Solucio amb R:

Midpointy(A, B,C, D; G) = {{, = Line(A, B),
¢, = Line(A, D),
{3 = Line(B, C),
E = Linelntersect({,, {3),
{4 = Line(A, C),
{5 = Line(B, D),
F = Linelntersect({y, {s),
{s = Line(E, F),
G = Linelntersect({,, s)} .

Demostracio: [41]].
Eines: R i totes les generades per aquesta.
Filtracié:

(D(MidPOintR) = {{A’ B’ Ca D}’ {gl, 627 €3’ 54’ 55’ Ea F}’ {56, G}} .

Mesures:

lg(Midpointy) = 2, ord(Midpointy) = 13
rg(Midpointy) = 6, am(Midpointy) = 7.

D.1.11 Peu de la perpendicular

Problema: Donats tres punts A, B, C, dibuixeu el peu D de la recta perpendicular per
C alarecta AB.
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Solucio:

PerpendicularFoot(A, B, C; D) = {Reflect(A, B,C; E),
MidpointCompass(C, E; D)}

={c; = Circle(A, C),
¢, = Circle(B, C),
E, C = CircleIntersect(c;, ¢»),
c3 = Circle(C, E),
¢4 = Circle(E, 0),
F, G = CircleIntersect(cs, c4),
¢s = Circle(F, E),
C, H = CircleIntersect(cy, cs),
c¢ = Circle(H, E),
I, F = CircleIntersect(cy, cg),
¢; = Circle(Z, 0),
J, K = CircleIntersect(cs, ¢7),
cg = Circle(J, 0),
c9 = Circle(K, C),
D, C = Circlelntersect(cs, cy)} .

Demostracio: [31]].
Eines: C& i totes les generades per aquesta.
Filtracio:
®(PerpendicularFoot) = {{A, B, C}, {c1, c2, E, C}, {c3, ca, F, G}, {cs, H}, {cg, I, F},
{c7,J, K}, {cs, c9, DY}
Mesures:

lg(PerpendicularFoot) = 6, ord(PerpendicularFoot) = 22
rg(PerpendicularFoot) =9, am(PerpendicularFoot) = 4.

D.1.12 Biseccio d’un arc de circumferencia

Problema: Donats tres punts O, A, B, amb d(O, A) = d(O, B) dibuixeu els punts P, Q
que bisequen 1’arc AB de la circumferencia de centre O que passa per A i B.
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Solucio:

ArcBisect(0, A, B; P, Q) = { CompassDistanceTransport(O, A, B; U),
¢y = Circle(0, U),
¢, = Circle(A, O),
c3 = Circle(B, 0),
C, U = CircleIntersect(cy, ¢,),
D', D = CircleIntersect(c, c3),
¢4 = Circle(C, B),
cs = Circle(D, A),
E, F = CircleIntersect(c, ¢s),
CompassDistanceTransport(C, O, E; G),
c¢ = Circle(C, G),
CompassDistanceTransport(D, O, E; H),
c¢7 = Circle(D, H),
P, O = CircleIntersect(cg, ¢7)}

= {c] = Circle(0, A),
¢, = Circle(A, 0),
E’, F’ = Circlelntersect(c}, c,),
¢}, = Circle(E’, B),
¢, = Circle(F’, B),
B, U = CircleIntersect(c;, c)),
¢ = Circle(O, U),
c3 = Circle(B, 0),
C, B = Circlelntersect(c, ¢;),
A, D = CircleIntersect(c, c3),
¢4 = Circle(C, B),
¢s = Circle(D, A),
E, F = CircleIntersect(c, ¢s),
¢ = Circle(C, 0),
cy = Circle(0, ),
E”,F” = CircleIntersect(c}, c}),
cy = Circle(E", E),
c; = Circle(F", E),
E, G = CircleIntersect(c}, c}),
c¢ = Circle(C, G),
c|” = Circle(D, 0),
¢y’ = Circle(O, D),
E",F"" = Circlelntersect(c!’, c}’),
cy’ = Circle(E"”, E),
c) = Circle(F"”, E),
E, H = Circlelntersect(c}’, c’),
¢7 = Circle(D, H),
P, O = Circlelntersect(cg, c7)} .
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Demostracio: [31]].
Eines: CE i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

O(ArcBisect) = {{0,A, B}, {c|, c2,¢c3, E', F'}, {c}, ¢}, U}, {c1, C, D},
{C4’ CS’ C’l” Cé” C’l”’ C’z”’ E’ F’ EN’ F”’ E,,,’ F”,}’ {6,3,’ C:(’ C’3”’ C;N’ E’ G’ H}’
{cs> 7, P, O}};

Mesures:

lg(ArcBisect) = 6, ord(ArcBisect) = 37
rg(ArcBisect) = 18, am(ArcBisect) = 12.

D.1.13 Quadrat inscrit

Problema (Euclides IV.6): Donats dos punts O, P, trobeu els punts Q, R, S tals que
PQRS és un quadrat inscrit en la circumferencia de centre O que passa per P.

Solucio:

Square(O, P; Q,R, S) = {DoublePoint(P, O; R),
ArcBisect(O, P,R; O, S)}

= {c] = Circle(0O, P),
c;, = Circle(P, 0),
D', E’ = CircleIntersect(c’, c)),
c; = Circle(D’, 0),
P, F = CircleIntersect(c}, c}),
c, = Circle(F, 0),
D’, R = CircleIntersect(c}, c}),
cs = Circle(D’, R),
cg = Circle(E', R),
R, U = CircleIntersect(c’S, Ccg)s
¢ = Circle(0, U),
c3 = Circle(R, 0),
C, R = Circlelntersect(c;, c}),
P, D = Circlelntersect(c, c3),
¢4 = Circle(C,R),
cs = Circle(D, P),
E, F = CircleIntersect(c, cs),
¢/ = Circle(C, 0),
cy = Circle(0, 0),
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E”,F” = CircleIntersect(c}, c),
cy = Circle(E", E),

c; = Circle(F”, E),

E, G = Circlelntersect(cy, c}),
ce = Circle(C, G),

c|" = Circle(D, 0),

cy’ = Circle(0, D),

E"”,F" = CircleIntersect(c|”’, c}’),
¢y’ = Circle(£"”, E),

c;’ = Circle(F"”, E),

E, H = Circlelntersect(c}’, c,’),
c¢7 = Circle(D, H),

0, S = CircleIntersect(cg, c7)} .

Demostracio: [31]].
Eines: C& i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
®(Square) = {{0, P}, {c},c,, D', E'}, {c}, P, F},{c}, R'}, {ci, cg, R, U}, {cy, c3, C, P, D},
{C4’ CS’ C;/’ C;’/’ C;//’ C’z”’ E’ F, E//, F//’ El/l’ F///}’ {C;/’ C:‘/’ C;”? C:{/’ G’ H}’
{CG’ Cc7, Q’ S }’

Mesures:

lg(Square) =8, ord(Square) = 42
rg(Square) = 20, am(Square) = 12.

D.1.14 Recta parallela

Problema: Donats una recta ¢ i un punt P que no pertany a ¢, dibuixeu la recta paral-
lela a ¢ que passa per P.

Solucio amb ES:

Parallelss(P, ¢; ¢,) = {¢, = Perpendicular(’, P),
{, = Perpendicular({;, P)}.

Demostracio: La recta ¢; és perpendicular a la recta £ i la recta ¢, és perpendicular a
la recta ¢,. D’aqui ¢, és parallela a ¢.
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Eines: &S i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

O(Parallelss) = {{P, £}, €1, £} .

Mesures:

lg(Parallelss) = 3, ord(Parallelss) = 4
rg(Parallelss) = 3, am(Parallelss) = 2.

Solucié amb A,,:

Parallel 5(P, (; {;) = {{,,{, = AngleLine,(¢, P),
{3, €4 = AngleLine, (¢, P)}.
Demostracio: [52].
Eines: A, 1 totes les generades per aquesta.

Filtracio:

O(Parallel 7)) = {{P, £}, ¢y, (5} .

Mesures:

lg(Parallel 5,) = 3, ord(Parallel ) = 4
rg(Parallel ) = 3, am(Parallel ;) = 2.

Problema: Donats tres punts A, B, C, dibuixeu la recta parallela a la determinada per
A1 B que passa per C.

Soluciéo amb RM:

127


http://www-ma4.upc.edu/~geometricconstructions/geogebrablog/AngleParallel.html
http://www-ma4.upc.edu/~geometricconstructions/geogebrablog/parallelmarkedruler.html

Parallelg (A, B, C; () = {{, = Line(A, B),
D, D’ = LineUnitCircleIntersect({;,A),
E, A = LineUnitCircleIntersect({;, D),
¢, = Line(A, C),
{3 = Line(C, E),
F, F’ = LineUnitCircleIntersect(¢,, C),
{4 = Line(F, D),
{5 = Line(E, F),
R = LinelIntersect({s, 1),
{c = Line(A, R),
G = Linelntersect(¢s, ¢5),
{ = Line(C,G)}.

Demostracio: [52]].
Eines: RM i totes les generades per aquesta.
Filtracio:

(D(Parallel(RM) = {{A7 Ba C}9 {515 52’ D}9 E9 {£35 F}a {54’ 559 R}a {569 G}9 f} .

Mesures:

lg(Parallelgp() = 6, ord(Parallelgy,) = 15
rg(Parallelgy) =7, am(Parallelgy,) = 3.

Solucié amb C/L:

Parallel- (A, B, F;{) = {{, = Line(A, B),
A, C = LineCirclelntersect(¢,, Circle(B, A)),
{, = Line(A, F),
A, S = LineCircleIntersect((,, Circle(F, A)),
{3 = Line(S, B),
¢4 = Line(S, C),
{5 = Line(F,C),
R = Linelntersect(¢s, ¢5),
{s = Line(A, R),
D = Linelntersect({s, {s),
¢ = Line(F, D)} .
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Problema: Donats una recta £; i dos punts A, B, tals que B no pertany a ¢;, dibuixeu
la recta parallela a £ que passa per B.

Solucio:

Parallelgz-(A, B, (1; £,) = {c; = Circle(B, A),
C, D = LineCircleIntersect(¢, c;),
¢, = Circle(C, B),
c3 = RadiusCircle(B, C, D),
E, F = CircleIntersect(c,, c3),
¢, = Line(B, E)}.

Observacioé: Per poder fer aquesta construccié cal que la distancia AB sigui superior
a la distancia entre B i la recta ¢.

Demostracio:
La figura[D.T|mostra els punts i les rectes que intervenen a la construcci.

Figura D.1: Recta parallela amb axiomes de regle i compas

Fent la circumferencia de centre B que passa per A, obtenim dos punts de tall amb
larecta £y, que sonel Ciel D. El triangle CBD és, doncs, isosceles. Tal com construim
les altres circumferencies, es t¢ CD = EB i EC = BD. Per tant, el quadrilater BECD
és un parallelogram.

Eines: RC i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
(D(ParallelRC) = {{A, B, 51}, {Cla Ca D}’ {CZ, C3, E}’ {52}} .
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Mesures:

lg(Parallelgc) = 3, ord(Parallelgc) = 10
rg(Parallelgc) = 5, am(Parallelgc) = 3.

D.1.15 Recta perpendicular

Problema: Donats tres punts A, B, C en posicid general, dibuixeu la recta que passa
per C 1 és perpendicular a la recta que passa per A 1 B.

Solucio:

Perpendiculary, (A, B,C;{) = {{, = Line(A, B),
D, D’ = LineUnitCircleIntersect({;,A),
E, A = LineUnitCircleIntersect({;, D),
¢, = Line(A, C),
{3 = Line(D, C),
F, A = LineUnitCirclelntersect({,, D),
G, G’ = LineUnitCircleIntersect(/3, D),
{, = Line(A, G),
{s = Line(E, F),
H = Linelntersect({y4, ¢s),
{c = Line(E, G),
K = Linelntersect(¢,, {),
Parallelg (K, H,C;, )}

= {{,; = Line(A, B),
D, D’ = LineUnitCircleIntersect({;, A),
E, A = LineUnitCircleIntersect({;, D),
{, = Line(A, C),
{3 = Line(D, C),
F, A = LineUnitCircleIntersect(¢,, D),
G, G’ = LineUnitCircleIntersect(/3, D),
{, = Line(A, G),
{5 = Line(E, F),
H = Linelntersect({y4, ¢s),
{c = Line(E, G),
K = Linelntersect({,, {¢),
{7 = Line(K, H),
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L, L’ = LineUnitCircleIntersect(¢;, K),
M, K = LineUnitCircleIntersect({;, L),
{3 = Line(K, C),

{9 = Line(C, M),

N, N’ = LineUnitCircleIntersect(¢g, C),
{10 = Line(N, L),

{1, = Line(M, N),

O = Linelntersect({y, {10),

{1, = Line(K, O),

P = Linelntersect({,, {»),

¢ = Line(C, P)}.

Demostracio: [52].
Eines: RM i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

(D(Perpendicular'RM) = {{A’ B, C}’ {fl’ 52’ D}’ {53’ E» F’ G}9 {[4’ 55’ 56’ H’ K}’ {57’ 58’ L, M’ N}’
{59’ 510’ 51 1> O}a {512’ P}a [}

Mesures:

lg(Perpendiculary,,) =7, ord(Perpendicularg,,) = 27
rg(Perpendiculary,) = 13, am(Perpendicularg,,) = 5.

D.1.16 Parallelogram

Problema: Donats tres punts A, B, C en posicié general, dibuixeu el punt D tal que
ABCD és un parallelogram.

Solucio amb C:

Parallelogram (A, B,C; D, E) = {c; = RadiusCircle(A, B, C),
¢> = RadiusCircle(C, A, B),
D, E = Circlelntersect(c;, ¢,)} .
Demostracio: [31]].

Eines: C i totes les generades per aquesta.
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Filtracio:
®(Parallelogram ) = {{A, B, C}, {c1, c2, D}}.

Mesures:
lg(Parallelogram ) = 1, ord(Parallelogram;) = 6
rg(Parallelogram ) = 2, am(Parallelogram;) = 3.
Solucio amb ES:

Parallelogram(A, B, C; D) = {{, = Line(B, A),
¢, = Line(B, C),
Parallelss(C, €1, (3),
Parallelss(A, €5, Cs),
D = Linelntersect({s, {4)}

= {{, = Line(B,A),
¢, = Line(B, C),
¢, = Perpendicular(¢;, C),
{3 = Perpendicular(¢;, C),
, = Perpendicular({,, A),
{4 = Perpendicular(£;, A),
D = Linelntersect({s, {4)} .

Demostracié: Un parallelogram es defineix com un quadrilater amb costats parallels
dos a dos. Donat que tenim tres vertexs construits del parallelogram, queden fixats
dos dels costats. El quart vertex s’obté com a punt de tall de les rectes paralleles als
costats AB 1 BC.

Eines: &S i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

O(Parallelogram) = {{A, B, C},{(,, (:},{¢], €5}, {3, €4, D}} .

Mesures:

lg(Parallelogram) = 3, ord(Parallelogram) = 10
rg(Parallelogram) = 6, am(Parallelogram) = 3.

Solucié amb O:
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Parallelogram,(A, B, C; D) = {{, = PerpendicularBisector(A, B),
{, = PerpendicularBisector(B, C),
{3 = Perpendicular(¢,, C),
{4 = Perpendicular({,, A),
D = Linelntersect({s, {4)} .

Demostracié: Es el mateix raonament que a la construccié anterior, perd, en aquest
cas, enlloc de construir els costats AB 1 BC del parallelogram, construim les mediatrius
dels segments AB i BC i rectes perpendiculars a aquestes.

Eines: O i totes les generades per aquesta.
Filtracié:

q)(ParallelogramO) = {{A9 B5 C}’ {619 52}9 {535 54’ D}} .

Mesures:

lg(Parallelogram,) = 2, ord(Parallelogram,) = 8
rg(Parallelogram,) = 4, am(Parallelogram,) = 3.

D.1.17 Eix radical

Problema: Donats quatre punts O, O’, A1 A’, dibuixeu I’eix radical de la circumferen-

cia amb centre O que passa per A i de la circumferencia amb centre O’ que passa per
A

Soluciéo amb RM:
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RadicalAxisgp(0,A, 0, K; €) = {£; = Line(O, A),
Parallelgp (A, O, O’ (),
M’, N’ = LineUnitCircleIntersect(¢,, O’),
LineCirclelntersectiongpn(O', K, M',N';A’, B’),
E, E’ = LineUnitCircleIlntersect({;, O),
Perpendicular (B, C, O; (3),
¢4 = Line(E, O),
H = Linelntersect(¢s, ¢4),
Parallelgp(E,H, A; (5),
K = Linelntersect(¢;, {5),
{¢ = Line(E', H),
Parallelgp(E’',H,K; {s),
B = Linelntersect(¢, ¢s),
¢7 = Line(A, A"),
{3 = Line(0, 0’),
S = Linelntersect({7, {g),
LineCirclelntersectiongp(O,A,A’, S ; C),
LineCirclelntersectiong (O, K,A’, S ; C’),
¢y = Line(B, B'),
LineCirclelntersectiongp(O,A, B, S ; D),
LineCirclelntersectiong (O, K, B, S ; D),
fl() = Line(A, D),
¢y, = Line(B’, "),
X = Linelntersect(¢,o, £11),
{1, = Line(B, C),
513 = Line(A’, D/),
Y = Linelntersect({;,, {13),
¢ = Line(X, Y)}.

Solucié amb CL:
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RadicalAxisc.(0,A, 0, K; ) = {{, = Line(0, A),
¢, = Line(0, O’),
Parallel;,(A, O, O0’; t3),
A’, B’ = LineCircleIntersect({5, Circle(O’, K)),
A, B = LineCircleIntersect({;, Circle(O, A)),
{4, = Line(A,A’),
S = Linelntersect(¢,, (),
{s = Line(S,A),
{s = Line(S, B),
A, C = LineCircleIntersect(¢s, Circle(O, A)),
B, D = LineCirclelntersect({s, Circle(O’, K)),
A’, C’ = LineCirclelntersect({s, Circle(O, A)),
B’, D’ = LineCircleIntersect({s, Circle(O’, K)),
{; = Line(A, D),
{3 = Line(B’, ("),
X = Linelntersect({;, {3),
{y = Line(B, C),
l1p = Line(A’, D’),
Y = Linelntersect({o, 1),
¢ = Line(X, Y)}.

Demostracié: Adaptacié a 1’eina CL de la construcci6 descrita a [52]).

D.1.18 Rombe

Problema: Donades dues rectes ¢; i {,, amb punt d’interseccio A, tals que formen un
angle inferior a 7r/3, dibuixeu els dos rombes unitaris amb vertex comu A.

Solucio:

Rhombus(A,,,0,; B,C,D,E, F,G) = {c; = UnitCircle(A),
B, C = LineCircleIntersect({;, c;),
D, E = LineCircleIntersect({,, c;),
¢, = UnitCircle(B),
c3 = UnitCircle(D),
¢4 = UnitCircle(C),
¢s = UnitCircle(E),
A, F = CircleIntersect(c,, cs),
A, G = CircleIntersect(cs, c4)} .
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Demostracié: Un rombe €s un quadrilater amb els costats d’igual longitud. En aquest
cas, tots els punts de tall es troben intersecant circumferencies de radi 1. Per tant
AB=AC=AD=AE=BF =EF =DG =DC = 1.

Eines: C¥ i totes les generades per aquesta.
Filtracio:
(I)(RhombuS) = {{Aa fl» 52}5 {Cb B’ C9 D9 E}9 {CZ9 C3,C4,Cs, F’ G}}} .

Mesures:

lg(Rhombus) = 2, ord(Rhombus) = 14
rg(Rhombus) =7, am(Rhombus) = 6.

D.1.19 Triangle rectangle isosceles

Problema: Donats dos punts A i B, dibuixeu els punts C i D, de manera que els
triangles ABC i ABD siguin triangles rectangles isosceles, amb angle recte en A.

Solucio:

IsoscelesRectangleTriangle(A, B; C, D) = {{, = Line(A, B),
{, = Perpendicular(¢,, A),
{3 = Perpendicular(¢,, B),
{4, {5 = Bisector({,, {3),
C = Linelntersect({,, {4),
D = Linelntersect({,, {5)} .

Demostracio: Per ser ¢, i {5 bisectrius de 1’angle format per les rectes ¢ i ¢3, el punt
C és equidistant de la recta ¢5 i de la recta ¢, i els angles en B i C s6n de /4. Per tant
AB = AC i el triangle ABC és rectangle en A. El mateix raonament s’aplica al punt D.

Eines: O i totes les generades per aquesta.
Filtracio:

®O(IsoscelesRectangleTriangle) = {{A, B}, {{1},{(2, t3},{C, D}}.

Mesures:

lg(IsoscelesRectangleTriangle) = 3, ord(IsoscelesRectangleTriangle) =7
rg(IsoscelesRectangleTriangle) = 3, am(IsoscelesRectangleTriangle) = 2.
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D.1.20 Bisecci6 d’un angle

Problema: Donades dues rectes ¢; 1 ¢, el seu punt d’interseccié A, i un punt B de ¢},
dibuixeu les rectes que bisequen I’angle ¢, ¢;.

Solucio:

Bisection(A, B, (1, (>, (3,{4) = {c; = Circle(A, B),
C, D = LineCircleIntersect({,, c;),
¢, = Circle(B, C),
¢3 = Circle(C, B),
E, F = CircleIntersect(c,, ¢3),
¢4 = Circle(B, D),
¢s = Circle(D, B),
G, H = CircleIntersect(cy, cs),
{3 = Line(A, E),
{4, = Line(A, G)}.

Demostracio: [31]].

Eines: RCE i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

(D(BiseCtion) = {{As B’ fla 82}, {Cl’ C’ D}’ {C2a 3, C4, Cs, E’ F9 Ga H}, {€3a €4}} .

Mesures:

lg(Bisection) = 3, ord(Bisection) = 17
rg(Bisection) =9, am(Bisection) = 8.

Problema: Donades dues rectes ¢, i £,, amb punt de tall A i tals que formen un angle
inferior a /3, dibuixeu la recta que biseca aquest angle.

Solucio:
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Bisectiongor (A, €y, 6o 03, ) = {c; = UnitCircle(A),
B, C = LineCirclelntersect({;, c,),
D, E = LineCircleIntersect(¢,, ¢;),
¢, = UnitCircle(B),
c3 = UnitCircle(D),
A, F = CircleIntersect(c,, c3),
¢4 = UnitCircle(C),
A, G = CircleIntersect(cs, c4),
{3 = Line(A, F),
£, = Line(4,G)} .

Demostracio: [31]].
Eines: RC7 i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

(I)(BiseCﬁonRCT) = {{Aa 517 52}5 {Cla B» D}9 {029 C3,Cyq, F? G}9 {€3a fé}} .

Mesures:

lg(Bisectiongcy) = 3, ord(Bisectionges) = 13
rg(Bisectiongcr) = 8, am(Bisectionges) = 5.

D.1.21 Duplicacié d’un angle

Problema: Donats tres punts A, B, C, dibuixeu el punt D tal que I’angle orientat BAD
és el doble de I’angle BAC.

Solucio:
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AngleDuplication(A, B, C; D) = {{, = Line(A, C),
Reflect (B, (,; D)}

= {¢, = Line(A, C),

¢, = Perpendicular(¢,, B),
{5 = Perpendicular({,, B),
s, €, = Bisector (>, (1),

C = Linelntersect({s, {4),
{5 = Perpendicular({;, C),
E = Linelntersect({s, (),
{¢ = Perpendicular({s, E),
D = Linelntersect(¢,, {s)} .

Demostracié: Donat que el punt D és imatge del punt B per la simetria axial d’eix ¢,
I’angle CAD és igual a I’angle BAC.

Eines: O i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

®(AngleDuplication) = {{A, B, C}, {1, {65, €3}, {4, €, C}, {5, E}, {6, D}} .

Mesures:

lg(AngleDuplication) = 5, ord(AngleDuplication) = 13
rg(AngleDuplication) =7, am(AngleDuplication) = 3.

D.1.22 Punts de tall d’una recta amb una circumferencia

Problema: Donats quatre punts A, B, C, D, dibuixeu els punts de tall de la recta per A
1 B amb la circumferencia de centre C que passa per D.

Solucio amb C&:

LineCirclelntersection(A, B, C,D; M, N) = {Reflect(A, B, C; ("),
Reflect(A, B,D; D),
¢, = Circle(C, D),
¢, = Circle(C’, D),
M, N = CircleIntersect(c;, c,)} .

Soluciéo amb O:

139


http://www-ma4.upc.edu/~geometricconstructions/geogebrablog/LineCircleIntersectionCompass.html
http://www-ma4.upc.edu/~geometricconstructions/geogebrablog/LineCircleIntersectionOrigami.html

LineCirclelntersectOrigami(A, B,C,D; E, F) = {{; = Line(A, B),
{5, {3 = Tangent((,, D, C),
{, = Perpendicular(¢,, D),
{5 = Perpendicular(¢;, D),
E = Linelntersect({, {;),
F = Linelntersect({, {s)} .

Demostracio: [17]].

Observacioé: Al treball de Geretschlager falta completar la construccié amb els tdltims
passos.

Eines: O i totes les generades per aquesta.
Filtracio:

®(LineCirclelntersectOrigami) = {{A, B, C, D}, {1,{(, {3}, {4, (s, E, F}}.

Mesures:

lg(LineCirclelntersectOrigami) = 3, ord(LineCirclelntersectOrigami) = 11
rg(LineCircleIntersectOrigami) = 5, am(LineCirclelntersectOrigami) = 4.

Soluciéo amb RM:

LineCirclelntersectiongp(O,A, B,C; X, Y) = {{, = Line(B, C),
Perpendiculary (B, C, O; {,),
{3 = Line(0, A),
A’,A” = LineUnitCircleIntersect({3, O),
D = Linelntersect({,, {;),
{4 = Line(A, D),
Parallelgp(A,D,A’; {s),
D’ = Linelntersect({s, {s),
Parallelgp(B,C, D’ {¢),
X', Y’ = LineUnitCircleIntersect({s, D),
{7 = Line(0, X"),
{3 = Line(0,Y’),
X = Linelntersect(¢;, {,),
Y = Linelntersect({s, £1)} .
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D.1.23 Punts de tall de dues rectes

Problema: Donats quatre punts A, B, C, D, dibuixeu els punts de tall de la recta per A
1 B amb la recta per C 1 D.

Solucio:

Linelntersection(A, B, C, D; O) = { MidPointCompass(A, B; E),
CircleInversion(E, A, B; B'),
Circumcentre(A,E,B’; O0,),
Circlelnversion(E,A, D; D),
Circumcentre(A,E,D’; 0,),
¢, = Circle(0,A),
¢, = Circle(0,, 0),
F, E = CircleIntersect(c, ¢;),
Circlelnversion(E,A, F; M)} .

Demostracio: [52].

Comentaris: La construccié només és valida quan es poden fer totes les inversions.

D.1.24 Projeccié d’una distancia sobre una recta

Problema: Donats un punt B, una recta ¢;, i un punt A de ¢;, dibuixeu la projecci6 de
AB sobre la recta ¢;.

Soluciéo amb RCE:

DistanceProjectiong (A, B, {;; C, D) = {c, = Circle(A, B),
C, D = LineCirclelntersect(¢;, c;)} .
Demostracio: Es veu clarament que AB = AD.
Eines: RCE i totes les generades per aquesta.
Filtracio:
®(DistanceProjectiong.s) = {{A, B, (1}, {c,,C, D}}.
Mesures:

lg(DistanceProjectiong.c) = 1, ord(DistanceProjectiong.s) = 6
rg(DistanceProjectiong.s) = 2, am(DistanceProjectiong-g) = 3.
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Soluciéo amb O:

DistanceProjection,(A, B, {;; C, D) = {{, = Line(A, B),
3, t; = Bisector((y, (),
{, = Perpendicular(B, {),
s = Perpendicular(B, £}),
C = Linelntersect({;, {4),
D = Linelntersect({;, {5)} .

Demostracio:
La figura[D.2]mostra els punts i les rectes que intervenen a la construccio.

Figura D.2: Projecci6 d’una distancia amb origami

Ates que {5 €s la bisectriu de £ 1 {5, BAE = EAC. Larecta €4 és perpendicular a la
recta {5. Els triangles ABE 1 ACE son, doncs, semblants i tenen un costat comu. Per
tant, AB = AC. Amb la mateixa argumentaci6 tenim AB = AD.

Eines: O i totes les generades per aquesta.
Filtracio:

®(DistanceProjection) = {{A, B, 1}, (2, {l5, {5}, {4, {5, C, D}} .

Mesures:

lg(DistanceProjection ;) = 3, ord(DistanceProjection) = 10

rg(DistanceProjection,) = 6, am(DistanceProjection,) = 4.

D.1.25 Rotacio

Problema: Donades tres rectes ¢}, ¢, 1 {3 concurrents en 1’origen O, i un punt A de ¢,
dibuixeu la recta ¢ imatge de la recta ¢, per la rotaci6 d’angle ¢;¢;.
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Solucio:

Rotation(0, A, t,, 6>, (3; €) = {{4, £} = Bisector((,, £3),

{5 = Perpendicular(A, ¢,)
B = Linelntersect(¢s, {5),
{¢ = Perpendicular(B, (),
D = Linelntersect({;, {),
E = Linelntersect(,, {5),
{7 = Line(A, E),

¢ = Perpendicular(0, (;)} .

Demostracio:
La figura[D.3|mostra els punts i les rectes que intervenen a la construcci.

Figura D.3: Reflexi6é d’una recta respecte d’una altra

Ates que el punt B és la projeccié de la distancia OA sobre la recta €3, els triangles
OCA 1 OCB s6n semblants. A més, com que la recta €4 és la bisectriude ¢, 1 {31 E es
troba sobre aquesta recta, els triangles ECA 1 ECB també son semblants.

Els triangles EOD 1 FOE tenen un costat comu i dos angles iguals. En efecte, per
construccid tenim els angles rectes ODE i OFE, i ja hem vist que els triangles ECA 1
ECB s6n semblants, d’on DOE = EOF.

Per tant, els triangles EOD i FOD s6n semblants i DOE = EOF. D’on obtenim
que DOB = AOF.

Eines: O i totes les generades per aquesta.
Filtracié:
(D(ROtation) = {{07 A, 51’ 52’ 53}7 {54}, {55’ B}’ {fﬁa Da E}, 579 5} .
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Mesures:

lg(Rotation) = 5, ord(Rotation) = 13
rg(Rotation) = 8, am(Rotation) = 3.

D.2 Construccions aritmetiques

Els problemes que presentem en aquest bloc sén de tipus aritmetic. A diferencia del
primer bloc, totes les construccions aqui incloses parteixen d’un conjunt inicial que
conté nombres complexos concrets. Concretament, mostrem les construccions de la
suma, resta, producte i divisié de dos nombres complexos.

D.2.1 Suma

Problema: Donats 1’origen O 1 dos nombres complexos diferents, z 1 7/, no alineats
amb O, dibuixeu z + 7’.

Solucio amb C:

Sum(0,z,7';z+ 7)) = {c1 = RadiusCircle(z, 0, 7'),
¢, = RadiusCircle(Z’, 0, 2),
z+ 7', P = CircleIntersect(c;, ¢,)} .

Demostracié: Representa la construccié del vertex del parallelogram vista al primer
bloc de construccions geométriques basiques

Eines: C i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
O(Sumc) = {{0,z, 7'}, {c1,c0, 2+ 2} .

Mesures:

lg(Sume) = 1, ord(Sum:) =6
rg(Sumc) = 2, am(Sumc) = 3.

Solucio amb O:

OrigamiSum(0, z,7'; z + 7) = {{; = PerpendicularBisector(0, ),
{, = PerpendicularBisector(0, 7),
{53 = Perpendicular({,, z),
{, = Perpendicular(¢,, 7’),
z+ 7/ = Linelntersect(¢s, £4)} .
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Demostracié: Aquesta construccié coincideix amb la del parallelogram ja vista al
primer bloc de construccions geometriques basiques [D.1]

Eines: O i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
®(OrigamiSum) = {{0,z,7'}, {1, 62}, {€3, s, 2+ Z'}} .

Mesures:
lg(OrigamiSum) = 2, ord(OrigamiSum) = 8
rg(OrigamiSum) = 4, am(OrigamiSum) = 3.

Problema: Suposem ara que z,7" estan alineats amb 1’origen, 1 no s6n necessariament
diferents. Dibuixeu z + z'.

Soluciéo amb RC:

RealSumg(0,z,7';z + 7') = {€ = Line(0, z),
¢ = RadiusCircle(z, 0, 2),
7 — z,z+ 7' = LineCircleIntersect(Z, ¢)} .

Demostracié: Usant el transport de distancia, afegim a 7/ el modul de z preservant
I’argument.

Eines: RC i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
O(RealSumgc) = {{0,2,7'},{C,c,z+ 7'}}.

Mesures:

lg(RealSumgc) = 1, ord(RealSumgc) = 6
rg(RealSumgc) = 2, am(RealSumgc) = 3.

Solucio amb O:

RealSumy(0,z,7;z+ 7') = {£, = Line(0, z),
¢, = PerpendicularBisector(z, 7’),
{53 = Perpendicular({,, 0),
s, €} = Bisector (¢}, (3),
P = Linelntersect(¢,, £,),
{5 = Perpendicular(¢,, P),
z+ 7' = Linelntersect({, {5)} .
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Demostracio: La imatge de I’origen per la simetria d’eix x = (z + z’)/2 és el nombre
z+7.

Eines: O i totes les generades per aquesta.
Filtracio:

O(RealSumo) = {{0,z, 2}, {61, &}, 6, (s, Py Als, 2+ 2}

Mesures:
lg(RealSumy) = 4, ord(RealSumy) = 10
rg(RealSumyp) = 5, am(RealSumy) = 2.

D.2.2 Resta

Problema: Donats 1’origen O 1 dos nombres complexos diferents, z 1 7/, no alineats
amb O, dibuixeu z — 7’.

Solucio amb C:
Difference(0,z,7';z — z') = {c; = RadiusCircle(0, z,7'),

¢, = RadiusCircle(z, 0, 7),
z—27', P = CircleIntersect(c;, ¢,)} .

Demostracio: La construccié és equivalent a la de la suma.
Eines: C i totes les generades per aquesta.
Filtracio:
(D(Dl:ﬁ‘erence(]) = {{O? <, Z’}a {Cl 5 C2, 7 — Z,}} .

Mesures:

lg(Difference;) = 1, ord(Difference;) = 6

rg(Difference;) = 2, am(Difference;) = 3.
Solucio amb O:
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OrigamiDifference(0,z,7';z — 7’) = {{; = PerpendicularBisector(0, ),
¢, = PerpendicularBisector(z, '),
{3 = Perpendicular({,, z),
{, = Perpendicular(¢,, 0),
z — 7' = Linelntersect({s, {4)} .

Demostracio: La construccio és equivalent a la de la suma.
Eines: O i totes les generades per aquesta.
Filtracio:

(D(Origamtierence) = {{O’ <, Z,}’ {fla €2}’ {63’ €47 <~ Z/}} .

Mesures:

lg(OrigamiDifference) = 1, ord(OrigamiDifference) = 6
rg(OrigamiDifference) = 4, am(OrigamiDifference) = 3.

Problema: Suposem ara que z,z’ estan alineats amb 1’origen, i no sén necessariament
diferents. Dibuixeu z — 7'.

Soluciéo amb RC:

RealDifference(0,z,7';z — 7') = {¢ = Line(0, z),
¢ = RadiusCircle(z, 0, 7),
7z — 7,z + 7 = LineCircleIntersect(¢, ¢)} .

Demostracié: Usant el transport de distancia, restem a z el modul de 7 preservant
I’argument.

Eines: RC i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
®(RealDifferenceg;) = {{0,z,7'},{,c,z — Z'}}.

Mesures:

lg(RealDifferenceg;) = 1, ord(RealDifferenceg;) = 6
rg(RealDifferencey;) =2, am(RealDifferenceg;) = 3.
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Soluciéo amb O:

RealDifference,(0,z,7';z — 7') = {£; = Line(0, z),
¢, = PerpendicularBisector(0, ),
{3 = Perpendicular({;,7’),
s, €} = Bisector (¢, (3),
P = Linelntersect(¢,, £4),
{5 = Perpendicular(¢,, P),
z — 7' = Linelntersect({, {s5)} .

Demostracio: La imatge de 7’ per la simetria d’eix x = z/2 és el nombre —z + 7.
Eines: O i totes les generades per aquesta.
Filtracio:

O(RealDifferencey) = {{0,z,2'}, {01, o}, 63, {€y, P {ls, 2 = 2/}

Mesures:

lg(RealDifference,) = 4, ord(RealDifference,) = 10
rg(RealDifference,) = 5, am(RealDifference,) = 2.

D.2.3 Producte de dues distancies

Problema: Donats I’origen 11’1 1 dos nombres complexos, z 1 z° de moduls respectius
rir’, dibuixeu un punt amb modul rr’.

A la figura[D.4] veiem una de les possibles configuracions que permeten obtenir un
segment de longitud r7’, a partir de dos segments de longituds r 1 #’, i un de longitud 1.

Anomenarem DistanceProduct a aquesta configuraci6 de triangles semblants.
Les construccions que descrivim reprodueixen aquesta configuracio.

Posem z = re'®.
Soluciéo amb RC:
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Figura D.4: Producte de dues distancies

RealProductz:(0,1,z,7;rr'e®*™) = {¢; = Circle(0, r),
¢, = Line(0, 7),
DistanceProjection(0, z, {1; —r, 1),
Sumgc(0, —r; Q),
{3 = Line(-r, 0),

rr’ @™ = LineIntersect(,, 53)}

= {c; = Circle(0, r),
¢; = Line(0, 1),
¢, = Line(0, ),
—r,r = LineCircleIntersect(¢,, c;),
¢> = RadiusCircle(—r, 1,7),
¢z = RadiusCircle(z’, 1, —r),
Q’, O = Circlelntersect(c,, c3),
{3 = Line(-r, Q),
rr’ @+ = LineIntersect(,, 53)} )

Demostracio: Es basa en la reproducci6 de la configuracié DistanceProduct descrita.
Eines: RC i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

(D(RealPrOduCtRC) = {{0’ 1’ e Z,}a {Cl’ fh 82, _r}a {CZ’ C3, Q}9 {53’ rr/eia'+7r}} .

Mesures:

lg(RealProductgc) = 3, ord(RealProductgc) = 13
rg(RealProductgc) = 6, am(RealProductgc) = 4.
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Soluciéo amb O:

RealProducty(0,1,z,7;rr'e®) = {¢; = Line(0, 1),
¢, = Line(0, ),
{3 = Line(0, 7)),
¢, = Line(1, ),
DistanceProjection,;(0,7', ¢, 1),
Parallely(v', L4; (3),
rr’'e’® = Linelntersect((g, 52)}

= {{, = Line(0, 1),
¢, = Line(0, 7),
{3 = Line(0, 7'),
¢, = Line(1, 2),
s, t; = Bisector((,, (3),
(s = Perpendicular({,, 1),
{7 = Perpendicular({s, 7’),
r’ = Linelntersect({;, {7),
{3 = Perpendicular(¢, 1),
rr’'e’® = LineIntersect({s, 52)} .

Demostracio: Es basa en la reproduccié de la configuraci6 DistanceProduct descrita.
Eines: O i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

(D(RealPrOduCtO) = {{0’ 1’ <, Z’}’ {519 62’ [3’ 54’ P}’ {559 56’ 57’ r/}’ {58, I’I’/em}} .

Mesures:
lg(RealProducty) = 3, ord(RealProducty) = 15
rg(RealProductp) = 8, am(RealProducty) = 5.

D.2.4 Divisio de dues distancies

Donats I’origen i I’1 i dos nombres complexos, z i 77 de moduls respectius r i r’,
dibuixeu r/r’.

Soluciéo amb RC:
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RealDivisiong-(0,1,z,7;r/r' ™) = {£, = Line(0, 1),
¢, = Line(0, ),
DistanceProjectiong-(0,1,¢,;—-1,1),
DistanceProjection (0,7, Cy; -1, 1),
Parallelogramg(r',z,—1; L),
{3 = Line(—1, L),
r/r €@ = Linelntersect((,, 53)}

= {c; = Circle(0, 1),
¢, = Circle(0, ),
¢, = Line(0, 1),
¢, = Line(0, 7),
—1, 1 = LineCircleIntersect(c, ¢;),
—r’, " = LineCircleIntersect(c,, {;),
c3 = RadiusCircle(7’, -1, 2),
¢4 = RadiusCircle(—-1,z, ),
L L= CircleIntersect(cs, cs),
{3 = Line(—1, L),
r/r'e"@™ = Linelntersect((,, 53)} .

Demostracio: Es basa en la reproducci6 de la configuracié DistanceProduct descrita.
Eines: RC i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

®(RealDivisiongc) = ({0, 1,2.2'}. {c1, 2. 61, &, =1, 7'} {e3, ca LY, 1. 1/ @)}

Mesures:

lg(RealDivisiongc) = 3, ord(RealDivisiongc) = 15
rg(RealDivisiongc) = 7, am(RealDivisiongc) = 6.
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Soluciéo amb O:

RealDivision(0,1,z,7;r/r") = {£; = Line(0, 1),
¢, = Line(0, 7),
DistanceProjection (0,7 , (; P),
{c = Line(P, 1),
Parallely(z, {g; €3),
r/r’ = Linelntersect({s, {;)}
= {{, = Line(0, 1),
¢, = Line(0, 2),
{3 = Line(0, 7)),
{4 = Bisector(¢(,, 3),
{s = Perpendicular({4,7’),
P = Linelntersect(¢s, £,),
{s = Line(P, 1),
¢; = Perpendicular(é, 1),
{3 = Perpendicular(¢7, z),
r/r’ = Linelntersect({g, {;)} .

Demostracio: Es basa en la reproduccié de la configuraci6 DistanceProduct descrita.
Eines: O i totes les generades per aquesta.
Filtracio:

q)(RealDiViSion()) = {{07 1’ <, ZI}’ {gla 52’ 53’ 54}? {557 P}’ 567 £7a {58’ r/r,}}} .

Mesures:

lg(RealDivisionp) = 5, ord(RealDivisionp) = 14
rg(RealDivisionp) = 8, am(RealDivisionp) = 4.

D.2.5 Producte de dos nombres complexos

Problema: Donats I’origen, 1’1 i dos nombres complexos, z 1 7, dibuixeu zz’.
Solucio amb RC:
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Productz-(0,1,z,7;z7") = {c, = Circle(0, r),
{; = Line(0, 1),
¢, = Line(0, '),
—r, r = LineCircleIntersect(¢;, c;),
P = r¢' ,—P = LineCircleIntersect(,, c;),
¢, = RadiusCircle(P, z, r),
re' @) yel@=® = CircleIntersect(cy, c»),
¢4 = Line(0, re@+®)),
RealProductz:(0, 1,7, 75 rr' e @+m),
¢s = Circle(0, rr’ '@ *),
77, —zz' = LineCircleIntersect({,, cs)}

= {c; = Circle(0, r),
¢, = Line(0, 1),
¢, = Line(0, ),
—r, r = LineCircleIntersect({, cy),
P = re’,—P = LineCircleIntersect(¢,, ¢} ),
¢> = RadiusCircle(P, z, r),
c3 = RadiusCircle(-r, 1,7),
¢4 = RadiusCircle(z, 1, -r),
0, O’ = CircleIntersect(cs, c4),
re' @) yel@=® = CircleIntersect(cy, c»),
{3 = Line(-r, Q),
¢4 = Line(0, re@+)),
rr’e@+0 = LineIntersect((,, (),
¢s = Circle(0, rr’ '@ *),
77, —z7z' = LineCircleIntersect({,, cs)} .

Demostracié: zz' s obté projectant el punt rr’e’@*™ sobre la recta £, que té pendent
a+a.

Eines: RC i totes les generades per aquesta.

Filtracio:
(I)(PFOduCtﬂC) = {{07 1’ <, Z/}’ {C17 5], 52, r, _r, P}, {C2, C3, C4, Q, rei((l+a’)},
{53’ 54’ rr/e_m/}’ {CS’ ZZ,}};

Mesures:

lg(Productgc) = 4, ord(Productgc) = 20
rg(Productgc) =9, am(Productgc) = 5.
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Soluciéo amb O:

Producty(0,1,z,7;z7) = {€; = Line(0, 1)
¢, = Line(0, 2),
{3 = Line(0, 7'),
s, t; = Bisector((,, (3),
{10 = Perpendicular({s, 7),
r'e® = LineIntersect((,, £1o)
RealProducty(0,1,z,7; rr'e®),
Rotationy(0, 7€, £y, b5, (3; £13),
DistanceProjection (0, rr' e, {13; 27, —ZZ')}

= {¢; = Line(0, 1)
¢, = Line(0, 2),
{3 = Line(0, ),
¢4 = Line(1, 2),
s, t; = Bisector((,, (3),
s, t; = Bisector(¢,, (3),
{7 = Perpendicular({,, 1),
{3 = Perpendicular(¢,,7’),
P = Linelntersect(¢s, 3),
{9 = Perpendicular(¢s, '),
(1o = Perpendicular((s, 7’),
r’ = LineIntersect({;, {y),
r'e® = Linelntersect(¢,, £19)
{1, = Perpendicular({;, '),
512 = Line(P, r’ei"),
rr’e'® = LinelIntersect(¢,;, »),
{13 = Perpendicular(¢,, 0),
514, 514 = Bisector({’z, 513),
{15 = Perpendicular({4, rr'e'®),
z7z' = Linelntersect(¢;3, £15)} .

Demostracio: El punt zz’ s’obté projectant el punt r7’e® sobre la recta £ .

Eines: O i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

O(Producto) = {{0,1,z,7'}, {61, o, U3, la}, ALs, b, £, U, PYL Lo, Cro, 77, 17 o},
{1, Cia, e}, b3, C1as (€15, 22}
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Mesures:

lg(Producty) =7, ord(Producty) = 24
rg(Productp) = 15, am(Productp) = 5.

D.2.6 Divisio de dos nombres complexos

Problema: Donats I’origen, I’ 1 i dos nombres complexos, z1i 7" # 0, dibuixeu z/7’.

Soluciéo amb RC:

Divisiong-(0,1,z,7";z/7') = {c; = Circle(0, 1),
¢, = Circle(0, '),
¢; = Line(0, 1),
¢, = Line(0, 2),
—1, 1 = LineCircleIntersect(c, ¢;),
r'e’, —r' e = LineCircleIntersect(c,, £,),
c; = RadiusCircle(r' ¢, z, - 1),
r @)y ele+d) = CircleIntersect(c,, c3),
£y = Line(r' €@ ),
RealDivisionz:(0, 1,z,7/; P),
DistanceProjectiong (0, P, (;7/7, —z/7))

= {c; = Circle(0, 1),
¢, = Circle(0, ),
{; = Line(0, 1),
¢, = Line(0, 7),
—1, 1 = LineCircleIntersect(c, {),
r’, —r" = LineCircleIntersect(c,, {;),
r'ei, —r e’ = LineCircleIntersect(c,, {5),
c; = RadiusCircle(r' ¢, z, - 1),
¢4 = RadiusCircle(#’, 7', 1),
¢5 = RadiusCircle(-1, z, ),
r @)y ele+d) = CircleIntersect(c,, c3),
L, L’ = CircleIntersect(cy, cs),
£y = Line(r' €@ (),
¢, = Line(-1, L),
P = Linelntersect(¢s, 1),
ce = Circle(0, r/r"),
z/7',—z/7 = LineCircleIntersect({3, cq)} .

Demostracio: El punt z/z’ s’obté projectant el punt r/r’ sobre la recta £z, que té pen-
dent @ — «'.
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Eines: RC i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

O(Divisiongc) = {{0,1,z,7'}, {c1, c2, €1, 62, 1,7, ”'em}, {c3, ¢4, C5, V'ei(a_a/), L},
{63, €, P}, {ce,2/7'}};

Mesures:

lg(Divisiongc) = 4,  ord(Divisiongc) = 21
rg(Divisiongc) = 10, am(Divisiongc) = 7.

Solucio amb O:

Divisiony(0,1,z,7';z/7') = {€; = Line(0, 1)
¢, = Line(0, 7),
DistanceProjection, (0,7, (,; Py),
{5 = Perpendicular(¢,, 7°),
{7 = Perpendicular({s, 7’),
s, t; = Tangent({7, 7, Py),
P; = Linelntersect({g, {,),
{1, = Perpendicular({s, Ps),
r'e'@) = Linelntersect({;,, {s),
{15 = Line(0, e @),
RealDivision(0,1,z,7;r/r"),
DistanceProjection (0, r/r, €13, 2/7)}

= {{, = Line(0, 1),
¢, = Line(0, 7),
{3 = Line(0, 7'),
P, = Linelntersect({,, {s),
s, €, = Bisector(¢,, (3),
{5 = Perpendicular(¢,, 7’),
{¢ = Perpendicular({,, 7’),
{7 = Perpendicular((s, 7’),
P, = Linelntersect(¢¢, {,),
s, £y = Tangent({7,7, Py),
{9 = Line(P,, 1),
P; = Linelntersect({g, (),
{1 = Perpendicular({y, 1),
{11 = Perpendicular({s, Ps),
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r'e@) = Linelntersect({,,, {s),
{1, = Perpendicular(¢, z),

{15 = Line(0, 7 ¢@="),

614, €;4 = Bisector(fl, 513),

r/r’" = Linelntersect({,, {),

{15 = Perpendicular((,4, r/r’),
z/7’ = Linelntersect(¢;3, {15)} .

Demostracié: El punt z/z s’obté projectant el punt r/r’ sobre la recta €3, que té
pendent @ — «'.

Eines: O i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

®(Divisionp) = {{0,1,z,7'}, {'fl,lfz, U3, P}, (s, €5}, {le, €7, P2}, {Ls, o, P},
{€10, €11, 7 €Y (L1, O3}, {Cra, 17}, {15, 2/ 23

Mesures:

lg(Divisionp) = 8,  ord(Divisionp) = 25
rg(Divisionp) = 15, am(Divisionp) = 4.

D.3 Construccions algebraiques

Els problemes que presentem en aquest bloc son de tipus algebraic. Concretament,
mostrem les construccions d’arrels quadrades i ciibiques de dos nombres complexos, i
de les subconstruccions que les conformen.

D.3.1 Arrel quadrada d’una distancia

Problema: Donats I’origen, 1’1 i un nombre complex z = re'®, dibuixeu un punt amb
ordenada +/r.

A la figura veiem com es pot obtenir un segment de longitud /7, a partir d’un
segment de longitud r i un de longitud 1, (cf. [41]). Les construccions que descriurem
es basen en la construccié d’aquesta configuracio.

Anomenarem SquareRoot a aquesta configuracio.
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Figura D.5: Arrel quadrada d’una distancia

Soluciéo amb RC:

RealSquareRoot (0, 1,z;r + i\/r) = {{; = Line(0, 1),
DistanceProjectiony;(0,z,€;; r),
¢> = RadiusCircle(7,0, 1),
r— 1,7+ 1 = LineCircleIntersect(¢;, ¢;),
Midpoint 40, r + 1; % ,
cs = RadiusCircle(r — 1, r + 1, 1),
ce = Circle(r + 1, 1),

r +i+/r,r —ir = CircleIntersect(cs, c(,)}

= {{; = Line(0, 1),
¢, = Circle(0, 2),
—r, r = LineCircleIntersect({, cy),
¢> = RadiusCircle(7,0, 1),
r— 1,7 + 1 = LineCircleIntersect(¢;, ¢,),
c3 = Circle(0,r + 1),
¢4 = Circle(r + 1,0),
0, R = CircleIntersect(cs, c4),
¢, = Line(Q, R),
21 = LineIntersect((,, (),
¢s = RadiusCircle(r — 1,7 + 1, 1),
ce = Circle(r + 1, 1),
r +i+r,r —i+r = CircleIntersect(cs, c(,)}.

Demostracid: La construcci6 reprodueix la configuracié SquareRoot vista.
Eines: RC i totes les generades per aquesta.
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Filtracio:

q)(RealSquareROOtRC) = {{0’ la Z}’ {fla C1, r}y {CZ7 r+ 17 r— 1}9 {C3,C4, Qa R}9 {€Za %}9
{es. coor + i),

Mesures:

lg(RealSquareRooty,) = 5, ord(RealSquareRootg;) = 18
rg(RealSquareRooty,) = 8, am(RealSquareRooty) = 4.

Solucio amb O:

RealSquareRoot (0, 1,z,r + i\/r) = {{; = Line(0, 1),
¢, = Perpendicular(0, ¢,),
DistanceProjection,(0,z, €; -1, 1),
{3 = Perpendicular(r, ¢),
Midpoint (0, 1;1/2),
Midpoint,(0,1/2;1/4),
IsoscelesRectangleTriangle(0, 1/4;i/4,—-i/4),
IsoscelesRectangleTriangle(0,i/4;—1/4,1/4),
{, = Perpendicular(-1/4, ¢,),
s, €y = Tangent((4, 1/4, —r),
r + i/r = LineIntersect({s, 55)}

= {{; = Line(0, 1),
¢, = Perpendicular(0, ¢,),
{3 = Perpendicular(r, ¢,),
{, = Perpendicular(-1/4, ¢)),
s, t5 = Tangent(y, 1/4, —r),
¢; = Line(0, 7),
ls, {9 = Bisector(¢,, ¢7),
—r = Linelntersect({;, {g),
r = LineIntersect({, o),
{1 = Perpendicular(z, {3),
{1, = Perpendicular(z, {o),
{1, = PerpendicularBisector(0, 1),
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1/2 = Linelntersect({;, {»),

{13 = PerpendicularBisector(0, 1/2),
1/4 = Linelntersect({;, {13),

514, 5;4 = BiSECtOI’(fl, 513),

i/4 = Linelntersect({,, {14),

{15 = Perpendicular(i/4, {4),

—1/4 = Linelntersect({;, {s),

r + iy/r = Linelntersect({s, {’5)} )

Demostracid: La construcci6 reprodueix la configuracié SquareRoot vista.
Eines: O i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

(D(RealSquareRootO) ={{0, 1,2}, {€1, €7, €12, 1/2}, s, €3, €9, €13, 1/4}, {10, €11, Cras 1,
—r,i/4},{Cs, s, —1/4}, €y, {Cs, r + i)}

Mesures:

lg(RealSquareRoot,) = 6, ord(RealSquareRoot,) = 24
rg(RealSquareRoot,) = 14, am(RealSquareRoot,) = 6.

D.3.2 Arrels quadrades de nombres complexos

Problema: Donats 1’origen, 1’1 i un nombre complex z = re'®, dibuixeu una de les
arrels quadrades de z.

Soluciéo amb RC:
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SquareRoot (0, 1,7;7'%) = {¢, = Line(0, 1),
¢ = Circle(0, z),
—r,r = LineCircleIntersect(¢, c;),
PerpendicularBisection(z, r; (3),
SquareRootz(0,1,z;r + ir,r —ivr),
co = RadiusCircle(0, r, r + i \r),
7172, —7z!/? = LineCircleIntersect({s, c9)}

= {{, = Line(0, 1),
¢ = Circle(0, 2),
¢, = Circle(z, 0),
—r,r = LineCircleIntersect(¢, c;),
c3 = Circle(r, 0),
¢4 = RadiusCircle(r,0, 1),
¢s = Circle(0, r + 1),
ce = Circle(r + 1,0),
c; = RadiusCircle(r — 1, r + 1, 1),
cs = Circle(r + 1, 21),
P, 0 = CircleIntersect(c,, ¢3),
r+ 1,r — 1 = LineCircleIntersect(¢;, c4),
0, R = Circlelntersect(cs, cg),
¢, = Line(O, P),
{3 = Line(Q, R),
21 = LineIntersect((;, ¢3),
r +i+r,r —i+r = CircleIntersect(c;, cg),
co = RadiusCircle(0, r, r + i \r),

7172, —7'/? = LineCircleIntersect(¢3, c9)} .

Demostracio: El punt z'/? s’obté a partir del punt r + i v/r, que té per ordenada +/r, i
projectant aquesta distancia sobre la recta €3, que biseca I’argument de z.

Eines: RC i totes les generades per aquesta.
Filtracio:

(D(SquareROOtRC) = {{09 1’ Z}a {fl s C]7 C27 ra P}a {52’ 637 C47 r+ 17 r— 1}7 {C59 Cﬁ’ Q’ R}a
{€3a r-;l }’ {C7’ cg, r+ ZW}’ {C9’ Zl/z}};

161



Mesures:

lg(SquareRooty,) = 6, ord(SquareRooty,) = 24
rg(SquareRooty) = 12, am(SquareRooty;) = 5.

Solucio amb O:

SquareRoot (0, 1,z;z'?) = {£, = Line(0, 1)
¢, = Perpendicular(0, ¢,),
{7 = Line(0, 2),
{3, {9 = Bisector (¢, ¢7),
SquareRoot (0, 1,z;r + i\r),
{s = Perpendicular(r + i\, {»),
i \/r = LineIntersect(¢,, (),
16, ] = Bisector({y, {3),
{17 = Perpendicular(i vr, {1¢),
7'/? = LineIntersect({s, {’17)}

= {{, = Line(0, 1),
¢, = Perpendicular(0, ¢,),
¢; = Line(0, 2),
ls, {9 = Bisector({,, ¢7),
{10 = Perpendicular(z, {3),
{1, = Perpendicular(z, {y),
{1, = PerpendicularBisector(0, 1),
1/2 = LinelIntersect(¢;, {»),
{13 = PerpendicularBisector(0, 1/2),
1/4 = Linelntersect({;, {;3),
14,0}, = Bisector((,, {}3),
r = LineIntersect(¢;, £1),
—r = LinelIntersect({;, {s),
i/4 = Linelntersect({,, €14),
{3 = Perpendicular(r, ¢),
¢, = Perpendicular(—-1/4,¢,),
{15 = Perpendicular(i/4, {,4),
s, t; = Tangent(y, 1/4, —r),
r + i \/r = LineIntersect({3, {s),
{s = Perpendicular(r + i \/r, {»),
i \/r = LineIntersect(¢,, (),
16, ] = Bisector({y, {3),
{17 = Perpendicular(i vr, {1¢),
7'/? = LineIntersect({s, {’17)} .

162


http://www-ma4.upc.edu/~geometricconstructions/geogebrablog/OrigamiSquareRoot.html

Demostracié: El punt z'/? s’obté a partir del punt i \/r, projectant la distancia +/r sobre
la recta £g, que biseca I’argument de z.

Eines: O i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

CD(SquareRootO) ={{0, 1, z}, {€1, 07, €12, 1/2}, {2, Ls, €9, €13, 1/4}, (€10, €11y Cra, 1y =1, T/4),
{53’ 5157 _1/4}’ f4a {559 r+ l \/;}’ {16’ l \/;}’ 6167 {517a Zl/z}};

Mesures:

lg(SquareRoot,) =9, ord(SquareRoot,) = 29
rg(SquareRoot,) = 17, am(SquareRoot,) = 6.

D.3.3 Arrel cabica real d’una distancia

Problema: Donats I’origen, 1’1 i un nombre complex z = re'®, dibuixeu un punt amb

ordenada r'/3.

Solucié amb CO:

CubicRoot (0, 1,z |z]'?) = {£, = Line(0, 1),
Cio = Circle(O, Z),
DistanceProjectiong-(0,z,,;7),
54 = Line(P3, P4),
Midpoint (0, 1;1/2),
Ci1 = Cil’Cle(l”, 0),
Py, P, = CircleIntersect(cg, c11),
¢s5 = Circle(0, 1/2),
ce = Circle(1/2,0),
19 = Line(Pyo, Pyy),
c; = Conic(£4,0,0, 1),
Midpoint,-(0,7;7/2),
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Ps, Pg = CircleIntersect(cs, c¢),

P;, Pg = ConicCirclelntersect(c’, cs),
55 = Line(P7, Pg),

{s = Line(Ps, Py),

Cip = Circle(O, V/2),

c13 = Circle(r/2,0),

Midpoint (0, 1/2;1/4),

Pi,, P13 = CircleIntersect(cs, ¢13),

¢7 = Circle(0, 1/4),

cg = Circle(1/4,0),

{11 = Line(Pyy, P13),

Ci4 = Circle(Plz,O),

—i/4,i/4 = LineCircleIntersect({s, c7),
Py = LineCircleIntersect(¢, cg),
Midpoint,(0,7/2;r/4),

P4 = CircleIntersect(c, c14),

{7 = Line(—i/4, Py),

cy15 = Circle(0, r/4),

—r/4 = LineCirclelntersect({;, c;s),
{3 = Line(—r/4, Py4),

¢ = Conic({7,i/4,0, 1),

¢ = Conic({g, /4,0, 1),

r'3 4+ ir?3, r!3 — ir?’> = ConicIntersect(c, c}),
£y = Line(r'? + ir?3, r'/3 — ir?/3),

r'/3 = Linelntersect({;, 6’9)} .
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CubicRootco(0, 1,z;|2|'?) = {¢, = Line(0, 1),
¢, = Circle(0, 1),
¢, = Circle(1, 0),
Ps, P, = CircleIntersect(c, ¢,),
c19 = Circle(0, 2),
—r, r = LineCircleIntersect(¢, c;),
54 = Line(P3, P4),
1/2 = Linelntersect({;, {4),
C11 = Cil’Cle(l”, 0),
Pl(), P11 = CircleIntersect(clo, Cll),
¢s = Circle(0, 1/2),
ce = Circle(1/2,0),
1o = Line(P g, Py),
c; = Conic(0, £4,0, 1),
r/2 = Linelntersect({;, {|o),
Ps, Pg = CircleIntersect(cs, c¢),
P7, Py = ConicCircleIntersect(c}, cs),
55 = Line(P7,Pg),
56 = Line(Ps,P6),
Cip = Circle(O, I"/Z),
c13 = Circle(r/2,0),
1/4 = Linelntersect({;, {),
P>, P13 = CircleIntersect(ci,, ¢13),
¢7 = Circle(0, 1/4),
cg = Circle(1/4,0),
{1 = Line(Pyy, Py3),
c14 = Circle(Py3,0),
i/4,—i/4 = LineCircleIntersect({s, c;),
Py, Py = LineCircleIntersect((s, cg),
r/4 = Linelntersect(¢;, {1),
P4, P, = Circlelntersect(c,, c14),
{7 = Line(—i/4, Py),
c15 = Circle(0, r/4),
—r/4,r/4 = LineCircleIntersect({;, c;s),
fg = Line(—r/4,P14),
¢y = Conic({7,i/4,0, 1),
¢ = Conic({g, r/4,0,1),
{r'? +ir?/3 r'13 — ir?/*} = Coniclntersect(c}, ¢}),
Ly = Line(r'3 + ir*3, r'/3 — ir?3),
r'/3 = LinelIntersect(¢;, {’9)} )
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Demostraci6: Es la construccié de Videla, completant tots els passos quan es parteix
del conjunt inicial 0, 1, z ([S0]).

Eines: CO i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

(D(CubiCROOtCO) = {{09 1’ Z}’ {fl’ C1,C2, C10, P39P4’ r}’ {549 C11, 1/29 PlO’ Pll}’
{cs, ce, ¢4, Ch0, Ps, Pe, P7, P, 1|2}, {5, ls, C12, C13, 1/4, P12, P13},
{c7,¢8,C11,C14, Po, i/4,—i/4, /4, P14}, (€7, c15, —r/4}, {€g, ¢} ),
{c), ri3 4+ ir?3, P13 — 23} (o, r'13}).

Mesures:

lg(CubicRootcp) =9, ord(CubicRootcp) = 50
rg(CubicRootcp) = 24, am(CubicRootcp) = 9.

Solucio amb O:

CubicRoot(0, 1,z;|7]'"/?) = {£, = Line(0, 1),
DistanceProjection,(0, z, ;; —r, 1),
{3 = Perpendicular(¢,, 0),
IsoscelesRectangleTriangle(0, 1; —i, 1),
{11 = Perpendicular((s, —i),
{1, = Perpendicular(¢,, r),
{13 = CommonTangent({ >, —r, {11, 1)
r'/? = LineIntersect((;, {;3)}

= {{; = Line(0, 1),
¢, = Line(0, 2),
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{53 = Perpendicular(¢;, 0),

{, = Perpendicular(¢;, 1),

ls, {3 = Bisector({y, {4),

i = Linelntersect({3, {s),

—i = LinelIntersect(¢s, 3),

ls, {7 = Bisector({,, {,),

{9 = Perpendicular({, z),

(1o = Perpendicular({;, 7),
{11 = Perpendicular((;, —i),

r = Linelntersect(¢,, o),

{1, = Perpendicular(¢,, r),
—r = Linelntersect({;, {10),
{13 = CommonTangent((,, —r, {11, 1),
r'/3 = Linelntersect({,, £ 13)} )

Demostracio: [43]].
Eines: O i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

qD(C‘ubiCROOtO) = {{Oa 1’ Z}a {51’ 52}5 {53’ 54’ {65 €7}’ {857 68, 59’ 510, ia _i’ r, _r}a
{€11, 2}, {613, ' P

Mesures:

lg(CubicRootp) =5, ord(CubicRootp) = 21
rg(CubicRootp) = 13, am(CubicRooty) = 8.

D.3.4 Trisecci6 d’un angle

Problema: Donats I’origen, 1’1 i un nombre complex z, dibuixeu una recta que triseca
I’argument de z.

Soluciéo amb CO:

Trisection;p(0, 1, z; £3) = {c¢; = Circle(0, 1),
¢, = Line(0, 2),
RealSumg:(0,1,1;2),
¢3 = Conic(4,,1,0,2),
Py, P}, P/, P{" = ConicCircleIntersect(cs, c;),
PerpendicularBisection(1, P; {5)} .
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Trisectionco(0, 1, z; (3) = {c; = Circle(0, 1),
¢, = Circle(1, 0),
{; = Line(0, 1),
¢, = Line(0, 7),
0,2 = LineCircleIntersect({,, c,),
c3 = Conic(£,,1,0,2),
Py, P}, P/, P{" = ConicCircleIntersect(cs, c;),
¢4 = Circle(1, Py),
cs = Circle(Pq, 1),
P, P, = CircleIntersect(cy, cs),
{3 = Line(0, P,)} .

Demostracio: [50].

Eines: CO i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

(D(TriseCtionCO) = {{0» 15 Z}7 {Cl’ Co, fla 52’ 2}’ {CSa Pl}9 {049 Cs, P2}9 53} .

Mesures:

lg(Trisectioncp) = 4, ord(Trisectioncp) = 14
rg(Trisectioncp) = 8, am(Trisectioncp) = 5.

Soluciéo amb O:

Trisectiony(0, 1, z; {5) = {{; = Line(0, 1),
¢, = Line(0, z),
IsoscelesRectangleTriangle(0, 1; —i, i),
{¢ = PerpendicularBisector(0, i),
{7, 0,07 = CommonTangent((,, 0, £, i),
{3 = Perpendicular(0, £7)} .
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Trisectiony(0, 1, z; £3) = {£; = Line(0, 1),
¢, = Line(0, 2),
{3 = Perpendicular(¢,, 0),
{4 = Perpendicular(¢;, 1),
s, {5 = Bisector((y, {4),
i = Linelntersect({3, {s),
{¢ = PerpendicularBisector(0, i),
t7, 0,07 = CommonTangent((,, 0, £g, i),
{3 = Perpendicular(0, £7)} .

Demostracio: [1]].
Eines: O i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

(D(TriseCtionO) = {{0’ 1’ Z}’ {51’ 52}, {53’ 54}? {55’ l}’ {gﬁ’ 57}’ 58} .

Mesures:
lg(Trisectionp) = 5, ord(Trisectiony) = 12

rg(Trisectionp) = 8, am(Trisectionp) = 2.

D.3.5 Triseccié d’un angle (Arquimedes)

Problema: Donades dues rectes ¢; i £, que es tallen en 1’origen, dibuixeu la recta que
triseca I’angle orientat ¢, ¢,.

Solucio:

ArchimedesTrisection(0, 1, 1, (>; {3) = {c; = Circle(0, 1),
B, B’ = LineCircleIntersect(¢,, ¢),
0,0, 0", 0" = LineLimaconlntersect({, B, c;),
{3 = Line(B, Q)} .

Demostracio: [[7].

Eines: RMC i totes les generades per aquesta.
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Filtracio:

®(ArchimedesTrisection) = {{0, 1, (,, {,},{c1, B, B'},{0}, {{3}} .

Mesures:

lg(ArchimedesTrisection) = 3, ord(ArchimedesTrisection) = 9

rg(ArchimedesTrisection) = 4, am(ArchimedesTrisection) = 3.

D.3.6 Arrels cabiques de nombres complexos

Problema: Donats 1’origen, I’ 1 i un nombre complex z, dibuixeu una arrel de les arresl
cubiques de z.

Solucio amb CO:

ThirdRoot:0(0, 1,z;7'/?) = {Trisectionco(0, 1, z; £3),
CubicRoot:(0, 1, z; r'/3),
DistanceProjection g (r'", {’3)} )
={ ¢, = Line(0, 1),
¢, = Circle(0, 1),
¢, = Circle(1, 0),

Ps, P, = CircleIntersect(c, ¢,),
cy9 = Circle(0, 2),

—r, r = LineCircleIntersect({,, c;),
54 = Line(P3,P4),

1/2 = Linelntersect({;, {4),

C11 = Cil’ClE(l", 0),

Py, Py = CircleIntersect(cig, c11),
¢s5 = Circle(0, 1/2),

ce = Circle(1/2,0),

{19 = Line(Pyo, P11),

c;, = Conic(0, £4,0, 1),

r/2 = Linelntersect({;, {}),
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Ps, P = CircleIntersect(cs, c¢),

P;, Pg = ConicCircleIntersect(c;, cs),
55 = Line(P7,Pg),

{s = Line(Ps, Pg),

Cip = Circle(O, r/2),

c13 = Circle(r/2,0),

1/4 = Linelntersect({;, (),

P>, P13 = CircleIntersect(c,, ¢13),

¢7 = Circle(0, 1/4),

cg = Circle(1/4,0),

{11 = Line(Pyy, P13),

Cl4 = Circle(Plg,O),

i/4,—i/4 = LineCircleIntersect({s, c7),
Py, Py = LineCircleIntersect(¢s, cg),
r/4 = Linelntersect({;, £;),

P4, P}, = CircleIntersect(c,, ¢14),

{7 = Line(—i/4, Py),

c15 = Circle(0, r/4),

—r/4,r/4 = LineCircleIntersect({;, c;s),
{g = Line(—r/4, Py4),

¢, = Conic({7,i/4,0, 1),

¢, = Conic({3, r/4,0,1),

{r'/3 +ir*3, '3 — ir?3} = ConicIntersect(c}, ¢}),
Ly = Line(r'/? + ir?3, 13 — ir?/3),

r'/3 = Linelntersect({;, {o),

¢, = Line(0, 2),

0,2 = LineCircleIntersect({,, c,),

¢c3 = Conic(£,,1,0,2),

Py, P}, P/, P{" = ConicCirclelntersect(cs, c;),
c4 = Circle(1, Py),

co = Circle(Py, 1),

P,, P, = CircleIntersect(c;, c9),

53 = Line(O, Pg),

c16 = Cirele(0, r'/3),

7!/3, =7!3 = LineCircleIntersect(¢s, Clﬁ)} .

1/3 1/3

Demostraci6: El punt 7
I’argument de z.

s’obté projectant el punt r'/° sobre la recta {3, que triseca

Eines: CO i totes les generades per aquesta.
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Filtracio:
(I)(ThirdROOtC()) = {{0, 1,Z}, {fl,fz,cl,CZ,Clo, Ps3, Py, r, 2}, {54,C;,C“, 1/2, Pl’PIO’Pll}’
{c3, ca, ¢, €6, €5, €9, Cr0, P2, Ps, P, P, Py, r/2},
{63, €5, s, 12, €13, 1/4, P12, P13},
{c7,c8,C11,C14, Po, 1[4, —1/4, 1[4, P14}, (€7, 15, —1r/4}, {ls, C|},
(e, P13+ P P1B = i2B) (. 113, c16, 7 Bei ).

Mesures:

lg(ThirdRootcp) = 10, ord(ThirdRootcp) = 61
rg(ThirdRootcp) = 31, am(ThirdRootzp) = 13.

Solucio amb O:

ThirdRoot(0, 1, z;z'%) = {£, = Line(0, 1),
Trisectiony(0, 1, z; {3),
CubicRooty(0, 1,z;r'/3),
DistanceProjection,(r'>, (s; 7'/ 3)} .

ThirdRoot5(0, 1,z;z'/3) = { £, = Line(0, 1),
¢, = Line(0, ),
{3 = Perpendicular(¢;, 0),
{4 = Perpendicular(¢;, 1),
ls, {1, = Bisector(¢,, {4),
i = Linelntersect({s, {s),
{¢ = PerpendicularBisector(0, i),
7,0, £7 = CommonTangent(¢5, 0, g, i),
{3 = Perpendicular(0, £7),
{10, 11 = Bisector({, {»),
{13 = Perpendicular(z, ¢,),
{14 = Perpendicular(z, ),
r = LineIntersect({;, {13),
{y = Perpendicular(¢,, r),
—r = Linelntersect({;, {14),
i = Linelntersect({s, {s),
—i = Linelntersect(¢s, £15),
{15 = Perpendicular(—i, {3),
{16 = CommonTangent({y, —1, {5, i),
r'/3 = Linelntersect(¢;, {1¢),
t17, 0}, = Bisector({,, {3),
{13 = Perpendicular(r'’?, ¢,,),
7'? = LineIntersect({s, {’18)} .
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1/3 1/3

Demostracio: El punt z
I’argument de z.

s’obté projectant el punt r'/> sobre la recta g, que triseca

Eines: O i totes les generades per aquesta.

Filtracio:

®(ThirdRootp) = {{0, 1,2}, {€1, 0o}, (€3, Ca, 10, €11}, {5, €2, €13, Cra, 1, =0, 1, =T},
{56,59,515},{57,516,7”1/3},58,517,{518,Z1/3}};

Mesures:

lg(ThirdRooty) = 8, ord(ThirdRooty) = 27
rg(ThirdRootp) = 18, am(ThirdRooty) = 8.
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Annex E

Taules

En aquest annex incloem algunes taules que sintetitzem les informacions basiques re-
ferents als axiomes, les de les eines i els mapes.

E.1 Taules d’axiomes

Per facilitar la seva localitzacio, repetim les taules d’axiomes incloses en el capitol [I]

Notacioé E.1.1. En aquestes taules, les lletres majiiscules A, B, . ..

punts; les rectes son indicades per {,(', ...

presenten corbes d’altres tipus.

E.1.1 Axiomes basics de construccio

sempre indiquen

i les altres lletres minuscules c,c’ ... re-

Axioma Grau | Descripci6

¢ =Line(A, B) 1 Recta que passa per A1 B.

¢ =Circle(A, B) 1 Circumferencia amb centre A que passa per B.

¢ =UnitCircle(P) 1 Circumferéncia amb centre P iradi 1.

¢ =RadiusCircle(A, B, C) 1 Circumferéncia amb centre A i radi d(B, C).

£y, ¢, =Bisector(¢, () 2 Bisectrius de £1 ¢'.

¢ =PerpendicularBisector(A, B) 1 Mediatriu del segment AB.

¢’ =Perpendicular(¢, P) 1 Recta perpendicular a £ que passa per P.

¢ =PointPerpendicular(A, B, C) 1 Recta perpendicular a AB que passa per C.

¢1,{, = AngleLine, (¢, P) 2 Rectes per P que formen un angle @ amb ¢.

{1, ¢, = PointAngleLine (A, B, C) 2 Rectes per C que formen un angle @ amb AB.

{1, 0, =Tangent((, F, A) 2 Tangents per A a la parabola de directriu ¢ i
focus F.

t, 0>, {3 =CommonTangent(¢, F, (', F') 3 Tangents comunes a la parabola de directriu £

1 focus F 1 a la parabola de directriu ¢’ 1 focus
F'.
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Axioma Grau | Descripcid

¢ =PerpendicularTangent({,, F, () 1 Recta tangent a la parabola de directriu ¢; i
focus F, perpendicular a ;.

{1, ¢, = PointLineVerging(P, {) 2 Rectes per P que tallen ¢ en punts a distancia
1de P.

{1, ¢, = PointCircleVerging(P, c) 2 Rectes per P que tallen c en punts a distancia
1de P.

t1, 0>, 3, {4 = LineLineVerging(P, ¢, {’) 4 Rectes per P que tallen ¢, £’ en punts separats
per una distancia 1.

¢1,...,ts = LineCircleVerging(P, ¢, c) 6 Rectes per P que tallen ¢, ¢ en punts separats
per una distancia 1.

{1,...,{s = CircleCircleVerging(P, c,c’) 6 Rectes per P que tallen c, ¢’ en punts separats
per una distancia 1.

{1, ¢, = LineSquadVerging(¢{, A, B) 2 Rectes per A i per B que formen un angle recte
quan tallen €.

{1, 02, 03, €4 = LineAngleVerging ({,A,B) 4 Rectes per A i per B que formen un angle «
quan tallen €.

¢ =Conic(¢, F, A, B) 1 Conica amb directriu ¢, focus F i excentricitat
la distancia entre A i B.

¢ =Ellipse(F, F’,C) 1 Ellipse amb focus F' i F’ i que passa per C.

¢ =FivePointConic(A, B,C, D, E) 1 Conica que passa pels punts A, B, C, Di E.

Taula E.1: Axiomes de construccid

E.1.2 Axiomes basics d’interseccio

Axioma

Grau

Descripcid

P =Linelntersect(, {)

1 Punt de tall de les rectes £1 ¢’.

P, P, =CircleIntersect(c, ¢’)

2 Punts de tall de les circumferéncies ¢, ¢’.

P, P, =LineCirclelntersect(¢, ¢) 2 Punts de tall de ¢ amb la circumferencia
c.

P, P, =LineUnitCircleIntersect({, A) 2 Punts de tall de la recta ¢ i la circumfe-
réncia amb radi 1 i centre A.

P, P, =CircleUnitCircleIntersect(c, A) 2 Punts de tall de la circumferéncia c i la
circumferencia de centre A i radi 1.

P, P, =LineRadiusCircleIlntersect({,A, B,C)| 2 Punts de tall de la recta € 1 la circumfe-
réncia amb centre A € ¢, i radi BC.

Py, ..., Py =ConiclIntersect(c, ¢’) 4 Punts de tall de les coniques c i c¢’.

P, P, =LineConiclIntersect(¢, ¢) 2 Punts de tall de £ amb la conica c.

Py, ..., P, =CircleConiclIntersect(c, ¢’) 4 Punts de tall de la circumferéncia ¢ amb

la conica ¢’.




.., P, =LineConchoidIntersect(¢, {’, P)

Punts de tall de £ amb la concoide de pol
P i directriu la recta ¢'.

.., P¢ =CircleConchoidIntersect(c, ¢, P)

Punts de tall de la circumferéncia ¢ amb

la concoide de pol P i directriu la recta
L.

Py, -

, P, =LineLimaconIntersect(¢, F, ¢)

Punts de tall de la recta £ amb el caragol
de Pascal de focus F' i circumferéncia c.

Py,...

, P¢ =CircleLimaconIntersect(c, F, ¢’)

Punts de tall de la circumferéncia ¢ amb
el caragol de Pascal de focus F i circum-
feréncia ¢’.

Py, P,

=LineDiameterCircleIntersect(/, A, B)

Punts de tall de la recta £ amb la circum-
fereéncia de diametre AB.

Py,...

, P4+ = LineArcIntersect,({, A, B)

Punts de tall de la recta £ amb 1’arc capag
d’angle « del segment AB.

Taula E.2: Axiomes d’interseccio
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E.2 Axiomes de les eines

Regle

Compas

Regle i compas

Compas euclidia

Regle i compas euclidia
Regle i compas fix
Regle i compas de p. s.

Compas fix
Regle marcat

Escaire

Angle

Origami

Origami thalia

Origami pitagoric

CoOniques

Ellipses

Regle marcat i compas

Line

Circle

UnitCircle
RadiusCircle
Bisector
PerpendicularBisector
Perpendicular
PointPerpendicular
AngleLine,,
PointAngleLine,
Tangent
CommonTangent
PerpendicularTangent
PointLineVerging
PointCircleVerging
LineLineVerging
LineCircleVerging
CircleCircleVerging
LineSquad Verging
LineAngleVerging,,
Conic

Ellipse

Linel

Circlel
LineCirclel
LineUnitCirclel
CircleUnitCirclel
LineRadiusCirclel
Conicl

LineConicl
CircleConicl
LineConchoidl
CircleConchoidl
LineLimaconlI
CircleLimaconlI
LineDiameterCirclel
LineArcl,

Taula E.3: Axiomes de les eines
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E.3 Relacions entre eines

A continuaci6 presentem un esquema visual de les eines descrites i de les seves relaci-
ons:

Regle i
Compas de
punta seca

Regle i
Compas fix

Regle i
El-lipses

| o- Regle i
Compas |\ | Compas
euclidia euclidia

Regle
marcat

O=

Origami
Thalia

Regle
marcat i
Compas

Origami
Pitagoric

Origami

Figura E.1: Eines i relacions
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E.4 Conjunts de punts construibles dels mapes

Conjunt construible Ziw] | QU | E | V(@) | PG)
Regle °
Compas

Regle compas
Compas euclidia
Regle compas euclidia
Compas fix °
Regle compas fix o
Regle compas de punta seca °
Regle marcat °
Escaire °
Regle i circumferencia o
Origami °
Origami Pitagoric .
Regle i ellipses °
Coniques °

Taula E.4: Conjunts de punts construibles dels mapes
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E.5 Relacions entre mapes

Mostrem, a la Figura[E.5| un diagrama dels conjunts de punts dels mapes descrits.

Regle marcat i compas

Coniques El-lipses

Regle marcat

Escaire

Compas
Euclidia/ Origami ,

Regle i Pitagoric
Compas
Fix

Regle

Regle i compas
Regle i de punta seca

Circumferéncia

Regle i Compas

Regle i Compas
Euclidia

Figura E.2: Diagrama dels conjunts de punts construibles
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Resum/Summary

Resum

L’estudi de les construccions geometriques €s un tema que ha ocupat matematics des
de la Grecia antiga fins 1’actualitat. Tot 1 que els principals protagonistes han estat el
regle i el compas, en les darreres decades I’interes pel tema ha revifat, incloent d’altres
instruments com ara ’origami. Una analisi global dels instruments i dels resultats
principals sobre ells ens ha portat a introduir un llenguatge formal que ens permet un
tractament unificat dels instruments, les seves construccions i els teoremes relacionats.
Els conceptes principals d’aquest llenguatge son els d’axioma, eina i mapa. Les eines
formalitzen els instruments geometrics. Tota eina té associats uns axiomes, que son els
processos basics que permet fer I’instrument. Definim formalment les construccions
com a successions d’axiomes, que inclouen tota la informacié necessaria per descriure
el procés que es du a terme. El llenguatge que presentem pretén ésser sistematic,
pero alhora és flexible 1 obert, per tal que s’hi puguin incorporar, si s’escau, nous
instruments i construccions.

Una vegada definits els conceptes d’eina i de construccid, proposem una classi-
ficaci6 de les eines segons dues relacions d’equivalencia: 1’equivaleéncia geometrica
1 ’equivalencia virtual. Aquestes classificacions permeten reformular resultats cone-
guts, com ara el teorema de Mohr-Masheroni, i provar noves relacions entre eines.

El mapa és un objecte geometric i aritmetic que esta format per una eina 1 un
conjunt inicial de punts i de corbes. Els mapes tenen associades capes, composades i
generades iterativament per punts i corbes.. La complexitat dels mapes i1 de les seves
capes fa que la informaci6 que se’n pot donar sigui sovint escassa. El seu estudi té
una relaci6 estreta amb certs problemes de geometria computacional. Donem, per a
alguns mapes determinats, el creixement asimptotic del cardinal del nombre de punts
i de corbes de cada capa. En el cas del mapa del compas fix caracteritzem exactament
els conjunts de punts i de corbes de cada capa del mapa. Introduim una classificacié
dels mapes, que agrupa aquells que tenen el mateix conjunt de punts construibles. El
teorema de Poncelet-Steiner es formula de manera molt natural en el llenguatge dels
mapes, que ens permet establir noves relacions entre eines. A partir de la classificacid
dels mapes, introduim una classificaci6 aritmetica de les eines 1 donem nous resultats
d’equivalencia aritmetica, utilitzant els conceptes algebraics de grau d’un axioma i
signatura d’una eina.
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En una altra direccid, estudiem 1’estructura de les construccions, a les quals asso-
ciem dos tipus de mesures. Un primer tipus de mesures extrinseques son el nivell i
el nivell virtual. Els nivells fan ds de les capes de mapes associats a la construccio.
Les mesures intrinseques d’una construccid, son la llargada, 1’amplada, ’ordre 1 el
rang. La introducci6 de totes aquestes mesures permet donar criteris de minimalitat i
optimalitat d’una construccid. Calculem aquestes mesures per a les construccions arit-
metiques 1 algebraiques basiques i deduim relacions entre diferents capes dels mapes
del regle i el compas, 1’origami i les coniques.

Al llarg del treball, illustrem la nostra formalitzacié amb diversos catalegs: un
cataleg d’axiomes, que conté els axiomes dels instruments més coneguts; un cataleg
d’eines, on fem un recull de les principals eines conegudes i les construccions prin-
cipals que es poden fer amb elles; i un cataleg de mapes, que recopila resultats de
constructibilitat, i incorpora algun mapa vinculat a eines noves, amb la caracteritzacid
del seu conjunt de punts construibles. Finalment, presentem un cataleg de construcci-
ons, que consta d’una setantena de construccions, descrites amb el nou llenguatge que
hem introduit, les seves mesures i la demostracié de la seva validesa. La versi6 digital
de la tesi incorpora enllagos a animacions interactives on es poden reproduir els passos
de les construccions.

Summary

Geometric constructions have been studied by mathematicians from ancient Greece
until now. Although most attention has been given to the ruler and compass, during
the last decades interest in this subject has revived, and includes now other instruments
such as origami. A global analysis of instruments and the main results about them has
led us to introduce a formal language that allows a unified treatment of instruments
and their constructions and related theorems. The main concepts of this language are
axioms, tools and maps. Tools formalize geometric instruments. A tool has associated
axioms, which are the basic processes that can be done with the instrument. We give
a formal definition of a construction as a sequence of axioms, which includes all the
information that is needed to describe the process that takes place. The language we
introduce needs to be systematic, but also flexible and open, so that new instruments
and constructions can be included.

Once concepts of a tool and a construction are defined, we establish a classificati-
on of tools following two different equivalence relations: geometric equivalence and
virtual equivalence. These classifications allow the reformulation of not only known
results, like the Mohr-Masheroni theorem, but also a proof of new relations between
tools.

A map is a geometric and arithmetic object which is a tool plus an initial set of
points and curves. Maps have associated layers, where points and curves are created
iteratively. Because of the complexity of maps and their layers, we can often say
little about them.Their study is related to some problems in computational geometry.
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For some maps, we are able to study the asymptotic growth of the cardinality of the
number of points and curves on each layer. We make a complete characterization of
the map of the rusty compass, and give details of points and curves in each layer. We
also introduce a classification of the maps, that relates those that have the same set of
constructible points. The Poncelet-Steiner theorem can be explained in a very natural
way using maps. The language of maps allows us to establish new relations between
tools. The classification of maps gives an arithmetic classification of tools. We present
new results on arithmetic equivalence, using algebraic concepts such as the degree of
an axiom and the signature of a tool.

On the other hand, we study the structure of constructions, and associate them
with two types of measures. As the first type of extrinsic measures, we define the
level and the virtual level. Levels come from the use of layers of maps associated
with the constructions. Intrinsic measures of a construction are length, weight, order,
and rank. These measures allow us to give a criteria of minimality and optimality
of a construction. We calculate these measures for the basic arithmetic and algebraic
constructions and deduce relations between different layers from the maps of the ruler
and compass, origami and conics.

Throughout the thesis, we illustrate our formalization with several catalogs: a ca-
talog of axioms, which contains the axioms of the most famous instruments, a catalog
of tools, where we present the main tools known and the constructions one can do
with them, and a catalog of maps, which compiles the results of constructibility, and
incorporates some maps associated with new tools, and the corresponding sets of cons-
tructible points. Finally, we present a catalog of constructions, consisting of around
seventy constructions described by the new language that we have introduced, its mea-
sures and the proof of their correctness. The digital version of the thesis includes links
to interactive animations that can reproduce the steps of the constructions.
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