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Capitulo 1

Resolucion de Problemas de Algebra
Lineal con Almacenamiento en Disco

1.1. Introduccion

1.1.1. Motivacién y objetivos

La necesidad de disenar y simular con gran precision complejos sistemas, que modelizan apli-
caciones cientificas, tecnoldgicas e industriales, requiere en ocasiones la resolucién de problemas
numéricos densos de elevada dimensién. En esta linea, trabajos recientes sobre la determinacién
del campo gravitatorio terrestre, la modelizacion de radares, la resoluciéon de problemas de elec-
tromagnetismo y simulaciones de dindmica molecular, dan lugar a problemas numéricos bien co-
nocidos del algebra lineal, como sistemas de ecuaciones lineales o problemas lineales de minimos
cuadrados con matrices densas enormes, con decenas e incluso centenares de miles de filas/colum-
nas [8, 30, 34, 56, 76, 45]. En todas estas aplicaciones, la resolucién de estos problemas bésicos
supone la parte computacionalmente mas costosa en la obtencién de una respuesta, siendo su coste
proporcional al cubo del tamano de la matriz.

Para hacer frente a este alto coste computacional, las tendencias en el diseno de arquitecturas
paralelas se dirigen hacia el uso de procesadores multinicleo (o multicore), a los que a partir de
este momento también nos referiremos como arquitecturas multihebra'. Asi, actualmente existen
procesadores comerciales de propdsito general, aceleradores hardware y procesadores gréaficos con
més de un nicleo (core): 4 en el INTEL QUAD-CORE y el AMD QUAD-CORE, 6 en el SICORTEX
SCH832, 8 en el SUN ULTRASPARC “NIAGARA”, 1+8 en la configuracién heterogénea del CELL
BROADBAND ENGINE, y hasta 240 nicleos simples en el procesador gréafico de la tarjeta NVIDIA
GTX 280. Ademaés, las previsiones apuntan a que el nimero de nicleos por chip se doblard con
cada nueva generacién de procesadores (es decir, cada ano y medio aproximadamente) [2, 7, 13].

La evolucién en la capacidad y velocidad de los sistemas de memoria asociados a las arquitecturas
multihebra sigue un ritmo de crecimiento menor (en parte siguiendo los dictados de la ley de Moore,
que predice que el nimero de transistores en un procesador y en la memoria se doblan cada 18 y 24

'El término utilizado, arquitecturas multihebra, se refiere a que el mecanismo habitualmente empleado para
explotar el paralelismo explicito en estas arquitecturas estd basado en la utilizacién de multiples hebras o hilos de
ejecucién (threads), bien sobre procesadores distintos, sobre nicleos distintos o sobre una combinacién de éstos. De
esta forma, los multiprocesadores también quedan incluidos en este término.
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meses, respectivamente). La velocidad de los procesadores, medida con benckmarks, ha aumentado
un 59 % cada ano en el periodo de 1988 a 2004 [46]. Esta tendencia ha continuado después, aunque
de forma ma&as moderada. El ancho de banda de la memoria, sin embargo, ha aumentado mas
lentamente. Asi, en el periodo de 1982 a 1994 aumenté un 38 % al ano, mientras que a partir de
1995 el aumento pasé a ser de sé6lo un 23 % al ano. Hoy en dia es habitual que un procesador
multinticleo disponga de una memoria principal (RAM) de entre 4 y 8 GBytes. La adicién de
tantos nucleos estd transformando la resoluciéon de problemas de algebra lineal densa de dimension
elevada, de un problema limitado por el cdlculo (processor-bounded), en otro donde la limitacién
estd en la capacidad de almacenamiento del sistema (memory-bounded).

Para salvar las restricciones de almacenamiento, en este trabajo nos planteamos el uso de al-
macenamiento secundario (disco) que, habitualmente, presenta una capacidad de entre uno y dos
ordenes de magnitud mayor que la RAM. Aunque la gestién de este espacio adicional puede dejarse
en manos del sistema operativo (memoria virtual), para obtener altas prestaciones en problemas
de algebra lineal en general resulta necesario dirigir cuidadosamente el patron de acceso a los datos
que se produce desde el programa. Esta clase de disenos, que persiguen orquestar eficazmente la
entrada/salida (E/S) desde disco, se conocen como algoritmos Out-Of-Core (OOC), y en la practi-
ca pueden considerarse como algoritmos por bloques que extienden la jerarquia de memoria para
abarcar el nivel del almacenamiento secundario.

Ademds de la posibilidad de tratar problemas de mayor dimension, una segunda razén en
favor de las técnicas OOC es que son més rentables, pues abogan por reemplazar parcialmente el
almacenamiento en RAM por el disco, de menor coste econdmico. A estos dos beneficios se suma
la existencia de entornos especializados donde, por razones técnicas, la cantidad de memoria RAM
es muy reducida. Un ejemplo de este tipo de plataformas muy especializado lo encontramos en los
sistemas de cdlculo a bordo de satélites y, mas en general, en los sistemas empotrados (embedded
systems). De nuevo es facil identificar estas dreas como un campo fértil para la implantacién de
soluciones basadas en técnicas OOC, que permitan salvar la limitacién que supone disponer de una
cantidad muy reducida de RAM.

El objetivo general de la tesis es pues disenar, desarrollar y evaluar una coleccion de rutinas para
resolver sistemas de ecuaciones lineales y problemas lineales de minimos cuadrados, de dimension
elevada (matrices con decenas de miles de filas/columnas), sobre procesadores actuales, haciendo
uso de técnicas OOC. Este objetivo se plasma en la siguiente lista de objetivos especificos:

» Analizar la eficacia de las bibliotecas LAPACK y 1ibflame [48, 68] de dlgebra lineal densa pa-
ra la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales y problemas lineales de minimos cuadrados
sobre procesadores de propésito general, incluidos procesadores multintcleo.

= Extender estas bibliotecas con una capa, en la medida de lo posible transparente al usuario,
que, haciendo uso de técnicas OOC, amplie el rango (tamano) de problemas de dlgebra lineal
densa tratables mediante esta solucién.

= Estudiar el uso arquitecturas multihebra equipadas con procesadores de propdsito especifico
(aceleradores hardware, GPU), como plataforma de resolucién de problemas de algebra lineal.

La propuesta planteada, basada en el uso de procesadores multinticleo y técnicas OOC, puede
completarse para abarcar problemas numéricos de muy elevada dimensién (matrices con cientos
de miles de filas/columnas) que no pueden esperar a que la evolucién de los procesadores de un
solo ntcleo permita su solucién, y que aparecen en diversas aplicaciones. Para tomar conciencia de
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qué se califica como “dimensién muy elevada” en este trabajo, cabe mencionar que la resolucién
de una instancia de tamano moderado del problema lineal de minimos cuadrados que surge en
la modelizacién de radares requeriria el computo continuado sin fallo durante 30.000 dias en un
procesador INTEL ITANIUM-2 (jmés de 82 anos!). Y todo ello bajo la premisa irreal de que ese
computador tuviese la capacidad suficiente para almacenar los datos.

Ante esta situacién, queda clara la conveniencia de disponer de un sistema paralelo més esca-
lable, formado por un cédigo paralelo y una arquitectura multiprocesador distribuida, que permita
obtener una solucién con un tiempo de respuesta razonable: dias, a lo sumo unos pocos meses, en
lugar de anos. En este sentido, existen actualmente bibliotecas paralelas para algebra lineal densa
como ScaLAPACK y PLAPACK [50, 69] que, haciendo uso de un potente cluster formado por unos
1.000 procesadores, podrian en teoria proporcionar la solucién del problema ligado a la modelizacion
de radares en aproximadamente un mes. Sin embargo, un par de factores clave juegan en contra de
esta alternativa. En primer lugar, no es esperable que la eficiencia de tal sistema paralelo alcance un
100 %. Las sincronizaciones, las comunicaciones y los célculos redundantes reducen el rendimiento
en un factor no despreciable en la practica, y habitualmente esta mengua se acentia cuanto mayor
es el numero de nodos de cémputo del sistema paralelo (escalabilidad). Otro factor importante a
considerar es la posibilidad de error (por ejemplo, por la caida de un nodo del sistema), que es
directamente proporcional al producto del tiempo de ejecucién de la aplicacién por el nimero de
nodos de calculo.

Estos dos aspectos, escalabilidad del sistema y posibilidad de errores, favorecen una aproxima-
cién diferente, basada en una plataforma multiprocesador con un nimero de nodos més reducido,
pero que dispongan de una mayor potencia de calculo. Este tipo de arquitectura puede construirse,
por ejemplo, a partir de un cluster formado por nodos equipados con aceleradores hardware, como el
CELL BROADBAND ENGINE 0 el CSX600 de CLEARSPEED, o procesadores de propésito especifico,
como los procesadores graficos de Nvibia o AMD /ATI. A cambio, la capacidad de almacenamiento
es habitualmente proporcional al nimero de nodos, lo que para problemas numéricos muy grandes
nos devuelve a un entorno donde resulta imprescindible el uso de técnicas OOC. En este escenario,
la coleccién de rutinas desarrollada en esta tesis dard lugar a una nueva alternativa de solucién
de sistemas de ecuaciones lineales y problemas lineales de minimos cuadrados, de dimensién muy
elevada (cientos de miles de filas/columnas) basada en clusters de computadores equipados con
aceleradores hardware y que hagan uso de técnicas OOC.

En resumen, las rutinas desarrolladas en el marco de esta tesis permitiran resolver problemas de
escala moderada en nodos con arquitectura multihebra, como por ejemplo, procesadores multinicleo
equipados (o no) con aceleradores hardware. Desde este punto de vista, la solucién propuesta facilita
una mejor difusién pues es indudable la mayor facilidad de uso que presenta una arquitectura
multihebra frente a un gran cluster que se programa mediante paso de mensajes. Aun asi, las rutinas
desarrolladas en la tesis pueden combinarse con bibliotecas de paso de mensajes, como ScaLAPACK
o PLAPACK, para proporcionar una solucién a problemas de mayor escala, en clusters compuestos
por nodos con arquitectura multihebra y/o con aceleradores hardware.

1.1.2. Estructura de la memoria

El primer capitulo de esta memoria estd estructurado del modo siguiente. Tras la primera
seccion de introduccion aparecen tres secciones donde se presentan las bibliotecas de algebra lineal
que se encuentran en la base este trabajo: BLAS en la Seccién 1.2, LAPACK en la Seccién 1.3 y
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libflame en la Seccién 1.4. A continuacién, en la Seccién 1.5, se introducen los algoritmos OOC.
Para ello, se presentan las técnicas de diseno de este tipo de algoritmos, los distintos métodos que
se utilizan para realizar el andlisis de los mismos y las dependencias que pueden presentar respecto
a la arquitectura de cada computador. La seccion finaliza con una revisién de la literatura en la
que se encuentran algoritmos OOC para la resolucién de sistemas lineales densos. Las arquitecturas
de los computadores sobre las que han sido implementados los algoritmos OOC desarrollados en
esta tesis se presentan en la Seccién 1.6. Por ultimo, la Seccién 1.7 expone el modo en que se va
a realizar el analisis del rendimiento en este trabajo y la Seccion 1.8 describe la notacion utilizada
en esta memoria.

Tras este primer capitulo introductorio a la resolucién de problemas de algebra lineal con alma-
cenamiento en disco, siguen los tres capitulos principales de la tesis, en donde se tratan distintas
factorizaciones de matrices. Una de las estrategias que se utilizan habitualmente para resolver sis-
temas de ecuaciones lineales densos del tipo Az = b comienza con la factorizacién de la matriz de
coeficientes, de manera que ésta se descompone en el producto de dos matrices que se utilizan des-
pués para obtener la solucién del sistema inicial. La factorizacién de Cholesky (Capitulo 2) se utiliza
cuando la matriz de coeficientes del sistema lineal es simétrica y definida positiva, mientras que la
factorizacién LU (Capitulo 3) se utiliza cuando la matriz es cuadrada pero no presenta una estruc-
tura particular. En ambas factorizaciones la matriz de coeficientes se descompone en un producto
de dos matrices triangulares, por lo que la solucién del sistema inicial se calcula resolviendo sendos
sistemas triangulares. La factorizacion QR (Capitulo 4) se utiliza cuando la matriz de coeficientes
es rectangular, con mas filas que columnas. En este caso, el sistema lineal es sobredeterminado
y la factorizacion se utiliza para resolver un problema lineal de minimos cuadrados que obtiene
una solucién aproximada. Estos tres capitulos siguen una misma estructura. En primer lugar, se
define la factorizacion, justificando su utilidad. A continuacién, se presentan las distintas varian-
tes algoritmicas para calcular la factorizacion, escalares y por bloques, que se obtienen mediante la
técnica de derivacion formal de algoritmos propia de FLAME. A partir de estas variantes algoritmi-
cas, se obtienen los correspondientes algoritmos orientados a bloques. Estos son generalizaciones
de los algoritmos escalares tradicionales, en los que los calculos sobre elementos se transforman
en las correspondientes operaciones sobre bloques. Nuestro interés en la formulacién de algoritmos
orientados a bloques radica en que es trivial realizar implementaciones OOC a partir de ellos. Para
esto, es suficiente considerar que cada bloque es un tile de la matriz, es decir, una submatriz que
constituye la unidad elemental de transferencia de datos entre disco y memoria principal. Cuan-
do se presentan las implementaciones OOC de los algoritmos orientados a bloques en cada uno
de los capitulos, se muestran de manera progresiva las mejoras que se han ido incorporando para
optimizar el rendimiento. En la mejora del rendimiento tomamos como referencia el rendimiento
de la mejor implementacién in-core disponible de cada una de las factorizaciones (denominamos
in-core a las implementaciones que trabajan con datos que residen en la memoria RAM). Para cada
factorizacién, se incluyen en el capitulo correspondiente los resultados experimentales obtenidos so-
bre distintas arquitecturas: un sistema monoprocesador, una arquitectura multihebra de propdsito
general y, cuando ha sido posible, una arquitectura multihebra equipada con una GPU. Cada uno
de estos tres capitulos finaliza con una seccién de conclusiones donde se resumen las aportaciones
que se han realizado. El ultimo capitulo de la memoria recoge las conclusiones de esta tesis y el
trabajo futuro al que puede dar lugar.
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1.2. BLAS

Muchos problemas cientificos y de ingenieria se representan mediante modelos matématicos. En
gran parte de las simulaciones y andlisis que se realizan mediante estos modelos aparecen problemas
fundamentales del algebra lineal, como la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales o el cédlculo
de valores propios. Como ejemplos de estos problemas cientificos y de ingenieria podemos citar
el calculo de estructuras, el control automatico, el diseno de circuitos integrados o la simulacién
de reacciones quimicas. Durante la resolucién de estos problemas de algebra lineal asociados a los
modelos matemaéticos aparecen, repetidamente, un conjunto reducido de operaciones bdsicas como,
por ejemplo, el calculo del producto escalar de dos vectores, la resolucién de un sistema triangular
de ecuaciones lineales o el producto de dos matrices. BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms)
[43, 25, 23] es la especificacién de una coleccién de rutinas para este tipo de operaciones bésicas de
algebra lineal densa, que define la funcionalidad y la interfaz que deben presentar las rutinas de la
biblioteca. El desarrollo de BLAS se inicié a principios de los anos 70 [43] y para su elaboracién se
contd con la colaboracién de especialistas de diferentes dreas de conocimiento, circunstancia que le
da un valor especial, pues de esta forma se consiguié una especificacién que cubre las necesidades
requeridas en diversos campos [21].

La especificacién BLAS comprende un compromiso entre funcionalidad y simplicidad. Por un
lado, trata de mantener el nimero de rutinas y de sus pardmetros dentro de unos margenes razo-
nables y, por otro, intenta ofrecer una funcionalidad amplia. Existe una implementacién de BLAS
genérica en un repositorio publico de Netlib [47], pero lo que realmente hace ttil a BLAS son
las implementaciones especificas para cada arquitectura hardware. Desde un principio, la imple-
mentacién optimizada de las rutinas de BLAS ha sido una tarea desarrollada por los fabricantes
de procesadores. Asi, existen bibliotecas propias de AMD (ACML) [1], INTEL (MKL) [38], IBM
(ESSL) [37] y SUN (SuN PERFORMANCE LIBRARY) [60]. También existen otras implementaciones
como GotoBLAS [61] y ATLAS [66], que han sido desarrolladas por investigadores a titulo propio.
En general, el cédigo de cada rutina de estas implementaciones esta disenado con el objetivo de
aprovechar eficientemente los recursos de una arquitectura especifica, optimizando su rendimiento.

Desde sus inicios, BLAS ha tenido gran relevancia en la resolucién de problemas de dlgebra
lineal. Su uso en la programacion de aplicaciones para este tipo de problemas cuenta con multiples
ventajas:

= Eficiencia: BLAS cuenta con implementaciones especificas para cada arquitectura hardware.
= Robustez: las rutinas de BLAS han sido ampliamente probadas.
» Legibilidad del codigo: los nombres de las rutinas expresan univocamente su funcionalidad.

= Portabilidad: al migrar el cédigo a otra maquina, si se utiliza la versién BLAS especifica para
la nueva arquitectura, se seguird contando con un cédigo muy eficiente.

Todas estas ventajas propiciaron que otras bibliotecas, como LINPACK [22] y EISPACK [58] en un
principio, y més tarde LAPACK [6] o PLAPACK [71], fueran disenadas para hacer uso internamente
de las rutinas de BLAS.

Normalmente, BLAS esta implementado en C'y Fortran y, en ocasiones, en lenguaje ensambla-
dor, puesto que de esta forma se puede generar un cédigo mas eficiente.



6 1.2. BLAS

1.2.1. Niveles de BLAS

Cuando se inici6 el desarrollo de BLAS los computadores més potentes utilizaban procesadores
vectoriales. Tomando como base este tipo de procesador, BLAS se disend inicialmente con un grupo
reducido de operaciones sobre vectores (BLAS de nivel 1 o, simplemente, BLAS 1). El principal
objetivo era que se desarrollaran implementaciones especificas para cada arquitectura. Asi, los
creadores de BLAS defendieron desde un principio las ventajas de que operaciones béasicas, como
el producto escalar de dos vectores, fueran implementadas por los disenadores de la arquitectura
hardware, ya que ellos pueden generar c6digo mas robusto y eficiente [43].

Con la aparicién de nuevas arquitecturas se constaté que el uso de BLAS no era la mejor manera
de aumentar la eficiencia de las aplicaciones. Por ejemplo, en las maquinas vectoriales, es necesario
optimizar a nivel de operaciones matriz-vector para acercarse a la eficiencia potencial de la maquina;
sin embargo, el uso de BLAS inhibe esta optimizacién porque oculta al compilador las operaciones
matriz-vector. Es por ello que en 1984 se propuso ampliar BLAS con un conjunto de operaciones
matriz-vector, lo que constituy6 el segundo nivel de BLAS (BLAS 2). En las rutinas de BLAS 2
tanto el niimero de operaciones aritméticas como la cantidad de datos involucrados es de orden
cuadrético. Al igual que para las primeras rutinas BLAS, se publicé una primera implementacién
genérica de BLAS 2 [24, 25]. De dicha implementacién, los autores destacan que los accesos a
las matrices se realizan por columnas, puesto que es asi como éstas se encuentran almacenadas
en Fortran, redundando en una mayor eficiencia. Del mismo modo, se invitaba al desarrollo de
implementaciones especificas para cada arquitectura, y se ofrecian una serie de consejos, como
buscar la opcién que mejor adectie el bucle interior de la rutina a la arquitectura, utilizar cédigo
ensamblador o directivas del compilador especificas para la arquitectura, etc.

Eventualmente, la creciente disparidad entre la velocidad del procesador y el ritmo al que la
memoria podia servir los datos al mismo, provocé la aparicion de arquitecturas con muiltiples niveles
de memoria caché (memoria jerarquizada). Répidamente se reconocié que las bibliotecas construidas
sobre las rutinas de BLAS 1 y BLAS 2 nunca podrian obtener un rendimiento 6ptimo sobre estas
nuevas arquitecturas: la memoria representa un auténtico cuello de botella para las rutinas BLAS 1
y BLAS 2, ya que la ratio entre el nimero de operaciones y el de datos es O(1), mientras que la
memoria necesita mas tiempo para proporcionar datos al procesador que éste para procesarlos. En
estas condiciones, el rendimiento de las rutinas BLAS 1 y BLAS 2 estd limitado por la velocidad
de transferencia de datos desde la memoria, pues no hay reutilizacion de los datos.

Para resolver el problema, en 1989 se definié la especificacién de un tercer conjunto de rutinas,
el nivel 3 de BLAS (BLAS 3) [23, 26], que implementa operaciones con un nimero de célculos
de orden cubico frente a un nimero de datos de orden cuadrético. Es precisamente esta relacién
entre cantidad de célculos y datos la que, con un buen diseno del algoritmo, permite explotar
eficientemente el principio de localidad de referencia en las arquitecturas con memoria jerarquizada,
enmascarando la latencia de acceso a memoria y ofreciendo prestaciones mas proximas a la méaxima
velocidad de cémputo del procesador (velocidad pico). Desde el punto de vista algoritmico, esto se
consigue con los denominados algoritmos por bloques. Estos algoritmos dividen la matriz en bloques
(submatrices) y al operar con éstos, agrupan los accesos a memoria, incrementando la probabilidad
de que los datos se encuentren en los niveles de memoria mas cercanos al procesador, y por tanto
resultar mas rapidos. En definitiva, los algoritmos por bloques extraen un mayor beneficio de la
arquitectura jerarquizada del sistema de memoria. Como detalles adicionales, el tamano éptimo de
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los bloques en este tipo de algoritmos es dependiente de la arquitectura, especialmente del tamano
de la caché.

Al igual que en los niveles anteriores de BLAS, en este tercer nivel existe un compromiso entre
complejidad y funcionalidad. Un ejemplo de simplicidad es el hecho de que no se incluyen rutinas
para matrices trapezoidales, ya que esto aumentaria el nimero de pardmetros y estas matrices
siempre pueden ser tratadas como una matriz triangular y una matriz rectangular. Por otro lado,
para aumentar la funcionalidad, se trata con matrices traspuestas, ya que de otro modo el usuario
deberia trasponer la matriz previamente, y ésta puede ser una operacién costosa por el ntimero de
accesos a memoria.

En resumen, las rutinas de BLAS se dividen en tres niveles, que deben su nombre al orden de
operaciones a realizar en cada uno:

» Nivel 1: Operaciones sobre vectores (nimero de operaciones de orden lineal).
» Nivel 2: Operaciones matriz-vector (nimero de operaciones de orden cuadratico).
» Nivel 3: Operaciones matriz-matriz (nimero de operaciones de orden cibico).

A nivel de prestaciones, el motivo de la diferenciacion entre niveles parte de la relacién entre el
numero de operaciones y el nimero de datos implicados. Esta ratio es crucial en las arquitecturas
con jerarquia de memoria, ya que si el niimero de operaciones es mayor que el de datos, es posible
realizar varias operaciones por cada acceso a memoria y, de esta forma, aumentar la productividad
en términos de operaciones aritméticas procesadas por unidad de tiempo. Por lo tanto, se definen
los niveles en funcién de la ratio entre el niimero de operaciones y el de datos implicados:

= Nivel 1: El nimero de operaciones y de datos crece linealmente con el tamano del problema.

= Nivel 2: El nimero de operaciones y de datos crece cuadraticamente con el tamano del pro-
blema.

= Nivel 3: El nimero de operaciones crece ctibicamente con el tamano del problema mientras
que el de datos lo hace cuadraticamente.

Mencién aparte merecen las versiones de BLAS paralelas para arquitecturas multihebra. Con
el fin de paralelizar los calculos y emplear eficientemente los recursos disponibles, estas bibliotecas
implementan un cédigo multihebra que distribuye las operaciones entre los distintos procesadores
de la arquitectura. En estas implementaciones es especialmente favorable el uso de rutinas del nivel
3, ya que la eficiencia en los otros dos niveles estd, si cabe, mas sesgada por la velocidad de la
memoria y no por la velocidad de célculo de los (multiples) procesadores.

Como los mismos autores subrayan respecto al paralelismo, las rutinas BLAS 3 basadas en el
calculo por bloques presentan dos ventajas:

= Distintos procesadores pueden operar con distintos bloques simultaneamente.

= Dentro de un bloque, las operaciones sobre distintos escalares o vectores pueden ejecutarse
simultaneamente.

Desde el punto de vista de las prestaciones, se puede concluir que:
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= Las prestaciones en los niveles 1 y 2 de BLAS estdan limitadas por la velocidad a la que la
memoria puede servir datos.

= El nivel 3 de BLAS es el més eficiente, puesto que por cada acceso a memoria se puede realizar
un mayor numero de operaciones, consiguiendo prestaciones cercanas a la velocidad pico del
procesador. Ademds, las rutinas BLAS 3 ofrecen mejores cualidades para su paralelizacién,
pudiendo obtener por lo tanto mejoras més significativas en arquitecturas multihebra.

1.2.2. Nucleos basicos utilizados en este trabajo

En este apartado se citan las rutinas de BLAS que constituyen los niicleos basicos de los algo-
ritmos que se presentan en este trabajo. Los nombres de las rutinas de BLAS estan formados por
entre cuatro y seis caracteres. Se fijé el niimero maximo de caracteres en seis para cumplir con la
especificacion Fortran 77 (las versiones més recientes de Fortran no tienen esta limitacién), siendo
el objetivo que el nombre incluya la mayor informaciéon posible sobre la rutina. En general, para
las rutinas de BLAS 2 y BLAS 3 estos nombres tienen la forma TMMOO, donde:

= T: indica el tipo de datos con los que trabaja la rutina; por ejemplo, S indica niimeros reales
de precision simple, mientras que D indica niimeros reales de precision doble.

» MM: indica la estructura de las matrices con las que opera la rutina (o la estructura de la
matriz més significativa); asi, GE indica matrices generales, SY indica una matriz simétrica y
TR indica una matriz triangular (existen otras estructuras de matrices pero no son de interés
en este trabajo).

= 00: indica la operacion que realiza la rutina.
Los ntcleos basicos de BLAS que aparecen en esta memoria son los siguientes:

» _GEMM (BLAS 3): Producto de matrices C':= AB + C, siendo A, B y C matrices generales
(sin ninguna estructura particular).

= _TRSM (BLAS 3): Resolucién de un sistema de ecuaciones del tipo TX = B o XT = B, siendo
X y B matrices generales, y T triangular.

= SYRK (BLAS 3): Actualizacién de rango k de una matriz simétrica C' := AAT + C, siendo C
una matriz simétrica y A general.

1.3. LAPACK

LAPACK [6] (Linear Algebra PACKage) es una biblioteca que ofrece rutinas para resolver
problemas fundamentales de dlgebra lineal, y que contiene el estado actual en métodos numéricos.
Mientras que BLAS resuelve las operaciones bésicas de algebra lineal, LAPACK resuelve problemas
mas complejos como, por ejemplo, sistemas de ecuaciones lineales, problemas de minimos cuadrados,
y problemas de valores propios y valores singulares.

LAPACK surgié como resultado de un proyecto iniciado a finales de la década de los 80. El
objetivo era obtener una biblioteca que comprendiera las funcionalidades de las bibliotecas EIS-
PACK [58] y LINPACK [22], y que ademds mejorara el rendimiento. Dichas bibliotecas, diseniadas
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en su dia para procesadores vectoriales, no ofrecen un rendimiento aceptable sobre los procesadores
de altas prestaciones actuales, con cauces segmentados y con una jerarquia de memoria multinivel.
El principal motivo de su ineficiencia es que, al estar basadas en operaciones de BLAS 1, no hacen
un uso éptimo de la jerarquia de memoria. A consecuencia de esto, sus rutinas pasan mas tiempo
moviendo datos a/desde memoria, que realizando las operaciones pertinentes. La acentuada dife-
rencia entre la velocidad de la memoria y del procesador hace que optimizar el nimero de accesos
a memoria, e incluso el patrén de acceso, sean cruciales para obtener cédigos eficientes [14].
El incremento de prestaciones obtenido por LAPACK se basa en:

= Incorporar los nuevos algoritmos surgidos desde las implementaciones de LINPACK y EIS-

PACK.

= Reestructurar los algoritmos para hacer un uso eficiente de BLAS (programacién por bloques).

Respecto a la incorporacién de nuevos algoritmos, practicamente se introdujeron mejoras en la
resolucién de todos los problemas de algebra lineal soportados por la biblioteca, siendo especialmen-
te relevantes las mejoras aplicadas a la resoluciéon de problemas de valores propios. Sin embargo,
la aportacion més importante de LAPACK fue la reestructuraciéon de los algoritmos para hacer un
uso eficiente de las rutinas BLAS, especialmente las del nivel 3, y obtener mejores prestaciones.
Con este fin, los algoritmos implementados por LAPACK fueron reestructurados para trabajar con
bloques [17, 27]. El uso de algoritmos basados en bloques permite que la mayor parte de las ope-
raciones sean realizadas por las rutinas mas eficientes de BLAS, y ademads incrementa las opciones
de paralelizar en dos sentidos: paralelizar cada operacién con bloques y realizar varias operaciones
con distintos bloques en paralelo [19].

La implementacién genérica de LAPACK es de libre acceso [48] e incluye programas de compro-
bacién y temporizaciéon. Algunos fabricantes de hardware han implementado versiones especificas
de LAPACK para sus arquitecturas, aunque habitualmente se trata de modificaciones menores,
como por ejemplo realizar un ajuste del tamano de bloque utilizado.

Para maquinas multiprocesador, LAPACK extrae el paralelismo invocando a una version para-
lela de BLAS. Es decir, las rutinas de LAPACK no incluyen ningtin tipo de paralelismo explicito
en su cédigo, sino que hacen uso de una implementacién paralela multihebra de BLAS.

1.3.1. LAPACK para la factorizacién de matrices

LAPACK incluye una serie de rutinas para la factorizaciéon de matrices, ademés de rutinas que
permiten resolver los sistemas obtenidos a partir de estas factorizaciones o estimar el nimero de
condicién de la matriz, entre otras. Como sucede en BLAS, el nombre de cada rutina LAPACK
trata de incluir en él la informacion relevante para el usuario. El formato utilizado es idéntico al
usado por BLAS: TMMOO, donde T indica el tipo de datos, MM indica la estructura de la matriz y
00 indica la operacién que realiza la rutina (puede tener hasta tres caracteres).

Las rutinas de LAPACK que realizan las factorizaciones de matrices densas son las siguientes:

= _POTRF: Algoritmo por bloques para calcular la factorizacién de Cholesky.

= _GETRF: Algoritmo por bloques para calcular la factorizaciéon LU con pivotamiento parcial de
filas.

= _GEQRF: Algoritmo por bloques para calcular la factorizacion QR.
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En los tres casos, la factorizaciéon de cada bloque diagonal/panel se realiza mediante la corres-
pondiente rutina basada en BLAS 2 (_POTF2 para la factorizacion de Cholesky, _.GETF2 para la
LU y _GEQR2 para la QR), mientras que los demds célculos se realizan, principalmente, mediante
llamadas a rutinas de BLAS 3.

1.4. 1libflame

libflame es la biblioteca que se ha obtenido como resultado del proyecto FLAME (Formal
Linear Algebra Methods Environment) [67]. El objetivo de este proyecto es el de transformar el
desarrollo de bibliotecas de algebra lineal densa, hasta ahora un arte reservado a expertos, en una
ciencia que pueda ser entendida también por noveles. El proyecto, ademdas de haber dado lugar
a la biblioteca 1ibflame, proporciona una nueva notacién para expresar algoritmos [10, 72|, una
metodologia para derivarlos de manera sistemética, una serie de APIs (interfaces de programacién
de aplicaciones) para generar c6digo a partir de los algoritmos, y herramientas para derivar e
implementar algoritmos de manera automatica, asi como para analizarlos.

1.4.1. Caracteristicas

A continuacién se enumeran algunas de las caracteristicas de 1ibflame:

= Los algoritmos implementados, elaborados mediante la metodologia de FLAME, se han ob-
tenido de manera sistematica, siguiendo unos principios rigurosos de derivacién formal. Estos
métodos se basan en teoremas fundamentales de las ciencias de la computacion, garantizan-
do asi que el algoritmo obtenido es correcto. Cabe destacar que FLAME utiliza una nueva
notacién, mas estilizada, para expresar algoritmos de algebra lineal basados en bucles. Esta
notacion se presenta mas adelante, en el Apartado 1.4.2.

= libflame estd basada en objetos. Se trabaja con estructuras de datos opacas que ocultan los
detalles de implementacién de las matrices y se proporcionan APIs basadas en objetos para
operar con estas estructuras. Esta abstraccion facilita la programacion sin utilizar indices en
los bucles ni en los operandos (vectores y matrices).

= Al igual que LAPACK, 1libflame proporciona implementaciones de las operaciones de alge-
bra lineal mas habituales. Las rutinas de libflame son funcionalmente analogas a las que
se encuentran en BLAS y en LAPACK. Sin embargo, a diferencia de LAPACK, libflame
proporciona una infraestructura para construir cédigos de dlgebra lineal a medida [?]. Este
entorno es mas ttil, ya que permite al usuario prototipar de manera rapida una solucién de
algebra lineal para una aplicaciéon concreta.

= Las rutinas de 1ibflame obtienen, a menudo, mejores prestaciones que las rutinas equivalentes
de LAPACK [52]. Muchas veces esto sucede porque libflame dispone de todas las variantes
(algoritmos) de cada operacion, por lo que el usuario puede elegir aquella que es més apropiada
en cada situacién [11]. 1libflame depende de la presencia de un nicleo de rutinas escalares
(no orientadas a bloques) altamente optimizadas, para resolver los pequenios subproblemas
que aparecen en los cédigos FLAME.
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= Para extraer el maximo nivel de paralelismo en sistemas con memoria compartida, 1ibflame
cuenta con un sistema denominado SuperMatriz que, en tiempo de ejecucion, detecta y anali-
za las dependencias de datos en los algoritmos por bloques de FLAME [16]. Una vez conocidas
estas dependencias, el sistema planifica la ejecucién simultdnea de operaciones sobre bloques
independientes a hebras de ejecucién. A diferencia de 1ibflame, LAPACK consigue el pa-
ralelismo enlazando con implementaciones de BLAS multihebra. Este paralelismo es de maés
bajo nivel y presenta importantes limitaciones en cuanto a eficiencia y escalabilidad, cuan-
do se trata de problemas con matrices pequenas o medianas. En cambio, con 1libflame el
paralelismo es de mayor nivel, proporcionando mejores prestaciones que LAPACK [52].

= El almacenamiento de matrices por bloques permite obtener mejores prestaciones debido a
que se incrementa la localidad espacial. 1ibflame no representa las matrices como un vec-
tor, en el que la matriz se almacena fisicamente por columnas/filas, sino que el esquema de
almacenamiento estd codificado dentro del objeto. Internamente, los elementos hacen refe-
rencia a otros objetos que representan a submatrices (bloques), posibilitando el uso de un
almacenamiento jerarquico.

= 1libflame proporciona una API para programar algoritmos por bloques denominada FLASH.
Los algoritmos por bloques trabajan sobre matrices que son potencialmente jerarquicas, y
que son referenciadas y/o almacenadas como submatrices. FLASH contiene completamente
implementado el nivel 3 de BLAS, en el que basa la mayor parte de sus operaciones, y
proporciona ademds una serie de rutinas de servicio para la gestién de matrices (creacién y
destruccidn, inicializacién de contenidos, etc.).

= 1libflame incorpora una estructura de control para especificar de manera sencilla una ejecu-
cion algoritmica multinivel. La estructura codifica la eleccién de la variante y el tamano de
bloque para cada subproblema, haciendo posible ejecutar cualquier algoritmo por bloques,
secuencial o paralelo, con recursion de nivel arbitrario sin cambiar el cédigo del algoritmo.

= Cada distribucién de libflame estd integrada en un paquete con un sistema de instalacion
muy robusto y que sigue los estandares de GNU.

= libflame ofrece compatibilidad con LAPACK mediante un conjunto de rutinas que mapean
las llamadas a rutinas de LAPACK con sus correspondientes implementaciones de 1ibflame.

En resumen, libflame es actualmente una biblioteca muy profesional, completada con herra-
mientas ttiles de desarrollo y apoyo a la ejecuciéon, por lo que ha sido escogida como base para los
desarrollos de este trabajo.

1.4.2. Metodologia de derivacién formal de algoritmos y notacion FLAME

En la programacién por objetivos se comienza con una formalizaciéon de lo que se debe calcular,
es decir, el objetivo, y a partir de él, se desarrolla de manera sistematica un programa que imple-
mente dicho objetivo. Del mismo modo, en la metodologia propuesta en el proyecto FLAME, se
comienza especificando la operacién para la que hay que implementar un algoritmo. A partir de
la especificacién, se van determinando predicados (asertos) de manera sistemdtica, y se insertan
en el algoritmo antes de anadir las instrucciones que realizan los cdlculos. Estas instrucciones se
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Algorithm: A := LU_BLK(A)

Algorithm: A := LU_UNB(A) Partition
Partition A Arp | ATr
Arp | ATr AL |ABR
A — .
AprVAsr where Arp is0x0
where A7z is 0x0 while n(Arr) <n(A) do
while n(Arr) <n(A) do Determine block size b
Repartition
s Aoo | Aot | Aoz
Repartition B B Arp | Arg N
Arp | Arn ;0 ao1 22 v 10| A11 | A2
= = —| afy Jear|aly Ao | A21 | A2
BL|“BR Aoo a2 | Ao where A1 is bxb
where «7; is a scalar
A o= LU_UNB(AH)
a1 = ag1 /a1 Aoy = AQITRIU(AII)_l
Aoy := Aso — azia’l Az = TRILU(A11) ' A1z
Ago := Ago — A1 Ara
Continue with
Ari VArr Ago ao1 Af Continue with
a a1 —| aip|a11]ais A A Aoo | Ao1 | Aoz
BL|ABR | 3
Azo|az21 | A22 <ATL ATR>H Ao |A11 | A12
endwhile BL BR A20 A21 A22

endwhile

Figura 1.1: Algoritmo escalar (izquierda) y por bloques (derecha) para calcular la factorizacion LU en
notacién FLAME. TRIU(A11) devuelve la matriz triangular superior que se almacena en A1 y TRILU(A11)
devuelve la matriz triangular inferior que se almacena en Aj1, poniendo a unos la diagonal.

insertardan después, de manera que hagan verdaderos los predicados en los puntos indicados. De
este modo, se desarrolla el algoritmo a la vez que se realiza la prueba de su correccién.

Los predicados expresan de manera natural el estado en el que deben estar las variables en un
punto dado del algoritmo. Ya que los algoritmos de cédlculo matricial conllevan el uso de bucles,
para desarrollarlos se debe expresar el estado de las variables que son actualizadas en el cuerpo
del bucle antes y después de cada iteracién. Para ello se establece el invariante del bucle, que es
un predicado que se cumple justo antes de entrar en el bucle y, en cada iteracion, antes y después
del cuerpo del bucle. El invariante es la clave para probar la correccién del bucle y se identifica de
manera sistemadtica a partir de la postcondicion, que es la especificacion del calculo a realizar.

Los algoritmos desarrollados con esta metodologia de derivacion formal se expresan mediante
la notacién desarrollada en el proyecto FLAME, que destaca por su concrecion, regularidad y
simplicidad. La Figura 1.1 (izquierda) muestra un algoritmo en notacién FLAME para el célculo
de la descomposicién de una matriz A en el producto de dos factores triangulares, A = LU, con L
triangular inferior unidad y U triangular superior. En este algoritmo, los elementos de las matrices
resultado L y U sobreescriben a los elementos de A, a excepcién de los elementos de la diagonal
principal de la matriz L, que no son almacenados ya que todos ellos tienen el valor 1.
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Figura 1.2: Particionado aplicado a la matriz A durante el algoritmo LU_UNB de la Figura 1.1.
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En el algoritmo inicialmente se particiona A en cuatro bloques: Arr, Argr, Apr v Apr (parti-
cionado 2 x 2), siendo el primero de tamano 0 x 0. De este modo, al inicio de la primera iteracién
del bucle, el bloque Aggr esta formado por todos los elementos de A.

En cada iteracién, el bloque Apg se divide, tal y como se muestra en la Figura 1.2, en otros
cuatro bloques: a1, asq, a}; y Aso, pasando de un particionado 2 x 2 a un particionado 3 x 3. Los
elementos de los factores L y U correspondientes a los tres primeros de estos bloques son calculados
durante la presente iteraciéon (aq; y a}; no cambian), mientras que Ayy es actualizado respecto a
ellos. Al finalizar la iteracién actual, se recupera el particionado 2 x 2 sobre la matriz, quedando el
bloque Appr formado unicamente por los elementos de Ass. De esta forma, en la siguiente iteracién
las operaciones sobre la matriz se aplican de nuevo sobre el bloque Agg recién definido.

El algoritmo termina cuando el bloque Apg es de dimensién 0 x 0, es decir, cuando el ntmero
de columnas del bloque Ary, coincide con el ntimero de columnas de la matriz A. En este sentido,
el bucle del algoritmo se repite mientras n(Ary) < n(A), donde n(-) denota el niimero de columnas
de una matriz (o el nimero de elementos de un vector fila). Andlogamente, m(-) se utilizara para
denotar el nimero de filas de una matriz (o el nimero de elementos de un vector columna).

La Figura 1.1 (derecha) muestra un algoritmo por bloques para el cédlculo de la misma operacion,
la factorizacién LU. El funcionamiento de este tipo de algoritmos, que son clave para la obtencién
de prestaciones elevadas en las arquitecturas actuales, es facilmente ilustrado mediante la misma
notacién, en la que sélo es necesario incluir un parametro mas: el tamano de bloque algoritmico.
Este es un valor escalar que determina el tamano de los bloques con los que se opera en el algoritmo
y, siguiendo la practica habitual, se usara la letra b para denotarlo.

La notaciéon FLAME es 1til ya que permite expresar los algoritmos con un alto nivel de abs-
traccion. Estos algoritmos deben después plasmarse en una rutina o implementacion, con un mayor
nivel de concrecién. Asi, por ejemplo, en los algoritmos de la Figura 1.1 no se indica el modo en
que se realizan las operaciones que forman el cuerpo de los bucles. Una rutina que, por ejemplo,
ejecutase la operacién ag; := ag; /a1 mediante una llamada a la rutina _SCAL de BLAS 1 y otra
rutina que calculase este escalado mediante un simple bucle que recorriese los elementos del vector
as1, pese a ser diferentes, responderian al mismo algoritmo. Por lo tanto, es importante distinguir
entre algoritmo y rutina o implementacion.

1.4.3. Interfaces de programacion de aplicaciones

En el marco del proyecto FLAME se han desarrollado una serie de APIs para ayudar a simplificar
la tarea de programar, documentar y mantener familias de algoritmos para un amplio espectro de
operaciones de dlgebra lineal. Algunos ejemplos de estas APIs son:

= FLAMEQIlab: API para el lenguaje M-script de Matlab.

» FLAME/C: API para el lenguaje C.

» PLAPACK2e: Extensién para FLAME del paquete PLAPACK (memoria distribuida).
s FIXTEX: Conjunto de 6rdenes para escribir algoritmos de FLAME en KXTEX.

A continuacién se describe brevemente la API desarrollada para el lenguaje C, FLAME/C, que
se ha utilizado en este trabajo.
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= El tipo de datos de FLAME para almacenar operandos es FLA Obj, ya sean escalares, vectores
o matrices. Toda la informacion sobre el operando se encuentra encapsulada en el objeto: tipo
de datos de los elementos, tamafio y dimensién principal, entre otros. Ademas, el objeto posee
un puntero al buffer donde se almacenan los elementos en memoria.

s FLA_Init() y FLA_Finalize () inicializan y finalizan, respectivamente, el uso de la API.

= Larutina FLA_Obj_create inicializa un objeto que describe una matriz, un vector o un escalar,
y crea su espacio de almacenamiento. Hay una rutina equivalente que inicializa un objeto sin
espacio de almacenamiento, espacio que se puede anadir mas tarde mediante otra rutina. La
memoria asociada a los objetos se libera mediante la rutina FLA_Obj_free. También es posible
crear un objeto cuyas caracteristicas sean las mismas que las de otro objeto existente.

Tanto escalares como vectores se definen como casos especiales de matrices. Asi, un escalar es
una matriz 1 x 1, un vector fila es una matriz 1 X n y un vector columna es una matriz n x 1.

= Hay una serie de rutinas que permiten obtener informacién sobre las caracteristicas de un
objeto FLA_Obj. FLA_Obj_datatype devuelve el tipo de datos de los elementos de un objeto,
FLA Obj_length devuelve el niimero de filas, FLA_Obj_width devuelve el niimero de columnas,
FLA Obj_buffer devuelve un puntero al espacio de almacenamiento donde se encuentran
los datos, y FLA_Obj_1dim devuelve la dimensién principal (para matrices almacenadas por
columnas, es el nimero de elementos entre dos posiciones consecutivas en la misma fila).

= El particionado y reparticionado de los datos que se lleva a cabo en los algoritmos desarro-
llados mediante la metodologia de FLAME se realiza mediante las rutinas FLA Part_2x2 y
FLA Repart_from 2x2 to_3x3. La rutina FLA Cont_with 3x3_to_2x2 permite avanzar en la
matriz, recuperando el particionado 2 x 2. Existen rutinas equivalentes a las anteriores para
realizar particionados horizontales y verticales sobre matrices y también vectores.

= El conjunto de rutinas que implementan las operaciones de algebra lineal contiene una serie
de operaciones generales como las de BLAS que permiten operar con escalares, vectores o
matrices. Dos sencillos ejemplos son FLA _Copy y FLA_Swap, que pueden usarse para copiar el
contenido de un objeto en otro objeto e intercambiar el contenido de dos objetos, respecti-
vamente, ya sean escalares, vectores o matrices. Ademads, 1ibflame proporciona una serie de
rutinas no incluidas en BLAS como las factorizaciones LU, Cholesky y QR, y las respectivas
rutinas para la resolucion de los sistemas lineales asociados.

= Los tipos de datos de los elementos son FLA_INT, FLA_DOUBLE, FLA_FLOAT, FLA_DOUBLE_COMPLEX
y FLA_COMPLEX.

La Figura 1.3 (izquierda) muestra la implementacién, mediante FLAME/C, del algoritmo de la
Figura 1.1 (derecha). A su lado se muestra un programa de ejemplo que, tras crear e inicializar la
matriz, llama a la rutina especificada para calcular su factorizacion LU.

El proyecto FLAME proporciona un generador de cédigo denominado Spark [70]. A partir de un
algoritmo disenado mediante el proceso de derivacién formal FLAME esta herramienta web genera
el esqueleto de la funcién correspondiente al algoritmo, en el lenguaje de la API que se especifique:
FLAME@lab, FLAME/C, PLAPACK2e o FIXTEX. El esqueleto contiene todas las operaciones
de particionado y reparticionado de los operandos, de modo que el programador tan solo debe
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#include "FLAME.h"

FLA_Error LU_unb( FLA_Obj A )

{
FLA_Obj ATL, ATR, A00, a0l1, A02,
ABL, ABR, al0t, alphall, al2t,
A20, a21, A22;
FLA_Part_2x2( A, &ATL, &ATR,
&ABL, &ABR, 0, 0, FLA_TL );

while ( FLA_Obj_length( ATL ) < FLA_Obj_length( A ) ){

FLA_Repart_2x2_to_3x3(
ATL, /**/ ATR, &A0O, /*x/ &al1, &A02,
/% kkkkkskkokkkkkk k) [k kkskokkkkkRRRKkKKFKKKKKFKKkKK KK K/
%&alOt, /*x/ &alphall, &al2t,

ABL, /x%/ ABR, gA20, /x*/ &a21, ©A22,
1, 1, FLA_BR );
/* --- -—- */
/* a21 := a21 / alphall; */
FLA_Inv_scal( alphail, a21 );
/* A22 := A22 - a2l * al2t; *x/
FLA_Ger( FLA_MINUS_ONE, a21, al2t, A22 );
/* -—= -—- */
FLA_Cont_with_3x3_to_2x2(
&ATL, /**/ &ATR, A00, aOl1, /*x/ A02,

alOt, alphall, /**/ al2t,
/x kkskokskokkokkokkokkokkokkok ok ok ok ok k /
A20, a21, /*x/ A22,

/% skokskkskskokokskkkkokk ok /
&ABL, /**/ &ABR,
FLA_TL );

¥

return FLA_SUCCESS;
¥

#include "FLAME.h"

void main()

{

FLA_Obj A;
int n;

FLA_Init( );
printf( "Dimensién de la
matriz (n):" );

scanf( "%d", &n );

FLA_Obj_create( FLA_DOUBLE,
n, n, &A );

fill_matrix( A );
LU_unb( A );

FLA_Obj_show( "A = [", A,
"%]_f" s n] n ) ;

FLA_Obj_free( &A );

FLA_Finalize( );

Figura 1.3: Ejemplo de uso de la API FLAME/C para implementar el algoritmo LU_UNB de la Figura 1.1
que calcula la factorizacién LU de una matriz (izquierda) y un programa que utiliza la rutina implementada
(derecha).
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especificar las operaciones de célculo (son, por ejemplo, las operaciones que se encuentran entre las
dos lineas de comentario que contienen guiones en la funcién LU_unb de la Figura 1.3).

1.5. Algoritmos OO0C

Cuando las estructuras de datos con las que debe trabajar un algoritmo son demasiado grandes
para caber en la memoria, una posible solucién es hacer uso del almacenamiento en disco. El acceso
a disco es lento, por lo que para mantener el rendimiento se debe intentar que el acceso a los
datos se circunscriba a bloques grandes y contiguos, y se reutilicen los datos cargados en memoria
tanto como sea posible. Los algoritmos que se disenan para obtener buenas prestaciones cuando sus
estructuras de datos estdn almacenadas en disco se conocen como algoritmos out-of-core (OOC).

La necesidad de resolver problemas de dlgebra lineal mediante algoritmos OOC queda patente
por la multitud de trabajos que se han publicado al respecto en los tltimos anos. Toledo [63] ha
realizado un estudio de los algoritmos OOC que aparecen en dichos trabajos, identificando dos
técnicas de diseno que se presentan en el siguiente apartado. Basandonos en su trabajo, mostramos
también un resumen de las distintas maneras en que se realiza el andlisis de los algoritmos OOC, y
recogemos dos de sus reflexiones; la primera en cuanto a la dependencia de la arquitectura de estos
algoritmos, y la segunda respecto a la conveniencia de utilizar abstracciones a la hora de disenar
algoritmos OOC.

1.5.1. Técnicas de diseno

Toledo clasifica en dos grupos los algoritmos OOC que aparecen en la literatura, diferenciando
asi dos técnicas de diseno. En la primera técnica, denominadada de particionado, se planifican
las operaciones de modo que la ejecucion OOC sea eficiente. La segunda técnica, denominada de
transformacion del flujo de datos, consiste en modificar el algoritmo, de manera que cambie el flujo
de datos a un modo en que se pueda conseguir una ejecucion eficiente.

Un ejemplo de ambas técnicas se puede ilustrar con un problema sencillo como es el producto
de matrices. Un algoritmo tradicional para el producto de matrices C' := A - B, expresado en la
notacién M-script de Matlab, es el que consta de tres bucles anidados:

function [ C ] = gemm(n, A, B, C)
for i = 1:n
for j = 1:n
C(i,j) = 0;
for k = 1:n
C(i,j) = C(i,j) + A(i,k) * B(k,j);
end
end
end

Para hacer una estimacién del nimero de accesos a elementos en disco que realiza este algoritmo,
vamos a suponer que en la memoria principal cabe menos de la mitad de una matriz. Si M es el
tamaifio de la memoria, estamos suponiendo pues que M < n?/2. Puesto que en cada iteracién del
bucle exterior se accede a todos los elementos de B y, a lo sumo, sélo la mitad de ellos pueden



18 1.5. ALGORITMOS 00C

permanecer en memoria, al menos la otra mitad se debera leer en cada iteracién, por lo que el
nimero de accesos a elementos en disco serd, como minimo, n - n?/2 = n3/2 (cota inferior). Por
otra parte, la cota superior de este nimero de accesos serd 4n® (tres lecturas y una escritura en
cada iteracién del bucle interior). En cualquier caso, el nimero de accesos a disco es del mismo
orden que el ntimero de operaciones, O(n?).

Un algoritmo OOC disenado siguiendo la técnica del particionado consigue ahorrar accesos a
disco, reduciendo este nimero para el producto de matrices a O(n?/ VM ). Para ello, se deben
considerar las matrices particionadas en bloques de tamano b = /M/3, de modo que en cada
momento sea posible almacenar en memoria un bloque de cada una de las tres matrices a la vez.
Suponiendo, por simplicidad, que b es miltiplo de n, el algoritmo queda como sigue:

function [ C ] = gemm_blk( n, b, A, B, C)
for i = 1:b:n
for j = 1:b:n
C(i:i+b-1,j:j+b-1) = 0;
for k = 1:b:n
C(i:i+b-1,j:j+b-1) = C(i:i+b-1,j:j+b-1) + ...
gemm( b, A(i:i+b-1,k:k+b-1),
B(k:k+b-1,j:j+b-1),
C(i:i+b-1,j:j+b-1) );
end
end
end

De este modo, el cuerpo del bucle interior accede a 3b> = M elementos, que permanecen en
memoria mientras se realizan 2b° operaciones aritméticas con ellos, por lo que si b es suficientemente
grande, puede ocultarse la latencia del disco. El niimero de elementos accedidos en disco con este
algoritmo estara acotado por el nimero de transferencias realizadas en el cuerpo del bucle interior
multiplicado por el nimero de veces que se ejecuta: M - (n/b)? = O(n®/v/M). En resumen, en la
técnica de particionado se planifican las operaciones de modo que el acceso sea mas eficiente.

Entre los algoritmos de particionado que operan con matrices densas, se pueden distinguir
distintos modos de realizar las particiones. Asi, encontramos particiones por submatrices (bloques),
particiones por paneles (bloques de columnas) y particiones recursivas. Ademds, un mismo tipo de
particién puede dar lugar a diversos algoritmos. Por ejemplo, el primer algoritmo de particionado
para calcular la factorizacién LU con pivotamiento parcial, que data de 1960 [9], trabaja sobre
paneles y estd orientado hacia la derecha (tras factorizar un nuevo bloque de columnas, se actualizan
los bloques de columnas que quedan a su derecha, como sucedia en el algoritmo de la Figura 1.1). Sin
embargo, el algoritmo OOC mas utilizado hoy en dia para la factorizacién LU, que fue propuesto en
1981 [18], también trabaja sobre paneles, pero estd orientado hacia la izquierda (antes de calcular
un bloque de columnas, éste es actualizado respecto a los bloques de columnas ya calculados a su
izquierda). En consecuencia, realiza el mismo nimero de lecturas que el orientado hacia la derecha,
pero menos escrituras.

Por otro lado, para obtener un algoritmo OOC con la técnica de transformacién del flujo de
datos para el producto de matrices, se deberia partir de un algoritmo fundamentalmente diferente
(por ejemplo, el algoritmo de Strassen) que es posible que requiera un menor nimero de accesos a
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disco. En ocasiones, los algoritmos de transformacion del flujo de datos requieren més calculos; en
otras ocasiones, son algoritmos con peores condiciones numéricas.

Ambas técnicas de diseno se llevan usando desde principios de la década de los afios 50. Sin
embargo, la técnica del particionado dejé de emplearse durante los anos 70, en parte porque se
pensaba que los algoritmos de particionado requerian que los datos se almacenaran por bloques, en
tanto que los compiladores disponian los elementos de las matrices por columnas o por filas. Hay
algunos trabajos de la época en los que se presentan algoritmos por columnas, y se subestiman los
algoritmos por bloques argumentando que no son buenos para Fortran. Ademads, en aquella época,
la disparidad de rendimiento entre la memoria RAM y el disco todavia no era tan significativa,
por lo que el alto nivel de reutilizacién de datos de los algoritmos de particionado tampoco parecia
necesario.

1.5.2. Analisis de los algoritmos

Toledo encuentra que en la literatura aparecen cuatro formas distintas analizar la E/S (enten-
dido, en nuestro caso, como el acceso a disco) y el nivel de reutilizacién de datos. Una primera
forma que se propone consiste en contar el nimero exacto de lecturas y escrituras. Sin embargo,
ésta la forma mads tediosa de hacerlo y dificilmente predice el impacto de la E/S en el tiempo de
ejecucién, ya que el tiempo que cuesta servir una peticién de E/S depende de muchos factores: el
tamano de la peticién, si los datos son o no son precargados (prefetch), si las peticiones acceden
a los datos secuencialmente, etc. En definitiva, el conteo de las operaciones de E/S no parece dar
una estimacion precisa de su impacto sobre el tiempo de ejecucion.

Un segundo modo de realizar el andlisis consiste en obtener el nimero asintético de operaciones
de E/S, aunque puede suceder que esta medida no sea ttil para comparar algoritmos. Esta afir-
macién parte de la suposicién de que la memoria es, como minimo, 1/1.000 el tamano del disco.
Asi, suponiendo un tamano de problema n =1.000.000, la memoria puede almacenar O(y/n) datos
in-core. Por ejemplo, en la transformada rapida de Fourier, el niimero asintético de operaciones de
E/S es O(nlogn/log M), que se reduce a O(n) ya que logn/log M < 2, por lo que se concluye que
esta medida no es de utilidad para comparar con un algoritmo que sélo realiza O(n) operaciones
de E/S.

Otro modo de realizar el analisis de los algoritmos OOC es utilizar una serie de primitivas, como
el nimero de pasadas que se realizan sobre los datos o el niimero de trasposiciones de matrices que
se han de realizar en disco. De este modo, es posible realizar comparaciones afirmando, por ejemplo,
que un determinado algoritmo realiza dos pasadas sobre los datos y la trasposiciéon de una matriz.
En la practica parecen mas tutiles este tipo de afirmaciones que el uso de expresiones asintoticas.

Una tltima forma de analizar y comparar algoritmos, que se utiliza con frecuencia en opera-
ciones sobre matrices densas, es la fraccion de nivel 8 del algoritmo: la fraccién de operaciones
aritméticas que se pueden realizar en términos de operaciones matriz-matriz (productos de ma-
trices, factorizaciones y resoluciones de sistemas triangulares). Esta medida se utiliza porque las
operaciones de nivel 3 se pueden planificar con un alto nivel de reutilizaciéon de datos y, por lo tanto,
un algoritmo con una fraccién alta de nivel 3 muy probablemente ofrecera un buen rendimiento en
un computador con cachés o como algoritmo OOC. El problema es que se mide la fraccion del tra-
bajo en que se puede disfrutar de una reutilizacién de datos, pero no se predice cudnta reutilizacién
de datos se puede alcanzar realmente. En la literatura se encuentran algoritmos que tienen una
fraccion alta de nivel 3, pero en los que las operaciones matriz-matriz tienen una baja reutilizacién
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de datos, por lo que se considera que estos algoritmos no seran eficientes cuando se ejecuten OOC.
Por otra parte, la fraccién de nivel 3 suele ser un buen indicador de las prestaciones de la caché,
porque incluso un modesto nivel de reutilizaciéon de datos es suficiente para reducir la tasa de fallos
de caché de manera significativa en muchos computadores (aunque esto estd cambiando porque la
penalizacién por fallo de caché ha aumentado significativamente en los dltimos anos).

1.5.3. Dependencia de la arquitectura

Los sistemas de memoria de los computadores actuales tienen una profunda jerarquia de me-
morias: registros, dos o tres niveles de caché, la memoria principal y los discos. En general se
cumple que los algoritmos que han sido disenados para explotar un nivel de la jerarquia de me-
moria, pueden ser también validos para explotar los otros niveles, como el disco, dando lugar a
algoritmos OOC eficientes. Sin embargo, esto no siempre es asi, ya que la ratio entre el ancho de
banda memoria/disco es bastante diferente de la ratio entre el ancho de banda caché/memoria, de
manera que algunos algoritmos que explotan bien la caché no son eficientes como algoritmos OOC.
Y, del mismo modo, algoritmos OOC eficientes dejan de serlo al trabajar in-core. Por ejemplo, un
algoritmo obtenido mediante la técnica de transformacién del flujo de datos puede realizar mas
trabajo pero ofrecer un mayor nivel de reutilizacion de datos, resultando ser un buen algoritmo
OOC. En cambio, este mismo algoritmo puede resultar ineficiente in-core, porque lo que se gana
usando la caché de manera eficiente, es un factor menor frente a la pérdida de eficiencia debido al
trabajo extra realizado. Sin embargo, no se debe perder de vista el hecho de que la ratio entre el
ancho de banda caché/memoria estd aumentando, por lo que cada vez hay menos diferencia entre
los algoritmos que explotan los primeros niveles de la jerarquia de memorias y los algoritmos OOC.

Por otra parte, los algoritmos que son eficientes en memoria distribuida no necesariamente se
traducen bien en algoritmos OOC. Un ejemplo de ello son los algoritmos iterativos para resolver
sistemas lineales. Muchos de estos algoritmos pueden explotar un gran nimero de procesadores y
pueden organizarse para que la cantidad de comunicacién interprocesador sea asintoticamente me-
nor que la cantidad de trabajo. Esta alta ratio cémputos/comunicaciones garantiza que el algoritmo
se ejecute eficientemente incluso cuando las comunicaciones son lentas. Aunque las comunicaciones
con disco son también lentas, la gran diferencia entre estos dos entornos es que en memoria distri-
buida los datos no locales también estén siendo actualizados (por otro procesador), mientras que
en OOC no es asf.

1.5.4. Abstracciones

Toledo afirma que las abstracciones resultan muy utiles cuando se trata de disenar algoritmos
0O0C, ya que ayudan a descubrir, comprender e implementar planificaciones complejas, que permi-
ten que los algoritmos se ejecuten eficientemente y en paralelo. Cuando se trata de algoritmos para
matrices densas, se utilizan con frecuencia los algoritmos orientados a bloques. Cuando se trata
de la transformada rapida de Fourier, los algoritmos OOC se expresan en funciéon de multiples
transformadas sobre conjuntos de datos més pequenos y de una permutacion estructurada.

Las planificaciones para la factorizacion de matrices dispersas se suelen expresar y generar
utilizando arboles de eliminacion, que son representaciones compactas de los grafos de flujo de
datos de los algoritmos, que representan dependencias entre filas y /o columnas.

Hay otras abstracciones que no son tan populares, pero que también aparecen en la literatura,
como la recursiéon. En principio esta técnica ha sido poco utilizada en el diseno de algoritmos
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numéricos porque Fortran no la soportaba hasta hace poco tiempo y este lenguaje ha sido la base
durante muchos anos del desarrollo de bibliotecas numéricas. Sin embargo, Toledo muestra [62] una
planificacion recursiva de la factorizacién LU densa con pivotamiento parcial que es méas eficiente
que la planificacién orientada a bloques. También se ha aplicado la recursién a otros problemas
sobre matrices densas y para describir permutaciones en términos de operaciones matriciales sobre
indices.

1.5.5. Algoritmos OOC para la resolucion de sistemas lineales densos

Los métodos directos para la resolucién de sistemas lineales densos del tipo Az = b (o del
tipo A X = B, es decir, con multiples vectores de términos independientes y soluciones) requieren
un paso previo de factorizacién de la matriz de coeficientes A. La factorizacion de Cholesky es el
método cominmente utilizado para resolver sistemas lineales en los que la matriz A es simétrica
y definida positiva. La factorizacién LU juega el mismo papel en sistemas lineales en los que la
matriz A no presenta ninguna estructura particular. Por otra parte, la factorizacion QR se utiliza
para sistemas lineales sobredeterminados.

Cuando se utiliza una implementacién optimizada de LAPACK para realizar estas factorizacio-
nes, como por ejemplo la de MKL, y la matriz del sistema no cabe en la memoria RAM, el sistema
operativo hace uso de la memoria virtual, siendo ésta una primera solucién para obtener algoritmos
OOC. Sin embargo, el uso de la memoria virtual hace que, habitualmente, las prestaciones caigan
de manera dréstica, pues el gestor de la memoria virtual tiene como unidad bésica de gestién la
pagina, que en general no concuerda con el tamano del bloque ni estd alineada con éste, y ademas,
en general, no es capaz de predecir el patrén de accesos que genera la aplicacion.

En consecuencia, en estos anos se han desarrollado diversas implementaciones OOC de estas
factorizaciones que se revisan brevemente a continuacion.

ScaLAPACK, una extensién paralela de LAPACK, proporciona una implementacién OOC para
arquitecturas paralelas con memoria distribuida de las tres factorizaciones [20]. Las rutinas OOC
de ScaLAPACK particionan las matrices en paneles (también denominados slabs), por lo que in-
herentemente no son escalables: conforme aumenta el tamano de la matriz a factorizar, el tamano
del panel que cabe en memoria es cada vez mas estrecho, lo que afecta negativamente a las pres-
taciones de los ntcleos computacionales que se utilizan para realizar los calculos una vez el panel
estd en memoria. Es precisamente el estrechamiento del panel el que imposibilita el uso de rutinas
de BLAS 3 y determina la falta de escalabilidad de esta aproximacién.

SOLAR [64] es una biblioteca portable de rutinas de &lgebra lineal para OOC, que se ofrece
como una extensién de LAPACK y ScalLAPACK. Esta biblioteca utiliza las rutinas de ScaLAPACK
para las operaciones que tienen lugar in-core y proporciona una capa para manejar la E/S. Esta
capa permite conseguir mejores prestaciones, gracias a que utiliza un modo de almacenamiento
distinto para las matrices en disco del que se utiliza en ScaLAPACK para las matrices en memoria.

Otra extensién para OOC es la que proporciona la biblioteca de paso de mensajes para ope-
raciones de élgebra lineal PLAPACK [71], denominada POOCLAPACK [53]. Esta extensién se ha
utilizado para realizar una implementacién OOC para las factorizaciones de Cholesky y QR [35].

Todas las implementaciones citadas anteriormente corresponden a algoritmos cuya formulacién
se basa en bucles. Otro tipo de formulacién para los algoritmos de dlgebra lineal es la recursiva.
Elmroth et al. [29] repasan los ultimos avances realizados aplicando el paradigma de la recursién a
la computacién matricial densa. Un argumento a favor de la formulacién recursiva es que mejora la
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localidad de referencia, ya que si en las implementaciones in-core hay menos fallos de linea, entonces
en las implementaciones OOC habrd menos E/S. El uso de la recursién ha llevado a utilizar nuevas
estructuras de datos hibridas (recursivas, jerarquicas) que pueden encajar mejor con este tipo de
algoritmos [5, 44, 29, 4]

Para el caso disperso, existen varios trabajos sobre implementaciones OOC para la factorizaciéon
de Cholesky y la factorizacién LU [54, 31, 55, 3]. Y en cuanto a matrices complejas, Béreux [15]
realiza una comparacion de varias implementaciones OOC secuenciales para la factorizacién de
Cholesky. Las implementaciones corresponden a algoritmos basados en bucles [35] y algoritmos
recursivos [64], presentando estos ultimos peores prestaciones que los primeros.

1.6. Computadores actuales

En esta seccion se repasan brevemente las caracteristicas de las arquitecturas de computadores
actuales que han sido utilizadas para evaluar los algoritmos OOC disenados e implementados en
esta tesis.

1.6.1. Multiprocesadores

Los multiprocesadores con memoria compartida (o simplemente multiprocesadores) son plata-
formas compuestas por varios procesadores completos que disponen de una memoria comun acce-
sible mediante instrucciones hardware (en cédigo maquina). Existen dos posibilidades en cuanto a
la forma en que se realiza el acceso a la memoria en estas plataformas:

» SMP (Symmetric Multiprocessor): El coste de acceso a cualquier posicién de la memoria es
uniforme.

» NUMA (Non-Uniform Memory Access): La memoria estd fisicamente distribuida entre los
procesadores, de modo que cada procesador dispone de una memoria local de acceso més
rapido que el acceso a la memoria local de otro procesador.

Debido a la simplicidad del principio en el que estdan fundamentados (replicacién completa
de procesadores), los multiprocesadores fueron una de las primeras arquitecturas paralelas que se
diseniaron. La facilidad de su programacion, basada en el paradigma de variables compartidas (habi-
tualmente, accesible mediante hebras de ejecucién o herramientas de alto nivel para la paralelizacién
de bucles), hace prever que seguirdn siendo una plataforma paralela vélida en los préximos anos.
La principal critica que se hace a los multiprocesadores es su escasa escalabilidad desde el punto
de vista hardware. A medida que aumenta el nimero de procesadores, la memoria en el caso de los
SMP o la red de interconexién en las arquitecturas NUMA, se transforman en un cuello de botella.
Sin embargo, el nimero de procesadores que pueden soportar eficientemente estas plataformas es
mas que suficiente para muchas aplicaciones.

1.6.2. Procesadores multintcleo

Los procesadores multinticleo (multicore processors o chip multiprocessors) incluyen en un sélo
chip varias unidades de proceso independientes, denominadas nicleos (cores). Cada nicleo es una
unidad operacional completa, es decir, puede ser un procesador con técnicas sofisticadas de pa-
ralelismo y/o segmentacién. Los problemas de disipacién de calor y de consumo de energia de la
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tecnologia actual provocaron que, a partir de 2005, los principales fabricantes de procesadores co-
menzaran a incorporar disefios multinicleo para seguir transformando las mejoras en la escala de
integracién dictadas por la ley de Moore, en un mayor rendimiento de sus productos.

En la actualidad, los procesadores multiniicleo incluyen un reducido nimero de ntcleos (entre
cuatro y ocho en la mayor parte de los casos), pero se espera que en un futuro préximo esta cantidad
se vea aumentada considerablemente. Los procesadores multinicleo, si bien pueden programarse
del mismo modo que los multiprocesadores, poseen caracteristicas propias que los hacen diferentes:

= Las tendencias de disefio apuntan a procesadores multinicleo heterogéneos, con nicleos de
distinta capacidad y/o naturaleza integrados en un mismo sistema [40, 41].

» Las previsiones para los procesadores multinticleo apuntan a cientos de nicleos en un chip [13],
frente a los multiprocesadores que, en sus configuraciones comerciales mas frecuentes, no
superan los 16 6 32 procesadores.

» La organizacién habitual de los procesadores multinticleo (Figura 1.4 izquierda) implica co-
municaciones entre procesos mucho mas eficientes (menor latencia, mayor ancho de banda
y consumo mds reducido) cuando los datos residen dentro del propio chip. Esta economia
no es posible en los multiprocesadores (Figura 1.4 derecha) y tampoco en los procesadores
multinicleo cuando los datos residen en los niveles de memoria fuera del chip [42].

Estas diferencias implican varios requisitos especificos sobre la paralelizacién de bibliotecas de
computacién de altas prestaciones para procesadores multintcleo:

= Debido a la variabilidad e incluso heterogeneidad de las soluciones actuales y futuras, las
bibliotecas deben ser facilmente adaptables a diferentes escenarios con la menor merma de
eficiencia posible.

= Debido a la mayor concurrencia de estos sistemas, la escalabilidad de las soluciones debe
plantearse como criterio fundamental en el desarrollo de bibliotecas.

= Debido a su mayor latencia y elevado consumo, resulta crucial minimizar los accesos a memoria
fuera del chip que realizan los cédigos de las bibliotecas.

Como comentamos al inicio de esta memoria, el modo de programacién habitual en multipro-
cesadores y procesadores multinticleo, basado en el uso de hebras, nos hace adoptar el término de
arquitecturas multihebra para referirnos a ambas plataformas.

1.6.3. Procesadores graficos y aceleradores hardware

Los procesadores graficos (Graphics Processing Units o GPU) son arquitecturas que, en un
principio, fueron disenadas para el procesamiento de imdagenes graficas. En sus origenes, estaban
formados por un cauce segmentado cuyas etapas realizaban tareas fijas, explotando asf el paralelismo
a nivel de tareas y también el paralelismo a nivel de datos, ya que en cada etapa se trabajaba sobre
varios datos a la vez. La evolucién de los procesadores graficos ha permitido que algunas de estas
etapas sean programables por el usuario, por lo que actualmente no sélo son potentes motores
graficos sino que se han convertido también en procesadores programables altamente paralelos, con
una capacidad de cédlculo y un ancho de banda de memoria que superan ampliamente a las de
cualquier CPU.
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Chip Chip

Figura 1.4: Organizacién habitual de un procesador multinicleo (CMP, izquierda) y un multiprocesa-
dor (MMC, derecha). N=ntcleo, P=procesador, Li=caché de primer nivel, L2=caché de segundo nivel,
MEM=memoria principal. La linea gruesa marca los limites del chip.

El rapido avance, tanto en la programabilidad de los procesadores graficos como en su flexi-
bilidad, ha permitido utilizarlos para resolver un amplio rango de complejos problemas con altas
necesidades computacionales. Es lo que se conoce como GPGPU (General-Purpose Computing on
the GPU). Sin embargo, los procesadores gréficos no son la panacea, ya que estdn disenados para
aplicaciones con unas caracteristicas muy concretas:

= Con altos requisitos computacionales.
= Con alto grado de paralelismo.
= En las que el rendimiento es méas importante que la latencia.

Por otra parte, la programacién ha sido, hasta hace bien poco, una tarea de expertos puesto que
sélo se disponia de APIs graficas, como OpenGL y DirectX.

En este sentido, los avances realizados en el modelo de programacién y las herramientas de
programacién de los procesadores graficos han resultado determinantes para su éxito. El reto de
fabricantes e investigadores ha sido encontrar el equilibrio justo entre el acceso de bajo nivel al
hardware para obtener buenas prestaciones, y los lenguajes de alto nivel y las herramientas que
dan al programador flexibilidad y productividad, todo ello teniendo en cuenta los rapidos avances
en el hardware. Actualmente existe un modelo unificado para las partes programables del cauce
segmentado (Shader Model 4.0), y conforme el modelo evoluciona, va siendo més potente por lo
que las aplicaciones para procesadores graficos pueden ser mas complejas.

Recientemente, tanto AMD como NVIDIA han puesto a disposicién de los desarrolladores de
GPGPU nuevos modelos de programacién. Cabe destacar CUDA, de NVIDIA, que proporciona una
sintaxis como la del lenguaje C, y que permite aprovechar dos niveles de paralelismo: a nivel de
datos y multihebra. Ademas, CUDA deja visibles méas recursos hardware que otros sistemas de
programacién y, aunque requiere que el programador conozca muchos detalles de bajo nivel del
hardware, ofrece gran flexibilidad a cambio de una ganancia significativa en prestaciones.

La arquitectura de los procesadores graficos se ha desarrollado en una direccion distinta a la
arquitectura de las CPU, ya que el requisito en las GPUs es atender cdlculos paralelos de gran di-
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mension y con énfasis en el rendimiento, no en la latencia. Es por ello que los procesadores graficos
estan formados por un gran nimero de procesadores paralelos de grano fino. Por ejemplo, el proce-
sador grafico NVIDIA GEFORCE 9800 GX2, utilizado en la experimentacién de esta tesis, contiene
256 procesadores multihebra distribuidos en dos GPUs, que cuentan con 16 multiprocesadores cada
una, con 8 procesadores multihebra por multiprocesador. Cada multiprocesador contiene, ademas,
cachés compartidas de instrucciones y de datos, logica de control, una memoria compartida de
16KB y dos unidades funcionales especiales.

1.7. Analisis del rendimiento

En esta seccién se tratan aspectos relativos al andlisis del rendimiento de los algoritmos di-
senados e implementados en el trabajo. En primer lugar se establece el modo en que se mide este
rendimiento; a continuacién, se repasan las caracteristicas principales de las arquitecturas sobre las
que se han realizado las experimentaciones; y, por ultimo, se analiza el posible efecto del acceso a
disco sobre las prestaciones.

1.7.1. Medidas

La medida fundamental para medir el rendimiento (o eficiencia) de un cédigo es el tiempo de
ejecucion. A pesar de esto, en cédigos que principalmente realizan operaciones aritméticas en coma
flotante, como es el caso que nos ocupa, a menudo se utiliza como medida de rendimiento la velocidad
a la que se efectian estas operaciones. En concreto, si definimos el flop (floating-point arithmetic
operation) como una operacion aritmética de coma flotante, la velocidad de ejecucion de los cédigos
que realizan operaciones de algebra lineal suele medirse en términos de MFLOPS (10° flops/seg.)
o GFLOPS (10° flops/seg.). Pese a ser una medida derivada del tiempo de ejecucion, la velocidad
de procesamiento aritmético (flops/seg.) presenta una clara ventaja en la representacién grafica
de resultados. Asi, mientras que al crecer el tamano del problema, el tiempo de ejecucion sigue
aumentando proporcionalmente (a menudo en una relacién cibica), la tasa de flops estd limitada por
la configuracién y velocidad del hardware (basicamente, el tiempo de ciclo, el nimero de unidades
funcionales del procesador, la tasa de transferencia desde la caché y la velocidad del bus del sistema,
entre otros). De este modo, las graficas que representan la tasa de flops tienen una cota superior
que hace mas clara la representacion de los datos.

En cuanto a la ejecucién en paralelo de un cédigo, aunque existen medidas especificas muy
utilizadas, como la aceleracién y la eficiencia (que aun asi, también son derivadas del tiempo de
ejecucién), en esta memoria optamos por mantener la homogeneidad de los resultados, midiendo el
rendimiento de los codigos paralelos en FLOPS.

1.7.2. Entorno de experimentacion

Las caracteristicas de las arquitecturas utilizadas en la evaluacion de las implementaciones
realizadas en este trabajo se resumen en la Tabla 1.1. Dado que la eficiencia de las rutinas de BLAS
es importante, en la Tabla 1.2 se muestran las versiones de estas rutinas que se han utilizado en
cada plataforma.

En los cédigos paralelos, otro factor de influencia en las prestaciones es el nimero de vias de
paralelismo que se utilizan en la ejecucién. En nuestros experimentos con multiprocesadores, el
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paralelismo se extrae ejecutando multiples hebras, un mecanismo con unos costes de sincronizacién
y comunicacién mas ligeros que los asociados al uso de procesos, y muy adecuado para entornos
con multiples procesadores que comparten una memoria comin. Concretamente, explotamos el
paralelismo a dos niveles. En un primer nivel utilizamos un par de hebras especializadas: una se
encarga de la realizar E/S y la otra se encarga de realizar los cdlculos. En el segundo nivel, la hebra
encargada de los calculos utiliza multiples hebras de ejecucién para realizarlos. En el caso de la
GPU, el paralelismo se obtiene de la implementacién de BLAS que proporciona NVIDIA denominada
CUBLAS.

Plataforma || Arquitectura Ntcleos  Frecuencia Cache L2 RAM Discos  Sist. de
(GHz) (MBytes) (GBytes) ficheros
ROPE INTEL PENTIUM 4 1 3 1 1 EXT3
TESLA INTEL XEON 8 2 12 8 1 XFS
TESLA2 INTEL XEON 8 2,83 12 8 6 XFS
ZAPE AMD PHENOM 4 2,2 4x512Kbytes 4 1 XFS
NvIDIA GEFORCE
9800 GX2 2x128 1
Tabla 1.1: Arquitecturas empleadas en la experimentacion.
‘ Plataforma H BLAS ‘
ROPE MKL 8.2
TESLA MKL 10.0.1
TESLA2 MKL 10.0.1
ZAPE MKL 10.0.1
CUBLAS 2.1
Tabla 1.2: Versiones de BLAS empleadas en la experimentacién.
1.7.3. Efecto del acceso a disco

Puesto que en esta tesis se trabaja con matrices de gran dimensiéon que residen en disco, es
importante realizar un analisis previo del efecto que tiene el tamano de la matriz sobre la velocidad
de acceso a los datos. La gréafica de la Figura 1.5 muestra este efecto cuando se realiza una operacion
que lee cada uno de los elementos de una matriz que reside en disco, incrementa su magnitud y los
escribe de nuevo en el disco. Puesto que la matriz no cabe en memoria, las lecturas y escrituras
de sus elementos se realizan en bloques de elementos de manera intercalada. Para facilitar estas
operaciones se considera que la matriz original, de tamano n x n, esta dividida en submatrices
(los bloques) de tamafio t X t, a las que denominamos tiles. Cada tile se almacena en un fichero
distinto, de modo que es de esperar que sus elementos residan en posiciones cercanas del mismo.
En la figura se observa que, para todas las arquitecturas sobre las que se trabaja, la velocidad
de acceso decae a partir de un determinado tamano de matriz, por lo que a partir de ese punto
podemos esperar una caida en las prestaciones de los algoritmos OOC debido a que el acceso a
disco pasa a ser excesivamente lento. Este comportamiento es muy similar para distintos tamanos
de tile, obteniéndose practicamente la misma velocidad asintotica cuando se hace crecer el tamano
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de la matriz. Un objetivo a perseguir serd, por tanto, que este descenso de la velocidad de acceso
al disco no se note en las prestaciones de los algoritmos implementados.

En cuanto al efecto que puede tener sobre las prestaciones el orden de acceso a los ficheros que
contienen las submatrices, por filas de tiles o por columnas de tiles, en la grafica de la Figura 1.6
se observa que este aspecto no influye en la velocidad de acceso. Dentro de cada tile, el acceso se
organiza por columnas, en caso de una operacién de BLAS 2 (sin reutilizacién de datos) o por
bloques (si es posible reutilizar los datos).

Tamafio de tile (t) = 5120
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Figura 1.5: Efecto del acceso a disco sobre las prestaciones para distintos tamanos de matriz cuando se
realiza una operacién que incrementa el valor de todos los elementos de la matriz.

1.8. Notacion

En esta seccién se describe la notacion que se ha utilizado en la tesis.

Un vector (columna) z de dimensién n es una n-tupla de nimeros. Normalmente, los vectores
se identifican por una letra del alfabeto latino, mientras que sus componentes, escalares todos ellos,
se identifican por la correspondiente letra griega:

X0
X1
Xn—1

Siguiendo la convencion del lenguaje C, los elementos de vectores y matrices se numeran empezando

con el indice 0.
Un vector fila 27 se define como la traspuesta de un vector columna:

:UT: ( X0y X15- -5 Xn—1 )
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Tamaiio de tile (t) = 5120
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Figura 1.6: Efecto del acceso a disco sobre las prestaciones para distintos tamanos de matriz cuando se
accede a los tiles por filas o por columnas.

Una matriz A € R™*™ estd formada por n vectores columna o m vectores fila. Las matrices
se identifican con una letra latina mayuscula, mientras que el elemento (i,j) de la matriz A se
denomina con la correspondiente letra griega y subindices, a;.

Si m = n, entonces A es una matriz cuadrada; de otra forma, A es una matriz rectangular.
Si A es una matriz cuadrada en la que todo elemento (7, j) es igual al elemento (j,4), entonces es
simétrica.

La matriz I,, es la matriz identidad y se define como I,, = (eg,e1,...,e,—1), siendo e; € R" el
vector unitario que tiene el elemento j igual a 1 y el resto de elemenos nulos.

Una matriz A es triangular superior si es cuadrada y para todos sus elementos se cumple que
a;j = 0 si ¢ > j. Asi mismo, A es triangular inferior si es cuadrada y para todos sus elementos se
cumple que «;; = 0 si j > 4. De igual forma, A es una matriz triangular superior (inferior) estricta
si ajj = 0 para ¢ > j (j > 4). Finalmente, una matriz es triangular superior (inferior) unidad si
aij:OSii>j (j>i)yaijzlsii:j.

Una matriz simétrica A es definida positiva si ¥ Az > 0 para todo vector x de dimensién
conforme con las dimensiones de la matriz.

Una matriz Q € R"*" es ortogonal si QTQ = QQT = I,,.

|A|l denota la norma matricial de la matriz A, que puede instanciarse como la l-norma, la
2-norma, la co-norma o la norma de Frobenius [32]. ||z||2 denota la 2-norma vectorial de x € R™ y

se define como |[|z||; = \/x% +ai+ 422 .
En lo que respecta a los algoritmos, los que se incluyen en el presente documento se expresan

siguiendo la notacién desarrollada en el proyecto FLAME, que ha sido presentada en el Aparta-
do 1.4.2



Capitulo 2

Factorizacion de Cholesky en Disco

En este capitulo se aborda la factorizacién de Cholesky de una matriz que, por su tamaro,
no es posible almacenar completamente en la memoria principal del sistema, por lo que reside
inicialmente en disco. Esta operacion de descomposicion es clave en la resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales cuando la matriz de coeficientes es simétrica y definida positiva. Nuestro trabajo
analiza, desde el punto de vista tedrico y practico, la implementacién Out-of-Core (OOC) de las tres
variantes conocidas para el calculo de esta factorizacién. Todos los algoritmos planteados realizan
los célculos sobre tiles (bloques cuadrados de dimensién regular), que constituyen la unidad de
transferencia de datos entre disco y memoria principal, mejorando de este modo la eficiencia y la
escalabilidad de la solucion.

Tres son las arquitecturas destino de los algoritmos OOC desarrollados, reflejo de la gama de
sistemas disponibles en la actualidad: una plataforma con un tinico procesador de propdsito general,
una maquina con varios procesadores y/o nicleos (cores) de propésito general que comparten una
memoria comun, y un sistema hibrido compuesto por un procesador multinicleo de propdsito
general y un acelerador hardware de tipo GPU (graphics processor unit o procesador gréfico) con
memorias separadas.

El capitulo esta estructurado del modo siguiente. En la primera seccion se define la factorizacion
de Cholesky, se justifica su utilidad, y se ofrecen dos formulaciones recursivas, una escalar y otra
por bloques, para su célculo. En la Seccion 2.2 se presentan las tres variantes algoritmicas escalares
conocidas para el cdlculo de la factorizacion de forma iterativa y las respectivas versiones por
bloques. Las implementaciones de estas variantes en forma de algoritmos OOC se discuten en
la Seccién 2.3, que ilustra las aportaciones principales de la tesis mediante este primer ejemplo
de operacion matricial. Las Secciones 2.4-2.6 recogen la evaluacion del impacto experimental que
suponen las propuestas realizadas y, finalmente, la Seccion 2.7 resume el contenido y aportaciones
del capitulo.

2.1. Factorizacion de Cholesky

Una de las estrategias que se utilizan habitualmente para resolver sistemas de ecuaciones lineales
densos comienza con la factorizacién de la matriz de coeficientes, de manera que ésta se descompone
en el producto de dos matrices triangulares que se utilizan después para obtener la soluciéon del
sistema inicial resolviendo sendos sistemas triangulares. La factorizacién LU y la factorizacion de
Cholesky son descomposiciones de este tipo.

29
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La factorizaciéon LU, combinada con un pivotamiento parcial de filas durante el proceso de
factorizacién, es el método comunmente utilizado para resolver sistemas lineales generales del tipo
Ax = b. La factorizaciéon de Cholesky juega el mismo papel en sistemas en los que la matriz A es,
ademads, simétrica y definida positiva.

La siguiente definicién establece las condiciones necesarias para que una matriz sea invertible,
condicién indispensable para poder calcular estas dos factorizaciones.

Definicion 1 Una matriz A € R™" es invertible si sus columnas son linealmente independientes
y, por lo tanto, Az =0 si y sdlo si x =0, para todo x € R™ .

Ya que este capitulo estd dedicado a la factorizacién de Cholesky, es conveniente recordar la
caracterizacion de las matrices simétricas definidas positivas.

Definicién 2 Una matriz simétrica A € R™" es definida positiva si y solo si x* Az > 0 para todo
x € R" tal que x # 0.

Las matrices simétricas definidas positivas tienen los elementos de mayor magnitud en la diago-
nal (se dice que tienen una diagonal pesada) y, en consecuencia, no necesitan pivotamiento cuando
se factorizan [32]. De su propia definicién se desprende que toda matriz simétrica definida positiva
es una matriz invertible.

Una vez conocida la definicion de matriz simétrica definida positiva, podemos enunciar el teo-
rema que define la factorizacion de Cholesky.

Teorema 1 (Factorizacién de Cholesky) Siuna matriz A € R"*"™ es simétrica y definida posi-
tiva, existe una unica matriz triangular inferior L € R™*™  con elementos diagonales estrictamente
positivos, tal que A = LLT. A la matriz L se le denomina factor de Cholesky de A.

La demostracién de este teorema puede encontrarse en la bibliografia [32]. Existe un teorema
analogo que define la factorizacién de Cholesky como A = UTU, con U € R™ ™ triangular superior,
aunque en esta tesis optamos por la forma triangular inferior del factor de Cholesky.

Una vez factorizada la matriz en el producto A = LLT, la solucién del sistema lineal Az = b
puede obtenerse resolviendo el sistema triangular inferior Ly = b, seguido de la resolucién del
sistema triangular superior LTz = . La resolucién de estos sistemas triangulares cuando la matriz
reside en disco no se aborda explicitamente en nuestro trabajo al presentar un coste de orden menor
frente al de la propia factorizacién; ademas, la operacién de resolucién de sistemas triangulares
aparece implicitamente como una suboperacién mas dentro del procedimiento de calculo de la
factorizacién de Cholesky.

2.1.1. Algoritmo escalar

A continuacién se obtiene, mediante un proceso de derivacién formal, un algoritmo para calcular
la factorizaciéon de Cholesky de una matriz A € R™*" simétrica definida positiva.

Consideremos la siguiente particiéon de la matriz de coeficientes densa A y su factor de Cholesky
L con estructura triangular inferior:

arp | o M| O
A == L =
< asy | Az >7 < lor | Loo )’

siendo a1 v A11 escalares, as y lo1 vectores de n — 1 elementos, y Ass v Loo matrices de tamano
(n—1) x (n— 1) (el stmbolo x en la expresién anterior denota la parte simétrica de A, que no se
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referenciara durante el proceso de derivacion). A partir de A = LL™, se tiene entonces que:

as | Ago lo1 ‘ Loo 0 ‘ LY, A1la1 ‘ lo1l3, + Lo LY, 7

de donde se derivan las siguientes expresiones:

At = Yo,
lor = a1/,
A22 — l21lgl = L22Lg2 .

Se obtiene asi una formulacién recursiva de un algoritmo escalar para calcular la factorizacion de
Cholesky, en la que se sobreescriben los elementos de la parte triangular inferior de A con los del
factor de Cholesky L:

*
1. Particionar A = < 1 )
as | Az

2. ajp = A1 = 4/oq1.

3. ag1 =l = ag1/M11.

4. Aoy = Agg — l21l2Tl.

5. Continuar recursivamente con A = Ay en el paso 1.

Este algoritmo se dice que estd orientado hacia la derecha (right-looking) porque, una vez
calculado un nuevo elemento de la diagonal del factor de Cholesky (A11), las correspondientes
actualizaciones se aplican a la submatriz que queda a la derecha y por debajo del elemento calculado
(es decir, a a9y y Ag2).

Tal y como estd formulado el algoritmo, sélo es necesario almacenar los elementos de la parte
triangular inferior de la matriz simétrica A. Ademads, estos mismos elementos de la matriz se
sobreescriben durante los calculos con el resultado L. Por lo tanto, en el calculo Agy := A9y — lgllgl
sblo es necesario actualizar la parte triangular inferior de Aso, operaciéon a la que se conoce como
una actualizacion simétrica de rango 1. De este modo se reduce a la mitad el coste computacional
del algoritmo, que requiere un total de n3/3 operaciones aritméticas. (Por simplicidad, en todas
las expresiones de coste aritmético/computacional de los algoritmos, descartaremos los términos de
orden menor.)

El mayor volumen de célculo del algoritmo anterior estéd en la actualizacién simétrica de rango 1,
que realiza O(n?) operaciones aritméticas sobre O(n?) datos. Esta relacién entre voliimenes de
calculo y de datos no permite obtener altas prestaciones, ya que por cada tres accesos a memoria se
realizan aproximadamente dos operaciones aritméticas (una resta y un producto). Para mejorar el
rendimiento, se debe reformular el algoritmo en términos de productos de matrices (o actualizaciones
de rango k), pues de este modo se incrementa la relacién entre el nimero de operaciones aritméticas
y el de datos (por cada acceso a memoria se hacen mas operaciones aritméticas), siendo posible una
mayor reutilizaciéon de los datos situados en los niveles de la caché més cercanos al procesador. Este
objetivo es el que persigue precisamente el algoritmo por bloques que se presenta a continuacién.
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2.1.2. Algoritmo por bloques

Para obtener un algoritmo orientado a bloques, y que por tanto se base en operaciones matriz—
matriz, podemos realizar el siguiente particionado de las matrices A y L:

A11 * ) ( L11 0 )
A = s L g s
< A21 A22 L21 L22

donde A1 y L1 son matrices de tamano b x b (con b mucho menor que el tamano de A), y Ags y
Lag matrices con (n — b) x (n — b) elementos. De A = LL™, con el particionado anterior tenemos

que:
A11 * B Ly ‘ 0 L'ﬂ ‘ Lgl - LHL'II‘I ‘ *
Aoy | Az Lo ‘ Lo 0 ‘ L3, Ly L, ‘ Loy L + LasL3, )

de donde se obtienen las expresiones:

LiyLY, = Ap,
Loy = Ay L,
Agg — LyLy, = LyoL3,.

El algoritmo por bloques recursivo que calcula el factor de Cholesky de A, sobreescribiendo con
éste los correspondientes elementos de la parte triangular inferior de A, puede entonces formularse
como sigue:

A11 *

1. Particionar A =
<A21 Ao

>, siendo Aj; de tamano b x b (o menor, si A no es suficiente-
mente grande).

2. Ayp := L1 tal que Aj; = Ly1 LY. (Es decir, obtener el factor de Cholesky de A11.)

Agy i= Loy = Aoy L7,

Agg 1= A9y — Loy LY.

A S

Continuar recursivamente con A = Agy en el paso 1.

Este algoritmo por bloques, al igual que el algoritmo escalar, estd orientado hacia la derecha:
tras factorizar el bloque diagonal Ai1, se actualizan los bloques que yacen abajo y a la derecha de
éste. De nuevo sélo es necesario que A contenga los datos del tridngulo inferior de la matriz. De

este modo, el calculo del factor de Cholesky del bloque diagonal, A1y := Li1, y la actualizaciéon
Agg 1= Aoy — L21L2Tl s6lo se deben realizar sobre la parte correspondiente a dicho tridangulo. El

coste de esta formulacién por bloques es también de n3/3 operaciones aritméticas.

Este modo de plantear los algoritmos por bloques es el que se ha utilizado tradicionalmente
para resolver problemas matriciales de algebra lineal, como por ejemplo se hace en las rutinas
de LAPACK [6]. En el algoritmo que nos ocupa, el cdlculo del panel Ag; y la actualizacién de la
submatriz Asg se pueden realizar con rutinas de BLAS 3. La mayor parte de los calculos se realizan,
precisamente, en esta tltima operacion, una actualizacién simétrica de rango b, que conlleva O(n?b)
operaciones sobre O(n?) datos. Si b > 1, mediante el algoritmo por bloques se consigue, por tanto,
aumentar la relacion entre operaciones y datos, aumentando en consecuencia la reutilizacién de
éstos.
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2.2. Algoritmos en notacién FLAME

Es conocido que existen distintas variantes algoritmicas para calcular la factorizacién de Cho-
lesky, como sucede para muchas otras operaciones de algebra lineal [32]. La Figura 2.1 muestra
las tres variantes algoritmicas existentes, escalares (izquierda) y por bloques (derecha), para cal-
cular la factorizacién de Cholesky de una matriz A simétrica definida positiva. Estas variantes se
han obtenido utilizando la metodologia de derivacién formal de algoritmos FLAME. Siguiendo la
practica habitual, se sobreescribe la parte triangular inferior de A con el factor de Cholesky L,
quedando intacta la parte triangular superior estricta. En las variantes por bloques, la expresién
A = {L\A} = CHOL_UNB(A) indica que el tridngulo inferior del bloque A se sobreescribe con
su factor de Cholesky L, no alterandose la parte estrictamente triangular superior de la matriz.
Para obtener esta factorizacion podria utilizarse el propio algoritmo por bloques con un tamano
de bloque menor (formulacién recursiva), alguna de las otras variantes por bloques, también con
un tamano de bloque menor, o cualquiera de los algoritmos escalares. Esta tltima opcién es la
escogida en la Figura 2.1. En la préctica, los algoritmos por bloques utilizan un tamano de bloque
algoritmico b definido por el usuario que, en cada iteracién, se fija en b como el minimo entre b y
el tamano de Apg (el bloque que queda por factorizar y del cual se extrae Aj; en esta iteracién).

Con cualquiera de las variantes de la figura, el coste del cdlculo del factor de Cholesky es de
n?/3 operaciones aritméticas.

A continuacién revisamos la notacién FLAME usando la variante 1 del algoritmo por bloques
para el calculo de la factorizacién de Cholesky. Una caracteristica importante de esta notacién es
que los algoritmos reflejan, casi de manera gréfica, las operaciones que se realizan. En la Figura 2.2
se muestran las acciones que tienen lugar en cada uno de los pasos del algoritmo por bloques
correspondiente a la variante 1 de la Figura 2.1. En la figura se ilustra también el particionado y
reparticionado de la matriz.

Inicialmente se particiona la matriz A en cuatro bloques: A1y, Arr, Apr v Apr, estando los tres
primeros vacios (el tamano de Apy, es 0x 0y, por tanto, Apg tiene cero filas y Apy, cero columnas).
De este modo, al comienzo de la primera iteracion del bucle, el bloque Agp esta formado por todos
los elementos de A.

En cada iteracion, el bloque Agp se divide a su vez en otros cuatro bloques, Ai1, A2, Aqa
y Agg, tal y como se muestra en la Figura 2.2. Los elementos del factor L correspondientes a los
dos primeros de estos bloques, A1 vy Asi, son calculados en la iteracién actual, y después Aso es
actualizado. De esta forma se sobreescriben el triangulo inferior del bloque A1 y todo el contenido
de As1, con los correspondientes elementos del factor de Cholesky L. Las operaciones que se realizan
son las que forman el cuerpo del bucle:

AH = {L\A}H = CHOL_UNB(AH),
(TRSM) Ay = A21TRIL(A11)_T, (2.1)
(SYRK) A22 = A22 — A21Ag‘1-

Junto a las dos ltimas operaciones, y entre paréntesis, se ha indicado el nombre de la rutina BLAS
que realiza la operacién que aparece a su derecha. La funcién TRIL(-) devuelve la parte triangular
inferior de la matriz que se le pasa como parametro. Su utilizacion indica, en nuestro caso, que
la operacion Asgy = A21TRIL(A11)_T corresponde a la resoluciéon de un sistema triangular. Cabe
recordar que solamente se actualiza la parte triangular inferior del bloque Ass.
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Algorithm: A := CHOL_UNB(A) Algorithm: A := CHOL_BLK(A)
A A A A
Partition A — RN el Partition A — TR
Apr|ABr Apr|ABR
where Arp is 0 x 0 where Arp is 0 x0
while m(Arr) <m(A) do while m(Arr) <m(A) do
Determine block size b
Repartition Repartition
Agolao1 |A Ago | Ao1 | A
Arg | Arn go 01 ;2 Arg | Arn Aoo A01 A02
— —
Apr|ABRr fio g | B Apr|ABr Sl i
Azo | az1 | Az Az | A21| A2z
where ap;is1x1 where A1 isbxb
Variante 1: Variante 1:
a1] = a11 A11 = {L\A}u = CHOL_UNB(AH)
az1 = az1/an Az = AnTRIL(A1n) "
Az = Az — a2102T1 Agp = Ao — A21A;F1
Variante 2: Variante 2:
alp == ajpTRIL(Ay,") Arg := AioTRIL(Ago) "
Qi = a1 — aioaiy A1y = Ay — Ao AT
a1] = 11 A11 = {L\A}u = CHOL_UNB(AH)
Variante 3: Variante 3:
Qi = Qi1 — ai0aiy A1y = A — Ao Al
a1] = 11 A11 = {L\A}u = CHOL_UNB(AH)
az1 = a1 — Azaly Asy 1= Aai — A AT,
a1 = CL21/OL11 A21 = A21TRIL(A11)7T
Continue with Continue with
A A Aoo | ao1 | Aoz A A Aoo | Aot | Aoz
7L |ATr L R
— (11T0 11 CL1T2 - - — | Aio|A11]| A2
Apr|ABr Apr|ABr
Aso |a21 | A2z Ao | A21 | A2
endwhile endwhile

Figura 2.1: Variantes de los algoritmos escalares (izquierda) y por bloques (derecha) para calcular la
factorizacién de Cholesky.

Al finalizar la iteracién actual, se avanza en la matriz recuperando el particionado 2 x 2 sobre
la misma, quedando el nuevo bloque Aggr formado tUnicamente por los elementos que componian
Ags. De esta forma, en la siguiente iteracién las operaciones sobre la matriz se aplican de nuevo
sobre el bloque Apgr que se acaba de definir.



CAPITULO 2. FACTORIZACION DE CHOLESKY EN DISCO

35

Arr, Argr
——
ABL ABR
l Repartition
Aoo
An Arz
A Az
l Continue with
Aoo
A Ar
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Figura 2.2: Desarrollo de la variante 1 del algoritmo por bloques de la Figura 2.1.
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Algorithm: A := CHOL_BLK_VAR1(A)

FLA_Error FLA_Chol_blk_vari( FLA_Obj A,
{ FLA_Obj ATL, ATR, A00, AO1, A02,
ABL, ABR, A10, A1l, A12,

int nb_alg )

A Arn 420, A21, A22;
Partition A — int b;
Apr|Apr A 2x2( A LATL, &A
. FLA_Part_2x2( A, TL, %ATR,
where Arp, is 0 x 0 gABL, &ABR, 0, 0, FLA_TL );

while m(Ar) <m(A) do

Determine block size b while ( FLA_Obj_length( ATL ) < FLA_Obj_length( A ) )

{ b = min( FLA_Obj_length(ABR), nb_alg );

Repartition FLA_Repart_2x2_to_3x3(
Aol A1 | Aga ATL, /**/ ATR, &A0OO, /**/ &AO1, &AO2,
ATL ATR /* kkkskskokokkkkkkk ok / /* kkskskskskokokskskskkokokkkokkokk %k /
( ) — | Awo|A11|Ar2 %A10, /#x/ gAll, &A12,
Apr|ABr ol A ABL, /*%/ ABR, §A20, /+x/ wA21, &A22,
20 [ 2214522 b, b, FLA_BR );
where A;;isbxb /% — x/

FLA_Chol_unb_vari( A1l );
FLA_Trsm( FLA_RIGHT, FLA_LOWER_TRIANGULAR,
FLA_TRANSPOSE, FLA_NONUNIT_DIAG,
FLA_ONE, Al1,
A21 );
FLA_SyI‘k( FLA_LOWER_TRIANGULAR, FLA_NO_TRANSPOSE,
FLA_MINUS_ONE, A21,

A = {L\A}11 = CHOL_UNB(All)
Agl = AngRIL(All)iT

Ay 1= Agy — A21A§1

FLA_ONE, A22 );
. . /* - */
Continue with FLA_Cont_with_3x3_to_2x2(

Aoo | Ao1 | Ao2 YATL, /*%/ &ATR, A00, AO1, /**/ A02,

Arp|Arr A10, A11, /%%/ A12,
A A — AlO All A12 /% sksrckkckkokkkkkkkk ok / /% skkskokskoksoksokRokkokkkk %/

BL|4BR Ao | Aoy | Aoy ZABL, /*x/ &ABR, A20, A21, /xx/ A22,

FLA_TL );
endwhile }

return FLA_SUCCESS;
}

Figura 2.3: Variante 1 del algoritmo por bloques para calcular la factorizacién de Cholesky (izquierda) e
implementacién FLAME/C correspondiente (derecha).

El algoritmo termina cuando el bloque Apgr queda vacio, es decir, cuando el nimero de filas del
bloque A7, coincide con el ntimero de filas de la matriz A. De esta manera, el bucle del algoritmo
se repite mientras m(Arr) < m(A), donde m(-) denota el nimero de filas de una matriz.

A partir de los algoritmos asi disenados es sencillo obtener cédigo ejecutable en lenguaje C
mediante la API FLAME/C. La Figura 2.3 muestra la variante 1 del algoritmo por bloques para
la factorizacién de Cholesky (izquierda) y su implementacién usando las rutinas de FLAME/C
(derecha). En esta implementacién, el particionado inicial de A para obtener Arr, Arg, Apr
y Appgr se realiza mediante la rutina FLA_Part_2x2, mientras que el reparticionado con el que
comienza cada iteracion se lleva a cabo mediante la rutina FLA Repart_2x2_to_3x3, que obtiene los
bloques Ay, As1, A1o y Asg a partir de Agg. El tamano de bloque definido por el usuario viene
dado por nb_alg y se utiliza en cada iteracion para determinar el tamano de bloque b como el
minimo entre dicho valor y el nimero de filas de Aggr, que se obtiene mediante FLA_Obj_length. A
continuacion se llevan a cabo los calculos. En primer lugar se realiza la factorizacién de Cholesky del
bloque A;; mediante la llamada a la rutina FLA_Chol_unb_varil. Esta rutina implementa mediante
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FLAME/C el algoritmo escalar correspondiente a la variante 1 de la Figura 2.1. Seguidamente se
realizan las actualizaciones de los bloques A1 v Ao mediante las rutinas FLA Trsm y FLA_Syrk,
respectivamente. Estas dos rutinas pertenecen a la biblioteca 1ibflame (Seccién 1.4 del Capitulo 1)
e implementan las operaciones de BLAS TRSM y SYRK, con la particularidad de que los pardametros
son objetos de FLAME. Para avanzar en la matriz, se recupera el particionado 2 x 2 al final de
cada iteracion del bucle mediante la rutina FLA_Cont_with_3x3_to_2x2.

2.2.1. Algoritmos FLAME orientados a bloques

En el cuerpo del bucle de la variante 1 del algoritmo por bloques, mostrado en la Figura 2.3,
se trabaja sobre bloques, aunque no todos ellos son de las mismas dimensiones. Sin embargo, por
simplicidad, consideraremos de ahora en adelante que el tamano de la matriz n es un multiplo
exacto del tamano de bloque b. Otro modo de plantear algoritmos por bloques es concebir el bloque
como la unidad de célculo, de manera que todas las operaciones involucren a bloques del mismo
tamano, b X b. Denominaremos a éstos como algoritmos orientados a bloques para distinguirlos
de los tradicionales algoritmos por bloques, presentados hasta el momento. Mediante este tipo de
algoritmos se puede obtener un mayor grado de paralelismo y ademads se mejora la localidad de
referencia [52]. Este tipo de planteamiento es también el més adecuado cuando se trata de trabajar
con matrices en disco, ya que, como veremos mas adelante, es facil plantear una equivalencia entre
el bloque y la unidad de almacenamiento en disco, conocida como tile, y en consecuencia entre los
algoritmos orientados a bloques y los algoritmos OOC.

FLAME proporciona la API FLASH [44] que explota el encapsulamiento que FLAME/C hace
de la informacion de la matriz en un objeto. Esto facilita trabajar con matrices de matrices, es
decir, matrices cuyos elementos son, a su vez, matrices, estableciéndose una jerarquia de matrices
de varios niveles.

La Figura 2.4 muestra, a la izquierda, la implementacién correspondiente a la variante 1 del
algoritmo orientado a bloques para la factorizacién de Cholesky, utilizando la API FLASH. Esta
implementacion es muy similar a la del algoritmo por bloques, realizada utilizando la API de
FLAME/C, que se mostré en la Figura 2.3 (derecha). La diferencia fundamental entre ambas
reside en la funcién de reparticion FLA_Repart_2x2_to_3x3: en el caso de FLAME/C el tamano
para A11 es b x b (contiene b? elementos escalares), mientras que en FLASH el bloque A1l es 1 x 1,
ya que es un elemento “escalar” de una matriz de matrices.

En la implementaciéon orientada a bloques, las rutinas FLASH Trsm y FLASH_Syrk deben definirse
de manera que descompongan los cédlculos en operaciones sobre bloques de dimensién b x b, tal y
como se muestra en las Figuras 2.4 (derecha) y 2.5.

Para ilustrar el funcionamiento de la implementacién orientada a bloques se desarrolla en detalle
un ejemplo para una matriz formada por 4 x 4 submatrices:

Aoo Aot Aoz Aos
A A A Asg
Agg Ap1 Az Ay
Aso A1 Aszx Ass
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2.2. ALGORITMOS EN NOTACION FLAME

FLA_Error FLASH_Chol_by_blocks_var1( FLA_Obj A )

{
FLA_Obj ATL, ATR,
ABL, ABR,

A00, AO1, A02,
A10, A11, A12,
A20, A21, A22;

FLA_Part_2x2( A, &ATL, &ATR,

/% kkkkskokkkkokkokk ok / /% kkokkskokokskskokokkskokokkokkkk k[
&A10, /*x/ &A11l, &A12,
ABL, /*%/ ABR, &A20, /**/ &A21, &A22,

1, 1, FLA_BR );

/ /

FLASH_Syrk( FLA_LOWER_TRIANGULAR, FLA_NO_TRANSPOSE,
FLA_MINUS_ONE, A21,

¥
return FLA_SUCCESS;
}

void FLASH_Trsm_rltn( FLA_Obj alpha, FLA_Obj L,
FLA_Obj B )
/* Special case with mode parameters
FLASH_Trsm( FLA_RIGHT, FLA_LOWER_TRIANGULAR,
FLA_TRANSPOSE, FLA_NONUNIT_DIAG,

Assumption: L consists of one block and

&ABL, &ABR, 0, 0, FLA_TL ); B consists of a column of blocks */
{
while ( FLA_Obj_length( ATL ) < FLA_Obj_length( A ) ) { FLA_Obj BT, BO,
FLA_Repart_2x2_to_3x3( BB, B1,
ATL, /*x/ ATR, &A0O, /*x/ &AO1, &A02, B2;

FLA_Part_2x1( B, &BT,

&BB, 0, FLA_TOP );

while ( FLA_Obj_length( BT ) < FLA_Obj_length( B ) ) {

FLA_Chol_blk_var1( FLASH_MATRIX_AT( A11 ) ); FLA_Repart_2x1_to_3x1( BT, &BO,
FLASH_Trsm( FLA_RIGHT, FLA_LOWER_TRIANGULAR, /x xx k[ [x *kx %/
FLA_TRANSPOSE, FLA_NONUNIT_DIAG, &B1,
FLA_ONE, Al1, BB, &B2, 1, FLA_BOTTOM );
A21 ); / /

FLA_Trsm( FLA_RIGHT, FLA_LOWER_TRIANGULAR,
FLA_TRANSPOSE, FLA_NONUNIT_DIAG,

FLA_ONE, A22 ); alpha, FLASH_MATRIX_AT( L ),

/ / FLASH_MATRIX_AT( B1 ) );
FLA_Cont_with_3x3_to_2x2( / /

&ATL, /*%/ &ATR, A00, AO1, /*x/ A02, FLA_Cont_with_3x1_to_2x1( &BT, BO,

A10, A11, /*x/ A12, B1,

/% kkkkskokkokskoskkokkokk ok / /% xkckokkskokkokskskkokkskokokk ok / /% *x x/ /% x%x %/

&ABL, /%%/ &ABR, A20, A21, /**x/ A22, &BB, B2, FLA_TOP );

FLA_TL ); ¥

Figura 2.4: Implementacién FLASH de la variante 1 orientada a bloques de la factorizacién de Cholesky
(izquierda) e implementacién FLASH de la funcién FLASH Trsm utilizada en este algoritmo (derecha).

El bucle principal de la rutina FLASH Chol_by_blocks_varl realizard cuatro iteraciones y, al
principio de cada iteracion, el particionado contendra los bloques que se muestran a continuacién:

1# iteracion 22 iteracién

Ago | An Aoz Aos Ago | Aot | Aoz Aos
A | Ain A Ags A | A1 | Az Ags
Agg | Ag1 Agg  Asg Agg | A1 | Asz Asg

Aoo | Ao1 | Ao Aso | A1 Asx Asg Aso | As1 | As2 Ass

Ao | Au | Avo - 32 iteracid 42 iteracid

AQO AQl A22 - a 1ver. 71 11 - - 3 1ver. u 1011 -
Agg Aoy | Aoz | Aoz Agg Aot Aoz | Aos
A A | Aa | Ass A A A | Az
/120 /121 1122 1123 ’ 1120 2121 2122 /123
Agy Asi | Az | Ass Aso Az Az | Asg

Utilizando la notacién algoritmica de la Figura 2.3 (izquierda), las siguientes expresiones espe-
cifican las operaciones que se realizan sobre los bloques de la matriz en la primera iteracién del
bucle:
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void FLASH_Syrk_In( FLA_Obj alpha, FLA_Obj A,
FLA_Obj beta, FLA_Obj C )
/* Special case with mode parameters
FLASH_Syrk( FLA_LOWER_TRIANGULAR, FLA_NO_TRANSPOSE,

void FLASH_Gepb_nt( FLA_Obj alpha, FLA_Obj A,
FLA_Obj B,
FLA_Obj beta, FLA_Obj C )

/* Special case with mode parameters

e ) FLASH_Gepb( FLA_NO_TRANSPOSE, FLA_TRANSPOSE,
Assumption: A is a column of blocks (column panel) */ )
{ Assumption: B is a block and
FLA_Obj AT, A0, CTL, CTR, C00, €01, CO2, A, C are columns of blocks (column panels) */
AB, A1, CBL, CBR, ci0, ci11, Cc12, {
A2, €20, C21, C22; FLA_Obj AT, A0, CcT, o,
AB, A, CB, c,
FLA_Part_2x1( A, &AT, A2, C2;
ZAB, 0, FLA_LEFT );
FLA_Part_2x2( C, &CTL, &CTR, FLA_Part_2x1( A, ZAT,
&CBL, &CBR, 0, 0, FLA_TL ); &AB, 0, FLA_TOP );
FLA_Part_2x1( C, &CT,
while ( FLA_Obj_length( AL ) < FLA_Obj_length( A ) ) { 4CB, 0, FLA_TOP );
FLA_Repart_2x1_to_3x1( AT, &AO,
/x k% x/  [x k% %/ while ( FLA_Obj_length( AT ) < FLA_Obj_length( A ) ) {
&A1, FLA_Repart_2x1_to_3x1( AT, &AO,
AB, &A2, 1, FLA_BOTTOM ); /% *%x %/ /x K% %/
FLA_Repart_2x2_to_3x3( &AL,
CTL, /#*/ CTR, &C00, /#*/ &CO1, &CO2, AB, &A2, 1, FLA_BOTTOM );
FLA_Repart_2x1_to_3x1( CT, &CO,
/* Hkrkkkkkckkkokk ok / /* wkrkkckkokkkokkkokkokkokk K/ /% k% x/ VAR Y4
&C10, /**/ &Cl1, &C12, &Ct,
CBL, /**/ CBR, &C20, /**/ &C21, &C22, CB, &C2, 1, FLA_BOTTOM );
1, 1, FLA_BR ); / /

/ /
FLA_Syrk( FLA_LOWER_TRIANGULAR, FLA_NO_TRANSPOSE,
alpha, FLASH_MATRIX_AT( Al ), FLASH_MATRIX_AT( B ),
beta, FLASH_MATRIX_AT( C11 ) ); beta, FLASH_MATRIX_AT( C1 ) );
FLASH_Gepb( FLA_NO_TRANSPOSE, FLA_TRANSPOSE, / /

FLA_Gemm( FLA_NO_TRANSPOSE, FLA_TRANSPOSE,
alpha, FLASH_MATRIX_AT( A1 ),

alpha, A2, FLA_Cont_with_3x1_to_2x1( &AT, A0,
A1, A1,
beta, C21 ); /% *x %/ /x x%x %/
/ / &AB, A2,  FLA_TOP );
FLA_Cont_with_3x1_to_2x1( &AT, A0, FLA_Cont_with_3x1_to_2x1( &CT, co,
Al, c1,
/% *%x x/ /* *x x/ /% *x x/ /% x%x %/
&AB, A2, FLA_TOP ); &CB, c2, FLA_TOP );
FLA_Cont_with_3x3_to_2x2( }
&CTL, /**/ &CTR, €00, CO1, /*x/ CO2, ¥
/* */  /* */

&CBL, /*x/ &CBR,
FLA_TL );

C20, C21, /*x/ C22,

Figura 2.5: Implementacién FLASH de la funcién FLASH_Syrk utilizada en el algoritmo orientado a bloques
de la variante 1 de la factorizaciéon de Cholesky.
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App = {I\A}11 = CHOL(A11) = Ay := {L\A}go = CHOL(Ago), (2.2)
Ap Ap
Agy := Ay TRIL(Ay) T = Ay | = As | TRIL(Ago) ", (2.3)
Asp Asp
A o+ o« Ay *x %
Aoy i= Agy — A21A;F1 = Ay Ay * = Agi Az *
Az Asy Asg Az Azy Asg
Ao\ [ Aw)
- Agg Ao | - (2.4)
Asp Asp

Puesto que la operacién (2.3) trabaja sobre un panel de bloques, se ha desarrollado la rutina
FLASH.Trsm (ver la parte derecha en la Figura 2.4), de manera que las operaciones bésicas se
realicen sobre bloques y sea también asi un algoritmo orientado a bloques. Cuando se utiliza esta
rutina para resolver el sistema triangular en (2.3), que tiene la forma B := BL~ T, se llevan a cabo
tres iteraciones del bucle:

1? iteracion 2% jteracién 3% iteracién
BO AIO AlO AlO
By = — — _
B Aso ’ Asg ) Asg
2 - — —
Aszp Aszp Aso

Las siguientes expresiones muestran las operaciones sobre bloques de la matriz que se llevan a cabo
en cada una de estas tres iteraciones:

By = BlLiT = 12110 = AloTRIL(AOQ)iT 12 iteracién, (25)
By = BlL_T = /_120 = AQQTRIL(/Ioo)iT 22 iteraci(')n, (26)
By = BlLiT = 12130 = ABOTRIL(AOO)_T 3% iteracién. (27)

Del mismo modo, y puesto que la actualizacién de rango b en (2.4) involucra a una submatriz de
bloques, se han desarrollado las rutinas orientadas a bloques de la Figura 2.5.

Hemos utilizado la variante 1 del algoritmo que calcula la factorizacién de Cholesky para mostrar
cémo pueden descomponerse las diferentes operaciones del algoritmo de modo que éstas operen sobre
los componentes de una matriz de submatrices. Esta misma transformacion puede desarrollarse para
las variantes 2 y 3 de la factorizacion. De esta forma obtendriamos algoritmos orientados a bloques
para todas la variantes. A continuacién se establece la relacién entre los algoritmos orientados a
bloques y los algoritmos OOC.

2.3. Implementaciones OOC para la factorizaciéon de Cholesky

Transformar los algoritmos orientados a bloques en algoritmos OOC simplemente requiere con-
siderar que cada bloque es un tile (bloque cuadrado en disco), e insertar en el c6digo las operaciones
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de entrada/salida (E/S) necesarias para leer/escribir los tiles de/en disco. En particular, resulta
interesante almacenar las matrices en disco de modo que los elementos del mismo tile se encuentren
en posiciones proximas entre si en el disco. Esto puede conseguirse, por ejemplo, si cada tile se
almacena en un fichero distinto (salvo fragmentacién). Si la unidad bésica de operacién es el tile,
con los algoritmos orientados a bloques resulta sencillo saber, en cada momento y sin manejo de
subindices, qué tiles se deben leer de disco para trabajar con ellos, escribiendo después aquellos que
hayan sido actualizados.

En esta seccion se presentan las distintas implementaciones desarrolladas para calcular la fac-
torizacion de Cholesky OOC. Cada implementacién introduce una nueva aportacién que da titulo
al apartado en que se presenta. Estas aportaciones suponen mejoras con mayor o menor impacto,
como se verd en las secciones dedicadas a los experimentos, siendo siempre nuestro objetivo que las
prestaciones de las implementaciones OOC igualen a las prestaciones de la implementacion in-core.
Si esto se consigue, el tamano del problema sélo estara restringido por el tamano del disco, sin que
el rendimiento se vea afectado negativamente por los accesos a disco que requiere el trabajo OOC.

2.3.1. Variantes algoritmicas

En la Figura 2.1 se mostraban las tres variantes algoritmicas para la factorizacién de Cholesky.
En este apartado se realiza un estudio de la implementacion OOC de los correspondientes algoritmos
orientados a bloques. A estas implementaciones se las denominard a partir de ahora wariantes
tradicionales, para distinguirlas de las sucesivas mejoras que les iremos incorporando. Para las
implementaciones OOC tradicionales se ha desarrollado una pequena API que permite gestionar
los objetos OOC y la E/S, y que aparece descrita en el Apéndice A.

Consideremos que la matriz a factorizar A es una matriz de 7 x 7 submatrices, donde cada una
de estas submatrices es un tile:

/100 /:101 e z‘:106

A A ... A
Ao .10 .11 . '16

Ago Ag1 ... Ass

Cada tile se almacena en un fichero y es de tamano t x t. Se considera por simplicidad que el
tamano de la matriz n es un multiplo exacto de t. Las Figuras 2.6, 2.7 y 2.8 muestran, mediante
un ejemplo, cémo proceden los cédlculos en las tres variantes implementadas, asi como las lecturas
y escrituras de tiles. Como se puede observar, éstos se van leyendo de disco conforme va siendo
necesario y, cada vez que uno de ellos es actualizado, se escribe en disco inmediatamente.
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A33

CHOL

memoria

=
b’:’ A3 433 A3
= -
A3
Asy
A3
- - T < - T - - - T
Ayz = Ay3TRIL(A33) Asz = As3TRIL(A33) Agz := Ag3TRIL(As3)

memoria ||| | sl |

X
o
>_ — — — —
v 1443 Aas 443 A43
A3 | Asy
A3 | A
12144 = A44 - 121431413 As4 = AFA - As:#ﬂ;} 12164 = Am - Aﬁ:iAI?,

memoria. [Aglf| |

hd X
o o
> >
(0p] (V)]
453 Ass 453
A3 Ags

55 — ASZiATg A(ﬁﬁ = Aﬁﬁ - A(ii§A§3 A

Ass = A :
memoria

Figura 2.6: Operaciones aritméticas y de E/S que se realizan en la cuarta iteracién de la variante 1 de la
factorizacién de Cholesky OOC, cuando se factoriza una matriz de 7 x 7 tiles.
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Aoo

ASO

TRSM
TRSM

Ay = Az — A30AE]

/130 = /igg'l‘HlL(/iog)iT

A31 = Ag] TRH,(A]] )7T

S A Ay Agy
gﬁ) Aso Asy Az Az Az
=
A:sz = A:sz - A:sufgo A:sz = A:;2 - AiilA; /132 = /i;;g’l‘R,IL(/IZ‘Z)iT
memoria. |1, sl 1 gl |
X
o Ay 433 Az A3 AszolAs3
>
(Vp]
Agy 1= Ay — Ao AT Agy 1= Agy — Ay AT} Ags = Agy — Agp AT,
memoria |y y| | sl | | sl |

CHOL

Agg = {L\A}33 = CIIOL(Agg)

memoria

Figura 2.7: Operaciones aritméticas y de E/S que se realizan en la cuarta

iteracién de la variante 2 de la

factorizacién de Cholesky OOC, cuando se factoriza una matriz de 7 X 7 tiles.
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A"i’%ﬁ

SYRK
=
=
-
=

CHOL

= {L\A}33 = CrOL(A33)

memoria

ASO f’i:ﬂ f’i:ﬁ

GEMM

Ayo Ags An A3 ApAss

Agg = Agy — Ap AT,

GEMM
&

Aso 455 As As3 Aso)Ass

1 A-. AT Ao — A A AT
Asz — As1 Az Asz i= Agz — A5 Azy

s o

=
= |4 Az Asz
L
(@]
Ago Ag3 Ag A3 Ago)Ae3
Agy := Agy — Ag1 A3 Ags = Agz — Ag2Ad,
memoria
= - - -
g:) 133 A3 As3
(o A3
Ass
463
Ayz 1= Ay3TRIL(A33) Ags == A(;;;TRIL(A:L';VT
memoria

Figura 2.8: Operaciones aritméticas y de E/S que se realizan en la cuarta iteracién de la variante 3 de la
factorizacién de Cholesky OOC, cuando se factoriza una matriz de 7 x 7 tiles.
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En los tres casos nos hemos situado en la cuarta iteracién del bucle, en la que A1y, el bloque
central del reparticionado 3 x 3 que se realiza al inicio de cada iteracién, corresponde al tile Ass:

AOO AOl AOQ AOB A04 AOS AOG
AIO All 12112 AIB 12114 12115 12116

AOO AOl A02 A20 A21 12122 A23 12124 12125 12126
AlO All A12 = A?;O A31 A32 A33 A34 A35 ABG
Azo | Az1 | Az A Au Ap | A | Ay A Agg

A50 A51 A52 A53 A54 A55 A56
AGO Aﬁl AGQ AGB A64 AGS AGG

En cada linea se ha indicado, a la izquierda, la operacién que se realiza y sobre la matriz se
senalan los tiles implicados. Ya que éstos han de estar residentes en la memoria principal (RAM),
el contenido de esta ultima se ha representado bajo la matriz, mostrandose los tiles que almacena en
cada momento, asi como los tiles que se deben leer y escribir de/en disco (flechas hacia arriba y hacia
abajo, respectivamente). Los tiles residentes en memoria que son reutilizados entre operaciones
aparecen en color azul, mientras que en rosa aparecen los que se deben leer desde el disco. De
la representaciéon mostrada se concluye que, para poder realizar las ejecuciones, es necesario que
quepan tres tiles completos en memoria, por lo que el tamano maximo del tile estara restringido
por el tamano de la memoria principal.

Cuando se realizan implementaciones que utilizan datos que residen en disco (OOC), hay una
diferencia importante entre la variante 1 (right-looking) y las variantes 2 y 3 (left-looking), pues
estas tltimas requieren menos escrituras. Esto se puede observar en la Figura 2.6, correspondiente a
la variante 1. Las operaciones SYRK actualizan parcialmente la submatriz Ass que, en cada iteracion,
incluye un subconjunto de los tiles que contenfa en la iteracién anterior. Por ejemplo, el tile Agg
formara parte de Ao en todas las iteraciones, excepto en la ultima, que es cuando se factoriza. Por
lo tanto sera actualizado parcialmente 6 veces, y en cada una de estas ocasiones sera leido y escrito
de/en disco. La variante 3 también realiza actualizaciones parciales, pero mientras que la variante 1
las realiza sobre una matriz de tiles (Ag2), la variante 3 las hace sobre un vector de tiles (Asay).
En consecuencia, el orden del coste de las escrituras es mas reducido en esta variante. Lo mismo
sucede para la variante 2. Esta dltima es la que presenta un menor niimero de escrituras, puesto
que no realiza ninguna actualizacién parcial: cada tile es escrito una sola vez cuando se actualiza,
excepto los tiles diagonales que son escritos dos veces: una primera al ser actualizados respecto a
los tiles de su izquierda y la segunda al ser obtenida su factorizacion de Cholesky. La Tabla 2.1
muestra el coste de la E/S de las tres variantes de la factorizacién de Cholesky. Se ha considerado
que la matriz a factorizar, de tamano n X n, estd dividida tiles de tamano t x t cada uno, por lo
que el tamano en tiles es s x s, siendo s = n/t.

Cuando se trata de comparar las variantes 2 y 3, esta ultima es la utilizada tradicionalmente
por seguir una orientacién por columnas: en cada iteracién se calcula (y por lo tanto se escribe)
una columna de la matriz. La variante 2 es menos popular por trabajar, en cada iteraciéon, sobre
una fila de la matriz, algo que resulta ser un inconveniente cuando las matrices se almacenan por
columnas, como es habitual en Fortran. En el caso de OOC no afecta negativamente el escribir por
filas de tiles ya que, en nuestro caso, cada tile se almacena en un fichero distinto. Cada fichero,
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Algoritmo Lecturas FEscrituras
: 25343524 7s $3435242s
Variante 1 e ST
: 25343524 7s s243s
Variante 2 s =2
. 3 2
Variante 3 w 2+ s

Tabla 2.1: Nimero de lecturas y escrituras de tiles (coste tedrico de la E/S) de las distintas variantes de la
factorizacién de Cholesky. (El nimero de elementos leidos/escritos puede obtenerse facilmente multiplicando
estos valores por el tamano del tile: t x t.)

Tamafio de la matriz (n) = 40.960 Tamafio de la matriz (n) = 102.400
35et10 ‘ ‘ 'Variante 1 tradicional —*—
ariante 2 tradicional -
Variante 3 tradicional -

‘ j P T T
Variante 1 tradicional —*—
serit ariante 2 tradicional - 7

Variante 3 tradicional -
3e+10

4e+11
2.5e+10

3e+1l %
2e+10

i
1.5e+10 2e+11 1y,

le+10 le+1l

2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 10000 20000 30000 40000 50000
Tamafio de tile (t) Tamaiio de tile (t)

Nidmero de elementos leidos/escritos
Ntmero de elementos leidos/escritos

5e+09

Figura 2.9: Coste tedrico de la E/S de las tres variantes tradicionales de la factorizacién de Cholesky, en
funcién del tamario de tile para una matriz de tamano n = 40.960 (izquierda) y 102.400 (derecha).

sin embargo, sigue almacenando los elementos del tile por columnas, por lo que si es importante el
orden en que se accede a los elementos internos de éstos.

La grifica en la izquierda de la Figura 2.9 muestra el coste tedrico de la E/S para las tres
variantes de la factorizacién de Cholesky para una matriz de tamano n = 40.960. Se observa que la
variante 2 es la que menor coste presenta para todos los tamanos de tile, mientras que las variantes 1
y 3 intercambian sus papeles a partir de un tamano de tile elevado (¢ 2 n/4). Esto mismo sucede
para matrices de gran tamano (n=102.400), como muestra la grafica en la derecha de la Figura 2.9.

Para poder llevar a cabo la ejecucién de las tres variantes serd preciso ajustar el tamano de
los tiles de modo que, al menos, quepan tres de ellos en memoria en todo momento. Adem4s, en
este primer estudio tedrico se concluye que los tiles més grandes no aseguran necesariamente las
mejores prestaciones, por lo que una tarea que deberemos realizar experimentalmente sera la de
determinar el tamano de tile 6ptimo para cada variante y tamano de problema.

2.3.2. Uso de una caché software

En las aplicaciones OOC la latencia de la E/S a menudo se convierte en un cuello de botella, por
lo que nuestras propuestas de mejora estaran enfocadas a paliar su impacto. En el apartado anterior
se ha comprobado que, a partir de cierto umbral, el coste de la E/S depende poco del tamano de
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tile, por lo que se intuye que no es necesario ocupar toda la memoria llendndola mediante unos
pocos tiles de gran dimensién. Por contra, es posible contemplar la memoria disponible como si de
una caché se tratara, llendndola con un mayor numero de tiles de menor tamano. Del mismo modo
que los procesadores utilizan la memoria caché para reducir los accesos a memoria, nos planteamos
utilizar la memoria RAM disponible como una memoria caché del disco. Si se saca buen partido
de la caché serd posible ahorrar accesos a disco, por lo que se reducird la influencia de la E/S y
podran mejorar las prestaciones.

Para implementar una memoria de caché se debe escoger una organizacién que determine cémo
emparejar (mapear) los tiles de la matriz en disco con los bloques (lineas) de la caché, gestionada
por software, en memoria. Cada bloque de la caché serd del tamano de un tile. Ya que la caché es
mas pequenia que la matriz a factorizar, es necesario compartir los mismos bloques de caché por
parte de distintos tiles. El modo en que se mapeen los tiles a los bloques de caché puede afectar a la
ejecucién del programa, ya que si dos tiles que son muy accedidos se mapean sobre el mismo bloque
de caché, la tasa de fallos de caché serda mas alta de lo deseable. Las memorias caché se pueden
organizar de varias formas: mapeo directo, completamente asociativa y asociativa por conjuntos [28].
Veamos brevemente cémo aplicar estas organizaciones a la caché que queremos implementar para
el programa.

El mapeo directo corresponde a la organizacién més simple. Si en la caché caben ¢ bloques
(recordemos que cada uno alojard un tile), los primeros ¢ tiles de la matriz se mapean directamente
en los ¢ bloques de la caché. Lo mismo sucede con los siguientes ¢ tiles y con el resto de conjuntos de
c tiles de la matriz. Asi, determinar el bloque en el que se debe cargar un determinado tile es rapido
y sencillo. El problema con este tipo de mapeo se presenta cuando se accede a una secuencia de tiles
que recaen sobre el mismo bloque de caché. Cada acceso provoca un fallo de caché, siendo necesario
vaciar el bloque que se acaba de cargar. A la sobrecarga que produce este tipo de situaciones en las
memorias caché hardware se le denomina trashing y, cuando éste es muy alto, la caché se convierte
en un lastre en lugar de una ventaja.

En el extremo opuesto del mapeo directo se encuentra la caché completamente asociativa, en
la que cualquier tile puede mapearse sobre cualquiera de los bloque de la caché. Este tipo de
memorias contienen informacién sobre los datos que alojan. Cuando se busca un tile, se debe
consultar el contenido de todos los bloques de caché. Si ninguno coincide, hay un fallo de caché y se
debe escoger un bloque de caché para ser reemplazado. Normalmente se escoge aquel que hace mas
tiempo que ha sido usado (politica de reemplazo LRU). El problema del trashing no es habitual
con las memorias caché completamente asociativas. Sin embargo, estas memorias son mas lentas al
requerir una gestién mas compleja, que incluye la politica de reemplazo y el tiempo de busqueda
del bloque en la caché.

Si se sitian dos (cuatro, ocho,...) memorias caché de mapeo directo una junto a otra y se
hace que cada tile corresponda a un bloque de caché de cada una de las memorias, tendremos una
caché asociativa por conjuntos. Con esta configuracién, cuando se debe traer un tile a la caché, se
reemplaza aquel de los dos (cuatro, ocho,...) bloques que hace més tiempo que se ha usado. La
busqueda y el reemplazo se realizan como en la caché completamente asociativa, con la diferencia
de que ahora sélo se debe buscar/escoger entre dos (cuatro, ocho,...) bloques y no entre todos
ellos, por lo que serd mas rapida.

Una memoria caché asociativa por conjuntos es més inmune al problema del trashing que una
memoria del mismo tamano de mapeo directo y tiene una gestién mas agil que la caché comple-
tamente asociativa, por lo que ésta es la organizacién que se ha escogido para implementar la
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1 void FLA_Trsm_00Cwrapper( FLA_Obj alpha, FLA_Obj L, FLA_Obj B )
2 /* 00C wrapper for FLA_Trsm */
3 A

4 Task *task;

5

6 FLAOOC_Create_task( &task, FLA_Trsm, 1, 2 );

7

8 FLAOOC_Set_task_out_operand( task, B );

9 FLAOOC_Set_task_in_operand( task, B );
10 FLAOOC_Set_task_in_operand( task, L );
11
12 FLAOOC_Push_task( task );
13
14 3}

Figura 2.10: Rutinas intermedias para utilizar el sistema de caché.

memoria caché. La politica de reemplazo implementada es la LRU y el nimero de bloques de la
caché esta en funcién del tamano de la RAM y del tamano de tile. En particular, la caché ocupa
una parte importante de la memoria disponible, dejando el resto para el sistema operativo y el
programa ejecutable.

Para esta nueva implementacion se ha desarrollado ademdas un entorno de ejecuciéon, o run-
time, que se encarga de determinar, en cada momento, qué tiles se deben leer y escribir. En primer
lugar, el sistema ejecuta el cédigo de manera simbdlica, generando una lista de tareas pendientes
de ejecucién, y anotando para cada una de éstas los tiles de entrada y de salida. Para ello se han
sustituido las llamadas a las rutinas de 1ibflame (FLA_Trsm, FLA_Syrk y FLA_Gemm ) por llamadas a
unas funciones intermedias que realizan este trabajo. Por ejemplo, la llamada a FLA_Trsm del c6digo
de la Figura 2.3 (derecha) se sustituye por una llamada a la rutina FLA_Trsm_00Cwrapper, cuya
implementacion se muestra en la Figura 2.10. Esta rutina crea una nueva tarea en la linea 6, asocia
los tiles de salida y de entrada en las lineas 8-10, y apila la tarea en la lista de tareas pendientes
de ejecucion en la linea 12.

Una vez se ha completado la ejecucién simbodlica del cédigo, obtenemos la lista completa de
las tareas que serd necesario ejecutar para completar el proceso de factorizacién. A continuacion,
en una segunda etapa, las tareas se ejecutan en orden, haciendo un recorrido FIFO de la lista: el
sistema toma la siguiente tarea, identifica los tiles que necesita para realizar la operacion asociada
y comprueba si se encuentran en la caché, leyéndolos desde el disco en caso contrario. Una vez los
datos residen en memoria, se ejecuta la operacién. Los tiles permanecen en la caché hasta que el
sistema decide que deben ser reemplazados porque se necesita el espacio que estan ocupando.

Con este modo de funcionamiento toda la gestion de la caché queda en manos del run-time.
El resultado es un sistema que resulta transparente al programador y que puede utilizarse no sélo
en el calculo de la factorizacién de Cholesky sino también en cualquier otra operacion de algebra
matricial para la que se disponga de un algoritmo por bloques y de los wrappers necesarios.

La sustitucién de rutinas como FLA_Trsm por llamadas a sus correspondientes wrappers puede
automatizarse (por ejemplo, mediante el uso de scripts), por lo que no complica en absoluto la
programacién. El desarrollo del propio wrapper, por ejemplo FLA_Trsm_00Cwrapper, también puede
automatizarse, si bien, dado su escaso numero, la implementacién de los mismos se ha realizado de
forma manual.
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Variante 2 Variante 3
Tradicional (t = Tradicional (¢ =
1.2e+10 -Caché software (t = 1 Caché software (t =
Tradicional (t = 1.2e+10 [ Tradicional (t = R
Caché software (t = Caché software (1 =
1e+10 . Tradicional i = Tradicional i =

Caché software 1e+10 -Caché software

+09 - A
Be+09 s 8e+09 |

6e+09 6e+09

4e+09 4e+09

2e+09 |- 2e+09 -

10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
Tamafio de la matriz (n) Tamafio de la matriz (n)

Nimero de elementos leidos/escritos
Nidmero de elementos leidos/escritos

Figura 2.11: Coste tedrico de la E/S de las variantes 2 y 3 de la factorizacién de Cholesky, con y sin el
uso del sistema que gestiona la memoria disponible como una memoria caché software.

En la Figura 2.11 se puede observar el ahorro en el niimero de accesos a elementos que se produce
gracias a la incorporacion del sistema de caché software frente a las implementaciones iniciales
(tradicionales). En los resultados no se incluyen los de la variante 1, pues hemos comprobado en
el experimento anterior que tunicamente es competitiva frente a las otras dos variantes cuando el
tamano de tile es muy grande. Sin embargo, los tamanos de tile muy grandes resultan incompatibles
con un sistema de caché, ya que limitan demasiado el niimero de bloques que puede contener la
caché, eliminando su utilidad. Puesto que todas nuestras mejoras incorporan este sistema de caché,
a partir de ahora se descarta la variante 1. Para obtener estas curvas se ha realizado una simulacién
que permite contabilizar el nimero de accesos de cada una de ellas. Se observa que al aumentar el
tamano del tile se reduce el nimero de accesos, aunque no son los tamafos de tile mas grandes los
que realizan un menor numero de accesos, sobre todo cuando se trabaja con matrices grandes.

Si comparamos los mejores resultados de los esquemas con caché y sin caché (tradicional),
es decir, los correspondientes al tamano de tile éptimo para cada tamano de matriz, podemos
comprobar que el primero reduce sustancialmente el niimero de accesos a disco.

2.3.3. Actualizaciones en zigzag

Para sacar mas partido a la caché software se propone una reordenacién de las operaciones de
manera que se incremente la localidad de referencia de los algoritmos. Veamos, a modo de ejemplo,
las operaciones sobre tiles que se realizan en la variante 3 sobre una matriz de 7 x 7 tiles. Nos
situamos en la cuarta iteracién del bucle, en la que A1, el bloque central del reparticionado 3 x 3
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que se realiza al inicio de esta iteracién, corresponde al tile Ass:

AOO AOl A02 AOB 12104 AOE) AOG
12110 12111 AIQ 12113 12114 12115 12116

Aoo | Aot | Age Asg Agp Ago | Aaz | Aoy Ass  Asg
A | A | A | = | Aso Aszr Az | Az | Asy Azs Ase
Azo | Azt | Az Aw An Ap [ A | A A A

Aso As1 Aso | Ass | Asa Ass Ase
Aso Ae1 Az | Ass | Aes Ass  Ase

La lista de tareas que se llevan a cabo en esta iteracion es la siguiente:

SYRK (1) %33 = /:133 — 1{130%?0
(2) Asz = Az —AnAy
(3) A33 = A33 — A32A§‘2
CHOL (4) 12133 = {L\A}gg = CHOL(Agg)
GEMM (5) /:143 = 1‘:143 — 1‘:140/:12{0
(6) Asz = Ap—AnAy
(7) Agg = Agg— ApAl,
(8) Asz = Asz— Asdy
(9) Asz = Asz— A5 Ay
(10) A53 = A53 — A52Ag‘2
(11) Agz = Agz — AgoAz
(12) Az = Agz— Aa1 Ay
(13) A63 = A53 —_ AGQAgé
TRSM  (14) Ay3 = Au3TRIL(As3)” "
(15) A53 = /_153TRIL(A33)_T
(16) Agy := AggTRIL(A33) "

Estas operaciones se ilustran en la Figura 2.12(a), en la que se ha senialado con el nimero de
la operacion, los tiles que son datos de entrada (lecturas desde disco) para cada una de ellas. En
azul se marcan los tiles que deben escribirse al finalizar cada operacion. Las flechas rojas muestran
el sentido en que se recorren los tiles.

Si en la actualizaciéon (5) se produce un fallo de caché por Asg, las siguientes actualizaciones
mediante GEMM produciran también fallos de caché por los tiles de esa misma fila, tanto al actualizar
Ays, como As3 y Agz. Estos fallos de caché serdn menos probables si las actualizaciones de la (5) a
la (7) se realizan en orden inverso, al igual que las actualizaciones de la (11) a la (13). Recorriendo
en zigzag los tiles de la particién Asy en la GEMM es posible que se eviten algunos fallos de caché,
ahorrando asi accesos a disco. En cuanto a la iltima operacién, la TRSM, ya que la GEMM anterior
ha recorrido los tiles de la particién Asg de arriba a abajo, disminuiran los fallos de caché si los tiles
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de la particién Ao se recorren de abajo a arriba. La reordenacion resultante de realizar el recorrido
en zigzag se muestra en la Figura 2.12(b).

Para la variante 2 también se ha realizado un recorrido en zigzag. En este caso, los tiles que se
recorren son los del bloque Ajg, tanto en la operacién TRSM como en la SYRK posterior, operaciones
que se muestran en la Figura 2.7.

Las gréaficas de la Figura 2.13 reflejan, mediante simulacion, el ahorro que se produce en el
numero de accesos de las variantes 2 y 3 gracias al recorrido en zigzag de los tiles. La ganancia que
esta modificacion es capaz de aportar tedricamente es de nuevo significativa.

2.3.4. Solapamiento de calculos y accesos a disco

El run-time que gestiona la caché software y la reorganizacion de los recorridos en zigzag explo-
tan la localidad de referencia para reducir las transferencias de datos entre el disco y la memoria,
posibilitando una mejora de las prestaciones. Atun asi, sigue habiendo tiempos de inactividad (sin
célculos) debidos a las esperas para que se completen los accesos a datos en disco. A continuacién se
propone introducir una nueva mejora en el run-time que gestiona la caché, de modo que sea capaz
de solapar calculos y comunicaciones, sin que sea necesario que el programador haga uso explicito
de rutinas de E/S asincrona en los c6digos.

Cuando el run-time ejecuta el cdédigo de manera simbdlica, genera una lista de tareas, indicando
para cada una de éstas los tiles de entrada y de salida. En una segunda etapa las tareas se ejecutan
de manera secuencial siguiendo la lista en orden FIFO. El orden en que las tareas aparecen en
dicha lista, junto con la direccionalidad de los operandos (entrada o salida), definen el orden y la
direccién en que deben transferirse los tiles entre la memoria y el disco. Puesto que la lista se genera
antes de comenzar los cédlculos, en cualquier momento de la factorizacién se conoce qué datos seran
necesarios més adelante. Si estos datos son transferidos desde el disco con antelacién, cuando sean
necesarios ya residiran en memoria, reduciendo asi los tiempos de espera.

La implementaciéon de esta técnica se consigue del siguiente modo. Cuando la ejecucién co-
mienza, una hebra explora la lista de tareas pendientes. Para cada tarea de la lista, si hay espacio
suficiente en la caché software, esta hebra exploradora lee los tiles necesarios a memoria, si no
residen ya en ésta, pasando la tarea a otra lista en donde se encuentran las tareas preparadas para
su ejecucién. Una segunda hebra, la ejecutora, es la que va tomando las tareas de esta segunda
lista para ejecutarlas. Cuando la caché esta llena y es necesario hacer espacio para un nuevo tile,
la hebra exploradora reemplaza alguno de los que no estan involucrados en ninguna tarea de la
lista de pendientes de ejecucién. Si esto no es posible, la hebra exploradora espera a que la hebra
ejecutora complete el procesamiento de nuevas tareas.

Este funcionamiento corresponde a una tipica interaccién entre un productor y un consumidor:
una hebra produce datos (la exploradora) y la otra hebra los consume (la ejecutora). Dado que la
caché software tiene una capacidad limitada, se realiza una sincronizacion para detener a la hebra
productora cuando la caché esté llena (y no se pueda reemplazar ninguin tile) y bloquear a la hebra
consumidora cuando la caché esté vacia.

Mediante el paralelismo que proporcionan las hebras, es posible solapar calculo y transferencias
con el disco, y ocultar casi totalmente los tiempos de espera (la latencia) que producen las lecturas
y escrituras de datos, de modo que las prestaciones no se vean afectadas por el hecho de trabajar
con matrices que residen en el disco. Las hebras también proporcionan un mecanismo de E/S
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L2 O (4) ()6 {7
G_© )
SYRK CHOL GEMM
1%
(8 (9) (0) (11) (12) (13) (%%g
(14)
(8 (9) (0) (15)
(1) (12) (13) (16)
GEMM GEMM TRSM
(a) Orden de accesos original.
L@ g (4) (1_(6) (5
()6 ©)
SYRK CHOL GEMM
1%
(8 _(9) (0) (1) (12) (1) (h@,g
(16)
(8)_(9) (10) (15)
(13)_(12) (11) (14)
GEMM GEMM TRSM

(b) Reordenacién de accesos en zigzag.

Figura 2.12: Reordenacién de las operaciones de actualizaciéon sobre tiles para aumentar la localidad
temporal en el acceso a los datos.
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Variante 2 Variante 3
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Figura 2.13: Coste tedrico de la E/S de las variantes 2 y 3 de la factorizacién de Cholesky, con y sin el
recorrido en zigzag de los tiles.

asincrona que queda oculto al desarrollador de los cédigos de computacion matricial, aislandolo de
la complejidad de su uso.

Las figuras de la 2.14 a la 2.19 muestran un ejemplo de traza de la factorizacion de Cholesky
OOC de una matriz de 4 x 4 tiles,

Ao Aor Aoz Aos

A A A Agg
Ago Ag1 A Agg |’
Aso As1 Azx Asg

con el algoritmo correspondiente a la variante 3 que realiza el solapamiento de célculos y accesos a
disco.

En este caso no se realiza ninguna simulacién del nimero de lecturas/escrituras, puesto que
el solapamiento no reduce su cantidad respecto a las mejoras aportadas anteriormente, sino que
realiza al mismo tiempo los calculos y las operaciones de E/S; en cambio, cabe esperar que el efecto
del solapamiento se deje notar en la fase experimental.

2.4. Experimentos sobre una arquitectura monoprocesador

Como ya se ha expuesto en la introduccién del Capitulo 1, las técnicas OOC pueden ser necesa-
rias en entornos especializados donde, por motivos técnicos, la cantidad de memoria RAM es muy
reducida, como sucede en los sistemas empotrados. Otra razon en favor de las técnicas OOC es que
son mas econémicas, ya que reemplazan parcialmente el almacenamiento en RAM por el disco. Por
estos motivos consideramos que resulta interesante experimentar nuestros cédigos sobre sistemas
monoprocesador.

Los experimentos que se presentan en esta secciéon han sido realizados sobre la estacion de
trabajo ROPE (en la Tabla 1.1 se muestran las caracteristicas de ésta y otras maquinas usadas en la
evaluacién experimental de este capitulo), que dispone de un uinico procesador de propdsito general.

En esta primera arquitectura se aprovecha la existencia de implementaciones optimizadas de
las bibliotecas BLAS y LAPACK para el calculo de los cuatro niticleos béasicos que operan sobre
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Lista de tareas pendientes Lista de tareas preparadas

Aoo = CHOL(Ao) Hebra exploradora
Ajg = ALy

Ay = AgoLg" (1) Inspecciona la lista

Agzg = AgoLgy"

Aqy = Ay — AIUA—{U

Ajq = CHOL(A11) M - hé
emoria caché

Agy = Ay — Azoz‘i%

Aiﬂ = A:ﬂ - A:s()z‘qg

L

.
Hebra ejecutora
(1) Busca trabajo preparado
Lista de tareas pendientes Lista de tareas preparadas
Ago 1= CHOL(Ao0) Hebra exploradora
Ay = AlOLagT
Agy = AggLy" (2) Comprueba la caché
Asg == AgoLg"
Au = Au - Am;ﬂg
All = CHOL(AH)
— _ — Memoria caché
Agy = Ay — App ATy
Ay = Az — Az AT,
/N /N/
(2) Espera

Figura 2.14: La hebra exploradora inspecciona la lista de tareas pendientes y comprueba si los tiles
implicados en la tarea de la cabeza de la lista estdn disponibles en la memoria caché. La hebra ejecutora
espera a que haya trabajo preparado para su ejecucion.
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Lista de tareas pendientes Lista de tareas preparadas

Ago := CHOL(Aoo) Hebra exploradora

Ay = AloLagT

Agy = Agg Lyt (3) Lee tile

Agg = Agg LEOT

Ay o= Ay — A AR _
711 11 710 10 AOO
A= CHOL(AH)
— _ — Memoria caché
Agy 1= Ay — Ay AT,
Ay = Az — Az AT,
/N /N/
(3) Espera
Lista de tareas pendientes Lista de tareas preparadas

Agy-i=CHOL(Ag) Hebra exploradora Ago := CrOL(Agp)
Ajg = ALy

Agy = AggLy" (4) Mueve tarea

Ago = A;}QL&)T

Ay = Ay — A AL -
11 11 10410 oo

All = CHOL(AH) M i h
emoria cacne

Agy 1= Apy — Ay AT,

Alﬂ = A:ﬂ - A:;Ufl%

_ _

Hebra ejecutora

(4) Espera

Figura 2.15: La hebra exploradora lee del disco el tile requerido por la primera tarea pendiente y pasa
dicha tarea a la lista de tareas preparadas: la tarea estd lista para su ejecucién, ya que los datos que necesita
estdn en memoria.
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Lista de tareas pendientes Lista de tareas preparadas

e - -
A1o == AroLog Hebra exploradora Ago := CHOL(Ago)
12120 = AQOLJUT

Agg = Ao Lg" (5) Inspecciona la lista

Aqy = Ay — A AT

A]] = CIIOL(A]]) A
00

Agy 1= Ay — Ay AT,

Memoria caché

Az = Az — Az ATy

Agy = Ay LT

/—M q’/
Hebra ejecutora
(5) Ejecuta tarea

Lista de tareas pendientes Lista de tareas preparadas

Ay := ArpLyy.

Hebra exploradora

(6) Comprueba la cache

A()(] = CHOL(A()())

Ay = AQULEOT

Az = A:soLEUT

Ay = Ay - Amz‘i%

AM = CHOL(All) A
00

Aor = Ayt — A AT, ——
Memoria caché

Agy = Agy — Az ATy

Agy = A LT

—_

Hebra ejecutora

(6) Ejecuta tarea

Figura 2.16: Mientras la hebra exploradora continta encargandose de la lista de tareas pendientes, la hebra
ejecutora toma la tarea que se encuentra en la cabeza de la lista de tareas preparadas para su ejecucién y
comienza a realizar los cédlculos.
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Lista de tareas pendientes Lista de tareas preparadas

Hebra exploradora

(7) Mueve tarea

Agy-i=-Az0 Lo Ago := CHOL(Agp)

Ay = Ay — Ay Al Ayg = Ag Ly

All = CHOL(All) AZO — AZOLEQT

Agg = AgoLog"

AZI = AZI - A?OA—{U

Agp := Ay — Az AT _ _ _ _
o . M Ago | Ao | A2o | Aszo

T 7T
Aoy = Ao L7 - )
Memoria caché

Agy o= Ay LT

Agg 1= Agy — Ay A,

/—M q’/
Hebra ejecutora
(7) Ejecuta tarea

Lista de tareas pendientes Lista de tareas preparadas

—— — — —
Arr=du=rdd Hebra exploradora Ago := CHOL(Agp)

Ajq = CHoOL(Aq1) Ay = ALy

Aoi — Aoy — Asn AT 8) Mueve tarea _ _
Az = Ao = Andig ® Agg 1= AggLgg"

Ago = AgoLaUT

12131 = A‘Jl - Asufl%

Ay == Ay Lyy" - < - = =

_ i AT
Ago | Ao | Ao | Ao | Al Au = An — Awdy

Agl = AglLiT
Memoria caché

Agy 1= Agy — App A},

Agy 1= Agy — Ay AF)

_

Hebra ejecutora

(8) Ejecuta tarea

Figura 2.17: Mientras la hebra ejecutora se encarga de los célculos, la hebra exploradora va llenando la

memoria caché con los tiles con los que trabajardn las siguientes tareas listas para su ejecucién. En la parte

superior de la figura se observa que se han cargado los tiles 12110, Aso y Ago, y se han llevado las tareas
correspondientes a la lista de preparadas.
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Lista de tareas pendientes Lista de tareas preparadas
Ao — A A AT _ -
Az = An — ApAj Hebra exploradora Apo := CHOL(Agp)
Ay = Az — Az Ay Ay = ALy
AZl = AglLiT (9) Espera

Ago = AgoLaoT
Azg = Agg Lo

Agl = AglLﬁT

Agy = Agy — App AT, = 1 T i i Ay = Ay — ApAf,

Ago | Aro | Ao | Ao | A

All = CHOL(AH)

Aoy = Agg — Ay AT, - )
Memoria caché

Agy = CHOL(AQZ)

Asy i= Agy — A3 AY)

/—M q’/
Hebra ejecutora
(9) Ejecuta tarea

Lista de tareas pendientes Lista de tareas preparadas

i — 4. _ i T - N
Az = An — ApAj Hebra exploradora Az = Az Lt

Ay = Az — Az A, Ay = Ay — A AT,
Ayt = Ay Ly, (10) Espera

A]] = CHOL(A] 1 )

Az = Ay L"

Agg := Agg — Apg AT _ _ ~ _
> * i Ago | Aro | Aoo | Ao | A
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Figura 2.18: Cuando la memoria caché estd llena y todos los tiles que contiene se necesitan para ta-
reas preparadas, la hebra exploradora pasa a un estado de espera. Esta espera finalizara cuando la hebra
exploradora detecte que algin tile no es necesario en memoria.
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Figura 2.19: En cuanto la hebra exploradora detecta que un tile ya no es necesario en memoria, lo escribe
en disco (si ha sido modificado) y reanuda su actividad.
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los tiles in-core (en la Tabla 1.2 se muestra la versién de las bibliotecas usadas en la evaluacién
experimental de este capitulo). Denominaremos a éstos como POTRF (factorizacién de Cholesky de
un tile), TRSM (resolucién de un sistema triangular en el que tanto la matriz de coeficientes como la
de términos independientes son tiles), GEMM (producto de tiles) y SYRK (actualizacién de rango ¢
de la parte triangular inferior de un tile).

2.4.1. Variantes algoritmicas

Para poder llevar a cabo la ejecuciéon de las tres variantes de los algoritmos OOC tradicionales
(sin gestion de caché) es preciso ajustar, en primer lugar, el tamano de los tiles, de modo que
quepan tres de ellos en memoria en todo momento. La cuestién que se plantea es escoger el tamano
de tile 6ptimo, por lo que se han realizado ejecuciones de las tres variantes con distintos tamanos de
tile y de matriz. Las prestaciones obtenidas se muestran en la Figura 2.20. En ella observamos un
comportamiento similar para las tres variantes, que se asemeja al coste teérico que cabria esperar a
partir de los resultados en la Figura 2.9 (izquierda). Al igual que en teoria, en la practica la variante 1
es la que ofrece peores prestaciones (en términos de una tasa de GFLOPS més reducida), pero el
rendimiento de las tres variantes tiende a igualarse a medida que crece el tamafno de tile.

La Figura 2.21 permite comparar las tres variantes para distintos tamanos de matriz. Para cada
tamano se ha escogido el tamano de tile 6ptimo de cada variante. Tal y como se esperaba, las
variantes 2 y 3 ofrecen mejores prestaciones, si bien la diferencia es menor de lo esperado.

Variantes sobre ROPE (n = 40.960)
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2 [ . . . 7
Variante 1 tradicional —%—
Variante 2 tradicional ---%---
0 ‘ ‘ Variante 3 tre‘adicional %‘
2000 3000 4000 5000 6000 7000

Tamaiio de tile (t)

Figura 2.20: Ejecucién sobre ROPE de la implementacién OOC tradicional de las tres variantes para la
factorizaciéon de Cholesky. Efecto del tamafnio de tile sobre las prestaciones para una matriz de tamano
n = 40.960.
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Figura 2.21: Ejecucién sobre ROPE de la implementacién OOC tradicional de las tres variantes para la
factorizacién de Cholesky.

2.4.2. Uso de una caché software

En el apartado anterior se ha comprobado que el tamano de tile no resulta determinante sobre
las prestaciones obtenidas en las implementaciones OOC de las variantes 2 y 3. Esto confirma que
no es necesario ocupar toda la memoria con los tiles con los que se opera y, por lo tanto, es posible
utilizar la RAM como si de una memoria caché se tratara. Esto no es posible para la variante 1,
que necesita unos tamanos de tile grandes para ser competitiva. Por esta razon se descarta esta
variante a partir de este experimento. Si se saca buen partido de la caché, sera posible ahorrar
accesos a disco, por lo que la E/S tendrd un impacto menor y podran mejorar las prestaciones.

La grafica de la Figura 2.22 expone cémo se incrementa el rendimiento para las variantes 2 y 3
cuando se realiza la gestién de memoria como una caché. Evidentemente, cuantos mas tiles quepan
en la caché, mayor probabilidad de acierto en el acceso a la caché. Sin embargo, para un tamafo
de caché determinado, un mayor tamafo de tile permitird un menor niimero de bloques de caché y,
por lo tanto, menor ahorro y menos ganancia. Es por esto que la mejora obtenida es algo discreta,
ya que el ahorro de accesos no es muy significativo para el tamano de tile 6ptimo.

2.4.3. Actualizaciones en zigzag

Para intentar ahorrar accesos a disco en las actualizaciones de los tiles éstas se han reordenado,
realizando recorridos en zigzag. La ligera mejora obtenida se puede observar en la grafica de la
Figura 2.23, que muestra las prestaciones obtenidas para las variantes 2 y 3 implementadas con el
run-time de gestion de memoria y con la reordenacion de accesos para evitar fallos de caché. En la
grafica se recogen también las prestaciones cuando no se realiza la reordenacién.
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Figura 2.22: Ejecucién sobre ROPE de las implementaciones OOC tradicional y con gestiéon de memoria
caché de las variantes 2 y 3 para la factorizacién de Cholesky.
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Figura 2.23: Ejecucién sobre ROPE de las implementaciones OOC con gestion de memoria y con reorde-
nacién de operaciones (zigzag) de las variantes 2 y 3 para la factorizacién de Cholesky.

Como en el caso anterior, la ganancia aportada por esta modificacion es exigua, pues no consigue

reducir el nimero de accesos a disco de manera significativa para el tamano de tile éptimo.

2.4.4.

Solapamiento de calculos y accesos a disco

Las gréficas de la Figura 2.24 ilustran el efecto del tamano del tile en las prestaciones obtenidas
sobre un procesador de las variantes 2 y 3, cuando se realiza solapamiento entre célculos y accesos
a disco. Resulta interesante observar que las prestaciones ahora si crecen notablemente, situdndose
por encima del 85 % de la velocidad pico de la maquina. Como se puede observar, el rendimiento
crece con el tamano de la matriz.

La Figura 2.25 permite comparar todas las implementaciones realizadas de las variantes 2 y 3
de la factorizacion de Cholesky OOC. En estas gréficas se han incluido las prestaciones obtenidas al
realizar la factorizacion mediante la rutina POTRF de BLAS disponible en la biblioteca MKL [38].
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Variante 2 sobre ROPE (tile éptimo) Variante 3 sobre ROPE (tile éptimo)
T T T T T T T T T T
12 + B 12 + q
b 10
»n 81 1 n 8r i
o [a
S S
o o 1 oo il
(O] O
4t 1 4t g
2+ 1 2t -
Caché software + zigzag —=— Caché software + zigzag —s—
0 ‘ Ceché softwa(e + zigzag + solapamlgnto e 0 ‘ Cgché softwa(e + zigzag + solapaml‘ento e
10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
Tamafio de la matriz (n) Tamafio de la matriz (n)

Figura 2.24: Ejecucién sobre ROPE de las implementaciones OOC con reordenacién de operaciones (zigzag)
y con solapamiento de cdlculos y E/S de las variantes 2 y 3 para la factorizacién de Cholesky.

En este caso, cuando la matriz no cabe en memoria, se hace uso de la memoria virtual, decayendo las
prestaciones de una manera muy pronunciada. Ademads, el tamano de matriz que se puede factorizar
estd limitado por el tipo de datos de las variables que se utilizan para indexar los elementos de la
matriz.

Aunque el sistema de caché software y los recorridos en zigzag no presentan una mejora no-
table sobre la implementacién tradicional de cada una de las variantes escogidas, si son la base
imprescindible para la implementacién que realiza el solapamiento de la E/S con los célculos. Es
esta ultima mejora la que si consigue aumentar significativamente las prestaciones, eliminando el
impacto de las esperas a causa de las lecturas y escrituras en disco. Para un tamano de matriz
n = 40.960, la variante 2 mejora su rendimiento en un 15 % mientras que la variante 3 lo hace en
casi un 20 %. Cabe destacar que las prestaciones obtenidas aumentan conforme crece el tamano
de la matriz. Ademads, resulta especialmente significativo que el algoritmo OOC que incluye todas
las mejoras (caché software, recorrido en zigzag y solapamiento de calculo y E/S) supera en buena
medida el rendimiento de la implementacién in-core de la rutina de factorizacién de MKL. Esto es
debido al almacenamiento en RAM por tiles, que se deriva de la utilizacién de los algoritmos OOC,
y que exhibe una mayor localidad de referencia que el almacenamiento tradicional por columnas
utilizado por MKL.

2.5. Experimentos sobre arquitecturas multihebra

La mayor parte de los procesadores actuales disponen de varios nicleos, que pueden utilizarse
para aumentar la productividad del equipo (en términos de trabajos procesados por unidad de
tiempo) o para reducir el tiempo de respuesta de una determinada aplicacién. En nuestro caso,
utilizaremos los nicleos para reducir el tiempo de procesamiento de las cuatro operaciones compu-
tacionales bésicas que operan sobre los tiles. Como se comento en la seccion anterior, estos nicleos
computacionales basicos corresponden, en el caso de la factorizacién de Cholesky, a las tareas PO-
TRF (factorizacién de Cholesky de un tile), TRSM (resolucién de un sistema triangular en el que
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Figura 2.25: Ejecucién sobre ROPE de las distintas implementaciones OOC de las variantes 2 y 3 de la
factorizacién de Cholesky.

tanto la matriz de coeficientes como la de términos independientes son tiles), GEMM (producto de
tiles) y SYRK (actualizacién de rango ¢ de la parte triangular inferior de un tile).

En nuestra aproximacién paralela, para explotar la multiplicidad de los recursos hardware, hemos
optado por ejecutar las tareas en el mismo orden en que aparecen en la lista de tareas pendientes,
extrayendo el paralelismo tnicamente dentro de cada una de las tareas. Para la paralelizacién
hacemos uso de una implementaciéon multihebra de BLAS, optimizada para explotar de manera
eficiente el paralelismo que ofrece el hardware de los procesadores multintcleo. Asi, cuando se
requiere la ejecucion de una tarea que involucra una operacién de BLAS (como TRSM, GEMM o
SYRK), se lanzan tantas hebras como nicleos, que colaboran para ejecutar la tarea en paralelo.
De este modo, se consigue un doble nivel de paralelismo o paralelismo anidado: paralelismo entre
hebra exploradora y hebra ejecutora, y paralelismo dentro de la hebra ejecutora gracias al uso de
BLAS multihebra (Figura 2.26). En nuestra evaluacién hemos usado la implementaciéon multihebra
de la biblioteca MKL de INTEL. Para la ejecucién paralela del nicleo computacional POTRF (de
LAPACK) hemos considerado dos opciones. Inicialmente utilizamos la implementacién optimizada
disponible en la propia biblioteca MKL pero, debido a las bajas prestaciones paralelas de esta
implementacién y a la importancia de este nicleo computacional en el rendimiento global de la
aplicacion, decidimos emplear una versiéon paralelizada mediante una aproximacion basada en el
flujo de datos (data-flow), descrita en [52].

Existe otra alternativa de paralelizacién, basada en el calculo concurrente de varias operaciones
de la lista de tareas pendientes, siempre que no existan dependencias entre éstas, usando tantos
nucleos como tareas. Esta es, basicamente, la aproximacion que utilizan los algoritmos data-flow a
nivel de bloque para incrementar el rendimiento en el calculo de factorizaciones matriciales in-core
frente a las paralelizaciones tradicionales basadas en el uso de BLAS multihebra, como la de MKL.
Sin embargo, esta misma aproximacién no resulta claramente beneficiosa cuando el tamano del
problema es reducido o cuando el tamano de tile es grande. Ademas, los discos habitualmente
empleados no ofrecen buen rendimiento cuando se realizan miltiples peticiones de E/S. Concreta-
mente, el que el tamano de los tiles es relativamente grande (el tamano de tile 6ptimo en nuestros
experimentos habitualmente estaba en el rango 4.000-5.000) y el que el niimero de invocaciones a



CAPITULO 2. FACTORIZACION DE CHOLESKY EN DISCO 65
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Figura 2.26: Paralelismo anidado en dos niveles. Primer nivel: la hebra exploradora se encarga de la E/S
y, en paralelo, la hebra ejecutora se encarga de los célculos. Segundo nivel: la hebra ejecutora realiza los
célculos en paralelo mediante el BLAS multihebra.

ntcleos del BLAS es mucho mas elevado que el de las invocaciones a POTRF, nos llevaron a descartar
esta segunda opcién.

El riesgo que corremos al utilizar varios ntcleos para incrementar la velocidad de cémputo
es que el problema pase a estar limitado por la E/S; en lugar de estar limitado por el célculo.
Esto puede ocurrir, aun cuando el nimero de operaciones aritméticas sigue siendo de O(n?) y el
nimero de E/S de O(n?), si la relacién entre las velocidades de célculo y de transferencia con el
disco no es muy elevada y el tamano del problema no es suficientemente grande. El objetivo de
esta evaluacién es comprobar, pues, si éste es el caso cuando utilizamos un procesador con varios
nucleos, incrementando la velocidad de célculo pero manteniendo constante la ratio de E/S.

Para realizar la evaluacién, se ha repetido el mismo estudio gradual de la secciéon anterior,
introduciendo las mejoras una tras otra (uso de caché, recorrido en zigzag, solapamiento de célculos
y accesos a disco), determinando los tamanos de tile éptimos en cada caso. Ademas, se realizé un
estudio inicial de las prestaciones de las implementaciones multihebra y data-flow de la factorizacién
de Cholesky de un tile in-core, para determinar cual de estas opciones seria la escogida para
realizar la factorizacion de los tiles diagonales en los algoritmos OOC. Por simplicidad, todos estos
resultados se recogen en una unica figura para la variante 3. Como en la evaluacién sobre un
sistema monoprocesador, los resultados de la variante 2 son practicamente idénticos, por lo que no
se recogen en esta memoria, mientras que la variante 1 se descarté practicamente al principio de la
evaluacién, debido a su peor rendimiento.

Los resultados obtenidos para la variante 3 se muestran en la Figura 2.27. En particular, en
la figura se ilustra el rendimiento para matrices in-core, tanto por parte de la rutina de BLAS
POTRF de MKL, como por la versién paralela data-flow, que consigue un nivel mas alto de pa-
ralelismo mediante la planificacién dinamica de tareas. Respecto al trabajo OOC, y como cabria
esperar, las mejores prestaciones se consiguen mediante la implementacién que combina todas las
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mejoras: uso de caché software, recorrido en zigzag y solapamiento, llegando incluso a superar las
prestaciones de la rutina in-core basada en el cédigo data-flow. Asi, mientras que esta ultima alcan-
za los 92,7 GFLOPS con las mayores matrices in-core, la mejor implementacion OOC llega a los
97 GFLOPS con matrices cuatro veces mds grandes, lo que supone un 75,8 % de la velocidad pico de
la méquina (128 GFLOPS). En cambio, la versién optimizada de MKL no supera los 52 GFLOPS
trabajando con matrices que caben en RAM.

Variante 3 sobre TESLA (tile Sptimo)
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Figura 2.27: Ejecucién sobre TESLA de distintas implementaciones de la variante 3 de la factorizacion de
Cholesky.

La Figura 2.28 ofrece los mismos resultados para TESLA2. De nuevo, las mejores prestaciones
estan alrededor del 76 % de la velocidad pico de la maquina (181 GFLOPS). A diferencia de lo
que sucede en TESLA, la mejora que introduce el solapamiento tiene ahora menos impacto porque
TESLA2 dispone de seis discos duros con striping y més rapidos (15.000 rpm frente a las 7.200 rpm
del disco de TESLA). De nuevo, los cédigos OOC superan las prestaciones de la rutina in-core de
MKL, que sélo consigue 72 GFLOPS, menos de un 40 % de la velocidad pico de la mdquina.

2.6. Experimentos sobre una arquitectura multihebra con un acelerador
grafico

En esta seccion damos un paso mas en la aceleracién de los cémputos que aparecen en la
factorizacién de Cholesky, utilizando para ello tanto los multiples nucleos del procesador como
los de un acelerador hardware de tipo GPU (procesador gréafico). En particular, de las cuatro
operaciones computacionales que aparecen durante la factorizacion de Cholesky, descargaremos
sobre la GPU los tres pertenecientes a BLAS: TRSM, GEMM y SYRK, mientras que para el nicleo
computacional restante (POTRF) describiremos dos opciones de ejecucién en breve. Para realizar
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Figura 2.28: Ejecucion sobre TESLA2 de distintas implementaciones de la variante 3 de la factorizaciéon de
Cholesky.

esta asignacién de las tareas, en la que algunas deben ejecutarse sobre la GPU, se ha llevado a cabo
una adaptacion del run-time en la que la CPU sigue siendo la encargada de planificar las tareas, y
la comunicacién entre CPU y GPU se realiza transfiriendo datos entre sus memorias. De este modo,
cuando la CPU decide que una tarea que estd preparada (sus datos estan in-core) se ejecute en la
GPU, copia los datos a la memoria de la GPU, ordena a ésta que realice los cdlculos, y una vez
se completa la operacion, trae de vuelta los resultados a la memoria principal. Los experimentos
realizados en esta seccién se han llevado a cabo sobre ZAPE.

En la GPU las operaciones se ejecutan mediante la implementacién de BLAS optimizada propia
de NvipiA: CUBLAS. Esta biblioteca no posee rutinas para realizar la factorizaciéon de Cholesky
(POTRF), por lo que debemos encontrar alternativas para llevarla a cabo cuando se trata de facto-
rizar los tiles diagonales. Una primera alternativa consiste en realizar esta factorizacion haciendo
uso de los miultiples nicleos de la CPU, tal y como se ha hecho en la seccién anterior. Puesto que se
dispone de una GPU, una alternativa diferente consiste en realizar una factorizacién hibrida del tile,
en donde participan tanto la CPU como la GPU. Para ello, se realiza un particionado en bloques
del tile, de manera que cada bloque diagonal se factoriza en la CPU, mientras que las restantes
actualizaciones sobre el tile se realizan en la GPU, mediante llamadas a rutinas de CUBLAS. Hay
que tener en cuenta que, para la factorizaciéon hibrida de un tile, se emplea la variante 1 de la
factorizacion de Cholesky por sus mejores prestaciones.

Una vez més, para realizar la evaluacion se ha desarrollado un estudio gradual en el que las
mejoras se han introducido una a una y los tamanos de tile 6ptimos se han determinado experimen-
talmente para cada tamano de problema, implementacién y variante. En este caso se ha realizado
un estudio inicial de las prestaciones de las implementaciones in-core correspondientes a la facto-
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rizacién de Cholesky. Por una parte, se ha estudiado la implementacién que empleaba tinicamente
los ntcleos de la CPU, y por otra parte, la factorizaciéon hibrida que utilizaba tanto la CPU co-
mo la GPU, con el objetivo de determinar cuél de estas opciones serfa la escogida para realizar
la factorizacién de los tiles diagonales en los algoritmos OOC. Esta segunda alternativa ha sido
claramente la ganadora. Todos estos resultados se recogen en la Figura 2.29 para la variante 3.
Los resultados de la variante 2 fueron muy similares mientras que la variante 1 qued6 descartada
de inicio por su peor rendimiento. En la figura se muestra el rendimiento para matrices in-core de
la implementacion hibrida que realiza la factorizacion de la matriz, asi como las prestaciones que
se obtienen al incorporar las sucesivas mejoras a los algoritmos OOC. Una vez mas, las mejores
prestaciones se consiguen mediante la implementaciéon que combina las tres mejoras, que incluso
supera las prestaciones de la implementacion hibrida in-core.
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150 B

GFLOPS

L
40000 60000 80000 100000

Tamafio de la matriz (n)

Figura 2.29: Ejecucién sobre ZAPE de distintas implementaciones de la variante 3 de la factorizacién de
Cholesky.

2.7. Resumen y conclusiones

Este capitulo ha introducido las principales aportaciones de la tesis en el campo del uso de técni-
cas OOC en computacion matricial, mediante un ejemplo de operacién simple como la factorizacion
de Cholesky. En particular, en el capitulo se describen estas aportaciones de forma progresiva:

= Uso de una caché software para mejorar la eficiencia de los algoritmos OOC. La caché software
realiza una funcién analoga a la caché hardware entre el procesador y la memoria principal,
reduciendo el nimero de lecturas y escrituras de datos desde/en disco.
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» Incorporacién de un entorno de ejecucién (run-time), a cargo de la E/S, que aisla a la biblio-
teca de computacién matricial del acceso a disco y gestiona la caché de manera transparente
al programador.

= Reorganizacion de los accesos, siguiendo un patron zigzagueante para incrementar la localidad
de referencia.

= Solapamiento de calculo y accesos a disco, para ocultar la latencia de este ltimo, mediante
una prelectura de datos desde el disco a partir de la lista de tareas futuras de la descomposicion
que se encuentran pendientes de ejecucién.

» Modificacién del run-time para que gestione el solapamiento de cdlculo y E/S de manera
transparente a los codigos.

El entorno de ejecucién supone un avance importante desde el punto de vista de la programabi-
lidad, permitiendo obtener rutinas OOC directamente a partir de algoritmos orientados a bloques,
sin necesidad de realizar ninguna modificacion sobre éstos, descargando al programador de la tarea
de introducir en los cédigos operaciones de E/S que organicen el trasiego de datos entre el disco y
la memoria principal.

Las implementaciones correspondientes a estas mejoras se han evaluado en tres arquitecturas
diferentes, representativas de los sistemas de cédlculo actuales: ROPE, una ordenador personal con
un unico procesador INTEL PENTIUM; TESLA y TESLA2, estaciones de trabajo con dos procesadores
INTEL XEON que disponen de cuatro nicleos cada uno; y ZAPE, una estacién de trabajo con
un procesador AMD PHENOM de cuatro ntcleos conectado mediante un bus PCl-e a una GPU
GEFORCE 9800 GX2 de NVIDIA. En todos los casos, el rendimiento de la mejor implementacion
OOC que incorpora las distintas mejoras propuestas iguala o incluso llega a superar el que consigue
una implementacién eficiente in-core para el mayor tamano de problema que es posible almacenar
en la RAM. La conclusiéon maés directa es que, para el cdlculo de la factorizacién de Cholesky en
estas tres arquitecturas, las técnicas aportadas en este trabajo hacen que la latencia del disco sea
irrelevante.
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Capitulo 3

Factorizacion LU en Disco

En este capitulo se aborda la factorizacién LU de una matriz de gran dimensiéon que reside
en disco, al no ser posible almacenarla completamente en la memoria principal del sistema. Si la
factorizacién de Cholesky, tratada en el Capitulo 2, es la operacién de descomposicién que se lleva a
cabo en la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales cuando la matriz de coeficientes es simétrica
y definida positiva, la factorizacién LU juega el mismo papel cuando la matriz de coeficientes
no tiene una estructura particular. Nuestro trabajo analiza, desde el punto de vista tedrico y
practico, la implementacién Qut-of-Core (OOC) de dos variantes algoritmicas para el célculo de esta
factorizacién, incorporando un tipo especial de pivotamiento denominado pivotamiento incremental.

Son dos las arquitecturas destino de los algoritmos OOC desarrollados: una plataforma de altas
prestaciones con un tnico procesador de propdsito general y un procesador multintiicleo con varios
nicleos (cores) de propésito general que comparten una memoria comun.

El capitulo estd estructurado del modo siguiente. En la primera seccién se define la factoriza-
cién LU, se justifica su utilidad, y se ofrecen dos formulaciones recursivas, una escalar y otra por
bloques, para su calculo. En la Seccién 3.2 se justifica la necesidad del pivotamiento y se presentan
tres variantes algoritmicas escalares para el calculo de la factorizacion de forma iterativa con pivo-
tamiento parcial, y las respectivas versiones por bloques. La técnica del pivotamiento incremental
se introduce en la Seccién 3.3, como una alternativa al pivotamiento parcial, junto a dos variantes
algoritmicas orientadas a bloques. Las implementaciones de estas variantes en forma de algoritmos
OO0OC se discuten en la Seccion 3.4, que reitera la utilidad de las aportaciones principales de la tesis.
Las Secciones 3.5 y 3.6 recogen la evaluacién del impacto experimental que suponen las propuestas
realizadas y, finalmente, la Seccién 3.7 resume el contenido y las aportaciones del capitulo.

3.1. Factorizacion LU

Una de las estrategias que se utilizan habitualmente para resolver sistemas de ecuaciones lineales
densos de la forma Az = b (0 AX = B) comienza con la factorizacién de la matriz coeficiente A, de
manera que ésta se descompone en el producto de dos matrices triangulares, que se utilizan después
para obtener la solucién del sistema inicial resolviendo sendos sistemas triangulares. La factorizacion
LU y la factorizacién de Cholesky, esta tltima estudiada en el Capitulo 2, son descomposiciones de
este tipo.

La factorizacién de Cholesky se utiliza cuando la matriz coeficiente A es densa y simétrica
definida positiva. En cambio, la factorizacion LU, combinada con alguna estrategia de pivotamiento
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(normalmente un pivotamiento parcial de filas), es el método méds comun para resolver sistemas
lineales cuando la matriz coeficiente A es densa, pero no presenta ninguna estructura particular.
En cualquier caso, para poder calcular estas factorizaciones es necesario que la matriz coeficiente
sea invertible (ver definicién en la Seccién 2.1).

Para llevar a cabo la factorizacién LU de una matriz A € R™ "™ se aplica una secuencia de
n — 1 transformaciones de Gauss [73], que descomponen la matriz en el producto A = LU, donde
L € R™™ es triangular inferior unidad (los elementos de su diagonal son todos iguales a 1) y
U € R™" es triangular superior. A continuacién se definen las transformaciones de Gauss y se
establece formalmente la relacién entre el proceso de eliminacion Gaussiana y la factorizaciéon LU
de una matriz.
Definicion 3 Una transformacion de Gauss es una matriz que tiene la forma

I.| O 0
L= ol 1| o . 0<k<n. (3.1)
0 |lor | Ln—g—1

Una de las propiedades mas interesantes de las transformaciones de Gauss es su facilidad de inversién
y aplicacién. Asi, la inversa de la transformacién de Gauss en (3.1) viene dada por

In| 0 0
Li'=] 0] 1 0 , 0<k<n,

0| —lo1 | In—p—1

mientras que, por ejemplo, al aplicar la inversa de Ly a una matriz A tenemos que

T T
Ly'A= Lo o | afy - on | b —. (3.2)
—lo1 ‘ I, a1 ‘ Az a1 — avqlog ‘ Ao — la1a4,

Sin embargo, la utilidad principal de las transformaciones de Gauss reside en su capacidad de anular
los elementos subdiagonales de una columna de una matriz. Por ejemplo, tomando Iy := ag1 /11
en (3.2), se obtiene as; — aq1le; = 0, de modo que se anulan los elementos bajo la diagonal de la
primera columna de A.

Otra propiedad interesante es que las transformaciones de Gauss se pueden acumular facilmente,
tal y como se muestra a continuacién:

Loo | O 0 Log| O 0
I |1 0 Ly=1| 1§, | 1 0 ,
Log | 0| Iy—k—1 Log | o1 | Tn—g—1

donde Loy € RF*E,

Con estas herramientas, ya estamos en disposicién de describir el uso de las transformaciones de
Gauss para triangularizar una matriz (obteniendo en la préctica la factorizacién LU). En concreto,
si después de k pasos se ha sobreescrito la matriz inicial A con L;El e LflLa L A, habiendo escogido
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las transformaciones de Gauss L;,0 < j < k, de modo que anulen los elementos subdiagonales de
la columna j de Ljill cee LflLalA, se tiene

—1 —17-1
Ly i Ly Ly AZ(

Urr,

donde Ury, € R¥** es triangular superior. Reparticionando

Urr
0 | Agr

).

Uoo | w12 | Un2 Il 0 0
Urr | Urr =
2 — 0 | a1 afy y tomando Ly = 0l 1 0 ,
BR
0 | a2 | A2 0 | lo1 | In—k—1
donde ly1 := a1 /11, se tiene
Iyl O 0 Uoo | w12 | Uo2
LNL L Lt A) = | o] 1 0 0 |an|adh
0| —lo1 | Ln—g—1 0 | ag1 | Az
Uoo | u12 Un2
= 0 | p1 ufy
0 0 A22—l21u1T2

Este razonamiento inductivo se puede utilizar para confirmar que se puede reducir una matriz
a la forma triangular superior aplicando sucesivamente las transformaciones de Gauss que anulan
sus elementos subdiagonales, lo que es equivalente a realizar una factorizacién LU. De hecho, si
Lt - L7'Ly A = U entonces A = LU, donde L = LoLy - -- L, se construye de manera trivial
a partir de las columnas de las correspondientes transformaciones de Gauss.

Una vez obtenida la factorizacién LU de la matriz A, se puede obtener la solucién del sistema
lineal Ax = b resolviendo dos sistemas triangulares: en primer lugar se obtiene la solucién del
sistema Ly = b mediante eliminacién progresiva y, a continuacion, se resuelve el Uz = y mediante
sustitucion regresiva. Los procedimientos de eliminacién progresiva y de sustitucién regresiva son
muy sencillos [32], y presentan un coste de orden menor frente al de la propia factorizacién, por lo
que su calculo, cuando la matriz reside en disco, no se aborda explicitamente en nuestro trabajo.

Para concluir esta introduccién, y antes de presentar los algoritmos para el calculo de la factori-
zacion LU de una matriz, se ofrece un resultado en forma de teorema que establece las condiciones
necesarias para la existencia de esta factorizacién.

A A
Definiciéon 4 Dada la particion de la matriz A como A = < TL TR >, donde Apy, € REXE,
Apr | ABR

se denominan menores principales de A a las submatrices Apr, 1 < k <n.
El siguiente teorema establece las condiciones para que exista la factorizacién LU de una matriz.

Teorema 2 (Factorizacién LU) Una matriz A € R™™" tiene una factorizacion LU si sus n — 1
primeros menores principales son invertibles. Si la factorizacion LU existe y A es invertible, en-
tonces dicha factorizacion es unica.

Golub y Van Loan [32] dan una demostracién de este teorema.
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3.1.1. Algoritmo escalar

A continuacién se obtiene, mediante un proceso de derivacién formal, un algoritmo para calcular
la factorizacién LU de una matriz A € R™*™. Durante este proceso (y en todos los que presentaremos
en este capitulo en forma de algoritmos), los elementos bajo la diagonal de la matriz L sobreescriben
el tridngulo inferior estricto de A, mientras que los elementos de la matriz U sobreescriben el
tridngulo superior. La diagonal de la matriz L no se almacena puesto que sus elementos son todos
la unidad. Consideremos las siguientes particiones de la matriz de coeficientes densa A y de sus

factores L y U:
A (o aty L= 1 0 U= par | uis ,
asy | A lo1 | Loo 0 | U

siendo aq1 y w11 escalares; asi, lo1 y u1s vectores de n — 1 elementos; y Asa, Loo v Uso matrices de
tamano (n — 1) x (n — 1). A partir de la expresién A = LU se tiene que:

(o) - G ) () - G )
as1 ‘ Ao l21 ‘ Lo 0 ‘ Uso p1l21 ‘ loyuly + LoaUss ,

de donde se derivan las siguientes expresiones:

H11 = o11,

U?Q = a”lI‘27

lor = a2 /pan,
Agg — lpjuly = LooUss.

Se obtiene asi una formulacién recursiva de un algoritmo escalar para calcular la factorizacién LU,
en la que se sobreescriben los elementos de A con las correspondientes entradas de los factores L y
U, tal y como se muestra a continuacién:

T
1. Particionar A = 1 | 4ip .
as | Ago

2. agp =i = o
3. afy = uly = al,.
4. agy = lo1 = ao1 /1.
5. A22 = A22 — lglurlI‘Q.

6. Continuar recursivamente con A = Ay en el paso 1.

Este es un algoritmo orientado hacia la derecha (right—looking) ya que, en cada iteracion, se calcula
una nueva columna del factor L, se “mira” a la derecha para obtener una nueva fila del factor U y
se actualiza la submatriz que queda encerrada a la derecha y por debajo de la nueva columna y la
nueva fila, respectivamente. Los pasos 2 y 3, aunque no conllevan operaciones aritméticas, se han
incluido en el algoritmo para mostrar cémo queda la matriz A sobreescrita con sus factores L y U.
El paso 4 calcula los parametros que definen una transformaciéon de Gauss que es la transformacién
que permite anular los elementos que se encuentran por debajo de la diagonal.
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El algoritmo escalar que obtiene la factorizacién LU tiene un coste de 2n®/3 operaciones
aritméticas en coma flotante (flops). Al igual que en el algoritmo de la factorizacién de Cholesky, el
mayor volumen de calculos de este nuevo algoritmo esta en la actualizacién de rango 1, que realiza
O(n?) operaciones aritméticas sobre O(n?) datos. De nuevo, para obtener cédigos que ofrezcan un
buen rendimiento, es necesario reformular el algoritmo en términos de productos de matrices (o
actualizaciones de rango k), de modo que se incremente la relacién entre el nimero de operaciones
aritméticas y el volumen de datos, haciendo posible una mayor reutilizacién de datos en los niveles
de la jerarquia de memoria mas préximos al procesador. El algoritmo por bloques que se presenta
a continuacion persigue este objetivo.

3.1.2. Algoritmo por bloques

Un algoritmo por bloques es un algoritmo que se basa en operaciones matriz—matriz, por lo que
el particionado de las matrices debe realizarse de modo que en cada paso se trabaje con submatrices,
en lugar de operar con escalares y vectores, como era el caso del algoritmo escalar. Por lo tanto,
partiremos de particionados de A, L y U como los siguientes:

A | Ao ) < Li1| O ) < Ui | Ur2 )
A= . L= . U= ,
< Aoy | Ao Loy | Lo 0 | U

donde Ajy, L1 y Upp son submatrices (o bloques) de tamano b x b (con b mucho menor que el
tamano de A), y Asgs, Los y Loy son matrices con (n — b) x (n — b) elementos. A partir de la
expresion A = LU, con el particionado anterior, tenemos que:

( Aqy ‘ Arg ) _ < L1y ‘ 0 ) ( Un ‘ Ur2 ) _ < L1 Un ‘ L11Ur2 )
Aoy ‘ Ao Loy ‘ Lo 0 ‘ U2z Lo1Upy ‘ LotUia + LogUsy )

de donde se obtienen las expresiones:

LUy = Ap,
Uiz LA,
Ly = AnUpl,
Agg — LoyUya = LogUss.

Asi pues, el algoritmo recursivo por bloques que calcula la factorizacién LU de A, sobreescribiendo
ésta con los factores L y U, puede formularse como sigue:

All A12

1. Particionar A =
<A21 Ag

), siendo Ay; de tamano b X b (o menor, si A no es suficiente-
mente grande).

2. Ayy :={L\U}; tal que Ay = L11Uy;. (Es decir, obtener la factorizacion LU de Ajq, sobre-
escribiendo este bloque con los correspondientes elementos de Lyy y Ujy.)

3. A12 = U12 == LilAlQ.
4. A21 = L21 == Aleﬂl.
5. A22 = A22 - L21U12.
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6. Continuar recursivamente con A = Ass en el paso 1.

Este algoritmo por bloques esta orientado hacia la derecha, al igual que el algoritmo escalar.
Asi, tras factorizar el bloque diagonal Aq1, se actualizan los bloques que se encuentran a la derecha
y por debajo de éste. El coste de esta formulacién por bloques es también de 2n®/3 operaciones
aritméticas.

En este algoritmo, tanto el cdlculo de los paneles A5 y Asq, como la actualizacion de la submatriz
Agg, se pueden llevar a cabo con rutinas de BLAS 3. La mayor parte de los cdlculos se realizan,
precisamente, en esta tltima operacién, un producto de matrices que conlleva O(n?b) operaciones
sobre O(n?) datos. Si b > 1, mediante el algoritmo por bloques se consigue, por tanto, aumentar
la relacién entre operaciones y datos (en un factor proporcional a b), aumentando en consecuencia
la reutilizacion de éstos.

3.2. Factorizacion LU con pivotamiento parcial

La solucion del sistema lineal Ax = b existe y es unica cuando la matriz A es invertible. Sin
embargo, éste no es el tUnico requisito que debe cumplir A para que exista su factorizacién LU.
Por ejemplo, si A es invertible pero algin elemento de su diagonal es nulo, la factorizacién no se
puede llevar a cabo, ya que aparece una divisiéon por cero durante el propio proceso. En este caso, el
requisito que se incumple es el de que los n — 1 primeros menores principales de A sean invertibles.

El pivotamiento de filas es una estrategia que se puede utilizar para soslayar este problema: si
la fila con el elemento diagonal nulo se intercambia con otra fila situada mas abajo en la matriz y
que no tenga nulo el elemento correspondiente, la factorizacién puede proseguir. Hay que tener en
cuenta que los intercambios realizados deberan reflejarse también sobre el vector b antes de resolver
el sistema lineal.

Otro problema que podemos encontrar al realizar la factorizacion LU, y que también se evita
mediante el pivotamiento de filas, sucede cuando, durante el proceso de factorizacién, aparece un
elemento diagonal mucho menor (en magnitud) que el resto de los elementos que se encuentran por
debajo en su misma columna. Cuando esto sucede, y ain cumpliéndose los requisitos para poder
calcular la factorizacién LU, la magnitud de los elementos del factor U crece considerablemente, lo
que conlleva errores de redondeo importantes cuando se trabaja en aritmética finita [73].

Un pivotamiento de filas que deje en la diagonal el elemento mas grande en magnitud de entre
los situados en y por debajo de la diagonal de la columna que se esta tratando en cada iteracién,
garantiza que todos los elementos de L son menores o iguales a 1, modera el crecimiento de los
elementos de U vy, con ello, limita los errores de redondeo. A esta técnica de pivotamiento de filas
se le denomina pivotamiento parcial, para distinguirlo del pivotamiento completo, que involucra
tanto a filas como a columnas.

3.2.1. Algoritmo escalar

La introduccion del pivotamiento parcial en el algoritmo escalar recursivo que obtiene la facto-
rizacién LU de una matriz conlleva la insercién de dos nuevas operaciones tras el paso inicial en
el que se realiza el particionado: un primer paso en el que se debe encontrar el elemento de mayor
magnitud de la primera columna de la submatriz con la que se trabaja, y un segundo paso en el
que se permutan la primera fila y la fila del elemento de mayor magnitud encontrado.

El algoritmo resultante se muestra a continuacion:
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T
1. Particionar A = < A1 | 4ip )
as | Az

2. 7 := indice del mayor elemento (en valor absoluto) de ( o >

a1
3. Intercambiar la fila ( oy ‘ aiy ) con los correspondientes elementos de la fila cuyo indice es 7.

4. ai1 = pi = .

T._,T _ T
D. Qiy 1= Uiy = Qjy-

6. a9y = 1lo; = a21/ﬂ11-
7. A22 = A22 - l21u”11"2.

8. Continuar recursivamente con A = Ass en el paso 1.

La misma secuencia de permutaciones que se efectia al calcular la factorizacion LU con pivota-
miento parcial debe aplicarse sobre el vector de términos independientes b. Habitualmente, esta
aplicacién se realiza tras el calculo de la factorizacion LU, por lo que se hace necesario guardar
la informacion que permita recuperar esta secuencia. En la practica, un vector de n elementos es
suficiente para mantener esta informacién.

Formalmente, las permutaciones de una matriz se capturan mediante el siguiente par de defini-
ciones.
Definicion 5 Una matriz de permutacion P € R™ ™ es equivalente a la matriz identidad con
algunas de sus filas y/o columnas intercambiadas.

Definicion 6 Si P es la matriz identidad con las filas i y j intercambiadas, entonces aplicar P
sobre una matriz A como PA realiza una permutacion de las filas i y j de A.

El algoritmo que se acaba de mostrar es el que se encuentra implementado en LINPACK [49].
Una particularidad de este algoritmo es que la aplicacién de las transformaciones de Gauss y de
las permutaciones sobre b debe hacerse de manera intercalada, exactamente del mismo modo que
se ha realizado sobre A para obtener U. Asi, si P, € R™*" y L, € R™ " son, respectivamente, la
matriz de permutacion y la transformacion de Gauss aplicadas durante la etapa k, se tiene que
A = (PyLoP Ly -+ P,—1L,—1)U y, por lo tanto, la solucién del sistema lineal Ax = b puede
obtenerse de Uz = (L;Lian,l e LflPlLa 1Po)b. Desgraciadamente, intercalar las permutaciones
con la aplicacion de las transformaciones de Gauss no permite el desarrollo de un algoritmo por
bloques equivalente, ya que cada transformacién de Gauss se aplica mediante una actualizacién de
rango 1 (GER de BLAS 2).

Otro modo de realizar el pivotamiento de filas es el que se implementa en LAPACK [48]. En esta
biblioteca, cada intercambio afecta a todos los elementos de las filas implicadas. Asi, en el paso 3 del
algoritmo, los elementos que estdn a la izquierda del elemento «; (y que no aparecen explicitamente,
debido a la formulacién recursiva del algoritmo), junto con ( aqq ‘ ai, ), son permutados con todos
los elementos de la fila cuyo indice es m. Hay que tener en cuenta que, al sobreescribir A con los
factores triangulares resultantes de la factorizacién, estos elementos corresponden a entradas de
L. Realizar el pivotamiento sobre las filas completas es equivalente a agrupar las permutaciones,
de modo que no es necesario aplicarlas de manera intercalada con las transformaciones de Gauss.
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En concreto, si la matriz P = P,_1 --- PPy contiene las permutaciones realizadas durante la
factorizacién, la solucién del sistema lineal Ax = b se obtiene resolviendo los sistemas Ly = Pby
Uz = y. Como se puede ver, las permutaciones se realizan en primer lugar sobre la parte derecha
b, y después se lleva a cabo la resolucién de sendos sistemas triangulares, tal y como se haria si no
hubiera necesidad de realizar el pivotamiento.

En lo que respecta a la estabilidad numérica, ésta depende del factor de crecimiento [59]

_ IE[HIY]]
1Al

que viene determinado basicamente por el tamano del problema y la estrategia de pivotamiento. El
factor de crecimiento indica en qué medida crecen los valores numeéricos de los factores triangulares
durante el proceso de eliminacién. Aunque la incorporacién del pivotamiento de filas no garantiza la
estabilidad numérica del algoritmo de la factorizacion LU, en la practica esta combinacién raramente
falla (s6lo para matrices especialmente construidas para este propésito se ha podido comprobar
que el método produce un crecimiento desmesurado de las entradas del factor U [36, 32]). En
consecuencia, el pivotamiento parcial de filas es la técnica habitualmente aplicada en las bibliotecas
de resolucién de sistemas lineales densos, por su sencillez y menor coste frente a otras como el
pivotamiento completo.

Adaptar la formulacién recursiva del algoritmo anterior para este nuevo modo de pivotamiento
no resulta un paso directo, puesto que el pivotamiento afecta a la submatriz sobre la que se realizan
los cédlculos en cada iteracién (Age de la iteracién anterior), asi como a los elementos que han
sido ya factorizados a la izquierda en iteraciones anteriores. En este caso resulta mas adecuada
la formulacién del algoritmo en notacién FLAME, tanto para el algoritmo escalar como para el
algoritmo por bloques.

3.2.2. Algoritmos en notacion FLAME

Al seguir el proceso de derivacion formal de algoritmos propuesto por FLAME para la factoriza-
cién LU se obtienen cinco variantes algoritmicas. Solo en tres de estas cinco variantes la combinacién
con el pivotamiento parcial de filas da lugar a algoritmos correctos [72]. Los algoritmos escalares
y por bloques de estas tres variantes se muestran en la Figura 3.1 (izquierda y derecha, respecti-
vamente). En estos algoritmos, n(-) denota el nimero de columnas de una matriz y P(m) denota
la matriz de permutacion que, al aplicarla a otra matriz, intercambia la primera fila de ésta por la
fila my. Sipy = (71, m2,...,m), P(p1) denota la matriz de permutacién que, aplicada a otra matriz,
intercambia la primera fila de ésta por la fila 7, la segunda fila por la fila w9, y asi sucesivamente
hasta cambiar la fila b por la fila 7. La secuencia de permutaciones aplicadas en los algoritmos que-
da recogida en el vector resultado p. La funciéon Pivindex devuelve el indice del elemento de mayor
magnitud del vector que se le pasa como pardmetro. La funcién TRILU(-) devuelve la matriz trian-
gular inferior que se almacena en la matriz se le pasa como parametro, poniendo a unos la diagonal
(el resultado es triangular inferior unidad). Su utilizacién indica, en nuestro caso, que la operacién
Ag = TRILU(AH)*TAH consiste en la resolucién de un sistema triangular, que corresponde a la
operacién TRSM de BLAS (A4 := L~!A). Las demés operaciones de calculo de los algoritmos por
bloques son todas del tipo GEMM de BLAS (C := C + A - B). Nétese que el algoritmo escalar de
la variante 1 sigue el esquema del algoritmo recursivo del Apartado 3.2.1, esta vez realizando el
pivotamiento sobre filas completas.
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Algorithm: [A, p] := LU_PIV_UNB(A) Algorithm: [A, p] := LU_PIV_BLK(A)
Partition Partition
A A A A
A L |ATR o pr A L |ATR - pr
ABL|ABR PB ABL|ABR PB
where Aty is 0 X 0 and pr has 0 elements where A7 is 0 X 0 and pr has 0 elements
while n(Arr) <n(A) do while n(Arr) <n(A) do
Determine block size b
Repartition Repartition
Apo|ao1|Ao2 Po AooAo1|Ao2 PO
Arp|ATR = = pr — Arp|ATR pT —_
—1 —| ajpfoar|ay || = |7| ™ 11 —| AwofA11]A12 | p_ - | pL
BEIEBER Azolaz1|A22 = D2 BLICBR Azo|A21|A22 B D2
where «; and 71 are 1x1 where A1y is bxb and p; has b elements
Variante 1: Variante 1:
«
m1 = PivIndex aiel An ,p1| := LU_PIV_UNB An
a21 Aoy Aoy
atofonjaty | Pl afo |oa1|ats e Aol A1,
Aolaz A ) Ao az: | A = P(p1)
20| az21|A22 20| az1|A22 Aol Az Asol | Az
a1 = a21/011 Ao = TRILU(All)_1A12
Agy := Aoy — aniaiy Asy = Ay — Aoy Ara
Variante 2: -
Variante 2:
o0 o) 2o Aot Aoy
au bo o A | = P(po) | An
a1 (A 710,21 A21 A21
= TRILU
o1 TOO) ao1 AOl = TRILU(AOO)_1A01
Q11 ‘= (11 — Q19401
4 A1 = A — AAo
a21 := a21 — A20a01 Agr = Aoy — Asg Aot
. a1l
1 := Pivindex | —
a1 All All
— | ,p1| := LU_PIV_UNB
a’lI‘O a1l arer a1l A21 A21
= P(m) A A
Azo|a21 Ago|a21 < 10) = P(p1) < 10)
as = az/an Aag Aao
Variante 3: Variante 3:
Q11 = @11 — afpaor Aqp = A1 — AoAos
a21 = a21 — Azoao1 Ay = A1 — Az0An:
CL?Q = CL?Q - G?OA02 A A
A— ,p1| := LU_PIV_UNB A—
«
m1 = PivIndex o = 2
a1 Ajo] |A1z2 Aro| |A12
T T T T = P(p1)
Qo |X11|@12 | P(m) Q1o |X11|A12 Ago| A2z Az |A22
Aszofaz1 |Az22 Asolazi | A2z Arg := A1z — A10Ao2
as1 = a21/0411 Aqg = TR,ILU(All)_lAlz
Continue with Continue with
Aoo|ao1 | Aoz Po Aoo|Ao1 Aoz Po
Arp|Arr T T pT — Arp|Arr T —
11 —| ajplarr]aiy |, | =——]—]| ™ — 1 —| Aro|AnA2 |, | =] P1
prlfen Azo|az1 |A22 e D2 BEIEER Azo|A21| A2z = D2
endwhile endwhile

Figura 3.1: Variantes de los algoritmos escalares (izquierda) y por bloques (derecha) para calcular la
factorizacién LU con pivotamiento parcial.
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Como paso previo a la implementacién OOC de los algoritmos por bloques es conveniente ob-
tener algoritmos orientados a bloques, que son aquellos en los que cada operacién involucra, en
general, a unos pocos bloques cuadrados (aproximadamente del mismo tamano). En este tipo de
algoritmos, la matriz a factorizar se trata como una matriz de submatrices (bloques). Estas sub-
matrices seran después los tiles en los algoritmos OOC. Debido a la introduccién del pivotamiento,
la formulacién por bloques descrita en esta seccién no desemboca facilmente en los deseados al-
goritmos orientados a bloques, ya que tanto la columna que se debe utilizar para decidir qué fila
permutar, como las filas que se permutan, se extienden a través de distintos bloques, pudiendo
llegar a involucrar al bloque diagonal y a todos los subdiagonales en cada etapa. Esta falta de
localidad de referencia espacial es especialmente perjudicial cuando estamos tratando con el disco
y el subsistema de E/S.

Por otra parte, una solucion OOC basada en algoritmos que incorporan un pivotamiento parcial
sufre de problemas de escalabilidad (a medida que el tamano del problema crece, el rendimiento no
solo no aumenta sino que mengua). Esto es debido a que son algoritmos que trabajan sobre paneles
(secciones verticales) de la matriz de modo que el pivotamiento parcial tenga cabida dentro del
panel. Asi, al aumentar el tamano de la matriz, el panel debera tener menos columnas, de modo
que siga cabiendo en memoria. Sin embargo, estrechar el panel limita el uso de operaciones de
BLAS 3, lo que provoca una pérdida de prestaciones.

Puesto que la factorizacién LU con pivotamiento parcial es un algoritmo poco escalable y que
resulta dificil de formular como un algoritmo orientado a bloques, que adema&s requiere un gran
nimero de actualizaciones con una carga computacional minima (permutar filas), nos proponemos
utilizar una estrategia de pivotamiento diferente para llevar a cabo la factorizacién OOC de modo
mas eficiente, garantizando una aceptable calidad numérica.

3.3. Factorizacion LU con pivotamiento incremental

Joffrain et al. [39] presentan un algoritmo para calcular la factorizacién LU de una matriz con
pivotamiento incremental. El algoritmo surgié ante la cuestién de como actualizar una factorizacién
LU existente cuando cambian algunas de las filas y/o columnas de la matriz que da origen a la
misma. Este problema aparece cuando es necesario calcular la factorizacién LU de la matriz A,

particionada como
B|C
A= (f@) : (3:3)

para diferentes valores de C', D y E. La cuestién se transforma en como reutilizar la factorizacion
de B para obtener la de A para diferentes C, D y E. En las aplicaciones que dan lugar a esta
cuestién, la dimensién de B es normalmente mucho mayor que la de las demés submatrices, por lo
que resulta muy conveniente factorizar B una sola vez y actualizar la factorizacién de A cuando
cambian C, Dy F.

En concreto, algunas aplicaciones del campo de los métodos de elementos de contorno (boundary
element methods) conllevan la resolucién de grandes sistemas lineales densos. En muchas de estas
aplicaciones, el objetivo es optimizar una caracteristica de un objeto, como puede ser la forma de
alguno de sus componentes. Si los grados de libertad del componente cuya forma se quiere optimizar
se colocan al final de todos los grados de libertad, la matriz presenta la estructura de (3.3). La
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busqueda de la forma 6ptima de este componente requiere entonces la solucién de sistemas lineales
de la forma (3.3) para diferentes bloques C, D y E [30].

3.3.1. Algoritmo basico

A continuacién se presenta el algoritmo bésico que calcula la factorizacién LU con pivotamiento
incremental de la matriz A en (3.3) [39]:

= Paso 1: Factorizar B. En este paso se calcula la factorizacién LU con pivotamiento parcial
de B. El pivotamiento se realiza sobre filas completas de la matriz, al estilo de LAPACK. Los
factores triangulares sobreescriben la propia matriz B y, ademds, se hace necesario el uso de
un vector p para almacenar los indices que definen la secuencia de permutaciones aplicada
durante esta factorizacién. Denotamos los célculos realizados en este primer paso como

[B,p] := [{L\U},p] = LU(B)

s Paso 2: Actualizar C consistentemente con la factorizacion de B. Para ello se debe llevar
a cabo un proceso de eliminacién progresiva con el factor L obtenido en el paso anterior.
Ademsds, puesto que en la factorizacién de B se ha realizado el pivotamiento al estilo de
LAPACK, todas las permutaciones contenidas en p se podran aplicar sobre C' al principio de
esta etapa. Es decir, C := L™! - P(p) - C, que denotamos a partir de ahora como

C := AppPLY_L(B,p,C)

. U L . .
= Paso 3: Factorizar <T> En este paso se calcula la factorizacién LU con pivotamiento

parcial, esta vez al estilo de LINPACK, permutando sélo los elementos que se encuentran a
la derecha del elemento diagonal. De este modo se preserva la estructura triangular superior
de U. Consideraremos que el vector r almacena los indices de las permutaciones empleadas
en esta factorizacién. En nuestra notacién esto se refleja como

(5)]-[2) et

En este paso, U sobreescribe la parte triangular superior de B, que contenia U tras el paso 1.
La matriz triangular inferior L que se obtiene en esta factorizacién debe almacenarse por
separado, ya que tanto la matriz L, obtenida en el paso 1, como la matriz L, serdn necesarias
para resolver el sistema lineal una vez completado el cdlculo de la factorizacion.

. C . ., U
» Paso 4: Actualizar <—> consistentemente con la factorizacion de <—> Esta actua-

E D
lizacién se realiza mediante eliminacién progresiva, intercalando ademas las permutaciones
definidas en 7 al estilo LINPACK durante este proceso. En la notaciéon empleada, este paso

se refleja como B
C L LIN L C
(T) = APPLY_LTD ((T) , T, (T))
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= Paso 5: Factorizar E. Por ultimo, se realiza una factorizacién LU con pivotamiento par-
cial estilo LAPACK de FE. El vector s almacenara los indices que definen la secuencia de
permutaciones, en tanto que los factores triangulares sobreescriben las entradas de E.

[E.s] == [{L\U}, s] = LU(E)

El algoritmo presentado lleva a cabo una secuencia de permutaciones de filas diferente a las
permutaciones que se realizan en una factorizacion LU con pivotamiento parcial, por lo que la
estabilidad numérica de este algoritmo también serd diferente. En el Apartado 3.3.3 se ofrecen
algunas observaciones en este sentido.

La segunda columna de la Tabla 3.1 muestra el coste tedrico de cada paso del algoritmo. Por
simplicidad, se considera que las submatrices B, C, D y E son todas de tamano ¢ X t.

Paso Coste teorico Coste tedrico
Algoritmo bésico Formulaciéon BLAS 3
2,3 2,3
LU st st
AppLY_L t3 t3
LU 243 5+ 2%
ApprLy_LLN 3t3 263+ | tb?
2.3 2,3
LU st st
Total Tt D34+ 242h + tb?

Tabla 3.1: Coste tedrico en flops de cada paso del algoritmo para la factorizacion LU con pivotamiento

incremental. Se ha considerado que las submatrices B, C', D y E son todas de tamano t x t. El valor b

corresponde al tamaiio algoritmico de bloque considerado en la factorizacién BLAS 3 de los médulos LUYY

y AppLy_ LY.

El coste total del algoritmo bésico es de 7t3 flops, frente al coste de realizar la factorizacién LU
con pivotamiento parcial, que es de ?t?’ flops, 1o que supone un coste adicional de %t‘?’ flops. Este
coste adicional se puede reducir utilizando sendas implementaciones por bloques de los algoritmos
empleados en las etapas LULY y APPLY_LI (denominados médulos en adelante), que se presentan
en el siguiente apartado. Si bien el sobrecoste en el que se puede llegar a incurrir no es importante
cuando C, D y FE en (3.3) son bloques de dimensién pequena comparada con la de B, reducir este
coste, haciéndolo despreciable, es fundamental en el algoritmo OOC, donde C, D y E tendran la

misma dimensién que B.

3.3.2. Formulacién BLAS 3 del algoritmo basico

Tanto el médulo LU como el médulo AppPLY_L, correspondientes a los pasos 1y 2 del algoritmo
bésico para la factorizacion LU con pivotamiento incremental, pueden ser implementados como
algoritmos por bloques que hagan uso de BLAS 3. El médulo LU se puede implementar mediante
cualquiera de las variantes por bloques de la Figura 3.1, que fundamentalmente hacen uso de las
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Algorithm: [C] := AppLY_L(B,C)

Partition C' — (CLICR)
where (', has 0 columns
while n(Cr) < n(C) do
Determine block size b
Repartition
(CLlcR) — (C()lcl‘CQ)

where (7 has b columns

Cy := TrRILU(B) "' Cy

Continue with
(CLlcR) — (CO‘CI|CQ)

endwhile

Figura 3.2: Algoritmo por bloques que actualiza la matriz C consistentemente con la factorizaciéon LU
con pivotamiento parcial de la matriz B.

operaciones TRSM y GEMM. La Figura 3.2 muestra una implementacién para el médulo AppPLY_L,
que Unicamente utiliza operaciones TRSM. El detalle de coémo se realiza el pivotamiento no se incluye
en los algoritmos que se presentan en adelante para dar una mayor claridad a los mismos.

Los médulos LU y AppLY_LY[, que calculan y aplican una factorizacién LU con pivotamiento
estilo LINPACK, no pueden implementarse haciendo uso de operaciones de BLAS 3, ya que tanto
el calculo de las transformaciones de Gauss como su aplicacién (operacién GER de BLAS 2), se
intercalan con las permutaciones de filas. En [39] se proponen sendos algoritmos por bloques para
implementar estas operaciones, que se muestran en las Figuras 3.3 y 3.4.

La clave para obtener un algoritmo por bloques para el médulo de factorizacién LULY estd en
avanzar en la factorizacién por paneles de columnas, factorizando cada panel con un algoritmo que
realiza el pivotamiento estilo LAPACK (Figura 3.1), pero aplicando las permutaciones resultantes
de la factorizacién del panel actual sélo a aquellos paneles a la derecha de éste, tal y como se hace
en el pivotamiento estilo LINPACK. Una vez factorizado un panel de b columnas, la aplicacion de
los factores obtenidos a los paneles de la derecha se realiza con operaciones de BLAS 3 (TRSM y

GEMM). Como resultado, se obtiene una factorizacién con un estilo hibrido LAPACK-LINPACK

que tiene la forma B
_ _ _ U U
tatapun e ' () = ().

En el algoritmo se hace uso de una matriz auxiliar L con b columnas y tantas filas como A,
destinada a guardar la parte triangular inferior de los factores Li;. El objetivo es preservar la
parte estrictamente triangular inferior de A, que contiene el factor L obtenido en el paso 1 de la
factorizacién LU con pivotamiento incremental.

Considerando que las submatrices B, C, D y E son todas de tamano ¢t x t y que cada panel
tiene b columnas (por simplicidad se asume que b es un multiplo de t: M = t/b), se obtiene que el
algoritmo LUYY de la Figura 3.3 tiene un coste de t3+ %th flops. Gracias a que se sigue este proceso
por paneles, también es posible obtener un algoritmo por bloques para aplicar la factorizacién de
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(U -] U
Algorithm: || — | ,L| := LUK [ —
gorithm (D)’ Utp (D)
Partition U — (UTL UTR),D_> (DL|DR)7 I — <€_T>
0 |Usr Lp

where Ury, is 0 x 0, Dz, has 0 columns, Ly has 0 rows
while n(Urr) <n(U) do

Determine block size b
Repartition

Uoo | Uo1 | Uo2 _ Lo
Urr |Urr Lt -_—
- 0 {U11|U;2 7(DLIDR)_’(DOID1‘D2)7 _— L1
0 |\Ugr Lp e
0 0 |[Usaz Lo
where Uiy, L1 are b x b, D1 has b columns
L\U U
w := LU_PIV_BLK 1
D1 Dl
U12 = L;1U12
Dy := Dy — D U2
Continue with -
Uoo |Uo1 | Uo2 - Lo
Urr \Urr Lt —
— 0 U11 U12 ,(DLlDR)H(DQ‘D1|D2>, — — L1
0 \Usr Lp —
0| 0 |Us Lo

endwhile

Figura 3.3: Algoritmo por bloques que calcula la factorizacién LU con pivotamiento parcial de una matriz

de la forma (UT7 DT)T cuyo bloque U es triangular superior. Esta estructura triangular superior se mantiene

gracias a la factorizacién con pivotamiento estilo LINPACK (no se permutan las filas de la matriz a la

izquierda de A11). Se procede por paneles de columnas realizando factorizaciones con pivotamiento estilo
LAPACK, lo que posibilita el uso de BLAS 3.

U

<—> a <%>, tal y como se muestra en el algoritmo APpPLY_LL) de la Figura 3.4. En este caso,

D
los célculos se realizan todos en términos de operaciones de BLAS 3 TRSM y GEMM, y se consigue
reducir el coste de este algoritmo a solo 2t3 4 tb? flops.

El coste adicional en que se incurre con los algoritmos LU y AppLy_LYT, frente a la factori-
zacion LU con pivotamiento parcial, es de %th +tb? flops, un término de orden menor que resulta
despreciable cuando b < t (ver tercera columna de la Tabla 3.1) [39].

3.3.3. Algoritmos FLAME orientados a bloques

Los algoritmos presentados en los Apartados 3.3.1 y 3.3.2 proporcionan los médulos béasicos
que nos permitirdn construir algoritmos orientados a bloques para el cédlculo de la factorizacion
LU con pivotamiento incremental. Para ilustrar como pueden utilizarse estos moédulos basicos en
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L

D

c

E

C
Algorithm: (E) = APPLy_L’IfI]%\I << ) 7 <

)

Partition L — (
where L7 is b x b, Cr has 0 rows, Dy, has 0
while n(Dr) <n(D) do

Determine block size b
Repartition

é—;),De(DLlDR),Ce<

Cr

=)

columns

endwhile

L Lo c Co
T _— T —_—
| = | L 7(DL|DR)_>(DOID1‘D2>7 — ) = | 1
LB —— CB -
LQ CQ
where L , C1 have b rows, D1 has b columns
Cl = EflCl
FE:=F—D1C4
Continue with
L Lo c Co
T - T —
— | — | L1 ,(DLIDR)H(DO‘D1ID2)7 — |~ | Cu
Lp — Cp —
L2 CZ

Figura 3.4: Algoritmo por bloques que actualiza la matriz (C'T

LU con pivotamiento parcial de la matriz (I)T, DT)T realizada con el algoritmo LU

la factorizacion, se desarrolla en detalle un ejemplo para

Ao Ao Ap2
A | Ao An A
Agg A1 Ag
Az Asr Az

T . s ey
, ET) consistentemente con la factorizacién

LIV de la Figura 3.3.

una matriz formada por 4 x 4 bloques:
Ags
Ars
Ass
Ass

En la primera iteracién del algoritmo orientado a bloques se efectia el siguiente particionado (se
indica qué papel toma cada bloque de la matriz en relacién con la estructura de (3.3)):

1# iteracion

Ago | Ao1 | Aos Ago | Aor Aoz Aoz B|C C C
A | A | Az | = A | Ann A Agg — D|EF E FE
Azo | Az | Az Ao | Ao1 Ay Ao D|E E E

Asg | As1 Asx Ass D|\FEF FE FE

De este modo, inicialmente calculamos la factorizacién LU del bloque B (paso 1), aplicamos repeti-
damente el correspondiente factor L a cada uno de los bloques C' (esto es, repetimos el paso 2 tres

L _ . o U
veces, para Agi, Ap2 v Aps), calculamos las sucesivas factorizaciones de (T para cada uno de
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los bloques D (paso 3 repetido en tres ocasiones), y actualizamos de manera consistente los bloques
. C . .
de tipo <?> (paso 4 repetido nueve veces, una por cada bloque de tipo E).

Este procedimiento repetitivo aplicado para la primera iteracion es el equivalente del problema
de la actualizaciéon de una factorizacién LU, pues se esta utilizando la factorizacion de B para
diferentes valores de C, D y E, que en este caso son diferentes bloques de la matriz.

Este mismo proceso se efectia nuevamente a continuacién para la segunda iteracion, en la que
el particionado es

22 iteraciéon

Aoo | Aot | Age 1‘:100 1‘:101 1‘_102 1‘:103 1‘:100 Aot | Aoz Aos
A | Ain | Aie Ao | A1n | A1z Az Aol B | C C
Azo | Az | Az Ago | Aoy | Aoz Aas Ay | D | E E
Asg | As1 | Asy Ass Ax | D | E E
Seguidamente, en la tercera iteracion,
3% iteracién
Aoo | Aot | Age /:100 {101 /:102 /:103 /:100 {101 /:102 /:103
Ao | A1 | Ao Ao An | Aiz | Ais Ao An | Az | Az
Ao | Azi | Az Asg Aoy | Aga | Aos Ay Ay | B C
Asg Agy | Asy | Ass Ay An| D | E
Y, en la ultima iteracion,
4% iteracién
Aoo | Aot | Age /:100 {101 /:102 /:103 /:100 {101 /:102 /:103
Ao | A1 | Ao Ao An A | A Ao An A | Ais
Aso | A21 | Aa2 Ay Ay Agy | Ass Ayg Ay Ay | Ass
Asg Agy Ay | Asg Asg Az A | B

Un detalle de implementacién importante es que, cuando se lleva a cabo el paso 3 en cada
iteracién mediante el médulo LUYY es necesario guardar cada factor L obtenido para cada bloque
D, ya que mas tarde serd necesario para resolver el sistema lineal Az = b. Por lo tanto, en nuestro
algoritmo orientado a bloques deberemos utilizar un espacio adicional con este propdsito.

Las Figuras 3.5 y 3.6 capturan el proceso global en forma de un algoritmo orientado a bloques
para la factorizacién LU con pivotamiento incremental. En los algoritmos se han sombreado los
médulos basicos que llevan a cabo cada uno de los pasos del algoritmo béasico (en su formulacién
BLAS 3): la factorizacién LU de una matriz densa (LU), la aplicacién de las transformaciones de
Gauss resultantes de esta factorizacion (AppLy_L), la factorizacién LU de una matriz con 2 x 1
bloques, en la que el bloque superior es triangular y el inferior es denso (LULY), y la aplicacién de
las transformaciones de Gauss correspondientes a esta ultima factorizacién sobre una matriz con
2 x 1 bloques (AppLY_LY)). La implementacién de estos mddulos es la que se ha ilustrado en las
Figuras 3.1-3.4.

De nuevo, el detalle de cémo se realiza el pivotamiento no se ha incluido para dar una mayor
claridad a los algoritmos. Este detalle no modifica el andlisis del coste computacional de este
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Tipo de paso Coste teorico

Factorizacion LU con pivotamiento incremental
LU n2
ApprLy_L n2t —nt
LUK w2+ 8) (s +4)
AppLy_LLY B+ 8y —n2t+ ) +n(b + 1Y)
Total W33+ 42) + G - )+l - %)

Tabla 3.2: Coste tedrico en flops de la variante 1 del algoritmo orientado a bloques para la factorizacién
LU con pivotamiento incremental de una matriz n x n, siendo ¢ el tamaifio de los bloques A;; y b el tamafnio
algorftmico de bloque utilizado internamente en los médulos LUYY y AppLy LY.

algoritmo, que se muestra en la Tabla 3.2. Ademads, puesto que cada accién asociada al pivotamiento
(encontrar el indice y permutar filas) va seguida de una operacién algebraica que afecta a los
bloques implicados en el pivotamiento, el no incluir estas operaciones en los algoritmos tampoco
invalida las consideraciones sobre el coste tedrico de la E/S que realizaremos maés adelante. Es
importante destacar aqui que, cuando t < n y b < t, el coste total de este procedimiento se reduce
a %n?’ operaciones aritméticas, resultando equivalente al coste de calcular la factorizacion LU con
pivotamiento parcial de una matriz de dimensién n X n.

En lo que respecta a la estabilidad numérica, la factorizaciéon LU con pivotamiento incremental

aplica pivotamiento parcial en la factorizacién de la submatriz B y, posteriormente, también en la

factorizacién de < >, por lo que puede considerarse como una variante por bloques del pivota-

D
miento por pares (pairwise pivoting [74]). En [65] se demuestra, mediante modelos estadisticos y
un gran numero de experimentos, que en la media, el factor de crecimiento para el pivotamiento
completo es p. ~ n'/2, para el pivotamiento parcial es Pp R n2/3 y para el pivotamiento por pares
es pw =~ n. De este estudio deducen sus autores que, en la practica, el pivotamiento parcial y el
pivotamiento por pares son numéricamente estables, esperandose que el pivotamiento por pares
exhiba un comportamiento numérico ligeramente peor que el pivotamiento parcial. Por lo tanto,
es razonable pensar que la factorizacién LU con pivotamiento incremental responda a un factor
de crecimiento que se encuentre entre el del pivotamiento parcial y el del pivotamiento por pares.
En [39] se presenta un experimento en el que se obtienen evidencias que apoyan esta hipétesis,
observandose que el pivotamiento incremental tiene un factor de crecimiento menor que el del pi-
votamiento por pares y muy proximo al factor de crecimiento del pivotamiento parcial. En este
sentido, resulta ilustrativo apuntar que, cuando ¢ = 1, el pivotamiento incremental se transforma
en pivotamiento por pares, mientras que, cuando t = n, se transforma en pivotamiento parcial.

La Figura 3.7 muestra una segunda variante algoritmica para la factorizacion LU con pivota-
miento incremental. Esta es una variante orientada hacia la izquierda, a diferencia de la primera
variante, que esta orientada hacia la derecha. El desarrollo en cada iteracién es el siguiente: en
primer lugar se actualiza el panel que contiene el bloque Aj1 respecto de la factorizacion de la sub-
matriz que queda a su izquierda, a continuacién se factoriza el bloque A1; y, por iltimo, se factoriza
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Algorithm: [A, L] := LU_B_VAR1(A)

Arp|Arr

\AsL|ABR
where Arp, Ltz have 0 x 0 tiles

while n(Arr) <n(A) do

Partition A — (

Repartition
Aoo | Ao1| Aoz
Arp|Arr
e — | Ao A1 |A12
Ao | A21| A2

where Aiq, Li; are tiles

)

Lpr

Lrr
Lgr

Lri|Lrr ——

) [_, [_, - LlO
Br|LBr ——1
Loo | Loy | Lo

I_/OO I_/Ol I_/02

Lll L12

Aqq LU (A11)
Al = LU_Bl(An,AlQ)
[A11, As1, Loy] := LU_B2(Ai1, A21)

[A12, A2o] := LU_B3(La1, A12, A21, A22)

Continue with

Aoo | Ao1 | Aoz

Ars | Arg
(A_|A_) I v
prloeR Aso| Ay | Az

endwhile

- _ Loo| Lot | Loz
Lrr|Lrr ———
% = — | Lio|L11|L12
Br|LBr —

Loo | L2y | Loz

Algorithm: [B, D, L] := LU_B2(B, D)

Algorithm: [C] := LU_B1(B,C)

Partition C — (CLIC’R)
where (7 is 0 tiles wide
while n(Cr) <n(C) do

Repartition
(CLICR) - (CO|C1‘02)

where (1 is a tile

C:1:= ArrLY_L (B,C1)

Continue with
(CLICR) At (Co‘CJCz)

endwhile

_ Lt
Partition D — (==, [ — | =
DB LB

while m(Dr) < m(D) do

Repartition
D, _ L
D = Lt _—0
o) | 2] &) | B
o D o L

Dr

where Dr, L are 0 tiles high

where D1, L are tiles

() - (2)

Continue with

endwhile

Dy _ Lo
DT e LT r—
—_— = D1 |, |=] — | L1
D — L —
B Dy B T

Figura 3.5: Algoritmo orientado a bloques para calcular la factorizacién LU. Variante 1 orientada hacia

la derecha.
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Algorithm: [C, E]:= LU_B3(L,C, D, E)
Partition C — (CLICR) E — (ELIER)

where Cp, Er, are 0 tiles wide

while n(Cr) <n(C) do

Repartition
EJCLICR) — (COIC&‘CQ) B (ELIER) - (E()IEl‘Eg)
where (' is a tile, F; is 1 tile wide

[Ch, B1] := LU_BA(L, C1, D, E)

Continue with
(CLICR) — (CO‘CI|CZ) ) (ELIER) — (EO‘E1|E2)

endwhile

Algorithm: [C, E]:= LU_B4(L,C, D, E)

_ L D E
Partition [ — |——| , D — [—| , E — [ —
Lp Dp Ep
where Ly, Dy, E7 are 0 tiles high
while m(Dr) < m(D) do

Repartition

where Ll, D1, E1 are tiles

() - (5] ()

Continue with

Lo

L —_— D — E —
<_T> | <_T> i <_T> i
B L2 B D2 B E2

endwhile

Figura 3.6: Algoritmo orientado a bloques para calcular la factorizacién LU. Variante 1 orientada hacia
la derecha (continuacién).



90

3.3. FACTORIZACION LU CON PIVOTAMIENTO INCREMENTAL

Algorithm: [A, L] := LU_B_vAR2(A)
A A _ L L
Partition A — £ ekl , L — 7TL 7TR
\ ABL ABR LBL LBR
where Arp, L7y have 0 x 0 tiles
while n(Arr) <n(A) do
Repartition
Aoo | Aor | Aoz _ _ Loo | Loi | Loz
ATL ATR LTL LTR p— p— p—
Aol Ann — | Ao A1 |A12 s ol Lon - l_/lO 1_111 1_112
B Azo | A1 | Az Log | Loy | Lo
where A1, Li1 are tiles
Aot Aoo Ao1 Loo
A | =LUBs | | 4w |, | An |, | Lo
Aoy Ao Ao Lo
All = LU (A11)
I:AH, Agl, Lgl] = LU_BQ(AH,AQl)
Continue with o
Aoo | Ao1 | Aoz _ - Loo | Lo1 | Loz
Arp|Arr Lrr|Lrr — 1=
n n — | Aw|An|Ar2 |, = = — | Lio|L11|L12
BL|ABR BL|LBr — 1
Az | A21 | A2z Lo | L1 | La2
endwhile

Algorithm: [B] := LU_B5(4, B, L)

A A B _ L L
Partition A — |m——d—n| B [—|, [ - [ ———s
\ AprL|ABr Bp Lpr|LBr
where Arr, Lrr have 0 x 0 tiles, Br is 0 tiles high
while n(Arr) <n(A) do
Repartition
Aoo | Aor | Aoz Bo _ - Loo | Lot | Loz
Arr | Arr —Ti 1. Br BT 7o | LTr 11
- 10 11 (A2 | _— 1 ) = = - 10 | L | Laz2
AprL|ABr Bp — Lpr|LBr — ==
Az | A21| A2z Bs Log | Lo1 | Lo
where Ay, By, L1 are tiles
B1 = ApPpPLY_L (Au, Bl)
[B1, Bs] := LU_B4(L21, B1, A21, Bo)
Continue with o
Aoo | Aot | Aoz Bo _ - Loo | Lo1 | Loz
Arr|Arr Br — Lrr|Lrr — 1=
- - — | Aw|A11]|A2 |, B_ — | B |, 7 7 — | Lio|Li1|L12
Br|ABr B -_— Br|LBRr —
Ao | A21 | Az Bs Loo | L2y | Lo

endwhile

Figura 3.7: Algoritmo orientado a bloques para calcular la factorizacién LU. Variante 2 orientada hacia
la izquierda.
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oritmo ecturas scrituras
Algorit Lect Escrit
: 2s34+s52—3s 4s343s%2—s
Variante 1 e s
: 2s3+s2—3 4s3+43s2—s
Variante 2 B ===

Tabla 3.3: Numero de lecturas y escrituras de tiles (coste tedrico de la E/S) de las dos variantes obtenidas
para la factorizacién LU con pivotamiento incremental. (El nimero de elementos leidos/ escritos puede
obtenerse facilmente multiplicando estos valores por el tamano del tile: ¢ x t.)

el panel de bloques que contiene al bloque A1 y los bloques que se encuentran por debajo de éste.
En este ultimo paso de cada iteracién se generan los bloques de la matriz L, que son utilizados en
el primer paso de las siguientes iteraciones para actualizar el panel que se va a factorizar.

3.4. Implementaciones OOC para la factorizacién LU

Para transformar los algoritmos a bloques en algoritmos OOC consideraremos que cada bloque
es un tile, es decir, un bloque que constituye la unidad elemental de transferencia de datos entre
disco y memoria principal. A partir de los algoritmos orientados a bloques resulta sencillo saber,
en cada momento y sin manejar subindices, qué tiles se deben leer del disco para trabajar con ellos
y cuales escribir después de ser actualizados.

En la Figura 3.8 se muestran dos iteraciones del desarrollo de la variante 1 orientada a bloques
LU_B_vARI1 de la Figura 3.5, concretamente la segunda y la tercera iteracién. Cada iteracion
contiene los cuatro pasos del algoritmo bésico presentado en el Apartado 3.3.1, y en cada paso se
han sombreado los tiles que son modificados. Los cuatro pasos son: obtener la factorizacién LU del
tile diagonal (LU), actualizar los tiles a la derecha de éste con respecto a la factorizacién obtenida

A
en el paso anterior (LU_B1), obtener la factorizaciéon LU del panel de tiles < AH > (LU_B2) y, por
21

ultimo, actualizar los tiles a la derecha de este panel con respecto a la factorizacién recién calculada

_ A
LU_B3). El espacio adicional L que se necesita cuando se factorizan los paneles 1 tiene
( P q D

Ao
una estructura triangular inferior. Si el tamano de tile es t y s = n/t, este espacio adicional serd de
tamano (s — 1)t x (s — 1)b, siendo b el tamano de bloque con que se trabaja en los médulos LULY
y APPLY_LXY. La estructura de cada columna de bloques de L se observa en las dos iteraciones
del desarrollo del algoritmo mostradas en la figura. Notese que puede ser almacenada de manera
compactada ya que de cada bloque sélo se almacena la parte triangular inferior.

En la Figura 3.9 se muestra el desarrollo de una iteracién (la tercera) de la variante 2 orientada
a bloques LU_B_vAR2 de la Figura 3.7.

A continuaciéon, analizamos el comportamiento de las dos variantes de la factorizacién LU con
pivotamiento incremental desde el punto de vista del coste tedrico de la E/S. Para calcular este
coste se tiene en cuenta que toda la E/S es realizada por los médulos bésicos LU, AppLy_L, LU
y AppLy LY. La Tabla 3.3 recoge el coste de la E/S de ambas variantes, en funcién del tamano en
tiles de la matriz (s = n/t). Como se puede apreciar, el coste es exactamente el mismo para ambas
variantes.
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tile t x t

Ago
LU A
Aoy Ago
Ago
An | APPLY_L
—
A
) An Ao
—]
Aoo
A Ao
™~
M
- [ Ax
= LUt
Aoo
Ay 1 Ao, :
N R
a R
a Az | Appry LK
| | |

Figura 3.8: Desarrollo de la segunda (izquierda) y tercera (derecha) iteracién de la variante 1 orientada a

LZl

bxb

Ago
LU Aqg
Ag A
Ago
A | ArpLy.L
Az A
Aoo
AH Al?
__ A
U] 22
Aoo
Al] : Al?:
Az ApPLY 'L

tile t x t

Ly

E2l

bloques para la factorizacién LU con pivotamiento incremental OOC.
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tile t x t

T
! —
| I
| =
A a Aoz
| <
L0 |
m| Aug Al
Z A
) ; 4‘_;
— ‘ i
.| &
Ao & A
: 22
20 &
B
|
|
Aoo Aoy Aoz
Ao LU Ao
A20 A21 AQ?
Aoo Aoy Ap2
|
ml Aip A1 Atz
-
—
| _ A
Ay LU -

Figura 3.9: Desarrollo de la tercera iteracion de la variante 2 orientada a bloques para la factorizacién LU

con pivotamiento incremental OOC.

bxb



94 3.4. IMPLEMENTACIONES 00C

En las implementaciones realizadas de las dos variantes para calcular la factorizacién LU con
pivotamiento incremental OOC, se han llevado a cabo distintas optimizaciones que dan titulo al
apartado en que se presentan a continuacién.

3.4.1. Uso de una caché software

A vpartir del run-time desarrollado para la factorizacién de Cholesky OOC (expuesto en el
Apartado 2.3.2), se han desarrollado las funciones intermedias necesarias para poder utilizarlo en
la factorizacion LU OOC. Recordemos que el run-time es el encargado de determinar qué tiles se
deben leer y escribir en cada momento desde/en disco. En una primera etapa, el sistema ejecuta
el cédigo de manera simbdlica, generando una lista de tareas pendientes de ejecucién, y anotando
para cada una de éstas los tiles de entrada y de salida. Una vez finalizada la ejecucién simbdlica
del codigo, se obtiene la lista completa de las tareas que serd necesario ejecutar para completar el
proceso de factorizacién (equivalente a un desenrollado completo de los bucles que comprende el
algoritmo). A continuacién, en una segunda etapa, las tareas se ejecutan en orden, haciendo un
recorrido secuencial de la lista: el sistema toma la siguiente tarea, identifica los tiles que necesita
para realizar la operacién asociada y comprueba si se encuentran en la caché, leyéndolos desde el
disco en caso contrario. Una vez los datos residen en memoria, se ejecuta la operacion. Los tiles
permanecen en la caché hasta que el sistema decide que deben ser reemplazados porque se necesita
reutilizar el espacio que estan ocupando.

En la Figura 3.10 se puede observar el ahorro en el nimero de accesos a elementos que se
produce gracias a la incorporacién del sistema de caché software en la variante 2, que llega a ser
de casi el 40 % para n = 40.960. Los datos de la gréfica de esta figura se han obtenido a partir del
coste tedrico del algoritmo (sin optimizaciones) mediante una simulacién del célculo de lecturas y
escrituras de tiles cuando se utiliza el sistema de caché.

3.4.2. Solapamiento de calculos y accesos a disco

Al igual que en la factorizacién de Cholesky OOC (Apartado 2.3.4), otra optimizacién que es
posible introducir en los algoritmos OOC para la factorizacién LU con pivotamiento incremental
es la que permite el solapamiento de cédlculos y accesos a disco. En particular, cuando el run-time
ejecuta el codigo de manera simbdlica, genera la lista de tareas, indicando para cada una de éstas
los tiles de entrada y de salida. El orden en que las tareas aparecen en dicha lista, junto con la
direccionalidad de los operandos (entrada o salida), definen el orden y la direccién en que deben
transferirse los tiles entre la memoria y el disco. Puesto que la lista se genera antes de comenzar
los calculos, en cualquier momento de la factorizacién se conoce qué datos serdn necesarios mas
adelante, de modo que si los datos son transferidos desde el disco con antelacién, cuando sean
necesarios, ya residiran en memoria. El resultado es un mecanismo de prefetch con una tasa de
aciertos plena.

Ademds, mediante el paralelismo que proporcionan las hebras exploradora y ejecutora, es posible
solapar célculo y transferencias con el disco, y ocultar parcialmente los tiempos de espera que
producen las lecturas y escrituras de datos, de modo que las prestaciones no estén afectadas por
el hecho de trabajar con matrices que residen en el disco. El hecho de dejar el solapamiento de la
E/S y los calculos en manos del run-time hace transparente su uso al desarrollador de bibliotecas

00C.
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Variante 2
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Figura 3.10: Coste tedrico de la E/S de la variante 2 (left-looking) de la factorizacién de LU con pivo-
tamiento incremental, con y sin el uso del sistema que gestiona la memoria disponible como una memoria
caché software. El tamano de tile es t = 5.120.

3.5. Experimentos sobre una arquitectura monoprocesador

En el cédlculo de las prestaciones de esta seccién y las siguientes, se ha considerado que el coste
de la factorizacién LU de una matriz cuadrada de dimensién n x n es de 2n®/3 flops, ya sea con
pivotamiento parcial como con pivotamiento incremental.

La Figura 3.11 recoge los resultados experimentales obtenidos sobre ROPE (en la Tabla 1.1
se muestran las caracteristicas de ésta y otras maquinas usadas en la evaluacién experimental de
este capitulo) con las distintas implementaciones OOC desarrolladas para la factorizacién LU con
pivotamiento incremental. Como referencia, en la figura se ha incluido la curva correspondiente a
la implementacién in-core de la rutina GETRF de MKL (en la Tabla 1.2 se muestra la versién de
las bibliotecas usadas en la evaluacién experimental de este capitulo) que calcula la factorizacion
LU con pivotamiento parcial. Cuando la matriz cabe en memoria principal, esta rutina obtiene
mejores prestaciones que nuestras implementaciones ya que con el pivotamiento parcial se realizan
menos operaciones al calcular la factorizacion. Como se observa, estas prestaciones se deterioran en
cuanto la matriz aumenta de tamano y no cabe en memoria (se empieza a hacer uso de la memoria
virtual).

En primer lugar, se han implementado las variantes 1 y 2 OOC, mostrando esta iltima un
mejor comportamiento. Se observa que las prestaciones de ambas variantes decaen a partir de un
determinado tamano de matriz (n > 20.480), que coincide con el punto en que el disco baja su
velocidad a menos de un 3% de la que se consigue en el acceso a matrices mds pequenas.

Sobre la variante 2 se ha incorporado una primera optimizacién consistente en el uso de la
caché software ya utilizada para la factorizacién de Cholesky. Con este mecanismo, las prestaciones
mejoran, aunque lo hacen muy ligeramente, y de nuevo disminuyen en el mismo punto en que solian
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Variantes 1 y 2 sobre ROPE (¢t =5.120)

T T T T T
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Figura 3.11: Ejecucién sobre ROPE de distintas implementaciones OOC de las dos variantes de la factori-
zacién LU con pivotamiento incremental.

hacerlo. Este comportamiento negativo se evita gracias a la segunda optimizacién introducida, el
solapamiento de la E/S con los calculos. De este modo, se consigue ocultar el impacto negativo
del acceso a disco. En la curva correspondiente a esta ultima implementacién se observa que,
mediante la combinacién de estos dos mecanismos, se logran mantener unas prestaciones constantes
de 9,5 GFLOPS, lo que corresponde a un 74,5 % de la velocidad pico de la maquina (12,8 GFLOPS)
y un 88 % de las mejores prestaciones conseguidas por MKL para matrices in-core.

3.6. Experimentos sobre una arquitectura multihebra

Cuando se dispone de varios procesadores/nicleos, es posible desarrollar nuevas versiones de
los cédigos para explotar el paralelismo que ofrece el hardware, lanzando a ejecucion tantas hebras
como ntcleos para llevar a cabo los cédlculos en paralelo, explotando la multiplicidad de recursos
computacionales (procesadores o nicleos). En la factorizacién LU con pivotamiento incremental
OOC hemos implementado dos alternativas distintas para aprovechar el paralelismo de las opera-
ciones, que se describen en los siguientes apartados.

3.6.1. Paralelizacion estandar con BLAS

La primera alternativa de paralelizacién consiste en utilizar implementaciones multihebra de
las operaciones de LAPACK y de BLAS que realizan los cédlculos en los médulos bésicos de los
algoritmos a bloques de las dos variantes.

El primero de estos médulos es la factorizacién LU de un tile (matriz densa), cuya implemen-
tacién se puede realizar mediante cualquiera de los algoritmos por bloques de la Figura 3.1, que
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Cy Cp Cy C3 Oy B Cy Cp Cy C3 Oy

TRILU(B)~'Cy

Cy =

TRILU(B)~1Cy

Cy =

TRILU(B)~!Cy

Co

Figura 3.12: Paralelizacién estdndar con BLAS en el moédulo basico APPLY_E. Las hebras hO,...,h4
trabajan en paralelo para resolver cada uno de los sistemas C; := TRILU(B)~'C;. Tras la resolucién de
cada sistema hay una sincronizaciéon que limita el paralelismo.
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calculan la factorizacion LU con pivotamiento parcial. Para la paralelizacién en este modulo se
han probado dos alternativas: la rutina de LAPACK GETRF que proporciona la implementacién
multihebra de la biblioteca MKL, y una versién de esta misma rutina paralelizada mediante una
aproximacién basada en el flujo de datos (data—flow) [52].

El segundo paso del algoritmo bésico de la factorizacion LU con pivotamiento incremental
corresponde al médulo APpPLY_L de la Figura 3.2, que lleva a cabo la aplicacién sobre un tile de
las transformaciones de Gauss resultantes de la factorizaciéon LU realizada en el primer paso. El
tercer paso consiste en el calculo de la factorizaciéon LU de una matriz de 2 x 1 tiles en la que el tile
superior es triangular y el inferior es denso (mdédulo LULY de la Figura 3.3), y el cuarto y dltimo
paso aplica las transformaciones de Gauss correspondientes a la factorizacién recién calculada por
LU, sobre una matriz de 2 x 1 tiles (médulo AppLY_LL) de la Figura 3.4). La paralelizacién
en estos tres ultimos modulos se realiza mediante el uso de las implementaciones multihebra de las
rutinas de BLAS TRSM y GEMM de MKL.

Los resultados obtenidos mediante esta optimizacion para las variantes 1 y 2 de la factorizacion
LU con pivotamiento incremental OOC sobre TESLA y TESLA2 se muestran en las Figuras 3.14
y 3.15, respectivamente, en las curvas identificadas con la leyenda paralelizacion estandar. En
ambas arquitecturas, la mejora en prestaciones es minima, por lo que se propone otra alternativa
de paralelizacién de nivel superior a la que proporciona BLAS multihebra. Como se aprecia en la
Tabla 3.2, es el médulo ApPpPLY_L% el que representa un mayor coste en el algoritmo por lo que el
paralelismo de este médulo fija el rendimiento de todo el algoritmo paralelo. En consecuencia, la

siguiente alternativa se centra precisamente en mejorar el rendimiento paralelo de este médulo.

3.6.2. Paralelizacion de nivel superior a BLAS

Puesto que en la paralelizacion estandar, cada llamada a BLAS multihebra supone un punto de
sincronizacién para las hebras que colaboran en su ejecucién, encontramos que en algunos médulos
bésicos aparece un elevado nimero de sincronizaciones que limitan el paralelismo. Aumentando la
granularidad del paralelismo es posible evitar estos puntos de sincronizacién, aumentando asi el
nivel de paralelismo. Esto es posible hacerlo tanto en el médulo APPLY_L como en el mdédulo
AppLy_LYY que soporta la mayor carga computacional.

Como muestra la Figura 3.12, en cada ejecucion del médulo AppLy_L(B, C) habré tantas sin-
cronizaciones como bloques de columnas contenga el tile C'. Por ejemplo, si el tamano de bloque es
b =t/5, el tile C contiene cinco bloques de columnas de tamano txb: C' = ( Cy C; Cy C3 Cy ) .
Con la paralelizacion estdandar ilustrada en el apartado anterior encontramos que, en cada itera-
ci6n del bucle de la rutina AppLY_L(B, (), se resuelve un sistema triangular para un bloque de b
columnas de C' mediante una llamada a BLAS multihebra (TRsM). Puesto que el tile C tiene cinco
bloques de columnas, habra cinco sincronizaciones.

Una alternativa a esta paralelizacion, que evita los puntos de sincronizacién intermedios, con-
siste en lanzar tantas hebras paralelas como bloques de columnas tenga el tile C, y utilizar una
implementacion secuencial de BLAS para resolver el sistema triangular correspondiente a cada blo-
que de columnas de forma concurrente. Esta es una paralelizacién de nivel superior a BLAS y de
un grano méas grueso. La Figura 3.13 muestra el efecto de esta optimizacién sobre el ejemplo de la
Figura 3.12.

Cuando se realiza esta optimizacién en el médulo APPLY LY, se aplica sobre la operacién GEMM
E .= E—D1Cy. En este caso, se particiona F en bloques de columnas y se trabaja concurrentemente
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sobre cada uno de estos bloques E; mediante la implementacién de BLAS secuencial para realizar
la operacién E; := E; — D1C; (C) se particiona acorde a la particién de E).

Los resultados obtenidos mediante la paralelizacién de nivel superior a BLAS y el uso de la
caché software para la variante 2 de la factorizacién LU con pivotamiento incremental OOC estéan
incluidos en las Figuras 3.14 y 3.15. Aunque se produce una mejora en las prestaciones con la
paralelizacion de nivel superior, hay un descenso de las mismas conforme aumenta el tamano de la
matriz, debido, en parte, a la disminucién en la ganancia que produce el uso de la caché software,
ya que la localidad temporal es menor.

En las mismas figuras se muestran los resultados obtenidos mediante la paralelizacién de nivel
superior a BLAS, el uso de la caché software y el solapamiento de célculos y accesos a disco para
la variante 2. Se observa una mejora en las prestaciones, que se mantiene incluso para las matrices
mas grandes, ocultando la latencia: 61,8 GFLOPS frente a 42,6 GFLOPS en TESLA y 82 GFLOPS
frente a 73,4 GFLOPS en TESLA2. Cabe destacar que la ganancia en TESLA es de un 15 % (sobre
la velocidad pico de la maquina), mientras que en TESLA2 es de tan solo un 5 %. Esto es debido a
que esta arquitectura dispone de un RAID con 6 discos, por lo que la latencia es, de por si, menor.
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Figura 3.13: Paralelizacién de nivel superior a BLAS en el médulo basico AppLy_L. Las hebras h0, ..., h4

trabajan en paralelo para resolver el sistema C := TRILU(B)™'C. La tinica sincronizacién tiene lugar tras
la resolucién del sistema.

3.7. Resumen y conclusiones

En este capitulo se han aplicado las técnicas OOC aportadas en esta tesis para la resolucion
de una operacién més compleja que la factorizacién de Cholesky (tratada en el Capitulo 2), la
factorizacién LU con pivotamiento incremental. Al igual que en el capitulo anterior, se han aplicado
las técnicas de manera progresiva, para evaluar el impacto que producen sobre las prestaciones que
se obtienen. Aparte del uso de la caché software y del run-time que permite el solapamiento de la
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Figura 3.14: Ejecucién sobre TESLA de distintas implementaciones OOC de las dos variantes de la facto-
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E/S y los céalculos, se ha realizado una nueva aportacién mediante la paralelizacién de los cédigos
en un nivel superior a BLAS, consiguiendo asi una mejora en el rendimiento.

Las implementaciones realizadas se han evaluado en dos arquitecturas diferentes, representativas
de los sistemas de calculo actuales: ROPE, un ordenador personal con un unico procesador INTEL
PENTIUM, y TESLA y TESLAZ2, estaciones de trabajo con dos procesadores INTEL XEON que disponen
de cuatro nicleos cada uno. La diferencia principal entre TESLA y TESLA2 es que la primera dispone
de un solo disco a 7.200 r.p.m. mientras que TESLAZ2 dispone de un RAID de seis discos a 15.000
r.p.m.

A diferencia de la experimentacion realizada sobre la factorizacion de Cholesky, para este proble-
ma no hemos trabajado sobre GPU debido a que la biblioteca CUBLAS no proporciona las rutinas
necesarias para implementar eficientemente las operaciones de los médulos LUYY vy AppLy_ LYY
sobre matrices de 2 x 1 bloques.

Los resultados obtenidos son satisfactorios, ya que se logra mantener las prestaciones conforme
aumenta el tamano de la matriz, ocultando en gran medida la latencia en el acceso al disco, ain
cuando disminuye su velocidad. El rendimiento es siempre menor que el obtenido en la factorizacion
de Cholesky puesto que el algoritmo de la factorizacién LU tiene una mayor complejidad debido a
la realizacion del pivotamiento, y debido a que el tamano de los datos de entrada es también mayor,
ya que en esta ocasién la matriz no es simétrica y por lo tanto se almacenan y se procesan todos
sus elementos.
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Capitulo 4

Factorizacion QR en Disco

Una vez tratadas las factorizaciones de Cholesky (Capitulo 2) y LU (Capitulo 3), abordamos
en este capitulo la factorizacién QR de una matriz que, por su tamano, no es posible almacenar
completamente en la memoria principal del sistema y, por tanto, reside inicialmente en disco. Esta
operacion de descomposicién esta asociada a la resolucion por minimos cuadrados de sistemas de
ecuaciones lineales sobredeterminados. Como en los capitulos anteriores, nuestro trabajo en este
capitulo analiza, desde el punto de vista tedrico y practico, la implementacién Out-of-Core (OOC)
de dos variantes algoritmicas para el calculo de esta factorizacién. La solucién propuesta calcula
la factorizacién mediante un algoritmo alternativo al tradicional, basado en el problema de la
actualizacién de una factorizaciéon cuando cambian algunas de las filas/columnas de la matriz de
coeficientes. Esta solucién, aunque conlleva un mayor coste computacional, da lugar a algoritmos
escalables.

Las arquitecturas destino de los algoritmos OOC desarrollados son dos: una plataforma de altas
prestaciones con un tnico procesador de propdsito general y un procesador multintiicleo con varios
nicleos (cores) de propésito general que comparten una memoria comun.

El capitulo estd estructurado del modo siguiente. En la primera seccién se define la factoriza-
cién QR, se justifica su utilidad, y se ofrecen dos algoritmos, uno escalar y otro por bloques, para
su calculo mediante transformaciones de Householder. Puesto que estos algoritmos trabajan sobre
paneles de la matriz (secciones verticales) no son escalables desde el punto de vista de su imple-
mentacion OOC, lo que hace necesario plantear algoritmos orientados a bloques que después sean
facilmente adaptables para trabajar OOC. Para ello se plantea un algoritmo basado en el problema
de la actualizacion de la factorizaciéon QR de una matriz cuando cambian algunas de sus filas y
columnas. En la Seccién 4.2 se discuten las implementaciones de las dos variantes orientadas a blo-
ques presentadas en la seccion anterior. Las Secciones 4.3 y 4.4 recogen la evaluaciéon del impacto
experimental que suponen las propuestas realizadas sobre una arquitectura monoprocesador y una
arquitectura multihebra, respectivamente. Finalmente, se incluye una seccién donde se resume el
contenido y las aportaciones del capitulo.

4.1. Factorizacion QR

Uno de los métodos que se utilizan habitualmente para resolver sistemas de ecuaciones lineales
sobredeterminados es el de minimos cuadrados. Dado el sistema Ax = b, con A € R™*" b €
R™ yv m > n, su resolucién mediante este método consiste en encontrar el vector x € R™ que
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minimiza || Az — b ||2. Los procedimientos mds fiables para resolver este problema conllevan la
reducciéon de la matriz A a alguna forma candnica mediante transformaciones ortogonales. Entre
estos procedimientos el mas cominmente utilizado es la factorizacién QR [32], que descompone la
matriz A € R™*"™ en el producto A = QR, donde Q € R™*™ es ortogonal y R € R™*" es triangular
superior. Una vez factorizada la matriz en el producto A = QR, la resolucién del problema de
minimos cuadrados se lleva a cabo calculando, en primer lugar, y := QTb y resolviendo, después,
el sistema triangular superior Rz = y. El cdlculo de estas dos iltimas operaciones no se aborda
explicitamente en nuestro trabajo ya que su coste computacional presenta un coste de orden menor
frente al de la propia factorizacién.

Existen varios métodos para calcular la factorizaciéon QR. Asi, los hay que se basan en transfor-
maciones de Householder, otros se basan en rotaciones de Givens, y por ultimo estan los métodos
que realizan una ortogonalizacién via Gram-Schmidt o via Gram-Schmidt modificado [32]. Cuando
se trabaja con matrices densas, el método a elegir depende en gran medida de cémo se va a utili-
zar después la factorizacién, de la estabilidad del sistema y de la dimension de la matriz. Cuando
m > n, el método basado en transformaciones de Householder es muy conveniente.

4.1.1. Transformaciones de Householder

Definiciéon 7 Dado el vector x € R™ y la particion © = <%> , donde xq es el primer elemento
1

de x, el vector de Householder asociado a x se define como
= (=)
ml/yo ’

Definicion 8 Sio = UTQU7 a la transformacion I,,—ouu® se le denomina transformacion o reflector
de Householder.

Al aplicar la transformacién de Householder asociada a = se tiene que (I, — cuu )z = nep;
es decir, en el resultado se anulan todos los elementos de x excepto el primero, que toma el valor
n = —signo(xo) |z |2

Utilizaremos la notacién [u,n, o] := h(x) para referirnos al cdlculo de n, u y o a partir del
vector x, y denominaremos H(z) a la transformacién correspondiente, H(z) = (I — ouu™). Por
simplicidad, obviaremos el subindice que indica el tamano de la matriz identidad cuando quede
determinado por el contexto. Una caracteristica importante de H(x) es que es ortogonal y simétrica
(H(z)' = H(z)" y H(z)" = H(z) respectivamente).

donde vy = xo + signo(xo)||x|2-

)

4.1.2. Algoritmo escalar en notacién FLAME

La factorizacién QR puede obtenerse mediante el algoritmo escalar (orientado a la derecha)
mostrado en la Figura 4.1. En este algoritmo, las transformaciones de Householder se van calculando
sucesivamente para anular los elementos subdiagonales de la matriz A. Los vectores de Householder
sobreescriben los elementos que se han anulado (es decir, la parte estrictamente triangular inferior
de A) y, al finalizar el proceso, el factor triangular R queda contenido sobre la parte triangular
superior de la matriz A. Los escalares o se almacenan en el vector s de n elementos. El coste de
este algoritmo es de 2n?(m — n/3) flops.
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Algorithm: [A, s] := QRyng(A)

A A s
Partition A — r Kl and s — -
Apr | ABr SB

where A7y is 0 x 0 and s has 0 elements

while n(Arr) <n(A) do

Repartition
Aoo | aor | Aoz S0
Arr | Arr ST —
T T
- aip | @11 | aiz and - o1
Apr | ABr SB
Ago | a21 | A2 52

where «11 and o1 are scalars

()] = (2

Q11 =1
a1 ‘= u2
T T T
W= = aig + U A22

T T T
a1z L a2 — O1W
T T
A22 A22 — J1U2W
Continue with

Aoo | ao1r | Aoz S0
Arr | Arr T T ST
— aip | 11 1o and — o1

Apr | ABr SB
Azo | a1 | A2 S2

endwhile

Figura 4.1: Algoritmo escalar para calcular la factorizacién QR mediante transformaciones de Householder.

Si se desea calcular la matriz (Q explicitamente, se debe acumular el producto Hy-Hy -+ H,,—1 =
Q, siendo Hj la (k + 1)-ésima transformacién de Householder calculada mediante el algoritmo
anterior. Puesto que en los problemas de minimos cuadrados no es habitual la necesidad de formar
la matriz @, no trataremos este aspecto en adelante. La realizacién del célculo y := QTb en la
resolucién del problema de minimos cuadrados tras la factorizaciéon no requiere la formacién de la
matriz @), ya que las transformaciones ortogonales que conlleva se realizan directamente a partir
de los vectores de Householder almacenados en A, y de modo mas eficiente que a partir de Q.

4.1.3. Algoritmo por bloques en notaciéon FLAME

Para obtener un algoritmo por bloques que calcule la factorizaciéon QR utilizamos la repre-
sentacion WY compacta [12, 57], que acumula productos de transformaciones de Householder, de
manera que su aplicacién se puede realizar mediante productos de matrices (en el algoritmo escalar
las transformaciones se aplican mediante productos matriz-vector).

Hay dos detalles que juegan un papel clave en la construccién del algoritmo por bloques de la
Figura 4.2:
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Algorithm: [A, S| := QRpk(A4)
A A S
Partition A — e - and S — E
Apr | ABr SB
where Arp is 0 x 0 and St has 0 rows
while n(Arr) <n(A) do
Determine block size b
Repartition
A A A S
e | Arn 00 o1 02 S S0
" " — | Ao | Anr | A1z and 3 — | S:
or o Azo | A1 | A2z o So
where Ai1 is b x b and S1 has b rows
A11 {U\R}ll All
, 81| = ||————|, s1| = QR
< Aoy ) ] < U2y UNB A2y
U\R
Compute S from & , S1
U2
Al U1 Ao
=1+ Si( U | Usy
Continue with
Aoo | Ao1 | Aoz So
A A S
< ATL ATR ) — | Ao | A1 | A1 and ( a ) — | S:
B Aso | Aat | Az . Ss
endwhile

Figura 4.2: Algoritmo por bloques para calcular la factorizaciéon QR mediante transformaciones de
Householder.

= Si ug,...,up_1 son los primeros b vectores de Householder calculados en la factorizacion
y 00,...,0p—1 son los escalares correspondientes, de modo que H; = (I — JjujujT), ] =
0,...,b—1, entonces

Hy-Hy - Hyy =1+ UpSpUy

(4.1)

donde Uy, es una matriz trapezoidal inferior unidad de tamano nxb, Sy, es una matriz triangular
superior de tamano b x b, y bajo la diagonal de la columna (j+1) de U, se encuentra u;, para

j=0,....,b—1.

= La factorizacion QR de las k primeras columnas de A da lugar a los mismos k vectores uy y
a los mismos valores en la parte triangular superior de esas k columnas que la factorizacion

QR de toda la matriz.

Asumiendo que b < m, n, el coste del algoritmo por bloques es igual al coste del algoritmo escalar,
es decir, 2n%(m —n/3) flops. El algoritmo devuelve en la matriz S € R™* las matrices triangulares
superiores “S1”, de tamano b x b cada una de ellas, que agrupan parte de las transformaciones de
Householder correspondientes a cada bloque de columnas de la matriz A. Este algoritmo, que se
desvia de las implementaciones tradicionales como la de LAPACK, no necesita volver a calcular
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dichas matrices al aplicar las transformaciones de Householder al vector de términos independientes
del sistema.

Aunque los algoritmos por bloques son deseables para obtener buenas prestaciones, no son
escalables cuando las matrices se particionan en paneles (secciones verticales), como sucede en el
algoritmo de la Figura 4.2. Nuestro objetivo es, por tanto, utilizar algoritmos orientados a bloques
(algoritmos en los que el bloque es la unidad bésica de calculo), ya que son escalables, permiten un
mayor grado de paralelismo y pueden ser directamente transformados en algoritmos OOC con tan
solo plantear una equivalencia entre el bloque y el tile (la unidad de almacenamiento en disco).

4.1.4. Algoritmo orientado bloques en notacion FLAME

Gunter y van de Geijn [33] plantean un algoritmo por bloques para calcular la actualizacién de
una factorizacién QR cuando se afiaden mas ecuaciones lineales al sistema inicial. Seria el caso en
que, por ejemplo, se ha obtenido la factorizacion QR de una matriz A = QR y se necesita calcular

la factorizacion
=QR (4.2)
= . .

Si la factorizacién de A se ha realizado mediante el algoritmo de la Figura 4.2, se tiene que la parte
triangular superior de A se ha sobreescrito con la matriz R y las transformaciones de Householder
se han almacenado de manera compacta en su parte triangular inferior esctricta y en la matriz S.

Ya que la factorizacién QR de
R
ki 4.3
(] (3

produce la misma matriz triangular superior R que la factorizacion de (4.2), si ademéds no es necesa-
rio formar explicitamente la matriz Q y es suficiente con almacenar los vectores de Householder que
calculan la factorizaciéon QR de A y la posterior factorizacion de (4.3), se dispone de una estrategia
para calcular la factorizacion QR de un sistema que ha sido ampliado.

Este es bésicamente el mismo procedimiento seguido por Joffrain et al. [39] para obtener un
algoritmo que calcula la factorizaciéon LU de una matriz con pivotamiento incremental, a partir del
problema de cémo actualizar una factorizacion LU existente cuando cambian algunas de las filas
y/o columnas de la matriz que da origen a la misma. Extendiendo ambos andlisis al caso que nos
ocupa, el problema consiste en calcular la factorizaciéon QR de la matriz A, particionada como

B|C
(e o

para diferentes valores de C', D y E. La cuestién se transforma en como reutilizar la factorizacion
de B para obtener la de A para diferentes C', Dy E.

A continuacién se presenta el algoritmo basico que calcula la factorizaciéon QR de la matriz A
en (4.4):

= Paso 1: Factorizar B. En este paso se calcula la factorizacion QR de B mediante transfor-
maciones de Householder.
[B, 5] :=QR(B)
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» Paso 2: Actualizar C consistentemente con la factorizacién de B.

C := AprprLY_Q(B, S,C)

= Paso 3: Factorizar (—) . En este paso se calcula la factorizacion QR mediante transforma-
D

ciones de Householder, preservando la estructura triangular superior de R (que se almacena

n 1) <%> | 5] = QR <%>

C R
s Paso 4: Actualizar <?> consistentemente con la factorizacién de <?>

(5)-oman() ()

s Paso 5: Factorizar E mediante transformaciones de Householder.

[E, S} .= QR(E)

Los médulos QR y APPLY_Q se pueden implementar mediante los algoritmos de las Figuras 4.2
y 4.3, respectivamente. Ya que éstas son operaciones habituales de dlgebra lineal, existen implemen-
taciones secuenciales eficientes para las mismas en bibliotecas como 1ibflame y LAPACK (rutinas
GEQRF y ORMQR).

En cuanto a las implementaciones de los médulos QRTD y APPLY_QTD, cabe destacar el hecho
de que el bloque superior de la matriz de 2 x 1 con la que trabajan es triangular superior, por lo
que han de explotar esta estructura y mantenerla. La Figura 4.4 muestra como hacerlo en el caso
del médulo QRTD. Asumiendo que R y C son ambas de dimension t X t y que b < t, calcular
QRTD requiere 23 flops, que es bastante menor que los 8t3/3 flops que se requieren si no se tiene
en cuenta la estructura de la matriz R. El procedimiento del médulo APPLY_QTD se muestra en la
Figura 4.5; en este caso, con las mismas consideraciones de tamano que en QRTD, el coste se reduce
de 8t3 a 4t3 flops cuando se tiene en cuenta la estructura del bloque superior de la matriz [34].

Una vez establecidos los mdédulos bésicos del algoritmo, estamos en disposiciéon de obtener
un algoritmo orientado a bloques que dé lugar, més tarde, al algoritmo OOC. Consideramos un
particionado de la matriz A € R™*™ en bloques cuadrados (serén los tiles cuando trabajemos
OO0C) de tamano ¢ x t (por sencillez, supondremos que ambas dimensiones de la matriz, m y n, son
multiplos de t). Las Figuras 4.6 y 4.7 muestran un algoritmo orientado a bloques orientado hacia
la derecha que calcula la factorizacién QR de una matriz. En los algoritmos de las figuras aparecen
sombreados los médulos béasicos identificados en la resolucién del problema de actualizaciéon de una
factorizacion QR: la factorizaciéon QR de una matriz densa (QR), la aplicacién de la transformacién
ortogonal resultante de esta factorizacién (APPLY_Q), la factorizacién QR de una matriz con 2 x 1
bloques, en la que el bloque superior es triangular superior y el inferior es denso (QRTD), y la
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Algorithm: C' := AprLY_Q(B, S, C)

B B S C
Partition B — K o , 8 — - ,C — El
Bpr | Ber SB Cs
where Brp is 0 x 0, St and Cr have 0 rows

while n(Brr) <n(B) do

Determine block size b
Repartition

Boo | Boi | Boz So Co
Brr | Brr St Cr —_—
Bor | Bon - Bio | Bi1 | Bi2 s - S1 ) -
Bag | B21 | B Sa Co
where Bji is b x b, S1 and C1 have b rows

(o) = (e () s Com o) ()

Continue with

Boo | Boi | Boz So Co
B B S’ C
< £ = > «— | Biwo | Bu1 | Biz |, ( - > — | S 1, ( - ) — | C:
Bgr | Bsr

Bag | Ba1 | B So Co
endwhile

Figura 4.3: Algoritmo por bloques para actualizar la matriz C' respecto a la factorizaciéon QR de la matriz
B (almacenada en B y S). En el algoritmo, Uy se refiere a la parte triangular inferior de Bi1, mientras
que Us; se refiere a Boj.
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110
Algorithm: | (E) .5 Qro | (-2
orithm: [[—— |, S| = —
& I D | D
R R _ S
Partition R — — — , D — ( Dy I Dxr )7 g(mD) _, _T
Rpr | RBr SB

where Rrr is 0 X 0, Dz has 0 columns, St has 0 rows

while m(Rrr) < m(R) do
Determine block size b

Repartition
< Res | Ron ) 200 201 202
- 10 11 12
Rpr | Rer
Roo | Ra1 | Ra2

where Ri; is b x b, D1 has b columns, S1 has b rows

7(DLIDR>—’(D0|D1‘D2>7<§_Z>—> S

RER

R R _ R
' := APPLY_Q . , 51, -
DQ D1 D2
Continue with B
R R Roo | Ro1 | Roz 3 So
TL TR T —
<R R ><_ o [ | ’(DLlDR)*(DO‘DIIDQ)«S)(_ B
BL BR B —_—
Rag | Ro1 | R S2
endwhile

Figura 4.4: Algoritmo por bloques para el médulo QRTD que calcula la factorizacion QR de una matriz
de la forma (RT, DT)T cuyo bloque R es triangular superior.
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Algorithm:

)

R
:= ApPPLY_QTD <<?> ,

(5]

Rrr
Rpr

Partition R — (

while m(Rrr) < m(R) do
Determine block size b

Repartition
< Res | Ron ) 200 gm 202
- 10 11 12
R RBr
B Rao | Ror | Rez
_ S C
S = Cr —_
-1 S | - — | C:
B 3, B A

Rrr ),D_’(DLIDR >7S(TD)_><§'T >7O_><CT>
RBr SB Cp

where Rrr is 0 x 0, Dz has 0 columns, S+ and Cr have 0 rows

(D] Dr )= (Do|Di]D2),

where Ri; is b x b, D1 has b columns, S1 and C; have b rows

Ch Ry
< B ) APPLY_Q<< Dy

- C
)7517< :
E

)

Continue with

Roo | Ro1 | Roz2

R Rrr
( R” RTR ) — | R | Ru | Re

BL BR
Rao | Ro1 | Ro2
_ So Co

S' — C
< ST ) - Sl 7 < CT > - Cl
B A B o
endwhile

(DR )= (Do| D] D)

Figura 4.5: Algoritmo por bloques para el médulo APPLY_QTD que actualiza la matriz (C’T, ET)T con-

sistentemente con la factorizaciéon QR de la matriz (RT,DT)T realizada con el algoritmo QRTD de la
Figura 4.4.
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Algorithm: [A, S| := QR_B_vAR1(A)

Partition A — (

A A
- TR>7SH<

Apr|ABRr
where Arp, Str have 0 x 0 tiles

while n(Arr) <n(A) do

Repartition
Aoo
AlO Al 1

(ATL | Arr )
N
Apr|ABr
Azo| A1

where A1, S11 are tiles

Aot | Aoz
A1z

A22

St

SBL

Str
SBR

Soo
S1o
Sao

So1
S11
Sa1

So2
S12
Sao

St |Str
5 —
SerL|SBR

[A11, Si1] :
A12 :
[A11, A21, S21] := QR_B2(A11, A21)

QR (A1)

QR_B1(A11, S11, A12)

[A12, A22] = QR-B3(S21, A11, A12, A21, A22)

Continue with

AOO A()l

AIO All

Arp|Arr
-
Apr|ABR

endwhile

AZO A21

Soo
S1o
Sao

So1
S11
Sa1

Soz
S12
Sao

St | Str
5 <«
SprL|SBr

Algorithm: [B, D, 5’] := QR_B2(B, D)

DT — ST
Partition D — |— |, 5 - | —
Dgp SB

Algorithm: [C] := QR_B1(B, S, 0)

where Dr, St are 0 tiles high

Partition C — (CLIC’R)
where (7 is 0 tiles wide
while n(Cr) <n(C) do

Repartition
(CLICR) - (CO|C1‘02)

where (1 is a tile

Cy:= AprLy_Q (B, S,C1)

Continue with
(CLICR) — (CO‘CI|02)

endwhile

while m(Dr) < m(D) do

Repartition
D, _ S
D — St _—O
D_ — | D1 | 5— — | S
r D o S,

where D, S; are tiles

(5:): ] = e ()

Continue wit

Figura 4.6: Algoritmo orientado a bloques para calcular la factorizacién QR. Variante 1 orientada hacia

D Do IS So

<_T> - Dl 7 <__T> - gl
D _— S —_—

. D> . S,

endwhile

la derecha.
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Algorithm: [C, E] := QR_B3(S,R,C, D, E)

Partition C — (CLIC’R) , B — (ELIER)

where Cp, Er, are 0 tiles wide
while n(Cr) <n(C) do
Re{;artition

where (' is a tile, F; is 1 tile wide

CLICR) - (COICI‘C2) ) (ELIER) - (EOIEI‘EZ)

[Ch, E1] := QR_B4(S, R, C1, D, E)

Continue with

endwhile

(clon) = (ao|es|cn) s (Bo)Er) = (BB E2)

Algorithm: [C, E]:= QR_B4(S,R,C, D, E)

where Sr, Dr, Er are 0 tiles high
while m(Dr) < m(D) do

Repartition
_ S D
ST ,_0 DT _0
) 2 \Dn) T2
B 3, B )

where 5'1, D1, E; are tiles

_ S D E
Partition S — 7—T , D — - L E — _T
SB Dpg Ep

() - (2] )

Continue with
So

So

endwhile

S D —
—7T — Sl s _T — Dl
SB — DB —

Figura 4.7: Algoritmo orientado a bloques para calcular la factorizacién QR. Variante 1 orientada hacia

la derecha (continuacién).
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while n(Arr) <n(A) do

Repartition
Aoo | Ao1 | Aoz
<ATL|ATR> 111 Br
- 10 11| A12
AprL|ABr
Azo| A1 | Az

where Aj;, Bi, Si1 are tiles

where Aryp, Stz have 0 x 0 tiles, Br is 0 tiles high

Algorithm: [A, S] := QR_B_vAR2(A)
A A S’ S
Partition A — " , S — K KSR
Apr|ABr SprL|SBr
where Arp, Srr have 0 x 0 tiles
while n(Arr) <n(A) do
Repartition
<ATL ATR> :;100 :;101 joz (STL STR) joo 501 502
- 10 11 |A12 s - 10 | O11 [O12
ABL|ABR SBL|SBR
Azo | A1 | Az S20 | S21| S22
where Aj;, Si1 are tiles
Aot Aoo Aot Soo
An | == LUB5 Ao |5 | Aur |5 | Swo
Aoy Aao Ao Sa20
[A11, S11] == QR (A1)
[A11, A21, So1] := LU_B2(A11, A2)
Continue with
Aoo | Aot | Aoz Soo [ So1 | So2
A A S' S
(A_TLIALR> — | Awo|A11|A2 |, <S—TL|ST—R> — | Si0|S11|S12
BLIZER Aso | A21 | A2 Bl Sag [ Sa1 | S22
endwhile
Algorithm: [B] := QR_B5(4, B, S)
Arp|A B _ Sri|S
Partition A — e , B— — , S — _TL _TR
Apr|ABr Bg SerL|SBR

Bo _ _
< ) B (—I—S“ STR) 10|51 |5
) _ 1 ) p = - 10 | 011 [O12
B — Ser|SBR — 1
B B- e R Sag | S21 | S22

g()() 501 §02

Bl = APPLY_QR (All, 511, B1)
[B1, Ba] := QR-B4(S21, A11, B1, A21, Bo)

Continue with L ~
Aoo | Aot | Aoz Bo _ _ Soo | So1 | So2
A A B — S' S' —— —
(ATL ATR> — | Awo|Aii|A2 |, (B—T> — | B |, <STL STR> — | Si0|S11] 512
Br|ABRr B -_— BL|SBR ———
Ao | A21 | Az Bs Sag [ S21 | S22
endwhile

Figura 4.8: Algoritmo orientado a bloques para calcular la factorizacién QR. Variante 2 orientada hacia
la izquierda.
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aplicacion de las transformaciones correspondientes a esta ultima factorizaciéon sobre una matriz
2 x 1 (ApPLY_QTD).

Para reducir el nimero de operaciones de E/S, planteamos en la Figura 4.8 un algoritmo orienta-
do hacia la izquierda. Tanto éste como el algoritmo orientado hacia la derecha, tienen una estructura
similar a las dos variantes orientadas a bloques para la factorizacién LU. Esto es asi porque ambos
algoritmos se han desarrollado a partir de la solucién al problema de la actualizacién de una facto-
rizacién existente cuando cambian algunas filas y columnas de la matriz de coeficientes. El motivo
para obtener los algoritmos a partir de esta solucion es el hecho de que los algoritmos originales
de factorizacion trabajan sobre paneles de la matriz y, por lo tanto, no son escalables. Los nuevos
algoritmos, aunque realizan mas operaciones, si son escalables.

4.2. Implementaciones OOC para la factorizacion QR

De nuevo, realizamos la transformacién de los algoritmos a bloques en algoritmos OOC con-
siderando que cada bloque es un tile. En esta seccién no hacemos un estudio en detalle de las
dos variantes algoritmicas orientadas a bloques obtenidas para la factorizaciéon QR puesto que su
estructura, en esencia, es la misma que la de las variantes algoritmicas obtenidas para la factoriza-
cién LU con pivotamiento incremental (ver Seccién 3.4). En su lugar, nos detenemos en el estudio
de las diferencias, que vienen dadas por las operaciones de calculo que conllevan cada una de las
factorizaciones.

Una primera diferencia se encuentra en los médulos béasicos que se utilizan en ambas factoriza-
ciones. En la factorizacién QR, estos médulos se denominan QR, APpPLY_Q, QRTD y APPLY_QTD
y sus implementaciones se muestran en las Figuras de la 4.2 a la 4.5. La segunda diferencia se
encuentra en la estructura y el uso de la matriz auxiliar S, que almacena de manera compacta las
transformaciones de Householder tal y como se detalla a continuacion.

La Figura 4.9 muestra graficamente dos iteraciones de la variante 1 orientada a bloques hacia
la derecha, QR_B_VAR1, concretamente la segunda y la tercera iteracion. En la figura aparecen
sombreados los tiles que son actualizados en cada paso. Al inicio de cada iteracién, en el primer
paso, se calcula la factorizacién QR del tile A1 mediante un algoritmo que procede por paneles de
b columnas (el tamano de cada panel es t x b). La factorizacién de cada uno de estos paneles da
lugar a un bloque de tamano b x b triangular superior que corresponde a la matriz S, de (4.1). En
el ejemplo de la figura, el tamano de tile es t = 3b, por lo que la factorizacion QR de A1 da lugar a
tres bloques triangulares superiores de tamano b x b, que pueden almacenarse de manera compacta
en S tal y como se muestra en la figura. El segundo paso de cada iteracién (QR_B1) consiste en
aplicar las transformaciones de Householder correspondientes a la factorizacion del tile Ay1 a los
tiles que quedan a la derecha de éste en Aj5. Por ejemplo, en la segunda iteracién hay cuatro tiles
en Ajg, por lo que se invocard cuatro veces al médulo APPLY_Q. En el tercer paso (QR-B2), se
anulan los elementos de los tiles que se encuentran por debajo del Aj; (Asg;). Para ello, se invoca
al médulo QRTD con cada tile de Asj. Este médulo realiza la factorizacién QR de una matriz de
2 x 1 tiles: el tile superior es A1y y el inferior es uno de los tiles de Ay cuyos elementos se debe
anular. El médulo QRTD también procede por paneles de b columnas, pero en este caso cada panel
es de tamano 2t x b. Puesto que el tile superior ya es triangular superior, los calculos se realizan
respetando los elementos nulos. Continuando con el ejemplo de la figura, ya que hay tres paneles
de b columnas en cada una de estas matrices, en su factorizacién se generan tres nuevos bloques
de tamatio b x b que se almacenan en S. El cuarto y tltimo paso del algoritmo (QR_B3) consiste
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en la aplicacién de las transformaciones de Householder del paso anterior (QR_-B2), a los tiles que
quedan a la derecha de A1 y Aoq. Este paso se lleva a cabo mediante el médulo basico APPLY_QTD,
que también actualiza matrices de 2 x 1 tiles. En la figura se muestra, en cada iteracién, cémo se
forma y cémo se utiliza cada columna de tiles de la matriz S.

La Figura 4.10 muestra el desarrollo de la tercera iteracién del algoritmo orientado a bloques
hacia la izquierda QR_B_VAR2. De nuevo, aparecen sombreados los tiles que se actualizan en cada
paso. En la figura se observa cémo se construye la matriz S y cémo se utilizan sus bloques b x b. En
el primer paso (QR_B5) se aplican las transformaciones de Householder producidas en iteraciones
anteriores del algoritmo, tanto las transformaciones que anulan elementos en los tiles diagonales
(mediante APPLY_Q), como las transformaciones que anulan los elementos en los tiles subdiago-
nales (mediante APPLY_QTD). En el segundo paso se realiza la factorizacién del tile diagonal Aqj.
Siguiendo con el mismo ejemplo utilizado para el algoritmo orientado hacia la derecha, tenemos
que t = 3b, por lo que esta factorizacién da lugar a tres bloques b x b en S. El tercer y ltimo paso
de esta segunda variante algoritmica (QR-B2) coincide con el tercer paso de la primera variante,
la eliminacién de los elementos de los tiles de As;. En la figura se observa cémo se va constru-
yendo la matriz S a partir de los bloques b x b triangulares superiores generados en las distintas
factorizaciones.

4.2.1. Uso de una caché software

Se han realizado implementaciones OOC de ambas variantes algoritmicas realizando la gestion
de la memoria como si se tratara de una caché. Esto ha requerido la creacién de una nueva funcién
para cada variante, que se encarga de generar la lista de tareas que llevan a cabo la factorizacion QR
en cada caso. Puesto que los médulos basicos QRTD y APPLY_QTD no se encuentran implementados
en las bibliotecas de algebra lineal, también hemos llevado a cabo su implementacién in-core.

Una vez realizadas estas implementaciones, el cdédigo se ha integrado con el run-time ya desa-
rrollado, que es el encargado de la gestion de la caché software. Las gréaficas de la Figura 4.11
muestran el ahorro, en cuanto al niimero de accesos a elementos, que supone la gestion de la me-
moria por parte del run-time. A la vista de los resultados, se confirma que la variante 2 orientada
hacia la izquierda requiere menos E/S en la implementacion tradicional, en la que los tiles se leen
de disco cuando son necesarios en los calculos y se escriben en disco después de ser actualizados.
La integracién con el run-time conlleva un ahorro en los accesos a elementos, que es mas notorio
en la variante 2, por lo que se espera obtener mejores prestaciones para ésta.

4.2.2. Solapamiento de cdlculos y accesos a disco

La siguiente mejora introducida es la que proporciona el run-time mejorado que, mediante dos
hebras especializadas, consigue solapar los accesos a disco con los calculos, ocultando asi la latencia
de acceso al disco. El patréon de acceso a los tiles se hace en zigzag para mejorar la localidad en las
referencias. Este patron de acceso requiere una reorganizacién de las operaciones de actualizacién
similar a la realizada en la factorizacién de Cholesky (ver Apartado 2.3.3 del Capitulo 2).
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QR_B1
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Figura 4.9: Desarrollo de la segunda (izquierda) y tercera (derecha) iteracién de la variante 1 orientada a
bloques para la factorizacion QR OOC.
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Figura 4.10: Desarrollo de la tercera iteracion de la variante 2 orientada a bloques para la factorizacién

QR OOC.
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Figura 4.11: Coste tedrico de la E/S de las variantes 1 y 2 de la factorizacién QR OOC, con y sin el uso
del sistema que gestiona la memoria disponible como una memoria caché software. El tamano de tile es

Tamafio de la matriz (n)

t =5.120.

Tamafio de la matriz (n)
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4.3. Experimentos sobre una arquitectura monoprocesador

En el cédlculo de las prestaciones de esta seccién y las siguientes, se ha considerado que el coste
de la factorizacién QR de una matriz cuadrada de dimensién n x n es de 4n3/3 flops.

La Figura 4.12 recoge los resultados experimentales obtenidos sobre ROPE (en la Tabla 1.1
se muestran las caracteristicas de ésta y otras maquinas usadas en la evaluacién experimental de
este capitulo) con las distintas implementaciones OOC desarrolladas para la factorizacién QR. A
diferencia de nuestras predicciones, observamos que las prestaciones en GFLOPS son practicamente
las mismas en ambas variantes, lo que nos lleva a concluir que estamos ocultado la latencia en gran
medida. Resulta interesante observar que las prestaciones se mantienen cuando aumenta el tamano
de la matriz, siendo de 9,2 GFLOPS para las matrices mas grandes, lo que supone alrededor del 72 %
de la velocidad pico de la maquina (12,8 GFLOPS). Adema4s, este rendimiento se encuentra muy
préximo a las prestaciones de la implementacion in-core de la factorizacién QR que proporciona la
biblioteca MKL (rutina GEQRF), que son de 10,8 GFLOPS (las implementaciones OOC alcanzan
el 90 % de esta cifra).

Variantes 1 y 2 sobre ROPE (¢ =5.120)

T T T T T
12 + i
10 + i
B >
----- & L %
8 r ]
(2]
(A
S
T 6r i
(]
4 + i
GETRF de MKL in-core ———
2 - Variante 1 ===%===+ |
Variante 2
Variante 2 + caché software
Variante 2 + caché software + solapamiento ===~
O 1 1 1 1 1 1 1

1
0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000

Tamafio de la matriz (n)

Figura 4.12: Ejecucién sobre ROPE de distintas implementaciones OOC de las dos variantes de la
factorizacién QR.

4.4. Experimentos sobre una arquitectura multihebra

Cuando trabajamos con arquitecturas multihebra tenemos dos alternativas diferentes para ex-
plotar el paralelismo, andlogas a las ya presentadas para la factorizacién LU con pivotamiento
incremental. La diferencia entre ambas alternativas reside en el nivel en el que conseguimos el
paralelismo: a nivel de las operaciones de BLAS o bien a un nivel superior, que permite reali-
zar operaciones de grano mas grueso y evitar puntos de sincronizacién que se dan trabajando en
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niveles inferiores. En los dos apartados siguientes realizaremos una breve resefia de estas dos apro-
ximaciones, que ya se comentaron mas extensamente en los Apartados 3.6.1 y 3.6.2 del capitulo
anterior.

4.4.1. Paralelizacion estandar con BLAS

Un modo habitual de obtener el paralelismo en arquitecturas multihebra es utilizando las imple-
mentaciones paralelas de las rutinas de LAPACK y de BLAS que aparecen en los médulos bésicos
QR y ArpLY_Q cuando operan sobre los tiles en memoria. Este tipo de paralelizacion, que tan solo
requiere el uso de bibliotecas con implementaciones multihebra, provoca miltiples sincronizaciones
entre llamadas a las rutinas de calculo. Otra opcién que hemos utilizado a este mismo nivel es el
algoritmo de flujo de datos con planificacién dindmica de Quintana Ort{ et al. [51].

Otro inconveniente que encontramos en este nivel de paralelizacion es que, aunque la parale-
lizacion de los médulos QRTD y APPLY_QTD también se puede llevar a cabo enlazando con las
versiones paralelas de las rutinas de BLAS, no se espera obtener buenas prestaciones, ya que la
anchura de los paneles con que se trabaja es pequena.

4.4.2. Paralelizacién de nivel superior a BLAS

Puesto que la aplicacion de las transformaciones de Householder sélo se realiza desde la izquierda
en la variante 2, la actualizacién de distintos bloques de columnas resulta ser independiente. Esto
nos permite realizar una paralelizaciéon de nivel superior a BLAS, dividiendo el tile a actualizar
en tantos bloques de columnas (paneles) como hebras se ejecuten en paralelo, y utilizando una
implementacion secuencial de BLAS para llevar a cabo el trabajo asociado a cada hebra.

4.4.3. Resultados

La Figura 4.13 muestra las prestaciones en GFLOPS, obtenidas sobre TESLA, de distintas im-
plementaciones de las variantes 1 y 2 de la factorizacién QR OOC.

En la figura se observa que la factorizacién QR in-core realizada con la rutina de MKL GEQRF
consigue 74 GFLOPS. Nuestra mejor implementacién, que corresponde a la que hace uso de la
caché software y el solapamiento, ademds de la paralelizacién de nivel superior a BLAS, consigue
alrededor de 65 GFLOPS. Teniendo en cuenta que el algoritmo OOC implementado realiza més
operaciones que la factorizacion QR tradicional, podemos afirmar que se esta ocultando, en gran
medida, la latencia de acceso a disco. Hay que destacar la escalabilidad del algoritmo, ya que al
aumentar el tamano del problema, las prestaciones se mantienen.

La Figura 4.14 muestra las prestaciones en GFLOPS de las mismas implementaciones, esta vez
sobre TESLA2. Al igual que sucedia en la factorizacién LU, la mejora que aporta el solapamiento es
menor en esta plataforma ya que se dispone de su sistema de almacenamiento mas rapido.

4.5. Resumen y conclusiones

En este capitulo se ha mostrado cémo hemos aplicado las técnicas OOC aportadas en esta
tesis para el tercer tipo de factorizacion de matrices que restaba tratar, la factorizacion QR. La
técnica utilizada en este ocasion, al igual que en la factorizacion LU, es una técnica de disenio de
algoritmos OOC de transformacién del flujo de datos. Los algoritmos obtenidos, aunque realizan
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Variantes 1y 2 sobre TESLA (¢ =5.120)
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Figura 4.13: Ejecucién sobre TESLA de distintas implementaciones OOC de las dos variantes de la
factorizacién QR.

mas operaciones que el algoritmo tradicional, son méas adecuados para OOC, ya que evitan trabajar
sobre paneles de la matriz. Con los nuevos algoritmos, los calculos sobre paneles se reducen a calculos
sobre matrices de 2 x 1 tiles, lo que permite trabajar OOC ocultando la latencia.

Del mismo modo que se ha hecho en capitulos anteriores, las técnicas se han ido aplicando
progresivamente para apreciar, de este modo, el impacto de las mejoras que cada conlleva. Estas
técnicas son: el uso de la memoria como una caché software, la paralelizacion de nivel superior a
BLAS y el solapamiento de la E/S y los calculos.

Las implementaciones realizadas se han evaluado en dos arquitecturas: ROPE, un sistema mo-
noprocesador, y TESLA y TESLA2 arquitecturas multihebra con ocho nicleos (TESLA dispone de un
solo disco, mientras que TESLA2 dispone de un RAID con seis discos més répidos). Los resultados
obtenidos muestran que, mediante las técnicas utilizadas, es posible ocultar la latencia en el acceso
al disco, obteniéndose un rendimiento muy préximo al que proporcionan las rutinas in-core de las
bibliotecas mas populares de algebra lineal. La evaluacion no se ha llevado a cabo sobre una arqui-
tectura con una GPU al no disponer de las rutinas de cdlculo necesarias para la implementacion de
los médulos béasicos QRTD y APPLY_QTD
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Variantes 1y 2 sobre TESLA2 (¢t =5.120)
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Figura 4.14: Ejecuciéon sobre TESLA2 de distintas implementaciones OOC de las dos variantes de la
factorizacién QR.
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Capitulo 5

Conclusiones

5.1. Conclusiones y aportaciones de la tesis

Como se expuso en el Capitulo 1, diversos trabajos en el campo de la modelizacion de aplicacio-
nes cientificas, tecnoldgicas e industriales requieren la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales
y problemas lineales de minimos cuadrados densos de gran dimensién.

Una de estas aplicaciones es el estudio de la dispersion acustica, que analiza la presion que ejerce
una onda acustica incidente sobre un objeto. En este tipo de problemas, resulta particularmente
eficiente el método de elementos de contorno (Boundary Element Method) [30, 45], que permite
formulaciones numéricas muy precisas. Sin embargo, este método conlleva un elevado coste compu-
tacional ya que el sistema de ecuaciones lineales que genera es denso, no simétrico y de muy gran
escala. Por ejemplo, cuando el objeto que se analiza corresponde a un modelo geométrico de un
avién de la serie Airbus 300, para obtener la distribucién de la presién acustica a una frecuencia
de 500 Hz, se genera una malla de 253.836 tridngulos (cada tridngulo corresponde a una incégnita
del problema). Si se aumenta la frecuencia a 1 KHz, la malla consta de 1.009.391 tridngulos.

Otra aplicacién la encontramos en la creacion de un modelo de un campo gravitatorio a partir
de un sistema de ecuaciones lineales [34]. La parte mas importante de este proceso se encuentra en
una estimacion por minimos cuadrados para ajustar el modelo a un conjunto de observaciones en las
que existen errores. El proceso que se sigue estima los valores de los pardmetros del modelo de modo
que el error entre las observaciones realizadas y las calculadas se minimice. Los datos provienen de
la monitorizacion de la posicién absoluta y relativa de dos satélites, en cuya trayectoria influye el
campo gravitatorio de la tierra, por lo que el volumen de informacién es elevado. Concretamente,
en un dia se realizan unas 66.000 observaciones parciales, que ocupan en disco 5 GBytes, por lo
que un modelo anual de un campo gravitatorio conlleva una estimaciéon por minimos cuadrados de
cientos de miles de pardmetros a partir de un volumen de datos del orden de TBytes.

Ante tales necesidades, el objetivo planteado en esta tesis ha sido disenar, desarrollar y eva-
luar una coleccién de rutinas altamente eficientes para resolver sistemas de ecuaciones lineales y
problemas lineales de minimos cuadrados de dimensién elevada (matrices con decenas de miles de
filas/columnas) sobre arquitecturas actuales, haciendo uso de técnicas OOC.

Las técnicas OOC extienden la jerarquia de memoria para abarcar el nivel del almacenamiento
secundario, haciendo posible la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales densos de gran di-
mension en plataformas con una memoria principal de tamano reducido. En esta tesis se explotan,
ademas, las caracteristicas de los procesadores actuales como las arquitecturas multihebra y los
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procesadores graficos. Los crecientes avances en este tipo de arquitecturas ofrecen unas halagiienas
previsiones de futuro, siendo posible pensar en utilizar equipos de sobremesa para la resolucion de
problemas de muy elevada dimensién en unos pocos anos.

Una de las estrategias que se aplican habitualmente para resolver sistemas de ecuaciones lineales,
cuando la matriz de coeficientes es densa, comienza con la factorizacién de esta matriz, descom-
poniéndola en el producto de dos matrices que se utilizan mas tarde para calcular la solucién del
sistema inicial. Dependiendo de la estructura y propiedades de la matriz de coeficientes, disponemos
de diferentes herramientas para obtener su factorizacién. Asi, la factorizacién de Cholesky se uti-
liza cuando la matriz de coeficientes es simétrica y definida positiva, la factorizacién LU se utiliza
cuando no presenta una estructura particular, y la factorizacion QR cuando es rectangular, con
mas filas que columnas (es decir, se trata de un sistema de ecuaciones lineales sobredeterminado).

El disenio y la implementacion de algoritmos OOC para calcular las tres factorizaciones citadas
se han tratado en los tres capitulos anteriores. En cada uno de ellos se han ofrecido conclusiones
especificas, a partir del andlisis del correspondiente estudio experimental. A continuacion, se ofrecen
las conclusiones generales del trabajo desarrollado, destacando cudles han sido las aportaciones
originales de la tesis.

1. Una propiedad importante de los algoritmos de factorizacién de matrices densas es que pre-
sentan una alta reutilizaciéon de datos. En consecuencia, podemos considerar la RAM como
una memoria caché de los datos en disco y utilizar los algoritmos de factorizacién por bloques
habituales para ocultar la latencia del disco.

La experimentacién realizada nos permite concluir que no es necesario el disenio de algorit-
mos especificos para gestionar el trasiego de datos entre RAM y disco, aunque la variante
algoritmica déptima no tiene porqué coincidir con la que mejores resultados obtiene en la
ordenacion de las transferencias de datos entre procesador y caché.

2. Se ha implementado un run-time para realizar la gestién de la RAM como una caché software.
El sobrecoste que supone manejar esta caché queda amortizado por el namero de calculos que
se realizan a nivel de tile (unidad de transferencia de datos entre disco y memoria principal).

3. Una segunda propiedad de los algoritmos de factorizacion de matrices densas es que son
codigos iterativos, compuestos por bucles donde, una vez escogido el tamano del bloque,
quedan fijadas autométicamente todas las operaciones que habra que ejecutar para calcular
la factorizacién. Esta caracteristica nos permite desenrollar completamente los bucles del
c6digo, generando una lista de tareas que contiene toda la informacion sobre los datos que
seran necesarios en cada ejecucién del algoritmo (qué y cudndo). Gracias a ello, es posible
implementar un mecanismo de prefetch perfecto, integrado en el run-time, de modo que
resulta transparente a la biblioteca de rutinas de factorizacién OOC. De este modo, el run-
time proporciona un mecanismo de E/S asincrona transparente a la biblioteca.

4. En cuanto a la programabilidad, entendida como la facilidad de adaptacion de otro software
para hacer uso de nuestras técnicas OOC, hay que destacar que, con la soluciéon propuesta
en esta tesis, el programador de rutinas de algebra lineal densa sélo tiene que preocuparse
de la especificacién de los cdlculos a realizar, en tanto que toda la E/S es gestionada por el
run-time de forma transparente.

Cuando las rutinas se programan con 1ibflame, la portabilidad es completa, no siendo nece-
sario ningin cambio en el cédigo para trabajar sobre disco (en modo OOC).
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D.

Se ha demostrado la validez de la soluciéon propuesta mediante la implementacién de tres
factorizaciones de matrices densas. Los cédigos desarrollados muestran su eficiencia gracias
a una extensa evaluacion realizada sobre varias plataformas representativas de la tecnologia
actual en computacion.

En resumen, se ha disenado e implementado un run-time que permite la resolucion de problemas
de gran dimensién utilizando técnicas OOC, a partir de los algoritmos tradicionales, obteniendo
prestaciones similares, y en algunos casos superiores, a las de las implementaciones in-core existentes
para los problemas de algebra lineal con los que se ha trabajado en esta tesis.

Llegados a este punto, hacemos una reflexién sobre qué colectivos y qué tipo de aplicaciones
pueden beneficiarse de los resultados de esta tesis:

5.2.

Cientificos e ingenieros no acostumbrados a interactuar con grandes clusters, o que no tie-
nen acceso a los mismos, cuyas aplicaciones no presentan fuertes restricciones en los tiem-
pos de respuesta. Aunque hay bibliotecas como PLAPACK y ScaLAPACK, que permiten
resolver problemas de las dimensiones tratadas en esta tesis haciendo uso de un cluster —
posiblemente en menor tiempo—, para un investigador que no tiene profundos conocimientos
de arquitecturas/programacién distribuidas, interactuar con estas bibliotecas no es nada tri-
vial, especialmente a la hora de introducir los datos y recoger los resultados.

Sistemas en los que existen limitaciones en el tamano de la memoria RAM disponible. Este
puede ser el caso de los sistemas empotrados, en los que los criterios econémicos tienen un
fuerte peso. La aplicacién de los resultados de esta tesis puede ayudar a resolver problemas
de dimensién mayor de la que es capaz de almacenar la RAM del sistema, cumpliendo con
las restricciones econémicas.

Relacionado con el caso anterior, los resultados de la tesis pueden ser igualmente vélidos
en sistemas de propédsito general, pues demuestran que el uso del disco como dispositivo de
almacenamiento no tiene porqué penalizar el tiempo de respuesta de ciertos calculos. Esto
puede suponer que es posible hacer uso de un equipamiento con una cantidad menor de RAM,
reduciéndose en consecuencia los costes econémicos. En una gran instalacién de calculo, como
el cluster de un centro de proceso de datos, por ejemplo, cualquier reduccion en el coste por
nodo se multiplica linealmente con el niimero de nodos, pudiendo ser importante.

Entornos en los que no hay posibilidad de acceder a un cluster de computadores. Esta situa-
cion se da a bordo de los vehiculos espaciales, que habitualmente estan dotados de tecnologia
estandar multinticleo para la resolucién de problemas computacionales surgidos de experi-
mentos realizados en el espacio. En este tipo de entornos, realizar los calculos a bordo del
propio vehiculo espacial puede ser més eficiente que descargar un gran volumen de datos a la
tierra para realizar los cdlculos remotamente.
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5.3. Lineas abiertas de investigacion

La tesis cubre con sus objetivos la resolucién eficiente de sistemas de ecuaciones lineales y
problemas lineales de minimos cuadrados densos de gran dimensién sobre procesadores actuales
y arquitecturas multihebra. En esta misma linea de trabajo pueden identificarse los siguientes
problemas no resueltos hasta la fecha, que constituyen lineas abiertas de investigacién:

1. A fin de demostrar la utilidad de las aportaciones del trabajo desarrollado, queda abierta
la tarea de detectar un mayor nimero de aplicaciones en las que aparezcan problemas de
computaciéon matricial densos de gran dimensién. Se dispone actualmente de un conjunto de
aplicaciones de este tipo, que dan lugar a sistemas de ecuaciones lineales densos con estructura
general o simétrica definida positiva. La intencién es conocer si existen otras aplicaciones que
den lugar a problemas de este tipo y en los que la biblioteca podria aportar una nueva via de
solucion.

2. También queda abierta la aplicacion de las técnicas OOC desarrolladas en esta tesis, como el
uso de una caché software o el mecanismo de E/S asincrona, a la resolucién de otras opera-
ciones de algebra lineal como el cdlculo de valores propios y el calculo de valores singulares.

3. La coleccion de rutinas desarrollada en esta tesis hace posible una nueva alternativa de so-
lucién de sistemas de ecuaciones lineales y problemas de minimos cuadrados de dimension
muy elevada (millones de filas/columnas), basada en clusters de computadores equipados con
aceleradores hardware y que hagan uso de técnicas OOC. Para implementar esta solucién
se propone abordar la combinacién de las rutinas desarrolladas con la biblioteca de paso de
mensajes PLAPACK.

4. Otra alternativa para la resolucién de problemas de dlgebra lineal densa de dimensién muy
elevada en clusters de computadores se puede apoyar en la integracién de la biblioteca desa-
rrollada con sistemas de ficheros paralelos.
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Apéndice A

Interfaz de Programacion para el Manejo
de Matrices OOC

Para manipular las matrices OOC se propone una formulacion orientada a objetos similar a la
utilizada en PLAPACK y en FLAME [71, 75]. La API estd formada por una serie de rutinas que
se describen a continuacion.

Para crear una matriz OOC en disco se utiliza la siguiente rutina:

FLAOOC_Obj_create( FLA_Matrixtype matrixtype, FLA_Datatype datatype,
dim_t m, dim_t n, dim_t mt, dim_t nt,
char *file_name, FLA_Obj *Aooc );

Propésito: Crea un nuevo objeto que describe una matriz m X n denominada Aooc, con elementos
de tipo datatype (FLA_INT, FLA REAL, FLA DOUBLE, etc.), y reserva el espacio asociado a la matriz en
disco. El tipo de matriz matrixtype permite ahorrar la mitad del espacio cuando la matriz es triangular
o simétrica, escogiendo FLA_LOWER_TRIANGULAR o FLA_UPPER_TRIANGULAR; para matrices densas se debe
escoger FLA_DENSE. La matriz se particiona en tiles de tamano mt xnt, almacenando los elementos de cada
tile contiguos en disco y por columnas. Cada tile se almacena en un fichero cuyo nombre es file name
seguido por el nimero del tile (el nimero del tile (i, j) viene dado por la expresién j x m/mt + i).

El tamano de los tiles, dado por mt y nt, debe afinarse para optimizar las prestaciones, en
funcién de las dimensiones del problema, el tamano de la memoria RAM y el ntmero de tiles que
se pueden mantener en ella durante la ejecucién del programa.

Una vez creada la matriz OOC se pueden escribir los datos (transferirlos de memoria a disco)
mediante la siguiente rutina:

FLAOOC_Copy_submatrix_to_global( FLA_Trans trans, dim_t m, dim_t n,
void *X, dim_t ldim,
dim_t i, dim_t j, FLA_Obj Aooc );
Propdsito: Copia el contenido de una matriz convencional X almacenada por columnas y con dimensién

principal 1dim, en la submatriz de tamano mxn que comienza en la entrada (i,j) de Aooc. El pardmetro
trans se puede utilizar para trasponer la matriz durante la copia.

Suponiendo que FLA Trans es FLA_NO_TRANSPOSE y dada la matriz X de dimensién mxn, una
llamada a la rutina anterior equivale a la siguiente asignacién en notacién de MATLAB:
Aooc( i:i+m-1, j:j+n-1 ) = X;
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donde Aooc es un objeto OOC.
Para transferir los datos en sentido opuesto, se debe utilizar la siguiente rutina:

FLAOOC_Copy_global_to_submatrix( FLA_Trans trans, dim_t i, dim_t j, FLA_Obj Aooc,
dim_t m, dim_t n, void *X, dim_t 1ldim );

Propésito: Copia el contenido de la submatriz de tamano mxn de Aooc, cuyo elemento de la esquina

superior izquierda es la entrada (i,j), en una matriz convencional X almacenada por columnas y con

dimensién principal 1dim. El pardmetro trans se utiliza para trasponer la matriz durante la copia.

Los algoritmos OOC son algoritmos orientados a tiles: las operaciones basicas se realizan sobre
tiles. Cuando se lanza una operacién sobre un tile, éste debe cargarse en un objeto in-core (leyéndolo
del disco) para trabajar sobre él. El objeto in-core debe crearse en primer lugar mediante la rutina:

FLAOOC_create_conf_to_tile( FLA_Obj Tile, FLA_Obj *Ainc )

Propésito: Crea un objeto in-core Ainc del mismo tamano que el tile Tile.

Una vez creado el objeto que alojard al tile, se carga éste desde el disco mediante la siguiente
rutina:

FLAOOC_00C_to_INC( FLA_Obj Tile, FLA_Obj Ainc );

Propdsito: Copia los datos del tile Tile en el objeto in-core Ainc.

Para devolver a disco un objeto in-core Ainc que corresponde a un tile Tile, se debe utilizar
la rutina:

FLAOOC_INC_to_00C( FLA_Obj Ainc, FLA_Obj Tile );

Propdsito: Copia a disco los datos del objeto in-core Ainc correspondientes al tile Tile.

Para liberar el espacio en disco asociado a una matriz OOC se debe llamar a la siguiente rutina:

FLAOOC_Obj_free( FLA_Obj *Aooc );

Propésito: Libera todos los recursos utilizados para almacenar los datos asociados a la matriz Aooc en
disco.
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