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Resumen

El concepto de dependencia aparece por todas partes en nuestra tierra y sus habitantes

de manera profunda. Son innumerables los ejemplos de fenómenos interdependientes en

la naturaleza, aśı como en aspectos médicos, sociales, poĺıticos, económicos, entre otros.

Más aún, la dependencia es obviamente no determińıstica, sino de naturaleza estocásti-

ca. Es por lo anterior que resulta sorprendente que conceptos y medidas de dependencia

no hayan recibido suficiente atención en la literatura estad́ıstica. Al menos hasta 1966,

cuando el trabajo pionero de E.L. Lehmann probó el lema de Hoeffding. Desde entonces,

se han publicado algunas generalizaciones de este. Nosotros hemos obtenido una genera-

lización multivariante para funciones de variación acotada que agrupa a las planteadas

anteriormente, al establecer la relación entre los planteamiento presentados por Quesada-

Molina (1992) y Cuadras (2002b) y extendiendo este último al caso multivariante.

Uno de los conceptos importante en la interpretación estad́ıstica esta relacionada con la

dimensión. Es por eso que hemos definido la dimensionalidad geométrica de una distribu-

ción conjunta H en función del cardinal del conjunto de correlaciones canónicas de H, si

H se puede representar mediante una expansión diagonal. La dimensionalidad geométrica

ha sido obtenida para algunas de las familias de cópulas más conocidas. Para determi-

nar la dimensionalidad de algunas de las copulas, se utilizaron métodos numéricos. De

acuerdo con la dimensionalidad, hemos clasificado a las cópulas en cuatro grupos: las de

dimensión cero, finita, numerable o continua. En la mayoŕıa de las cópulas se encontro

que poseen dimensión numerable.

Con el uso de dos funciones que satisfacen ciertas condiciones de regularidad, se ha

obtenido una extensión generalizada para la cópula Gumbel-Barnett, a la que hemos

deducido sus principales propiedades y medidas de dependencia para algunas funciones
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en particular.

La cópula FGM es una de las cópulas con más aplicabilidad en campos como el análisis

financiero, y a la que se le han obtenido un gran número de generalizaciones para el

caso simétrico. Nosotros hemos obtenido dos nuevas generalizaciones. La primera fue

obtenida al adicionar dos distribuciones auxiliares y la segunda generalización es para

el caso asimétrico. En está última caben algunas de las generalizaciones existentes. Para

ambos casos se han deducido los rangos admisibles de los parámetros de asociación, las

principales propiedades y las medidas de dependencia.

Demostramos que si se conocen las funciones canónicas de una función de distribución,

es posible aproximarla a otra función de distribución a través de combinaciones lineales

de las funciones canónicas. Como ejemplo, consideramos la cópula FGM en dos dimen-

siones, en el sentido geométrico, debido a que se conocen sus funciones canónicas, y

hemos comprobado numéricamente que su aproximación a otras cópulas con dimensión

numerable es aceptablemente bueno.

SUMMARY

TThe concept of dependency is everywhere in our land and its inhabitants in a profound

way. There are countless examples of interdependent phenomena in nature, or related to

medical, social, political and economic aspects. Moreover, dependence is obviously non

deterministic, but stochastic in nature. For this reason, it is surprising that concepts and

measures of dependence have not been paid enough attention in the statistical litera-

ture; at least until 1966 when the pioneering work of E.L. Lehmann proved Hoeffding’s

lemma, some generalizations of this have been released since then. We have obtained

a multivariate generalization for functions of bounded variation that groups the above

mentioned generalizations, by ascertaining the relation between the approaches presen-

ted by Quesada-Molina (1992) and Cuadras (2002b) and extending the latter to the

multivariate case.

One of the important concepts in statistical interpretation deals with dimensionality,

which is why we have defined the geometric dimensionality of a joint distribution H as a

function of the cardinal of the set of canonical correlations of H, if H can be represented

by a diagonal expansion. The geometrical dimensionality has been obtained for some of

the best known families of copulas. To determine the dimensionality of some copulas,



numerical methods were used. According to the dimensionality, we have classified the

copulas into four groups: the zero-, finite-, countable- or continuous-dimensional. Most

of the copulas were found to possess countable dimension.

With the use of two functions that satisfy certain regularity conditions, we have obtained

a generalized extension of the Gumbel-Barnett copula, for which we have derived its main

properties and measures of dependence, particularly for some functions.

The FGM copula is one of the copulas with more applicability in fields such as financial

analysis, and for which a large number of generalizations for the symmetric case have been

obtained. We have obtained two new generalizations: the first was obtained by adding

two auxiliary distributions and the second generalization is to the asymmetric case, in

the latter some existing generalizations do fit. For both cases, the allowable ranges of

association parameters, as well as the main properties and dependence measures have

been deducted.

We show that if the canonical functions of a distribution function are known, it is pos-

sible to approximate it to another distribution function through linear combinations of

canonical functions. As an example, consider the two-dimensional FGM copula, in the

geometric sense, because their canonical functions are known and we have numerically

found that their approximation to other copulas with countable dimension is acceptably

good.
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Caṕıtulo 1

Introducción

Las cópulas han sido estudiadas bajo diferentes nombres, como por ejemplo, funciones de

dependencia o la representación uniforme de una distribución. En la teoŕıa de probabili-

dad, las funciones llamadas cópulas son en śı funciones de distribución que representan las

relaciones de dependencia entre las variables aleatorias. Los trabajos de Hoeffding (1940,

1948) fueron los primeros en caracterizar la estructura de dependencia entre diferentes

variables aleatorias. Más tarde Sklar (1959), en su conocido teorema, demuestra que una

función de distribución multivariante se puede descomponer en dos componentes: la es-

tructura de dependencia y el comportamiento univariante. La primera componente es la

función cópula y la segunda se relaciona con las funciones de distribución marginales.

Sklar fue el primero en emplear en un sentido matemático y estad́ıstico la palabra cópula.

En algunas ciencias, como por ejemplo en la actuarial, las cópulas se utilizan para simular

la dependencia entre la mortalidad y las pérdidas (Frees et al., 1996; Frees y Valdez,

1998; Frees y Wang, 2005). En las finanzas, se utilizan en la asignación de activos, la

calificación del riesgo de crédito que se deriva de la fijación de precios y la gestión de

riesgos (Bouyé et al., 2000; Embrechts et al., 2003; Cherubini et al., 2004). En estudios

biomédicos, se emplean para modelar la correlación entre los tiempos de ocurrencia y los

riesgos competitivos (Wang y Wells, 2000; Escarela y Carriere, 2003). En ingenieŕıa, se

utilizan en procesos de control multivariantes y en los modelos hidrológicos (Yan, 2006;

Genest y Favre, 2007).
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Una de las ventajas de utilizar las cópulas es que estas presentan el concepto de depen-

dencia como una estructura que describe completamente la relación entre las variables,

en vez de resumirla en un solo valor, como es el caso del coeficiente de correlación, y otra

es que la estructura de dependencia en una cópula es invariante ante transformaciones

monótonas crecientes de sus distribuciones marginales (McNeil et al., 2005). Para una

introducción más amplia a la teoŕıa de cópulas se pueden consultar los textos de Joe

(1997) y Nelsen (2006).

Debido a las múltiples limitaciones del coeficiente de Pearson, existen otras medidas de

dependencia que son útiles que se pueden obtener a partir de la cópula. Una clase im-

portante son los coeficientes de rango (véase la sección 2.5) y otra los de dependencia en

las colas (véase la sección 5.3.3). Entre las medidas de correlación de rango encontramos

el coeficiente de correlación de Spearman (ρS) que mide la correlación lineal entre las

variables aleatorias transformadas por sus funciones de distribución y el coeficiente de

correlación de Kendall (τ) entendido como la diferencia entre la probabilidad de concor-

dancia menos la probabilidad de discordancia, es decir, cambios positivos (negativos) de

una variable están asociados a cambios positivos (negativos) de la otra.

Objetivos y Resultados

En esta memoria se tienen cuatro objetivos. El primero es obtener una generalización

multivariante del Lema de Hoeffding para la clase de funciones de variación acotada.

El segundo, determinar la dimensionalidad geométrica de algunas cópulas simétricas. El

tercero, obtener una nueva familia de cópulas a partir de la cópula de Gumbel-Barnett

y de la cópula FGM y por último, ajustar la cópula FGM bidimensional a un conjunto

de datos reales a fin de evaluar su aplicabilidad.

La memoria se compone de los siguientes siete caṕıtulos, en los que se exponen los

diferentes métodos y resultados, y un último caṕıtulo dedicado a las conclusiones más

relevantes. La estructura es la siguiente:

En el caṕıtulo 2, se establecerá la definición formal de una función cópula, sus pro-

piedades, el teorema de Sklar como el teorema fundamental de la teoŕıa de cópulas y

las medidas de concordancia más relevantes, como son: la tau de Kendall, la rho de

Spearman, el ı́ndice de Gini y el coeficiente de Blomqvist, y las familias de cópulas más

utilizadas como las cópulas eĺıpticas, arquimedianas y de valor extremo.
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En el caṕıtulo 3, se presentará una generalización del Lema de Hoeffding al caso multiva-

riante de funciones de variación acotada. Además se establecerá la relación entre el Lema

de Hoeffding para funciones quasi-monótonas propuesto por Quesada-Molina (1992) y el

Lema de Hoeffding para funciones de variación acotada propuesto por Cuadras (2002b).

En el caṕıtulo 4, obtendremos la dimensionalidad geométrica de algunas de las funciones

cópulas simétricas más conocidas en función de la expansión diagonal de una función de

distribución. La dimensionalidad es un concepto importante en el análisis multivariante

en el contexto de la representación de los datos, entendiendo el término dimensionalidad

para la cópula como el cardinal del conjunto de correlaciones canónicas.

En el caṕıtulo 5, se generalizará la familia de cópula Gumbel-Barnett, al caso de funciones

continuas, acotadas y cuya primera derivada es no nula al evaluarla en uno. Se obtendrán

sus propiedades y sus medidas de asociación, además se estudiarán otras formas de

dependencia que se encuentran entre los extremos de la independencia y la dependencia

funcional monótona, para la familia de cópulas Gumbel-Barnett extendida.

En el caṕıtulo 6, obtendremos dos nuevas generalizaciones de la familia de cópulas FGM,

con la ayuda de dos funciones de distribución adicionales. Se estudiarán sus propiedades

más importantes.

En el caṕıtulo 7, extendemos la cópula FGM al caso de dos dimensiones en el senti-

do geométrico, para luego aproximarla a otras familias de cópulas como la AMH y la

Clayton-Oakes.

En el caṕıtulo 8, como una aplicación, se analizarán los retornos logaŕıtmicos diarios de

los ı́ndices financieros DAX e Ibex 35, a fin de obtener la cópula que mejor se ajuste,

para luego ajustar la cópula FGM a dos dimensiones como una alternativa de ajuste.

Esta memoria finaliza con un último caṕıtulo, en el que se resumen las conclusiones más

importantes, aśı como las cuestiones que puedan considerarse como puntos de partida

para futuras investigaciones.





Caṕıtulo 2

Teoŕıa de cópulas

Las funciones llamadas cópulas permiten representar las funciones de distribución con-

junta, aśı como distinguir el comportamiento de las marginales a partir del patrón de

dependencia capturado por la cópula misma, por lo que se han convertido en una popular

herramienta de modelado multivariante en muchos campos donde el análisis de depen-

dencia es de interés y la usual normalidad multivariante es cuestionada. Esencialmente,

las cópulas nos proporcionan una manera relativamente sencilla de entender algunos mo-

delos, que part́ıan de la hipótesis de normalidad conjunta, a situaciones más generales

incluyendo aquellas en las que se supone normalidad únicamente en las marginales.

En la sección 2.1, encontramos la definición de cópula. En la sección 2.2, mostramos el

teorema más importante de la teoŕıa de cópulas conocido como teorema de Sklar y sus

propiedades más importantes. En la sección 2.3, introducimos la definición de variables

aleatorias y su relación con el concepto de cópula. En la sección 2.4, definimos las cotas

de Fréchet-Hoeffding para funciones de distribución conjunta en términos de cópulas. En

la sección 2.5, definimos las medidas de dependencia tau de Kendall, rho de Spearmann,

el ı́ndice de Gini y la medida de Blomqvist. En la sección 2.6, presentamos las familias

de cópulas eĺıpticas, arquimedianas y de valor extremo que son de uso muy frecuente en

el estudio de las relaciones de dependencia.
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2.1. Definición de cópula 6

2.1. Definición de cópula

Definición 2.1. Una cópula es una función de distribución multivariante C : [0, 1]n 7→
[0, 1], cuyas distribuciones marginales (individuales) son uniformes estándar Ui ∼
U(0, 1), i = 1, . . . , n. La cópula posee las siguientes propiedades para todo ui ∈ [0, 1];

i = 1, . . . , n:

1. C(u1, . . . ui−1, 0, ui+1, . . . , un) = 0;

2. C(1, . . . , 1, ui, 1, . . . , 1) = ui;

3. ∂u1,...,unC es una medida positiva en el sentido de la distribución de Schwartz. Esto

significa concretamente que para cualquier hipércubo H = [a1, b1]× · · · × [an, bn] ⊂
[0, 1]n tenemos

P [(U1, . . . , Un) ∈ H] ≥ 0.

Una función que cumpla estas tres condiciones se puede ver como la función de distribu-

ción conjunta de un vector de variables uniformes en el intervalo [0, 1], y por tanto una

cópula.

En la literatura existen cópulas que tienen una estructura simple y que pertenecen a la

familia de cópulas caracterizadas por un parámetro. Algunas de las cópulas bivariantes

más conocidas se presentan en la tabla 2.1.

Tabla 2.1: Familias de cópulas de un parámetro

Cópula Fórmula Parámetro θ

Clayton [máx(u−θ + v−θ − 1, 0)]−1/θ [−1,∞)\{0}
Frank −1

θ
ln(1 + (e−θu−1)(e−θv−1)

e−θ−1
) (−∞,∞)\{0}

AMH uv/[1− θ(1− u)(1− v)] [−1, 1)
FGM uv[1 + θ(1− u)(1− v)] [−1, 1]
Cuadras-Augé (mı́n{u, v})θ(uv)1−θ [0, 1]
Gumbel-Hougaard exp{−[(− lnu)α + (− ln v)α]1/α} [1,∞)
Gumbel-Barnett uv exp(−θ lnu ln v) (0, 1]
Joe 1− [(1− u)θ + (1− v)θ − (1− u)θ(1− v)θ]1/θ [1,∞)

El teorema que presentaremos a continuación establece la continuidad de las cópulas via

la condición de Lipschitz:
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Teorema 2.1. Sea C una cópula. Entonces para todo (u1, . . . , un) y (v1, . . . , vn) ∈ [0, 1]n:

|C(v1, . . . , vn)− C(u1, . . . , un)| ≤
n∑
k=1

|vk − uk|.

De modo que toda cópula C es uniformemente continua en [0, 1]n.

Para una prueba del teorema 2.1, véase Nelsen (2006) pág. 11.

Otra propiedad importante de las cópulas se refiere a las derivadas parciales de una

cópula con respecto a sus variables, como veremos en el siguiente teorema.

Teorema 2.2. Sea C una cópula. Para todo (u1, . . . , un) ∈ [0, 1]n, la derivada parcial

∂C/∂ui existe para casi todo ui ∈ [0, 1] con i ∈ {1, . . . , n} y además

0 ≤ ∂

∂ui
C(u1, . . . , un) ≤ 1. (2.1)

La demostración del teorema 2.2 se puede ver en Nelsen (2006) pág. 13.

Para ilustrar este teorema, consideremos la derivada parcial de la familia de cópula de

Gambel-Hougaard (Hutchison y Lai, 1990) con respecto a u,

Cα,u(v) =
∂

∂u
Cα(u, v) (2.2)

= exp{−[(− lnu)α + (− ln v)α]1/α}×

[(− lnu)α + (− ln v)α]1/α−1 (− lnu)α−1

u
.

Obsérvese que para u ∈ (0, 1) y para todo α > 1, se verifica que Cα,u es una función de v

estrictamente creciente. Por tanto la función inversa C−1
α,u está bien definida. Como Cα es

simétrica en u y v, la derivada parcial de Cα con respecto a v muestra un comportamiento

idéntico para el mismo conjunto de parámetros.
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2.2. Teorema de Sklar

Sklar (1959) demostró que es posible comprender la estructura de dependencia de un

vector aleatorio a través de la cópula a partir de dos facetas: la primera, que toda función

de distribución multivariante de variables aleatorias continuas tiene una cópula asociada

y la segunda, que la función de distribución multivariante puede ser generada a partir

de la cópula y las funciones de distribución marginales. Enunciaremos el teorema central

en la teoŕıa de cópulas.

Teorema 2.3 (Teorema de Sklar). Sea H una distribución conjunta de las variables

aleatorias X1, . . . , Xn con marginales F1, . . . , Fn. Entonces existe una cópula C tal que

H(x1, . . . , xn) = C(F1(x1), . . . , Fn(xn)), para todo x1, . . . , xn ∈ R1. (2.3)

Si F1, . . . , Fn son continuas, entonces C es única. De otra forma, C está definida única-

mente en el RangoF1×· · ·× Rango Fn. Por otro lado, si C es una cópula y F1, . . . , Fn son

funciones de distribución, entonces la función H es una función de distribución conjunta

con marginales F1, . . . , Fn.

Demostración. Para la demostración del teorema es necesario tener presentes varias ca-

racteŕısticas de las funciones de distribución. La primera de ellas se relaciona con el hecho

de que si la variable aleatoria Xi tiene una función de distribución Fi continua, entonces

se tiene que:

Fi(Xi) ∼ U(0, 1). (2.4)

Análogamente, si U ∼ U(0, 1) entonces F−1
i (U) ∼ Fi, donde F−1

i es la función inversa

de Fi, la cual viene definida como

F−1
i (α) = ı́nf{x ∈ R|Fi(x) ≥ α}.

A partir de (2.4) es posible demostrar la existencia y unicidad de la cópula para el caso

de variables aleatorias continuas.

1R denota la recta real extendida [−∞,∞]
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Expresando (2.3) en términos de Xi = F−1
i (Ui) para i = 1, . . . , n se obtiene:

C(u1, . . . , un) = H(F−1
1 (u1), . . . , F−1

n (un)). (2.5)

La expresión (2.5) implica que una cópula C puede ser representada en términos de la

función de distribución multivariante H y sus distribuciones marginales F1, . . . , Fn. Por

otro lado, partiendo de H, F1, . . . , Fn y ui = F (xi) para i = 1, . . . , n, se tiene que:

H(x1, . . . , xn) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn)

= P (F−1
1 (X1) ≤ F−1

1 (x1), . . . , F−1
n (Xn) ≤ F−1

1 (xn)) (2.6)

= P (U1 ≤ u1, . . . , Un ≤ un)

= C(u1, . . . , un).

Por lo tanto, la definición (2.5) implica que la cópula C asociada a la distribución mul-

tivariante H existe, mientras el resultado (2.6) implica que esta cópula es única, véase

McNeil et al. (2005).

Las ecuaciones (2.3) y (2.6) muestran la relación entre la cópula y la función de distri-

bución conjunta. El teorema de Sklar indica, por un lado, que la función de distribución

conjunta puede ser entendida como la combinación de distribuciones marginales a través

de la cópula; mientras que por otro (2.6) muestra cómo se puede expresar la cópula de

la función de distribución multivariante.

Tal como lo indican Embrechts et al. (1999), el teorema 2.3, también se puede interpretar

como la descomposición de la función de distribución multivariante en dos componentes,

la estructura de dependencia y el comportamiento univariante. El primer componen-

te corresponde a la cópula, mientras que el segundo esta asociado a las funciones de

distribución marginales.

La demostración completa del teorema 2.3, se puede ver en Nelsen (2006).
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2.3. Cópulas y variables aleatorias

Definición 2.2. Sea (Ω,F, P ) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria X es

una función medible de (Ω,F) en (R,B), donde B es la σ-álgebra de Borel.

Definición 2.3. La función de distribución de una variable aleatoria Xi es una función

Fi que asigna a todos los xi ∈ R una probabilidad Fi(xi) = P (Xi ≤ xi). Además, la

función de distribución conjunta de las variables aleatorias X1, . . . , Xn es una función

H que asigna a todos los x1, . . . , xn ∈ R una probabilidad H(x1, . . . , xn) = P (X1 ≤
x1, . . . , Xn ≤ xn). Por tanto la ecuación del teorema de Sklar la podemos escribir como

H(x1, . . . , xn) = C(F1(x1), . . . , Fn(xn)) = P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn).

Proposición 2.1. Diremos que las variables aleatorias X1, . . . , Xn, definidas en el espa-

cio (Ω,F, P ) son independientes si y solo si el producto de sus funciones de distribución

F1(x1), . . . , Fn(x2) es igual a su función de distribución conjunta H(x1, . . . , xn),

H(x1, . . . , xn) = F1(x1)× · · · × Fn(xn), para todo x1, . . . , xn ∈ R.

Teorema 2.4. Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias con funciones de distribución conti-

nuas F1, . . . , Fn y función de distribución conjunta H. Del teorema de Sklar se sabe que

existe una única cópula C con

P (X1 ≤ x1, . . . , Xn ≤ xn) = H(x1, . . . , xn) = C(F1(x1), . . . , Fn(xn)).

Entonces X1, . . . , Xn son independientes si y solo si

C = Πn,

donde Πn = u1 × · · · × un.

Demostración. Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias con funciones de distribución con-

tinuas F1, . . . , Fn. Decimos que X1, . . . , Xn son variables aleatorias independientes si y
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solo si la función de distribución conjunta

H(x1, . . . , xn) = F1(x1)× · · · × Fn(xn).

Luego, del teorema 2.3, se tiene que

C(F1(x1), . . . , Fn(xn)) = H(x1, . . . , xn)

= F1(x1)× · · · × Fn(xn) = Πn.

Terminaremos esta sección con una afirmación sobre el comportamiento de las cópulas

bajo transformaciones estrictamente monótonas de las variables aleatorias.

Teorema 2.5. Sea (X1, . . . , Xn)T un vector de variables aleatorias continuas y con cópu-

la C. Si α1, . . . , αn son funciones estrictamente crecientes con Rango X1, . . . , Rango Xn,

respectivamente, entonces (α1(X1), . . . , αn(Xn))T tienen cópula C. En otras palabras: C

es invariante bajo transformaciones estrictamente crecientes de X1, . . . , Xn.

Demostración. Sean F1, . . . , Fn las funciones de distribución de X1, . . . , Xn y sean

G1, . . . , Gn las funciones de distribución de α1(X1), . . . , αn(Xn) respectivamente. Sea

(X1, . . . , Xn)T con cópula C, y sea (α1(X1), . . . , αn(Xn))T con cópula Cα. Dado que αk

es estrictamente creciente para toda k, Gk(x) = P (αk(Xk) ≤ x) = P (Xk ≤ α−1
k (x)) =

Fk(α
−1
k (x)) para algún x ∈ R̄, aśı

Cα(G1(x1), . . . , Gn(xn)) = P (α1(X1) ≤ x1, . . . , αn(Xn) ≤ xn)

= P (X1 ≤ α−1
1 (x1), . . . , Xn ≤ α−1

n (xn))

= C(F1(α−1
1 (x1)), . . . , Fn(α−1

n (xn)))

= C(G1(x1), . . . , Gn(xn)).

Dado que X1, . . . , Xn son continuas, RangoG1 = · · · =RangoGn = [0, 1]. Por tanto se

tiene que Cα = C en [0, 1]n.
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2.4. Las cotas de Fréchet-Hoeffding

Definición 2.4. Consideremos las funciones Mn, Πn y W n definidas en el intervalo

[0, 1]n como sigue:

Mn(u1, . . . , un) = mı́n(u1, . . . , un), (2.7)

Πn(u1, . . . , un) = u1 × · · · × un, (2.8)

W n(u1, . . . , un) = máx(u1 + · · ·+ un − 1, 0). (2.9)

Las funciones Mn y W n se llaman las cotas superior e inferior de Fréchet-Hoeffding

respectivamente y Πn descrita anteriormente se llama la cópula producto. Cabe anotar

que Mn y Πn son n-cópula para n ≥ 2 mientras que W n no es una cópula para algún

n ≥ 3, véase Nelsen (2006) pág. 47.

Teorema 2.6. Si C es una n-cópula para todo (u1, . . . , un) ∈ [0, 1]n, entonces

W n(u1, . . . , un) ≤ C(u1, . . . , un) ≤Mn(u1, . . . , un). (2.10)

La prueba de este teorema se encuentra en Nelsen (2006), pág. 47.

Como consecuencia del teorema de Sklar, si X1, . . . , Xn son variables aleatorias con

función de distribución conjunta H y marginales F1, . . . , Fn respectivamente, entonces se

cumple la siguiente desigualdad

máx(F1(x1) + · · ·+ Fn(xn)− 1, 0) ≤ H(x1, . . . , xn) ≤ mı́n(F1(x1), . . . , Fn(xn)).

La existencia de cotas superior e inferior sugiere la posibilidad de establecer un orden

entre las cópulas.

Definición 2.5. Sean C y C̃ cópulas, diremos que C es menor que C̃ (o C es mayor

que C̃) y lo denotamos como

C ≺ C̃ (C � C̃),

si

C(u1, . . . , un) ≤ C̃(u1, . . . , un) (C(u1, . . . , un) ≥ C̃(u1, . . . , un)),
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para todo (u1, . . . , un) ∈ [0, 1]n. Este orden se denomina orden de concordancia.

2.5. Medidas de concordancia

Sea (x, y) y (x̃, ỹ) dos observaciones de un vector (X, Y ) de variables aleatorias continuas.

Entonces (x, y) y (x̃, ỹ) se dice que son concordantes si (x− x̃)(y− ỹ) > 0 y discordantes

si (x − x̃)(y − ỹ) < 0. El siguiente teorema se encuentra en Nelsen (2006), pág. 159.

Muchos de los resultados en esta sección son consecuencia directa de este teorema.

Teorema 2.7. Sea (X, Y ) y (X̃, Ỹ ) vectores independientes de variables aleatorias con-

tinuas con función de distribución conjunta H y H̃ respectivamente, con marginales

comunes F (de X y X̃) y G (de Y y Ỹ ). Sea C y C̃ las cópulas de (X, Y ) y (X̃, Ỹ )

respectivamente, aśı que H(x, y) = C(F (x), G(y)) y H̃(x, y) = C̃(F (x), G(y)). Sea Q la

diferencia entre la probabilidad de concordancia y discordancia de (X, Y ) y (X̃, Ỹ ), es

decir, sea

Q = P{(X − X̃)(Y − Ỹ ) > 0} − P{(X − X̃)(Y − Ỹ ) < 0}.

Entonces

Q = Q(C, C̃) = 4

∫ ∫
[0,1]2

C̃(u, v)dC(u, v)− 1. (2.11)

Demostración. Dado que las variables aleatorias son continuas

P{(X − X̃)(Y − Ỹ ) < 0} = 1− P{(X − X̃)(Y − Ỹ ) > 0}.

De aqúı que

Q = 2P{(X − X̃)(Y − Ỹ ) > 0} − 1. (2.12)

Pero

P{(X − X̃)(Y − Ỹ ) > 0} = P{X > X̃, Y > Ỹ }+ P{X < X̃, Y < Ỹ }.

Estas probabilidades pueden ser evaluadas por integración sobre la distribución de uno

de los vectores (X, Y ) o (X̃, Ỹ ).
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Aśı

P{X > X̃, Y > Ỹ } = P{X̃ < X, Ỹ < Y }

=

∫ ∫
R2

P{X̃ < x, Ỹ < y}dC(F (x)G(y))

=

∫ ∫
R2

C̃(F (x), G(y))dC(F (x)G(y)).

Empleando la transformación u = F (x) y v = G(y) en probabilidad

P{X > X̃, Y > Ỹ } =

∫ ∫
[0,1]2

C̃(u, v)dC(u, v).

Del mismo modo

P{X < X̃, Y < Ỹ } =

∫ ∫
R2

P{X̃ > x, Ỹ > y}dC(F (x)G(y))

=

∫ ∫
R2

{1− F (x)−G(y) + C̃(F (x), G(y))}dC(F (x)G(y))

=

∫ ∫
[0,1]2
{1− u− v + C̃(u, v)}dC(u, v).

Dado que C es la función de distribución conjunta de un vector (U, V ) de variables

aleatorias uniformes U(0, 1), se tiene que E(U) = E(V ) = 1/2, luego

P{X < X̃, Y < Ỹ } = 1− 1

2
− 1

2
+

∫ ∫
[0,1]2

C̃(u, v)dC(u, v)

=

∫ ∫
[0,1]2

C̃(u, v)dC(u, v).

Aśı

P{(X − X̃)(Y − Ỹ ) > 0} = 2

∫ ∫
[0,1]2

C̃(u, v)dC(u, v).

Al reemplazar en (2.12) obtenemos (2.11).
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Corolario 2.8. Sean C, C̃ y Q dados en el teorema 2.7. Entonces

1. Q es simétrica en sus argumentos: Q(C, C̃) = Q(C̃, C).

2. Q es no decreciente en cada argumento: Si C ≺ C ′, entonces

Q(C, C̃) ≤ Q(C ′, C̃).

3. La cópula C, se puede reemplazar por la función Ĉ(u, v) = u+v−1+C(1−u, 1−v),

denominada cópula de supervivencia, entonces

Q(C, C̃) = Q(Ĉ, ̂̃C).

La siguiente definición se encuentra en Scarsini (1984).

Definición 2.6. Una medida de dependencia de valor real κ entre dos variables aleatorias

continuas X e Y cuya cópula es C, es una medida de concordancia que satisface las

siguientes propiedades:

1. κ está definida para todo par de variables aleatorias continuas X, Y .

2. −1 ≤ κX,Y ≤ 1, κX,X = 1 y κX,−X = −1.

3. κX,Y = κY,X .

4. Si X e Y son independientes, entonces κX,Y = κΠ = 0.

5. κ−X,Y = κX,−Y = −κX,Y .

6. Si C y C̃ son cópulas tales que C ≺ C̃, entonces κC ≤ κC̃.

7. Si {(Xn, Yn)} es una sucesión de variables aleatorias continuas con cópulas Cn, y

si {Cn} converge a C, entonces ĺımn→∞ κCn = κC.

Como una consecuencia de la definición 2.6, si Y es una función monótona creciente

de X, entonces κX,Y = κM = 1 (Comonotonicidad), y si Y es una función monótona

decreciente de X, entonces κX,Y = κW = −1 (Contramonotonicidad). Sin embargo, si

α y β son funciones estrictamente monótonas crecientes en el Rango(X) y Rango(Y )

respectivamente, entonces κα(X),β(Y ) = κX,Y .
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Una de las expresiones más utilizadas para analizar las relaciones de dependencia es el

coeficiente de correlación de Pearson, el cual mide la relación lineal existente entre un

vector de variables aleatorias. Para la pareja de variables aleatorias (X, Y ) el coeficiente

de correlación de Pearson ρXY , viene definido por:

ρXY =
Cov(X, Y )√

Var(X)Var(Y )
.

El coeficiente de correlación de Pearson tiene diferentes ventajas que lo han acreditado

como una medida de dependencia de amplia aceptación en muchos contextos, principal-

mente porque es fácil de calcular, ya que sólo se necesita estimar los dos primeros mo-

mentos de los datos observados. Una de las grandes ventajas que tiene el coeficiente de

correlación de Pearson es su relación con la función de distribución normal multivariante,

en donde la correlación resume toda la relación de dependencia existente entre las varia-

bles aleatorias. Sin embargo, es necesario ser cauteloso cuando se utiliza el coeficiente de

correlación como medida de dependencia, ya que puede presentar ciertos inconvenientes

(véase Embrechts et al., 1999).

Algunos de estos inconvenientes son:

Que el coeficiente de correlación sea cero implica independencia. Para el caso nor-

mal multivariante, está afirmación es cierta. Para cualquier otro tipo de función de

distribución multivariante, la correlación cero no necesariamente implica indepen-

dencia.

El coeficiente de correlación únicamente se encuentra definido para parejas de va-

riables aleatorias que tengan varianzas finitas. Esta desventaja es de especial impor-

tancia, cuando se trata de analizar variables que tengan funciones de distribución

con colas pesadas, ya que en estos casos la varianza puede no existir.

La correlación no es una medida invariante bajo transformaciones estrictamente

monótonas (la cópula śı lo es).

Teniendo en cuenta los problemas de la correlación de Pearson, es útil definir otras medi-

das de dependencia que no tengan algunas de estas limitaciones. Una clase importante de

estas medidas son las de correlación basada en rangos y los coeficientes de dependencia
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en las colas, las cuales pueden ser expresadas en términos de cópulas. En esta sección,

presentaremos las medidas de dependencia o concordancia conocidas como la tau de

Kendall, la rho de Spearman, el ı́ndice de Gini y la medida de Blomqvist. Estas medidas

son una buena alternativa como coeficiente de correlación lineal para distribuciones no

eĺıpticas. Las distribuciones normal y t multivariantes son conocidas como distribuciones

eĺıpticas, véase Fang et al. (1987) y Cambanis et al. (1981). Para más detalles acerca

de la tau de Kendall y la rho de Spearman y sus estimadores (versión muestral), véase

Kendall y Stuart (1979); Kruskal (1958); Lehmann y D’Abrera (1975); Capéraa y Genest

(1993). Para otras medidas de dependencia véase Schweizer y Wolff (1981).

2.5.1. La tau de Kendall

Definición 2.7. La tau de Kendall para el vector aleatorio (X, Y ) se define como

τ(X, Y ) = P{(X − X̃)(Y − Ỹ ) > 0} − P{(X − X̃)(Y − Ỹ ) < 0},

donde (X̃, Ỹ ) es una réplica independiente de (X, Y ).

Aqúı la tau de Kendall para las variables aleatorias X e Y es simplemente la probabilidad

de concordancia menos la probabilidad de discordancia.

Teorema 2.9. Sea (X, Y ) un vector aleatorio continuo con cópula C. Entonces la tau

de Kendall esta dada por

τC = Q(C,C) = 4

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v)dC(u, v)− 1. (2.13)

Obsérvese que la integral es el valor esperado de la variable aleatoria C(U, V ), donde

U, V ∼ U(0, 1) con funciones de distribución conjunta C, es decir τC = 4E[C(U, V )]− 1.

Para probar el teorema 2.9, basta con reemplazar C̃ por C en la ecuación (2.11).
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2.5.2. La rho de Spearman

Definición 2.8. La rho de Spearman para el vector aleatorio (X, Y ) es definida como

ρ(X, Y ) = 3(P{(X − X̃)(Y − Y ′) > 0} − P{(X − X̃)(Y − Y ′) < 0}),

donde (X, Y ), (X̃, Ỹ ) y (X ′, Y ′) son independientes.

Obsérvese que X̃ e Y ′ son independientes.

Teorema 2.10. Sea (X, Y ) un vector aleatorio continuo con cópula C. Entonces la rho

de Spearman para (X, Y ) viene dada por

ρC = 3Q(C,Π) = 12

∫ ∫
[0,1]2

uvdC(u, v)− 3 (2.14)

= 12

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v)dudv − 3. (2.15)

Aqúı, si X ∼ F y Y ∼ G, y sea U = F (X) y V = G(Y ), entonces

ρC = 12

∫ ∫
[0,1]2

C(u, v)dudv − 3 = 12E(UV )− 3 (2.16)

=
E(UV )− 1/4

1/12
=

Cov(U, V )√
Var(U)

√
Var(V )

(2.17)

= ρ(F (X), G(Y )). (2.18)

Para probar el teorema 2.10, basta con reemplazar C̃ por Π = UV en la ecuación (2.11).

2.5.3. El ı́ndice de Gini

El ı́ndice de Gini es un coeficiente utilizada en economı́a para medir el grado de concen-

tración de la riqueza. Este ı́ndice es un número entre 0 y 1, en donde 0 se corresponde

con la perfecta igualdad y 1 con la perfecta desigualdad. Se calcula como el doble del

área que se encuentra entre la curva de Lorenz y la diagonal que va desde (0, 0) a (1, 1).
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En términos de cópulas se define de la siguiente forma

γC = 2

∫ ∫
I2

(|u+ v − 1| − |u− v|)dC(u, v). (2.19)

Esta medida fue propuesta por Gini (1912).

Debido a que el ı́ndice depende de la cópula C sólo a través de su diagonal y la sección

diagonal secundaria, también podemos calcularlo mediante la siguiente expresión

γC = 4

[∫ 1

0

C(u, 1− u)du−
∫ 1

0

[u− C(u, u)]du

]
. (2.20)

Obsérvese que la segunda integral es el área entre la sección diagonal M(u, u) = u de

la cota superior de Fréchet-Hoeffding y la cópula C(u, u); y la primera integral es el

área entre la sección diagonal secundaria C(u, 1− u) de C y la cota inferior de Fréchet-

Hoeffding W (u, 1− u).

2.5.4. La medida de Blomqvist

Definición 2.9. La medida de Blomqvist (1950), frecuentemente llamada coeficiente de

correlación medial, viene definida como

βXY = P [(X − x̃)(Y − ỹ) > 0]− P [(X − x̃)(Y − ỹ) < 0], (2.21)

donde x̃ e ỹ denotan las medianas de X e Y respectivamente.

Cuando H denota la función de distribución conjunta de X e Y , se deduce fácilmente

que

βXY = 4H(x̃, ỹ)− 1.

Como H(x̃, ỹ) = C(F (x̃), G(ỹ)) = C(1/2, 1/2), se tiene que

βXY = βC = 4C(1/2, 1/2)− 1. (2.22)

Esta medida puede tomar valores en el intervalo [−1, 1] y depende solo del valor que

tome la cópula en el centro de [0, 1]2.
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2.6. Familias de cópulas de uso más frecuente

2.6.1. Cópulas eĺıpticas

Definición 2.10. Si X es vector aleatorio n-dimensional, para algún µ ∈ Rn y una

matrix Σ de dimensión n × n, simétrica y definida no negativa, decimos que X tiene

una distribución eĺıptica de parámetros µ, Σ y φ, si la función caracteŕıstica ϕX−µ(t) de

X − µ es una función de la forma cuadrática tTΣt, esto es

ϕX−µ(t) = φ(tTΣt).

Denotamos X ∼ En(µ,Σ, φ) y φ recibe el nombre de generador caracteŕıstico.

Cuando n = 1, la clase de distribuciones eĺıpticas coincide con la clase de distribuciones

simétricas univariante.

Teorema 2.11. X ∼ En(µ,Σ, φ) con rango(Σ) = k si y solo si existe una variable

aleatoria R ≥ 0 independiente de U , un vector aleatorio que se distribuye uniformemente

en la hiperesfera unitaria {z ∈ Rk|zT z = 1}, y una matriz A, n× k con AAT = Σ, tales

que

X =d µ+RAU.

La prueba de este teorema y la relación entre R y φ se encuentra en Fang et al. (1987)

y Cambanis et al. (1981).

Ejemplo 2.1. Sea X ∼ Nn(0, In). Consideremos Xi ∼ N(0, 1), para todo i = 1, . . . , n e

independientes, la función caracteŕıstica de Xi es de la forma exp(−t2i /2), aśı la función

caracteŕıstica de X será

exp{−1

2
(t21 + . . .+ t2n)} = exp{−1

2
tT t}.

Del teorema 2.11 se tiene que X ∼ En(0, In, φ), donde φ(u) = exp(−u/2).

Si X ∼ En(µ,Σ, φ), donde Σ es una matriz diagonal, entonces X tiene componentes

incorrelacionadas (si 0 < Var(Xi) < ∞). En tal caso X ∼ Nn(µ,Σ). Obsérvese que la

distribución normal multivariante es la única entre las distribuciones eĺıpticas en la que
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componentes incorrelacionadas implica componentes independientes.

Un vector aleatorio X ∼ En(µ,Σ, φ) no necesariamente tiene densidad. Si X tiene den-

sidad esta puede ser de la forma |Σ|−1/2g((X − µ)TΣ−1(X − µ)) para alguna función

g no negativa de una variable escalar. Por tanto el contorno con igual densidad for-

man elipsoides en Rn. Dada la distribución de X, la representación En(µ,Σ, φ) no es

única, únicamente determinamos µ pero Σ y φ sólo están determinadas incluso por una

constante positiva. Más precisamente, si X ∼ En(µ,Σ, φ) y X ∼ En(µ∗,Σ∗, φ∗), entonces

µ∗ = µ, Σ∗ = cΣ, φ∗(·) = φ(·/c),

para alguna constante c > 0.

Con el fin de encontrar una representación tal que Cov(X) = Σ, usamos el teorema 2.10

para obtener

Cov(X) = Cov(µ+RAU) = AE(R2)Cov(U)AT ,

siempre que E(R2) < ∞. Sea Y ∼ Nn(0, In). Entonces Y =d ‖Y ‖U , donde ‖Y ‖ es in-

dependiente de U . Sin embargo ‖Y ‖2 ∼ χ2
n, aśı E(‖Y ‖2) = n. Dado que Cov(Y ) = In

vemos que si U se distribuye uniformemente en una hiperesfera unitaria en Rn, enton-

ces Cov(U) = In/n. Aśı Cov(X) = AATE(R2)/n. Al elegir el generador caracteŕıstico

φ∗(s) = φ(s/c), donde c = E(R2)/n, tenemos que Cov(X) = Σ . Por lo tanto, una dis-

tribución eĺıptica está descrita completamente por µ, Σ y φ, donde φ se elige de manera

que Cov(X) = Σ (si Cov(X) está definida). Si Cov(X) se obtiene como indicamos antes,

la distribución de X está únicamente determinada por E(X),Cov(X) y el tipo de sus

marginales univariantes, por ejemplo, normal o t4.

Teorema 2.12. Sea X ∼ En(µ,Σ, φ), B una matrix q × n y b ∈ Rq. Entonces

b +BX ∼ Eq(b+Bµ,BΣBT , φ). (2.23)

Demostración. Por el teorema 2.11, b +BX tiene una representación estocástica

b +BX =d b +BX +RBAU.
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Al particionar X, µ y Σ de la sigue forma

X =

(
X1

X2

)
, µ =

(
µ1

µ2

)
, Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
,

donde X1 y µ1 son vectores r × 1 y Σ11 es una matriz r × r.

Corolario 2.13. Sea X ∼ En(µ,Σ, φ). Entonces

X1 ∼ Er(µ1,Σ11, φ), X2 ∼ En−r(µ2,Σ22, φ). (2.24)

Por lo tanto las distribuciones marginales de distribuciones eĺıpticas son eĺıpticas y del

mismo tipo (con el mismo generador caracteŕıstico). El siguiente resultado prueba que la

distribución condicional de X1 dado el valor de X2 es también eĺıptica. pero en general

no es del mismo tipo que X1.

Teorema 2.14. Sea X ∼ En(µ,Σ, φ) con Σ estrictamente definida positiva. Entonces

X1|X2 = x ∼ Er(µ̃, Σ̃, φ̃).

donde µ̃ = µ1 + Σ12Σ−1
22 (x − µ2) y Σ̃ = Σ11Σ−1

22 Σ21. sin embargo φ̃ = φ si solo si X ∼
Nn(µ,Σ).

Para la prueba y detalles de φ̃, véase Fang et al. (1987). Para el caso en que el rango(X) <

n, véase Cambanis et al. (1981).

El siguiente lema, establece que la combinación lineal de distribuciones de vectores aleato-

rios eĺıpticos, independientes y con la misma matriz de dispersion Σ, (salvo una constante

positiva) sigue siendo eĺıptica.

Lema 2.14.1. Sea X ∼ En(µ,Σ, φ) y X̃ ∼ En(µ̃, cΣ, φ̃) con c > 0, variables in-

dependientes. Entonces para a, b ∈ R, aX + bX̃ ∼ En(aµ + bµ̃,Σ, φ∗) con φ∗(u) =

φ(au2)φ̃(b2cu).
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Demostración. Por la Definición 2.10, es suficiente mostrar que para todo t ∈ Rn

ϕaX+bX̃−aµ−bµ̃(t) = ϕa(X−µ)(t)ϕb(X̃−µ)(t)

= φ((at)TΣ(at))φ̃((bt)T (cΣ)(bt))

= φ(a2tTΣt)φ̃(b2ctTΣt).

De nuevo, sea X ∼ En(µ,Σ, φ), cuando 0 < Var(Xi), Var(Xj) <∞,

ρ(Xi,Xj) = Cov(Xi,Xj)/
√

Var(Xi)Var(Xj) = Σij/
√

ΣiiΣjj.

Esto explica la razón por la cual la correlación lineal es una medida natural de dependen-

cia entre variables aleatorias con distribución conjunta eĺıptica no degeneradas (Σii > 0

para todo i). A lo largo de esta sección denotamos a la matriz R, con Rij = Σij/
√

ΣiiΣjj,

la matriz de correlación lineal de X. Obsérvese que esta definición es más general que la

habitual y en esta situación (distribuciones eĺıpticas) tiene mas sentido. Dado que la dis-

tribución eĺıptica esta únicamente determinada por µ, Σ y φ, la cópula de una variable

aleatoria que se distribuye eĺıpticamente no degenerada está únicamente determinada

por R y φ. Las dos cópulas más importantes en esta familia son la cópula normal (o

gaussiana) y la cópula t de Student, las cuales presentaremos a continuación.

Cópulas gaussianas

La cópula con distribución normal n-variante con matriz de correlación lineal R viene

dada por

CGa
R (u1, . . . , un) = Φn

R(Φ−1(u1), . . . ,Φ−1(un)),

donde Φn
R denota la función de distribución conjunta de las n -variables, que se distri-

buyen según una normal estándar con matriz de correlación lineal R, y Φ−1 denota la

inversa de la función de distribución de la distribución normal estándar univariante. Las

cópulas con esta forma son llamadas cópulas gaussianas. La expresión de la cópula para
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el caso bivariante es de la forma

CGa
R (u, v) =

∫ Φ−1(u)

−∞

∫ Φ−1(v)

−∞

1

2π(1−R2
12)1/2

exp{−s
2 − 2R12st+ t2

2(1−R2
12)

}dsdt.

Obsérvese que R12 es simplemente el coeficiente de correlación lineal de la correspondiente

distribución normal bivariante.

Para generar cópulas gaussianas es suficiente considerar que la matriz R sea estrictamente

definida positiva. Escribiendo R = AAT para alguna matriz A de orden n × n, y si

Z1, . . . , Zn ∼ N(0, 1) e independientes, entonces

µ+ AZ ∼ Nn(µ,R).

Una elección natural de la matriz A es la descomposición de Cholesky de R . La descom-

posición de Cholesky de R es la única matriz triangular inferior L con LLT = R.

Cópula t de student

Si X tiene la representación

X =d µ+

√
ν√
S
Z,

donde µ ∈ Rn, S ∼ χ2
v y Z ∼ Nn(0,Σ) son independientes, entonces X tiene una

distribución tν , n-variante con media µ (para ν > 1) y matriz de covarianza ν
ν−2

Σ (para

ν > 2). Si ν ≤ 2 entonces Cov(X) no esta definida. En este caso interpretamos Σ como

el parámetro de forma de la distribución de X.

La cópula de X dada por (2.6.1) puede ser escrita como

Ct
ν,R(u1, . . . , un) = tnν,R(t−1

ν (u1), . . . , t−1
ν (un)),

donde Rij = Σij/
√

ΣiiΣjj para i, j ∈ {1, . . . , n} y donde tnν,R denota la función de

distribución de
√
νY/
√
S, donde S ∼ χ2

ν y Y ∼ Nn(0, R) son independientes. Aqúı tν

denota las marginales (iguales) de tnν,R, es decir, la función de distribución de
√
νY1

√
S.
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La expresión de la cópula para el caso bivariante es de la forma

Ct
ν,R(u, v) =

∫ t−1
ν (u)

−∞

∫ t−1
ν (v)

−∞

1

2π(1−R2
12)1/2

{1 +
s2 − 2R12st+ t2

ν(1−R2
12)

}−(ν+2)/2dsdt.

Obsérvese que R12 es simplemente el coeficiente de correlación lineal de la correspondiente

distribución tν bivariante si ν > 2.

Si (X1, X2) tienen una distribución estándar bivariante t con ν grados de libertad y

matriz de correlación lineal R, entonces X2|X1 = x se distribuye según una t con ν + 1

grados de libertad y

E(X2|X1 = x) = R12x, Var(X2|X1 = x) = (
ν + x2

ν + 1
)(1−R2

12),

también puede usarse para demostrar que la t-cópula tiene coeficiente de dependencia

en la cola superior (y debido a la simetŕıa radial también el de la cola inferior) dado por:

λU = 2 ĺım
x→∞

P (X2 > x2|X1 = x) = 2t̄ν+1(
√
v + 1

√
1−R12/

√
1 +R12).

Este coeficiente es creciente en R12 y decreciente en ν, como era de esperar. Es más, tiende

a cero cuando ν → ∞ para R12 < 1, e implica extremos asintóticamente dependientes

para R12 = −1.

2.6.2. Cópulas arquimedianas

Definición 2.11. Sea ϕ una función continua y estrictamente decreciente de [0, 1] a

[0,∞] tal que ϕ(1) = 0. La seudo inversa de ϕ es la función ϕ[−1] : [0,∞] → [0, 1] dada

por

ϕ[−1](t) =

{
ϕ−1(t) si 0 ≤ t ≤ ϕ(0),

0 si ϕ(0) < t ≤ ∞.
(2.25)

Nótese que ϕ[−1] es continua y decreciente en [0,∞], y es estrictamente decreciente en
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[0, ϕ(0)]. Sin embargo, ϕ[−1](ϕ(µ)) = µ en [0, 1], y

ϕ(ϕ[−1](t)) =

{
t si 0 ≤ t ≤ ϕ(0),

ϕ(0) si ϕ(0) ≤ t ≤ ∞.
(2.26)

Finalmente, si ϕ(0) =∞, entonces ϕ[−1] = ϕ−1.

Teorema 2.15. Sea ϕ una función continua y estrictamente decreciente de [0, 1] a [0,∞]

tal que ϕ(1) = 0, y sea ϕ[−1] la seudo inversa de ϕ. Sea C una función de [0, 1]n a [0, 1]

dada por

C(u1, . . . , un) = ϕ[−1](ϕ(u1) + · · ·+ ϕ(un)). (2.27)

Entonces C es una cópula si y solo si ϕ es convexa.

Para una prueba, véase Nelsen (2006), pág. 111.

Las cópulas de la forma (2.27) son llamadas cópulas arquimedianas. La función ϕ es el

generador de la cópula. Si ϕ(0) = ∞ , decimos que ϕ es un generador estricto. En este

caso, ϕ[−1] = ϕ−1 y C(u1, . . . , un) = ϕ[−1](ϕ(u1) + · · · + ϕ(un)) es decir es una cópula

arquimediana estricta.

Ejemplo 2.2. Sea ϕ(t) = (− ln t)α, donde α ≥ 1. Claramente ϕ(t) es continua y ϕ(1) =

0. ϕ′(t) = −α(− ln t)α−1/t, o sea ϕ es estrictamente una función decreciente de [0, 1] a

[0,∞]. ϕ′′(t) ≥ 0 en [0, 1], luego ϕ es convexa. Sin embargo ϕ(0) =∞, de manera que ϕ

es un generador estricto. De (2.27) tenemos para α ≥ 1

Cα(u, v) = ϕ−1(ϕ(u) + ϕ(v)) = exp(−[(− lnu)α + (− ln v)α]1/α).

Además C1 = Π y ĺımα→∞Cα = M . Recordemos que esta cópula es la llamada familia

de Gumbel-Hougaard (véase la tabla 2.1).

Ejemplo 2.3. Sea ϕ(t) = (t−θ−1)/θ, donde θ ∈ [−1,∞)\{0}, genera la familia Clayton

(véase Clayton (1978)).

Cθ(u, v) = máx([u−θ + v−θ − 1]−1/θ, 0).
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Para θ > 0 la cópula es estricta y se reduce a

Cθ(u, v) = [u−θ + v−θ − 1]−1/θ.

La familia Clayton tiene cota inferior dependiente para θ > 0, y C−1 = W , ĺımθ→0Cθ = Π

y ĺımθ→∞Cθ = M .

Ejemplo 2.4. Sea ϕ(t) = − ln e−θt−1
e−θ−1

, donde θ ∈ R\{0}, es el generador de la familia

Frank

Cθ(u, v) = −1

θ
ln(1 +

(e−θu − 1)(e−θv − 1)

e−θ − 1
).

La familia de cópulas de Frank son arquimedianas estrictas. Además ĺımθ→−∞Cθ = W ,

ĺımθ→0Cθ = Π y ĺımθ→∞Cθ = M . Los miembros de la familia Frank son las únicas

cópulas arquimedianas que satisfacen la ecuación C(u, v) = Ĉ(u, v) que llamaremos

simétrica radial, véase Frank (1979) para más detalles.

Ejemplo 2.5. Sea ϕ(t) = 1− t, para t en [0, 1] y 0 para t > 1. Entonces ϕ[−1](t) = 1− t,
para t en [0, 1]; es decir, ϕ[−1](t) = máx(1 − t, 0). Dado C(u, v) = máx(u + v − 1, 0) =

W (u, v), vemos que la cota inferior de Fréchet-Hoeffding W es arquimediana.

Propiedades de las Cópulas arquimedianas

Los resultados del siguiente teorema nos permitirán formular extensiones multivariantes

de las cópulas arquimedianas.

Teorema 2.16. Sea C una cópula arquimediana con generador ϕ . Entonces

1. C es simétrica, es decir C(u, v) = C(v, u) para todo u, v en [0, 1].

2. C es asociativa, es decir C(C(u, v), w) = C(u,C(v, w)) para todo u, v, w ∈ [0, 1].

Demostración. 1.

C(u, v) = ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v))

= ϕ[−1](ϕ(v) + ϕ(u))

= C(u, v).
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2.

C(C(u, v), w) = ϕ[−1](ϕ(C(u, v)) + ϕ(w))

= ϕ[−1](ϕ(ϕ[−1](ϕ(u) + ϕ(v) + ϕ(w))

= ϕ[−1]((ϕ(u) + ϕ(ϕ[−1](ϕ(v)) + ϕ(w))))

= C(u,C(v, w)).

La propiedad asociativa de las cópulas arquimedianas no es compartida en general como

se mostrara en el siguiente ejemplo

Ejemplo 2.6. Consideremos un miembro de la familia de cópulas FGM

Cθ = uv[1 + θ(1− u)(1− v)], θ ∈ [−1, 1]\{0}.

Esta familia fue discutida por Farlie (1960), Gumbel (1960) y Morgenstern (1956). Es

fácil verificar que

Cθ

(
1

4
, Cθ

(
1

2
,
1

3

))
6= Cθ

(
Cθ

(
1

4
,
1

2

)
,
1

3

)
.

Luego la propiedad asociativa no es compartida en general, el único miembro de la familia

de cópulas FGM que es arquimediana es la cópula producto Π.

Teorema 2.17. Sea C una cópulas arquimedianas generada por ϕ y sea KC la C-medida2

del conjunto {(u, v) ∈ [0, 1]2/C(u, v) ≤ t}. Entonces para algún t en [0, 1].

KC(t) = t− ϕ(t)

ϕ′(t+)
. (2.28)

Para la demostración, véase Nelsen (2006), pág. 127.

Corolario 2.18. Si (U, V ) tiene función de distribución C, donde C es una cópula

arquimediana generada por ϕ, entonces la función KC dada por (2.28) es la función de

distribución de la variable aleatoria C(U, V ).

2La C-medida de un conjunto B = [a, b] = ([a1, b1] × . . . × [an, bn]), denotada por VC(B), es la
diferencia de orden n-ésima de C en B, en notación VC(B) = 4baC(t) = 4bnan . . .4

b1
a1C(t).
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El siguiente teorema proporcionará las bases de un algoritmo general para la generación

de variables aleatorias con cópulas arquimedianas. Al derivar la ecuación (2.27) se tiene

ϕ′(u) = ϕ′(C(u, v))
∂

∂u
C(u, v),

ϕ′(v) = ϕ′(C(u, v))
∂

∂v
C(u, v),

0 = ϕ′′(C(u, v))
∂

∂u
C(u, v)

∂

∂v
C(u, v) + ϕ′(C(u, v))

∂2

∂u∂v
C(u, v),

y por tanto

∂2

∂u∂v
C(u, v) = −

ϕ′′(C(u, v)) ∂
∂u
C(u, v) ∂

∂v
C(u, v)

ϕ′(C(u, v))
= −ϕ

′′(C(u, v))ϕ′(u)ϕ′(v)

[ϕ′(C(u, v))]3
.

Aśı, siendo C absolutamente continua, su densidad viene dada por

∂2

∂u∂v
C(u, v) = −ϕ

′′(C(u, v))ϕ′(u)ϕ′(v)

[ϕ′(C(u, v))]3
. (2.29)

Teorema 2.19. Bajo la hipótesis del Corolario 2.18, la función de distribución conjunta

H(s, t) de la variable aleatoria S = ϕ(U)/[ϕ(U) + ϕ(V )] y T = C(U, V ), está dada por

H(s, t) = sKC(t) para todo (s, t) ∈ [0, 1]2. Por tanto S y T son independientes y S es

uniforme en [0, 1].

Demostración. Consideremos el caso en que C es absolutamente continua. Dado que la

densidad conjunta h(s, t) de S y T viene dada por

h(s, t) =
∂2

∂u∂v
C(u, v)

∣∣∣∣∂(u, v)

∂(s, t)

∣∣∣∣ ,
donde ∂2C(u, v)/∂u∂v se calcula según (2.29) y ∂(u, v)/∂(s, t) denota el Jacobiano de la

transformación ϕ(u) = sϕ(t), ϕ(v) = (1− s)ϕ(t).

∂(u, v)

∂(s, t)
=

ϕ(t)ϕ′(t)

ϕ′(u)ϕ′(v)
.
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Luego

h(s, t) =

(
−ϕ

′′(t)ϕ′(u)ϕ′(v)

[ϕ′(t)]3

)(
− ϕ(t)ϕ′(t)

ϕ′(u)ϕ′(v)

)
=
ϕ′′(t)ϕ(t)

[ϕ′(t)]2
.

Aśı

H(s, t) =

∫ s

0

∫ t

0

ϕ′′(y)ϕ(y)

[ϕ′(y)]2
dydx = s

[
y − ϕ(y)

ϕ′(y)

]t
0

= sKC(t).

Por tanto S y T son independientes y S es uniforme en [0, 1].

La prueba para el caso general se encuentra en Genest y Rivest (1993).

Ejemplo 2.7. Consideremos la familia de cópulas arquimedianas dada por

Cθ(u, v) = (1 + [(u−1 − 1)θ + (v−1 − 1)θ]1/θ)−1,

generada por ϕθ(t) = (t−1 − 1)θ para θ ≥ 1. Para generar las variables aleatorias

(U, V ) con función de distribución conjunta Cθ, generamos dos v.a. uniformes (0, 1)

e independientes que denotaremos por s y t, luego denotamos por w = K−1
Cθ

(t) =

θ+1
2
−
√

( θ+1
2

)2 − θs, donde KC está dado por la ecuación (2.28) y por último bas-

ta tomar u = ϕ[−1](sϕθ(w)) y v = ϕ[−1]((1 − s)ϕθ(w)), con ϕθ(t) = (t−1 − 1)θ y

ϕ[−1](t) = (t1/θ + 1)−1.

Tau de Kendall Revisado

La tau de Kendall para el caso de una cópula arquimediana se puede expresar como una

integral del generador y su derivada, como se muestra en el siguiente teorema de Genest

y MacKay (1986).

Teorema 2.20. Sean X e Y variables aleatorias con cópula arquimediana C generada

por ϕ. La tau de Kendall de X e Y viene dada por

τC = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(t)

ϕ′(t)
dt. (2.30)

Demostración. Sean U y V variables aleatorias que se distribuyen U(0, 1) con distribu-

ción conjunta C, y sea KC la función de distribución de C(U, V ). Entonces del teorema



2.6. Familias de cópulas de uso más frecuente 31

2.9 tenemos

τC = 4E[C(U, V )]− 1 = 4

∫ 1

0

tdKC(t)− 1 (2.31)

= 4

(
[tKC(t)|10 −

∫ 1

0

KC(t)dt]

)
− 1 = 3− 4

∫ 1

0

KC(t)dt.

Del teorema 2.17 y del corolario 2.18, se tiene que

KC(t) = t− ϕ(t)

ϕ′(t+)
.

Dado que ϕ es convexa, ϕ′(t+) y ϕ′(t−) existen para todo t en (0, 1) y el conjunto

{t ∈ (0, 1)|ϕ′(t+) 6= ϕ′(t−)} que es en general un conteo (es decir, tiene medida de

Lebesgue cero).

Aśı

τC = 3− 4

∫ 1

0

(
t− ϕ(t)

ϕ′(t+)

)
dt = 1 + 4

∫ 1

0

ϕ(t)

ϕ′(t)
dt.

Ejemplo 2.8. Consideremos la familia Gumbel con generador ϕ(t) = (− ln t)θ, para

θ ≥ 1. Entonces ϕ(t)/ϕ′(t) = (t ln t)/θ. Usando el teorema 2.20 podemos calcular la tau

de Kendall

τθ = 1 + 4

∫ 1

0

t ln t

θ
dt = 1− 1

θ
.

Ejemplo 2.9. Sea la familia de Clayton, generada por ϕ(t) = (t−θ − 1)/θ, θ ∈
[−1,∞)\{0}. Entonces ϕ(t)/ϕ′(t) = (tθ+1 − t)/θ. Usando el teorema 2.20 calculamos

la tau de Kendall

τθ = 1 + 4

∫ 1

0

tθ+1 − t
θ

dt =
θ

θ + 2
.

Ejemplo 2.10. La familia de Frank es generada por ϕ(t) = − ln e−θt−1
e−θ−1

, para θ ∈ R\{0}.
Usando el teorema 2.20 se puede demostrar (Genest, 1987) que la tau de Kendall esta

dada por

τθ = 1− 4

θ
(1−D1(θ)),

donde Dk(x) = k
xk

∫ x
0

tk

et−1
dt.



2.6. Familias de cópulas de uso más frecuente 32

2.6.3. Cópulas de valores extremos

Definición 2.12. Una cópula C∗ es de valor extremo si existe una cópula C tal que

C∗(u, v) = ĺım
n→∞

Cn(u1/n, v1/n), (2.32)

para toda u, v en el intervalo [0, 1].

Si nos preguntamos por la relación existente entre las cópulas de valores extremos y la

teoŕıa de extremos multivariantes, la respuesta es la siguiente:

Sea X+
n,m = máx(Xn,1, . . . , Xn,k, . . . , Xn,m) con {Xn,k} k variables aleatorias indepen-

dientes. Sea Gn la distribución marginal del extremo univariante X+
n,m. Entonces, la

distribución limite G de (X+
n,1, . . . , X

+
n,k, . . . , X

+
n,m) es tal que

G(X+
1 , . . . , X

+
k , . . . , X

+
m) = C(G(X+

1 ), . . . , G(X+
k ), . . . , G(X+

m)),

con C una cópula de valor extremo y Gk, k = 1, . . . , n una distribución de valores

extremos univariante no degenerada.

Definición 2.13. Una cópula C es máx-estable si para cada número real positivo r y

para todo u y v en [0, 1],

C(u, v) = Cr(u1/r, v1/r).

Teorema 2.21. Una cópula es máx-estable si y solo si es una cópula de valores extremos

Demostración. Evidentemente toda cópula máx-estable es una cópula de valor extremo.

En el otro sentido, si suponemos que C∗ es una cópula de valor extremo, entonces C∗

satisface (2.32) para alguna cópula C, luego para un real positivo r

Cr
∗(u

1/r, v1/r) = ĺım
n→∞

Crn(u1/rn, v1/rn) = C∗(u, v).

Por tanto C∗ es máx-estable.

Se puede demostrar que las cópulas de valor extremo se pueden representar de la forma

C(u, v) = exp

{
ln(uv)A

(
ln v

ln(uv)

)}
, (2.33)
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con A : [0, 1]→ [1/2, 1] una función convexa tal que satisface las siguientes condiciones:

A(0) = A(1) = 1,máx{t, 1 − t} ≤ A(t) ≤ 1 para t ∈ [0, 1], esta función es la llamada

función de dependencia de la cópula de valor extrema C. Para más detalles véase Joe

(1997).

Ejemplo 2.11. la cópula de la familia de Gumbel (2.1) es de valor extremo, veamos

C(u, v) = exp{−[(− lnur/r)α + (− ln vr/r)α]1/α}

= exp{−[rα((− lnu1/r)α + (− ln v1/r)α)]1/α}

= [exp{−[((− lnu1/r)α + (− ln v1/r)α)]1/α}]r

= Cr(u1/r, v1/r).

Para tener una representación de la cópula en la forma (2.33) es suficiente con tomar

A(t) = (tα + (1− t)α)1/α.





Caṕıtulo 3

Lema de Hoeffding y extensiones

El lema presentado por Hoeffding (1940) demuestra que la covarianza entre dos variables

aleatorias se puede obtener en función de su distribución conjunta y sus marginales. Este

lema se utilizo para probar que la correlación ρ entre dos variables aleatorias X, Y con

diferentes funciones de distribución F,G respectivamente, no siempre está acotada entre

los valores −1 y 1, pero śı se puede garantizar que ρ esta acotada por dos correlaciones,

denominadas mı́nimal ρ− y máximal ρ+ o también llamadas correlaciones Hoeffding, que

están fuertemente relacionadas con las cotas de Fréchet.

Lehmann (1966) probó el Lema de Hoeffding y lo utilizó en algunos conceptos de de-

pendencia. Jogdeo (1968) presenta la versión multivariante. Block y Fang (1988) usa

el concepto de cumulante de una variable aleatoria X = (X1, . . . , Xk) para generalizar

la covarianza con más de dos variables aleatorias. Mardia (1967) y Mardia y Thom-

pson (1972) obtiene la covarianza para Xr, Y s. Yu (1993) obtiene una generalización

para funciones absolutamente continuas de las componentes de un vector aleatorio. Cua-

dras (2002b) proporciona la covarianza para un par de funciones de variación acotada.

Quesada-Molina (1992) obtiene la covarianza para funciones quasi-monótonas y más re-

cientemente Prakasa Rao (1998) extiende la identidad de Quesada-Molina (1992) y de

Yu (1993) al caso multivariante.

En este caṕıtulo proponemos una generalización de covarianza para funciones de varia-

ción acotada para el caso multivariante, al igual que una extensión multivariante de la

35
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identidad propuesta por Cuadras (2002b). También establecemos la relación entre las

identidades de Cuadras (2002b) y la de Quesada-Molina (1992). Por último obtenemos

una desigualdad para las covarianzas entre funciones en los casos donde las variables son

dependientes de cuadrante positivo.

3.1. Lema de Hoeffding

Sean X, Y dos variables aleatorias con función de distribución conjunta H(x, y) y sus

funciones de distribuciones marginales F (x), G(y). Hoeffding (1940) demostró que la

covarianza en términos de la función de distribución acumulada viene dada por

Cov(X, Y ) =

∫
R2

[H(x, y)− F (x)G(y)]dxdy. (3.1)

Block y Fang (1988) generalizan este resultado para el caso de más de dos variables

aleatorias proporcionando una representación integral de la cumulante conjunta 1. Mardia

(1967) y Mardia y Thompson (1972) prueban que

Cov(Xr, Y s) =

∫
R2

[H(x, y)− F (x)G(y)]rxr−1sys−1dxdy. (3.2)

Si α(.) y β(.) son funciones de variación acotada y los valores esperados existen, Cuadras

(2002b) probó

E[α(X)β(Y )]− E[α(X)]E[β(Y )] =

∫
R2

[H(x, y)− F (x)G(y)]dα(x)dβ(y). (3.3)

La ecuación (3.3) fue inicialmente tratada por Sen (1994), cuando α, β son funciones

monótonas. La ecuación (3.3) nos proporciona la covarianza Cov(α(x), β(y)) y se reduce

1La n-ésima cumulante conjunta de (X1, . . . , Xn) viene definida por

∑
(−1)p−1(p− 1)!

E ∏
j∈ν1

Xj

 · · ·
E ∏

j∈νp

Xj

 ,

donde la sumatoria se extiende sobre todas las particiones (ν1, . . . νp), p = 1, 2, . . . , n, de {1, . . . , n}.
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a la identidad de Hoeffding al tomar α(x) = x, β(y) = y y a la identidad de Mardia y

Thompson (1972) si tomamos α(x) = xr, β(y) = ys.

Quesada-Molina (1992) probó que si K(x, y) es una función real quasi-monótona y con-

tinua a la derecha en el sentido de que

∆
(x2,y2)
(x1,y1)K(x, y) = K(x1, y1)−K(x2, y1)−K(x1, y2) +K(x2, y2) ≥ 0, (3.4)

para toda x1 ≤ x2 y y1 ≤ y2, la función de distribución de X, Y es H y la función de

distribución de X∗, Y ∗ es H∗ = F ×G, entonces

E[K(X, Y )]− E[K(X∗, Y ∗)] =

∫
R2

[H(x, y)− F (x)G(y)]dK(x, y). (3.5)

En particular si K(X, Y ) = XY , la ecuación (3.5) se reduce a la identidad de Hoeffding

(3.1).

Definición 3.1. (Vitali) Una función φ(x, y) es de variación acotada en el rectángulo

[a, b] × [c, d], si para todos los puntos a = x0 < x1 < · · · < xm = b, c = y0 < y1 < · · · <
yn = d, la suma

m,n∑
i=1,j=1

∆
(xi,yj)

(xi−1,yj−1)φ, (3.6)

está acotada.

En el siguiente ejemplo, mostramos que no toda función de variación acotada es quasi-

monótona, como afirma Dewan y Rao (2005) al considerar la ecuación (3.3) como un

caso particular de la ecuación (3.5).

Ejemplo 3.1. Sea la función φ(x, y) = (x − 1/2)2(y − 1/2)2 definida en [0, 1]2. Consi-

deremos la función α(x) = (x− 1/2)2 en [0, 1] de variación acotada por ser diferenciable

con derivada acotada, además el producto φ(x, y) = α(x)α(y) es de variación acotada.

Veamos ahora que φ no es una función quasi-monótona, es decir, que no se satisface la

desigualdad (3.4). Consideremos la región rectangular [1/2, 1] × [0, 1/2] contenida en el



3.2. Generalización del Lema de Hoeffding 38

dominio de φ. Entonces

∆
(0,1/2)
(1,1/2)φ = φ(1, 1/2)− φ(1/2, 1/2)− φ(1, 0) + φ(1/2, 0)

= −φ(1, 0) = −1/16.

3.2. Generalización del Lema de Hoeffding

En el siguiente teorema, extendemos el resultado de Quesada-Molina a la clase de fun-

ciones de variación acotada de dos variables en el rectángulo [a, b]× [c, d], de forma que

se establece una relación con el resultado dado por Cuadras (2002b).

Teorema 3.1. Sean X, Y variables aleatorias con soporte en los intervalos [a, b], [c, d],

con función de distribución conjunta H(x, y) y funciones de distribución marginales

F (x), G(y) respectivamente, y sea X∗, Y ∗ variables aleatorias con función de distribu-

ción conjunta H∗ = FG. Suponemos que φ(x, y) es una función de variación acotada en

el rectángulo [a, b]× [c, d] y que E[φ(X, Y )] y E[φ(X∗, Y ∗)] existen y son finitos, entonces

E[φ(X, Y )]− E[φ(X∗, Y ∗)] =

∫ b

a

∫ d

c

[H(x, y)− F (x)G(y)]dφ(x, y). (3.7)

Demostración. Consideremos la función

∆
(ζ,η)
(a,c)φ(x, y) = φ(ζ, η)− φ(a, η)− φ(ζ, c) + φ(a, c),

donde a ≤ ζ ≤ b, c ≤ η ≤ d. Aśı

∆
(b,d)
(a,c)φ(x, y) =

∑
∆

(c,η)
(a,ζ)φ(x, y).

Si la suma
∑
|∆(ζ,η)

(a,c)φ(x, y)| es menor que algún número positivo fijo y además φ(x, y) es

para cada valor de x, una función de variación acotada respecto a y, y para cada valor de

y, una función de variación acotada respecto a x, entonces φ es una función de variación

acotada en el rectángulo [a, b]× [c, d].

Sea V
(b,d)

(a,c) φ(x, y) la cota superior de la suma
∑
|∆(ζ,η)

(a,c)φ(x, y)|. Si la
∑

es dividida en dos
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partes
∑

1 y
∑

2, donde
∑

1 denota la suma de todos aquellos términos para el cual ∆

es positiva y
∑

2 denota la suma de todos aquellos términos para el cual ∆ es negativa,

vemos que
∑

1 ∆φ y −
∑

2 ∆φ tienen cotas superiores finitas que denotamos por P
(b,d)
(a,c)φ

y N
(b,d)
(a,c)φ respectivamente.

Las funciones

P (x, y) = P
(x,y)
(a,c) φ y N(x, y) = N

(x,y)
(a,c) φ.

son funciones monótonas en el sentido que si x ≤ x′, y ≤ y′, entonces P (x, y) ≤ P (x′, y′)

y N(x, y) ≤ N(x′, y′)

Luego

φ(x, y) = φ(a, y) + φ(x, c)− φ(a, c) + P (x, y)−N(x, y).

Si φ es una función de x, de variación acotada para toda x ∈ (a, b), ésta es igual a

p(x)− n(x), donde p(x), n(x) son funciones monótonas crecientes de x. Similarmente, si

φ es una función de y, de variación acotada para toda y ∈ (c, d), se puede representar

como la diferencia p′(y)− n′(y) de dos funciones monótonas crecientes de y.

Indicamos

P̄ (x, y) = P (x, y) + p(x, c) + p′(a, y)

y

N̄(x, y) = N(x, y) + n(x, c) + n′(a, y).

Entonces

φ(x, y) = P̄ (x, y)− N̄(x, y)− φ(a, c), (3.8)

donde P̄ , N̄ son funciones quasi-monótonas, por ser la suma de una función monótona de

dos variables y de funciones monótonas crecientes de variable separable (Véase Hobson

1927, pág. 347). Esto muestra que una función φ de variación acotada en el rectángulo

[a, b]× [c, d], se puede expresar como la diferencia de dos funciones quasi-monótonas.

De la definición de Quesada-Molina (1992) para cada una de las funciones quasi-monóto-

nas P̄ , N̄ en el rectángulo [a, b]× [c, d], tenemos

E[P̄ (X, Y )]− E[P̄ (X∗, Y ∗)] =

∫ b

a

∫ d

c

[H(x, y)− F (x)G(y)]dP̄ (x, y), (3.9)



3.2. Generalización del Lema de Hoeffding 40

y

E[N̄(X, Y )]− E[N̄(X∗, Y ∗)] =

∫ b

a

∫ d

c

[H(x, y)− F (x)G(y)]dN̄(x, y). (3.10)

Al combinar las ecuaciones (3.9) y (3.10) con (3.8) y en virtud de la linealidad de las

integrales de Lebesgue inducida en el rectángulo [a, b]× [c, d] por la función de variación

acotada φ, se tiene

E[φ(X, Y )]− E[φ(X∗, Y ∗)] =

∫ b

a

∫ d

c

[H(x, y)− F (x)G(y)]dφ(x, y).

De forma similar a la prueba de este teorema, se puede obtener una extensión al caso

multivariante de dimensión par (2d), que enunciaremos en el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Sea X = (X1, . . . , X2d) un vector aleatorio con función de distribución

conjunta H y funciones de distribución marginales Fi(xi), 1 ≤ i ≤ 2d, definidas en los

intervalos [ai, bi], 1 ≤ i ≤ 2d. Sea X∗ = (X∗1 , . . . , X
∗
2d) un vector aleatorio con función

de distribución conjunta H∗ =
∏2d

i=1Fi(xi). Sea φ(x1, . . . , x2d) una función de varia-

ción acotada en la semialgebra de los rectángulos en R2d. Si A son todos los subcon-

juntos de {1, 2, . . . , 2d} incluido el conjunto vaćıo, supondremos que E[φ(X1, . . . , X2d)]

y E[φ(X∗ii∈A ;Xii/∈A)] existen y son finitos, entonces

2E[φ(X1, . . . , X2d)] +
∑
A

(−1)card(A)E[φ(X∗ii∈A ;Xii/∈A)]

=

∫
R2d

∑
A

(−1)card(A)E[
∏

i∈AI(ui, xi)]E[
∏

i/∈AI(ui, xi)]dφ(x1, . . . , x2d). (3.11)

donde el card(A) denota la cardinalidad de A y I(u, x) = 1, si u ≤ x y 0 en otro caso.

Demostración. Toda función de variación acotada φ(x1, . . . , xn) en la semialgebra de

los rectángulos en Rn, se puede expresar como diferencia de dos funciones K1 y K2, que

tienen diferencias no-negativas de orden n, a esta clase de funciones se les llama funciones

n−positivas, es decir

∆
(x′1,...,x

′
n)

(x1,...,xn)Kj ≥ 0; j = 1, 2

para todo xi ≤ x′i, 1 ≤ i ≤ n. En particular, las funciones 1−positivas, son las funciones
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monótonas crecientes, a las funciones 2−positivas se les conoce con el nombre de funciones

quasi-monótonas o funciones 2−crecientes.

Siguiendo los mismos desarrollos de la prueba del teorema anterior en un espacio de

dimensión par (2d), se tiene

φ(x1, . . . , x2d) ≡ K1(x1, . . . , x2d)−K2(x1, . . . , x2d). (3.12)

De Prakasa Rao (1998), que extiende la identidad de Quesada-Molina (1992) al caso

multivariante, basándonos en este resultado, para cada función n−positiva Kj; j = 1, 2

2E[Kj(X1, . . . , X2d)] +
∑
A

(−1)card(A)E[Kj(X
∗
ii∈A

;Xii/∈A)]

=

∫
R2d

∑
A

(−1)card(A)E[
∏

i∈AI(ui, xi)]E[
∏

i/∈AI(ui, xi)]dKj(x1, . . . , x2d). (3.13)

donde
∑

se evalúa sobre todos los subconjuntos propios no vaćıos A de {1, 2, . . . , 2d} y

{X∗ii∈A} distribuye idénticamente que {Xii∈A} e independiente de {Xii/∈A}.

Al combinar (3.13) con (3.12) se tiene

2E[φ(X1, . . . , X2d)] +
∑
A

(−1)card(A)E[φ(X∗ii∈A ;Xii/∈A)]

=

∫
R2d

∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

I(ui, xi)]E[
∏
i/∈A

I(ui, xi)]dφ(x1, . . . , x2d).

Como caso particular cuando φ es una función de variables separables, es decir

φ(x1, . . . , x2d) =
∏2d

i=1αi(xi), se obtiene la generalización de la identidad de Cuadras

(2002b), al caso multivariante de dimensión par (2d).

Corolario 3.3. Sean X1, X2, . . . , X2d, variables aleatorias independientes e idénticamen-

te distribuidos, H la función de distribución conjunta y Fi(Xi), 1 ≤ i ≤ 2d, las funciones

de distribución marginales. Sean αi(xi), 1 ≤ i ≤ 2d funciones de variación acotada.
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Supongamos que E[
∏

i∈Aαi(Xi)] y E[
∏

i/∈Aαi(Xi)] existen y son finitos, entonces∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

αi(Xi)]E[
∏
i/∈A

αi(Xi)]

=

∫
R2d

∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

I(ui, Xi)]E[
∏
i/∈A

I(ui, Xi)]d
2d∏
i=1

αi(ui). (3.14)

Demostración. Sea X = (X1, X2, . . . , X2d) un vector aleatorio y X∗ = (X∗1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
2d)

una copia independiente de X. Consideremos la función no decreciente

I(u, x) =

{
1 si u ≤ x,

0 si u > x.

Por ser αi funciones de variación acotada, dαi(xi) es integrable, según Lebesgue (1904),

luego

αi(Xi)− αi(X∗i ) =

∫ Xi

X∗i

dαi(ui)

=

∫
R
[I(ui, Xi)− I(ui, X

∗
i )]dαi(ui).

Extendiendo al producto

2d∏
i=1

(αi(Xi)− αi(X∗i )) =
2d∏
i=1

{
∫
R
[I(ui, Xi)− I(ui, X

∗
i )]dαi(ui)}

=

∫
R2d

2d∏
i=1

[I(ui, Xi)− I(ui, X
∗
i )]d

2d∏
i=1

αi(ui). (3.15)

Los términos de la productoria se pueden expresar en forma de una sumatoria, como

sigue
2d∏
i=1

(αi(Xi)− αi(X∗i )) =
∑
A

(−1)card(A)
∏
i∈A

αi(Xi)
∏
i/∈A

αi(X
∗
i ), (3.16)
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y
2d∏
i=1

[I(ui, Xi)− I(ui, X
∗
i )] =

∑
A

(−1)card(A)
∏
i∈A

I(ui, Xi)
∏
i/∈A

I(ui, X
∗
i ), (3.17)

donde la suma se toma sobre todos los subconjuntos A ⊂ {1, 2, . . . , 2d} incluido el

conjunto vaćıo y el card(A) denota la cardinalidad de A. Al reemplazar (3.16), (3.17) en

(3.15), se tiene ∑
A

(−1)card(A)
∏
i∈A

αi(Xi)
∏
i/∈A

αi(X
∗
i )

=

∫
R2d

{
∑
A

(−1)card(A)
∏
i∈A

I(ui, Xi)
∏
i/∈A

I(ui, X
∗
i )}d

2d∏
i=1

αi(ui).

Suponiendo que E[
∏

i∈Aαi(Xi)] y E[
∏

i/∈Aαi(Xi)] existen y que los vectores X,X∗ son

independientes, al aplicar el teorema de Fubini, se tiene

E[
∑
A

(−1)card(A)
∏
i∈A

αi(Xi)
∏
i/∈A

αi(X
∗
i )]

=
∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

αi(Xi)]E[
∏
i/∈A

αi(X
∗
i )]

=

∫
R2d

∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

I(ui, Xi)]E[
∏
i/∈A

I(ui, X
∗
i )]d

2d∏
i=1

αi(ui).

Dado que X,X∗ distribuyen idénticamente,∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

αi(Xi)]E[
∏
i/∈A

αi(Xi)]

=

∫
R2d

∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

I(ui, Xi)]E[
∏
i/∈A

I(ui, Xi)]dαi(ui).

Para entender el corolario anterior, consideremos el caso d = 1, luego A son todos los
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subconjuntos de {1, 2}, aśı∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

αi(Xi)]E[
∏
i/∈A

αi(Xi)]

= 2(E[α1(X1)α2(X2)]− E[α1(X1)]E[α2(X2)])

= 2Cov(α1(X1), α2(X2))

= 2

∫
R2

Cov[I(u1, X1), I(u2, X2)]dα1(u1)dα2(u2)

= 2

∫
R2

{P (X1 ≤ u1, X2 ≤ u2)− P (X1 ≤ u1)P (X2 ≤ u2)}dα1(u1)dα2(u2)

= 2

∫
R2

{H(u1, u2)− F1(u1)F2(u2)}dα1(u1)dα2(u2).

Este resultado coincide con el obtenido por Cuadras (2002b).

Ejemplo 3.2. Consideremos el caso discreto, donde α(x) =sgn(x) y β(y) =sgn(y), donde

sgn(x) = 1, si x > 0, 0 si x = 0 y −1 si x < 0, el diferencial de sgn(x), es dsgn(x) = 2,

si x = 0 y 0 en otro caso. Entonces para algún x0 y y0

Cov(sgn(X − x0), sgn(Y − x0)) = 4(H(x0, y0)− F (x0)G(y0)).

3.3. Aplicaciones

En esta sección obtenemos una desigualdad para la covarianza de funciones multidimen-

sionales de variación acotada de variables aleatorias PQD .

Teorema 3.4. Sean X1, X2, . . . , X2d variables aleatorias dependientes de cuadrante posi-

tivo y con varianza finita, sean αi(xi) funciones de variación acotada en R cuya derivada

α′i(xi) existe y está acotada. Entonces

∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

αi(Xi)]E[
∏
i/∈A

αi(Xi)]

≤
2d∏
i=1

|máx{α′i(xi)}|
∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

Xi]E[
∏
i/∈A

Xi]. (3.18)
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Demostración. Si X1, X2, . . . , X2d son variables aleatorias dependientes de cuadrante po-

sitivo y con varianza positiva, entonces cada I(ui, Xi); 1 ≤ i ≤ 2d es no decreciente en

xi para cada ui fijo, aśı∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

I(ui, Xi)]E[
∏
i/∈A

I(ui, Xi)] ≥ 0. (3.19)

Reemplazando (3.19) en (3.14), se tiene∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

αi(Xi)]E[
∏
i/∈A

αi(Xi)] ≥ 0. (3.20)

Bajo el supuesto que las αi(xi); 1 ≤ i ≤ 2d, son funciones de variación acotada en R cuya

derivada α′i(xi) existe y esta acotada, se tiene∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

αi(Xi)]E[
∏
i/∈A

αi(Xi)]

=

∫
R2d

2d∏
i=1

α′i(ui)
∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

I(ui, Xi)]E[
∏
i/∈A

I(ui, Xi)]du1 . . . du2d

≤
∫
R2d

2d∏
i=1

|máx{α′i(ui)}|
∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

I(ui, Xi)]E[
∏
i/∈A

I(ui, Xi)]du1 . . . du2d

≤
2d∏
i=1

|máx{α′i(Xi)}|
∫
R2d

∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

I(ui, Xi)]E[
∏
i/∈A

I(ui, Xi)]du1 . . . du2d

=
2d∏
i=1

|máx{α′i(Xi)}|
∑
A

(−1)card(A)E[
∏
i∈A

Xi]E[
∏
i/∈A

Xi].

El caso d = 1, será

Cov(α1(X1), α2(X2)) ≤ |máx{α′1(X1)}máx{α′2(X2)}|Cov(X1, X2). (3.21)



3.3. Aplicaciones 46

Ejemplo 3.3. Sea X, Y ∼ U(0, 1) variables aleatorias PQD con función de distribución

conjunta H(x, y) = mı́n(x, y)θ(xy)1−θ; θ ∈ [0, 1]. Consideremos las funciones de variación

acotada α(x) = (x− 1/2)2, β(y) = (y − 1/2)2 con derivadas α′(x) = 2(x− 1/2), β′(y) =

2(y − 1/2), luego

Cov(X, Y ) =

∫
I2

(H(x, y)− F (x)G(y))dxdy

=

∫
I2

[mı́n(x, y)θ(xy)1−θ − xy]dxdy =
θ

4(4− θ)
, (3.22)

y

Cov(α(X), β(Y )) =

∫
I2

(H(x, y)− F (x)G(y))dαdβ

= 4

∫
I2

[mı́n(u, v)θ(uv)1−θ − uv](x− 1/2)(y − 1/2)dxdy

=
8

3(6− θ)
+

1

(4− θ)
− 10

3(5− θ)
− 1

36
. (3.23)

Puesto que máx{α′(x)} = máx{β′(y)} = 1, entonces al reemplazar (3.22) y (3.23) en

(3.21), tenemos

8

3(6− θ)
+

1

(4− θ)
− 10

3(5− θ)
− 1

36
≤ θ

4(4− θ)
.

Al simplificar, se obtiene la siguiente desigualdad

− 2θ(8− θ)
9(6− θ)(5− θ)

≤ 0.

la cual es válida para todo θ ∈ [0, 1].

Lema 3.4.1. Sea X = (X1, X2, . . . , X2d) y X∗ = (X∗1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
2d) dos vectores aleato-

rios dependientes de cuadrante positivo y con varianza finita, independientes e idéntica-

mente distribuidos, entonces

E{
2d∏
j=1

(eitjXj − eitjX∗j )} ≤ |
2d∏
j=1

tj|E{
2d∏
j=1

(Xj −X∗j )}. (3.24)
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Demostración. Sea αj(xj) = eitjxj , 1 ≤ j ≤ 2d la función exponencial compleja o también

llamada función caracteŕıstica, la derivada α′j(xj) = itje
itjxj existe. De (3.18) se tiene

E{
2d∏
j=1

(eitjXj − eitjX∗j )}

=
∑
A

(−1)card(A)E[
∏
j∈A

eitjxj ]E[
∏
j /∈A

eitjxj ]

=

∫
R2d

2d∏
j=1

{itjeitjuj}
∑
A

(−1)card(A)E[
∏
j∈A

I(uj, Xj)]E[
∏
j /∈A

I(uj, Xj)]du1 . . . du2d

≤
2d∏
j=1

|tj|
∫
R2d

∑
A

(−1)card(A)E[
∏
j∈A

I(uj, Xj)]E[
∏
j /∈A

I(uj, Xj)]du1 . . . du2d

≤ |
2d∏
j=1

tj|
∑
A

(−1)card(A)E[
∏
j∈A

Xj]E[
∏
i/∈A

Xj] =
2d∏
j=1

|tj|E{
2d∏
j=1

(Xj −X∗j )}.

En particular, al tomar d = 1 en (3.24), tenemos

E{
2∏
j=1

(eitjXj − eitjX∗j )} = E[(eit1X1 − eit1X∗1 )(eit2X2 − eit2X∗2 )]

= 2{E[ei(t1X1+t2X2)]− E[eit1X1 ]E[eit2X2 ]}

= 2Cov(eit1X1 , eit2X2) ≤ 2|t1||t2|E{(X1 −X∗1 )(X1 −X∗1 )}

= 2|t1t2|{E[X1X2]− E[X1]E[X2]} = 2|t1t2|Cov(X1, X2).

Por tanto

Cov(eit1X1 , eit2X2) ≤ |t1t2|Cov(X1, X2).





Caṕıtulo 4

Dimensionalidad en cópula

El estudio de las dimensiones significativas es un tema presente en la ciencia y siempre

ha despertado interés. C. R. Rao demostró que si conocemos la distribución de k com-

binaciones lineales de p variables independientes, siendo k(k − 1)/2 < p < k(k + 1)/2;

entonces la distribución de cada una de las p variables queda determinada (salvo la

media o parámetro de localización). Por ejemplo, si tenemos p = 210 variables inde-

pendientes bastaŕıa conocer la distribución de k = 20 combinaciones lineales adecuadas

para determinar la distribución de las 210 variables. Este resultado proporciona una

cierta justificación teórica acerca del hecho que la información multivariante posee una

dimensionalidad latente mucho más pequeña.

Uno de los propósitos es reducir la alta dimensionalidad de los datos a dos o tres dimen-

siones con el propósito de obtener una representación gráfica a fin de poder observar los

datos, como por ejemplo, la detección de conglomerados, datos at́ıpicos y otras estructu-

ras en los datos que sean objeto de investigación. Algunas de las técnicas desarrolladas

son el análisis biplot (Gabriel, 1971; Gower, 1992; Greenacre, 1993), el escalamiento mul-

tidimensional (Kruskal y Wish, 1978), el análisis de correspondencias (Benzécri, 1992;

Greenacre, 1984, 2008; Lancaster, 1969; Cuadras, 2002a), el análisis de componentes

principales (Rao, 1964), el análisis factorial (Jöreskog, 1967; Johnson y Wichern, 2002),

entre otras.

En el caso de las distribuciones bivariantes, el número de distintas correlaciones canónicas

49
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determinan la dimensión de una función de una distribución conjunta H(x, y) del par de

variables aleatorias X e Y con marginales F (x) y G(y), es decir la dimensión de H es el

número de correlaciones canónicas (ρn). En general, esta dimensión es finita o numerable,

pero puede ser continua.

En este caṕıtulo, empezamos estudiando en la sección 4.1, el núcleo de covarianza rela-

cionado con la distribución conjunta simétrica H(x, y) que denotamos por K, este núcleo

puede expandirse como la suma del producto de funciones y valores propios unitarios de

K, el cardinal del conjunto no nulo de valores propio determinan la dimensión de H.

En la sección 4.2, presentamos la expansión diagonal de H en términos de las correla-

ciones canónicas, en relación con el análisis de correspondencias. En la sección 4.3, se

define la dimensionalidad geométrica en función del cardinal del conjunto de correlacio-

nes canónicas de la expansión diagonal de H y por último en la sección 4.4, obtendremos

la dimensionalidad para algunas de las cópulas simétricas más conocidas.

4.1. Descomposición propia de un núcleo

Sea H(x, y) la función de distribución conjunta de un par de variables aleatorias X e Y

definidas en [a, b] y [c, d] respectivamente, con funciones de distribución marginales F (x)

y G(y). Consideremos el núcleo

K(s, t) = H(s, t)− F (s)G(t).

Tenemos K(s, t) = Cov(Xs, Yt), la función de covarianza entre los procesos estocásticos

de Bernoulli X = {Xs, s ∈ [a, b]}, Y = {Yt, t ∈ [c, d]}, donde Xs, Yt son los indicadores

de [X > s], [Y > t], respectivamente.

Supongamos que H(x, y) es simétrica y dependiente de cuadrante positivo (PQD), es

decir, H(x, y) = H(y, x) y H(x, y) ≥ F (x)G(y) para todo x, y. Si la traza V (K) =∫ b
a
K(t, t)dt es finita, el núcleo simétrico K puede expandirse como

K(s, t) =
∑
n≥1

λnψn(s)ψn(t), (4.1)
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donde ψn, λn ≥ 0, n ≥ 1, son las funciones unitarias y los valores propios relacionados con

el operador integral definido por K. Suponemos que los valores propios están organizados

en orden descendente y todas las funciones propias son absolutamente continuas.

En particular, si suponemos que X ≡ Y , entonces H(x, y) = F+(x, y), donde F+(x, y) =

mı́n {F (x), F (y)} es la cota superior de Fréchet-Hoeffding, K(s, t) = F+(s, t)−F (s)F (t)

y escribiendo V (K) = V (F ), se prueba que

V (F ) =

∫ b

a

F (t)(1− F (t))dt = 1/2E|X −X ′|,

donde X,X ′ son independientes e idénticamente distribuidas.

En general K es la diferencia entre la función de distribución conjunta H bivariante y

la función de distribución conjunta de independencia FG, por lo que han aparecido una

serie de propuestas para medir la dependencia basándose en el núcleo K.

Cuadras (2002b) proporcionó una extensión del lema de Hoeffding al caso de funciones

de variación acotada α(x) y β(y), de la siguiente forma

Cov(α(x), β(y)) =

∫ d

c

∫ b

a

[H(x, y)− F (x)G(y)]dα(x)dβ(y). (4.2)

Suponiendo que H(x, y) es H+(x, y) = mı́n {F (x), G(y)}, la cota inferior de Fréchet-

Hoeffding (véase Joe (1997) y Cuadras (2006)), entonces K(x, y) = mı́n {F (x), G(y)} −
F (x)G(y), aśı el coeficiente de correlación

ρ+ =

∫ d

c

∫ b

a

K(x, y)dxdy�σXσY ,

es la máxima correlación de Hoeffding entre X e Y .

Consideremos la integral

hn(x) =

∫ x

a

ψn(t)dt.
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Al combinar (4.1) y (4.2)

Cov(hm(X), hn(Y )) =
∑
j≥1

λj

∫ b

a

ψj(s)ψm(s)ds

∫ b

a

ψj(t)ψn(t)dt,

donde
∫ b
a
ψ
j
(s)ψm(s)ds = δjm (delta de Kronecker). Sea φ ∈ L2(I) tal que φ′ exista. Para

probar que {hn} es completo, supongamos que Cov(φ(X), hn(X)) = 0, n ∈ N. Puesto

que {ψn} es un sistema completo φ′ =
∑∞

n=1 cnψn, luego φ = c0 +
∑∞

n=1 cnhn. Pero

Cov(φ(X), hn(X)) = cnλn = 0, n ∈ N, aśı φ debe ser constante.

En particular, si H(x, y) = H+(x, y), entonces Var(hn(X)) = λn y {hn}, con el producto

interno 〈h1, h2〉 = Cov(h1(X), h2(Y )), constituye un sistema ortogonal completo para el

conjunto de las funciones absolutamente continuas de L2(I).

Claramente h1 es creciente y positiva. Sin embargo, tr(K) es finita si Var(X) existe y

cualquier hn está acotada incluso para b =∞.

Ejemplos de componentes principales hn(x) y sus correspondiente ψn y λn (véase Cuadras

y Fortiana, 1995; Cuadras y Lahlou, 2000 y Cuadras, 2002a) son:

1. Si X es uniforme (0, 1), hn(x) =
√

2
nπ

(1−cosnπx), ψn =
√

2sen(nπx) y λn = 1/(nπ)2.

2. Si X es exponencial negativa con distribución F (x) = 1 − exp(−αx);x > 0,

hn(x) = 2(
√
αξnJ0(ξn))−1(J0(ξn exp(−αx/2)) − J0(ξn)), λn = 4/(αξ2

n) y ψn =
√
α exp(−αx/2)(J0(ξn))−1J1(ξn exp(−αx/2)) donde J0 y J1 son las funciones de

Bessel de primera clase de orden 0 y 1 y ξn es la n-ésima ráız positiva de J1.

3. Si X es la estándar Loǵıstica, hn(x) =
√

2n+1
n(n+1)

[Pn(2F (x) − 1) − (−1)n], ψn =

2
√

2n+1
n(n+1)

P ′n(2F (x) − 1)f(x) y λn = 1/(n(n + 1)), donde Pn es el polinomio de

Legrende de grado n.

4. Si X es Pareto con F (x) = 1− x−3;x > 1, fn(x) = cn[x sen(ξn/x)− sen(ξn)], ψn =

cn[sen(ξn/x)−(ξn/x) cos(ξn/x)] y λn = 3/ξ2
n, donde cn = 2ξ

−1/2
n (2ξn−sen(2ξn))−1/2

y ξn es la n-ésima ráız positiva de J3/2.

Las componentes principales hn(x) también se pueden interpretar como las dimensiones

principales en un escalamiento métrico continuo de la distancia δ(x, x′) = (|x− x′|)1/2.
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4.2. Expansión diagonal

Consideremos la expansión diagonal de H en términos de las correlaciones canónicas ρn

y las variables canónicas an, bn:

dH(x, y)− dF (x)dG(y) =
∑
n≥1

ρnan(x)bn(y)dF (x)dG(y). (4.3)

Esta expansión existe siempre que∫ d

c

∫ b

a

(dH(x, y))2

dF (x)dG(y)
<∞.

Cuadras (2002a) probó la siguiente expansión en términos de la función de distribución

conjunta

H(x, y)− F (x)G(y) =
∑
n≥1

ρn

∫ b

a

L(x, s)dan(s)

∫ b

a

M(t, y)dbn(t), (4.4)

donde L(x, s) = mı́n {F (x), F (s)} − F (x)F (s), M(t, y) = mı́n {G(t), G(y)} −G(t)G(y).

En general, no hay relación entre las expansiones (4.1) y (4.4). Pero se pueden dar

algunos ejemplos donde esta relación existe, como veremos más adelante con la familia

FGM generalizada.

Cuando las densidades existen, la ecuación (4.3) se puede expresar como

h(x, y)− f(x)g(y) =
∑
n≥1

ρnan(x)bn(x)f(x)g(y), (4.5)

donde an(x) = f(x)−1/2un(x) y bn(y) = g(y)−1/2vn(y) son las funciones canónicas,

{un}n≥1 y {vn}n≥1 son conjuntos ortonormales completos de funciones en L2([a, b]) y

L2([c, d]) respectivamente y {ρn}n≥1 la sucesión de las correlaciones canónicas.

Dado que {an(x)f(x)
1
2 , bn(y)g(y)

1
2} es un conjunto ortogonal completo sobre X e Y , se
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cumple ∫ b

a

an(x)am(x)f(x)dx =

∫ d

c

bn(y)bm(y)g(y)dy (4.6)

=

{
0 si n 6= m,

1 si n = m.

Proposición 4.1.

an(x) = ρ−1
n f−1(x)

∫ d

c

[h(x, y)− f(x)g(y)]bn(y)dy.

Demostración.

f−1(x)

∫ d

c

[h(x, y)− f(x)g(y)]bndy = f−1(x)
∞∑
m=1

ρmamf(x)

∫ d

c

g(y)bmbndy.

De (4.6)

f−1(x)

∫ d

c

[h(x, y)− f(x)g(y)]bn(y)dy = ρnan.

Las variables canónicas an(X), bn(Y ) con n ∈ N, forman un conjunto de variables alea-

torias incorrelacionadas y centradas.

Propiedades de las variables canónicas

Sean las variables canónicas son an(X), bn(Y ), n ∈ N. Entonces

1. E(an(X)) = E(bn(X)) = 0.

2. Var(an(X)) = Var(bn(Y )) = 1.

3. Cov(an(X), am(X)) = Cov(bn(Y ), bm(Y )) = 0, si n 6= m.

4. Cov(an(X), bn(Y )) = ρn.
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Demostración. 1.

E(an(X)) =

∫ b

a

an(x)f(x)dx

= ρ−1
n

∫ b

a

f(x)f−1(x)

∫ d

c

[h(x, y)− f(x)g(y)]bndydx

= ρ−1
n

∫ d

c

[g(y)− g(y)]bndy = 0.

2. Es consecuencia inmediata de 3.

3.

Cov(an(X), am(X)) = E(an(X), am(X))

=

∫ b

a

an(x)am(x)f(x)dx

=

{
0 si n 6= m,

1 si n = m.

4.

Cov(an(X), bn(Y )) =

∫ b

a

∫ d

c

[h(x, y)− f(x)g(y)]anbndydx

=
∞∑
m=1

ρm

∫ b

a

f(x)amandx

∫ d

c

g(y)bmbndy

= ρn.

La sucesión de coeficientes de correlación ρ1 ≥ ρ2 ≥ · · · son llamadas las correlaciones

canónicas

Teorema 4.1. La primera correlación ρ1 es la correlación maximal y el coeficiente de

contingencia de Pearson es

φ2 =
∞∑
n=1

ρ2
n. (4.7)
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Demostración. Los conjuntos {an(X)}n∈N y {bm(Y )}m∈N son ortonormales completos

(con respecto a la medida dF y dG respectivamente). Sean α y β dos funciones, tales

que

α(x) =
∞∑
n=1

αnan(x), β(y) =
∞∑
m=1

βmbm(y),

con la restricción
∞∑
n=1

α2
n =

∞∑
m=1

β2
m = 1.

Entonces Var(α(X)) = Var(β(Y )) = 1 y

Cov(α(X), β(Y )) =
∞∑
n=1

∞∑
m=1

αnβmCov(an(x), bm(y))

=
∞∑
n=1

ρnαnβn.

De la desigualdad de Cauchy-Schwartz

(
∞∑
n=1

αnβn)2 ≤ (
∞∑
n=1

a2
n)(

∞∑
n=1

β2
n)2.

Por lo tanto, si ρ1 ≥ ρ2 ≥ · · ·

∞∑
n=1

ρnαnβn ≤ ρ1

∞∑
n=1

αnβn ≤ ρ1.

ρ1 es la primera correlación canónica, que se alcanza en α = α1, β = β1, es decir, para

α1 = 1, β1 = 1. (Nótese que α, β son funciones y que αn, βn son coeficientes escalares.)
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Ahora se prueba la segunda parte

φ2 =

∫ b

a

∫ d

c

[h(x, y)− f(x)g(y)]2

f(x)g(y)
dxdy

=

∫ b

a

∫ d

c

f−1(x)g−1(y)

[
∞∑
n=1

ρnanbnf(x)g(y)

]2

dxdy

=

∫ b

a

∫ d

c

f−1(x)g−1(y)

[
∞∑
n=1

ρ2
na

2
nb

2
nf(x)g(y) +

∞∑
n6=m

ρnρmanambnbmf(x)g(y)

]
f(x)g(y)dxdy

=
∞∑
n=1

ρ2
n

∫ b

a

f(x)a2
ndx

∫ d

c

g(y)b2
ndy +

∞∑
n6=m

ρnρm

∫ b

a

f(x)anamdx

∫ d

c

g(y)bnbmdy

=
∞∑
n=1

ρ2
n.

La sucesión de correlaciones canónicas capturan la dependencia total entre X e Y y φ2

es una medida global de dependencia, frecuentemente presentada como la razón

φ2

1 + φ2
.

El conjunto de las coordenadas principales {An(x)}n≥1 son

An(x) = ρnan(x),

que satisface

δ2(x, x′) =
∑
n≥1

(An(x)− An(x′))2

=
∑
n≥1

ρ2
n(an(x)− an(x′))2.
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La variabilidad geométrica, también llamada inercia es

Vδ(X) =
1

2

∫ b

a

∫ b

a

δ2(x, x′)dF (x)dF (x′) = φ2,

el coeficiente de correlación de Pearson.

De acuerdo con Sklar (1959), podemos escribir H(x, y) como una cópula C(u, v). Enton-

ces F (x) = u,G(y) = v son las variables marginales uniformes en [0, 1]. La expansión

(4.1) se puede expresar como

C(u, v)− uv =
∑
n≥1

λnϕ(u)ϕ(v),

donde {ψn}n∈N es un conjunto ortonormal (en L2([0, 1])). Al integrar con respecto a ϕ(u),

se tiene ∫ 1

0

(C(u, v)− uv)dϕ(u) = λnϕ(v).

4.3. Dimensionalidad geométrica

Si ϕ(x) es una función medible, tal que Var(ϕ(x)) existe. Supongamos que H(x, y) es

simétrica, esto es F ≡ G. Entonces ϕ(x) es una función propia de

K(x, y) = H(x, y)− F (x)G(y),

con respecto

H+(x, y) = mı́n {F (x), G(y)} − F (x)G(y),

si ∫
K(x, y)ϕ(x)dx∫
H+(x, y)ϕ(x)dx

= λ.

Claramente

λ = Corr(ϕ(X), ϕ(Y )). (4.8)
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En particular si C(u, v) es una cópula simétrica∫
(C(u, v)− uv)dϕ(u)∫

(mı́n{u, v} − uv)dϕ(u)
= λ. (4.9)

Se buscan las funciones propias que proporcionen la correlación maximal para varias

familias de cópulas.

En general las integrales de (4.9) no se pueden evaluar, debido a que en algunos ca-

sos se desconoce ϕ. Para resolver este problema, discretizamos las matrices de orden

n simétricas y definidas positivas K = (Kij) y L = (Lij) con Kij = C(ui, uj) − uiuj,

Lij = mı́n{ui, uj} − uiuj y ui = i�(n+ 1); i = 1, . . . , n.

De manera que los valores propios generalizados de K con respecto a L, se obtienen al

resolver el siguiente sistema matricial

Kϕ = λLϕ. (4.10)

Los valores de λ son reales y satisfacen el cociente

ϕtiKϕi
ϕtiLϕi

= λi, (4.11)

donde ϕi es un vector propio generalizado de K respecto a L asociado al valor propio

generalizado λi. Al ordenar los valores propios λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn, se tiene que λ1 es la

correlación maximal y
∑n

i=1 λ
2
i es el coeficiente de Pearson. El porcentaje de variabilidad

explicada por las q primeras dimensiones (q < n) es de la forma

Pq = 100×
∑q

i=1 λ
2
i∑n

i=1 λ
2
i

. (4.12)

Definición 4.1. La dimensión geométrica de una función de distribución conjunta

H(x, y) de un par de variables aleatorias X e Y , con funciones de distribución margina-

les F (x) y G(y), tal que la expansión canónica (4.3) exista, es el cardinal del conjunto

(ρn).

La dimensión de una función cópula es proporcionada por el número de correlaciones
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canónicas ρn distintas, de acuerdo con esto podemos clasificar la dimensión de una cópula

en cuatro clases:

1. Dimensión cero (0), para los casos de independencia estocástica.

2. Dimensión finita, cuando el número de correlaciones canónicas es finitamente nu-

merable.

3. Dimensión numerable (κ0), si el número de correlaciones canónicas es infinitamente

numerable.

4. Dimensión continua (κ1), si las correlaciones canónicas se expresan como un con-

junto no numerable de funciones continuas.

En la siguiente sección, obtendremos la dimensionalidad de algunas de las cópulas

simétricas más conocidas, como son la familia de cópulas Fréchet, FGM, AHM, Clayton,

Gumbel-Barnett, Cuadras-Auge, Joe y Nelsen. En algunas de las cópulas, se recurre al

análisis numérico para determinar la dimensionalidad, debido a la dificultad de obtener

las correlaciones canónicas de forma anaĺıtica.

4.4. Ejemplo

4.4.1. Fréchet

La familia de cópulas Fréchet son de la forma

C(u, v) = θmı́n{u, v}+ (1− θ)uv; 0 ≤ θ ≤ 1.

El núcleo es

K(u, v) = C(u, v)− uv

= θ(mı́n{u, v} − 1).
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Figura 4.1: Contorno y distribución para la cópula Frechet con θ = 0,5

Luego ∫
(C(u, v)− uv)dϕ(u)∫

(mı́n{u, v} − uv)dϕ(u)
=

∫
θ(mı́n{u, v} − 1)dϕ(u)∫
(mı́n{u, v} − uv)dϕ(u)

= θ,

para cualquier función ϕ(u).

La correlación de Spearman es

ρS = θ.

Las correlaciones canónicas son de la forma

ρ1 = · · · = ρn = · · · = θ.

El coeficiente de Pearson

φ2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

(c(u, v)− 1)2dudv

=

∫ 1

0

θ2dx = θ2.

Por tanto, decimos que la familia de copulas Fréchet es de dimensión 1 y multiplicidad

infinita.
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Figura 4.2: Contorno y densidad para la cópula FGM con θ = 0,5

4.4.2. FGM

La familia Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM) de distribuciones es

H = F (x)G(y)[1 + θ(1− F (x))(1−G(y))], −1 ≤ θ ≤ 1.

La correspondiente cópula es

C(u, v) = uv(1 + θ(1− u)(1− v)), −1 ≤ θ ≤ 1.

De acuerdo con (4.2) se tiene

Cov(α(X), β(Y )) = θ

∫ 1

0

∫ 1

0

uv(1− u)(1− v)dα(u)dβ(v)

= θ

∫ 1

0

u(1− u)dα(u)

∫ 1

0

v(1− v)dβ(v)

= θIαIβ,

donde

Iα =

∫ 1

0

u(1− u)dα(u), Iβ =

∫ 1

0

v(1− v)dβ(v).
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El coeficiente de correlación de Spearman es

ρs =
θ

3
,

y la correlación máxima

ρ1 =
|θ|
3
.

El coeficiente de Pearson

φ2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

(c(u, v)− 1)2dudv

=

∫ 1

0

(
θ

3
)2dx =

θ2

9
.

El núcleo de covarianza K(u, v) = C(u, v)− uv es

K(u, v) = θu(1− u)v(1− v),

es decir, K(u, v) puede ser escrita como el productos de funciones de u y de funciones

de v, aśı la cópula FGM tiene dimensión uno.

4.4.3. FGM generalizada

Cuadras et al. (1998), proponen la siguiente generalización de la familia FGM

h(x, y) = f(x)g(y)[1 +
∑
k≥1

γkLk(F (x))Lk(G(y))], (4.13)

donde L1(x) =
√

3(2x− 1), L2(x) =
√

5(6x2 − 6x+ 1), L3(x) =
√

7(20x3 − 30x2 + 12x−
1), . . . son los polinomios Legendre desplazados en el intervalo [0, 1] (Hutchison y Lai,

1990). Esta generalización se obtiene al considerar que las variables aleatorias X e Y

tienen una distribución loǵıstica, es decir, F (x) = 1/(1 + exp{−x}), x ∈ R, de modo que

la n-ésima componente principal estandarizada para X obtenida en la ecuación (4.13) es

de la forma

Ln(x) =
√

2n+ 1Pn(2x− 1), (4.14)
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donde Pn son los polinomios de Legendre de grado n, que corresponde con los polinomios

Legendre desplazados en [0, 1].

Al comparar (4.13) con (4.5) obtenemos las funciones ortonormales

uk(x) = f 1/2(x)Lk(F (x)),

vk(y) = g1/2(y)Lk(G(y)).

La distribución es de la forma

H(x, y) = F (x)G(y) +
∑
k≥1

γkL
∗
k(F (x))L∗k(G(y)), (4.15)

donde

L∗k(u) =

∫ u

0

Lk(t)dt

=
1√

2k + 1

[
Lk+1(u)√

2k + 3
− Lk−1(u)√

2k − 1

]
.

Observe que ∫ b

a

f(x)Lk(x)dx =

∫ 1

0

Lk(u)du = 0,

para f(x) definida en el intervalo [a, b], de modo similar para Y .

La correspondiente familia de cópula generalizadas de FGM es de la forma

C(u, v) = uv +
∑
k≥1

γkL
∗
k(u)L∗k(v). (4.16)

La densidad de la cópula (4.16) es

c(u, v) = 1 +
∑
k≥1

γkLk(u)Lk(v). (4.17)
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Para garantizar que c(u, v) es una densidad, es decir c(u, v) ≥ 0, es necesario que

sup[−
∑
k≥1

γkLk(u)Lk(v)] ≤ 1. (4.18)

Al tomar v = 1 en (4.18) y de (4.14) se obtiene una condición necesaria para obtener las

correlaciones canónicas

−
∑
k≥1

γk
√

2k + 1Lk(u) ≤ 1. (4.19)

Cada γk es el coeficiente de correlación entre las k-ésimas componente principal de Lk(u)

y Lk(v), esto es

γk = Corr(Lk(u), Lk(v))

=

∫ 1

0

∫ 1

0

r(F−1(u), G−1(v))Lk(u)Lk(v)dudv,

donde r(x, y) = h(x, y)�f(x)g(y), para X con distribución loǵıstica, F−1(u) = log( u
1−u).

Una representación de la cópula (4.16) para los primeros tres términos de la sumatoria

es de la forma

C(u, v) = uv + θ1u(1− u)v(1− v) (4.20)

+θ2u(2u2 − 3u+ 1)v(2v2 − 3v + 1)

+θ3u(5u3 − 10u2 + 6u− 1)v(5v3 − 10v2 + 6v − 1),

para cada θi ∈ [−1, 1]; i = 1, 2, 3.

El coeficiente de correlación de Spearman es

ρS = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

{θ1u(1− u)v(1− v)

+θ2u(2u2 − 3u+ 1)v(2v2 − 3v + 1)

+θ3u(5u3 − 10u2 + 6u− 1)v(5v3 − 10v2 + 6v − 1)}dudv

=
θ1

3
.
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Los coeficiente de correlación canónica son de la forma

γ1 =
θ1

3
, γ2 =

θ2

5
, γ3 =

θ3

7
.

El coeficiente de Pearson es

φ2 =
3∑
i=1

γ2
i =

θ2
1

9
+
θ2

2

25
+
θ2

3

49
.

La dimensión para la cópula (4.20) es 3 y en general para la cópula de la forma (4.16)

la dimensión es n si consideramos los primeros n términos en (4.16).

4.4.4. Cuadras Augé

La cópula es

C(u, v) = mı́n{u, v}θ(uv)1−θ, θ ∈ [0, 1].

El coeficiente de correlación de Spearman es

ρS = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

mı́n{u, v}θ(uv)1−θdudv − 3

= 12

∫ 1

0

[

∫ v

0

uv1−θdu+

∫ 1

v

vu1−θdu]dv − 3

=
12

4− θ
− 3 =

3θ

4− θ
.

La correlaciones canónicas Cuadras (2005) son de la forma

ρx = θx1−θ. (4.21)

De (4.21) se obtiene la correlación maximal

ρ1 = θ.
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Figura 4.3: Contorno y densidad para la cópula Cuadras-Auge con θ = 0,5

El coeficiente de Pearson es

φ2 =

∫ 1

0

θx1−θdx =
θ

2− θ
.

La dimensión para la cópula Cuadras-Auge tiene la potencia del continuo (κ1) de acuerdo

con la ecuación (4.21).

4.4.5. AMH

La familia Ali-Mikhail-Haq (AMH) de distribuciones es

H = F (x)G(y)/[1− θ(1− F (x))(1−G(y))], −1 ≤ θ ≤ 1.

La correspondiente cópula es de la forma

C(u, v) =
uv

1− θ(1− u)(1− v)
, −1 ≤ θ ≤ 1. (4.22)

Esta cópula se puede expandir en forma de serie

C(u, v) = uv[1 +
∞∑
n=1

θn(1− u)n(1− v)n], −1 ≤ θ ≤ 1. (4.23)
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Figura 4.4: Contorno y densidad para la cópula AMH con θ = 1

Tabla 4.1: Porcentaje de variación explicada en las 3 primeras dimensiones y correlaciones
para la cópula AMH

Dimensión
θ ρ1 1 2 3 φ2 ρS

1.0 0.6942 61.20 89.60 97.94 0.7874 0.4784
0.8 0.3708 94.63 99.83 99.99 0.1453 0.3451
0.1 0.0342 99.98 100.00 100.00 0.0012 0.0342

-0.1 0.0005 99.98 100.00 100.00 0.0011 -0.0325
-0.8 0.0200 99.23 100.00 100.00 0.0524 -0.2248
-1.0 0.0286 98.94 99.99 100.00 0.0773 -0.2711

Los primeros términos de esta expansión es la cópula FGM.

El coeficiente de correlación de Spearman es

ρS = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

uv[1 +
∞∑
n=1

θn(1− u)n(1− v)n]dudv − 3

= 12
∞∑
n=1

θn
∫ 1

0

∫ 1

0

u(1− u)nv(1− v)ndudv

= 12
∞∑
n=1

θn(

∫ 1

0

u(1− u)ndu)2

= 12
∞∑
n=1

θnB(2, n+ 1)2,

donde B(., .) es la función beta.
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Figura 4.5: Contorno y densidad para la cópula Gumbel-Barnett con θ = 0,5

El coeficiente de Pearson es

φ2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

(c(u, v)− 1)2dudv

=
θ − 2

15
− 2(θ2 − θ + 1) ln(1− θ)

15θ
.

Para determinar la dimensión de la cópula AMH, utilizamos las ecuaciones (4.10), (4.11)

y (4.12), con las que obtenemos la correlación maximal ρ1 = λ1 y los porcentajes de

variabilidad explicada para cada una de las 3 primeras dimensiones. Los resultados ob-

tenidos se presenta en la tabla 4.1, de donde podemos concluir que si θ = 1, en las dos

primeras dimensiones explicamos el 86,6 % de la variabilidad total y para θ < 1 con la

primera dimensión se explica al menos el 94 %. En general podemos decir, que la cópula

AMH es de dimensión numerable (κ0).

4.4.6. Gumbel-Barnett

La familia de cópulas de Gumbel-Barnett es de la forma

C(u, v) = uv exp{−θ lnu ln v}, θ ∈ (0, 1].
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La representación en serie es de la forma

C(u, v) = uv

∞∑
k=0

(−1)kθk

k!
(lnu)k(ln v)k.

El coeficiente de Spearman es

ρS = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

C(u, v)dudv − 3

= 12

∫ 1

0

∫ 1

0

uv exp{−θ lnu ln v}dudv − 3

= 12

∫ 1

0

u

1− θ lnu
du− 3.

El coeficiente de Pearson es

φ2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

(c(u, v)− 1)2dudv

=

∫ 1

0

∫ 1

0

[exp{−θ lnu ln v}((1− θ lnu)(1− θ ln v)− θ)− 1]2dudv.

Tabla 4.2: Porcentaje de variación explicada en las 3 primeras dimensiones y correlaciones
para la cópula Gumbel-Barnett

Dimensión
θ ρ1 1 2 3 φ2 ρS

1.0 0.1927 86.79 98.34 99.81 0.3216 -0.5239
0.8 0.1528 88.61 98.75 99.87 0.2302 -0.4437
0.6 0.1116 90.77 99.17 99.93 0.1483 -0.3542
0.4 0.0695 93.41 99.57 99.98 0.0784 -0.2531
0.2 0.0281 96.73 99.89 100.00 0.0250 -0.1369
0.1 0.0100 98.64 99.98 100.00 0.0075 -0.0715

La tabla 4.2 se obtiene mediante la ecuación (4.10) para cada uno de los valores de θ.

Observamos que para θ = 1, en la primera dimensión se explica el 86,79 % de variabilidad.

La dimensión para la cópula Gumbel-Barnett es numerable (κ0).
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Figura 4.6: Contorno y densidad para la cópula Clayon-Oakes con θ = 2

4.4.7. Clayton-Oakes

Es de la forma

C(u, v) = [máx{u−θ + v−θ − 1, 0}]−1/θ, θ ∈ [−1,∞)\{0}.

El coeficiente de Spearman es

ρS = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

máx{u−θ + v−θ − 1, 0}−1/θdudv − 3

= 12

∫ 1

0

∫ 1

0

uv

(uθ(1− vθ) + vθ)1/θ
dudv − 3.

Tabla 4.3: Porcentaje de variación explicada en las 3 primeras dimensiones y correlaciones
para la cópula Clayton-Oakes

Dimensión
θ ρ1 1 2 3 φ2 ρS

-0.5 0.3330 42.78 61.76 72.37 0.5843 -0.4667
1 0.6942 61.20 89.60 97.94 0.7874 0.4784
5 0.9725 20.82 39.81 56.09 4.5432 0.8846
9 0.9900 12.85 25.24 36.90 7.6257 0.9507

11 0.9929 10.90 21.52 31.67 9.0430 0.9642
15 0.9959 8.47 16.81 24.92 11.7050 0.9786
20 0.9975 6.73 13.39 19.93 14.7868 0.9871
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Figura 4.7: Contorno y densidad para la cópula Joe con θ = 5

De acuerdo con los resultados en la tabla 4.3, con valores de θ cercanos a 1, con dos

dimensiones se explica al menos el 89,60 % de variabilidad; a valores altos de θ se re-

quiere un número mayor de dimensiones. La dimensión para la cópula Clayton-Oakes es

numerable (κ0).

4.4.8. Joe

La familia de cópulas Joe es de la forma

C(u, v) = 1− [(1− u)θ + (1− v)θ − (1− u)θ(1− v)θ]1/θ, θ ∈ [1,∞).

No existe una forma anaĺıtica del coeficiente de Spearman (ρS) para la cópula de Joe,

pero se puede obtener un valor aproximado, al resolver numéricamente la integral

12

∫ 1

0

∫ 1

0

1− [(1− u)θ + (1− v)θ − (1− u)θ(1− v)θ]1/θdudv − 3,

para diferentes valores de θ ≥ 1.

De lo observado en la tabla 4.4, podemos concluir que disminuyendo el valor de θ mejor

explica un número bajo de dimensiones, por ejemplo, si θ = 2, con dos dimensiones se

explica el 84,06 % de variabilidad. La dimensión para la cópula Joe es numerable (κ0).
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Tabla 4.4: Porcentaje de variación explicada en las 3 primeras dimensiones y correlaciones
para la cópula Joe

Dimensión
θ ρ1 1 2 3 φ2 ρS

1 0.0000 26.06 51.22 54.84 0.0000 0.0000
2 0.7641 54.89 84.06 95.25 1.0635 0.5042
3 0.8990 37.99 66.18 83.49 2.1277 0.7000
4 0.9439 28.97 53.30 71.44 3.0751 0.7982
5 0.9641 23.49 44.40 61.57 3.9566 0.8546

10 0.9905 12.49 24.56 35.94 7.8524 0.9525
15 0.9955 8.80 17.44 25.83 11.2648 0.9767
20 0.9973 6.92 13.76 20.47 14.3807 0.9862

Figura 4.8: Contorno y densidad para la cópula Nelsen con θ = 2

4.4.9. Nelsen

La forma de la cópula es

C(u, v) = máx{1− [(1− u)θ + (1− v)θ]1/θ, 0}, θ ∈ [1,∞).

Igual que en la familia de Joe no existe una forma anaĺıtica para obtener el coeficiente

de Spearman y de Pearson.



Tabla 4.5: Porcentaje de variación explicada en las 3 primeras dimensiones y correlaciones
para la cópula de Nelsen

Dimensión
θ ρ1 1 2 3 φ2 ρS

2 0.7881 1.66 2.98 4.29 37.4528 0.1416
5 0.9641 6.68 12.62 17.52 13.9230 0.8006

10 0.9905 7.98 15.68 22.94 12.3001 0.9429
15 0.9955 7.08 14.04 20.80 13.9901 0.9734
20 0.9973 6.10 12.14 18.06 16.2997 0.9847

En la table 4.5, se observa que la dimensión para la cópula Nelsen es mayor que tres,

clasificando esta en el conjunto de copulas de dimensión numerable (κ0).



Caṕıtulo 5

La cópula Gumbel-Barnett

extendida

La familia de cópulas

Cθ(u, v) = uv exp{−θ lnu ln v}, (5.1)

para toda θ ∈ I = [0, 1] y (u, v) ∈ I2, se conoce como Gumbel-Barnett (véase Hutchison

y Lai (1990), pág. 94). Las funciones de esta clase son las cópulas de supervivencia

asociadas a la distribución exponencial bivariante de Gumbel, cuya importancia en la

teoŕıa de la fiabilidad es bien conocida, véase Gumbel (1960) y Kotz et al. (2004) para

el estudio de las propiedades de esta familia de distribuciones. Barnett (1980) es el

primero que considera esta clase de funciones como una familia de cópulas. Charpentier

(2003) demostró que la cópula condicional de una cópula Gumbel-Barnett sigue siendo

una cópula Gumbel-Barnett. También dedujo sus propiedades y su importancia en las

aplicaciones.

En este caṕıtulo, presentamos una extensión de la familia de cópulas de Gumbel-Barnett,

donde el exponente de la función exponencial es el producto de dos funciones A(u) y B(v)

que no son completamente arbitraŕıas pues deben tener acotados los coeficientes de las

primeras diferenciales con respecto a sus argumentos y las derivadas A′(u) y B′(v) sean

no nulas cuando u, v → 1.

75
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5.1. Definición y propiedades básicas

La familia semiparamétrica de funciones en I2 de la forma

Cθ(u, v) = uv exp{θA(u)B(v)}, (5.2)

donde A(u) y B(v) son funciones continuamente diferenciables en I y que satisfacen

ciertas condiciones de regularidad para asegurar que la función (5.2) sea una cópula.

Las funciones de la forma (5.2) son una extensión de la cópula Gumbel-Barnett (5.1).

Obsérvese que si A ó B son la función nula en (0, 1) ó θ = 0, entonces Cθ = Π, la cópula

independencia.

Según el teorema de Sklar (1959), una función de distribución conjunta H(x, y) con distri-

buciones marginales F (x) y G(y), se puede escribir en la forma H(x, y) = C(F (x), G(y),

donde C es una cópula. Este resultado, justifica el uso de las cópulas en la construcción

de distribuciones conjuntas. Consideremos en este caṕıtulo, la función de distribución

conjunta H(x, y), con marginales F (x) y G(y), relacionada con la cópula (5.2), de la

forma

H(x, y) = F (x)G(y) exp{θA(F (x))B(G(y))}. (5.3)

Suponiendo que (5.3) es una función de distribución, se cumple

ĺım
x,y→∞

H(x, y) = F (∞)G(∞) exp{θA(1)B(1)}

= exp{θA(1)B(1)} = 1.

Las funciones A(F (x)) y B(G(y)) tienden a cero cuando F (x) y G(y) tiende a 1, es

decir, A(1) y B(1) son ambos iguales a cero. Dada esta condición, podemos probar que

las marginales son iguales a F (x) y G(y), como sigue

ĺım
x→∞

H(x, y) = F (∞)G(y) exp{θA(1)B(G(y))}

= G(y).
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De modo similar

ĺım
y→∞

H(x, y) = F (x),

puesto que A(1) = 0 y B(1) = 0.

Además

ĺım
x,y→−∞

H(x, y) = F (−∞)G(−∞) exp{θA(0)B(0)}

= 0,

por lo que A(F (x)) y B(G(y)) toma valores finitos cuando F (x) y G(y) tiende a 0.

Nos queda por probar que (5.3) es una función monótona creciente de x, y, es decir que

∂2H(x, y)

∂x∂y
= F ′(x)G′(y) exp{θA(F )B(G)}

× [(1 + θF (x)A′(F )B(G))(1 + θG(y)A(F )B′(G)) + θF (x)G(y)A′(F )B′(G)] ≥ 0.

(5.4)

F (x) y G(y) son funciones de distribución, luego F ′(x) y G′(y) son sus funciones de

densidad. Además la función exponencial es no negativa, por tanto para que se cumpla

(5.4), debemos encontrar los valores de θ que satisfagan la desigualdad

[(1 + θF (x)A′(F )B(G))(1 + θG(y)A(F )B′(G)) + θF (x)G(y)A′(F )B′(G)] ≥ 0. (5.5)

Una solución trivial para resolver la ecuación (5.5) es tomar θ = 0, esto nos indica que

un intervalo para θ pasa por el origen. Otra solución trivial es tomar A′(F (x)) = 0 y

B′(G(y)) = 0 pero esta condición, evidentemente nos impide determinar un intervalo

para θ. Imponiendo en particular la condición A′(1) 6= 0 y B′(1) 6= 0 a la ecuación (5.5),

obtenemos un sistema de desigualdades más simple

θA′(1)[B(G(y)) +G(y)B′(G(y))] ≥ −1 si F (x)→ 1, (5.6)

θB′(1)[A(F (x)) + F (x)A′(F (x))] ≥ −1 si G(y)→ 1. (5.7)
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Dado que G(y)B(G(y)) es una función continua de G(y) y que es igual a cero en

ambos extremos del intervalo (0, 1), suponiendo que G(y)B(G(y)) 6= 0, la derivada

d(G(y)B(G(y)))/dG(y) = B(G(y)) + G(y)B′(G(y)), toma tanto valores positivos co-

mo negativos. Lo mismo ocurre con d(F (x)A(F (x)))/dF (x) = A(F (x)) +F (x)A′(F (x)),

asegurando que los términos de la izquierda de las desigualdades (5.6) y (5.7) estén

acotados de la siguiente forma

−M1 ≤ A′(1)[B(G(y)) +G(y)B′(G(y))] ≤M2, (5.8)

−M3 ≤ B′(1)[A(F (x)) + F (x)A′(F (x))] ≤M4, (5.9)

donde

−M1 = ı́nf{A′(1)[B(G(y)) +GB′(G(y))]}, M2 = sup{A′(1)[B(G(y)) +GB′(G(y))]},

−M3 = ı́nf{B′(1)[A(F (x)) + FA′(F (x))]}, M4 = sup{B′(1)[A(F (x)) + FA′(F (x))]}.

Al combinar las desigualdades (5.8) y (5.9) con las desigualdades (5.6) y (5.7), se deduce

el intervalo para θ que satisface la desigualdad (5.5) en la forma

−1

máx{M2,M4}
≤ θ ≤ 1

máx{M1,M3}
. (5.10)

Lo anterior se resume en el siguiente teorema, donde se dan las condiciones que deben

cumplir las funciones de A y B para asegurar que la función Cθ definida en (5.2) sea una

cópula.

Teorema 5.1. Sean A(u) y B(v) dos funciones continuamente diferenciables en I, tales

que A(1) = 0, B(1) = 0 y A′(1) 6= 0, B′(1) 6= 0. La función Cθ dada por (5.2) es una

cópula si y solo si −1/máx{M2,M4} ≤ θ ≤ 1/máx{M1,M3}.

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata del teorema 5.1.

Corolario 5.2. Sea A(u) una función continuamente diferenciables en I, tales que

A(1) = 0 y A′(1) 6= 0. La función

Cθ(u, v) = uv exp{θA(u)A(v)}, (5.11)
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Figura 5.1: Funciones que generan cópulas Gumbel-Barnett extendidas

es una cópula si y solo si

−1/ sup{A′(1)(A+ uA′)} ≤ θ ≤ 1/ ı́nf{A′(1)(A+ uA′)}.

Ejemplo 5.1. La cópula Gumbel-Barnet definida por (5.1) es de la forma (5.11), basta

con tomar A(u) = ln(u). Aśı el intervalo para θ queda determinado por el supremo y el

ı́nfimo de la función ln(u) + u, por tanto la función (5.1) es una cópula si y solo si

−1 ≤ θ ≤ 0.

Las funciones A(u) y B(v) nos permiten obtener extensiones de la cópula de Gumbel-

Barnett. Cada cópula (5.2) está completamente descrita por A(u) y B(v) y el parámetro

θ. Algunos ejemplos de funciones que cumplen las condiciones de frontera A(1) = 0 y

A′(1) 6= 0, descritos en el teorema 5.1, pueden verse en la figura 5.1.
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La cópula (5.2) puede expandirse en series de potencia de la forma

Cθ(u, v) = uv[1 +
∞∑
k=1

θk

k!
Ak(u)Bk(v)]. (5.12)

Un caso particular de representación en series, fue propuesto por Farlie (1960), Al consi-

derar las funciones A(u) = 1−u y B(v) = 1− v, esta representación se transformó luego

en la familia de cópulas Farlie-Gumbel-Morgenstern (FGM), lo que nos lleva a pensar

que nuestra representación en series de potencias es un caso que generaliza un conjunto

de familias de cópulas, es decir, nuestra cópula de Gumbel-Barnett extendida, es una

generalización de la familia de cópulas FGM en la forma

Cα(u, v) = uv[1 +
∞∑
k=1

αk

k!
(1− u)k(1− v)k], α ∈ [−1, 1]. (5.13)

Para obtener los momentos conjuntos y la covarianza para la clase de cópulas de la

forma (5.2), hacemos uso de la representación en series. Los resultados obtenidos son

presentados en la siguiente proposición.

Proposición 5.1. Sea (U, V ) un par de v.a. uniformes en I, con cópula Cθ(u, v) dada

por (5.2). Entonces

E(U iV j) =
∞∑
k=0

θk

k!

∫ 1

0

ui[Ak + kuAk−1A′]du

∫ 1

0

vj[Bk + kvBk−1B′]dv, (5.14)

y la covarianza del par (U, V ) está dado por

Cov(U, V ) =
∞∑
k=1

θk

k!

∫ 1

0

uAkdu

∫ 1

0

vBkdv. (5.15)

Demostración. Por definición

E(U iV j) =

∫ 1

0

∫ 1

0

uivjc(u, v)dudv, (5.16)
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donde c es la densidad de Cθ(u, v). El desarrollo en series es

c(u, v) =
∞∑
k=0

θk

k!
[Ak + kuAk−1A′][Bk + kvBk−1B′]. (5.17)

Al reemplazar (5.17) en (5.16), se tiene

E[U iV j] =

∫ 1

0

∫ 1

0

uivj
∞∑
k=0

θk

k!
[Ak + kuAk−1A′][Bk + kvBk−1B′]dudv

=
∞∑
k=0

θk

k!

∫ 1

0

ui[Ak + kuAk−1A′]du

∫ 1

0

vj[Bk + kvBk−1B′]dv.

De la fórmula de Hoeffding (véase Lehmann, 1966):

Cov(U, V ) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(C(u, v)− uv)dudv

=

∫ 1

0

∫ 1

0

uv(exp{θAB} − 1)dudv

=

∫ 1

0

∫ 1

0

uv
∞∑
k=1

θk

k!
AkBkdudv

=
∞∑
k=1

θk

k!

∫ 1

0

∫ 1

0

uvAkBkdudv

=
∞∑
k=1

θk

k!

∫ 1

0

uAkdu

∫ 1

0

vBkdv.

5.2. Medidas de asociación

Las cópulas juegan un papel importante en el estudio de la dependencia entre las varia-

bles. En la sección 2.5 definimos la rho de Spearman, la tau de Kendall, y el coeficiente de

correlación medial de Blomqvist, como las medidas de asociación utilizadas para cuan-

tificar la dependencia en términos de la cópula. En el siguiente teorema presentaremos
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las formas generales de estas medidas para una cópula de la forma (5.2).

Teorema 5.3. Sea (U, V ) un par de v.a. uniformes en I, con cópula Cθ dada por (5.2).

Entonces

1. La rho de Spearman es

ρS = 12
∞∑
k=1

θk

k!

∫ 1

0

uAkdu

∫ 1

0

vBkdv. (5.18)

2. La tau de Kendall es

τ =
∞∑
k=0

θk2k+2

k!

∫ 1

0

∫ 1

0

uv(AB)k

× [(1 + θuA′B)(1 + θvAB′) + θuvA′B′]dudv − 1. (5.19)

3. El coeficiente de correlación medial de Blomqvist es

BC = exp{θA(1/2)B(1/2)} − 1. (5.20)

Demostración. Dada la ecuación (5.15), la rho de Spearman es

ρS = 12Cov(U, V )

= 12
∞∑
k=1

θk

k!

∫ 1

0

uAkdu

∫ 1

0

vBkdv.

De la definición 2.7, la tau de Kendall es

τ = 4

∫ 1

0

∫ 1

0

C(u, v)dC(u, v)− 1. (5.21)

Derivando con respecto a u y v la ecuación (5.2), se tiene

dC(u, v) = exp{θAB}[(1 + θuA′B)(1 + θuA′B) + θuvA′B′]dudv. (5.22)
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Al reemplazar (5.2) y (5.22) en (5.21), se tiene

τ = 4

∫ 1

0

∫ 1

0

uv[(1 + θuA′B)(1 + θvAB′) + θuvA′B′]

× exp{2θAB}dudv − 1

= 4
∞∑
k=0

(2θ)k

k!

∫ 1

0

∫ 1

0

uv(AB)k

×[(1 + θuA′B)(1 + θvAB′) + θuvA′B′]dudv − 1.

El coeficiente de correlación medial de Blomqvist es por definición

BC = 4Cθ(1/2, 1/2)− 1

= 4
1

4
exp{θA(1/2)B(1/2)} − 1

= exp{θA(1/2)B(1/2)} − 1.

Al considerar el caso simétrico (5.11), la rho de Spearman y el coeficiente de Blomqvist

se pueden representar de una forma más simple en comparación al caso general, como se

ve en el siguiente corolario.

Corolario 5.4. Dada la cópula Cθ definida por (5.11), entonces

1. La rho de Spearman es

ρS = 12
∞∑
k=1

θk

k!
(

∫ 1

0

uAk(u)du)2. (5.23)

2. El coeficiente de correlación medial de Blomqvist es

BC = exp{θA(1/2)2} − 1. (5.24)
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5.3. Dependencia

Aunque la noción de independencia entre X e Y se caracteriza claramente por H(x, y) =

F (x)G(y), el concepto de dependencia puede definirse de diferentes maneras, como por

ejemplo, el concepto de dependencia positiva, que nos sirve para describir como los valores

grandes (o pequeños) de una variable aleatoria aparecen con valores grandes (o pequeños)

de la otra. En la teoŕıa de cópulas, uno de los conceptos de dependencia importantes, es

la propiedad de dependencia en el cuadrante. Véase Lehmann (1966).

5.3.1. Dependencia en el cuadrante positivo y negativo

Definición 5.1. Sean X y Y dos v.a., decimos que son dependientes de cuadrante posi-

tivo (Positively Quadrant Dependent (PQD)) si

P [X ≤ x, Y ≤ y] ≥ P [X ≤ x]P [Y ≤ y], ∀(x, y) ∈ R2. (5.25)

En términos de las cópulas se define como

C(u, v) ≥ uv. (5.26)

El concepto de dependencia de cuadrante negativo (Negative Quadrant Dependent

(NQD)) se define por analoǵıa al invertir el sentido de las desigualdades en (5.25) y

(5.26).

Teorema 5.5. La cópula Cθ dada por (5.2) es PQD si y solo si para todo (u, v) ∈ I2,

se cumple

θA(u)B(v) ≥ 0, (5.27)

y es NQD si y solo si para todo (u, v) ∈ I2

θA(u)B(v) ≤ 0. (5.28)
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Demostración. Supongamos que Cθ es PQD, luego

uv exp{θA(u)B(v)} ≥ uv,

es decir,

exp{θA(u)B(v)} ≥ 1.

Al tomar logaritmos a ambos lados de la desigualdad se tiene

θA(u)B(v) ≥ 0.

De modo similar se prueba cuando Cθ es NQD

Ejemplo 5.2. Sea la cópula de Gumbel-Barnett

Cθ(u, v) = uv exp{θ lnu ln v},

para (u, v) ∈ I2 y θ ∈ [−1, 0]. Puesto que lnu ≤ 0,∀u ∈ [0, 1] y θ ≤ 0, se cumple la

desigualdad (5.28), es decir la cópula (5.1) es NQD.

5.3.2. Monotonicidad en las colas

Otro concepto de dependencia, es la monotonicidad en las colas, de importante uso en

aplicaciones para la evaluación de riesgos y análisis fiabilidad (véase Psarrakos y Politis,

2009). Decimos que dos v.a. continuas X, Y son de:

Cola izquierda decreciente (Left Tail Decreasing (LTD)) si P [Y ≤ y|X ≤ x] es

decreciente en x para todo y o equivalentemente en términos de las cópula C(u, v),

si para algún v ∈ I, ∂C(u, v)/∂u ≤ C(u, v)/u para toda u ∈ I.

Cola derecha creciente (Right Tail increasing (RTI)) si P [Y > y|X > x] es creciente

en x para todo y o equivalentemente en términos de la cópula C(u, v), si para algún

v ∈ I, ∂C(u, v)/∂u ≥ (v − C(u, v))/(1− u) para toda u ∈ I.

Esquina izquierda decreciente (Left Corner Set Decreasing (LCSD)) si P [X ≤
x, Y ≤ y|X ≤ x′, Y ≤ y′] es decreciente en x′ y y′ para todo X, Y , o equivalente-
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mente, la cópula C(u, v) es una función totalmente positiva de orden 2, es decir,

para todo (u1, u2, v1, v2) ∈ I4, tales que u1 ≤ u2, v1 ≤ v2 se tiene

C(u1, v1)C(u2, v2) ≥ C(u1, v2)C(u2, v1).

Esquina derecha decreciente (Right Corner Set Increasing (RCSI)) si P [X > x, Y >

y|X > x′, Y > y′] es creciente en x′ y y′ para todo X, Y , o equivalentemente, la

cópula de supervivencia Ĉ(u, v) = u + v − 1 + C(1 − u, 1 − v) asociada a C es

una función totalmente positiva de orden 2, es decir, para todo (u1, u2, v1, v2) ∈ I4,

tales que u1 ≤ u2, v1 ≤ v2 se tiene

Ĉ(u1, v1)Ĉ(u2, v2) ≥ Ĉ(u1, v2)Ĉ(u2, v1).

Intuitivamente, LTD(Y |X) significa que es más probable que Y tome un valor pequeño

cuando X decrece. Análogamente, RTI (Y |X) significa que es más probable que Y tome

un valor grande cuando X crece. Si X, Y son LTD y RTI, entonces X, Y son PQD.

En el siguiente teorema se presentaran las caracterizaciones de monotonicidad en las

colas para una cópula de Gumbel-Barnett extendida.

Teorema 5.6. Sean X, Y v.a. con distribución bivariante, la cópula Cθ dada por (5.2).

X, Y son:

(i) LTD si y solo si, para algún v ∈ I,

θA′B ≤ 0, ∀u ∈ I.

(ii) RTI si y solo si, para algún v ∈ I,

θA′B ≥ exp{−θAB} − 1

u(1− u)
, ∀u ∈ I.

(iii) LCSD si y solo si [A(u2) − A(u1)][B(v2) − B(v1)] ≥ 0, equivalentemente A(u) y

B(v) son funciones monótonas crecientes o decrecientes simultáneamente.
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Demostración. Por definición LTD(Y |X) si y solo si para algún v ∈ I, ∂C(u, v)/∂u ≤
C(u, v)/u para toda u ∈ I, al calcular las derivadas y simplificar, se tiene

uθA′B ≤ 0.

Puesto que u es un valor en el intervalo I, implica necesariamente que θA′B ≤ 0. X, Y

son RTI(Y |X) si y solo si para algún v ∈ I,

∂C(u, v)

∂u
≥ v − C(u, v)

1− u
,

v exp{θAB}(1 + uθA′B) ≥ v − uv exp{θAB}
1− u

,

θuA′B ≥ exp{−θAB} − u
1− u

− 1,

θA′B ≥ exp{−θAB} − 1

u(1− u)
.

Decimos que X, Y son LCSD(Y |X) si para todo (u1, u2, v1, v2) ∈ I4, tales que u1 ≤
u2, v1 ≤ v2 se tiene

C(u1, v1)C(u2, v2) ≥ C(u1, v2)C(u2, v1),

exp{θ[A(u1)B(v1) + A(u2)B(v2)]} ≥ exp{θ[A(u1)B(v2) + A(u2)B(v1)]},

A(u1)B(v1) + A(u2)B(v2) ≥ A(u1)B(v2) + A(u2)B(v1),

ósea

A(u1)B(v1) + A(u2)B(v2)− A(u1)B(v2) + A(u2)B(v1) ≥ 0.

Al factorizar

[A(u2)− A(u1)][B(v2)−B(v1)] ≥ 0.

Lo anterior se cumple cuando A(u) y B(v) son funciones monótonas crecientes o decre-

cientes simultáneamente para todo (u, v) ∈ I2.
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5.3.3. Dependencia en las colas

El concepto de dependencia en la cola resulta relevante para el estudio de la dependencia

de valores extremos, de especial utilidad en la determinación de medidas de riesgo, tales

como el valor en riesgo (VaR), que se concentran en el comportamiento de sucesos extre-

mos. En la práctica, el concepto de dependencia en la cola representa el estándar actual

para describir la cantidad de dependencia de los fenómenos extremos (dependencia extre-

males). La dependencia en las colas entre dos v.a. continuas X, Y en términos de cópulas

(véase Joe, 1997; Schmidt y Stadtmüller, 2006) nos sirve para medir la dependencia en

el cuadrante superior-derecho e inferior-izquierdo de I2. Esta medida de dependencia

se plantea como una propiedad de la cópula y no de sus distribuciones marginales, por

lo que su cuantificación es invariante bajo transformaciones estrictamente crecientes de

X, Y .

Una definición que evidencia que el concepto de dependencia en la cola es una propiedad

de la cópula, es la siguiente

Definición 5.2. Sea C una cópula de X, Y . Si los limites

λU = 2− ĺım
t→1−

1− C(t, t)

1− t
,

y

λL = ĺım
t→0+

C(t, t)

t
,

existen, entonces C tiene dependencia en la cola superior si λU ∈ (0, 1] y en la inferior si

λL ∈ (0, 1]. C es independiente en la cola superior si λU = 0 y en la inferior śı λL = 0.

En nuestro caso la cópula Cθ dada por (5.2) no tiene dependencia en las colas superior

ni en la inferior, como se ve en el siguiente resultado.

Teorema 5.7. Sean X, Y v.a. con cópula Cθ dada por (5.2). Entonces

λU = λL = 0.

Es decir, la cópula Cθ es independiente en el cuadrante superior-derecho e inferior-

izquierdo de I2.
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Demostración. De la definición

λU = 2− ĺım
t→1−

1− C(t, t)

1− t
(5.29)

= 2− ĺım
t→1−

1− t2 exp{θA(t)B(t)}
1− t

.

Aplicando la regla de L’Hôpital

λU = 2− ĺım
t→1−

[2t+ θt2(A(t)B(t))′] exp{θA(t)B(t)}.

Dada la condición de frontera A(1) = B(1) = 0, se tiene por tanto que λU = 0. De modo

similar obtenemos el limite

λL = ĺım
t→0+

C(t, t)

t

= ĺım
t→0+

t2 exp{θA(t)B(t)}
t

= ĺım
t→0+

t exp{θA(t)B(t)} = 0. (5.30)

5.4. Ejemplos adicionales

En esta sección presentaremos algunos casos particulares de cópulas de la forma (5.2) y

sus correspondientes medidas de asociación y dependencia

Ejemplo 5.3. Sean las funciones A(u) = ur(1 − um) y B(v) = vs(1 − vn), para toda

(u, v) ∈ I2. Entonces la cópula asociada Cθ viene dada por

Cθ(u, v) = uv exp{θurvs(1− um)(1− vn)}, (5.31)

para r, s ≥ 0 y m,n ≥ 1.
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Un caso particular de esta cópula fue presentado por Cuadras (2009) de la forma

C(u, v) = uv exp{θ(1− u)(1− v)}. (5.32)

Mediante un sencillo cálculo, se puede probar que se cumplen la condición A(u) → 0,

B(v)→ 0 cuando u→ 1, v → 1 y A′(u) = −m, B′(v) = −n para m,n ≥ 1. Para encon-

trar los posibles valores de θ que garantizan que (5.31) es una cópula, consideraremos la

siguiente función

A′(1)(B + vB′) = −mvs[(s+ 1)− (s+ n+ 1)vn]. (5.33)

Los valores extremos de (5.33) se alcanzan cuando

v = 1 y v = [
s(s+ 1)

(s+ n+ 1)(s+ n)
]1/n.

Al reemplazar estos valores en (5.33) se tiene

mn ≤ A′(1)(B + vB′) ≤ mn(s+ 1)

(s+ n)
[

s(s+ 1)

(s+ n+ 1)(s+ n)
]s/n. (5.34)

De igual forma podemos obtener los valores extremos para B′(1)(A+ uA′), donde

mn ≤ B′(1)(A+ uA′) ≤ mn(r + 1)

(r +m)
[

r(r + 1)

(r +m+ 1)(r +m)
]r/m. (5.35)

Al reemplazar los valores extremos de las desigualdades (5.34) y (5.35), en la desigualdad

(5.10), obtenemos el intervalo para θ que garantiza que (5.31) es una cópula.

−1

mn
≤ θ ≤ 1

mnmáx{ (r+1)
(r+m)

[ r(r+1)
(r+m+1)(r+m)

]r/m, (s+1)
(s+n)

[ s(s+1)
(s+n+1)(s+n)

]s/n}
, (5.36)

o equivalentemente

−1

mn
≤ θ ≤ 1

mn
mı́n

{
(r+m)
(r+1)

[ (r+m+1)(r+m)
r(r+1)

]r/m, (s+n)
(s+1)

[ (s+n+1)(s+n)
s(s+1)

]s/n
}
. (5.37)
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En el caso de simetŕıa, es decir r = s y m = n, el intervalo (5.37) es de la forma

− 1

m2
≤ θ ≤ 1

m2

(r +m)

(r + 1)

[
(r +m+ 1)(r +m)

r(r + 1)

]r/m
. (5.38)

En particular para la cópula (5.32), el intervalo de θ es de la forma

−1 ≤ θ ≤ 1.

Obsérvese que en la cópula (5.1) es 0 ≤ θ ≤ 1, por lo que (5.32) abarca más rango de

dependencia.

Del teorema 5.3, se obtienen los siguientes resultados:

La rho de Spearman es

ρs = 12
∞∑
k=1

θk

k!

∫ 1

0

uAkdu

∫ 1

0

vBkdv

= 12
∞∑
k=1

θk

k!

∫ 1

0

urk+1(1− um)kdu

∫ 1

0

vsk+1(1− vn)kdv

=
12

mn

∞∑
k=1

θk

k!
B(

rk + 2

m
, k + 1)B(

sk + 2

n
, k + 1).

La tau de Kendall es

τ = 4
∞∑
k=0

(2θ)k

k!

∫ 1

0

∫ 1

0

uv(AB)k[(1 + θuA′B)(1 + θvAB′) + θuvA′B′]dudv − 1

=
4

mn

∞∑
k=0

(2θ)k

k!
[B(

rk + 2

m
, k + 1)B(

sk + 2

n
, k + 1)

− 6mn(k + 1)θ

[(r +m)(k + 1) + 2][(s+ n)(k + 1) + 2]

×B(
r(k + 1) + 2

m
, k + 1)B(

s(k + 1) + 2

n
, k + 1)

+
[(r2 −m2)(k + 2) + 2r][(s2 − n2)(k + 2) + 2s]

[(r +m)(k + 1) + 2][(s+ n)(k + 1) + 2]

×B(
r(k + 2) + 2

m
, k + 2)B(

s(k + 2) + 2

n
, k + 2)]− 1.
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El coeficiente de correlación medial de Blomqvist es

BC = exp

{
θ(

1

2
)r+s

(
1− (

1

2
)m
)(

1− (
1

2
)n
)}
− 1.

Dado que A(u) y B(v) son funciones no negativas y de acuerdo con el teorema 5.5,

concluimos que la cópula (5.31) es NQD si θ es negativa, esto es, θ ∈ [−1/mn, 0) y es

PQD si θ es positiva.

La monotonicidad en las colas de la cópula (5.31) no es posible determinarla puesto que

la derivadas de A y B pueden tomar tanto valores positivos como negativos, dependiendo

de los parámetros r, s,m, n. En el caso de la cópula (5.32), donde A′ = −1, concluimos

por el teorema 5.6, que es de monotonicidad LTD y RTI, cuando θ > 0 y es LCSD, para

todo θ ∈ [−1, 1], puesto que A,B son funciones monótonas decrecientes. En las figuras

5.2, 5.3, 5.4 y 5.5, se presentan los gráficos de las funciones de densidad y de contorno

para algunos caso particulares de la cópula con la forma (5.31).

Ejemplo 5.4. Sean A(u) = 2/π cos(πu/2), B(v) = 2/π cos(πv/2), luego la cópula dada

por la función (5.2) es de la forma

Cθ(u, v) = uv exp{4θ/π2 cos(πu/2) cos(πv/2)}.

Se verifica fácilmente que A(1) = B(1) = 0 y A′(1) = B′(1) = −1. Además se cumplen

las siguientes desigualdades

−π/2 ≤ A′(1)(B(v) + vB′(v)) ≤ 1.

−π/2 ≤ B′(1)(A(u) + uA′(u)) ≤ 1.

De acuerdo con la desigualdad (5.10), el intervalo para θ será

−1 ≤ θ ≤ 2/π.

Como medida de dependencia tenemos el coeficiente de correlación medial de Blomqvist,

el cual es de la forma

BC = exp{θ/2} − 1.
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Figura 5.2: Densidad y contorno de la cópula C(u, v) = uv exp{0,8(1− u)(1− v)}

Figura 5.3: Densidad y contorno de la cópula C(u, v) = uv exp{1,5u(1− u2)v2(1− v)}

Figura 5.4: Densidad y contorno de la cópula C(u, v) = uv exp{−0,5(1− u)v3(1− v)}

Figura 5.5: Densidad y contorno de la cópula C(u, v) = uv exp{0,2u3(1− u3)v4(1− v5)}
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Figura 5.6: Densidad y contorno de la cópula C(u, v) = uv exp{ 2
π2 cos(πu/2) cos(πv/2)}

Las funciones A(u) y B(v) son monótonas decrecientes y no negativas, y son PQD si θ es

positiva y NQD si es negativa, además poseen monotonicidad en cola del tipo LCSD por

ser funciones monótonas. En el caso θ ≥ 0 la monotonicidad es tanto del tipo LTD como

del RTI. Una representación gráfica de esta clase de funciones cuando θ = 1/2 puede

verse en la figura 5.6.



Caṕıtulo 6

Generalización de la cópula FGM

Una de las familias de cópulas más conocidas es la familia Farlie-Gumbel-Morgenstern

(FGM) o familia B10 en Joe (1997) definida como

Cθ(u, v) = uv[1 + θ(1− u)(1− v)], θ ∈ [−1, 1]. (6.1)

Esta cópula fue inicialmente propuesta por Morgenstern (1956) para marginales Cauchy,

luego Gumbel (1960) estudió la misma estructura para marginales exponenciales, hasta

que Farlie (1960) sugirió una generalización bivariante estudiada por Morgenstern y

Gumbel de la forma

C(u, v) = uv[1 + λA(u)B(v)], (6.2)

donde A(u) y B(v) son funciones diferenciables en el intervalo [0, 1], tales que A(u)→ 0

y B(v) → 0 cuando u, v → 1. El rango admisible de λ depende de las funciones A y B,

véase Bairamov y Kotz (2002).

Johnson y Kotz (1975, 1977) estudiaron el caso multivariante y acuñó el término con

el nombre de distribución FGM. Otros estudios fueron realizados por Schucany et al.

(1978); Huang y Kotz (1984), que tratan la distribución Farlie-Gumbel-Morgenstern

“iterada ”. Shaked (1975), investiga la relación entre la distribución FGM y las llamadas

distribuciones de “dependiencia positiva ”, Tolley y Norman (1979) en problemas de ries-

go competitivo, Johnson (1980) utiliza la familia FGM para modelar datos censurados,
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D’este (1981) analiza la estructura de la distribución FGM con marginales gamma. Lin

(1987) analizan varios parametrizaciones de la distribución FGM. Nelsen (1994) carac-

terizan la familia FGM en términos de la rho de Spearman. De La Horra y Fernandez

(1995) proponen la familia la FGM como una clase de distribuciones robusta a priori.

Recientemente Rodŕıguez-Lallena y Úbeda-Flores (2004) plantea otra generalizada de

la cópula FGM, la cual hab́ıa sido inicialmente introducida por Sarmanov (1966) de la

forma.

C(u, v) = uv + λf(u)g(v), −1/máx{αγ, βδ} ≤ λ ≤ −1/mı́n{αδ, βγ}, (6.3)

donde

α = ı́nf{f ′(u) : u ∈ Ā} < 0, β = sup{f ′(u) : u ∈ Ā} > 0,

γ = ı́nf{g′(v) : v ∈ B̄} < 0, δ = sup{g′(v) : v ∈ B̄} > 0,

con

Ā = {u ∈ [0, 1] : f ′(u) si existe} y B̄ = {v ∈ [0, 1] : g′(v) si existe}.

Algunas extensiones de este modelo pueden verse en Kim y Sungur (2004). Lai y Xie

(2000) consideran el caso simétrico f(u) = ub(1 − u)p = g(u); b, p ≥ 1 y prueba que

cumple la propiedad C(u, v) ≥ uv, conocida con el nombre de dependencia de cuadrante

positivo (PQD).

En este caṕıtulo, obtendremos dos nuevas generalizaciones de la familia de cópulas FGM,

la primera se relaciona con la cópula (6.2), pero a diferencia de ésta, vamos a suponer

que las funciones A(u), B(v) son diferencia de dos distribuciones auxiliares y la segunda,

se relaciona con la cópula (6.3), pero este caso lo extenderemos al caso asimétrico donde

f(u) = ur(1− um)p, g(v) = vs(1− vn)q; con r, s,m, n, p, q ≥ 1. Las dos extensiones pro-

puestas se relacionan, si en el caso asimétrico tomamos r, p, s y q igual a 1. Obtendremos

para cada una de las dos generalizaciones, los rangos admisibles de λ que garantizan que

C es una cópula y algunas de sus propiedades más relevantes.
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6.1. La familia de cópulas FGM extendida

La correspondiente función de distribución asociada a la cópula (6.2) es de la forma

H(x, y) = F (x)G(y) + λA(x)B(y), (6.4)

donde F (x), G(y) son funciones de distribución marginales de H(x, y) y A(x), B(y) son

funciones reales. F (x), A(x) son funciones con soporte en el intervalo [a, b] y G(y), B(y)

son funciones con soporte en el intervalo [c, d]. Supongamos que A(x) = F (x) − Φ(x) y

B(y) = G(y) − Ψ(y), tales que Φ(x),Ψ(y) son funciones de distribución con soporte en

[a, b], [c, d] respectivamente. Al reemplazar en (6.4) obtenemos una función de distribución

de la forma

H(x, y) = F (x)G(y) + λ[(F (x)− Φ(x))(G(y)−Ψ(y))], (6.5)

con función de densidad

h(x, y) = f(x)g(y)[1 + λ(1− ϕ(x)f−1(x))(1− ψ(y)g−1(y))], (6.6)

donde f(x), ϕ(x) son funciones de densidad con soporte en el intervalo [a, b] y g(y), ψ(y)

son densidades con soporte en el intervalo [c, d].

Si f(x) = ϕ(x) ó g(y) = ψ(y) en (6.6), podemos decir que (X, Y ) son estocásticamente

independientes.

Teorema 6.1. Sean F (x),Φ(x) funciones de distribución en el intervalo [a, b] y

G(y),Ψ(y) funciones de distribución en el intervalo [c, d], con funciones de densidad

f(x), ϕ(x), g(y), ψ(y) respectivamente. La función

H(x, y) = F (x)G(y) + λ[(F (x)− Φ(x))(G(y)−Ψ(y))],

es una función de distribución si λ ∈ [−mı́n{ 1
(M−1)(N−1)

, 1},mı́n{ 1
M−1

, 1
N−1
}], donde

ϕ(x)f−1(x) ≤M y ψ(y)g−1(y) ≤ N para algún M,N ∈ R.

Demostración. Se verifica fácilmente que

ĺım
x,y→−∞

H(x, y) = 0 y ĺım
x,y→∞

H(x, y) = 1.
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Para determinar el intervalo de λ, que nos garantice que (6.5) es una función diferencia-

ble monótona creciente, debemos probar que ∂H2(x,y)
∂x∂y

= h(x, y) ≥ 0. Por ser funciones

de densidad f(x) ≥ 0 y ϕ(x) ≥ 0, luego ϕ(x)f−1(x) ≥ 0, además supondremos que

ϕ(x)f−1(x) ≤M , para algún M ∈ R.

Luego

0 ≤ ϕ(x)f−1(x) ≤M, M ∈ R. (6.7)

De igual forma supondremos

0 ≤ ψ(y)g−1(y) ≤ N, N ∈ R. (6.8)

A partir de (6.7) y (6.8), se obtienen las siguientes desigualdades

1−M ≤ 1− ϕ(x)f−1(x) ≤ 1.

1−N ≤ 1− ψ(y)g−1(y) ≤ 1.

El producto está acotado

−máx{M − 1, N − 1} ≤ (1− ϕ(x)f−1(x))(1− ψ(y)g−1(y)) (6.9)

≤ máx{(M − 1)(N − 1), 1}.

Para que h(x, y) ≥ 0 y puesto que f(x) ≥ 0, g(y) ≥ 0 en (6.6), es necesario que cumplan

la siguiente desigualdad

1 + λ(1− ϕ(x)f−1(x))(1− ψ(y)g−1(y)) ≥ 0,

o equivalentemente

λ(1− ϕ(x)f−1(x))(1− ψ(y)g−1(y)) ≥ −1. (6.10)
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Reemplazando (6.9) en (6.10) se tiene

−1

máx{(M − 1)(N − 1), 1}
≤ λ ≤ 1

máx{M − 1, N − 1}
. (6.11)

−mı́n{ 1

(M − 1)(N − 1)
, 1} ≤ λ ≤ mı́n{ 1

M − 1
,

1

N − 1
}. (6.12)

Los valores de M y N son de la forma

M = sup

{
ϕ(x)

f(x)

}
y N = sup

{
ψ(y)

g(y)

}
.

Proposición 6.1. Sean las funciones

α =

∫ b

a

ϕ2(x)

f(x)
dx, β =

∫ d

c

ψ2(y)

g(y)
dy.

Entonces

α ≥ 1 y β ≥ 1. (6.13)

Demostración. Mediante la desigualdad de Cauchy-Schwartz se verifica que(∫ b

a

ϕ(x)dx

)2

≤
(∫ b

a

ϕ2(x)

f(x)
dx

)(∫ b

a

f(x)dx

)
.

Dado que f y ϕ son dos funciones de densidad con soporte el intervalo [a, b], se tiene

α =

∫ b

a

ϕ2(x)

f(x)
dx ≥ 1.

De modo similar se prueba β ≥ 1.

Denotando a1(x) = 1− ϕ(x)f−1(x) y b1(y) = 1− ψ(y)g−1(y) en (6.6) podemos expresar

h(x, y) = f(x)g(y) + λf(x)g(y)a1(x)b1(y). (6.14)
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Proposición 6.2. Sea a1(x) = 1− ϕ(x)f−1(x) y b1(y) = 1− ψ(y)g−1(y) dos funciones

de las variables aleatorias X e Y respectivamente. Entonces

E(a1(X)) = 0, Var(a1(X)) = α− 1,

E(b1(Y )) = 0, Var(b1(Y )) = β − 1.

Demostración. El valor esperado es

E(a1(X)) =

∫ b

a

a1(x)dF (x) =

∫ b

a

(1− ϕ(x)f−1(x))dF (x)

=

∫ b

a

dF (x)−
∫ b

a

ϕ(x)dx = 1− 1

= 0.

La varianza es

Var(a1(X)) =

∫ b

a

a2
1(x)dF (x) =

∫ b

a

(1− ϕ(x)f−1(x))2dF (x)

=

∫ b

a

[
ϕ2(x)

f 2(x)
− 2

ϕ(x)

f(x)
+ 1

]
dF (x)

=

∫ b

a

ϕ2(x)

f(x)
dx− 2 + 1

= α− 1.

De igual forma se prueba E(b1(Y )) = 0 y Var(b1(Y )) = β − 1.

Proposición 6.3. Sea la función de densidad (6.14), el coeficiente de asociación de

Pearson es

φ2 = λ2(α− 1)(β − 1). (6.15)
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Demostración. Por definición

φ2 =

∫ b

a

∫ d

c

(h(x, y)− f(x)g(y))2

f(x)g(y)
dxdy

=

∫ b

a

∫ d

c

λ2(f(x)− ϕ(x))2(g(y)− ψ(y))2

f(x)g(y)
dxdy

= λ2

∫ b

a

(f(x)− ϕ(x)))2

f(x)
dx

∫ d

c

(g(y)− ψ(y))2

g(y)
dy

= λ2(α− 1)(β − 1).

Proposición 6.4. La primera correlación canónica es

ρ1 = λ
√

(α− 1)(β − 1).

Demostración. Dado que (6.15) existe y es finito, entonces existe la expansión diagonal

(Lancaster, 1958).

f−
1
2 (x)[h(x, y)− f(x)g(y)]g−

1
2 (y) =

∞∑
n=1

ρnunf
1
2 (x)vng

1
2 (y),

o equivalentemente

h(x, y)− f(x)g(y) =
∞∑
n=1

ρnf(x)ung(y)vn, (6.16)

donde {unf
1
2 (x), vng

1
2 (y)} es un conjunto ortogonal completo. Al expandir la ecuación

(6.16) se tiene

h(x, y) = f(x)g(y) + ρ1f(x)u1g(y)v1 +
∞∑
n=2

ρnf(x)ung(y)vn. (6.17)

Tomando

u1 =
a1√

(α− 1)
y v1 =

b1√
(β − 1)

,
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y considerando la proposición 6.2, se prueba fácilmente que E(u1) = E(v1) = 0,

Var(u1) =Var(v1) = 1 y Cov(u1, v1) = E(u1v1) = 0, luego u1 y v1 son variables canónicas.

Aśı al comparar las ecuaciones (6.17) y (6.14) se tiene

ρ1f(x)u1g(y)v1 = λ
√

(α− 1)(β − 1)f(x)
a1√

(α− 1)
g(y)

b1√
(β − 1)

. (6.18)

Por tanto la primera correlación canónica es de la forma

ρ1 = λ
√

(α− 1)(β − 1).

Dependiendo de la forma de la función Φ(x) y Ψ(y) en la ecuación (6.5) se obtiene una

familia de cópulas FGM. Por ejemplo si Φ(x) = Fm+1(x) y Ψ(y) = Gn+1(y) con m,n ≥ 1

se tiene

H(x, y) = F (x)G(y)[1 + λ(1− Fm(x))(1−Gn(y))], m, n ≥ 1.

La correspondiente cópula

C(u, v) = uv[1 + λ(1− um)(1− vn)], m, n ≥ 1. (6.19)

El caso m = n fue estudiado por Huang y Kotz (1999) y en particular cuando m = n = 1

esta familia se reduce a la FGM. Obsérvese que si λ es nulo entonces C = uv se convierte

en la cópula producto o independencia, denotada también por Π.

En el siguiente teorema se darán las condiciones para las cuales la función (6.19) es una

cópula.

Teorema 6.2. Sea u, v ∈ I, la función C(u, v) definida por la ecuación (6.19) con

λ ∈ [−mı́n{ 1
mn
, 1},mı́n{ 1

m
, 1
n
}] es una cópula y posee la propiedad PQD para λ ∈

[0,mı́n{ 1
m
, 1
n
}].

Demostración. Es claro que C(u, 0) = 0 = C(0, v) y C(u, 1) = u y C(1, v) = v.

Para probar que C(u, v) sea una función monótona creciente de u y v, consideremos
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0 ≤ u1 ≤ u2 ≤ 1 y 0 ≤ v1 ≤ v2 ≤ 1, en este caso ∆(u1, u2, v1, v2) la escribimos como

∆(u1, u2, v1, v2) = (u2 − u1)(v2 − v1)

+ λ[(u2 − u1)− (um+1
2 − um+1

1 )][(v2 − v1)− (vn+1
2 − vn+1

1 )]. (6.20)

Por tanto para que ∆(u1, u2, v1, v2) ≥ 0 implica

λ
[(u2 − u1)− (um+1

2 − um+1
1 )]

(u2 − u1)

[(v2 − v1)− (vn+1
2 − vn+1

1 )]

(v2 − v1)
≥ −1.

Con u1 → u−2 y v1 → v−2 en la desigualdad anterior, se tiene

∂2C(u, v)

∂u∂v
≥ 0,

o equivalentemente

λ(1− (m+ 1)um)(1− (n+ 1)vn) ≥ −1. (6.21)

Para garantizar la condición (6.21) debemos determinar el rango de variación de λ que

satisfaga dicha desigualdad. Aśı dado que u, v ∈ Iy m,n ≥ 1, se verifica

−m ≤ 1− (m+ 1)um ≤ 1, m ≥ 1.

−n ≤ 1− (n+ 1)vn ≤ 1, n ≥ 1.

El producto de estas desigualdades está acotada por

−máx{m,n} ≤ (1− (m+ 1)um)(1− (n+ 1)vn) ≤ máx{mn, 1}.

Por tanto la desigualdad (6.21) es acotada de la siguiente forma

−1

máx{mn, 1}
≤ λ ≤ 1

máx{m,n}
; m,n ≥ 1,

−mı́n{ 1

mn
, 1} ≤ λ ≤ mı́n{ 1

m
,

1

n
}; m,n ≥ 1. (6.22)
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Para determinar el intervalo de λ que garantice que C es PQD, debemos buscar los

valores de λ que satisfagan la desigualdad

λ(u− um+1)(v − vn+1) ≥ 0. (6.23)

Puesto que

0 ≤ (u− um+1) ≤ 1 y 0 ≤ (v − vn+1) ≤ 1.

Luego las cotas para el producto serán

0 ≤ (u− um+1)(v − vn+1) ≤ 1,

equivalente a

0 ≤ λ(u− um+1)(v − vn+1) ≤ λ.

Considerando (6.22), se tiene

0 ≤ λ ≤ mı́n{ 1

m
,

1

n
}. (6.24)

Propiedades de la familia de cópulas (6.19)

Sea C la cópula definida por la ecuación (6.19), la densidad c viene dada por

c(u, v) = 1 + λ(1− (m+ 1)um)(1− (n+ 1)vn); m ≥ 1, n ≥ 1.

Los siguientes resultados son inmediatos.

Teorema 6.3. Sea u, v ∈ I variables aleatorias uniformes con función de distribución

conjunta C definida por (6.19), entonces

E(U iV j) =
1

(i+ 1)(j + 1)

[
1 + λ

(
im

m+ i+ 1

)(
jn

n+ j + 1

)]
; m,n ≥ 1, (6.25)



6.1. La familia de cópulas FGM extendida 105

y

Cov(U, V ) =
λ

4

(
m

m+ 2

)(
n

n+ 2

)
; m,n ≥ 1. (6.26)

Demostración. Por definición

E(U iV j) =

∫ 1

0

∫ 1

0

uivjc(u, v)dudv

=

∫ 1

0

∫ 1

0

uivj[1 + λ(1− (m+ 1)um)(1− (n+ 1)vn)]dudv

=

∫ 1

0

uidu

∫ 1

0

vjdv + λ

∫ 1

0

(ui − (m+ 1)um+i)du

∫ 1

0

(ui − (n+ 1)vn+i)dv

=
1

(i+ 1)(j + 1)

[
1 + λ

(
mi

m+ i+ 1

)(
nj

n+ j + 1

)]
.

Utilizando la fórmula de Hoeffding (véase Lehmann, 1966),

Cov(U, V ) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(C(u, v)− uv)dudv

=

∫ 1

0

∫ 1

0

λuv(1− um)(1− vn)dudv

=
λ

4

(
m

m+ 2

)(
n

n+ 2

)
.

Algunas de las medidas de asociación no paramétricas entre las componentes de un par

aleatorio (U, V ) son la tau de Kendall, la rho de Spearman, el coeficiente de Gini y la

medida de Blomqvist. Estas medidas dependen solo de la cópula C(u, v). En el siguiente

teorema proporcionamos las expresiones de estas medidas para la cópula C.

Teorema 6.4. Sea (U, V ) un par aleatorio con cópula C definida por (6.19). Entonces

la rho de Spearman es

ρS = 3λ
mn

(m+ 2)(n+ 2)
. (6.27)

La tau de Kendall es

τ =
ρS
3
− 1. (6.28)
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El coeficiente de Gini es

γC = 2λ

[
m(n+ 1)(m+ n+ 5)

(m+ 2)(n+ 3)(m+ n+ 3)
+B(m+ 2, n+ 2)−B(2, n+ 2)

]
, (6.29)

donde B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt es la función beta.

La medida de Blomqvist es

BC = λ

(
1− (

1

2
)m
)(

1− (
1

2
)n
)
. (6.30)

Demostración. Por definición de la rho de Spearman

ρS = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

(C(u, v)− uv)dudv

= 12

∫ 1

0

∫ 1

0

λ(u− um+1)(v − vn+1)dudv

= 3λ
mn

(m+ 2)(n+ 2)
.

Al utilizar las ecuaciones (6.22) y (6.27) se obtiene un intervalo para el valor de ρS:

− 3mn

(m+ 2)(n+ 2)
mı́n{ 1

mn
, 1} ≤ ρS ≤

3mn

(m+ 2)(n+ 2)
mı́n{ 1

m
,

1

n
}.

La tau de Kendall es

τ = 4

∫ 1

0

∫ 1

0

(C(u, v)− uv)dC(u, v)− 1

= 4

∫ 1

0

∫ 1

0

λ(u− um+1)(v − vn+1)(1 + λ(1− (m+ 1)um)(1− (n+ 1)vn))dudv − 1

= λ
mn

(m+ 2)(n+ 2)
− 1 =

ρS
3
− 1.
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El coeficiente de Gini es

γC = 4

∫ 1

0

[C(u, u) + C(u, 1− u)]du− 2

= 4

∫ 1

0

{u+ λ[u− un+2 − um−1 + um+n+2 + (um+1 − u)(1− u)n+1]}du− 2

= 4λ

∫ 1

0

[u− un+2 − um−1 + um+n+2 + (um+1 − u)(1− u)n+1]du

= 4λ

[
1

2
− 1

n+ 3
− 1

m+ 2
+

1

m+ n+ 3
+B(m+ 2, n+ 2)−B(2, n+ 2)

]
= 2λ

[
m(n+ 1)(m+ n+ 5)

(m+ 2)(n+ 3)(m+ n+ 3)
+B(m+ 2, n+ 2)−B(2, n+ 2)

]
.

La medida de Blomqvist es

BC = 4C(1/2, 1/2)− 1

= 4

[
1

4
+ λ

(
1

2
− (

1

2
)m+1

)(
1

2
− (

1

2
)n+1

)]
− 1

= λ

(
1− (

1

2
)m
)(

1− (
1

2
)n
)
.

6.2. Sub-familia FGM

De acuerdo con la forma de las funciones de A(u) y B(v) en la cópula (6.2) es posible

obtener algunas sub-familias de cópulas FGM asimétricas, en particular si tomamos

A(u) = ur−1(1−um)p y B(v) = vs−1(1− vn)q, para todo r, s,m, n, p, q ≥ 1, de modo que

tendŕıamos una función de la forma

C(u, v) = uv[1 + γur−1(1− um)pvs−1(1− vn)q]; r, s,m, n, p, q ≥ 1. (6.31)

En el siguiente teorema se presentan los posibles valores que debe tomar γ para garantizar

que la función (6.31) es una cópula.
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Teorema 6.5. La función C definida por (6.31) es una cópula si

γ ∈ [−mı́n{ 1

pmqn
,

1

rs
},mı́n{ 1

pms
,

1

qnr
}].

Demostración. Al derivar la función (6.31) se obtiene la función c

c(u, v) = 1 + γ[ur−1(1− um)p−1(r − (r + pm)um)]

× [vs−1(1− vn)q−1(s− (s+ qn)vn)]. (6.32)

Para todo u, v ∈ [0, 1], las siguientes desigualdades se verifican fácilmente

0 ≤ ur−1 ≤ 1, r ≥ 1,

0 ≤ vs−1 ≤ 1, s ≥ 1,

0 ≤ (1− um)p−1 ≤ 1, m, p ≥ 1,

0 ≤ (1− vn)q−1 ≤ 1, n, q ≥ 1,

−pm ≤ r − (r + pm)um ≤ r, m, p, r ≥ 1,

−qn ≤ s− (s+ qn)vn ≤ s, n, q, s ≥ 1.

Los siguientes productos están acotados

−pm ≤ ur−1(1− um)p−1(r − (r + pm)um) ≤ r,

−qn ≤ vs−1(1− vn)q−1(s− (s+ qn)vn) ≤ s.

El producto de estas últimas desigualdades está acotado como sigue

−máx{pms, qnr} ≤ [ur−1(1− um)p−1(r − (r + pm)um)]

× [vs−1(1− vn)q−1(s− (s+ qn)vn)]

≤ máx{pmqn, rs}. (6.33)

Para que C(u, v) sea una función monótona creciente, es necesario que c(u, v) ≥ 0.
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Tomando (6.32) se tiene

γ[ur−1(1− um)p−1(r − (r + pm)um)][vs−1(1− vn)q−1(s− (s+ qn)vn)] ≥ 1. (6.34)

Al reemplazar (6.33) en (6.34) se tiene la desigualdad

−1

máx{pmqn, rs}
≤ γ ≤ 1

máx{pms, qnr}
.

Equivalente a

−mı́n

{
1

pmqn
,

1

rs

}
≤ γ ≤ mı́n

{
1

pms
,

1

qnr

}
. (6.35)

6.3. Propiedades de la sub-familia FGM

Consideremos la cópula (6.31) cuya función de densidad c es descrita por la ecuación

(6.32). Esta densidad es útil para obtener los siguientes resultados.

Teorema 6.6. Sean U, V variables aleatorias uniformes, con cópula C definida por

(6.31), entonces

E[U iV j] =
1

(i+ 1)(j + 1)
+

γ

mn

[
r − (r + pm)(i+ r)

i+ r + pm

] [
s− (s+ qn)(j + s)

j + s+ qn

]
×B(

i+ r

m
, p)B(

j + s

n
, q); m,n, p, q ≥ 1, (6.36)

Cov(U, V ) =
γ

mn
B(

r + 1

m
, p+ 1)B(

s+ 1

n
, q + 1). (6.37)

donde B(x, y) es la función beta.
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Demostración. El valor esperado es

E[U iV j] =

∫ 1

0

∫ 1

0

uivjc(u, v)dudv

=

∫ 1

0

∫ 1

0

uivjdudv + γ

∫ 1

0

ui+r−1[(1− um)p−1(r − (r + pm)um)]du

×
∫ 1

0

vj+s−1[(1− vn)q−1(s− (s+ qn)vn)]dv

=

∫ 1

0

uidu

∫ 1

0

vjdv

+ γ[r

∫ 1

0

ui+r−1(1− um)p−1du− (r + pm)

∫ 1

0

ui+r+m−1(1− um)p−1du]

× [s

∫ 1

0

vj+s−1(1− vn)q−1dv − (s+ qn)

∫ 1

0

vj+s+n−1(1− vn)q−1du]

=
1

(i+ 1)(j + 1)

+
γ

mn
[r

∫ 1

0

u
i+r
m
−1(1− u)p−1du− (r + pm)

∫ 1

0

u
i+r
m (1− u)p−1du]

× [s

∫ 1

0

v
j+s
n
−1(1− v)q−1dv − (s+ qn)

∫ 1

0

v
j+s
n (1− v)q−1dv]

=
1

(i+ 1)(j + 1)
+

γ

mn
[rB(

i+ r

m
, p)− (r + pm)(i+ r)

i+ r + pm
B(

i+ r

m
, p)]

× [sB(
j + s

n
, q)− (s+ qn)(j + s)

j + s+ qn
B(

j + s

n
, q)]

=
1

(i+ 1)(j + 1)
+

γ

mn
(r − (r + pm)(i+ r)

i+ r + pm
)(s− (s+ qn)(j + s)

j + s+ qn
)

×B(
i+ r

m
, p)B(

j + s

n
, q).
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Utilizando la fórmula de Hoeffding

Cov(U, V ) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(C(u, v)− uv)dudv

= γ

∫ 1

0

ur(1− um)pvs(1− vn)qdudv

=
γ

mn

∫ 1

0

u
r+1
m
−1(1− u)pdu

∫ 1

0

v
s+1
n
−1(1− v)qdv

=
γ

mn
B(

r + 1

m
, p+ 1)B(

s+ 1

n
, q + 1).

Teorema 6.7. Sea (U, V ) un par aleatorio, con cópula C definida por (6.31). Entonces

la rho de Spearman es

ρS = 12
γ

mn
B(

r + 1

m
, p+ 1)B(

s+ 1

n
, q + 1). (6.38)

La tau de Kendall es

τ =
ρS
3
− 1. (6.39)

El coeficiente de Gini es

γC = 4γ

q∑
i=0

p∑
j=0

(−1)i+j
[

1

ni+mj + r + s+ 1
+B(mj + r + 1, ni+ s+ 1)

]
. (6.40)

La medida de Blomqvist es

BC = γ(
1

2
)r+s−2

(
1− (

1

2
)m
)p(

1− (
1

2
)n
)q

. (6.41)
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Demostración. Por definición la rho de Spearman es

ρS = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

(C(u, v)− uv)dudv

= 12Cov(u, v)

= 12
γ

mn
B(

r + 1

m
, p+ 1)B(

s+ 1

n
, q + 1).

De acuerdo con (6.35) y (6.38), un intervalo de confianza para ρS será:

− 12

mn
B(

r + 1

m
, p+ 1)B(

s+ 1

n
, q + 1) mı́n{ 1

pmqn
,

1

rs
} ≤ γ

≤ 12

mn
B(

2

m
, p+ 1)B(

2

n
, q + 1) mı́n{ 1

pms
,

1

qnr
}. (6.42)

La tau de Kendall es

τ = 4

∫ 1

0

∫ 1

0

(C(u, v)− uv)dC(u, v)− 1

= 4

∫ 1

0

∫ 1

0

(γur(1− um)pvs(1− vn)q)dC(u, v)− 1

= 4γ

∫ 1

0

ur(1− um)pdu

∫ 1

0

vs(1− vn)qdv − 1

+ 4γ2

∫ 1

0

[ru2r−1(1− um)2p−1 − (r + pm)u2r+m−1(1− um)2p−1]du

×
∫ 1

0

[sv2s−1(1− vn)2q−1 − (s+ qn)v2s+n−1(1− vn)2q−1]dv − 1

= 4
γ

mn
B(

r + 1

m
, p+ 1)B(

s+ 1

n
, q + 1)

+ 4
γ2

mn
[rB(

2r

m
, 2p)− (r + pm)B(

2r

m
+ 1, 2p)]

× [sB(
2s

n
, 2q)− (1 + qn)B(

2s

n
+ 1, 2q)]− 1.

Como B(2r
m

+ 1, 2p) = r
r+pm

B( 2
m
, 2p) y B(2s

n
+ 1, 2q) = s

s+qn
B( 2

n
, 2q), se tiene

τ = 4
γ

mn
B(

r + 1

m
, p+ 1)B(

s+ 1

n
, q + 1)− 1.
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El coeficiente de Gini es

γC = 4

∫ 1

0

[C(u, u) + C(u, 1− u)]du− 2

= 4γ

∫ 1

0

ur+s(1− um)p(1− un)qdu

+ 4γ

∫ 1

0

ur(1− u)s(1− um)p(1− (1− u)n)qdu

= 4γ

∫ 1

0

q∑
i=0

p∑
j=0

(
q

i

)(
p

j

)
(−1)i+juni+mj+r+sdu

+ 4γ

∫ 1

0

q∑
i=0

p∑
j=0

(
q

i

)(
p

j

)
(−1)i+jumj+r(1− u)ni+sdu,

= 4γ

q∑
i=0

p∑
j=0

(
q

i

)(
p

j

)
(−1)i+j

∫ 1

0

(uni+mj+r+s + umj+r(1− u)ni+s)du

= 4γ

q∑
i=0

p∑
j=0

(−1)i+j[
1

ni+mj + r + s+ 1
+B(mj + r + 1, ni+ s+ 1)].

La medida de Blomqvist es

BC = 4C(1/2, 1/2)− 1

= 4(
1

2
)2[1 + γ(

1

2
)r+s−2(1− (

1

2
)m)p(1− (

1

2
)n)q]− 1

= γ(
1

2
)r+s−2(1− (

1

2
)m)p(1− (

1

2
)n)q.





Caṕıtulo 7

Extensión de la FGM a dos

dimensiones

Si se conocen las funciones canónicas de una distribución Ha, es posible aproximarla

a otra distribución Ht, mediante combinaciones lineales de las funciones canónicas. En

particular, en este caṕıtulo, estamos interesados en aproximar la distribución FGM ex-

tendida en dos dimensiones en el sentido geométrico (véase la sección 4.3) a algunas

distribuciones conocidas como son la AMH, la Clayton Oakles y la Gumbel-Barnett.

En el caṕıtulo 4, probamos que estas distribuciones son de dimensión numerable (ℵ0),

aunque tomando sólo dos dimensiones, la proporción de dependencia es P2 ' 0,99.

En la sección 7.1, definiremos la función FGM a dos dimensiones, en la sección 7.2, se

obtendrá la aproximación de una distribución bivariante a otra de dimensión finita y en la

sección 7.3, como ejemplo, aproximaremos la distribución FGM de dos dimensiones a las

distribuciones AMH, Clayton Oakles y Gumbel-Barnett. Para evaluar la aproximación,

utilizaremos dos medidas de ajuste basadas en distancia.
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7.1. La FGM a dos dimensiones

La función de distribución FGM descrita por la ecuación (6.5) se puede extender al caso

de dos dimensiones en el sentido geométrico definido en la sección 4.3.

H(x, y) = F (x)G(y) + λ1[F (x)− Φ(x)][G(y)−Ψ(y)]

+λ2[1
2
F 2(x) + (FΦ − 1

2
)F (x)− FΦ(x)][1

2
G2(x) + (GΨ − 1

2
)G(y)−GΨ(y)],

(7.1)

donde FΦ(x) =
∫ x
a

Φ(t)dF (t), GΨ(y) =
∫ y
c

Ψ(t)dG(t), FΦ = FΦ(b), GΨ = GΨ(b).

La función de densidad (respecto a la medida de Lebesgue) es

h = fg + λ1f(1− ϕf−1)g(1− ψg−1) + λ2f(F − Φ− γ)g(G−Ψ− δ), (7.2)

donde γ =
∫ b
a
(F − Φ)dF = 1/2− FΦ, δ =

∫ d
c

(G−Ψ)dG = 1/2−GΨ.

En particular, la ecuación (7.1) se reduce a la FGM si se toma Φ = F 2, Ψ = G2 y λ2 = 0.

Proposición 7.1. Sean las funciones a1 = 1 − dΦ
dF

, b1 = 1 − dΨ
dG

, a2 = F − Φ − γ y

b2 = G−Ψ− δ. Entonces

E(a1) = 0, Var(a1) = α− 1, (7.3)

E(a2) = 0, Var(a2) = 1/3 + FΦ2 − γ2 − 2

∫ b

a

FΦdF, (7.4)

E(b1) = 0, Var(b1) = β − 1, (7.5)

E(b2) = 0, Var(b2) = 1/3 +GΨ2 − δ2 − 2

∫ d

c

GΨdG, (7.6)

donde α =
∫ b
a

(
dΦ
dF

)2
dF y β =

∫ d
c

(
dΨ
dG

)2
dG.

Demostración. Por definición del valor esperado

E(a1) =

∫ b

a

(1− dΦ

dF
)dF

=

∫ b

a

dF −
∫ b

a

dΦ = 1− 1 = 0.
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y

E(a2) =

∫ b

a

(F − Φ− γ)dF

=

∫ b

a

(F − Φ)dF − γ
∫ b

a

dF

= γ − γ = 0.

La varianza es

Var(a1) =

∫ b

a

a2
1dF

=

∫ b

a

[
1− 2

dΦ

dF
+

(
dΦ

dF

)2
]
dF

= 1− 2 +

∫ b

a

(
dΦ

dF

)2

dF = α− 1.

y

Var(a2) =

∫ b

a

a2
2dF

=

∫ b

a

(F − Φ)2dF − 2γ

∫ b

a

(F − Φ)dF + γ2

∫ b

a

dF

=

∫ b

a

(F 2 + Φ2 − 2FΦ)dF − γ2

= 1/3 + FΦ2 − γ2 − 2

∫ b

a

FΦdF.

De forma similar se prueba

E(b1) = 0, Var(b1) = β − 1,

E(b2) = 0, Var(b2) = 1/3 +GΨ2 − δ2 − 2

∫ d

c

GΨdG.
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Proposición 7.2. Las covarianzas son

Cov(a1, b1) =λ1(α− 1)(β − 1), (7.7)

Cov(a1, b2) =0, (7.8)

Cov(a2, b1) =0, (7.9)

Cov(a2, b2) =λ2[1/3 + FΦ2 − γ2 − 2

∫ b

a

FΦdF ]

× [1/3 +GΨ2 − δ2 − 2

∫ d

c

GΨdG]. (7.10)

Demostración. Por definición

Cov(a1, b1) =

∫ b

a

∫ d

c

a1b1(dH − dFdG).

Al Escribir (7.1) como

dH = dFdG+ λ1a1dFb1dG+ λ2a2dFb2dG. (7.11)

Luego

Cov(a1, b1) = λ1

∫ b

a

a2
1dF

∫ d

c

b2
1dG+ λ2

∫ b

a

a1a2dF

∫ d

c

b1b2dG.

Dado que

E(a1a2) =

∫ b

a

a1a2dF

=

∫ b

a

(F − Φ)d(F − Φ)− γ
∫ b

a

d(F − Φ)

=
1

2
(F − Φ)|ba − γ(F − Φ)|ba = 0, (7.12)

E(b1b2) =

∫ d

c

b1b2dG

=

∫ d

c

(G−Ψ)d(G−Ψ)− δ
∫ d

c

d(G−Ψ)

=
1

2
(G−Ψ)|dc − δ(G− Φ)|dc = 0. (7.13)



7.1. La FGM a dos dimensiones 119

y ∫ b

a

a2
1dF =Var(a1) = α− 1, (7.14)∫ d

c

b2
1dG =Var(b1) = β − 1. (7.15)

Luego

Cov(a1, b1) = λ1(α− 1)(β − 1).

De nuevo de la definición

Cov(a1, b2) =

∫ b

a

∫ d

c

a1b2(dH − dFdG).

De (7.11)

Cov(a1, b2) = λ1

∫ b

a

a2
1dF

∫ d

c

b1b2dG+ λ2

∫ b

a

a1a2dF

∫ d

c

b2
2dG.

Al considerar (7.12) y (7.13), se tiene Cov(a1, b2) = 0, de igual forma se prueba que

Cov(a2, b1) = 0

Por último

Cov(a2, b2) = λ1

∫ b

a

a1a2dF

∫ d

c

b1b2dG+ λ2

∫ b

a

a2
2dF

∫ d

c

b2
2dG.

De (7.12) y (7.13)

Cov(a2, b2) =λ2

∫ b

a

a2
2dF

∫ d

c

b2
2dG = λ2Var(a2)Var(b2)

=λ2[1/3 + FΦ2 − γ2 − 2

∫ b

a

FΦdF ]

× [1/3 +GΨ2 − δ2 − 2

∫ d

c

GΨdG].
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Proposición 7.3. Sea H definida por (7.1). El coeficiente de asociación de Pearson φ2

es

φ2 =λ2
1(α− 1)(β − 1) + λ2

2[1/3 + FΦ2 − γ2 − 2

∫ b

a

FΦdF ]

× [1/3 +GΨ2 − δ2 − 2

∫ d

c

GΨdG]. (7.16)

Demostración. El coeficiente de asociación de Pearson φ2 se define como

φ2 =

∫ b

a

∫ d

c

(
dH

dFdG
− 1

)2

dFdG.

Al aplicar a la distribución (7.1) se tiene

φ2 =

∫ b

a

∫ d

c

(λ1a1b1 + λ2a2b2)2dFdG

=λ2
1

∫ b

a

a2
1dF

∫ d

c

b2
1dG+ λ2

2

∫ b

a

a2
2dF

∫ d

c

b2
2dG

+ 2λ1λ2

∫ b

a

a1a2dF

∫ d

c

b1b2dG.

De (7.12), (7.13), (7.14) y (7.15) se obtiene

φ2 =λ2
1(α− 1)(β − 1) + λ2

2[1/3 + FΦ2 − γ2 − 2

∫ b

a

FΦdF ]

× [1/3 +GΨ2 − δ2 − 2

∫ d

c

GΨdG].

Proposición 7.4. Sea H dada por la ecuación (7.1). Entonces las dos primeras corre-

laciones canónicas son:

ρ1 = λ1

√
(α− 1)(β − 1),

ρ2 = λ2

√
[1/3 + FΦ2 − γ2 − 2

∫ b
a
FΦdF ][1/3 +GΨ2 − δ2 − 2

∫ d
c
GΨdG].

Demostración. Consideremos la función de distribución H definida por la ecuación (7.1).



7.1. La FGM a dos dimensiones 121

Dado que (7.16) existe, entonces existe la expansión diagonal de la forma (véase Lancas-

ter, 1958)

dH = dFdG+
∞∑
n=1

ρnAndFBndG, (7.17)

donde An, Bn son funciones unitarias en L2([a, b]) y L2([c, d]) para F yG respectivamente,

en el sentido de que E(An(X)) = E(Bn(Y )) = 0 y E(A2
n(X)) = E(B2

n(Y )) = 1. las

funciones An(X) y Bn(Y ) son las variables canónicas.

Si tomamos

A1 =
a1√
α− 1

, B1 =
b1√
β − 1

,

A2 =
a2√

1/3 + FΦ2 − γ2 − 2
∫ b
a
FΦdF

,

B2 =
b2√

1/3 +GΨ2 − δ2 − 2
∫ d
c
GΨdG

.

Con las proposiciones 7.1 y 7.2, se puede probar fácilmente que las variables A1, A2, B1, B2

son canónicas, esto es

E[A1] = E[B1] = E[A2] = E[B2] = 0,

Var(A1) = Var(A2) = Var(B1) = Var(B1) = 1,

Cov(A1, B1) = Cov(A2, B1) = Cov(A2, B2) = 0.

La expansión (7.17), se puede expresar como

dH = dFdG+ ρ1A1dFB1dG+ ρ2A2dFB2dG+
∞∑
n=3

ρnAndFBndG. (7.18)

Al comparar las ecuaciones (7.1) con (7.18) se tiene

ρ1 = λ1

√
(α− 1)(β − 1),

ρ2 = λ2

√
[1/3 + FΦ2 − γ2 − 2

∫ b
a
FΦdF ][1/3 +GΨ2 − δ2 − 2

∫ d
c
GΨdG].

(7.19)
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La función de distribución H definida por la ecuación (6.5) es un caso particular de la

ecuación (7.1), basta con tomar λ2 = 0.

Sean Q = Φ ◦ F−1 y R = Ψ ◦G−1 dos funciones de distribución definidas en [0, 1].

Dado que FΦ =
∫ b
a

ΦdF =
∫ 1

0
Q(t)dt = 1− µQ, donde µQ es la media de la variable con

distribución Q, y similarmente µR. La correspondiente función cópula de (7.1) es

C(u, v) = uv + λ1[u−Q(u)][v −R(v)]

+λ2[1
2
u2 + (1

2
− µQ)u−

∫ u
0
Q(t)dt][1

2
v2 + (1

2
− µR)v −

∫ v
0
R(t)dt].

(7.20)

Para Φ = Fm+1;m ≥ 1,Ψ = Gn+1;n ≥ 1, la familia (7.1) tiene la cópula

C(u, v) = uv + λ1u(1− um)v(1− vn)

+λ2

[
u2

2
− mu

2(m+2)
− um+2

m+2

] [
v2

2
− nv

2(n+2)
− vn+2

n+2

]
, m, n ≥ 1.

(7.21)

Proposición 7.5. Sea C la cópula definida por (7.21), El coeficiente de correlación de

Spearman es

ρS =
mn

(m+ 2)(n+ 2)

[
3λ1 +

λ2(m− 1)(n− 1)

12(m+ 3)(n+ 3)

]
, m, n ≥ 1.

La tau de Kendall es

τC =
mn

18(m+ 2)(n+ 2)

[
36λ1 + λ2

(m− 1)(n− 1)

(m+ 3)(n+ 3)

+λ1λ2
mn(2m2 + 5m+ 5)(2n2 + 5n+ 5)

(m+ 2)(m+ 3)(2m+ 3)(n+ 2)(n+ 3)(2n+ 3)

]
, m, n ≥ 1. (7.22)

En particular, para Φ = F 2,Ψ = G2, la cópula (7.21) es

C(u, v) = uv
[
1 + (1− u)(1− v)

(
λ1 + λ2(1− 2u)(1− 2v)

)]
, (7.23)

donde λ2 = λ2/36,

La rho de Spearman es ρS = λ1/3 y la tau de Kendall 2λ1(9λ2 + 225)/2025
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Nelsen et al. (1997) y Nelsen (2006) han estudiado la cópula (7.23) como un miembro

de la familia de cópulas simétricas con secciones cubicas en ambas variables U y V .

Consideran λ2 ∈ [−1, 2], |λ1| ≤ λ2 + 1 para λ2 ∈ [−1, 1/2] y |λ1| ≤
√

(6λ2 − 3λ
2

2)

para λ2 ∈ [1/2, 2], que garantiza que (7.23) es una cópula, también proporcionan la

rho de Spearman y la tau de Kendall, además de ciertas propiedades de dependence y

demuestran que la cópula (7.23) es una aproximación de Maclaurin de segundo orden a

la familia de cópulas de Frank y Plackett.

7.2. Aproximación de una distribución bivariante a

otra de dimensión finita

Supongamos que Ht es la verdadera función de distribución de dos variables aleato-

rias (X, Y ). Consideremos una distribución Ha y supongamos que la expansión diagonal

dHa = dFdG+
∑

n≥1 ρnAndFBndG existe, donde An, Bn son funciones canónicas unita-

rias. Estamos interesados en aproximar Ht por medio de una combinación lineal finita

de funciones canónicas obtenidas de Ha:

dHt ' dFdG+
k∑
i=1

λiAidFBidG.

De una manera más precisa, se busca la aproximación

dHt

dFdG
' 1 +

k∑
i=1

λiAiBi,

donde λ1, . . . , λk son los coeficientes reales tales que minimizan

∫ b

a

∫ d

c

(
dHt − dFdG

dFdG
−

k∑
i=1

λiAiBi

)2

dFdG. (7.24)
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Si las densidades ht, f, g existen (medida de Lebesgue), entonces ht es aproximada por

ĥt donde

ĥt = fg(1 +
k∑
i=1

λiAiBi).

El resultado de minimizar la ecuación (7.24), se presenta en el siguiente teorema.

Teorema 7.1. Supongamos (X, Y ) ∼ Ht ∈ F(F,G). Al minimizar (7.24) los coeficientes

son λi = ρi, donde

ρi = corr(Ai(X), Bi(Y )), i = 1, · · · , k.

Demostración. Sea z = (dHt − dFdG)/dFdG. Entonces∫ b
a

∫ d
c

(z −
∑k

i=1 λiAiBi)
2dFdG = φ2

t +
∫ b
a

∫ d
c

∑k
i=1 λ

2
iA

2
iB

2
i dFdG

−2
∫ b
a

∫ d
c

(
∑k

i=1 λiAiBi)(dHt − dFdG)

+
∑k

i 6=j=1 λiλj
∫ b
a
AidF

∫ d
c
BjdG

= φ2
t +

∑k
i=1 λ

2
i − 2

∑k
i=1 λiρi,

donde φ2
t es el coeficiente de asociación de Pearson. Al derivar con respecto a λi e igualar

a cero, se obtiene λi = ρi, i = 1, · · · , k.

Cada ρi es la correlación entre las variables canónicas Ai, Bi obtenidas de Ha, pero

la correlación es tomada con respecto a la “verdadera” función de distribución Ht. Es

decir, los datos observados son utilizados para obtener ρi provienen de (X, Y ) ∼ Ht. Este

resultado es útil cuando se conocen las funciones canónicas de Ha, como ocurre en la

FGM generalizada (7.23).

7.3. Ejemplos

7.3.1. Cópula Ali-Mikhail-Haq (AMH)

Primero estudiamos la aproximación de la cópula Ali-Mikhail-Haq (AMH)

Ct =
uv

[1− θ(1− u)(1− v)]
, −1 ≤ θ ≤ 1,
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Figura 7.1: Región de las correlaciones (parámetros) para el cual c es una densidad.

a la cópula (7.23). La densidad para esta cópula FGM generalizada es

c = 1 +
λ1

3

√
3(1− 2u)

√
3(1− 2v) +

λ2

180

√
5(6u2 − 6u+ 1)

√
5(6v2 − 6v + 1).

Las funciones canónicas son A1 =
√

3(1 − 2u), A2 =
√

5(6u2 − 6u + 1) y similarmente

B1,B2. Para asegurar que c es una densidad, las correlaciones canónicas deben pertenecer

a la región R = {(ρ1, ρ2)|c ≥ 0}, véase la Figure 7.1.

Podemos calcular las correlaciones ρ1 = corr(U, V ), ρ2 = corr(U2 − U, V 2 − V ), donde

(U, V ) ∼ C.

Utilizando la siguiente fórmula (Cuadras, 2002b)

Cov(ν(U), ξ(V )) =

∫
I2

(C(u, v)− uv)dν(u)dξ(v),
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que proporciona la covarianza entre dos funciones de U y V . De manera que

ρ1 = 12

∫
I2
C(u, v)dudv − 3, (7.25)

ρ2 = 180

∫
I2
C(u, v)(4uv − 2u− 2v + 1)dudv − 5. (7.26)

Obsérvese que ρ1 es el coeficiente de correlación de Spearman.

Expandiendo la cópula AMH Ct, que desempeña el papel de la “verdadera” cópula,

uv

1− θ(1− u)(1− v)
= uv[1 +

∞∑
i=1

θi(1− u)i(1− v)i],

obtenemos

ρ1 = 12
∞∑
i=1

θiB(2, i+ 1)2,

y

ρ2 = 180
∞∑
i=1

θi[4B(3, i+ 1)2 − 4B(2, i+ 1)B(3, i+ 1) +B(2, i+ 1)2],

donde B(·, ·) es la función beta. Todos los pares (ρ1, ρ2) pertenecen a R y la cópula AMH

se puede aproximar por

C2 = uv {1 + (1− u)(1− v)[3ρ1 + 5ρ2(1− 2u)(1− 2v)]} . (7.27)

La tau de Kendall (2.13) para C2 es

τ(C2) =
2

3
ρ1 +

2

15
ρ1ρ2. (7.28)

Dos medidas de ajuste de Ct a C2 son

η1 = máx
u,v∈I
|Ct(u, v)− C2(u, v)|, (7.29)

η2 = D(Ct, C2)/D(M,W ), (7.30)

donde M = mı́n{u, v} y W = máx{u + v − 1, 0} son las cotas superior e inferior de
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Tabla 7.1: Correlaciones canónicas y ajustes para la cópula AMH.
θ ρ1 ρ2 η1 η2 ρS(AMH) τ(AMH) τ(C2)
-1 -0.2711 0.0217 0.0055 0.0002 -0.2710 -0.1817 -0.1815

-.5 -0.1489 0.0080 0.0017 0.0000 -0.1489 -0.0995 -0.0995
.5 0.1924 0.0223 0.0032 0.0001 0.1924 0.1288 0.1286
1 0.4783 0.2323 0.0261 0.0029 0.4784 0.3333 0.3335

Fréchet-Hoeffding y

D(Ct, C2) =

∫
I2

(Ct − C2)2dudv.

Dado que

D(M,W ) =
∫
I2

(mı́n{u, v} −máx{u+ v − 1, 0})2dudv

= 1
4

∫
I2

(1− |u− v| − |u+ v − 1|)2dudv = 1
24
,

se cumple la desigualdad D(Ct,C2) < D(M,W ) = 1/24. Aśı 0 < ηi < 1, i = 1, 2.

La tau de Kendall y la rho de Spearman para la familia AMH pueden verse en Nelsen

(2006). La tabla 7.1 contiene un ejemplo numérico, que muestra que el ajuste es bueno,

preservando los valores de la tau de Kendall y la rho de Spearman. Nótese que ρ1 es

ρS(C2).

7.3.2. Cópula Clayton-Oakes

Consideremos la cópula Clayton-Oakes definida por

Ct = [máx(u−θ + v−θ − 1, 0)]−1/θ, −1 ≤ θ <∞.

El cálculo de las correlaciones ρ1 y ρ2 se han obtenido numéricamente. Sin embargo,

ahora los resultados pueden proporcionar aproximaciones FGM que no son cópulas, es

decir, la densidad c(u, v) es negativa para algunos valores de u, v. Entonces tomamos

(ρ∗1, ρ
∗
2) ∈ R con la menor distancia eucĺıdea para (ρ1, ρ2). Aśı la cópula Clayton-Oakes

se puede aproximar por

C2 = uv {1 + (1− u)(1− v)[3ρ∗1 + 5ρ∗2(1− 2u)(1− 2v)]} .
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Tabla 7.2: Correlaciones Canónicas y ajustes para la cópula Clayton-Oakes.
θ ρ1 ρ2 ρ∗1 ρ∗2 η1 η2

-1 -1 1 -0.5085 0.2950 0.0625 0.0060
0.5 -0.4667 0.1997 -0.4665 0.1995 0.0263 0.0036
0.5 0.2950 0.1150 0.2950 0.1150 0.0162 0.0014

1 0.4784 0.2337 0.4785 0.2335 0.0261 0.0029
2 0.6822 0.4104 0.5495 0.2620 0.0349 0.0035
5 0.8846 0.6809 0.5190 0.2875 0.0385 0.0030

10 0.9582 0.8470 0.5190 0.2875 0.0387 0.0037

El ajuste es aceptablemente bueno para valores (positivos) intermedios del parámetro θ,

véase la tabla 7.2.

7.3.3. Cópula Gumbel-Barnett (GB)

Aproximación de la cópula Gumbel-Barnett

Ct = uv exp{−θ ln(u) ln(v)}, 0 < θ ≤ 1,

a la cópula (7.23).

Los cálculos de las correlaciones ρ1 y ρ2 se han obtenido numéricamente utilizando las

ecuaciones (7.25) y (7.26). La tau de Kendall para la Gumbel-Barnett se obtiene numéri-

camente con la ecuación (2.13) y para la FGM de dos dimensiones con la ecuación (7.28).

Las medidas de ajuste η1 y η2 se calculan con las ecuaciones (7.29) y (7.30) respectiva-

mente. Los resultados de estos cálculos son presentados en la tabla 7.3, en donde se

muestra que el ajuste es bastante bueno, preservando bien el valor de la tau de Kendall.

Tabla 7.3: Correlaciones canónicas y ajustes para la cópula Gumbel-Barnett (GB)
θ ρ1 ρ2 η1 η2 τ(GB) τ(C2)

0.1 -0.0715 -0.0059 0.0030 8.1E-05 -0.0477 -0.0476
0.2 -0.1369 0.0000 0.0052 2.3E-04 -0.0916 -0.0913
0.4 -0.2531 0.0315 0.0076 4.9E-04 -0.1704 -0.1698
0.6 -0.3542 0.0753 0.0084 5.5E-04 -0.2404 -0.2397
0.8 -0.4437 0.1229 0.0076 4.5E-04 -0.3035 -0.3030
1.0 -0.5239 0.1701 0.0057 2.8E-04 -0.3613 -0.3611



Caṕıtulo 8

Aplicación de la teoŕıa de cópulas al

análisis financiero

El reciente interés en la modelización basada en cópulas se justifica por el potencial de

esta herramienta para representar estructuras de dependencia entre variables, y para

generar distribuciones conjuntas mediante la combinación de distribuciones marginales

prefijadas. La simulación constituye un poderoso instrumento en finanzas para replicar

escenarios de fronteras eficientes, valores extremos, en la valoración de activos o en la

estimación de riesgos conjuntos. Mediante el uso de cópulas resulta asequible construir y

simular datos generados por distribuciones multivariantes a partir de casi cualquier clase

de distribuciones marginales y casi cualquier tipo de estructuras de dependencia.

En finanzas, el coeficiente de correlación de Pearson se ha utilizado para medir la de-

pendencia, en modelos clásicos de asignación de cartera de valores como por ejemplo el

modelo CAPM (Capital Asset Pricing Model), y el APT (Arbitrage Princing Theory).

Sin embargo esta medida no es apropiada bajo ciertos supuestos sobre la función de

distribución multivariante de los retornos. Embrechts et al. (1999) demostraron que el

coeficiente de Pearson solo es apropiado si la función de distribución es eĺıptica y Bouyé et

al. (2000) si la distribución es normal multivariante.

A partir de las cópulas es posible construir otras medidas de dependencia, tales como

los coeficientes de correlación de rango y el coeficiente de dependencia en las colas.
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Entre las medidas de correlación de rango encontramos el coeficiente de correlación de

Spearman (ρS) y el coeficiente de correlación de Kendall (τ). La principal ventaja de los

coeficientes basados en rangos, sobre la correlación de Pearson, es que son invariantes bajo

transformaciones monótonas crecientes y que son capaces de identificar la dependencia

perfecta entre las variables. En cambio el coeficiente de dependencia en las colas es útil

para identificar los patrones de dependencia que existen entre los valores extremos de

las variables aleatorias. En temas como la medición de riesgo financiero y administración

de carteras son utilizados, por ejemplo para el estudio de las relaciones de dependencia

de retornos extremos de diferentes factores de riesgo. Al igual que las medidas de rango,

también son invariantes bajo transformaciones monótonas crecientes y se pueden expresar

en términos de la cópula.

En este caṕıtulo estudiaremos la estructura de dependencia entre los retornos diarios de

los ı́ndices bursátiles del DAX e IBEX 35, durante el peŕıodo comprendido entre el 6

de junio de 2006 y el 24 de febrero de 2012. Como primer paso, procedemos a ajustar

un modelo ARCH/GARCH para hacer frente a la existencia de heteroscedasticidad con-

dicional de las variables y la persistente variabilidad en el rendimiento de las acciones.

Luego ajustamos la distribución de Pareto generalizada a los residuos de los retornos

ajustados con el fin de determinar la distribución marginal de serie univariada en las

colas. Posteriormente, se ajustan diferentes cópulas para modelar la dependencia multi-

variante entre los rendimientos de los mercados de valores eligiendo la que mejor se ajuste

a los residuos de los retornos, para por último ajustar una cópula FGM bidimensional

a la cópula estimada. En la sección 8.1 se estudiaran las propiedades estocásticas y las

caracteŕısticas de distribución de los retornos. En la sección 8.2 seleccionamos el modelo

bidimensional de cópula que mejor se ajusta a la serie bivariante de residuos filtrados

mediante los procesos tipo ARCH/GARCH y los ajustes de la distribución de Pareto a

las colas de las de series marginales. En la sección 8.3 aproximaremos la cópula FGM

bidimensional a la cópula estimada.
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Figura 8.1: Precios diarios al cierre y los negativos de los retornos logaŕıtmicos (pérdidas)
de los indices bursatiles DAX y IBEX 35

8.1. Descripción de datos

La cartera de valores que vamos a analizar está compuesta por los indices bursátiles DAX

y IBEX 35. La base de datos contiene 2512 precios de cierre diarios, del 6 de junio de

2006 al 24 de febrero de 2012. Los retornos son calculados al tomar la diferencia de los

logaritmos de los precios de las acciones en dos d́ıas consecutivos de cotización.

En la figura 8.1, se puede identificar la volatilidad de los retornos, puesto que éstos

muestran patrones irregulares en el tiempo, sugiriendo la presencia de conglomerados de

volatilidad. Además también la presencia de valores at́ıpicos, comunes en el estudio de

activos financieros. Estos comportamientos son indicio de que las distribuciones de los

retornos de cada uno de los activos esta descrita por una distribución de cola pesada

(Engle, 1982). La figura 8.2 (Q-Q plot Normal) enfrenta los cuantiles emṕıricos con los

de una normal, en el que se pueden apreciar que ambas colas de la distribución emṕırica

son más pesadas que las que correspondeŕıan a una distribución normal.
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Figura 8.2: Q-Q Plot

Tabla 8.1: Estad́ısticas descriptivas para los retornos diarios
DAX IBEX 35

Min -7.43300 -9.586000
Max 10.80000 13.480000
Media 0.01544 0.004703
Desv. Est. 1.644065 1.531477
Curtosis 7.625258 9.769199
Coef. Asimetŕıa 0.062809 0.164989
Jarque Bera 2240.789* 4807.453*
Shapiro–Wilk 0.9337* 0.9284*

En la tabla 8.1 tanto el test de Jarque-Bera como el de Shapiro Wilk rechazan la hipóte-

sis nula de normalidad al nivel del 1 % para los retornos diarios de DAX y IBEX 35

respectivamente.

8.2. Estimación

Con los estad́ısticos de Jarque-Bera y Shapiro-Wilk hemos constatado la no normalidad

de los retornos y al observar la figura 8.3, que corresponde a las funciones de autocorre-

lación de los retornos en nivel y al cuadrado de los ı́ndices, estos nos dan indicios de la

existencia de heteroscedasticidad condicional autorregresiva (ARCH) en ambas series, al

mostrar valores significativamente altos. Para validar la presencia del efecto ARCH, se
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Figura 8.3: Funciones de autocorrelación de los retornos del DAX y el IBEX 35 en nivel
y al cuadrado

Tabla 8.2: Contraste LM de la presencia de efecto ARCH de orden 5
Retorno LM(5) p-valor

DAX 42.5271 0.000
IBEX 35 28.4969 0.005

utiliza el estad́ıstico LM, en nuestro caso de los retornos diarios, hemos calculados los

valores del estad́ısticos LM con rezagos de orden 5, los resultados son presentados en la

tabla 8.2.

Debido a que la forma funcional de la cópula y sus parámetros no dependen del tiem-

po, pero la distribución de los retornos describen cierto tipo de dependencia temporal,

en el primer y segundo momento de las series, se sugiere el uso de modelos dinámicos

multivariantes basados en cópulas (SCOMDY) o también llamados modelos de cópulas

dinámicas (véase Cherubini et al., 2011). Estos modelos fueron propuestos originaria-

mente por Chen y Fan (2006), quienes encontraron las propiedades asintóticas de los
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estimadores utilizados en este tipo de modelos; otros autores como Poon et al. (2001);

Patton (2001) y Chollete y Heinen (2006) ya hab́ıan utilizado estos modelos, pero nin-

guno de ellos hab́ıa desarrollado las propiedades de los estimadores de los modelos. La

estimación según Chen y Fan (2006) de las cópulas dinámicas se realiza en dos etapa, en

la primera se estima un modelo tipo ARMA(m,n)+APARCH(p,q) para cada una de las

series de retornos (rt) para estimar el comportamiento del primer y segundo momento

condicional de rt. En la segunda etapa se estiman los parámetros de la cópula sobre los

residuales de la primera etapa.

Tanto en la elección del modelo APARCH como de la cópula se utilizan algunos criterios

de información, como son el de Akaike (AIC), Bayesiano (BIC), Schwarz (SIC) y Hannan

Quinn (HQ).

Un modelo ARMA(m,n)+APARCH(p,q) para una serie xt es de la forma

xt = µ+
m∑
i=1

aixt−i +
n∑
j=1

bjεt−j + εt,

εt = ztσt; zt ∼ Dϑ(0, 1),

σδt = ω +

p∑
i=1

αi (|εt−i| − γiεt−i)δ +

q∑
j=1

βjσ
δ
t−j, (8.1)

donde µ es la media, σ2
t la varianza, ai es el coeficiente autorregresivo, bj el coeficiente de

media móvil, εt el residuo de la serie, zt es un proceso de ruido blanco incorrelacionado,

que puede ser modelado con una distribución normal estándar, una t-Student o una de

error generalizado (GED) con ϑ grados de libertad, ω > 0, δ > 0 y −1 < γi < 1.

Bollerslev (1986), Hsieh (1989), Bollerslev et al. (1992), Palm (1996) y Pagan (1996)

muestran que la distribución t de Student es la que mejor captura la curtosis en serie de

tiempo emṕıricas de los retornos logaŕıtmicos.

Los modelos ARCH fueron introducidos por Engle (1982) para modelar la varianza de

la tasa de inflación en el Reino Unido. Más tarde Bollerslev (1986) los generaliza y los

llama GARCH. Ding et al. (1993) generalizan los modelos GARCH en una clase más

extensa llamada los modelos APARCH, el cual incluye los modelos ARCH de Engle

(1982) cuando δ = 2, γi = 0 y βj = 0 y los modelos GARCH de Bollerslev (1986) cuando

δ = 2 y γi = 0 y otros casos especiales como los modelos TS-GARCH de Taylor (2008)
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Tabla 8.3: Criterios de Información de Modelos ARMA-APARCH ajustados a los rendi-
mientos del DAX

Modelo AIC BIC SIC HQ

ARCH(1) 3.576582 3.585864 3.576577 3.579951
GARCH(1,1) 3.353878 3.365480 3.353870 3.358089
ARMA(1,1)+GARCH(1,1) 3.352040 3.368282 3.352024 3.357935
TS-GARCH(1,1) 3.358144 3.369746 3.358137 3.362355
GJR-GARCH(1,1) 3.322922 3.336844 3.322911 3.327975
T-ARCH(1,1) 3.317375 3.331298 3.317364 3.322429
N-ARCH(1) 3.577361 3.588963 3.577353 3.581572
APARCH(1,1) 3.318039 3.334282 3.318024 3.323935

Tabla 8.4: Criterios de Información de Modelos ARMA-APARCH ajustados a los rendi-
mientos del IBEX 35

Modelo AIC BIC SIC HQ

ARCH(1) 3.431155 3.440437 3.431150 3.434524
GARCH(1,1) 3.219703 3.231305 3.219695 3.223914
ARMA(1,1)+GARCH(1,1) 3.218036 3.234279 3.218020 3.223931
TS-GARCH(1,1) 3.220006 3.231608 3.219998 3.224217
GJR-GARCH(1,1) 3.187619 3.201541 3.187607 3.192672
T-ARCH(1,1) 3.181424 3.195346 3.181412 3.186477
N-ARCH(1) 3.430761 3.442363 3.430754 3.434972
APARCH(1,1) 3.181642 3.197885 3.181627 3.187537

y Schwert (1990) cuando δ = 1 y γi = 0, los modelos GJR-GARCH de Glosten et al.

(1993) cuando δ = 2, los modelos T-ARCH de Zakoian (1994) cuando δ = 1, los modelos

N-ARCH de Higgins y Bera (1992) cuando γi = 0 y βj = 0 y los modelos log-ARCH de

Geweke (1986) y Pentula (1986) cuando δ −→ 0.

En las tablas 8.3 y 8.4 se presentan los modelos ARMA-APARCH que mejor se ajustan

a las series de retornos del DAX y IBEX 35 con sus respectivos criterios de información

(IC). Para cada modelo hemos supuesto que los residuos siguen una distribución t de

Student. De acuerdo con estos resultados, los modelos que mejor se ajustan son los tipo

T-ARCH(1), ya que éstos poseen los valores más bajos en cada uno de los (IC). Los

parámetros estimados para cada modelo T-ARCH(1) ajustado a los datos, se presentan

en las tabla 8.5 y 8.6 . Una de las conclusiones que se obtienen de las estimaciones, es que

la volatilidad es más sensible a las innovaciones negativas que a las positivas (α < γ).
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Tabla 8.5: Estimaciones de los parámetros para el modelo T-ARCH de los retornos
logaŕıtmicos del DAX

Parámetro Estimado Error Std. t-valor Pr(T > |t|)
µ 0.055667 0.019571 2.844 0.00445
ω 0.020944 0.003910 5.357 8.48e-08
α 0.068095 0.006562 10.377 <2e-16
γ 1.000000 0.011913 83.941 <2e-16
β 0.931073 0.006746 138.027 <2e-16
ϑ 10.000000 1.796396 5.567 2.60e-08

Tabla 8.6: Estimaciones de los parámetros para el modelo T-ARCH de los retornos
logaŕıtmicos del IBEX 35

Parámetro Estimado Error Std. t-valor Pr(T > |t|)
µ 0.043785 0.017792 2.461 0.0139
ω 0.018539 0.003599 5.150 2.60e-07
α 0.067576 0.009846 6.863 6.74e-12
γ 0.997663 0.143837 6.936 4.03e-12
β 0.932237 0.008771 106.286 <2e-16
ϑ 9.240593 1.575428 5.865 4.48e-09

De las figuras 8.4 y 8.5, se observa que los residuos estandarizados son aproximada-

mente i.i.d. Esto indica que no existen indicios de autocorrelación, ni de efectos ARCH

remanentes. En este punto extraemos las series de residuos para cada log-retorno con el

modelo T-ARCH(1) estimado y construimos la marginal de cada serie.

Debido a la presencia de colas pesadas en los extremos, como se observa en los gráficos

QQ plot de las figuras 8.4 y 8.5, es necesario estimar las funciones de las distribuciones

marginales de los residuos estandarizados siguiendo el enfoque de Carmona (2004), uti-

lizando un estimador semi-paramétrico que involucra la teoŕıa del valor extremo (EVT).

En esta metodoloǵıa las colas de las distribuciones marginales son modeladas usando la

distribución generalizada de Pareto (GPD), la cual es de la forma

Gξ,β(x) =

{
1− (1 + ξx/β)−1/ξ si ξ 6= 0,

1− exp(−x/β) si ξ = 0.

Luego de modelar las colas con la GPD, el centro de la distribución es modelado con la
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Figura 8.4: Análisis de los residuos del modelo T-ARCH(1) para los log-retornos DAX

Tabla 8.7: Resultados de la estimación GPD para las colas
DAX IBEX 35

Parámetro Superior Inferior Superior Inferior

β 0.60544 0.82789 0.62945 0.74941
ξ 0.18682 -0.04307 0.15250 0.02721

Umbral 1.02431 -1.09411 1.03206 -1.0910

función de distribución emṕırica (Zivot y Wang, 2006). Esta aproximación se justifica por

dos razones. La primera porque se evita realizar supuestos sobre la forma funcional de

las distribuciones marginales y la segunda porque la información disponible a partir del

uso de las distribuciones emṕıricas resulta insuficiente en el análisis de la probabilidad

de ocurrencia de valores extremos.

Ajustamos la GPD a los residuos estandarizados especificando un umbral inferior y supe-

rior, seleccionamos como valores de umbral tales que el 10 % de los residuos es reservado

para la cola superior e inferior. En nuestro caso hemos reservado 252 observaciones en

cada una de las colas. En las figuras 8.6 y 8.7, se presentan las colas estimadas de los
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Figura 8.5: Análisis de los residuos del modelo T-ARCH(1) para los log-retornos IBEX35

modelos GPD ajustados a los excesos de las colas superiores e inferiores. La aproximación

lineal de los gráficos son un buen indicio de que los modelos GPD están bien ajustados.

En la tabla 8.7 se presentan los parámetros estimados de los modelos GPD ajustados a

las colas y en la figura 8.8 del QQ plot se observa el buen ajuste de los modelos GPD

del DAX e IBEX 35 a la normal.

Un supuesto importante para la estimación de la cópula, es que los valores de las pseudo

muestras sigan una distribución uniforme estándar, para validar que la aproximación

semiparamétrica de la función de distribución marginal para cada una de las series de los

residuos, obtenida con el método de Carmona (2004) es apropiada, utilizamos la prueba

de Kolmogorov-Smirnov, con la que no rechazamos la hipótesis nula de que los datos se

ajustan a una distribución estándar. Con el gráfico QQ se comparan los cuantiles de la

función de distribución estimada con respecto a los de una v.a. uniforme (0,1), véase la

figura 8.9 en donde se valida esté supuesto.

Denotamos por U y V a las serie de residuos del DAX y del IBEX respectivamente.
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Figura 8.6: Modelo GPD ajustado a los exceso de cola para los residuos log-retornos del
DAX

Figura 8.7: Modelo GPD ajustado a los exceso de cola para los residuos log-retornos del
IBEX 35
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Figura 8.8: Q-Q plot Modelo GPD ajustado vs los modelos empiricos de los residuos
estándar del DAX e IBEX 35.

Figura 8.9: Gráfico QQ de las pseudo muestras

Luego de validar el supuesto de que U y V son v.a. uniformes (0,1), procedemos a la

estimación de la cópula que mejor se ajuste, mediante los criterios log-verosimilitud, el

criterios de información AIC propuesto por Joe (1997), el criterio de información BIC

propuesto por Zivot y Wang (2006) y el criterio Cramér-von Mises (CvM) de bondad de

ajuste propuesto por Genest et al. (1995). Este último criterio fue validado por Genest

et al. (2009) utilizando el bootstrap y luego por Kojadinovic et al. (2011) utilizando el

teorema del limite central multiplicativo. Las cópulas que según los criterios, mejor se
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Tabla 8.8: Criterios de selección de la cópula
Cópula Log (verosimilitud) AIC BIC CvM p-valor

Clayton Generalizada 1571.941 -3139.882 -3128.228 0.42
Gumbel 1471.935 -2941.870 -2936.041 0
Frank 1422.706 -2843.412 -2837.583 0

Normal 1431.558 -2861.115 -2855.287 0

ajustan son cuatro, tres de ellas son cópulas arquimedianas, la Clayton Generalizada

(BB1), la Gumbel y la Frank y una eĺıptica, la normal. Los resultados de la estimación

se presentan en la tabla 8.8, en donde claramente la cópula Clayton Generalizada es la

que presenta mejores resultados.

La cópula BB1 pertenece al grupo de las cópulas arquimedianas (2.6.2) con la particu-

laridad de ser de dos parámetros. La forma de la cópula BB1 es

C (u, v) =
{

1 + [(u−θ − 1)δ + (v−θ − 1)δ]1/δ
}−1/θ

; θ > 0, δ ≥ 1. (8.2)

El generador de la cópula (8.2) es de la forma

ϕ(t) = θ−δ(t−θ − 1)δ.

Las estimaciones de los parámetros de la cópula BB1, se realizaron mediante el método

de la máxima verosimilitud, dando como resultado los valores θ = 0,6225745 y δ =

2,087563. Una de las particularidades interesantes de la cópula BB1, es que muestra

dependencia en ambos extremos, como podemos observar en el gráfico de dispersión 8.10,

y de intensidades diferentes, es decir, las cópulas (8.2) poseen coeficientes de dependencia

en cola (5.3.3) superior e inferior distintos, que podemos calcular mediante las siguientes

ecuaciones (véase McNeil et al., 2005)

λL = 2−
1
δθ = 0,5867 y λU = 2− 2

1
δ = 0,6062.

Para nuestros datos, esto significa que un crash de mercado del rendimiento de IBEX 35

afecta con una probabilidad de 58,67 % un crash de mercado del rendimiento del DAX,

en contrapartida, si los precios se disparan, afecta con una probabilidad de 60,62 %.
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Figura 8.10: Gráfico de dispersión de una muestra que sigue la cópula Clayton Genera-
lizada y curvas de nivel de la cópula emṕırica y la estimada

La tau de Kendall para la cópula (8.2) es

(2 + θ)δ − 2

(2 + θ)δ
= 0,6347.

La rho de Spearman para la cópula BB1 no tiene una forma cerrada y se debe calcular

numéricamente mediante la ecuación (2.14), dando como resultado

ρS = 12

∫ 1

0

∫ 1

0

C(u, v)dudv − 3 = 0,819646.

En la siguiente sección aproximaremos la cópula estimada BB1 a la cópula FGM en dos

dimensiones obtenida en la sección 7.2

8.3. Aproximación bi-dimensional a la cópula FGM

En esta sección aproximaremos la cópula (8.2) estimada para los datos del DAX e IBEX

35, a la cópula (7.27). Calculamos los dos primeros coeficientes de correlación de la cópula

BB1, mediante las ecuaciones (7.25) y (7.26), donde claramente ρ1 = 0,819646 es la rho
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Figura 8.11: Curvas de nivel de la cópula BB1 estimada y FGM aproximada

de Spearman para la cópula BB1 y

ρ2 = 180

∫
I2
C(u, v)(4uv − 2u− 2v + 1)dudv − 5 = 0,675615.

Reemplazando estos resultados en la cópula (7.27), se tiene

Caprox(u, v) = uv {1 + (1− u)(1− v)[2,458938 + 3,378075(1− 2u)(1− 2v)]} .

La tau para Caprox viene dada por la ecuación (7.28), dando τ = 0,6207 con un error

de 0,014 respecto al valor de la cópula BB1 estimada. Ahora calculamos las dos me-

didas de ajuste (7.29) y (7.30), cuyos valores son η1 = 0,0190838 y η2 = 0,000648851

respectivamente. Lo que nos indica que existe un buen ajuste de la cópula FGM en dos

dimensiones a la cópula BB1. En los extremos derecho superior e izquierdo inferior de

la gráfica 8.11, es donde se visualiza las mayores diferencias entre las cópulas. Como se

indicó con las medidas de ajuste, estas diferencias son pequeñas, lo que demuestra que

la cópula de aproximación FGM a dos dimensiones es una buena alternativa de ajuste

para el análisis de dependencia.





Caṕıtulo 9

Conclusiones

Las cópulas y el teorema de Sklar han ayudado al estudio de la dependencia de varia-

bles aleatorias, particularmente las continuas, ampliando considerablemente el catálogo

de distribuciones multivariantes. Esto ha tenido una consecuencia importante en la es-

tad́ıstica ya que permite trabajar, por un lado, la estimación de la cópula subyacente,

y por otro, la estimación de las distribuciones marginales, para finalmente obtener una

estimación de la distribución conjunta por medio del teorema de Sklar. También resultan

ser una herramienta útil en la discusión sobre las propiedades deseables de una medida de

dependencia ya que, en el caso de variables aleatorias continuas, determinan de manera

única la distribución conjunta, y por ello, contienen la información relevante sobre la es-

tructura de dependencia. En el caṕıtulo 2, hemos conectado las cópulas con la noción de

variable aleatoria. Los conceptos, propiedades y resultados establecidos en él constituyen

el marco teórico de partida para el desarrollo del resto de cuestiones.

El concepto de dependencia aparece por todas partes, en nuestra Tierra y en sus habi-

tantes de manera profunda. Son innumerables los ejemplos de fenómenos meteorológicos

interdependientes en la naturaleza, o de interdependencia en aspectos médicos, sociales,

poĺıticos y económicos de nuestra existencia. Más aún, la dependencia es obviamente no

determińıstica, sino de naturaleza estocástica. Es por lo anterior que resulta sorprenden-

te que conceptos y medidas de dependencia no hayan recibido suficiente atención en la

literatura estad́ıstica, al menos hasta 1966 cuando el trabajo pionero de E.L. Lehmann,

probó el Lema de Hoeffding, desde entonces se han publicado algunas generalizaciones
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de éste. Nosotros hemos obtenido una generalización multivariante para funciones de

variación acotada que agrupa a las obtenidas anteriormente, al establecer la relación

entre los planteamientos presentados por Quesada-Molina (1992) y Cuadras (2002b) y

extendiendo este último al caso multivariante.

Hemos definido la dimensionalidad geométrica de una distribución conjunta H en fun-

ción del cardinal del conjunto de correlaciones canónicas de H, si H se puede representar

mediante una expansión diagonal. La dimensionalidad geométrica ha sido obtenida pa-

ra algunas de las familias de cópulas más conocidas, en ocasiones utilizando métodos

numéricos. Se espera obtener la dimensionalidad para un número más amplio de cópu-

las. De acuerdo con la dimensionalidad hemos clasificado a las cópulas en cuatro grupos,

las de dimensión cero, finita, numerable (ℵ0) y continua (ℵ1), encontrando que en su

mayoŕıa las cópulas son de dimensión numerable.

Con el uso de dos funciones que satisfacen ciertas condiciones de regularidad, se ha

obtenido una extensión generalizada de la cópula Gumbel-Barnett, de la que hemos

deducido sus principales propiedades y medidas de dependencia, para algunas funciones

en particular. Esperamos ajustar una cópula Gumbel-Barnett extendida a un conjunto

de datos reales, para justificar su aplicabilidad.

La cópula FGM, es una de las cópulas con más aplicabilidad en campos como el análisis

financiero, y a la que se han obtenido un gran número de generalizaciones para el caso

simétrico. Nosotros hemos obtenido dos nuevas generalizaciones, la primera se obtuvo

al adicionar dos distribuciones auxiliares y la segunda es una generalización para el

caso asimétrico, en está última caben algunas de las generalizaciones existentes. Para

ambas casos se han deducido los rangos admisibles de los parámetros de asociación, sus

principales propiedades y sus medidas de dependencia.

Demostramos que si se conocen las funciones canónicas de una función de distribución es

posible aproximarla a otra función de distribución, a través de combinaciones lineales de

las funciones canónicas. Como ejemplo, consideramos la cópula FGM en dos dimensiones,

en el sentido geométrico, debido a que se conocen sus funciones canónicas y hemos com-

probado numéricamente que su aproximación a otras cópulas con dimensión numerable,

es aceptablemente bueno.
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Uno de los campos donde tiene gran aceptación y aplicabilidad es en las finanzas, en

donde se ha demostrado que las cópulas son una poderosa herramienta para el análisis

de dependencia entre las múltiples variables que existen. Nosotros a modo de aplicación,

hemos ajustado una FGM en dos dimensiones, a un par de valores de cartera, pasando por

todas y cada una de las etapas necesarias de análisis para el ajuste de una función cópula.

Con ello se pretende mostrar los pasos necesarios que deben realizarse para ajustar una

función cópula. Incluyendo en este proceso los test de normalidad, el ajuste de modelos

teóricos como los modelos GARCH, ARCH y APARCH y el ajuste de distribuciones

Pareto a los valores extremos, por la gran volatilidad que presenta en general este tipo

de información, para luego estimar la cópula que mejor se ajusta a los datos y por

último ajustar una FGM en dos dimensiones a la cópula ajustada, a fin de justificar en

un caso real la aplicabilidad de la aproximación de una función de distribución, a través

de combinaciones lineales de las funciones canónicas de otra distribución.

Para finalizar, señalar que para la realización de los diferentes procedimientos empleados

a lo largo de los desarrollos se ha utilizado el software estad́ıstico R, en su versión 2.14.1,

en particular los paquetes copula, fGarch, Rsafd y CDVine, entre otros y el software

Mathematica, en su versión 7.0, para el análisis numérico y gráfico de algunos procesos.
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Nelsen, RB, Quesada-Molina, JJ y Rodŕıguez-Lallena, JA (1997). Bivariate copulas with cubic
sections. Journal of Nonparametric Statistics, 7(3), pp. 205–220.

Pagan, A. (1996). The econometrics of financial markets. Journal of empirical finance, 3(1),
pp. 15–102.

Palm, F.C. (1996). 7 GARCH models of volatility. Handbook of statistics, 14, pp. 209–240.

Patton, A.J. (2001). Modelling time-varying exchange rate dependence using the conditional
copula. University of California, San Diego.

Pentula, S. (1986). Modelling the persistence of conditional variances: A Comment. Econome-
tric reviews, 5(1), pp. 71–74.



Bibliograf́ıa 155

Poon, S. H., Rockinger, G. M. y Tawn, J. (2001). New extreme-value dependence measures
and finance applications. CEPR Discussion Papers.

Prakasa Rao, B. L. S. (1998). Hoeffding identity, multivariance and multicorrelation. A Journal
of theoretical and applied statistics, 32(1), pp. 13–29.

Psarrakos, G. y Politis, K. (2009). Monotonicity properties and the deficit at ruin in the Sparre
Andersen model. Scandinavian Actuarial Journal , 2009(2), pp. 104–118.

Quesada-Molina, J.J. (1992). A generalization of an identity of Hoeffding and some applications.
Statistical Methods and Applications, 1(3), pp. 405–411.

Rao, C.R. (1964). The use and interpretation of principal component analysis in applied
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