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Prologo

Una silla o una estrella no son en lo mas mimmo aquello que
parecen ser y como Imaximo COnsegwr mos que sus borrosos
contorno se vayan perfilando hasta convert e en el haz de
sensac ones qu nos delimita todo objeto fisico Por el contra
rio 2 o 317 not enen nada que ver con ensacion alguna y
sus propiedades se nos manifiestan con mayor clar dad cuanto
mas profundizamos y d limitamos nuest o examen

G H Hardy

Los modelos estadisticos parametricos con condiciones de regularidad con
venientes tienen una estructura natural de variedad Riemanianna, dada por la
metrica informativa Ya que los parametros son meras etiquetas de las medidas
de probabilidad, una proposicion inferencial deberia formularse mediante objetos
intrinsecos, invariantes bajo reparametrizaciones En este contexto los estimado
res seran objetos aleatorios a valores en la variedad correspondiente al modelo
estadistico A pesar de estas consideraciones, medidas clasicas e importantes que
sirven para evaluar el comportamiento de un estimador, como el sesgo y el error
cuadratico medio, son claramente dependientes de la parametrizacion del modelo

estadistico

En la presente memoria hemos abordado el problema de establecer medidas
intrinsecas en estimacion puntual Para ello y en primer lugar se definen y estu
dian las propiedades relevantes de objetos aleatorios valorados en una variedad
C* n-dimensional Asi el concepto de momento de una variable aleatoria es ge
neralizado al de campos aleatorios y la nocion de valor medio es extendida para
objetos aleatorios valorados en una variedad Hausdorff y conexa equipada con
una conexion afin En particular se considera el caso Riemanniano Esta ex
tension se aplica posteriormente al sesgo y el error cuadratico medio en la teoria

de estimacion puntual

Bajo esta optica se han obtenido diversos resultados cotas globales y lo
cales para la distancia de Rao cuadratica media, las cuales dependen del sesgo
mtrinseco y de la curvatura del modelo estadistico Asimismo se ha estudiado
el comportamiento de un estimador cuando condicionamos respecto de un esta
distico suficiente y completo, obteniendose versiones intrinsecas de los teoremas
de Rao—Blackwell y Lehmann-Scheffee El estudio de propiedades asintoticas,

desarrollos 1invariantes y eficiencias asintoticas completan el trabajo



Capitulo 1

Introduccién

11 Inconvenientes de las medidas clasicas de estimacion

puntual

La estimacion se puede definir como la teoria que se ocupa de hacer inducciones
a partir de los datos y de hacer inferencias sobre las inducciones En la teoria
de estimacion parametrica hacemos inducciones, a partir de la muestra, propo
niendo medidas de probabilidad que pertenecen a una famiha parametrica, los
parametros son unicamente un “nombre” y por tanto no desempenan para noso
tros ningun papel en el proceso de induccion Las inferencias se dan en la forma de
estimaciones puntuales e intervalos de confianza y no importa eventualmente que
inferencias especificas se necesiten En este enfoque los estimadores suministran

diferentes metodos de induccion

Por otra parte, como es bien conocido, el sesgo y el error cuadratico son
las medidas mas amphamente usadas para medir el comportamiento de un est1
mador No obstante estas medidas son claramente dependientes del sistema de
coordenadas o parametrizacion del modelo No surgirian problemas si propieda
des importantes, como la ausencia de sesgo o uniformemente mimima varianza,
se preservasen bajo cambios en el sistema de coordenadas, esto es, cambios en
la parametrizacion del modelo Desgraciadamente esta no es la situacion y esto
es esencialmente debido, al caracter no tensorial del sesgo y del error cuadratico

medio Veamos un ejemplo que 1lustre la situacion que acabamos de comentar
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Ejemplo 1 1 1 Sea el modelo estadistico definido a traves de la familia de den

sidades

ao—1

pleaf) = S expl=pe) @B e R

donde a > 0 es una constante conocida Teniendo en cuenta que, para un tamano

muestral k,
k
S=Y X,
1=1
es un estadistico suficiente para el modelo, el estimador, digamos estimador W
que es msesgado y UMV para f, con ka > 1, viene dado por

ka—1
BOW) = =

Pero parametrizando el mismo modelo estadistico como

a—1

_ T _r +
p(m,a, /\) - /\ar(a) exp{ /\} 1L‘,A € R ’

doide a > 0 es de nuevo una constante conocida, el anterior estimador W pro

porcionaria la estimacion de A

_ S
T ka-—1

A(W)

que es sesgada El correspondiente estimador, digamos U, que es ahora 1nsesgado

y UMV para A viene dado por

Sin embargo, s1 utilizaramos este estimador para dar una estimacion de 8

obtendriamos

B = =

que es sesgada
Por ultimo, s1 calculamos el error cuadratico medio de estos estimadores, W

y U, en ambas parametrizaciones, la siguiente tabla, suponiendo ka > 2, resume

la discusion anterior
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Estimadores
Parametros w u ]
Sesgo(BOW)) = 0 Sesgo(8(14)) = —2—
B | soseomy= g < Eomisu)=

2
(No alcanzando la cota de Cramer Rao o )

El estimador W es preferible al estimador I

Sesgo(A(W)) = kaA——l Sesgo(A(U)) =0

ka + 1)) A2

A ECM(A(W)):% >SECMO\))= 7
2

(Alcanzando la cota de Cramer Rao o

El estimador U es preferible al estimador W

Este ejemplo muestra algunos de los problemas, paradojas o inconsistencias de la
clasica estimacion msesgada uniformemente de minima varianza, esencialmente
debidos a la dependencia respecto del sistema de coordenadas, o parametrizacion
del modelo, de este criterio estadistico Por tanto parece deseable modificar estas

nociones clasicas en un sentido invariante o mtrinseco

En esta situacion surge una pregunta natural ,se pueden formular nocio
nes analogas al sesgo y al error cuadratico que dependan solo del procedimiento
de estimacion empleado? Hay, en principio, varias formas de intentar alcanzar
el proposito expuesto Primero podemos privilegiar un sistema de coordenadas,
aunque fuera dificil justificar la eleccion, y a continuacion definir una funcion de
perdida extrinseca y proceder como en Lehmann, vease {42] Este procedimiento
puede resultar razonable desde un punto de vista teorico, pero desde el punto de
vista de la inferencia estadistica puede resultar mas conveniente trabajar exclu

sivamente con conceptos intrinsecos al modelo estadistico
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El espinitu de lo que llamaremos Analisis Intrinsico de la estimacion estadistica
es desarrollar una teoria de estimacion analoga a la clasica, basada en las estructu
ras geometricas de los modelos estadisticos Asi uno de los objetivos del Analisis
Intrinseco es suministrar herramientas invariantes que permitan analizar el com
portamiento de un estimador, y otro es obtener resultados analogos a los clasicos
y establecer conexiones entre las medidas clasicas no invariantes y las medidas

intrinsecas obtemdas aqui

En esta memoria, teniendo en cuenta la estructura Riemanniana de los mo
delos parametricos regulares una medida de sesgo intrinseco es obtenida al con
siderar el valor medio de aplhicaciones medibles a valores en una en una variedad
El promedio cuadratico de la distancia Riemanniana, o distancia de Rao, es el

invariante analogo del error cuadratico medio

La primera parte de esta memoria se dedica al estudio de los momentos de un
campo aleatorio en una variedad real n—dimensional C*°, y tambien al concepto de
valor medio de objetos aleatorios que toman valores en una (Hausdorff y conexa)
variedad equipada con una conexion afin, a traves de la aplicacion exponencial
Se enfatizan las analogias y diferencias entre momentos y valores medios, y se

considera, en particular, el caso Riemanniano

La segunda parte es la aplicacion de estos resultados al estudio de algunas me
didas 1invariantes analogas al sesgo y al error cuadratico medio correspondientes
a un estimador La tercera y cuarta partes se dedican al desarrollo de versiones
intrinsecas de cotas globales y locales de Cramer—Rao En la quinta parte estu
diamos el comportamiento del promedio cuadratico de la distancia de Rao cuando
condicionamos respecto de un estadistico suficiente y completo, obteniendose ver
siones 1ntrinsecas de los teoremas de Rao Blackwell y Lehmann—Scheffee A con
tinuacion se estudian algunas propiedades asintoticas especialmente las relacio
nadas con el estimador maximo-verosimil Por ultimo se propone un metodo
para obtener desarrollos de Taylor invariantes y se aplican, entre otros casos, al

estudio de las eficiencias asintoticas

12 Enfoques invariantes

Aunque la Estadistica diste mucho de estar axiomatizada de forma satisfactona y

los principios estadisticos sean como un conjunto de criterios recomendables pero
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no exigibles y aunque un 1ilustre estadistico como L Le Cam [40] llegue a decir al

final de su articulo Mazimum Likelihood An Introduction

If the hallowed maximum likelihood principle leads us to difficulties may
be some other principle will save us

There 1s indeed such a principle It 1s as follows

Basic Principle 0 Do not trust any principle

aunque proceda con tal excepticismo decimos, vamos a mencionar varios princi
pios relacionados con la filosofia que subyace en la presente memoria No pre
tende ser esta seccion, como toda la introduccion, excesivamente detallada desde
el punto de vista matematico, mas bien pretende ser metamatematica y tener
as1 la posibilidad de expresar mas claramente el contexto y los objetivos de la

memeoria

Dado un modelo estadistico parametrico {(X, @, P;) , 6 € O}, entenderemos
que la teoria de estimacion puntual, como ya hemos indicado en la seccion an
terior, se preocupa por determinar el mecanismo probabilistico que ha generado
una muestra y del cual unicamente se sabe que pertenece al modelo anterior
Aunque resulte ambiguo, se tratara de estimar tal mecanismo de la forma mas
“certera” posible S1 existe una biyeccion, cosa por otra parte natural, entre los
valores de 6 € O y las medidas probabilisticas, el problema anterior sera equiva
lente a determuinar el valor verdadero de 6 € ©, tales modelos se suelen denominar
udentificables y nosotros nos restringiremos a ellos Sobre este punto deberiamos

establecer el sigwente criterio de invarianza

Principio de invarianza de la estimacion bajo reparametriza-
cion 51 6, es la estimacion de 6, y ¢ ©, — O, es una biyeccion

entonces 0; = g(61) es la estimacion de 0; = g(6;)

Este principio resulta obvio si se entiende la estimacion puntual en el sentido
sefialado al comienzo No resultaria tan obvio st uno entendiera que el proposito es
estimar el verdadero valor del parametro Tal principio se verifica por ejemplo en
el caso de la estimacion maximo verosimil y se suele conocer esta propiedad como
de wnvaranza funcional aunque no emplearemos tal termilogia pues resultana
superflua al considerar unicamente estimaciones, y por tanto estimadores, con

esta propiedad
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S1la manipulacion de los parametros, o de la parametrizacion, no deben alterar
la estimacion, lo mismo puede decirse respecto a la manipulacion de los propios
datos

Principio de invarianza bajo transformaciones biyectivas (y

medibles) de los datos S16(zy, ,z) es el valor estimado de 6
a partir de una muestra z;, ,zx este mismo valor se debe obtener
con 9~(y1, ,yk) donde y;, ,yx resultan de transformar de forma

(medible y) biyectiva los datos

Es tambien facil de ver que el estimador maximo—verosimil tambien tiene esta
propiedad En cambio este principio no es seguido por el metodo de los momentos
Consideremos, por ejemplo, una distribucion de Poisson P(\) y una muestra de
tamafno k, 1, ,Z; Supongamos que queremos estimar n = A%+ )\, tal metodo
sugiere utihzar como estimacion 7 = 7247 = (% le :cl>2 + % Ekzl z,, en cambio
s1 ahora consideramos la transformacion y = z? resulta que la estimacion de 7

seria ) =y = %Efﬂ ¥, que obviamente no coincide con la anterior

Aqui es necesario mencionar otra propiedad de invarianza que algunos autores,
al unirla a la propiedad de invarianza bajo reparametrizacion y bajo transforma
ciones biyectivas, conocen como equivarianza del estimador, nosotros exigiremos

tal propiedad y as1 tendremos el siguiente principio

Principio de mvarianza Si dos problemas de estimacion tienen
la misma estructura formal (el mismo modelo estadistico) entonces el

estimador (la regla de estimacion) debe ser el mismo

Conviene aclarar la posible falta de obviedad del anterior enunciado Con
sideremos una familia de N(g,1) n dimensional y una muestra de tamafio £,
z1, ,Tkx Sea U(zy, ,zx) una estimacion de u S1 ahora afiadimos la can
tidad a a los datos anteriores, tendremos una muestra de tamafio k y; =
1 +a, Yk = 2+ adelafamiba N(x + a,1) Al no haber variado la famihia
el estimador debera ser el mismo de modo que la estimacion de y + a debera ser
U(y1, ,yx) S ahora aplicaramos el principio de invarianza bajo reparametrn
zaclon la estimacion de p + a debera ser U(zy, ,zx)+a Por ultimo como la

transformacion de los datos es biyectiva ambas estimaciones deberan coincidir,
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esto es

Uzr+a, ,zrt+a)=U(z1, ,z¢)+a

Esta propiedad tan natural y que en nuestro contexto debe cumplir todo estima

dor no la cumple el estimador de James—Stein [29] de la media de una N, (g, I)

n—2

o (1_k(f%+ +fi))X

que sin embargo tiene menor riesgo si tomamos como funcion de perdida el

cuadrado de la norma Euchidea de las desviaciones de las estimaciones respecto

del verdadero valor, para dimension n > 3

Parece coherente exigir que la “certidumbre”, “plausibilidad’ o riesgo del
estimador no dependa de la parametrizacion que utilicemos para representar la
familhia de probabilidades m1 de posibles transformaciones biyectivas de los datos
y no cambie bajo transformaciones que no alteren el modelo En este sentido

podemos establecer el siguiente principio

Principio de invarianza de la funcion de perdida La funcion
de perdida que utilicemos para medir el riesgo de un estimador debe
ser invariante bajo reparametrizaciones, transformaciones biyectivas
y medibles de los datos y bajo transformaciones que dejen invariante

el modelo

La ausencia de esta condiciones conlleva, como hemos visto en el ejemplo de
la seccion anterior, situaciones paradojicas Por supuesto estas condiciones son
muy generales y nuestro proposito es desarrollar una teoria de la inferencia en
la que no necesitemos introducir o afiadir nuevos objetos al modelo estadistico
Es por eso que utilizaremos una medida de certidumbre de la estimacion que a
la vez de intrinseca en el sentido anterior lo sera en el sentido de no anadir nada

externo al modelo Esto es, la funcion de perdida se deducira del propio modelo

Una funcion de perdida con las propiedades anteriores sera introducida en la

proxima seccion
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13 Las divergencias y la distancia de Rao

Dado un modelo estadistico parametrico {(X, @, P;) , § € O} existen muchas for
mas de medir la discrepancia (o divergencia) entre dos medidas pertenecientes a
M = {P;, § € ©} No obstante podriamos acordar que tales medidas de discre

pancia deben tener la forma de una aplicacion
D Mx M- R;U({0}

con la propiedad adicional de que ¢(6,8') =0 su 8§ =0 Automaticamente s1 nos
restringimos a funciones “suaves” podremos expresar esta condicion de minimo

en la diagonal de M x M de la forma

(1)
aD(0,6) = 0

(11) la matriz

{0*D(0,0)}

es definida positiva

y esto para todo 8 € O, donde la derivada se calcula con respecto al segundo
argumento Puesto que la parametrizacion es irrelevante, en el sentido de que
los parametros son meras etiquetas que nos permiten distinguir una ley de otra
dentro de la famiha M, lo anterior debera formularse de forma independiente de
la eleccion de la parametrizacion Tal cosa se consigue s1 pensamos en M como
una vaniedad donde las diferentes parametrizaciones juegan el papel de sistema
de coordenadas en la variedad Entonces, las propiedades anteriores de D deben

entenderse enunciadas para un sistema, local o global, de coordenadas en M

Las funciones con estas propiedades se denominan divergencias y diferentes t1
pos de divergencias, medidas de diversidad y entropias, conceptos extrechamente
relacionados con el anterior, han sido propuestos en el ambito de la Estadistica y
de la Teona de la Informacion Vease por ejemplo Bahattacharyya [11], Shannon
[56], Kullback y Leibler [38], Reny1 [55] y Rao [53] entre otros Desde un punto
de vista general y abstracto y con otro proposito que el de distanciar poblacio
nes, estas funciones fueron consideradas por Barndorff Nielsen, vease [5], y tales

funciones cambiadas de signo las denomina yokes



I INTRODUCCION 10

Las condiciones anteriores son muy generales y la posible forma de D resulta
muy arbitraria Si consideramos un modelo dominado por una medida de referen
cia p, los elementos de M se pueden considerar como las funciones de densidad
del modelo, en definitiva un subconjunto de L'(x) y tendremos que D define un
funcional con las propiedades 1) y 1) No existe, hasta la fecha, una caracter
zacion de los mismos y en cualquier caso deberiamos imponer que tal funcional
fuera 1invariante bajo cambios en la medida de referencia 1 Si1 consideramos la

clase de funcionales

Dy L(u)x L'(n) —R¥
(f9) = Dy(f9) = /X¢(f,g) dp

con ¢ R x Rt — R* una funcion “suave”, tendremos que la invarianza bajo

cambios en la medida de referencia hara necesario que
$(z,y) = ¢(1,y/c)z, paratodo z,y,z € RT
esto conduce a las discrepancias de la forma
S
D =/ Lygd
® X ‘P(g )g dp
que se conocen como @—divergencias Las condiciones D,(f,g) > Do(f,f) =0

o () 2o (£)) -

S1 queremos una ¢(z) que valga para cualquier familia, lo anterior se cumplira sn

equivalen a

¢(z) es convexay ¢(1) =0

S1 suponemos las condiciones de suavidad y regularidad necesarias para poder
intercambiar la derivacion con respecto al parametro con la integracion en X

resultara
0opD(8,0) = -/X ©"(1) (0 log fo) (Oplog fo) fodp = ©"(1)9us

donde g,5 es la matriz de informacion de Fisher Por tanto

1
D@0+A@=§¢mmwAMAM+ ,
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Esto es, localmente todas las ¢ divergencias son equivalentes Si consideramos en
el conjunto de densidades todos los cambios suaves de coordenadas, por ejemplo
C*, tenemos una variedad C* en la que, como es facil de comprobar, g,.p se
comporta como un tensor 2—covariante Esto proporciona una metrica natural
en el conjunto de densidades Tal metrica se denomina metrica informativa y la

distancia a la que da origen se denomina distancia de Rao

14 La geometria de los modelos parametricos

El elemento infinitesimal anterior ds? = g,g d§* d0°, tiene las siguientes umpor

tantes propiedades

e Es nvariante bajo transformaciones suficientes
e Es invaniante bajo cambios en la medida de referencia

e Es invariante bajo reparametrizaciones

Es, salvo un constante multiplicativa, localmente equivalente a todas las

p—divergencias

Todo esto hace pensar que ds? es el elemento nfinitesimal de distancia natural

entre las distribuciones de un modelo estadistico parametrico

La 1dea de considerar la matriz de informacion de Fisher como medida local
de la distancia entre distribuciones llevo a Rao [54], en 1945, a imntroducir la
metrica anterior en M, dotando a la variedad de una estructura Riemanmana La
distancia obtenida puede considerarse como una generalizacion de la distancia de
Mahalanobis [44] pues coincide con esta en el caso de una famiha N (g, X) donde
¥ es conocida Cabe citar aqui el trabajo de Jeffreys [30] quien al darse cuenta
del caracter tensorial de la matriz de Fisher, la utihiza para definir distribuciones

a prior1 no informativas e invariantes

Aproximadamente tremnta afios mas tarde, Cencov [20] mntrodujo una famiha
de conexiones afines en M, que difieren de la conexion de Levi—Civita asociada
a la metrica Riemanniana introducida por Rao, revelando ciertas propiedades
geometricas de la famlia exponencial Paralelamente Efron [24] en su estudio

de la eficiencia del estimador maximo—verosimul para una subfamiha exponencial
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curvada uniparametrica, encontro una relacion entre la perdida de informacion y
ciertas curvaturas de la subfamilia en cuestion, aqui tambien se utilizaron cone
x10nes no Riemanmanas aunque no explicitamente La generalizacion del trabajo
de Efron fue llevada a cabo por Madsen [43] y, de forma bastante exhaustiva,
por Aman [2] aunque ciiendose en parte a las familias exponenciales Aman
tambien analiza a fondo la familia uniparametrica de conexiones que surge en los
modelos estadisticos parametricos En relacion con la geometria informativa de
los modelos, es decir su estudio descriptivo calculo de geodesicas, curvaturas y
distancias, se podrian destacar los trabajos de Burbea [13], Atkinson y Mitchell
[3], Oller [49], Oller y Cuadras [51] y Calvo y Oller [17] entre otros

A pesar de las buenas propiedades de la matriz de informacion de Fisher como
tensor metrico natural para distanciar probabilidades de una famihia parametrica,
algunos autores han utilizado otras metricas, aunque no siempre con la finalidad
de “distanciar” poblaciones, destacando en este sentido los trabajos de Burbea
y Rao [16] y expecialmente las llamadas geometrias observadas de Barndorff-
Nielsen, vease por ejemplo [6], donde podria decirse que la informacion de Fisher
es estimada a partir de la muestra proporcionando una metrica variable que
asintoticamente coincide con la geometna informativa y que en este contexto se

denomina geometria esperada



Capitulo 2

Objetos aleatorios en una variedad

21 Momentos y valores medios

Sea (X, @, P) un espacio de probabilidad, donde X es el espacio muestral, @ es
una o-algebra de subconjuntos de X y P es una medida de probabilidad en @
Sea (M, %) una variedad real C* n dimensional, donde 2 es el atlas de M

Sea f una aphcacion medible, f X — M, tambien llamada un objeto aleatorio
en M, esto es, una aplicacion medible tal que para todo conjunto abierto W C M,
f~Y(W) € @ Introduciremos ahora las nociones de valor medio y momentos de
f, con las las suposiciones mas debiles posibles y manteniendo la nocion 1ntuitiva
de medida de centralidad, en ntima relacion con la i1dea de centro de masas

como veremos mas tarde (en relacion con el presente tema vease Karcher [33],
Kobayash: y Nomizu [37], Kendall [36] [35] y Emery y Mokobodzk: [25})

S1 existiese una carta global (M, ¢) podriamos intentar definir el valor medio

de f como

B(f) =67 ([(60 D (@) Plde) ),

pero esta ingenua solucion no resulta satisfactoria ya que E(f) depende, en ge
neral, del sistema de coordenadas Solamente las transformaciones lineales pre

servarian E(f)

Para poder resolver este problema, necesitamos introducir primero algunos
conceptos Sea A un subconjunto de M,y F ,§” ?) el conjunto de todos los campos
tensoriales C* en un subconjunto abierto de A, de orden p+ ¢, p veces contrava

riante y g veces covariante Si1fijamos m € A, cualquier aplicacion X de X a F, fgp 7

13
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induce una aphcacion Xn, tal que X,, X — TP(My) con Xp(z) = (X(2))m,
donde T?(M,,) simboliza el espacio de (p,q) tensors en el espacio tangente en
m, M,,, teniendo la estructura natural de un espacio vectorial topologico finito-
dimensional Considerando la o-algebra de Borel en F j” 9 1nducida por las o—

algebras de Borel de los M,,, tenemos una definicion simple,

Definicion 21 1 Un C* (p,q) campo aleatorio tensorial en A, X, es una apl
cacion medible de X a fjp )

De la definicion se sigue que Ym € A, la aplicacion X, es una aplicacion
medible en (X, Q)

Ademas, cualquer campo tensorial aleatorio se puede caracterizar por sus

n{?*9) componentes con respecto a un sistema de coordenadas, §', 0",
(25} ap 1 n _
X1 ﬁq(:’:?o , 5 0%) a, S0, By, LB =1, s 1Yy

las cuales son claramente, fijado z, funciones C*° de 6, ,6", y, fijado 6 real

valued measurable funciones reales medibles en (X, Q)

Sea ® el producto de campos tensoriales En el presente contexto es natural
definir

Definicion 2 1 2 El momento de orden k de un campo tensorial aleatorio X es
un (kp, kq)-tensor ordinario en A definido por

M"(X)-:/XX(x)@ ® X(z) P(dz), keN,

supuesta la existencia de la anterior integral

Notese que M*(X) puede ser calculado explicitamente a traves de sus compo
nentes en un sistema de coordenadas Las componentes de M*(X), con respecto

a un sistema de coordenadas ', 0", vendra dado por

1

al a: al al a'f az
My o) = /x (Xﬁlf F(CR) N ol (z,())) P(dz)

Esta es de hecho la forma mas simple y tambien la extension mas natural del
momento de orden k a un campo tensonal aleatorio En particular, el momento

de primer orden es la esperanza de X
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Podemos escribir tambien
k

MHX)=E(X® ®X),

donde el producto tensorial de campos tensoriales aleatorios se define de forma

natural a partir producto tensorial de campos tensoriales ordinarios

De forma similar podriamos definir los momentos centrales, los cuales posee

ran las propiedades clasicas, por ejemplo
MA(X)=E(X-EX)®(X-EX))=E(X®X)- E(X)® E(X)

En el caso que X sea un campo vectorial, las componentes de este tensor, con
respecto a un sistema de coordenadas, se pueden escribir en notacion matricial,

obteniendose la matriz de covarianzas, Xx,
Y¥x = E(XX') - E(X)E(XY,

1dentificando, en la anterior ecuacion, los vectores con sus componentes y siendo

X un vector columna y X' el correspondiente vector fila

De cara a la definicion de valor medio de un objeto aleatorio, tenemos que
introducir una estructura adicional sobre la variedad supondremos que esta do
tada de una conexion afin Tipicos ejemplos de variedades con una conexion afin

son las variedades Riemannianas

Asociada con una conexion afin existe una aplicacion, llamada la aplicacion
exponencial, exp, M, — M Ellaesta definida para todo v en un entorno abierto
estrellado de 0, € M,, Asimismo, es tambien bien sabido que esta aplicacion,
en general, no posee inversa, aunque haya casos importantes donde existe De
cualquier forma siempre podemos restringir la aplicacion a un entorno abierto
de 0, € M,, tal que la aplicacion inversa este bien definida, siendo entonces
la aplicacion exponencial un difeomorfismo local Informacion adicional puede

encontrarse en (11 2) del apendice

Vamos a precisar el tipo de entornos que consideramos apropiados para definir

el valor medio de un objeto aleatorio

Definicion 2 1 3 Diremos que un entorno B(p) de p € M es normal s: B(p)
es la imagen difeomorfica, por la aplicacion erponencial, de un entorno abierto
estrellado de 0, € M,
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Notese que un entorno normal B(p) de p tiene la propiedad de que cualquier

q € B(p) puede ser unido a p por una unica geodesica contemida en B(p)

En el espacio vectorial M, consideraremos entornos estrellados, A(p), tales que
A(p) = —A(p), en el caso que tengamos solamente una conexion afin, y esferas en
el caso Riemanniano Este tipo de entornos seran denominados bolas con centro

0,, incluso en el caso afin

Definicion 2 1 4 La vmagen, B(p), mediante la aplicacion exponencual, de una
bola abierta A(p) con centro 0,, se denominara una bola normal con centro p s

B(p) es un entorno normal de p

Observese que, en el caso Riemanniano, la geodesica mas corta que une p con
cualquier ¢ € B(p), siendo B(p) una bola normal con centro p, es unica en M y
se encuentra en B(p) No obstante, podemos considerar entornos mas generales

con esta propiedad

Definicion 2 1 5 Diremos que un conjunto abierto B(p) es un entorno regular
normal de p st y solo s1 su wnterseccion con cualquier bola normal de centro p

sigue siendo normal

En el caso Riemanniano podemos asegurar la existencia de este tipo de entor
nos Puesto que cada punto p tiene un entorno donde la aplicacion exponencial es
un difeomorfismo, podemos obtener un entorno normal de 0, € M, como sigue
sea A(p) el correspondiente entorno estrellado en M, consideremos entonces una
bola con centro 0, € M, donde la aplicacion exponencial sea 1nyectiva, si res
tringimos ahora la aplicacion a la interseccion con A(p) obtenemos un entorno
regular normal de p Es facil ver que en el caso Riemanniano un entorno B(p)
de p es regular normal s1 y solo s1 la geodesica mas corta que une p con cualquier
otro punto de B(p) es unica y se encuentra en B(p), entonces los entorno regular

normales son una generalizacion de entornos con esta propiedad al caso afin

De esta forma, dado un objeto aleatorio f que toma valores en una (Hausdorff
y conexa) variedad, equipada con una conexion afin (que puede ser la conexion
de Levi Civita correspondiente a una variedad Riemanniana), habra una forma

natural de definir un vector aleatorio, fijado p € M, dado por exp, 1 (f(z)) Este
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vector no estara necesariamente definido para todo z € X, pero s1 lo esta salvo en
un conjunto de medida nula, podemos introducir la siguiente definicion de valor

medio,

Definicion 2 1 6 Un punto en la variedad p € M es un valor medio del objeto
aleatorio f y escribiremos p = M (f), s1 y solo s existe un entorno regular

normal de p donde f toma valores cast sequramente [P], y

[ exv;! (7)) P(da) =0,

Este valor medio es lo que Emery y Mokobodzki [25] llaman baricentro expo

nencial

Observaciones Remarquemos que esta es una definicion de un valor medio

intrinseco, independiente del sistema de coordenadas

Ademas, en el caso en que M sea una variedad Riemanmiana completa, s
Ps es la medida de probabilidad inducida por la aplicacion medible en M, y P
esta dominada por la medida Riemmanniana, para cualquier p € M tendremos un
entorno regular normal de p, con probabilidad [P] 1gual a uno, donde exp,* (f(z))
estara definida Esto es una consecuencia immediata del teorema de la medida
mmagen y de que el cut locus de p en M tiene medida Riemanniana cero, vease la

seccion (11 2) del apendice

En lo que sigue utilizaremos la notacio exp,*( ) para indicar la mversa de la

aplicacion exponencial en cierto entorno regular normal de p

Consideremos ahora varios ejemplos

Ejemplo 2 1 7 Sea M precisamente R™ Identificando los puntos con sus coor
denadas correspondientes a la carta trivial, y considerando la usual conexion afin
Euclideana, tenemos, para z,m € R", que exp;;! (z) = (z — m),, Para encontrar

el valor medio de una variable aleatoria f tendremos que resolver la ecuacion

/x (f(z) = m)m P(dz) = Oy,

pero esta ecuacion tiene como solucion unica la solucion trivial

m= [ f(@) P(da),
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supuesta la existencia de esta integral Por tanto recuperamos la definicion clasica

M (f) = E(f) = /x f(z) P(dz)

Ademas, el momento central de segundo orden de exp;;! ( f(z)) se puede es

cribir, en notacion matricial y omitiendo el subindice m, como

Ly = Milexpr (f(2)) = E((f(z) — m)(f(z) — m))
= E(ff) - E(NHE(S),

que es la matriz de covarianza usual

Ejemplo 2 1 8 Otro ejemplo interesante viene dado al considerar el valor medio
de la distribucion de Von Mises En este caso la variedad es la esfera Euclidea n—
dimensional, con la conexion inducida por la sumersion natural en el espacio Eu

clideano R" La medida de probabilidad inducida en la variedad es absolutamente
continua con respecto a la medida de superficie en la esfera y la correspondiente

funcion de densidad viene dada por
p(z,6,)) = an(N) exp{A¢'z} z,6€8,={z€R" Zz=1}, X € Rt,

donde an(A) = A¥/2-1/(27)¥/2[; ;5 1()\) es una constante de normahzacion, y
Iij2-1 la funcion de Bessel modificada de primer tipo y orden k/2 —1 En este
caso es clara la existencia de dos valores medios, dados por £ y —¢ Comparese
este resultado con las direcciones medias definidas en Mardia et al [39, 424 451]

Vease tambien la exhaustiva y didactica exposicion de Jupp y Mardia [32],

Ejemplo 2 1 9 Consideremos una variable aleatoria uniformemente distribuida
en un circulo, con la conexion inducida por la sumersion natural en la variedad

Euclidea R? Entonces, todos los puntos de la circunferencia son valores medios

Podemos suministrar, en el caso Riemanmano, una medida escalar de dis
persion con respecto al valor medio m el ordinario valor esperado de la distancia
Riemanmana al cuadrado entre f(z) y m, que puede ser vista como una version
invanante, independiente del sistema de coordenadas, de la varianza de una va
riable aleatoria real Es tambien posible definir una medida de dispersion con

respecto a un punto de referencia arbitrario de una variedad Riemanniana, como
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el valor medio de la distancia Riemanniana al cuadrado entre f(z) y el punto de

referencia seleccionado

Podemos senialar tambien que, con esta extension del concepto de valor medio,
mantenemos el intuitivo y atractivo significado de medida de centralidad, a pesar
de que ya no tenemos las propiedades de linealidad de la esperanza Sin embargo,
esto es absolutamente normal, ya que no podemos 1dentificar, en general, M con
sus espacios tangente De forma similar tendremos una disociacion entre el valor
medio y el concepto de momento de primer orden Los momentos de un objeto

aleatorio que toma valores en M, se definiran entonces como

Definicion 2 1 10 El momento de orden £ del objeto aleatorio f es un (k,0)

campo tensorial en A definido por
k

MH(f) = / exp;! (f(z) B ®expyl (f(z) Pdz), VmeA, keN

supuesta la exristencia de la anterior integral

Veamos que hay una relacion entre el valor medio definido y el clasico centro

de masas, €,
¢ = arg mm Hs(m),
meM

donde Hy(m) = /pz(m,f(a:)) P(dz) Antes de nada tenemos los siguientes
X

resultados

Proposicion 2 1 11 S existe algun mo € M para el cual Hy(mo) este definido,

entonces la funcion Hy(m) estara definida para todo m € M

Demostracion

Por la desigualdad tnangular

Hy(m) < 2Hs(mo) + 2p° (m, mo),

de lo que se sigue la proposicion [

Supongamos ahora que existe un punto mg tal que Hy(mp) < oo, entonces
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Proposicion 2 1 12 Siempre que exp,'( ) este bien definida para todo p € M

P-casi sequramente la funcion Hy(m) es diferenciable y

XMy = =2, [ exp7l (£(2)) P(da))

Demostracion
Para todo X,, € M,,, ya que, fijando ¢ € M, p?(,q) es una funcion C*,

podemos escribir

Xup'(1q) = Xnllexpgy (I = 2(Vx,. exp(y ¢, expy’ (q) >
= —2< Xm,expl(q) >,

donde la ultima 1gualdad puede comprobarse facilmente considerando un sistema

de coordenadas geodesicas esfericas con origen ¢ Entonces, tenemos

| Xm P%( 5 9)| < 2| Xmllp(m, q),

por tanto, s1 Uy, es un entorno de m con diametro D, por la desigualdad triangular

[ Xm *(, ) < 21X [I(p(m,q) + D) V' € U Xin € M (21)

Sea X un campo vectorial C* tal que X(m) = X,, y consideremos, en un
entorno de m incluido en U,,, la curva integral de X, v(t), tal que y(0) =m y el
vector tangente en m sea X,,, por teorema del valor medio

XpoHy=-2 Im | X, p*(,q)P(dz),
x

m —m

donde X,, = X(m') y m' es on v, entonces por el teorema de convergencia

dominada

XMy = =2 [ (X, expy! (f(2))P(do)

Finalmente, la continuidad de X, H; se sigue de la desigualdad (2 1) y, de nuevo,

por el teorema de convergencia dominada =

Estamos ahora en condiciones de establecer la mencionada relacion entre va

lores medios y centros de masas
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Proposicion 2 1 13 Sea (X, @, P) un espacio de probabilidad, (M, ) una va
riedad Riemannian completa f X — M una aplicacion medible, tal que Py este
dominada por la medida Riemanniana Vg, Py << Vg Sea la funcion Hy definida

Hy(m) = [ #*(m, f(z)) P(dz)

y que suponemos existe para todo m € M Entonces Hy posee un punto critico
enm €M sty solo st m = 9M(f)

Demostracion

Por la proposicion anterior y la observacion que sigue a la definicion (21 6)

Hs tendra un punto critico en m s1 y solo s1 X, Hy =0 VX,, € M,,, es decrr
0= XnHy = —2<Xm,/xexp,_nl (f@)P(de) VX € M,
lo cual se satisface s1 y solo s1
| exvit (7(2)) Pldz) = o,

con lo que se sigue la proposicion [ |

Esta ultima proposicion muestra que el concepto de valor medio es mas debil
que el concepto de centro de masas Notese tambien que para definir el primero
solo necesitamos una conexio afin, mientras que el segundo requiere una estruc

tura metrica

En este momento es natural preguntarse en que condiciones existira un valor
medio Vamos a dar condiciones suficientes para asegurar la existencia de valores

medios Previamente necesitamos algunas definiciones y resultados

Definicion 2 1 14 Sea M una variedad completa, diremos que un conjunto A es
regular convexo s: y solo st para cualesquiera p, ¢ € A la geodesica mas corta de

p a q es unica en M y se encuentra en A

Notemcs que un abierto regular convexo es un entorno regular normal de todos

sus puntos
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Proposicion 2 1 15 Sea A un conjunto regular convero en una variedad com
pleta M Entonces, cualquier geodesica minimal que une un punto p € 0A y
q € A no puede ser tangente a A Donde OA denota la frontera de A

Demostracion

Sea p € 0 A el punto de tangencia de una geodesica tangente a 0 A, supongamos
que exista g un punto en A, interior de A, proximo a p, unido por esta geodesica
Podemos suponer siempre ¢ tan proximo a p como necesitemos, ya que podemos
tomar p como el punto donde la linea geodesica deja la frontera de A Sea B.(q)
una bola abierta, con centro ¢ y radio €, como exp;" es un difeomorfismo en algun

entorno de p que contiene B.(g), para s = 1 existira un § > 0 tal que para todo
v E Bg(O,,)

G = exp,(s(exp, " (¢) + v))

estara en B.(q) C A Ahora bien, para s suficientemente pequeno, habra puntos
de la geodesica mas corta que une p y § fuera de A, contradiciendo que A es
un conjunto regular convexo Esto es debido al hecho de que s1 la geodesica es
tangencial a JA, podriamos encontrar lineas geodesicas con origen p y puntos
fuera de A con vector tangente tan proximo a exp, 1(g) como quisieramos, de

forma que la diferencia entre los vectores tangentes estuviese en Bs(0,) |

Proposicion 2 1 16 Sea (X,Q, P) un espacio de probabilidad, (M,2l) una va
riedad completa y f X — M una aplicacion medible, sea A un conjunto regular

convero tal que P{f € A} =1 Supongamos
Hy(m) = /sz(m,f(a:))P(da:) < o

Entonces f tiene un valor medio M (f) € A

Demostracion

Notemos primero que existira un conjunto compacto C' C A, donde A =
AU 0A, tal que

£ =
nf Hy(m) = minH,(m)
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En caso contrario, sea K C A un conjunto compacto tal que P(K) > 0 Existira

entonces una sucesion {p, }nen, pPn € A tal que im,_ o p(pn, £) =0 y

mg Hs(m) = him Hs(p,) > him p*(pn, K) P(K) = oo,
me n—00 n—0co

contradiciendo que H;(m) existe Ahora, por la anterior proposicion, s1 p perte

nece a la frontera de A
grad Hy(p) = = [ exp;(£(2)) P(de)

es un promedio de vectores senalando hacia afuera, de manera que p no sera un

extremo Asi el mimimo estara en el interior tal como queriamos probar [ ]



Capitulo 3

El sesgo intrinseco y la distancia de Rao

cuadratico media

Vamos ahora a aplicar los conceptos mencionados previamente para desarrollar

medidas intrinsecas analogas al sesgo y el error cuadratico medio de un estimador

31 Condiciones de regularidad

Sea {X, @, Py, 6 € ©} un modelo estadistico parametrico, donde O, el espacio de
parametros, es n—variedad real C® Usualmente © es un conjunto abierto de
R™ y en este caso es costumbre usar el mismo simbolo, #, para indicar puntos y

coordenadas

Supondremos una aplicacion uno a uno 6 — p( ,6) y consideraremos el con
junto de todas las medidas de probabihidad del modelo estadistico, M, con la
estructura de n—variedad real C* inducida por esta aplicacion Vamos a denotar
esta variedad por (M, ), siendo 2 el atlas inducido por las parametrizaciones,

esto es las coordenadas en el espacio de parametros

En el caso dominado, que es el que consideraremos, las medidas de probabi
lidad se pueden representar por funciones de densidad Entonces supondremos,
dada una medida de referencia o fimta p, que P, << u, V6 € O y denotare
mos p( ,8) la funcion de densidad con respecto a u, es decir, una cierta version
de la derivada de Radon Nikodym dP;/dp Ahora, a traves de la identificacion
Py — p( ,0), los puntos en M pueden ser considerados bien densidades o bien

medidas de probabilidad Ademas, supondremos ciertas condiciones de regular

24



II1 EL SESGO INTRINSECO 25

dad

1 (M, ), es una variedad Hausdorff y conexa
2 Para z es fijo, la funcion real en M ¢ — p(z, ) es una funcion C'*

3 Para cualquier carta local (W, 8), las funciones de z, dlogp(z,0)/00* 1+ =
1, ,n,son linealmente independientes, y pertenecen a L*(p( ,0)dy) para

un «a > ( conveniente

4 Las derivadas parciales de orden suficiente

896", 0%/06'06°, 0°/96'00°06", 2,0,k=1, | n,

y la integracion con respecto a du de p(z, ) se pueden intercambiar cuando

sea preciso

Cuando se satisfagan todas estas condiciones, para alguna version de la funcion
de densidad, diremos que el modelo estadistico parametrico es regular, y en este
caso la variedad (M, 2l) tiene una estructura Riemanmana natural, dada por su
metrica wnformativa En tal caso, tendremos tambien una conexion afin definida
sobre la variedad, la conexion de Levi Civita, asociada de forma natural con el
modelo estadistico Para mas detalles, vease Aman [2], Atkinson y Mitchell (3],
Barndorff Nielsen [6], Barndorff Nielsen y Blaesild [9], Burbea [13], Burbea y Rao
[16], Castillo [19] y Oller [50], entre muchos otros

3 2 Sesgo intrinseco

De esta forma, un modelo estadistico parametrico regular puede ser visto como
una variedad Riemmaniana En este contexto, un estimador U de la funcion
de densidad (o medida de probabilidad) verdadera po = p( ,60) € M del modelo

estadistico es una familia de aplicaciones medibles
U={U X+ M, kEeN}

donde la verdadera medida de probabilidad en X* es (Py)r(dz) = puy(z, 0o) pr(dz) =
=1 P4, 00) p(dz.)
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Observese que, dado un estimador, tendremos una sucesion de objetos alea
torios que toman valores en una variedad representativa del modelo estadistico y

viceversa

Ademas, si fijamos k, a todo estimador U de la funcion de densidad verda
dera po = p( ,6p), le podemos asociar un C*° campo vectoral (campo tensorial
contravariante de primer orden) inducido en la variedad a traves de la inversa,
supuesta su existencia, de la aplicacion exponencial correspondiente a la conexion

Riemanmiana A,(z) = exp, " (U(x))

Suponiendo que pg = p( , o), es la verdadera funcion de densidad, podemos

ahora mtroducir la sigmente definicion

Definicion 3 2 1 Un estimador U es intrinsicamente insesgado, st y solo s1, po
es un valor medio de Uy, Yk € N para cualquier po € M que sea la funcion de
densidad verdadera, es decir, M, (Uy) = po, donde M, simboliza el valor medio

de Uy calculado con respecto a la medida de probabilidad verdadera (P )y

Notemos que la definicion de estimador 1nsesgado, al contrario que la clasica,

es invariante con respecto a cualquier cambio de coordenadas o reparametrizacion

Podriamos intentar calcular los campos tensoriales aleatorios correspondien
tes a un campo vectorial asociado a un estimador, supuesta su existencia, y
obtener, para el momento de primer orden, el campo tensorial esperanza del est:
mador Sea po = p(z, 6p) la verdadera, aunque desconocida, funcion de densidad
correspondiente a la verdadera medida de probabilidad Py, entonces tenemos
& = Ey(Ap) = Ep, (exp; 1(L{k)) En coordenadas, con respecto a la parametr:
zacion dada por 6, 6™, s1 escribimos p (2, 0o) la correspondiente p funcion

de densidad para una muestra aleatoria simple de tamaio k, tendremos
£%(0) = /k A%(z,0) puy(z, o) pr(dz) a=1, ,n,
X

donde A'(z,0), ,A™(z,0) son las componentes de A,(z) = exp,  (Ui(z)), y
la dependencia en k se ha omitido en la notacion Notese que, para todo 6, la

integral se calcula siempre con respecto a la misma medida de referencia p

Resulta convenente, a fin de medir el sesgo de un estimador, introducir la

sigwente definicion
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Definicion 3 2 2 El campo tensorial de sesgo se define como
B, = E, (expgl(uk)) ,
o en coordenadas,
B*(9) = /Xk A%(z,0) puy(z, 0) duk(z) a=1 ,n,

supuesta su existencia

Es interesante resefiar que || B||? proporciona una medida escalar e intrinseca

del sesgo Asimismo observemos que

B*(60) = £%(60) a=1, ,n,
Obviamente tenemos el siguiente resultado

Proposicion 3 2 3 Un estimador U es intrinsecamente insesgado si y solo s1 su

campo tensorial de sesgo es nulo, esto es
B*(0) =0 a=1, ,n V€O

Observaciones Es interesante sefialar que un estimador es intrinsecamente
insesgado s1 y solo s1 es estacionario en el sentido de Hendriks [26] s1 tomamos el

cuadrado de la distancia de Rao como funcion de perdida

En el caso Euclideo podemos establecer una clara relacion entre la ausencia

de sesgo intrinseco y de sesgo clasico en cierto sistema de coordenadas,

Teorema 3 2 4 Consideremos un modelo estadistico regular tal que la vare
dad de funciones de densidad es simplemente conexa y completa, y supongamos
ademas que todas las curvaturas seccionales son cero Entonces eriste un sistema
de coordenadas global 8, | 0™ tal que las componentes del correspondiente ten
sor metrico son constantes y, bajo este sistema de coordenadas, un estimador U

es insesgado st y solo st es intrinsecamente insesgado

Demeostracion
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La existencia de un sistema de coordenadas global 6%, 6™ tal que las com
ponentes del correspondiente tensor metrico son constantes es un resultado bien
conocido, vease por ejemplo Kobayash1 y Nomizu {37, pag 105, vol II] Entonces
la conclusion se sigue de que las geodesicas son hneas rectas, y la variedad es

esencilalmente como R™

33 La distancia de Rao cuadratico media

La distancia Riemanniana que se obtiene a partir de la metrica informativa es
conocida como la distancia de Rao La media del cuadrado de la distancia de
Rao de la estimacion al verdadero valor 8, que denominamos distancia de Rao

cuadratico media, es la version 1ntrinseca natural del error cuadratico medio,

Definicion 3 3 1 Dado un estimador U y una muestra de tamano k denomina

remos distancia de Rao cuadratico media de U a la funcion escalar en la variedad

Ep (p* (U, 9))

Observaciones Si1 consideramos funciones que dependan del modelo estadistico
y no de consideraciones externas, la distancia de Rao aparece de forma natural
y con las propiedades deseables, como puede apreciarse en Oller [{50] y como
ya se sefalo en la introduccion, para ser la generalizacion mtrinseca del error

cuadratico

Es interesante sefialar que un estimador es intrinsecamente insesgado s1 y solo
s1 es estacionario en el sentido de Hendriks [26] s1 tomamos el cuadrado de la

distancia de Rao como funcion de perdida

34 Ejemplos

Presentamos aqui algunos ejemplos, en los que calculamos el sesgo y distancia de

Rao cuadratico media de diferentes estimadores
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Ejemplo 3 4 1 La distribucion exponencial unidimensional

Consideremos la funcion de densidad exponencial parametrizada de manera

que

1 T +

p(z,A) = vexp{-7} z,A€R

A A
La componente del tensor metrico viene dada por g1;(A\) = 1/A* Claramente,
st escribimos # = log ), la nueva componentes sera §;;(6) = 1 Consideremos
ahora el estimador maximo-verosimil para el parametro A calculado para una
muestra de tamafio k dado por Xy, la media muestral ordinaria El estimador
maximo—verosimil para  vendra dado por log X Puesto que el tensor metrico es

constante para el sistema de coordenadas dado por 8, el tensor de sesgo, esribiendo

S = kXy, sera

0= (ue(§) 1) = [, (10 () ) ot

y haciendo el cambio u = s/e’, obtenemos

B(8) = f(17)/|3+ log(u) u*te ™ du — logk = 1;;((]{? —logk = V¥ (k) — log k,

donde ¥(k) = I'"(k)/T'(k), siendo T la usual funcion gamma Se trata por tanto
de un estimador sesgado Aunque, podemos corregir facilmente el sesgo, obte

niendo en este caso un estimador intrinsecamente insesgado Con respecto a la

parametrizacion dada por 6, el estimador corregido sera
0 = log X\ — V(k) + log k,

y con respecto a la parametrizacion original

kX,
A= Z‘Tk)

Veamos ahora cual es la distancia de Rao cuadratico media de este estimador,

k-1

E (p2(0,0)) = /R+ (log (%) — U(k) + logk — 0)2 F_(Skje_’“ie)(p{_:_"} ds,

= 5 o Oogu — ¥R expl-u

— i (170 = 208 + T W(RP)
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Es interesante observar que la familia de exponenciales resulta mvariante s
consideramos el grupo de transformaciones en el espacio muestral {g X, p € gt}
y como el grupo inducido en el espacio de parametros es conmutativo y actua
transitivamente el estimador 1nvariante que mmimiza uniformemente la distancia
de Rao cuadratico media es el intrinsecamente nsesgado, vease Lehmann (42]
para mas detalles No obstante en este caso es facil demostrar este resultado
directamente Consideremos un estimador mmvariante I/ funcion del estadistico
suficiente S, debera cumplir U(aS) = aU(S) para todo o € RT, entonces U(S) =
B S para una cierta constante 3 Se trata entonces de buscar § para la cual
E(p*(8S,0)) sea mimimo Derivando e 1gualando a cero,

k 1

5 = [, g (85) - 0) iy om0 P L= s =0

y esto conduce obviamente a § = e~¥(¥) es evidente tambien que se trata de un

mnimo

Ejemplo 3 4 2 La distribucion de Poisson unidimensional

Consideremos la funcion de densidad de una Poisson unidimensional parame

trizada como .

p(x,)\)ze"’\j;\:—' AERT, zeN
La componente del tensor metrico viene dada por g;;(A) = 1/A Es claro que
s1 hacemos 6 = 2/X, la nueva componente del tensor metrico sera 7,,(0) = 1
Consideremos ahora el estimador maximo—verosimil para el parametro A obtenido
para una muestra de tamaiio k dado por X, de nuevo la media muestral ordinaria
El correspondiente estimador maximo verosimil para § vendra dado por 2\/7_k
Como el tensor metrico es constante bajo el sistema de coordenadas dado por 6,

el tensor de sesgo, escribiendo S = kX, sera

Bl(0):E(2\/—§—0) :2(f: %e-k%i (_k]%'l) - 0,

que es claramente no nulo Ademas, ya que la ecuacion

E(f(S Zf( —kA (k/\) — 2\/X

j'

equivale a

k/\)J kA
Zf(] \/—\/_ e
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donde f es una funcion arbitraria, no tiene solucion puesto que y/ze® no es una
funcion analitica, concluimos que para una famiha de distribuciones de Poisson
unidimensionales no existe un estimador intrinsecamente insesgado basado en el

estadistico suficiente S

Ejemplo 3 4 3 Consideremos las distribuciones de probabilidad elipticas multi
variantes, con matriz de dispersion fija ¥ = ¥y, que es la familia parametrica con

funciones de densidad, en R™ con respecto a la medida de Lebesgue, dadas por

[(n/2) -1/2 ry-1
pla,p) = — 75 S0 V2F (@ — )85 (2 — ),
donde ¥4 es una matriz fija n X n estrictamente defimda positiva, u = (1, , pn)’
es un parametro vectorial, I'(n/2) es la funcion gamma, y F es una funcion no

negativa en Ry = [0, 0o) satisfaciendo

/oo P21 F(rydr = 1
0

El vector p y la matriz £y puede expresarse en terminos de E(X) y Cov (X),
supuesta la existencia de esta ultima De hecho, sea t = (t1, ,t.) vy ¢r(t) =
E (exp{#t’X}) la funcion caracteristica de la anterior familia de distribuciones de

probabilidad, que puede expresarse como
¢r(t) = exp{st'n} Ap(t'Sot),
donde
Ar(s) = I‘(n/2)/ r™2 F(r) Knjo-1(rs)dr s €R,
0

WS e (=)
Ki(s) =2 (Vs) _mz=04mm'r‘(m+1/+1)’

y donde J, es la funcion de Bessel ordinaria de orden v

Por tanto, formalmente

dor(t)
ot

D¢ (t
v (XX = - T

t=" t=0

E(X)=—

Esto da E(X) = py E(XX') = pu' + cr Lo, donde

cr = —2A%(0) = l/oo r" 12 F(r) dr,

nJo
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y de aqu1
Cov(X) =crXo

En particular, E(X) existe s1 y solo s1 [5° r*2~1/2 P(r)dr < oo, adicionalmente

Cov (X) existe s1 y solo s1 tenemos [;° r"/2 F(r)dr < oo en cuyo caso 0 < cp <

o0

Una distribucion normal multivariante no degenerada N, (g, o) es un ejemplo

de distribucion eliptica multivariante con

F(s)= mexp{—sﬂ} , Ap(s) = exp{—s/2}, cr=1

Otras propiedades basicas de las distribuciones de probabilidad ehipticas pue
den ser encontradas en Kelker [34] y son sumarizadas en Muirhead [47, pp 32 40]

Vamos a suponer ademas que
4 00
a=- / /2 (LF)(t) F(t)dt < oo,
n Jo

donde LF = F'/F, a fin de poder asegurar la existencia de la matnz de infor

macion de Fisher, que vendra dada por

Jlogp dlogp -1
E =
( a# a“, aEO 9

vease Mitchell y Krzanowsk: [46] y Burbea y Oller [14] para mas detalles

Por tanto, la metrica informativa para esta familia parametrica de distribu

ciones de probabilidad vendra dada por

ds® = a dy' $3'dp

Como el tensor metrico es constante, la variedad es Euclidea, y las geodesicas
son lineas rectas Identificando los puntos de la variedad con sus coordenadas, la

geodesica que pasa por pg cuando t = 0 y alcanza y; para t =1 viene dada por
p(t) = (p1 — po)t + po teR,
y s1 escribimos po = p( , pto), ¥ pr = p( , p1), tenemos

expy, (P1) = (41 — Ho)po>
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donde, en la ultima ecuacion, hemos 1dentificado los vectores tangentes en py con
sus componentes correspondientes a la base canonica inducida por el sistema de
coordenadas Considerando el estimador para p dado por

X, =

k
>z,
=1

Xt

y omitiendo el subindice py para los vectores tangentes en pg, podemos escribir

x| =

k
Ep, (Yk - UO) = ZEPO(:L'J — o =0
=1

As1 pues X es intrinsecamente msesgado
Vamos a calcular su distancia de Rao cuadratico media
E(p*(Xk,m0)) = aB((Xk — po)T5 (X - .UO))
= 0 E (t(Z5"(Xk = po) (X — po)'))
1

= atr (ZalE ((Yk — po)(Xx — No)'>) =acp tr(z I)=acp

3

mas adelante veremos que a cr debera ser mayor que la umdad, e 1gual a la unidad

s1y solo s1 la distribucion eliptica es normal

El sencillo ejemplo que viene a continuacion muestra cuan diferente pueden
llegar a funcionar, fijando una parametrizacion, la funcion de perdida propor
cionada por el error cuadratico y la que se obtiene utilizando el cuadrado de la

distancia de Rao

Ejemplo 3 4 4 Sea el modelo estadistico definido por la famiha de densidades
de Pascal
p(z,0)=(1-6)°0, zeNuU{0}, 0€(0,1)

Sea § estimador nsesgado en esta parametrizacion, para una muestra de tamafio
k =1 Entonces -
E(@) =Y b(z)(1-0)"0 =10
z=0

implica que
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Este es el estimador UMV 1nsesgado para 6, pero, salvo esta importante propie
dad, no parece un estimador razonable Por otra parte, el estimador maximo-

verosimul

z € NU {0},

z+1’
parece mas apropiado que el anterior Sin embargo, s1 calculamos los errores

cuadratico medios, (ECM), a fin de comparar la precision de estos estimadores

obtenemos
ECM(9) = 6(1 — 9),
y
oo 1 2 0 & (1—6)=+
ECM(8) = ( —0) | — )eg =
(0) a;, z+1 ( ) 1—0?;‘5 (z +1)?
202 & (1 —6)*+!
02
+1——0§) z+1 Tt
6 [0 log(1—1t) 202 )
- dt 9
1—0)i-e ¢ + 1 glogb+

Utihizando el programa Mathematica, version 12, se obtiene que ECM(6) —
MSE() es una funcion positiva en (6o,1) y negativa en (0,0c), donde aproxi
madamente 6, = 0 1606

En este sentido la funcion de perdida “error cuadratico” no distingue clara
mente entre estos dos estimadores De hecho, se puede ver que 6 es un estimador
admisible con respecto a la perdida “error cuadratico” En cambio s1 usamos el

cuadrado de la distancia de Rao como funcion de perdida obtendremos,
E (p2(c§, 0)) =00

donde

—0—I=n|—+y/(1-6)(1 -
p(a,,,)=210g”'“1 \/T\/;l? V(@ =0)( 2}

Por tanto 6 es, con respecto a la nueva perdida, un estimador inadmisible
Ademas, como el lector puede comprobar facilmente,
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E (p2(0 9)) =

% 141 - A —vV1I=8]— -L)(1-9)
{2log e 2 (1-6)"9 <oo VO>0
0

=

.'c+1

que muestra la superioridad del estimador maximo verosimil

35



Capitulo 4

Comportamiento local de un estimador

41 Cotainferior de la distancia de Rao cuadratico media

En esta seccion se estudia la relacion entre el sesgo y la distancia de Rao cuadratico
media entre la densidad, o la medida de probabilidad, estimada y la verdadera,
obteniendo una version intrinseca de la cota Cramer Rao, y cotas inferiores basa
das en los teoremas de comparacion de geometria Riemanmiana, vease (11 3) del
apendice Algunos resultados analogos aunque en un enfoque diferente pueden

encontrarse en Hendriks [26]

Antes de nada es conveniente tener aqui presentes ciertas definiciones y resul

tados de geometria diferencial

Denotemos por &, = {£ € M, ||¢|| =1}, y para cada € € &, definamos

Co(§) =sup{s >0 p(p,%(s)) = s},

donde p es la distancia Riemanniana y 7, es una geodesica definida en un intervalo
abierto contemendo el cero, tal que v¢(0) = p y con vector tangente en el origen

¢ Entonces s1 hacemos

Dpy={s€eM, 0<s<((¢), €6}

D, = expp(@p),

es sabido que exp, aplica D, difeomorficamente sobre D,, vease (112) del
apendice De hecho D,, es el entorno regular maximal de m en el sentido que

cualquer otro entorno regular m esta incluido en el

36
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Asimismo conviene recordar la definicion de curvatura seccional

Definicion 4 1 1 Dados dos campos X, Y en M tales que para todo p € M
generan un subespacio de dimension 2, la curvatura Riemanniana seccional, K,

se define como la funcion escalar

K(X,Y)=(R(X,Y)X,Y)/ ({(X,X)(V,Y) - (X,Y)?),
donde R(X,Y), es el operador (la curvatura)
R(X,Y)=VyVx —VxVy —Vyx, [V, X]=YX-XY

y V la conexion Riemanniana de M

En el caso bidimensional comncide con la curvatura Gaussiana de una superfi
cie En el caso general la curvatura seccional en el punto p € M es la curvatura
Gaussiana de la superficie generada por las geodesicas que parten de p y son tan
gentes al subespacio bidimensional generado por X(p) e Y(p) en M, Sin =1

adoptamos el convenio K =0

Teorema 4 1 2 (Cota inferior intrinseca de Cramer-Rao) Sea U un ests
mador correspondiente a una famiia parametrica n dimensional regular de fun
ciones de densidad Supongamos que vi(M~D,) =0 Vp € M, donde vy es la
medida de probabilidad inducida por Uy, y p = p(z,0), en la variedad Sea A el
campo tensorial asociado al estimador y sea B el correspondiente tensor de sesgo,
B = E(A) Supongamos que la distancia de Rao cuadratica media entre la ver
dadera densidad p y una estimacion correspondiente a una muestra de tamarno
k, E (p*(Us,p)), existe para todo k € N, y que la derwada covariante de E,(A,)

existe y se puede obtener derwando bajo el signo integral FEntonces,

1 En general tenemos

B(IAI) = B (04, p)) > LB = BN gy

donde div( ) consiste en el operador dwergencia

2 S todas las curvaturas seccionales son cero, K = 0, entonces

B (ot p) > DI e
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3 &1 todas las curvaturas seccionales son no positivas, K < K <0y —n <

div(B), entonces

div(B) + n)?
B () > D oy gy,

donde

(n —1) (V=K ||Bl| coth (V=K || B|}) — 1)
div(B) +n

S,=1+

4 St todas las curvaturas seccionales son menores o wguales que una constante
positwa K, y d(M) < n/2vK, siendo d(M) el diametro de la variedad, y
—1 < dwv(B), entonces

2 (dv(B) +n)* 2
E (p(th,p) = —— =T + B,

donde

_ 4 -DBIPK
2\/17 (n + div(B))x?
n+ div(B) — 4(n — 1)11@-}[:—&-)

knm?

T, =

1+\ll+16(n—1)lC(

En particular, para estimadores mmtrinsecamente nsesgados, tenemos

5 S todas las curvaturas seccionales son no positivas, entonces
2 n
E (p*(Ur,p)) > -

6 St todas curvaturas seccionales son menores o 1guales que una constante

positwwa K y d(M) < 7/2vK, entonces
4

(1 + /1 +16(n ~ 1)K/ (kn2))

E (pz(u’c’ p)) 2

n
2'];’

donde las esperanzas, en cada punto p, estan calculadas con respecto a la medida

de probabilidad correspondiente (P);
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Demostracion

Sean A%(z,0), « = 1, ,n, las componentes de exp;'(U), B* = E(A%) y
C*(z,0), a =1, ,n, las componentes de un tensor contravariante de primer

orden Entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz,
{A-B,C) <|lA-B| ],

donde (, ) y || || ssmbolhizan el producto y la norma definida en cada espacio

tangente Ademas,

E([{A- B,C))) < E(lA- Bl |Cl)) < VE (1A= BI?) VE(ICI1?),

de nuevo por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, y donde las esperanzas, en cada

punto p, son calculadas con respecto a la medida de probabilidad correspondiente
Py dpk
Sea C(z,0) = grad(log p)(z,9)), donde grad( ) es el operador gradiente En

coordenadas, y utilizando el convenio de sumacion de indices repetidos, podemos

escribir

a log p(k)(a:, 0)
008 ’

C%(x,0) = g*°(9)

donde ¢g*P(8) son las componentes del campo tensorial contravariante fundamen

tal y donde p es la funcion de densidad conjunta Por tanto tenemos

d log p,y 0 log p
2 _ aB (k) (k)

tomando esperanzas, y usando notacion matricial,

E (|C|P*) = E(C'G™*C) = E (tx(C'G-'0)) = E (t1(G™*CC")) =
= tr(GT'E(CC")) =k t1(G™'G) = k trl,, = kn

Por otra parte tenemos tambien

|E({A,C)| = |[E(A-B,C))| < E([(A-B,C)))

E (A - BI*) = E(|lAl*) - ||B]]?
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De manera que

[E(A,C) < VE(IAI) — B> VEn,

pero |A||*> = p*(p,Ux), donde p es la distancia Riemanniana y en este caso la

distancia de Rao Entonces

[E((A, O] < VE (*(p,ths)) — | B VEn (41)
Por otro lado
0 log px 0 log p
= acb — o By Y06 PR qa VO B(R)
<A7 C) - gaﬁA C gaﬂA g 601 A aea ]

por tanto,

« 0logp « 0P
E((A,C)):/xkA aT(k)P(k)d#k=/xkA a(;z)duk

Notemos que A*Jp,,/ 00 es una funcion de z que es independiente del sistema

de coordenadas para z fija es una funcion escalar en la variedad

Adicionalmente, puesto que
/k Aap(k) dﬂ,k = B* a= 1, , N,
X

tomando la deriwada covariante obtenemos,

dA~ o aap(k) 0B a J
L, {aaf 1 A}p“)d’“‘*/xkA o9 = g T1u B

donde I'% son los simbolos de Christoffel de segunda especie

S1 contraemos 1ndices obtenemos la ecuacion escalar

0A* o a p(k) o
IR R A R X

ahora bien la traza de la derivada covariante de un campo es por definicion su

divergencia (vease (11 1) del apendice y (4 2) para mas detalle), de modo que
E(div(A +/ A% —— ap(k) — dux = div(B),

esto es,

E ((A,C)) = div(B) — E (div(A))
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y sustituyendo en (4 1) obtenemos 1

Veamos ahora como obtener diferentes cotas dependiendo de las curvaturas

seccionales de M

Fijado z, vamos a escoger un sistema de coordenadas conveniente Dado py
Ur(z), tomamos un sistema de coordenadas geodesicas esfericas con origen Ui(z),
es decir un sistema (p, u) como el discutido en 11 5 del apendice, y definido cas:

seguramente, ya que v(M\Dy, (r)) = 0

Es claro que las componentes del tensor A son (—p,0,0, ,0) cuando p, la

distancia Riemanniana entre p y Ui (z), es la primera coordenada Asimismo,

0A° alog\/_
= —1 d I'§, AV =~ =
aaa an aj A p Fal 8p P,

donde g representa el determinante del tensor metrico Entonces

P dlog /g
/XkA —a-(,jduk—dIV(BH/xk{HpT Py Apt

Consideremos diferentes casos

Caso 4121 Curvaturas seccionales nulas

Como corolario del teorema de comparacion de Bishop, vease teorema (11 5 2)

del apendice, o por calculos directos, tenemos

Olog\/g n-—

dp P’

dando lugar a
/ Aaap(k) dpg = div(B) +n

Tenemos entonces

| (B) + n| < \/E (p*(t,p)) — || B])? VEn,

de lo que se deduce que

B () 2 AP e
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Caso 41 2 2 Todas las curvaturas seccionales son menores que cero, K < K <0
y —n < div(B)

Por (11 8) en la subseccion (11 5) del apendice, tenemos

%’égpig > (n — 1)v/=K coth(v=Kp),
originando que
/ A® ap(k) dﬂk 2
xk

06«
av(B) + [ {1+ (0~ VKAl coth (V=EI|AI) } P

> div(B) + 1 + (n — 1)y=K|| B|| coth (vV=K||B]) ,

donde la segunda desigualdad es debida al hecho que la funcion u coth u es funcion
convexa, y podemos aplicar la desigualdad de Jensen, y que ||B|| < E|A],
por la desigualdad de Cauchy-Schwartz Por tanto st —n < div(B), como
1 < ucothu, Yu > 0, tendremos que el segundo miembro de la desigualdad

anterior es positivo y por tanto

B (#h,) > {dv(B)+1+ (n - 1)\/211?”3” coth (V=K||B|) } 1B

Caso 41 2 3 Todas las curvaturas seccionales son positivas y menores que una
constante posttiva K < K, d(M) < 7/2vK, y —1 < div(B)

Por 11 9 en la subseccion 11 5 del apendice tenemos

al"j—pﬁ > (n— 1)VEK cot(pVK),

de lo cual

0
A P duy > div(B) +/ (1 +(n— 1)\/Ep cot(p\/z)) Dy Ak,
xx 00 x*

ahora bien [ucotu| > 1 —4u?/7?%, 0 < u < 7/2, y por tanto, teniendo en cuenta

que 0 < p < 7/2v/K, tenemos
4KE(p?)

72

« 0Py
/x"A —aa—adyk > dwv(B)+n—(n—1)
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4K E(p?)
2
anterior es positivo y por tanto

ya que (n—1) —n < —1 < div(B), el segundo miembro de la desigualdad

“E—(’”) < (E (5@ ) — I1BIP) kn,

T2

(dw(B) tn—(n—1)

finalmente, resolviendo la mnecuacion,

E (p2(uk7p)) 2
4(n 4 div(B) — 4(n — 1)||B|2K /x?)*

(\/zm \/kn 4 16(n — 1yt Dv(B) 40 - 1)||B||2IC/7r2))

5 + 1B

2

Los casos 5 y 6 se siguen trivialmente de los casos 2,8 y 4, con div(B) =0
y [|Bll=0 m

Observaciones Notemos que todas las variedades unidimensionales correspon
dientes a famihias umparametricas de distribuciones de probabilidad son siempre
Euchideas Ademas, existen alfunas familias bien conocidas de distribuciones de
probabilidad que satisfacen las hipotesis del teorema anterior, como la mult:
nomial, vease Atkinson y Mitchell [3], distribucion multinomial negativa, vease
Oller y Cuadras {51], o distribuciones de valores extremos, vease Oller [49], entre

muchas otras

Asimismo, es facil comprobar que en caso normal multivariante, con matrz
de covariancia conocida, la media muestral es un estimador que alcanza la cota

inferior intrinseca de Cramer-Rao,

E (pz(yk,uo)) = F ((Yk — o) TN (X — ﬂo))
= F (tr(E'l(Yk — po)( Xk — /lo)'))

= 1 (ZE (K — o) (X — o)) = tr(% L) =
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Observemos tambien el efecto de las curvaturas seccionales en la precision de
las estimaciones estadisticas Por ultimo, como la distancia de Rao cuadratico
media esta acotada superiormente por d(M)?, donde d(M) es el diametro de la

variedad, resulta que

Proposicion 4 1 3 Una condicion necesaria para poder tener un estimador in

trinsecamente insesgado es d(M) > ﬁ

Demostracion

Resulta inmmediato del hecho de que |[div(A)| > 1, en efecto para un estima

VEnd(M) > \/kn E(p?)|| E(div(A)]| > 1

dor 1nsesgado

4 2 Desigualdad tensorial

A fin de poder expresar de forma tensorial las desigualdades que vienen a cont:
nuacion creemos conveniente recordar ciertas operaciones sobre tensores o campos

tensoriales, cuyas definiciones y propiedades pueden encontrarse en Hicks [27]

En primer lugar dada una metrica Riemanmana tenemos una aphcacion lineal
no singular G de M,, en M, , dual de M,,, para cada m € M, de manera que
s1 vy, vg € T G(v1)(v2) = (v1,v2) Designaremos por G la aplicacion inversa
de G para todo w € M}, (G (w),v2) = w(ve) Podemos definir entonces las

operaciones de “subir y bajar” indices

Definicion 421 511 <:<p, 1 <3 < q+ 1 yT? definumos la operacion de
bajar el indice » a la posicion 3 como la que origina el tensor G*?T de Tq”+_11 tal
que
(GVT) (w1,  ,wp-1,v1,  ,Vg41) =
T(wla awz—laG(vJ)awn y Wp—1, V1, 1 Vg, 7vq+1)

donde w, € M,, y v, € M,, para todo 1 y todo 3 y donde v, significa que falta v,

Analogamente se define la operacion de subir el indice 1 a la posicion 3, G?
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Definamos tambien la operacion de contraccion de un tensor

Definicion 4 2 2 Dado T € T? definimos la operacion de contraccion del indice
contravariante 1 con el contravariante j como la que origina el tensor Tr*?(T) €
TP~} defimudo por

(T’r' ](T)) (wl, s Wp—1, V1, y vp—l) =

n

ZT(wl’ Wi—1, €y Wit y Wp—1,Vy-1, €k, Uj41 ,Up—l)
k=1
donde ex, k =1, ,n constituye una base de M, ye,, k=1, ,n su dual

Se comprueba que esta definicion no depende de la base elegida Esta operacion
se puede generalizar de forma obvia a T'r*? 71272 como la operacion que permite
obtener un tensor al contraer los indices covariantes (contravariantes) uq, 1,

con los contravariantes (covariantes) j1,J2, Sefialar tambien que s1 7' € T}

entonces T'r! }(T') acostumbra a llamarse traza de T

Como ya se 1ndico en la seccion 2, dado un estimador U podemos definir sus
momentos de cualquier orden A partir de ellos podemos construir el siguiente

tensor

Definicion 4 2 3 Fl tensor de varianzas—covarianzas de un estimador U, que

escribiremos Cov (U) se define como el momento centrado de sequndo orden de

U, esto es

Cov U)(p) = B, (A~ B)® (4~ B)) VpeM
donde A = exp,'(U) y B = E,(A)

Notese que

Tr'* (G**Cov (U)) = E(|Al*) - || BI?

Con cierto abuso del lenguaje podemos decir que la traza de la covarianza de U

es la varianza de i/

Tenemos el siguiente teorema para la covarianza de un estimador

Teorema 4 2 4 Con las condiciones del teorema (4 1 2) tenemos que la cova

rianza de un estimador U esta acotada inferrormente, en el sentido de que la
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diferencia con la cota es un tensor definido positivo La desigualdad viene dada

por

Cov (U) > Tr**[G**[D B~ E(D A)|® [D B — E(D A)]|

donde D es el operador dervada general covariante (vease apendice (11 1))

Demostracion

Consideremos, para un tamafno muestral k, el vector
1
Y=A-B-Tr**[E(A® G(C))® (],

donde C = grad(logpy) y G(C) es la version covariante de C (vease las defini

ciones anteriores) Entonces como E(Y ® Y) > 0 tendremos

E[(A- B)® (A- B)] - %E (A8 Tr**[E(A 8 G(C)) ® O]

‘%E 7722 [E(A® G(C)) @ C] ® A]

+£;E [:rr2 SE(A®RG(C)@CI®Tr*’[E(A® G(C)) ® C]] >0

de modo que, por las propiedades del operador traza

E{(A-B)® (A B)] - %Tr“E [A® [E(A® G(C)) & CJ]

+%Tr2 345 [E(A® G(C)) ® E(C® C)® E(G(C) ® A)] 2 0

Ahora bien, como se comprueba facilmente tomando coordenadas
Tr' 23 GC)Q E(C®C)® E(G(C)® A)] = kTr'°C @ E(G(C) ® A)
de manera que

Cov (U) > %Tﬁ {[E(A® C) ® E(A® G(C))]
1

= T [G*?E(A® G(C)) ® E(A® G(C))]

Por ultimo como G(C) = D logpy y D B = E(D A) + E(A® D log p)), susta

tuyendo en la expresion anterior obtenemos el resultado deseado |
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Notemos que esta desigualdad comncide con la obtenida por Hendriks [26],
teorema 3 2, para el caso B = 0, s1 tomamos el cuadrado de la distancia de Rao
como funcion de perdida y la aplicacion de Hendriks ¢ como la identidad en M

Nuestro marco nos permite en cambio tratar el caso sesgado

43 La condicion de eficiencia

Analogamente a como se define la eficiencia clasicamente, tendremos la siguiente

definicion de eficiencia intrinseca

Definicion 4 3 1 Diremos que un estimador U intrinsecamente insesgado es
intrinsecamente eficiente su su distancia de Rao cuadratico media alcanza la cota
de Cramer-Rao, esto es

n

E (p*(U,0))

B

Aunque el teorema 4 1 2 permite deducir en que condiciones se alcanzara la
cota de Cramer—-Rao, vamos a deducir la condicion de eficiencia de forma que se
vean mas claramente todas las constantes en juego El resultado toma la forma

de la siguiente proposicion

Proposicion 4 3 2 Un estimador intrinsecamente insesgado U sera eficiente s

y solo s1

A= —kl—nE(dlv(A))C

donde A(p) = exp;l(u) y C = grad(log p(x))

Demostracion

Consideremos un estimador mtrinsecamente insesgado U y su campo vectorial

asociado A Entonces, teniendo en cuenta que E((A4,C)) = —div(A),

B(I4+ -Ban(A)CI?) = B(IAI) + = E(dv(A)E((A,C))
+ e B (P E(ICI)

= By W,p) — 7 (Blv(A))f 20
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de manera que habra 1gualdad en el teorema 4 1 2su A = —LE(div(4))C =

Vamos a ver que ademas se debera cumplir que E(div(A)) sea independiente
del punto p € M para que la igualdad pueda ser cierta El resultado lo podemos

expresar de la siguiente forma

Proposicion 4 3 3 Una familia admite ald como estimador eficiente su su den

sidad respecto de alguna medida de referencia se puede expresar

kn ,

Pz, 0)gy = ¢ 27 (U(z),9)

donde A es una constante positiva

Demostracion

La condicion de eficiencia la podemos escribir

grad(p?(U(z),0)) = QLE(dlv(A))grad(log Py (z, 0))

kn
Vamos a considerar primero el caso unidimensional En este caso E(div(A)) = —1
y resulta )
grad { p*(U(2), ) + 7 log ) (3,0)} = 0
de donde

k 2
py(2,0) = ¢ 20 A Dy

En el caso multimensional la condicion de eficiencia implicaria, derivandola, que

0E(div(A)) dlogpuy(z,0)
ae .~ MO, v=1 .n
y puesto que F(div(A)) no puede depender de z, u(8) = 0 y tampoco depen
dera de 8 De esta forma, s1 escribimos E(div(A)) = —A (de los teoremas de

comparacion se deduce que A > 0, vease apendice (11 3)) tendremos
grad(p*(U(z),0)) = —2¢;grad(log p(z,9))

As1 que
P(k)(z, 0) = e—%ﬁ(U(x) 9)h(:1,')
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Observacion En el caso unidimensional podemos encontrar un sistema de co

ordenadas o parametrizacion tal que

-—(o(U
py(z,0) = e 2 h(z),
de manera que el estadistico suficiente ¢(U(z)) ~ N(¢(9),1/k)

En el caso n—dimensional podemos afirmar lo siguiente

Proposicion 4 3 4 Supongamos que el espacio muestral @ = R* que para k > n
existe U(z1, ,zx) estimador intrinsecamente eficiente de = (61, ,0,) y que
las densidades de la famila (regular) son C' con respecto a las observaciones,
entonces existe una transformacion suficiente de los datos tal que la famila re

sultante es normal con matriz de varianzas—covarianzas conocida

Demostracion

La condicion de eficiencia

nk
gra‘d(logp(k)(xlv 7'73/:’0)) = Texpe-l(u(xh ’xk))

mmplica que U(z1, ,zk) es un estadistico suficiente de dimension n < k, de aqua
se deduce que la famiha es exponencial de orden< n, vease Barndorfl-Nielsen and
Pedersen [10], y por construccion el orden debe ser exactamente n y la familia
completa (no curvada) De esta manera existiran n funciones ¢,, una funcion 7

y un sistema de coordenadas global tal que
logp(k)(xl’ axkao) = Zaz(ﬁt(u(‘rlv ’mk) +"7(0)
=1

de aqu \
[exei @] = 20"(0) (8:11) - 61(6)

con lo que

(U, 0) = (AT) () — 6.(0)) 3"(0) ($:d) — 4:(6))
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de modo que por simetria ¢"(#) no depende en realidad de # De este modo la

famiha es euchdea y A = n Entonces resultara que el estadistico suficiente
gzl
G2, 8a00) ~ N (400,05

con ¢(8) = ($1(0), ,6(6)) .

Observacion Como vemos la condicion de eficiencia resulta demasiado res
trictiva para estudiar la bondad de diferentes estimadores Es por ello que sera
necesario, como lo haremos en capitulos posteriores, estudiar el comportamiento

asintotico de los mismos y en particular su eficiencia asintotica



Capitulo 5

Eficiencia global de un estimador

Cualquiera que sea la funcion de perdida que se considere, es bien sabido que, en
general, no existe un estimador cuya funcion de riesgo sea uniformemente menor
que la de cualquier otro Por tanto, dado un estimador, parece razonable, a fin de
medir su comportamiento en una cierta region del modelo estadistico, calcular la
integral de la distancia de Rao cuadratico media, y entonces dividir esta cantidad
por el volumen Riemanmniano de la region considerada Mas precisamente, sea B C
M un subconjunto medible, con V(B) # 0, donde V es la medida Riemanniana,
entonces denotaremos el promedio Riemanniano de la distancia de Rao cuadratico

medtia por
L E (¢, ) V(dp)
/B V(dp)

el indice obtenido es un promedio ponderado de la distancia cuadratico media

Rii (B) =

Este enfoque es compatible con un punto de vista Bayesiano, s1 se supone una
distribucion a priori umforme con respecto a volumen Riemanniano, vease Jeffreys
[31], un enfoque similar se puede encontrar tambien en Prakasa Rao [52] y Cencov

[20]

51 Cotas del promedio Riemmaniano de la distancia de

Rao cuadratico media

En esta seccion vamos a obtener diferentes cotas inferiores para la anterior medida

de bondad de un estimador Empezaremos con algunos resultados de caracter

ol
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general

Proposicion 511 Sea X un campo vectorial C* y f una funcion real C*
positwva cast seqguramente, con respecto a la medida Riemanniana, V, definida al
menos en una bola Riemanniana de centro p y radio R > 0, Sg Supongamos que

div(X) < —a, donde a es un numero real positivo FEntonces

a R 1
0< Vol(SR)/O /S fdV dr < vol (Sr) /SRf”XHdV +
1 R
vol (Sg) /0 /S | Xl |lgrad(f)|| dV dr
Demostracion
Como
Av(£X) = faw(X) + (X, grad(£)) 51)

yparal <r < R,

/S fdw(X)dV < —a /S Fav,

tenemos
/de(fX)dV—/s (X, grad(f)) dV < —a[s Fav

Ademas, como consecuencia del teorema de diwergencia de Gauss,

/S div(fX)dV = /,9 ((FX, ) da,

donde v 1ndica un campo de vectores unitarios normales y hacia afuera, y dA la
medida Riemanmana inducida en 05,, y teniendo en cuenta, por la desigualdad

de Cauchy-Schwartz, que

(X, grad(f))| < [|X]| [|lgrad(F)]],

[(F X, )] < FIXI
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resulta que

o<af favs [ fixlda+ [ 1X]) llerad(f)l 4V

Ahora, siguiendo reglas estandar en coordenadas polares, tenemos

[ (L, rixnas)ar= [ sixiav.

y por tanto, variando r desde 0 a R, integrando y dividiendo por vol(Sg) =
fSR dV’

a R 1
0< vol(SR)/o /S favdr < vol (Sgr) /SRfHXHdV +

1 R
Vol(SR)/o /S 1X || llgrad(f)|| dV dr

Teorema 5 1 2 Con las mismas hipotesis que en el teorema (4 1 2) , s1 escribe

mos

1

2 —
R, (Sr) = vol (Sgr) Jsx

E (p2(Uk,p)) dv,

obtenemos la siguiente cota winferior para el promedio Riemanniano de la distancia

de Rao cuadratico media

a /ORvol(S,-) dr
vol (Sgr) + m\/vol (S’R)/OR \/\Tol (S;)dr

donde a = n st las curvaturas seccionales son no—positivas y a =1 s son

positivas, acotadas superiormente por K, y el diametro de la variedad satisface

d(M) < 7r/2\/f
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Demostracion

Antes de nada, observemos que Ay(z) = exp; ' (Ui(z)) es un campo aleatorio
vectorial C* y p = p(z,0), la verossmihtud que define el modelo estadistico,
es una funcion aleatoria €' Entonces, siguiendo los mismos pasos que en el
teorema (4 1 2), podemos escoger un sistema de coordenadas esfericas con origm
Ux(z), bajo este sistema de coordenadas, y usando el convenio de sumacion de
indices repetidos, tenemos

0A* _Olog \/_

502 =—1 and TIg A’ =—plg = oy P,

donde g es el determinante del tensor metrico Entonces

div(A)=—-1—-p %)(,)g—‘/-g

En el caso Euclideano

dlog\/g n-1
= , 33
r p (53)

y por tanto div(A) = —

Cuando las curvaturas seccionales son no positivas, obtenemos

dlog /9 S =

o ~ p’

y de esta forma div(4) < —

Finalmente, cuando las curvaturas seccionales son positivas, acotadas supe

riormente por K, y el diametro de la variedad satisface d(M) < 7 /2v/K , tenemos

dlog /g >0,
dp

y en esta situacion div(A) < —1

En cualquer caso, div(A) < —a con a = n or a = 1, dependiendo del signo
de las curvaturas seccionales Por tanto, podemos aplicar las formulas obtenmidas

previamente, y mtegrando con respecto a du, la medida de referencia, se obtiene

vol SR)/ (/ / pdVdr) dp < Vol(SR)/ (/SRP“A“ dV) dp +
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vol (15R)/X (/OR_/S | All llgrad(p)|} dV dT‘) dp

Observando que

Jpdu=1, y lerad(®)]l = llgrad(log p)]l p

e intercambiando integrales, se sigue que

a 1

R
0 < ——vol(SR)/o vol (S,) dr < —vol(SR)/sR E(JA AV +

E (||A]l |lgrad(log p)l ) dV dr,

donde F es la esperanza con respecto a la medida de probabilidad pdu Por la

desigualdad de Cauchy—Schwartz,

E(|A]l |lgrad(log p)|| ) < v/E(IAI=2) VE(llgrad(p)||2),

Yy puesto que

E(|lgrad(log p)||*) = kn,

obtenemos

a R 1
vol(SR)/o vol(S,) dr SVOI(SR)/SRE(HAH)dV +

([ VAT )

0<

vol (S

Ademas, por la desigualdad de Jensen

E(lAl) < VE(IAI?),
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VOIEST)/.‘S' VE(”A”Z) v = \/VOIES,-)/S E(||All*)aV,

para 0 < r < R, y entonces

a

VOI(SR)/ORVOI(Sr)dT < \/;J(I—SJLRE(||A||2)dV +

’ vo@)/()RVV°‘<5 ) / [ E(A) av ar

0<

Teniendo en cuenta que

1 B av,

es una funcion de r positiva y monotona creciente, ya que

E (A7) = E (U, p)) ,

s1 escribimos ]

vol (Sg)

Ry, (Sr) = /SR E (p*(Us,p)) 4V,

entonces

a

vol (Sgr)

< (1 + \/—\—/Tk___(nT——)/OR\/vol(Sr) dr) v R%, (Sr)
vol (Sg

R
0< /vol(s,)dr <
0

Observaciones Es interesante notar que mientras las cotas locales obtenidas en

el teorema (4 1 2) podian anularse, la cota global, para bolas de radio mayor que
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cero, es siempre positiva Por otra parte los efectos de la curvatura se manifies
tan aqu a traves del volumen de una bola Riemanniana La proposicion (11 6 3)
del apendice 1mplica, en variedades con curvatura seccional constante, que para
bolas pequeiias, ya que el orden del numerador en la desigualdad (5 2) sera el
orden de la cota, la cota disminwira al aumentar la curvatura Por ultimo pensa
mos que ulteriores investigaciones usando las expresiones obtenidas en la seccion
(11 6 2) para el volumen de una bola Riemanniana podrian revelar informacion

mas precisa de los efectos de la curvatura

Corolario 5 1 3 Cuando el modelo estadistico parametrico es una variedad Euclidea
tenemos la siguiente acotacion winferior del promedio Riemanniano de la distancia

de Rao cuadratico media

0<{ n(n+2)R
(n+1) (n+2+2vVEknR

< Ry, (Sr)
1

St la variedad Euclidea, M, es completa y sstmplemente coneza, obtenemos la

siguiente acotacion inferior sobre toda la variedad

n (" + 2)2 2 2
Tkt < hm Ry, (Sr) = Ry, (M)
Demostracion
Como
2/ 2pn
1{S )= ———
vol(5) nl'(n/2)’
tenemos
R 87!'”/2R"+2 1/2
[Veisie = (o aptom)
y

R 27rn/2Rn+1
/0 vol(Sh ) dr = T T /2y’
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entonces
n{n+2)R ’
0< {(n+1) (n +2+ 2VknR) } < Ra, (Sg)
El segundo resultado se deriva tomando el hmite cuando R — oo |

Ejemplo 5 1 4 Como ejemplo, consideremos la distribucion normal n—dime
nsional con matriz de covarianzas conocida, ¥ Dada una muestra de tamarfio k,
la densidad Riemanniana de la distancia de Rao cuadratica media correspondiente
a la media muestral X, es

RY. (Sr) =

?

xS

que es claramente superior a
n(n + 2)?
4k(n +1)?

52 Metodos variacionales aplicados a la obtencion de

cotas globales

Otra forma de enfocar €l problema de la obtencion de cotas globales es utilizando
metodos variacionales Un precedente de este procedimiento lo podemos encon
trar en Cencov [20] La 1dea es la siguiente, consideremos la ntegral de la cota

que proporciona (4 1 2), esto es

Y(B) = [ {IBIF + gr(@v(B) + o} av,

donde tomamos a = n s1 las curvaturas seccionales son no—positivas y a = 1 en
caso contrario Entonces el anterior funcional depende unicamente de B y pode
mos entonces tratar de buscar el campo vectorial B, C*°, que lo hace mimimo FEl
minimo que obtengamos corresponde a una clase de campos vectoriales mas am
plia que la de tensores de sesgo C*° de modo que proporcionara una cota inferior
del promedio del error intrinseco que puede que no se alcance para ningun est1
mador De esta manera este procedimiento es un procedimiento complementario

del visto anteriormente para la obtencion de cotas globales
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Proposicion 5 2 1 El campo B, C*®, hace minimo el funcional

v(B) = [ {IBIF + g (v(B) +a} av

st y solo s1 se verifica

B — %grad(dlv(B)) =0, VpeSr

(54)
div(B)+a=0, V0€ ISk
y este valor minimo wene dado por
¥ = & ol(s i/ div(B )dV (5 5)
B knvo r) + kn Jsg a

con B wverificando (5 4)

Demostracion

Consideremos la variacion primera §)Y(B,n), donde 7 es un campo arbitrario

Entonces es facil ver que

i 2B = IB) _ g oy / (2(3,1;) + k—%dw(n) (dv(B) + a)) v

e—0 € Sr

Asimismo
V(B +n) = Y(B) = 6¥(B.n) + [, {InlF + 5= (dav(a)?} av

con lo que el funcional es convexo, de modo que un punto estacionario correspon

dera a un minimo absoluto Ahora la condicion §)Y(B,n) = 0 equivale a

/;,R {(Bﬂ?) + k—lﬁdlv(n) (dwv(B) + a)} dV =0

Pero s1 tenemos en cuenta (5 1)

%dw(n) (dv(B)+a) = dw (kl_n" (dv(B) + a)) — (grad (kl—n (dv(B) + a)) )
= La(p (@v(B)+a)) ~ 1 (grad(drv(B)), )
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podremos escribir la condicion de estacionariedad como

1

/SR {(B,n) + id1v (n (div(B) + a)) — . (grad(dlv(B)),n)} vV =0

kn kn
y aplicando el teorema de la divergencia,

/SR(B _ ;—ngrad(dlv(B)),n) v + kl—n /BSR((dw(B) + a)n, v)dA =0,

(5 4) se sigue entonces de que la 1gualdad anterior debe cumplirse para cualquier

n

Veamos ahora la segunda parte de la proposicion Aphicando la primera con

dicion de estacionariedad en (5 4) y tentendo en cuenta (5 1) obtenemos
1
1B P = 7 (div(B div(B ) — (drv(B))
sutituyendo en Y(B) obtenemos

Yyt = /SR {% (div(B div(B )) +a* + Qadlv(B*))} dVv

a? 1
= 2yl —/ B div(B ) +2aB ,v)dA
knvo (Sr) + . 8SR( w(B )+ 2aB ,v)

aplicando ahora la segunda condicion de estacionariedad en (5 4) resultara

2

«_ 0 a x
V" = Zvol(Sp) + = /a (B dA
y volviendo a aplicar el teorema de la divergencia obtenemos (5 5) u

Observaciones Notemos que el valor minimo de y(B) solo depende de div(B*),

ahora bien f* = div(B*) satisface la ecuacion
Af=knf, con f(p)=—a Vp€ OISk (56)
como se deduce facilmente de (5 4)

Un caso particular donde se puede resolver facilmente (5 6) es el caso Euclhideo
En tal caso notemos que s1 elegimos un sistema de coordenadas polares con centro
p la simetria de (5 6) hace que la solucion solo dependa de la coordenada radal

r Esto se puede deducir facilmente de la unicidad de la solucion en (5 6) y de
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que s1 f es una solucion, la funcion f que se obtiene a partir de f despues de
hacer un giro con centro p tambien lo es Notemos que en dimension uno esto
significara que la funcion solucion es par Asimismo tengamos en cuenta que en

el caso Euclideo a = n

Con estas consideraciones previas, tenemos la siguiente proposicion

Proposicion 5 2 2 Si la variedad asociada al modelo parametrico es Fuclidea
tenemos la siguiente acotacion winferior del promedio Riemanniano de la distancia

de Rao—cuadratico media

n (1 of1 (%+1akn4R2

VT TR ()

)) < Ri, (Sr) (57)

donde oFy (a,z) es una funcion hipergeometrica generalizada, vease (11 11) del

apendice

St la variedad Euclidea, M, es completa y simplemente conera, obtenemos la
sigutente acotacion inferior sobre toda la variedad

= < hm RE, (Sr) = RE, (M)

Demostracion

Consideremos la ecuacion diferencial
Af =knf, con f(p)=-n,Vp€ ISk (5 8)

en coordenadas polares con centro p Sabemos, por la observacion anterior, que

f solo depende de r entonces, para r # 0, (vease Chavel {21, pp 3 5])

1_1 (r"_lf'(r))l =(n— l)f%r)- + f"(r) (59)

Tn

Af =

con lo que la ecuacion a resolver sera
rf(r)+(n = 1)f'(r) = knrf(r) =0

S1 buscamos una solucion de la forma f(r) = Y¢° a,r’, obtenemos, sustituyendo

en la ecuacion,

(n—1Dar+)_ {(n—1+7)() +)a,41 — kna;1}r? =0

1=1
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de aqu s1n #1,

kn .
(n—-14+7)u+1)

a; =0, a;41 = -1, =12

A la misma conclusion se llegaria para n = 1 aunque en este caso, como se
indica en la observacion anterior , partirnamos de una serie de potencias par En
definitiva - (knr? /1)
1 nr/4)
f(r) = a0 Z 9 1
(n/2), J

J=0
donde (n/2), = (n/2)(n/2 +1)(n/2+2) (n/2+4)—1) Y teniendo en cuenta
la definicion en (11 11) del apendice podemos escribir mas abreviadamente,

n"'z
f(r) =ao o1 <g,k4 >

donde ap se obtendra de la condicion f(R) = —n

Necesitamos evaluar [g_ fdV Efectuando el calculo en coordenadas polares

R n—1
[ 1av = A@s) /0 £ () dr

donde A(S) es el area de la superficie esferica n dimensional de radio unidad, esto

€s
27('"/2

AS) = T

Ahora bien de (59) y (5 8)
(r"—l f'(r))l = knr" 1 f(r)

de modo que
27rn/2

/ AV = e T (R)

Por ultimo, derivando la expresion de f(r) en serie de potencias, se obtiene,

n knr?
f,(T‘) = aokT‘ 0F1 (5‘ + 1, _4-)

con lo que, vease (5 5)

Q2 (1 oF} (%_1_1, kn4R2
kI'(n/2) of1 (%, knfz)

Y=

)) < Ry, (Sr)
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dividiendo ahora por el volumen de Sg obtenemos el resultado deseado

La segunda parte de la demostracion se sigue tomando el limite cuando R —

oo en (57) [

Observaciones Es evidente, a la vista del ejemplo (5 1 4) que la cota anterior se
llega a alcanzar y que ademas los resultados obtenidos por metodos variacionales
son mas finos que los obtenidos al principio del capitulo, al menos en el caso
Euclideo Pero sin embargo no hay que olvidar que dado un campo C' en M, este
no correspondera en general al tensor de sesgo de un estimador de modo que no se
puede asegurar que la cota obtenida aqui sea siempre alcanzable y y tan grande
como la obtenida por los otros metodos Por ultimo pensamos que un resultado
similar al anterior quiza se pueda obtener para el caso de curvaturas seccionales
constantes utilizando en este caso las expresiones obtenidas en la seccion (11 6 2)

para el volumen de una bola Riemanniana

En el caso n = 1 la variedad es Euchdea de forma que podemos aplicar el

resultado anterior y obtenemos como cota

Y _1__ 1 n(VER)

2Rk kVER




Capitulo 6

Como mejorar el comportamiento de un

estimador

Hemos obtenido, en los capitulos precedentes, una cota inferior para la distancia
de Rao cuadratico media, vamos ahora a estudiar como podemos hacer decrecer

la distancia de Rao cuadratico media de un estimador dado

Clasicamente, esto se consigue por Blackwellizacion del estimador, esto es, to
mando la esperanza condicionada respecto a un estadistico suficiente Seguiremos
un procedimiento similar aqui, pero ahora nuestros objetos aleatorios tomaran
valores en una variedad y por tanto habra que explicar el significado de valor
med1o condicionado en este contexto y entonces obtener versiones intrinsecas de

los teoremas de Rao—Blackwell y Lehmann Scheffee

61 Valores medios condicionados de funciones a valores

en una variedad

Sea (X, @, P) un espacio de probabihdad Sea (M,®) una n—variedad Rieman
mana completa, (Hausdorff y conexa) C*° Entonces M sera un espacio metrico
separable y completo (un “Polish space”) y tendremos versiones regulares de la
probabilidad condicionada para cualquier cualquier objeto aleatorio, f, valorado

en M con respecto a una o algebra D en el espacio muestral, X

Ademas s1 la distancia de Rao cuadratico media de f existe, tendremos
B(p*(m, DID)(&) = [ p*(m,t)Pyo(c, db),

64
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donde Pyp(z,B) es una version regular de la probabilidad condicionada de f
dada D, z € X, donde B es un Borehano de M

S1 dado z € X hubiese uno y solo un extremo p € M de E(p*(m, f)|D)(z), o

equivalentemente un punto p € M tal que

| exe; (O Prp(=,dt) = 0,

tendriamos una aplicacion de X en M que asignaria un valor medio para cada
Es claro que s1 la 1imagen de esta aplicacion fuese numerable, la aplicacion seria
medible, pero ya que tenemos un conjunto denso numerable en M resulta que

esta aplicacion es siempre medible Esto justifica la siguiente definicion

Definicion 6 1 1 Sea f un objeto aleatorio en M y D una o algebra en X, defi

niremos el valor medio condicionado de f con respecto a D como una aplicacion
D medible, Z, tal que
E(expz' (f())|D) = 0z

Escribiremos M (f|D) = Z

Observaciones A partir de (2 1 16) una condicion suficiente para asegurar que
el valor medio existe es tener un subconjunto regular convexo N C M tal que
P{f € N} =1 Asimismo podemos extender los resultados previos al caso en
que M no sea completa, ya que N 1s difeomorfica a un conjunto abierto en R" y
entonces existiran versiones regulares de la probabilidad condicionada de f dada

D

Las proposiciones que vienen a continuacion son imnmediatas

Proposicion 6 1 2 St f es una aplicacton D medible entonces M (f|D) = f
cs P

Proposicion 6 1 3 St f es independiente de D entonces M (f|D) = M(f)
cs P

Observacion Es necesario sefialar que, en general, M (M (f|D)) # M(f),

como observa Kendall [36] y como es facil de ver con sencillos contraejemplos
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6 2 Rao—Blackwell intrinseco

Vamos a aplicar estas nociones a la estimacion puntual Dado un modelo es
tadistico parametrico {X,Q,P 6 € O}, sea M = {p p = p(,0),0 € O} la
variedad asociada con la metrica Riemanniana dada por la matriz de informacion
de Fisher Supondremos que el modelo es regular y que existe un abierto regular
convexo N C M tal que u(M\N) = 0 (siendo p la medida de referencia que

domina el modelo)

Sea D una o algebra suficiente para el modelo estadistico Dada un muestra
de tamafio k y un estimador Uy podemos ahora considerar el estimador 9 (U | D)

Escribamos

AL (p) = Ep(p*(Us,p)),
A%R(U,JD)(P) = ( UkID)aP))
),

Teniendo en cuenta que una funcion h(q), ¢ € M en la variedad se denomina
convexa s1 h(y(t)),t € R es una funcion convexa en el sentido ordinario para

cualquier geodesica (t), tenemos los siguientes teoremas

Teorema 6 2 1 (Rao—Blackwell intrinseco) S: fijado p € N el cuadrado de

la distancia de Rao p*(p,m) es una funcion convera entonces A%ﬂ(un))(p) <

A% (p)

Demostracion

Esta demostracion es una adaptacion de otra presente en Kendall [36] Por

convexidad, para todo t positivo

dp*(v(s), p)

P(v(t).p) 2 P (1(0),p) + —— t

s=0

d
= P(0.5) + (sxed (10, 0)) .
entonces escribiendo m = v(0) y ¢ = «(t), como

d -
=H(0)t = exp7(q),

grad(p®)(0) = —2exp. ! (p),
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podemos escribir la anterior desigualdad

p*(¢:p) = p*(m,p) — 2(exp;} (p), expr' (q))

entonces tomando m = M (U,|D) e integrando con respecto a Py, p(z, dg) obte

nemos

| #(@»)Puyo(z,dg) > p* (M UsID), p),

ya que
| %2 (@) Pugp (. dg) = 0,

Fmalmente tomando esperanzas obtenemos

A%L(®) = Ey(p*Us,p)) = E, (Ep(p*(Us, p)|D))

> E, (pz(m(ukll?),p)) = Al 1) (P)

Teorema 6 2 2 Si las curvaturas seccionales en N son a lo sumo 0, 0 K > 0

con d(N) < 7r/2\/f, entonces

Az (p) > Abp @ p)(P)

Demostracion

Por (11 4) en el apendice, estamos en las condiciones en que el cuadrado de
la distancia Riemanniana es una funcion convexa Por tanto podemos aplhcar el

teorema anterior

Observaciones Sialgunas curvaturas son positivas y no imponemos condiciones

sobre el diametro del conjunto regular convexo, N C M, no podemos asegurar la
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convexidad del cuadrado de la distancia Riemanniana y entonces no es necesaria
mente cierto que la distancia Riemanmana cuadratica media entre la verdadera

densidad y la estimada, decrezca cuando condicionamos a D

Por otra parte podemos mejorar la eficiencia de los estimadores condicionando
con respecto a una o algebra suficiente D, obteniendo 9M (U, |D), pero el sesgo
no se preservara en general, en contraste con el clasico teorema de Rao—Blackwell
En otras palabras, s1 U}, fuera intrinsecamente insesgado, M (U |D) no seria, en

general, intrinsecamente msesgado ya que
M (M (U |D)) # M (Ux)

No obstante, la norma del tensor de sesgo de 90 (U, |D) estana acotada S deno
tamos el tensor de sesgo por By (U D)? POT la desigualdad de Cauchy Schwartz,

| Bont @iy (B)II* < A?m(u,,m) (p) < A7, (p)

Aunque el tensor de sesgo no se mantiene en general cuando condicionamos con
respecto a un estadistico suficiente, un teorema, que es analogo al de Lehmann-
Scheffee, puede formularse en el contexto intrinseco Necesitamos primero rede

finir la nocion de completitud

Definicion 6 2 3 Un estadistico sufictente T se dira que es completo, para M,

st y solo s1

Mo(f(T)) = My(g(T)) VpeM
smphica que f(T)=g(T) (cs )

Entonces, con las mismas hipotesis que en el teorema previo, tenemos el resultado

siguiente

Proposicion 6 2 4 (Lehmann-Scheffee intrinseco) Sea U un estimador que
es funcion de un estadistico suficiente y completo para M, entonces, es el estima
dor de uniformemente minima distancia de Rao cudratica media para un tensor

de sesgo fijo

Demostracion

La demostracion es trivial a partir de la defimicion y teorema anteriores n



Capitulo 7

Propiedades asitéticas

Ante todo notemos que, dada una sucesion de variables aleatorias que toman
valores en una n—variedad C* (Hausdorff y conexa) con estructura Riemanniana,
la definicion de los diferentes tipos de convergencias estocasticas es directa debil,
en probabilidad, casi segura, o en media r-esima, como en cualquier espacio
metrico Ademas, ya que la topologia inducida por la metrica Riemanniana es
la misma que la topologia inducida por el atlas, s1 tenemos una carta global,
tomando coordenadas, podemos reducir el estudio de estas convergencias, con la
excepcion de la convergencia en media r esima, al de convergencia de sucesiones

de vanables aleatorias que toman valores en R™

Hemos visto que a menudo los estimadores son intrinsecamente sesgados pero
vamos a demostrar que el sesgo intrinseco tiende a cero para muestras grandes

en casos 1mportantes tales como los estimadores maximo verosimil

71 Definiciones y resultados basicos

Definicion 7 1 1 Un estimador U es asintoticamente intrinsecamente insesgado
en sentido amplio st y solo st es intrinsecamente insesgado asintoticamente, esto
es, podemos construir una sucesion de valores medios de Uy que converja a po
Cuando la sucesion de valores medios este defimida de forma unica, podemos
escribir

hm M, (Uk) = po = p( , bo) para cualquier py € M

k—oo

y diremos que U es asintoticamente ntrinsecamente msesgado

69
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En las dos proposiciones siguientes supondremos que el estimador toma valores
cas1 seguramente en un conjunto regular convexo, que U es resular en el sentido

siguiente,
sup Ep, (50, 2)) < o0
keN

y la derivada covariante del campo vectorial £(p) = Ej (exp,'(Us)) existe y
puede ser obtenida derivando bajo el signo integral Supondremos tambien que la
variedad asociada a la familia parametrica regular de densidades tienes curvaturas
seccionales K acotadas superior e inferiormente, es decir £« < K < K y el
diametro de la variedad d(M) < 7/2v/K s1 K > 0 e 0o en otro caso Notemos
que en el teorema (41 2) teniamos condiciones analogas y tambien que estas
condiciones son suficientes para asegurar una geometria convexa, vease (11 4) en
el apendice y tambien (8 2 5), y que por tanto el valor medio es de hecho un

centro de masas

Proposicion 71 2 Un estimador U es asintoticamente intrinsecamente inses

gados st y solo si para el correspondiente campo tensorial de sesgo,

Bi(po) = Epy(expy, (Ur)),

que depende del tamano muestral k, tenemos

khm Bi(po) =0 a=1, ,n VppeM

Demostracion

Supongamos primero que khm | Be(po)|| =0 Sea

Hi(p) = Ep, (Pz(uk,P))

y sea v(t) una geodesica tal que v(0) = M, (Ux) y 7(1) = po Entonces

lgrad(H) (YD 2 (grad(Hi)(v(1)),7(1)) = %Hk(v(t)) )
= [ S,
puesto que J
FHO) =0
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porque 7(0) = M, (Ux) es un minimo local de Hi(p) Adicionalmente, por las

condiciones de regularidad de Uy podemos escribir

[ Sy [ (B (i)

Por (11 6) de la subseccion (11 4) del apendice,

%/ﬂ(uk,»y(t)) 2 C(K) p*(7(0),7(1),

con C(K) > 0 Por tanto obtenemos
lgrad(H) (DI 2 CK) #(2(0),7(1)
Finalmente, ya que |[v(1)|| = p(7(0),7(1)) ¥
grad (He) (v(1)) = =2 [ exp (Us(@))pos(z ,0o) s (d) = ~2Bi(po),

tenemos 1
”Bk(pﬂ)” > §C(K:) P(mpo(uk),Po),

entonces, tomando limites, obtenemos

Jim p(9 4, Uy ), po) = 0

—)

Supongamos ahora que khm M, (Ur) = po
—00

|1Bu(po)l| = lngmdmk (W)l =75 [ lerad(He)(r(1))] dt

< 3 [ Ioamad () (o)
ya que grad(Hi)(7(0)) = 0, y donde la ultima desigualdad se debe al hecho de

que para cualquier campo vectorial C* X, || X||' < || X’|| Aqu denotamos la
derivada covariante de X, a lo largo de una curva determinada por el contexto,

por X’ Entonces, ya que

)

s=1

~ ad(HE)(1(0) = — B (expy (Ue)) = Bl (s, )

con ¢(s,t) = expy, (s exp&: (7(t)), obtenemos, por las condiciones de regularidad

sobre U y con la misma notacion que en (11 4) del apendice,

(B < [ (B (I35 37e01.00) ) de = [ Bn ON)
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A partir de (11 4) del apendice sabemos que

JEM (1) = (V/9s)J*" (1),

y
(X pen(n) Ion(1)) = (Jn(1),5%7(1)) 2 0
( _a?;']tan(l),(]no (1) ) = < asJ"w"'( ),Jtan(l) ) -0

Tambien, por la proposicion (11 3 4) del apendice, podemos acotar la derivada
covariante de la componente normal de J, y teniendo en cuenta la velocidad de

la geodesica, obtenemos

Il < i (mex (10152 - ) deaon)
< p(M e (Un), po)2 (1+\/—Puk,Po>,

donde la segunda desigualdad se debe a que S.(¢)/S.(t) < 1+ 4/|klt, « €R,
como el lector puede comprobar facilmente a partir de sus definiciones en (11 2)

de la subseccion (11 3) del apendice

Finalmente, ya que los momentos de segundo orden de Uy, estan uniformemente

acotados

“Bk(Po)” <C p(mpo(uk)apo)

con C = 2(1 + 1/|&|) supgen Epo (p(Uk, po)), y tomando limites se sigue la propo

sicion |

Observacion Notemos que de hecho solo necesitamos que el primer momento
este umformemente acotado Sin embargo mantenemos esta hipotesis a fin de ser
coherentes con las condiciones del teorema (412) En cualquier caso, parece

bastante sensato exigir esta condicion a cualquier buen estimador

Ejemplo 7 1 3 Para la distribucion exponencial univariante, vease ejemplo (3 4 1),
tenemos que Bi(p) = ¥(k) — logk, donde ¥(k) = I'(k)/I'(k) , entonces, como
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limy_,oo k/e¥®) = 1, resulta que el estimador maximo verosimil es asintoticamen

te intinsecamente insesgado

Definicion 7 1 4 Un estimador U es un estimador « consistente st y solo st

khrn E,, (p®(Urk,po)) =0 paracualquer po € M

Teorema 7 1 5 Sea U un estimador a consistente para una familia parametrica

regular, con a > 1 FEntonces U es asintoticamente intrinsecamente nsesgado

Demostracion

Por hipotesis,

lim E,, (p®(Uk,po)) =0 con o >1,

k—o0

donde p es la distancia Riemanniana Asi pues, por la desigualdad de Jensen,

him E,, (p (Uk,po)) =0,

k—o0

y teniendo en cuenta que p(Uy,ps) = ||Ap,llp,, donde A, es campo vectorial

asociado al estimador, se sigue que

hm E,, (Ap) =0,

k—o0

obteniendo el resultado deseado u

7 2 Normalidad asintotica en una variedad Estimacion

maximo—verosimil

Introduciremos ahora la definicion de distribucion normal sobre una variedad
Existen diversas formas de construir distribuciones sobre una variedad, para una
completa y didactica exposicion vease Jupp y Mardia [32] Primero definimos

vector aleatorio distribuido normalmente sobre el espacio tangente
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Definicion 72 1 Sea Y un vector aleatorio en el espacio tangente M,, donde p
es un punto fijo de M Diremos que Y esta normalmente distribuido si existe un

vector n y un tensor 2 contravariante definido positwwo ¥ tal que para cualquier
sistema de coordenadas, (Y*) ~ N ((nﬁ), (E"‘S)) Escribiremos Y ~ N(n, )

Observacion Notemos que esta definicion es independiente del sistema de co
ordenadas Esto se debe a que los parametros, n y X, en una distribucion normal,
se transforman como un vector y un tensor 2 contravariante, respectivamente,
cuando cambiamos el sistema de coordenadas del vector aleatorio Y Podemos

ahora definir el significado de una distribucion normal en una variedad completa

M

Como es frecuente a lo largo de la memona, consideraremos solo objetos ale
atorios Z que tomen valores, casi seguramente, en entornos regulares, vease defi
nicion (2 1 5), de cualquier punto de la variedad completa M Para este tipo de
objetos aleatorios el campo vectorial aleatorio exp; 1(Z), p € M estara definido
casi seguramente y siempre supondremos que exp,'(Z), p € M esta definido en

este sentido

Definicion 7 2 2 Sea Z un objeto aleatorio a valores en una variedad completa
M  Diremos que Z esta distribuido normalmente con respecto a p y parametros
(n,X), st exste un vector aleatorio Y ~ N(n,X), en M,, tal que Z = exp,(Y)
Escribiremos Z ~ N(n,2),

Notemos que s1 7 = 0 entonces M (Z) = p La anterior defimcion es de
hecho una extension de las distribuciones normales “envueltas” que se utilizan
en estadistica direccional [32] Introduciremos ahora el concepto distribuciones
asintoticamente normales en este contexto Sea {Zj }ren una sucesion de varables

aleatorias M valoradas, entonces

Definicion 7 2 3 Sea M una variedad completa, una sucesion de variables ale
atorias {Zi}ren se dira que es sp asintoticamente normal con media p € M s
y solo s1 existe un tensor 2 contravariante definido positiwvo ¥ y una sucesion de

variables aleatorias {Yi}ren en M, tal que

{8Yk}pen N con Y ~ N(0, %),
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donde L significa convergencia debil o en ley, y {sklreN €s una sucesion de

numeros reales positivos con img_,o, S = 00

Observacion Senalemos que s1 {Zi}ken €s Sk asimtoticamente normal con

media 0, entonces
{expy(skexp; (Zu))},  — Z  con  Z~N(0,5),,

c -
pero s1 tenemos {Vi}ren — Z no es necesariamente cierto que exp, (Vi) con

verja en ley a una distribucion normal

Proposicion 7 2 4 Sea U un estimador s asintoticamente normal, de una fa
milia parametrica regular de distribuciones de probabilidad, con media po € M

Supongamos tambien que

228 Ep, (P1+6(Ukal’0)) < 00 para un € € R*

Entonces, U es asintoticamente intrinsecamente insesgado

Demostracion

P
Como U es si asintoticamente normal entonces p(p,Ui) — 0 La sucesion de

variables aleatorias p(po,Ux) = ||Ax(po)|| es umformemente mtegrable de lo que
se sigue que Fp, ([ Ax(po)[|) — 0y ya que 0 < [[Epy (Ak(po)) < Epo([[Ax(po)l[), se
deduce la proposicion n

Teorema 7 2 5 Con las hipotesis anteriores, los estimadores marimo verost

miles son asintoticamente intrinsecamente insesgados

Demostracion

Esta es una consecuencia inmediata del teorema previo, suponiendo suficientes
condiciones para asegurar la existencia, ¢ s, del campo tensorial del estimador
Ar(p) = exp; ' (Uz), y adicronalmente sup,en Ep, (01 7¢(Uk, po)) < 00, para un € €
R*, observando que los estimadores maximo verosimiles son vk asmtoticamente

normales De hecho,

\/ECXP;I(uk) LN (Oa (gaﬁ)) ;
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donde (g*P) es la version contravariante del tensor metrico u

73 Aproximacion del tensor de sesgo en un sistema de

coordenadas

A partir de las ecuaciones de las geodesicas es facil obtener un desarrollo en
potencias de la inversa de la aplicacion exponencial en un punto p de la variedad
M Llas ecuaciones de las geodesicas en un entorno coordenado de un punto py

con vector unitario tangente u son

d? 5 dz* dz?

ar Trvaa

— 0,
con (z%(0)) = p, (z*(0)) = v Por tanto
z*(0) + I, (0)u'u’ =0

Entonces podemos obtener todas las derivadas en el punto p recursivamente

z*(0) = —T7(0)u'v’
z% (0) = —~Tg(0)u'w’ — 2T (0)z's’
= —I}(0)u's’ + 217 (0) ¢ (0)u'uu?

= (-,rg +2raT;,) (0)u'v'w,
y as1 sucesivamente

Por otra parte

2%(8) — 2°(0) = 2*(0)t + %x“(ﬂ)tz + % 2% (0}t + O(t),

donde f(t) = O(t*) s1 hmo(f(¢)/t*) = k > 0 y utihzamos la convencion que,
cuando la expresion, digamos, O(t*), es usada varias veces en un argumento, en

cada ocasion puede que represente cantidades diferentes Ademas,
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A% = (exp;I(:c(t)))"‘ = tz%(0),

por tanto, tendremos

1 -1 1
Aa® = AT TG AA + (?ajrg 373 L) AATA + O(tY)

Sin embargo, estamos de hecho interesados en expresar A como un desarrollo de

potencias Deberiamos asi invertir la expresion precedente Esto se puede realizar

de forma iterativa En primer orden
A% = Az® + O(t?)

En segundo orden

1
A% = Az* + —éFZAx’AxJ + 0(t%)
En tercer orden
1 1
A% = As® + ST AT A + & (8,Tg + 2Ty, Az'Az"Ax? + O(tY),
Yy as1 sucesivamente

S1 generalizamos la notacion O a variables aleatorias, escribiendo Y, = Op(X})
s1 la sucesion de variables aleatorias {Ys/X;} esta acotada en probabilidad, po

demos decir lo siguiente

Proposicion 7 31 Sea (U,0()) una carta local, donde 6(p) = 6o, U tal que
\/ic_expljl(uk) converge en distribucion a un vector aleatorio con media cero y

momentos de sequndo orden Entonces, si escribimos 0y = 0(Ux)
o o e o 1 [ 4 1 1
#(p)* = o(k) — b5 + _2—1—‘13(9():) — 05)(¢" - 65)
1 o 1 r T -
+5 (OTF +T5T) (6 — 66)(07 — 65)(8 — 68) + Op(K7™),

donde A% (p) = (exp;l(uk))a, y los simbolos de Christoffel y sus derwvadas estan

calculadas en p



VII PROPIEDADES ASINTOTICAS 78

Demostracion

Antes de nada, como \/Eexp; 1(Uy) converge en distribucion a un vector ale
atorio con media cero y momentos de segundo orden, Uy £, p Entonces la
norma del resto en el desarrollo de Taylor hasta el orden tres es R, t*, donde
Ry -2 f(p), t puede elegirse como la longitud de arco, es decir ¢ = || exp; " (Us)|

y f(p) es una funcion que depende solo de p pero no de &

De las hipotesis y por teorema de Slustky k%t* - [[Y||%, tal que Y tiene
una distribucion con media cero y varianza Lo Finalmente, ya que k2t converge
en distribucion k%t* = Op(1) y equivalentemente t* = Op(k~2?) Entonces la

proposicion se€ sigue |

Con ciertas hipotesis obvias podemos decir algo similar para los momentos

Proposicion 7 3 2 Con las hipotesis anteriores st
sup B(k*p***(0x), 60)) < 00
keN

y los susmbolos de Christoffel y sus derwadas estan uniformemente acotadas en el
soporte de {Uy}

B?(p) = Sesgo® (0 + 3T, {Sesgot(a(k))sesgoj(9(k>) + Cov (6, O(Jk))} +0(k=%/%)
(71)
con B%(p) = E,(A%) y Sesgo(8,x)) = Ep(fx) — 00)



Capitulo 8

Desarrollos de Taylor invariantes

8 1 Introduccion

El calculo intrinseco requiere en muchas ocasiones aproximar cantidades cuyo
calculo exacto resulta practicamente imposible Los desarrollos de Taylor son
una buena herramienta para tal fin en el caso de R" pero en nuestro caso ne

cesitamos aproximar funciones a valores en una variedad Como siempre una
primera aproximacion a la solucion podria consistir en considerar cartas locales
en M, las funciones en M se transforman en funciones reales de variable real
y ahora podriamos considerar el desarrollo de Taylor correspondiente Por su

puesto esta forma de proceder proporcionaria aproximaciones que dependerian
del sistema de coordenadas utihizado Se hace pues necesario construir una teoria
geometrica de series de Taylor Ya ha habido trabajos previos en tal sentido y en
conexion con la Estadistica, vease por ejemplo Barndorff-Nielsen [8], McCullagh
y Cox [45] y Murray [48] Los procedimientos para construir lo que llamaremos
desarrollos de Taylor mmvariantes son diferentes, asi Barndorff-Nielsen utihizando
unos nuevos objetos algebraicos llamados “strings”, que generalizan la nocion de
tensor, define los “connection strings” naturales asociados a una divergencia (un
“yoke” en su termilogia) y a partir de aqui ulizando las “derivadas tensoriales”
obtiene desarrollos de Taylor invariantes Este enfoque es una generalizacion de
los desarrollos de McCullagh y Cox Por ultimo Murray define un string coorde

nado, que es una coleccion de sistemas “privilegrados” tal que los cambios de uno

a otro son lineales

79
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8 2 Principales resultados

Usaremos los operadores derivada covariante y derwada general covariante, vease

apendice (11 1), para obtener desarrollos de Taylor invariantes De hecho tenemos

las siguientes proposiciones

Proposicion 8 21 Sea f € féo % y U, C A un entorno regular normal de
g € M Entonces para cualquier p € U, tenemos el siguiente desarrollo de Taylor

de orden n

f(p) = f(q>+:;“$(nkf) (7 (), 9 e (7))

+

(n i 1)! (D) (exp; (p), ™D, exp; (), (81)

donde D¥ f = D(D*-'f) y § es un punto del segmento geodesico que va de q a p
Demostracion

Sea «y(t) un segmento geodesico tal que ¥(0) = ¢ y y(t) = p Obviamente

podemos hacer el siguiente desarrollo de Taylor invariante de orden n

n dn+1 .
con 0 <t <t, entonces vamos a ver que

d* k k)

EFon) = (DH)(T, O,T), (82)
donde T' = ~, (%) , es decir el campo vectorial tangente a la linea geodesica (t)

S1k=1

S(rom = (5) £ =11 = Def = (0A)T)

Supongamos que (8 2) es cierto para k = m, entonces

Lo = A& (fom) = 2 (0™, 1))

= Dr ((D’”f)( ,m),T))=(DT(D'"f))( ,™,T)
— (D’”“ f) (T,™1),T)
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Donde hemos usado el hecho que DrT = 0 Finalmente temendo en cuenta que

tT(0) = exp;*(p), se sigue la proposicion [

Proposicion 8 2 2 Sea § € f',g ’), entonces con la misma notacion e hipotesis
que en la proposicion anterior, y wy, ,w, € .7:}&0 Yy, ,Ye ff 9 campos

tensoriales paralelos a lo largo de la hinea geodesica que une q a p

0(101, , Wr, Y7, 7}/3)(1)) = 0(11)1, , Wy Y71, ’Y;)(q)

o
+30 (D 0w, wn Vi, YeexpH(p), M exp T (p))(@)
k=1

1
(n+1)

+ (D"*0) (w1, ,w,Yi, Y, exp7}(p),",exp7}(p)) (9)

(83)

Demostracion
Tomando f = 6(wy, ,w. Y1, ,Y;)yyaque
Drw, =0, DrY, =0, :=1, ,r,3=1, ,s
tenemos,
Do(wy, ,w, Yy, SY)(T, ,T)=(D*)(w, ,w,Y, ,Y,T, ,T)

y la proposicion queda demostrada ]

Notese que el anterior resultado lo podemos escribir

2 0)) = 00) + 32 (D 0)exp; (p), ¥ exp; (7))

=1

2 ((D™*26)(exp;™ (p), "), exp; (1))

1
Tty

donde 7} indica el transporte paralelo de p a q a lo largo de la geodesica que une
PYy4q
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Proposicion 8 2 3 Sean p,q,r puntos de un conjunto regular convero de M,
v(t) la geodesica que une q a p parametrizada por la longitud de arco y conside

remos los campos
B(m) = exp,'(r), A(m)=-exp '(p), meM

entonces

1BI1*(p) = 1BII*(g) — 2(A, B)(q) + (4, %J(l»llAH(q),

donde J(s) es el campo de Jacob: a lo largo de la geodesica
S — exp, (.s expr_l(’y(t)))

determinado por J(0) =0 y J(1) = ~(t) = A/||A||(7(2))

Demostracion

En primer lugar, tenemos

(DIIBI*)(4) = [Al(D|BI*)/T) = ||A|Dr (|| BI?) (84)
= 2||A||(Vr B, B) = —2||A|(T, B), (8 5)

donde T'= A/||A|| Por tanto

(D*|IBI?) (A,4) = [ Al (Dr(DIBIP)(T))
= | A)? (Dr(D|BI*(T))) = —2I|A|*(T, V1 B)

Ahora, supongamos que
(D™ || BI?) (4,™D, A) = =2|| A|™~(T, VF~> B),
entonces,

(D™||BI*)(4,™, A) = | A|™(Dr(D™ || BII*)(T, ™1, T))
= | A|™ Dz (D™ | BI*)(T, ™1, T)) = —2||A|™(T, V7" B)

Consideremos la familia uniparametrica de geodesicas dada por

o(s,t) = exp, (sexpy(7(t))), 7(0)=¢,7(1) =p
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entonces ya que B(y(t)) = exp;(lt)(r), y a lo largo de ~(t),

)

v
) =50 87

0
VrB = Vrexpi(r)=-Vr ( (a—

- Y. (2

- ds \ot
donde J(s) es el campo de Jacobi en la geodesica s — exp, (sexp 1(y(t))) deter
mmado por J(0) =0y J(1) = ~(t) = T(v(t))

Vamos a ver por ultimo que a lo largo de v(¢)
(T,VyB)y=0, Vm2>2

A lo largo de ~(t),

V2B= —VT-BV—SJ(l) - ——aYS—VTJ(l) _ R(T, )T

donde ¢ = ¢ (%) Ahora, como

VTJ(l) = VTT =0 y (R(T, C’)T,T) = 0,

obtenemos

(T, V2 B) =0

aplicando ahora la proposicion anterior tenemos el resultado deseado

Corolario 8 2 4 Supongamos la mismas condiciones que en la proposicion an

terior St A y § son cotas superiores e inferiores de la curvatura

p*(p,r) = p*(g,7) —2p(g,p)p(g,T) cos a + p*(g,p) cos’ a
+93(q,p)%(p(q,p)) sin® o (88)

p*(p,r) < p*(g,v) —2p(q,p)p(q,7) cos a + p*(q,p) cos®

+p3(q,p)%(p(q, p))smn’ o,
6
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donde
[ sim(VK?)
- of K >0,
k() =4t of K =0, (8 9)
sinh(yv/— Kt)
__\/T—K—__ if K <0

y a es el angulo entre las geodesicas que unen q ap yar

Demostracion

Por la proposicion anterior

I1B1%(p) = |1BI1*(9) — 2(4, B)(a) + (4, %JO»HA”((Z),
entonces
(A d()0) = IAN@(), oI (1) = (1), 7 (1)
+(8—2J"‘"(1),J"" (1))

Entonces por los teoremas de comparacion, vease la seccion (11 3) del apendice,

!

p(q,p)%(mq,p))nﬂ“n?(l)

v nor nor fl nor
< (520" (1), T (1)) < plg, ) (p(g, )N IP(1),
0s fs
como queriamos demostrar n

Corolario 8 2 5 Sea (X, @, P) un espacio de probabilidad y f X — M una aph
cacion medible, tal que f(X) es un conyunto regular convezo en M Sea po € M

un valor medio de f
J e (7(@)P(dz) = 0
y sea d(M) < 7/VK el diametro de la variedad M s el supremo de las curvaturas

seccionales K > 0, st K < 0 consideraremos d(M) < oo, entonces

!

E (p*(p. f)) > E (p*(po, f)) + p*(po, p) mm{l,ﬂ(po,p);—i(p(po,p))}
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Demostracion

Es directa a partir de (8 8), tomando esperanzas, y teniendo en cuenta las
definiciones en (8 9) ]

Corolario 8 2 6 Supongamos la mismas condiciones que en el corolario previo,

entonces py es un minimo local de
M) = [, /(0. f@)P(d),

y la distancia entre dos mimimos locales de H*(q) debe ser mayor o wgual que
7/VK, siendo K > 0 el supremo de las curvaturas seccionales St K <0 entonces

el minimo es unico

Demostracion

La demostracion se sigue del corolario anterior |

8 3 Un teorema de Pitagoras para yokes

Sea g € C°(M x M) Dada una carta local (6,V), mtroducimos la siguiente

notacion

ng T 81 sm(p’ ﬁ) = aT1 8”531 5sm g(p’ﬁ)

donde P 5
Org = 5@9( ,P) ¥y 0.9 = %g(p, )

para cualquer p,p € Y Tambien escribimos
41‘1 T 31 sm(p) =g7'1 T 81 sm(p7p)

Entonces supongamos que, para todo p € M, y dado un sistema de coordenadas

O, se cumplen las dos siguientes condiciones
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(1)
4e(p)=0, k=1, ,n (8 10)

(1) la matnz

es no—-singular

Notemos que diferenciando la ecuacion (8 10) se obtiene

4,+ 4.,=0 (812)

y esto junto con (8 11) muestra que la matniz {4,,} es simetrica Tambien
{4.,} se comporta como tensor 2-covariante, y proporciona una metrica pseudo-

Riemanniana en M

Esta clase de funciones, ya mencionadas al principio de la memoria, fueron
introducidas por Barndorff Nielsen, vease [5], y llamadas yokes Lo que veremos
es, para un caso particular, y con un punto de vista diferente al que se presenta

en [5], un yoke da origen a una famiha de conexiones afines

Sean

ha(0(2), 0(0)) = ~5-29(0(2), 0)) + = g(6(2), 6(1)

y supongamos que existen curvas 6(t) en M tales que
grad(ha)(8(t), 0(F)) = O(t)(E ~ 1), (813)
donde el gradiente esta calculado con respecto al primer argumento

Entonces derivando dos veces con respecto a t obtenemos

740000 (L5 20000, 00) + S5 009,000 ) 007
(L+a)
2

+ 400 (L5000, 00) +

00,00 ¢9) =0,
donde ¢* es la matriz inversa ¢, , Finalmente haciendo ¢ = ¢, obtenemos
0'(t)+ T, 0'(£)6™() = 0,

donde

at k(11— 14«
Flmzdk( 9 dk1m+_T dlmk)

Podemos usar (8 13) para hacer un desarrollo de Taylor invariante de A,
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Proposicion 8 31 Sean p,q,r puntos de M, (t) el —a-segmento geodesico de

q a p,entonces

-1 o ~1 -1

. . v
ha(pir) = ha(g,7) + (exp,  (p),exp, (1)) = (exp, (p), 57 J(1))t + o(t’)
donde J(s) es el campo de Jacob: a lo largo de la geodesica

s mefp, (s efp, (1(1))
d
determinada por J(0) =0 y J(1) = 4(t) = 7 (1)

t=0
Demostracion

Evidentemente podemos escribir

d

d—tha("y(t), r) = (T, gra'd(ha)(’)l(t)’ 7')),

siendo T el vector tangente a v(¢) Entonces, a partir de (8 13) tenemos

D ha(®),7) = (T eforgy (1),

dk ak a -1
Eiha (7(t)a T') = (T, vTeXp'y(t) (T)>7

Podemos usar este hecho para obtener un desarrollo de Taylor invariante de

ha( ,7) en un entorno de ¢

entonces, tenemos
a -1 o ak o -1
hot(pa T) = ha(q> ’I‘) + (T7 €XP,y(0) (r»t + E(T’ vTexp'y(t) (r))tk
k=1

Finalmente razonando como en la proposicion (8 2 3),

donde J(s) es el campo de Jacobi en la geodesica s +exp, (s exp, ' (7(t))>

determinado por J(0) =0y J(1) =T, y la proposicion queda demostrada »
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Corolario 8 3 2 S1 M es a-plano entonces

ha(p) = ha(a,7) + (655, () eSp, " (1) + ha(p, @)

Demestracion
S1 M es a—plano
o 2
\Y
—J =0
0s?
entonces los dos primeros terminos dependen de r, de hecho
s
—J =T
0s

tendiendo r a q el corolario queda demostrado

Notese que, s1 M es a—plano entonces
1 _o-1 o1 5
p),exp, (p)) +O(t%)

halp,0) = —5 (S, (

Es relacion con estos resultados vease Amarn (2]

88



Capitulo 9

Eficiencias asintdéticas

91 Introduccion

Desde el punto de vista clasico una forma de comparar estimadores T} y T}, de
0 que son vk—asintoticamente normales con media 6, es a traves de la varianza
asintotica Se denomina eficiencia relativa asintotica de Ty con respecto a T} al

cociente ,
Varianza asint de T'

eTT =
Vananza asint de T

Sin embargo n1 todos los estimadores son asintoticamente normales n1 pa
rece apropiado comparar las varianzas asintoticas de distribuciones de diferentes

famihas

Este criterio de comparacion se puede extender al caso en que los estimado
res converjan a una ley de la misma familia aunque esta no sea necesariamente
normal Conviene decir sin embargo que s1 los estimadores son suficientemente
regulares su distribucion asintotica, bajo muestreo aleatorio simple, sera la dis

tribucion normal

Asimismo podriamos establecer un procedimiento de comparacion de res
gos asmtoticos Supongamos que k" R(T%,0) y k" R(T],6) tienen un hnute finito
distinto de cero, entonces podemos definir la eficiencia de T con respecto a T,

como R(T’ 0)
1 k)
eoo B(T, )

Obviamente depende de la funcion de perdida que se utilice

89
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S1 utilizamos el error cuadratico, podemos calcular

h{nmka(Tk — 6)?

En el caso insesgado este limite estara acotado inferiormente por la cota de
Cramer—-Rao y nos podemos preguntar sobre su relacion con la varianza asintotica

es decir la varianza de la distribucion asintotica Tenemos el siguiente resultado

Proposicion 911 Sea Yy, k=1,2, una sucesion de variables aleatorias que

tiende en ley a otra varwable Y con E(Y?) = v? Entonces

v? < khm E(Y?)

Condiciones para que la 1gualdad se cumpla han sido dadas por Chernoff, [23]
Para el caso especial en que T es una funcion de una media muestral de variables

11d g(X:) condiciones suficientes para que se cumpla la 1gualdad son

1 X, tiene momento de cuarto orden finito
1 La derivadas de cuarto orden de ¢g(z) y ¢*(x) estan acotadas cs

m La denivada de g(z) en z = E(X;) es distinta de cero

Ver Lehmann, [41], pagina 106

Estos procedimientos de comparacion sugieren criterios de optimalidad Por
ejemplo ,existen estimadores cuya varianza o riesgo asintoticos sean umiforme
mente nferiores a la de cualquier otro, de manera que podamos hablar de est1
madores asintoticamente eficientes?” Notemos en primer lugar que no vamos a
obtener la unicidad que se presenta para muestras de tamano fijo, por el sim

ple hecho de que un mismo hmite es compartido por diferentes sucesiones Mas

concretamente, s1

VE(T: — 6) 2% N(0, v)

con Ty optimo en el sentido de que minmimiza v, entonces Ty + R; es tambien

optimo siempre que

VER, 50

Mas en general, por el teorema de Slustky, tenemos
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Proposicion 912 S: Ty = X, entonces T +op(1) = X

S1 la vananza asintotica comncidiera con el limite de la varianza del estimador
multiplicada por el tamafno muestral y este fuera insesgado, tendriamos una cota
inferior para la varianza asintotica y esta vendna dada por la desigualdad de

Cramer-Rao :
>
"= 13

Es dearr s1

Var {VE(Ti — 0)} — v(0)

y s1 Ty es 1insesgado entonces

I
0) > —
Y02 10
Entonces un estimador T} que satisfaga
1
0) = —
v(9) 0

diremos que es asintoticamente eficiente o eficiente de primer orden

Durante mucho tiempo se penso que el problema de que la varianza asintotica
de un estimador consistente pudiera ser inferior a la cota de Cramer-Rao era un
problema de regularidad de la famiha Sin embargo Hodges (1951) propuso un

estimador supereficiente para la famiha N(6,1)

Ty =

X s |X|>1/kV4
oX s |X|<1/EY4

Es facil ver que v(8) = 1510 # 0y v(d) = a®> 10 =0 Por tanto s1 a < 1

tenemos un estimador supereficiente, este ejemplo fue presentado por Le Cam en

1953 [18]
Sin embargo tenemos el siguiente importante teorema debido a Bahadur (1963)

[4], (aunque Le Cam [18] lo anticipo de otra forma)

Teorema 913 Sean X;, ,Xi va 1:d con densidad f(z,0) con respecto a
una medida o—finita pu, donde 8 toma valores en R y supongamos las siguientes

condiciones de regularidad

v El espacio de parametros es un intervalo abierto
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u f(z,0) es C?

ur Las derwadas parciales respecto de 8 y la integracion respecto a dy se pueden

intercambiar al menos hasta orden dos
w La wformacion de Fisher 1(8) satisface 0 < I(0) < oo

v Para todo fy existe un numero positivo ¢ y una funcion M(z) (ambos pueden

depender de 0g) tales que

0*log f(z,0)
062

~5M(z)

para todo x del interior del soporte y 8 € (6 — ¢,00 + ¢), con

Eg[M(X)] < o0

Bajo estas suposiciones s
VE(T, — 8) % N(0, v(6))
entonces v(0) satisface la desigualdad

1
v(8) > m—)

salvo en un conjunto de medida de Lebesgue cero

Por tanto y aunque las condiciones de regularidad no pueden evitar el fenomeno
de la supereficiencia este se produce en conjuntos de de medida de Lebesgue nula

Una forma obvia de impedir la supereficiencia seria imponer la condicion
Var {VE(T: — 0)} — v(0)

Jjunto con
b.(6) — 0,
con b (0) = Tx(6) — 0
Tambien es inmediato que s1 1(6) es continua, condicion que exigiremos, y se

cumplen las condiciones del teorema anterior la supereficiencia solo se produce

en puntos de discontinmidad de la varianza asintotica
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Un teorema similar, del mismo Bahadur [4], se puede enunciar para el caso

multiparametrico

Es interesante hacer notar que la supereficiencia es un fenomeno patologico
antes que una prescripcion para elegir un estimador Se puede ver que el maximo
error cuadratico medio de un estimador supereficiente es mayor que el de otros
estimadores Esto sugiere ehminar el fenomeno de la supereficiencia con un plan

teamiento minimaz, vease Ibragimov y Has’mimsku [28] paginas 90-92

Con las reservas mencionadas podemos hablar de estimador optimo, al me
nos en primer orden, como aquel cuya varianza asintotica alcanza la cota de
Cramer-Rao En este sentido se puede demostrar que las ecuaciones de vero
similitud siempre tienen una solucion (a partir de un cierto tamafio muestral)
que es asintoticamente eficiente Ahora bien, a las condiciones de regularidad
habituales, hay que afiadir que que en un entorno del verdadero valor, el valor
absoluto de la derivadas terceras del logaritmo de la verostmilitud este acotado
por una variable aleatoria cuya esperanza exista Esta condicion parece necesaria
para construir una teoria asintotica que contenga resultados interesantes as1 que

tambien la supodremos mas adelante

Como ya hemos dicho pueden existir muchos estimadores eficientes de primer
orden, pues bastaria modificar el estimador maximo—verosimil con un termino que
fuera op(k~'/?) La consiguiente pregunta es como distinguir entre ellos Para
ello se ha desarrollado la teoria de eficiencia de orden superior Esta teoria se ha

desarrollado para subfamihas de una familia exponencial

p(z,£(8)) = exp {€(0)z, — (£(0))}

donde £() es una funcion vectorial de 8 y la dimension del parametro 6 es menor

que la del parametro ¢

Entonces s1 consideramos estimadores de la forma ¢(Z) que sean consistentes
(que por tanto deberan ser consistentes en el sentido de Fisher, esto es ¢(£(0)) =

0) se obtiene un desarrollo del error cuadratico medio del estimador en potencias

de k~1/2 de la forma
Eo(k(¢® — 0°)(¢* — 0°)) = g2(8) + ¢2°(0) k™% 4 g22(0) k™' + O(k™%/%)

Entonces un estimador es eficiente de primer orden s1 g$°(#) es mimimal para todo

6 entre los demas estimadores consistentes Un estimador es eficiente de sequndo
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orden cuando ¢%°(f) sea munimal para todo 6§ entre los estimadores eficientes de

primer orden, y as1 sucesivamente

Los resultados mas importantes son

1 Si1 corregimos el sesgo de un estimador eficiente para que este sea de orden
1/k%, entonces todo estimador eficiente de primer orden lo =s de segundo

orden

2 El estimador maximo—verosimil es eficiente de tercer orden si corregimos su

sesgo (entre los estimadores con sesgo corregido)

Estos resultados pueden encontrarse en Efron [24], para el caso undimensional,
y Aman [2] y Madsen [43] para el caso multidimensional El proposito de este

capitulo es obtener resultados intrinsecos analogos a los anteriores

9 2 Eficiencia intrinseca de primer orden

Sea un estimador, o sucesion de estimadores, U de la funcion de densidad (o
medida de probabilidad) verdadera p = p(,0) € M del modelo parametrico

regular, esto es una familia de aplicaciones medibles
U={U X*+— M, keN}
tal que la verdadera medida de probabilidad en X* es
(P)i(dz) = p(,0) pildz) = p(z1,0)  plax, 0) pi(dz)
Sea Ci(z,0) = grad(log pw(z,0)), Ak(z,0) = expy " (Ue) y Br(0) = E(Ay)

Proposicion 9 2 1 Con las notaciones y condiciones habituales de regularidad

2E(div(Ag)) +n + 2div(By)

1
E (5@, 0)) = Bll A — ZCil] - = - (91)
Demostracion
1 1 2
Bl — Gl = Bl + 5 BICH? - 254, Cu)

= E(p0h.0)) + 7 (v(B) — F (drv(4)))
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Proposicion 9 2 2 Si {Us} es un estimador regular (en el sentido del teorema de
Cramer-Rao intrinseco) consistente de primer orden, y las curvaturas seccionales
del modelo estan acotadas superiormente de manera que el diametro de la variedad
d(M) < n/VK, s1 el supremo de las curvaturas seccronales K > 0 y d(M) < oo

st K <0, entonces (salvo conjuntos de medida Riemanniana cero)

hgnmf kEp*(Uy,0) > n

Demostracion
Veamos primero que hminfy_, E(d1v(A4z)) < —n

Supongamos que las curvaturas seccionales estan acotadas superiormente por

K <0, entonces por (11 8) en la subseccion (11 5) del apendice, tenemos

E(dwv(Ar)) < —1 - (n — )V=KE (|| Bi|| coth(VE[ Be}))

y tomando hminf;_, como ||Bi]l < E| Ak]| — 0, obtenemos el resultado Si
el supremo de las curvaturas seccionales es £ > 0 Entonces por (11 9) en la

subseccion (11 5) del apendice, tenemos

E(div(A)) < =1 = (n = )VKE (|| Agl| cot(VE] Axl]))

y temendo en cuenta que el integrando esta acotado y que || Ag]| converge en ley

a 0, el resultado se sigue tomando hminf en ambos miembros de la desigualdad

Entonces s1 integramos en una bola con centro 8, .5, los dos miembros de (9 1),
aplicamos el teorema de la divergencia de Gauss y tomamos limutes, como || By||

converge a cero, tendremos

h]gnmf kEp*(Uy,0) dV > —nvol(S) — 2 hlgnlnf E(div(Ag))dV
S k—00 § k—oo

¥, puesto que limnfy_,., E(diwv(Ag)) < —n, la proposicion queda demostrada m

Queda entonces motivada la siguiente definicion
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Definicion 9 2 3 Diremos que un estimador {Uy} es eficiente de primer orden

st
khm EEp* (Ui, 0) =n

Proposicion 9 2 4 St Uy, es reqular y consistente de primer orden y se cum
plen las condiciones del teorema anterior entonces (salvo conjuntos de medida

Riemanniana cero) st Uy es eficiente de primer orden

1
Lm kE||expy” (Us) — zgrad(log pu (s, 0))||* = 0

en particular Uy, es asintoticamente normal N (8, (¢%°))

Demostracion La demostracion es inmediata a partir del teorema anterior y de

(91) n

Observacion Se podria ver que s1 las curvaturas seccionales estuvieran aco
tadas tambien inferiormente entonces se podria asegurar que limg_oo E(d1v(Ag)) =

—n, y el reciproco de la proposicion anterior tambien seria cierto

Proposicion 9 2 5 SiUy es Vk—-asintoticamente normal N (0, (g“ﬁ)) y kp* (U, 0)

es uniformemente integrable entonces {Uy} es eficiente de primer orden
Demostracion

Como vk exp,* (Uy) converge en ley a una variable Y ~ N (O, (g*? )) entonces

kp* (U, 0) = kg, {expgl(lxﬁc)]1 [expgl(uk)]] 5 x2

El resultado se desprende de la integrabilidad uniforme de kp?(Us, 0) ]

Corolario 9 2 6 FEl estimador mazimo—verosimil, con las condiciones de regula

ridad antes seiialadas, es eficiente de primer orden
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9 3 Comportamiento asitotico del sesgo mtrinseco

En esta seccion vamos a tratar de obtener un desarrollo asintotico del sesgo
intrinseco para un estimador eficiente de primer orden, que debe entenderse
como el sesgo mtrinseco bajo una distribucion aproximada del estimador Es
decir lo que obtenemos son desarrollos para la distribucion asintotica de Uy y los
utihzamos para calcular el sesgo intrinseco Tambien podemos pensarlos como
aproximaciones correspondientes al sesgo mtrinseco de una version truncada del

estimador que tiene la misma distribucion limite

Con la suposicion de que en un entorno del verdadero valor, el valor absoluto
de las componentes, en algun sistema de coordenadas (y por tanto en todos), de
la derivadas covariantes terceras del logaritmo de la verosimilitud este acotado
por una ariable aleatoria cuya esperanza exista y suponiendo que los momentos

mixtos de las derivadas del logaritmo de la verosimilitud existen, es decir

o*log p(z,0) O logp(x,0)
b ( go= ao= oom oo ) ©2)

tenemos la siguiente proposicion

Proposicion 9 3 1 St Uy es un estimador efictente de primer orden entonces

1
[BU = 5'Us) — 520" 6" Tom + ok ™)

donde S*(Uy) = o(k~1/?) y se anula para el estimador mazvmo-verosimil Por su

parte Ty, es el tensor de asimetria

gl gl ol
Tym=FE (%W%) , l=logp(z,0)

Demostracion

- 1
Escribamos Cyi)(0) = Egrad(log p)(z,8)) Por (8 3) tenemos
Tgk (C(k)(uk)) = C*(k)(O) + (Dé(k)) (expo_l(uk))
1 = - -
+-2- (DzC(k)) (expe Y(Uy), exp; 1(I/lk))

+era {(D°Co) (exvy W) ex; W) exe; )} (99)
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donde # es un punto del segmento geodesico que va de 6 a Uy y 'rgk representa el
transporte paralelo de Uy a 8 a lo largo de la geodesica que los une Puesto que
U, es eficiente de primer orden y las componentes de las derivadas covariantes
terceras estan acotadas en valor absoluto en un entorno de # por una variable

integrable resultara que

TLe,k (C(k)(uk)) = C‘(k)(ﬁ) + (Dé(k)) (expg_l(uk))
1 (DCuo) (expi” W), exp7 Ue)) + Op(k™?)

Asimismo exp; ' (Ux) = Co(0) + op(k~1/?) de forma que

Tﬂk (C*(k)(uk)) = é(k)(e) + (DC—'(k) + In) (C—'(k)(a))) - expgl(uk)
+% (D*Cay) (Cuo(6), Cao(6)) + 0p (k")

donde hemos tenido en cuenta que vk (DC_'(k) + In) es asintoticamente normal,
por la existencia de los momentos mixtos sefialada en (92) con k,r < 2y el
teorema central del hmite, y D*Cpy => E(D?C), con C = grad(log p(z, 0)), por
(9 2) con k,r < 3y la ley fuerte de los grandes numeros

Ahora bien, (vease seccion 4 2) para la notacion
(D*Cry) (Cao(8) Cao(8)) = Tr* *2* {(D*Cory ~ E(D*Co)) ® ((Cai(8) @ C(9))
-1 -1 _ -1
—GTM)) +(D*Cpo) ® (G k(o)) + E(D*Cly) ® ((C(k)(t") ® Coo(®) - & k(e))}

donde G! es la version contravariante del tensor metrico, como

Tr224e { (D*Cug - B(D*Co)) ® ((C(k>(”) ® Co () — G_;(0)> } = 0p(k=*/%)

resultara

(D*Cgy) (Caon(6) Cao(8) = T"””{(ch_'(k))@(G_k(o))

+ B(P*C) 8 ((Con(®) © Cao(@) = T2 ) | +aple™)
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Ahora tomando esperanzas, en la expresion para exp; ' (U) tendremos
E(exp;*(Us)) = —E (), (Coo@))) + E (DCao)(Co(8))) +

1 = G0
§Tr2345 {E(D2C(k)) ® k( )}

Por ultimo, escribiendo [ = log p(z, ) como

B} _ ) Ch, -
E ((DCuy) (Cao(8))) = EX aa‘j"cgk)) + %g’mrgm

1 9 a1\ 1., (9g¢™ dl al\ 1

— Ll M IT -oar A L ogmm
PO (aoaaam aor) TRl ( 96 9™ aar> T 79 o
1 T A 1

50:00m 967 ) ~ k7 9 Taer T kY Tom
1 &1 a1 ol Al dl 1
— _ _ym gr - " 7 = amTv
=Rl (aoaaar a6m 867 00" aam> T 3g Lo
1
— _Q_k;ngg]'l'nT]mr
(94)
donde hemos tenido en cuenta que,
[ gmp (L 0L 10101 ol
=9 561067 96 " 2 067 96T O™
Por otro lado
o (DC): d(DC)"
2 . 1 T o_ 1T T s
E ((D C(k))m) =E <—8071 +1It (DO, er(DC),) = E (—_a o

va que E ((DC);) = -6 Ademas

p(2290) ~ p( 2% 4, 00)

o6m 360:90™ I ggm

oc" al ,
= ‘E<597W) Do

y ahora fijandonos en la primera 1gualdad de (9 4) tendremos que

£, )~ b

Sustituyendo obtenemos la expresion deseada |
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Observacion Es interesante destacar que s1 consideramos la expresion obtenida
por Amari, [2] pagina 131, para el sesgo de un estimador eficiente, fijado un
sistema de coordenadas

1

1 -1
[Sesgol' = 8" = == Ty g™ + Op (k™)

donde

U= 9B\ 50:00- 96= T 567 96 oo™

y la utilizamos en la expresion (7 1) junto con el primer termino de la covarianza

-1t 2
1 ,mE(al ol al dl az)

de un estimador eficiente, obtenemos

B = S 1 am i-‘lt +1
- ord 1o T

1 ]
= =599 Torm + (k")

Y 4 oY)

que comncide con la expresion obtenida en la proposicion anterior aunque aqui en

el contexto de las familias exponenciales



Capitulo 10

Conclusiones

10 1 Resumen de resultados

Mencionaremos los principales resultados que se han obtemido en la presente

memoria

e Se han proporcionado definiciones de valor medio en una variedad con una
conexion afin, estudiado sus propiedades y relacionado con el centro de

masas cuando se posea una metrica Riemanianna

e Los utiles geometrico diferenciales anteriores se han utilizado para definir
medidas mtrinsecas de sesgo y error cuadratico que permiten desarrollar un

analisis mtrinseco de la estimacion puntual

e Se han obtenido estimadores intrinsecamente 1nsesgados y casos en que se

puede asegurar su mexistencia

e Se ha analizado en que circunstancias las medidas clasicas e intrinsecas

coinciden

e Se han obtemdo cotas locales para la distancia de Rao cuadratico media

de un estimador basandose en los teoremas de comparacion de geometra

diferencial

e Asimismo se han dado desigualdades generales para la covarianza de un
estimador, entendiendo este como una aplicacion del espacio muestral en la

variedad Riemanniana asociada de forma natural a un modelo parametrico

101
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e Se ha estudiado en que condiciones se alcanzan las cotas anteriores, carac

terizando la eficiencia intrinseca

e Se han estudiado cotas globales promedio de la distancia de Rao cuadratico
media de un estimador Se han utihzado diversas tecnicas para la obtencion
de cotas y obtemdo expresiones para el volumen de bolas Riemanmanas que

pueden ser de futura utihdad

e Se han estudiado como mejorar el comportamiento de un estimador, viendo
que por Blackwellizacion del mismo y bajo ciertas condiciones de la geo

metria del modelo parametrico el error intrinseco promedio disminuye

e Se han estudiado las propiedades asintoticas de los estimadores para ello
se han definido y caracterizado las propiedades asintoticas de objetos alea

torios en una variedad Riemanniana y aplicado a nuestro contexto

e Se han relacionado las cantidades clasicas e intrinsecas desde el punto de

vista asintotico

e Se ha desarrollado un procedimiento para obtener desarrollos de Taylor
tensoriales en una variedad equipada con una conexion y se han aplicado a

diversos problemas relacionados con el analisis intrinseco

e Por ultimo se ha comenzado ha desarrollar una teoria de eficiencia intrinseca
asintotica, empezando por la eficiencia de primer orden y obteniendo desa

rrollos asintoticos tensoriales del sesgo intrinseco

10 2 Perspectivas del Analisis Intrinseco

La invarianza bajo reparametrizacion de un procedimiento de inferencia ha sido
valorada como una importante y deseable propiedad por varios autores, vease
Barndorff Nielsen [7] y S Amari [2] entre otros Notemos, por ejemplo, que ne
cesttamos, 1rremediablemente, esta propiedad s1 deseamos usar, de una forma
consistente, el bootstrap parametrico Basicamente esta invariancia significa que
el procedimiento nferencial conduce a la misma decision en cualquier sistema de
coordenadas o parametros Pero que debemos entender por “misma decision”?

No podemos hablar de las mismas conclusiones s1 los medios usados para alcanzar
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una decision como el sesgo, el error cuadratico medio, etc dependen de la para
metrizacion que se utilice Ya se ha puesto de manifiesto que las medidas clasicas
de sesgo y error cuadratico medio son por tanto inadecuadas para el proposito de
establecer una inferencia intrinseca, y que la nuevas medidas, sesgo intrinseco y
distancia de Rao cuadratico media, nos permite investigar las propiedades de un
estimador de forma mas objetiva Desgraciadamente en muchos casos corrientes
y sencillos no existen estimadores intrinsecamentes nsesgados, aunque es posible
corregir el sesgo localmente, obteniendo un nuevo estimador con su correspon
diente tensor de sesgo nulo en un punto fijo En efecto, observemos que para una
muestra de tamaiio fijo k, a fin de corregir el sesgo de un estimador Ux(z), en un

punto fijo po, es suficiente definir el estimador modificado

Un(z) = exp,, (expp) (Us(@)) — B(:))

donde B(p,) es el tensor de sesgo correspondiente a Ui(x) en po Esto podma
ocurrir en la teoria de contraste de de hipotesis, cuando la hipotesis nula es
simple, corrigiendo el sesgo de un estimador bajo la hipotesis nula, y permitiendo

la construccion de tests que serian invariantes bajo reparametrizaciones

Es tambien posible dar una medida promedio del sesgo, como la integral del

cuadrado de la norma del tensor de sesgo sobre la variedad

B, = [ IBOI? Valdp)

donde Vg es la medida Riemanmana Notemos que esta definicion es indepen

diente del sistema de coordenadas, y con posibles interpretaciones Bayesianas

Por ultimo podriamos utilizar las expresiones asintoticas del sesgo para mejo
rar el orden y para conseguir una mejor aproximacion a la distribucion asintotica
de p*(U, 8) en el sentido de las correciones de Bartlett, en relacion con esto vease
por ejemplo el articulo de McCullagh and Cox [45] y Burbea y Oller [15]

Seria interesante disponer de expresiones asintoticas para la distancia de Rao
cuadratico media y poder definir eficiencias de orden superior mntrinsecas Pen
samos que no se tardara en tenerlas s1 bien las dificultades tecnicas son evidentes

a la vista del desarrollo asintotico del sesgo intrinseco

Tambien habria que desarrollar el analisis intrinseco en conexion con la 1nva
rianza de los modelos estadisticos bajo la accion de grupos de trnsformaciones

.Que eficiencia presentan los estimadores invariantes? ,Que ocurre s1 el grupo
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modifica el modelo pero solo higeramente? ,Se podria hablar de casi invarianza’
.Que ocurre s1 al transformar biyectivamente los datos nos ’salimos’ del modelo
y vamos a parar a otro modelo?, ,como afecta esto a la estimacion? En la n
troduccion ya se han indicado algunos requerimentos basicos, de tipo logico, a

]a estimacion puntual, pero todavia quedan muchos eslabones sueltos

La distancia de Rao ha sido considerada de utihdad en diferentes enfoques,
aqu hemos enfatizado su utilidad como la correcta distancia entre las estima
ciones, es decir la escala apropriada en la que hay que observar y comparar las
estimaciones y consecuentemente los estimadores Notese que la distancia entre
estimaciones depende del modelo estadistico, y que s1 consideramos las estima
ciones localizadas en el espacio tangente de la densidad verdadera obtendriamos,
como distancia entre estimaciones, la distancia de Mahalanobis Siendo esta una

aproximacion de primer orden en nuestro contexto



Capitulo 11

Apéndice

En este apendice presentamos un conjunto de nociones y resultados que perte
necen a 1a geometria diferencial y que son necesarios para probar muchas de las
afirmaciones que contiene la memoria El lector podra encontrar informacion adi
clonal en Spivak [57], Kobayashi y Nomizu [37], Hicks [27], Chavel [21], Cheeger
[22], Bishop [12] y Karcher [33] entre otros

Sea (M, ) una n-vanedad real conexa C*°, 2 es el atlas, TM denota su
fibrado tangente con la aplicacion proyeccion 7+ TM — M, donde (&) =p st
£ € M, el espacio tangente en p Supongamos que tenemos una conexion afin V
en la variedad Sea ¢ (@, 3) — M un cammo suave en M Un campo vectorial
X alo largo de c es una aplicacion X (o, 8) — TM tal que wo X = ¢, es dear
X (s) € M) para todo s € (@, 8) El campo vectorial tangente correspondiente
a ¢ vendra dado por la aphcacion t — ¢ = ¢ (d/ds|,=), donde ¢ es la aphcacion
diferencial de ¢ y d/ds es el operador de dervacion estandar en la recta real
Por razones de simplicidad, a menudo 1dentificaremos los campos a lo largo de
curvas o superficies con sus 1magenes Por ejemplo, escribiremos ¢’ en lugar de la

aplicacion t — c/(t)

Para definir la derivada de X a lo largo de ¢, (V/ds)X, tambien llamada
derwada covarante a lo largo de c, sea (U,z) € U una carta local en M tal
que c((a, 8)) NU # 0, y sea I'¥ los simbolos de Christoffel correspondientes a la

conexion afin V, con respecto a la carta local (U, z), definidos mediante
ok
VB_, 0, = EF” Ok 2% =1, y 1Yy
k=1

105
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donde 8y, 0, son los campos vectoriales base correspondientes a la carta local

Sea X =377’ (8,0¢),y =a’oc, siendo 2’ la j—esima funcion coordenada

La derivada de X es otro campo vectorial a lo largo de ¢ dado por

= < ZFkoc (&) } (O 0 ¢),
k=1 tg=1

(n*)' y (¢)' son las derivadas usuales en R Esta definicion es, como se puede

comprobar facilmente, independiente del sistema de coordenadas y por tanto

el campo vectorial (V/ds)X esta bien definido, supuesta la existencia de las

derivadas n*, k=1, ,n

Algunas propiedades bien conocidas son

\Y \Y \Y
X+Y) = —
ds( +Y) dsX+dsY

YX) = X A4S X,

donde X y Y son campos vectoriales suaves a lo largo de ¢ y f es una funcion
real C', f (a,3) = R Si la variedad es Riemanmana, y V es la conexion de

Levi—Civita, tenemos tambien

d \% \Y
—(X)Y) = (+=X,Y X,=Y
g oY) = (GX N+ X EY)
Dada una conexion arbitraria V en la variedad, las curvas cuyo campo vecto
nal tangente permanece constante a lo largo de ellas, como las lineas rectas en un

espacio Euclideo, son las geodesicas, mas precisamente las curvas que satisfacen

(V/ds)d =0

111 Derivada general covariante

Sea V una conexion afin en una variedad M C* y X un campo tensorial C*,
definiremos un operador Dy en el conjunto, F. ,§” 7). de todos los campo tensoriales
C'® p-contravariantes y g—covariantes, A C M siendo un conjunto abierto, como

sigue
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a) S f € F{, Dxf = X[

b)S1Y e F{'? DxY = VxY

&) Stwe FLOY, (Dxw)(Y) = Xw(Y) — w(VxY)

d) Si10 € F j” 7 entonces Dx8 es obtemda a partir de la sigwente

ecuacion

Dx (6(w1, ,wp, 11, ,Yy)) = (Dx0)(wr, ,Yo)
+0(DXU)1,'U)2, )Y:]) + + 0(11)1, 7Y:1—17DX}/:1),

donde wy, ,w,,Ef,{Ol)le, , Yy 6]_.;10)

El operador Dx es conocido como la derwada covariante con respecto a

X Vease [27]

Usando este operador podemos construir otro operador D que aplica F j” 2

en ];-ép q+1)
D f“gp 9 __, f,ﬁ” g+1)
0 — D6

donde
(Do)(wlv 7wP’Yl’ ’YQ+1) = (DYq+10)(w1’ ’wp’Yl’ ,Yq),
yw, ,weFLVyY, Y eF{"

Es facil comprobar que D8 € F{ +1)  Este operador es conocido como la

derwada general covariante o simplemente derivada covariante Vease Hicks [27]

11 2 La aplicacion exponencial

La aplicacion exponencial, exp, M, — M, correspondiente a V, se define
a traves de las correspondientes geodesicas como sigue Sea p un punto de la
variedad, p € M, M, el espacio tangente en p, { € M,, y seay [0,1] = M una

geodesica tal que

¥0)=p v 7(0) =" <3d§ls=o> =¢
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donde d/ds|,_, es el operador de derivacion estandar en la recta real, en s = 0
Entonces, la aplicacion exponencial viene dada por exp,(£) = (1), defimda para

todo £ en un entorno abierto estrellado de 0, € M,

Notemos que exp,, aplica las rectas que salen de 0, a las geodesicas que empie
zan en p, y ya que M, es tambien una variedad y cualquier vector tangente n € M,
puede ser 1dentificado como un campo vectonal paralelo en M, y por tanto como
un elemento de (M,)¢ para un { € M, arbitrario, tenemos (expy,).o(n7) = 7, donde
(exp,) |o es la restriccion de (exp,) al espacio tangente (M,)o Esto muestra, a

partir del teorema de la funcion mversa, que exp, es un difeomorfismo local

Vamos a centrarnos ahora en variedades Riemanmanas con su conexion natu

ral, esto es la conexion de Levi-Civita Denotemos por

6, = {f €M, ”f”p = 1}7

donde r > 0, y for each ¢ € 6, definimos

Co(€) =sup{s >0 p(p,%(s)) = s},

donde p es la distancia Riemanniana y - es una geodesica definida en un intervalo
abierto que contiene el cero, tal que 4¢(0) = p y con vector tangente £ en el origen

Entonces s1 hacemos

Dp={s¢ €M, 0<s<C(l), € 6}

D, = expp(@p),

tenemos la proposicion siguiente
Proposicion 11 2 1 exp, aplca D, difeomorficamente en D,

Demostracion

Sera suficiente mostrar que exp, es inyectiva ya que es obviamente exhaustiva

y la suavidad se sigue de la dependencia suave de las geodesicas con respecto a

las condiciones 1niciales

Sea 7 un segmento geodesico que conecta p con m, esto es exp,(sf) = m, con

s = p(p,m) Consideremos una bola normal de radio ¢ en m € D, Supongamos
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que hubiese otra curva v (parametrizada por la longitud de arco) de p a m con
longitud s = |y| S1 (s — €) # 7¢(s — €) las curvas correspondientes formarian
eventualmente una esquina con la extension de v, mas alla de m Ewvitando
esta esquina podriamos obtener curvas mas cortas de p a (s + €) que s + ¢,

contradiciendo la mimimalidad de 4¢ mas alla de m n

Ademas, s1 la variedad es tambien completa, la frontera de ®,, 0D,, es aph
cada por la aplicacion exponencial sobre 8D,, llamdo el cut locus de p en M
Es tambien interesante notar que el cut locus de m tiene medida Riemanniana
n dimensional cero en M (esencialmente debido al teorema de Sard), y M es la
union disjunta de D,, y 8D,, Para mas detalles vease Hicks [27] o Spivak [57]

Adicionalmente, consideremos la familia uniparametrica de geodesicas ¢(s,t)

definida como
c(s,t) = exp,(s((t)),

donde ((t) es cualquier curva en &, con ((0) = ¢, definida para s suficientemente

(9 _ (9
c=\5s) T *\at)

donde 8/0s y 8/0t son los operadores de derivacion parcial ordinarios en R’

pequeno Denotemos

Observemos que

\% \Y
% (d,c) = (%c’,c) + (c’,—a—;c),

donde V/ds y V /0t son las derivadas covariantes a lo largo de las curvas c( ,)
y c(s, ) respectivamente Entonces, como, fijado t, ¢(,t) es una geodesica,

(V/ds)c = 0, la conexion de Levi—Civita es de torsion nula y el parentesis de Lie

o0 00

[¢, ] =0, (donde [¢, ]f = (—— — ——) f ¢ para cualquier C? funcion real
en M ), tenemos (V/0s)c = (V/gt ),y a81

d ,V,o o 1o,,,

s (d,e) = (c,é—tc ) = 5 B (cd,d)=0,
ya que ||¢|| = ||¢(t)]] =1 Por tanto el producto escalar (c’,c) es independiente
de s, y para s = 0, tenemos c(0,t) = p, y entonces ¢(0,t) = 0, obteniendo

(c',c) = 0 Este resultado es conocido como el Lema de Gauss , y s1 hacemos

Y¢(s) = (exp, ).js¢(£) puede expresarse como

{ (exp,)uise(1)sYe(s) ) = 0,
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donde n € (S,(s))s¢ De esta forma las curvas obtemdas fijando s = a, w(t) =
c(a,t) = exp,(a((t)) son orthogonales a las geodesicas radiales obtenidas fijando
t = b, 7(s) = c(s,b) = exp,(s((b)) y la aphcacion (exp,) (Mp)y = Mexp,(v)
aunque no preserva angulos, aplica vectores ortogonales en vectores ortogonales

113 Campos de Jacob:

Con la misma notacion basica que en las secciones previas, vamos a considerar
una famihia suave uniparametrica de de geodesicas, c(s,t) en M, tal que c(s,t)
es una geodesica fijado t Como antes ¢ = ¢ (0/0s) y ¢ = c.(0/0t) Entonces

tenemos, para un campo vectorial arbitrario X a lo largo de s — ¢(s, 1),

) VvV \VAV,
R(C ,C)X = 55-3—3-)( - g—a—tX,

donde R es el tensor de curvatura, ya que el parentesis de Lie, [¢,¢] =0

Por tanto, ya que fijando ¢, ¢(s,?) es una geodesica, tenemos

v, vv, VV, R
_-a—sc —5836 —636tc + R(c, c)c,

y por ultimo, ya que (V/dt)c = (V/3s)c, el campo vectorial ¢ a lo largo de la

0

geodesica s — ¢(s,t) satisface la ecuacion diferencial de segundo orden

2
-323 c+ R(d,c)d =0,
s

\& v.V
donde '5? = (g)a—s-

In general, s1 ¢ = ¢(s) es ua geodesica en M, un campo de Jacob: a lo largo de

¢, Y es un campo vectorial C*® a lo largo de ¢ satisfaciendo la ecuacion de Jacobr

V2 Iyl
EY-FR(C, )C =0,

donde ¢ = c.(d/ds) y V/ds es la derivada covariante a lo largo de c
Como esta ecuacion es lineal en Y, el conjunto de todos los campos de Jacob:

a lo largo de c constituye un espacio vectorial Fy sobre R de dimension 2n, donde

n es la dimension de M Un campo de Jacob1 Y a lo largo de una geodesica esta
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determinado por su valor, Y, y (V/ds)Y en un punto arbitrario de la geodesica
Ademas, s1 X y Y son campos de Jacob,
\Y \Y % Vi

XY (X} = (X ¥) — (¥ X) =

= —(R(d,X),Y) + (R(d,Y)d, X) =0,
por una conocida propiedad del tensor de curvatura, por tanto el Wronskiano

\Y v
(E.;X’ Y) - <£Y’ X) = const

y, en particular, para s = ¢, X =Y =0, tendremos

(dst,Y) . (%Y,X) =0 (111)

Adicionalmente, para cualquier campo de Jacobt Y existen dos constantes reales

a 'y b tales que
(Y,d')=a+bs,

puesto que ¢’ es tambien un campo de Jacob1 S1a=b=0 obtenemos todos los
campos de Jacob1 normales (ortogonales a c’), que forman un subespacio de F;

con dimension 2n — 2

De esta forma podemos decomponer cualquier Y € Fj alo largo de la geodesica
¢(s) en sus componentes normal y tangencial Y = Y™ 4+ Y*", siendo tambien

ambas componentes campos de Jacobi

Para un campo de Jacobi tangencial, como consecuencia de la ecuacion de

Jacobi, tenemos,

Y(s) = (a + bs) ¢(s)

Todos los resultados sobre campos de Jacob: se pueden formular para geodesicas
con vector tangente unitario, esto es con ||c'|| = 1, ya que s1 Y(s) es un campo

de Jacob1 a lo largo de c(s) entonces J(s) = Y(rs) es un campo de Jacob: a lo

largo de la geodesica c(rs), con J(0) = Y(0) y (V/0s)J(0) = r (V/3s)Y(0)

Con el proposito de estudiar el comportamiento de los campos de Jacobi es

util, como veremos mas tarde, introducir la ecuacion diferencial siguiente

Sea ¥k R — R una funcion continua y consideremos la ecuacion diferencial

f”+f€f=0



XI APENDICE 112

S1 denotamos Sy la solucion de esta ecuacion con S.(0) =0y S,(0) =1,y
por C, la solucion satisfaciendo C(0) =1y C(0) =0 Es facil venificar que s1

k = K, donde K es una constante real, entonces

( sm(\/l?t)
—_— K
Vi s1 K >0,
SK(t) =4t s1 K =0, (11 2)
L S—‘ﬂ\/zf— V;{Kt) s K <0,

y Ck = Sk
Dado un campo de Jacob1 Y normal (ortogonal a ¢'), definamos

fe= 1Y 1(0) Cx +1IY](0) S (113)

Vamos tambien a introducir las cotas de las curvaturas seccionales, a lo largo
de la geodesica ¢, 6(s) < K < A(s) (para 2-planos arbitrarios linealmente inde
pendientes), donde K es la curvatura seccional Riemanmana,

(R(X,Y)X,Y)

(X, X){Y,Y) - (X,Y)’

K(X,Y) =

Entonces, tenemos los siguientes Teoremas de comparacion

Teorema 11 3 1 (Teorema de comparacion de Rauch) Sea Y un campo
de Jacob: normal a lo largo de una geodesica con tangente unitaria c(s), entonces,

mientras no se anule, satisface las siguientes desigualdades

Yls)\ IY[(s) - fa(s)
(fA(s)) 20 W6 Z ale)

Donde la sequnda desigualdad se puede escribir como

o) (oY (3), V() 2 Jals) (V(9), Y ()

1Y[(s) = fa(s)

Demostracion

n 1 v / _ 1 / /
M) = (o Y] 0 = [y CREDENE)

1 V.V Voo
+W {<£Y’ SYNNY) - (5:7°Y) }(3)
—A()IY]|(s)

v
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por la desigualdad de Cauchy-Schwartz Por tanto tenemos
IY1"(s) + A(s)[YI(s) 2 0,
mientras fa no se anule
(fa@)IY N (s) = faIY () ) 2 0,
ya que f£ + Afa = 0 Entonces, como [Y|(0) = fa(0) y [Y]'(0) = f4(0), se

obtienen las desigualdades

Proposicion 11 3 2 Sea Y un campo de Jacobr normal a lo largo de la geodesica
¢(t) y sea X un campo normal a lo largo de ¢ con X(0) =Y (0) = 0 y X(s) = Y (s)
entonces Yy (s) < ¥x(s), donde

Yx(s) = /0 | {(%X, %X) _(R(¢, X)¢, X)} dt

y la 1gualdad se cumple st y solo st X=Y

Demostracion

Sean Y1,Y2, ,Y._i campos de Jacob: linealmente independientes que se anu

lan en t = 0 Por tanto podemos escribir
n—1 n—1
X=Zf¢Yz, Y=ZazY;,
=1 =1

donde a, are constants Asimismo tenemos

V V n-1 , n—1 V n—1 n—1 v
- - = 1 z__yi, ! 7
n—1 , n—1 n—1 , n-1 V
= (T AV X A0 42X £ X f3Y)
1=1 =1 =1 =1
n—1 V n—1 v
+(§ fia_tY;,]=1 f]-d—t}/J>,

(R(¢, X)d, X) = — 3 £ {R(E, Yo)e, X)),

=1
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y
d n-1 g ) V -1 V
n—1 v V2
"
1 v V., &,V

1=1
,V
’Z JdtJ Zsz;,ZfJRC,l/J

1=

Por tanto combinando las ecuaciones anteriores obtenemos

<YX,ZX> (R(<, X)d, X) Zﬂ nEfYJ

dt” "’ dt ’
n—1 -1 d ,V
2 lf,YZ,EdetYJ, z(X’EfJ;ﬁ 1)~ Zfidt 3
-1 ) . d AV}

(EfzK’ZfJYJ + dt X Zf]dty>

=1 1=1

n—1n-1 V \V/
+ 23 15 {2 Y - (6210 )

=1 3=1
donde el ultimo termino es cero por 111 Asi
n—1 v
9= [ ,,sz Yt + (X, 3 S, Y3)(s)
1=1 1=1

similarmente
-1

wrio) = [ zax,za i+ (¥, 3 0,3 X)0) = (Y, 350

=1

ya que las a, son constantes Finalmente, como f,(s) = a,, tenemos

s n—1 n—1
dxls) = [[(X £ X %) dt + 9y (s),
consecuentemente
Py (s) < ¥x(s),

y la 1gualdad se cumple s1 y solo ;1 ff =0 para: =1, ,n—1y portantos y
solos1 X =Y ™
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Teorema 11 3 3 Sea Y un campo de Jacobr normal a lo largo de una geodesica
con tangente unitaria c(s) que se anula en s =0 Supongamos tambien que para

cualquier campo vectoral normal Z a lo largo de c

(R(¢,2),2)
)= zpE

entonces tenemos las desigualdades

IYIe)  Js) (“Y”(‘*))' <0, IYI(s) < fils),

IYlI(s) — fe(s) \ fs(s)
donde la seqgunda desigualdad se puede escribir
v :

f5(s) {5z Y (), Y (s)) < f5(s) (Y (5), Y ()

Demostracion
Definamos
u(s) = (Y,Y)(s), w(s) = £3(s),
y 3
by (s) I (2 —652) a
ue) = B, ) = 2

Notemos que
(502 = 652) dt = (F3fs) (5) = (315) ) = (fifs) (9)

ya que fsff +6f2 =0y fs5(0) =0 Entonces

du \Y du
—_— = -_— pot = _—= 2 / fpd
ds 2(53 Y, Y) 2¢y 2,uu, ds f5f5 2vv

Y resolviendo las ecuaciones diferenciales obtenemos
u(s) = u(e) exp{2/ p(t)dt}, v(s) =wv(e) exp{Z/s v(t)dt}
Usando dos veces la regla de I'Hopital

w9 _ VIO
o) T GHOR

Y en consecuencia
u

= exp [ (utt) = () )
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Veamos ahora que u(t) < v(t) Sea W un campo vectorial paralelo a lo largo

de c(t) tal que W(s) = Y(s) Introduzcamos el campo vectorial Z = fgf—(—)
§L8

Notemos que Z(0) = 0y Z(s) = W(s) = Y(s), entonces por la proposicion
anterior
by (s) < vz(s)

y teniendo en cuenta que

— s ,_l/v__ IK/_ _ C/ __VI_L_ C, K
o) = [ {4, ) = (B Sy 1)

(W, W) 1z cp2 — uls)u(s
< it b (Ui =852} de = wlewts)

tenemos

= 'd)Y(S) I4¢
p,(S)— U(S) S ()

y por tanto u(s)/v(s) es monotona decreciente, con u(s)/v(s) < 1, y se siguen

las desigualdades ]

Proposicion 11 3 4 Sea Y, como antes, un campo normal de Jacobr a lo largo
de c(t) tal que Y(0) =0 Supongamos que 6 y A son cotas superiores € inferiores
de la curvatura a lo largo de c(t) Sea k una funcion continua Entonces, maentras

SA>0yS;>0

2 S 8 .
i<l M0 (FE-52)@ arsiern
YOl i) PESTYN

Demostracion

Sea f, como en 113, y Z un campo vectorial paralelo a lo largo de ¢(t) tal
que ||Z|| = 1, entonces

(fY' = fY,2)(0) =0

Por otra parte

(fY' = f1Y, Z) = fu(rY = R(¢,Y), Z),
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y ya que {(k — R(¢/, )c')Y, Z) es una forma bilineal simetrica tal que

(£ — R(, )d)Y,Y) < max(A — &, & — §)||Y]?,
tenemos
(fh‘-Y, - f;}/’ Z)I S fn max(A — K,k — 6)||Y”a

Entonces por los dos teoremas anteriores

UY—”(S)(A —&)fefat) ste<3(6+A)y

fa
falt)>0,0<t<s
(& — 6)fufs(t) k2 5(64+A4)

(fY'= 1Y, 2)'(t) <

”flA”'(S) (fifa — fofa) () s16< %(5 +A)y
) fat)>0,0<t<s
\ (Fuf = fifs) (t) n2 64 A)

Integrando de 0 a s, ehigiendo Z tal que Z(s) = Y'(s)/||Y"]|(s) y teniendo en
cuenta que, por hipotesis, f. > 0, tenemos
fe Jh
i < | MIEE- )@ ~stare
fi(s) k2 3(8+4)
donde hemos aplicado la desigualdad de Cauchy Schwartz La ultima desigualdad
es debida a que ||Y]|(s) < fs(s) Finalmente poniendo las expresiones de f. y fa

la proposicion queda demostrada |

114 Condiciones de geometria convexa

Vamos a analizar las condiciones de convexidad del cuadrado de la distancia de
Rao, p?, equivalentes a la convexidad de la funcion real, funcion p?(p,v(t)) para

cualquier geodesica v y cualquier p € M
Tenemos la siguiente importante proposicion
Proposicion 11 4 1 Sea N un conjunto regular convero en una variedad Rie

manniana M St las curvaturas seccionales en N son a lo sumo 0, o K > 0 con

d(N) < 7 /2/K, entonces el cuadrado de la distancia Riemanniana es convezra
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Demostracion

Sea v una geodesica en N y consideremos la famiha de geodesicas de p € N

a 7(t) defimida por c,(s,t) = exp,(s exp,*(v(t))) Escribimos

=) (3) @l (2)

Es bien sabido que p(p,7(t)) = ||c,(s,t)|| es independiente de s y que la aphicacion
s > cp(s,t) es una famiha de campos de Jacobi, ya que c,(s,t) es una famiha

uniparametrica de geodesicas Entonces,
0 0 0 1, ,
A p,2(0) = 558,65, 1) = 8t{/<,,<s,t>,c,,(s,t>>ds}=

_z/ap, ds—2/ =y ) d

va que ||c,|| es independiente de s y (V/0t)c, = (V/9s)cp, donde V/0sy V /0t son
las derivadas covariantes a lo largo de las curvas c,( ,t) ¥ ¢,(s, ) respectivamente
Temendo en cuenta que (V/ds)c, = 0, tenemos

d , v o,
5;(6177 Cp) = (%Cm cp)’

por tanto, observando que ¢,(0,t) = 0, obtenemos

Bat *(p, (1)) = 2{cp(1,1), 6(1,1))

Dertvando de nuevo, como (V/dt)¢,(1,t) = (V/0t)y = 0 resulta

d? \Y

8t2p (p,’)’(t)) = 2<cp(1a t), %cp(lvt))a

donde denotamos el campo de Jacobi ¢, a lo largo de s — ¢,(s,t) por J(s), enton
ces J(0) = 0, J(1) = 7(t) es independiente de p, y (V/0s)cy(1,1) = (V/0s)J(1)
Podemos decomponer J en sus componentes normal y tangencial J = J™" 4 J*"

Para la componente tangencial, ya que J**(0) = 0, obtenemos
J(s) = bs c,(s, 1),

and v v
BEJ“’"(S) =bcy(s,t)+bs gc;(s,t) = b c,(s,t),

resultando J**(1) = (V/0s)J*"(1)
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Para la componente normal, por el teorema de comparacion de Rauch, y
tenmendo en cuenta la velocidad de la geodesica, tenemos
Falley (1, 0 { T aed™ (1), 977 (1)) 2
llep(1,8)]] s

Z fallle (1,01 (I (1), J7(1) )

Combinando estos resultados llegamos a

(o), (1)) = (I, 7%(1)) 2 0
\ tan nor — V nor tan .
(557,07 ()) = —{g-J"(1), " (1)) =0,
y
(1,77 (0) 2 I o ZAER I e,
resultando

;aa;p (p,r(1) = (J(l),%.](l))

" (llc!
> el %d—ﬁ% 1 O + 7 ()

Vamos a considerar dos casos Primero, supongamos A(s) =0 En este caso,
como fa(0) =0, fa(s) = bs, obtemendo

LT P A®) 2 DI = £60),7(1) > 0, (115)

y p%(p,7(t)) es una funcion convexa

Segundo, supongamos A(s) = K donde K > 0, y adicionalmente que la varie
dad tiene drametro d(M) < 7/2V/K En este caso, fa(0) = 0, fa(s) = sm (VK s),
y por tanto

s e R0SOD _ VE IGO0 cos (/K Ig1,01)
P falllg (L) sin (VK [|eg (1, 8)]) >

ya que [l<,(L, )]l = p(p, () < d(M) y 0 < VK |ich(1, D]l < 7/2, obteniendo

15 VE llc,(1,9)] cos (VE LA, 1 -
zaa’ 102 = R g mon O
_ VIOl eos VR ISWMOD o 00y so are

sm (VK [l (1, £)]])
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y de nuevo, p?(p ¥(t)) es una funcion convexa "

11 5 Coordenadas esfericas geodesicas

A fin de describir la nocion de coordenadas esfericas geodesicas, introduciremos

primero la propiedad siguiente

Proposicion 11 5 1 Sea Y un campo de Jacob: a lo largo de v¢(s) = exp,(s§),
conp €M, { € M, determinado por Y(0) =0 (V/ds)Y(0) =n Entonces

Y(s) = (exp,) 1s¢(sm)

Demostracion

Consideremos la famiha uniparametrica de de geodesicas c(s,t) definida como

c(s t) = exp,(s((?)),

donde ((t) es un camino en M, con ((0) = £ y ('(0) = n 1dentaficando, com suele
ser corriente, los elementos de M, como elementos de cualquier (M,),¢, donde

(Mp)s¢ es el espacio tangente en s§ En este caso sabemos que el campo vectorial

0
Z(s)=c(s,0)=c (5?'::0)

es un campo de Jacobi, y

Z(s) = (exp,) 1s(s¢'(0)) = s (exp,) 15¢(n)s

por tanto Z(0) = 0, y con la misma notacion que la seccion previa,

(%z) (0) = (%C) (0,0) = (%d) (0,0) = ¢'(0) = n,

concluimos que
(expp) IaE(STI) = Y(S)
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Dado un punto p en la variedad Riemanniana, podemos ahora introducir coor
denadas esfericas geodesicas en D, mediante exp,|D,, la restriccion de exp, en
D, Supongamos un sistema de coordenadas en &,, { = {(u) donde u varia en

un dominio de R*™! Un sistema de coordenadas en D, se define entonces de la

forma
v(p,u) = expy(p&(u))
Escribamos
, 0 3]
’75(P)=v* 5[; y Ya(p,é) =v ua |’
Entonces, para cualquier £ € 6, Y,, a =1, ,n—1 son campos de Jacob: a lo

largo de v determinados por las condiciones iniciales

\%
Ya(0,6)=0 'y (5;)&@(0,5):5(83&), a=1, ,n-l,

donde v.(0/0u) € Mexp,(oz) es ortogonal a 7;(p), como consecuencia del lema de

Gauss Asi pues, en un entorno de exp,(p€(u)) existe un sistema de coordenadas

(p,u), tal que el campo vectorial base correspondiente

0 = 7é(P),32 = Yl(Paf)’ ,On = Y;z—l(ﬂ,f)

satisface

gll(P, u) = (81,81) =1, gla(P7 u) = gal(pa u) = ((91,8,1) =0, a=2, » T,

donde g,p son las componentes del tensor metrico, y 0, @ =2, ,7n son campos
de Jacobt a lo largo de las geodesicas y(s) = exp,(p{(u)) De esta forma la

metrica Riemanmana puede expresarse como
ds? = dp® + 3 gap(p,u)du® du’, (11 7)
o f=2
donde
9ap(p,u) = (Ya(p, €(u ), Ys(p, €(u))), a,f=2, ,n

Tenemos ahora el siguiente importante teorema

Teorema 11 5 2 (Teorema de comparacion de Bishop) Sean & y K cotas
infertor y superior de la curvatura en una region donde det G > 0 entonces en
esta region tenemos

fule) S 9 e fx(p)
(n—1) ()> logVdetG > (n — )f;c()
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Demostracion

Sean G = (gap)nxn las componentes del tensor fundamental escritas en forma

matricial, a lo largo de la geodesica 7&( p) tenemos

2 g VaiG= 0detG Ggap _
Jp <P Jp
1 ¢ 3 V
— P —(Y,,Y;s) Y,
2 a;_- P ’ ﬁ a,@z?g ’ a )

donde g*? son los coeficientes de G~' Mediante una transformacion lineal de los
campos Y,, por tanto sin variar el valor de la expresion anterior, podemos hacer

que Y, sea orthogonal en el punto (p,u) Entonces, tenemos

\V)
——lo det G Y,,—Y.,
VARG = Y. o (Yoo o)

ahora, aplicando los teoremas anteriores,

filp) _ Jxle)
(v~ DFE) > 5y loe VARG 2 (1= D EE

y ya que los campos de Jacob: se anulan en el origen, fi(p) = S« y fx = Sc'y

obtenemos el teorema m

Consideremos dos casos Primero, supongamos que £ < 0 En este caso

fe(p) = Sklp) = smh(v=Kp), y fi(p) = Cx(p) = V=Kcosh(vV=Kp) s

K < 0, y por tanto
glog detG > (n — 1)v/—K coth(v—Kp), (11 8)
p
el caso K = 0 se puede obtener directamente o por continuidad, resultando

9 Jog VaeiG > "L
9p p

Segundo caso, supongamos K(p) = K donde K > 0, y que la variedad tiene
diametro d(M) < 7/2v/K En tal situacion fx(p) = Sk(p) = sin(vKp), y
FL(p) = Cx(p) = VK cos(vVKp), y por tanto

%log detG > (n — 1)\/Ecot(\/lzp) >0 (11 9)
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11 6 Volumenes y teoremas de comparacion

Podemos usar el teorema de Bishop con el proposito de obtener el volumen de
una bola de radio r en una variedad Riemanniana cuyas curvaturas seccionales
sean constantes y dar cotas para este volume cuando las curvaturas seccionales

esten acotadas Tenemos los siguientes resultados

Proposicion 11 6 1 St las curvaturas seccionales son constantes e guales a K,

el volumen de una bola Riemanniana de radio r y centro p € M vene dado por

vol(B,(r)) = R S TR
I'(n/2) Jo

Demostracion

A partir de la expresion 11 7 en la seccion 11 5, y escribiendo Gk para el

tensor metrico, obtenemos

vol(By(r)) = /OT /{_l(sn) \/detGxdu dp

Donde S, es la esfera unidad en M, Ademas, por el teorema de comparacion de

Bishop, cuando las curvaturas seccionales son constantes

9 S|
5. log/detGx(p,u) = (n— 1) 5 =(p),

p

entonces, integrando esta expresion, tenemos
detG;c(p, u) = S%_l Q)c(u)
Pero, de hecho, Qx no depende de K Obviamente

| detG)c(p,’u,)
pg% P10 (u) -

donde Q(u) du es el elemento de area de la esfera unidad en una variedad Euclidea,

Yy, como
Sn—l
lim —£
p—0 pn—l

=1,
concluimos que ¢ = ! As1 podemos escribir

vol(By(r)) = [, . Qw)du [ SEe)dp

_1(5”
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Finalmente, es facil comprobar que

Josy O 0 = s

de lo que se sigue la proposicion n

Proposicion 11 6 2 Cuando las curvaturas seccronales son constantes e 1guales
a K y KSi(r) < 1 tenemos la ezpresion siguiente para el volumen de una bola

Riemanniana de radio r

ﬂ,n/Z 0o g 7
vol(B(r)) = 2( 755 Skl r){1+§\/fii;]))lc‘i,()} (11 10)

Demostracion

De la proposicion previa

7-‘-"/2 r
vol(B(r)) = — ; / STY(1) di

['(n/2) Jo
Entonces, teniendo en cuenta, por la definicion de S, que
(S + K{Sx(®)F =1

y haciendo y = S%(t)/S%(u), tenemos

1

[ st =552 [ v (1-KkSkew) 7y

Por otra parte tenemos una relacion entre este tipo de de integrales y las funciones

hipergeometricas generalizadas, vease Abramowitz (1],

pFo(ar, ,pb,  ,bg,2) = Z((Zgj EZ:))J% (11 11)

donde (a), = a(a+1) (a+s—1)yzescualquerasip <gq,|z]| <1lsip=gq+1
y divergen para todo z# O0sip>q+1

Pues bien, la relacion que comentabamos viene dada por
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1
2Fi(a,b,c,z) = 5 /0 #71(1 — £)°>(1 — tz)~" dt, Re(c) > Re(b) > 0

L'(5)I'(c

Entonces esto conduce a

/OTS?I S2(r) (( )) (; TZL n+2 ICS,C(r))=

1 (5"‘])’05 ()
2 ’C(")re),_Z_% 2,

que demuestra la proposicion =

Proposicion 11 6 3 Sea vol(B,(r)) el volumen de una bola By(r) con centro p

y radio v Entonces

volK(BE(r)) > vol(By(r)) = volg(By(r)),

donde vol.(By(r)) y volc(By(r)) son los volumenes de bolas de radio 1 y cen

tros arbitrarios p y P respectivamente, en variedades con curvaturas seccionales
constantes £ y K
Demostracion

S1 integramos, de po a p, las desigualdades del teorema de comparacion de

Bishop, obtenemos

S e) o JdetGlp, ) > S ()

Si 7 (po) ~ \/detG(po, u) S (po)

Ademas

- n—1
g detG(po,u)%‘_—l((”—))Z detG(p, u) 2 hm detG(Po,U)—SSf_l((P)),
0> K Po ° K po

)7 ya’ q !

hm Y—————=lm
0 ST i(pg) A0 SE(po)

con () como en la demostracion de 11 6 1, conclmmos que

S™1(p)0u) > /detGlp, u) = S (p)0u),

y se sigue el resultado deseado -
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