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O 1 Presentació 

Aquesta memoria consta de dues parts La primera part esta dedi 
cada a l'obtencio d'un criteri local de regularitat de densitats per a 
vectors que tingum una llei de probabilitat concentrada en un obert 
de Rk mitjançant tecniques de calcul estocastic de variacions (calcul de 
Malliavm) Com aplicació d'aquest criteri es demostra que el suprem 
al quadrat unitat del drap browma te una densitat infinitament dife 
renciable en (0, oo) 

En la segona part s'obte un resultat d'aproximacio de difusions per 
a una equació estocastica hiperbólica en el pla governada per un procés 
de Wiener amb dos paramétrés La llei límit queda caracteritzada com 
la solucio d'un problema de martingala Es demostra l'equivalencia 
entre existencia i unicitat de solucio feble per a una equació diferencial 
estocastica en el pla i existencia i unicitat de solucio del corresponent 
problema de martingala per a processos amb dos paramétrés 

O i l Criteri local de regularitat de densitats 

El calcul estocastic de variacions o calcul de Malliavin es un calcul 

diferencial en dimensió infinita en l'espai de Wiener Va surgir a par 

tir de la demostracio probabilistica del teorema d'hipoel lipticitat de 

Hormander obtinguda per Malliavin en 1976 a [11] 

Una de les aplicacions principals del calcul de Malliavin es l'estudi 

de l'existencia i regularitat de densitats de les lleis de funcionals del 

procés de Wiener 

Bouleau i Hirsch a [2] van donar un criteri de continuïtat absoluta 

per la llei d'un funcional A partir del treball de Malliavin [11], Stroock 

[20] i Watanabe [26] van donar un criteri general on s'estableixen condi 

cions sota les quals la densitat es, a mes a mes, infinitament diferen 

ciable El criteri de regularitat nomes es pot aplicar suposant que les 

components del vector aleatori estan en En consequencia, el cri 

ten de regularitat no permet tractar el maxim del moviment browma 
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en [0,1], ja que pertany a D l p per a tot p > 1 pero no pertany a D°° 

D'altra banda la seva densitat es coneguda i es infinitament diferencia 
ble en (0, +oo) Aquest exemple motiva la recerca d'un criteri local per 
vectors aleatoris que tinguin una llei de probabilitat concentrada en un 
obert de sense suposar que siguin a D 0 0 ^ ) 

Un ingredient essencial per obtenir aquest criteri son les propietats 
de localitat de l'operador de derivació i del seu adjunt la integral de Sko 
rohod demostrades per Nualart i Pardoux en [15] La localitat permet 
derivar un vector F, que només cal suposar de D12 (1*0- en determi 
nades direccions admissibles D'aquesta manera es poden reemplaçar 
les condicions d'mvertibilitat sobre la matriu de Malliavm del criteri 
general per condicions sobre les derivades en les direccions admissibles 

Una aplicació d'aquest criteri local es que la llei del maxim del 
drap brownia, que es desconeguda explícitament, pero es absolutament 
continua respecte la mesura de Lebesgue com demostren D Nualart i 
J Vives en [16], te una densitat infinitament diferenciable en (0, +oo) 
Per aquesta aplicació s'ha utilitzat el lema de Garsia Rodemich Rumsey 
en espais normats [8], així com que les normes de Holder del moviment 
brownia son a D°°, com demostren H Airault i P Malliavm en [1] 

Aquests resultats estan publicats a [6] 

0 1 2 Una aproximacio de difusions per una equació 
diferencial estocastica hiperbólica 

Les integrals estocastiques van ser introduïdes per Ito als anys 40 

Stratonovich va donar una nova representació l'any 62 en [19] Les 

regles de calcul de Stratonovich coincideixen amb les regles del calcul 

ordinari 

Un article fonamental per a l'estudi del calcul estocastic en el pla 

es [3] de R Cairoli i J B Walsh de 1975 La teoria de la integració 

estocastica respecte el procés de Wiener amb dos paramétrés desen-

volupada en aquest article ha permes formular i resoldre equacions de 

difusió en dos paramétrés 



01 PRESENTACIÓ 5 

Wong i Zakai desenvolupen les formules de diferenciació per inte 
grals estocastiques en el pla [28] i donen formules d'Ito per certes semi-
martmgales [31] Hajek en [9] desenvolupa un calcul de Stratonovich 
dos parametric per tal de resoldre un tipus d'equacio hiperbólica no 
lineal Carmona i Fouque [4] han tractat el comportament en el limit 
quan e tendeix a zero de la solucio de l'equació 

ß2 ye i , 

W = o- í » 1 1 ) 

amb condicions a la frontera Xgt = = 1 
El camp aleatori F que apareix a (0 1 1) es de la forma 

oo oo 
F ( s , t ) = Y l Y l Z k t l[fc-lfc)x[í-l*)(s>í) , 

fc=l£=l 

on {Zkt, k > 1, t > l } e s una família independent de variables 

aleatòries acotades, centrades, i identicament distribuïdes El resultat 

principal de [4] es el següent 

Per cada S > 0 i T > 0 la distribució de 0 < s < S, 

0 < t < T} convergeix feblement quan e tendeix a zero en l'espai de 

Banach C([0, S] x [0, T]) de les funcions reals continues en [0,5] x [0, T] 

cap a l'unica solucio {X s t , 0 < s < 5 , 0 < í < T } d e l'equacio de 

Stratonovich 

dXs t = X s í o dWs t 

amb condicions de frontera XQt = Xso = 1, on W es un procés de 

Wiener amb dos paramétrés En el segon capítol de la memoria s'esten 

aquest resultat a l'equacio no lineal 

= I F ( £ ; í)c(X'at) + b{XU), s,t€ [0,5] X [0, T] 
OSOt £ v£ E> 

amb condicions a la frontera Xçt = X¡0 = x En aquest cas, Xe con 

vergeix en llei cap a l'unica solucio de 1' equació de Stratonovich 

dXs t = a(Xs t) o dWst + b(X3 i ) , s,t E [0,5] x [0,T], 
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amb condicions a la frontera Xot = Xs 0 — X j 6S â. dir, 

= x + f f a { X u v ) d W u v (0 12) 
J O J O 

+ T / / a'a(Xuv)dudv + / [ b(Xuv)dudv 
4 Jo JO ^o JO 

Aquesta convergencia feble es demostra mitjançant el problema de mar 
tíngala, en lloc de la demostracio donada en [4] Utilitzem l'equivalencia 
entre existencia i unicitat de solucio del problema de martingala amb 
dos paramétrés i Pexistencia i unicitat en llei per la solucio de l'equacio 
(0 1 2) (veure [24] i [27]) Aquests resultats estan recollits en [7] 



Capítol 1 

Criteri local de regularitat 
de densitats 

1 1 Introducció 

El primer capítol d'aquesta memoria esta dedicat a Pobtencio d'un 
criteri local de regularitat de densitats per a vectors que tinguin una 
llei de probabilitat concentrada en un obert de mitjançant tecniques 
del calcul de Malliavm 

La primera secció es un recull d'alguns preliminars generals so 
bre calcul de Malliavin A la segona secció s'enuncien entens gene-
rals d'existencia i diferenciabilitat de densitats de les lleis de vectors 
aleatons de certs espais 

Aquests resultats son del llibre de D Nualart [13] i del seu curs de 
Saint-Flour [14] 

La tercera secció conte el enten local de regularitat de densitats i 
la quarta una aplicació d'aquest criteri al suprem del drap browma 

1 2 Preliminars 

Sigui (T ,B ,n ) un espai de mesura a-finita Considerem l'espai de 
Hilbert H = L2(T, B, ß) que suposarem separable Es considera una 

7 
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família gaussiana de variables aleatones centrades {W(h),h € H}, 
definides en un espai de probabilitat (fi, F,P), i tals que E(W(h)W(g)) = 
(h,g)l·l, per tot g,h G H Suposem que la <r-algebra T esta generada 
per la família gaussiana {W(h)} i els conjunts nuls de P 

Sigui C£°(R") el conjunt de funcions de R" a valors en K acotades, 
continues i amb derivades de tots els ordres continues i acotades 

Sigui S el conjunt de variables aleatòries de la forma 

F = f{W{hi), ,W(hn)) (12 1) 

on n > 1, / € Cô°°(®
n) i hi, ,hn £ H Els elements de S son 

anomenats variables aleatòries regulars Si F te la forma (12 1) es 
defineix la seva derivada com el procés en L2(Q x T) = L2(Q, / / ) , 

n ñ f 
DtF^griWih), ,W(hn))h3(t) 

Es pot interpretar DF, element de L2{O, H), com derivada direcaonal 

(DF,h)H = hm^lfiWih) +e{huh)H, , W(hn) + e{hn, h)H) 

-f{W(hi), ,W(hn))} 

La derivada k essima DkF es un procés amb k paramétrés (es a dir 
DkF G L2(í), H®k) S L2(Q x Tk)) definit per iteracio 

Dk
h tkF = Dh DtkF 

Per a cada p > 1, p G 1 i cada sencer k > 0 es defineix Bkp com 

l'adherencia de S respecte la norma 

Es defineix l'espai IB»00 = flp>i nfc>i 
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Si if es un espai de Hilbert separable es defineixen els corresponents 
espais de variables aleatòries a valors en K, D k p ( K ) i D00 (K) 

Per tot p > 11 tot sencer positiu k anomenem Lkp a l'espai 0,1], 
Observem que L12 = D12(H) 

Enunciem tot seguit dues propietats tecniques de l'operador de 
derivació 

Lema 1 2 1 Sigui {Fn,n > 1} una successió de variables aleatòries en 

3kp amb k > 1 1 p > 1 Suposem que Fn convergeix a F en 1/(0.) 1 

supn 11-FnlUp < 00 Aleshores Fe Bkp 

Proposicio 1 2 2 Sigui <p !m —• ® una funció contínuament diferen 

ciable amb derivades parcials acotades 1 p>l Sigui F = (F1, ,Fm) 

un vector aleatori amb components en l'espai lD>lp Aleshores <p(F) e 

Anomenem operador de divergencia <5 a l'adjunt de l'operador D en 
L2 D es un operador no acotat de L2(fi) a L2(Q, H) El domini de 6, 

Domó es el subconjunt de L2(Q, H) de vanables aleatòries u tals que 

per a tot F e ID12 on c una constant que depen de u Si u € Domó, 

ô(u) es l'element de L2(Cl) caracteritzat per 

per a tot F e D12 

Es defineix la classe SH C L2(0, H) d'elements regulars de la forma 

D<p(F) -(F)DFl 

\E({DF,U)H)\<C\\F\\2, 

E(F6(U)) = E{{DF,U)H) 

n 

»=1 



10 CAPÍTOL 1 CRITERI LOCAL DE REGULARITAT 

ori Ft e S i hi e H Els elements de S h pertanyen a Domí i 

= ¿ F J W -
i=i »=i 

Tenim les següents propietats que relacionen els operadors D i 6 per 
u, V E SH i F E S 

(a) Dh{6(u)) = (u,h)H+6{Dhu) 

(b) E(6(u)ô(v)) = E((U,V)h) + E{Tr(DuoDv)) 

(c) 6(Fu) = F6(u) - (DF,U)H 

La propietat (b) implica la desigualtat següent 

E(6(u)2) < £(|M|2
H) + E(\\DufmH) = ||«||î2H  

Per tant l'espai D 12(H) esta mclos en Dom<5, i (b) es compleix per 

qualsevol u E B 1 2 {H) Podem estendre la propietat (a) per u e B12(H) 

i Dhu E Dom<5 La propietat (c) es compleix per F E B1 2 , u E Domé, 

Fu E L2(Q, H) i la banda dreta de (c) pertanyent a L2(Q) 

Els operadors D i 6 son locals 

Proposicio 1 2 3 Sigui F una variable aleatoria de D11 tal que F = 0 
q s en un conjunt AET Aleshores D F = 0 q s en A 

Proposicio 1 2 4 Sigui u G I 1 2 {H) i A E T, tal que u(u) = 0 P q s 

en A Aleshores 6(u) = 0 q s en A 

Podem localitzar el domini de l'operador D 

Definim ID^, p > 1 com el conjunt de variables aleatòries F tais que 
existeix una successió {(ün,Fn),n > 1} C f x i l p que compleix les 
següents propietats 

(i) ün î Cl, q s 

(u) F = Fn q s en iïn 

Direm que (fi^Fn) localitza F en D l p i DF esta definida sense am-

bigüitat per D F = DFn en Qn, n > 1 De manera analoga s'introdueixen 

els espais i 
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1 3 Càlcul de Malliavm aplicat a l'estudi 
de densitats 

Sigui F — (F1, , Frn) un vector aleatori tal que les seves components 
pertanyen a l'espai Anomenem matriu de Malliavm a la matriu 
aleatoria = {{DF1, DF])H)^<t ;<m } Bouleau i Hirsch [2] van donar 
el següent criteri de continuïtat absoluta per la llei de F 

Teorema 1 3 1 Sigui F = {F1, , Fm) un vector amb components en 
1 2 

IB>2OC I suposem que la matriu de Malliavm 7F es mvertible q s Aleshores 

la llei de F es absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue en 
mm 

En dimensió m = 1 la condicio de no degeneració es redueix a \\DF\\H > 

0 q s 1 es pot suposar F G (Nualart 1 Zakai [17]) La següent 
proposicio dona una expressió de la densitat d'una variable aleatoria 
en funció de l'operador 6 

Proposicio 1 3 2 Sigui F una variable aleatoria en D12 Suposem que 

pi^p- G Domé Aleshores la llei de F te una densitat continua 1 acotada 

donada per 
DF 

p{x) = £(l{F>l}5(|^p)) 

A causa de la localitat dels operadors D 1 6 podem afeblir les 

hipòtesis de la Proposicio 13 2 

Proposicio 1 3 3 Sigui A un interval de 1, F una variable aleatoria 

en D12 , UA £ L2(Q, H) 1G A una variable aleatoria tal que {D F, UA)H = 
%L A 

G a per {F e A} i — G Domó Aleshores la llei de F te una densitat 
GA 

continua 1 acotada en A donada per 

p{x) = E{1{F>X}6{^)) 
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Demostracio 

Prenem ijj una funció regular no negativa amb suport compacte 
mclos en A, i <f>(y) = Sl00ip{z)dz,y G 1 Aleshores (¡>{F) G KD12, i en el 
conjunt {i7" G A} es compleix 

(D4>(F),UA)H = I>(F)(DF,uA)H = 4>(F)GA 

En {F ^ A}, a causa de la localitat de l'operador D, tots els termes 
s'anul Ien, i per tant tambe val la igualtat 

Per tant, aplicant la dualitat dels operadors D i 6 

EMF)) = E((DftF), = E(4>(F)6( 

Aquesta desigualtat sera certa per una funció del tipus ip(y) = 

l[o6](y) on [a, B] C A Aplicant el teorema de Fubini obtenim 

P(a<F<b) = E(( fF 1 [ab](x)dx)6(^-)) = íbE(l{F>x}6(^))dx 
J— oo A •'A L7/1 

Per tant queda demostrada la proposicio • 

El criteri global de regularitat de densitats es el següent 

Teorema 1 3 4 Sigut F = (F1, , Fm) un vector aleatori que verifica 

les següents condicions 

(i) F1 G per i = 1, ,m 

(n) La matriu de Malliavin if = ({DF^yDF^^^^j^y, satisfa 

{detlF)~l G np>1Lp(Q) 

Aleshores F te una densitat infinitament diferenciable 
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1 3 1 Criteri local de regularitat de densitats 

Un resultat fonamental per a la difereneiabilitat de la densitat d'una 
mesura finita en ! m es el següent lema d'analisi 

Lema 1 3 5 Sigut ¡x una mesura fimta en EM Fixat un conjunt A 
obert de MM, suposem que per tot multnndex a—(ai, , ak) G {1 , m}k, 
k> 1 existeixen constants ca tals que per tota funció ep G C ° ° { E M ) amb 
suport compacte contingut en el conjunt A es compleix 

Aleshores la restricció de ß al conjunt A es absolutament continua res 
pecte la mesura de Lebesgue i te una densitat infinitament diferenciable 
en A 

El següent teorema conte el criteri local de regularitat de densitats 

Teorema 1 3 6 Sigui F = (F1, , F"1) un vector aleatori tal que les 
seves components pertanyen a l'espai D12 Sigui A un subconjunt obert 
de ®m Suposem que existeixi un procès estocastic m dimensional UA = 

G T, 1 < j < m} i una matriu aleatoria ra x m, G A = (G^)) 

tals que 

(i) v?A G W°{H) per tot j = 1, , M 

(n) C*X G per tot i, j = 1, ,7n, 11 det GA\~1 G LP per totp> 2 

(m) (DFí,Uj
a)H = (?A e n iF e A)> Per a t o t l>3 = 1, ,m 

Aleshores el vector aleatori F te una densitat infinitament dijeren 

ciable en el conjunt obert A 

Per tal de demostrar el teorema donem aquests lemes previs 

Lema 1 3 7 (veure [10]) Sigui F G ID)12 una variable aleatoria tal que 

E(\F\-2) < oo Aleshores P{F > 0) es O o 1 

oo 
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Lema 1 3 8 Suposem que G es una matriu aleatoria m Y. m mvertible 
q s i tal que | det G | - 1 G LP per tot p > 2 Suposem que els elements 
G13 de G son en Sigui a — G~l Aleshores a13 pertany a D°° per a 
tot i,j i 

Demostrado 

Observem que det G pertany a D°° ja que aquest espai es un algebra 
D'altra banda P(det G > 0) es 0 o 1 a causa del Lema 13 7 Aleshores 
es pot demostrar que els elements (Gj1)3* de la matriu inversa de G a 

tambe pertanyen a utilitzant el mateix argument que a [26] La 
idea d'aquest argument es la següent 

Suposem que det G > 0 q s Definim per a tot e > 0 

Clarament ae pertany a Fent tendir e a O i aplicant el Lema 12 1 
obtenim el resultat desitjat • 

Demostrem el Teorema 13 6 
Demostracio 

Suposem que (f es una funció infinitament diferenciable amb suport 
compacte contingut en el conjunt obert A Utilitzant la Proposicio 
1 2 2 i la hipòtesi (m) es pot escriure en {F € ^4} 

m 
Da*3 = - Y alkal3DGkl 

i 

t=l 

(D(ip(F))yA)H = ] ÍFXDFMH 

( 1 3 2) 

Observem que si F no pertany a A aleshores ip(F) = 0 i tots els termes 
de l'equacio (1 3 2) s'anul Ien per la propietat de localitat de l'operador 
derivada Per tant (1 3 2) es compleix en tot Í2 q s Fixem un element 
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R en HJ°° Utilitzant la relació de dualitat entre els operadors D i 6 es 
dedueix la següent igualtat, 

El Lema 13 8 implica que els elements (G^1)Jl de la matriu inversa 
de G a pertanyen a D°° Per tant , les hipòtesis (i) i (n) impliquen que 
$>t(R) es un element de i un funcional lineal de R Considerem un 
multundex a = (ai, , a*.) <G {1 ,m}k i apliquem recursivament la 
relació (1 3 3) a i = o¡i, , a.k i a 

\ — » / r 
= E(¥>(F)*t(JQ), (13 3) 

on 
m 

R= l , # 0 1 ( l ) , $ ü 2 ($ a i ( l ) ) , , (1) ) 

D'aquesta manera obtenim 

< Call^ll O O ) 

i per el Lema 1 3 5 la desigualtat anterior completa la demostracio del 

Teorema 13 6 • 
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1 4 Màxim del drap browmà 

Un drap brownia {Ws t, (s, t) G [0, L]2} es un procés gaussia, centrat i 
amb funció de covariancia E(WX yWx y) — (x A x'){y A y') En aquesta 
secció suposem que T = [0, l]2 i ß es la mesura de Lebesgue en [0, l]2 

Sigui {W(h),h € H = L2(T)} un procés gaussia com a la secció 1 2 
Aleshores W(s, t) = W( 1[0 s|X[o t]) es un drap brownia Sabem que W te 
una versió amb trajectories continues Sigui F = sup(s ¿^q jp W(s,t) 
A partir dels resultats de [16] sabem que F posseeix una llei absolu-
tament continua en (0,+oo) L'objectiu d'aquesta secció es demostrar 
que F te una densitat C°° en (0, +00) Abans d'aplicar el criteri general 
establert en la secció anterior donarem alguns resultats sobre la llei del 
maxim d'un procés continu, extrets de [16] 

Proposicio 1 4 1 Sigui T un espai metric compacte 1 X = {X(t),t 6 

T} un procés estocastic continu Sota les següents condicions, la vana 

ble aleatòria M = sup t 6TX(í) pertany a B12 

(%) E(M2) < 0 0 

(11) Per a tot te T, X(t) e P 1 2 , el procès a valors en H {DX(t),t G 
T} te una versió continua , 1 E(supt6T \\DX{i)\\2

H) < 00 

Proposicio 1 4 2 Sigui T un espai metric compacte iX — {X(t),t € 

T} un procés estocastic continu tal que verifica les condicions de la 

proposicio anterior Si \\DX(t)\\H / 0 en el conjunt {£ € T,X(t) = M} 

aleshores la llei de M = sup t e r X(t) es absolutament continua respecte 

la mesura de Lebesgue 

En el cas d'un procés gaussia continu, parametritzat per un espai metric 
compacte T, centrat 1 amb funció de covariancia k(s,t), la condicio 
\\DX(t)\\H # 0 en el conjunt {t G T,X(t) = M} es redueix a k(t,t) / 

0 en {£ G T,X(t) = M} Per exemple en el cas del drap brownia 
k(s,t) = {si A s2)(íi A t2) per s = {si,s2) i t = (¿i,t2) Per tant 
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la llei es absolutament continua ja que {(s t) € (0 l)2 W(s t) = 
sup ( j t )€(0 n> i)} c {(s, t) st ? 0}q s 

Donarem uns lemes previs que son necessaris per demostrar que la 
densitat de F = sup(j | )e|0 ^ W(s i) es infinitament diferenciable 

Lema 1 4 3 El procés W assoleu el maxim en tin unte punt (S T) 
quasi segurament 

Demostracio Volem demostrar que la probabilitat del conjunt 

B = lu sup W(z) = W(zx) = W(z2) per algun 1 
I *e|o u» J 

es zero Per cada n > 1 anomenem Kn la classe de rectangles diàdics 
de la forma (0 - l)2~n, j2~n] x ((Jfe - l)2"n k2~n\ amb 1 < j k < 2" 
El conjunt B està inclòs en la unió numerable 

U U (sup W{z) = sup VK(2)1 
n>l Ai Ki^Äj *€Ra J 

Per tant és suficient demostrar que per cada n > 1 i per cada parell de 
rectangles diadics Ri Ri € Tin es compleix que 

P{sup W{z) = sup W(z)} = 0 

Per demostrar aquesta propietat és suficient demostrar que per tot rect-
angle [a, 6] € T, la llei de sup,^ ^ W{z) condicionada a la a-àlgebra 
generada per {W(z), z\ < ai} és absolutament contínua Utilitzant 
la Proposicio 14 2 només cal veure que donats els valors de W a la 
frontera esquerra {oi} x (a2,¿>2] de [a 6], el suprem supt6[ai6| W(z) no 
assoleix el màxim en aquesta frontera. Aquest fet es pot provar fent 
servir el següent argument 

Suposem que el suprem de W en (a,6) s'assoleix al punt (ai,yo) 
de la frontera esquerra de [a, b\ amb probabilitat positiva. Aleshores 
els valors de W(x,yo) - W(ai,j/b) per ai < z < 61 haurien de ser 
negatius amb probabilitat positiva 1 això no és posible ja que el procés 
W{x,yo) - W{ax,yo),a\ < x < b\ és un moviment brownià. O 
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Lema 1 4 4 La variable aleatoria F = sup4€[0 xj2 W(z) pertany a D12  

î DZF = l{o5]x(ori(-2)/ on (S,T) es el punt on s'assoleu el maxim 

Demostracio 
Introduïm l'aproximacio diadica de F definida per 

s'assoleix Les derivades estan uniformament acotades per 1 Per tant 
existeix una parcial {DFn^} que convergeix a D F en la topologia feble 
de L2(Q x [0, l]2) Prenem G un element arbitran de L2(ft x [0, l]2) 
La convergencia feble implica que 

Per tant DZF = l[osjx[or] 1 queda demostrat el lema • 
Ara demostrarem la regularitat de la densitat de F 

Proposicio 1 4 5 La variable aleatoria F = sup(s t)£[0 ip W(s, t) te 

una densitat infinitament diferenciable en (0, +oo) 

Abans de fer la demostracio enunciare una generalització del lema de 
Garsia-Rodemich-Rumsey [8], que es de Stroock i Varadhan [22] Cal 
destacar tambe la versió d'aquest lema donada per Walsh a [25], que 
no necessita la continuïtat de la funcio $ 

Fn — sup W((j2-n,k2~n)) 

sup W((j2~n, k2~n)) 
0<jk<2" 
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Lema 1 4 6 Siguin p, ip E+ —*• l + funcions estrictament creixents 
que s'anul Ien al zero i tals que limtfoo ip(t) = oo 

Suposem que $ —• E es una funció continua a valors en un 
espai de Banach separable (E, || ||) Sigui B la bola oberta en Ed de 
centre XQ I radi r Aleshores, si 

JBJByk p(\t — s | ) ' 

es compleix, per a tot s,t G B, 

r2\t—s\ Ad+lp 

\ m t ) - H s ) \ \ < & J o r \ j ¿ ) p ( d u ) , 

on Xd es una constant universal que nomes depen de d 

Com a corol lan del Lema 14 6 obtenim el següent resultat 

Corol lan 1 4 7 Si suposem que X = {X(t),t G !d} es un procés 

estocastic a valors en un espai de Banach (E, || ||) tal que es compleix 

la següent acotacio 

E(\\X(t)-X(s)\\r)<H\t-s\° (14 4) 

per algun H > 0, 7 > 0, à > d, 1 per tot s,t G Aleshores es 

compleix 
IIX(t) - X(8)r < Cd^m\t - s\mT, qs (14 5) 

per atotO <m< ä-d 1 per a tot s, t G on F = fB fB (,,X
¡
(¿~¡^íi,r)dsdt 

Demostracio Observem que a causa del lema de Kolmogorov la de 

sigualtat (14 4) implica que existeix una versió continua del procés 

Podem aplicar el Lema 14 6 prenent x) = x1 1 p(x) = x -* , amb 

0 < m < â - d, i fixat w G Q es pren $(t) = Xt{w) 1 obtenim (1 4 5) 

Cal observar que T < 00 q s ja que 

< f [ \t - s\a~m~2dsdt • 
JBJB 
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Anem a demostrar la Proposicio 14 5 
Demostrado 

Fixem a > 0 i considerem el conjunt A = (a, +oo) 
Definim els següents temps aleatoris 

Ta = inf{í sup W(x,y) > a} 
{0<x<l 0<y<t} 

Sa = inf{s sup W(x,y)>a} 
{ 0 < z < í 0 < y < l } 

Els temps aleatoris Sa i Ta son temps d'atur respecte les filtracions 
= a{W(x,y) 0<x<s,0<y<l}if? = a{W(x,y) 0<x< 

1,0 < y < t}, respectivament 
Per definició ( S A , T A ) < ( S , T ) en el conjunt {F > a} Per el Lema 

1 4 4 es compleix DZF(U) = 1 q p t (z,U) tal que 2 < (SA(U;),TA(U)) I 

F{LJ) > a 

Per cada 0 < 7 < 1/2 i p > I t a l que 7 < | — ^ es defineix la 
seminorma de Holder en Co([0,1]) 

Anomenem Hp 7 l'espai de Banach de les funcions continues en [0,1] 
que s'anul Ien en zero 1 tenen una norma (p, 7) finita 

Definim dues famílies de variables aleatòries 

/ 
J\0 [0 <rj2x[0 l)2 

IW(s,t) - W(s',t) - W(s,t') + W{s',t')\2P 
|(s - ^(t - t')\l+2rn 

dsds'dtdt' 

[0 lpx[0 r|2 

IW(s,t) - W{s',t) - W(s,t') + W(s',t')\2P 

|(s - s')(í - í')l1+2p7 dsds'dtdt' 
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on a, re [0,1] Siguí Y (a, r) = Y1 (a) + Y2(t) 
Existeix una constant R, que depen de a p i 7, tal que 

Y(CT,T) < R implica sup Wz < a (14 6) 
2€[0<t]x[0 1]U(0 l|x(0r| 

Per tal de demostrar aquesta propietat apliquem primer el Corol lari 
1 4 7 a la funció a valors en 7ípy s E [0,cr]2 W(s, ) Prenem 7 = 
2p, o. — p 1 m = 2p7 — 1 Tindrem 

E(\\W(s, ) - W(s', ) | | > ) = (14 7) 

E { i ip \t~t'\^ d t d t ) 

< C p j |s' - s\p\t' - tr^^dtdt' < Cp\s' - s|p 

El Corol lari 1 4 7 ens diu 

) - W(¿, )||pP
7 < c , y \ 8 - s f r t - ^ i a ) , (1 4 8) 

per a tot s, s' € [0, a] 

Per tant al conjunt Yl(a) < Res compleix 

\ms, )\\*<C„R, 

per a tot s G [0, <r] 
Apliquem despres el Corol lari 1 4 7 a la funció real t € [0,1] ^ 

W{s,t) (.s esta ara fixada en [ 0 , ) Com E(\W(s,t) - W{s,t')[2p) < 

CpSp\t' - t\p obtenim 

I W{s,t) - W(s,t')\2p < cp^lt - t f ^ i m s , < cl,R\t -

per a tot t, t' 6 [0,1] 
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Per tant 

sup \ W { s , t ) \ < 4 y P ^ 
0<s<aQ<t<l 

De forma similar es demostra 

i i 
sup \W(s,t)\<c^-yR^ 

0<a<l0<£<r 

i es suficient escollir R tal que Cp7it> < a 

Ara introduïm el procès estocastic ua(s, t) i la variable aleatoria G a 
que satisfan les condicions del Teorema 1 3 6 

Sigui 1 + —> 1+ una funció infinitament diferenciable tal que 
ip{x) = 0 si x > R, i tjj(x) = 1 si x < R/2 Aleshores definim 

Primer comprovem la condicio (in) En el conjunt {F > a} es 
compleix 

(1) ip(Y{s,t)) = 0 si (s,t) i [0,5a] x [0,To] Ja que, si ijj(Y(s,t)) ^ 0 
aleshores Y(s,t) < R (per definició de ip) i per (14 6) aque 
sta desigualtat implica sup2€(0 Ä}X[o i]u(o i]x[o í) ̂ ^ < a, i en con-
seqüència s < Sa, t <Ta, i aixo es contradictori 

(2) DstF = 1 si (s, t) G [0,5o] x [0, T'a], per el Lema 1 4 4 

En consequencia, en {F > a} obtenim 

La condicio (i) es compleix, es a dir G a € i ua £ B°°(H) ja que els 
processos Yl(s) i Y2(t) son a D°°(L2[0,1]) (veure [1]) 

uA{s,t) = iP{Y(s,t)), 

( D F , U a ) H = Í DS tFip(Y(s, t))dsdt 
J\O I)2 
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Finalment hem de demostrar que G~¿ te moments de tots els ordres 
Tenim 

I[o i)2 (S'í})dsdt - j[01P
 1 t)<R/2}dsdt 

= À { ( S , Î ) G [ 0 , 1 ] 2 F 1 (5) + Y2(t) < R/2} > A{s G [0,1] Y \ s ) < R/4} 

xÀ{i G [0,1] Y2(t) < R/A) 

= {Yl)-\R/A){Y2)-\R/4) 

Hem utilitzat el fet que els processos estocastics Y1 1 Y2 son continus 
1 creixents Per a tot e podem escriure 

PdY'y'iR/A) < t) = P(R/4 < Y1^)) 

Aquesta darrera desigualtat es dedueix aplicant la desigualtat de Holder 

1 l'acotacio (1 4 7) 

J r \\w{s ) - wy. )|» ^ 

- e Jp# { |s-s'|(1+2^ )dSdS 

< Cp qS
q-l) [ |s — s'\^-l-^)qdsds' 

- pq J\0 c|2 

per a tot q > 2, on Cv q 1 C'p q son constants que depenen de p 1 q Aixo 

completa la demostracio • 
Podem estendre els resultats d'aquesta secció al cas multiparametnc 
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1 5 Màxim del procés de Wiener 
m-paramètric 

Direm que W = {WSl Sm,(su ,sm) € [0,l]m} es un procés de 
Wiener m parametric si W es un procès gaussia centrat, amb funció 
de covariancia E(WSl SmWSi tJ = U?=i(Si A s[) Siguí T = [0, l]m  

i ß la mesura de Lebesgue en [0, l]m Aleshores si {W(h),h <= H = 
L2(T)} es un procès gaussia centrat associat a l'espai de Hilbert H, 
W(si> ,Sm) ~ W{1¡051jx x [ o s m j ) defineix un procès de Wiener m 
parametric 

Prenem F = sup W(si, ,Sm) 
( i l s m )6 [0 lj™ 

Proposicio 1 5 1 La variable aleatoria F = sup ^ ( s i , sm) 
(Si Sm)£[0 i ] m 

te una densitat infinitament diferenciable en (0, +oo) 

Demostracio 

Fent un raonament analeg al cas dos-parametric es demostra que 
quasi segurament el maxim s'assoleix en un unie punt (Si, ,Sm) , 
F pertany a D12 i DZF = l[oSi]x xioSmjW La demostracio de la 
regularitat de la densitat es basa en el Teorema 13 6 

Definim, per a i = 1 , ra 
S* = i n f { s > 0 sup W(x\, , x m ) > a } 

{x e[0 s] 1 ,6(0 l]j¿i} 

S* es un temps d'atur respecte la família creixent de cr-algebres 

Fl = ff{W(xu ,xm) x, e [0,s],Xj G [0,1], j ¿i}, s€ [0,1] 
Donada una funció / [0, oo)m —* 1, definim l'increment m dimensional 

de la funció / en el rectangle (a, b], on a, b e ! m , i per a tot i = 1 a m 

a% < 6,, com 

e€{0 1}"> e=(€i £m) 
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Sigui A = {(x,y) G [0,l]2 x<y} 

Per a cada 0 < 7 < l / 2 i p > l t a l que 7 < \ — ^ es defineix la 
seminorma de Holder en Co([0, l]m) 

/ j ^ m jr|2p \ x /2P 

l l / I U m = [ L i ( x i d x m d x ™ ) 
(15 9) 

Anomenem H P i m l'espai de Banach de les funcions continues en 
[0, l]m que s'anul len en els punts que tenen alguna coordenada zero 1 
tenen una norma (p, 7, m) finita 

Definim la familia de variables aleatòries 

Y (CT 1, ,<Tm) 

= í . J A g \ *m),(Xi «,>/i* d x i d x [ d x 
J([0 <7i]2nA)x x([0 Jm]2nA) Kx7! - X i ) [x'm - xm)|1+2p7 

per a ci, , a m e [ 0 , 1 ] 
Per 2 = 1 , , m definim 

, f 
y ( a . ) = y ( X , , l ) = / > ) , p n . I tá _ J , ) | 1 + a " 

Fixem una coordenada i, 1 apliquem el Corol lari 1 4 7 a la funcio a 

valors en l'espai Hp 7 m—1 

Si G [0,(7,1 — W(,SU ) 

Aplicant la definició (1 5 9) de la semmorma p,7,m - 1, tenim 

E^Wto-Wi. )||pP
7m_i) 

< C í K - (|*í - xi | \¿m - xm\rl~2ín dx! dx'm J[0 L]2(M-D < C\s't - S(|
P 

Aleshores per a tot sz,s[ G [0,a,] es compleix 
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Per tant en el conjunt Y%(at) < R obtenim 

II W(,s't, ) - W(,su )||?7m_1 < CR\s[ - s.12^-1 

Si prenem s( = 0 obtenim per a tot s t e [0, a t] 

I I ^ . S , , )||pP
7Tn-l < C R 

Fixada la s, tornem a aplicar el Corol lari 1 4 7 a la funció a valors en 
-y m—2 
x} € [0,1] W{ ,s t , ,XJ, 

Observem que 

\ \ W ( , S t > J Up 7 m—1 - y A _ X j | 1 + 2 f 7 d X , Cte , 

Tenim 

E(\\W(,sx, ,X„ )-W{tSt1 ,x'v = 

E(f l ^ / x xm) (x t X 

V A - 2 \ { X \ - X { ) (x\-xt) {x>3 - x3) {xfm-xm)\^ 

dx\dx\ dx%dxt dx3dx3 dxmdx 

< c w v , - x,r 

Per tant, per a tot x3,x'3 6 [0, l]2 i tot s t € [0,<rt] podem escnure 

\\W( ,s t, ,Xj, ) - W{ ,5„ ,x'v )||pp
7m_2 
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Prenem a/; = Oi obtennn \/Xj e [0, l]2 i Vs, e [0, crt] 

,x„ )||?lm-2<CR 

Iterem aquest procès, fixant succesivament les coordenades i 
rebaixant l'ordre de 1'increment fins a aconseguir que per a tot 
(zi, ,xt, ,xm) G [0,l]m_1 i per a tot s, G [0,^] 

\W{xi, ,St, ,xm)j<CRà 

Per tant si prenem CR2? < a obtenim 

sup W{x i, ,St, ,xm)<a 
{ai€[0 1] s e [ 0 < j ] z m 6[0 1]} 

per i = 1, , m 

Ara introduïm el procès estocastic Ua I la variable aleatoria G a que 

satisfan les condicions del Teorema 13 6 

Sigui P(si, ,Sm) = Y{si) + + Y(sm) 

Sigui tp —> K+ una funció infinitament diferenciable tal que 

ip(x) — 0 si x > R, i ip(x) ~ 1 si x < R/2 Aleshores definim 

UA(SI, ,sm) = 1p(P(si, I Sm)), 

1 

GA= i ip(P{si, ,sm))dsi dsm 7[0 l]™ 

Primer comprovem la condicio (in) En el conjunt {F > a} es 

compleix 
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(1) tp{P{sly , sm)) = O si (si, , s m ) £ [ 0 , S ¿ ] x x[0,S™] Jaque 
si ip{P{si, ,sm)) ^ 0 aleshores P(s\, ,sm) < R (per definició 
de ip) i aquesta desigualtat implica 

sup W{xi s Xrn)< a 
{xie[0 1j se[0(7] xm6[0 1)} 

per Ï = 1, ,m En consequencia (s1? ,sm) < (Sy, ,5m ) i 
aixo es contradictori 

( 2 ) ^ = 181(51, ,Sm)<(SU , Sm) 

En consequencia, en {F > a} obtenim 

(DF,Ua)h= Í DzFiP(P(z))dz 
./[o i]m 

= / ip(P(si, ,sm))dsi dsm = G a 
JfiS^x x[0 Sm] 

La condicio (i) es compleix, es a dir G a € E)00 i uA G B°°(H) 

Finalment hem de demostrar que G^1 te moments de tots els ordres 
Tenim 

i ip(P(z))dz> i l { P { z ) < R / 2 } d z 
«/[o l)m j[0 ljm 

= \{z £ [0, l]m y1(51)+ +Ym(Sm)<R/2} 
m m 

> Ei M* e [0,1] Yt(st) < R/2m} = J] (Y')~\R/2m) 
t=i »=i 

Hem utilitzat el fet de que els processos estocastics Y1 son continus i 
creixents Per tot e podem escriure 

P((Yl)~l(R/2m) < e) = P(R/2m < Y\e)) 

Il Ai , W||?p / /• II", i yr lip 7 m—1 , , , 
<P — dxtdx[ > R2m 

'[0 e ] 2 n A \(x't-xt 

II A* , W W * ^ 

l\OepnA K ^ - x O I 1 ^ 

Aixo completa la demostracio • 

< CE ^ J^ ". .*. x 1 dxidxi < Const e2q 
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1 6 Positivitat de la densitat 

Una de les aplicacions principals del calcul de Malliavm es l'estudi 
de l'existencia i regularitat de densitats de les lleis de funcionals del 
procès de Wiener Aquest estudi inclou els següents resultats sobre la 
positivitat de la densitat, extrets de [13] 

Lema 1 6 1 Sigut F G (F1, Fk) un vector aleatori amb components 
en B12 Aleshores el suport de la llei es un conjunt connex (un interval 
tancat en dimensió 1) 

Proposicio 1 6 2 Sigui F G B1 p, p > 2 tal que posseeix una densitat 

p(x) localment Lipschitz i sigui a un punt interior del suport de la llei 

de F Aleshores p(a) > 0 

Com els operadors D i 6 son locals i com a consequencia del Lema 
16 1 podem estendre la proposicio anterior per a vectors que tenen la 
densitat concentrada en un obert 

Proposicio 1 6 3 Sigui F G B1 p, p > 2 tal que posseeix una densitat 

p(x), concentrada en un obert A, localment Lipschitz i sigui a un punt 

interior del suport de la llei de F Aleshores p(a) > 0 

Aplicant la proposicio anterior obtenim el resultat de que la densitat 

de F = sup Ws t no s'anul la en (0, oo) 
(s t)€[0 1]2 

Proposicio 1 6 4 Sigui F = sup Ws t i p(x) la densitat de la llei 
(S t)e[o 1]2 

de F Si a G (0, oo) aleshores p(a) > 0 

Demostracio de la Proposicio 16 4 
Hem demostrat que la densitat de F = sup Ws t es infinitament 

(st)e(o i]2 

diferenciable en (0, oo) i per tant localment Lipschitz A mes F G B l p  

per a tot p > 1 Per tant es compleixen les hipótesis de la Proposicio 

1 6 3 • 
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Capítol 2 

Una aproximació de 
difusions 

2 1 Introducció 

En aquest capítol es demostra un teorema d'aproximacio en llei de 

difusions per a una equació integral estocastica en el pla governada per 

un procés de Wiener amb dos paramétrés Aquesta equació es la versió 

integral d'una equació en derivades parcials hiperbólica 

L'estructura de les equacions hiperboliques permet utilitzar metodes 

de martingales dos paramétriques 

La formulació de Stratonovich es adequada en problemes d'aproximacio 
ja que obeeix les regles del calcul ordinari 

Aquest capítol esta dividit en cinc parts Comença amb la relació 

entre la integral de Stratonovich i la integral de Skorohod, on es presen 

ten diversos resultats de J LI Sole i F Utzet, [21] Continua amb uns 

preliminars sobre calcul estocastic per processos amb dos paramétrés i 

equacions hiperboliques extrets de l'article de B Hajeck [9] 

En la segona part es demostra l'ajustament de la famüia de procés 
sos X£

st La tercera part esta dedicada a la caracterització de la llei 
del límit de Xe quan s j 0 En la quarta part s estableix l'equivalencia 
entre el problema de martingala i la solucio feble de l'equacio (0 1 2) 

31 
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Finalment, en la darrera s'esten el resultat d'aproximaeio a la classe 
d'equacions tractada a [9] 

2 2 Preliminars 

Ara donem un resum extret de [21], per tal de relacionar la integral de 
Stratonovich i la de Skorohod 

2 2 1 La integral de Stratonovich 

Introduïm la integral de Stratonovich en el pla per a processos no 
necessàriament adaptats 

Sigui T = [0,1]2, amb la relació d'ordre parcial 2 = ( 2 1 , 2 2 ) < 2 ' = 

(z[,z2) si 2i < z[ 1 z2 < z'2 Posarem 2 < z' si Zi < z[ 1 z2 < z'2 

Sigui l'espai canonic associat al procés de Wiener amb dos 
paramétrés {W2,z e T} 

Prenem un procés mesurable X = {Xz,z G T} tal que fT Xzdz < 00 
q s Sigui II una partició de 1'mterval [0, l]2 

n = {(St,íj),0 = So < Si < < sn = 1,0 = t0 < t\ < < tm = 

Definició 2 2 1 .Es diu que X es integrable Stratonovich si existeix el 

següent limit en el sentit de la convergencia en probabilitat 

1} 
Ferem servir les notacions AZJ = (s,, ,s,+i] x (tj,tj+1], 

|IÏ| = maxt j{|A t J |} 
Sigui 

Is(X) = lim Sn(X) 
miio 

Is(X) es la integral de Stratonovich de X 1 s'escriu 
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Anomenarem Dom Is al conjunt de processos integrables Stratonovich 
Donem la definició de la traça de un procés La traça es el terme 

que relaciona la integral de Stratonovich i la de Skorohod (la d'Ito en 
el cas adaptat) 

Definició 2 2 2 Es diu que el procès X te traça TX si existeix el límit 
en probabilitat 

Proposicio 2 2 3 Sigui X e Ll 2 Aleshores X e DomIs si i només 

si X te traça A mes a mes 

Definició 2 2 4 Direm que un procès X e L12 es de la classe La si 
existeix una versió {DZXZ, (z, z') e T2} per la qual hi ha un entorn 
V CT2 de la diagonal de T2 tal que 

(i) Per a tota z definim V++ = {z' e T z < z'i{z,z') <E V) 

Aleshores Vaplicació de V++ a valors en L2(Q) z! —• DZXZ , es 

continua, uniformement en z 

(n) De manera analoga es defineixen Vr
2

_+ iVz i les aplica 

cions respectives, de manera que siguin continues uniformament 

en z 

Is (X) = 6(X) + TX 

(in) 

sup E[{DZXZ )2] < oo 
(z z )€V 

Per a X G L0 podem definir els límits 

DX{s+,t+) = L2{O)- lim DstX¿t 
s ' l s t i t 
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De forma analoga es defineixen DX(s+,t~), DX(s~,t+) i DX(s~,t~) 

Les condicions (i), (u) i (111) impliquen que existeix una versió de 
{D Xz++ zeT} que pertany a L2(T x Q) Fem servir la notacio 

AX, = l-{DXt+ + DX;+ + DX+- + DX--) 

Proposicio 2 2 5 Sigui X G La Aleshores X te traça i 

TX= í &Xzdz 
JT 

2 2 2 Calcul estocastic per processos 
amb dos paramétrés 

Aquests preliminars son de [9] Fem servir la següent notacio Si 
prenem dos punts del quadrat positiu del pla s = (si, s2) i s = (s'j, s'2) 
s As' denota la condicio s'j > si, s2 > s2, i s x s' es el punt (s^, s2) Fixem 
z0 G [0, oo)2 Prenem RZo = (s G [0,oo)2,s < ZQ} Sigui (fi T P) 
un espai complet de probabilitat amb una família de sub a-algebres 
{.Tz,z G Rzo} tals que 

(FI) Fz<ZTz si z<z! 

(F2) TQ conte tots els conjunts nuls de T 

(F3) Tz = n 2 < , Tz 

(F4) FZXZQ I Ĵ OXZ s o n condicionalment independents donat Tz,Vze 

Rz0 

Un procès estocastic {Xz, z G i?2o} es adaptat si Xz es Tz mesurable 
per a tot 2 

Un procés de Wiener {Wz, z £ RZo} en (Q,?, P) respecte {Tz,z G 
Rzo} es un procés gaussia centrat de covariancia E(WZWZ ) = ß(Rz fi 
Rz ) on fi es la mesura de Lebesgue i tal que {Wz - Wzxz - Wz xz + 

Wz, z < z'} es independent de Qz = V TZ0XZ per a tot z G RZo 
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Per 1 < p < oo es defineix C\ com el conjunt de funcions mesurables 
q(s,u;) en (Rzo x x T)) tal que q(s) es ^ -mesurab le per tota 
s 1 ¡R 0 l<7(s>^)lpds < oo si p < oo i sups |ç(s,o;)| < oo si p = oo 

Prenem RZ®RZ = {(s, s') e Rz x Rz, s A s'} Es defineix com el 
conjunt de funcions mesurables r(s s',u) en (Rzo <g> Rzo x Q,B(RZ0 ® 
RZ0) x F)) tal que r(s,s') es -mesurable per tot s s' e Rzo i 
¡R0®R0 |r(s,s')|pdsd5 / < oo qs si p < oo i sup s s |ç(s,s')| < oo si 
p — oo 

Introduïm les següents integrals estocastiques, definides per Wong i 
Zakai en [29] i [30], per processos q G C\ i r, a, ß G L\ 

q W{z) = / q(s)dWs 
JR 

W r W{z)= f r(s, s')dWadW¿ 
JR ®R 

[x a W{z)= [ a{s,s')dsdWs 
JR ®R 

W ß p(z)= f ß(s,s')dWsds' 
JR ®R 

Introduïm una classe de semimartingales amb dos paramétrés Sigui 
Sp per 2 < p < oo l'espai lineal dels processos de la forma 

Z = q W + W r W + n a W+W ß n + b ß (2 2 1) 

on q, b G £i i r,a,ß G £21 1 on 6 ß es la integral de Lebesgue, es a dir 
b ß(z) = JR bsds 

Aleshores Sp C «S2 1 S2 es l'espai de semimartingales Sigui S" = 
n2<p<ooiS

p Una semimartmgala Z e S2 es una semimartmgala en un 
paramétré si es fixa z2 o z\ 1 te una representació 

Z = ZW W + ZP (2 2 2) 

per i = 1,2 
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Definició 2 2 6 Per 2 < p q,r < oo tals que l/p+l/q = l/r , Z € Sp 

i Z e SQ ,iijj e C\, Z;Z amb representacions tipus (2 2 1) i (2 2 2) es 

defineixen les següents semimartingales de Sr 

[Z,Z] = {qq) ß + ß (rf) ß (2 2 3) 

{Z,Z)x(z) = í ZWl(z,¿)ZWl{z,s')d¿ (2 2 4) 
J R 

{Z,Z)2{z) = í ZW2(z s)ZW2{z s)ds, (2 2 5) 
J R 

Z*Z = W (Zw2(sVs', s)ZWl(s Vs',s')) W 

+ß ( Z M ( S V S ' , S ) 1 ^ ( Ä V S ' , 5 ' ) ) W 

+W ( Z H r J ( sVs ' , s )Z w ( sVs ' ) s ' ) ) ß (2 2 6) 

+ß ß 

4> Z — (#) W + W (r337j;sAs) W + ß (aS3ipsA3) W 

( Ä . V w ) ß + ß (2 2 7) 

Observació 

Els processos [Z,Z] , (Z Z)i, (Z, Z)2 i Z * Z definits en termes 

de les representacions (2 2 1) i (2 2 2) tenen la següent interpretació 

heurística 

{Z, Z)l(dzi,z2) = Z(dzuz2)Z(dzl,z2) 

(Z,Z)2(zudz2) = Z(zl,dz2)Z(z1,dz2) 

[Z, Z](dzudz2) = Z(dzlldz2)Z(dzlldz2) 

Z * Z(dzi,dz2) = Z(zi,dz2)Z(dzi,z2) 

i¡) Z(dz\,dz2) — ij}(z)Z(dz\,dz2) 
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Es a dir (Z, Z)\ i (Z, Z)2 son els compensadors de Meyer de Z2 con 
siderat com una semimartingala en un paramétré, {Z, Z] es la variació 
quadratica de Z (veure [3]), i el procès Z*Z interve en la formula d'Ito 
com veurem tot seguit 

El teorema següent es la formula d' Ito per semimartingales amb 
dos paramétrés 

Teorema 2 2 7 (Formula de diferenciació Wong Zakai Ito ) Prenem 

p>2,Z eSip iF e C4(H) Aleshores F(Z) e Sp i 

F(Z) = F(Z0) + Fl(Z) Z + F2(Z) (Z*Z) 

+ \F2{Z) ((Z,Z)1 + (Z,Z)2-[Z,Z}) 

+ \FZ(Z){Z * {Z, Z)x + (Z, Z)2 * Z + 2{Z, Z * Z\) 

+ -aFa{Z) {(Z,Z)2*(Z,Z)x) (2 2 8) 

Hajek introdueix un càlcul de Stratonovich dos parametric, uti 

litzant els següents ingredients Si Z i Z tenen una representació de 

tipus (2 2 1) es defineixen 

~{Z,Z)1 = (W f + ß &)ZWl ß (2 2 9) 

(Z,Z)2 = ß Zw,(r W + ß ß) ( 2 2 1 0 ) 

Si X, Y son semimartmgales es defineix la integral de Stratonovich de 

X respecte Y 

X-Y = X Y + \I±[X,Y) + \I2\X,Y)1 + \I2\X,Y)2 (2211) 

i es defineix la versio de Stratonovich de X * Y 

X - Y = + 1 /4[X ,Y] + l/2~(Y,X)l + 1 / 2 ( X , Y ) 2 (2 2 12) 

El següent teorema es la formula de diferenciació tipus Stratonovich 
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Teorema 2 2 8 Sigui F e C6(E) amb F(0) = 0 i Z e S12 Aleshores 

F(Z),F'{Z),F"(Z),F'(Z) - Z,Z - Z i F"{Z) - (Z - Z) son de 

S2 z 

F(Z) = F'(Z) - Z + F"(Z) -{Z - Z) 

2 2 3 Equacions hiperboliques 

Els teoremes principals de [9] son 

Teorema 2 2 9 Siguin d i a funcions continues i reals tals que \6(x) — 
6{x')\ < Le\x - x' | i |cr(x) - <J{X')\ < La\x - xf\ per tot x,x' e E 
Aleshores existeix un unie procés aleatori adaptat i continu Z = {Zz  

z e RZo} tal que 

Z — 6(Z) ß + a{Z) W (2 2 13) 

El procés solucio Z pertany a l'espai <S°° L'equacio (2 2 13) es la versió 

integral de 
d2Z 

—— = d(Zt)+a(Zt)r]t)teRZ0, 
OtiOZ2 

d2W 
Ztlt2 — 0 si ¿iÍ2 = 0, on r¡t = ^ — e s un soroll blanc gaussia 

Ot\ut2 
Considerem l'equacio integral estocastica de tipus Stratonovich 

y _ a(Y) -(Y - Y) - b(Y) ß - c(Y) - W = 0 (2 2 14) 

Teorema 2 2 10 Siguin a,b,c e C¿(E) Aleshores existeix una única 

solucio de (2 2 14) en S" Si h e C6(E), h(0)=0 i h' es estricta 

ment positiu i acotat , aleshores el procès X — h(Y) tambe satisfa 

una equació del tipus (2 2 14) 

La demostracio es basa en el Teorema 2 2 9 Suposem que Y e S" es 
una solucio de 2 2 14 Prenem f e C4(E) definida així 

/(0) = 0, f'(x) = exp(- [X a(s)ds) 
J O 
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Prenem er = ( f e ) o f ' 1 , p = ( f b ) o / - 1 i Zt = f(Yt) Aleshores Z 
compleix 

Z = p{Z) p + a(Z) - W (2 2 15) 

Utilitzant (2 2 15) i la formula d'Ito Zakai Wong del Teorema 2 2 7 apli-
cada a cr(Z) obtenim 

a(Z)-W = a(Z) W + l/4[a(Z),W} + l/2(a(Z),W)l + l/2(a(Z),W)2 

= a{Z) W + l/4a\Z) [Z,W] 

= a(Z) W + l/4a'(Z)a(Z) [W,W] 

Per tant l'equacio integral de Stratonovich (2 2 15) te una representació 
d'Ito 

Z = p{Z) p+^a'(Z)<r(Z) ß + a{Z)W (2 2 16) 

Com er, p i era' son Lipschitz podem aplicar el Teorema 2 2 9 a (2 2 16) 
i per tant tenim la unicitat de Z 

D'altra banda per provar l'existencia d'una solucio Y de (2 2 14) , 
es pren Z e S°° l'unie procés continu i adaptat, solucio de (2 2 16) i 
aleshores Yt = f~l(Zt) satisfa (2 2 14) i 7 e 

Si prenem X = h{Y), g = h'1,g £ C6{R),g(0) = 0 i g1 > 0 aleshores 
X compleix una equació del tipus (2 2 14) 

( ( « « g y - g V ) ) _ (x - x)-(í l£ w ) - * = o 

Despres d'aquests preliminars es dona el resultat d'aproximacio 
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2 3 Demostració de l'ajustament 

Sigui {X£
t, s e [0, S],t e [0,T]} la solucio de l'equacio integral 

X'at = x + - f ítFe(u,v)a(X£
uv)dudv+ f f b(X£

u v) du dv , 
£ JO Jo Jo Jo 

on (s,t) e [0,5] x [0,T] i xe M 

Suposem que els coeficients a i ò i el camp aleatori F£(s, t) satisfan 
les següents condicions 

(i) cr, b G (IR), es a dir a i b tenen derivades continues i acotades 
fins ordre quatre , 

oo oo 

(n) F(s,t) = fy-noxp-ujO*,*), 
fc=ie=i 

i Fe(s,t) — -F(f,f) , on {Zkí , k > 1, í > 1} es una família indepen-
dent de variables aleatòries identicament distribuïdes centrades i amb 
variancia 1, tal que \Zk e\ < M per una constant M > O A partir d'ara 
anomenarem Ct,i > 1, a unes constants que depenen de p,M,S,T i 
dels coeficients de l'equacio 

Lema 2 3 1 Fixem p> 2 Existen una constant Ci tal que 

sup E(\Xe
st\

2p) < Ci 
o< <s 
0 <t<T 

Demostracio 

Sigui He
st el procés definit per 

H¡t= sup E(\Xs
uf?) 

0<u< 
0< <t 

Donats 0<u<u'<S\0<v<v'<T introduïm la següent 

notacio 
a ye ye _ ys _ ye i ye 

L·^UVJXU V — -^U V ^U V uv ' u v> 

u = e[f 

A Y £ — A V E 
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^uv Xuv ~ Û.X*V — + X^v — X^v (2 3 1) 

Usant propietat (i) i (2 31) podem escriure 

\A(XE
UV)-A(Y¿V)\<K\ÁX£

UV\, (2 3 2) 

on K es la constant de Lipschitz de a Podem descomposar AX^V de 
la següent forma 

= 7 P r F'(a,ß)o(Xe
a0)dadß+ f f b{Xe

aß) dadß 

£ Ju Jy_ Ju Jv_ 

- fC*) _L T(2) UV ' uv 
Per la desigualtat de Holder obtenim 

E(\T^\2p) < - u)2p~\v - v)2p~lE ^ £ £ \o(Xe
a ß)\

2pdadß^j 

< C2(u - u)p~l(v - v)p~l £ £ (l + £(1*^1*)) da dß 

< C2(u-ur(v-v)p(l + H*uv) 

< C2£
2p(l + He

uv), 

i de forma similar 

E(\T¡2¡\2p) < (u-u)2p-\v-v)2p-'E^£ £\b{Xlß)\
2»dadß^ 

< C3(u - u^-'iv - v)2p-1 £ £ (l + E(\Xlß\
2p)) dadß 

< C3£
4p(l + He

uv) 

Per tant, 
E(\àXlv\

2p)<C,£2p(l + H£
uv) (2 3 3) 

Amb aquests preliminars podem procedir a l'estimació de E(\Xe
st\

2v) 

Tenim 
E(\XU\2p) < Cp(\x\2p + E(\XU - z|2p)) , 
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1 utilitzant (2 3 2) obtenim 

E{\XU - x\2p) < Cï(^E(\Jo' £\F(u,vmXUdudv\*)^ 

+ ^E(\Jq
S J^F£(u,v)a(Y:v)dudv\2p) 

+ E(\fQ j\{X£
uv)dudv\2p) 

= Ax + A2 + Az (2 3 4) 

Per la desigualtat de Holder i la estimació (2 3 3) obtenim 

Ai < ^ K2pM2ps2p~1t2p~l J° J* E(\AXlv\
2p) du dv (2 3 5) 

< C5(l+J* £l·le
uvdudv) 

Per tal d'acotar el terme A2 usem la desigualtat de Burkholder 
per martingales discretes amb dos paramétrés 

2 3 1 Desigualtats per martingales discretes amb 
dos paramétrés 

Aquests resultats estan extrets de [12] 
Sigui (Q,^F,P) un espai de probabilitat i {Tmn m,n > 0} una 

família creixent de a algebres de T tal que f m 0 = Tq n = {0. Q} per 
tot ra, n > 0 

oo oo 

Anomenem \J Tm n i J7^ n = \J Tmn 
n=0 m=0 

Un procès {/mn,™, n > 1} es una martingala si, per a tot m ,n > 1, 
la variable aleatoria fm„ es Fmn mesurable i integrable i , per a tot 
n > 1 fixat { f m n , m > 1} es una martingala en un paramétré respecte 
a la família {5m o o , îf î > 1} i per a tot m > 1 fixat , { / m „ , n > 1} es 
una martingala respecte a la família {T^ n , n > 1 } 
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La família {Tmn^m^n > 0} satisfa la hipótesi d'mdependencia 
condicional si per a cada m,n > 1 les a algebres Tmoo i T^ n son 
condicionalment independents donat f m n e s a dir 

per a tota variable aleatoria Y acotada i T mesurable Aleshores sota 
aquesta condicio la definició de martingala coincideix amb la definició 
usual relativa a la relació d'ordre (m, n) < (p, q) si m < p i n < q 

Si f es una martingala prenem 

El teorema principal d'aquest article es la desigualtat de Burkholder 

Teorema 2 3 2 Sigui f una martingala Si p > 1 existeixen dos cons 

tants positives CP,DP que no depenen de f i tals que per tot m,n> 1, 

Considerem ara el cas que estem tractant 

Considerem les sumes parcials Smn = E™=i m n > 1, 

amb la convencio que 5 m n = 0 si m = 0 o n = 0 Aleshores, Zki = 

Ski — Sk-11 — Sk¿-1 + Sk-i t-1, per tot k, l > 1 Definim les a algebres 

Tmn- <r{Skt, k < m,£ < n} , m,n > 1, i tambe T m Q = TQ n = {0,0} 

per tot m,n > 0 Com les variables aleatòries Zkí son independents es 

compleix que les cr-algebres T m i T ^ n son condicionalment indepen-

dents donada Tin n per tot m,n> 1 Aleshores Sm n es una martingala 

En aquest context la desigualtat de Burkholder amb dos paramétrés es 

la següent 

E[E[Y\Fmoo]\Toon] = E[Y\Frnn] 

dm n fmn fm—ln fmn—1 + fm -1 n-1 

fm 0 — / o n — 0 1 

CpE[SmnUY] < E[\fmn\P] < DpE[Smn(f)
P] 

(2 3 6) 



44 CAPÍTOL 2 UNA APROXIMACIO DE DIFUSIONS 

per tot ake e L°{Sl,Tk-i ¿ V Fke-i, P) ip>l 

Considerem la següent descomposicio del rectangle [0, z] on 2 = 

(S,T) 1 2 = (S,T) 

[0,z] = [ 0 , I ] U \z,z] U [ ( 0 , I ) , (S,T)] U [ (0 , S), (s,t)} 

Aleshores podem escriure 
r, rt l 

f i -Fe(u,v)a(Y:v)dudv 
J 0 J 0 £ 

= W f C - X v ^ 

[L] 

+ J2-Z[-\+ie r r <r(Kv)dudv 

1 fS f1 

+ -ZH+1[tl+l Js Jt cr(Y¿v)dudv 

= Mi + M2 + M 3 + AF4 

^ rek j-et 
Aplicant la desigualtat (2 3 6) a ak¿ — - / / cr{Y£v) dudv 

£ Je(k-l) Je(i— 1) 
es compleix 

5 
£2 

CnM
2p 

E m m < 

< ¿2 V 
•5 p-1 Í p-1 

x Efcii E¡¿ E (j f$_l} f¿_1} CT(Y¿v) du 

Tenim les següents estimacions 

E(\!Ík-1)Je£(t-í)°(y¿v)dudv\2P) 

< £ 4 - 2 r f 
Je(k-l)JeU-l) V 7 
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i, usant (2 3 1), 

45 

E(W(YuV)I2p) < CpaE(l + \Y¿v\
2p) (2 3 7) 

< £ ( (1 + Cv(\Xlv\
2p + \Xl J2 p + J2 p)) 

< 0.(1 + K V ) 

En consequencia, 

E{\Mx\
2p) < (2 3 8) 

CpM2p tsv 
< s- p-1 t P - I 

fc=ie=i 

' ' r-ek ret 

< C7(l + f*f*H£
uvdudv) 

Aplicant la desigualtat de Burkholder per martingales amb un paramétré 

discretes i (2 3 7) es compleix 

CpM
2p 

< 

£2p 

C„M2p 

£2p 

s-
£• 

•s-

_i / /~sk rt 2p 

£ 2 p - \ t - t ) 2 p ~ l 

x ± f í E(\a(Y*v)\
2p) dudv 

< C p M ^ - V " 1 m^C5(l + He
uv)dudv 

(2 3 9) 
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Obtenim una estimació similar per el terme M3 

E(\M3\
2p) < C9 (1 + £ fQ Hi v dudv"j (2 3 10) 

Finalment, 

M2p rs r* 
E{\M,\2n< - ¿ t o t e - à ^ t - Û ^ l l E(\a(Y:v)\

2p)dudv 

< C10 (l + ££l·lZvdudv) (2 3 11) 

Podem estimar A3 de la forma següent 

^ S^-H^-I j* E(\b(x*uv)\
2p)dudv 

< Cn(l+£ £l·llvdudv) 

Finalment, aplicant (2 3 5), (2 3 8), (2 3 9), (2 3 10) 1 (2 3 11) obtenim 

E(\XU\2p) < C„ ( l + f* £ Hi Vdudv) , 

1 per la desigualtat de Gronwall concluim la demostracio del lema 

Lema 2 3 3 Fixem p > 2 Existeix una constant C\3 tal que E(\Ast X¿ t,\
2p) < 

Cl3(s' - s)p(t' - t)p per tot 0 < s < s' < S, 0 < t < t' <T 

Demostracio 

Per la definició de l'increment A s t X
e
s t 1 usant ( 2 3 3 ) obtenim 
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= j - J* £ F£(u,v)a(X£
uv)dudv + £ f b(X£

v)dudv 

< ~ f Í \F£(u,v)\\AX£
uv\dudv\ 

c Js Jt 1 

+ \ \ f s j* F£(u,v)a(Y£
v)dudv 

+ jf \b(X£
uv)\dudv 

= T i + T 2 + T3 

Primer estimem el terme 7\ Usant (2 3 3) i el Lema 2 3 1 deduïm 

x j* J" E(\AX£
uv\

2p) du dv 

< {KMJV [s' - s)2p-l{t' - t)2*-1 (2 3 12) 

I s J * C * £ 2 p ( 1 + H u v ) d u d v 

£2p 
fs /-f 

X 

< Cuts'- s)p{t' - t)p 

Ara estimem el terme T2 

Suposarem s' — s > s, t'—t > s Si no es compleix alguna d'aquestes 
desigualtats la demostracio sena similar i mes simple Definim u — 
i Û — £([-] + 1) Considerem la descomposicio següent 

(M), (s\t')¡ ={jAt, 
i=i 
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on 

A ! = [s ,s] x [i , i], A 2 = [s, s'] X [ í , í ] , 

A3 = \¿,sf] x [t,t\, A4 = [s,s] x [tj], 

A5 = [s, s!} x [i, t'], A6 = [s', s'] x [í, £'], 

Ar = [ 5 , 3 ] x [£',*'], A8 = [ 5 , 5 ' ] X 

A 9 = [ 5 / , 5 ' ] x [ í ' , í ' ] 

Anomenarem a Ai, A3, A7, Ag intervals de tipus 1 L'area d'aquests 
intervais es menor o igual que e2 Anomenem A2, A4, Aß, Ag intervals 
de tipus 2, 1 la seva area esta acotada per eST Obtenim la següent 
acotacio pels intervals de tipus 1, usant (2 3 7) 1 el Lema 2 3 3 

E{\l I J ^ M ^ ^ d u d v ^ 

< / JAE(\a(Y¿v)\
2?dudv) (2 3 13) 

< M ^ I A ^ " 1 J J^ C6( 1 + He
uv) dudv < C\s(s' - sf(t' - t)p 

Pels intervals de tipus 2 podem escriure, aplicant la desigualtat de 

Burkholder 

,2 p 
jj^F£{u,v)o(Y¿v)dudv\ 
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X S E { \ f l Jt
ta{Y^)dudv\2P) fc=[-J+2 Y Mk-1) Jt J 

< + £ e^-rt-t)2*-1 
£ *=M+2 

x Î l „ f m v w j f t d u d u Je(k-l) Jt 

rek f t 

e(k-l) 

< Cl&(s'~s)p(t'-t)p (2 3 14) 

Usant (2 3 6), podem estimar la integral al rectangle A5  

E{\lJJA/eM°(Y¿v)dudv\2p) 

e [ \ E E Z k i f e k <j(Y¿v)dudv\2p 

' Mk-l)Je(e-l) I 

^ CpM
2p /.s' , r S , ^ N P - l / r i ' i / r^ i - ^ N ? " 1 

> « - ' ' R£K RET 

x E E e4p~2 1 J „ E(\a(Y¿v)\
2p)dudv 

< C17 [s1 - s)p(i' - i)p (2 3 15) 

Fmalment, acotem el terme T3 

s r i 
b(Xe

uv)dudv\ 2P 

* 1 

s* rt 

< ( s ' - s f ^ i t ' - t f ^ l l E(\b(X°uv)\
2p)dudv 

< Ci$(s' - s)p{t' - t)p (2 3 16) 
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Aconseguim l'estimació desitjada aplicant (2 3 12), (2 3 13), (2 3 14), 
(2 3 15) i (2 3 16) • 

Com a consequencia del Lema 2 3 1, les lleis de {Xf t, (s, t) e [0, S] x 
[0,T],e > 0} son ajustades en l'espai de Banach C([0,S] x [0,TJ) 

2 4 Caracterització de la llei límit 

El resultat següent sera la ema principal per la caracterització dels 
punts limit en el conjunt de lleis de probabilitat (£ (X e ) , e > 0} 

Teorema 2 4 1 Fuem 0 < s < s' <Si0<t<t'<T Aleshores per 

tota funció <P G C£°(RN,FFI) i per tot (S I , , S N ) G [0, S]7 1 , (T I , , Í N ) G 

[0,T]n tal que per cada i = 1, , n, st < s o t% < t, es compleix 

(a) hmE((AstX¡ t - A ,tA'a t)<p{X<aiti, j ) = 0 

on A£
st = £ £ (\a'a(X£

uv)+b(Xe
uv))dudv 

(b) hmE(^(AstX¡t-AstA
£
st)

2-^stBtt)^X¡ltl, ,X s
£

n j ) = 0 , 

onBe
st = f f °2{Xe

uv)dudv 

J O J O 

Demostracio 

Primer demostrem la part (a) Suposem e< s' — í>ie<t' — t 

Definim, amb la notacio introduïda en la demostracio del Lema 2 3 1 
A a t U ï t = A s t X y £ - As tA

s
s t 

= E ( — F a ( K B ) d a d ß (2 4 1) 
( Ä V e M k - i ) M i - i ) a ß J 

1 rek rek \ 

-J L J „ ^'<Kß)dadß)+Ifststt, 4 Je(k-l) Je{t-1) J 



2 4 CARACTERITZACIÓ DE LA LLEI LiMIT 51 

on P = {(k,£) [I] + 2 < k < [ H [f] + 2 < l < [y} , 

Ksts't= jf p) ± F%a,ß) - I „)) cía dß, 

i 

El terme residual R£
sts t convergeix a zero en L4 De fet pel 

Lema 2 3 3 tenim 

£ ( | ^ t s , | 4 ) < C 1 9 | A e | 2 (2 4 2) 

Suposem que (u,v) pertany al rectangle h e = \s(k — l),sk] x 
[e(£ — l),£¿] Considerem la següent descomposicio de cr(X£

v) 

a(X«v) = a i X ^ ^ (2 4 3) 

+ (vfâefk-l)v) - ^(^ííJfe-l) £(¿-1))} 

+ (^«£(<-1)) ~~ a(Xe(k-l) e(e-l)i) 

Desenvolupem cada terme de la suma 

c(Xl„) - » ( X ' , ^ J - VUIm- i , ) + » f f i w i ,u,! (2 4 4) 

= f f ^ ä c ä ß 
Je(k-l) Je(e-Ï) oaoß 

= r r 

Je{k-i)Je(.i-x) p dadß ap' da dß 

= Î i + T a 

Encara podem descomposar el terme Ti així 

Tl = ^ r f o'a(X*ß)dadß 
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Zkt 
(u - e(k - l))(t, - e{t - 1)) ̂ '(AV,) e(í_D) 

Z t , fU rv 

Per tant, substituint l'expressió (2 4 4) i (2 4 5) en (2 4 3) es compleix 

7, . rek ret 1 rek rei 

/ / a(Xe
uv)dudv-~ / aa'(X£

u v) du dv 

£2 

= e Zke ^PQfc-i) £(¿-i)) + j e'a{X¡{k_I} e ^ ) ) (2 4 6) 

— — (T ^(Xg^.!) £(£_!)) + Äfci, 
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on 

rek rel f tu rv 
/ / / f (af<T(X*ß) 

Zît f*k 

dudv 

dudv + — r r r r 
£ Je(k-l) Je(i-l) Je(k-l) Je(l-l) P 

rek 
+Zk'e / „ faKcCt-l)) - a(Xkk~l) e{t-l))) dU 

J £\k—\) 

rel +Zk e J J) - v(X*{k_x) £(£_!)) dv 

f f r r 
£ Je(k~l)JeU-l) \Je(k-l) Je(l-l) e( fc - l ) Je(l-1) | / e ( f c - l ) Je(t-Ï) 

R-ti + -ftjfci + ^kl + Rit + fyII + Rk\ 

da Öß 
dadß dudv 

Lema 2 4 2 Es compleix que 

h m £ ( | £ RVe\4)= 0 per j = 1, ,6 (2 4 7) 
£ (ke)a* 

Demostracio 
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Primer demostrem (2 4 7) per j = 1 

£ my) < % £ fifi r r ( r r 

W°{Xlß) - (rla(Xs
£{k_lH,_1)))dadß)dudv\4j 

< % sup E i W ' a i X ^ - a ' a i X t X ) 
S I 1- 2l< 

1 < 2 

(fe^e/ ^ - i ) ^ - ! ) 
<C 2 1 sup E(\a'a(X£

Zi) - a'a(X£J\4) 
I 1 - 2 l < 

1< 2 

Aquesta expresio convergeix a zero quan £ | 0 ja que 

E(\of<r(Xtl)-o><r(X'Jf) < £(|<r(X« ) - *(X<J\*) 

+ [E((a(XI2)f)}^ [E{W{Xtx)-o>[Xt2)\s))^) < Ce2 

Demostrado de (2 4 7) per j = 2 

< f E ;< * ( ( £ „ C-n ^aiXM -

< C2 2e2 
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Demostracio de (2 4 7) per j = 3 

E ( \ E — i" r ( f f a'b(X£)dadß)dudv 

< — e r r ( r r - <r6 

< " ¡ r E J(k J * (u-e(k-Df(v-e(l-l)f 

x j Q . ^ d u d v 

< C*22 £4 

Demostracio de (2 4 7) per j = 5 

i) ))dv) 
¿)ei \ J£^-1> } 

2 \ 

< 
- F1 

-1) J - °{Xt(k-l) e{e-l))f) dv 

< C24£2 

El terme j = 4 es tracta de forma similar 

Demostracio de (2 4 7) per j = 6 

Per a G [e(fc- l),efc], 0 G 1), usant el Lema 2 3 3, podem 

deduir les següents desigualtats 

E(\X<aß - *£V1)£(¿_1)|2p) < C25ep , (2 4 8) 

E 
dX. aß 2P\ _ C: < — , (2 4 9) 

da - SP ' 
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El 
dX, aß 

E 
dX, aß 

dß 

dX. 

2p\ < Cn 

gg(l-l) 
da da 

2p 
< C28, i 

E 
dß dß 

Introduïm la següent esperança 

2p 
< C29 

(2 4 10) 

(2 4 11) 

(2 4 12) 

I=E(\ e ^r r r r 
V (k%i £ Mk-1) Je(e-l) 

d Xe d Xe 4\ 
x(e"{X'aß) - ^ k k ^ s ^ - g f - Q f d a d ß d u d v l J 

r M4 rek tel 
E i J , (u-e(k-l)nv-s{Z~l)Y 

£ (ktei J M t - I ) 

da 1 V dß 

Aplicant (2 4 9) 1 (2 4 10) obtenim 

< 
1/2 

x 
'dXi.si e 1/4 

dß 

1/4 
C30 

5 

Per tant, 

I < 
CMA 

E f r (« -e ( f c - l ) ) 3 ( t> tr i , ye(Jfc-lWe«-l) £ (fclji/ 

x / / ~T" da dß du dv < C31 e2  

Je(í-l) 
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Aixo significa que en el terme R£
k\ podem reemplaçar a"(X£

ß) per 
Ara considerem la següent descomposicio del pro-

ducte de les derivades de primer ordre 

dXjß dX'aß 

da dß 

ut . \c-L) i a p _ P i 4 1 3 ) 

+ 

da dß 

(dXiß 
cta V dß Ô/5 

(dXaß ^ a e ( i - l ) 
<9/? { da da 

\ (t)x',a 
V ôa cta A «/j 

d XI , I - -X- . I e(k-l)ß\ 

V da da ) \ dß dß j 

Per tot u G [e{k - 1 ),ek], v G [e(¿ - tenim 

< (u- £{k - l))2p-\v - e(£ - l))2?-1 r f —dadß 
- K K ' Je(k-\)Je{í-\) £p 

< C32£3p, 

(2 4 15) 

< CZ3(u-£(k-l))2p(v-e(e-l))2p 

De les estimacions (2 4 14) i (2 4 15) es dedueix 

K ' ^ L - » i « - . ) A " { X ¡ T T - » ' < ' - I Í ) L - v L -

< C 3 4 £ , 
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E (' (fcIL- ̂  h-» h*-» L-x 
fdXgß ^ dXgE(t~i) \ /dXgß ^ dX*t{k_^ß, |4\ 

V da da ^ dß ~ dß )\ J 

< CZ5£4 

Com a eonsequencia, nomes cal estudiar la contnbucio del primer terme 
en la descomposicio (2 4 12) Observem que 

R R d x i £ i e - i ) d x ¡ i k - i ) 0 d a d s - (x* x* ) 
U-dU-i) da dß d a d f j ~ ^ued-D-^ik-Dsie-i)) 

X (^e(k-l) V ~ Xe(k-1) £(£-1)) 

Aleshores, aplicant la desigualtat de Burkholder per dos paramétrés 

(2 3 6) obtenim 

X (^e(W) ~ ^e(k-l) e(e-l))(Xe(k-l) v ~ ^e(k-l) e{¿-1)) dudv j 

< CEÍ I JT 

V (k£)ei 

X ( / ( f e - ~ ^ ( í - i ) e(e~i)) du) 

X ( / ( ^ ^ V i ^ ' ^ V i ) ^ - ! ) ) ^ ) I ) 

E e(U2 » M«'» - duT £6 

CaeM^ E f ^ j * ( ^ ^ - X ^ ^ ^ ^ d u ) 8 ) 1 ' 2 

{kí)a \ £(k 1} 

1/2 
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Això completa la demostracio del Lema 2 4 2 • 

59 

Ara continuem amb la demostracio de la part (a) del Teorema 2 4 1 

Es compleix que 

E £Zkía(Xl{k_l)e{t_l)) (2416) 
1 \ (fe £ ) € / 

+ Ç i Z ^ - i y a i X ^ ^ M X ^ ^ , , X l S j = 0 

En efecte si e es suficientment petita les variables aleatòries 

i '*p{Xe
Si h, , XE

Sn tn) son independents de Zk ¿ i a mes a mes E{Zk¿) = 

0 i E(Zl¿) = 1 Tenint en compte (2 4 1), (2 4 2), Lema 2 4 2 i (2 4 16), 
la demostracio de la part (a) es completa 

Ara donarem la demostracio de la part (b) Hem d'estimar ( As t Uf t ) 2 -

A a t B $ t Aplicant (2 4 3) i (2 4 6) obtenim 

A stU£
st = E ^ H a ( A ^ . 1 ) £ ( w ) ) (2 4 17) 

{kt)ei 

e2
 2 

+ — 1) a ^(-^"«(Ä—l) 1)) + ^ s t s í > 

on lim E {|4) = 0 
£—•0 
Descomposem As t B

e
s t de la següent manera 

A stBU = E e2a2(X¡{k„1)e(i_l)) + Rsts,t, (2 4 18) 
(fe e)eie 

on h m E(\Rsts 11) = 0 £—>0 
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Usant (2 4 17) i (2 4 18) obtenim 

^ m ^ M í E eZki<r(Xe
elk_l)e(t_1)) 

\ (kt)£l 
£ ,rr2 / we \\2 

(k l)€l 

ja que 

- l)a/cr(x!(k-i)e(e-i))Y 

E ( { E £zke<r(X¡(k_1)£{e_l)) + --(Zle-l)o
,a{X¡{k_l)e{¿_1)] 

\ (ki)€l 
= E { E Zll^íXkk-l)e(í-l)) 

{ki)a 
e4 

+ ^Zk¿(Zl¿- 1 ) ( < / o - 2 ) D ) ) , 

l i m í í E Ù z î i - ^ ' ^ i X k k ^ e i t - i ) ) ) 
(k e) ei 10 

hm E(( E ¿(¿H- » ^ J ) ^ 0 

V ( fcoe / 7 (fc í)e/ 

Aixo completa la demostracio del teorema • 
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2 5 Problema de martingala per equa-
cions diferencials estocàstiques amb 
dos paràmetres 

Sigui P) un espai de probabilitat complert i sigui {Fst, (s, t) e 

[0,5] x [0, T]} una família de sub cr-algebres de T tal que satisfan 

(A) F00 conte tots els N € F tais que P(N) = 0 

(B) T s t Q F s t per tot s < s' 11 < t' 

(C) Tz = nz<z Fz per tot z 6 [0,5] x [0, T] on z= (s, f) < z' = (s7, t ) 

significa s < s' it <t' 

Direm que un procès Tz adaptat M = {Mz,z e [0,5] x [0,T]} 

es una martingala forta si E(\MZ\) < oo per tot 2 e [0,5] x [0,T\, 

Ms0 = M0t = 0 i 

E (A, tMs f\JrstV3rsT) = 0 per tot (s, t) < (s', t f ) 

Direm que un procés Tz adaptat M — {Mz,z e [0,5] x [0, T]} es una 

martingala si E(\MZ\) < oo per tot z e [0,5] x [0, T], Ms0 = M01 = 0 

i 

E (PIS t - Ms t\Ts t) = 0 per tot (s, t) < (s', t') 

Un procès Ts T-adaptat (un procès TSt adaptat) M = {Mz,z e 

[0,5] x [0,T]} s'anomena 1 martingala (2 martingala) si E(\MZ\) < oo 

per tot 2 € [0,5] x [0,T] i 

E (Ms t — Ms t \FS t ) — 0 (12 1) s < s',t' G [0,T] 

(E (Ms t - Ms t\Fst) = 0 per tot t < t', s' e [0,5] ) 
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Direm que un procés Tz adaptat M = {Mzz G [0,5] x [0,T]} es 
una martingala feble si E{\MZ\) < oo per tot z G [0, 5] x [0,T] i 

E (As tMs 11Ts t) = 0 per tot (s, t) < (s', t') 

Tota martingala forta es una martingala i tota martingala es una 
martingala feble Sota la condicio (D) que enuncio tot seguit, la classe 
de processos que son 1 i 2 martingales coincideix amb la classe de pro 
cessos que son martingales 

(D) Per cada (s,í) G [0,5] x [0,T] les a algebres F S t i son 
condicionalment independents donat Ts t es a dir 

E[E[Y\Fst]\FsT} = E[Y\Fst\ 

per tota variable aleatoria Y acotada i T mesurable 

A partir d'ara suposarem que la família de cr-algebres G 
[0,5] x [0,T]} satisfa les propietats (A) a (D) 

Direm que un procès estocastic a = {as t, (s , t ) G [0,5] x [0,T]} es 
creixent si 

A tas t > 0 per tot s < s', t <t' 

Es diu que un procès creixent {ast,(s,t) G [0,5] x [0,T]} es el 

compensador de la martingala forta {Xst, (s,t) G [0,5] x [0,T]} si 

E [(AstXs t ) 2 | ^ s t V ^ T ) - E(Astas t \FSÎVFST) per tot s < s', t<t' 

Sigui (O, F, P) un espai de probabilitat complert i sigui {Ts t, (s, t) G 
[0,5] x [0,T]} una família de sub a algebres de T que satisfan (A), (B), 

(C) i (D) 

Definició 2 5 1 Un Tz drap brownia es un procès W — {Wst, (s,i) G 
[0,5] x [0,T]} continu, adaptat tal que Ws0 = Wot — 0 q s i per tot 

s < s' 11 < f l'increment A stWs t es independent de Fst^ FsT Î te 

distribució normal de mitja zero i vanancia (s' — s) (f — t) 
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Teorema 2 5 2 Sigui ( X s í , ( s , ¿ ) G [0,5] x [0 T]} un procès continu 
i Ts t adaptat tal que Xs0 = Xot = 0 Les següents afirmacions son 
equivalents 

(a) X es un Ts t drap brownia 

(b) {Xj t} es una martingala forta amb compensador igual a st 

62 

(c) E [exp(0A s tX s t - —(s' - s)(t' - t))\Fst V TsT] = 1 per tot 

S < s', t < f , 0 G ® 

Demostracio La propietat (a) implica la (b) ja que 

E(&stX,t\F,TVTst) = E{&stXst) = 0, 

i 

E((AatXs , ) V . r V Fst) = E((AstXs t )
2) = (s' - s)(f - t) 

per tot s < s', t < t' 

Per tal de demostrar que (b) implica (c) introduïm el procès Yu = 

As tXu t, u G [s, S] Aquest procès es una martingala respecte a la 

familia de er-algebres {Tu T\i TSt,u G [s, S}} amb procès creixent (u -

s)(lf — t) Aleshores aplicant la formula d'Ito uniparametnca obtenim 

E(exp(0Ys - j(s' - s)(t' - t))\FsTVFst) = h 

i es compleix (c) 
Clarament (c) implica (a) 

Per a tot 6 G R, exp {9AStXs> t ) es independent de T S t V per 
tant As tXs' t es independent de Ts t V T De (c) es dedueix que la 

q2 

funcio característica de AstXs t es exp (—(s' - s)(t' - t)) i per tant 

que As tX. t es N(0, (s1 - s)(t' - t)), 
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Definició 2 5 3 Sigui x G 1 i considerem dos funcions mesurables a 
i b Sigui fi = C([0,5] x [0,T\) equipat amb la a algebra de Borel B 
Sigui x — {a;(s,í), (s,í) G [0,5] x [0,T]} el procés canonic en fi, es a 
dir x(s, t)(u) = u;(s, t) Definim Ts t = o{x(u, v), u < s, v < t} 

Una mesura de probabilitat P en B es solucio del problema de mar 
tíngala respecte de (x, a, b) si 

(1) x(s,0) =x(0,t) = x Pqs 

(2) (i) E(Astx(s',t')\TsTV Fst) = E{&8tB¿t\TsTV FSt) 

(n) E((Ast(x(s',t') - B3t))
2\FsT V Fst) 

E(AstAs t \TsTVFst) 

on Bst= [ f b(x(u,v))dudv i Ast = / [ a2(x(u,v)) dudv es a dir 
Jo Jo Jo Jo 

x(s, t) - Bs t es una martingala forta amb compensador Ast, i suposem 
que E(AST) < oo i E(Jq Jq \b(x(u,v))\dudv) < oo 

Observació La mesura de Wiener es solucio del problema de martin 

gala respecte a (0, 1, 0) 

Definició 2 5 4 Sigui x GE i considerem dos funcions mesurables a i 

b Anomenem solucio feble de l'equacio estocastica 

Xs t = x + f /' a(Xu v)dWu „+/"/"' b{Xu v)du dv) (2 5 1) 
Jo Jo Jo Jo 

a un sistema { f i P , P S T ,Wst,Xst, (s,t) G [0,S]x G [0,T]} on 

1) {Fst} es una familia de o algebres creixent en l'espai complert 

(fi,F,P), que satisfa les condicions (A), (B) (C) i (D) 

2) {Wst} es un Ts t drap browma 

3) Xs t es un procés Ts t adaptat tal que 

S T FT 

J \a2{Xuv)\dudv) < oo, j í \b{Xuv)\dudv) < oo, 

i la igualtat (2 5 1) es compleix Pqs 
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En [23], Tudor demostra l'existencia de solucio feble de l'equacio 
(2 5 1) sota les hipòtesis de que a es continu i satisfa la condicio 0 < 
ci < a2(x) < c2 per tot x e M. i b es mesurable i acotat Yeh ha 
establert en [27] l'existencia de solucio feble quan els coeficients a i b 
son continus, depenen de les variables (s, t,u) de forma progresivament 
mesurable, i satisfan una condicio d'integrabilitat 

El següent teorema estableix l'equivalència entre el problema de 
martingala i la nocio de solucio feble En [24], Tudor ha provat aquest 
resultat quan b es mesurable i acotat i a es continu i satisfa 0 < ci < 
a2(x) < c2 

Teorema 2 5 5 Fixem a,b funcions mesurables i acotades, i sigui x 6 
18. Hi ha una equivalencia entre l'existencia i unicitat de la solucio del 

problema de martingala respecte (x,a,b) i l'existencia i unicitat en llei 

de la solucio de l'equacio (2 51) 

Abans de demostrar aquest teorema donem un teorema de representació 
per martingales fortes analeg al que demostra Doob en [5] per martin-
gales amb un paramétré 

Teorema 2 5 6 Sigui {Mst, (s,t) e [0,5] x [0 ,T] ,^ t} una martin 

gala forta, continua, definida en (O,^7, P) i tal que el seu compensador 

As t(w) sigui una funció absolutament continua de (s, t) per P quasi per 

tot w Aleshores existeix una extensió P) de (0, F, P) en la qual 

esta definit un W = {Wst,^st} drap brownia i un procés mesurable i 

adaptat X = t,Fst} tal que 

i tais que es compleix P—quasi segurament 
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Demostracio 
Prenem auv = \¿-vAuv\ i = alJ2 

Si au v no s'anul la P—q s prenem 

Wst= T fa-lJ2dMu 
JO JO 

Com Ws t es una martingala forta amb compensador st aplicant el Teo 
rema (2 5 2) obtenim que (Ws t Fs t) es un drap browma 

En cas de que a(u, v) s'anul li s'ha d'estendre l'espai de probabilitat 
Prenem un drap browma {Ws t,Fst} en (fi, F, P), independent de Ms t 

Aleshores Ws t es una martingala forta amb compensador st • 

A continuacio demostrem el Teorema 2 5 5 

Demostracio 

Sigui P una mesura de probabilitat en (C([0, S] x [0 ,T]) ,B) solucio 

del problema de martingala respecte (x,a,b) Definim Yst = x(s,t) — 

x — Bst Sabem que Ys t es una martingala forta amb compensador As t 

sota P Per el Teorema (2 5 6) existeix un Fs t drap browma {Wst} en 

una extensió {tt,F,P) de (C([0,S] x [0 ,T]) ,B ,P) on f s t satisfa (A), 

(B), (C) i (D) tal que 

Prenem 

Y.t na(x(u,v))dWuv P — as (2 5 2) 

Per tant es satisfa l'equacio (2 5 1) 

Per tal de demostrar la implicació inversa, sigui {Q, F, P, Fs t)Xs t, Ws t} 

una solucio feble de (2 5 1) i sigui P la llei del procés Xs t en l'espai 
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(C([0, S] x [O,T]),B) Aleshores per tot s < s ; 11 < i' obtenim 

Ep(Astx(s',t') - j ' J* b{x(u,v))dudv\fsTV Tst) 

= Ep(As tXa t ~ Js Jt b(Xu V) du dv\fsT V Ts T) 

= E P { ¡ * jf a(Xuv)dWuv\TsTy FST) = 0 , 

i 

Ep(Astx(s',t')- j* J bixiu^ïïdudvflFsTVPst) 

= Ep(AstXs t - £ £ b(Xnv)dudv)2\FSTVFs¡) 

= EP(j* £ a2(Xuv)dudv\FsTV Fst) 

= E p U s It a 2 ( x ( u > v ) d u d v \ ^ » r V í j í ) 

Aixo completa la demostracio • 

Els resultats anteriors permeteixen establir la convergencia en dis 

tnbucio de la família X f t introduïda en la Secció 2 

Teorema 2 5 7 La distribució de 0<s<S,0<t<T} con 

vergeix feblement quan e tendeix a zero en l'espai de Banach C([0, S] x 
[0, T]) cap a la llei de l'umca solucio {X s t ,0 < s < S, 0 < t <T} de 

l'equacio integral estocastica 

Xst + 
S U Í 

cr(Xuv)dWuv + J^ (-a'a(Xuv)+b(Xuv)^J dudv 

° ° ° ° ( 2 5 3 ) 
Demostracio 

En la Secció 1 hem demostrat l'ajustament de la família de processos 



68 CAPÍTOL 2 UNA APROXIMACIO DE DIFUSIONS 

{Xst,£ > 0 } Per tant, es suficient demostrar que la distribució límit 
de tota successió feblement convergent {X£n

t,n > 1}, en j 0, coincideix 
amb la llei del procès X solucio de (2 5 3) En la Secció 2 hem demostrat 
que el límit de les succesions es solucio del problema de martingala 
determinat per (x, a,b + \aa'), es a dir, 

on 

E(&st(Xst -Bs t)\TstVJrsT) = 0 

E((A s t (X s t - Bs t)f - AstAs t \TSt VFst) = 0 

B s t = lo lo ^ + b("Xu du dv 

Per el Teorema 2 5 5 Xs t es una solucio feble de (2 5 3) • 
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2 6 Aproximacio d'una classe d'equacions 
hiperbòliques 

Podem estendre el resultat d'aproximacio de la secció anterior a la classe 
tancada d'equacions, que ha estat tractada per Hajeck en [9] Utilitzem 
les notacions de la Secció 2 2 2 Considerem l'equacio 

rS r t Q Y - QY 

n - U ^ i t r i Z r * ' * t 

= - [' f F·-í„,,v)dY:1jiv.dv+ f fuY>„)iudv (2 64) 
£ JO JO JO JO 

T e o r e m a 2 6 1 Siguin a,b ice C® ( l ) Suposem Vs compleix (2 6 4) 

Si h G C 4 ( l ) , / i (0) = 0 i h! es estrictament positiva i acotada, Xe = 

h(Ys) tambe satisfa una equació del tipus (2 6 4) 

Demostracio 

Prenem X e = h(Ye) Aleshores y £ = g(X£), per h'1 = g 

Escrivim l'equacio (2 6 4) en funció de X£ 

= - f [tFe(u,v)cog(Xe
uv)dudv+ f fbog{Xlv)dudv 

£ Jo Jo JO JO 

Desenvolupant els termes 

P Áaog)9°-g\(ve ,dX*vdX£
v 

Jo Jo 9 - ( i' du dv 

J-Fe{u,v)C-^-{XU - b-^-(Xe
uv))dudv = 0 

£ g g 

Com g' > 0 

Xst~Jo Jo ? )( uJ du dv 
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£ 9 9 
es a dir Xe = h(Y£) compleix una equació de tipus (2 6 4) Ara veurem 
que podem transformar una equació (2 6 4) en una de tipus 

z*t=7 r ítF£(u,v)a(Ze
uv)dudv+ f f p(Z£

uv) dudv, 
£ JO Jo Jo Jo 

Aplicant el Teorema 2 6 1 només cal pendre Z£
t — h(Yft), amb h = g'1  

tal que 

(a o g)g>2 - g" = 0, 

es a dir prenem 
h(0) = 0 i h'{x) = exp(- J0

X a(s)ds) i obtenim tr = = (ch,') o /i"1 

= (bh') o h~l 

Teorema 2 6 2 La distribució de {Yft, 0 < s < S, 0 < t < T} con 

vergeu feblement quan £ tendeix a zero en l'espai de Banach C((0,5] x 
[0,T]) cap a la llei de l'unica solucio {Ysí,0 <s<S,0<t<T} de 

l'equació integral estocastica (2 2 14) 

Y - a{Y) - ( Y - Y ) - b(Y) p - c(Y) -W = 0 

Demostracio 

Per el Teorema 2 5 7 La distribució d e { Z f t l 0 < s < S , 0 < í < 
T} convergeix feblement quan £ tendeix a zero en l'espai de Banach 
C([0, S] x [0,T]) cap a la llei de l'unica solucio {Zst,0 < s < S} 0 < 
t < T} de l'equacio integral estocastica 

Zst = £ f a(Zu v) dWu v+ J* £ (ja'o(Zuv) + p(Zuv)) du dv 

° ° ° ° (2 6 5) 

i Ye = g(Z£), per tant la distribució de {Y/ t,0 <s<S,0<t<T} 

convergeix feblement a la distribució de {g(Zst), 0 <s<S,0<t< 

T}, i per la Proposicio 2 2 10, g(Z) compleix l'equacio (2 2 14) • 
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