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INTRODUCCIÓ 

Els processos estocàstics amb paràmetre multidimensional, tam-

bé anomenats camps aleatoris, apareixen en l'estudi estadístic de 

fenòmens que evolucionen depenent de n variables (n> 1). Per exem-

ple, en un flux turbulent con l'atmosfera, la temperatura o la pre-

ssió en un punt depèn de les seves tres coordenades i del temps 

(vegeu Yaglom [104], [105], que remet a una àmplia bibliografia a 

partir dels anys 30); o bé en agronomia en prendre mesures sobre 

un camp (vegeu Guyon-Prum [35]); o la propagació d'ones electro-

magnètiques a través d'un medi aleatori. 

En l'estudi teòric d'aquests processos, les propietats més im-

portants dels processos estocàstics ordinaris que depenen de l'or-

dre del conjunt d'índexs: la propietat de Markov i el caràcter mar-

tingala, es transfereixen amb més o menys dificultat al cas multi-

dimensional. En la situació ordinària, la propietat de Markov esta-

bleix la independència entre el passat i el futur si hom coneix el 

present; en el cas n-dimensional, Lévy (vegeu [52]) identifica el 

present amb una superfície n-1 dimensional que divideix l'espai en 

dues parts, que s'anomenen passat i futur, i la propietat de Markov 

s'estableix exigint una independència condicional com l'anterior. 

D'altra banda, es poden donar distintes definicions de procés de Mar-

kov on intervingui l'ordre parcial natural de i les distintes no-

cions de "passat" que s'hi poden introduir (vegeu, p.e., Nualart-Sanz 

[78], Lefort [49]). No ens ocuparem pas d'aquesta qüestió. 

Si bé la propietat de martingala s'estén de manera immediata 

a un procés indexat per un conjunt parcialment ordenat (vegeu 

Krickeberg [44] (1956), Chow [22]), l'estudi de les martingales 

amb paràmetre multidimensional no cobra vida fins els treballs de 
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Cairoli [8] (1970), [9] i [10] i, especialment, els de Wong-Zakai 

[95] (1974) i Cairoli-Walsh [15] (1975), en els quals la teoria es 

comença a mostrar madura i amb futur. Des dels anys 50 (vegeu Itô 

[43], Yeh [106]) es comptava amb una generalització del moviment 

brownià, anomenada posteriorment procés de Wiener n-dimensional 

o drap brownià si n=2 (que cal no confondre amb el procés brownià 

amb paràmetre n-dimensional introduït per Lévy, cfr. [52]), definit 

en el cas bidimensional com un procés { W , (s,t) € IR̂  J gaussià, 

centrat i amb covariancia E[W W , , ]= min(s,s')min(t,t'). Wong-

Zakai [95], utilitzant integrals estocàstiques de dos tipus (l'una, 

generalització natural de la integral d'Itô, fou introduïda per 

Cairoli [9] i [11] , i 1'altra, anomenada integral estocàstica do-

ble, fou introduïda per ells en aquest article), estenen un conegut 

resultat d'Itô [43] i Clark [18] , i demostren que tot funcional 

del drap brownià de quadrat integrable i, doncs, tota martingala 

afitada en L^ respecte a la filtració natural del drap brownià, 

s'expressa com a suma d'una integral estocàstica simple i una doble. 

L'important article de Cairoli-Walsh [15] està motivat per 

l'estudi dels processos holomorfs, aixó és, processos que, en un 

cert sentit, tenen derivada respecte del drap brownià. Ara bé, la 

primera part d'aquest llarg article està dedicada a construir un 

càlcul estocàstic bidimensional, però no sols respecte al drap 

brownià, sinó amb martingales afitades en L^. Aleshores defineixen 

integrals simples, dobles i de línia, i demostren un teorema de 

Green que relaciona les integrals de línia i de superfície. 

A partir d'aquell moment, la teoria avança combinant dos 

fronts: D'una banda estendre a dos paràmetres els resultats del 

cas unidimensional : construir una teoria general de processos, loca-

lització, desigualtats de Burkholder, fórmula d'Itô; d'altra banda, 
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analitzar les noves definicions i conceptes que ha fet falta anar 

introduint: diferents tipus de martingales, distintes variacions 

quadratiques,... 

En aquesta segona línia de recerca s'inscriu aquest treball. 

Estudiarem, en concret, els següents dos aspectes de la teoria de 

processos amb dos paràmetres: 

(i) La martingala M*N: En la fórmula d'Itô per a martin-

gales amb dos paràmetres (cfr. Chevalier [21], Nualart [75]), si 

f és una funció real de classe C^ i M = {m , z e IR̂  | martin-

gala contínua afitada en , l'expressió de f(M ) es distingeix 

del cas unidimensional (a part de la intervenció de derivades de 

f de 3r. i 4t. ordre), en què apareix una nova martingala M (i les 

seves variacions <M,M> ) que és el límit de productes d'increments 

horitzontals i verticals de M. Quan es tracta de la formula d'Itô 

multidimensional, en l'expressió de F(M^,...,M") apareixen termes 

M^M^ que compliquen notablement el càlcul. Aquesta dificultat s'evi-

ta definint una nova martingala M*N de manera que MN sigui la si-

metritzada de l'operació * . S'estudien les propietats d'aquesta 

operació, així com la seva relació amb la mesura Jj,̂  de Cairoli-Walsh, 

Jĵ ĵ  de Guyon-Prum i les integrals dobles de les funcions d'angle. 

També calculem la variació quadràtica de M*N. 

(ii) Relacions entre distints tipus de martingales: Ja 

en les primers articles de Wong-Zakai i Cairoli-Walsh es veu la 

necessitat de considerar distints tipus de martingales: Amb varia-

ció independent del camí (i.d.c.), fortes, febles, 1-martingales, 

etc.. Cairoli-Walsh [15] plantegen l'hipòtesi que les martingales 

contínues afitades en L^ fortes i amb variació i.d.c. coincideixen. 

Nualart [70] demostra, trobant un contraexemple, que aquesta con-
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jectura era falsa. Nosaltres estudiem les relacions entre les mar-

tingales i.d.c. i les martingales que tenen la variació <M,M> ze-

ro. El resultat general més interessant que hem obtingut és el 

següent; Tota martingala contínua, afitada en L^, nul.la sobre els 

eixos i amb variació i.d.c., té variació <M,M> nul·la. 

El primer capítol conté les definicions i resultats generals 

de processos amb dos paràmetres que s'utilitzen al llarg de la me-

mòria. Es tracta de propietats conegudes i es donen sense demostra-

ció. En una segona part es presenten -lleugerament modificats- els 

resultats de Doléans [27] i Stricker-Yor [87] sobre càl̂ rul esto-

càstic dependent d'un paràmetre, també d'ús constant en tots els 

capítols posteriors. 

En el segon capítol hem agrupat els resultats generals sobre 

martingales contínues amb dos paràmetres que hem obtingut: estu-

di de les martingales M*N, càlcul de <M*N> i el teorema citat 

abans, que estableix la relació entre les martingales i.d.c. i 

<M,M> = 0; així com les seves conseqüències per al temps local. 

En el tercer capítol fem un estudi de les filtracions produc-

te de dues filtracions generades per brownians multidimensionals 

independents. S'hi obtenen teoremes de representació de martinga-

les afitades en L^ i de martingales locals. 

El quart capítol està dedicat al càlcul de M quan M es una 

martingala afitada en L^ respecte a la filtració introduïda en el 

capítol anterior. Hi estudiem en quins casos, si <M,M> = 0, llavors 

M té variació i.d.c.; L'existència de contraexemples en determina-

da filtrac io producte, permet de construir—ne un en la filtració del 

drap brownià. 
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CAPÍTOL I 

MARTINGALES AMB PARÀMETRE BIDIMENSIONAL 

En la primera part d'aquest capítol (§1 a 14) presentem quasi 

tots els resultats generals de martingales amb paràmetre bidimensio-

nal que utilitzarem al llarg de la memòria; no els exposem tots aquí 

ja que en alguns casos és més senzill i adient introduir-los en el 

moment en què fan falta; d'altra banda, hi ha més resultats dels ex-

plícitament utilitzats al llarg del treball, però els hem inclòs 

per donar una visió més global de la teoria i, especialment, per fer 

aquest capítol més fàcilment llegible sense necessitat de recórrer 

a les referències originals. No es donen les demostracions perquè 

es tracta de propietats conegudes i sols s'indiquen les referències 

on es troben demostrades o que porten més informació sobre les ma-

teixes . 

En la segona part (§15) exposem els resultats de Doléans-Dade [27] 

i Stricker-Yor [87] sobre càlcul estocàstic dependent d'un paràmetre, 

lleugerament modificats ja que nosaltres considerem una mesura en 

l'espai dels paràmetres. 

§ 1: Notacions. Filtracions i processos. 

Considerarem en l'ordre parcial usual: 

(s,t) < (s',t') si s^s* i t<t', 

i 1'"ordre reforçat" 

(s,t) < (s',t') si s<s' i t<t', 

que permeten definir els distints tipus d'intervals: si z,z'e]R2̂  

z<z', ]z,z'] designarà el conjunt {çeK^ . z<ç<z'} , i de forma anà-

loga es defineixen [z,z'] , [z,z'[ i ]z,z'[ . Anomenarem rectangle 
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a tot interval de la forma ]z,z'] , i un rectangle com ]0,z] el 

designarem per R . 
z 

Sigui (í2,F,P) un espai de probabilitat complet (que considera-

rem des d'ara fixat, però que és arbitrari). Un procés estocàstic 

amb paràmetre bidimensional X = {x , z€A }, Ac]r2, és una família 

de variables aleatòries sobre (ß,F) indexades per un subconjunt A de 

IR̂ . (Escriurem també X(z) per X ). Ens limitarem, com és usual ia 
^ — 

que no suposa pèrdua de generalitat, al cas en què Ac]r2^, on IR̂ ^ de-

signa el primer cuadrant del pla: IR̂ ^ = [ 0,oo[ >{0;x>[ . 

Direm que un procés X = {x^, zelP.̂ J és separable si existeix 

un subconjunt numerable S de TR̂ ^ -anomenat conjunt separador- i un 

conjunt N de probabilitat zero tal que si w^N, per tot zelR̂ ^ 

= n {X,, (cü), z'e Ans 
AeMz) ^ 

on Á{z) és la família de oberts de IR̂ ^ que contenen al punt z. 

El resultat fonamental de Doob que estableix l'existència de 

modificacions separables d'un procés unidimensional s'estén al cas 

bidimensional (cfr. Millet-Sucheston [67] ). 

Si X = {x^, ze3R2̂ } és un procés estocàstic, l'increment rectan-

gular de X sobre el rectangle ]z,z'] , z,z'e]R2^ , z= ( s, t ) <z ' = ( s ' , t ' ), 

és la variable aleatòria X(]z,z']) definida per 

X( >,z' ]) = X(s',t') - X(s',t) - X(s,t') + X(s,t). 

(S'acostuma també a designar l'increment rectangular anterior per 

^^ ^^ ambigüitat en l'escriptura. Noteu que si 

X és nul sobre els eixos, aixó és, si X^^ = x^. = 0 per tot (s,t)e]R2 
S O O "C + 

aleshores X(]0,z]) = x(R ) = X . 
z z 

Com que quan un rectangle ]z,z'] es divideix en reunió disjunta de 

dos ]z,z^] i ]z",z'] tenim 
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X(]z,z']) = X(]z,z^]) + X(]z",z']), 
aleshores X com a funció de conjunt s'estén a una funció finitament 
additiva sobre l'àlgebra de les reunions finites dis juntes dels rec-
tangles de 

Considerarem també una família {f , zelR̂  } de sub-a-àlgebres — z • 
de F. Designarem per F^^,o per F^,la a-àlgebra reunió F^^ (la 
doble notació és, en aquest capítol, convenient, ja que si bé l'es-
criptura F^^ és més transparent car expressa clarament el fet que 
la filtració {Eĝ ô̂  selR és independent de t, F^ és més unifica-
dora i ens permet de considerar la filtració anterior com una a dos 

^ f 1 0 paràmetres {f^, ze]R2̂ } ). Anàlogament, designarem per F^^iO per F^, 
la a-àlgebra F^^ . Suposarem sempre, a menys que especifiquem 
el contrari,que es compleixen les anomenades condicions habituals: 

(FI) La família de sub-a-àlgebres és creixent: 
Si z^z • , F c F ,. =z =z ' 

(F2) F^ conté tots els subconjunts de F de P-mesura zero 
(i, doncs,totes les a-àlgebres F són completes). 

(F3) La família de sub-a-àlgebres és contínua per la dreta: 
Per tot z, F = n F ,. =z z<z'=z' 

1 2 (F4) Per tot z, les a-àlgebres F i F són condicionalment z z 
independents donada F^. 

A la família {'E:z' l'anomena filtració amb paràmere 
bidimensional (o simplement filtració) sobre (fi,F,P). Els exemples 
clàssics de filtracions que compleixen totes les condicions són els 
següents : 

1) Filtració producte: Considerem dues famílies indepen-
dents {F^, S6TR_|_} i {F^, t€]R_̂ } de sub-a-àlgebres de F que com-
pleixinles condicions habituals (a un índex) i definim F com — O w 

1 2 
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2) Filtració associada a un procés amb increments indepen-

dents: Sigui X = {x^, un procés amb increments independents 

(aixó és, nul sobre els eixos i si els rectangles 

són dos a dos disjunts, aleshores X(]z^,zj]),..., són 

independents), continu per la dreta en probabilitat. Designem per 

=z mínima a-àlgebra que fa mesurables totes les variables aleatò-

ries X^,, z'áz, i definim F^ com la P-completació de F°. 

OBSERVACIONS 1.1 

1) La condició F4 va ser introduida per Cairoli [9] i anomena-

da F4 a partir de Cairoli-Walsh [15] . 

2) Una condició equivalent a F4 és que per tota variable alea-

tòria afitada X i per tot (s,t)e]R2̂ , 

E[X|F |F = E[X F , ' =SOO I =oot-' =st 

és a dir, les esperances respecte F^ i F ^ commuten. A causa d'aixó = Soo =co t 

també s'anomena condició de commutació (cfr. Meyer [64]). 

3) De F4 es dedueix fàcilment que F n F = F . = Soo =oot st 

4) La hipòtesi F4 es troba en els fonaments de la teoria de 

les martingales a dos índexs. Si bé es posible construir exemples 

de filtracions sense F4 amb propietats prou bones (Cfr. Mazziotto-

Szpirglas [55] ), d'altres exemples com el de Dubins-Pitman [29], 

on construeixen una martingala uniformement afitada divergent, po-

sen de manifest la necessitat d'imposar condicions auxiliars a la 

filtració per a l'obtenció de quasi tots els resultats importants. 

5) Al mateix temps que necessària, F4 estableix una diferència 

important amb els processos d'un índex: F4 no es conserva,en gene-

ral, si es canvia la probabilitat P per una d'equivalent. (Malgrat 

tot, es poden estudiar teoremes de tipus Girsanov prou generals, o 

bé restringir-se a canvis de probabilitat que conserven F4 -se'ls 
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anomena canvis de probabilitat ortogonals.Vegeu en aquest respecte, 

Wong-Zakai [99], Guyon-Prum [331 , [35] , Nualart-Sanz [79] , Hajek-

Wong [37]. 

PROPOSICIÓ 1.2 

:E2R 

(i) Les filtracions a un paràmetre {Fg^, s€]R_̂ } 

compleixen les condicions habituals. Recíprocament,do-

nades dues filtracions a un paràmetre {F^, se]R ~ S 

que compleixin les condicions habituals i tais que les esperances 

1 0 
condicionades E[• IF ] i E[• F^] , ,  

-s — =t commuten per tot s,t ; alesho-

f i 1 ^ 
res la filtració |F , zelR̂  } definjda per F = F n compleix 

les condicions habituals. 

(ii) Les filtracions a dos paràmetres ÍE^' 

2 
i i^z' compleixen les condicions habituals. 

La demostració de la primera part de (i) es troba a Zbaganu-

Zhuang [102], la segona és de Meyer [ 64]. 

(ii) és una conseqüència obvia de (i). 

Designarem per la a-àlgebra de Bórel sobre Direm 

que un procés "Insurable si l'aplicació  

^ M 

és B(IR2^)®F -mesurable. Direm que {x^, zeJR̂ }̂ és adaptat a 

{f„, ze]R2 } (i ens limitarem a dir que {x ,F , ze]R^ } és adaptat) z + z —z + 

si per tot z, X^ és |^-mesurable. Direm que és 1-adaptat (respecti-

1 2 vament 2-adaptat) si X és F -mesurable (resp. F -mesurable). De la Z — 2 — Z 

condició F4 es dedueix que un procés és adaptat si i sols si és 1 i 

2-adaptat. 

Direm que un procés ix^, zelR̂ }̂ és integrable si cada variable 

aleatòria X^ ho és: E[ |x̂ |]<«' , per tot zelR̂ .̂ 
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§2: Martingales 

La generalització més natural del concepte de martingala per a 

processos amb paràmetre bidimensional és la següent: 

DEFINICIÓ 1.3 : Direm que el procés M = (m^, Z€]R2̂ } és una martingala 

respecte la filtració {F , zelR̂  } ¿irem que M ={M , F , ze]R } 
2 Z ^ 

és una martingala)si : 

(1) M és adaptat. 

(2) M és integrable. 

(3) Si z<z', E[M ,|F ] = M . z — z z 

En el cas unidimensional la condició de martingala es pot ex-

pressar com 1'ortogonalitat de l'increment (lineal) del procés en un 

punt amb la filtració en aquest punt: el procés X = (x ,F , te]R } 

adaptat i integrable és una martingala si per t<t', E[X ,-X |F ]= 0. 

Aixó suggereix una altra definició de martingala a dos índexs uti-

litzant el concepte d'increment (que ara serà rectangular): 

DEFINICIÖ 1.4 : Direm que el procés M = {m ,F ,Zfc]R2 } és una 
z ~ z 

martingala feble si : 

(1) M és adaptat. 

(2) M és integrable. 

(3) Si z<z', E [ M ( ] z , z ' ] ) = 0. 

Òbviament, tota martingala és una martingala feble. 

Ens referirem també a la següent noció, que expressa la propie-

tat que un procés, fixat un índex, es comporti com una martingala 

respecte a 1'altre índex. (En realitat la condició és una mica més 

forta) 

DEFINIC Ió 1. 5 : Direm que el procés M = {m ,F , Z€]R2 } és una 
Z Z "t" 

1-martinqala si : 
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(1) M és adaptat. 

(2) M és integrable. 

(3) Per a qualsevol t fix, el procés {M ,F selí } és 
S L. S L. 

una martingala. 

Anàlogament es defineix 2-martingala. 

Aquesta definició és la de Meyer [64] i la de l-martingala adap-

tada de Wong-Zakai [96]. És diferent de la de Cairoli-Walsh [15], que 

exigeigen que M sigui F^ adaptada, integrable i E[M(]z,z']) F^]=0 
Z —Z =2 

per z<z'. Aleshores M és una l-martingala segons la definició 1.5 

si i sols si ho és en el sentit de Cairoli-Walsh i, a més, és adap-

tada i se]R_̂ } és una martingala per algun t fix. 

Tenim les següents propietats: 

PROPOSICIÓ 1.6 : (i) Un procés és una martingala si i sols si és 

una 1 i 2-martingala. 

(ii) Tota i-martinagala (i=l,2) és una martingala 

feble. 

(iii) Un procés és una martingala feble si i sols 

si es pot descomposar com suma d'una l-martingala i una 2-martinga-

gala. La descomposició no és única. 

La demostració de (i) és de Cairoli-Walsh [15] i utilitza F4. 

(ii) és trivial. 

(iii) està demostrat per Wong-Zakai [96]per a una martingala 

feble indexada per un rectangle R , i estés per Meyer [64] a una 

martingala indexada per per enganxament ("recollement"). 

Utilitzarem també la següent notació: si X = {x , zelR^ } és 
Z 

procés, per a qualsevol t fix, X designarà el procés uniparamètric un 
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Xg^, se]R . Cal notar que degut a F4, si M és una l-martingala, 

el procés M és una martingala respecte la filtració ÍF , se]R }. 
• L. ~ + 

Anàlogament es defineix X 
s • 

Una altra generalització del concepte de martingala té en 

compte el fet usual d'interpretar en una filtració uniparamètrica 

F^, te]R_j_} el pai-àmetre t coro el temps i F^ com la a-àlgebra cons-

tituïda pels successos anteriors a l'instant t. En traslladar aixó 

a dos paràmetres s'obté la definició de martingala feble, prenent 

F^ com el "passat" del punt z. Però l'absència d'ordre total a DR̂ ^ 

ens permet definir un altre "passat": anomenarem passat ampli del 

punt z, i el designarem per F*, al conjunt de tots els esdeveniments 
~ z 

que no estan en el futurde z; concretament: 

F* = V F , = F^ V F^. 

z^z' 

La filtració {F*, Z€]R2̂ } compleix F1,F2 i F3. Tenim la següent defi-

nició : 

DEFINICIÓ 1.7 : Direm que una martingala M = {M ,F , Z€]R2 } és una 

martingala forta si per z<z', E[M(]z,z'])|F*] = 0. —z 

També en aquest cas utilitzem la definició de Meyer [64], Cairoli-

Walsh [15] donen com a definició de martingala forta la d'un procés 

adaptat, integrable, nul sobre els eixos i amb E[M(]z,z'])|F*] = 0. 
z 

Si el procés no és nul sobre els eixos, la condició E[M(]z,z'])|F*]=0 
z 

no és suficient perquè M sigui una martingala; caldria exigir, a 

més, que els processos {¡^gO'EsO' +1 ^ í^0t'=0t' ^ ^ ^ f o s s i n 

martingales. 

En l'exemple 2 de de les filtracions que compleixen F4, hem 

considerat un procés X ={x , z e]R2 } increments independents i 
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continu per la dreta en probabilitat, i {F , zeM^ } la P-completa-

ció de la seva filtració natural. Si X és adaptat i centrat, llavors 

és una martingala forta. 

És molt interessant l'estudi de Zbaganu-Zhuang [102] de les 

filtracions on totes les martingales són fortes (l'anomenen propie-

tat F5) i demostren que una filtració {F , zelR^ l compleix F5 si i 
— Z "4" 

sols si existeix una filtració uniparamètrica ^ } que com-

pleix les condicions habituals i dues famílies estrictament creixents 

i 

que : 

T^, t€]R amb o = inf o (anàlogament per t^) tals 
s<q ^ 
qeQ 

= H =St 

Amb cada definició de martingala tenim les corresponents sub i 

super-martingala. Les que utilitzarem més seran: 

DEFINICIÓ 1.8 : Direm que un procés M = {m ,F , zeJR^ } adaptat i 
Z ~ Z "I" 

integrable és 

(1) Una submartingala feble si per z<z', E[ M(]z,z'])|F 
~ z 

(2) Una submartingala si per z<z*, E[M ,|F ]>M 
Z — Z z 

(3) Una submartingala forta si és una submartingala i 

per z<z', E[M(]z,z'] ) |F*] >0. 
z 

Òbviament, (3) implica (1) i (2). 

Per p^l, direm que una martingala M = {M , F , zejR^ } és de L^ 
Z "—Z "4* — — — 

(o que és una L^-martingala) si per tot z, E[|M |P]<Œ. Direm que 
Z 

^ afitada en L^ si sup E[ |M^|P]<OO .(Suposem que M és separable) 
ze]R2 2 
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OBSERVaCIÖ 1.9 : Si la martingala M està indexada per un rectangle 

, M = {ñ, F , zeR z' =z' , les definicions de "martingala de L P.. 

"martingala afitada en L^" coincideixen, i n'hi ha prou amb exigir 

E[ . Quan la martingala està indexada per IR̂ ^ ambdues no-

cions no són iguals; i no utilitzarem l'expressió "martingales de 

quadrat integrable" que alguns autors defineixen com a martingala 

de L^ i d'altres com a martingala afitada en L^. 

Finalment, direm que la martingala M = {M ,F ,ze3R2 } és afitada 

en LloqL si sup E[|M | log"*" | M | ] «» . 

§3: Desigualtats i convergències 

Un dels resultats inicials que va permetre l'estudi de les mar-

tingales amb paràmetre multidimensional va ser l'important treball 

de Cairoli [8] que estén les desigualtats de Doob al cas multidimen-

sional : 

TEOREMA 1.10 : Sigui M = zbM^J una martingala separable. 

Aleshores : 

(i) Per tot A>0 

P {sup|M^|^X}á ^ +^supE[|M^|log·'|M 

(ii) Per tot p>l 

2p 
|M E[sup|M jP]^ i-^] sup E[ 

z ^ P"-*- Z 

(iii) ̂  M és forta, per tot X>0 

p{sup|M l^X} ^ 13 sup E[1m 

Pi 
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La demostració de (i) i (ii) (que s'anomenen desigualtats 

de Cairoli-Doob) quan la martingala està indexada per una part nu-

merable de és de Cairoli [8], i consisteix en aplicar dues de-

sigualtats de Doob consecutivament a un índex i a 1'altre. Es poden 

estendre a una martingala indexada per mitjançant un raonament 

estàndard prenent una successió creixent de parts finites d'un sub-

conjunt dens i passant al límit. 

La demostració de (iii) és de Walsh [90]. Vegeu també Cairoli[13] 

OBSERVACIONS 1.11 

1) Les desigualtats (i) i (ii) són també vàlides per sub-

martingales positives. La desigualtat (iii) és vàlida per a submar-

tingales fortes positives amb una expressió anàloga si la submartin-

gala és nul·la sobre els eixos, o una expressió més complexa en el 

cas general, (cfr. Millet El]). 

2) Sigui ^ ]R una funció creixent, nul. la en el 

zero, contínua per la dreta i amb F(x)>0 per x> 0. Direm que F és 

moderada si existeix un nombre a> 1 tal que 

F(ax) ̂  sup . 

x>0 ^^^^ 

Si la funció F és còncava, aleshores és moderada, ja que 

per tot 1 el suprem anterior és menor o igual a a . 

Si el suprem és estrictament menor que a és diu que la 

funció F és lenta. 

Si F és convexa, amb derivada per la dreta f, perquè F 

sigui moderada cal que el nombre 

P = sup 
x>0 ^^^^ 

sigui finit ( p s'anomena 1'exponent de F). La funció F(x) = x^, 
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amb pèl és lenta, amb exponent p. Si la funció F és convexa moderada 

i compleix 

5 = inf í f W > 1 
x>0 

es diu que F és una funció de Young. 

(Hem seguit la nomenclatura de Lenglart-Lepingle-Pratelli 

[51]. Meyer [64]de les funcions que hem anomenat de Young, en diu 

moderades i comoderades). 

Aleshores l'extensió de Dellacherie [24] de les desigual-

tats de Doob per a funcions de Young permet a Meyer (cfr. [64]) la 

següent generalització de (ii): 

(ii') Si F és una funció de Young i q el conjugat de p, 

aleshores 

E[F(sup|M^|/q2)] g sup E [ F ( ) ] . 
z z z 

Vegem ara la qüestió de la convergència: Cal distingir entre 

les convergències en probabilitat i L^, i la convergència quasi se-

gura (abreujadament, q.s.). Els resultats de convergència en proba-

bilitat i en L^ s'obtenen de manera molt general per a martingales 

indexades per conjunts filtrants (cfr. Helms [39], Neveu [68] , 

Walsh [89]), ja que si tenim una successió generalitzada ("net") en 

un espai mètric complet, la convergència de Moore-Smith pot reduir-

se a la convergència de les successions ordinàries que s'obtenen 

considerant tots els subconjunts d'índexs totalment ordenats. 

La convergència q.s. és molt més delicada, ja que no és metritzable 
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i l'argument anterior no pot utilitzar-se. D'altra banda, l'exemple 

citat anteriorment de Dubins-Pitman ([29]), o d'altres exemples clà-

ssics^ mostren la necessitat d'afinar més els raonaments. En general, 

perquè una martingala indexada en ün conjunt filtrant, afitada en 

L^,convergeixi q.s. cal exigir que la filtració compleixi la "con-

dició de Vitali": Si T és un conjunt filtrant i {F^, teT} una famí-

lia filtrant creixent de a-àlgebres, direm que compleixen la condi-

ció de Vitali si per tota família {a^, t€T} de conjunts A^eF^ i 

per tot e>0, existeix un nombre finit d'índexs t^,t2,..•t^eT i con-

junts B^ e F^ disjunts dos a dos, tals que 

i 
< PIA - U B^ s e 

on A = ess lim sup A . (cfr. Krickeberg [44], Neveu [68], Walsh [89]). 
t€T 

Aquesta condició,que es compleix quan el conjunt d'índexs és 

totalment ordenat, és en general difícil de comprovar. D'aquí resul-

ta la importància de la conseqüència que Cairoli ha tret de les se-

ves desigualtats: Tota martingala indexada per IR̂ ^ afitada en LlogL 

convergeix q.s.. Agrupant els resultats sobre els distints tipus 

de convergències tenim: 

TEOREMA 1.12 : Sigui M = {m^'EZ' una martingala separable. 

Llavors: 

(i) ̂  M és uniformement integrable, convergeix en L^ a una 

variable aletòria M^ que tanca la martingala. 

(ii) ̂  M és afitada en L^ (p>l), la convergència anterior 

té lloc en L^. 

(iii) ̂  M és afitada en LlogL, M convergeix q.s. a Mœ . 

(iv) ̂  M és forta i afitada en L^, M convergeix q.s. 

La demostració de (i) i (ii) es troba a Helms [39], o Walsh [89] 

La de (iii) a Cairoli [8]. La de (iv) a Walsh [90]. 
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OBSERVACIONS 1.13 

1) Cairoli [8] mostra amb un contraexemple que a (iii) no 

es pot canviar afitació en L logL per afitació en L^. 

2) (i) i (ii) són vàlides també per supermartingales (cfr. 

Walsh [89]). 

3) (iv) és vàlida per submartingales fortes uniformement 

integrables (cfr. Millet [66]). 

4) Es possible donar condicions suficients més generals 

per a la convergència quasi segura. En efecte, per al cas discret 

Ledoux [48] reprèn la propietat clàssicade convergència q.s. d'es-

perances condicionades (vegeu p.e. Blacwell-Dubins [5], Lipster-

Shiryayev [53], o Sucheston [88] que la demostra amb operadors sobre 

espais d'Orlics) següent: " Si {Y^, me IN}és una successió de varia-

bles aleatòries majorades, amb Y integrable, que convergeix 

q.s. a Y^ i {G^, nelNjés una família creixent de sub-a-àlgebres de F 

^ ^ IN ~ =00 ' aleshores el procés de dos paràmetres {E[Y |G ], (M,N)EIN2} 
n m -n 

convergeix q.s. a E[Y^|G^] quan m i n tendeixen a infinit". D'aquí 

Ledoux dedueix: "Sigui M = =mn' una martingala i 

una l' -martingala (aixó és F^^-adaptat, integrable i tal que per n fix 

'^mn'^mn' sigui una martingala; si es compleix F4, 1-martinga-

la implica l'-martingala); en una filtració que compleixi FI a F3, 

tal que per tot n, la família melN } sigui uniformement inte-

grable i sup E [sup . Aleshores, M convergeix q.s." 
m n 

Aquesta condició inclou, sota F4, el resultat següent: "Per-

quèla martingala M convergeigi q.s. és suficient que es compleixi una 

de les següents condicions: 

a) E [sup IM I ] < 0° . ' mn ' m, n 

b) E [ log'̂ lM̂ Î ] < 00 . mn 
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c) E [S(M)] on S(M) és la variació quadràtica de M: 

0 0 OD 
S(M) = ( I I (M(m,n)-M(m-l,n)-M(m,n-l)+M(m-l,n-l))2 ) ^ 

in=l n=l 

5) De manera evident es defineixen les martingales inverses 

amb paràmetre bidimensional, i s'obtenen uns teoremes anàlegs al 

1.12 ((i),(ii) i (iii)). (cfr. Gut [31], Walsh [89]). 

Per p^1 designarem per M^ el conjunt de les martingales 

M = {m , F , Z€]R^ } continues per la dreta i afitades en L^. Fixat 

un punt z^ de , M^Cz^) designarà el conjunt de les martingales 

M ={m , F , z e [0,z ] }continues per la dreta i tais que E[ |M <oo. 
Z ~ Z O 2 

o 

(El sentit just del terme "continu per la dreta" l'especificarem 

al següent paràgraf). 

Designarem per M^ el subconjunt de M^ format per les martinga-

les de M^ contínues i per M^ el subconjunt format per les martinga-

les fortes. 

A M^ (i òbviament a M^(z^)) podem definir un producte escalar 

mitjançant les variables terminals de les martingales: Si M,N són 

de M^ definim el producte 

(M,N) = E[MJJ^], 

que indueix una norma 

llMll = 

Tenim el següent resultat: 

PROPOSICIÓ 1.14 : M^ amb la norma anterior és un espai de Hilbert;  

^c i ^f són subespais tancats. 
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§4 ; Regularitat 

Dellacherie-Meyer afirmen en [25], pag. 71, que l'existència 

de versions contínues per la dreta i amb límits per l'esquerra d'una 

supermartingala indexada per 3R és potser el resultat més important 

de tota la tearia dels processos estocàstics en temps continu. Un 

resultat anàleg, però molt més feble, per martingales a dos paràme-

tres ha costat molt de trobar. En efecte, des de Cairoli-Walsh [15] 

sols se sabia que si la fitració era la induïda per un drap brownià, 

tota martingala afitada en L logL tenia una versió contínua, i aquest 

resultat no es podia estendre a una martingala afitada en L^, perquè 

hi havia martingales afitades en L^ amb discontinuïtats de tipus 

oscil.latori i doncs sense una versió contínua per la dreta. El pro-

blema restà obert; sols resultats parcials foren assolits, així per 

exemple Walsh [90] demostrà que tota martingala forta tenia una 

versió contínua per la dreta, però no obtingué resultats sobre els 

límits per l'esquerra. Finalment, Bakry [2] (4anys despres del tre-

ball de Cairoli-Walsh) demostrà que tota martingala afitada en LlogL 

té una versió contínua per la dreta amb límits per l'esquerra. 

Millet-Sucheston [67] demostren l'existència de límits en els qua-

tre quadrants (vegeu les definicions més avall) utilitzant "amarts" 

multidimensionals (vegeu també Bakry [3] per a una demostració sense 

"amarts"). 

Donat un punt z=(s,t) de z?^(0,0), queda dividit en 

quatre quadrants denominats Qj(s,t), Qjj(s,t), Qjjj(s,t) i Qj^(s,t): 

Qj(s,t) = { (s',t')e]R2^ : s^s' i t<t'} , 

Qj.j(s,t) = { ( s ' , t ' : sSs' i t <t' 

Qjjj(s,t) = { ( s ' , t ' : sás' i t>t' 

Qj^(s,t) = { (s',t')e]R2^ : s^s' i t^t' 
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Designarem per Qf l'interior de Q^. 

Donat un procés X = {x , zelR̂  } direm que té límit en z en el 
^ « 

quadrant Q. si existeix lim X(z'). Designarem per x'̂ '̂ el límit de X 
z' ̂ z ^ 
Z'GQ^(Z) 

en el punt z (si existeix; en cas contrari es pot considerar lim inf 

i lim sup); i anàlogament es defineixen x"*", i X . Si un pro-

cés té límit en Q^ (resp. Qjjj) en tots els punts {resp. en tots els 

punts distints de (0,0)), direm que X té límits per la dreta 

(resp. per l'esquerra). 

Direm que el procés X és continu en el punt z en el quadrant i 

si 

X(z) = lim X(z'). 
z '̂-z 
z 'eQ^(z) 

La continuïtat en Q^ (respectivament Qjjj) s'anomena continuïtat per 

la dreta (resp. per 1 ' esquerra). 

TEOREMA 1.15 : Sigui M = {M , F , zeîî  } una martingala afitada en 

L logL. Altishores 

(i) M té límits en els quatre quadrants.  

(ii) M té una versió contínua per la dreta i amb 

límits en els quadrants Qjj» Qjn ^ ^iv' 

També tenim: 

PROPOSICIÓ 1.16 : Sigui M una martingala forta afitada en L^. 

Aleshores M té una versió contínua perla dreta. 

-21-



§5: El drap brownià 

Designem per m la mesura de Lebesgue al pla i sigui el 

conjunt dels borelians de IR̂ ^ amb mesura de Lebesgue finita. Defi-

nim la funció C: 

C: B(]R2^)XB(]R2^) ^ ]R 

C(A,B) = m(AnB) 

que és definida positiva i doncs existeix (cfr. p.e. Hida [40], teo-

rema 1.10) un procés {w(A), AeB(]R^^)} gaussià, centrat i amb cova-

riancia C. Aquest procés compleix: 

1) W(A) té llei N(0,m(A)). 

2) Si AnB = 0 , W(A) i^W(B) són independents. 

També com a funció de conjunt, W és additiva: 

3) W(AuB) = W(A) + W(B) - W(AnB) q.s. 

(Vegeu Itô [ 43] ) . 

Intuitivament podem pensar que Ví(A) = J^ Ç(z) dz, on {ç(z), zeTR̂ ^ 

és un soroll blanc bidimensional, aixó és, una funció aleatòria ge-

neralitzada amb valors independents en cada instant amb mitjana nu-

l·la i covariància E [ . ̂ ,̂ ] = ô(z-z') , on 6 és la funció delta 

de Dirac al pla. És a dir, W(A) és la quantitat de soroll que hi 

ha a A (cfr. Wong [ 93] ) . De fet, el procés {w(A), AeB(m2^) 

s'anomena també un soroll blanc al pla. 

Definim ara un procés W = {^2' P®^ ~ W(]0,z] ). Es 
z 

tracta doncs d'un procés gaussià, centrat i amb covariància 

E [W(s,T)W(s•,T•)] = ( B A S ' ) ( T A T ' ) , 

i se l'anomena procés de Wiener bidimensional o drap brownià. 

Fixat un punt (s,t) de ÍR̂  , els processos {W , xclR 

ans (no estàndards 

(xAx')t i s(yAy') respectivament. 

yc]R són moviments brownians (no estàndards) amb covariància sy + 
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Al llarg de la diagonal (i en general, al llarg de qualsevol 

camí creixent), W és una martingala gaussiana, amb increments 

ortogonals, però no és un moviment brownià. 

Al llarg de qualsevol camí creixent, W és gaussià i Markov. En 

particular, sobre la hipèrbola st = 1, el procés X^ = és 

un procés d'Orstein-Uhlenbeck. 

El drap brownià és, doncs,una generalització del moviment brow-

nià. No obstant, cal distingir-lo del procés brownià amb paràmetre 

bidimensional introduït per P.Lévy (vegeu p.e. Lévy [52] o McKean[ 56]) 

Un procés {B^, ZGM^^} tal que: 

a) Per a qualssevol ẑ ,̂ .. . z^elR^ , (B(z^ )-B (0),..., B (z^)-B (0) ) 

té llei normal multidimensional centrada. 

b) E [{B(z)-B{z'))2 ] = d(z,z'), on d indica la distància 

a ]R2 , 

Els dos conceptes poden relacionar-se (vegeu Chentsov [ 20] ). 

Com per al brownià ordinari es poden considerar (al menys) dues 

aproximacions més al procés de Wiener bidimensional: una a través 

de la mesura de Wiener i 1'altra com a suma d'una sèrie uniformement 

convergent. En efecte, Yeh [105], construeix una mesura de tipus 

Wiener en l'espai de les funcions contínues sobre [0,1]^ nul·les 

sobre els eixos (designarem per €([0,1]^) aquest espai). Aleshores 

el procés canònic (C ([ 0, l] ̂  , b (C ([ 0, 1] ̂  ), w,W ,ze]R2) ̂ ^ ^ .̂a 
z » z 

projecció 

W :C( [0,] ]2)—^ ]R 
z 

f(z) 

és un procés gaussià, centrat i amb covariància 

E[W(s,t) W(s',t')]= (SAS ' ) (tAt ' ) . 
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Respecte a la segona aproximació, vegeu Park [84] o Delporte[26] 

on s'estudia una sèrie uniforment convergent, considerant les fun-

cions de Haar sobre l2([0,1]) que permeten construir un sistema or-

tonormal complet sobre L2([0,l]"), o bé mitjançant una sèrie trigo-

nomètrica, tot seguint de prop els mètodes utilitzats en un parà-

metre . 

D'aquestes construccions es dedueix, en particular, la conti-

nuïtat del procés de Wiener. És posible, òbviament, donar una demos-

tració directa d'aquest fet, mitjançant el lema de Kolmogorov (per 

a una demostració directa de la continuïtat a partir del lema de 

Garsia-Rodemich-Rumsey ^egeu Walsh [89]) o per d'altres resultats 

generals (vegeu Meyer [54]). Vegeu també Hudson [41] que obté teo-

remes més generals per a processos biadditius, i en particular per 

al procés de Wiener. 

Les propietats fines de les trajectòries, tipus llei del lo-

garitme iterat o mòdul de continuïtat les obtenen Zimmermant[103] 

i Orey-Pruit [83]. En aquest últim s'estudien també les propietats 

de recurrència i transitivitat del procés de Wiener n-dimensional, 

les quals depenen del valor de n. 

El drap brownià és una martingala forta de L^ per a qualsevol 

p, però no afitada en L^. 

Una caracterització semblant a la de Lévy per al moviment brovmià és 

possible per al drap brownià: "Si M és una martingala forta i M^-st 

és una martingala, aleshores M és un drap brownià". (cfr. Zakai[101]). 

Quan M i M^-st són martingales, cal imposar restriccions sobre M 

per un resultat anàleg, (cfr. Nualart-Sanz [80]). 

Una última propietat que assenyalem del drap bronià és la se-

güent caracterització (cfr. Nualart [69]): Siguin {x"(t) , t€[0, l],n€lN 
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i {Y'̂ (t), te [0,1], ncISl} dos moviments brownians independents infi-

nit-dimensionals. Aleshores la successió de processos continus amb 

paràmetre bidimensional 

Z^(s,t) = ^ l X^(s)Y^(t) 
/n i = l 

convergeix feblement al drap brownià {w(s,t), (s,t)€[0,l]2 

§6: Les g-àlqebres previsibles i opcionals 

A l'espai tenim quatre a-àlgebres previsibles i quatre 

opcionals, associades a les filtracions {F , ZCLR̂  } , {F^, ZEK^ } 
=z + =z + 

2 

F^, Z€]r2 } i |f*, ze]R2 } , Ens ocuparem especialment de les a-àlgebres 

previsibles. 

1 2 

Designarem J (respectivament J , J , J*) el conjunt dels "rec-

tangles previsibles" de la forma 
]z,z'] xF FcF —z 

(0,0) }x G G G F q 

0}x ]t,f ]x H H^lot 

]s, s ' ]x{0} xl ^^IsO 

(En prendre F,G,H i I de F^, etc. resulten i J*). 

1 2 X 1 2 

Designarem per A (A ,A , A*) l'àlgebra generada per J (J , J , 

J*), (formada pel 0 i les reunions finites disjuntes d'elements de J), 

i per P (P^, p*) la o-àlgebra engendrada per A (A^, A^, A*) i 

l'anomenarem g-àlgebra previsible (1-previsible, 2-previsible, 

*-previsible). 

ico designarà la o-àlgebra previsible sobre associada a la 

filtració uniparamètrica se]R^}. (Anàlogament es defineix P¿). 
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PROPOSICIÓ 1.17 : (i) P està engendrada pels processos adaptats i 

continus per l'esquerra. 

(ü) = engendrada pels processos adaptats i 

continus. 

(iii) P està engendrada pels processos de la forma: 

X^ío)) = h(w) ' h F^-mesurable. 

(iv) P = P^nP^-

(v) P* = P^vP^. 

(vi) P^ = i P^ = 

La demostració de (i) i (ii) es a Merzbach [57], [59]. La de 

(iii) a Meyer [64]. Òbviament hi ha resultats anàlegs per i P* 

(iv) és a Merzbach-Zakai [60], (v) a Merzbach [ssl. (vi) suggereix 

que un procés a dos index 1-previsible es un procés P^-previsible 

que depèn mesusarablement del paràmetre t (cfr. Cairoli-Walsh [15], 

Meyer [63], [64], Doléans-Meyer [28]). 

^ X 2 Les a-àlgebres opcionals g (Q , 0 i Q*) es defineixen com les 

engendrades pels processos continus per la dreta i adaptats (rep. 

1 2 
F ,F i F*-adaptats). Vegeu Bakry [4]. 

§7; Mesura de Doléans, descomposició de Doob-Meyer i procés 

creixent 

definició 1. 18 : Direm que un procés A = Ía , z G]r£[ és creixent si 

es nul sobre els eixos, continu per la dreta, i per tot Z<Z', 

A( ]z,z' ] )̂  0. 

-26-



OBSERVACIONS 1.19 

1) Noti's que la condició exigida té un sentit més fort 

que l'ordinari del terme "creixent" (o "creixent per l'ordre") que 

sols exigeix que si z<z', A^ ^ • (A un procés nul sobre els 

eixos, continu per la dreta, i creixent per l'ordre se l'anomena 

"feblememt creixent", però realment no en farem us). 

2) com a conseqüència que tot procés creixent és creixent 

per l'ordre, i aquests últims tenen límits en els quadrants I i III, 

es pot prendre la regularització per la dreta. Doncs la condició 

continu per la dreta no és restrictiva (vegeu Mazziotto-Merzbach-

Szpirglas [54]). 

Una mesura aleatòria sobre TR̂  és una aplicació (anomenada nucli) 

y(a),dz) de fi en el conjunt de mesures sobre tal que 

E[y(a), ]R2) ] < œ . 

Aleshores el procés A (w) = )j(a),R ) és creixent. 

Recíprocament, un procés creixent amb E[A^]<oo és el procés 

creixent associat a una mesura aleatòria única, definida de la for-

ma usual sobre els rectangles. 

Com a un paràmetre, direm que un procés B = {B , zelR̂  és 

variació afitada si es pot escriure com a diferència de dos pro-

cessos creixents. Es tracta d'un procés nul sobre els eixos, conti-

nu per la dreta i tal que per qualsevol z, si T és una partició fi-

nita de [0,z] en rectangles de costats paraléis als eixos i vèrtexs 

{zĵ , iei} (veurem més endavant que aquestes particions s'anomenen 

reixes), 

sup l 1B( ]) I < . 

i 

-27-



A tot procés B de variació afitada li correspon una mesura estocàs-

tica signada. 

S'anomena P-mesura sobre B(]R2)®| (respectivament sobre la a-àl-

gebra previsible g) qualsevol mesura sobre |(Iip®F (resp. |) que 

no carregui els conjunts P-negligibles. 

Donada una mesura aleatòria ij(a),dz) es defineix una P-mesura 

sobre per 

U(X) = E X̂ (ü)) p(ü),dz); 

per a qualsevol procés mesurable i positiu. 

La definició de les martingales a un paràmetre pot fer-se mit-

jançant la mesura de Doléans associada a un procés integrable (cfr. 

p.e. Metivier-Pellaumail [6l]). Anàlogament a dos paràmetres podem 

definir una mesura de Doléans i relacionar-la amb els distints ti-

pus de martingales: 

DEFINICIÓ 1.20 : Donat un procés integrable X = {x , zelR̂ } s'anome-

na funció de Doléans associada a X, i es denota per m̂ ,̂ l'apli-

cació 

: J * — 3 R 

definida sobre els rectangles *-previsibles per 

]xF) = E[IÇ X(]Z,Z'])] , z<z', GcF* , 

(0,0)}xH) = 0, HeF* , etc., 

i estesa a J*. 

Per a determinats processos, m̂ ^ s'estén a una mesura sobre P, 

1 2 P , P o P*. En aquest cas s'anomena mesura de Doléans associada a X. 

PROPOSICIÓ 1.21 : Sigui X = {x^, F^, zelR̂ }̂ un procés adaptat i inte-

grable. Aleshores 
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^̂ ^ ^ és una martingala forta si i sols si s'anuí, la 
—— \ li- •! —II. 

sobre P*. 

sobre P^. 

^^^^ ^ és una i-martingala (i=l,2) si i sols si m^ s'anul.la 
— — — — — \ - - -

^iii) X és una martingala feble si i sols si m s'anul.la 
• X " ' —i — -

sobre P. 

Vegeu Merzbach [58]. Al mateix article es demostra que no hi 

ha cap a-àlgebra amb una propietat anàloga per a les martingales. 

Vegem la descomposició de Doob-Meyer; 

TEOREMA 1.22 : Sigui M = {M^, F^, una martingala afitada en 

L^. Existeix un únic procés creixent previsible <M> tal que M^- <M> 

és una martingala feble. A més es compleix: 

E [ M 2 ( ] z , z ' ] ) = E [M(]Z,Z'3))IF^] = E[<M>(]z,z'])|F ". — Z — Z "—2 

La demostracio' de l'existència d'un procés creixent A tal que 

- A sigui una martingala feble és de Cairoli [9] (vegeu també 

Cairoli-Walsh [15]) on construeix de manera efectiva aquest procés 

passant al límit la variació quadràtica i regularitzant per la dreta. 

Els resultats de Merzbach-Zakai [60], permeten prendre la projecció 

previsible A^ del procés A, i el procés <M> = A^ compleix totes 

les condicions. 

OBSERVACIÓ 1.23 : El teorema anterior continua essent cert si es 

canvia M^ per una submartingala feble, positiva, contínua per la 
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dreta, de la classe D (cfr. Merzbach [57]), o per una submartinga-

la i submartingala feble, positiva, contínua per la dreta i afita-

da en L^ (cfr. Meyer [64]). 

DEFINICIÓ 1.24 : Sigui z=(s,t) un punt de IR̂ .̂ Una reixa so-

bre [0,z] és un subconjunt finit r= T^ xT^ de [0,z] , n = { s ̂ ,̂ . . . , 

amb 0=s^< S2< . . = { t̂ ,̂ . . ., amb . . . 

Si u=(s^,tj) és un punt de r , u<z, A^ designarà el rectangle 

Per z'6[0,z], indicarem per T , la més petita reixa sobre [0,z'] 

que contingui els puns de F més petits que z' i z'. f , serà el 
z 

conjunt { z" e r , , z" < z'} . z 

La norma de la reixa és el nombre 

r | = max 
i=l,...,p 
j=l,...,q 

s. ,-s. + t . , - t . 
1+1 1 3+1 3 

Donada una successió de reixes { n^l} sobre [0,z] tal que r""*"̂  

sigui un refinament de r'̂ , direm que esdevenen arbitràriament fines 

si | r " 0. 
n-»-oo 

De forma anàloga, però substituint "subconjunt finit" per "sub-

conjunt numerable de es defineix reixa sobre 

Per a martingales contínues tenim el següent resultat: 

TEOREMA 1.2 5 : Sigui M = {m^, F^, zgIR̂ }̂ una martingala contínua 

afitada en L^, pè2. Aleshores el procés <M> = {<M> , z G IR̂ , 
' A I III ' 2 T 

continu i per tot z de i tota successió de reixes {r'̂ , n^l  
^ o — + 

es 
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sobre que esdevinguin arbitràriament fines 

lim sup E[| I M(A, - <M> = O 
z^z pn ^ z J 

o uer 

Vegeu Nualart [74]. 

Si M i N són martingales afitades en L^ definim per polaritza-

ció la variació <M,N> : 

<M,N>^ = i (<M+N>^ - <M> -<N> ), 
Z 4¿, z z z 

i aleshores <M,N> és l'únic procés previsible de variació afitada 

tal que {M N - <M,N> , F , zeM^ ] és una martingala feble. 
¿A ¿i ^ Z 

Direm que dues martingales de L^ són ortogonals si MN és una 

martingala feble, aixó és, si <M,N> = 0. 

Sigui M = {m , F , Z6]R^ } una 1-martingala afitada en L^. Per 
Z ~~ 2 • 

a cada t existeix un únic procés creixent previsible A^ ,F , seiR 
• X·'· Su—St "i 

tal que {M^ -A^ , F , se]R } és una martingala. Ara bé, per F4, 
j OL. """OL' 

A^^ és l'únic procés creixent previsible respecte {Egoo» selR ̂  

tal que {M^ -A^ , F , S€]R ] és una martingala. Designarem A^^ 
st st +' ^ ^ st 

per <M .> o per <M> . 
•t s ^ st 

Anàlogament, si M és una 2-martingala afitada en L^ tindrem 
2 

també <M (també escriurem <M>^.). 
s. t st 

òbviament el procés <M>^ no ha de tenir necessàriament bones O 

propietats en t, fixat s, ni en (s,t). Però si que les té quan M és 

una martingala forta (i veurem més endavant quan M és una i-mar-

tingala que té increments ortogonals en el sentit i, i=l,2). 
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TEOREMA 1.26 : Sigui M una martingala forta afitada en L^. Exis-
teixen dos únics processos <M>^ i <M>^ creixents, M ^ j-pre-
visible i tals que M^ - <M>^ és una i-martingala. A més 

E[M2(]Z,Z' ]) IF:̂  ~ z E[M(]Z,Z'])2 — 2 = E[<M>^(]z,z']) F^" - Z (i=l,2) 

Vegeu Cairoli-Walsh[15],Nualart[73]. 

§8: Desigualtats de Burkholder 
A) Cas discret 
Considerem una martingala discreta M = í'̂ nm' = n m ' ' 

nul·la sobre els eixos. Per tot n,m^i, sigui 

nm Fi(n,m) - M(n-l,m) - M(n,m-1) + M(n-l,m-l), 
n m 

S (M) = ( I I d.2. 
i=l j=l ^^ 

OO 0 0 

S(M) = ( I I D| ) 
i=l j= 1 

1/2 

1/2 

Sigui F una ftinció de Young. Aleshores 

TEOREMA 1.27 : Existeixen constants C i C que sols depenen de  
F tals que: 

(i) CE[F(S(M))]á sup E [F ( I M̂ ĵ  I )] < C E[F(S(M)) 
n,m 

(ii) sup E[sup C E[S(M); 
m n 

(iii) E[S(M)] ^ C(1 + sup E[sup |M I LOG^LM I] ) . 
m n 

(iv) E[sup ^ C(1 + E[S(M) log S(M)] ) . 
n,m 
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(v) Si M és forta 

E [S(M)1 < C E sup M niti 

La demostració de (i) quan F(x) = x^, p>l, es troba 

a Metraux [62]. La generalització per a una funció de Young és de 

Meyer [64]. (ii), (iii) i (iv) són de Ledoux [45] que generalitza 

resultats de Metraux. (v) és de Brossard [6] que obté també distints 

reultats del tipus 

E [S(M)P 

E[sup |M 
n,m nm 

< C E [sup M I ^ nm' n,m 

Á c E[S(M) 

P 

per martingales regulars. 

Sovint interessa aplicar ̂ íuestes desigualtats quan M és di-

ferència de martingales. La definició és la següent: 

DEFINICIÓ 1.28 : Direm que un procés adaptat i integrable 

^ ~ ^^nm' Enm' diferència de martingales si és nul 

sobre els eixos i per tot n,m^l, 

EÍD F , 1 = 0 

i EÍD IF - 1 = 0 . nm ' oô m-i 

Aleshores, per F4, el procés ÍM^m' Snm' definit per 

m n 

M nm I I D . . 
iii iii 

és una martingala. La desigualtat (i) per F(x) = x^, p>l, queda 

C E [i 1 V V n |Pl<r.pr. ? Vr^ .P/2l 

i=l j=l ^^ 
Á E 

11 m ^ r rT X 
I l l D C'E[( I I E? ) 
i=l j=l ^^ i=l j=l ̂ ^ 
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El cas més usual de diferència de martingales és un procés del 

tipus {N(]Z. I + I^^' I7 . (i,J)ELXJ} obtingut consi-

derant una martingala amb paràmetre continu {N , F , ze[0,zj 
z — z o 1 una 

reixa z^j, (i,j)€lxj} sobre [0,z^]. 

B) Paràmetre continu 

No es disposa, que coneguem, de versions generals de les desi-

gualtats anteriors per a martingales indexades per (o per un 

rectangle R ). Però si exigim condicions de continuïtat i d'afita-z 

ció en L^ podem passar al límit les desigualtats del teorema 1.27 

Enunciem a continuació un resultat de Nualart [75] en que es basa 

la demostració. Com que tota martingala M afitada en L^ , p>2, és 

tancada, no hi ha pèrdua de generalitat en considerar la varible 

terminal,que designarem en aquesta secció per M^ 

LEMA 1.29 : Sigui M una martingala de M^ i F una funció modera-

da. Aleshores existeixen dues constants C i C (que depenen sols 

de F) tals que 

c E[F(<M>^ E[F(SUP<M c E[F(<M>^^^)] . 

TEOREMA 1.30 : Sigui M una martingala de M^ , p^2, i F una 

funció de Young. Aleshores existeixen constants C i C (depenen 

sols de F ) tals que 

( i ) C E[F(<M>^/2) ] 5 E[F(SUP1M i ) ] S C E[F(< . 
L QO _ GO ¿ j / 

1/2 

( i i ) C EÍ M I 1 ^ E [<M: 
- n o ' -J 

1/2 



(iii) E[<M>y2] < C sup E[|M 1 log*|M,l]) 

Veure Nualart [76]. 

OBSERVACIÓ 1.31 : Sota la hipòtesi que totes les martingales de L' 

són contínues, Chevalier [21] demostra (i) per F(x) - x^, p>0. El 

mètode,basat en el fet que tota martingala contínua de L' es pot 

aproximar per martingales contínues i afitades, no sabem si és và-

lid en general, segons comentarem en el paràgraf dedicat a localit-

zació . 

§9 Martingales amb variació quadràtica independent del caní i 

martingales amb incrementa ortogonals 

En el seu primer article sobre martingales amb paràmetre mul-

tidimensional, Wong-Zakai [95] introdueixen un tipus fonamental de 

martingales: les martingales amb variació quadràtica independent 

del camí (abreujadament, martinetes i.d.c.). Per definir-les ens 

cal el següent concepte: 

Un camí és una funció contínua Y:Í0,1] tal que Y<0)-(0,0) 

Si Y és un camí creixent, la restricció d'una martingala M a la 

imatge de y dóna lloc a una martingala unip>arainètrica 

Recíprocament, és clar que un procés amb dos paràmetres que 

sigui una martingala uniparamètrica sobre tot camí creixent, serà 

una martingala a dos paràmetres. 

Sigui M = F^, zeF»^} una martingala tal que la seva 
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restrició a qualsevol camí creixent sigui una martingala local, lo-

calment de L2 ( per exemple que sigui contínua o afitada en L^). 

DEFINICIÓ 1.32 : En la hipòtesi anterior, direm que M té variació 

quadràtica independent del camí si per a qualssevol camins creixents 

Y ÍT tals que yd) = T(1), les variacions quadratiques de les res-

triccions coincideixen: 

Tenim la següent caracterització de les martingales i.d.c. de 

M^ (cfr. Nualart [73]): 

TEOREMA 1.33 : Sigui M una martingala de M^ . Aleshores les se-

güents propietats són equivalents: 

(i) M és i.d.c. 

(ii) M^^ - - <M>q g - <Mq és una martingala. 

(iii) = - = - . 

una Com en la definició 1.24, sigui r = {(s^,tj), (i,j)eixJ 

reixa sobre . Si u = és un punt de la reixa, consi-

derem els rectangles 

A J = ] 0 , S . ] ] 

i com abans. 
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Deguda a Zakai [101] tenim la següent caracterització de les 
4 martingales x.d.c. de M nul.les sobre els eixos: 

TEOREMA 1.34 : Sigui M una martingala de nul.la sobre els eixos 

i {r'̂ fn̂ l} una successió de reixes sobre que esdevinguin ar-
bitràriament fines. Aleshores les següents propietats són equivalents 

(i) M és i.d.c. 

(ii) Per a qualsevol z. 

(iii) Por a qualsevol z. 

I E[M(A;) i = 1, 2. 
p n ueT z 

OBSERVACIÓ 1.3 5 : A tota martingala M li podem associar una martin-
gala nul·la sobre els eixos M°definida per 

M°(s,t) = M(s,t) -M(0, t)-M(s,0) + M(0,0) , 

que té els mateixos increments rectangulars que M: per tot z,z'e]R2^, 
si z < z • , 

M't ]z,z'] ) = M( ]z,z'] ) . 

Aleshores les propietats que depenen sols dels increments rectan-
gulars es transmeten de M a i recíprocament, n'hi ha prou de 
demostrar-les per a M° . Així, per exemple, M és forta si i sols si 
M° ho és. 

La propietat i.d.c., al contrari, depen dels increments lineals 
de la martingala, i la propietat i.d.c. de M°no implica, en general, 
la de M. 
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El conjunt de les martingales i.d.c. continues i afitades en 
L^, que designarem per Mj^^, és un subconjunt tancat de M^ (cfr. 
Zakai [101]) i a més, M^^^c (cfr. Cairoli-Walsh [15]). La in-
clusió és, en general, estricta, tot i que al principi es pensava 
que hi havia igualtat. En efecte, Cairoli-Walsh diuen a [15] que to-
tes les indicacions suggereixen que la propietat i.d.c. és una al-
tra caracterització de les martingales" fortes. Nualart [70] demos-
trà que aquesta suposició era falsa, construint en determinada fil-
tració producte, i en la del drap brownià, martingles i.d.c. que 
no eren fortes. 

Zakai a [101] per tractar d'esbrinar la relació entre martin-
gales fortes i i.d.c. introduí una altre classe de martingales, 
anomenades martingales amb increments ortogonals, més gran que la 
classe de les martingales fortes i més petita que la de les martin-
gales i.d.c. Concretament: 

DEFINICIÖ 1.36 : Sigui M F^, z€lR\} una 1-martingala. Direm 
que M té increments ortogonals en el sentit 1 si per tot parell 
de rectangles disjunts i ]z2,z^]tenim 

^i = (Si't^) i z! = (s|,t|) , i = 1,2. 

Anàlogament es defineixen les 2-martingales amb increments or-
togonals en el sentit 2. Es diu, finalment que una martingala té 
increments ortogonals si en té en ambdós sentits. 

Tenim les següents caracteritzacions, la primera de Zakai [101] 
i la segona de Nualart [73]. 
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TEOREMA 1.37 : Sigui M una martingala de MJ. Aleshores les següents 

propietats són equivalents: 

(i) M té increments ortogonals. 

(ii) M° té variació i.d.c. i també les martingales 

N^ = M« (R̂ n]a,oo[ ), VaelR^^. 

(iii) Per tota successió de reixes {r", n̂  l} sobre IR̂ ^ que 

esdevinguin arbitràriament fines i per tot z,z', amb z< z', 

u€r"n]z,z'] 

I M(A;) i = 1,2. 

òbviament la propietat (iii) es podria separar per 1-martinga-

les amb increments ortogonals en el sentit 1, i 2-martingales amb 

increments ortogonals en el sentit 2. 

TEOREMA 1.38 : Sigui M una 1-martingala afitada en L^. M té incre-

ments ortogonals en el sentit 1 si i sols si per tots Og t,< t„< t_< t., 
J. ^ Jj ̂  

les martingales M -M _i M -M són ortogonals. A més, si  

M és contínua, aquesta condició és equivalent a 

<M -M ,M -M > = 0 . 
2 1 4 3 

Finalment, l'existència de bons processos creixents que hem 

assenyalat per les martingales fortes, també es compleix per les 

i-martingales amb i-increments ortogonals: 

PROPOSICIÓ 1.39 : Sigui M una i-martingala afitada en L^ amb in-

crements ortogonals en el sentit i (i = 1,2). Aleshores existeix 

un únic procés creixent i-previsible < M t a l que M^ - < M é s 

una i-martinqala i <M>^ =0 si s=0 (i=l) o si t=0 (i=2). O 
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Vegeu Guyon-Prum [35], Nualart [73]. 

El conjunt de les martingales de M^ amb increments ortogonals, 

que designarem per M^ ^ és un subespai tancat de M^ i es compleixen 

les inclusions 

M^ c M^ c M^ . c M =c, f =c,o =c, 1 =1 

En els exemples tenim sempre M^ ^ = / però no sabem si es cert 
f II —C f o 

en general. 

Per la seva importància en la construcció de les integrals es-

tocàstiques recapitulem els resultats sobre les distintes variacions 
i . . 

quadratiques que hem anat obtenint: 

PROPOSICIÓ 1.40 : 

A) Sigui M una martingala afitada en L^. Aleshores existeix 

un únic procés creixent previsible <M> tal que M^ - <M> és una 

martingala feble. A més 

E[M2(]Z,Z'])IF ] = E[(M(]Z,Z']))2|F^] = E[<M>(]Z,Z'])|F ]. 

— Z z —• z 

B) Sigui M una i-martingala afitada en L^, nul.la sobre els 

eixos. Existeix un únic procés creixent en s per a cada t fix, pre-

visible respecte la a-àlqebra previsible associada a Igt' ® ' 
, tal que ÍM̂ . - <M>^., F , se]R } és una martingala. A S w St St —ST.. T 

més 

E[MMA^ , = E[(M(A^ = E[<M>^A|,s',t^l£st]' S,S,u =SI. c>,&,c DU 

on Ag^g,^^ = ]s,s' ]x]0,t]. 

C) Un enunciat anàleg al B) per 2-martingales. 

D) Sigui M una i-martingala afitada en L^ amb increments 
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increments ortogonals en el sentit i (i = 1, 2). Aleshores existeix 

un únic procés creixent i-previsible tal que M^ - <M>^ és una i-

martingala. A més 

E[M2(]z,Z'] ) = E[ (M(]Z,Z']))2|F^] = E[<M>^(]Z,Z'] ) lli] . 
= z 

§10: Integració estocàstica 

En el pla s'utilitzen distints tipus d'integrals estocàstiques: 

ordinàries, dobles, 1 i 2-integrals, de línia i mixtes. Ens ocupa-

rem de les integrals ordinàries Jf(z) dM , amb M afitada en L^; i 

de les dobles J/g(z,z') dM dN , amb M 1-martingala amb increments Z 'Zj 

ortogonals en el sentit 1 i N 2-martingala amb increments ortogonals 

en sentit 2, ambdues afitades en l'̂ ; així com de l'extensió d'aques-

ta última integral a les funcions d'angle. Les 1 i 2-integrals 

s'obtenen com les integrals ordinàries però integrant processos 

1 2 F o F -adaptats, i llavors es perden algunes propxetats interessants. — 2 -̂ Z 

Les integrals de línia, introduides per Cairoli-Walsh [15] són 

essencialment integrals estocàstiques uniparamètriques, però no 

farem us de les importants propietats per a elles establertes: For-

mula de Green, etc. Les integrals estocàstiques mixtes //h(z, z ' )d)J dM 

i JJ h(z,z')dM dy , fóren introduides per Wong-Zakai [96] (vegeu 

també Guyon-Prum [35]) amb condicions força restrictives sobre la 

mesura y ; tampoc les utilitzarem. 

a) integral estocàstica ordinària: Introduïda per Cairoli [9], 

es contrueix exactament igual que en el cas uniparamètric. Per co-

moditat en les notacions, és més senzill començar integrant sobre 
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un rectangle tancat [0,z^]i després fer l'extensió a per un 

mètode igual a l'emprat en el cas unidimensional. 

Sigui M = {m^, F^, ze[0,z^]}una martingala de L^. Desigaarem 

per Lĵ (ẑ ) el conjunt dels processos 

previsibles tais que 

f : [0' Z q  

fMz) d<M>^]<œ , z -I 

que, amb les identificacions usuals, és una espai de Hilbert amb 

la norma 

1/2 lf|l = [eíJ^ fHz) d<M>j) 

Els processos de la forma 

n m 
f(z) = ^ ^ ^ii^lz z 1 (z) 

amb a^j F^ -mesurable i afitada, i i^ij' i=l,...,n+l, j=l,...,m+l 

una reixa sobre [0,z^], s'anomenen simples, i són densos en 

Definim la integral estocàstica f•M d'un procés f com l'anterior 

per 

n m 
f.M^ = 4 f(;) dM = I I 

z ^ 1=1 ]=1 -· 

Es conpleix 

(*) E[(4 f(z) dM̂ )̂ ] = E[J,̂  f2(z)d<M>^], 

i doncs la integral anterior s'estén per densitat a totes les fun-

cions de L^(z^), i s'estableix una isometria entre L^(z^) i M^íz^) 

(es compleix (*)). 

Les propietats són les mateixes que les d'un índex. Assenyalem 
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especialment que f-MeM^z^), és contínua si M ho és, i 

<f M ,g N > = f fg d<M,N> . 
• • K r 

Z '' 

b) Integral estocàstica doble: JJ g(z,z') dM dN ,, va ésser in-
z z 

troduida quan M = N = W per Wong-Zakai [95], generalitzada per 
4 

M = N martingala forta de M per Cairoli-Walsh [15], i a M 1-martin-

gala amb increments ortogonals en el sentit 1, i N 2-martingala amb 

increments ortogonals en el sentit 2, ambdues de M'̂ , per Guyon-

Prum [ 35] . 

Considerem la o-àlgebra G (anomenada previsible) de parts de 

engendrada pels conjunts de la forma ] z^, z|] x ] z^, ẑ l x 

amb H de F^ ^^ , i ẑ ,̂ z^, z^ i z^ tals que si (s, t)e] ẑ ,̂ z j] i 

(s',t')e]Z2,z^] , llavors s > s' i t < t'. (Designarem aquesta re-

lació per (s,t) A (st'); de fet normalment es defineix a l'inre-

vés i llavors per a construir la integral doble cal que M sigui una 

2-martingala amb i.o. en el sentit 2 i N una 1-martingala amb i.o. 

en el sentit 1. Prenem aquesta definició per no tenir que modificar 

la notació en el següent capítol). 

A l'igual que en el cas anterior,es comença integrand funcions 

definides a [0,ẑ ] x [0,ẑ  ] iestendre-ho després a . 

Sigui M = {m , F , 0,z ]} una 1-martingala amb increments z ~ z o 
4 ortogonals en el sentit 1, amb EfM ]<oo , i N = { N , F , z€[0,z ] z z z o 
° 4 

una 2-martingala amb i.o. en el sentit 2 i E[ N ]< œ. Designem per z o 
M N^^o^ conjunt dels processos 

g: [0,zjx[0,z^ ] xß ^ ]R 

previsibles (és a dir, G-mesurables), amb la norma 
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Ig|| = ( E [ / / j ^ ^^ gMz,z')d<M>^(z)d<N )] 
z z o o 

finita i 

g(z,z') = O a menys que z Ä z ' 

Els processos de la forma 

If Jr^t r 
i>k, j<r 

amb a. F -mesurable i afitada, i {z , m=l,...,p+l, n=l,.,.., 
X "1 Kr — z . mn j ^^ 

q+l} una reixa sobre [0,z^] s'anomenen simples i són densos en 

^M N^^o^' defineix la integral estocàstica doble g*MN^ del pro-

cés anterior per 

g-MN^ = Í"J"R xR dMçdN^, = 
z z 

i, j,k,r 
i> k, j<r 

Gràcies a la propietat d'increments ortogonals (proposició 

1.40 D) tenim 

(**) E [[fj. g dMdN)2 ] = e[;; g' d<M>^d^>2 ̂  

La integral s'estén ara per densitat a tot L^ N^^O^ complint-se 

la propietat (**). 

g.MN és una martingala de M^, contínua si M i N ho són. Si 

f e L.̂  i q £ L^ llavors f'M i g'MM són ortogonals. 
M ^ M,M 
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c) Extensió de la integral estocàstica doble per a funcions 

d'angle : Aquesta integral va ser introduïda per Wong-Zakai [96] en 

una observació, i desenvolupada per Guyon-Prum [35]. Una funció 

f: es diu que és una funció d'angle ("corner function") 

si existeixen dues funcions —->-]R i htlR̂ xOR̂ —->-]R tais que 

f(z,z') = TT(ZVZ') h(z,z'). 

La propietat de les martingales amb increments ortogonals 

(1.40 D) que permet la isometria en la integral doble, es pot subs-

tituir per la propietat 1.40 B,C deies i-martingales, quan s'inte-

gren funcions d'angle aleatòries en el sentit que concretarem. 

una rexxa Sigui r i=l,...,p+l, j=l,...,q+l 

sobre [0,z^]. Una funció de la forma 

f(z,z') = I a^ . I ̂  
i,j A. . xA. j 

amb a.. F -mesurable i afitada, i û^ ·=]s.,s. ,]x ]0,t. ] , 1] =z.. 1,j 1 1+1 3 

2 ^ 
A. . = ]0,s.]x]t.,t. ,], s'anomena funció simple d'angle. 

La a-àlgebra engendrada per les funcions simples d'angle, ano-

menada g-àlgebra previsible d'angle coincideix amb la o-àlgebra 

engendrada pels conjunts de la forma 

] s , s ' ] x ] 0 , t ] x ] 0 , s ] x ] t , t ' ] x F , FeFg^. 

Si M es una 1-martingala i N una 2-martingala, de m'^(Z^) i f 

una funció simple d'angle, definim la integral f-MN per 

a.. Miû.-nKjNiû^ 11 1 I z 

És una martingala de M M Z ), i té per procés creixent 

f-MN^ = I a^. Miàl^nRj n(à^.nR^) . 

<f-MN> ^ = l <N>2 (A^.nR^) . 

3 
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La integral s'estén a la completació del conjunt de les funcions 

simples per la norma 

§11: Punts,línies i regions d'atur 

La qüestió d'aturar un procés amb paràmetre bidimensional s'ha 

mostrat extremadament delicada i, juntament amb la no invariància de 

F4 pels canvis de probabilitat que hem assenyalat anteriorment, cons-

titueix una altra de les diferències essencials entre un T dos pa-

ràmetres . 

S'han construit distintes introduccions als punts, línies i 

regions d'atur: Wong-Zakai [96], Cairoli-Walsh [17], Merzbach [59], 

Chevalier [21]. Seguirem bàsicament a Cairoli-Walsh. 

Direm que un conjunt A c és un conjunt aleatori si per 

tot z e , l'aplicació és una variable aleatòria. 

Direm que un conjunt aleatori A és progressiu o progressivament 

mesurable si el procés {l (z), z } ho és, aixó és, per tot z, A T 

la restricció 

A I [0,z J xH 

és B([0,z])® F -mesurable. Com que 
""" z 

Â|[ 0,z]xfi " ^A n ( [0,z]xn ) ' 

tenim que A és progressiu si i sols si 

A n ( [0,z]x0 )e B( [0,z] ) ® F^ , V z e . 
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Llavors 

Cüeíí: A(ü))n[0,z]"j¿ 0} = {ojefi :3z'6[0,z] i (z',ca)eA} = 

= An ([o,z]xfí) 
=z 

(n̂  designa la projecció sobre fi ) pel teorema de capacibilitat 

(cfr. Dellacherie [24'], T 1.32). 

Direm que una variable aleatoria Z=(S,T):n -»-K̂ ul ( », œ) 

és un punt d'atur si per tot ze , {Z ¿ z] e F^. 

Si Z=(S,T) és un punt d'atur, S (resp. T) és un ÍF , s e ]R 
— Soo + 

(resp. {F te]R_̂  } ) temps d'atur, perquè 

S S s } = U {(S,T)á(s,n)}ev = F^ 
t v T - —s OO 

n € TN n €]N 

El recíproc no és cert: Donats un ® ̂  ®J temps d'atur S i 
ÍEoot' ^^ temps d'atur, perquè (S,T) sigui un punt d'atur 

cal exigir, a més, que S sigui F^^-mesurable i T sigui Fg^-mesura-

ble. (cfr. Meyer [64]). 

DEFINICIÓ 1.41 : Direm que un conjunt D c IR̂  xíí és una regió d'atur 

si 

1) D és un conjunt aleatori progressiu tancat. 

2) Si Z = inf D, llavors ZeD (suposarem D (a))ĵ 0 , V u) e Q ) . 

3) Si ze D, llavors [Z,z] cD. 

OBSERVACIÓ 1.42 

1) Si D és una regió d'atur i Z = inf D, llavors Z és un 

punt d'atur. 

2) Els dominis d'atur de Chevalier [21] són regions d'atur 

amb Z = (0,0), ja que tot conjunt previsible és progressiu. 

DEFINICIÓ 1.43 : Sigui D una regió d'atur i designem per el con-

junt dels z eD tals que existeix un z' eD amb z<z'.A L = D - D ° 
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se l'anomena línia d'atur de D. 

OBSERVACIÓ 1.44 A partir d'ara, a menys que especifiquem el con-

trari, suposarem sempre que les regions d'atur tenen inf D = (0,0). 

DEFINICIÓ 1.45 : Direm que una regió d'atur D és esglaonada (o que 

la línia d'atur L associada a D és esglaonada) si per cada U) , L(W) 

és reunió d'un nombre finit de segments finits de rectes paral.leles 

als eixos, o L(ü3) = 0, i u L(u) està contingut en la reunió D'una 
œ 

família numerable de rectes. 

Direm que una regió d'atur D és previsible (o que la corres-

ponent línia d'atur és previsible) si existeix una successió creient 

D^, n^ll de regions d'atur, amb D c d° i u D = D° q.s. (Es 
n 

diu que la successió iD^, n^lj anuncia D). 

Si D és una regió d'atur previsible, existeix una successió 

de regions d'atur esglaonades i uniformement afitades que anuncien 

D. (cfr. Cairoli-Walsh [l7]). 

Aleshores la a-àlgebra previsible P està engendrada pels in-

tervals estocàstics de la forma [A,ij[, amb X i P línies d'atur pre-

visibles (cfr, Merzbach [57] , [59]). 

§12: Martingales locals i localització 

es DEFINICIÓ 1.46 : Direm que un procés M = {m , F , ze]R2 

localment de M^ (pà 1) (o que és una martingala local de M^) si 

existeix una successió {D^,n^ í} de regions d'atur i una successió 

M^/ n> 1} de martingales tals que: 

1) D c D , per tot n, i u D = ]R| q.s. n n+1 ^ n^l " 

2) M" e ̂ P per tot n^ 1. 
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3) Per tot nè 1 i quasi tot u) e ß , 

M"(a)) = l·lÍLo) si z e D (üj) . 
^ ^ n 

Diem llavors que FO", n> l} redueix M. Designarem per mJ^^ el 

conjunt dels processos localment de M^. 

Per p>l, els processos de M^^^ són continus per la dreta. De-
signarem per M^ al conjunt dels elements de M? continus. 

-C , J-OC =loc 

En el cas que totes les martingales de M^ siguin contínues, 

els espais coincideixen per p>l. (cfr. Chevalier [21]). 

D'altra banda, si M € M^ , p > 1, i per tot z, sup |M , | e L^, 
"" X OC I z 

z ' < z 
llavors M és una martingala (cfr. Cairoli-Walsh [17]). 

Sigui M una martingala de M^ i sigui D una regió d'atur pre-

visible. Posem 

= D̂·'̂  z = /R 

z 

Anomenarem m'̂  el procés aturat a D. Aleshores 

M^ = M sobre D, 

però fora de D, tot i que M^ té els increments nuls, no és necessà-

riament constant. (La propietat a un paràmetre f^ I ̂ ^ '̂̂ s ̂  '̂ tAT 

amb T temps d'atur, no té sentit a dos paràmetres). 

Aleshores no sabem si una martingala de M^ es pot aproximar 

per martingales contínues i afitades. Podríem, per exemple, consi-

derar la successió de martingales afitades 

m" = E [(M V n) A (-n) | F̂  Z 00 ' —/ 

que convergeigen en L^ cap a M, però no sabem demostrar que aques-

tes martingales siguin contínues. D'altra banda es podrien introduir 

les regions d'atur previsibles 
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D = {zeMl : sup | M | < n } , 
n z- e R ^ 
n , . ^ 

i les martingales M són contínues i convergeixen cap a M en L^, 

però pel que hem dit abans, no són necessàriament afitades. 

Com un resultat -no local- d'aproximació, tenim el següent, 

degut a Nualart [76]: Designem per el conjunt f) ̂  i?,loc' 
00 

PROPOSICIÓ 1.47 : M és dens en M^. — =c =c 

Finalment, com una aplicació de les tècniques de localització 

donem els resultats sobre extensió de les integrals estocàstiques: 

1) Haviem construit la integral Jf(z)dM^ per M de M^ i 

f un procés previsible tal que E Ĵ ẑ f ̂  (ç )d<M>^ < œ . Com 

en el cas unidimensional, per localització s'estén aquesta integral 

a martingales locals M de i a processos previsibles f tals que 

Jĵ  f2(ç)d<M> <co q.s.Vze]R2 . veure Cairoli-Walsh [17], Cairoli [14], 
z ^ 

Merzbach-Zakai [60] i Merzbach [57]. 

2) La integral doble també s'estén a processos f(z,z') 

previsibles, nuls a menys que z^z', i que compleixin 

J'·'" R X R , Vz e 1R2 , 
z z 4 

però cal continuar exigint que M i N siguin de L , M 1-martingala 

amb increments ortogonals en el sentit 1 i N 2-martingala amb incre-

ments ortogonals en el sentit 2. Veure Cairoli [14], Merzbach-Zakai [60], 

3) Si M és el drap brownià W, l'espai de processos 

coincideix amb el conjunt del processos mesurables i adaptats tals 

que E J dç <00 . L'extensió es pot fer directament (cfr. 

Wong-Zakai [97], [98]). 
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§13: Martingales en la filtració browniana 

En tot aquest paràgraf designarem per (F , z e HR̂  i filtra-l- — z 
ció associada a un drap brownià W = { W , z e 1 , degudament Z "I* J 

completada. L'important resultat d'itô (cfr. Itô [43]) que permet 
representar tot funcional de Wiener de quadrat integrable (i doncs 
tota martingala afitada en L^) com una integral estocàstica (poste-
riorment estés per Clark [18] a tota martingala afitada en L^) es 
transfereix a martingales bidimensionals; la primera demostració 
de Wong-Zakai [95] per martingales afitades en L^, va ésser estesa 
per Cairoli-Walsh [17] a martingales localment de M^. 

TEOREMA 1.48 . : Sigui M una martingala local de • Aleshores 
existeixen processos { f(z), z i { g(z,z'), z,z' e IR^ tals que: 

(i) f és mesurable i adaptat. 
(ii) g és mesurable, g(z,z') ^ F -mesurable i g(z,z')=0 

a menys que z A z ' . 
(iii) J f2(ç)dç + J/ gMç,ç')dçdç'< =0, q.s., Vz 

z z z 
i tals que 

M = + f-W + g-WV Z V' z iC. 

A més, si M és afitada en L^, els processos f i g són tals que 

OO . 

COROL·LARI 1.49 : Tota martingala local de M^ té una versió contí-
nua. 

observació 1.50 : Aquest corol·lari s'estén, via desigualtat maxi-
mal, a tota martingala afitada en L logL. Un contraexemple mostra 
que aixó no és cert per martingales afitades en L^. 

DEFINICIÓ 1.^1 : Direm que un procés M = {M^, F^, z € ]R2 
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2-martinqala local si és mesurable, adaptat i fixat se]R^ , el pro-

cés í'̂ g-t' 1st' ^ ̂  } ^^^ martingala local. 

PROPOSICIÓ 1.52 : Sigui M una 2-martinqala local. Aleshores exis-

teix un procés f = {f(z,s), iz,s)e } tal que 

(i) f és B(]R ® F-mesurable. 

(ii) f(u,v;s) és F^^-mesurable ^ u< s , d. 0 si u> s. 

(iii) ¡^ f^(ç,s)dç <00 q.s. per tot z& IR̂ ,̂ 

^st = ^sO k f(ç,s)dW , per tot (s,t) € ]R2 , 

st ^ 

A més, si M és una 2-martingala de L^, el procés f és pot prendre 

de forma que 

E /ĵ  f2(ç ,s)dç <co , Vz e . 
z 

Vegeu Cairoli-Walsh [ 15] per a la segona part i Cairoli [12] 

per a la primera. De fet, la demostració de Cairoli és per a proce-

ssos M mesurables i adaptats i tals que ÍM^^, F^^, t e } sigui 

una martingala local, però el raonament es transfereix sense difi-

cultat al nostre cas. 

Les martingales fortes afitades en L^ es caracteritzen perquè 

són integrals estocàstiques ordinàries.Tenim: 

PROPOSICIÓ 1.53 : sigui M una martingala afitada en L^. Alesho-

res són equivalents: 

(i) M és forta, 

(ii) M té increments ortogonals, 

(iii) En la representació del teorema 1.48 , g = 0, aixó és 

M = + f-W . z u z 

-52-



Vegeu Cairoli-Walsh [15] i Nualart [73]. 

Com hem anat veient, les martingales fortes tenen propietats 

molt semblants a les martingales unidimensionals. 

PROPOSICIÓ 1.54. : Sigui M = {M , F z e UF} una martingala forta. 

Aleshores existeix un procés f = {f(z), z em^} adaptat, mesurable 

i tal que f2(ç)dç< œ q.s. per tot z e nR2 ^ i tal que 
z 

M = M„ + f W . z 0 z 

Vegeu Cairoli [12]. 

Les martingales gaussianes de la filtració browniana estan 

caracteritzades per la següent propietat: 

PROPOSICIÓ 1.55 : Sigui M una martingala gaussiana de L^. Llavors 

en la representació del teorema 1.43 , f = 0 ¿ g és determinis-

ta. 

Vegeu Guyon [32]. 

§14: La fórmula de diferenciació d'Ito 

La pedra angular del càlcul estocàstic és la fórmula de dife-

renciació d'Ito. No és d'estranyar, doncs, que des del principi de 

la teoria el problema d'estendre-la als processos amb dos paràmetres 

hagi estat present en molts treballs. En efecte, en els deu anys 

que transcorren entre que Wong-Zakai fan la primera aproximació, 

fins a la darrera de Nualart, nombroses aportacions han estat fetes, 

Resenyem-les breument: 
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Wong-Zakai [95] costrueixen una formula de diferenciació per 

processos de la forma f(M^,M^,...,mJ,z) amb M^ integral multiple 

Wiener (aixó e's, M^ = ¡^ cp̂ (ç) dW^, amb cp̂  determinista) i 
z 

f = f (u,z) :]R" X[O, l] 2 — ^ 

amb derivades parcials d'ordre 2 contínues respecte les components 

d'u i amb gradient continu respecte z; i tal que f(M^,...,m",z) si-
Z z 

gui una martingala local. En el cas m=l icp=l, obtenim el procés 

f(W^,z) i les condicions sobre f (a part de la derivabilitat) es 

converteixen en D^f = D^f = 0, on D^ i D^ són els operadors de di-

fusió de W en cada coordenada: 

^ 1 3 . ^ 1 3 D = - y + — 1 D = — X + — . 
2 au^ ax ^ 2 9u2 3y 

Cairoli-Walsh [15Jutilitzant una formula de Green i integrals 

de línia, construeixen una fórmula d'Itô per f(W ) amb f de classe C^. 
Z 

Nualart-Sanz [77] i [78] (vegeu també Sanz [85] i [86]) establei-

xen una fórmula d'Itô per a processos f(W ,z) amb 
Z 

f = f(u,z) :]R2x[ 0,1] 2 ^M 

que admeti derivades parcials contínues fins a ordre. La fórmu-

la s'obté utilitzant integrals estocàstiques simples, dobles i mix-

tes, i els processos de difussió D^ i d'abans. 

Wong-Zakai [100] (vegeu també Wong [94]) estableixen una fór-

inula per f (X^, . . ., x'̂ ) , on X^ és suma d'integrals estocàstiques 
z z 

ordinàries, dobles i mixtes (aquests processos s'anomenen semimar-

tinqales representables) amb els integrants afitats i f amb deriva-

des parcials mixtes fins a l'ordre 4 contínues. 

Guyon-Prum [35] i [36] estableixen la fórmula per f(X^, ,x",z), z z 

amb X^ semimartingala representable afitada en L^, amb f amb derivades 
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parcip̂ ls mixtes fins a l'ordre 4 i imposant condicions del:.feipu¿ 

^ ï j ^ ^ z ' • ' • s i g u i integrable respecte X^. 

Brossard-Chevalier [7] construeixen una formula d'Itô per 

f(M^), amb f:® de classe C^ amb suport compacte i M una 

martingala bibrowniana (aixó és, respecte la filtració producte de 

dos filtracions brownianes independents), afitada en L^, p >0. Tam-

bé fan l'extensió per a martingales locals. 

Chevalier [21] demostra la fórmula d'Itô per f : ]R de 

classe e"̂  amb derivades afitades i nul. la en zero, i M una martin-
4 

gala local de L en una filtració en que tota martingala de L^ tin-

gui una versió contínua. 

Finalment, Nualart [75] demostra el resultat anterior sense 

la hipòtesi de continuïtat de totes les martingales de L^. La fór-

mula és la següent: 

TEOREMA 1. 56 : Sigui f : ]R -v]R de classe , nul, la en zero, 

4 ' 4 i M una martingala de M (o mes generalment de M ), nul.la —c f Xoc " 

sobre els eixos. Aleshores per a tot (s,t) e JR̂  , tenim 

f(M / f'(M ) dM + f"(M ) dM + 
st ^ z z Kg^ z z 

st 

^ i/o ^ I / O 

- i L f"(M^) d<M> - / f"'(M ) d<M,M> 
^ ^ S t st ^ ^ 

- I /R ' 
st 

ON M és una martingala de M^ (M^ ^^^ respectivament), associa-

da a M,segons veurem amb detall al proper capítol. 
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OBSERVACIÓ 1.57 : La fórmula anterior, de Chevalier i Nualart, és 

una versió compacte (no apareixen integrals mixtes i s'utilitzen 

integrals uniparamètriques). Les fórmules d'Itô estudiades en el 

cas del drap brownià (o de semimartingales representables) per 

Wong-Zakai, Guyon-Prum,..., són versions més explícites (amb inte-

grals mixtes). Es pot passar de la versió explícita a la versió 

compacta mitjançant la fórmula de Green. 

Una versió multidimensional de la fórmula anterior és la següent 

TEOREMA 1.58 : Siguin martingales de M^ ^^^ i  

3R una funció de classe nul. la en el zero. Llavors 

f(M^ = l dM^(z) + 
^ ^ st i 3x. ^ 1 

^st i,i 3x^9x. ^ 2 y 

^ èf: ^ . >x - |/R > Z -
lO 1 3 1 j 

^R ̂  J. , , , (M ) d 
st i,3,k z 

> 
z 

,4, 
- tL Y . J ^ . (M ) D < M V , , 

4 -̂ R ̂  • -, X, 3x.3x.3x.3x. ' z' z ' 
st x,3,k,h 1 3 K n 

on M^M^ = 1 ((M^^) - M^-M^) . 

Com una primera conseqüència de la seva fórmula d'Itô, Cairo-

li-Walsh en treuen l'existència i continuïtat del temps local (o 
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densitat d'ocupació) del drap brownià respecte la mesura 

dy(s,t) =st dsdt. 

La última fórmula d'I.tô establerta permet a Nualart generalitzar 

el resultat, demostrant l'existència i continuïtat del temps local 

d'una martingala contínua afitada en L^ en relació a la mesura asso-

ciada amb la variació quadràtica <h> . Concretament, 

PROPOSICIÖ 1.59. : Sigui M una martingala de m'̂  . Existeix un pro-

ces {L^ , (s,t,x) € X]R} continu en (s,t,x), tal que per tota fun-

ció mesurable i afitada f : ]R »-IR, q. p. t. u , 

/R = J·N ^ S T ^ ^ ^ ) ^ ^ 
st 

per tot (s, t) c . 
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§15: Calcul estocàstic dependent d'un paràmetr«^ 

En el calcul estocàstic de processos indexats per dues varia-

bles, interessa sovint considerar una de les variables com un parà-

metre i utilitzar resultats de processos amb índex unidimensional. 

Trobar bones versions dels processos que resulten -per exemple, d'in-

tegrals estocastiques que depenen d'un paràmetre- és un problema co-

mú a moltes demostracions en els capítols que segueixen, i contínua-

ment cal utilitzar els resultats de Doléans [27] i Stricker-Yor [87], 

En aquest darrer article, situats en un espai de probabilitat fil-

trat iü, F, {F^, t e }, P) que compleixi les condicions habituals, 

i donat un espai mesurable (U, U), s'estudia, per exemple, sota 

quines condicions, donada una aplicació X:Ux3R_̂ xfi -»-IR y existeix 

una versió Y:U x — ^ ]R y®B(]R_^ ) ® F-mesurable, tal que per a 

tot u eU, el procés X^ sigui indistingible del procés Y^. Els re-

sultats són del següent tipus (vegeu l'article citat, lema 1): 

"Sigui X:Ux]R_xfi ^ tal que 

a) Per a tot u eU, el procés X^ sigui indistingible d'un 

procés continu per la dreta amb límits per l'esquerra. 

b) Per a tot t ̂  IR̂  , existeix una aplicació H^tUxfi >-]R 

y ®F-mesurable tal que per a tot u eU, = P-q.s. 

Aleshores existeix una aplicació mesurable YiUxU^xfi »-ÍR 

tal que per a tot u eU, Y^és indistingible de X^ i les trajectòries 

Y^ són totes contínues per la dreta i amb límits per l'esquerra." 

Nosaltres tindrem normalment una mesura y en l'espai (U,y), i 

les condicions a) i b) anteriors es compliran solament y-q.p.t u eU. 

És 

evident que llavors, en la tesi del lema, cal tambe afegir y-

^•P.t. u eu, ja que llavors apliquem el lema a un subespai (U',y'), 

on es compleixin les condicions. 
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Per a veure que aquestes modificacions són correctes, ens cal 

el següent lema, que és una propietat de la g-àlgebra traça. Dona-

da una col·lecció 8 de subconjunts d'un conjunt fi , si E cfi , 

designem per g|g la traça de g sobre E: 

E A n E, A e8 

És conegut que, si 8 és una àlgebra o G-àlgebra de parts de fi , 8 

també ho és com a conjunt de parts de E. Tenim: 

LEMA 1.60 : Siguin (fî , 5") i (^2' ̂ ^ dos espais mesurables, i E CQ^ 

i Fcfi^. Aleshores 

DEMOSTRACIÓ 

òbviament n'hi ha prou de veure que 

( 1 ) 

ja que llavors 

® S 

Q = ¡E xfi ' 

E X F' 

Vegem, doncs, (1): És conegut que si la col·lecció 8 engendra 

la A-àlgebra je ( X= A ( 8 ) ), llavors JCJ ̂  = G ̂ C 8 J J,), on aquest 

últim terme representa la a-àlgebra sobre E engendrada per gjg· Lla-

vors, si S és l'àlgebra producte {AXB, A € B e 8} , 

Ex fi = 0 E xfi. ( iJ-Q) 
2 ^ 2 

E X fi a E x fi, 
( = 

= „®S 

Vegem ara les modificacions dels resultats de Stricker-Yor: 
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PROPOSICIÓ 1.61 : Sigui XrUxI^^xfi VR una funció tal que 

a) y-q.p.t. u GU, el procés X^ sigui indistingible d'un 

procés continu per la dreta i amb límits per l'esquerra (resp. con-

tinu) . 

t e , existeixi una aplicació xfi ^ 

y ®F-mesurable tal que irq.p.t. u e U, = H^(u, .) P-q.s. (el 

conjunt de y-mesura zero no depen de t). 

Aleshores existeix una aplicació Y:U xTRxü ü , y®B( B_^)®F-me8u-

rable, tal que q.p.t. u, Y^ és indistingible de x" i per tot u les 

trajectòries de Y^ són totes contínues per la dreta i amb límits 

per l'esquerra (resp. ¡contínues). 

DEMOSTRACIÓ 

Sigui U^ G y el conjunt on es compleixen les condicions a) i 

b) (el complementari té p-mesura zero). Aleshores la restricció 

de X, que designarem igual, X:Uĵ x Ii_xß — c o m p l e i x : 

a) Per tot UGU^, el procés X^ és indistingible d'un con-

tinu per la dreta amb límits per l'esquerra. 

b) Per tot t, existeix una aplicació >-]R 

y^ ® F-mesurable (y^ = Uj^ ) tal que per tot UGU^, X"(.) = H^(u,.) 

P-q.s., on H^ és la restricció de H^ -que existeix per hipòtesi-

3 U^^^ i és Uĵ ® F-mesurable, ja que pel lema anterior. 

Llavors, pel lema 1 de Stricker-Yor (exposat al principi del 

paràgraf), existeix una aplicació m̂ x̂fí »-R 

mesurable tal que per tot UGU^^, X^ és indistingible de Y^, i per 

tot u G u^, les trajectòries de Y^ són totes contínues per la dre-

ta amb límits per l'esquerra. 
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Però = (g ® B ( K^) ® F) j ̂ ^ ̂  H x ^ l'aplicació 

Y:U X M X ÇL Y M 

Y(u,t,a)) = 

t, cü) si u e Uĵ , 

0 en cas contrari, 

és clarament U ® B ( m^) ® F-mesurable i compleix les condicions reque-

rides. La versió per a processos continus és òbvia.• 

DE manera evident, resulten ara les tres proposicions següents: 

PROPOSICIÓ 1.62 : Considerem una successió n S 1} d ' aplicacions 

reals mesurables definides en (Uxfi , U ®F). Suposem que q.p.t. u e U, 

la successió X^(u,.) convergeixi en probabilitat (en L^) . Aleshores 

existeix una aplicació X:Uxí2 — U ® F-mesurable tal que q.p.t. u 

X(u, .) = liïn X (u, .) en probabilitat (en L^) 
n->-oo " 

PROPOSICIÓ 1.63 : Sigui G una sub-o-àlgebra de g i XiUxQ — 

una aplicació U ® F-mesurable que compleixi una de les condicions 

següents : 

a) X és positiva. 

b) Y-q.p.t. u E U, E[|X(U) 

Aleshores existeix una aplicació Y:Uxfi 

AN® q.p.t. u, Y(u) = E[X(U)|G] P-q.s. 

< 

•]R U ® F-mesurable tal 

PROPOSICIÓ 1.63 : Sigui M una martingala local i J:Ux]R^xn  

HILa aplicació U ® P-mesurable (P designa la o-àlgebra previsible 
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sobre IR ß) i tal que p-q.p.t. u g u. 

< 0 0 . 

Aleshores existeix una aplicació Y : U x x n —>-]R U ® B ( TRj ® F -

mesurable tal que q.p.t. u, el procés {Y^ , t € ]RJ és indistingi-

ble de la integral estocàstica { dM , t e ]R } . 
O S S ^ 
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CAPÍTOL II 

SOBRE LA FÓRMULA D'ITO I SOBRE LES MARTINGALES AMB 

VARIACIÓ INDEPENDENT DEL CAMÍ 

Hem vist en el paràgraf 14 del capítol anterior que una de les 

diferències essencials entre la fórmula d'Itô per a martingales amb 

un índex o amb dos, és que aquesta última fa intervenir una nova 

martingala, escrita normalment íí, i els "crochets" <M> i <M,M> 

També, en la versió multidimensional, si considerem les martingales 

M^, de M^, apareixen unes noves martingales M^ M^ defini-

des per 

M^M^ = I ( (M^+M^) - M^ -M^ ) . 

Ara bé, aquesta definició no proporciona una operació entre M^ i 

amb propietats prou bones per als càlculs efectius que cal fer 

quan s'aplica la fórmula d'Itô. En efecte, el càlcul directe de 

M^+M^ acostuma a ser llarg i delicat, i d'altra banda, ¿quan val 

la martingala M^ÍM^+M'^) que intervé en M^+M^+M'^? 

Aquestes dificultats s'eviten definint una operació M*N entre 

dues martingales M i N de manera que MN sigui l'operació simetrit-

zada de M*N, això és, 

MN = M*N + ̂  N*M . 

A l'estudi de M*N es dedica el primer paràgraf d'aquest capítol. 

En el segon paràgraf es calcula la variació quadràtica <M*N>quan 

M • 4 M i n estan afitades en L . 

Assenyalem que la martingala M, escrita Jĵ , per a M martin-

gala forta, contínua i afitada en L'̂ , aparegué ja en Cairoli-Walsh 

[15] , definida com una integral doble. La martingala M*N, desig-
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nada Jĵ ĵ̂ , figura en la tesi de Guyon-Prum ([35]), per a M i N mar-
4 

gales afitades en L , i hi és definida mitjançant d'una integral 

estocàstica doble d'una funció d'angle. 

La definició de M*N donada aquí per a M i N contínues i afita-

des en L^, pà2, així com el calcul de la variació <M*N> per a M i 

N cotinues i afitades en L^, són originals. 

El tercer paràgraf esta dedicat a demostrar que si M és una 

martingala contínua, afitada en L^, nul.la sobre els eixos i amb 

variació independent del camí, llavors <M,M> =0. També s'obtenen 

algunes conseqüències d'aquest teorema. Aquesta propietat de les 

martingales i.d.c. es complia en tots els exemples. Finalment, và-

rem assolir una demostració general. 

§1: La martingala M*N 

TEOREMA-DEFINICIÓ 2.1: Siguin M i N dues martingales de M^íz^), 

P=2. Aleshores existeix una martingala contínua M*N ^ M^^^iz ) tal =c 

.que per a tota successió de reixes nâ 1 sobre [0,z ] que 
o-

esdevinguin arbitràriament fines, si definim les martingales s" 

per 

aleshoreí 

U€l 
z 

(i) lim sup E[|S^ - M*N = 0. 
z€[0, z^ J 

(ii) Per a tot n, les martingales s" = { s" , F s<s^ 

^ = í í ,t' £s ,t' ^^oí S' i 
o o' o 
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lim s" = M*N 
o ^o 

lim s" = M*N 

en el sentit de la convergència en H P/2 

DEMOSTRACIÓ 

Com que les martingales M i N, i les martingales nul.les sobre 

els eixos M° i n" associades amb elles tenen, respectivament, 

els mateixos increments rectangulars, les martingales s" corres-
z 

ponents a M i N, i a M" i N°, coincideixen, i per tant, coincidei-

xen M*N i M°*N°. Podem suposar, doncs, M i N nul·les sobre els 

eixos. 

El teorema es demostra distingint els casos p>2 i p=2. La pri-

mera part s'estableix en ambdós casos adaptant, pràcticament sense 

modificacions, les demostracions del lema 3.2 de Nualart [74]. La 

segona part del teorema en el cas p>2 és una conseqüència òbvia de 

la desigualtat de Doob, i si p=2, la demostració segueix també la 

línia de l'esmentat lema, però calen més modificacions i la farem 

amb més detall. 

Per simplificar, suposarem z^ = (1,1). 

a) Sigui p>2. Considerem una reixa resobre [0,1]^ i designem 

els seus punts per u = (s^,tj), i=l,—'Pn+1' ' ' "'^n+1' 

0=s. <s„< <s 
n+1 

=1 i 0=t^< t2< ...<tg = 1. Indicarem per ^ r 

t. 
3 

n+1 

una reixa sobre [0,'l]^ que tingui la 

mateixa projecció sobre l'eix t que 

Designarm els punts de ^r" per u'=(a,,tj) 

^ "i-

Pn-hl' j = ̂  
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Ii = {i- ' i = 1 P^. Definim 

u'er n 

Llavors 

.1) lim sup E[|S" - s". .|P/2 1 = 0. 

En efecte. 

^nsî., -

= E 

p/2 j ̂  

[ I I M ( A ¿ . ) N ( A ¿ , ) - I M ( A ¿ ) N ( A ¿ ) | ] = 
u 'e r uer 

= E I I M ( A ¿ . ) N ( A ¿ . - A ¿ ) | P / ^ ] , 
u=(s ,t )€r" i'el 

1 J 1 

ON A¿. i A¿,-A¿ = ^̂ I'̂ Î ><] T Com 

que l'expressió anterior és diferencia de martingales, apliquem 

la desigualtat de Burkholder (teorema 1.27 (i)), i obtenim 

s C(E[| J 

i 

S C E[ 1 J I M(A¿,)^N(A¿.-A¿) 

,P/2 

p/4 

P/2 2 l sup(M(A¿, ].E[|sup sup ]) 

el. j i j i ' el . 1 
1 1 

Pn,l/2 Pjj-/-. Ê̂ ^ sup 

n 

és la norma de la reixa r".(Vegeu l'article citat per als 

detalls) . 

2„n 
a.2) Anàlogament, designem per r una reixa sobre [0,1] 
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que contingui r" i que tingui la mateixa projecció que resobre l'eix 

2^n s. Designarem els punts de t per = i = l, . . ., , 

j'=1, . . . i posarem J^ = {j': t̂  , e [ t^ , t ̂^^ [} . Definim 

Per simetria obtenim 

lim sup e[|s" - s" JP/^] = O 
n ->•<» 2 pn 

De la conjunció de a.l) i a.2), i de la desigualtat de Jensen, 

resulta la primera part del teorema, i de la desigualtat de Cairoli-

Doob, l'existència d'una versió contínua de M*N. La segona part 

del teorema es dedueix, de forma immediata, de la desigualtat de 

Doob. 

b) Sigui p=2. Amb les notacions anteriors: 

Tn ^n 
b.l) lim sup E [sup iS]̂  J - S^ ̂  

n Ipn s a 

En efecte, per la desigualtat de Davis, 

= 0 . 

E [sup I S^ , 
sál ' 

- S n s,l 

E [sup 
súl 

lO 1 
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= CE|I < I N(A¿, - A.,t ) - M.<x. A.,t )> J^/^] , 

i,i' j 

ja que si i ^ i', les martingales 

i 

I N(A¿.-A¿)M(a^„^^AS,t.) - M(a.„As,t.)) 

són ortogonals. 
fi' Per a cada i', sigui = / una partició i ' i ' i ' de ,/Ĉ , , amb <02 <...<a^ = ^ sigui 

I p,. I = mà̂ x iö ^̂ ^ 

Pel lema de Fatou, 

,n ,n E[sup S - S J ̂  
s<l ' ' 

^ C E I I lim ( M(aÍ;^,t.)-M(at;t,))) ̂  

i i'el. P., 4-0 k j 1 1 ' 

k' 3 

< C s u p E [ | l I ( I 1/2 

1 1 

i ' i on A];, ̂  x]0,tj], i el suprem es pren sobre totes les 

r i ' 

particions finites de [0,1] , P » i ' =1 » • • • / Pj!̂, k=l,...,r^, 

que contenen als punts â , . 
Sigui { f^, i'=l, . . . k=l, una família de fun-

cions de Rademacher sobre [0,1] ,Pel lema de Khintchine, 
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E[sup ISJ 1 - S^ , |] 
s<l 

< C sup E[| I I I I ) f (t) 
P ° i i ' k j ^ " ^ ^ 

J dt < 

< C sup E [I I l l l , 
P i i- k j u u 1 

1/2 < 

< C(E[ [ sup sup E[ sup l I M( A^, , ]) < 
i,j i- ^ ^ p i- k ^ 

^ ^E[sup (M(a . - ]] 1/2 
1 1 

que convergeix cap a zero, quan n^œ, en virtut del lema 2.1 de 

Nualart [74]. 

b.2) Per simetria 

lim sup E[sup 
n-i-oo 2^n t^l 

c, " -s " = 0 

De b.l i b.2 resulta la primera part del teorema. Vegem ara 

b.3) 

lim sup E [sup Is" -
n n sè 1 

= 0. 

En efecte. 

E[sup - SJ |] = 
sál ' ' 

E[ sup I I 

u=(s.,t.)er" j'eJj 

I )M(](s^As,t^), , )]) 
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on N(A^,) no depèn de s. Per a tot i. 

I I ) M ( ] ( S ^ A S , T .), )]) ^J' 

j j'eJj t . 
1 

V////////M 
u' 

u 

és una martingala en s respecte 

F , , s^ 1} , i si i i'les martingales són ortogonals: Si — s, i 

, amb . . .<^=1, és una partició de [0,1] que 

sigui un refinament de 0=sS2< • • • <s^ <1, llavors 
n 

si i ^ i', per a qualssevol t^,T^,,t^,T^,, ja que sempre almenys 

un dels dos factors és zero. Per tant. 

Així, per Davis, 

:n E[sup |S" -
s^l 

^ C E[\ I < I I N(A¿,)MO(s.A.,t 
i j j' 

1/2 . 

Per a cada i, sigui P̂^ = {s^, s^, . - ., s^ } , una partició finita 

de 1 
1 . X 

. 1 1 
'interval s^=s^<s2< . • • = ŝ ^̂ ^ . Per Fatou, 

E[sup |sn 
Sil 

sn , 
s, 1 
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<CE[| I lim } (I I N { A ¿ , ) M(](s t.),(sÍ . , T . . ) ] ) 
i Ip̂ Î -O ̂  P̂  j j' " k+l 3 • 

- M( ](s.,t.), (sj, T.,)] ) T 

= C e [ \ 1 lim I I NÍA/ )M(A ^^^ 

i IP̂ lK). k j,j' "" 

(on ) 

á C sup E [ | I I L 

irk 3,3' KT 

V i 

t. 
J 

s. i \ \+l ®i+l 

on P = {s^, i=l , . . . , p ^ , k=l,...,r^} és una partició finita de[0,l] 

que sigui un refinament de {ŝ ,̂ '^p+i^* Considerem, com abans, 

una família de funcions de Rademacher{ f. ,, i=l , . . . , p , k=l,...,r. 
1, K n X 

Per les desigualtats de Khintchine i Davis, 

E[sup ^ - S'̂  I J ̂  
s^l 

iC sup I l l N(A^)M(A^^. )f (t)| dt] = 

C sup r E[1 I N(A; .)M(A¿'J ) f. , (t)l dt 

sup R E [ | I N(A2 I dt 

áCÍE [sup sup y N(A^ , sup E [ I sup M(A ) ̂  ] ) 
i j j- " P i,j,k j' 

1/2 

Per a afitar el primer factor, sigui i ̂jt / j' ̂ Jjl una famí-

lia de funcions de Rademacher sobre [0,1] . Per Khintchine, 

E[sup sup I 
i j j' 
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S C E[ sup ( sup¿ 1 I )f (t)|dt)^] ̂  
i j j'ej. 3 

(per la desigualtat de Doob) 

^ C E[ sup(J¿ I l (N(1,T )-N(1,T ))f (t)|dt) 
j i' J J 

ú C E [sup l ( N ( 1 , T . 
j i' ^ 

L'altra factor s'afita com segueix: Per la desigualtat de Doob, 

E[l l Isup -
i j k j' 

= I E[sup ] ̂  C l E[M( i 
• . , -il . . , J 

=C[E 

= 0. b.4) De b.l i b.2 resulta lim E[sup |S -S 
n,m ̂ oo sèl ^ 

En efecte, per a qualssevol n,m, sigui r una reixa sobre [ 0,1] 

amb la mateixa projecció sobre l'eix s que r"̂  i que r"̂  sobre l'eix 

t. Definim 

Llavors 

,nm I M(AMN(AM. 
-rm 

E [sup - S«VI 
SÛ1 

sál S^l 
- s nm I sl I 
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Però lim E sup js'̂ , - S 
n-̂ oo sál 

,nm 
. = O uniformement en m, i, dones. 

lim E[sup s" 
n,m->-oo 8^1 

- S nm si J = O , 

i anàlogament. 

lim E[sup Is"*, - s"'" 
m-.» s<l 

= O 

uniformement en n, d'on resulta b.4. 

'si és la de Finalment, la convergència E [sup - s'' 
1 s<l ' 

l'espai H , i en virtud de la completitud d'aquest espai, existeix 

una martingala de H, que designarem S ,, tal que 
Sx 

E [ sup -S t 

s<ï 
0 . 

n-voo 

Però 

,n sup E S , - M*N T 
s<l ^^ ^^ 

0 , 
n->-oo 

d'on resulta S , = M*N , .1 
sl sl 

observacions 2.2 

1) L'operació * és evidenment no commutativa, distributiva 

respecte a la suma per la dreta i per l'esquerra. 

2) M = M*M i ÍS" = "I M*N + . 

3) M+Ñ = fi + Ñ + M*N + N*M. 

Aquesta darrera observació proporciona una propietat que permet 
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el calcul de M quan M és una suma de factors. Concretament: 

COROL .LARI 2.3: Siguin martingales de M^, p>2. Aleshores 

n n ^  
I M = I M + 2 I M M . 

i=l i=l ^ 

DEMOSTRACIÓ 

Es tracta d'un raonament per inducció trivial, 

Els resultats de Nualart [75] per a M s'estenen sense difi-

cultat a M*N. Concretament, tenim les següents propietats, la de-

mostració de les quals és anàloga a la dels lemes 2.3 i 2.5 de l'ar-

ticle citat, i que s'ometrà: 

4 

COROL.LARI 2.4 : Siguin M i N dues martingales de M^ i 

X = {x^, ze]R^} un procés continu i adaptat. Aleshores per a tot 

z^ G ]R2 i per a tota successió {r", n ̂  1} de reixes sobre [0,z^ ] 

que esdevinguin arbitràriament fines i per a tot A>0, tenim 

(i) lim Pfsup 1 l X^M(A¿)N(á¿) - X^ d(M*N)^|>A} = 0 

^^^o ucr" 
Z 

(ii) lim P{ I l - <M*N>(A^))|>A = 0. 
n̂ oo 

uer 
n 
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§2; Calcul de la variació quadràtica de M*N 

Siguin M i N dues martingales de ), nul.les sobre els 
—c o 

eixos, i sigui t una reixa sobre [0,z^]. Considerem la martingala 

uer 

Aleshores : 

LEMA 2.5: Amb les notacions anteriors. 

<S> = l <ri>i(A¿)<N>2(A¿) 

DEMOSTRACIÓ uer. 

Considerem dos punts de [0,z^], 

z=(s,t) i z'=(s',t'), z<z'. Sigui 

A' , = ]s,s' ]x]0,t] i 
^ f ÀLJ 

= ]0,s]x]t,t'] . Aleshores 

S = J M(A'nR )N(A^nR ), i per tant, Z li z u. z 
uer 

S(]z,z']) = I(M(A^nR.)N(A¿nR.))(]z,z']) = 

ueT 

u€r 

ucf . 

z,z' 

Designem per A^ el procés l < M A ^ ) <NA^), que té les 

u^ 
següents propietats: z 

a) A és creixent: Anàlogament que abans tenim: 

uer^. 

-75-



Com que M és nul·la sobre els eixos, per a tot s, <M> ' =0 i del 
kD L/ 

caràcter creixent de <M>^ en s, fixat t, resulta <M>MA^nAi 

i anàlogament, u z, z ' 

b) és Fg^-mesurable ( i també <^>3^) i, doncs, A 

és adaptat; per construcció és continu per l'esquerra. Per tant, 

A és previsible. 

c) S^ - A és una martingala feble. Hem de veure que 

E[S2(]z,z' ] ) = E[A(]z,z' ] ) , 
—• z — z 

En efecte, 

E[S2( ]z,z' ]) |F ] = E[(S(]Z,Z' ]))MF z 

+ 2 j 

uAi 
Però el segon terme és zero: Si u,u'e [z,z'], amb u' llavors 

E[M(AMN(AMM(A^ )N(A', ) = 
U li li li — z 

E[M(A¿)N(A¿)M(A¿,)E[N(A¿.)ÍF^,]|^] = 

= 0. 

u' n 
u 

z ' 

Les altres possibilitats per a u 

i u' es calculen igual. 

Anàlogament, pel primer terme suposem u€[z,z'[ (els altres casos 

es tracten de la mateixa manera), i per la independència condicional, el caràcter 
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l-martingala de M i 2-martingala de N, i la nul·litat sobre els eixos. 

E [ M ( A M 2 |F ] = F IF 
U U ' = Z u u =u'=z-' 

= E[<M>^(AM<N>^(A^) IF , u u ' =Z 

De les propietats a), b) i c), i de la unicitat de la variació 

quadràtica (teorema 1.22), deduïm que <S> = A.B 

LEMA2.6 : Sigui {m'̂ , n^l} una successió de martingales de M^(z^) 

tais que 

.n lim sup E[ M" - M 2 j = 0. 
n̂ oo zSz 

o 

Aleshores 

lim e[|<m">^ - <M>^ I] = 0-
n̂ oo o o 

DEMOSTRACIÓ 

De les desigualtats de Burkholder per a martingales contínues 

amb dos paràmetres (teorema 1.30 i) per a F(x)=x^ i de la desigual-

tat de Cairoli-Doob, resulta: 

i c E[sup |M - M < C sup E[|m - M z z _ z z zéz ZÛZ 
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i de la desigualtat 

E [ I - <M > I ] < E [ <M" - M > 
o o ^o 

resulta el lema.I 

TEOREMA 2.7: Siguin M i N dues martingales de M^(z^), nul.les 

sobre els eixos. Aleshores per a qualsevol successió de reixes  

r", nSl} sobre [0,z^] que esdevinguin arbitràriament fines. 

<M*N> = lim l en L^. 
^ n̂ oo -n ^ ^ 

A més, si M té increments ortogonals en el sentit 1 i N en el 

sentit 2, aleshores 

<M*N>^ = „ d<M>^(z) d<N>^(z') , 
ç RçXRç 

on x]R̂  >-lR és la funció déterministe d'angle 

1 si z Ä z ' , 

Y(z,z' ) = 

0 en cas contrari. 

DEMOSTRACIÓ 

La primera part és una conseqüència dels lemes 2.5 i 2.6. La 

segona part es basa en el fet que les funcions -no simples-

V ^ Â̂ XÂ  

uer" " ^ 

s'aproximen puntualment a la funció H*. I, doncs, per convergència 

dominada, s'aproximen a ¥ en la norma 
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"'̂ Il ) d<M>Mz)d<N>Mz' ) ) 
o o 

OBSERVACIONS 2.8: 

1) La martingala M*N sempre es pot expressar com a 

= J·J·RÇXRç d^z^N^. ' 

on la integral s'ha d'entendre com una integral estocastica doble 

d'una funció d'angle, i ¥ és la funció definida al teorema ante-

rior. El pas al "crochet" exigiria un estudi de les integrals del 

tipus 

amb A creixent en la primera coordenada i B creixent en la segona. 

2) Si M té increments ortogonals en el sentit 1, <M>i 
S T 

és creixent en (s,t) (proposició 1.39), i anàlogament, si N té 

increments ortogonals en el sentit 2, <N>2 és creixent en (s,t); 

doncs, la integral anterior té sentit. A més, es pot calcular: per 

Fubini, 

<M*N> = // d<M>i(z) d<N>2(z') = 
st'^st 

= //„ l,(z,z') d<M>Vz) d<N>2(z') , 
st st 

on A = {(z,z') e K ^ , zAz' } . Fixat z=(x,y), 

L l,(z,z' ) d<N>Mz' ) = <N>Mx,t) - <N>MX' ,y), 
st ^ 

i per tant, 

<M*N> . = Jp <N>Mx,t) d<M>Mx,y) - J <N>Mx,y) d<M>Mx,y) 
st st 

S2 t 2 
En particular, = = — • 
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§3: I.P.C. implica <M,M> = O 

Començarem veient una propietat dels elements de ), nuls —C o 
sobre els eixos (lema 2.9) i una caractrització de les martingales 
d'aquest espai nul.les sobre els eixos i amb variació i.d.c. (lema 
2.10), que són una versió més forta d'unes propietats establertes 
per Zakai a [101](vegeu el teorema 1.34). Per simplificar, suposa-
rem en tot aquest paràgraf que z^=(l,l). 

LEMA 2.9 : Sigui M una martingala de M^(1,1) nul.la sobre els 
eixos. Per a tota successió de reixes {r", nSl} sobre [0,l]=̂  que 
esdevinguin arbitràriament fines tenim 

lim sup E 
n-voo Z€[0,1]2 

)M(A^) - |(<M>^ - <M>^) J = O , i=l,2 

DEMOSTRACIÓ 

Vegem el cas i=l. Sigui r" = r" xfj, amb r"= ®2'•••'®p+l 
<®2 'q+1 } , 0=t^<t2<...<t =1. 

Fixem (s,t)e[O,1 i siguin 

= ] ( S ^ A S , 0 ) , A t ) ] . 

Aleshores 
P P q p q • 
I (M(s^_^^AS,t)-M(s^AS,t) I I M(A. .)2 + 2 n M(A^.)M(A^.) , 
i=l i=l j=l i=l j=l 

i, doncs. 

uer 
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p q 

i=l 
<M> 

K - Î "(A 
1=1 3=1 

i i,j ^^ 

i el lema resulta ara deis resultats de Nualart [ 74] .1 

LEMA 2.10: Sigui M una martingala de M^ nul.la sobre els eixos. 

Llavors M té variació independent del camí si i només si per a 

qualsevol successió de reixes {r", nàl} sobre [0,1]^ que esdevin-

guin arbitràriament fines, 

lim sup E[ I I M(A;^)M(A = 0 , i = 1,2 . 
n^œ z,z'€[0,l]̂  uer"n[z,z' ] 

z < z' 

DEMOSTRACIÓ 

La condició és clarament suficient. Vegem que és necessària: 

Si M té variació i.d.c., per a qualssevol z=(s,t), z'=(s',t'), si 

designem per D^ el producte M(A^)M(A^), uer", aleshores 

I D 

u€r"n[z ,z' [ 
u 

E[| I 
Tñ . „-nH 

+ E 
r usr 

+ E I 
uer n 

D u ' 

(s,f) 
i sols falta prendre suprems respecte a z i z', i passar-ho al 

límit 

TEOREMA 2.11: Sigui M una martingala de M^ nul.la sobre els 

eixos. Si M té variació independent del camí, aleshores <M,M> = 0, 
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on ~ Fent una descomposició més 
obtenim: 

= I M(Ai.)M(Z....)M(4.„) 

Pero 

és 2-diferéncia de martingales, és a dir, és integrable, F, 
~ j" + l mesurable, i ortogonal a F̂  . Per les desigualtats de ~ / T j „ 

Davis i Cauchy-Schwarz, 

E[|Aj] S C E[ { l (I M(A[ )M(A )M{A| 
i J JJ J 

1 /2 

S C E I (LM(A. (LM(A[ )^M(A| J^) 
i i 

1 / 2 1 

= C E I ( I I I M(AÍ , 
jo' 13D i j" ̂j'+l ij' 

s C E[{sup I { Isup I l M(A[j)^M(A5 
D lO- j 3' i j'̂ j'+l ID' 

S C {E[sup l {E[ I sup I .. ^ 
3 1,3' 133 j j' i j'&j'+l 13' 

á C {E[sup l } 

S C {E sup I 

1/2 

1/2 

1/3 3' 

E[ sup j ( { E[( I sup I 
^3 . i .. 

. c bV^.bV^.bV^ 

-83-



1.a) Estudi de b^: Per a cada j,j' tenim 

I = (M(l, -2 I (M(S.,T.,̂ )̂-M(S.,T..))M(Â...,) , 

i i 

i per tant. 

b^ = E[sup l M( s 

Á E[sup T.,))2]+ 2E[SUPI I (M(S. , T. T-, ) )M(A .,) | ] = 

^ j' ij' 

Ocupem-nos de b^: 

[sup| l (M(s., . , ) )M(AY. , ) | ] = 

iO' 

= E[{sup| l (M(S^,T 1/2 1 

S E[{1 ( I (M(S.,T..^^)-M(S.,T.,))M(Â 1/2 1 

Considerem { r^,j = l,.•.,q } una successió de funcions de Rademacher 

sobre [O,1] . Pel lema de Khintchine i la desigualtat de Davis, 

B^ Á CE[/¿| i i '(M(S., T )-M(S.,T..))M{ Â. .j.)r.(t)| dt ] 

j 

= C ¡ Ie[\1 i (M(s.,Tj.^i)-M(s.,T .,))M(Â....)r.{t)|] dt S 

i >3' 

C / ¿ E [ { N I (M(S.,T..^,)-M(S.,T ..))M(Â,.j.)r.(t)) 

i 

1/2. dt . 

Sigui {r.(s), i = l,...,P } ^̂ ^̂  altra successió de Rademacher 

sobre [0,1]. Apliquem primer el lema de Khintchine ordinari i des-

prés la versió amb dos paràmetres (cfr. Metreaux [62] ). 
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b^^C J¿J¿E[| I (M(S.,T.,_^^)-M(S.,T..))M(Ä )r (t)r.(s)l] dtds ̂  

iO.j' 

Á CE[{I ( I (M(S.,T )-M(s.,T ))M(Ä . ] S 

lO 3' 
iDD 

^ CE[{I [ I I M(A...,)2)} 1/2 ] 

I'D 3' 

< C {E[sup sup l (M(S.,T )-M(s.,T., 
i j 1 3 -L 1 J 

1/2. 

E[I I M(A....)2] 
j' 

1/2 

Per Burlíholder amb dos paràmetres podem afitar el segon factor: 

E[ l C E [ ( I = C E[M|^ ; . 

Per afitar el primer factor, considerem una successió de 

funcions de Rademacher fr^iít), j'cJ^} sobre [0,l]. De les desi-

gualtats de Khintchine i Doob resulta: 

E[sup sup I ))2 ] < 
i 3 j. 

<CE[sup ( sup /¿I l dt] 
i j j. 

áC E[sup( J¿( l (M(l,Tj,^i)-M(l, T.,))r.,(t)| dt) ̂  ] á 
j j. 

£ C E[sup J (M(l, T. . , ))• 

j' 

D'on resulta 

b^< C E [ s u p I (M(l,Tj.^j)-M(l,T j.))' ] 
j j. 

l.b) Estudi de b2: Per Doob i Burkholder-Davis-Gundy 
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b2 = E[sup ( I E[sup ( I 2] < 

I CE[[ 2] < C E[ Al 

l.c) Estudi de b^: 

B3 = E[( i sup l Miàl f]'] ¿ E 

: ' D' 

I I sup ((M(S.,T.,^^)-M(S.,T.,))^} 
j j' i 

Definim el procés 

B = l sup (M(o, T . ,T - , ) ) ̂  
. ., o ̂ s 
3,1 

que és continu, creixent i F^^-adaptat. El seu potencial associat 

Z val O 

= E ' I ( sup (M(a ,T ) - M ( A , T. . ))2-SUP(M(G,T llsl̂  = 
^ ^ J oás 

JT J 

< E [ I sup (M(A,T = 
ae[s,l] 

y E[sup (M(a, X:.,.)-M(A,T.,))Mlsi] = 
ae[s,l3 ^ ^ 

= m 
s , 

3.3' 

on l'última desigualtat és deguada a la desigualtat de Doob condi-

cionada, i 

de Garsia-Neveu deduïm: 

m , F , se[0,l]}és una martingala. De la desigualtat 
S ~ s 1 
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E b. 3] ^ E[( I s u p ( M ( S . , T 

3' j ' 
á E 

DO' 

Tenim, en resum. 

S C{E[sup I 
^ j' 

i, dones. 

lim lim E[|Aj^|] < lim sup E[jA 
n->-oo m̂ oo n-»-œ m>n 

= O, 

m>n 

d'acord amb el lema 2.1 de Nualart [74]. 

= 

2) E[|A2|] es tracta igual; 

iO.j' 

Aleshores ^ M( A]j)M( és 

2-diferència de martingales i per la 

desigualtat de Davis, i la de Doob, 

V i 

Tj. 

t. 
3 

v//mm 

8 1: 
3,3' 1 
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< C{E[SUP I M( A . ^ 
j • •. 

sup I ^ 

j i 
13 133' 

< C{E[SUP I M( A .{E[ ¡ )2J|L/2 ^ 
A JJ 13 13 

^ C {e [sup l M( A. ; 

Però el primer terme és precisament b^, el segon h^ i el tercer 

s'afita exactament igual que b^. D'on resulta, igual que abans. 

lim lim E[IA^I] = 0 . 

m>n 

E 

3) Vegem E[|A^|]: 

= E 

= E[\ l M(A[.) • I M(A.,j,)M(A[,j.) 

i'j i'J' 

1/2 

i, dones, fixat n, pel lema 2.10, 

lim E[I A3 1 ; 
m->oo 
m>n 

= O . 

4) Considerem finalment E[ 

E[ |A, = E 

i 
1 ú 
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Per a cada i,j,j', 

I M( A...,)̂  + 2 I , 
i' i' 

d ' on 

E [ | A J ] 4 E [ | I I + I E[ I I M ( A U I M( A. ) X3 - - -X • 3 i'j 

S I {E[sup n(E...,y] + 
D 

^ 2 E [sup M (Al 
i/j ^̂  

1/2 E[( I M(A. 1/2 

i aplicant la desigualtat de Burkholder amb dos paràmetres als dos 
sumands obtenim. 

E I ] ̂  C { E[ supM(A^ 
D ij 

1 / 2 . 

^ C i E [sup M -M , 
Iz^'Uô ^ ^ n 

1/2 E M 1/2 
11̂  

on es la norma de la reixa r". Com que M es continua tenim 

1 im 1 im E [ I Â  
n̂ oo m̂ oo 

m>n 

^ lim C E [sup , 
n -> oo z-z' < ô. n 

5) Recapitulant obtenim: 

lim sup E[| I M(A^)M(A[^)M(A2^)I] 
ucr" 
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= lim sup lim sup E[| ^ M(A )M(AMM(A^ )|] ̂  
ir\ rc\ -m ^ rrs ^ ^ 1-1 

U6 r n oo m->-00 
m >n 

lim sup lim SUP(E[|A^| + E A n ->- oo m -»- 00 
m >n 

2 J + E[|AJ] + E[|AJ]] = 0 

Del fet que 

lim l - <M,M>(A )) = 0 
n oo n 

U € R 

en probabilitat (cfr. Nualart [75]), resulta <M,h> =0.1 

OBSERVACIONS 2.12: 
4 1) El teorema s'estén, de manera evident, als elements de M^ ^^^, 

2) Si en la filtració on estem tota martingala afitada en L^ té una 
versió contínua (condició que és compleix en els exemples habituals: 
filtració associada a un drap brownià i filtració producte de les 
filtracions engendrades per dos brownians multidimensionals indepen-
dents), el teorema val també per a les martingales afitades en L^, 
ja que (cfr. Chevalier [21]) aquestes martingales són de 
per a tot p>1. 

3) Si M és de m"̂  , nul·la sobre els eixos i amb variació """ c 
i.d.c., la fórmula d'ito (teorema 1.56) es simplifica de manera 
important: Si f : I R — I R es de classe C^, nul.la en zero. 

= J^ f(M^) dM^ + jR^^f-e^z) dM^ 
S ̂ 

2 •'o 

1 / f"(M^) d<M>^ 
^st st 
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El fet que no intervingui la derivada 3a. de f, fa que es pugui es-

tudiar millor la continuïtat del temps local de la martingala, i 

aleshores (cfr. Nualrt [75]), q.p.t. w, la funció x és 

holderiana d'ordre a , per a tot a<l. 

Si M és de M^, (p>4), nul·la sobre els eixos i amb variació 

i.d.c., es pot donar una condició necessària i suficient senzilla 

per a l'existència d'una versió del temps local L^^amb bones pro-

pietats de regularitat. Concretament, la condició 

f if id<M> = 0, per a tot x e ]R , 
•'r^ M = X Z 

st ^ z 

és necessària i suficient per a que existeixi una versió del temps 

local L^ derivable respecte a x i amb derivada contínua en (s,t,x) S ̂  

(vegeu l'article de Nualart abans citat). 
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CAPÍTOL TTT 

PRODUCTE DE FILTRACIONS GENERADES PER BROWNIANS MULTIDIMENSIONALS 

INDEPENDENTS 

L'objecte d'aquest capítol és establir la representació de les 

martingales afitades en L^ i de les martingales locals relatives a 

una filtració producte de dues filtracions engendrades per brownians 

multidimensionals independents. L'interés de l'estudi d'aquesta fil-

tració és doble, ja que, a més de conèixer més profundament una fa-

mília de filtracions (algunes propietats depenen de la dimensió 

dels brownians), aquestes filtracions són una eina útil per a esta-

blir exemples, i principalment contraexemples, en la filtració 

associada a un drap brownià. 

El primer paràgraf està dedicat a estudiar les propietats 

generals d'una filtració producte, demostrant detalladament que 

es compleixen F3 (continuïtat per la dreta) i F4, així com les re-

lacions entre les a-àlgebres previsibles. 

En el segon paràgraf, i ja en la filtració producte de les 

generades per dos brownians multidimensionals independents, es de-

mostra la representació de els martingales afitades en L^ com a 

suma d'integrals respecte als brownians i bibrownians. Per a ob-

tenir aquest resultat s'utilitza, a part de la tècnica clàssica de 

la isometria entre M^ i L^(Í2,F,P), uns teoremes de tipus Fubini 

estocàstic, que també demostrem. Aquest paràgraf és una generali-

zació de part dels resultats de Brossard-Chevalier [?] a dimen-

sions superiors. 

Finalment, el tercer paràgraf està dedicat a l'extensió per 

a martingales locals de la representació anterior. La tècnica em-

prada aquí segueix de prop la de Cairoli-Walsh [l7]. 
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§1: La filtració producte 

Tal com hem dit en el §1 del primer capítol, sobre 1'espai com-

plet (ß,F,P) considerem dues filtracions uniparamètriques 

1 2 
{FG, s E ]R } i {F^, t € ]R } , independents i que compleixin les 

condicions habituals. Designem per F^ la o-àlgebra unió v F^ i 

2 X 2 
per F la o-àlgebra v F^ . Considerarem la filtració produc-

t e { F ^ r z e ] R 2 j ^ j ^ ^ ç j g p ^ ^ , 

1 s t = IL·LL ' 

Vegem, en primer lloc, que aquesta filtració compleix les con-

dicions habituals. Ens cal el següent lema: 

LEMA 3.1: Siguin F^ i F2 dues sub-a-àlgebres de F independents. 

i considerem dues aplicacions 

X:ß , F^-mesurable, 

•IR , F^-mesurable. 

=1*^=1 ^ =2^=2 dues sub-g-àlqebres. Aleshores 

E[XY1G^VG2] = E [X|G^]-EEYIG^] . 

DEMOSTRACIÓ 

E[X| Gĵ  ] «EEyI §2 ] és òbviament Ĝ^ v G^-mesurable. Siguin G^c g^ i 

^2^=2' ^i^shores 

L - „ XY dP = E[X1_- Yl^] = E[X1^]- E[Y1_] = 

= Jg X dP'/ç Y dP = Jg E[X|G^] dP-Jç E[y|G2] dP = 
1 2 1 2 

= /G^nG2 E[x|g^].E[Y|G2] dP . 

Clarament la propietat anterior s'estén a l'àlgebra de les reunions 
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finites disjuntes d'elements de la forma Ĝ ^ n G2, amb G^c g^ i 

G2CG2. 

Sigui D = {A€F : J^XY dP = X | Ĝ^ ] • E[ Y | G2 ] dP} que, grà-

cies a les propietats de la integral, és una classe monòtona, que 

conté 1'algebra anterior i, doncs, Gj^vG^^íD , d'on resulta el 

lema. • 

PROPOSICIÓ 3.2: (i) F i F ^ = F ^ V F ? . =S<» =s = — =cx>t = =t 

(ii) Les filtracions ÍF , s ^ O l i ÍF^, t>0} =Soo ' — '•=001 "" 

són contínues per la dreta. 

DEMOSTRACIÓ 

(i) F = V F = V (F^vF^). Òbviament F cF^vF^. = 500 =SV ' =s * =V =Soo =s * = vèO v^O 
Recíprocament, fixat A de F , designem per X la classe — S -M. 

{Be F : AnBep^^}, que és una o-àlgebra; 

1) Si B tX, , llavors B^ e X ja que A n B^ =A- A n BeF J\. A Soo 

2) Si ÍB., ieiNlcX D B. eX,, ja que 
^ ^ ieiN ^ ^ 

AD ( n B j = n (AnB,)e F^ 

A més, si B € u rf , existirà un v*^0 tal que B eF^^ i, per tant. 
1 o v¿ u 2 

A n ß e F v F ^ c F . Tenim, doncs, que uF, cX^ i per tant = K =V* =Soo A 

V^O 
» ̂  F 

=V* =Sœ 

= A( U 
v>0 ^ v>0 
V j v = ^^ ^v^ ^^^^A) = 

Com que A era arbitrari, tenim que per a tot A de F^ i per a tot s 

Bde v F ^ , A n B e F . D'aqui es dedueix que F conté 
= V =Soo -tooo 

v^O ^ 9 1 2 
F^ V ( V FF) = F^ VF . 
= s vèO ' 

(ii) Vegem que n (F^, V F^) = F^ VF^ ^ ^^^^ ^^ 
s<s ' 
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demostrar que per a tota variable aleatoria afitada X, 

( 1 ) E[X| n (F-̂  V F^)^ 
n €IN ~s+— 

n 

F^)] = E[X|f^ vF^] 

Sigui IL el conjunt de varibles aleatòries X:fí —»-IR que compleixen 

(1). "UJ és un espai vectorial i 

a) 

b) Siguin Ĝ^ e F̂ ^ i Aleshores 1q n G 

que pel lema 3.1 i pel teorema de convergencia de martingales in-

verses 

nem "s+i -
n 

= ^t^G, ne Ig' l^S'' 
n̂ œ» 1 2 s+— 

n 

= 1„ -lim E 1„ X , j 
n-.co -s+i 

n 
-G, J " ,E\l = 'El 

= ^ t V o G ( n F , ) V F 
1 " "2 nelN 1+-n 

2 

2 1 

1 n€TO s+-n 

òbviament aquesta propietat s'estén als indicadors de les reunions 

finites disjuntes d'elements de la forma G^ nG2, ^ 

c) Sigui {fĵ ,k>l} una successió de funcions de fj| 0, 

afitades, f, f f quan k:->oo , amb f afitada. Llavors pel teorema de 
K 

la convergència monòtona. 

n ^vF^) 
ne IN 1+-n 

f E[f I n (F^ ^ vF^) 
k ̂  00 neIN s+: n 

q. s, 

r 1 2 E [f |Fg V F'̂  q.s, 

^'on resulta la igualtat q.s. 

E [f I n (F^ vF^) ; 
nelN s+— n 

r 1 2 = E .f F VF =s 
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i, doncs, f € 

Pel teorema de classes monòtones, ̂IL conté totes les funcions 

1 2 3R F V F -mesurables i afitades.l 

TEOREMA 3.3: La filtració {F^, Z e M ^ J compleix les condicions 

habituals Fl a F4. 

DEMOSTRACIÓ 

Comencem veient F4: Per a tota variable aleatòria X:ß 

1 2 
F V F -mesurable i afitada. 

"IR 

"x 1 F F ^ • = E rxiF ̂  F = E ̂X F ^ " i- • =s<» =oot - I = o o t = Sœ>-
= E = st J 

( 2 ) 

En efecte, sigui ^ ̂  , G^ e , G^ eF^. Pel lema 3.1, 

•^IIGJEBI-MIG^ -»tJ 
= Efl 

G^nG^ Sst 

Per un argument de classes monòtones, la igualtat (2) es 

1 2 compleix per a tots els indicadors amb H de F vF , i per 

1 2 

linealitat s'estén a totes les funcions F vF -simples. Si X 

és positiva, llavors serà límit creixent de funcions simples i 

s'aplica, com en la proposició anterior, el teorema de la conver-

gència monòtona. Per a X afitada es descomposa X = x"̂  - X~ i 

s'aplica (2) a cada part. 

De F4 es dedueix F ^ = F n F . , d ' o n resulta la continuï-= s t = Soo =oo t 

tat per la dreta de la filtració {F^, z e , ja que clarament 

F c 
=st Ss't' 

(s,t)<(s',t') 
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i per la proposició 3.2 (ii) 

n c n F^, = F 
(s,t)<(s',f ) ^ s<s'=® 

i anàlogament. 

(s 
n F ^ n - . c n F . , = F ^ , 

obtenim 

.M " ̂ soô loot = Est 

OBSERVACIÓ 3.4: Una manera d'obtenir una filtració producte és con-

siderar dos espais filtrats (fí^,F^,P^,F^,s) i ( Q ^ , t i O ) — s — t 

(podem suposar v F = F i v F = F ) que compleixin les 
s^O ® " t>0 

condicions habituals, i sigui 

1 2 fi xíí , 

i designem per F la completació de la o-àlgebra producte F ® F , 

1 2 ~ 1 per P la mesura producte P P ; designem per F^^ la P-completa-

ció de la a-àlgebra F ® F^ . 

5 — X-

Considerem també la a-àlgebra Fg definida per 

r 2 l i 
F-̂  = A xü , A €F^ } 
—s i sigui F la P-completació de F . Anàlogament es defineixen F i 

— S ~ S U 

"I O X 2 
Aleshores F^ i F^ són independents (perquè F^ i F^ ho 

són), i 
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Així, si {Fg, s^O} está engendrada per un brownià 

w j , s^O} en i t̂  o} per un altre brownià 
O 0 0 0 

W^ , tàO} en (fi ,F ,P ) , podem definir en (fi,F,P) els iS2 = 

brownians 

2 ~2 
Ŵ (ÜÚĵ ,CJJ2) = Ŵ ÍGÔ ) • 

1 2 1 Llavors W i W són independents i les filtracions {f , s^O} i o 
2 1 2 

F^, t^O} defides abans, estan engendrades per W i W respectiva-
ment . 

Aleshores, totes les propietats demostrades per a una filtra-

1 0 
ció producte F vF són vàlides per a una filtració de la forma 

~ S t 
~1 ~2 

En la filtració producte, a més de les o-àlgebres previsibles 

i' I ' ï ' l P" introduides en el §6 del capítol I, podem con-

siderar les a-àlgebres previsibles respecte a les filtracions com-

ponents. D'acord amb les notacions d'aquell paràgraf, designarem 

per 

Ei 
pi 
= 00 

, ( 1 ) 

IR̂ fi 

]R_xß 

]R_xfi 

]R_xfi 

I la -àlgebra previsible sobre M^ü associada a {F^, Z e M^ 

{F^, S 

I» anàlogament, es defineixen P' P ^ i p<2> = S =oo = 
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Per a edtudiar les relacions entre aquestes a-àlgebres ens 

cal el següent lema : 

LEMA 3.5: Siguin 3 i J conjunts de partsde íí tancats per inter-

secció finita i que continguin ß. Designem per o (3) ioíS") les 

mínimes g-àlgebres sobre 3 i 5 respectivament. Aleshores, 

A ( 3 ) V A ( J ) = 0 { C N D , C E 3 , D E 3 - } . 

DEMOSTRACIÓ 

{cnD, Ce3, Dg^^} és tancat per intersecció finita. Pel teo-

rema de classes monòtones, tota classe monòtona que el contingui, 

contindrà a{CnD, Ce 3, De^'l· Com que 

tenim 

C no, C e 3, Deg-} c a(3) v a ( , 

CnD, C € 3, Oe^-} c a (3) v 0(3") • 

Però a(3)ca{CnD, C e3, De^'}/ ja que fi e J ; i també està in-

clds 0(3") • D'on resulta la inclusió contrària.• 

PROPOSICIÓ 3.6: ¿ = P^^^ v(B(lR^)®F^) i ¿ = P^^^ v (B ( ® F^ ) 

DEMOSTRACIÓ 

En efecte. 

. ( 1 ) 
= o ]s,s']xF, s,s' € m^, s<s', FeFg, {0}XG,G€fJ, M x ü ] , 

i aquesta família de generadors de P 

finita. També 

( 1 ) és tancada per intersecció 

B(]R_^)®F^ =a{ ]a,b]xG, {0}xG, a,b€]R_̂ , a<b, GeF 
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i la família d'aquests generadors també és tancada per intersecció 

finita. Pel lema anterior, 

P^^^ V (B(]R̂ ) ® F^) = 

= al:] s,s']xF) n (]a,b]xG), ({ 0}xH) n ({ 0}x I), FeF^, GeF^, HeF^, leF^} — O ~ w 

( ]s,s' ]xF) n ( ]a,b ]xG) e P^ i 

ja que per la proposició 3.2 (i), F = F^ vF'̂ . 

Recíprocament : 

P^ = o{]s,s']xF, {0}xG, FeF^ vF^, G G F^ v F̂ " =00 — O ^ —K.! — 

Designem per JC el conjunt: 

0}x (FOG) € P^ , 

1 „2 

je={FeF^vF^ : ] s, s'JxF G ( B^) ® F^ ) 

1 2 

Es tracta d'una classe monòtona, i si F̂^ g F^ i F2 g F , F^nF^GjC^ 

ja que 

]s,s']x(F^ n F2) = (]s,s']xF^) n(]s,s']xF2) e P^ ̂  ̂  v (B ( ® F^ ) , 

1 9 
d'on resulta F vF = X . 

=s = 

Així, per a tot F cfJ V F^ , tenim ]s,s']xF eP^"^ v (B{]R^) ® F" ), 
( 1 ) 

,1 „2 
i anàlogament, {0| xG G P^ ̂  ̂  v (B( IR ̂  ) ® F ), per a qualsevol GGF^vF", 

d'on resulta l'altra inclusió.• 

observació 3.7 

Havíem vist (proposició 1.17 (iv), (vi)) 

P = P^ n P^ i P^ =B(®^) ® li , 

que, juntament amb la proposició anterior, proporciona les relacions 
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entre totes aquestes a-àlgebres. 

Necessitarem més endavant el següent resultat: 

PROPOSICIÖ 3.8: Considerem dues funcions f : H^x ß y M P^^^-mesu-

(2 ) rabie i ^M -mesurable. Aleshores la funció 

(x,y,to) f (x,ü))g(y,a)) 

és P-mesurable. 

DEMOSTRACIÓ 

' 2 2 

Com que tota funció P -mesurable es B(]R_̂ ) ®F -mesurable, te-

nim que g és P^-mesurable, i òbviament també ho és f. Les aplica-

cions 

yJR g-.M^xü •M 

(x,y,ü3) •̂f(x,a3) (x,y,ü)) -"gíy, ) 

són, per les relacions anteriors, P-mesurables. D'on f(x)g(y) és 

1 2 P-mesurable, i anàlogament és P -mesurable, i, doncs, P-mesurable, 

§2: Producte de filtracions generades per brovnians 

multidimensionals independents 

En l'espai (fi,F,P) considerem dos brownians multidimensionals 

independents W = {(wj,w2 W^), s e ]RJ i W = { ( . . , e 

i designem per {f^, S ̂  IR J i { S^, t ̂  bJ les fil|:racions W e r a -
- S \ I 

des per W i W respectivament, degudament completades <5 
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Definim el .bibrownià Ŵ ^̂  = {w^^ , zel̂ ^̂ } com el producte de 

W^ i W^ (i=l n, j = l m): 

Designarem per L^ ( , pj, ds®dP) (abreujadament L^ (MxÇl ) 

el conjunt de classes d'equivalència de processos 

f : M̂ xíí  

P^-mesurables i tais que 

(1) E f 2 (s) ds < «> . 

És conegut que, corn a espai de Hilbert, L^IR xñ,p}) coincideix amb =t 

el conjunt de processos mesurables,adaptats a {F^ , s e 
«3 L. 

3R 1 que 

compleixen (1). Anàlogament es defineixen L̂ (]R xn,p^,ds®dP) , 
H* -—CO 

( 1 ) 9 
,ds®dP) i els corresponents L^ ( xfi , p^, dt®dP) . 

Per L^ ( ]R2 xfí , p,ds®dt®dP) (abrsujadament LM]R^XÍ2,P)) indicarem 

el conjunt de classes d'equivalència de processos 

q:]R2 xfi m 
^ + 

P-mesurables i tals que 

(2) gMz) dz < CO. 

Com a espai de Hilbert, LMm^xfi,?) coincideix amb el conjunt de 

processos mesurables, F -adaptats i que compleixen (2). 
— 

El bibrownià W^^ és una martingala de L^. Per a una funció 

g de n,p) pot definir-se directament (cfr. Brossard-

Chevalier [7]) la integral Jĵ  g(ç ) dW^^ . A més de les propietats 
z 

usuals, tenim dos teoremes de tipus Fubini: 

PROPOSICIÓ 3.9 (Teorema de Fubini estocástic): Si^ui f un procés 

de L^ (]R2̂ xfí,p) . Aleshores 
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(i) dt -q.p.t. yelR̂  , f ( . , y ) e lM xO, pj ) . 

(ii) existeix una funció Y:]R2 fi , B(]R2) ® F-mesu-

es in-rable, tal que, q.p.t. y e , el procés {Y(s,y), s € m 
T — — 

distingible del procés {/^ f (x,y) dW^, s € } , i per a tot s € , 

(iii) JoíJo f(^'y) = ¡^ f(x,y) dwj3 . 
st 

DEMOSTRACIÓ 

N'hi ha prou de considerar n=m=l. Suprimirem llavors els super-

índexs "i" i "j" i escriurem W i W. 

(i) tot procés f : xfi —previsible és mesurable i F^-adap-

tat, d'on es dedueix que f(.,y):R^xn és B( ® F-mesurable 

i íl̂ xy' adaptat. Per la mesurabilitat de f, podem aplicar 

el teorema de Fubini i tenim 

J^EJ^ fMx,y) dxdy = fMx,y) dxdy <00, 

i, doncs, dt -q.p.t. y e , 

E f Mx,y) dx < 00 . 

(ii) Sigui f simple: 

r 

amb a^ afitada i F^^-mesurable. 

Llavors, 

f(x.y) dW^ = I - ' 

que clarament és de LMJR,. a E^ i BjM'^) ̂  F -mesurable. 
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vegem el cas general: sigui f de LM B^xfí , PXL • existència del 

procés xíí — B ( ] R 2 ) ®F-mesurable tal que q.p.t. y e 

el procés {Y(s,y), se sigui indistigible del procés 

{¡I f(x.y) dW^, s € } resulta de la proposició 1.63. D'altra ban-

da, existeix una successió {f^, n>l} de funcions simples de 

L2(]R2 tal que 

f̂̂ '̂ 'y) - dxdy .0 . 
n->-oo 

Donada la B(]R2)®f mesurabilitat de J® f^(x,y) dW^ i de Y(s,y), 

per fubini i Jensen, per a tot s e , 

^C^C^n^^'y^ ^^x - dy s 

Així, doncs, fixat s, la successió {J^ f (x,y) dW , n^l} convergeix 
o n X 

cap a Y(s,y) en L^ ( xfi, B ( ® F, dy®dP), d'on deduim que Y(s,.) 

és de xü,pI). 

(iii) La igualtat 

¡ l u í f(x,y) dWjdWy 
11 

= Jĵ  f(x,y) dW^·'(x,y) 
st 

és òbvia per a funcions simples. En el cas general. 

= R̂  E[ (f(x,y) f^{x,y))2]dxdy 
n -V œ 

•0 
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i com que per construcció de la integral respecte el bibrownià tenim 

st n -»• oo ^st 

obtenim la igualtat. 

PROPOSICIÓ 3.10 (Teorema de Fubini per a les integrals mixtes): 

Sigui f un procés de Aleshores 

(i) dt -q.p.t. y e B. , f(.,y) € lMJR^ xfí,P^). 

•+• =00 

(ii) Existeix una funció Y : IR̂  xfi »-K B(]R̂ ) ® F -mesura-

ble, tal que q.p.t. y e , el procés {Y(s,y), s e ]R J és indis-

tingible del procés {J^ f (x, y ) dW^, s e ]R J , i per a tot s e , 

Y(s,.) es inteqrable-Lebesgue (P -q.s.) respecte de y en tot inter-

val compacte. 

(iii) Existeix una funció Z : xfi ->-]R B(]R|) ®F -mesura-

tal que q.p.t. se IR̂  , el procés {z(s, t), te és indis-

tingible del procés {Ĵ  f(s,y) dy, t e } i per a tot t e , 

Z{.,t) eL2(3R^ xfi,P̂ ). + —00 

(iv) ¡1 f(x,y) dy)dW^ = Ĵ  (jJ f(x,y) dwj)dy . 

DEMOSTRACIÓ 

(i) L'hem vist a la proposició anterior. 

(ii) Amb les notacions de la proposició anterior, fixat s, 

per a tot t^O, 

Ejl Y^ dy = E¡1¡1 fMx,y) dxdy 

d'on, per Jensen, 
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E Jo lY^íy)! dy < CO, 

i de la mesurabilitat de Y resulta 

Jo l^s^y^w) I dy < CO ,p -q.s. . 

(iii) Com que f és P -mesurable i g = g^n P^ , tindrem que 

f e's P^ -mesurable i, fixat t, la restricció (que denotarem igual) 

f x[0,t]xn yjRés de LMp.^ x[0,t]xaP^®B([0,t]),ds®dt®dP) (ve-

geu la proposició 1.17 (vi)) i pel teorema de Fubini, fixats 

(s,w) (ds®dP -q.s.), 

J f ) dy < 00. 

Aleshores, existeix la integral /J f(s,y) dy i existeix un pro-

Z(s,T), s G]R, } P^-mesurable tal que + =00 ^ ees 

Z(s,t,Gü) = JQ f(s,yoa)dy , ds®dP -q.p.t. (s,cú ) 

Fem aixó per a cada t e C^i estenem Z a tot per continuïtat. 

El procés que resulta és clarament P^-mesurable (i, dones, 

B(]R̂ ) »F -mesurable). Finalment, Z(.,t) e L^ ( xfí, p^) ja que, 

per Cauchy-Schwarz, 

E J^ZMs,t) ds = E J^ ^ f(s,y) dy M s < t eJ^J^ fMs,y) dyds«» 

(iv) Per a funcions simples és òbvia. Sigui {f^, n^l} una 

successió de funcions simples de h^ xü ,P) tais que 

E r r (f(x,y) - f (x,y))^ dxdy . 
o o " j-^ oo 

Per a qualssevol S,T ^ O, tenim 
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sup E[ f(x,y)dy)dW^ - J^ (jt f^(x,y)dy)dwj ̂  ]= 

= sup E[ sup]/® (z(x,t) - J^ f (x,y)dy)dw M ] < 
tST s^S ° o n ^ ^̂  x' ̂  

(per Burkholder i la propietat de isometria de la integral estocàs-

tica) 

^ C sup r E[(z(x,t) - J^ f (x,y)dy)2]dx < 
táT o n 

á C sup JV^ E[(f(x,y) - f (x,y))^]dxdy] 
tST ° ° ^ 

i C jJj^ E[(f(x,y) - f^(x,y))2] dxdy n 0 . 
n 

També, 

supljJ(;^ f(x,y)dW^)dy -J^(/= f^(x,y)dW^)dy 
s^S 
t<T 

S T E[sup |jJ(Y(s,y) - J^ f^ (x, y )dW^) My 
sSS 

á CT J^ (f(x,y) - f (x,y))2 dxdyj — 
•̂o •'o n ^ ^ 

•0. 

OBSERVACIÓ 3.11 De la demostració de l'apartat (iv) resulta, a més, 

la continuïtat en (s,t) de la integral f(x,y) dydwj ja 

que és evident si f és simple, i el cas general resulta de la con-

vergència uniforme establerta en darrer lloc. 

teorema 3.12: Sigui M = {m^, F^, z 1 una martingala afitada 

en L2. Aleshores — f u n c i o n s (úniques) f^ f^ ^ 
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g^ g^ ^ h,, h^^ ae 

tais que 

"st = ¿!l ^ ¡ J l . I -

Necessitem del següent lema: 

LEMA 3.13: El conjunt de les funcions simples de la forma 

n 

^i ^A. HB. 
1=1 X 1 

1 2 

amb A^€F , B^€ F , A^ nB^ ,i=l,...,n,disjunts dos a dos, és 

dens en L^(fi,F^v F^,P) . 

DEMOSTRACIÓ DEL LEMA 

Es conegut que en un espai de mesura (E,S,y), si A és una 

àlgebra que genera S, llavors, per a tot H de S amb y(H)< i 

per a qualsevol £>0, existeix H'e A, tal que y(HAH') <e (A indi-

ca la diferencia simètrica) (cfr. Haimos [38] teorema III.13.D). 

1 
Com que si A , A' e F v F , /ĵ  ̂ ^^'^A' ̂  ̂  = ^^^ A A' ) , resulta 

1 2 

que les funcions simples de (Q,F v F ,P) són L^ aproximables 

per funcions simples de la forma 

n 
^i 'a. n B. 

1=1 1 1 

amb A. 6 F^ i B. e F^ , A^ P B^ disjunts dos a dos. De la densitat 

1 2 1 2 
de les funcions simples de (ß,F vF ,P) en vF ,P) resulta 

el lema.B 
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DEMOSTRACIÓ DEL TEOREMA 3.12 

D'acord amb el teorema 1.12 existirà una variable aleatòria 

1 2 
Ĝo de L̂ Cfi, F vF ,P) tal que M convergeix q.s. i en L^ cap a M 

Z C 

quan z ^ «>, que tanca la martingala . Pel lema anterior. 

M = lim I a^ I 
k̂ oo h=l " A¡̂  n B^ 

en 

k 1 k 2 

amb Aĵ  € F , Bĵ  e F . Pel lema 3.1, i com que la convergència en L' 

ccnmuta amb l'esperança condicionada. 

M ^ = e[M If^I = 

= lim l a,̂  E [I E I ,2i 

B 

= lim ^ aĵ  . 
k->ao h=l 

Del fet que M^^ (respectivament M̂ ĵ ) és una martingala res-

pecte a (ñ,F^,F^,P,s^O) (resp. ( ß, F^, F^, P, t ) ) afitada en L^ i 

que {F^ , 3^0} està engendrada per un brownià n-dimensional W 
— S 

( {F^, t>0} està engendrada per W), es dedueix que per a cada k,h 

existeixen funcions f , f , .. •, f de L^dl^xß '), ĝ^ 
kh . ( 1 ) kh 

de L M H tals que 'm 
n 

i=l 

m 1 ' 

j=l 

amb i constants q.s. ja que F¿ i F^ són trivials. 

Aleshores, 
k̂ m 

rt kh, 

k̂ oo h=l 
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^ m 

^ ¿ f f U ) awi(x)) . 

^h n m 
r V V rs ^kh 

' IFI U IFO ^ f ( - ) dwi(x) Jj gkh^^) ^ 

Ara, fent s=t=0 obtenim 

I 
k h=l 

També, 

^sO - "OO = L I /o f f K-voo J-pl 2=1 

= I ( lim l ¡1 a W (0)ff (x) dW^(x)) . 
i = l k^œ b=l ° " ^ 

2 ja que Mĵ ĵ (O) és constant q.s.. La successió 

n k̂ 

i=l h=l 

és de Cauchy i per la independencia de fixat i, cada 

successió 

^k 

{ I J® ai M^ (O)f^^(x) dW^(x) , kn} , i=l 
h=l 

és de Cauchy. Per la isometria entre L̂ (]R ̂ xfi,P^^^,ds®dP) i 

cada successió 
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J , ^h } , i=l n 

és de Cauchy. De la completitud de LM ]R P ̂  ̂  ̂  ) es dedueix que 

existeixen processos f^ f^ d'aquest espai tais que 

""so - ̂ 00 = X 
i=l 

Anàlogament, existeixen processos de L^(n^xfi,P^^^) 

tais que 

m 

'"ot - "oo = J J L • 

Finalment, 

r, k n m 

lim I ( aj; I I O f dw'(-) fa dW^iy)) = 
k^œ h=l " i=l j=l ° ^ ° 3 

n m ^k 

= I I lim I aj! f f (x)gf (y) dwi(x)dw^(y) 
i=l j = l k-̂-oo h=l 

n m ^k 

= I I JR (lim I aĵ  f f (x)gf (y))dwj^ . 
i=i j=i St k̂ oo h=i ^ 3 

i, repetint raonaments anàlegs als d'abans, existiran funcions 

hĵ ĵ , . . . de L2(]R2̂ xfî,P) tais que 

n m 
M M „ - M„. st sO Ot 

+ M = I I Jĵ  h (z) dW^^(z) . 

La unicitat és trivial.« 

COROL.LARI 3.14: Tota martingala M = F^, z € afitada en 

L^ té una versió contínua. 
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§3: Martingales locals 

Continuarem designan per {f z € iRf } la filtració producte 
<¿á "T" 

de dues filtracions associades a brownians multidimensionals inde-

pendents W i W. Del fet que tota martingala afitada en L^ tingui 

una versió contínua (corol·lari 3.14) s'infereix que els espais 

^loc ^P^^) coincideixen per a tot p. Anomenarem martingala local  

a tot procés que sigui d ' un d'aquests P> 1 (Of equivalenment, 

de tots). 

Comencem veient una propietat general de les regions d'atur. 

Donat un conjunt D c IR̂  xfí i un punt se]R^ , designarem per D® la 

secció de D per s, aixó és: 

D^ = { (t,w) e xfi : (s,t,u) e D} . 

LEMA 3.15: Sigui {g^, z 6 } una filtració que compleixi FI, 

F2 i F3, i sigui D una regió d'atur. Per a tot s e H^ tal que  
g 

D f^ 0 , definim 

T^ß .IR̂ ufo.} 

T®(a,)= sup { t eR^ : (s,t,Lü) e D} . 

Aleshores T® és un temps d'atur res-

T^ß .IR̂ ufo.} 

T®(a,)= sup { t eR^ : (s,t,Lü) e D} . 

Aleshores T® és un temps d'atur res-
\ 

pecte la filtració t € jR̂  } . A 

mes, o' o' 

D' 

ŒT^, Œ 

si T < 00, 

en cas contrari, 

DEMOSTRACIÓ 

Sigui s de tal que D^ ^ 0. La secció D^ és un conjut 
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de progressivament mesurable 
respecte a la filtració ÍG »teJR 

—cot + 
ja que 

D® n([o,t]xn) = D® n ([0,s]x[0,t]xQ)' 

= (d n([o,(s,t)]xn))S ̂  

1 com que 

Dn([0,(s,t)]xiî)e B([0,(s,t)])®G ~ S L 

tindrem 

(D n ([O, (s,t)]xn)) ̂  € B([0,t])®G c B([0,t])®G 
—Sl. — —oo "t. 

Vistes les hipòtesis sobre D, és clar que per tot o) de , 

S * 

D (ü) ) és un conjunt connex i tancat de es tracta, per tant, 

d'un interval [T (OO ), a] o [T (ÜJ ) . Llavors, 

T®(co) = sup {t : (s,t,üj) e D 

= sup {t € : t e D® ( 0) ) 1 = 

= inf {t e : t n[T^(u)),œ[ 

= inf {t e ]R_̂ :(t,üo) e I t^, » [[ 

i com que D® i són { G^^ , t e B.̂  

un iÇoô , t e } temps d'atur. 

L'última part del lema és evident.1 

- progressius, T és 

( 1 ) 
Designarem per \ds®dP) (abreujadament 

Lf (B xfi, p^^^)) el conjunt dels processos f:]R^xß "M previsibles 
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tais que 

( 1 ) J^fMs) ds<coq.s., per a tot 0. 

És un espai mètric complet amb la distància 

d(f,g) = J ^ 2"" E[1 a(JJ (f(s) - g(s)^ ds)l/2 j _ 

Amb les identificacions usuals, (3R̂  xfi ,p^^^) conté tots els 

processos mesurables, { FJ , s e } adaptats i que compleixen (1) 

Per a tot procés f de L| ( xfi, P^^^) existeix una successxo 

creixent T f œ de F -temps d'atur (definits com 
li ~ ÍD 

T = inf {t^O: f^ fMs) ds^ n} ) n o 

( 1 ) tais que f ^e L̂ '( x^ P ' ' ). 

En el cas amb dos paràmetres, ( xfi, p, ds ® dt ® dP) represen-

tarà el conjunt dels processos h:]R^xQ -»-IR previsibles tais que 

existeix una successió creixent {D^, n^l} de regions d'atur, amb 

u D = q.s tal que h e L^ ( xß, P) . Si h és d'aquest 

espai, aleshores 

Jĵ  hM;) dC < °° , q.s., per a tot z e IR^ . 

teorema 3.16: Sigui M = ^ ^ martingala local. Ales 

hores existeixen processos ^i' ' • ' '^n — ' = ̂  ^̂  ' 

91 g^ de i  

tais que 

i=l 
00' 
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DEMOSTRACIÓ 

Com que M^^^ = Mj^^ , existirà una successió de martingales 
k 

de {M , k^l} , i una successió creixent {d k^l} de regions 

d'atur, amb u d = ^^^^ 

M^ = mĴ  , si z eD^ . 

També, per a cada k, exitiran funcions f^,...,f^ de 
1 n 

L^ xfi, P) tals que 

LMlR^xfi , g^ gl de LM IR̂  xfi, P ̂  ̂  ) ), de 
^ - i m + = ii nm 

" -s .k, ' m n m 

1=1 3=1 1=1 ]=1 st 

Estudiem per separat les parts de la martingala M no nul.la 

sobre els eixos, i la part nul·la sobre els eixos: 

a)Part no nul.la sobre els eixos: Sigui k tal que la secció 

per O D^ sigui no buida, i definim el d'atur T̂ ^ per 

Tindrem : 

T̂ (ùj) = sup{t^O : (0,t,w) 

"ot " '̂ Ot P®^ ^ ^ e . 

Llavors, si k < k', 

m ^ , m 
. U ^ gj(y) díî  = ¡o ^ f^y^ ^̂ y ' per a te! 

i de la independencia deis W^ resulta 

J¿ g^(y) dw"j g^'íy) dwl, i=i ksk', tei O.T^I , 

i, dones, per a cada j, 
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/c <95<y>-95'<y"iio.T]i<y) = o , 

i con, que (G^ - ' ) I JQ, ̂  ( Kj.ÍÍ, ) , 

4"(g5(y) - dy = O 

d ' on 

k k ' 
gj(y) = gj (y) dt®dP-q.s. sobre I 0,TĴ ]] , per a tot k'^ k. 

Per tant, per a cada j les funcions g^ , k^k^, definei-

xen per reenganxament un procés g^ de L^lR^xß, P^^^) tal que 

m 

•'O ^ y 

Analogament es tracta M 
S O 

b) part nul·la sobre els eixos: El mètode de Cairoli-Walsh [l7 

per a la representació de martingales locals de M^ respecte al 

drap brownià es pot transferir sense dificultat al nostre context: 

Designem per M° la martingala nul.la sobre els eixos: 

^st = "st - "so - ̂ Ot " "OO • 

o r °k Podem prendre com a successió localitzadora de M {M , l} , de-

finida per 

Z K 

on la integral es defineix per localització de la manera usual, i 
D 

llavors M és de M^, 

D'altra banda, un raonament mitjançant funcions simples mostra 

que si a és afitat i previsible, i N una martingala local de la 

forma 
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I f ^ . ( Z ) DW ĵ(z) , i. j ^ 

amb ^ij x^P), tindrem 

i/ j z 

Com que M = M si k'>k, tindrem 

. . A . z -D, " z - -D, z = ^ /r ^̂ iî D , 1, j z -J k 

d'on, prenent variacions quadràtiques resulta per a cada i,j 

k k ' k hĵ j = h^^ q.s. sobre D , per a tot k k . 

De nou per reenganxament es defineix un procés ĥ ^̂  que compleix 
totes les propietats demanades.® 

-117-



CAPÍTOL IV 

CXLCUL DE LA MARTINGALA M EN LES FILTRACIONS PRODUCTE 

I APLICACIONS 

En el primer paràgraf d'aquest capítol es calcula la martinga-

la M associada a una martingala M relativa a una filtració produc-

te de dos brownianes multidimensionals independents, afitada en L'; 

i la variació <M,M> . El càlcul de M s'efectua mitjançant el de 

la martingala M*N. No és l'única manera de fer-lo, ja que també pot 

fer — se amb la formula d'Itô multidimensional (teorema 1.58), però 

ens ha semblat més interessant d'aquesta manera; és un càlcul llarg 

i delicat, i mostra fins a quin punt cal afinar les eines en aquest 

tema. 

Establert en el capítol n el teorema 2.11: "Si M és una martin-
gala de M'̂  nul. la sobre els eixos amb variació independent del camí, 

"" c 

llavors <M,M> = 0 ", en el segon paràgraf s'apliquen els càlculs 

anteriors a estudiar en quines filtracions productes és cert el 

recíproc, i es demostra que sols és compleix quan ambdós brownians 

W i W són unidimensionals. L'existència de contraexemples en el cas 

n=2, m=l, permet,en el tercer paràgraf, demostrar que el recíproc 

del teorema 2.11 també és fals en la filtració d'un drap brownià. 

S'estudia, en el quart paràgraf, què succeix quan la martinga-

la no és nul·la sobre els eixos, veient que el teorema 2.11 no és 

compleix en general en aquesta situació. 

Finalment, s'acompanya el capítol d'un resum sobre les rela-

cions establertes entre els distints tipus de martingales. 
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§1: Calcul de M i de les variacions <M,M> i <M,M> 

En tot aquest paràgraf i el següent, {F^, Z E ]R2 } designarà 

la filtració producte de de dues filtracions engendrades per dos 

brownians multidimensionals independents W = i 

W = (W ,w ). Comencem calculant la variació quadràtica d'una 

martingala afitada en L^ : 

PROPOSICIÓ 4.1: Sigui M = {m^, F^, Z e B.^ } una martingala afitada 

en L^ amb representació 

n . m . n m 

«st = I /c fi'·"^ - I, lo ^ .Î I /r Aj'-'^W'Í? - "oo-

Aleshores 

<»>z ' X l ^ofo Hi'^'y' •"'"y • 1 = 1 3 = 1 

DEMOSTRACIÓ 

<M> depen sols dels increments rectangulars de M i, doncs, 

la part no nul.la sobre els eixos no intervé en aquests càlculs. 

Ara 

i» j 

Però 

kp> 
z 

= JR h.j(x,y)h^p(x,y) d<wi^,W^P>(x,y) , 
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- - I 

Per al càlcul de la martingala M*N associada a dues martinga-

les M i N afitades en L\ ens calen els tres lemes següents. El 

primer estableix una versió amb les hipòtesis una mica me's febles 

del teorema del límit iterat per a successions dobles de L^: 

LEMA 4.2: Sigui {x̂ ^̂ , n,m è l} una successió doble de LP(n,F,P). 

Si existeix el limit doble 

lim X = X en L^ nm 

i per a tot m ^ 1 

lim X = X en probabilitat, 
nm m n->oo 

aleshores, 

lim X = X en lP i lim X = X en L^, 
l̂ni ni ~ m 

p 

es a dir, existeix el límit iterat en L i coincideix amb el límit 

doble. 

DEMOSTRACIÓ 

1) Comencem veient un "teorema del límit iterat en L^" : Sigui 

> 1} una successió doble de LP(fi,F,P) i suposem que exis-

teix el límit doble lim X^^ = X en L^ i que per a cada m exi-

teix el límit 

li- >=nm = n̂, '̂'· 
m 
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Vegem que aleshores existeix el límit iterat 

lim lim X = lim X en L̂  

i coincideix amb el límit doble. En efecte, (la mateixa demostració 

serviria per a qualsevol espai mètric), si una successió Y v Y 

en L^, i existeixen Z de LP(ÍÍ,F,P) i r>0 tals que 
n->-a> 

( 1 ) 

llavors 

E[iy„ - z ^ r per a n prou gran. 

( 2 ) E[|Y - Z|P] < r , 

ja que el conjunt V ={ TELP(ÍÍ,F,P) : E[|T-Z PI >r és un obert. 

i si Y fos de V, aleshores V seria un entorn de Y, i per a n prou 

gran, Y^ € v , que contradiu (1). Així, YfV i, doncs, tenim (2). 

Si i^nm' ' ^̂  ^^ successió doble tal que existeix el 

límit doble X, per a tot e >0, existirà N e IN tal que si n,m > N, 

E[Ix - X|P] < E. ' nm ' -I 

Fixem m >N; llavors 

ET Ix - X < e per a tot n >N, 
' nm 

i pel raonament anterior, com que X nm n->-oo 
X , tindrem m ' 

E X - X ^ <£, '· ' m 

d'on resulta lim X = X en L^. 
m in-̂oo 

2) El lema es demostra ara fàcilment: Com que lim en lP, 
n, m->-oo 

la família í l x |P, n,m >l}és uniformement integrable. Fixat m^l, 
' nm 

per hipòtesi, lim X = X en probabilitat, però com que la família 
^ nm m 

í |X |P , n>l} és uniformement integrable, llavors lim X^^ = X^ en 
nm ' ' > n+œ 

L^. Ara apliquem la part l).l 

-121-



NOTA 4.3 Aquest lema es pot enunciar per a la convergencia en H^ 

i la convergència uniforme en probabilitat. Concretament: 

Sigui {m'̂ '", n.m è l} una successió doble de martingales de 

H (aixó és, M""* és contínua per la dreta i amb límits per l'es-

querra i E[SUP|M™|] <O°) tal que existeixi el límit doble en H^ : 

t^O ^ 

lim E[SUP IMJ"̂  - M |] = 0 , 
n,m+oo t 

i suposem que per a tot m >1, i per a tot X>0, 

lim P{sup|MlJ"̂  - m'̂ I > X} = 0. 
n->-oD 

Aleshores 

lim E[SUP|M"'" - M'I'I] = 0 i lim E[ sup ¡M'T - M |]= 0, 
n->oo t m->-°° t 

En efecte, es tracta d'un raonament com el de la part 2) del 

lema anterior, però que utilitza la completitud de l'espai H^: Si 

sup 
t 

,nm .m 
M'̂ " - M";. >X 0, 

n 

llavors. 

„ I ..nm ,,n 'm I ̂ , 
P sup|M - M I >A 

t ^ 

,n 'mi 

0. 
n, n ' ->• 00 

Però la família {SUP|M"" - MJ U n,n' è l} és uniformement inte-

grable i, doncs. 

sup 
t 

,,nm „n ' m 
M t - t 

0. 
n, n 

Finalment s'aplica la completitud de H^ i el teorema del límit 

iterat en H^ (que es demostra igual que la part 1) del lema ante-

rior.« 

El següent lema és una 

en probabilitat de la proposició 1.62: 

versió per a la convergència uniforme 
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LEMA_4^: SIHUI (U,y) un espai mesurahl.. t un interval de , 

i considerem una successió {x n ^l} de funcions X :TxUxíí  
il  

tais que: 

1) A tot u ^ u, els processos {x^(t), te T} son con-

tinus per la dreta ( respectivament continus). 

2) Per a tot t ^ T i per a tot n^l, X^(t):Uxn — é s 

U ®F -mesurable. 

3) Per a tot u ^ U, la successió {xJJ, n>l} convergeix uni-

formement sobre els compactes de T. 

Aleshores existeix una funció X:TxUxñ •IR B(T)®U®F -mesura-

tal que per a tot u ^ U, lim x" = X^ uniformement en probabi-
n-»-<x> 

litat sobre els compactes de T, i tal que per a tot u, les trajec-

tòries de X^ són totes contínues per la dreta (respectivament con-

tínues ) . 

DEMOSTRACIÓ 

Sigui C un obert relativament compacte de T. Definim, per re-

currència, una successió d'aplicacions —->-IN : 

n^(u) = 1 

n, (u) = inf{m>n, ,(u): sup P{sup |xJJ(t) -
^ P,qâin teC ^ ^ 

Demostrem, per inducció, que les n̂ ^ són U-mesurables : Òbviament ho 

és n^. Supsem que ho sigui Aleshores, per a qualssevol p i q 
o 

de 3N , 

(u,U3)eUxQ : sup |X-(t) - X-(t)|>2-^} = 
teC ^ 

(u,a))€Uxn: sup 
teCnQ 

x"(t) - x;;(t)|> 2"^ } p q - -
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Per Fubini, l'aplicació 

U 
u 

•]R 
-^sup p{ 0): sup |x;'(t,a)) - >2"^ 
P,q =m tec ^ 

és y -mesurable, i també ho serà l'aplicació 

-̂ IN f :U m 

fmí") = m 

m.I _ ( sup p{ co: sup I t,cü ) t , u ) ) }), 
[0,2 p,q^m tec ^ 

[0,2"^] p,q"àn tec 
( sup P{ Cl): sup LX^(t,w)-X^(t,a)) I > 2 ) . 

(Amb el conveni = 0). 

Llavors, f(u) = inf{f (u), m e IN} és U -mesurable, i f(u) < °° (la m = 
successió és convergent per a tot u), i, finalment, també 

nĵ (u) = f (u) v(nj^_^(u) + l) 

serà U-mesurable, 

Per a tot u de U i k^l, posem 

Llavors 

sup 
teC 

K. 

Pel lema de Bórel-Cantelli, q.p.t. w. 

sup 
tec 

^ ít,a)) - z;'(t,w)| ^ 2"'', per a k^k^(a)) , k 

i, doncs, q.p.t.a), {z;j(t,oü) , k convergeix uniformement en 

t €C. Posem 
lim zlí(t,w) si convergeix, K n̂ oo 

en cas contrari 
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Ara .pilque, la proposició 1.61 per obtenir una versió d'Y amb les 

propietats desitjades.« 

LEM^Í^: Siaui {f^, n.l} una_successi6 de .roce^.o. 

f^:[a,b]xn -.3R , ̂  ^^^^^ i tals que 

dt 0. 

Aleshores existeix un procés, f : [a, b] xí2—mesurable i amb 

fMt) dt < 0 0 q.s., tal que 

í " dt . 
n-

Ü-Jüiä' si existeix un altre procés mesurable f:[a,b]xí2-

que per a tot t G [a,b]. 

tal 

aleshores 

DEMOSTRACIÓ 

n-voo 

f = f dt (8 dP -q.s. . 

Per a tot k^l, existeix un nombre N, de IN tal que si p>q=N, , 

Pír (f (t) - f (t))' dt > 2 a ' p q 
-k 

Definim, per recurrència. 

^o = 

(f (t) -n = inf m>n ^^ : sup -

Per a k^l, sigui g,̂  = ^n " 
k. 

f (t))2 dt> 2 q 
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I P{a)€0: - g (t,üj))2 dt > 2"' < œ. K=1 " — 

pel lema de Borel-Cantelli exitirà hcü, amb P(A)=0, i per tot œiA, 

podrem trobar un nombre natural k̂ (aj) tal que si k^k^(oj), 

.-k ^a - gj^(t,œ))2 dt á 2" 

d'on kèl} és de Cauchy en LM[a,b],dt). Posem 

0 

si cüíA, 

si U)GA. 

Llavors per a tot w, la successió ksi} convergeix en 

L2([a,b],dt). Per la proposició 1.62, existirà un procés mesurable 

f tal que per a tot meü, 

i/ per tant, q.p.t.weß. 

Jg (g¿(t,aj) - f(t,a)))2 dt vo , 
k̂ oo 

i/ doncs. 

k-»-oo 
, 

d ' on 

- f(t))' dt-
k->œ 

0̂, 

r (f (t) - f(t))2 dt-a n k̂-t» 

Vegem l'última part del lema: considerem la convergència 

f (t) — ( t ) . 

causa de la mesurabilitat de f^ i f, el conjunt 
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:io 

{(t,a)) c [a,b]xfi : |f̂ (t,a)) - f(t,a))| > x; 

és B([a,b])®F -mesurable; dones, per Fubini, la func: 

h^(t) = P{ü3en: |f^(t,w) - f(t,ü))| > X} 

és B([a,b]) -mesurable. Però h^(t) ^ o puntualment, però com que 
n̂-oo 

0 á h^(t) á 1 , 

pel teorema de la convergencia dominada. 

/a ^n^^) ^^ ' 
n-

i per Fubini, 

^a ^^ = /a ^^^ (t,a))e [a,b]xfi : | f^(t, uj)-f (t, co) | >X (t,a)) Idt, 

és a dir, f 
n •f en mesura dt ®dP. Per tant, existeix una 

n-vœ 
subsuccessió í ̂ „ " = ^ conjunt Ac[a,b]xíí de mesura 

<3t®dP zero tals que si (t,a))íA, 

f„,(t,a.) 'f(t,üj) . 
n 

Tornem a la successió inicial del lema: 

i» doncs. 

JJ (f (t) - f(t))2 dt 
â n 

(f ,(t) - f(t))2 dt 
a n 

n 00 
, 

0 . 
n CO 

Existirà, per tant, un conjunt Gcfi, P(0)=O i una subsuccessió 

n" ^1} de {f ,, n' èl},tals que si co í 0 , 
n 

J^ (f̂ .,(t,a) ) - f(t,a) dt 0. 
n" -̂ œ 

Com que per a cada w (fora de A) hi ha convergència en L^([a,b],dt), 

existirà una subsuccessió (depenent de to) i B c[a,b] de mesura 
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zero tais que si t í B^ , 

n" '-»-œ 

Però com que per a t fora d'A . 
( J L ) 

tenim 

f(t,ü)) = f(t,a)) q.p.t. tG[a,b], q.p.t.weß , 

i per Fubini, 

f = f dt ® dP -q.s..• 

TEOREMA 4.6: Considerem dues martingales M = {m , F , z gIR̂  
Z 2 ^ 

N ~ iN̂ ,» £2' z €]R2 } afitades en L^ i amb representació 

R z 
M^ = Jp f(x,y) dw'-^(x,y) , 

N^ = J^ g(x,y) dW^'^íx^y) . 
z 

Aleshores 

DEMOSTRACIÓ 

Per simplificar l'escriptura, escriurem W^ = W^, W^ = W^ , 

W = W^ i w^ = w"̂  . Fixem un punt z^ de M^ ; podem suposar 

2q=(1,1). Sigui {r""*, n,m >l} una successió de reixes sobre 

[0,1]2 que esdevinguin arbitràriament fines, r"™ =r"xr2 / amb 

- K .ii' . • î = ( s ; S^,,). 

fi" _ í̂ .m .m 
- i^l ^q +1^' ^m m 

=1 . 
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Per alleugerar les notacions suprimirem els superindex m i n en s^ i 
tj respectivament. Per a z S (1,1) definim 

,nm Í _ 
(s., t.). 7 ™ 

s. t . s. t. 
T W n T ^ J 

D'acord amb el teorema 2.1, 

lim sup E[ IS"'" - M*N |] = 0 . 
n,m>«> zS (1,1) ^ ^ 

Fixem s i l'índex 'i', i apliquem el teorema de Fubini per a les 
integrals estocàstiques (proposició 3.9); llavors la suma 

t . s . t... s. 
I J J f(x,y)dwl)dw2 g(x,y)dV^)dw; 

m t . e r ^ 3 2 t 

convergeix uniformement en probabilitat respecte a te[ 0,1] quan 
cap a 

d'acord amb l'observació del teorema VIII.15 de Dellacherie-Meyer 
[25 ], ja que 

s. 
(i) {J^J ̂ ^ g(x,y)dW^dWy , F^^, t^ 0} és una martingala 

afitada en L^. 

(ii) El procés f ( x , y ) d w W , t^O} és adaptat 

a F 1 continu. 
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Reordenem l'expressió anterior: Per Ito i Fubini, 

/oí/o'í^' í<x.y)aw;; dwj) (J^'J^ 9(x,y)aw>J), 

f ( f / 
s. s 

= ¡1 Ul^ g(x,f )dw3 f(x,y)dwW]dw4. . 

Així, fixat i, per a tot X>0, 

t . s . t . , s . 
P{sup I l_ f(x,y)dwW g(x,y)dwW 

2 t 

S s 

i, doncs, fixats n i s. 

l f l' f (X'y)dwW g(x,y)dW^ 
t . . , s . 

sup 
t^l 

^dW^ x y 

-/o( í L ' g(x.f)dw^ Jj' f(x,y)dw2dwi))dw^,|>x 

Que tendeix cap a 0 quan m-»-«» • 

Anomenem 

h^(s,f) 

s t 

J^i g(x,f )dw2 £(x,y)dw2)dwl 

L'expressió anterior s'escriu 
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sup - )dwj.|>x} .0. 
tá 1 TTI -»• m m ->• 00 

Pel mateix teorema de Dellacherie-Meyer, h^(s,t') convergeix 

uniformement probabilitat respecte a S G [ 0 , 1 ] quan n-̂ OO cap a 

= JlUl' g(x,t')dw3) f(x,y)dw2)dwl) = 

= llUo Jl' f(s',y)dw2 )dwj, . 

Ara, fixat t', el procés h^(.,t') és continu i, fixat s, po-

dem prendre una versió de B([0,1])®F -mesurable. Pel lema 

4.4, existeix una funció h:[0,l]^xfi >-]R B([o,l] 2)®f -mesurable, 

continu en s i tal que per a tot (s,t'). 

h(s,t') = ¡liJl' g(x,t-)dW¿ Jl' g(s',y)dWpdW^, P -q.s.. 

Amés, com que per a cada s, h^(s,f) és F^^, -mesurable, també 

ho serà h(s,t'). 

Recapitulem els resultats: Hem demostrat que fixats s i n , per 

tot x>0. 

,3 rt 

sup - h^(s,f)dW^,|>X}  
t<i st Jo n t ^ ^ 

Però pel teorema 2.1 (ii), fixat s 

E [ sup \sll - ; 
t< 1 n,m-
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Uavors, pels resultats sobre el límit iterat en H^ (lema 4.2, nota 

4.3) 

E tf^P I^St - -To K) 
^ " J - Tn m m 00 

"sup I/Q MD 
t —1 -k oo 

Per la desigualtat de Davis, 

i doncs. 

n,n' • 

/¿(h^(s,t') - h^,(s,t'))Mf ^ , 
n,n'->- oo n 

pero com que per a tot t' 

pel lema 4.5, 

h^(s,t')— ^h(s,t') , 
n oo 

;^(h^(s,t') - h(s,f))Mf 
n ->• œ 

d'on 

¡1 h^(s,f)dW^, — h ( s , f ) d W ^ , 
n ̂ o» 

i' per tant. 

" h(s,t')dW^, 

^QEOL.LARI 4.7: Siguin M i N dues martingales afitades en L^ 

^Sb^epresentacio 

n m .̂ n m . . 
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n „ . m . - n m 

Aleshores 

DEMOSTRACIÓ 

Només cal utilitzar que M*N = M°*N° i el teorema anterior, 

NOTACIONS 4.8 

En la resta d'aquest paràgraf suposarem que les martingales 
són nul·les sobre els eixos. Si M és una martingala afitada en L^, 
nul·la sobre els eixos, amb representació 

n m . . 
M ^ = y y f^f f. .(x,y) dw^dw^ , st ^^^ •'o·'o 13 X y ' 

escriurem 

= l J^ f. .(x,t) dwj , j = l, 
i=l ° ^^ ^ 

^s,t) = J^ fij(s,y) dS^ , i=l, .n . 

Pel teorema de Fubini estocàstic tenim 

^st = /o dW^(y) = íjl Y^(x,t) dW^x) • 

Aquesta escriptura, generalització de la introduida per Nualart 
[70], permet d'escriure M de manera molt més concentrada. 

Concretament: 
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TEOREMA 4.9: Siaui M una martingala afitada en L^ nul.la sobre 

els eixos. Amb les notacions anterios 

1=1 j=l st 

DEMOSTRACIÓ 

Només cal tenir en compte les relacions establertes en el ca-

pítol II (observacions 2.2, corol·lari 2.3): 

M. M. = I M. *M. + 4 M.*M. . 
IJ ^ ^ J 2 2 ± 

l M. = l ñ. + 2 l M.M. 
i ^ i ^ ¿3 ^ ̂  

i utilitzar el teorema 4.7. 

OBSERVACIÓ 4.10 

Quan M és de la forma JfdW^^ i N es /gdW^^ , el calcul 

de M i MN pot fer-se també utilitzant la formula d'Itô multidi-

mensional (teorema 1.58). No així el de M*N, que s'ha d'obtenir di-

rectament, ja que no intervé (sinó a través de MN) en la formula 

d'Itô citada. 

TEOREMA 4.11: Sigui M una martingala afitada en L^. Amb les nota-

cions anteriors 

<M,Ñ> , = J ^ R ( Í L FIJ(X,Y)Í"(X,Y)Y^(X,Y))DXDY . 
st •'o·'o ^^^ j^i IJ 
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DEMOSTRACIÓ 

Es calcula per polarització: 

<M,M> = |(<M+M> - <M> - <M>) 

§2: Estudi de la implicació "Si <M,M> = 0, llavors M té 

varició independent del camí" en les filtracions producte 

El teorema 2.11 afirma que si M és una martingala de m'̂  nul. la 
c 

sobre els eixos i amb variació i.d.c., llavors <M,M> = 0. Estudia-

rem ara si el recíproc d'aquest teorema és cert. Veurem que en la 

filtració producte de dos brownians unidimensionals independents 

és cert, però que en general no es compleix. 

TEOREMA 4.12: Considerem n=m=l, aixó és, {F^, Z e }designarà la 

fltració producte de dos moviments brownians independents 

W s e]R } i W = {W^ , t e m^ l Sigui M = {m , F , z e ]RM 
s + — t + ^ ^ 

una martingala afitada en L^, nul.la sobre els eixos. Aleshores, 

si <M,M >= 0, tindrem M = 0. 

DEMOSTRACIÓ 

La representació de M serà 

^st = -̂O o ^ v i ' 

amb f de L^ÍK^xfi,?). Com que 

E r r fMx,y) dxdy < co, 

per Fubini, q.p.t. s 

E rfMs,y) dy < 00, 
o 
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i q.p.t. t 

E dx < C O . 

D'acord amb la proposició 1.63, existirà una funció M̂ rlR̂ xíí ^ 
B(1R| F -mesurable, tal que q.p.t. t, el procés { M^ís,^, 
és indistingible del procés {/^ f(x,t)dW^, s.I^^ ; i una funció 

xfi — ] R B(]R2 F -mesurable tal que q.p.t. s, els proce-
ssos {M2(s,t), i {/J f(s,y)dí;y, t emjsón indistingi-
bles. 

La idea de la demostració és la següent: De <M,M> =0 es de-
dueix 

(a) f (s,t,a))M^(s, t,w)M2(s,t,w) = 0, q.p.t. (s,t,oj) 

Com que fixat t, és una martingala, mitjançant la 
utilització del seu temps local, veure que P-q.s., 

f (s, t, tü)M2 (s, t,üj) = 0, q.p.t. s e ( respecte < M^ (., t )>) ; 

d'on resulta 

(b) f (s, t, w)M2(s,t, üo) = 0, q.p.t. ( s, t, w) g ]r2 xĵ  . 

Fixat ara s, M2(s,.) és una martingala, i utilitzant ara el 
seu temps local, veurem que P-q.s., 

f(s,t,ü3) =0, q.p.t. t (respecte <M2(s,.)>); 

d'on finalment obtenim 

(c) f(s,t,ü)) = 0, q.p.t. (s,t,u)) . 

Vegem 

(a) f(s,t, a))M̂ {s,t, a))M2(s,t, 0)) = 0 q.p.t. (s,t,a)) 
En efecte. 
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<M = (x,y) dxdy = O q.s.. 

Per la continuïtat de la variació quadratics, existeix B c Çi , 

amb P ( e ) = O, tal que si 0 Q, per a tot 2, <M,M> = 0; i, dones, 
z 

existirà un conjunt A^ c ]R2 de mesura de Lebesgue zero tal que 

si (s,t) ̂ A^, 

f (s,t,a))M^(s,t,œ)M2(s,t,co) = O, 

i com que és B(]R2)g, p -mesurable, per Fubini resulta 

f (s,t,(ja)Mĵ (s,t,a))r42(s,t,tü) = O, q.p.t. (s,t,a)). 

(b) f (s, t,a) )M2 (s, t,co ) = O, q.p.t. (s,t,a)). 

En efecte, per (a), fixat t (fora d'un conjunt de mesura zero), 

existeix A^c fi, = O, tal que si ÍJĴ Â / existirà de 

mesura de Lebesgue zero, tal que si s 

f (s, t,a))M^(s, t,a))M2(s,t,u) = 0, 

i, per tant, fixat t i fixat 

(1) {selR^ : f (s,t,w)M2(s,t,u)) o} n S^ ̂  c { t, ü))=o: 

També, fixat t (fora d'un conjunt de mesura zero), M^(.,t) 

és una martingala contínua (en s); designem per el seu 

temps local. Existirà r^cfi, P(y = 0, tal que si ojíF̂ , per a tot 

(2) ¡1 I 
s : (s, t,ü3)=0 

(s)d<M^(.,t)>g(aj) = 

Per tant, fixat t(fora d'un conjunt de mesura zero), fixat 

^(à^oT^, per a tot ^ âO, per (D i (2) 

rí , 1 .c (s) d<M, (.,t)> ¿ ^o ^{s:f(s,t,a))M,(s,t,a))M n S ^ 1 

-137-



i, doncs. 

s : f(s,t,a3)M (s,t,a)) ^ o} n S^ 

t (jü 

té mesura <M^(.,t)> zero. Però aquesta mesura és absolutament con-

tínua respecte la mesura de Lebesgue, ja que 

<M^(.,t)>^ = J® fMx,t) dx , 

i, com que S^ ̂  té mesura de Lebesgue zero, també tindrà mesura 

<M^(.,t)> zero. Per tant, 

s : f(s,t,oú)M2(s,t,ü)) é O ' 

té mesura <M^(.,t)> zero. Llavors, per a tot Ô^O, 

f (s, t,w)M2(s,t,a)) d<M^(.,t)>g(ü)) = 0, 

i, per tant, 

fMs,t,a))M2(s,t,a)) ds = 0, 

d'on resulta que existeix un conjunt B̂  ̂  c de mesura de Lebesgue 

zero, tal que si s îï B^ ̂  , 

fMs,t,ü))M2(s,t,a)) = 0, 

0 equivalenment, 

f (s,t,uj)M2(s,t,w) = 0, 

1 per Fubini 

f(s,t,a))M2(s,t,a)) = 0, q.p.t. (s,t,w) . 

(c) f(s,t,a)) = 0, q.p.t. (s,t,a)). 

En efecte, de (b) i del teorema de Fubini deduïm que q.p.t. s 

existeix un conjunt D cfi, amb P(D^) = 0, tal que si o) ̂  D^, existirà 

un subconjunt de IR̂  , E^^.de mesura de Lebesgue zero, tal que si tiE^^ 
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f(s,t,w)M (s,t,ü)) = O, 

i, dones, 

(3) {t>0 : f(s,t,u) 0} n E^ c {t>0 : M„(s,t,a)) = O 

CÜ z 

Fixat s (fora d'un conjunt de mesura zero), M2(s,.) és una 

martingala contínua en t. Designem per L^s^^^ temps local. 
Existirà F C fi, P(F )=0, tal que si COÍÉF , per tot T^O, S S s 

= Jq L23(T,a))lrQj (a) da = 0. 

Anàlogament a (b), com que 

<M2(s,.)>^ = J^f2(s,y) dy , 

deduim de (3) i (4) que el conjunt {tSO : f (s, t, o)) o} té mesura 

<M2(s,.)> zero, d'on resulta, pel mateix raonament, 

f(s,t,aj) = 0 , q.p.t. (s,t/A))€]R2 ^^ 

Per demostrar que aquest teorema no és cert quan els brownians 

no són unidimensionals (o quan un d'ells no ho és) ens calen tres 

lemes. El primer d'ells estableix la representació de les martinga-

les de L^ en una filtració uniparamètrica que s'obté a partir 

de la filtració d'un moviment brownià ordinari. La demostració,que 

és anàloga a la de la primera part del teorema 3.12 i sols necessi-

ta modificacions de detall, s'ometrà. 

4.13: Sigui W ={ W^, tel·lj unjnovíment brownià i { G^ , t e IR̂  

la^seva filtració natur^, de^udament.^^ Designem per G 

la^ o-àlgebra unió v G^ h una, a-àlgebra independent 

^ G. Aleshores tota'mlrtinaala M = ÍM̂ , gt ̂  S ' ̂  " ® J ^ ^ 
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admet una representació de la forma 

\ = M Q -H f(u) dw^ , 

amb f g vH -mesurable, G^ v H -adaptat i 

E J^ fMu) du<œ per a tot t^O 

El següent lema estableix una propietat de les solucions de 

l'equació diferencial estocas tica XdX + YdY = O, amb X e Y martin-

gales locals contínues: 

LEMA 4.14; Sigui {G , t 

^ J una filtració arbitrària que complei-

xi les condicions habituals, i. X = t e }, Y = {Y^, G^, teíR^ 

dues martingales locals contínues amb XQ=YQ=0, i tals que 
X dX + Y dY =0. 

r 4 T r 41 r 41 
Llavors si ELX^J <°°, tindrem ELY^J = E . 

DEMOSTRACIÓ 

Per la fórmula d'Itô, 

< - 4 Jj X^dX^ . 6 ¡I X M X̂  

< = 4 /o ^ ^ -fo "s-̂ ŝ 

Com que 

tindrem 

J ̂  X dX = -J ̂  YGDY , 

o s s o fa = 

f XM<X> = YM<Y>3 . Definim els temps d'atur 
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T^ = inf{t>0 : |xj>n o | Y J >n o j/J xMx I >n o Y3dY 
u s s •'os >n 

Aleshores T^ t » ^quan n ¿s ^^^ successió de temps d'atur que 

localitza X, Y, ¡^ XMX, yMy, i tenim 

E ÍX̂  
n 

= E Y" 
^ tAT -I 

n 
, per a tot n>l. 

Per convergència monòtona 

r 4 T r 4 
E y^ = lim E Y^ „ 
'· t tAT J 

n-»-«» n 
= lim EÍX 
n->oo tAT-" n 

= EÍX •4 1 t̂ J-

OBSERVACIÓ: Pot demostrar-se una propietat més forta (que no uti-

litzarem) : Si X e Y són martingales locals contínues tals que 

XdX + YdY = 0, llavors existeix una constant C tal que E[Y2]^CE[X2" 

(Preprint de D. Nualart). 

LEMA 4.15: En el cas n=m=l, existeixen dos processos f i g de 

L2(]R2xn^p) no nuls, tals que per a tot (x,y) ̂  JR̂  

f(x,y) J* f(x',y)dW(x') + g(x,y) g(x',y)dW(x',y) = 0 . 

DEMOSTRACIÓ 

Fixem e>0 arbitrari. Per a qualsevol f:JR̂ x de 

LUm^xfí a causa de la independència entre W i W, el 

procés {/^ f(x')dW(x'), F^ V ¿ . és una martingala. J o —X —t. 

Com • ^ • cr-i-pqsió ÍC , nâljde variabes aleatòries que existeix una succebtíxu 

independents, F¿ v F^ -mesurables (i per tant independents de 

/^f(x')dW(x') ) (prenem, per exemple, 

^ ^ = s i g n ( W ( | ) - ) 
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existirà (vegeu Nualart-Sanz [82]) una martingala local 

Y = ÍYG, F^v F^, sèo} tal que 

¡1 f(x)(J^ f(x')dW(x'))dW(x) + /®Y dY = 0 . 

O X X 

Podem elegir ara f de manera que Y sigui una martingala de L^ 

Per exemple, sigui K>0 arbitrari i definim el temps d'atur 
T=inf{t>0 : |W^|>K} . 

Llavors 

compleix les condicions del lema 4.14. (Xq=0 per construcció, i 

prenem Yq=0, ja que Y^ es pot agafar de manera arbitrària). 

Ara apliquem el lema 4.13 a Y: Existirà un procés g F^ yF^-
T O ^ 

mesurable, F^ v F^-adaptat i amb E [/^ g2(s)ds]<co , 

tal que 

^x = -l'o dW(x') , 

i llavors 

f(x) J^ f(x')dW(x') + g(x) JJ g(x')dW(x') = 0 . 

f(x,y) = 

Definim finalment 

0 si y<£, 

f(x) si ySe. 
g(x,y) = 

0 si y<e , 

g(x) si y>e . 

Clarament f(x,y) i g(x,y) compleixen totes les condicions requeri-

des. • 

PROPOSICIÓ 4.16; Si n>l (o m>l) existeixen martingales afitades en 

L^ no identicament zero i amb <M,M> = 0. 

DEMOSTRACIÓ 

N'hi ha prou d'estudiar el cas n=2,m=l. Considerem una martin-
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gala afitada en L^ amb representació 

2 z 

D'acord amb les notacions 4.8, sigui 

Y^(s,t) = ¡I f(x,t)dwl(x) + ¡I g(x,t)dw2(x) , 

Y^(s,t) = ¡1 f(s,y)dW^(y) , 

^ O . ^ 

Y (s,t) = JJ g(s,y)dW^(y) . 

Llavors (teorema 4.11), 
<M,M>^ = J^ (f(x,y)í^(x,y) + g(x,y)í^(x,y))y^(x,y)dxdy . 

Però pel lema 4.14, existeix una solució no nul.la de 1'equac 
lO 

fY^ + gY^ = 0 , 

d'on resulta la proposició. 

§3; La implicació "Si <M,M> = 0,llavors M és i.d.c." en la 

filtració generada per un drap brownià 

Sigui { W^, ze]R2 } un drap brownià. En aquest paràgraf designa-

rem per {f^, Z6]r2 } la filtració generada per éll. Seguint la 

tècnica de Nualart [70] , veurem ara que el recíproc del teorema 

2.11 també és fals en aquest cas. Començarem veient un lema: 

LEMA 4.17; Considerem dos brownians independents, l'un bidimensio-

f 1 2 1 
"al í̂ '̂ s'̂ ŝ ' ® ̂  Î ' i l'altre unidimensional { W^ , t € , 

i dues funcions f i g l2(]r2 xíí,p). sigui A ^ ]R i desig-

nem per X el procés 
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^st = ^ ^ /o + ¡I g(x,t)dw2 . 

Sigui h:]R2 Xñ » B(3R2)®f -mesurable. Llavors si 

h.X = O dx®dy ®dP -q.s., 

tindrem 

h.(f2 + g2) = o dx ® dy ® dP -q.s. . 

DEMOSTRACIÓ 

Es tracta d'un raonament com el de la demostració del teorema 

4.12, utilitzant el temps local de la martingala { X , selRj i 
S T 1 

que la variació quadràtica d'aquesta martingala val 

=!l f2(x,t)dx g2(x,t)dy 

PROPOSICIÓ 4.18: En la filtració {F^, zelR^ ) generada per un drap 

brownià, existeixen martingales M no nul.les, amb <M,M> = 0 i 

que no tenen variació i.d.c.. 

DEMOSTRACIÓ 

Fixem un punt arbitrari de ; per simplificar suposem que 

és el punt (1,1). Definim els brownians 

W^ = /2 W(](1,0),(s+1,1/2)]), sSO , 

wf = W(](l,l/2),(s+1,1)]) , s>0 

wj = W(](0,1),(l,t+l)]) , t^o , 

que són independents perquè per a tot (s,t), els rectangles 

](1,0),(s+1,1/2)],3(1,1/2),(s+1,1)], ](0,1),(l,t+l)] són disjunts 

dos a dos. 
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Siguin f i g els processos de la proposició 4.16 respecte a 

la fitració producte de les filtracions associades als brownians 

, s e]Rj i {wj , t e]Rj . 

Sigui D^ =[0,l]x[l,2] i D2=[1,2]X[0,1] . Definim la funció 

1 2 ' ' 

Sigui M la martingala definida per aquest procés: 

"z RxR • 
z z 

Un raonament mitjançant funcions simples mostra que si (s,t) ¿ (1,1), 

llavors i si (s,t) > (1,1), llavors 

= L (f(x,y)dW^dW^ + g(x,y)dw^dwb . 
s-i,t-i * y ^ y 

Si (s,t)e[l,2]2 ix€[0,l], llavors 

L2((x,t),s) = Jĵ  ^(x,t,^,y)dW 
st cy 

= Ij-̂  ̂  ̂ (x) Y^(s-l,t-l) . 

Si (s,t) e [1,2 i y € [0,1] , 

Lj^((s,y),t) = Jĵ  «{»(x, T,s,y)dW^^ = 

= ^[0,1/2 ] 
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d'acord amb les notacions de la proposició 4.16. 

L^ i L2 són nul.les fora de la regió indicada. Llavors 

<M,M>^ = ¡^ h(ç)dç, 
z 

amb 

h(s,t) = jjj^ 1'(x,t,s,y)L2((x,t),s)L^((s,y),t)dxdy = 

= Jj L2((x,t),s) (J^ H'(x,t,s,y)Lĵ ( (s,y), t)dy)dx = 

=J® L2((x,t),s)i^ I^Q^^^(x) (f(s-l,t-l)y^(s-l,t-l) + 

+ g(s-l,t-l)?(s-l,t-l) ] dx = 0 , 

d'on <M,M> = 0. 

Però M no te variació i.d.c., ja que si bé 

Lj^((s,y),t)<F(x,t,s,y) dy = 0, 

per a (s, t)e[0, 1]^ 

r® L„((x,t),s)f(x,t,s,y) dx = 
o ¿ 

Considerant que 

= J®f(x,t)dW^(x) +J®g(x,t)dw2(x) , 

i que per construcció f ig són no nuls; gràcies al lema 4.17, 

excepte, potser, en y=l/2, l'expressió anterior és diferent de 

zero per a (s,t,w)e CeB(]R2)®F , amb C de mesura diferent de 

zero, i, doncs, J® L^(x,t,s)^(x,t,s,y)dx és diferent de 
O 

zero 

sobre un conjunt de B(]R|) ®F de mesiora distinta de zero. Per tant, 
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no es compleix una condició necessària per a que la martingala 

pugui tenir variació i.d.c. (cfr. Nualart [70]).B 

§4: Martingales no nul.les sobre els eixos 

Si la martingala M no és nul.la sobre els eixos, les nocions, 

"M té variació i.d.c." i "<M,M> =0" no estan, en general, relacio-

nades, ja q̂ ae el caràcter i.d.c. depèn dels increments lineals de 

M ( i, doncs, de M^Q i mentre que la variació <M,M> sols 

depèn dels increments rectangulars de M (que no es veuen afectats 

per M^Q i MQ^). En efecte, existeixen en distintes filtracions 

martingales i.d.c. que no tenen <M,]yi> =0; la següent proposició 

permetrà demostrar l'existència de martingales amb aquestes ca-

racterístiques en la filtració producte de les engendrades per dos 

brownians bidimensional independents (n=m=2). 

PROPOSICIÓ 4.19: Considerem dos brownians bidimensionals indepen-

dents, s e u l i { , t ç ]R } , i sigui M una 

martingala relativa a la filtració producte, de la forma 

M ^ = + W^ + wj + wj) + f,(z)dW^^(z) + 
St s s t u st 

+ J f (z)dW^^(z) + Jĵ  g^(z)dW^^(z) + J^ g2(z)dw2^(z) , 
st st st 

amb i q^ ^ L^ (]R2 xfi ,P) . Llavors si M té variació 

i.d.c. i <M,M> = 0, tindrem 

fj = f2 " " " ° • 
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DMOSTRACIÓ 

Siguin 

Y'(s,t) = A + f^(x,t)dW^(x) + J® f2(x,t)dW^(x) , 

Z'(s,t) = A + J® g^(x,t)dW^(x) + J® g2{x,t)dW^{x) , 

Y'(s,t) = A + f^(s,y)dW^(y) + jJ g^(s,y)dW^(y) , 

Z'(s,t) = A + f2(s,y)dW^(y) + ¡^ g2(s,y)dW^(y) . 

Com que M té variació i.d.c. tenim (cfr. Nualart [70]): 

( 1 ) 

f^Y- + g^Z' = O , 

f^Y' + g2'Z·' = O , 

f^Y' + f^Z' = O , 

,g,Y' + g„Z' = O . 

D'altra banda, si M° designa la martingala nul.la sobre els 

eixos, com que M° = M = (M)° , 

<M,M> = <M°,M°> = Z 2 

= J^ (f^(Y'-A)(Y'-A) + f2(Y'-A)(Z'-A) + g^(Z'-A)(Y -A) + 
z 

+ g2(Z'-A)(Z--A))dxdy = 

= A^ Jĵ  (f^(x,y) + f2(x,y) + gj^(x,y) + g2(x,y))dxdy 
z 

on . 1'ultima igualtat es deguda a (1). 
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De <M,M> = 0, deduïm 

(2) fi + " ° dx®dy®dP -q.s., 

que juntament amb (1) proporciona 

(f^ + £2)(Y' - Z') = O , 

(f^ + g^)(Y' - Z') = 0 , 

i aplicant el lema 4.17 obtenim 

(3) (f^ f f^) [(fj^-f^)' + (f2 -'32^'] = O , 

(4) (f^ + + (g^ -g2)==) = O . 

Fixem un punt (s,t,œ) de xfi (fora d'un conjunt de me-

sura zero); escriurem f^ en lloc de fĵ (s,t,a)) i anàlogament f^, etc. 

De (3) deduïm que si f^+f2 llavors fi=gi i f 1=91=0, 

tindriem ^ ^̂ ^ resultaria f2+92=0, d'on f 2 = g 2 = 0 , 

que és contradictori amb Doncs, i, per tant, 

fl+gi?^0, que substituit a (4) proporciona fi=f2 i 

amb les conseqüències anteriors, implica fĵ =f2=gĵ =g2, que per (2) 

dóna f^=f2=g^=g2=0, que també és contradictori. Per tant, 

" dx®dy®dP -q.s.. 

Anàlogament, s'arriba a una contradicció si suposem fĵ +ĝ ĵ̂ O. 

Tenim, per tant, en cada punt (fora d'un conjunt de mesura 

zero), 

f^ + f2 + g^ + g2 = 0 

f, . f2 = 0 

fi + gi = 0 

sistema que ens diu que, en cada punt, 

fi = -fi ' 91 = -fi i 99 = -fi . 
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i aleshores (1) es redueix a 

fl(s,t) (Ĵ  f3^(x,t)dW^(x) - Ĵ  f^(x,t)dw2(x) ) = 0 , 

que, pel lema 4.17, implica 

f^(s,t) 2fJ(s,t) = 0, 

d'on resulta 

fĵ  = O , dx ®dy ®dP -q.s. 

COROL·LARI 4.20; En la filtració producte de dos brownians bidi-

mensionals independents existeixen martingales no nul.les sobre 

els eixos, amb variació i.d.c. i <M,M> = 0. 

DEMOSTRACIÓ 

És evident en virtud de l'existència de martingales i.d.c 

no nul·les amb la representació indicada a la proposició 4.19 

(cfr. Nualart [70]). • 
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R E S U M 

(Abreujarem martingala amb increments ortogonals per martingala I.O.) 

Cas general 
a) Martingales nul·les sobre els eixos: 

( 1 ) 
Forta =1^ 1.0. I.D.C. <M,M> = 0 

i de totes les implicacions recíproques, excepte de la (1), poden 
construir-se contraexemples. 

b) Martingales no nul.les sobre els eixos: 

Forta 1.0. I.D.C. 

i la implicació I.D.C. <M,M> = 0 no és, en general, certa. 

Filtració generada per un drap brownià 

Martingales nul·les, sobre els eixos. 
(2) (3) 

Forta 1.0. =#> I.D.C. <M,M> = 0 

i les implicacions (2) i (3) són estrictes. 

Filtració producte de filtracions generades per brownians 
multidimensionals independents 

Martingales nul.les sobre els eixos. 

a) n=m=l: 

Forta 1.0. ^ I.D.C. <M,M> =0 ^ M=0 
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b) n=2, m=l: 
^ (4) 

Forta M=0 I.O. I.D.C. <M,M> = O 

i la implicació (4) és estricta. 

c) n=in=2 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ Forta 4=7 M=0 I-O. I.D.C. <M,M> = O 

i la implicació (6) és estricta. És un problema obert saber si la 
implicació recíproca a (5) és certa. 
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