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Capitulo 1

MEMORIA

1.1 Objetivos y desarrollo

Desde los comienzos de mi andadura cientifica como profesor de matemati-
cas alli por el ano 1970, de la Facultad de Ciencias Econémicas de la Uni-
versidad de Barcelona, he considerado interesante continuar en mi posicién
imparcial de ingeniero frente a los mateméticos y a los economistas, en lo
referente a las ecuaciones en diferencias finitas, ya que los primeros tratan su
contenido puramente matematico, obteniendo métodos de resolucién a seme-
janza de como tratan las ecuaciones diferenciales, y los segundos utilizan los
resultados matemédticos obtenidos anteriormente para resolver los cédlculos
de las aplicaciones econémicas y financieras que se plantean en la prictica,
en consecuencia mi objetivo estd centrado en ver si era posible conocido el
principio, como son las ecuaciones en diferencias finitas, y el final que son los
calculos financieros, poder encontrar una férmula matemética, como decia
FEinstein, ”elemental”, tal que de ella pudieran deducirse todas las demds, y
no una férmula para cada proceso o aplicacion.

Mi objetivo estd muy claro pero el procedimiento ”si es que lo hay y estd
a mi alcance”, no era inmediato, pero con la ayuda y direccién de mi director
de tesis decidimos hacer un estudio exhaustivo de todas las ecuaciones en
diferencias lineales de primer orden, y como es de suponer después de muchos
fracasos encontramos por fin un nuevo método de resolver las ecuaciones en
diferencias que pasamos a denominar método del factor anti-diferencia, que
lo podiamos aplicar como producto o como cociente.

El primer paso en firme lo dimos, cuando observamos que al resolver las
ecuaciones por el método del factor anti-diferencia, nos encontrabamos que
para obtener el resultado final, se debfa calcular un sumatorio, no siempre
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8 CAPITULO 1. MEMORIA

facil, y que si se resolvia por el método tradicional, resolviendo primero
la homogénea y luego la completa, al igualar ambas soluciones tenfamos
el resultado del cdlculo del sumatorio, por lo cual, necesitdbamos resolver
las homogéneas, por lo que hemos introducido un cédlculo de productorios
elementales, que no lo son tanto por su expresion, pero si lo son por la forma
ingeniosa de calcularlos tal como se detalla en el capitulo correspondiente, en
el cual se obtienen seis productorios generales, con sus correspondientes casos
particulares y sin contar por supuesto con los cuatro productorios inmediatos
por todos conocidos, siendo suficiente este abanico de productorios para
resolver todas las aplicaciones que nos habfamos propuesto, y asf seguir con
el proceso del cdlculo de sumatorios.

Para proceder a realizar un estudio racional de los sumatorios, a partir
de las ecuaciones en diferencias, consideramos oportuno empezar haciendo
que los coeficientes de las ecuaciones fuesen polinomios y clasificarlas segin
su grado, pero en un segundo planteamiento vimos que resultaba muy intere-
sante que una misma ecuacion en diferencias pudiéramos considerarla segin
el valor que tome la diferencia finita, que suele representarse por la letra h
y que por defecto su valor es 1, si en vez de 1 le damos el valor constante a
o el valor variable ax o bien ax + b o bien un polinomio de segundo grado,
se obtenfan ecuaciones que la intuicién nos tentaba plantear y resolver pero
que nunca habia visto planteadas y mucho menos resueltas, por lo que de-
cidimos trabajar intensamente en algo nuevo sin saber por donde empezar
hasta que al fin la paciencia y la constancia dieron su fruto, con la obtencién
de un ”cambio de variable”, que tal como demostramos nos convierte una
ecuacion en diferencias con h = h(z) variable, en otra de la forma habitual
de diferencia h = 1 que se puede resolver por los métodos tradicionales, para
luego deshacer el cambio y tener la solucién de la ecuacién inicial, que tan
inaccesible se presentaba.

Dada la finalidad del estudio sobre el cdlculo de sumatorios, y no so-
bre resolucién de ecuaciones que serfa exhaustivo si tenemos en cuenta la
variedad de los coeficientes de la ecuacién, que pueden ser polinémicos de
cualquier grado e incluso no necesariamente polinémicos, y ademds en cada
ecuacion la variedad de la diferencia A como hemos comentado anterior-
mente, ya que consideramos los casos de coeficientes polinémicos de primer
grado pero con diferencias de hasta segundo grado, obteniéndose un total
de 9 férmulas generales de sumatorios, y en cada uno de ellos consideran-
do los distintos casos particulares de las constantes que lo forman nos dan
aproximadamente un centenar de sumatorios concretos, con lo que termina
la primera parte de la tesis correspondiente al andlisis dindmico discreto.

En la segunda parte de la tesis correspondiente a las aplicaciones fi-
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nancieras més corrientes, tendremos que utilizar la primera férmula general
de sumatorios obtenida y aplicada al caso particular de un polinomio de
segundo grado, at? + bt 4 ¢ lo que nos permite con una sola férmula cal-
cular todos los casos habituales, y para ello basta considerar, por ejemplo,
si las cuantias son constantes a = b = 0, o varfan en progresién aritmética
(hacemos a = 0), etc.

Las aplicaciones financieras que se realizan estdan ordenadas segiin que
las cuantias sean constantes, variables en progresién aritmética, variables en
progresién geométrica, variables polinémicamente, pero teniendo en cuenta
si la funcién es de concavidad positiva o negativa, y distinguiendo si es
creciente o decreciente. La parte mds relevante es, que en cada aplicacién
de la férmula general del sumatorio, que consta de dos términos, siendo
el primero constante o independiente de t, y el segundo funcién de t, se
han considerado las condiciones y las circunstancias para la anulacién de la
constante, para obtener asi unas férmulas simplificadas de la férmula general,
llegando en algunos casos a trabajar con unas expresiones tan simples, que
es posible realizar las tablas financieras con todas las cifras enteras.

Cada aplicacién financiera estd complementada con un ejemplo numéri-
co, que nos da una ilustracién del caso que tratamos, y nos sirve a la vez
de comprobacién, ya que el resultado final de la operacién estd calculado
paso a paso en la tabla y de una forma directa mediante la aplicacién del
sumatorio que nos da la férmula.

1.2 Contenido cientifico

Fl contenido cientifico de la investigacién es matemético, pero dirigido co-
mo aplicacién a la valoracién financiera. Para comentar brevemente este
contenido comenzaremos con lo que podemos considerar la primera parte,
que corresponde al andlisis dindmico discreto que podemos realizar de las
ecuaciones en diferencias finitas.

Las ecuaciones en diferencias finitas son por todos conocidas, siendo la
primera aportacién el método de resolucién denominado del ”factor anti-
diferencia”, y dado que tenemos dos posibilidades, la de tener un factor que
actia multiplicando, o bien otro factor que actia dividiendo, los denomi-
namos método del factor anti-diferencia del producto y método del factor
anti-diferencia del cociente respectivamente, ambos son de cédlculo semejante
pero segtin la ecuaciéon puede resultar méds comodo a la hora de resolverla,
la utilizacién de uno u otro. Este método de resolucién no es mds que un
camino nuevo para resolver ecuaciones resolubles por métodos tradicionales
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ya conocidos, pero aun asi es interesante tener dos herramientas para re-
solver un mismo problema.

La primera ventaja de este nuevo camino de resolucién, es el distinto
punto de vista que nos aporta, el cual lo podemos utilizar para resolver las
ecuaciones, y también para plantear facilmente ecuaciones que luego sepamos
resolver, y la segunda ventaja, ( que puede resultar més interesante que la
primera) es que no se necesitan saber férmulas tan complejas de sumatorios
y productorios para resolver las ecuaciones en diferencias como las utilizadas
con el método tradicional, ahora nos bastara seguir un proceso mecénico y
ordenado de cédlculo facil de recordar.

El siguiente grano de arena cientifica aportado, se denomina ” cambio de
variable” el cual nos permite resolver ecuaciones en diferencias finitas pero
con incrementos variables discretos, en algunos tratados he visto mencionar
la y, y pedir que se calcule la y,.p siendo h = 3z como un simple ejemplo
de célculo aunque no exigen que se resuelva, pero mediante el ” cambio de
variable” si que se pueden resolver las ecuaciones, ya que las transforma en
otra con h = 1, que resolvemos cémodamente, para luego deshacer el cambio
y obtener la solucién de la ecuacidn inicial. Los ejercicios resueltos por este
método son muy gratificantes e impresionantes, ya que las soluciones pueden
ser expresiones matematicas de gran complejidad, que hasta nos haga dudar,
de que realmente sea la solucién de la ecuacién, pero basta con sustituirlos
en ella, para comprobar la veracidad del proceso. Dado que el cambio no
depende de la ecuacién que queremos resolver sino de la expresién de h(z)
, se ha incorporado una demostracién que confirma lo expuesto.

Al resolver las ecuaciones en diferencias homogéneas, nos encontramos
frente a un productorio que tenemos que calcular. Para poder resolverlo,
y ademds facilmente, hemos considerado un camino, que bien podriamos
tratar de ”curiosidad cientifica”, y que como resulta muy dificil de explicar
en abstracto, lo expondremos mediante la realizacién de un caso concreto.

La solucién de la ecuacion yz11 — f(2)y, = 0 es:

z—1
ve =1 [ F(®)
t=1

En resumen buscamos una funcion y,tal que f(z)y, = yz+1 lo que quiere
decir que si tomamos una expresién, por ejemplo, la del producto notable
(@ +1)(a —1) = a®> — 1, y la comparamos, vemos que si es y, = a — 1,
deberfa ser y,41 = a® — 1, para lo cual bastarfa considerar una funcién, que
al cambiar la x — = + 1, quede el primer término elevado al cuadrado, tal
como ¥y, = A" — 1, yy11 = A>?" — 1, por lo que:
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Siendo f(t) = A2" 41 teniendo el siguiente productorio:

z—1 x
[ +1] - 4=

~

Una vez calculados los productorios se pasa a calcular los sumatorios en
tres etapas:

a) Se resuelve la ecuacién en diferencias por el método tradicional.

b) Se calcula el factor anti-diferencia del producto.

c) Se resuelve la ecuacién en diferencias, mediante el método del factor,
y como el resultado se obtiene en funcién de un sumatorio, bastars igualar
este resultado con el obtenido en el primer apartado para determinarlo’.

La estructuracién del cdlculo de sumatorios estd basada en la ecuacién
en diferencias:

Yz+h +p($)yx = Q(l')

El primer criterio de ordenacién, se ha basado en el polinomio p(x),
segin sea p(x) = k ; p(x) = kx y en cada caso se ha tenido en cuenta como
segundo criterio de ordenacién que los valores de h(z) fuesen:

h=a; h=ax; h=ax+b; h=az?+bx+c..

Teniendo con estos casos un buen repertorio de operaciones y sumatorios,
que por supuesto se analizan y aplican a casos particulares obteniéndose
férmulas concretas de aplicacién inmediata?.

La segunda parte estd dirigida sobre aplicaciones financieras, que uti-
lizan los sumatorios obtenidos en el andlisis de las ecuaciones en diferencias,
todas las aplicaciones que se resuelven, ya estdn resueltas por la matemati-
ca financiera tradicional, la diferencia es que, mediante una sola férmula
obtenida en el cdlculo de sumatorios, podemos resolver todos los casos ha-
bituales de obtencién de capitales, y algunos casos especiales de planes de
ahorro, y aunque consideremos suficiente poderlos tratar todos mediante un

! Como ejemplo veamos uno de los sumatorios mas elementales que se obtienen por este
procedimiento:

z=12.3 3% 44
=35— .
t;l Ht—1 5r—2

2Tal como se puede apreciar en el ejemplo de la cita anterior que corresponde a una
férmula particular aplicada a un cédlculo numeérico.
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tnico modelo, no deja de resultar cuando por lo menos asombroso, ver las
enormes simplificaciones que se pueden obtener por el hecho de tratar un
problema por un camino distinto, ya que en dicho camino nos encontramos
con un modelo de sumatorio formado por dos términos, siendo el primero
constante, el cual si se puede simplificar, nos conduce a un modelo realmente
sencillo, y es aqui donde cabe resaltar, que el contenido cientifico es puro
esfuerzo combinativo para poder llegar a tales simplificaciones.

Para tener una visién més clara del contenido cientifico de esta segunda
parte, haremos caso de aquél dicho popular ”
palabras” y pondremos un ejemplo concreto de forma esquematizada®.

Tenemos la férmula general (F'1S5).

una imagen vale més que cien

n

ax® 4+ br + ¢

r=1

(1 —k)2(an® +bn +c) + (k — k*)(=2an — a — b) + 2ak

=F
* 1= k)kn
Con,
(Rt k%)a bk c
E= (1—-k)3 + (1—-k)?2 1-k
Si hacemos:

Con=> A[=(k—1)2"+2ka — k] k"1 77 =

=1

_ Apn! zn: —(k — 1):18;—1— 2kx — k
=1

Aplicando (F'15), paraa = —(k—1), b =2k, ¢ = —k se obtiene*:

C,, = Akn?

3El ejemplo estd completamente desarrollado y justificado en la seccién Simplificacién
del sumatorio total, del capitulo 4.

4Si comparamos ambas expresiones se observa que E = 0, y el resultado del sumatorio
no puede ser més sencillo.
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1.3 Metodologia aplicada

La metodologia cientifica utilizada en esta tesis, podriamos considerarla pu-
ramente matemética, dado el contenido de la misma y su desarrollo.

Puedo afirmar que cuando comencé mis trabajos de investigacién iba
sin orden ni concierto, ya que no sabia por dénde empezar ni qué resultados
podia obtener, todo era confuso y sobre todo muy cuesta arriba, pero después
cuando nos pusimos a utilizar el método del andlisis de las ecuaciones, y
decidimos ver si el método del factor integrante utilizado en las ecuaciones
diferenciales exactas, podia funcionar en las ecuaciones en diferencias finitas,
vimos que no funcionaba como queriamos, pero fue asi, después del primer
intento, y aunque sin saber exactamente porqué, probamos una modificacién
del fin: en vez de querer obtener una ecuacién de las llamadas exactas,
quisimos obtener una ecuacién que fuese la diferencia de un producto, lo cual
resulté y nos proporcioné ecuaciones en diferencias que se podrian resolver
céomodamente.

Una vez obtenido el camino de la utilizacién del factor anti-diferencia,
hacemos una realizacién completa de su desarrollo analizando y detallan-
do todas las operaciones, y cuando se da por concluido el proceso teérico,
pasamos a su contrastacién con ejemplos concretos, verificando la veraci-
dad de la teorfa, y una vez verificada se procede a comparar los resultados
obtenidos por este método, con los obtenidos por los caminos cldsicos cono-
cidos por todos, que como era de esperar, son coincidentes en cuanto a su
resultado final o resolucién de la ecuacién, pero completamente diferentes
en su ejecucion, y sobre todo en su extensién, siendo mucho més breves por
este nuevo método que por los cldsicos.

El método como puede comprobarse, es un estudio exhaustivo de todas
las circunstancias y factores que intervienen en el proceso, para asi poder
intentar descubrir caminos nuevos, lo que nos condujo a considerar que la
constante discreta h, utilizada en las ecuaciones en diferencias no fuese de
valor constante sino variable, de variable discreta, y sin dejar de considerar
el rigor matemdtico de estas ecuaciones, nos hemos limitado a resolverlas,
sin entrar en el andlisis de sus posibles interpretaciones, lo cual no deja de
ser un camino abierto para que lo intenten los otros matemaéticos, cosa que
deseo y espero. El poder resolver ecuaciones tan complejas nos permitio
utilizar metodologias nuevas, como el cambio de variable en ecuaciones con
h(zx) variable, que la convirtiesen en ecuaciones con h(z) = 1, constante, y
aunque parezca que el cambio de variable no es un método nuevo, este si
lo es, ya que las ecuaciones son nuevas, y la metodologfa del cambio no es
una simple sustitucién, ya que es necesario resolver una ecuacién para la
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obtencién del mismo.

Una vez resueltas las ecuaciones en diferencias mediante el camino del
factor integrante y por el camino tradicional, utilizo el método de com-
paracién de las soluciones, basado en la unicidad de los resultados, para
determinar los sumatorios obtenidos mediante el primer camino. Como por
el camino tradicional se necesita resolver la parte homogénea de la ecuacién,
que se traduce en resolver un productorio, es por ello que se ha introduci-
do un apartado anterior al cdlculo de sumatorios, denominado cdlculo de
productorios.

Por este método, se han calculado hasta nueve sumatorios generales,
con sus correspondientes casos particulares, para luego considerar si era
posible que la funcién del sumatorio fuese un polinomio de segundo grado,
para asi poder abarcar todos los casos de aplicaciones financieras que en un
principio estaba previsto resolver. Para cada caso particular, bastard hacer
que se anulen, una o varias de las constantes del polinomio de segundo grado,
segun se trate de una funcién constante, variable en progresién aritmética
etc., y asf tendremos las expresiones generales de los sumatorios , necesarias
para las aplicaciones financieras, dando asi por finalizada la primera parte
correspondiente al cdlculo dindmico discreto.

En las aplicaciones financieras la metodologia consiste, en aplicar la fér-
mula general del sumatorio, que contiene un polinomio de segundo grado,
a todas las aplicaciones usuales de obtencién de capitales, en las cuales es
suficiente determinar el polinomio que mejor se adapta a cada caso, y para
ordenarlas se ha considerado el grado del polinomio, ya sea de grado cero,
uno, o dos.

En los polinomios de grado dos nos encontramos con una diversidad de
casos, los cuales se han tenido que clasificar a su vez en los de concavidad
positiva y de concavidad negativa, para luego distinguir, en cada situacién,
los posibles casos de crecimiento o de decrecimiento del polinomio.

Durante toda el desarrollo de las aplicaciones financieras, se ha tenido
presente el espiritu de las mismas y el método matemaético utilizado no
ha dejado de velar por él, tal como puede apreciarse, ya que en todos los
procesos realizados siempre se han expuesto las condiciones matemadticas
para que las cuantias no fuesen negativas, ya que puede darse el caso, cuando
la funcién es decreciente, y no estd controlada, pero aunque desde el punto
de vista matemadtico sea admisible, no lo es desde el financiero.

Dentro de esta metodologia de clasificacién, se ha tratado en cada aparta-
do, si era posible, simplificar la expresién del sumatorio, determinando en
qué casos se anulaba la constante del mismo, y puesto que se obtienen solu-
ciones con ecuaciones de segundo grado, se ha tomado la decisién de analizar
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el discriminante, junto con el denominador para obtener asf una buena sim-
plificacién, como podrd apreciarse en el desarrollo de la tesis. Por supuesto
que tienen que existir distintos caminos de simplificacién, pero después de
varios intentos, consideramos que es suficiente, ya que sus resultados pode-
mos considerarlos buenos, pero no dudamos de que en el futuro se puedan
obtener otros.
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CAPITULO 1. MEMORIA



Capitulo 2

ECUACIONES EN
DIFERENCIAS FINITAS

2.1 Introduccion y descripcién del capitulo

En este capitulo resolveremos las ecuaciones en diferencias lineales, por el
método tradicional y por los dos métodos que nosotros proponemos y que
denominaremos ” Método del factor anti-diferencia del producto”, y ”Méto-
do del factor anti-diferencia del cociente” , y asi, podremos comparar las
distintas formas de resolver estas ecuaciones, pudiendo observarse que en
los dos métodos que proponemos, no es necesario memorizar férmulas com-
plicadas, ya que basta con seguir un proceso para obtener unos resultados,
y para tener una visién maés clara resolveremos un ejemplo practico por los
tres métodos.

En las ecuaciones en diferencias y,1p + f(2)y, = g(x) consideraremos
que h no es una simple constante, sino que puede ser una variable funcién de
x € N, que representaremos por h(z). Para resolver estas ecuaciones hemos
deducido un mecanismo para determinar el cambio de variable de x — [(z),
tal que la nueva ecuacién sea de la forma habitual:

Yo+ (U(2)) 4= = g (U(2))

La resolveremos por los métodos citados anteriormente, luego deshare-
mos el cambio y tendremos la solucién de la ecuacién inicial. También,
realizaremos un ejemplo en el que ademés de resolver la ecuacion, se realiza
una sencilla comprobacién del resultado obtenido, y otra comprobacién de
que el cambio de variable x — [(z) no viene afectado si para su célculo
hacemos y, =z 0 ¥y, = 2.

17
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Una interpretacion grifica de lo que supone considerar A como una fun-
cién de = en vez de constante, la podemos obtener si observamos que la
ecuacién en diferencias nos relaciona yz y Yz4n(x), lo cual quiere decir que al
representar en el plano el conjunto de puntos P, = (x,x + h(x)) obtenemos
puntos que se encuentran sobre la ecuacién y = z+ h(x), que segun los casos
sera:

1. h(x) =1.

Larecta y = x+1 recta de pendiente uno que corta al eje de ordenadas
en el punto y = 1.

2. h(z) =2.

La recta y = z+2 recta de pendiente uno que corta al eje de ordenadas
en el punto y = 2.

3. h(z) =a.

La recta y = x+a recta de pendiente uno que corta al eje de ordenadas
en el punto y = a.

Como podemos observar para h=constante obtenemos rectas paralelas
de pendiente igual a 1 y que cortan al eje de ordenadas en el punto de
altura h(z) = h(0).

4. h(z) = ax +b.

Las rectas serén y = (a + 1)z + b de pendiente a + 1 y que cortan al
eje de ordenadas en el punto de altura h(0) = b.

5. h(z) = az? + bx +c.

Las curvas de segundo grado que se obtienen serdn parabolas de ecuacién
y = ax® + (b + 1)z + ¢ que cortan al eje de ordenadas en el punto
h(0) = c.

La interpretacién de las ecuaciones lineales tradicionales de primer orden
(h = 1) es una recta, de pendiente uno, situada a una altura 1 en el eje de
abscisas, y si consideramos h = 2 (que serfa una ecuacién de segundo orden)
su interpretacién gréfica, sigue siendo una recta de pendiente uno, y lo tinico
que ha variado es su punto de corte con el eje, que en vez de ser el punto uno
es el punto dos, y vemos que si h es constante, siempre tendremos rectas de
pendiente uno que cortan al eje de ordenadas en el punto y = h(0).

Al hacer h funcién de z, obtenemos rectas de cualquier pendiente y al-
tura, o curvas de cualquier tipo, siendo pues una generalizacién del concepto
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de ecuacién en diferencias, aunque siempre como caracteristica general de
todas las funciones de h(x) tenemos que estas cortan al eje de ordenadas en
el punto y = h(0), siendo esta generalizacién de muiltiples aplicaciones como
se verd en el capitulo siguiente.

2.2 Resolucion de ecuaciones lineales de 1°” orden

2.2.1 Meétodo tradicional

Para resolver las ecuaciones en diferencias finitas, lineales de primer orden
de la forma:

Ay:c + f(x)yx = g(a:)

Se empieza resolviendo la homogénea:

Ay + f(x)ya: =0

siendo:

Yz+1 — Yo + f(x)yz =05 Ypgr1 = [1 - f(m)] Yz

Dando valores a x desde © — 0 a * — = y multiplicando miembro a
miembro se obtiene como solucién después de simplificar:

z—1
S )
t=0

A continuacién se resuelve la ecuacién completa:

Ay:c + f(x)yx = g(d?)

Mediante el cambio:

Y = UgVz ; AYzr = Ug 1AV, + vz Auy

y sustituyendo en la ecuacién completa anterior obtenemos:

Ux+1Avx + vz Aug + f(m)ua:va: = g(‘r)
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Vg [Aug + f(2)ug] + ugyr1Av, = g(x)

cuya solucién se obtiene resolviendo el sistema:

{ Aug + f(2)uy =0
ua:+1Ava: = g(l‘)

La primera ecuacién: Aug, + f(x)u, = 0 por ser homogénea tiene la
solucién:

z—1
ug =g [ [1 = £(2)]
t=0

La segunda ecuacién:

X X

Up+1 A0, = g(2) ; Avy = Z( ) = — 9(x)
T ug T 1 - f(1)

=0
que por ser,
z—1
Ve =00+ Avg + Avy + Avy + -+ + Avg 1 ve =00+ Y Avg

s=0

y aplicdndolo a la ecuacién anterior se obtiene:

z—1 z—1
Uw:v0+ZAU5:U0+Z Sg(s)
s=0 s=0 ug H [1 — f(t)]

t=0

Deshaciendo el cambio de la variable y, = u,v, tendremos:

z—1

rx—1
e = gy = uo [ (1~ F0) [0 + 3 —5 2
t=0 s=0 ug ]:[ [1— f(t)]

t=0

con lo que nos queda la férmula general':

'Podemos encontrar un ejemplo resuelto con esta férmula en la pagina 536 del libro de
P. Alegre, etc. (1.991)
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rz—1 x—1 x—1
ve = w0 [L 11— £+ [ 11— £ S ——2) (F1)
t=0 t=0 5=0 tl;IO [1— f(t)]

2.2.2 Meétodo del factor anti-diferencia del producto

1. Introduccion.

Este método se utiliza para resolver ecuaciones en diferencias, lineales
de primer orden de la forma:

Ay + f(2)yz = g(z)

Llamaremos p, al factor anti-diferencia tal, que tenga la propiedad de
convertir el primer miembro en la diferencia exacta de un producto, o
sea que al multiplicar la ecuacién lineal por p, tendremos:

PeAYe + paf(2)ye = pey(x)
debiendo ser el primer miembro:
P2AYz + paf(2)Ys = A (Pr-1Ya) (a)
Con lo que nos quedaria una ecuacién de la forma:
A (pe-19a) = Poy(x)
La solucién general de una ecuacién de la forma: Au, = h(x) es:

Uy = UL + Aug + Aug + oo + Aug_1 =

rx—1 rx—1
=u+» Aup=u;+ Y h(t)
t=1 t=1

Siendo la solucién general de la ecuacién lineal antes definida:

x—1

Pe—1Ya = poy1 + Y pig(t) (SG1)

t=1
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2. Calculo del factor anti-diferencia del producto.

Para calcular el factor partimos de la igualdad (a):

pryx +pzf<x)yx =A (px—lyx)

Desarrollando obtenemos:

PeAYz + Pof(2)Ye = PeAYz + [Pz — Po—1] Yz 3 P2f(T) = Dp — Pa—1
de donde,

_ Pz—1
S )

Dando valores desde © — 1 a * — x y multiplicando miembro a miem-
bro y simplificando se obtiene como solucién?:

Pz = Po ,51;[1 1_—1],7@) (P1)

2.2.3 Meétodo del factor anti-diferencia del cociente

1. Introduccién.
Este método se utiliza también para resolver ecuaciones en diferencias,
lineales de primer orden de la forma:

Ayw + f(x)yw = g(x)

Llamaremos ¢;+1 al factor anti-diferencia tal, que tenga la propiedad
de convertir el primer miembro de la ecuacién en la diferencia exacta de
un cociente, o sea que al dividir la ecuacién lineal por ¢;41 tendremos:

Aye + f(@)y: _ 9()
Qa+1 Qz+1

debiendo ser el primer miembro:

A%+f@wx_A<%>

qz+1 qx

2Ver los ejemplos 1 y 2 de la seccién Aplicaciones de este capitulo.
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Con lo que nos quedaria una ecuacién de la forma:
A (y_m ) _ 9=
Qx Az+1

La solucién general de esta ecuacién es:

Vo %o, = 9(0)
Jz _ N + Z AN
4z 0 =5 Qt+1

2. Célculo del factor anti-diferencia del cociente.

Para calcular el factor anti-diferencia del cociente basta resolver la
homogénea:

Aye + f(x)ye =0

siendo yu11 — Yo + f(2)Ye = 0 Yor1 = [1 — f(2)] va
Dando valores desde x — 0 a £ — x, multiplicando miembro a miem-
bro y simplificando, se obtiene como solucién?®:

Yer1 = Guer1 = yo | [ [1 — £(2)] (Q1)

t=0

3. Demostracion del factor anti-diferencia del cociente.

Tenemos que demostrar que:

A <y_z> _ Aya+ f(@)ys

qx dx+1

Operando y simplificando:

2[5 n Tl [gf—f(t)] i

3Ver el ejemplo 3 de la seccién Aplicaciones de este capitulo.
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By TT 1= £0] = 520 T (1 70

T

" 1_10 1= F@Olyo TTIL— £(8)]

t=0

[T [1—f(#)]

z—1
t=0

Ayato 130 1= J0) ~ oo TT 1= S0+ it

" 1_10 L= F®lyo [T [1 = £O)

Simplificando obtenemos:

A <&) _ Ayz —yz [1 = f(2)] + ya _ Ay, + f(@)ye
Qz Yo ‘:1:[0 ) Qz+1

2.3 Cambios de variable

1. Introduccién.

La expresion de una ecuacion lineal en diferencias es:
Yot + [ (@)ye = g(x)

en la que por defecto h toma el valor 1 , aunque puede tomar el valor
de cualquier constante. Pasemos a estudiar ahora un caso mds general
de la ecuacién en la que hsea una funcién de x, que representaremos
por h(z), con lo que la ecuacién lineal anterior se expresaria de la
formas:

Yo+h(z) T f(@)Ye = g(x) (cv1)
Si por ejemplo, fuese h(z) = 22 la ecuacién serfa:

Ypta2 T f(x)yz = g(m)
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Para resolver estas ecuaciones debemos realizar el cambio de la variable
x por una funcién de z, que representaremos por [(z), de tal forma que
una vez efectuado el cambio nos quede una ecuacién en su forma usual:

Yer1 + [ (U(2) yz = g (I(2))

Una vez resuelta por el método tradicional, se deshace el cambio y se
obtiene la solucién general de la ecuacién (CV'1).

2. Cambio de variable para ecuaciones en diferencias con h(z) # 1.

Determinemos el cambio de la variable x por la funcién de z, tal como
se ha dicho anteriormente.

Para determinar [, tenemos:
Yo = s(x)
Llamemos x + h(z) = t(z), por lo que:
{ vo =) =y —x=5"(y:) =L

Yoth(x) = SO tH(T) = Yz 41

Yz41 = So0to 3_1(yz) - 3_1(yz+1) =to 3_1(yz)

Teniendo la relacion:
lz+1 = t(lz)

Bastard resolver esta ecuacion, para determinar la funcion [, que de-
pende de la funcién t — t(z) = x + h(z) y no depende de la funcién

Yz = s(x) de la ecuacién en diferencias®.

3. Cambio de variable usual.

Consideremos el cambio de variable de y, por otra funcién z, que suele
ser de la forma:

1Ver el ejemplo 4 de la seccién Aplicaciones de este capitulo.



26

24

CAPITULO 2. ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS

Este cambio sencillo nos permite resolver muy facilmente ecuaciones
de la forma’®:

f@+ Dyes1 + f(@)ye = g(x) (Acv)
Con el cambio:
2z = f(@)Ye — 2241 = f(@ + 1)yz+1
Obtenemos la ecuacion:
Zpp1 + 20 = g(2)

Ecuacién de coeficientes constantes y de fécil solucién.

Aplicaciones

. La reserva matemadtica R;, en el caso habitual®, en el que la distancia

entre los diferimientos es periédica y constante, siendo el régimen fi-
nanciero de valoracién el de un interés compuesto a un tanto efectivo
I, con la misma periodicidad, se obtiene de la ecuacién en diferencias:

ARts — IRy, = C(S + 1)

En el supuesto de un préstamo, pagadero periédicamente con la misma
periodicidad y por vencido con un término amortizativo constante a
tenemos:

C(S + 1) = ARts — ImRtS = [Cts(l + Im) —a— Cts] — ImCts = —Qa

por lo que nos queda la ecuacién:

ARts - ImRts = —a

®Estas ecuaciones son més usuales de lo que cabria esperar.

Ver los ejemplos 5, 6, y 7 de la seccién Aplicaciones de este capitulo.

5Podemos encontrar una amplia informacién de la reserva matemética en la pagina 185
del libro de Rodriguez Rodriguez, A. (1.974), también en la pdgina 428 del libro de Levi,
E. (1.973) y més recientemente en la pagina 85 del libro de Aparicio, A. ; Gallego, R. ;
etc. (1.999).
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Para resolverla empezaremos calculando el factor anti-diferencia del
producto mediante (P1) siendo k = 1+ I,;,.

S
_ I po
Ps = Po tl_ll [

Aplicamos la férmula general (SG1).

s—1
Po . —Pod 1 1
—k,s,lRts = poly, + ;:1 i poRt, — poa [E - W}
s—1 1 1
Siendo = — obtenemos:

Sk k=1 (k— ks 1

_ a .
RtS:RtlkS 1—m(kﬁ 1—1)

2. Resolucién de la ecuacién dindmica de la reserva mateméatica’.
ARy — 0'01R,, = —47.073'47
Siendo Ry, = 10% y k = 1'01.

47.073'47

R, = R, 170171 —
b 001

(1’0171 — 1)

Para r = 0, nos da:

108 = Ry, 10171 +47.073/47 - 1/017¢

Siendo:

Ry, = 1/01-10° — 47.073'47

Sustituyendo obtenemos la solucién general de la ecuacién:

47.073'47 - (101" — 1)

=101" - 105 —
B, = 10110 0’01

3. Resolver por los tres métodos la ecuacién en diferencias:

(2x + 1)y, 3
A =
yx+:r2+2:r+2 x2 42z + 2

"Planteado en la pag. 239 del libro de Tercefio, A.; Saez, J.(1.997).
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(a) Método tradicional.

i. Resolvemos la ecuacién homogénea:

Anyr%—
De solucién:
g 2%+ 1 e |
y“:yog[l t2+2t+2}_yOHL2+2t+2]

—yo ..........

Siendo:

ii. Aplicamos la férmula general® (F'1).

3
S
U = Yo 13 52+ 25+ 2 _
o241 x2+1zoﬁ 241
t2 4+ 2t 42
3 3 3
Yo 1 5 5 2211 ]
= - P +s ot =
2 2 1 1 2 2_
2241 2241|177 T2 1 2. el

_ Y
7:1:2+1+x2+1

B+3+3+ 43 = -2

Siendo la solucién general:

) 3z
w2—|—1+:p2+1

Yo =

8Obtenida en la seccién 2.2.1.
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(b) Método del factor anti-diferencia del producto.

i. Célculo del factor anti-diferencia p, del producto.
Aplicamos la férmula® (P1) siendo:

24242
Pz = Do Do =
I I

b} 2 4+2x+2  po
=po=- - —_(

2
5 —x2+1 =5 ZL‘+2£L‘+2)

ii. Aplicamos la férmula de la solucién general:

z—1
Pe—1Yz = P-100 + »_ peg(t)
t=0
Siendo:
0 0
pra=2[z-12+2a-1)+2] =2@2+1);p, =2
2 2 2
Sustituyendo:
Do poyo 3p0 (t? + 2t + 2)
1y
2@+ +Z 2(£2 + 2t + 2)
Simplificando:
z—1
(@®+)ye =90 +3>_ 1=yo+3
t=0
Obtenemos la solucién general:
Y% 3z
Yo = x2+1+x2+1

(c) Método del factor anti-diferencia del cociente.

?Obtenida en la seccién 2.2.2



30 CAPITULO 2. ECUACIONES EN DIFERENCIAS FINITAS

i. Caélculo del factor anti-diferencia ¢, del cociente.
Resolvemos la ecuacién homogénea:

Qet1ys _

A
ym+:p2+2zp+2

De solucién:

z—1

rz—1 2
2+ 1 241
ym_qm_yog[ t2+2t+2] yOH[tQ—i—%—i—Q}

1 2 5 10 2*-224+2  y

P55 10 17 224+1 2241
Siendo:
__ Y _ Yo
dx LL‘2+1 ; Qe+1 —ZL‘2+21L‘+2

ii. Aplicamos la férmula de la solucién general:

b i
O

Yo (2 +1) 3 (242t +2) B
T—”Zm— 21 e

Obteniéndose la solucién general:

Yo 3x
w2—|—1+:p2+1

Yo =
4. Resolver la ecuacion:
Yz+h(z) — (x 4+ 1)y, = bz, siendo h(z) = 224+

(a) Célculo del cambio de variable.
Hacemos:

Yo =T = Ypin(z) =T + 20 =12 + 2z
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Por lo que tenemos que resolver la ecuacion:
.2 _ 2
Yetr1 = Y; +2y. = (yz"‘l) -1
Al tener en cuenta que (AQZ)2 = Azz“, se obtiene la solucién:
Yy = A% —1
Realizando el cambio z = A?” — 1 tenemos:
Yz41 — A2zyz = 5A2z -5

(b) Resolucién de la ecuacion.

i. Resolvemos la homogénea.
27 _ 22
Yor1 — A%y, =0—>19y,=KA

ii. Resolvemos la completa.
Planteamos 1, = BzA%" + C calculando y.,1 sustituyendo e
identificando se obtiene B = 0, C' = —5 siendo la solucién
general de la ecuacién:

y, = KA* —5

(¢) Deshacemos el cambio.

En la ecuacién anterior y, = KA? —5 por ser x = A —1 al
cambiar la z — x se obtiene:

Yo =K(x+1)-5

(d) Comprobacién.
Parax=1— h=2.
(x+ 1)y, =2y1 =4K — 10, ypip@) = y3 = 4K — 5.
Sustituyendo en y,p(z) — (z + 1)yz = 5z cumple.
Parax =2 — h =6.
(x+1)ys =3y2 = 9K — 15, Ypip@) = ¥ys = 9K — 5.
Sustituyendo en y,p(z) — (z + 1)yz = 5z cumple.

(e) Calculo del cambio para otras funciones de ys.
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i. Hacemos:

2
Yo = 2T = Yoin(z) = 2(z% 4 2x) = y—; + 2y,

Por lo que tenemos que resolver la ecuacion:

2

Yzt1 = %Z + 2y,

de solucién y, = 2 (AQZ — 1) , por lo que 2x = 2 (AQZ — 1) .
Siendo,

r=A4% -1

ii. Hacemos yp =2 +1 = Ypip(z) = 22422+ 1 = y2 por lo que
tenemos que resolver la ecuacion:

Yer1 = Y2
De solucién:

y. = A%
Por lo que = + 1 = A%, siendo:

r=A4% -1

3
iii. Hacemos y, = 2% — Yzth(z) = rdad 4 4a? = o2 +4y2 +dy,
por lo que resolveremos la ecuacién:

Yor1 = 92 +4y2 + 4y,
De solucién:
y. = A2 1247 = (4% —1)°
Por lo que 22 = (Azz — 1)2, siendo:

r=AY -1
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5. Resolver mediante el cambio de variable la ecuacion:

2z 4+ 1)y 3
A —
Vet i ort2 22t t 2

La cual es:

(ZL’Q + 1) Yz 3

242 4+2 22+2r+2

Yot+1 —

Que la que podemos expresar!'’:

(4% +22 +2) you1 — (2° + 1) yo =3
El cambio de variable es:
2y = (352 + 1) Yo — Zgptl = (352 + 2x + 2) Yrt-1
Por lo que resulta la ecuacién en diferencias:
Zgtl — 2z =3

(a) Polinomio caracteristicor —1=0—r=1— z, = C.
(b) Particular de la completa z, = Ax — 2,41 = Az + A.

sustituyendo e identificando se obtiene A = 3.

La solucién es:
z, =C+ 3z

Deshaciendo el cambio:

Donde para z =0 — C = .

La solucién general es:

"De la forma (ACV).
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6. Resolver mediante el cambio de variable la ecuacién!:

(z+ Dygs1 + 2y, =22 —3
Hacemos el cambio:
2z = TYp = Zop1 = (T + 1)Yopa
Obteniéndose la ecuacién en diferencias:
Zo+1 + 2z =22 — 3

(a) Polinomio caracteristico r +1 =0 —r = —1 — 2z, = C(—1).
(b) Particular de la completa z; = Ax + B — 2341 = Ax + A+ B.
Sustituyendo e identificando se obtiene— A = 1.B = —2.
La solucion es:

2z =C(-1)*+x—2

Deshaciendo el cambio:

Donde parax =1—C = -1 —y;.
La solucién general es:

1)(—=1)* 2
ERUES VS
xr X

7. Algunos ejemplos a resolver mediante el cambio de variable!?.

La primera ecuacién es:

Yo+l — TYgp = !

La dividimos por z!, y obtenemos':
Yz+1 i Yz -1
x! (x—1)!
Hacemos el cambio:
Yz

Zx = — Zg41 — 2z =1

(x —1)!

Para resolverla:

" Ejercicio de la pag. 280 del libro de Vegas, A; Lépez Cachero, M. (1.981).
2Ejemplos de la pag. 536 y 539 del libro de Alegre, P.; Gonzélez, L. etc..(1.991).
3Nos queda de la forma (ACV).
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(a) Polinomio caracteristicor —1=0—r=1— 2z, = C.
(b) Particular de la completa z, = Ax — 2,41 = Az + A.
Sustituyendo e identificando se obtiene A = 1.
La solucién es:

zz=C+zx
Deshaciendo el cambio:
Y = (z = DI(C+2) =C(x — 1) + 2!
La solucién general buscada es:
Yp = Cx — 1)1 4 2!

La segunda ecuacién es:

Yaot+1 — (€ + Dye = (x +1)!

La dividimos por (x + 1)!, y obtenemos!*:
Ye+1 Yz _
(x+1)! o

Hacemos el cambio:

N
Iy
|

*&_’Zx-&-l_zx:l
x
Su solucién es:
Yy, =C+zx
Deshaciendo el cambio:
Ye = 2!(C' + )
Cuya solucién general es:

Yy = Cx! + x - x!

' Nos queda de la forma (ACV).
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Capitulo 3

PRODUCTORIOS Y
SUMATORIOS

3.1 Introduccién y descripcién del capitulo

En este capitulo empezaremos con el cdlculo de productorios, ya que los
necesitaremos para resolver las ecuaciones lineales en diferencias, y para ello
nada mejor que observar una ecuacién homogénea con su correspondiente
solucién, siendo este el método mds sencillo que nos permite calcular los
productorios més triviales.

Si tenemos una ecuacion lineal homogénea y,+1—f(z)y, = 0 su solucién
es de la forma :

z—1
ve =w [ £(0)
t=1

Observando la ecuacién y su solucién vemos que tenemos que determinar
productos f(x)ys, de forma que al cambiar y, por y,+1 nos de el producto
anterior, y para mayor comodidad veamos un ejemplo:

Si hacemos y, =a —1, f(x) =a+1 — f(z)ys = a®> — 1 = gy, 1 como
vemos bastarfa hacer y, = A" — 1.

En el desarrollo del apartado ”Célculo de productorios”, podremos ver
diversos ejemplos con cdlculos précticos de férmulas de productorios, con
una metodologia que la podriamos considerar ”fécil”, para determinar pro-
ductorios ”sencillos”, aunque también podriamos decir que se trata de pro-
ductorios ”sencillos ”, no por la apariencia, sino porque se han determinado
de una forma ”fécil”.

37
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También trataremos las ecuaciones en diferencias finitas lineales de la
forma y,4+1 + p(x)y, = q(z), a las que denominaremos ecuaciones lineales
de coeficientes polinémicos, ya que p(z) y g(z) seran funciones polinémicas
que para racionalizar su estudio las ordenaremos y clasificaremos segiin el
polinomio p(z).

El proceso de célculo de los sumatorios lo realizaremos: a) a partir de la
solucién general y, de la ecuacién en diferencias, que la obtendremos por el
sistema tradicional; b) a partir de la relacién que dicha solucién general tiene,
con el factor anti-diferencia del producto p,', que como viene en funcién de
un sumatorio, nos permitird calcular el valor del mismo, despejdndolo de la
identidad.

Tal como sabemos la férmula (SG1) es:

z—1

Pe—19z = poy1 + Y _ p(t)a(t)
t=1

El factor anti-diferencia p, se obtiene a parir de(P1). Siendo:
i,
Dz—1 = Do EREI)
=P LT

La solucién de la ecuacion Ay, + f(x)y, = 0 es:

'Ver solucién general (SG1) de la seccién 2.2.2.
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Siendo 32 la solucién de la homogénea, para C' = 1, obtenemos?:

_bo
Pz—1 = 0
x

3.2 Calculo de productorios

Vamos a utilizar las relaciones obtenidas en el capitulo anterior, para calcular
el resultado analitico de productorios de la forma:

I r®

t=0

para distintas expresiones de f(t).

Los restantes productorios los ordenamos de menor a mayor, teniendo en
cuenta el grado y el nimero de términos de las expresiones que nos permiten
calcularlos.

Partiremos de las siguientes expresiones:

1. (a+b)(a—b) =a®— b2

1 1 1
2. (a—1+4-— 1+ )=a2+14+ —.
(a +a)(a+ +a) a+1+ 5
1 1 1
3. 24+ )(a—-2+=-)=a®> -2+ —=.
(a+ —i—a)(a —i—a) a +a2
1 1 1 1 1 1
4 (@+=4bt)at-—b—")=a®+— —b2— .
(a+a+ +b)(a+a b) a +a2 72

*Esta expresion, también es aplicable, a la ecuaciéon homogénea yz 11 + f()y, = 0.
Por otro lado:

x—1
Ugy = U1 + Z h(t)
t=1

Lo que nos indica, que para x = 1,

Aplicando (SG1) se obtiene:
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5. (a® +b% —ab)(a+b) =a®+ b3,
6. (a®+ b2+ ab)(a—0b) =a®— b3
3.2.1 Productorio de A% + B?
Llamemos® f(t) = A% + B?'.
Hacemos:
Go = AT BY s = g f(n) = A2Y — PP

siendo la solucidn:

x—1
Yo = Yo H [A2t +B2ti|
t=0

por ser yo = A — B, despejando el productorio:

z—1

2w 2w
2t 2t o A - B
H[A +B }—A_B (P1)
t=0
Casos particulares:
r—1 t A2z -1
oParaB:1—>H[A2+1]: .
=0 -1
1 z—1 ot _ot AQr — C_Qr
oParanEHtl;[O[A +C }ﬁ

3.2.2 Productorio de A% — 1+ A2
Llamemos® f(t) = A2 —1+ A~2,

Hacemos:

Yo = AT F 14+ A Sy =yuf(z) = A2 114 A2

3(a+b)(a—b) =a® —b?

, 1 1 1
Ya—1+= 1+ 9)=a’+1+ =
@=-1+=)a+l+-)=a"+1+—
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siendo la solucién:

z—1

ve =10 [ [AT 1+ A‘Qt}
t=0

por ser 1o = A + 1+ A~!, despejando el productorio:

g A[AY 414477
2t -2t _
E[A 1+ A } e (P2)

3.2.3 Productorio de A% +2+ A2
Llamemos® f(t) = A2 42+ A2,

Hacemos:
Yo = A —24 477 & Yot1 = Yo f () = A% 94 A2

siendo la solucién:

rx—1
Yz = Yo H {AQt + 2+ A*Qt}
t=0

por ser yo = A — 2+ A1, despejando el productorio:

g A[AY —24 477
2t -2t
E)[A +2+A }_ Yy (P3)

3.2.4 Productorio de A% + A2 + B2 4+ B2
Llamemos® f(t) = A2 + A% + B + B2,

Hacemos:

Yo =AY + ATY _B¥ _pB¥




42 CAPITULO 3. PRODUCTORIOS Y SUMATORIOS

Yol = y:cf(l’) — A2~2z + A—2.2z - Bg.gz B B72.2z

siendo la solucidn:

z—1
e =0 || [AQt +A ¥4 BY 4+ BY
t=0

por ser yg = A+ A~ — B — B~!, despejando el productorio:
11)—1 B A2x + A72:v . B2w o B72w

A2 A2 L BY L B2 = P4
[ [ eat ot o] ATAT BT BT

Casos particulares:
Para determinar los casos particulares resolveremos la ecuacion:

B + B Y =K
siendot € N, K € R.
e La solucién més sencilla la obtenemos para B =1, K = 2.
Para B =1 — B + B2 = 2, y sustituyendo en (P4) nos da (P3).

e La otra solucién nada sencilla la obtenemos !!!si hacemos!!!.

1 3
B:—E‘{‘%i:l[lgo,[{:—l,vteN

O también:

1
B:_§_§121[24O7K:—1,W6N

Sustituyendo en (P4) obtenemos (P2).

3.2.5 Productorio de A%3" + B23" — A3 B3
Llamamos’ f(t) = A%3" 4 B3 — A3’ B3

"(a® 4+ b* —ab)(a +b) = a® +*



3.2. CALCULO DE PRODUCTORIOS

Hacemos:
Yz = A¥ +BY — Yor1 = Yo f () = A3 4 g3

siendo la solucién:

rz—1

Yz = Yo H [A2.3t L g3 _ A3tht]
t=0

por ser yo = A + B, despejando el productorio:

g at at t ot A3x—0—33m
[T [ 2 - A8 | = S

Casos particulares:

43

(P5)

e Para B =1 serd B23 = B3 =1 sustituyendo en (P5) obtenemos:

|
—

A 1A% =
[ + A+1

t

Il
=)

1 T x
e Para B = 1 serd B23 — A-23 , B3 — A%,
Sustituyendo en (P5) obtenemos:

g at _o.at A?’Z#—A_gz
g[Azaz 1423 _1]: A+%

3.2.6 Productorio de A%3" + B23" + A3 B%
Llamamos® f(t) = A23" 4 B3 4 43" B3",

Hacemos:
Yz = Agw - B3w — Yz+1 = yxf(x) = A3.3m - B3.3m

siendo la solucién:

z—1
Yz = Y0 H {A2-3t B2y A3tB3t]
t=0

8(a® +b* +ab)(a — b) = a® — b®
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por ser yo = A — B, despejando el productorio:

z—1

A¥ - B
I] [A” + B 4 A B = (P6)
t=0

Casos particulares:

e Si hacemos B = 1 serd B23 = B3 = 1, sustituyendo en (P6)

obtenemos:
x—1 x
A3 —
I1 [A”t +14+ A% =
Pl A-1

1 x x
e Si hacemos B = 1 serd B3 — A_2'3t,B3 — AT,

Sustituyendo en (P6) obtenemos:

T [ e aew o] - 204
A_ L
t=0 A

3.3 Sumatorios mediante Ec. lineales de coefi-
cientes polinémicos

En esta seccién obtendremos las expresiones finales de los sumatorios de la
forma:

rz—1

£(b)

t:lgt

siendo g(t) # 0, Vt.

Para ello sera necesario utilizar las ecuaciones en diferencias de la forma:

Yz+h(z) —l—p(a:)yx = q(.’L‘)

Siendo p(z) y ¢q(z) dos funciones polinémicas.
El estudio de las ecuaciones lineales lo realizamos segun el grado de p(z)
y el de h(z) con los siguientes apartados:
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1. p(z) = —k.
2. p(z) = —kz; h(z) =a.

3. p(z) = —kx; h(z) = ax.

4. p(z) = —kx; h(z) =azx +b.

5. p(x) = —kx; h(z) =az? +bx+c
6. p(z) = —kz; h(z)=2" — 2.

3.3.1 Polinomio p(x)=-k ; (S1)
1. Introduccién.

El polinomio de grado cero p(zx), lo representamos por la constante?
—k, quedando las ecuaciones en diferencias de la forma:

Yz+-h(x) — kyz = Q(x)
Como al hacer el cambio de x — [(z), se obtiene y,11 —ky. = q(I(2)),
vemos que el primer miembro de la ecuacién es independiente de la

funcién h(z), por lo que el estudio se reduce al célculo del sumatorio
correspondiente a las ecuaciones de la forma:

Yrt+1 — kyz = Q(x)

2. Resolvemos la ecuacién.

Por ser lineal de coeficientes constantes la resolveremos por el método
tradicional.

(a) La solucién de la homogénea es:

z—1
yW=Cl[k=cr!

=1

(b) Lasolucién particular de la completa la representaremos por f(x).
La solucién general es:

Yz = Ck* 1+ f(z)

9El valor —k es por comodidad de signos en las operaciones sucesivas.
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3. Célculo del factor.

Utilizaremos el factor anti-diferencia del producto, para C = 1.

_bo _ _Po

yp o ket

Pz—1

4. Aplicacién de la férmula.

Utilizando la férmula (SG1) obtenemos:

x—1
P T poq(t
Tt [OF 4 F@)] =poyn + 3 Okt( )
t=1

Simplificando, y haciendo A = C — y; se obtiene:

z—1 ¢
S
t=

Podemos generalizarlo mediante la expresién!?:

z—1
t=1

kt—o - kr—a—1
Donde:
f(z) es la solucién particular de la completal!.
—f(1)
A= ——.
k—a

3.3.2 Polinomio p(x)=-kx , h(x)=a ; (S2)

1. Introduccién.

2

El polinomio p(z) de grado uno, lo representaremos por'? p(z) = —kz.

Para h(z) = a, tenemos la ecuacién:

Yz+a — kxy:r = Q(x)

10%Ver los ejemplos 1 y 2 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.

Mya1 — kye = g()

12E] valor —kx es por comodidad de signos al resolver la homogénea.

El polinomio completo p(z) = —(kz + 1),.lo dejaremos para posteriores estudios de
investigacion.



3.3. SUMATORIOS MEDIANTE EC. LINEALES DE COEFICIENTES POLINOMICOS47

Ahora debemos obtener una ecuacién equivalente pero con h(z) = 1,
y para ello utilizaremos el método del cambio de variable.

Ye =T = Ypta =T +a=Yp ta
Resolvemos la ecuacion lineal de coeficientes constantes:
Yeot1 =Yzt a

Solucién de la homogénea y, = C.

Solucién particular de la completa y, = az.
Solucién general®® vy, = C + az.

Cambio x = az.

La nueva ecuacién 68142

Y1 — kazy. = q(az)

Por lo que el estudio se reduce al cdlculo del sumatorio correspondiente
a las ecuaciones de la forma:

Yz4+1 — kxyw = Q(x)

2. Resolvemos la ecuacién.

(a) La solucién de la homogénea es:
Y2 = CE*Hx —1)!

(b) La solucién particular de la completa la representamos por f(x).
La solucién general es:

Yo = Ck" Mz — 1)1 + f(2)

3. Célculo del factor.

Utilizaremos el factor anti-diferencia del producto, para C' = 1.

z—1 y9 kT l(x —1)!

x

13Utilizamos en el cambio la solucién més sencilla, para C' = 0, que serd y. = az.
Ver el ejemplo 3 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
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4. Aplicacién de la férmula.

Utilizando la férmula (SG1) obtenemos:

- x—1 "
ﬁ [CE* Mo — 1)+ f(2)] = poyr + ;p(]ﬁ;)

Simplificando y haciendo A = C — y; se obtiene!®:

z—1

> % — A+ % (52)
Donde:
f(x) es la solucién particular de la completa!®.
A=—f(1).

3.3.3 Polinomio p(x)=-kx , h(x)=ax ; (S3)
1. Introduccién.

Para h(z) = ax, tenemos la ecuacion:
Yaotax — KTy = q(2)

Ahora debemos obtener una ecuacién equivalente pero con h(z) = 1,
y para ello utilizaremos el método del cambio de variable.

Yet1 = (a + 1)yz — Yz = C(a + 1)7;

La mas sencilla para C' = 1 nos da el cambio z = (a + 1)?.

La nueva ecuacién es!”:

Yor1 — k(a+1)%y. = q((a+ 1))

Por lo que el estudio se reduce al cdlculo del sumatorio correspondiente
a las ecuaciones de la forma:

Yor1 — kA Yy = q( x)

5Ver el ejemplo 4 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
yor1 — kaye = g(x)
17Ver el ejemplo 5 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
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2. Resolvemos la ecuacién.

(a) La solucién de la homogénea es:

=C

(b) La solucién particular de la completa es f(z).

La solucién general es:

Yz = + f(z)

3. Célculo del factor.

Utilizaremos el factor anti-diferencia del producto, para C = 1.

Po Po
Pz—1 = =0
ye

4. Aplicacién de la férmula.

Utilizando la férmula (SG1) obtenemos:

p— [kaA— fla )} = poy1 +ZM?H

kt+1A

k
Multiplicando por p_ y haciendo M = Ck — y1k se obtiene!®
0

Y ya—C (53)

Donde:
f(2) es la solucién particular de la completa!”

M = —f(1).

18Ver el ejemplo 6 en la seccién Aplicaciones de este capitulo
Yyep1 — kATy, = q(z)
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3.3.4 Polinomio p(x)=-kx , h(x)=ax+b ; (S4)
1. Introduccién.

Para h(z) = ax + b tendremos la ecuacién:
Yztazt+b — kxy, = q(.’L‘)

Ahora debemos obtener una ecuacién equivalente pero con h(z) = 1,
y para ello utilizaremos el método del cambio de variable.

Yer1=(a+ 1)y, +
Para resolverla:

(a) Solucién de la homogénea:

Yy, = C(a+1)?

(b) Solucién particular:y, = ——.
a

Solucién general:
, b
Yy, =Cla+1)" — =
a
para C' =1 el cambio a realizar es:
b
= 1)% — 2
v =(a+1)° =2

La nueva ecuacién eSQOZ

yz+1—k[(a+1)Z_§} yz_Q[(a—i—l)z—q

a

Por lo que el estudio se reduce al calculo del sumatorio correspondiente
a las ecuaciones de la forma:

Yo+1 = k(AT = B)yz = g( z)

2. Resolvemos la ecuacion.

20Ver el ejemplo 7 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
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(a) La solucién de la homogénea es:

x—1
) =C[[ kA" - B)

t=1

(b) La solucién particular de la completa es f(z).

La solucién general es:

x—1
ye =C [[ k(A" = B) + f(x)
t=1

3. Célculo del factor.

Utilizaremos el factor anti-diferencia del producto para C' = 1.

poi =B = P (siz—1)— [ k(A" -
" T kA - B)
t=1

4. Aplicacién de la férmula.

Utilizando la férmula (SG1) obtenemos:

poC?fMN—Iﬁ+ﬂ@} 1
e = poy1 + ) tmq
[T k(A* — B) t=1 [] k(A* — B)
t=1 s=1

Simplificando y haciendo M = C — y; se obtiene?!

S S () ) - (54)
t=1 1;[ k(As — B) t];ll k(At — B)

Donde:
f(x) es la solucién particular de la completa??
M =—f(1).

21Ver el ejemplo 8 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
P ypyr — k(A® + B)y. = q()
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3.3.5 Polinomio p(x)=-kx , h(z) = az? + bz + ¢; (S5 a S10)

Introduccion.
Para h(z) = ax? + bz + ¢ tendremos la ecuacion:

Yz+az?2+bztc — k,Iym = Q(x) (*)

Ahora debemos obtener una ecuacién equivalente pero con h(x) =1,y
para ello utilizaremos el método del cambio de variable.

Yor1 = ay> + (b+ 1y, +c
Para resolverla observamos que y,4+1 — yg + ..., lo que nos viene a de-
cir que si la variable z la incrementamos en una unidad, la funcién y, debe

quedar elevada al cuadrado, y esto lo podemos conseguir mediante dos ecua-
ciones:

y. = C1A% + O (Ecu.l)

y. = C1A” + Co + C1A™ (Ecu.2)

1. Teniendo en cuenta (Fcu.l).

Por comodidad de signos y pardmetros tomaremos como expresién
general:

A%
Yo = =~ —b— yoq1 = ay> + 2aby. + ab® — b

Obteniendo que:
h(z) = az® + (2ab — 1)z + ab® — b

El cambio es?3:

A¥
r=——-0
a

ZVer el ejemplo 9 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
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Por lo que el estudio se reduce al cédlculo del sumatorio correspondiente

a las ecuaciones de la forma2*:

2IE
Yz+1 — k l:T - b:| Yz = Q(x)

(a) Resolvemos la ecuacidn.

i. La solucién de la homogénea es:

0 r—1 A2t
yx:Ctl:[lk: — b

ii. La solucién particular de la completa es f(x).

La solucién general es:

x—1 A2t
t=1

(b) Célculo del factor.

Utilizaremos el factor anti-diferencia del producto, para C = 1.

px—l yg o1 A2t
k| —-
t=1 a
z—1 AQt
Sie=1— [ k|——-b| =1
t=1 a

(¢) Aplicacién de la férmula.
Utilizando la férmula (SG1) obtenemos:

z—1 ot
o [C I]* Ay
z—1 | A2 - a
_ b] t=1

+ /()

1 *

t=1 a

24 Aplicando el cambio a la ecuacién inicial (*).
Con dicha expresién obtendremos (SE1), que nos dard los sumatorios S5y S6, que
corresponden a la ecuacién (Ecul).
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Simplificando y haciendo M = C — y; se obtiene?:

mf o) @ (SE1)

t A z—1 A2t
=1 ]k |2— —b A7
sl;ll |: a :| H : a b]

t=1

Donde:
f(2) es la solucién particular de la completa?®.
M = —f(1).
(d) Determinacién de los sumatorios.
i. Para’" a =1, b= —1.
Teniendo en cuenta el célculo de productorios®® y aplicdndo-
los a (SE1) obtenemos que:

$1@MLH_MJWMLQ

pt [A“t - 1] kr—1[A%" —1]
. . . M . 29
Simplificando y haciendo N = 1% obtiene=":
) /()
2w Vteimw g Y

Donde:

5Q 2 . . . L.
2536lo calcularemos los sumatorios particulares, cuyos productorios sean faciles de cal-
cular.

A
SN P
2TSe obtendria el mismo sumatorio que si hiciésemos a = - pero con un proceso mas
laborioso.
z—1 A2T’ -1
28 2t z—1
k [A 1] —k
1L + A2 1
A2

t
B[4 4 1) =kt
I + A1
29Ver el ejemplo 10 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
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f() es la solucién de la completa®”
)
N=-— .
A2 -1
ii. Paraa=1, b=0.
Teniendo en cuenta el célculo de productorios®! y aplicdndo-
los a (SE1) se obtiene:

z—1
Z q(t - f(a:)A2
t —1 A2
pt k:tA22 kw A
L . M 32,
Simplificando y haciendo N = el obtenemos
z—1
a(t) f(z)
Z Lt A2-28 N+ kr—1A2° (56)
t=1
Donde:
f(z) es la solucién particular de la completa’?
f)

2. Teniendo en cuenta (Ecu.2)

Por comodidad de signos y pardmetros tomaremos como expresion
general:

A% b A1

e R
a a a a
b2 —b—2
Yer1 = ays + 2by. + ————
esto nos indica que cuando es:
b2 —b—2

h(z) = ax® + (2ab — 1)z + -

30?/:v+1 —k [A2m + 1} Yz = Q(ZE)

z—1 2z
31H IcAZt P 11?42

H kA =kt A2 -

32Ver el eJernplo 11 en la seccién de aplicaciones de este capitulo.
o1 — kA% yo = g(2)
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el cambio es??:

=1 [A¥ —b+ A7
Qa

Por lo que el estudio se reduce al cdlculo del sumatorio correspondiente

a las ecuaciones de la forma®?:

Yoi1 — k [Azr —b+ A72$] Ve = q(x)

(a) Resolvemos la ecuacién.

i. La solucién de la homogénea es:

z—1
W =CcI[* [A? b+ A
t=1

ii. La solucién particular de la completa es f(x).
La solucién general seré:

r—1
ye = C [ & [AQt b+ A 4 f(2)

t=1

(b) Célculo del factor.
Utilizaremos el factor anti-diferencia del producto para C' = 1.

Po Po
Pz—1 = 0 a_
Yz el ; :
[T k[AZ —b+ A2
t=1
para x = 1 obtenemos:
x—1
I1* [A? —b+A’2t} —1
t=1

(c) Aplicacién de la férmula.

3 Ver el ejemplo 12 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
35 Aplicando el cambio a la ecuacién inicial (x).

Con dicha expresién obtendremos (SE2), que nos dard los sumatorios de S7 a S10,
correspondientes a la ecuacién (Ecu2).
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Utilizando la férmula (SG1) obtenemos:

z—1
RENE £ [CHk A% — b+ 47+ f(@) | =
ITk[A% —b+A2] L =
t=1

“ poq(t)
= poy1 + Z 7 :
21T kA2 — b+ A2
=1

sS=

Simplificando y haciendo M = C — Y;obtenemos?®®:

z—1

t
) VI ()
t=1 T k[A% —b+ A2 [Tk[A% —b+ A%
s=1 t=1
(SE2)

Donde:

f(x) es la solucién particular de la completa’”.

M=—f(1).
(d) Determinacién de los sumatorios.

i. Para b=0.

Teniendo en cuenta la seccién de los productorios®® y aplican-
dolos a (SE2) tendremos que:

01 ISR (V] )

- + T Y
— kt A2 [A2~2t _A—2-2t] Lr—1 A2 [A2 — A2 ]

3086lo calcularemos los sumatorios cuyos productorios sea féciles de calcular.
Tyesr =k [AT —b+ A7 | yo = q(x)

ssjljll k [A2t + A—2f} _ el [AQm A4A__ir] A

ot _9.9t
Sljlk[A28+A_2s] o [A“ A4A_12}Az
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2
Simplificando y haciendo N = T obtiene®?:
S /()
Z K [A22 — A2 7] =N+ k1A — A 2] (57)
t=1
Donde:
f(z) es la solucién particular de la completa’.
f(1)
N=—pm—u =
ii. Para b=1.

Teniendo en cuenta el célculo de productorios*! y aplicdndo-
los a (SE2), tendremos que:

flx) [A*+ A2 4+1]

"‘Xf q(t) [A*+ A% + 1]

— M

2 Az [T 41 A22] A AT {1+ AT

Simplificando y haciendo N — —14° (o obtiene:
1nplifncando y naciendo = A4 T A2 T 1 se optiene ~:

””i q(t) f(@)
kt

=N
p [A2-2t +14+ A—242t] + kz—1[A2" + 14 A—2"]
(58)
Donde:
f(z) es la solucién particular de la completa*3.
0
A2+ 14+ A2

iii. Para b= —2.

39Ver el ejemplo 13 en la seccién de aplicaciones de este capitulo.
40y1+1 -k [Azw + Aizr} Yo = q(:L')
[AQ’” +1+ A—Z’] A2

z—1
T k [Azs _1 —&-A*ZS] — gt
t=1

At + A2 +1
. [A2'2t+1+A_2'2t] A2
Ik [AZS - 1+A‘28] =k
=1 At + A2 +1

42Ver el ejemplo 14 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
Py —k [AQZ -1+ A’zz] Yo = ()
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iv.

Teniendo en cuenta el célculo de productorios** y aplicando-
los a (SE2)tendremos que:

— q(t) [At—24% +1]

f(z)[A* —2A4% +1
Z kt A2 [A2-2t -2+ A—2-2t] [ ]

=Mt e — 2y A

t=1

. . . MA2 . 45
Simplificando y haciendo N = 1T o1 se obtiene™:

z—1

Z q(?) N+ f(z)

L ki (4227 2 4 A-22] e L[A2 —2 4+ A 2]

(59)
Donde:
f(z) es la solucién particular de la completa“®.
f()
N=-—129
A2 -2+ A2

Consideremos el caso en que no puede obtenerse dando un
valor al pardmetro b, pero que podamos aplicar la férmula
(SE2) ya que los productorios?” que tendremos que resolver
son de célculo facil.

Yzt+1 — k [A2x + ng] Yz = Q(x)
Aplicando (SE2) se obtiene:

z—1

A? — B?] M4 f(z) [A% — B?

®
— Lt [A2~2t _ B2-2t] fz—1 [AZz _ Bzz]

,,1,1“”1j1 k [A2f L2+ A72f} — ol

t=1

s=1

t
I1 [AQS +2+ A*?] — Kt

(47 —2 47| A2

At —2A2 +1
[A2-2t _ 2+A72-2f} A2
At —2A2 +1

#5Ver el ejemplo 15 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
Oypir =k [AT 2447y = (a)

47z1j1k [Azt + B2t] _

t=1

s=1

11 k [A2S +B23] -

k [AQ” - BZ‘”]

—
k [Az-zt B Bz-zt]
—E—E
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M
Simplificando y haciendo N = 5 e obtiene*®:

r—1

t x
; Lt [AQth(_) BQ'?} =N+ o) [Afgx )_ B (S10)

Donde:
f(x) es la solucién particular de la completa.

1
N:_AQf(_)B2'

3.3.6 Polinomio p(x)=-kx, h(z) = 2" —z ; (S11)
1. Introduccién.

Para h(z) = 2™ — x tendremos la ecuacién:
Yan — kxyy = Q(x)

Ahora debemos obtener una ecuacién equivalente pero con h(x) = 1,
y para ello utilizaremos el método del cambio de variable.

Yzt1 = y?
de solucién inmediata:
Yz = Anz
el cambio es®’:
= A"

La nueva ecuacion es:
Yot1 — kA" Yz = q(z)

Por lo que el estudio se reduce al calculo del sumatorio correspondiente
a esta ecuacién.

18Ver el ejemplo 16 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
Uyeir —k [T+ BTy = q(@)
50Ver el ejemplo 17 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
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2. Resolvemos la ecuacién.

(a) La solucién de la homogénea es:

n®—n

z—1
o =C [ kA" = k1A=
t=1

(b) La solucién particular de la completa es f(z).

La solucién general es:

nZ

Yo = CK* AT + f(2)

(c) Célculo del factor.

Utilizaremos el factor anti-diferencia del producto para C' = 1.

_ bo Do

px—l = nT_n

B yg B ka—lA n—1

(d) Aplicando la férmula (SG1) obtenemos:

z—1
_ TL:Z:*TL t
—ponhn Ck* 14 +f(x)} = poy1 + E —pogsl)in
ko=l A= t=1 kKt A" =T

dividiendo por poAﬁ y haciendo M = £=2 se obtiene®!:

AR-T

VA C) (S11)

Donde:

f(2) es la solucién particular de la completa®?.
f()

AnT

M=—

51Ver el ejemplo 18 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
52yr+1 — kA" y, = q(z)
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3.4 Foérmula universal de los sumatorios

Intentemos encontrar una férmula ”universal”, que nos permita obtener to-
das las férmulas de sumatorios obtenidas anteriormente, y otras muchas que
no estdn determinadas en esta tesis, para ello bastard tener en cuenta la
relacion:

h(z + 1)yzt1 — h(z)yz = s(z)
que también podemos expresar:

h(z) —  s(z)
P T e+ D" T @+ 1)

que se resuelve en las etapas siguientes:

1. Solucién de la homogénea.

Dando valores a z , multiplicando y simplificando obtenemos:

o hOyw B

YT @) T wl)

2. Llamemos I(z) a la solucién particular de la completa.

La solucién general seré:

Yo = m‘”(w)

3. Calculo del factor anti-diferencia del producto para B = 1.

bo
Dp—1 = o0 poh(x)

T

4. Aplicamos (SG1).

r—1
(o) | s + 1) | = o+ 3 postt)
t=1

Simplificando y haciendo M = B — 1; se obtiene®:

1
s(t) = M + h(x)l(x) (SU)

T

t

Il
—

33 Ver los ejemplos 19 y 20 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
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Donde:
I(z) es la solucién particular de la completa’®.
M = —h(1)I(1).

3.5 Aplicaciones particulares de los sumatorios

3.5.1 Sumatorio ¢(t)/k'

Tenemos la expresién general del sumatorio (S1), para a = 0.

Sy SO

t r—1
t=1 k
Donde:
f(x) es la solucién particular de la completa®.
—f)
A= g3

Supongamos el caso particular k = 1 y tendremos’®

x—1

S g(t) = —£(1) + f(x)
t=1
Donde:
f(z) es la solucién particular de la completa®”.

Determinemos ahora el caso particular que nos interesa en que ¢(t) sea
un polinomio de segundo grado de la forma at? + bt + c.

Tenemos que empezar haciendo y, = Ma? + Nz + P y luego, en funcién
del resultado obtenido, realizar un segundo cambio que nos permita obtener
q(t) de la forma deseada:

Con®®:

q(x) = (M — KM)a? + (2M + N —kN)z + M + N + P — kP

h(@+ st — h(z)ye = s(2)

'?O.?/rJrl — kya = q(z)

56Ver el ejemplo 21 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.

or1 — Yo = g(2)

*Una vez calculada y,4+1 sustituimos en la completa y despejamos g().
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Realicemos ahora el segundo cambio para k # 1.

a=M—kM— M= “k
B b1 —Fk)—2a
b=2M+N—-—k— N = TDE
= MaN+P_kpp= LTk (at ) —k)+2
(1-k)?

Con lo que nos quedara:

qt) =at> + bt +c

Operando:

flz) = (1—k)?(ax?® +bx +c)+ (1 — k)(—2ax —a —b) + 2a
o =P

Si sustituimos en (S1) para a = 0 obtenemos®’:

z—1

at2—|—bt—i—c_A+ (1 —k)2(ax?® +bx+c)+ (1 — k)(—2az —a —b) + 2a
kt - kx_l(l—k)3

t=1
(S1P)

Siendo el Val(ok]:r dekl% constarll)gfe:
+ a c
A=—f(1)=— —
F) (1—k)3 (1-k)2 11—k

3 Ver el ejemplo 22 en la seccién Aplicaciones de este capitulo.
En el Anexo (S1P) estdn las expresiones simplificadas de este sumatorio.
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3.5.2 Sumatorio ¢(t)/k"t!

Tenemos la expresién general del sumatorio (52).

z—1
t
t=1 ) ’
Donde:
f(z) es la solucién particular de la completa®?.
A=—f(1).

65

Determinemos el caso particular en que ¢(t) sea un polinomio de tercer
grado de la forma at®+ bt? + ct +d, para ello tenemos que empezar haciendo:

Yy = Ma®> + Nz + P

Ypi1 = Ma? +2Mx+ M+ Nz + N + P

Para que el polinomio ¢(x) quede més sencillo realizamos el cambio:

a:—kMHM:—%
b:M—kN—wv:—ﬂ
2ak + a + bk + ck?

c=2M+n—kP—P=— 5

Por lo que el sumatorio nos quedargf!:
a+b+c 3a+b a

K B
ktt! B

1 at’ +bt? +ct —

t=1 (S2P)

9 2
g$2+ a+2bka:+ ak+a+3bk+ck
—A_k k k

kr=1(z —1)!

Siendo el V<alor zle la)%%nst?nte: Dk
a+b+c)k”+ (3a+ +a

“yai1 — kays = q(x)
5'En el Anexo (S2P) estén las expresiones simplificadas de este sumatorio.
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2
3.5.3 Sumatorio ¢(t)/k'A=

Tenemos la expresion general del sumatorio (S3).

i), W

= A T
Donde:
f(x) es la solucién particular de la completaS?.
E=—f(1)
Supuesto:

Yo = Ma® + Nz + P

Yoi1 = Ma® +2Mx+ M + Nz + N+ P

Para que el polinomio ¢(x) quede més sencillo realizamos el cambio:

M=a
2M+N=b— N =0b—2a
M+N+P=c—P=a—-b-c

Con lo que el sumatorio nos quedardf3:

2=l at? + bt + ¢ — [at®> + (b—2a)t + a — b+ | kA
2. 24t -
=1 Et A5
E+ax2+(b—2a)m+a—b+c

2_
kx_lAz > x

(S3P)

Siendo el valor de la constante:
E=—-f(1)=—-c

Y1 — kA"ys = q(x)
3En el Anexo (S3P) estdn las expresiones simplificadas de este sumatorio.
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t

3.5.4 Sumatorio q(t)/ [[ kK(A® — B)

s=1

Tenemos la expresién general del sumatorio (54).

z—1
Z t =E+ z—1 f(x)
t= Hk‘(AS— B) [I k(A" - B)
s=1 t=1
Donde:
f(z) es la solucién particular de la completa%*
E=—f(1).
1. Supuesto.

Yo = Mz?>+ Nz + P

Yoy1 = Mz? +2Mx+ M + Nz + N + P

Para que el polinomio ¢(x) quede més sencillo realizamos el cambio:

M =a
2M+N=b—-N=0b—-2a
M+N+P=c—P=a—-b-—c

Con lo que el sumatorio nos quedars®®:

Z_f 24 bt+c— [at? + (b—2a)t+a—b+0]k(At_B) _
t=1 Hk( B)

azx +(b 2a)r+a—b+c

T[ k(4! — B)
t=1

=F+

(S4P)
Siendo el valor de la constante:
E=—-f(1)=—c

"yt — k(A" + By, = a(a)
% En el Anexo (S4P) estén las expresiones simplificadas de este sumatorio.
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2. Supuesto.
1‘2 — I

y:c:A 2

12+z

:A 2

Yz+1

Con lo que el sumatorio nos quedara

z—1 2’+a
—k A kBA A
Z (1 i =F+ x_l—z (S4Pa)
t=1 H k(A — B) [I k(A" - B)
s=1 =1
Siendo el valor de la constante:
E=—-f(1)=-1.
3. Supuesto.
Yz = AT
Ypil = AT 1
Con lo que el sumatorio nos quedara
rx—1 1 ¢ _
kB+ 5)A"—k A"
Z( t+A) :E+:(:—1— (S4Pb)
=Tk B) I k(A*— B)
s=1 t=1

Siendo el valor de la constante:

E=—f(1)=—.

%En el apartado 9 del Anexo (S4P) esta la expresién simplificada de este sumatorio
57En los apartados 10 y 11 del Anexo (S4P) estén las expresiones simplificadas de este

sumartorio.



3.5. APLICACIONES PARTICULARES DE LOS SUMATORIOS 69

3.5.5 Sumatorio ¢(t)/k'(A*? — 1)

Tenemos la expresion general del sumatorio (S5).

z—1
t
Z Lt qu.(Qt) 7 E+ kxl{ﬁéz 1
t=1 [ —1] —1]
Donde:
f(z) es la solucién particular de la completa%®.
)
E=- .
Az -1
1. Supuesto.

yx:Mx2—|—N.r—|—P

Yog1 = Ma? +2Mx+ M + Nz + N + P

Para que el polinomio ¢(x) quede més sencillo realizamos el cambio:

M=a
2M+N=b—N=0b—2a
M+N+P=c—P=a—-b-c

Con lo que el sumatorio nos quedard®:

z—1 at2+bt+c—k‘[A2t+1} [at®> + (b—2a)t +a— b+ ]|
Kkt [A22 —1]
ar®+ (b—2a)x+a—b+c
fr—1 [AQZ _1]

t=1

(S5P)

Siendo el valor de la constante:

o) :

Y/ Y P

“Yor1 —k [Aﬁ + 1} Y= = q(x)
%9En el Anexo (S5P) estén las expresiones simplificadas de este sumatorio.
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2. Supuesto:

N =

Yz = Ai?z

g = A2

Si sustituimos en (S5) ™, multiplicamos por 2 y cambiamos de signo

se obtiene’!:
_9.9t _ ot
m21 ’ [2A o ] _p ZAT (S5Pa)
— A?" 1 N A2 — 1

Siendo el valor de la constante:

f 1

E=- g =—mm—p

3.5.6 Sumatorio ¢(t)/k'A**

Tenemos la expresién general del sumatorio (56).

r—1

q(t) f(x)
Z Lt A2-28 E+ Lr—1 A2®
t=1
Donde:
f(z) es la solucién particular de la completa’.
f(1)

"0Gi hacemos y, = 42",k = 1 y cambiando de signo, obtendrfamos el sumatorio (S5P)
en el caso particular, a =b=0,c =1,k =1.

Si hacemos y, = A — 1, obtendrfamos el sumatorio (S1P) en el caso particular,
a=b=0,c=1—k.

"'Debemos observar que g(z) = (Afﬂ — 1) (AiQw + %)

7zym+1 - kATEyr = q(x)
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Supuesto’?:

Yy = Ma®> + Nz + P

Yoy1 = Mz? +2Mx+ M + Nz + N + P
Para que el polinomio ¢(x) quede més sencillo realizamos el cambio:
M=a

2M+N=b—-N=0b—-2a
M+N+P=c—P=a—-b—c

Con lo que el sumatorio nos quedard™:

= at® + bt +c— kAY [at® + (b—2a)t +a — b+ ]

2.2t
P kA (S6P)
B ar? +(b—2a)xr+a—b+c
=E+ fez—1 A2
Siendcl) el valor de la constante:
c
E=—"m ="

3.5.7 Sumatorio ¢(t)/k' [A2'2t _ A72-2t]

Tenemos la expresion general del sumatorio (S7).

xi _ q(t) B4+ f(z)

22t _ p—221 a—1[A2" _ A-2°
) R Ve
Donde:

f(z) es la solucién particular de la completa’.
e )

A2 - A2

38i hacemos y, = A%, obtenemos (S1P) en el caso particular, a =b=0,c=1— k.

Si hacemos y, = A,217 obtenemos (S6P) en el caso particular, a = b = 0,¢ = 1,

realizando el cambio de A — A2

Si hacemos y, = A?" 41, se obtiene un nuevo sumatorio que corresponde a la suma de
los sumatorios (S1P) en el caso particular, a = b = 0,¢ = 1 — k. y el sumatorio (S6P)
paraa=b=0,c=1.

™En el Anexo (S6P) estan las expresiones simplificadas de este sumatorio.

75yav+1 -k [Azm + Ai2z] Yz = q(x)
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1. Supuesto:

Yo = M2*>+ Nz + P

Yoir1 = Ma? +2Mx+ M + Nz + N + P

Para que el polinomio g(x) quede mas sencillo realizamos el cambio:

M =a
QM+ N=b— N=0b-—2a
M4+N+P=c—P=a—-b—-c

Con lo que el sumatorio nos quedara’®:

el at? + bt +c—k {AQt —A*Qt} [at> + (b—2a)t +a—b+ ]
K [A2F A2 7] -
ar?+ (b—2a)x+a—b+c

t=1

=F
+ ke—T[A2" — A2
(S7P)
Siendo el valor de la constante:
f(1 c
E:_AQ—A*Q T A2 _ A2
. Supuesto:
Yz = A2z
v = A%
Si sustituimos en (S7) el sumatorio nos quedara’”:
r—1 t T
(1—k)A%2% —k B A?
K[AZZ 427 =E+ ke 1[AZ — A 2] (S7Pa)

~

=1

Siendo el valor de la constante:
f(1) A?
E=—p—a=~m—a=e

"En el Anexo (S7P) estdn las expresiones simplificadas de este sumatorio.
""En los apartados 9 y 10 del Anexo (S7P) estan las expresiones simplificadas de este
sumatorio.
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3. Supuesto’®:

k=1
ym:A2z+1
yx:AQQZ-Fl

Si sustituimos en (S7) ™, y cambiamos de signo se obtiene:

z—1 x

1 A?+1 A¥ +1
ZAzt A2 A2 _ A2 AT _A-2° (S7Pb)
t=1

Siendo el valor de la constante:
f(1) A2+ 1
E=-pm— ===

3.5.8 Sumatorio q(t)/k' [A2'2t +14+ A—2.2t}

Tenemos la expresién general del sumatorio (S8).

le q(t) f(@)
kt

— [A2-2t 41 +A—2-2t] =B+ kz—1[A2° 414 A~27]
Donde:
f(z) es la solucién particular de la completa®’.
o Ja
A1+ A
Supuesto®!:

Yo = Mz?> + Nz + P

"Para y, = AQ‘I — A™?" se obtiene el sumatorio (S1P),con,a=b=0,c=1—k.

Para y, = A~ , k =1, se obtiene el mismo sumatorio que en el caso anterior, cuando,
yo = A* k=1

78i hacemos y, = Azm, k =1, y cambiando de signo, obtendrfamos el sumatorio (S5P)
en el caso particular,a =b=0,c=1,k = 1.

Si hacemos y, = A% — 1, obtendriamos el sumatorio (S1P) en el caso particular,
a=b=0,c=1—k.

80?/:t+1 —k [A2m -1+ A_Zi] Yo = q(7)

81Gi hacemos ¥z = A 1+ Afzx, obtendrfamos el sumatorio (S1P), en el caso par-
ticular, a =b=0,c=1—k.
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Yor1 = Ma? +2Mx+ M + Nz + N + P

Para que el polinomio g(x) quede més sencillo realizamos el cambio:

M=a
2M+N=b—N=0b—-2a
M+N+P=c—P=a—-b—-c

Con lo que el sumatorio nos quedara®?:

a=lat2 +bt+c—k {A? - 1+A‘2t] [at? + (b —2a)t +a— b+ ]
K [AZ2 414 A-22'] B
ar®+ (b—2a)z+a—b+c

kz=1[A% + 14 A%

t=1

—E+
(S8P)

Siendo el \ialor de la constante:
c

TOAZ L1+ A2 A2311+ A2

3.5.9 Sumatorio q(t)/k* [A2'2t —94 A—2~2t]

Tenemos la expresién general del sumatorio (59).

rz—1

S a1 R i)
|t [AZ2 -2 4 A72Y) kr—1[A2" — 24 A—%"]
Donde:
f(2x) es la solucién particular de la completa®s.
_ )
E= A2 —24 A2
Supuesto®*:

yx:Mm2—|—Nx—|—P

82En el Anexo (S8P) estdn las expresiones simplificadas de este sumatorio.
psr =k [AT 2447 ] e = (a)

$18j hacemos y, = A2 —2+A72" obtendriamos el sumatorio (S1P) en el caso particular
a=b=0,c=1—k.
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Yog1 = Mz +2Mx+ M + Nz + N + P

Para que el polinomio ¢(x) quede més sencillo realizamos el cambio:

M=a
2M+N=b—N=0b—2a
M+N+P=c—P=a—-b-c

Con lo que el sumatorio nos quedard®’:

w4aﬂ+%¢+c—k®@“+2+A”ﬂ[w?+®—2@t+a—b+d
K [A22 2 4 A2 -
az’+ (b—2a)r+a—b+c

e 1[AT 21 A 7]

t=1

—F+

(S9P)

Siendo el xialor de la constante:

F=_ _ &
T A2t A A2+ AT

3.5.10 Sumatorio ¢(t)/k! [A*? — B*?]

Tenemos la expresién general del sumatorio (510).

r—1
Z q(t) —E+ f()
ot 2t T xr— T T
Lkt [A22 — B2?] ke 1[A2 — BZ|
Donde:
f() es la solucién particular de la completa®
)

b=rm—p

1. Supuesto®’:

ysz:L‘Q—i—Nw—i—P

8 En el Anexo (S9P) estén las expresiones simplificadas de este sumatorio.

Sﬁyw-&-l —k [Aﬁ + B* Yz = q(:t)

87Si hacemos y, = A% — Bzx, obtendriamos el sumatorio S1P en el caso particular,
a=b=0,c=1—-k.
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Yor1 = Ma? +2Mxz+ M + N+ N+ P

Para que el polinomio ¢(x) quede mas sencillo realizamos el cambio:

M =a
IM+N=b—N=b-2a
M+N+P=c—P=a-b-—c

8,

Con lo que el sumatorio nos quedara®

=1 qt? 4+ bt +c—k [A? +B2t} [at?> + (b—2a)t + a— b+ ]
Kt [A22 2] -

t=1
_ B+ ar? +(b—2a)r+a—-b+c
B Lr—1 [A2z _ BQZ]
(S10P)
Siendo el valor de la constante:
A2 - B2 A2 _ B2
2. Supuesto®:
Yo = A
ors = A
Si sustituimos en (S10) el sumatorio nos quedard”:
o (1—k)A2Y — gAY B2 A2 A%
Z Lt [A2~2t _ 32.2t] T A2 B2 + k*—1[A2 — B?"]
t=1

8 En el Anexo (S10P) estdn las expresiones simplificadas de este sumatorio.

898i hacemos yz = A% — Bzm, obtendriamos el sumatorio (S1P) en el caso particular,
a=b=0,c=1—-k.

x—1

%Para k = 1 y cambiando de signo se obtiene: 3

=1

A2'p2t a2 a2
A2:2t _p2:2t T A2_A-2 A2% _pB2%
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nt+l
3.5.11 Sumatorio ¢(t)/k'A»—T

Tenemos la expresion general del sumatorio (S11).

z—1
t
i) _ g, S
t=1 ktA'n—1 k=1 An=T
Siendo:
f(z) es la solucién particular de la completa®!
oo 40
=

1. Supuesto??:

Yp = Ma?> + Nz + P

Yor1 = Ma? +2Mx+ M + Nz + N + P

Para que el polinomio ¢(x) quede més sencillo realizamos el cambio:

M=a
2M+N=b—N=0b—-2a
M+N+P=c—P=a—-b-c

Con lo que el sumatorio nos quedara”:
xz:latz—l—bt—i—c—kA”t [at? + (b—2a)t +a — b+ ] _
i1 -
=1 ktAn=T1 (S11P)
B4 a:p2+(b—2a)wn—|z—a—b+c
kr—1An-1
Siendo el valor de la constante:
c
F=—-——=——r.
An-1T An-1

Myur1 — kAnwym = q(x)
92Gi hacemos y, = A%7 obtenemos el sumatorio (S1P) en el caso particular de las
constantesa=b=0, c=1—k.

9En el Anexo (S11P) estdn las expresiones simplificadas de este sumatorio.
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2. Supuesto:
k=1
Yo = AnT — 1

Yoip1 = AnT — 1

Si sustituimos en (S11) se obtiene?*:

gy 1 AnT — 1
— 7 =1+ —+ 7
t=1 AT An=1 An-T
Simplificando:
—A -1 1 1
—AEE ATT S
3. Supuesto:
k=1
nT+1
ym = A n—1
nx+2
y$+1 = A n—1

Si sustituimos en (S11) se obtiene:

o1 . ntt2 . nttl o+l
A n—1 — An A n—1 n A n—1
Z nttl =-A"+ E
t=1 An=1 An-1
Simplificando:
z—1
t+1 t ©
>o[ar -] = —an g an
t=1
94Giendo la constante: E = fAni;l =—-1+4+ 1#1
n— An—
n2
95 Qs Anfl
°Siendo la constante: £ = ——— = —A"
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3.6 Anexo (S1P)

Veamos unas expresiones simplificadas de este sumatorio.
1. Hacemos a = b = 0,¢ = 1 nos queda (k # 1):

"32‘:1 1 L 1
Tt _ _ x—1
£t 1—k  (1-kk

e Si aplicamos el sumatorio desde ¢ = 0, hasta t = x — 1 y hacemos
96

el cambio k = I después de operar y simplificar se obtiene

z—1 -

> L= LL _11

t=0 B
2. Hacemos a =c¢ =0, b =1 nos queda (k # 1):

””ii_ B (k-1
Lk T A—k)? (T k2R

Podemos observar que si el sumatorio es desde t = 0,t =  — 1 no

varia.
. . 1 . 97
e Si hacemos el cambio k = I se obtiene”’:
"”im_ L L(L-Ve-L) _ al* LI
" (1-1L)p (1—L)? L-1 (L—1)2

9 Cuya utilidad viene reflejada cuando deseamos obtener la sumacién aproximada de
Liibbock, desarrollada en las pag. 400-401 del Lébez Urquia, J. (1.968 b) ya que en dicho
proceso calcula sin justificar, ya que se trata de una progresién geométrica de razon E*.

kn1l 4 E" -1

f(0) - E* = f(0) -

Oz O
1
Coincidente para L = E%.
9TExpresién que coincide con
n x+1
na a® ™t —a
P*l z __ = 0z 0"
O Y P

obtenida mediante el operador P(;; aplicado a A (ug - vz) ,Us = 2,0, = a”, expuesto

en la pag. 41 del Milne-Thomson, L.M. (1.965).
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e Si tomamos limites cuando ¢ — oo siendo & > 1 obtenemos:

=t
Tt EAY
— Kt (1—k)

1
Al realizar el cambio k = 7 — L <1 es%:

= L
E tlf = ————
)2
— (1-1)
3. Hacemos b =c=0, a =1 nos queda (k # 1):

' k+k2  (1—k)22%+ (1 —k)(—2z—1)+2

2T =Ry (T~ FpPket

4. Hacemos a =0, b=1>0, ¢ = cnos queda (k # 1):

z—1

bt+c bk—c(l1—k) (1—k)(bx+c)—b
Z Lkt (1—k)2 (1—/€)2kx_1

t=1

5. Hacemos a =a, b=0, ¢ = ¢ nos queda (k # 1):

T

—at? + ¢ B _(k+l<:2)a+(1—l<:)20
Kt (1-k)3

t=1

(1 —k)?(ax?® +¢) + (1 — k)(—2ax — a) + 2a

T (1 —k)3k=—1

6. Hacemos a =a, b=1>0, ¢ =0 nos queda (k # 1):

S at?+bt  kla—b)+k2(a+b)

Ko 1— k)2

t=1

(1 —k)?(ax? +bx) + (1 — k)(—2ax —a — b) +2a

* (1= k)pPke 1

. - s t
%8 Expresiéon que coincide con: > xt® = 5, expuesta en la pdg. 23 del Jordan,

=0 (1 - t)
Ch (1.965).
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2
7. Hacemos a =0, b= ﬁ , ¢ =cy nos queda® (k # 1):
z—1 +2 + 2at + 2
Za irt¢ kla+c)—c (1—-k)azx®+c)—a
¢ = AV — 21
— k (1—k) (1—Fk)2k
8. Hacemos a =1, b= 2z c= 1 y nos queda'® (k # 1):
' ’ 11—k’ 1—k '
Eift2-+-fﬁz-+-le S S s
t -1 _ -1
— k 1—-k (1-kk=
Multiplicando por (1 — k) se obtiene:
-k 241 22
Z kt =-1+ fz—1
t=1

9. Todos los sumatorios anteriores tal como se indican son para k # 1,
sea ahora k = 1.

El sumatorio inicial (S1) seré:

1
q(t) = A+ f(z)

T

t=1
Donde:
f(x) es la solucién particular de la completa!l®!.
A=—f(1).

Si q(x) = ax? + bx + ¢ hacemos:
Yo = B + Ca? + Dz

Delacualobtenemos,B:%, C’:b;a,D:%b—i_ﬁc.

El valor de la constante es:
A=—-f(1)=—-B—-C — D = —c con lo que nos queda:

z—1

b— —3b+6
> (af? +bt+c) = —c+ Tt + a4 - 6+(%
t=1

99 Estos valores se obtienen para, N = 0.
100Estos valores se obtienen de considerar que, N =0, P = 0.

Yyt — kyz = q()
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3.7 Anexo (S2P)

Veamos unas expresiones simplificadas de este sumatorio.
1. Al hacer a =b =0, ¢ =1 y multiplicar por k£ nos queda:

Ekt-1 1

1 pa—1(,p _ 1)\!
— k! Er=1(x —1)!

e Para k = 1 se obtiene:

z—1

}:i:l_l__J;_
o (x —1)!

t=1
2. Al hacer a =c=0, b= 1y multiplicar por k? nos queda:

z—1 ;9,9
—k—-1 1
u:k+1_f$—+
] 1z —1)]
t=1

e Para k = 1 se obtiene:
rx—1

t2 -2 r+1
ZTZQ—W
t=1 ’ ’

3. Al hacer a =1, b= c =0 y multiplicar por k3 nos queda:

Tl k2 3k —1 k222 + kx4 2k + 1

=k*+3k+1—
- ] 3k 1z — 1)
e Para k = 1 se obtiene:
-5 _ 2+z+3
o (x —1)!

t=1

4. Al hacer a=0, b=b, ¢ = ¢ y multiplicar por k2 nos queda:

rz—1

— k20t + k2ct —k(b+c) —b
2 ktt!

k(be +¢) +b
kr=1(x —1)!

=(b+c)k+b—

~+

=1
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e Para k = 1 se obtiene:

mflbt2+ct—2b—c:26+C_bx+c+b

P t! (z—1)!
e Para k=1, c = —2b se obtiene:

—2-2 x-1 1

~ t @-1) (z-2)

5. Al hacer a=a, b=0, ¢ = ¢ y multiplicar por k3 nos queda:

kPt + kPt — (a+ )k* —3ak —a
Z; ktt! B
t—

k22 k k% + 2ak
:(a+c)k2+3ak+a—a rtakv ok tlakta

kr=1(x —1)!
e Para k =1 se obtiene:
Satd+ct—Bba—c az? + ax + 3a+ ¢
7 =ba+c— D
— ! (x —1)!
e Parak=1, a=1, c=—5 se obtiene:
-5 2 tr—2 w2
— (=1 (z—-2)!

6. Al hacer a=a, b="b, ¢ =0 y multiplicar por k3 nos queda:

=1 ak3t3 + bk*t? — (a+ b)k* — (B3a+ bk —a
ktt!

~+
e

83

ak?x? + (ak + bk*)z + (2a + b)k + a

_ 2
=(a+b)k*+Ba+bk+a-— Y p—

e Para k£ = 1 se obtiene:

z—1

3+ bt2 —5a — 2b
at” + oa — 5a+2b

az? + (a+b)x +3a+b

] o —_ 1)
— t! (x—1)!
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e Parak=1, a=2, b= —5 se obtiene:

—28 -5t 22-3¢x4+1 21
T —10 T (z—9)
— (x —1)! (x —2)!
7. Al hacer'? ¢ =a, b= 4

e ¢ = ¢ y multiplicar por k2 nos queda:

z—1

ak?t® — akt> 4+ ck’t — (a+ )k —2a
- ktt! B
t=

kx2 + ck + 2
:(aﬂ)k”a_w

kr=1(z —1)!
e Para k = 1 se obtiene:
Tl —at? +ct—3a—c ax’ +2a+c
t‘ :3G+C—W
P ! T !
e Parak=1, a=1, ¢c= —3 se obtiene:
-3t -1 x4+l
p t! (=1 (z—2)!

8. Hacemos'®® a =k, b=1, ¢ =2 nos queda:

x
T T La—1(p _ 1)l
— Ett! kr=1(x —1)!

k221 2

e Para k£ = 1 se obtiene:

z—1
x

] Y
P t! (x —1)!

B —t2—20—1 2

102Fstos valores se obtienen de considerar que, N = 0.
103 Estos valores se obtienen de considerar que, N =0, P = 0.
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3.8 Anexo (S3P)

Veamos unas expresiones simplificadas de este sumatorio.

1. Al hacer a=b6=0, ¢ =1 nos queda:

z—1

1 — kA 1
D T
t—1 ktA =2 k*—1 A=
e Para k =1 se obtiene:
-l-a L1
— t22+t Az2;z
2. Al hacer a=c =0, b =1 nos queda:

””ilt—(t—l)kAt_ z—1
= kA Y

e Para k = 1 se obtiene:

3. Al hacer a =1, b =c = 0 nos queda:

S [ -2t 1) kAT 222241
> LR 2=
=1 ktA™ k*—1A™3

e Para k = 1 se obtiene:

-2 -2+1] A 22241
= A AT

4. Al hacera=0, b=10b, ¢ = c nos queda:

bt +c— bt — b+ kA b —b+c
Z t24t =-—c+ z2

t=1 kKtA™2 k1A

—x
2
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e Para k = 1 se obtiene:

Sbt—l—c—[bt—b—i—c]flt _ hobie

t24¢ z2—z
t=1 2

5. Al hacer a=a, b=0, ¢ = ¢ nos queda:

w_lat2+c—[at2—2at+a+c]kAt +ax2—2ax+a+c
=—c
= kA Y
e Para k =1 se obtiene:
S at’ e [at® —2at +a+c] A ar? —2az +a+c
=—c
— A A5
6. Al hacer a=a, b=">b, ¢ =0 nos queda:
mzlatQ%—bt— [at® + (b — 2a)t + a — b] kA _ar?+ (b—2a)z+a—b
= kA fe-14%7"
e Para k£ = 1 se obtiene:
L at? + bt — [at> + (b—2a)t +a—b] A'  az?+ (b—2a)x+a—b
Z t24¢ = 22 o
—1 = A7
7. Al hacer'™ ¢ =a, b= 2a, ¢ = ¢ nos queda:
x_lat2+2at+c—[at2—a+c]kAt ax’ —a+c
2+ =—c+ 22—z
— ktA = k=142
e Para k = 1 se obtiene:
xilat2+2at+c—[at2—a+c}At ar’ —a+c
2+t et 2?—x
t=1 2 AT

104 Estos valores se obtienen de considerar que, N = 0.
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8. Alhacer'™ a =1, b=2, ¢ =1 nos queda:

221 PRAT

2
24t —L 22—
t=1 ktA ™ kr—1A™=
e Para k = 1 se obtiene:
) VN R 1 22
2 =-1+ b}
24t zZ—x
t=1 A2 A2
3.9 Anexo (54P)
Veamos unas expresiones simplificadas de este sumatorio.
1. Al hacer a =b=0, ¢ =1 nos queda:
x—1
1—[A*— Bl k 1
Z t [ } -1+ z—1
t=1 ] k(A* — B) [ k(A" — B)
s=1 t=1
2. Alhacer a=0, b=1, ¢ =0 nos queda:
—t—[A'-B] -1k z—1
t z—1
=t [] k(A* - B) [ k(A" — B)
s=1 t=1
3. Al hacer a =1, b =c =0 nos queda:
- [A B -2+1k 22w +1
t x—1
t=1 [1 k(A* - B) [ k(A" — B)
s=1 t=1
4. Al hacer a=0, b=10b, ¢ = c nos queda:
bt +c— [A'— B] (bt —b+ )k br —b+c
t r—1
t=1 I k(A% — B) I (At — B)
s=1 t=1

105Estos valores se obtienen de considerar que, N =0, P = 0.

87
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5. Al hacer a=a, b=0, ¢ = ¢ nos queda:

2 at? + c— [A' — B] (at® - 2at + a + c)k

~

= [1 k(4* - B)

ar? —2ax+d+c

T kAt — B)
t=1

6. Al hacer a=a, b=">0, ¢ =0 nos queda:
= at? + bt — [A' — B] [at® + (b —2a)t +a — b] k
¢
= [1 k(4° — )
s=1

ar? +(b—2a)x+a—b
- z—1
IT k(At — B)
=1

7. Al hacer'’® ¢ =a, b=2a, ¢ = ¢ nos queda:

mz:latQ—l—Qat—i-c—[At—B](at2—a+c)l<:_ N ar? —a+c
t - z—1
= [1 k(4* -~ B) [l k(4! - B)
s=1 t=1
8. Al hacer'” a =1, b=2, ¢ =1 nos queda:
2420+ 1 [A' - B] %k 22
Z t =-1+ z—1
S kA B) [T k(4 - B)
s=1 t=1
9. Al hacer'®® k =1 se obtiene:
z—1 t2;t Aacz%
- ="t 3
tﬂﬂ( B) (4 =B

106 Estos valores se obtienen de considerar que, N = 0.
107 Estos valores se obtienen de considerar que, N =0, P = 0.
1% En el sumatorio, (S4Pa).
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10. Al hacer!%? k = 1 se obtiene:

“B+yHAT-1 1 A®
t =TT
=@ -B) I (4~ B)
s=1 t=1
11. Al hacer''’k =1, B = —= se obtiene:
= 1 1 Ae
t - +Z Tzl
=T A+ D) (At + )
s=1 t=1

3.10 Anexo (S5P)
Veamos unas expresiones simplificadas de este sumatorio.

1. Al hacer a=b=0, ¢ =1 nos queda:

rz—1

Zl—k—kA2t__ - 1
KE[A22 1] A2—1 T kel[AY 1]

t=1

(a) Para k =1 y cambiando de signo se obtiene:

rz—1 Azt 1 1

LA 1 A2-1 AT -1

1
(b) Para k = §,multiplicando por 2 y cambiando de signo se obtiene:

z—1

3 28 2 o
AT 41 A2-1 AT -1

2. Al hacera=0, b=1, ¢ =0 nos queda:

slt—k A% 1] (- 1) .1
RO[AZ2T 1] kR L[AT

t=1

199En el sumatorio, (S4Pb).
"9Fn el sumatorio, (S4Pb).
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(a) Para k =1 se obtiene:

3. Al hacer a =1, b =c =0 nos queda:

ff*ltg—]{:[A2t+1i| (t? — 2t +1) 2o+l
ket [A2~2t _ 1] T L1 [A2® — 1]

t=1

(a) Para k =1 se obtiene:

21— A2 —2%+1) 22 —2a+1
Z A228 _ 1 A2 1
t=1

4. Al hacer a =0,b =b, ¢ = ¢ nos queda:

2 1bt+c—k{A2t+1} (bt —b+c)

i . c N bx—b+c
2 R [AZ2 1] BT RV ey

(a) Para k = 1 se obtiene:

mzlb—AQt(bt—b—Fc) c br —b+c

— A2 —1 Tl AT o1

5. Al hacer a=a, b=0, ¢ = ¢ nos queda:
a=lat? +c—k {AZt +1} (at? — 2at +a+c)
kit [A22" — 1] B

t=1

c +ax2—2ax+a+c
A2 —1 k=1 [AW —1]

(a) Para k =1 se obtiene:

§ 2at —a — A% (at? — 2at + a + ¢)
2.2t _ -
P A 1
c ar?—2axr+a+c

21T A 1
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6. Al hacer a
x—1 a

S5P)

=a, b=10, c=0 nos queda:

t2+bt—k[A2t—|—l} [at® + (b —2a)t +a — b]

t=1

AT 1]

_az?+(b—2a)x+a—b
B kr—1[A2" —1]

(a) Para k =1 se obtiene:

2t —a+b— A% [at? + (b — 2a)t + a — b]

1
t=1

A2 1

ar? +(b—2a)r+a—b
B A% —1

7. Al hacer'! a =a, b= 2a, ¢ = ¢ nos queda:

=1 qt? 4 2at +c—k {AZt +1} (at?> —a +c)
kt[A%2 —1]

t=1

B c n a:rz—a+c
A2 1 " pEl[AZ 1]

(a) Para k = 1 se obtiene:
mz:IQat—i—a—AQt[at?—a—i—c]:_ ¢ +a:v2—a+c
— A2 A% -1 Az —1
8. Alhacer'™ a =1, b=2, ¢ =1 nos queda:
w*1t2+2t+1—k[A2t+1}t2 1 22
; kt [A22" —1] T [AZ" — 1]
(a) Para k =1 se obtiene:
a2+ 11— AYf2 1 22
AT A1 AT -1

t=1

"l Estos valores se obtienen de considerar que, N = 0.
12Estos valores se obtienen de considerar que, N =0, P = 0.
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3.11 Anexo (S6P)

Veamos unas expresiones simplificadas de este sumatorio.

1. Al hacer a =b=0, ¢ =1 nos queda:
r—1

1- kA 1 1
; LtA228 T A2 + Lr—1 A2"

2. Al hacera=0, b=1, ¢ =0 nos queda:

—t—kAZ(t—-1)  x—1
Lt A2-2¢ T x—1 g2

t=1

3. Al hacer a =1, b =c =0 nos queda:

2 kA2 -2t +1) a?-22+1

Lt A2-2¢ T kr—1g2®

t=1

4. Al hacera=0, b=0b, ¢ = ¢ nos queda:

‘Tzzlbt+c—k:A2t(bt—b+c) ¢ br—b+c

Lt A2°2F A2 + Lr—1 A2"

t=1
5. Al hacer a=a, b=0, ¢ = ¢ nos queda:

w_latz—i-c—kAQt(aF—2at+a+c)_ c ar’—2ar+a+c
Lt A2-2F A2 - Lr—1 A2°

t=1

6. Al hacer a=a, b=">b, ¢ =0 nos queda:

2 at® + bt — kA% [at® + (b — 2a)t +a — b]
Lt A22

t=1

Car®+(b—2a)z+a—b
o Lr—1 42"
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7. Al hacer'™ a =a, b= 2a, ¢ = ¢ nos queda:

T

— at? + 2at + c — kA2 (at? — a + c) c ar*—a+ec

Lt A2-2 A2 + Lr—1 A2"

t=1

8. Al hacer'™ a =1, b=2, ¢ =1 nos queda:

rz—1

242 +1-kAYE2 1 a?
Lt A2:2F A2 + Lr—1 A2"

t=1

3.12 Anexo (S7P)
Veamos unas expresiones simplificadas de este sumatorio.
1. Al hacer a =b=0, ¢ =1 nos queda:

A . .

kt [A220 — A-22] T A2 A2 + ke—1[A2 — A—27]

t=1
2. Al hacer a =0, b=1, ¢ =0 nos queda:

a=1t— {A? + A*?] (t—1)

—1
Lo gt [A22 - A2 T el [jw — A
3. Al hacer a =1, b =c¢ = 0 nos queda:
Ak [A? i A_?} [t -2t +1] 2?2+ 1
pot Lt [A2-2t _ A—2~2t] T fr—1 [AQZ _ A—Qz]
4. Al hacer a =0, b="5b, ¢ = ¢ nos queda:
oLt e—k |42+ A2 ] (ot — b+ o) . be— bt c
< Kt [A22 427 ST oA e [AF — A2

13 Estos valores se obtienen de considerar que, N = 0.
14 Estos valores se obtienen de considerar que, N =0, P = 0.
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5. Al hacer a=a, b=0, ¢ = ¢ nos queda:

z 1at2+c—k[A2t+A_2t} [at2—2at+a+c]

Z Kt [A22T — A2 7] -

t=1

_ c +a:c2—2a:v+a+c
A2 _ A2 " 1 [Azw _ Afzm]

6. Al hacer a=a, b=">b, ¢ =0 nos queda:

2=l qt2 4 bt — k [A? + A—ﬂ [at® + (b — 2a)t +a — b]
Z Kt [A22T — A2 7] -

=1

~+

_ar?+(b—2a)z+a—b
- fex—1 [A2m _ A—Qw]

7. Al hacer'™ a =a, b=2a, c = c nos queda:

v 1at2+2at+c—k[A2t+A_2t} [at? —a+ c]

Z Kt [A22T — A2 7] -

t=1

c a:L‘Q—a—i—c

A2 A2 T kr—1[A2" — A=2"]

8. Al hacer''® ¢ =1, b =2, ¢ =1 nos queda:

x 1t2+2t+1—k[A2t+A_2t]t2

Z K [AZ2 — A2 7] -

t=1

1 22

242" ke—T[AZ — A—27]

3 Estos valores se obtienen de considerar que, N = 0.
16 Estos valores se obtienen de considerar que, N =0, P = 0.
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9. Al hacer''” k = 1 y cambiando de signo se obtiene:

= 1 Rt 1
Z A220 _ A-22t T A2 — A2 + 1— A—22"
t=1

1
10. Al hacer!!® k = 3 y multiplicando por 2 se obtiene:

le 2 e
1+ A2 AT AT - AT

3.13 Anexo (S8P)

Veamos unas expresiones simplificadas de este sumatorio.
1. Al hacer a =b=0, ¢ =1 nos queda:

e 11 [AQt 1+ A—Qt] ) .

— Lt [A2~2t +1+ A—2~2t] - _A2 +1+ A2 + fz—1 [AZ“” +1+ A72$]

2. Al hacera=0, b=1, ¢ =0 nos queda:

a-11—f {A? —1 +A*2t} (t—1)

z—1
pot Lt [A2-2t +1+A—2-2t] T ka1 [A2° 414 A-27)
3. Al hacer a =1, b =c¢ = 0 nos queda:
:rilt?—k[A?t—lJrA—?t}(t2—2t+1)_ 22 9wt
— kt [A2~2t +14+ A—2-2t] T k-1 [A2" + 1+ A-27]

4. Al hacer a=0, b=1b, ¢ = ¢ nos queda:

a1 bt +c—k [A?‘ - 1+A—2t} (bt — b+ c)
2 kt[AZ2 41+ A2

t=1

"TEn el sumatorio, (S7Pa
"5En el sumatorio, (S7Pa

).
).
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_ c n br —b+c
A1+ A2 gl [A 41 A

5. Al hacer a=a, b=0, ¢ = ¢ nos queda:

s-lat2 4 c—k [A? 1+ A*?] (at® — 2at +a+c)
R[AZT 1 4 A2 -

t=1

_ c n ax® —2ax +a+c
A2 1+ A2 AT 414 A

6. Al hacer a=a, b=">b, ¢ =0 nos queda:

slat? bt~k (A% — 14+ A7 [at? + (b 20)t + 0 — ]

; KE[AZ2 41 4 A2 B

~+

Car?+ (b—2a)z+a—b
O kTL[AT 41+ A2

7. Al hacer'™ a =a, b= 2a, c = c nos queda:

a=1 12 + 2at + ¢ — k [A? —1+ A—Qt} (at? —a + ¢)
2 K [A220 414 A—22] -

t=1

c a:p2—a+c

T Tl AZ e [AZ £ 1+ A2

8. Al hacer'” a =1, b=2, ¢ =1 nos queda:

=12 42t 41—k [AT —1+A—2t} 2
k‘t [A2-2t +1 +A72-2t]

t=1

_ 1 n x?
A2 F 1+ A2 gl [A 41 A2

19Fstos valores se obtienen de considerar que, N = 0.
120Estos valores se obtienen de considerar que, N =0, P = 0.
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3.14 Anexo (S9P)
Veamos unas expresiones simplificadas de este sumatorio.

1. Al hacer a =b=0, ¢ =1 nos queda:

e11 [AQt +2+ A—Qt] ) .

LG [RT 21 A27| A —2+A7  RFIAT 2+ A7

2. Alhacera=0, b=1, ¢ =0 nos queda:

a=11—k {A? +2+A*2t} (t—1)

z—1
; kt[A22 — 24 A-22] keTl[AT — 24 AT
3. Al hacer a =1, b =c = 0 nos queda:
t _ot
fcz:th—k[A2+2+A2}(t2—2t+1)_ 22— 9r 41
P Kkt [Awt -2+ A—2'2t]  keTl[AZ 2 4 A2

4. Al hacer a =0, b=5,c= ¢ nos queda:

21t +c—k [A? +2+A*2t} (bt —b+c)
Lt [A2-2t —24 A—2.2t] o

t=1

B c n br —b+c
A2 -2+ A2 krl[AZ — 24 A2

5. Al hacera=a, b=0, ¢ = ¢ nos queda:

e=1gt? fc—k [Azt +2+ A*ﬂ (at? — 2at +a + c)
Z Kt [A22 2 4 A2 -

t=1

B c n ar? + —2ax +a+c
A2 —24 A2 krl[AZ — 24 A2
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6. Al hacer a=a, b=">b, ¢ =0 nos queda:

olat? bt~k [A% +24+ A7 | [af? + (b - 20)t + 0 — ]
K[A2Z 2 4 A2 B

t=1

Cax?+ (b—2a)z+a—b
T kel [AZ 24 A2

7. Al hacer'?! a =a, b=2a, ¢ = c nos queda:

o1 qt? +2at +c—k [AQt +2+ A*Qt} (at? —a+c)
RE[A22 — 24 A2 -

t=1

c a:p2—a+c

T 21 A AT 21 A7)

8. Al hacer'”? a =1, b=2, ¢ =1 nos queda:

o124 2+ 1k 42 424472
Z K[A2Z 2 4 A2 -

t=1

_ 1 n x?
A2 —24 A2 kEl[AZ — 24 A7)

3.15 Anexo (S10P)
Veamos unas expresiones simplificadas de este sumatorio.

1. Al hacer a=b=0, ¢ =1 nos queda:

t _ot
rfll—k[A2+B2] ) )

kt [A22" — B22'] T T A2 _pRp2 + k—1[A2” — B?"]

t=1

121 Estos valores se obtienen de considerar que, N = 0.
122 Fstos valores se obtienen de considerar que, N =0, P = 0.



3.15. ANEXO (S10P)

2. Alhacera=0, b=1, ¢ =0 nos queda:

wflt—k[AQtJrB?‘}(t—l) o1
; Kt [A220 — B2?] T k= L[AZ — B¥

3. Al hacer a =1, b =c = 0 nos queda:

w_1t2—k‘|:A2t+B2t} [t2—2t+1] $2—2Z'+1

Lt [A2‘2t _ B2-2t] T fr—1 [A2* — B2

t=1
4. Al hacer a =0, b="5b, ¢ = ¢ nos queda:
mflbt+c—k[A2t+B2t} (bt —b+c)

Z Kt [A22° — B2%]

t=1

c n bxr —b+c
A2 —p2 ke 1[AZ — B

5. Al hacer a=a, b=0, ¢ = ¢ nos queda:

e—lat2 4 c—k {A? + B2t} [at2 —2at+a+ c]
Lt [Azzt _ Bz-zt]

t=1

_ c +CL:I:2—2@:1:+a+c
A2 _ B2 kmfl [A2m _ B2I]

6. Al hacer a=a, b="5b, ¢ =0 nos queda:

sLat? bt — k[ A% + BY| [at? + (b— 20)t + a — b]
Kt [A22 — B27]

t=1

_ar’+ (b—2a)z+a—b
T e l[AT — BY

99
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7. Al hacer'”® a =a, b= 2a, ¢ = ¢ nos queda:

v lat2+2at+c—k[A2t+B2t} [at?> —a + (]

Z Kt [A227 — B2 7] -

t=1

c ar’® —a+c

A2 — B2 T kr—1[AZ — B2"]

8. Al hacer' a =1, b=2, ¢ =1 nos queda:

e=142 41 941 ] — k [A? +Bﬂ 12

Z Kt [A22 — p22'] -

t=1

_ 1 n x2
A2 _ B2 k:rfl [A273 _ B2¢]

3.16 Anexo (S11P)
Veamos unas expresiones simplificadas de este sumatorio.

1. Al hacer a =b=0, ¢ =1 nos queda:

S1—kAY 1 L1

2. Alhacera=0, b=1, ¢ =0 nos queda:

””th—k:A"t(t—l)_ z—1
nt+1 - ne
=1 KktAT kr—1An=T

3. Al hacer a =1, b =c =0 nos queda:

R —RAY [ -2 +1] 22241

t+1 - nT
=1 kit AT kr—1An=1

123 Fstos valores se obtienen de considerar que, N = 0.
124Estos valores se obtienen de considerar que, N =0, P = 0.
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4. Al hacer a=0, b=1b, ¢ = ¢ nos queda:
’”Z‘:lbtJrc—kAnt(bt—Hc) _ e br-bie
— = ATT el
5. Al hacer a =a, b=0, ¢ = ¢ nos queda:
R at? +c— kA" [at® — 2at +a + c|
Z i+l -
t=1 kAT
__c ar? —2ax +a+c
A% kx—lAr;n__ml
6. Al hacera=a, b="5b, ¢ =0 nos queda:
“’iat2+bt—kAnt [at? + (b—2a)t +a—b]
b1 -
t=1 kAT
ar® + (b—2a)x +a—b
ko1 AT
7. Al hacer'® a =a, b= 2a, c = c nos queda:
w_lat2+2at+c—kA”t[atz—a—i-c} c ar® —a+c
S T T
=1 kt AT An=T o fr—l AR
8. Al hacer'”® ¢ =1, b=2, ¢ =1 nos queda:
2421 kA1 L
= pAS AT peelgne

125 Fstos valores se obtienen de considerar que, N = 0.
126 Estos valores se obtienen de considerar que, N =0, P = 0.

101
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3.17 Aplicaciones

1. Calcular el siguiente sumatorio:

19,3t 4 16

-1
= 0
Siendo k=5, q(t) =2 3! + 16.

(a) Célculo de la solucién particular de la ecuacién completa, por ser
Yzri1—5Ye = 2-:3%+16 hacemos y, = A-3'+B — y, 11 = 3A-3'+B
sustituyendo e identificando obtenemos A = —1, B = —4 por lo
que serd f(z) =y, = —3" — 4.

_f1 _
(b) Caélculo de la constante A = kf(a) = —5—j = 35.
(c) Aplicando la férmula: (S1).
z—1
23"+ 16 -3 -4
—T 0t

t=1
2. Calcular el siguiente sumatorio:

1062 + 11t — 15
2t713t75

t=1

Para aplicar la férmula expresamos el sumatorio!?”:

10t2 + 11t — 15
4
3 Z 6t 1

(a) Célculo de la solucién particular de la ecuacién completa. Por
ser:
Yoi1 — 6y = 1022 + 112 — 15
Tomamos un polinomio de segundo grado.

Yo =A2? +Br+C — ypp1 = A(x+ 1)’ +Bx+B+C

127F] denominador es:
gt—13t—5 _ ot—lgt—1g—4 _ g—dgt—1
Siendo, k = 6, q(t) = 10t + 11t — 15.
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Sustituyendo obtenemos: A =-2, B=-3, C =2.

Por lo que seré:
f(x) =yp = —22% — 32 +2

(b) Célculo de la constante:

—f(1) —3
A= =— = 18.
ke 61
(c) Aplicando la férmula (S1).
CA10L2 + 11t — 15 —22% — 31 + 2
=184 ——
6t*1 6172
t=1
En nuestro caso particular es:
99
10t2 4+ 11t — 15 —2-1002 — 300 + 2
4 __ 94 —
3'Y — =3 {18 + T = 1.458
t=1

3. Resolver la ecuacion:
Ypih — 82y = 162 — 2 (para h = 2)
Cambio:
Por ser h = a =2 — x = 2z siendo la nueva ecuacién:
Yzt1 — 162y, = 322 — 2

(a) Solucién de la homogénea 3! = C-16°"1(z — 1)
(b) Solucién particular de la completa yl = —2.

La solucién general es:
Y, = C16= 1z — 1)! — 2

Deshaciendo el cambio obtenemos:

Y :01675772 (% —1>!—2.
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Por ser:

Podemos expresar:
W0 = 0472 (g . 1)! + Cy(—4)"2 (f - 1)!

Solucién general:

Yy = C1472 (g - 1)! + Oy(—4)22 (g — 1)! —9

4. Calcular el siguiente sumatorio:

t!

i 442t — 8)
t=1

Expresemos el sumatorio?®:

(a) Calculo de la solucién particular de:

T
Yol — Zyx =2r—8

Para y, = Az + B obtenemos A = 0, B = —8 por lo que
f(x)==8.

(b) Célculo de la constante A = —f(1) = 8.

(c) Aplicamos la féormula (S2) para x = 11.

10

2t — 8 —8
Y = =8+ —5— = 5688324515
= (1)t 1) 10

128Giendo, k = i
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5. Resolver la ecuacion del ejercicio 3 variando el valor de h.

Ypth — 8TYy = 162 — 2 ( para h = 3x)

El cambio para a = 3 serd x = 4°.

La nueva ecuacién seré:
Yor1 — 8- 4%y, =16 -4 — 2

2272

(a) Solucién de la homogénea, y? = C - 8242

(b) Solucién de la completa, y, = —2.
Solucién general:

227,2

Deshacemos el cambio'?? z = log, .
Solucién general:

[

€T

Yo = Carglos(s) 9

6. Calcular el siguiente sumatorio:

0. 16t(48 —3-2Y)
t=1 2

Expresemos el sumatorio'3’:

i (48 — 3 2)
= ()2

(a) Calculo de la solucién particular de:

1
Yotp1 — —2%y, =48 — 3. 2%

16

Yyp=A+B2* - A=48, B=0— f(x) =48.

129 Como podemos ver,
3
8% =472 = z\/z = x%.

22—z z—1

472 :42( Z ):x%10g4% — gloss

. 1
130 q;
do, k=—, A=2.
Siendo, 6

(%)

105
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(b) Célculo de la constante A = —f(1) = —48.
(¢) Aplicamos la férmula (S3) para = 7.

6 t)
Z (48 - Stzi = —48 + —4§ = 336
(L) 921

=1 (55) 16

7. Resolver la ecuacion:

Yzth(z) — OTYx = —102% 4+ 2322 — 3z — parah=x +1

Cambio x = 2% — 1. La nueva ecuacién es:

Yoy1 — B(27 — Dy, = —10- 2% 453 - 2% —79.27 + 36

z—1
(a) Solucién de la homogénea, y, = C5°~1 [] (28 —1).
=1

(b) Solucién de la completa, y, = 2 -2%* — 7 -2 4 6.
Deshaciendo el cambio z = logy(z + 1).

Solucién general!!:

logy (z+1)—1

C
Yo = 202 — 3z + 1+ 351052(“'1) H (28 —1)
t=1

8. Calcular el siguiente sumatorio:

O 7t —104+ 92t —¢.0t1

=W e-o

La ecuacién correspondiente sera:

1
Yz+1 — 5(290 —6)y, =T —10+ 2% —z - g1

1318i queremos sustituir la y, en la ecuacién inicial para verificar la solucién obtenida,
deberemos tener en cuenta que al cambiar z — = + h(z) en el productorio, nos queda:
logs (20+42)—1 logs (z+1)
i. I @-n= 11 @-1=

t=1 t=1
[ logy (2-41) logy (z+1)—1 logy(z+1)—1
= [gloea(a+1) _ 1]

2'-H)=z [ (-1

t=1 t=1
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(a) Calculo de la solucién particular, hacemos:
yo=Cr+D—C=4,D=-8
Por lo que tendremos:
f(z)=4x -8
(b) Célculo de la constante, M = —f(1) = 4.

(c) Aplicamos la férmula!3? (54).

6
Tt — 10+ 2t — ¢ - 2t1 28 — 8
3 + 44 —2T7C% 9579944297

t=1 (%)t ﬁ (25 — 6) I1 %(Zt —6)

s=1 t=1

9. Resolver la ecuacion:

1
Yotrh — 62y, = —42% — 10z + 2 para h = 4a% — 3z + B

Siendo h(z) = az? + (2ab — 1)z + ab® — b tendremos'?3:

a:4,2ba—1:—3—>b:_i

2Z
Luego el cambio x = — — b serd:
a

A22+1
r=—++=
4 4

Siendo la nueva ecuacion:

Yor1 — g (A% + 1]y, = —% [A%%" 4+ 12A% + 3]

Para resolverla hacemos:

132Parak:%,A:2,B:6,$:7.

o 1
133Vemos que las constantes, b%a — b= 5 cumplen.
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(a) Solucién de la homogéneal®*.

o3 3\
_ O [ 42t _ 2 2 _
= K[] 3 |4% +1] C(2> (A% 1]
=0
(b) Solucién particular de la completa.

Planteamos la funcién:

v, = aA? +b -y, =ad?? +b

1 3
Sustituyendo e igualando se obtiene a = 3 b= 5 déndonos:

1 .- 3
__A2 hd
2 +2

(c) Solucién general.

(3N Lo= 3
yz_0<2> (42— 1) + 4% 42

2%

Deshaciendo el cambio x = e + 1 se obtiene:

z = log, [log 4 (4 — 1)]

Solucién general de la ecuacién inicial:
3\ logz[log 4 (42—1)]
yx—C<§> 4z —2)+2zx+1

10. Calcular el siguiente sumatorio:

i04 10222 321022 — 1’2
22t _

— 08t [102 1]

Al compararlo con (S5) obtenemos k = 0’8, A = 1’02 que nos da:

Yor1 — 08 [102%" 4 1]y, = 0'4- 10227 4+ 32 1'02%" — 1'2

134 Aplicamos la férmula de productorios (P1) para B = 1, siendo C' = 11
Para A # 1.
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11.

Para resolver la completa hacemos:
Yo = al’02 +b—a=2,b=—6
Siendo la solucién particular:
f(z)=2-102% -6

El valor de la constante sera:

f@  2-1022-6

— =— = 97'0099
A2 -1 1022 — 1

N =

Por lo que para x = 6 el sumatorio pedido seré:

0410222 + 3217022 — 12

08t [170222" — 1] N

2.1'0264 — 6
! !/
= 970099 + 075 70257 — 1] = 083291

Calcular el siguiente sumatorio:

51700522 410052 — 5

0/8t1/0052-2*

t=1

109

Al compararlo con (S6) obtenemos k£ = 0’8, A = 1’005 que nos da:

Yog1 — 0'8 - 170052y, = 17005%2" +4-1'005%" — 5

Para resolver la completa hacemos:
ye =C-1'005" + D —-C=5,D=-5
Siendo la solucién particular:
f(z)=5-1005%" -5

El valor de la constante sera:

f(1)  5-1005° -5

N=— —
A? 170052

= —0/04962748



110 CAPITULO 3. PRODUCTORIOS Y SUMATORIOS

Por lo que para x = 6 el sumatorio pedido sera:

25: 1/00522" + 410052 — 5

— /8100522
5-1005%4 — 5
= —0'04962748 + ST 4'12016839

12. Resolver la ecuacion:
Yoih + 22y, = 12; para h(x) = —22% —x+1
Para® q=-2,20—1=—-1—b=0.

1 2 2
Luego el cambio z = — [A2 —b+ A2 ] serd:
a

1 92z _9z
Siendo la nueva ecuacion:
Yor1 — [AT + A ]y, =12

Para resolverla hacemos:

(a) Solucién de la homogénea!3
z—1
Yy = H [AQt + AiQt} =B [AQZ — A*QZ] paraA # 1
t=0

(b) Solucién particular de la completa.

Planteamos la funcién:
y: = aA¥ +0A7" ey = ad?® + A7 4o

Sustituyendo e igualando se obtiene a = b = —6 , ¢ = 0 dén-
donos:

y, = —6A% —6A4~%

35 b2 —b—2
135Vemos que cumple, ———— = 1.

a
136 Aplicamos la férmula de productorios (P1).
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(c) Solucién general:
y. = B[A¥ — A% ] —6A% — 6477

1 . .
Deshaciendo el cambio x = —3 [A2 + A2 ]

Para despejar A%° tenemos:
AYY 1 93AY 11=0
Resolviendo la ecuacién de segundo grado:
AY = ¢+ \/ﬁ;A_% =— {m:l: \/1‘2——1}

Por lo que el valor del término primero sera:

B[A¥ —AY] =CVa2-1

Solucién general de la ecuacién inicial'®7:
Yye = CvVr2 —1+ 122

13. Calcular el siguiente sumatorio:

1 ¢ t
5 _ / 2 / —2 _
t- 3 (11001 + 17001-2") (¢ — 1)

t
t=1 (%) (1'00122" — 17001 -22")

1
Al compararlo con (S7) obtenemos k = 3 A = 1’001 que nos da:

1001%" + 17001~2" B 170012 + 17001~2°

Yr+1 — 5 Y =T B (QL’ - 1)

Para resolver la completa hacemos:

yp=Br+C—-B=1,C=-1

137Para comprobar el resultado y no tener problemas de signos, debemos tener en cuenta
que para ¢ + h = —222 4+ 1 la /22 — Ise transforma en:

V(222 + 1) — 1=/ (-22)* a2 — (-22)* = ~22V/a7 1




112 CAPITULO 3. PRODUCTORIOS Y SUMATORIOS

Siendo la solucién particular:

fl@)=z—1
El valor de la constante seré:
f(1)
N=—m_ =0

Por lo que para x = 6 el sumatorio pedido sera:

1
S t— (1’001? + 1’001*?) (t—1)

t
t=1 G) (1'00122" — 1/001-22")

- 6-1 = 1.249'772

1 5
<§> (1/00164 — 1/001-64)

14. Calcular el sumatorio:

5 3t+8— (1’001? + 1’001—?) (t+2)
0’5 (100127 + 1 + 1'00127%)

t=1

1
Al compararlo con (58) obtenemos k = 3 A =1'001 que nos da:

170012 — 1 + 17001~2°
Yot+1 — D) Yz =

=3z + 8 — [1'001*" + 1'0017"] (z + 2)

Para resolver la completa hacemos:

yr =Br+C —-B=2C=4

Siendo la solucién particular:

flz)=2x+4
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El valor de la constante sera:

fm 6

N=——mr =
A2 41+ A2 3000004

Por lo que para z = 6 el sumatorio pedido sera:

5 3t+8— (1’001? + 1’001*?) (t+2)
0'5¢ (100122 + 1+ 1/001-22)

t=1

6 16

- = 168'4341231
3000004 * 0’55 [1/00164 + 1 4 17001-64]

15. Calcular el sumatorio:

51— (1'0012t n 1’001—?) (% + 1)

; 0’5t (1/001221& — 924+ 1,001,2,21&)

1
Al compararlo con (59) obtenemos k = 3 A =1'001 que nos da:

1001%° + 2+ 170012
Yr+1 — 5 Yy =

1 [1'0012° rnn1-2%1 (L
=1 [1001% + 1'0017%"] (5 + 1)

Para resolver la completa hacemos:

Yy =Br+C—-B=1,C=2

Siendo la solucién particular:
flx)=x+2

El valor de la constante sera:

Nt 3
AZ_2+ A2 0000004




114 CAPITULO 3. PRODUCTORIOS Y SUMATORIOS

Por lo que para x = 6 el sumatorio pedido sera:
t
51— (1'001? + 1'001—?) <§ + 1)

; 050 (100122 — 2+ 1001-27")

3 8

= - = 688.208'6362
0000004 * 0’55 [1700164 — 2 4 17001 ~64]

16. Calcular el sumatorio:

5 2A—3— (1’002? n 1’001?) (t _ 5)

2
t_zl 0'5% (1700222" — 1/00122")

1
Al compararlo con (510) obtenemos k = 3 A = 1'002 que nos da:

17002%" + 2 + 1'001%°
Yr+1 — 5 Yy =

20 — 5

=2z — 3 — [1'002%" + 1001*"]

Para resolver la completa hacemos:

Yo=Crx+D—-C=2,D=-5

Siendo la solucién particular:
flx)=2x-5

El valor de la constante sera:
1 3

T A2 - B2 0002003

Por lo que para x = 6 el sumatorio pedido seré:

2% —3— (1/002? + 1’001?) (t _ §>

5 2
; 0’5t (1’0022~2t _ 1/0012.2t) =

3 7

- = 4.681'859232
0002003 | 0755 (1700267 — 170016%)
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17. Resolver la ecuacién general (k # 0).

M
ym+h—kwyx:Mw—?—>h:w"—w

El cambio sera:

z

z=A"

Siendo la nueva ecuacion:

z z M
Yzt1 — kA" Yz = MA™ — ?
Para resolverla hacemos:
(a) Solucién de la homogénea.
z—1 . - .
y. = C [ kA™ = Ck* AT = Dk*AvT

t=0

(b) Solucién particular de la completa.

Planteamos la funcién:

M
yz:EHE:_?

(c) La solucién general es:

n

z M
Yz = Dk?ZA"*1 — ?

Deshaciendo el cambio:
x=A" —logsx=n", log, (logsx) =z

Solucién general de la ecuacién inicial:

Yo = Dklogn(logA x) n—\l/z _ %
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18. Calcular el sumatorio:

23: 22 4+ 4t — 125

(
P 125¢ (%

D (22 -2)
)2t+1

Empezaremos expresando el sumatorio de la forma:

3

50+
t=1

262 + 4t — 125 (
125t (3

1% (22 - 2)
)2t+1

1
Al compararlo con (S11) obtenemos k = 125, A = 3 n = 2 que nos
da:

1\* 1\*
Yor1 — 125 <§> Yz = 22% + 4z — 125 <§> (22% - 2)
Para resolver la completa hacemos:

Yypr=ax’ +br+c—a=2b=0.c=—2

Siendo la solucién particular:

f(z) =222 -2

El valor de la constante sera:

)

-2
AnT

Por lo que para x = 4 el sumatorio pedido sera:

2.42 -2

1
1253 ( =
19. Veamos que es una férmula universal e intentemos deducir el sumatorio

anterior ya calculado (S3) que es el correspondiente a la ecuacién en
diferencias y,4+1 — kA%y, = q(2).
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Para poder aplicar (SU) necesitamos que la ecuacion sea de la forma:

hz) @)

Comparando obtenemos:

h(x)
h(x +1)
Resolviendo la ecuacién nos da:
h(0)
hz) =—5—
kTAT2
Con lo que la ecuacién inicial'®® sera:
h(z)

Yet1 — —h(z )

= kA"

Y. = q(2)
Que también la podemos expresar:
h(z + 1)yz41 — h(2)y. = h(z + 1)q(2)

Por lo que tenemos:

h(0)q(t
s(t) = h(t + 1)q(t) = LQ
kt+l A=
Al aplicar (SU) se obtiene:

§ Oy hOl)

=1 k‘t"'lAL;t k:xAmZ;w
Multiplicando por h_o y haciendo N = W se obtiene!3?:

I V()

= fo1ATT
Siendo:
I(z) es la solucién particular de la completa!4?.
N = —I(1).

Py — kATY: = q(2)
139 Como se puede apreciar el resultado coincide con el que se ha obtenido anteriormente.
Moerrl —kA"y, = ‘J(m)
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20. Veamos ahora el cdlculo de un sumatorio aplicando la férmula universal

21.

(SU).

Dada la ecuacién:
(22 +220)ypy1 — (@2 = Dyp =922 + 2 — 4

Calcular para z = 10. el sumatorio:

rz—1

> (9 +t—4)

t=1

De la ecuacién observamos que:

h(z) =2 —1,s(t) =92 +t—4
Para calcular [(x) planteamos:

Yy =Arxr+B—A=3,B=—-4
Siendo la solucién particular de la completa:

l(x) =3x—4
El valor de la constante es:
N =—h(1)l(1)=0

Por lo que el sumatorio general serd:

z—1

> (9 +t—4) = (2* - 1)(3z — 4)

t=1

Que para x = 10 nos da:

9
Z (962 + ¢ — 4) =99 - 26 = 2.574
t=1

Veamos una aplicacién expuesta en las pédginas 330-333 del Milne,
William Edmund (1.973) en la cual vamos a respetar la terminologia
utilizada en el mismo.
1 A B
g9(x) =

am2+bm+c:x+a+x+b
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La solucién de la completa es:
f(x)=A¥(x+a—-1)+BY(z+b—1)
Siendo:

d d
U(x) = %lnf(x +1) = %ln(m!)

Con lo que nos queda el sumatorio:

(AL B
t+a t+b)

t=1

= —A¥(a) — BU(D) + A¥(z+a—1)+ BU(z +b—1)

En el caso particular'!:

50
1 1
RN — :_\I/ / _B\Ill \Il / —\II 1:/
g;<t+% t+1> (0°5) (1) + ¥(50'5) — W(51) = 0'37653

e La funcién ¥(x) estd calculada mediante el desarrollo:
1 1/1 1 1 /1 1
V(x) ==l D+-(-———m— )= —7——= |+
(=) 27wix+-)+¢3<x 1»+1> m)<x3 (x+-n3>*_
que también estd tabulada en la pdg. 383 del citado libro.

22. Consideremos una aplicacién econémica expuesta en la paginas 116-
118 del libro de Alegre, P.; Gonzdlez, L. etc.(1.989) en la que nos
propone calcular la valoracién de una accién en el dia de hoy 1 de
enero para la cual tendremos que calcular un sumatorio de la forma
(S1P) teniendo en cuenta los siguientes datos.

(a) La tendencia seguida por los dividendos durante los tltimos afos
es D(t) = 20 + 5t + 0'1¢? en la que t = 0 corresponde al afio
anterior de la compra de los titulos cuyos dividendos se cobran el
1 de abril de cada ano.

M1por ser: z =51, A:I,a:%, B=-1,b=1.
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(b) Esta tendencia se mantendra durante los préximos 10 anos, esta-
bilizdndose los dividendos a partir de entonces en la tdltima cifra
alcanzada.

(c) La valoracién se ha efectuado al 9% de interés compuesto.

Para calcular la valoraciéon en abril del ano anterior a la compra te-
niendo en cuenta que D(10) = 80 serd:

10
0'122 + 52 + 20 80
Vi =
! ; 1097 * 909 - 170910

Para calcular el sumatorio aplicamos!*? (S1P) dando: 302'179547.

. 80
Siendo, 7709 10910 = 375'476273. Obtenemos:

Vi = 302'179547 + 375'476273 = 677'655820

El valor de la accién en el dia de hoy es:

Vo = Vi - 1'09% = 722/90134.

142 Con:
a=01,b=5,¢c=20, k=109, n=10.



Capitulo 4

RENTAS FINANCIERAS:
TERMINOS Y
VALORACION

4.1 Introduccién y descripcién del capitulo.

Las aplicaciones financieras de los cdlculos matemaéticos nacen del principio
de "subestimacion de las necesidades futuras” ya que necesitamos dar una
respuesta a un bien econémico negativo como es el tiempo, y por todos es
sabido que entre dos bienes de idéntica utilidad preferiremos siempre aquél
de disponibilidad m&s inmediata.

Las ”Operaciones Financieras” consisten en un intercambio no simulté-
neo de capitales bajo un criterio de equivalencia.

El capital financiero se representard por un par bidimensional (C,T)
y en este capitulo trataremos un modelo matemético’ y lo aplicaremos a
los distintos casos de valoracién de capitales que en breve expondremos,
y al estar distribuidos en el tiempo tendremos lo que se denomina suma
financiera.

La expresién matemética es:

Sat?+bt+c gy 1=k +boto)+(1—k)(-20z—a—b)+2
7 - “1(1 — 1)3
L ke 1(1— k)
(S1P)
Donde,

'Denominado anteriormente (S1P)

121
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(k +k?)a bk c
E=—-f(1)=- -
FO) = =g Y TRz 1=k
Comenzaremos aplicando la férmula (S1P) para el sumatoriode 1 an ,

para k # 1,que por ser k = 1 4 I no nos aportara ninguna restriccién?.

n

Zaa:2+ba:+c_
kx -

=1

(1 —k)*(an? +bn +c) + (k — k?)(—2an — a — b) + 2ak
(1 —k)3km

—E+ (F1S)

Donde,

E__(k+k;2)a bk c

(1—k)3 +(1—l<:)2_1—lc

En este capitulo aplicaremos este sumatorio en todos los casos frecuentes,
como son anualidades de capitalizacién constante, anualidades de capita-
lizacién en progresiéon aritmética, anualidades de capitalizacién en progre-
sién geométrica, y anualidades de capitalizacién de segundo grado céncava
y convexa, considerando las diversas posibilidades del crecimiento y del de-
crecimiento, y analizando los casos en los cuales dichas expresiones puedan
ser simplificadas matematicamente y algunos casos mixtos que puedan re-
sultar de interés, todo ello para tener una idea practica de la capacidad del
modelo, y para que sea mads grata la comprensién se efectuardn ejemplos
précticos que pondra de manifiesto la realidad de la aplicacién. Es impor-
tante destacar que algunos ejemplos préacticos estdn realizados todos ellos
con nimeros enteros lo que nos da una visién clara de como actia el modelo
y de como poder aplicarlo.

En general consideraremos que las cuantias son prepagables, ya que los
cdlculos para las cuantias pospagables se diferenciarén en el factor (1 + I)
siendo andlogos todos los procesos que se deben realizar para la obtencién
de los sumatorios.

La primera cuantia la denominamos C; que corresponde al instante ini-
cial T = 0 por ser prepagable, por lo que para actualizar las n cuantias
bastara un sumatorio de 1 a n .

También conviene destacar que en cada situacién general que nos encon-
tremos se ha intentado ver en que casos se puede simplificar y que limita-
ciones matemdticas o econémicas tiene, realizando asf un estudio exhaustivo

2Ver el ejercicio 1, de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
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de cada aplicacién que puede resultar interesante dado su grado de simpli-
cidad.

4.2 Cuantias constantes.

En esta seccién trataremos la obtencién de capitales finales, mediante cuan-
tias constantes, que representaremos por A prepagables, con un interés I,
durante n periodos.

Si las anualidades de capitalizacién son constantes serd o, = A, siendo
a1 la primera cuantia?.

El capital final C,, para a; = A, k =1+ I vendra dado por:

Aplicando (F1S) y paraa=0, b=0, c = —1, se obtiene*:

n
1 Ak
_ n+1 - vian
Co = AR Y o= — (k" = 1)
=1
Cona,=A
3Para A = 1 su representacién gréfica sera:
oy =1
2
1.5
1 o o o o
0.5
01 2 3 4 5

X

4Expresién que se corresponde con la obtenida en el libro de Rodriguez Rodriguez, A.
(1.994) en la pdg. 140 que pone:

np __
S’nzCA 1

T teniendo en cuenta que p=1,C - A, A —-k=1+1
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4.3 Cuantias en progresion aritmética.

Suponemos que las anualidades para la obtencién de capitales son variables
en progresiéon aritmética de valor inicial A de diferencia constante B que
podré ser positiva o negativa segiin sea creciente o decreciente, con un interés
I, durante n periodos prepagables.

Si las anualidades son variables en progresién aritmética tendremos que
ay = A+ Bz —1)°.

El capital final C,, para oy = A+ B(x — 1), k =1+ I sera:

Cp = i [A+ B(z — 1)] kni—e

=1

Aplicando (F1S) y paraa=0, b= B, ¢c = A — B, se obtiene’:

Cn=k"1>" ngiﬁ# = % (B4 AI(K™ — 1) — Bnl]

=1

Con oy = A+ Bz — 1)

®Su representacion gréfica para A = 10, B = 1 seré:

oz =1 +9
15
14 a
13 o
12] o
11 o
10
9] 2 3 4 5

X

8Ver el ejercicio 4, de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
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También la podemos expresar’:
k(K™ —1) n
Ak, T -
Cn—T(k -1)+B — 7

e Un caso particular relativamente sencillo serfa una progresién arit-
mética de valor inicial A, decreciente de diferencia Al, ya que basta
sustituir B — —AI en la expresién anterior.

n
ar=A—Alfx—1),Cp =) k™"
r=1

Cn = AnK
Con® a, = A — Al(z — 1)
Co = n
An

e Un préstamo con los pagos por vencido en progresién aritmética es:

ay=A+B(x—-1)

Foérmula en que se puede despejar facilmente el interés: I =

e ok (B + AI)(k" — 1) — Bnl
z=1

12k
I
SiB+AI+BnI:0—>A:g+CI, B:—C—
n n
B An
1+4nl

Los valores de A y B nos indican que estamos en un caso muy corriente,
denominado de amortizacién constante”.

"Vemos que esta expresién se corresponde con la obtenida en el libro de Rodriguez
Rodriguez, A. (1.994) que en la pag. 150 pone:

AP 1
A A1 AP —1
Sn=Ci—p—y th—pF—

Siendo p=1,C1 = A, A =k, h = B y multiplicar por k.
Ver los ejercicios 2 y 3, de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
8Ya que a, > 0 hacemos:

ar:A—AI(:c—l)ZO—mc:iI
Siendo, = € 1,1+I

9Ver el ejercicio 5, de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
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4.4 Cuantias en progresion geométrica.

Suponemos que las anualidades de capitalizacién son en progresién geométri-
ca de razén 1+ r con un interés I, durante n periodos prepagables.

Si las anualidades de capitalizacién son en progresién geométrica ten-
dremos que'®: a, = A(1 +r)*L,

El capital final C,, vendrd dado por:

n
Cn=) Al +r)" ke

r=1

Aplicando (F1S) yparaa=0,b=0,c=1, k—k/(1+7r), I #r,

se obtiene!!:

Akt & 1
Cn: T
147 = k I—r
1+7r

Con a, = A(1 + )= 1

108Qu representacién gréafica para
A=1yr=0.04 sera:
ap = 1047

0.9 2 4 6 8 10

" Expresién que se corresponde con la obtenida en el libro de Rodriguez Rodriguez, A.

(1.994) en la pdg. 147 que pone:

A™P qn
Sn = ClTﬂ] siendo,p=1, A—k, ¢g=1+r y multiplicar por k.

Ver el ejercicio 6 de la seccién Aplicaciones numeéricas de este capitulo.
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Para I = r serd k = 1 +r y se obtiene!?:

= AR Zn: 1= Ank"

z=1

Ch

Con, a, = A(1+1)*!

4.5 Cuantias polinémicas céncavas.

Consideremos las progresiones en las que las diferencias entre dos términos
consecutivos estén en progresién aritmética, o sea, una funcién polinémica
de segundo grado.

Si tenemos un polinomio de segundo grado seré:

Px)=az’+bx+c— Plx+1)=ar?+2ax+a+br+b+c
AP(x)=P(x+1)—P(z) =2ax+a+b— AP(x+1) =2ax +3a+b
A?P(z) = AP(x +1) — AP(z) = 2a

Para su estudio, consideraremos separadamente el caso a < 0, represen-
tado por —a, que corresponderd a una funcién polinémica de convexidad
negativa o céncava, y el caso a > 0 representado por a, para la funcién
polinémica convexa.

En esta seccién nos centraremos en el estudio de las céncavas o sea a < 0
v si hacemos que a1 = ap, siendo amax = A + B tendremos que la expresion
general de las cuantfas vendrs dada por la ecuacién de segundo grado':

4B
5 [—2% + (n+ 1)z —n]

Aty

El capital final C), se obtiene mediante el sumatorio:

C, = i [/H— % [—2? 4+ (n+ D)z —n] | KT =

=1

12Ver los ejercicios 7 y 8, de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
13Qu representacion grafica para A=1, B=1, n = 21 sera:
ay =1+0.01(—z% + 22z — 21)



128 CAPITULO 4. RENTAS FINANCIERAS: TERMINOS Y VALORACION

n n AB
— ZAkn—‘rl—z + Z [m [_12 + (n + 1)1, _ n]:| kn—l—l—x
=1 r=1

El primer sumatorio estd calculado en el apartado anterior, calculemos
ahora el segundo sumatorio.

> [% [—2® 4+ (n+ 1)z — n]} grtl-e =

=1

_A4ABEY N —a? 4+ (n+ Dz —n
 (n—1)2 kx

r=1

Aplicando (F'1S) y paraa=—1, b=n+1, ¢ = —n, se obtiene:

4Bk?

CENE [24nl + (nI — 2k)E" ]

Donde el sumatorio total es'*:

Ak, . 4BK? el
4B
Con a, = A+ 2[—x2+(n+1):r—n]

(n—1)

2 DDDDDD

0.5

0 2 4 6 8 10 x12 14 16 18 20

HMVer los ejercicios 9 y 10, de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
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1. Consideremos la parte creciente de la funcién polinémica.

Dado que siendo:

a =A+ 15 5 [—x2+(n+l):r—n]

(1)

Tenemos a1 = o, = A, veamos el cambio que debemos realizar'® de
la variable x para que los nuevos valores sean oy = A, o, = A+ B.

Ty = 1 —= z, = 1 x—>$+1
Ty = nTH — ITnpn = N 2

Sustituyendo en a, y simplificando!®:

oy = A+ —3:2+2n:r+1—2n]

=
(n—1)?
Conag=A,a,=A+B

Calculemos el montante final:

_Akn+1ii+ Bk SN —2? + 2nz+1—2n
B =k (n—1)2 kx

=1

5Por ser ap una funcién polinémica céncava simétrica, veamos el cambio de variable
que tenemos que realizar para trasladar a, al punto méximo de la pardbola .

16Qu representacién gréfica para A =2, B =1, n = 11 es la correspondiente a la
funcion:

ag =2+ 0.01(—z* + 22z — 21)

3 o o

2.5 e
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El primer sumatorio estd anteriormente, calculemos ahora el segundo
sumatorio.

Aplicando (F'1S) y paraa=—1, b=2n, ¢ =1 — 2n se obtiene:

Bkt CN —22 4+ 2nz+1—2n
(n—1)2 k=

=1

Bkn—i—l
R EE [—3k+1+2n(k—1)+

n(k —1)2(2 —n)+3k -1
kn

El valor final es la suma de los dos sumatorios, que simplificando es'”:

C, = iamknﬂ_” =

r=1
3k—1)B | k(k"—1 nk
=4- (kil)Q(n)—l)z} T+ R 26" + (k= 1)(2 — n)]
B
Con ay = A+ —(n —1)e [—ZL‘Q 4+ 2nx + 1 — Qn]

2. Consideremos la parte decreciente de la funcién polinémica.

Dado que siendo:

oy = A+ 1B 5 [—w2+(n+1)x—n]

(n—1)

Tenemos a1 = a, = A, veamos el cambio que debemos realizar'® de
la variable x para que los nuevos valores sean a; = A+ B, a,, = A.

n+1
{ib‘u: 5 — Ty = 1}96_)95—1—71

Ty = N — Ty, = N 2

Sustituyendo en a, y simplificando'?:

oy = A+ —x2+2x+n2—2n]

B
o

17Ver el ejercicio 11, de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.

8Por ser a una funcién polinémica céncava simétrica, veamos el cambio de variable
que tenemos que realizar para trasladar a; al punto méximo de la pardbola .

19Qu representacién gréfica para, A=3, B=2, n =21 es:
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Cona;=A+B,a,=A4

Calculemos el montante final:
n

B
Cn = Z [A+ m [—$2 +2z+n?— 2n]:| -z —

r=1

n n
1 Bkt —22 4+ 22 +n2%—2n
— A"t il
;kw+(n—1)2; =

El primer sumatorio estd calculado anteriormente, calculemos ahora el

segundo sumatorio.

Aplicando (F1S) y paraa= —1, b=2, ¢ = n? — 2n, se obtiene:
Bk CN —22 4+ 224+ n2 —2n
(n—1)2 k*

=1

n+1
G —f)];(l —k)? [3'“ = (0 = 2m)(1 - ) 4

k—k?)(2n—1) -2k
]

Siendo el valor final la suma de los dos sumatorios2’:

n
Cn=) k™" =
=1

_ Ak(k"— n41 £k2_k—_u
- §c—1 1)+(n_£1;)kz(k_1)3 [—Sk + k%24 (n? —2n)(1 — k)% + )(i: 1)+2

B
Conam:A+m [—:r2+2:r+n2—2n]

0 = 34 0.005(—z2 + 2z + 399)

SDDDDDDD
o
o

4 -

20Ver el ejercicio 12, de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
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4.5.1 Simplificacién del sumatorio parcial

Primera simplificacién, para ello trataremos de expresar el segundo sumato-
rio con una expresion més sencilla, y lo conseguiremos viendo las condiciones
para que se anule la constante E de la férmula (F'1S5).

Tenemos que para:

C,, sera:

Cn = Z [A + (n4_Bl)2 [_x2 +(n+1)x— n]] e

r=1

= AR [m 2%+ (n+ 1)z — n]] e
=1 =1

Aplicando (F'15) al segundo sumatorio®', y paraa = —1, b=n+1
¢ = —n, se obtiene:
l<:+k:2+(n+1)/%:(1—l<:)+n(1—k:)2:0—>n:ﬁ

Si sustituimos en ay, :

AB(k—1)*[ 5, (Bk—Dz 2k

= At =g T T TR
Simplificando,
B 4B(k —1) 9
ap =A+ i+ 1) [—(k — 1)a* + (3k — 1)z — 2k|

El capital final sera:

C, = Z |:A + % [—(k — 1)$2 + (Sk _ 1)$ _ Qk] kn+171

r=1

21E] valor de la constante es:
(k+kHa kb c

E=- — =0
T—k7? "(U—k? 1—k
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El primer sumatorio estd calculado en el apartado anterior, calculemos
ahora el segundo sumatorio.
Aplicando (F'1S),y paraa = —(k—1), b=3k—1, ¢ = —2k, se obtiene:

n

Z % [—(k — 1)a* + (3k — 1)z — 2k] k" 177 =

4B(k — D"t (S —(k— D)a? + 3k — D)z — 2k
(k+1)2 ke -

=1

_ 4Bk(k—1)(n* — n)
B (k+1)2

Siendo el valor final la suma de los dos sumatorios®?,

Ak, 4Bk(k — 1)(n? — n)
On=TF W =1+ (k+1)2
L ABGi— 1) :
Con a, = A+ e [—(k — 1)a? + (3k — 1)z — 2k|
3k —1+ (k+1)y/252
Sia,>0—z<
2(k—1)

1. Consideremos la parte creciente de la funcién polinémica.

Dado que siendo:

AB(k — 1)

w:A
« + (k+1)2

[—(k — 1)z + (3k — 1)x — 2k]

2k
Conale,an:Aparan:m.

Si queremos que o, = A + B.

22Ver el ejercicio 13, de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.

Esta férmula sirve para cualquier valor de n, aunque para n = se obtiene:

k—1
a1 = o = A.
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1 31 3k—1
k _21 = 5% 2 siendo creciente para x < % — 2

Obteniéndose la misma férmula del sumatorio total?3.

Hacemos n =

Ak
T

4Bk(k — 1)(n? —n)
(k+1)2

Chp (K" —=1)+

2. Consideremos la parte decreciente de la funcién polinémica.
Para:

4B(k —1)

m:A
@ * (k+1)?

[—(k — 1)2* + (3k — 1)z — 2K]

Tenemos los valores a; = A, y para x = es ay = A veamos el

kE—1
cambio que debemos realizar®*:
3k—1 .
Ty = g—p,Tn = L
2k — 2 Ty
2k 2k =3 T k—1

Ty —

1" T ko1

2 La representacién grafica de o, para A =231, B = 169,k = 1/08,n = g’;:; =14 es:
ap = —a” + 28z + 204

400 , o ° =@
o
o
o
350 v
o
o
300 e
o
a
250
200 2 4 6 8 10 12 14

X

Ver el ejercicio 14, de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
2 Por ser a, una funcién polinémica céncava simétrica, veamos el cambio de variable
que tenemos que realizar para que el nuevo valor inicial x = 1, se corresponda con el
— +1
. . . . kE—1 3k — .
méximo o punto medio de la funcién anterior z = > byt manteniéndose el
2k

is lor final x = ——.
mismo valor final z = 7
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sustituyendo en «, se obtiene:

B

e =A+ ——
@ +(k+1)2

[—(k —1)%2® + 2(k — 1)z + 4]

2k
Conag=A+B.yparaz < ——, a, > A

k—1 -
Calculemos el sumatorio:
i Ay 2 [—(k —1)%2% + 2(k — 1)%x + 4k] | k*T1°
(k+1)2

r=1

El primer sumatorio estd calculado, calculemos ahora el segundo suma-
torio.

4k
Aplicando (F1S),y paraa=—1,b=2, c= e se obtiene:
) 4k
Bk — 12t &8 TR T
(k+1)2 kz N

=1

B
DL

—1’n® +2(k — Dn+ (k + k%) (K" — 1)]

Siendo el valor final la suma de los dos sumatorios,

_ Ak

I(HAJJ+Bkk—n%ﬂ+%k—nn+w+w%wn_n]

&+ 1)2(k—1)

Ch

Como podemos apreciar no se obtiene una férmula simplificada, ya que
al hacer el cambio de variable no se anula la constante F de la férmula
(F'1S), que era nuestro objetivo de la primera simplificacién, por lo
que deberemos seguir el mismo proceso que en el apartado anterior.

A partir de:

[—x2 + 2z +n?— 2n]
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El segundo sumatorio es:

BE™ i 2242 +n?—2n
(n—1)2 P kx

Aplicando (F'1S) al segundo sumatorio®® y para a = —1, b =2
c = n? — 2n, se obtiene la ecuacién de segundo grado en n :

3k — k2 0
(1—k)2

V1+Ek
k—1

n?—2n —

Con solucién positivan =1+

Sustituyendo en a, se obtiene?:

B(1—k)? TP 3k — k2

N (R a—np

Con a1 = A+ B.

V1+k
k—1

Siz=1+

— ay = A.

25 El valor de la constante es:
E:_(k+k)a kb ¢ — 0
PE ke Aok 1ok

20La representacion grafica para: A =480, B = 820, k=105

Siendon =20< 1+ ﬁ = 29’63 es:
ay = —2® 4 22 + 1299
1400
R
1200 e .
1100 e 5
1000 i .

900 2 4 6 8 le 12 14 16 18 20
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Para calcular el montante total tendremos:

n

oS B [ B

=1

El primer sumatorio estd calculado, calculemos ahora el segundo suma-

torio.

. 3k — k2 )

plicando Zyparaa=—1,0=2,c= se obtiene:
Aplicando (F15) 1,b=2 (e bt
) 3k — k2
B — k2t &8 TR e
(1+ k) po k*®
Bk

=177 [(k — 1)n® + 2n]

Siendo el valor final la suma de los dos sumatorios®’,

Ak Bk 9
Cn—T(k —1)+H—k[(k‘—1)n —|—2n]
B(1 — k)? 3k — k2
s =A+——2 | 2242 —_—
Con « + ) [3:+3:+(1_k)2
Cona;=A+B,six=1+ k1_+1k—>aw:A
VIt ky /A5

4.5.2 Simplificacién del sumatorio total

Segunda simplificacién, para ello trataremos de expresar todo el sumatorio
mediante un sumatorio, y empezaremos expresando .

4B
ax:A—i-m[—xz—i-(n—i-l)x—n] =

2TVer el ejercicio 15, de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
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4B 9 A(n —1)?
= _— 1 J— s —
e z“+(n+lzxr—n+ 1B
Aplicando (F1S) al segundo sumatorio®® y paraa = —1, b=n+1
c=-n+ A<n—_1)2 se obtiene:
B 4B '
A(n —1)?
k+k%un+nml—m—(ﬂu-(ZB))u—kF—o
Simplificando:
A(n —1)?

e 1-k2-n-2(1-k)—-2=0

Al ser una ecuacién de segundo grado en 1 — k sera:

2A(n — 1)?
n—2iv&2+4—4n+—i%?—L
2A(n —1)2

4B

1—k=

Para simplificar hacemos el discriminante®” igual a n?.

2A(n —1)? A(n—1
n2+4—4n+(n—):n2—>B:L
B 2
1_k:n—2:|:n_)1_k: 2
n—1 n—1
Siendo,
1 k+1
k_n-i— S — +

“h-17" Tk

28El valor de la constante es:

g (E+k)a kb ¢

 (1-k)3 1-k2 1-k
29G8e pueden probar distintos valores del discriminante, y obtener otros valores de suma-

torios sencillos, pero como aplicacién consideramos suficiente desarrollar este caso.

=0
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An—1 1
Sustituyendo B = (n2 ) , = :+ 1 en ay, se obtiene:

g =Al—(k- 1)a? + 2kx — k]

k+1
Con a1 = o, = A para nzi.
k—1
n+1 k
o} = —— parax = =
Y Omax = 37 P 2 k-1

Aplicando (F1S), y paraa = —(k—1), b =2k, ¢ = —k,se obtiene®’:

] . . k+1 .
30Fsta férmula sirve para cualquier valor de n, aunque para n = Ic+ T se obtiene

a1 = an, = A.
Ver el ejercicio 16 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
Si la expresién de a, obtenida anteriormente la dividimos por k el montante final seré:

n _ 2
Cn:AZ _%_’_23:_1 knJrlfz:AnQ
x=1

El resultado obtenido es independiente del interés lo cual quiere decir que nos permite
calcular facilmente las cuotas si lo que queremos es una cantidad total fija.

Ver el ejercicio 17 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.

e {‘“’”2 F(n+e—ny AR

C t ST O =
omo tenemos: a 1B
A(n —1)?
Para simplificar hacemos, c=0—n = (n—)

B
Si tenemos en cuenta que para que se anule E debe ser:

_ 2
k:—&-k:Q—I—(n—l—l)k(l—k)—(—n—l—%)(l—k)2 =0
Obtenemos que n = %, que al sustituir en oy nos da:

= [—(k — 1)z + (1 + k)z]

Para calcular el capital final: Cp, = > a
=1
Aplicamos la férmula (F1S) en el sumatorio:
n+l _ 2
Ak2 > (k l)wk:-(l—l—k:)x para: a=1—k,b=1+k,c=0
=1

kn+lfz

Cn = ékn(n +1)

Siendo o = 4 [—(k — 1)2® + (1 + k)z]
< kgl

ar 20—z < 25

2 o Ak
E—1""7" 7 2k—-1)
Ver el ejercicio 18 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.

para z =

Ya sabemos que a1 = an, = A,para: n = T
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Cn=Y A[=(k—1)2" + 2kx — k] k"' 7* =

=1

_AanZ k—1)x? +2km—k:Akn2

Con oy = A [—(k — 1)2* + 2kx — k]

Sia,>0—x< \/\E/_ -
En este apartado, para simplificar hemos comenzado haciendo el dis-
criminante igual a n?, y luego hemos considerado el caso de que fuese ¢ = 0,

aunque se obtiene lo mismo haciendo el discriminante igual a (n + 2)2.

24(n —1)2 —2— 2 2
IR Gl I Y . (nt+2)__2
B 2n n
Obteniéndose el mismo resultado de n = 1
31

1. Consideremos la parte creciente de la funcién polinémica
ag = A [—(k —1)2® + 2kz — k]

k+1
Con,ale,an:Aparan:k—+1
k+1
—Itl
Si queremos que a,, = A + B bastard hacer n = =— 5 a—

k
Siendo creciente para z < 1

Obteniéndose la misma férmula del sumatorio total®?:

anA k—1)a® + 2kz — k] k"7 = Akn?

31Gi se tiene en cuenta el mismo criterio de considerar sélo la funcién creciente en el
caso dado por a, = 3 [—(k —1)z® + (1 + k)z] se obtienen simplificaciones distintas que
podrian resultar interesantes en otros ejercicios.
32 1 . . . 1 . * s A 1- . . , . 2. 1
Ver el ejercicio 19 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
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Siendo,
VE
Vk—1

).

k
., creciente para xr < 1 (g 20—z <

2. Consideremos la parte decreciente de la funcién polinémica.

[—x2 + 22 +n?— 2n]
La expresaremos con un sumando.

B 2 2 A(n = 1)
ax:m —X +2x+n —2n+T

Aplicando (F18) 3 yparaa=—1,b=2, c=n?—2n+
se obtiene:
A(n —1)2

k+k2+2k(1—k)— (n?—2n+ 5

)(1- k) =0

Simplificando obtenemos un polinomio en (1 — k).
Al 121 — B2 4 (1— k) —2 —
L+ 5| (=121 =k + (L —k) —2=0

Despejando:

o

—1j:\/1—|—8(n—1)2(1+ )

1—k=

2(n —1)2(1 + %)

Para simplificar hacemos que el discriminante sea (4n — 3)2.

A
1+8(n— 1)2(1+§) =160 +9 — 24n

Resolviendo:
An—-1) A n A 2n-1
B = - —_— = 1 —_— =
n - B n-1 T B n—1
33E1 valor de 21a constante es:
g (tk)a kb c

1—k3?® " (1—k2 1-k

B

141

A(n—1)2

i
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Con lo que nos queda:

14 (4n —3)

1_k:2(n—1)(2n—1)

Que nos da dos soluciones.

2n — 3
k= n <1imposz'ble;k‘:L>1posible.
2n —1 n—1
iend _ k-
Siendo n —
Sustituimos en oy :
Ak —1)? 9 3k — k2
= — = 9 ovo v
o 2 "+ x+(l<:—1)2
Con, a, = A para ¢ = i
k+1
i, > <1
Sta, >0—x<1+ -

Calculemos el capital total.

AR -12] 3k—k2] 1w
C’n—ZT{—x +2x+m:|k‘ =

=1

9 3k — k2
n —x°+2x+ W
= Ak —1)%" —
(k—1) ;; =
. 3k — k2 .
Aplicando (F1S),yparaa=—-1,b=2, c= mse obtiene”*:

Cn = An[(k — 1)n + 2]

Ak —1)? 9 3k — k2
COIIO@:T - +2x+m
1
SiaizA%x:%;aszﬁxgl—i— kkj_l

34Ver el ejercicio 20 de la seccién Aplicaciones numeéricas de este capitulo.
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Si en la férmula obtenida anteriormente® se hace b = 0, nos queda:

(k + k?)a _c

=0
1-k? 1-k

Siendo una solucién sencilla:
a=—(1-k?%c=k+k?

Obteniéndose:

o =A[—(1- k)2 + k + kQ] —C, = Zazk"H*m

=1

Aplicando la férmula (F1S) se obtiene®S:

Cpn = Akn[n(k — 1) + 2k|

VEk+ k2

] > <
Sia,>0—-x< 1

4.6 Cuantias polinémicamente convexas.

Consideramos ahora las cuantias polinémicas convexas para a > 0 siendo
a] = anp = A, ¥ amin = A — B. La expresion general de las anualidades
vendra dada por la ecuacién de segundo grado®7:

4B

Oéw:A—i-m[

+x2—(n+1)x+n].

(k +k*a kb c
DR Y
36Ver el ejercicio 21 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
3TPara A =2, B = 1,n = 21, sustituyendo las constantes obtenemos la siguiente gréfica

para:
ay =2+ 0.01(z* — 22z + 21)

Bp= =0
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4B

El capital final para a; = A+ (n—1)2 [

2? — (n+ 1)x + n] vendra dado

por:

axkn—&-l—x —

NSE

Cn =

=1

I
NgE

1 z=1 (TL - 1)

T

1- - AB 2 1-
AR 4 S — [4a® — (n+ D)z +n) | 77

El primer sumatorio estd calculado anteriormente, calculemos ahora el
segundo sumatorio:

2 [% [+2% = (n+ D + nﬂ -

=1

También estd calculado con anterioridad con signo contrario, cuando
consideramos la funcién polinémica céncava, por lo que serd igual a:

4Bk?

e (24 nl + (nl —2k)k" ]

Siendo el valor resultante®®:

Ak 4Bk?

Cp=—(k"—1) - TR (24 nI + (nl — 2k)E™ ']

38Ver el ejercicio 22 de la seccién Aplicaciones numeéricas de este capitulo.
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4B
(n _ 1)2 [

Siog =a,=A4,0,>0—A>B

Con ap = A+ 42?2 — (n+ 1)z + n]

1. Consideremos la parte decreciente de la funcién polinémica.
Para,

4B

T

+2% — (n+ 1)z +n]

Con a1 = a, = A.
z+1

Hacemos el cambio x — para que oy = A, a, = A — B con lo

que nos quedarg3?:

oy = A— [—x2+2nfc+1—2n]

(172
Conay=A,a,=A—-B

Siaz >0— A>B

Calculemos el montante final:
C, = Z [A __B [—2% 4+ 2nz +1 - 271]] grtl-e —
(n—1)

=1

"1 Bkl KL —a?2 4 2nax+1—2n
_ n+1
= Ak ;E+<n—1)2; e

3Para A =2, B = 1,n = 11, obtenemos la siguiente gréfica :
agy =2 —0.01(—z* + 22z — 21)

=1

3

2.5
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Este sumatorio estd calculado en la seccién de cuantias polinémicas
céncavas, apartado 1, y basta cambiar el signo de B,

3k—1 k(k™—1 Bnk
Cn= A+ 5= : 1)? (n) 02 } e - T2 (2K + (k= 1)(2 —n)]
2. Consideremos la parte creciente de la funcién polinémica, y dado que:
4B
0 :A+—(n—l)2 [+2° — (n + 1)z 4 n]

Con a1 = oy, = A.

. r+n
Hacemos el cambio x — — para que oy = A — B, a, = A obte-
niendo*!

B
ax:A—m[—x2+2x+n2—2n]

Conay=A—-—B,a,=4
Sia, >0—A>B
Calculemos el montante final:

Z{ n—l) [ x2+2x+n2—2n]]k"+lx:

z=1

:Aknﬂii k‘”:lQ LA +2m+n —2n
n_

19er el ejercicio 23 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
1 Qustituyendo las constantes A = 3, B = 2,n = 21 obtenemos la siguiente gréfica para:
az = 3 —0.005(—x2 + 2z + 399)

5

4
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Estos sumatorios estdn calculados en la seccién anterior de cuantias y
basta cambiar el signo de B*2.

BknJrl 9 9 9
+(n—1)2(k—1)3 3k —k*— (n° —2n)(k—1)*+

(k—Ek)(2n —1) -2k
kn

4.6.1 Simplificacién del sumatorio parcial

Tratemos de expresar el segundo sumatorio con una expresién méds sencilla,
para ello veamos las condiciones para que se anule la constante E de la
formula (F'15), y por tratarse del mismo caso ya estudiado en la seccién
anterior del mismo nombre pero con el signo cambiado de la constante B

tendremos*?:
Ak 4Bk(k — 1)(n? —n)
Cp=—(k"—-1)—
1 ( ) (k+1)2
4B(k —1) 9
. . 2k
SlamZO_’AZB,OQZA,O(”:ASZTL:H
1. Consideremos la parte decreciente de la funcién polinémica.
Para*!,
4B(k —1) 9
k—1
SlaxZOHAZB, 0[1:147 Oén:A—Bsin: 2k_2

Podemos seguir el mismo proceso que en la seccién anterior haciendo:

2Ver el ejercicio 24 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
BVer el ejercicio 25 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
" k—1

4 Para, A=400, B=169, k=108, n = gk 5 =14

Sustituyendo las constantes obtenemos la siguiente grafica:
ap = 12 — 28x + 427
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2%k )
k—1+ 3k —1
2 2%k —2

. ) ) -
El sumatorio serd el mismo, por lo que*:

para que sea decreciente.

_ #(kn - 4Bk(k —1)(n? —n)

Cn (k+1)2

2. Consideremos la parte creciente de la funcién polinémica:

B
s=A————[—2%2+2 2_9
o (n—1)2[ 4+ 2x+n n]
Para,
AB(k —1) )
e=A+ — (k-1 — 1)z —2
o 1 CESE [—(k — 1)az* + (3k — 1)z — 2k|

Siguiendo los mismos pasos que en la seccién anterior, y cambiando el

signo de B obtenemos*®:

B(k —1)? 3k — k2

A2 | 294 M

Qg 1 z° + x+(k—1)2
1+k

Conag=A-B,a,=A—-n=1+ ? +1

400

350 °

300 ’ o

250 ° .

200 2 4 6 8 10 12 14

15Ver el ejercicio 26 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
4°Haciendo: A =1.600, B=2820, k=105, n =20

Sustituyendo las constantes obtenemos la siguiente grafica:

an =2’ — 2z + 781
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Dando?7,

_ Ak(k"—1) Bk )
C, = 7 —1+k[(k—1)n + 2n|

4.6.2 Simplificacién del sumatorio total

Tratemos de expresar los dos sumatorios en uno, y para ello, expresaremos
v como unico sumando.

4B

Oéx:A—i-m[

+2° — (n+ Dz +n] =

4B
:(n——l)? +2? — (n+ Dz +n+

Estudiemos las condiciones para que se anule la constante E*® de la
férmula (F'15).

A(n—1)2
4B

Haciendoa=1,b=—(n+1), c=n+ A(n4; 1)
Obtenemos:
K2 4 (o DR R+ (ot 28I 0 gy o
Simplificando,
1200
1100 o )
1000 o ’
900 e @
800f o oa® o

2 4 6 8 10X 12 14 16 18 20

4TVer el ejercicio 27 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
48E__(k:+k:2)a kb c

T—m° " O—k2 1-F °
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A(n —1)?

5 1-k2+n—-2)(1-k)+2=0

Al ser una ecuacién de segundo grado en 1 — k sera:

— 1\2
_n+2i\/n2+4_4n_w
1—k=
2A(n —1)2
4B

Al considerar imposiciones positivas A > B
El discriminante:

2A(n —1)2

(n—2)? - 2L

Serd negativo, por lo que no tiene solucién real para k.
Para simplificar, tratemos de expresar todo el sumatorio con una expre-
sién maés sencilla, para ello, estudiaremos las condiciones para que la E de

la férmula (F'1S) tome el valor T

E__w+w%a+ kb ¢ D
O (1—=k3  A-k2 1-k 1-k

Siendo,

4B 9 A(n —1)?
T Y I
A(n —1)?
Haciendoazl,bz—(n+1),yc=n+M
4B
Obtenemos:
12
(A= 1F p] 4 s 1420

Luego,
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Tomemos como opcién a simplificar:

n—+1

2
SihacemosA:B—>D:—< ) , por lo que:

n+1 2
Paraa, >0—-A>B —> D < — 5

—n+2=+(n+2)

1-k=
—2n

Las dos soluciones son:

{ 1 — k que no tiene sentido.

—4
1 — k = — que si tiene sentido.
2n

Luego,
I 2+n 2
frd —_—n = —
n k—1
Sustituyendo en ay,
A k+1
Og = — 2 Lt D
_2 k-1
kE—1
2 k+1)?
Conalzoenparan:my D<—ﬁ

Calculemos ahora el montante total:

" A E+1 _
Cn: o 2 - D kn+1m
2. %w[l’ k1"

r=1
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Aplicando (F'15),
A , k+1

COH&x:—Q—w X —k_ll'—D
k—1
2
Siendoale,an:Aparan:m
. (k+1)?
. D<ot
Sia, >0—>D < NTESIE
Se obtiene®’:
Ak
Cp=——+——1|DK"-D 2
2T DT | 4]

1. Consideremos la parte decreciente de la funcién polinémica.

A kE+1
A =~ x2—k+1:p—D
2 4D -
k—1+
2
Conale,an:Aparan:m

Si queremos utilizar la funcién decreciente bastard hacer:

E—1 k+1
2 2k —2

Obteniéndose la misma férmula del sumatorio.

El valor final serg®°:

Ak
Y =————|Dk" - D 2
C 2+D(k—1)[ +n” +n]
- i < :
o, es decreciente para x < 5% — 2 y como
(k+1)2
D<_——~—"")
o, >0—=D< TESE

YVer el ejercicio 28 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
50Ver el ejercicio 29 de la seccién Aplicaciones numeéricas de este capitulo.
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2. Consideremos la parte creciente de la funcién polinémica.

Dado que:

ay =A— [—m2+2m+n2—2n]:

(n—1)?

B 9 9 A(n—l)2
- = ) P ) N )
(n 1)2 +x r—n"+2n+ 5

Veamos en qué casos se anula la constante E°! de (F'15).

Con,a1 =A—B,a,=A, paraA>B — a; >0

—1)2
Sustituyendo los valoresdea =1, b= -2, ¢ = —n’+2n+ <nB )
Obtenemos:
A(n —1)?
—k—k2—2k(1—k)—(—n2+2n+M)(1—k)2:0

Simplificando obtenemos un polinomio en (1 — k) :
A 2 2
(E—l)(n—l) 1-k)**—(1-k)+2=0

Cuyas raices son:

li\/l—S(%—l)(n—l)Q

1—-k=
2%~ 1)(n— 12

Por ser A > B nos puede quedar un discriminante negativo con solu-
ciones imaginarias o bien positivo con raiz menor que 1, por lo que
el numerador serd positivo y el denominador también, luego al ser:
1 — k£ > 0 no tendremos ninguna solucién que nos dé k > 1.
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e Para simplificar consideremos que E sea:

E__uww%a+ kb ¢ D
O (1-k)3  (1-k2 1-k 11—k

Operando y simplificando obtenemos un polinomio en 1 — k.

[(%-&)@-1F+4(L—mﬁﬁl—m+2:0

Lt¢1—8<%-a0(n—1y—8D
EIE

Existen varios procesos de simplificacién pero resulta cémodo que
el discriminante sea (4n — 1)2 por lo que:

Cuyas raices son:

1—k=

1—8(%—1>mf&f—8D:GM—1V
Simplificando,

(n—12+D=-n>-n-1

oo IS

A
PorserA>B—>E(n—1)2>n2—2n+1

Hacemos, E(n —1)2=n?-n+

1+ (4n—1)
1-k= 0
—4An? + 2n <
. 2n+1 k+1
Siendo para k = 51 n = %3
Sustituimos en:
B A(n —1)?
Oy = 422 — 22 —n®+2n + (n )
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y obtenemos®?:

4Ak —1)2 [ , k
axi—k2—2k:+5 x —2x+—k_1 >0
+1

Paranfmﬁanffl.

Calculemos el montante total®3:

2
Ak - 1P T 2o+

B2 -2k+5 ke

Ch

Aplicamos la férmula (F'1S) paraa=1, b= -2, c= %
4Ak ) 2%k(1 — k)
= |(1- _op
¢ I<:2—2k:+5[( " =+ —— }

4.7 Aplicaciones numeéricas.

e Ejercicio 1.- Estd propuesto y resuelto en el libro de Rodriguez Ro-
driguez, A. (1.994) en la pag. 168 y nos pide el valor actual de una
renta polinémica anual vencida e inmediata de cinco términos, siendo
el general:

521 representacion gréfica para
k=108, A =626,n = 13 ser4:
Qg = 42° — 8z + 54

700
600

500

400 o
300 o
=]
200 o
o

100 a

o =]

2 4 6 8 10 12

33 Ver el ejercicio 30 de la seccién Aplicaciones numéricas de este capitulo.
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C, = 20072 — 3007 + 3100

El régimen financiero es de interés compuesto al 7’8% anual, capitalizable
semestralmente.
El tanto efectivo anual es I7 = 1.

0’078

1+1=(1+ )2 — I =0079521

El valor actual vendra dado por la expresién:

> ax? +br + ¢
K:E

=1

Aplicando (F'1S), para a =200, b= —-300, ¢ =3.100, K = 1079521
es:

Vo = 880.62024 — 863.572'81 = 17.047 43
Coincidiendo con el resultado del libro.

e Ejercicio 2.-Veamos una aplicaciéon concreta realizada en el libro de
Terceno,A.; Séez, J.. (1.997) que en la pdg. 195 propone un plan de
ahorro desde los 45 a los 64 anos, ingresando el primer afio 160.000
pesetas y aumentando cada ano 16.000 pesetas siendo los ingresos por
anticipado y el plan le proporciona el 11% de efectivo anual. Calcular
la cuantfa cuando se jubile a los 65 afnos.

Por ser una progresién aritmética tenemos:

ag = A+ Bz —1)

Con vy = A=160.000, ao = A+ B =176.000, B = 16.000
Siendo I = 0’11, k= 1'11, n = 20 aplicamos la férmula:

111
Cn =572 [(16.000 + 160.000 - 0'11) (1'11%° — 1) — 16.000 - 20 - 0'11]

Cp = 181539.171'16, que coincide con el resultado del libro.
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e Ejercicio 3.-Otra aplicacién muy distinta la podemos encontrar en la
pég. 223 del mismo libro, que para determinar la duracién de un plan

expone:
5 !/ !
>71.200 - 112563~ "r + 10.000 - 1 125637° -5
_r=1
D= 5
> 1.200 - 1'2563—" + 10.000 - 112563~
r=1

Para calcularlo tenemos:

S A+ B - ke =8 +AI><§:;; 1) — Bnl

=1

Para A = B, es:

= Alk(k™ — 1) — nlI]
e
;Axk = e

Por lo que:

5
Z 1.200 - 112563 "r = 11.794 57592

r=1

Para B =0, es:

Y ( (i )
D AR = ==
r=1

Por lo que:

5
Z 1.200 - 1'2563™" = 4.266 072468

r=1

Sustituyendo ambos sumatorios en D nos da 4'026946 anos que coincide
con el resultado del libro.
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e Ejercicio 4.-Cosideremos los dos casos en que las cuantias sean cre-
cientes y decrecientes.

1. Queremos constituir un capital de 6.500 € al cabo de 10 periodos,
mediante imposiciones pagaderas por anticipado y variables en pro-
gresion aritmética creciente de diferencia 20 € , con un interés del 4%.
Determinar las cuantias de las imposiciones y realizar una tabla con las
cuantias (), el montante al comenzar el periodo (C.1.) y al finalizar
el periodo (C.F).

Por ser,

C = % (B + AD)(K" — 1) — Bnl]

Para,
Cp=6500, k=104, [ =004, B=20, n=10 — A = 437023
Siendo a; = A + B(x — 1) su representacion serd :

o = 20x +417.023

650

550
500 o

450

400

2 4 6 8 10
X

Teniendo la siguiente tabla®?:

Siendo:

C.1. —Disponibilidad al inicio de cada periodo.
z—Cl,=Cl. 1+ a;
C.F. —Disponibilidad al final de cada periodo.
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oy C.I. C.F. P
437'023 437023 454’504 6
457’023 911527 947’988 7
477’023 1425'011 1482012 8
497’023 1979'035 2058196 9
517023 2575'219 2678228 10

CU W N = Ny

Ay
537023
557023
577023
597023
617023

C..
3215'251
3900'885
4633943
5416'324
6250'000

159

C.F.
3343'861
4056'920
4819301
5632977
6500000

2. Supongamos ahora que deseamos obtener el mismo montante de 6.500
€ también en diez periodos con imposiciones pagaderas por anticipado
en progresién aritmética pero decrecientes de diferencia AI, con el
mismo interés del 4%. Determinar las cuantias de las imposiciones y
realizar una tabla con las cuantias (a), la disponibilidad al comenzar

el periodo (C.1.) y al finalizar el periodo (C.F.).

104

Comprobemos que cumple a; > 0, Tz = o1~

Como tenemos diez periodos cumple.

26

Como es l6gico ahora A > 437'023 y por ser C,, = Ank

6.500 = A-10-1'04 — A = 625. siendo o, = A — AlI(x — 1)

Su representacién sera:

oy = —25x + 650

650
600 o
a
550 o
o
500 o
o

450 o
400 o

2 4 6 8

Tendremos la siguiente tabla siendo B = —AI = —25
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a, CI. C.F.
625 625 650
600 1250 1300
575 1875 1950
550 2500 2600
525 3125 3250

a, C.I. C.F.
500 3750 3900
475 4375 4550
450 5000 5200
425 5625 5850
400 6250 6500

Tk W N~y
=5 © oo oy

e Ejercicio 5.-Veamos el ejemplo expuesto en la pag. 284 del libro de
Terceno, A.; Sdez, J. (1.997). Un préstamo de 1.200.000 pesetas con un
interés del 9% nominal pagadero mensualmente a amortizar durante
un ano con cuota de amortizacién de capital constante.

Tenemos i = 0'09 — I = 0’0075, n =12, C = 1.200.000
A =109.000, B = —750 , ay = A + B(z — 1) = 109.000 — 750(zx — 1)

Con estos datos ya podemos calcular el cuadro de amortizacién y para
comprobar el resultado:
An 109.000 - 12

C:1+nI:1+12-0’075

= 1.200.000 pesetas.

e Ejercicio 6.- Una aplicacién con las cuantias en progresiéon geométrica
la encontramos en la pag. 181 del libro de Terceno, A.; Séez, J. (1.997),
en el cual nos propone un plan de ahorro a 20 afios con ingresos de
20.000 pesetas al final de cada mes, durante el primer afio y los afos
restantes los ingresos creceran anualmente el 6% acumulativo, si el
interés efectivo anual es del 9%.

Consideraremos primero un ingreso pagadero anualmente, y luego cal-
cularemos el factor correctivo correspondiente al pago mensual.

Por tratarse de una progresiéon geométrica pagadera por anos vencidos
tenemos:

- A
Cn=D A+ K" = ——

r=1

K= (L))

Siendo,
A =20.000-12=240.000, I =09, r=06, n=20
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240.000

= 11'09%° — 1'06%°| = 19,178.202'36
0.09 - 0706 !

Ch
i

. 1
El factor correctivo es —.
112

iy =1=09— (14 I12)'? =09 — I;; = 0/00720732

i12 = 12 - I15 = (/08648784 — ZZ—l = 1'040609
12

Siendo el montante final:

Cp, = 19;178.202'36 - 1'040609 = 191957.004'50

e Ejercicio 7.-Queremos obtener un montante de 6.500 € al cabo de 10
periodos, mediante imposiciones pagaderas por anticipado y variables
en progresion geométrica de razén 1+ r = 1’03, con un interés del
4%. Determinar las cuantias de las imposiciones y realizar una tabla
con las cuantias (o), el montante al comenzar el periodo (C.I.) y al
finalizar el periodo (C.F.).

Por ser,

Ak,
n=-—|k" —(1 "
C T K" — (1 +7)"]
Para,
Cp =6.500,k =104, =004, = 0'03,n = 10 — A = 458'453
Siendo a, = A(1 4 7)*!, su representacién grafica serd:
oy = 458.453 - 1.03°!
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600 o

560
540
520 o
500 °

480

460

y tendremos la siguiente tabla:

P oy C.I. C.F. P oy C.I. C.F.

458453 458453  476'792 6 531473 3267'248 3397'937
472207 948999  986'959 7 547417 3945'355 4103169
486’373 1473/332 1532265 8 563’840 4667008 4853'689
500964 2033230 2114'559 9 580’755 5434'444 5651'822
515993 2630'552 2735'774 10 598178 6250'000 6500'000

U W N

e Ejercicio 8.-El ejemplo de la pag.91 del libro de Alegre, P.; Gonzélez,
L.; etc.(1.989) en el cual propone que las cuantias sean en progre-
siéon geométrica de razén 2, durante n anos con un interés anual I de
capitalizacién compuesta y sabiendo que el montante final asciende a

C, =271 1 + ;Cl para I # 1 nos pide determinar el valor de I en
funcién de n._
Por ser,
A=C1,k=1+1,r=1
Seré:
Cn = kcikz [k — 2]

Que al igualarlo con el valor dado en el problema, obtenemos:
n—1
kr—on = —onmt pn=2nl p=2 n

Siendo la expresién pedida:
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e Ejercicio 9.-Queremos constituir un montante de 6.500 € al cabo de 10
periodos, mediante imposiciones pagaderas por anticipado y variables
seglin una funcién polinémica céncava, siempre que la diferencia entre
la aportacién méxima y la minima sea <81 €. y con un interés del
4%. Determinar las cuantias de las imposiciones y realizar una tabla
con las cuantias (ay), el montante al comenzar el periodo (C.I.) y al
finalizar el periodo (C.F.).

Para determinar el valor de la primera cuantia A tenemos la expresion:

Ak 4Bk?

C, = _(kn _ 1) + m [2 +nl + (nI - Qk)knil]

Para:
C,=6500, k=104, 1=004, B=281, n=10.

Se obtiene, A = 472'730.

4B

Siendo Ay = A+ (n——l)2 |:

—z? 4+ (n+ 1)z — n]
Su representacion gréfica sera:

ay = —4x? + 44z + 432.730

560
540
520
500

480

460

2 4 6 8 10

X

y tendremos la siguiente tabla:
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Qg C.I. C.F.
472'730 472’730 491’639
504’730 996’370 1036224
528’730 1564’955 1627553
544’730 2172283 2259174
552730 2811'905 2924/381

Qe C.I. C.F.
552730 3477111 3616'196
544’730 4160'926 4327363
528'730 4856'093 5050'337
504’730 5555'067 577727
472'730 6250'000 65007000

Tk W N~y
5 © oo v

e Ejerciciol0.- Tratemos un caso especial. Se desea sustituir una deuda
de 5 pagos anuales pagaderos por anticipado y variables segin un
polinomio céncavo, de los cuales se sabe que el primero es de 6.000 €
y el maximo a pagar es de 6.864 € . por una renta mensual prepagable
variable anualmente segin el mismo polinomio. El tanto de valoracién
es el 6% anual de interés pagadero mensual. Determinar las cuantias
de las cuatro imposiciones restantes, asi como las correspondientes
imposiciones mensuales, indicando mediante una tabla el valor de las
cuantias (o), el montante al comenzar el periodo (C.1.), y al finalizar
el periodo (C.F.).

Comenzaremos calculando el montante total, aplicando la férmula:

Ak, 4BK? ne1
Siendo:
A=6.000, B=864,n=5, k=106.
Se obtiene:

Cp = 35.851'911 + 2.574/216 = 38.427'127 € .
Para calcular las aportaciones periédicas tenemos:

oy = A+ 15 5 [—x2+(n+l):r—n]

n—1)
Siendo la representacion gréfica:

ay = —21622 + 12962 + 4920
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7000
6800
6600
6400
6200

6000 0

5800 1 2 3 4 5
X

y tendremos la siguiente tabla:

P o C.I. C.F. P o C.I. C.F.

1 6000 6000 6360 4 6648 28539629 30252007

2 6648 13008 13788480 5 6000 36252'007 38427127

3 6864 20652480 21891'629

La primera aportacién de 6.000 € la abonaremos directamente, y para

las distintas cantidades tenemos que durante el primer ano y el tercer ano
tenemos que constituir un montante de 6.648 € , por lo que la cantidad
mensual serd la misma en ambos afios y la obtenemos aplicando la férmula:

& . C1k(E™ 1)
_ n+l—x __ 1
Cn =) _ Cik S
r=1

Siendo,

/
k:1+z’:1+006 = 1005, n =12

12
Se obtiene:

Crk(k'? — 1)
1

Cia = — 6.648 = 201C1(1'005'% — 1) — Oy = 536248

Teniendo la siguiente tabla:
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M. Qg C.I. C.F. M. Qg C.I. C.F.
536'248 536248 538930 7 536'248 3810'516 3829'569
536'248 1075178 1080554 8 536/248 4365'817 4387646
536/248 1616'802 1624886 9 536'248 4923/895 4948'514
536/248 2161'135 2171940 10 536'248 5484'763 5512'186
536/248 2708'189 2721'730 11 536'248 6048'435 6078'677

6 536'248 3257'978 3274268 12 536’248 6614925 6648000

Durante el segundo afio necesitamos un montante de 6.864 €, y para

calcular las mensualidades tenemos:

U W N

6.864 = 201C1 (10052 — 1) — Cy = 553'672

Teniendo la siguiente tabla:

553'672 553672 556440 553'672 3393/324 3953'995
553672 1110112 1115662 553'672 4507'667 4530'205
553'672 1669'334 1677680 9 553'672 5083/877 5109296
553672 2231'352 2242509 10 553/672 5662968 5691'283
553'672 2796'180 2810161 11 553'672 6244'954 6276'179
6 553672 3363833 3380/652 12 553672 6829'851 6864000
Durante el cuarto ano deberemos constituir un montante de 6.000 €, y

para calcular las mensualidades tenemos:

M. Qg C.I C.F. M. g C.I. C.F.
7
8

QU W N~

6.000 = 201C; (1'005'2 — 1) — Cy = 483/979

Teniendo la siguiente tabla:

M. iy C.I. C.F. M. Qi C.I. C.F.
1 483/979 483/979  486/399 7 483/979 3439094 3456'290
2 483979 970377 975229 8 483/979 3940'268 3959970
3 483979 1459208 1466504 9 483’979 4443'948 4466'168
4 483'979 1950'483 1960'235 10 483'979 4950/147 4974'898
5 483’979 2444'214 2456'435 11 483’979 5458'876 5486'171
6 483979 2940'413 2955'115 12 483’979 5970'149 6000000

e Ejercicio 11.- Deseamos hacer 9 imposiciones anuales crecientes y
prepagables polinémicamente céncavas, siendo la inicial de 3.400 €y
la dltima de 5.000 €, y disponemos de un interés del 8%.Determinar
las cuantias de las imposiciones y realizar una tabla con las cuantias
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(avz), el montante al comenzar el periodo (C.1.), y al finalizar el periodo
(C.F.).

Las cuantias vendrdn dadas por la férmula:

[—a:2 +2nx+1— Qn]

Con,
A=3400, B=5.000—3.400=1.600, n=9

Siendo la representacién gréfica:

ay = —2522 4+ 4502 + 2975

5000 o 0
4800 o

4600 0

4400 o

4200
4000
3800 o
3600

3400 1 2 3 4 ; 6 7 8 9

El montante final sera de:

_ (3k—1)B_ ] k(k"—1) Bnk
Cn = A= =0 | —FT T G2tz 2R + (B = 1)(2 —n)]
Sustituyendo los valores anteriores de las constantes, siendo k = 1’08 nos

queda:

Cp, = —72.153'109 + 130.536'914 = 58383'805

y tendremos la siguiente tabla:

P oy C.I. C.F. P a, C.I. C.F.
3400 3400 3672 6 4775 30142'380 33553'771
3775 7447 8042'760 7 4900 37453'771 40450073
4100 12142760 13114'181 8 4975 45425'073 49059'078
4375 17489181 18888315 9 5000 54059'078 58383'805
4600 23488315 25367380

Uk W N~
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e Ejercicio 12.- Deseamos hacer 11 imposiciones anuales decrecientes
y prepagables polinémicamente céncavas, para obtener un montante
total de 10.000 €, con un interés del 4% y que la diferencia entre la
primera cuantia y la iltima sea de 400 €. Determinar las cuantias de
las imposiciones y realizar una tabla con las cuantias (o), el montante
al comenzar el periodo (C.I.) y al finalizar el periodo (C.F.).

Calculemos A.

Siendo B =400, n=11, k=104, C, = 10.000

Aplicamos la férmula anterior de C,, y obtenemos A = 437571
Siendo:

ar = A+ [—x2+2x+n2—2n]

(n—1)2

Con la representacion grafica:
ap = —4a? + 8 + 833571
900
800 o
700 o
600 o

500

400 2 4 )6( 8 10

y tendremos la siguiente tabla:

P oy C.I. C.F. P oy C.I. C.F.

1 837571 837571 871074 7 693571 6234'081 6483444
2 833571 1704'645 1772831 8 641’571 7125015 7410'015
3 821'571 2594'402 2698178 9 581’571 7991'586 8311'250
4 801’571 3499'749 3639'739 10 513/571 8824’821 9177'814
5 773571 4413/310 4589842 11 437’571 9615'385 10000'000
6 737’571 5327'413 5540'510

e Ejercicio 13.- Realizamos imposiciones variables segin una funcién
polinémica de convexidad negativa, siendo la primera de 2.000 €, y
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la maxima de 3.000 € , con un I = 10% (serd k = 1'1) tendremos

2k 2.2
n = =10l 22 periodos. Determinar las cuantias de las
imposiciones y realizar una tabla con las cuantias (az), el montante al

comenzar el periodo (C.1.), y al finalizar el periodo (C.F.).

Por ser,

AB(k —1)

m:A
Q + &+ 12

[—(k — 1)2* + (3k — 1)z — 2K]

Con A=2000, B=1000, n=22, k=1"1
La representacion grafica sera:

40

Oy = —(—x2 + 23x + 198.5)
4.41
3000 00O g
=] =]
=] =]
2800 N N
=] o
2600 o °
=] =]

2400

o =]
22001 © s
2000 o

Por ser:
Ak 4Bk(k — 1)(n? —n)
Cp = —(k" —
T ) (k+1)2
4000 - 0.11 - 462
C,, = 22000(1.1%2 — 1) + 000 - 0 02 _ 903181287

4.41

Tendremos la siguiente tabla:
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Qe C.1. C.F. P Qe C.I. C.F.

2000 2000 2200 12 299773 57742'36  60215'49
218140 4381’41 4819’55 13 2979’57 6319508  69514'59
2344’67 7164’22  7880'64 14 2943’31 7245790  79703'70
2489’80 1037043 1140748 15 2888’89 82592'58  90851'84
2616’78 1402426 1542668 16 2816’33 93668'17 10303498
272562 18152'31 19967'54 17 272562 105760'61 116336'67
2816’33 22783'87 2506225 18 2616’33 11895345 13084879
2888’89 2795114 3074625 19 2489’80 13333859 146672'45
2043'31 3368957 3705852 20 2344’67 149017'12 163918'83
2979’57 40038'11 44041'93 21 2181’41 16610024 18271026
2097'73 4703966 5174362 22 2000 18471026 203181'29

— =
PR oo otk w =g

e Ejercicio 14.- Deseamos obtener un capital mediante la imposicién de
cuantias anuales prepagables en funcién polinémica céncava creciente
siendo la primera cuantia de 1.200 € , y la f},ilitimla de 2.890 € , valorado

2k — 2
terminar las cuantias de las imposiciones y realizar una tabla con las
cuantias (), el montante al comenzar el periodo (C.I.) y al finalizar
el periodo (C.F.).

a un interés del 8% anual durante n = = 14 periodos. De-

Empezamos calculando el montante final mediante la férmula anterior.
Siendo,
A=1.200, B=2.890—1.200=1.690, k =108, n=14

Obtenemos:
Ak 4Bk(k —1)(n? —n) ,
Cr = —( ) + S 55.952'537
Con,
ap = A+ LS [~ (k= 1)a? + (3k — 1)z — 2k] = —1022 + 2802 + 930

Tendremos la siguiente tabla:
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oy C.I. C.F. P
1200 1200 1296 8
1450 2746 2965680 9
1680 4645680 5017334 10
1890 6907'334  7459'921 11
2080 9539'921 10303115 12
2250 12533'115 13557364 13
2400 15957'364 17233953 14

N O U W N =N

Qg
2530
2640
2730
2800
2850
2880
2890

C.I.
19763'953
23985'069
28633'875
33724'585
39272552
45294'356
51807904

C.F.
21345'069
25903'875
30924'585
36422'552
42414'356
48917'904
55952'537
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e Ejercicio 15.-Deseamos obtener un capital al finalizar los 11 anos,
y lo queremos crear mediante imposiciones de cuantias prepagables
variables en funcién polinémica céncava decreciente, con un término
inicial de 2.200 € , y uno final de 2.000 €, disponemos de un interés
anual del 5%. Determinar las cuantfas de las imposiciones y realizar
una tabla con las cuantias (ay), el montante al comenzar el periodo

(C.1.) y al finalizar el periodo (C.F.).

Empezaremos determinando los valores de A y B aplicando la férmula

de las cuantias.

para k = 1'05

— A =560, B=1.640

B(1 - k)? 3k — k2

=A+—— 1 |—22+2

Oy + 1+ 5 x° + m+(1_k)2

r=1 — a1 = A+ B =2.200
1'8B

Con lo que la grifica serd:

ap = —2x% + 4z + 2198

2300
2200 o o
2100 e

2000

1900 2 4 g;( 8 10

El montante total lo obtenemos aplicando la férmula:
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Ak, . Bk )
= —(k"—1) + — [(k—1 2
C, (k )+1+k[(k’ )n® + 2n]

Para,
A=560, B=1640, k=105, n =11 — C, = 31.915'591 € .

Tenemos la siguiente tabla:

Qi C.I. C.F. P o, C.I. C.F.
2200 2200 2310 7 2128 17719525 18605501
2198 4508 4733400 8 2102 20707'501 21742'876
2192 6925400 7271670 9 2072 23814’876 25005620
2182  9453'670  9926/356 10 2038 27043620 28395801
2168 12094'356 12699'071 11 2000 30395801 31915591
2150 14849071 15591'525

o N

e Ejercicio 16.- Queremos realizar unas imposiciones prepagables con

variacién polinémica céncava siendo a; = o, = 100 €. Con un interés

E+1
I =8% (serd k = 1'08), en n = k——i_l = 26 periodos. Determinar las

cuantias de las imposiciones y realizar una tabla con las cuantias (o),
el montante al comenzar el periodo (C.I.) y al finalizar el periodo

(C.F).

Las imposiciones vendran dadas por la férmula:

ag = A [—(k —1)2® + 2kz — k|

Para,

A =100 la representacién grafica serd:

ay = —8x2 + 216z — 108
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1400 hooo
a a
1200 o o
1000
800 o o
600
400

200

0 5 10 15 20 25

X

Para calcular el montante final aplicamos:

26
Cn =Y (—82% + 216z — 108)1.08°"% = 100 - 1.08 - 26> = 73008

=1

Obteniéndose la siguiente tabla®:

P o CI. CF. P « CI CF

1 100 100 108 14 1348 19600 21168
2 292 400 432 15 1332 22500 24300
3 468 900 972 16 1300 25600 27648
4 628 1600 1728 17 1252 28900 31212
5 772 2500 2700 18 1188 32400 34992
6 900 3600 3888 19 1108 36100 38988
7 1012 4900 5292 20 1012 40000 43200
8 1108 6400 6912 21 900 44100 47628
9 1183 8100 8748 22 772 48400 52272

10 1252 10000 10800 23 628 52900 57132
11 1300 12100 13068 24 468 57600 62208
12 1332 14400 15552 25 292 62500 67500
13 1348 16900 18252 26 100 67600 73008
56

Si el periodo fuese n = 10 tendriamos®®:
10
Cp = (—822 + 216z — 108)1.08'1~% = 100 - 1.08 - 10? = 10800 £

=1

°?En la cual podemos observar que: ”"todas las cantidades son enteras”.
5 . . .
0 Como puede observarse el Cr, que obtenemos coincide con C.F. de la tabla anterior

para n = 10.
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e Ejercicio 17.- Deseamos obtener un capital final de 3.024 € en 4 im-
posiciones polinémicas. Determinar las cuantias de las imposiciones y
realizar una tabla con las cuantias (a;), el montante al comenzar el
periodo (C.1I.), y al finalizar el periodo (C.F.). en los siguientes casos:

1. Si el interés es del 5%, serd k = 1’05, C,, = 3.024 , n =4
Para calcular A aplicamos C,, = An? — A = 189

Siendo,

(k —1)a?

oy =A|— 2

+2x -1
Sustituyendo obtenemos la siguiente grafica:

ay = —922 + 378z — 189

1200 o
1000
800
600

400

200

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
X

y tendremos la siguiente tabla:

P o, CI. CF P «, CI C.F.
1 180 180 189 3 864 1620 1701
2 531 720 756 4 1179 2880 3024
2. Si el interés es del 8% serd k=108, C, =3.024, n =14
Para calcular A aplicamos C,, = An? — A = 189

Siendo,

(k —1)a?

ap = A |- ) P
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Sustituyendo obtenemos la siguiente grafica:

oz = —142? 4 3787 — 189

1200
1000
800
600

400

200

1 1.5 2 25(5 3 3.5 4
y tendremos la siguiente tabla:
P o CI. CF. P « Cl CPF

1 175 175 189 3 819 1575 1701
2 511 700 756 4 1099 2800 3024

175

e Ejercicio 18.- Deseamos obtener un montante de 46.200 € en n anos,
con tal de realizar imposiciones anuales prepagables variables segiin
un polinomio céncavo y simétrico. El interés es del 10% anual. De-
terminar los periodos, las cuantias de las imposiciones, y realizar una
tabla con las cuantias (o), el montante al comenzar el periodo (C.I.),

y al finalizar el periodo (C.F.).

Para establecer la simetria hacemos n = o1 20 periodos.

Siendo, k = 1'1, C,, = 46.200
Para calcular el valor de A aplicamos:

Cn = gkn(n—k 1) — A =200

Con,
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Ay =

2|

[—(k — Da? 4+ (1 + k)]
Sustituyendo obtenemos la siguiente gréfica:
oy = —1022 + 210z
1200
1000 o o
800 g o
600

4007 o o

200 2 4 6 8 1()X 12 14 16 18 20

Obteniéndose la siguiente tabla®”:

P o CI. CF. P o C(CI. CF
1200 200 220 11 1100 13200 14520
2 380 600 660 12 1080 15600 17160
3 540 1200 1320 13 1040 18200 20020
4 680 2000 2200 14 980 21000 23100
5 800 3000 3300 15 900 24000 26400
6 900 4200 4620 16 800 27200 29920
7 980 5600 6160 17 680 30500 33660
8 1040 7200 7920 18 540 34200 37620
9 1080 9000 9900 19 380 38000 41800
10 1100 11000 12100 20 200 42000 46200

e Ejercicio 19.- Veamos el mismo caso pero con imposiciones prepagables
de variacién polinémica céncava creciente, siendo c; = 100 €y el in-

k
terés I = 8% (serd k = 1'08), en n < I 13’5 periodos. De-

terminar las cuantias de las imposiciones y realizar una tabla con las
cuantias (o), el montante al comenzar el periodo (C.1.), y al finalizar
el periodo (C.F.).

’TEn la cual podemos observar que: ”todas las cantidades son enteras”
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Tomaremos n = 13 periodos y las imposiciones vendrdn dadas por:

ap = A [—(k —1)2® + 2kz — k|

Para A = a3 = 100 , obtenemos la grafica:

ay = —8x2 + 216z — 108

1400

1200

1000

800

600

400

200

0

2

4

6
X

8

10

12

Para calcular el montante final tenemos:

13
Cp= S (—822 + 216z — 108)1.0827-% = 100 - 1.08 - 132 = 18.252 €

=1

Obteniéndose la siguiente tabla®®:

P

N O U W N

Ay
100
292
468
628
772
900
1012

C.I.
100
400
900
1600

2500
3600
4900

C.F.
108
432
972
1728
2700
3888
5292

P
8

9

10
11
12
13

Qg
1108
1188
1252
1300
1332
1348

C.I.
6400
8100
10000
12100
14400
16900

C.F.
6912
8748
10800
13068
15552
18252
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e Ejercicio 20.- Deseamos realizar unas imposiciones prepagables con
variacion polinémica céncava y decreciente, y disponemos de un interés
del 5%, con el fin de obtener un capital final de 134.505 €, en 21
periodos. Determinar las cuantias de las imposiciones y realizar una
tabla con las cuantias (o), el montante al comenzar el periodo (C.1.)
y al finalizar el periodo (C.F.).

8 En la cual podemos observar que: ”todas las cantidades son enteras”
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Siendo:

k 1’05 k+1
n=-——= :21,n<1+k+1

_ —20/63 — ap > 0
E—1 005 0 2

Empecemos calculando la iltima aportacién A, mediante:
Cn=An[(k—1)n+2],134.505 = A-21-305 - A = 2.100

Con:

— | 2?2+ 3k -
B k (k —1)2

Sustituyendo obtenemos la grafica:

ay = —5z? + 102 4+ 4095

4000 oo
3500 o
3000 o

2500 o

2000 2 4 6 8 10 X12 14 16 18 20

Obteniéndose la siguiente tabla®?:

% En la cual podemos observar que: "todas las cantidades son enteras”
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CIlI. CF. P a, C.I. C.F.

4100 4100 4305 12 3495 62400 65520
4095 8400 8820 13 3380 68900 72345
4080 12900 13545 14 3255 75600 79380
4055 17600 18480 15 3120 82500 86625
4020 22500 23625 16 2975 89600 94080
3975 27600 28980 17 2820 96900 101745
3920 32900 34545 18 2655 104400 109620
3855 38400 40320 19 2480 112100 117705
3780 44100 46305 20 2295 120000 126000
3695 50000 52500 21 2100 128100 134505
3600 56100 58905

Q
8

— =
o ©00 N Ok WY

e Ejercicio 21.- Deseamos realizar unas imposiciones prepagables con
variacién polinémica céncava y decreciente, y disponemos de un interés
del 5%, para capitalizar 138.915 €, en 21 periodos. Determinar las
cuantias de las imposiciones y realizar una tabla con las cuantias (ay),
el montante al comenzar el periodo (C.I.) y al finalizar el periodo
(C.F.).

Vk + k2
k—1
Empezaremos calculando el valor de A, aplicando:

Vemos que n = 21 < =29'34 — a; >0

Cp = Akn[n(k — 1) + 2k], 138.915 = 22/05A(1'05 4+ 2'1) — A = 2.000

Con,

ag = A[—(1—k)*2® + k + k]

Sustituyendo obtenemos la gréfica:

ay = —5bx? + 4305
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4400
4200 o og

4000 o

3800 0

3600 g

3400 o
3200 o
3000
2800
2600
2400
2200

2 4 6 8 10 N 12 14 16 18 20

Obteniéndose la siguiente tabla®:

P o, CI.CF. P a C.I. C.F.

4300 4300 4515 12 3585 64800 68040
4285 8800 9240 13 3460 71500 75075
4260 13500 14175 14 3325 78400 82320
4225 18400 19320 15 3180 85500 89775
4180 23500 24675 16 3025 12800 97440
4125 28800 30240 17 2860 100300 105315
4060 34300 36015 18 2685 108000 113400
3985 40000 42000 19 2500 115900 121695
3900 45900 48195 20 2305 124000 130200
3805 52000 54600 21 2100 132300 138915
3700 58300 61215

© 00 ~J O U i W N~

—_
= O

e Ejercicio 22.- Deseamos realizar 11 imposiciones periédicas prepagables
con cuantias variables segin una funcién polinémica convexa, de valor
inicial 1.000 €, y de diferencia méxima 100 €, y disponemos de un
interés del 5%. Determinar las cuantias de las imposiciones y realizar
una tabla con las cuantias (ay), el montante al comenzar el periodo
(C.1.) y al finalizar el periodo (C.F.).

Solucién: El montante total se obtiene aplicando la férmula

Ak 4Bk?
S 1) - 2
I ( ) (n—1)213
Para A =1.000, B=100, n =11, k = 1’05, se obtiene:

Cp = 14917'127 — 889'526 = 14027 600

Cp = [24nl + (nI — 2k)E"]

%0En la cual podemos observar que: ”todas las cantidades son enteras”
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Con,

4B

m [+$2 — (Tb-l- 1)$+TL]

ap = A+

Sustituyendo obtenemos la gréfica:

ay = 42?2 — 48z + 1044

1020
1000 0
980
o o
960
940 o o
920 o o
o o
900 0
880 2 4 [ 8 10
X

Obteniéndose la siguiente tabla:

oy C.I. C.F.
1000 1000 1050

oy C.I. C.F.
904 7614’189  7994'899
964 2014 2114700 916 8910'899  9356'444
936  3050'700 3203235 936 10292'444 10807'066
916 4119235 4325197 10 964 11771'066 12359'619
904 5229'197 5490'657 11 1000 13359'619 14027'600
900 6390'657 6710'189

© oo '

o Tk W o~ T

e Ejercicio 23.- Supongamos el mismo ejemplo anterior. Deseamos
obtener un capital mediante 11 imposiciones periédicas prepagables
con cuantias variables segiin una funcién polinémica convexa y decre-
ciente de aportacién inicial 1.000 €, y de diferencia maxima 100 €,
y disponemos de un interés del 5%. Determinar las cuantias de las
imposiciones y realizar una tabla con las cuantias («y), el montante al
comenzar el periodo (C.1.) y al finalizar el periodo (C.F.).

Empezaremos calculando el montante total mediante:
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B Bk—1)B  ThE —1)
o= A e — 2| ThoT

Bnk
C(k—1)2(n—1)2 [

Para, A =1.000, B=100, n =11, k = 1’05 se obtiene:

%" + (k —1)(2 — n)]

Cp = 1.868-14'917 — 4.620 - 2'971 = 14.021'320

Con,

B

Sustituyendo obtenemos la grafica:

ay = 2 — 222 + 1021

1000
980} ©
960 °
=]
940 5
=]
920 o
o
900 L
880
860
2 4 6 8 10

Obteniéndose la siguiente tabla:

P a C.I. C.F.
1 1000 1000 1050

fo C.1. C.F.
916 7781'652 8170'735
981 2031 2132/550 909 9079'735 9533721
964 3096550 3251'378 904 10437721 10959607
949 4200'378 4410'396 10 901 11860607 12453638
936 5346'396 5613'716 11 900 13353'638 14021'320
925 5538716 6865'652

© 0 1

O UL s W N
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e Ejercicio 24.- Supongamos el mismo ejemplo anterior. Deseamos
obtener un capital mediante 11 imposiciones periédicas prepagables
con cuantias variables segin una funcién polinémica convexa y de-
creciente, de aportacién inicial 900 € y de una final de 1.000 €, y el
interés del 5%. Determinar las cuantias de las imposiciones, y realizar
una tabla con las cuantias (), el montante al comenzar el periodo
(C.1.) y al finalizar el periodo (C.F.).

Empezaremos calculando el montante total, mediante:

Bk‘n+1
(n—1)2(k—1)?

(k—Ek*)(2n —1) -2k
k,n

- 3k — k% — (n? —2n)(k —1)% +

Para A =1.000, B=100, n =11, k = 1’05 obtenemos:

C,, = 14.917'127 — 1.040 669 = 13.876 458

Con,

ay =A— [—x2+2x+n2—2n]

(n—1)?

Sustituyendo obtenemos la gréfica:

ay = 12 — 22+ 901

1000 e
980 °
960
940 a

920 o

880

860
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Obteniéndose la siguiente tabla:

P ay, C.I. C.F. P a, C.I. C.F.

1 900 900 945 7 936  7424'255 7795467
901 1846 1938’3 8 949  8744'467  9181'691
904 2842’3 2984/415 9 964 10145'691 10652'975
909 3893/415 4088086 10 981 11633/975 12215674
916 5004'086 5254/290 11 1000 13215'674 13876'458
925 6179290 6488'255

SO W N

e Ejercicio 25.- Deseamos obtener un capital mediante la imposicién
de cuantias prepagables variables segin una funcién polinémica con-
vexa y simétrica, de aportacién inicial de 2.000 € y que la diferencia
maéxima de las aportaciones no supere los 441 € y el interés del 10%.
Determinar la duracién del plan, las cuantfas de las imposiciones y
realizar una tabla con las cuantias (a;), el montante al comenzar el
periodo (C.I.) y al finalizar el periodo (C.F.).

El nimero de periodos para garantizar la simetria vendrd dada por la
férmula:
22 22 fod
n=-——=—= eriodos.
k—1 o1 P

El capital total vendra dado por:

Ak, . 4Bk(k —1)(n? —n)
Co= W U=y

I
Para A =2.000, B =441, k=11, n = 22, se obtiene:

Cp, = 157086'049 — 20328 = 136758'049

Con,

_4B(k-1)

Az = (k+1)2

[—(k — 1)2® + (3k — 1)z — 2k]
Sustituyendo obtenemos la gréfica:

ay = —4x% — 92z + 2088
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1500 2 4

Obteniéndose la siguiente tabla:

P o«
2000
1920
1848
1784
1728
1680
1640
1608
1584
1568
1560

© 00 O U i W N+

— =
= O

C.I.
2000
4120
6380
8802
114102
14231'22
17294'342
20631'776
24278'954
28274'849
32662334

C.F.
2200
4532
7018
9682’2
12551'22
15654342
19023'776
22694'954
26706'849
31102334
35928568

20

P.
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22

22

Qg
1560
1568
1584
1608
1640
1680
1728
1784
1848
1920
2000

C.I.
37488568
42805424
48669'967
55144'963
62299'460
70209'406
78958346
88638'181
99349'999
111204999
124325'499

185

C.F.
41237424
47085967
53536'963
60659460
68529406
77230'346
86854'181
97501'999

109284'999
122325499
136758049

e Ejercicio 26.- Deseamos obtener un capital mediante la imposicién de
cuantias anuales prepagables variables segin una funcién polinémica
decreciente, con una primera cuantia de 2.890 € y una tltima de 1.200

€, y el interés anual del 8% durante n =

3k—1
2k —2

= 14 periodos.

Determinar las cuantias de las imposiciones y realizar una tabla con las
cuantias (o), el montante al comenzar el periodo (C.1.) y al finalizar
el periodo (C.F.).

Empezaremos calculando el montante final mediante:

_ Ak

Ch, 7

(kn — 1)

_ 4BE(k —1)(n?

—TL)

(k+1)2
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Siendo A = 2.890 , B = 2.890 — 1.200 = 1.690 , &k = 1’08 , n = 14
obtenemos:

Cp, = 75.579'609 — 24.570 = 51.009'609
Con,
4B(k —1)
(k+1)2

Sustituyendo obtenemos la grafica:

= A— [—(k — 1)2* + (3k — 1)z — 2k|

a, = 1022 — 280z + 3160

3000
2800
2600
2400 s

2200 0
2000 °
1800
1600 o

1400 o

1200 0o
2 4 6 8 10 12 14

Obteniéndose la siguiente tabla:

P oy C.I. C.F. P ay C.I. C.F.

1 2890 2820 31217200 8 1560 23739'854 25639'042
2640 5761200 6222096 9 1450 27089'042 29256'166
2410 8632'096 9322'664 10 1360 30616'166 33065'459
2200 11522'664 12444’477 11 1290 34355'459 37102'895
2010 14454'477 15610835 12 1240 38343'895 41411'407
1840 17450'835 18846/902 13 1210 42621407 46031'120
1690 20536'902 22179'854 14 1200 48231'120 51009'609

N O O W N

e Ejercicio 27.- Deseamos obtener un capital en 11 anos, mediante
la imposicién de cuantias prepagables variables segin una funcién
polinémica convexa y creciente, con una cuantia inicial de 2.000 €,
y una final de 2.200 € y el interés anual del 5%. Determinar las cuan-
tias de las imposiciones y realizar una tabla con las cuantias (ay), el
montante al comenzar el periodo (C.1.) y al finalizar el periodo (C.F.).
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Empezaremos calculando los valores de A y B mediante:

B(k —1)? 9 3k — k2
r=A— ———— | — 2
o} 1 x+x+(k_1)2
r = 1 — ag = A — B = 2000 _
{ x 11 « A 185 2.200 } g _ ?gj?)
= —_— = — _— — . = .
H 205
Obteniéndose la graifica:
oz = 2% — 42 + 2.002
2250
2200 o
2150 ’
2100 o
2050 e
s BECEELE
1950 2 4 g 8 10
El montante final lo obtenemos mediante:
Ak(E™ —1) Bk 9
'n = — -1 2
C 7 % [(k—1)n® + 2n]
Para A =3.640, B =1.640, k=105, n = 11 se obtiene:
C,, = 54.298'341 — 23.562 = 30.736'341
Teniendo la siguiente tabla:
P a, C.lI. C.F. P a, C.lI. C.F.
1 2000 2000 2100 7 2072 16476'911 17300'756

2002 4102 4307100 8 2098 19398'756 20368'694
2008 6315'100 6630'855 9 2128 22496'694 236621'529
2018 8648'855 9081'298 10 2162 25783'529 27072705
2032 11113298 11668963 11 2200 29272'705 30736'341
2050 13718963 14404’911

Sy O i W N
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e Ejercicio 28.- Veamos ahora el mismo ejercicio anterior en este caso
simplificado, con aportaciones prepagables variables segiin una funcién
polinémica convexa y simétrica, con una cuantia inicial de 2.000 € y el
interés anual del 10%. Determinar la duracién del plan, las cuantias de
las imposiciones y realizar una tabla con las cuantias (o), el montante
al comenzar el periodo (C.I.) y al finalizar el periodo (C.F.).

El ntimero de periodos para garantizar la simetria vendrd dado por la
férmula:

2
2 2 oy po (k+D)

/
Pl —4(k—1)2<_11025

n fr—y
Tomaremos D = —120
Con,

A , k+1

5 x

Qp = —

Para A =2.000, k =11, D = —120 obtenemos la gréfica:

ay = 2022 — 4202 + 2400

2000 0
1500
1000

500 o o

0 2 4 6 8 1()X 12 14 16 18 20

El montante total se obtiene mediante:

Ak

C”:2+D(k—1)[

DK" — D +n? +n]

Dando,
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Cn = —220(—267'299) = 58.805'999

Teniéndose la siguiente tabla:

P ay, C.I. C.F. P: a, C.I. C.F.

1 2000 2000 2200 11 200 18074801 19882281
2 1640 3840 4224 12 240 20122281 22134'509
3 1320 5544 6098’4 13 320 22454'509 24699'960
4 1040 71384 7852/24 14 440 25139960 27653'956
5 800 865224 9517'464 15 600 28253'956 31079352
6 600 101177464 111292210 16 800 31879'352 35067287
7 440 11569210 12726131 17 1040 36107287 39718016
8 320 13046131 14350745 18 1320 41038'016 45141'817
9 240 14590'745 16049'819 19 1640 46781'817 51459999

200 16249'819 17874’801 20 2000 53459'999 58805'999

—
)

e Ejercicio 29.- Veamos el mismo caso anterior, pero con unas imposi-
ciones prepagables con variacién polinémica céncava decreciente, sien-
do la primera cuantia de 2.000 € y el interés del 10%. Determinar la
duracién del plan, las cuantias de las imposiciones y realizar una tabla
con las cuantias (o), el montante al comenzar el periodo (C.I.) y al
finalizar el periodo (C.F.).

k+1 2'1
La duracién del plan vendrd dada por z < ﬁ =02 = 10’5
1 2
Tomamos z =10 — D < —M < —110’5 hacemos D = —120
4(k —1)2
Con,
A k+1
2 D -
E—1 +

Para A =2.000, k=11, D = —120 obtenemos la gréfica:

ay = 2022 — 420x + 2400
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2000

1500

1000

500

0 2

El montante total lo obtenemos mediante:

Cp =

4

Ak [Dk™ — D +n? 4 n]

2+ D(k—1)

Teniéndose la siguiente tabla:

P a,

1 2000
2 1640
3 1320
4 1040
5

800 865224 9517464

C.I.
2000
3840
5544
7138’4

C.F.

2200

4224
6098’4
7852/24

= —220(—81'249) = 17.874'801

P
6
7
8
9

10

o
600
440
320
240
200

C.I.
10117'464
11569210
13046'131
14590'745
16249819

C.F.
111292210
12726'131
14350'745
16049'819
17874801

e Ejercicio 30.- Deseamos obtener un capital mediante imposiciones
prepagables variables segiin una funcién polinémica céncava creciente
con una imposicioén inicial de 100 € y un interés del 8% por lo que

la realizaremos en 13 imposiciones.

Determinar las cuantias de las

imposiciones y realizar una tabla con las cuantias (a ), el montante al
comenzar el periodo (C.1.) y al finalizar el periodo (C.F.).

Determinemos el valor de A, para z =1, a; = 100, k = 108

Siendo:

_ 4A(k - 1)2 [

k2 —2k+5

Sustituyendo obtenemos la grafica:

k

2

_9 _v
T 3:+k_1

}—>A:1252
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ay = 822 — 162 + 108

o
1200
o
1000
o
800 5
600 o
o
400 o
o
o
200 o
o o
0 2 4 6 8 10 12

El montante total se obtiene:

4 Ak 2k(1 — k™)
Cp=-———|1-kn?>-2 ——2 | =9.328'285
ey | L
Teniéndose la siguiente tabla:
P a, C.lI. C.F. P a, C.lI. C.F.
100 100 108 8 492 2318'895 2504'406

108 216 232280 9 612 3116’406 3365719
132 365280 394’502 10 748 4113719 4442'816
172 566’502 611’823 11 900 5342'816 5770'241
228 839/823 907008 12 1068 6838241 7385'301
300 1207008 1302'569 13 1252 8637301 9328285
388 1691569 1826895

N OO W N
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Capitulo 5

PLANES ESPECIALES DE
AHORRO

5.1 Introduccién y descripcién del capitulo

Continuando con las aplicaciones financieras, estableceremos en este capitu-
lo unos planes especiales de ahorro para poder ver asi, la gran versatilidad
de la férmula general (F'1S), que tan exhaustivamente hemos aplicado an-
teriormente, para el cdlculo del valor final de rentas.

El plan de ahorro con carencia que establecemos se basa en la idea de
un ahorro a largo plazo, podriamos decir el de toda una vida laboral, en la
que consideramos tres etapas: en la primera los ahorros van disminuyendo
ya que aumentan los gastos de la unidad familiar, en la segunda etapa los
gastos se disparan por la adquisicién de la vivienda u otro gasto importante
que antes no tenfan, siendo una etapa de carencia sin poder ahorrar, y en
la tercera etapa en la que estd mads cerca la jubilacién se debe realizar un
esfuerzo, para ir aumentando poco a poco las cuantias dedicadas al ahorro.

El plan de ahorro con reintegro, tiene el mismo fundamento que el an-
terior con carencia, ya que también se realiza en tres etapas, pero si en la
segunda etapa deciden comprar una vivienda jporqué no disponer de parte
del capital ahorrado para adquirirla 7, y esto nos conduce a estudiar el caso
en que durante la segunda etapa se produzcan reintegros, sin que en ningin
momento el saldo actual del plan sea negativo.

En el cdlculo del capital final de un ahorro en régimen financiero de
interés compuesto, observamos que la férmula final obtenida es del tipo
exponencial, pero dada la particularidad de la férmula (F'1S) que nosotros
aplicamos para el cdlculo del valor final, deducimos la funcién en que tienen

193
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que variar las imposiciones del ahorro, para que el valor final acumulado sea
una funcién polinémica de segundo grado y no una exponencial.

También realizamos un plan de ahorro de prima tnica, como si se tratase
de una herencia o la venta de una propiedad cuya cuantia la ingresamos en
el banco, para luego reintegrarla mediante cuantias polinémicas hasta su
cancelacién.

Por dltimo consideramos un plan de ahorro, en el que primero realizamos
imposiciones, para luego efectuar los reintegros y poder disfrutar del capital
ahorrado, como si se tratase de un plan de jubilacién, también con cuantias
variables segin una funcién polinémica.

5.2 Plan de ahorro con carencia

Consideremos un plan de ahorro adaptado a una pareja joven a un término
de n afios y lo distribuimos en tres etapas de la misma duracién 2, la primera
con aportaciones decrecientes, luego la segunda etapa que suele ser la de més
gastos por lo que serd de carencia, para luego en la tercera etapa continuar
con las aportaciones que serdn crecientes.

Trataremos las aportaciones prepagables en forma polinémica de segundo
grado y simétrica, siendo la tltima aportacién de la primera etapa decre-
ciente la correspondiente al periodo g , la segunda etapa que es de carencia

) . n -+ . 2n .
empezars en el periodo y concluird en el 5 la tercera etapa creciente

. . 2n+3 . 1
comenzaré en el periodo —3 y concluird en el n-.

1Si por ejemplo tenemos un plan de 12 periodos, tendra la etapa de x = 5 hasta z = 8
de carencia que graficamente vendria representado por:
ay =22 — 13z + 40

40

30

20
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La expresion general de las cuantias la obtenemos haciendo que el poli-

2
nomio de segundo grado se anule en ;_ 3,y en ?n :
2 2n?
ay = A [x_n;?)] [x—?n] —A[mQ—(n+1)x+—n ;an

Dado que esta funcién no tiene implementado el periodo de carencia
denominaremos:

C, al montante al finalizar los n periodos con todas las aportaciones,
tanto positivas como negativas.

Cp al montante al finalizar los n periodos pero considerando tinicamente
las aportaciones de la primera etapa.

C. al montante al finalizar los n periodos pero considerando tinicamente
las aportaciones de las dos primeras etapas.

Por lo que, si denominamos C, al montante obtenido al finalizar los n
periodos con todas las aportaciones (siendo las de la segunda etapa nulas ya
que es de carencia), tendremos:

Cpn=Co+Cp—C,

Para calcular C, tenemos:

n n
C — Za ptl-e _ pntl Z%
a — X -
km

Aplicamos (F'15).

2 2
Paraa=1,b=—-(n+1) , c:%&l se obtiene:
2n%—3n kn 2k
LA > LA — + e
_ n+l | k+k2  E(ntl)  2n(nd3) 9 1-k " (1-k)?
Co = Ak 0=k® ~ =R 90k T 1= Rk

Ya que la constante E de la férmula (F'15) serd la misma para las tres
expresiones que tenemos que calcular, por comodidad de expresién y para
simplificar la denominaremos E; , siendo?:

?Donde,

= — T _k(n+1) 2n(n+3)
YT O-kP (1—k)Z 91—k
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2n? — 3n B kn n 2k
9 1—k  (1—k)?
(1 —k)kn

Ca = Ak‘n+1 E1 —+

Para calcular Cp tenemos:

1— 1 Qg
Cb = Ay k‘n+ z kn+ ﬁ

N
e

=1 =1

Aplicamos (F'15).

2
Paraa=1,b=—(n+1) , c:Mseobtiene:
ﬁ—i- 2k
Cb:AknJrl E, + 3 (l_lfl)
(1—Fk)2ks

Para calcular C,. tenemos:

2n 2n

3 3
Cc — E axkn+17m — knJrl § :%
kx

=1 z=1

Aplicamos (F'1S).

2
Paraa=1,b=—-(n+1), C:M

se obtiene:

nk 2k

BT

C, = A" | By + —
(1—k)2k=

Siendo: ,
Ale? =+ Do+ 22E] = 0 e 13 [U) 252 0)
n+3 2n

0 - T € (2552, %]

Oy =
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Con el valor total?:

2n2—3n nk 2k n 2k nk 2k

S it e — 0t =

C., = Akn+1 By + 9 1-k (1-k) + 3 1—kn o 3 1-k
n ! 1 - k)k" (1—k)2K% (1 - k)2

5.3 Plan de ahorro con reintegro

Supongamos ahora el mismo concepto de ahorro del plan anterior, pero
la segunda etapa, que era de carencia, ahora la utilizaremos para hacer
reintegros y, asi, poder afrontar los gastos en la fase més dificil pero siempre
teniendo en cuenta que nuestro saldo sea positivo.

5.3.1 En tres etapas iguales

Consideraremos que n sea multiplo de tres®*.
Siendo la misma expresion de las cuantias:

2n? + 6n

az =A|z? —(n+ 1D+ 5

El montante total C,, coincide con el calculado en el apartado anterior y
que hemos denominado C, por lo que:

3Podemos ver una aplicacién numérica en el ejercicio 1 del Anexo de este capitulo.
4Con lo que una posible representacién grafica para: A =9, n = 12 serfa:
az = 9z° — 117z + 338

200
1507 4 o
100

50

-50
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2n29—3n _ 1k:_nk +( 212)2
— n+l1 | _k+k2  k(n+l)  2n(n+3) — 1—
Cn = Ak (1-k)*  (1-k)? 9(1—Fk) + (1 —k)kn

Para que el saldo sea siempre positivo, es necesario que lo sea después

n
del tdltimo reintegro, o sea en el reintegro 5 y llamemos C), a ese montante:

Aplicamos (F'15).
2n(n + 3)

Paraa=1,b=-n—-1, c= 5 ,

n .
n — 3 se obtiene:

_kn 2k
C, = Afn+l | _kdk? k(n+l)  2n(n+3) 3 1—21; >0
(1—Fk)2kS

1-k)3  (1—k)2 9(1—k)

Para C}, > 0 tendremos:

k+k  k(n+1) 2n(n+3)

kn | 2k
- T > L
R N e

Que podemos expresar’:

3nk(k — 1) + 18k

2n

k3

2n2(k — 1)% — 3n(k — 1)(k + 2) + 18k >

5.3.2 En tres etapas desiguales

Partimos de la expresién de las imposiciones determinada anteriormente en
la que:

alzan:A,amm:A—B

Con,

®Si multiplicamos ambos términos por 9(k — 1)* > 0 y simplificamos.

La igualdad se cumple para k = 1, y para n = 5 que puede servir de base para un
posterior estudio.

Podemos ver una aplicacién numeérica en el ejercicio 2 del Anexo de este capitulo.
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4B
(% :A—Fm [x2—(n+1)x+n]
Veamos la relacién que debe existir entre A y B, siendo:
n+1 2n + 2
ar=0,enr=——yenz = o
1
Para®, z = nt tenemos:
0 4B 94
(8% fry e pry
‘ (n—1)2  2n2—5n+2
Con,
9A 9
ay =A+ ST —— (2% — (n+ 1)z + n]
Siendo”:
A 1)2
amin:A_B:_ (n+ )

4(2n% — bn + 2)

Veamos la condicién para que el proceso sea viable, o sea que en ningin
momento tengamos un capital deudor:

%Por tratarse de una funcién polinémica simétrica en z = nTH, basta considerar sélo
uno de los dos puntos.

"Una representacién grafica para: A =3, n =5 sera:

ay =x? —6z+8

4

3 o
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Al terminar la segunda fase deberd ser Cy > 0.

2n—1

3
2n+2
Co=) azk s ">0
=1

Aplicando (F'1S) y simplificando, obtenemos:

2n+42 9Ak2n;2 nk—Qk—n-ﬁ-%
Ak~ 3 3kT3

— _ >
C2= 77 2n2 —5n+ 2)(k — 1)3 20

Operando,

2+4k+nk —n < (2n? —5n +2)(k —1)2

— (nk — 2k —
T 9 ke
Obteniéndose la condicién:
k‘2n3_1 S 3(2+4k‘+nk‘—n)

~ (n—2)k(2nk —k —4n—7) +2(n + 1)?

Cilculo del capital:

Cn = i amkn+1_x = kn+1 Z %

=1 z=1
n 94 nox?—(n+1l)z+n
Cn — kn+1 %
LZ_:l T st 2 w; K

Aplicando (F'1S) y simplificando, obtenemos:

Ak 9Ak?
= —(k"—1) - 24 nl + (nl — 2k)k™!
Cn = (K" =1) (2n2—5n+2)13[+n +n ke
Con®,
94 )
az:A+2n2_—5n+2[Z’ —(n—i—l)x—i—n]

8Podemos ver una aplicacién numérica en el ejercicio 3 del Anexo de este capitulo.
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5.4 Plan de ahorro jno exponencial!

Para que el montante total C,, no sea exponencial simplificaremos el suma-
torio como venimos haciendo anteriormente estudiando las condiciones para
que se anule la constante E de la férmula (F'15).

(k+k)a kb ¢
E=- - =0
%7 (=2 1—F

1. Tomemos en primer lugar la expresiéon obtenida anteriormente en la
que a1 = oy = Ay amin = A — B, siendo:

4B )
ax:A—i-m[er —(n—i—l)x—i—n]:
4B 9 A(n —1)?
- _ 1 el S
1) +z*—(n+ 1)z +n+ 15
A(n —1)?
Paraa=1,b=—(n+1), c:n—i—M, se obtiene?:

4B

A(n —1)?

e 1-k2+n-2)(1-k)+2=0

Al ser una ecuacién de segundo grado en 1 — k seré:

— 1\2
—(n—2):t\/n2+4—4n—w
1—k=
2A(n —1)2
4B

Observamos que, por ser A y B positivos el discriminante, serd siempre
menor que (71—2)2 y, para simplificar, veamos el caso general en funcién
del pardmetro t¢.

L n—2\?
Discriminante = ,con, t > 1.
Sustituyendo en:
2
po (ke kb ¢ _,

1—k3?® " (1—k2 1-k
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Oteniéndose:

4t

k_lz(n—2)(t+l)

20tk +t+k—1)

(k—=1)(t+1)
Si tenemos en cuenta que:
4t
SN ()

Nos queda:

2A(n — 1)2 _ o 16(t—1)

B (k—1)2(t+1)

Siendo,

4B Ak—121t+1)

(n—1)2 2(t — 1)
También tenemos:
3kt+t+3k—3
1 =
Y (P} TR

Sustituyendo en «; y simplificando.
o = SE (£ 4+ 1) (k = 1)2? — (3kt + 1 + 3k — 3) + L]

Para calcular el capital total tenemos:

n
Cn=Y agk™ti—e
r=1
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Aplicamos (F'15).

Co = AL [12 (6 + 1) In? — (3ht + 1+ 3D)n + LAY

+(k — k) (=2(t + 1)In — (t + 1) + 3kt +t + 31) + (t + 1)12k |

Para simplificar,!’ multiplicamos fuera del corchete por —nlI? y dentro
del corchete dividimos por —nI? y para facilitar el célculo comenzare-
mos por el término de n? :

W — (k- 1)(t+ )n

Los términos de n seran:

—I?(3kt +t+3)n —2(k — k2)(t +1)In

— =kt+t+k—3

y los términos que no contienen n se anulan'!.

Quedando al final:

Akn
Cp = 1) [—(k—1D(t+Dn+kt+t+k—3

En resumen tenemos!?:

Akn

AT

[(E—1)(t+1)(1—mn)+2(t—1)]

0Merece la pena observar como la complejidad de la expresién inicial:C, =
stk [12 (£ 4+ 1)In? = (3kt + ¢ + 31)n + 2EL2E=0) 4

+(k — E*)(—=2(t + 1)In — (t + 1)] + 3kt + ¢+ 3I) + (t + 1)12k |

Se convierte en una expresién sencilla:

A

Cn = Tlinl)[—(k—l)(t+1)n+kt+t+k—3]
VP2 (222K k) (] — ) (— (¢ + 1)T + 3kt + ¢ 4+ 31) + (£ + 1) 12k =
= I [2tk? + 2k* — 4k — k(2kt + 2t + 2k — 2) + (t + 1)2k] =0
12T,a férmula general sélo es viable para C, > 0 o sea para:

kt+t+k—-3 4 1

< _
S0+ S ntk+r1-nk

n



204

CAPITULO 5. PLANES ESPECIALES DE AHORRO

Con'3,
o = 0 (¢ + 1) (k — 1) — (3kt + 1t + 3k — 3)a + —2““2;2_’“12*4’“]

Esta expresion queda particularmente sencilla para t = 3.

C = Akn[—(k — 1)n + k]

Con,

2k2 — k
E—1

ay = Ak —1) [ (k= 1)z% — 3kz +

Esta situacién puede resultar interesante, para realizar un plan de
ahorro en el cual vamos haciendo imposiciones para obtener un capital,
y una vez llegado el momento, reintegrar cantidades periédicamente
hasta agotar el montante que habiamos acumulado, y tanto los ingresos
como los reintegros los realizamos segin una funcién polinémica'?.
Sea la expresiéon obtenida anteriormente con oy = A, a, = A — B
y la tdnica condicién que tendremos es que C, > 0 para no estar en
descubierto.

B

BT

[—m2 +2nx+1— 2n]

Que puede expresarse:

B 9 (n—1)2A
= ——= —2nr—1+2 —_—
o 1) T nx + 2n + B
A 2
Paraa=1,b=-2n,yc=2n—-1+ (nB ) obtenemos!®:
A(n —1)?
kK2 2nk(1— k) —(2n—1+ (”B - k2 =0

13Observemos que cumple: a; = A.

"Podemos ver dos aplicaciones numéricas en los ejercicios 4 y 5 del Anexo de este
capitulo.

5 Sustituyendo en:

po_{

2
k+k)a+ kb ¢ — 0
(1-k)3  (1-k2 1-k
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Simplificando obtenemos un polinomio en (1 — k).

é(”—1)2(1—k)2+(2n—3)(1—k)+2:0

B
De solucién:
A(n —1)2
3—2ni\/4n2+9—12n—%
1—k=
2A(n — 1)?
B
Podemos hacer!®:
A(n —1)?
% =4n? —12n
Con lo que obtenemos:
2 n+2 2
l—-k=——>k= =
n n T E—1
Sustituyendo el valor de n en la oy, se obtiene:
Ak —1) 9 k(3 —k)
= -/ — 2?2 -4 S S
Qg Y [(k: )z T+ —— .

Siendo:

n
Co= gk
z=1

Aplicando (F'1S).

Paraa=k—-1,b=-4, c= k(l:)%l se obtiene!:
Akn
n = 22—-k)—(k—1
Cn= g5 22 -k) = (k= 1)nJ
) .. ) 2 — 4+ k% -3k
Las imposiciones serdn para = < 1
2 —V4+ k2 -3k
Los reintegros serdn para + 3 <z<

k-1

'S También pueden probarse otras soluciones.
17Ya que se anula la constante.

Valida para C,, > 0 - n < 2(]€2__1k)

)

22— k
k—1
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Podemos ver una aplicacién numérica en el ejercicio 6 del Anexo de este capitulo.
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5.5 Plan de ahorro de prima tinica

Consideremos un plan de ahorro de prima tnica Cj, capitalizada al principio
del primer periodo, y los reintegros del plan los queremos realizar segiin una
funcién polinémica de segundo grado de concavidad negativa y creciente,
hasta la cancelacién total del capital.

El capital inicial deberd ser:

n 0
Co = T

r=1

Para su cdlculo utilizaremos la expresién maés sencilla correspondiente

als:

oy = A (k- a? + 2kx — k]

Creciente hasta © = - siendo:

Donde!?,

5.6 Plan de ahorro, n imposiciones y m reintegros

Deseamos realizar un plan de ahorro con n periodos impositivos prepagables,
para que luego podamos disponer del montante total en m reintegros, que
realizaremos al finalizar cada periodo. Todas las cuantias las realizaremos
seglin una funcién polinémica creciente de concavidad negativa, por lo que
considerando las imposiciones de forma que el montante total nos quede en
su expresiéon mds sencilla como vimos anteriormente, tenemos:

'8 Obtenida anteriormente en la seccién Simplificacién del sumatorio total del capitulo
cuarto.
19Podemos ver una aplicacién numeérica en el ejercicio 7 del Anexo de este capitulo.
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ay =A [—(k—l)x2+2kx—k] — Oy, = Akn?

Anglogamente los reintegros seran:

B 2
B, =Al-(k- a? 4 2kx — k] — Cm = —I;Z
Como ambos montantes deben ser iguales?’:

Bm?

o — AE™Hn? = Bm?

Akn? =

5.7 Anexo

e Ejercicio 1.- Deseamos realizar un plan de ahorro con 42 imposiciones
en tres etapas de la misma duracién con aportaciones polinémicas
prepagables y simétricas, siendo la segunda etapa de carencia. Si el
interés es del 5%, y la primera aportacion es de 378 €, determinar las
cuantias de las imposiciones y realizar una tabla con las cuantias (),
el montante al comenzar el periodo (C.I.), y al finalizar el periodo

(C.F.).

Empezaremos calculando el valor de la constante A de la férmula:

2n? + 6n
9

az =A |22 — (n+ Dz +
Paraz=1, a; =318 — A=1

Siendo la representacién gréfica de las cuantias:

ay = 12 — 432 + 420

20Podemos ver una aplicacién numérica en el ejercicio 8 del Anexo de este capitulo.
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400
o
o o
3007 ° v
o o
o o
200 o o
o o
a o
o o
100 o o
o o
o o
o o
o o
0 10 20 30 40

El montante final lo obtenemos aplicando la férmula:

2n2 —3n

Cp = A" | By + —

_.nk_ 2k k k k

1k " (k)2 R . o+
n

(I=R)R™ (1-k)2k%  (1—k)2k3

Para A =1, k=105, n = 42 obtenemos:

C,, = 105 . 2277'498529 = 18560/85445 €

Teniendo la siguiente tabla:
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P ooy C.I. C.F. P ooy C.I. C.F.

1 378 378 396’900 22 0 5567470 5845'844

2 338 734900 771’645 23 0  5845'844  6138'136

3 300 1071'645 1125227 24 0  6138'136 6445043

4 264 1389'227 1458689 25 0 6445043 6767295

5 230 1688'689 1773123 26 0 6767295 7105659

6 198 1971'123 2069679 27 0  7105'659  7460'942

7 168 2237679 2349'563 28 0  7460'942  7833'989

8 140 2489'563 2614041 29 14 7847989  8240'389

9 114 2728'041 2864’443 30 30 8270389 88683'908
10 90 2954'443 3102166 31 48 8731'908 9168'504

11 68 3170'166 3328'674 32 68 9236504 9698329

12 48 3376'674 3545508 33 90 9788/329 10277745
13 30 3575'508 3754'283 34 114 10391745 10911333
14 14 3768283 3956'697 35 140 11051’333 11603'899
15 0 3956'697 4154’532 36 168 11771'899 12360494
16 0 4154'532 4362258 37 198 12558494 13186419
17 0 4362'258 4580'371 38 230 13416419 14087240
18 0 4580/371 4809390 39 264 14351240 15068802
19 0 4809'390 5049'859 40 300 15368802 16137242
20 0 5049'859 5302352 41 338 16475242 17299004
21 0 5302352 5567470 42 378 17677004 18560'854

e Ejercicio 2.- Deseamos realizar un plan de ahorro con 42 imposiciones
en tres etapas de la misma duraciéon con aportaciones polinémicas
prepagables y simétricas, siendo la segunda etapa de reintegros. Si el
interés es del 5%, y la primera aportacion es de 378 €, determinar las
cuantias de las imposiciones y realizar una tabla con las cuantias (o),
el montante al comenzar el periodo (C.I.), y al finalizar el periodo

(C.F.).

Por ser el mismo caso anterior tenemos:

ay = 22 — 43x + 420
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400 o
0 DDD DDD
200
100 DDDD DDDD
0 10 - 79520 oa0®" D3D0 40

Veamos primero si es viable y cumple que:

kn 2k

k+k  kn+l) 2n(n+3) ER )
(1—]{:)3 (1—k)2 9(1—k) — (1—k)2k%n

Cp>0— —

Para k=105, n =42, — 7.560 > 5.785'524 cumple.

El montante final lo obtenemos aplicando:

2n2—3n _k_n+ 2k
C, = Aknt! _ _k+k? k(n+1) 2n(n+3)+ 9 1—k ' (1-k)2

(1—k)3 — [—k)p2 9(1—k) (1— k)kn

Para A=1, k=105, n = 42 obtenemos:

C,, = 105%3(7.560 — 5.411'264) = 17.511'483 €

Teniendo la siguiente tabla:
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© 00~ U W~

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

Uy
378
338
300
264
230
198
168
140
114
90
68
48
30
14
0
—12
—22
-30
—-36
—40
—42

C.I.
378
734’900
1071'645
1389227
1688'689
1971'123
2237679
2489563
2728'041
2954'443
3170'166
3376'674
3575508
3768283
3956'697
4142532
4327'658
4514041
4703743
4898031
5101'877

C.F.
396’900
771645
1125'227
1458'689
1773'123
2069679
2349563
2614'041
2864'443
3102166
3328'674
3545508
3754'283
3956'697
4154'532
4349'658
4544041
4739'743
4938931
5143877
5356'071

P o,
22 —42
23 —40
24 —36
25 —30
26 —22
27 —12
28 0
29 14
30 30
31 48
32 68
33 90
34 114
35 140
36 168
37 198
38 230
39 264
40 300
41 338
42 378

C.I.
5314’971
5540720
5781756
6040'843
6320'886
6624'930
6956'176
7317986
7713885
8147579
8622'958
9144’106
9715'311
10341'077
11026'131
11775'437
12594209
13487'920
14462'316
15523'431
16677'603

C.F.
5580'720
5817756
6070843
6342'886
6636930
6956'176
7303'986
7683'885
8099'579
8554’958
9054'106
9601'311
10201'077
10858'131
11577'437
12364209
13223920
14162'316
15185431
16299'603
17511483
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e Ejercicio 3.- Deseamos hacer un plan de ahorro con 11 imposiciones
anticipadas, con un interés del 5% y, con aportaciones polinémicas
simétricas de convexidad positiva en tres etapas, de forma que la se-
gunda sea de reintegros, siendo el valor de la primera imposicién de
420 €. Determinar las cuantias de las imposiciones y realizar una
tabla con las cuantias (o), el montante al comenzar el periodo (C.I.),
y al finalizar el periodo (C.F.).

Veamos si cumple la condicion:

k

2n —1
3

3(2 + 4k + nk — n)

2n —1
ko3

= 105" = 1'407

= = 2k@nk —k—dn—T) +2(n+ 1)°

Calculemos ambos términos por separado.
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3(2 + 4k + nk — n)

= 1'404
(n—2)k(2nk —k —4n —7) +2(n+1)2

Por ser 1’407 > 1’404 cumple.

Las imposiciones y los reintegros vendrdan dadas por:

94

T
Q=AY 510

(2% — (n+ L)z +n]
Con, a1 = A =420, n =11 teniendo la grifica:

ay = 2022 — 240z + 640

500
400
300
200

100 v 0

0 2 4 6 8 10

-100

Fl capital total lo calcularemos mediante:

Ak 9AK?

Cn = (K" =1) = (2n2 — bn + 2)I3 [

2 +nl + (nI — 2k)k" ']

Al sustituir se obtiene:

Crn, = 6.265'193 — 4.447'631 = 1817'562 €

y tendremos la siguiente tabla:
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P a, C.I. CF. P o C.1. C.F.

1 420 420 441 7 —60 780’548 819’576
2 240 681 715050 8 0  819'576 860’555
3 100 815’05 855’803 9 100 960’555 1008'582
4 0 855803 898593 10 240 1248582 1311'011
5 —60 838593 880'522 11 420 1731'011 1817'562
6 —80 800522 840548

213

e Ejercicio 4.- Disponemos de un interés del 5%, y deseamos realizar un
plan de 21 imposiciones, con una inicial de 1.200 €y que al finalizar
el plan, el montante total sea nulo. Determinar las cuantias de las
imposiciones y de los reintegros, el nimero de las mismas y realizar
una tabla con las cuantias (ay), el montante al comenzar el periodo

(C.1.) y al finalizar el periodo (C.F.).

4
1. Para que sea C,, =0 — ¢t

Siendo, oy = A = 1.200.

Para calcular las imposiciones y los reintegros aplicaremos:

oy = Ak —1) [(k—1)z% — 3kz +

Sustituyendo obtenemos la gréfica:

ay = 322 — 189z + 1386

1000 °

500 e

:n+k‘+1—k‘n_

1=3

-500 o

-1000 o

Si hacemos: a, = 322 — 189z + 1386 =0 — = = &'47

22 — k
E—1
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Tendremos,

ay € {1,8} imposiciones
ay € {9,21} reintegros

La grafica correspondiente a los capitales finales de cada perfodo sera?':

C.F.=1.200-1'05 - 2 [-0'05 - x + 1'05] = —6322 + 1.323x

7000 o %%
6000
5000 N N
4000
3000
2000

1000

0 2 4 6 8 10 X12 14 16 18 20

Teniendo la siguiente tabla®?:

clI. C.F. P. Oy c.I. C.F.
1200 1200 1260 12 —450 6480 6804
1020 2280 2394 13 —564 6240 6552
846 3240 3402 14 —672 5880 6174
678 4080 4284 15 =774 5400 5670
516 4800 5040 16 —870 4700 5040
360 5400 5670 17 —960 4080 4284
210 5880 6174 18 —1044 3240 3402

66 6240 6552 19 —1122 2280 2394
—72 6480 6804 20 —-1194 1200 1260
—204 6600 6930 21 —-1260 O 0
—-330 6600 6930

Q
8

PR ow~No otk wo =T

e Ejercicio 5.- Realicemos el mismo plan anterior pero ahora con 25
imposiciones.

21 En la grafica podemos observar que los montantes al finalizar cada periodo estdn segiin
una funcién polinémica de segundo grado y no exponencial.
22Podemos observar que todas las cantidades son nimeros enteros.
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1. Comenzaremos calculando el valor de t:
4

n+k+1—kn
Para calcular las imposiciones y los reintegros aplicaremos:

Para que sea C,, =0 — t = 1=4

Ak — 1)
2(t — 1)

Ay =

2tk? + 2k? — 4k
[(t—i—l)(k—l)x?—(3kt+t+3k—3)m+ + ]

k—1

Para t = 4 nos queda:

p = Alk 1) {5(1{ —1)2? — (15k 4 1)z +

10k2 — k
6

k—1

Sustituyendo obtenemos la gréfica:

ay = 2'522 — 1675z + 1365

=]
10007 7
=]
o
500 s
=]
o
=]
0 5 10 o 15 20 25
o X
o
-500 ° .
=]
=]
o =]
-1000 %o
=] o a 5

Si hacemos: a, = 2'522 — 1675z + 1365 = 0 — = = 9/495

Tendremos,

ag € {1,9} imposiciones
ay € {10,25} reintegros

Teniendo la siguiente tabla?3:

2 Podemos observar que todas las cantidades son nimeros enteros.
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« cl. CF. P Qe Cl1l. C.F.
1200 1200 1260 14 —490 7700 8085
1040 2300 2415 15 —585 7500 7875
885 3300 3465 16 —675 7200 7560
735 4200 4410 17 -—760 6800 7140
590 5000 5250 18 —840 6300 6615
450 5700 5985 19 —915 5700 5985
315 6300 6615 20 —985 5000 5250
185 6800 7140 21 —1050 4200 4410
60 7200 7560 22 —1110 3300 3465
—60 7500 7875 23 —1165 2300 2415
11 —175 7700 8085 24 —1215 1200 1260
12 —285 7800 8190 25 —1260 O 0
13 =390 7800 8190

S 0o N0 otk W =T

e Ejercicio 6.- Disponemos de un interés del 5%, y deseamos realizar
un plan con una imposicién inicial de 740 €y que al finalizar el plan
el montante total sea nulo. Determinar la duracién del plan, las cuan-
tias de las imposiciones y realizar una tabla con las cuantias (ag), el
montante al comenzar el periodo (C.I.), y al finalizar el periodo (C.F.).

1. Comencemos por calcular el nimero de periodos para C,, = 0.

n= 2f:f) = 38, para A =740, k = 1.05, tenemos:

ay = 2 — 80z + 819

800
6007 ©
400 o

200 o

-200 %
-400 o,

-600 9o,

=]
Oo
Y0ooog

-800

Si hacemos: ay = 22 —80x +819 =0 — 2 = 12/05
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Tenemos,

ag € {1,12} imposiciones
ay € {13,38} reintegros

La gréfica correspondiente a los capitales finales de cada perfodo serd?*:

C.F. = % [0 — 005 - 2] = —212% + 798z
8000
6000 DDDDDD DDD“DD
4000 DDD DDD
2000 DDD DDD
0 5 10 15 20 25 30 35

Teniendo la siguiente tabla®:

24 En la grafica podemos observar que los montantes al finalizar cada periodo estén segin
una funcién polinémica de segundo grado y no exponencial.

2 Podemos observar que todas las cantidades son nimeros enteros.

Si queremos saber el valor del capital disponible al finalizar el periodo 12 sélo tenemos
que aplicar la férmulas:

o= _kgk [2(2 — k) — (k — 1)n] = —212% + 798z = 6.552€
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« cl. CF. P «o, CI1. C.F
740 740 777 20 —381 7200 7560
663 1440 1512 21 —420 7140 7497
588 2100 2205 22 —457 7040 7392
515 2720 2856 23 —492 6900 7245
444 3300 3465 24 —525 6720 7056
375 3840 4032 25 —556 6500 6825
308 4340 4557 26 —585 6240 6552
243 4800 5040 27 —612 5940 6237
180 5220 5481 28 —637 5600 5880
10 119 5600 5880 29 —660 5220 5481
11 60 5940 6237 30 —681 4800 5040
12 3 6240 6552 31 —700 4340 4557
13 =52 6500 6825 32 —717 3840 4032
14 —105 6720 7056 33 —732 3300 3465
15 —156 6900 7245 34 —745 2720 2856
16 —205 7040 7392 35 —756 2100 2205
17 —252 7140 7497 36 —765 1440 1512
18 —297 7200 7560 37 —772 740 777
19 —340 7220 7581 38 —777 O 0

© oUW~

e Ejercicio 7.- Deseamos saber la prima tnica Cy que debemos apor-
tar al principio del primer perfodo, para que durante los 10 perfodos
que dura el plan y por vencido, podamos realizar reintegros crecientes
seguin una funcién polinémica de segundo grado de concavidad nega-
tiva, y deseamos que el primer reintegro sea de 200 € , disponiendo de
un interés del 5%. Determinar las cuantias de los reintegros y realizar
una tabla con las cuantias (ay), el montante al comenzar el periodo
(C.1.), y al finalizar el periodo (C.F.).

Comenzaremos calculando el valor de la prima tnica:

An® 200100

o = g0~ 12278265 €

Co =

Los reintegros vendrédn dados por:

g =Al-(k- )a? 4 2kx — k]

Sustituyendo obtenemos la grafica:



5.7. ANEXO 219

ay = —1022 + 4202 — 210

3000 o
o
2500 o
o
2000 o
o
1500
o
1000 o
o
500
2 4 6 8 10
X
k ) .
Por ser n =10 < P 21 seré posible.

Teniendo la siguiente tabla:

C.I. C.F. Qg P. C.I. C.F. Qg
12278265 12892178 —200 6 10670'523 11204049 —1950
12692178 13326/787 —590 7 9254049 9716'752 —2240
12736/787 13373627 —960 8 7476752  7850'590 —2510
12413627 13034'308 —1310 9 5340590 5607'619 —2760
11724'308 12310'523 —1640 10 2847619 2990 —2990

Gk W N = T

e Ejercicio 8.- Deseamos realizar un plan de ahorro con una duracién
de 22 periodos, de los cuales los doce primeros sean de ahorro, y los
diez restantes de reintegros, si disponemos de un interés del 5% y el
primer reintegro que realicemos debe ser de 200 €. Determinar las
cuantifas de las imposiciones y de los reintegros, realizar una tabla
con las cuantfas (o), el montante al comenzar el periodo (C.I.) y al
finalizar el periodo (C.F.).

Para los reintegros tenemos k = 1’05, B = 200, m = 10 por lo que:

B, = —1022 + 4202 — 210
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3000 °
©
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<
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X

El montante total que debemos tener al comenzar el periodo del primer
reintegro es:

Bm?

T = 12:27826507 €

Cm =

Para determinar las imposiciones aplicamos:

Ak™ % = Bm? — A = 8120545
Por lo que las cuantias de las imposiciones seran:
oy = —4'12% + 170’5z — 85'3

1400 o
1200 °
1000 o

800 o

600

0 2 4 6 8 10 12
X

Teniendo la siguiente tabla de imposiciones:
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oGk W N~ N

La tabla de los reintegros es como en el caso anterior

Ay
81'205
239’556
389’786
531’895
665’884
791’753

C.I. C.F.
81205 85’265
324’821 341’062
730849  767'391

1299'136 2131'643
2030136 2131'643
2923396  3069'565

261,a tabla de reintegros es:

P.

Uk W N =

C.I.
12278'265
12692'178
12736'787
12413'627
11724308

C.F. 3,
12892178  —200
13326'787  —590
13373'627 —960
13034'308 —1310
12310523 —1640

P.
6
7
8
9

10

P fo C.I.

7 909501 3979067
8 1019128 5197148
9 1120635 6577642
10 1214021 8120545
11 1299'287 9825860

12 1376'432 116

C.I.
10670523
9254'049
7476752
5340'590
2847'619

C.F.
11204'049
9716'752
7850'590
5607'619

2990

93’585

26

Ba
~1950
—2240
~2510
—2760
~2990

221

C.F.
4178020
5457'006
6906'524
8526'572
10317'153
12278265

Si desedsemos que el plan solo durase 20 periodos, diez de ingresos y diez de reintegros.
Tendrfamos: n =m = 10, B = 200,k = 1’05

AE™n? = Bm? — Ak"™ = B — A = 116'935858

Las cuantias de las imposiciones serdn:
az = —5'92? + 245’6z — 122'8

1800
1600
1400
1200
1000
800
600
400
200

0 2

4 6
X

8

Teniendo la siguiente tabla de imposiciones:

P

=W N

5

Ol

C.I. C.F.

116’936 116’936 122782

344’960
561’292
765'929
958’874

467'743  491'130
1052422 1105'043
1870'973  1964'522
2923'396  3069'566

P
6
7
8
9
10

Ol
1140'124
1309'681
1467547
1613'714
1748'191

Los reintegros no variardn respecto del caso anterior.

C.I.
4209'690
5729'857
7483'894
9471'804

11693'585

C.F.
4420'175
6016'349
7858'089
9945394
12278265
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Capitulo 6

CAMPOS POR
EXPLORAR Y
CONCLUSIONES

6.1 Factor anti-diferencia

El método aplicado del factor anti-diferencia del producto y del cociente para
resolver ecuaciones en diferencias, también nos permite definir ecuaciones en
diferencias que podamos resolver; y al utilizar métodos distintos a los que se
usan habitualmente, nos encontramos que sabiendo calcular un sumatorio,
podemos resolver una ecuacién en diferencias, teniendo de esta forma un
conjunto de ecuaciones que puede ser interesante analizarlas.

Veamos un ejemplo:

Sea la ecuacién en diferencias que queremos determinar:

Ay, + f(x)ym = q(l')

Planteamos el sumatorio®:

x—1 z—1 1
> opa(t) =) == (2 +2) =2 2
t=1

t=1 t

Siendo:

1Como puede verse es de cdlculo inmediato.

223
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1

m_|_1;p:1371:
q(x) =2x+2

SH R

Pz = ;p0:1

La solucién de la ecuacién y, se obtiene de:

r—1

Pa—1Yx = pov1 + Y _ pg(t)
t=1

Sustituyendo:

1
—Yr =Yy1+ 20— 2
X

Despejando:

Yy = xy1 + 222 — 21

Para determinar f(z) utilizamos la férmula inicial, obteniendo?:

y1 +da + f(x)(zy 4+ 222 — 22) = 22 4 2

Por lo que obtenemos:

Siendo la ecuacién a resolver3:

1
Ayx_;yx:2$+2

2Siendo Ay, + f(@)yz = q(z).

Con, Ay, = y1 + 4x.
3De solucién: y, = xy; + 222 — 2.
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6.2 Cambio de variable

El cambio de variable que hemos utilizado es el que se aplica para resolver
las ecuaciones de la forma:

También resulta interesante explorar otras ecuaciones m&s complejas,
como por ejemplo:

Yax+2h(x) + f(x)ym+h(z) + g(x)yx = q(l‘)

Para ver que el camino tiene salida, realizamos un ejemplo sencillo el cual
puede servir de ”tentaciéon” para otros mds completos que no hemos tenido
por bien analizar ya que se distancia en exceso de los objetivos propuestos
en esta tesis, pero que no descartamos poderlos investigar en el futuro.

Como ejemplo tomaremos una ecuacién de coeficientes constantes en la
cual la diferencia sea h = 2.

Yot+d — OYgy2 + 6y, = 4z — 14

Para obtener el cambio de variable hacemos:

yx:q:{ y$+2:x+2:y$+2 {y2+1:y3+2 —>yz:22+A

Ypta =T +4 =y, +4 Yog2 =Y.+ 4

Como para el cambio (z = y,) tomamos la ecuacién més sencilla (A = 0)
es:

T =225 Y12 = Yoil; Yoid = Yoi2

Obteniéndose la ecuacion:

Yzt2 — 5yz+1 + 6y, =8z —14

La solucién de la homogénea es:

Yy = C127 + (937
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La de la completa es:

y.=Az+B— (A=4,B=-1)—y,=42—1

La solucién general es:

Yy, = 0127 + (93 + 42 — 1

Deshaciendo el cambio:
Yo = C12% + (3% + 27 — 1

6.3 Productos notables

Si nos detenemos un momento para analizar los productos notables que se
han expuesto en el cdlculo de productorios nos encontramos con dos casos
elementales:

(AQt FAY - 1) (AQt +A 4 1) = A2 A2 (%)

(AQt FAY 4 2) (AQt +ATY 2) = A2 LAY 9 ()

Al compararlos con el producto:

2t —at 2t —at 2t —2t _ pot  poat)
(A+A +B¥ 4B )(A+A B B)

_ A2 4220 22t g2
Nos planteamos resolver la ecuacién para cualquier valor natural de ¢ :

BY + BV =k siendo k € R : t € N cuyas soluciones se obtienen?:

4Dado que al resolver las ecuaciones se obtienen soluciones imaginarias, consideraremos
los complejos en su forma polar; en el supuesto de que el médulo sea 1 y el argumento
120°lo expresamos por: lfigg.
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1.VbeR; B=1—k=2; —B¥' — B2V — _9

Que nos proporciona la relacion (s):

2.b=2; B=1lpg3 =10 —k=-1; —B*¥ - B2 =1

Que nos proporciona la relacién (x):

3. b:3, B = 1’—360/4 = 1"90 —>k’:0, —BQ.St —B_2.3t =2

Que nos proporciona el cuadrado perfecto:
(A% A7) (A7 A7) =% L A7 4o
4. b=4;B = lzg0/5 = Liza — k = 2cos(72); —B**" — B=24" = 2c05(36)
Que nos proporciona la relacion:

<A2t +A% 4 2003(72)) (A2t +AY - 2003(72)) =

= A%? 4 A2 2c0s(36)

5.b=5; B=136006 =10 — k=1; _p25t _ pg-25t _ 1

Que nos proporciona la relacién (x):

y sucesivamente podriamos ir dando més valores a b y continuar...
También podemos hacer b = 2 y plantear ecuaciones de la forma:
a-2t —a-2t

B** + B =k

y suponer, por ejemplo, k = —1 siendo:

Ba42t + B,agt -1

y, si deseamos que la solucién que se obtenga sea B = 145 nos basta

120 8
hacer a = 5 =3 que como puede comprobarse da B 52 + B -5 = 1.

También podemos hacer b = 5 y plantear ecuaciones de la forma:
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Ba~5t + Bfa~5t -k

y suponer, por ejemplo, k = 1 siendo:

Ba~5t + B,a.g)t -1

60 4
= - que

y, si deseamos que la solucién sea B = 145 basta hacer a = 53

como puede comprobarse da B 55" + B3 = 1.

Lo que nos puede permitir estructurar, analizar, relacionar, y completar
el estudio de las ecuaciones con sus posibles implicaciones que no deja de
ser un camino nuevo para realizar.

6.4 Calculo de sumatorios

El proceso del cdlculo de sumatorios lo hemos ordenado segin que p(z) sea
o bien constante o bien kz, consideremos ahora que sea p(z) = kx + B.
Teniendo la ecuacién:

Yorh(z) — (kT + B)ys = q(x)

. . =4
Comenzamos su estudio considerando h = a°.
El cambio de variable es x = az que nos conduce a:

Yzt+1 — (AZ + B)yz = Q(z)

La solucién de la homogénea es:

B
= z I |
Y, = kA <z+ 1 1).

El sumatorio que de esta ecuacién se obtiene es:

®Como se trata de una continuacién en el cédlculo de sumatorios se da por supuesto
que se conoce la metodologia desarrollada en la tesis y bastard indicar s6lo los pasos mds
relevantes de la aplicacién.
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z—1

q(t)
S A7
RS I e )]

Siendo f(z) la solucién particular de la completa®.
e
A(2)!
4 0'2¢2

Una aplicacién numérica puede ser Z m

Con, N = —

Siendo A =02; B=1.
Para calcular f(z) resolvemos:

Yor1 — (022 + 1)y, = 0222 =1 = f(2) = —2 = N = —

Aplicando la férmula tenemos:

24: 022 1 5 101

— 02T (¢ +5)! 41 9l 72576

Resumiendo podriamos seguir ahora dando a h valores tales como kzx, etc.
y aun queremos extender mds nuestros cédlculos podemos dar valores tales
como %, + b, etc.

Como se puede apreciar queda un campo inmenso pero de muy dificil
acceso y de resultados imprevistos.

6.5 Casos particulares de sumatorios

Dentro del desarrollo normal de la tesis ya se han considerado todos los casos

particulares posibles de los sumatorios, pero lo que ahora se propone es otro

enfoque distinto de simplificacién cuyo procedimiento como introduccién se

va a aplicar al primer sumatorio y que puede generalizarse a todos los demds.
El sumatorio en cuestion es:

6y2+1 — (Az+ B)y. = q(2)
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)y, f@)

t z—1
— k k

Siendo f(x) es la solucién particular de la completa’.

Con, A= —f(1).
Si consideramos y, = p(x) podemos expresar el sumatorio:
””Z—:l pt+1) —kp(t) _“pt+1) == p(t)

= p(x)
Py iz PR 2. Sz = P+ oo

y asi poder considerar los casos particulares de p(x) o bien buscar nuevas
relaciones recurrentes o propiedades entre los sumatorios anteriormente ex-
puestos.

Si, por ejemplo, hacemos:

2c+b b2
t) = at® + bt k= -
pt) =at”+bt+c, 2%—b" """ 2%—0b
Ser4:
232
plt+ 1) — kp(t) = a(l - K)E2 = —

(2¢ — b)?

Lo que nos proporciona el siguiente caso particular:

z—1

t_zl a(l ;tk)ﬁ (D) 4+ zif)l

Con,

2ax a(k+1)
— a2
p(z) = ax +k—1 1)

Como aplicacién numérica podemos considerar:

b=2,¢c=6; k=14, a=04, pt) =04t>+2t+6

10422 L2 3.918/4
IR T
217 14 7

79m+1 — ky. = q(x)
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6.6 Los sumatorios y el cambio de variable

En las férmulas obtenidas de sumatorios, ademéds de todos los casos par-
ticulares nos queda un campo muy amplio por desarrollar, que consiste en
introducir en los mismos un cambio de variable que correctamente aplicado
nos puede proporcionar sumatorios casi ”personalizados” o bien expresiones
nuevas, las cuales dependeran del ingenio para elegir el cambio y, porqué no,
de la intuicién o acierto de su eleccién.

Veamos un ejemplo de aplicacién del cambio de variable y, para ello,
tomaremos uno de los sumatorios desarrollados en esta tesis.

-1 1
i =y
— k! kr=1(x — 1)!

Si hacemos el cambio:

t=t+n—-x=x+n

y lo aplicamos al sumatorio obtenemos:

Skt+n) -1 1
A A | e Py
1

Con A = ]

Simplificando tenemos finalmente

ik(t+n—1 1 1
kt(t 4+ n)! Tl kr=Yz+n—1)!

Una aplicacién numérica para k =12, n=5, x =4 es:

12t +5)] 5] 12381 1238

23: 12t +5 1 1 579608
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6.7 Aplicaciones del sumatorio elemental

Si tenemos en cuenta la ecuacién en diferencias®.

f@+ Dyat1 — f(@)ye = q(x) (%)

Siendo:

7
L

qt) = —f(Vy1 + f(@)y

t=1

Si lo que deseamos es obtener el sumatorio correspondiente al producto
de un polinomio de segundo grado por un factorial debemos pensar en que
tenemos q(z) = (ax2 + bx + c) z! lo que nos induce que para resolver la
ecuacién (x) debemos tomar:

f(x)=(x—1),yp = M2® + Nz + P

Sustituyendo en (x) y dividiendo por z! nos queda la identidad:

P
Mz>+ (M +N)z+M+P—-—=ax’+bx+c
i
De solucion M =a, N=b—a, P=0, c=

Obteniéndose ”casi” el sumatorio deseado:

r—1
> (af? +bt+a)t! = —b+ [az® + (b - a)z] (x — 1)!
t=1

Como ejemplo numeérico podemos hacer?:

6
> (2P +t+2)t=—1+4(2-49 - 7)6! = 65.519
t=1

8Que como vemos es A [f(x)ys] = q() con sumatorio inmediato.
Porsera=2,b=1,z="17.
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6.8 Analisis de las soluciones

Tenemos que aceptar que nos hemos detenido en el umbral que nos conduce
al andlisis de las soluciones de las ecuaciones en diferencias finitas cuando
estas diferencias representadas por la letra A toman un valor variable y no
constante e igual a uno, como es habitual. Dicho estudio teérico deberd
realizarse por los especialistas en matemadticas, puesto que no se trata de
un trabajo combinativo o de proceso, sino que se debe realizar un profundo
andlisis de la situacién con sus implicaciones, consecuencias, y condiciones
de existencia por citar algunas de las caracteristicas del problema.

Para hacerse una idea concreta de la naturaleza del andlisis vamos a
citar un ejemplo que tenemos resuelto en la tesis!? aunque lo que ahora nos
importa no es la resolucién sino la posible interpretacién que pueda darse
de las soluciones.

Sea.

Yrth(z) — OTYz = —1023 + 2322 -3z, h=x+ 1 (%)

Obtenemos el cambio z = 2% — 1 que nos da la ecuacién:

Yoyl — 5 (27 — 1)y, = —10- 23 4 53.22% —79.27 1+ 36

Resolviendo la homogénea y la completa nos da la solucién general:

z—1
y.=2-2%-7-2246+C-5" '] (2" 1)
t=1
Deshaciendo el cambio:
C loga(z+1)—1
_ 2 ~ rloga(z+1) t
Yo = 20% = Bu 4 14 5000 I -1
t=1
e Si hacemos!! z = 3.

Yz = y3 = 10+ 5C, Yot+h(z) = Y7 = 78 + 75C

Si sustituimos en (%) — —72 = —72 cumple:

10 Capitulo 3, seccién Aplicaciones
1Al que corresponde el valor de z = 2.
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e Si hacemos!? r = 4.

log25—1

C
yp = ys =21+ 25 T (2'-1)
t=1
log210—1

c log210 t
Yoh(z) = Yo = 136+ = - 5104 tHl (2 -1) =

log25—1
=136+ C 55 .4 J] (2-1)
t=1
Si sustituimos en () — —284 = —284 cumple'3.

6.9 Aplicaciones financieras

Como se puede apreciar en el desarrollo de la tesis, el capitulo de las apli-
caciones financieras considera unas cuantas situaciones posibles y aunque
por supuesto son las més corrientes, quedan muchas por tener en cuenta y
si se sigue la misma metodologia de la tesis, en cada nueva situacién po-
dremos investigar bajo que condiciones se pueden simplificar las expresiones
matemadticas que se utilizan en el proceso, produciéndose un sinfin de casos
y situaciones tan extenso, que resulta practicamente imposible hacerse una
idea de todo lo que queda por realizar.

6.10 Conclusiones

Una vez terminada la tesis, podemos preguntarnos ;qué aportaciones se han
realizado en el mundo de la economia o de las matematicas?, y dado que en
el desarrollo de la tesis se han considerado bien diferenciadas las dos partes,
expondremos brevemente las conclusiones a las que hemos llegado en cada
una de ellas.

En el desarrollo matemaético se han aportado las ecuaciones en diferencias
finitas pero con diferencias variables, cuyo planteo ya existia pero solo a nivel

12 A1 que corresponde z = loga5.

5 loga5—1

3 Aunque no sepamos el valor o el significado de la expresién 11 (2t — 1) .
=1
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practico en el cdlculo de algunos problemas que mejor serfa considerarlos
simplemente ejercicios, tales ecuaciones no se habian tratado a nivel tedrico
en el cual podrfamos considerar su resolucién, y es por eso que el cambio
de variable que exponemos es la inica forma de resolverla que hoy por hoy
disponemos.

La resolucién de las ecuaciones en diferencias por el método del factor
anti-diferencia del producto o por el método del factor anti-diferencia del co-
ciente, no nos proporciona nada nuevo ya que existen métodos tradicionales
para resolverlos, pero dado que es una mecédnica nueva si que nos permite
descubrir nuevos caminos, como son el poder plantear ecuaciones sabiendo
de antemano que serén féciles de resolver, y el mas importante: nos permite
calcular sumatorios muy complejos que hasta se nos hacen dificiles de creer,
y lo que es mads interesante, nos permite analizar las condiciones para que
las férmulas de los sumatorios se puedan simplificar. Para tener una idea
mds concreta del alcance de los sumatorios obtenidos en la tesis debemos
considerar que se ha desarrollado el cédlculo de once sumatorios principales,
los cuales dan origen a unos diez sumatorios derivados cada uno por término
medio, lo que forma un conjunto de més de cien sumatorios y si tenemos
en cuenta que con solo el primer sumatorio principal se realizan todas las
aplicaciones econémicas ya nos podemos hacer una idea de la capacidad de
esta nueva herramienta matemdtica.

El desarrollo econémico es la consecuencia y la finalidad de la tesis,
que consiste en obtener una férmula maestra de la cual se obtengan todas
las demds, y es la que hemos denominado (F'15) o sea la primera férmula
fundamental de los sumatorios, la cual deberemos aplicarla sucesivamente
en todos y en cada uno de los casos que se nos presenten.

Para ver las aplicaciones financieras hemos considerado dos grandes capi-
tulos, el primero correspondiente a las rentas, en el cual hemos tenido en
cuenta las rentas constantes, variables en progresién aritmética, variables
en progresiéon geométrica, variables polinémicamente segin una ecuacién de
segundo grado, y todo el célculo de dichas rentas se efectiia con una sola
férmula la (F'1S) con los diferentes matices de cada una de ellas, siendo im-
portante destacar la facilidad de adaptacién de la férmula a cada uno de los
casos y la facilidad de andlisis que nos permite por un lado aplicar la férmula
solo a la parte creciente polinémica o a la parte decreciente y por otro lado
encontrar las situaciones en que la férmula queda muy simplificada, dando
pie a tipos de rentas cuyas tablas de amortizacién se pueden realizar con
todos los nimeros enteros. El segundo grupo de aplicacién que hemos con-
siderado corresponde a los planes de ahorro, aunque mejor dicho a planes
especiales de ahorro, ya que para ver mejor el alcance y la adaptabilidad
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de la férmula a las distintas situaciones se han considerado planes muy dis-
tintos, si tenemos en cuenta la primera aplicacién sobre un plan de ahorro
con carencia vemos que la féormula aplicada resuelve todo el problema en
una sola aplicacién, sin necesidad de establecer dos partes una de carencia y
otra de no carencia. En las demads aplicaciones también se ha utilizado una
sola féormula para cada aplicaciéon demostrando asi la gran versatilidad de
la férmula general y de como puede y debe adaptarse dicha férmula a cada
caso en concreto.

Para terminar consideramos que son muy interesantes todos los campos
que quedan por explorar expuestos anteriormente, y no descartamos que en
un futuro no muy lejano sigamos trabajando en ellos, o incluso junto con
otros profesores mds formemos un equipo, para trabajarlos en detalle y en
profundidad.
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