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INTRODUCCION 

Esta memoria abarca esencialmente dos temas. Por una 

parte contiene la resolución del problema de parada ópti-

ma en varias situaciones distintas. Por otra se dedica a 

un profundo estudio de los procesos puntuales en el plano, 

con un número finito ó infinito numerable de puntos. 

Lus or1genes del estudio del problema de parada ópti 

ma se remontan a J.L. Snell (1953), quien en [49], consi-

dera el caso particular de una sucesión de variables con 

1ndice discreto unidimensional y utiliza algunos resulta-

dos de la naciente Teor1a de Martingalas debida a J.L.Doob. 

A este respecto hay que destacar, que todav1a hoy se emplea 

el termino de envoltura de Snell para indicar la m1nima su 

permartingala que mayorá un proceso, concepto que ha sido 

de gran utilidad en trabajos posteriores. 

La formulación clasica del problema de parada optima 

en tiempo discreto (siguiendo las ideas de [45J) puede pr~ 

sentarse como sigue. 

Sea {Z ,n E: lN} una familia de variables aleatorias que 
n 

representan, por ejemplo, las ganancias de un jugador en 

instantes sucesivos. Para cada tiempo de paro T, la varia 

ble aleatoria ZT representa la ganancia obtenida por el j~ 
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gador, al parar de jugar en el instante T. El problema de 

parada óptima consiste en encontrar un tiempo de paro T* 

tal que alcance ~l supremo de las ganancias esperadas por 

el jugador, que decide abandonar el juego en ese instante, 

es decir, encontrar un tiempo de paro T* que le diremos 

óptimo, tal que, 

E(ZT*) ~ sup {E(ZT)' T tiempo de paro} 

La investigación sobre el problema de parada óptima 

ha seguido, esencialmente, dos caminos: por una parte se 

ha preocupado de la construcción explícita de una solución 

a dicho problema; por otra, se ha preocupado, en una ver­

tiente que utiliza esencialmente tecnicas de análisis fun 

cional, de la existencia de solución. Los estudios de este 

problema, que en el caso unidimensional, han sido aborda­

dos por diversos autores, se encuentran recopilados esen­

cialmente en los trabajos de Neveu [45] para el caso dis­

creto, y de N. El Karoui [20J para el caso continuo. En 

el caso discreto se da una construcci6n explícita de un 

tiempo de paro óptimo, mientras que en el caso continuo 

se aborda tanto el problema de existencia como el de cons 

trucci6n de un tiempo de paro óptimo. Además, para el ca­

so continuo y en el marco de la segunda" línea de trabajo, 

siguiendo la técnica de aleatorización de los tiempos de 

paro (véase [6J) utilizada por Baxter-Chacon,en [19J se 
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caracterizan los tiempos de paro como los elementos extre 

males del conjunto de tiempos de paro aleatorizados 
~ o va-

riables aleatorias "floues" adaptadas y a partir de esta 

caracterización se demuestra la existencia de solución al 

problema de parada óptima. 

Las dificultades suscitadas al aumentar la dimensión 

del conjunto de parámetros, debidas principalmente a que 

no se dispone de un orden total en el conjunto de paráme-

tros y por tanto la extensión directa de los métodos uti-

lizados en el caso unidi~ensional no es posible, han sido 

objeto de profundos estudios. Principalmente en el caso 

discreto, los de G. Hazziotto y .J. Szpirglas [351, U .Krengel 

y L. Sucheston [29J en los cuales, aunque el método de 

construcción de un tiempo de paro óptimo es distinta,ambos 

se basan en el concepto de táctica. En [35J se demuestra 

la existencia de puntos de paro óptimos, a partir de que, 

bajo ciertas condiciones sobre el proceso con el que se 

trabaja, existen puntos de paro maximales comprobandose 

que tales puntos son óptimos. Además, a partir del cara~ 

ter de supermartingala de la envoltura de Snell asociada 

al proceso se construye de forma explícita una tactica y 

sobre ella un punto de paro óptimo, teniendo en cuenta que 

la envoltura de Snell restringida a tal táctica es una su 

permartingala con un índice discreto. Por su parte en [29], 

se introduce la noción de táctica para procesos con índi-

ces en un conjunto dirigido, dando teoremas que, bajo cier 
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tas condiciones, permiten relacionar las tacticas con los 

tiempos de paro, utilizando esta relación para reducir 

algunos problemas de parada óptima en el plano, a probl~ 

mas sobre la recta. En el caso de trabajar con variables 

aleatorias independientes se llega a una completa reduc­

ción del problema de parada óptima al caso lineal. En otro 

orden de ideas, dentro del caso discreto, R.C. Dalang [15] 

ha caracterizado los puntos de paro discretos como los ele 

mentas extremales del conjunto de variables aleatorias 

"floues" adaptadas. Esta caracterización le permite demo.§. 

trar la existencia de un punto de paro óptimo. Dicha ca­

racterización esta inspirada en la tecnica de aleatoriza 

ción utilizada por Baxter-Chacon (ver [6]) para los tie~ 

pos de paro; no obstante hay que poner de manifiesto que 

los métodos utilizados en el caso unidimensional para d~ 

mostrar una tal caracterización no se extienden de forma 

directa al caso bidimensional y que en [15J ha sido pre­

ciso la introducción de un operador llamado "supremo co~ 

dicional" que tiene muchas propiedades analogas a las de 

la esperanza condicionada y que, ademas, es invariante ba 

jo cambios de medidas equivalentes, para llegar a demos-

.trar la anterior caracterización. 

Como contraste con el caso discreto, el caso conti­

nuo parece ser el de mayor dificultad, lo que queda corr~ 

borado por la no aparición en la literatura de ningún re­

sultado de construccion de un punto de paro óptimo. Ade-
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mas, tampoco aparece en la literatura ningún resultado ba­

sado en la aleatorización de los puntos de paro y su posi­

ble caracterización como elementos extremales de un conju~ 

to conveniente. No obstante, diversos trabajos demuestran 

la existencia de solución al problema de parada óptima. 

G. Mazziotto y A. Mi1let en [33] dan teoremas de existencia 

a partir de la noción de superficie de paro a1eatorizada, 

es decir, incluyen los puntos de paro en un conjunto mas 

grande, el de las superficies de paro aleatorizadas, que 

es convexo y compacto para una cierta topología y se pue­

de dar una caracterización de sus elementos extremales, 

siendo esta caracterizacion la que permite demostrar la 

existencia de un punto de paro óptimo. En otro orden de 

ideas G. Mazziotto en [30] demuestra la existencia de s~ 

lución reduciendo el problema al estudio de un problema 

de parada óptima sobre una línea de paro y por tanto a un 

índice, suponiendo ciertas hipótesis de regularidad sobre 

la envoltura de Snell. Ademas tal solución puede ser esc~ 

gida de entre los elementos maximales del conjunto de pu~ 

tos de paro sobre los cuales la envoltura de Snell se com 

porta como una martingala. 

Hay que destacar tambien, el interes presentado por 

el estudio del problema de parada optima para procesos de 

Markov, tanto en el caso unidimensional (ver [201) como en 

el caso bidimensional (ver [301)· 
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Los tres primeros capítulos de esta memoria tratan 

del problema de parada óptima. 

En el primer capítulo nos ocupamos del problema de 

parada óptima para problemas con índice discreto cuando 

se trabaja bajo ciertas restricciones sobre la clase de 

tiempos (puntos) de paro. El caso unidimensional ha si-

do tratado por Adell (cf. [1]), teniendo este problema 

su origen en que existen situaciones reales en las que 

se plantea el problema de parar óptimamente un proceso 

antes de que se produzca un cierto suceso, (por ejemplo, 

renovar una maquinaria antes de que se estropee) ó des­

pues de que suceda un acontecimiento, ó más generalmen­

te, el problema de parada es un intervalo estocástico. 

El trabajo de Adell consiste en una búsqueda de las co~ 

diciones mínimas que hay que exigir a la clase de tiem­

pos de paro con la que se trabaja para poder desarrollar 

una teoría suficiente, exigiendo que tales condiciones 

sean suficientemente débiles como para englobar casos in 

teresantes aparte de que la clase de tiempos de paro sea 

un intervalo estocástico. Además, presenta un teorema de 

construccion de la envolvente de Snell mediante un proc~ 

dimiento de inducción descendente y da importantes resul 

tados sobre la estructura de la clase de tiempos de paro 

optimos, construyendo tanto el mínimo como el máximo tiem 

po de paro óptimo. En este primer capítulo construimos una 
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solucion del problema de parada óptima para el caso de pr~ 

cesos con índice discreto unidimensional y con una clase 

de tiempos de paro satisfaciendo las condiciones exigidas 

en [1}. Dicha construcción la hacemos mediante una tecni­

ca de cambio de tiempo que simplifica los métodos utiliza 

dos en [1]. Además, utilizando la misma técnica preceden­

te resolvemos un problema similar para procesos con índi­

ce bidimensional discreto, caso no tratado en [11. También 

damos ejemplos concretos que ponen da manifiesto la exis­

tencia de tales clases. 

En el segundo capítula, damos en el caso unidimensio 

nal continuo, una demostración propia de la caracteriza­

ción de los tiempos de paro como los elementos extremales 

del conjunto de .variables aleatorias "floues" adaptadas y 

mostramos como permite esta caracterización resolver el 

problema de parada óptima. En el caso bidimensional con­

tinuo, como contribución al estudio de si una tal caracte 

rizacion es posible para los puntos de paro, demostramos 

que éstos son las variables aleatorias "floues" que son 

los elementos extremales del conjunto imagen por el ope­

rador de proyeccion opcional del conjunto de variables 

aleatorias "floues", 

En el tercer capítulo, resolvemos el problema de p~ 

rada óptima para un proceso, imagen de una familia mar-
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koviana bidimensional, construida a partir de dos proce­

sos de Markov, solu~iones de sendas ecuaciones diferencia 

les estocasticas. 

En la segunda parte de la memoria, expuesta en el ca 

pitulo cuarto, nos centramos en los procesos puntuales en 

el plano. 

El interes de los procesos puntuales en la recta se 

inicia en 1943, cuando empiezan a ser estudiados conside 

randolos modelos de comunicaci6n telefonica. Diversos tra 

bajos han sido d~dicados a los procesos puntuales en la 

recta (eL [26] , [Sl). 

En el caso de dos parametros, aparte de algunos ti­

pos concretos de procesos puntuales, como el de Poisson 

(cf. Herzbach-Nualart [3S], [39J) la única referencia existen 

te en la literatura sobre el estudio general de tales pr~ 

cesos se ocupa exclusivamente del caso en que el proceso 

puntual tiene un solo punto (cf. [2J , [36]). 

El cuarto capítulo de esta memoria esta dedicado a 

los procesos puntuales con dos parámetros: tanto en el c~ 

so de tener un número finito (mayor 6 igual que uno) de 

puntos, como en el de tener un número infinito numerable 

de puntos. 

Dado un proceso puntual en estas condiciones, mostr~ 

mas la forma explícita de su filtracion natural asociada 
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y estudiamos sus propiedades. Construimos la forma explí­

cita de los procesos opcionales y de los procesos previsi 

bIes, así como de los procesos crecientes opcionales y de 

los procesos crecientes previsibles. Demostramos además 

que toda martingala uniformemente integrable admite una 

versi6n continua por la derecha con límites por la izquieL 

da, no siendo cierto que una tal versi6n pueda tormarse 

continua. Este resultado permite considerar las proyecci~ 

nes opcional y previsible de procesos medibles y acotados, 

de las que estudiamos sus propiedades. Tambien demostra­

mos la existencia de las proyecciones duales para proce­

sos crecientes, estudiamos sus propiedades y construimos 

la proyección dual previsible de un proceso creciente r~ 

lativa a una probabilidad absolutamente continua respecto 

de la probabilidad inducida por el proceso puntual. 

Todas las proposiciones no originales van acompaña­

das de la correspondiente cita bibliográfica. 

Finalmente, deseo expresar mi agradecimiento al Dr. 

David Nualart por la atenci6n que siempre me ha prestado 

y por sus valiosas indicaciones. 
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CAPITULO I 

RESOLUCION DE UN PROBLEMA DE PARADA OPTIMA 

Iniciamos el capítulo resolviendo un problema de pa­

rada optima para procesos con índice discreto y unidimensi~ 

nal, cuando los tiempos de paro admisibles pertenecen a una 

cierta familia dada con anterioridad. Los resultados se ob­

tienen mediante una técnica de cambio de tiempo, la cual 

simplifica los métodos utilizados en ([1 ]) para tratar el 

mismo problema. Finalizamos resolviendo, utilizando la mis 

ma técnica de cambio de tiempo, un problema similar para 

procesos con índice discreto bidimensional. 

§l. Procesos con índic~ discreto y unidimensional 

En esta seccion (n,~,p) es un espacio de probabilidad 

y ~ = {~n,nElN} una familia de sub-a-álgebras de ~, crecien­

te y completa, es decir, ~o contiene los conjuntos neg1igi­

b1es de ~. 

Definición 1.1. 

Una variable aleatoria T a valores en lNu{oo} es un ~ - :U.e.m 
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po de pa40 si y solamente si {T n}E~n' para todo nEIN. 

Recordemos que todo E-tiempo de paro T tiene asocia 

da una a-álgebra ~T' definida por: 

En 10 que concierne a las propiedades de los E-tiempos de 

paro ([48]) recordaremos que dados dos E-tiempos de paro 

TI Y T2 , el supremo, T
l

vT 2 , y el ínfimo, T 1ÁT 2 , son E-tiem 

pos de paro, y. el orden inducido por el orden de ]N, viene 

dado por 

Sea {Z ,nElN} , una famj lia de variables aleatorias 
n 

no negativas y E-adaptadas, es decir, Zn es En-medible, 

para todo n. 

Representaremos por L una clase de E-tiempos de paro 

finitos verificando las propiedades: 

i) La familia de variables aleatorias {ZT,TEL} es unifor 

memente integrable. 

ii) L es estable por ínfimos finitos. 

iii) L es estable por supremos finitos. 

iv) Para todo TEL, la familia {E(ZsIET),SEL,S~T} es fil-

trante creciente, es decir, si SI' S2 E L Y SI ::: T, S2 ~ T, 

entonces existe un SEL con S > T, tal que: 
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v) L admite un sistema de generadores es decir, existe 

una sucesión creciente (T ,nElN), con T E L, tal que para n n 

todo TEL, T = ¿ 
nElN 

, donde AnE ~T ' para todo n, y 
n 

son disjuntos dos a dos. 

Observación l. 

Notemos que existen clases de tiempos de paro verificando 

dichas propiedades. Por ejemplo, la clase 

L = {R, R es ~-tiempo de paro, S ~ R ~ T} con S>T,~-tie~ 

pos de paro y S < T • Esta clase cumple las propiedades 

anteriores si E(sup Z )<00. Es suficiente tomar como sis­
n n 

tema de generadores, T = 
n 

( n vS ) 1\ T, par a t o don d e ]N. 

El problema de parada óptima en la clase L, que nos 

preocupa, consiste en encontrar un t-tiempo de paro T*EL, 

tal que 

E (ZT*) = sup E (ZT) 
TEL 

Un tal ~-tiempo de paro T*, recibe el nombre de t~empo de 

pa~o 6pt~mo en L respecto la sucesion {(F ,Z ); nElN}. 
=n n 

Observación 2. 

Observemos que si interpretamos la . '" suceSl.on {Z ,nElN} como 
n 

la sucesión de ganancias de un jugador en 19s sucesivos 

instantes n, nuestro proposito es encontrar un tiempo de 

paro, que alcance la cota superior, sup E(ZT)' de las 
TEL 
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esperanzas de ganancia del jugador, que decide abandonar 

el juego en el instante aleatorio T, TEL. 

Recordemos los siguientes resultados de familias de 

funciones. 

Lema 1.2. ([45], prop.6.1.1.) 

Para toda familia G de funciones reales y medibles sobre 

Q, existe una única, casi seguramente (c.sJ, función medi 

ble g sobre Q, tal que: 

i) g .:: f c.s., para todo f de G. 

ii) si h es una función medible tal que h > f c.s. para 

todo fEG, entonces h .:: g, C.s. 

Esta función g, se llama ~up4emo e~enc~al de G y notaremos 

g = supess G. Ademas, existe al menos una sucesión 

(f ,nElli) de elementos de G tal que: supess G = sup f c.s. 
n n n 

Si la familia G es filtrante creciente, la sucesión (f ) 
n n 

puede ser tomada creciente c.s. 

Lema l. 3. ([ 1 J, 1 e ma l. 2 • ) 

En las mismas condiciones del lema anterior si G es fil-

trante y si las funciones de G son no negativas y existe 

H integrable tal que f i : H c.s., ~ara todo i, entonces, 

i) g es integrable y E(g) = sup E(f ). 
nEJN n 

ii) Si ~ es una sub-a-algebra de ~,entonces 
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E(g/~) == sup-ess 
nElN 

E(f le). 
n == 

Introduzcamos unas nuevas variables aleatorias. 

Definicion 1.4. 

Dado TEL, definimos la variable X(T) por: 

X(T) = supess E(Zsl~T) 
S~T,SEL 

y llamaremos a X = (X(T),TEL), p~oee~o de ganane~a~ eon-

Definición 1.5. 

Sea M una colección arbitraria de tiempos de paro. Una fa 

milia de variables {yT,TEM}, a índices en M es una M-~upe~. 

mall.;t'¿nga.l.a si, 

i) YS = YT C.s. sobre {S ::: T}. 

ii) para todo TEM, YT es integrable y ~T-medible. 

iii) para todo S,TEM,S::T, se verifica: 

La familia {X(T),TEL} verifica el resultado clasico 

siguiente: 

Proposicion 1.6. 

i) La familia {X(T),TEL} es la mínima L-supermartingala 
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ii) Una condición necesaria y suficiente para que un tiem-

po de paro SEL, sea óptimo en L, respecto la sucesión 

{(F ,Z ),nE:lN}es 
=n n 

(a) X(S) = Zs c.s. 

(b) ~TEL , E(X(S)!SAT) = E(X(SAT). 

La demostración es analoga a la del teorema 2.12.1. de 

[20J . # 

A fin de encontrar un tiempo de paro óptimo en L, 

respecto la sucesión {(E ,Z ),nEllih construimos una nueva 
-n . n 

clase ~ de tiempos de paro respecto una nueva sucesión. 

La clase ~ verifica las mismas propiedades que la clase 

L Y contiene las constantes, y esta en correspondencia con 

la clase L. Aplicando la teoría general de parada óptima 

([45J) a la clase ~ , encontramos un tiempo de paro v* 

óptimo el cual esta en correspondencia con un tiem-

po de paro Tv*EL, que sera óptimo en L. 

Consideremos pues la nueva filtración 

~' = {~~ = ~T ,nEIN} , donde {Tn,nElN} es el sistema de ge­
n 

neradores de la clase L y tomemos el proceso 

Z' = {Z~ = ZT ,nEIN} que es E'-adaptado. Representaremos 
n - I 
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por X el proceso de ganancias condicionales asociado a Z'. 

Sea b
f 

la clase de los ~'-tiempos de paro finitos, 

y sea~ la clase de todos los ~-tiempos de paro finitos 

generados por la sucesion {T ,nElli} , es decir SE~ sii 
n 

con AnE ~T' '\In y disjuntos dos a dos. 
n 

Se verifica la siguiente 

Proposición 1.7. 

Existe una aplicación exhaustiva y creciente, en general 

no biyectiva, entre la clase b f y la clase ~ 

Demostración. 

Basta con considerar la siguiente aplicación, 

---..;:..>~ , tal que: 

a todo v = ¿ nI{v=n}E b f , le hace corresponder 
nelli 

'''(v) = T = , T 1 
'V V L n {v =n} . 

nEJN 
, 

Es evidente que l/J es exhaustiva, ya que dado TE~ , 

T = ¿ 
nElli 

T 
n 

, basta con tomar V = 

ces l/J(v) = T v T. 

enton 

En general no es inyectiva ya que la representacion de los 

elementos de ~ en funcion del sistema de generadores 

{T ,n>l}, no es única, a menos q~e dicha sucesion sea es­n -

trictamente creciente. # 
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Sea ¿ =1/;-1 (L). Observemos que la clase .i cumple las 

propiedades (i)- (v) respecto a la sucesión {Z' ,n E lN}y que 
n 

contiene las constantes. Además, T*e L es un tiempo de pa-

ro óptimo en la clase L respecto la sucesión {(~n ,Zn) ,n E lN} 

si y solamente si, T*=W(V*) con v* tiempo de paro óptimo en 

la clase ~ , respecto la sucesión «F' ,Z') ,n E lN}. En efecto, =n n . 

basta con tener en cuenta que, 

sup E [ZT ] = 
VE,,~ V 

sup E[Z~]. 
VEri 

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado, 

Teorema 1.8. 

Existe un tiempo de paro óptimo T*E L respecto la sucesión 

{(F ,Z ),nE lN}. 
n n 

Demostración. 

Por la observación anterior, X verifica las hipótesis nece 

sarias para aplicarle la teoría general (ver [45J) de par~ 

da óptima para procesos uniparamétricos a tiempo discreto. 

Por tanto, existe un tiempo de paro óptimo en la clase 

y de aquí resulta la afirmación. # 

Observemos que utilizando las tecnicas anteriores p~ 

demos construir el mínimo tiempo de paro óptimo de la cla-

se L. En efecto, basta con aplicar los resultados de [45J 
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a la clase ~ y transportarlos a L mediante la correspon-

dencia $. Teniendo en cuenta que, 

supess E(Zsl~T) = 
S>T ,SEL n 

- n 

= supess.E(ZT I~T ) = 
v S;::n , V SE..::' Vs n 

Teorema 1.9. 

supess E(Z' IF') 
p v =n 

v:::n,VE~ 

= X n 

Dada la . .. suceSl.on {Z ,n E lN} Y la familia· {XCI') ,TE L} se ve 
n 

rifica: 

(i) X(T n ) = max[zT ,E(X(Tn+1) I ~T )J, para todo n de lN • 
n n 

(ii) E(X(Tn» = sup E(ZS) , para todo n de lN. 
S>T ,SEL 

- n 

(iii) lim sup X(Tn ) = lim sup ZT # 
n + 00 n + 00 n 

Teorema 1.10. 

Sea T = sup Tn 00 n 

El tiempo de paro definido por , 

Too , si XCT ) > ZT para todo n de lN, n n 

Tv = 
o 

inf {T . X(T ) = ZT } en caso contrario, . , n n n 

es el mínimo de los tiempos de paro optimos en la clase 

- 9 -
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respecto la sucesi6ri {(F ,Z ) ,n E lN} si y solo si 
=n n 

P{T =T }=O 
V 00 

o 
(es decir, si T E L). Además, para todo 

Vo 

E>O la expresi6n 

inf {T > T : XCT ) < ZT + E} n-o n 
n 

define un tiempo de paro tal que, 

y le llamaremos tiempo de pa~o s-6ptimo en la clase L, 

respecto la sucesi6n {(~n,Zn) ,n E lN} si y solo si 

P{T =T }=O. # V 00 
E 

Análogamente, se puede construir el máximo tiempo 

de paro optimo. 

Todos los resultados obtenidos, pueden extenderse 

de forma análoga, al caso de procesos con índices en 

:IN U {oo} , y trabajando con una clase de tiempos de paro no 

necesariamente finitos, verificando propiedades análogas 

a las propiedades (i)-(v), tomando como sistema de gener~ 

dores {T ,nE :IN;T } con T =sup T • 
n· 00 00 n n 
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92. Procesos con índice discreto y bidimensional. 

Coro.enzamos in troduci endo la nocion de tác tic:!, concei, 

to bási~o en esta sección. Seguidamente planteamos el pro-

blema de parada óptima que nos preocupa y damos un criterio 

de optimalidad, así como la existencia de solución a dicho 

problema. Continuamos dando la forma explícita del mayor 

punto de paro óptimo, y finalizamos con ejemplos de clases 

de puntos de paro, a las que podemos aplicar toda la teoría 

expuesta a 10 largo de esta sección. 

2.1. Introducción. Noción de táctica y sus propiedades. 

En esta sección (C,g,P) es un espacio de probabilidad, 

... 2 '{} . y trabajamos con procesos a 1ndices en • u - ,dotado de la 

relación de orden parcial usual: 

La relacion de orden parcial estricta asociada es: 

con F =VF ,una familia de 
=00 z=z 

sub-o-álgebras de g creciente,completa y verificando la 

propiedad siguiente: 

las a-álgebras F
1

= V v- y F 2= V F son condicio-
=13 relN =( s,r) =t: I',¡;1N =Cr, e) 
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nalmente independientes respecto la a-álgebra ~(S,t) • Lo 

cual puede expresarse por: 

Esta propiedad, se conoce con el nombre de propiedad F.4. 

(ver [lOJ) ó propiedad de independencia condicional. 

Definición 2.1.1. 

Una variable aleatoria T, a valores un 

~-pun~o de pa~o si y sólo si {T=z}€ ~z ' para todo z de ru
2

• 

Como en el caso unidimensional todo F-punto de paro T, tie = 
ne asociada una a-álgebra ~T ' definida por: 

Respec~o las propiedades de los ~-puntos de paro 

(ver [35J), nos interesa recordar las siguientes: dados 

dos ~-puntos de paro T,S diremos que T~S si y sólo si 

P{T~S}=1 • El supremo de dos ~-puntos de pare, SvT es 

tambien un ~-punto de paro, pero el ínfimo SAT, no es en 

2 general un ~-punto de paro, ya que en general si Z E]N , 

no podemos asegurar que {Z~T}E ~z • Por lo tanto la noción 

de "pasado" de T definida por {(z,w)~z~T(w)} no es adecua 

da. Necesitamos p~es ::ntroducir que entende.:emos por \'pas.! 

do" de un ~-punto de paro y por ~nfimo de dos puntos de p.! 

ro. 
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Para ello, dado un F-punto de paro, vamos a construir 
== 

sendas tacticas, en el sentido clasico (ver [50]), que pa­

sen por ~l, y siguieudo las ideas de [21] para el caso ccn 

tinuo, definiremos el pasado de un ~-punto de paro, y el 

ínfimo de dos E-puntos de paro, estudiando sus propiedades. 

Definición 2.1.2. 

Diremos que la familia {u ,p~JN} 
P 

de variables aleatorias a 

valores en JNu{oo} es· una :tá.c.:ti.c.a. si 

(i) U = (0,0) y U ~ U +1 , \1p-iJN o p P L 

(ii) Up es un E-punto de paro, Vp~JN 

(iii) Up+1 es Ez -medible, '/p=JN 
-p 

A continuaci5n, dado un punto de paro Z construimos 

dos tácticas que pasan por el, utilizando una tecnica si-

milar a la utilizada por Walsh (ver [SOJ). Estas dos tac-

ticas proporcionan cotas superior e inferior respectivame~ 

te para todas las tacticas que pasen por dicho punto, en 

el sentido de que cualquier otra tactica que pase por Z , 

esta comprendida entre estas dos tacticas. 

Dada una tactica U={U ,p e-JN} , representaremos por, 
p 

U={(w,(s,t» ErlXJN
2 : 3u :(r1 ,u 2 »)u 1<s,u 2>t} 

p p p p- p- Y. 

- 13 -



Teorema 2.1.3. 

Sea Z un E-?unto de paro. Existen dos tácticas r z y YZ ' 

pasando por el punto Z, de forma que d~da cualquier otra 

táctica U que pase por Z, se verifica: 'U e rz y U ::> Yz • 

Demostración. 

Sea Z=(S,T). Supongamos definida la táctica r z hasta el 

instante p. Ponemos A ={r =z}, con z=(s,t) E]N2y r.<z , 
z p ~-

para todo i~p • 

Sean los conjuntos, A=Azn {Z=z} , B=Azn {S>s,T~t} y 

c=A n {S<s,T>t} • 
z -

Es evidente que son disjuntos, y que 2 
Be ~t' ya que, 

F
2 

=t 
2 

y {Z=(a,b)} E ~t • B=A n ( U {Z=(a,b)}) , A E F e 
z a~s+ 1 z ::: Z 

b~t 1 
Ana1ogamente,Cé~s . Además por la propiedad F.4.,0=P(Bncl~z)= 

= 0 ya que O=p(AnBI~z)= =~(BI!z)p(cl!z)'y An{P(BI~z»O} 

=p(AI~z)P(BI~z)=IAP(BI~z) . 

Definamos, 

z,si wEA 

r p+1 = 

r +(0,1) si WEC =A '-AuB p ) o Z o 

Observemos que rp+1 es un ~-punto de paro, ya que, si 

2 
(U,V)E]N ,con (U,V)E{Z,Z+(0,1),z+(l,0)} pues en caso contrario 

{r p+ 1 = (u,v)} = 0,se tiene, 
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{rp+1=(u,v)}= 

=({ r p+ 1 = (u, v)} n {r p '" (u, v) }}u{{ r p = (u-l , v) } n {r p = z} n B o) u 

u ({ r = (u, v-l) } n {r = z} n C ). E F ( ). 
p p O == U,V 

Analogamente se demuestra que rp+l es Er -medible. 
p 

Veamos que rp+l < Z • Sobre A es evidente. Sobre Bo,p(cl~z)=o 

es decir, P(B n C)=O, por tanto sobre B ,S>s ó T<t • o o 

Si {S>s} entonces S~s+l y rp+l < z . 

Sino {S~s,T~t}, por tanto Z=z, pero esto esta en contradic 

cion con que estemos en Bo • 

es decir, P(C n B)=O, por tanto sobre o 

e ocurre S<s o T>t . o 

Si {T>t} entonces T>t+l y rp+l=z • 

Sino, {S~s,T~t}, por tanto Z=~ pero esto esta en ccntradic 

cion con que estemos en e o 

Como, rp < z, ~p y {rp+11rp}1~ sobre {r
p 1 z} , se tie 

ne que {r 1Z} ) ~ y por tanto la tactica r Z pasa por el 
p p -+ 00 

punto Z. 

Analogamente, podemos construir Dtra tactica Yz que pase 

por el punto Z, de la forma sigui~nte, si A' = {y =z} z p 
, 

= !t {\{S<s,T>t} , 
z - definiremos 
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y p+l = 

z si tU E: A' tl {Z=z}= Al 
Z 

y +(0,1) 
P 

I I , 

Y + ( 1 , ° ) s i W E A ....... A uC o P z 

Observemos que por construcción la táctica YZ está conteni 

da en r z . 

Si z= (s, t) E JN2, se cumplen las siguientes propiedades, 

I -+ (z).p[T<t,s>sIE( t)]>O y 
(r )c s, 

Z 

I +- (z),p[T~t,s>sl~( t)J=O 
(r )c s, 

Z 

En efecto, 

-+ t-1 1 2 
{z E· (r Z)c} = U U ({r =s,r =i}) y siempre podemos to 

- p i=o P P 

mar po;i o E{O, ••• ,t-1}, de forma que, 

r = (s,i ) yp[{r =(s,i )}n {T<i ,S>s}IE( .) ]>0 
Po o P o - o - s ~ o ' o 

por construccion de la táctica r z . 

ces 

I (z)op[T<t,S>sIE( t)J = (r )c s, z 
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Si valiera cero, condicionando respecto ~(s,t-1) como 

MOE ~(s,t-1) tendríamos: 

pero como para s fijo, p[T~t,s>sl~(s,t)J crece respecto t, 

llegamos a una contradicci6n. 

Comprobemos ahora que dado z=(s,t), 

1 +- (z) p[T<t,s>sII( )J = O • 
(f )C - ~ s,t 

Z 
. s-l 

Se tiene que, {z E d~z)C}= U U (r1=j ,r 2=t) 
p j =0 p p 

y siempre podemos tomar P1E]N, j1 E {O, ••• ,s-l} , por cons 

truccion de la táctica r Z ' de forma que, 

Sea MI = {pUr =(jl,t)} n{T~t,s>jl}I~(· )J = O} 
PI J1,t 

Se tiene, 

1 -+- (z).p[T~t,s>sII(. )J = 
(r )C - Jl't 

Z 

= I{t =(j t)}nMP[T~t,s>sl~(. t)J = 
P1 l' 1 Jl' 

y como 
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1M (Z).p[T.st,s>sl~(. t)] = 
I JI' 

= E[I M (Z).p[T.st,s>sl~( t)JI~(. t)] 
1 s, JI' 

con 10 cual 

De igual forma se demuestran las siguientes propied~ 

des análogas para la táctica YZ . 

Si Z = (s,t) E ]N2, 

Para finalizar, sea U una táctica que pasa por el punto Z, 

entonces U e rz . En efecto, fijemos z = (s,t) E]N2 Y sea 

A = {W En: z E [(f Z u 11) n f Z c] (w) }. 

o . 

Pero A n {S>s,T<t} = C/J ya que (rzu U) n {S>s,T<t}=C/J y por otra 

parte, hemos visto que en (fz)C' p[S>s,T<tl~zJ>o por lo tan-
\ 

to P(A)=O , y de ahí resulta el aserto. De forma análoga se 

+ + 
obtiene U::>yZ' # 

Este teorema justifica la siguiente 
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Definición 2.1.4. 

Dado un punto de paro Z, llamaremos pa~ado de Z al conjun­

to, pz=rz n Yz . 

Observemos que, {Z E Pz} E ~Z y que si ZI y Z2 son dos 

puntos de paro con Z}~Z2 entonces Pz e Pz . 
} 2 

Definición 2.1.5. 

Dados dos puntos de paro Z},Z2' llamaremos 1nó~mo de z} y 

z2 y lo notaremos Z}AZ
2 

' al punto de paro definido por, 

Es inmediato comprobar a partir de la definición y 

del teorema }.2.3. que, 

(iii) Z}AZ 2 es el mayor punto de paro menor ó igual que 

Z} y Z2 • En efecto, sea Z3 un punto de paro con Z3 < Z} Y 

Z 3 ~ Z 2 • En ton c e s Z 3 = z 3 Á z 3 = (Z 3 AZ } ) A ( Z l' Z 2 ) = ( Z 3 A (Z } A Z 2) por 

la definición de ínfimo, y por tanto Z3~Z}AZ2 • 

Teorema 2.}.6. 

2 
Sea Z un punto de paro y sea Z E:IN , entonces F • -= F n F 

=Z I\Z =Z =z 
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Demostración. 

Análoga a la de la proposición 9 de [21]. # 

2.2. Problema de parada óptima. Criterio de optimalidad. 

Existencia de soluciones. 

A continuación planteamos un problema de parada óptima so 

bre una clase particular de puntos de paro, análogo al pla~ 

teado en dimensión uno. Damos un criterio de optimalidad, 

y mediante una técnica de cambio de tiempo demostramos la 

existencia de solución al problema de parada óptima que nos 

ocupa. 

Representaremos por L la clase de puntos de paro fi-

nitos ó no finitos, con la que trabajaremos. Sea 

2 
Y=(Y ,2 E:m u {col) un proceso no negativo, 

2 

tal que la familia de variables aleatorias 

uniformemente integrable. 

~-adaptado y 

{yT,T E L} es 

El problema de parada óptima que nos ocupa, consiste 

en encontrar T*,T*E L, tal que: 

y diremos que T* es un pu~to d~ pa~o 6pt~mo en la clase L, 

respecto la sucesión {(~Z'Y2) ,Z E :m
2 u {col} • 
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Como en el caso unidimensional, supondremos que la 

clase L verifica las propiedades siguientes: 

(i) VT.e 1.., la familia de CJ'ariab1es aleatorias 

{E(Yslt~),Se L,S~T} es filtrante creciente. 

(ii) La clase L es cerrada para supremos finitos. 

(iii) La clase L es cerrada para Lnfimos, en el sentido de 

la definición 2.1.5., finitos. 

(iv) La clase L admite un sistema de generadores, es de­

cir, existe una sucesión creciente (Tz'z e lN 2 ; Too) de pu~ 

tos de paro de L con Too = sup T ,y tales que, un punto 
z ElN2 z 

de paro T es de la clase L, si y sólo si T admite una ex-

presión del tipo T = ¿ 2 Tz lA + ToolA 
ZElN z 00 

, donde Az E ~T 
z 

2 para todo z E lN Y AooE ET ,siendo dos a dos disjuntos. 
00 

Además, este sistema de generadores debe ser tal que la 

filtración 2 (ET ,z E lN u {ro}) verifique la propiedad F~4.;. 
z 

observemos que es creciente por serlo el sistema de genera-

dores y que siempre la podemos suponer completa.Además exi-

giremos que el proceso y verifique: 

Definición 2.2. l. 

Llamaremos .~-i..ó.te.ma. de. ga.na.nc.-i.a..6 c.cnd-i.c.-i.ona.,te..ó asociado al 

proceso Y a la familia de vatiables aleatorias {J(T),Te L} 

definida por: 
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VT E L,J(T) = supess{E(Y S I~T) ,S E L,S~T} • 

Observemos que {J(T) ,T E; L} es uniformemente integrable por 

serlo {yT,TeL} • 

A continuación enunciamos unas definiciones y resul-

tados análogos a los dados en el caso unidimensional. 

Definición 2.2.2. 

Una familia X = (XT,T E L) es una L-.6u.pe./[.m~/[..t'¿nga.e.a. .6'¿~.te.ma. 

si verifica: 

(i)VS,TEL, XT = Xs sobre {T=S}. 

(ii) VT EL, XT es integralHe y F -~edible. 
=T 

(iii)VS,TEL"S~T, E(X T I~s)~xs. 

Teorema 2.2.3. ([20J, teorema 2.12.1.) 

El sistema de ganancias condicionales {J(T),Te L} de Y ve-

rifica: 

(i) J(oo) = y 
00 

(ii) Es la menor L-supermartingala sistema que mayora a 

Teorema. 2.2.4. ([20J, teorema 2.12.1.) 

Un T*e L es óptimo en la clase L, respecto la sucesión 
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{(F ,Y ),z EJN 2 U{OO}} si y sólo SI. verifica las condiciones 
=z z 

siguientes: 

(i) J(T*) Y
T

* , casi-seguramente. 

(ii) \:fTE L , E(J(T*))= E(J(Ti--T*)) # 

Observemos que gracias a la existencia de un sistema 

de generadores en la clase L, el teorema anterior da lugar 

al siguiente: 

Teorema 2.2.5. 

Un T*E L es óptimo en L respecto la sucesión 

{(F Y) €JN 2U {oo}}, , , z 
=z z 

si y sólo si se verifica: 

(i) J(T*) = Y
T

* , casi-seguramente. 

(ii) E(J(T*)) = E(J(T( )) 
0,0 

Demostración. 

De la propiedad de crecimiento del sistema de generadores, 

y del caracter de supermartingali del sistema de ganancias 

condicionales, resulta la afirmación. # 

Para demostrar la existencia de un punto de paro ópti 

mo en la clase L respecto a la sucesión antes introducida 

{(~z'Yz),z ~JN2U {oo}}, y construir un tal punto de paro, uti 

lizamos una técnica de cambio de tiempo análoga a la utili-

zada en el caso unidimensional. Es decir, demostramos que 
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la clase L está en correspondencia con una cierta clase de 

puntos de paro ~ , finitos ó no finitos, la cual verifica 

las mismas propiedades que la clase L y además, contiene las 

constantes. Aplicando a X la teoría general de parada óptl 

ma para procesos bidimensionales a tiempo discreto (ver 

[35]) obtenemos la existencia de un punto de paro óptimo en 

la clase i respecto una cierta sucesión que determinaremos, 

el cual está en correspondencia con un punto de paro de la 

clase L, que es un punto de paro óptimo en la clase L res-

pecto la sucesión {(F ,Y ),ZEJN
2 U{00}} 

=z z 

Consideremos pues la nueva filtración, 

F' = {~'=~T ,Z E JN
2

u {oo}} y el proceso y' 
Z 

= (y' =y Z E ]N 2 u {oo}) , 
Z T' 

Z 

donde {T ,Z E: ]N2U {oo}} es el sistema de generadores de la 
Z 

clase L. Observemos que ~' es creciente, completa y cumple 

la propiedad F.4., y que el proceso y' es no negativo y 

~'-adaptado. 

Representaremos por ~ la clase de los ~'-puntos de p~ 

ro finitos ó no finitos, y por'\T la clase de todos los pun­

tos de paro generados por el sistema {T ,Z E JN2 ; T } z 00 

Estamos en condiciones de enunciar los siguientes re 

su1tados, cuya demostración suprimimos por ser análoga a 

la de los resultados equivalentes en el caso unidimensio-

na1. 
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Proposición 2.2.6. 

Existe una aplicación ~ exhaustiva y creciente, en general 

no inyectivA. entre 1j y 'tJ. # 

Sea i -1 = ~ (L), como en el caso unidimensional, 

T*E L es un punto de paro óptimo en la clase L respecto la 

sucesión 
2 {(F ,Y ),zE]N u{oc}} 

=z Z 
si y sólo si T* = ~(v*) con 

v* punto de paro óptimo en la clase rl respecto 

{(F' Y') zE1N 2 U{oc}}. Y podemos enunciar el siguiente 
=z' z ' 

Teorema 2.2.7. 

Existe un pu~to de paro óptimo T*E L respecto la sucesión 

{(F ,Y ) ,Z E 1N 2
U {oc}}. # 

=z Z 

-
Es importante observar que {Y' ,v Eot } es uniformemen 

V 
-P. 

te integrable, así como que si {J(v) ,v E~ } es el proceso 

de ganancias condicionales asociado al proceso y' , como la 

clase ce contiene las constantes, existe un único proceso 

J , llamado envoltu~~ de Snell del proceso y' tal que para 

todo v E J: , J (V) = J v c. s •• Además gracias a la corres­

pondencia ~ se tiene, 

1 (T ) = 
z supess E(YS!~T) = 

S>T ,SEL z 
- Z 

= supess E(Y' 
E .[) V v ~z,v oé. 

If:~ ) = 1z , 

y, de forma análoga, J(T ) = J 
00 00 
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La forma explícita de un punto de paro óptimo de la 

2 
clase L , respecto {(Y z' ~z) ,Z E IN U {oo}} viene dado por el 

siguiente 

Teorema 2.2.8. 

El punto de paro definido por T* = Z1" donde (Zp,p e: lN) es 

la táctica dada por 

y para todo p E;: lN , 

= T +(1 ) sobre {Z =T } n {J(T »E(J(T +( 1» IrT )}. 
Z ,o p z z z o, - z 

= Tz +(0,1) sobre {Zp=T Z }n {J(Tz )=E(J(T z+(o,I»ltT)} 
Z 

es un punto de paro óptimo de la clase L respecto 

2 
{ (Y z ' ~ z), z e: IN u {oo}}. 11 

2.3. Tres clasei de puntos de paro. 

Para concluir el capítulo, daremos tres clases de 

~-puntos de paro, que verifican las propiedades exigidas 

a la clase L • 
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Sea Y = {y ,Z E JN 2 u{oo}} un proceso no negativo, 
z 

~-adaptado y uniformemente integrable. 

Sean L I , L2 Y L3 , las clases de ~-puntos de paro de 

finidas respectivamente por, 

L 1 
{R,~-punto de paro R>T} 

L2 
= {RJ!-punto de paro R:S S} 

L3 {RJ[-punto de paro T~R~S} 

siendo S,T dos [-puntos de paro, con T:SS. 

Tomemos como sistema de generadores respectivamente, 

los siguientes: 

TI zvT, para todo z E JN2 
z 

2 para todo z E JN 

T3 (zvT).:\ S, para todo z E;. JN2 z 

Es evidente que estas tres clases verifican 

la familia {E(Ysl[T),S:::T,SE; L
i

} es filtran 

te creciente, 1. E: {1,2,3}. 

(ii) Son cerradas por supremos e ínfimos, en el sentido 

de la definición 2.1.5., finitos. 

(iii) Para las clases L2 y L3 es evidente que YT ~ lim sup YT 
00 Z + 00 Z 

ya que, para todo w, (zAS) (w) = S (w) y «ZVT)AS) (w) = S (w) 

si z~S(w). Para que la clase L 1 también lo verifique es ne-

cesarLo 1.mponer la condición Xx, ~ lim sup Y 
Z 

Z + 00 
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Por tanto lo único que nos falta comprobar es que las fil-

traciones 

F
2 {F } f..:3 {F } = = =SAZ'Z y = =(Tvz)AS'z 

verifican la propiedad F.4., ya que crecientes y completas 

lo son por serlo F. 

Teorema 2.3.1. <[21], proposición 13). 

si ~ = (~z'Z E JN2) satisface la propiedad F.4., Y Z es un 

~-punto de paro, entonces la filtración (~ZAZ'Z EJN2) tam-

bién satisface la propiedad F.4.. # 

Teorema 2.3.2. 

En las condiciones del teorema anterior, la filtración 

2 
(~ZVz'Z E JN) satisface la propiedad F.4 •• 

Demostración. 

Sean u,v E JN, Y sea Z = (s,t) E JN2. Consideremos los puntos 

de paro siguientes U
I 

= ZV(s,t+v) , U
2 

= Zv(s+u,t) 

Debemos demostrar que ~U ,~U son condicionalmente inde-
1 2 

pendientes respecto F es decir, que para toda varia-=ZVz ' 

ble aleatoria X , 

E [E (X I ~U ) I ~U ] 
2 1 

= E[E(XI~u ) l~u ] 
I 2 

Demostraremos la última igualdad. La otra se demuestra de 

forma análoga. 
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Es decir, debemos comprobar que, 

S ~ f" lN 2 Z d l' ... ~Jamos rE ,por ser punto e paro, e conjunto 

{z=r}~~Z y como Z~Ul y Z~U2 también se tiene 

y {Z=r}E ~U • Podemos escribir, 
2 

E(IA·E(xltu » = I 2 E(IA·I{z=r}·E(xl~u » 
1 rElN 1 

4 
= ¿ I E(I A I{z=r}·E(XI~u » , donde 

i=l rEA. 1 
~ 

A~ = {(r 1,r2)ElN 2 : (r
l
,r 2) > (s+u,t+v)} -

2 r 2<t+v} A.., = {(r 1,r2 )E;ilN : rt>s+u 
"" 

2 
:'2>t+v} A3 "" {(r 1,r2)E;ilN : r]<s+u , 

2 (r l ,r 2 ) (S+11, t+v) } A4 = {(r
1
,r

2
)ElN : < • -

Estudiaremos cada uno de estos sumandos. 

{z=r}~~u 

= 

(i) Para i=1,3, ¿ E[I A I{z=r}E(xl~u)] coincide 
rEA. 1 

1. 

1 

, ya que en estas regi~ 

nt:s U1 = Z\iz • 

(ii) En la región A2 se verifica, 
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Como A Y {Z=r} son [U -medibles~(l.l.) coincide con 
2 

U
2 

= Zvz < U} , se tiene finalmente, 

¿ E [lA 1 {Z=r }' E eX ¡ ~u )] • 
rEA 2 2 

(iii) Por último, sea re: A4 • Sobre {Z=r} se verifica, 

zvz = (Zvz) A (s+u,t+v) = 

::: e[(Zvz);'" (s+u,t+v)] 1 ' [(zvz) A (s+u,t+v)]2) • 

Para simplificar la notación, escribiremos : 

~[(Zvz)A(s+u,t+v)] 1,00' Y se verifica. 

::: E[E(I A I{z:::r}E(xl~u )IF
1
)] ; como A y {Z=r} son ~U -medibles, 

1 2 

coincide con E[IAI{z=r}E(E(xl~Ul)IF1)J = 

::: E~A·I{z=r}E(E(E(XI~ul)IF2)IFl?];aPlicando el teorema ante 

rior a la filtración (F( )."ro E JN2) , lo anterior coincide ::: ZVz Am' 
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ZVz < u ,ya tenemos que coincide con 
- 1 

Teorema 2.2.3. 

si F es una filtración que verifica la propiedad F.4. y S,R 

son dos F-puntos de paro con S<R, entonces la filtración = -
{[(SVZ)AR ' Z E: IN

2
} también verifica la propiedad F.4. 

Demostración. 

Es una consecuencia directa de los dos teoremas anteriores. # 
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CAPITULO 11 

VARIABLES ALEATORIAS "FLOUES". RELACION CON EL PROBLEMA 

DE PARADA OPTIMA. 

En este capítulo trabajamos con un espacio (n,g,p) 

de probabilidad completo y con el espacio de parametros 

K=JR~ . Iniciamos el capítulo caracterizando los procesos 

crecientes que toman valores en {ü,l} C.s •• A continuación 

introducimos las llamadas variables aleatorias "floues", 

es decir el conjunto U de probabilidades sobre n x K tales 

que su proyección sobre n es P. Definimos la tribu opcio-

nal y el operador de proyección opcional P"", sobre n x K , 
8" 

con n=1,2. Seguidamente, para n=l, demostramos que los tiem 

pos de paro son los elementos extremales del conjunto U a 

de variables aleatorias "floues" adaptadas l y relacionamos 

el conjunto Ua con el problema de parada óptima. Para n=2. 

demostramos que los puntos de paro coinciden con los ele-

mentos de la intersección Un Ext[P (U)]. 
ü 

Sea (n,g,p) un espacio de probabilidad completo. 

Supongamos primero que el conjunto de índices es 

lR~ = JR~ U {co} con la relación de orden parcial usual, es 

decir, dados ,zl = (sl, ... sn) y z2 = (t1, ••• ,t
n

) E 1R~ 
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s. < t. para todo i E {l, .• ,n} 
1. - 1. 

La relación de orden parcial estricta es 

s. < t. para todo i E {l,,,,n} . 
1. 1. 

S e a ~ = { ~ z ' Z E IR ~ }, ~ = V ~ z u na f i 1 t r a ció n c o m-p 1 ~ 
z 

ta, creciente continua por la derecha, es decir V z EIR~ 

se cumple : F = =z n ~z • En el caso n=2 exigiremos que 
z'>z 

la filtración cumpla la propiedad F.4., es decir que para 

todo z=(s,t) E lR~, las a-álgebras ~sao = V F 
=(s,v) 

v 
y 

V ~(u,t) son condicionalmente independientes respe~ 
u 

to F =z 

Definición 2.1. 

Una variable aleatoria T a valores en IR~ es un ~-pu.nto de. 

p aJt O s i y s ó los i par a t o d o z d e IR ~ , {T<z} E F 
=z 

En este capítulo utilizaremos únicamente la noción 

de ~-punto de paro, sin adentrarnos en las propiedades y 

características de los mismos, que pueden ser consultadas 

en [3 5J . 

Definición 2.2. 

Un proceso A = (Az' z E IR:) es c.Jte.c...te.nte. si es nulo sobre 

los ej es y para todo W E n la aplicación z 
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la función de distribución de una medida positiva, finita 

A(w,dz) sobre los borelianos de lR~, es decir, 

A (w) = A(W,[o,z]) 
z 

Observemos que un tal proceso es creciente según el 

orden parcial de lR~. Ademas es continuo por la derecha, 

es decir, 1im 
z' +z 
z'>z 

A , = 
z 

A z 

Para procesos crecientes se verifica el siguiente 

Teorema 2.3. 

Sea A = {Az'z E lR~} un proceso creciente con Aro:: 1 y 

n 
~-adaptado, es decir, para todo z de lR+, Az 

En estas condiciones se verifica : 

es F-medible. =z 

El proceso A toma valores en {0,1} c.s., si y sólo si es 

de la forma Az = I[T,oo] (z) c.s. siendo T un ~-punto de p~ 

ro. 

Demostración. 

Sea W E Q. Sabemos que la medida A(w,dz) sólo toma valores 

en {0,1}. Haremos la demostración por inducción sobre n. 

Para n=1 es evidente. Supongamos lo cierto hasta dimensio­

nes menores ó iguales que n-l. Si para todo z de lR~ con 

zfoo, A(W,[o,z])=O, como A _ 1 debe ser A(w,dz) una medida 
00 
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de Dirac en el infinito. Sino, existira z = (zl""zn) :f.. 00 

con A(w, [o,zJ) = 1. 

A partir de ahora trabajaremos en [o,z]. Fijemos una de 

las direcciones, por ejemplo xl . 

Consideremos los paralelepípedos ~a = {0~x1::a} , a E [0,2: 11. 
Observemos que si a tiende hacia zl' los paralelepípedos 

~a convergen hacia [o,zJ. Como A(w,dz) toma valores en 

{o, n, existen a E 1R+ ' o::a::z l tales que A(w, ~ a) = 1. 

Sea al el menor de ellos. Consideremos ahora una nueva me 

dida A(w,dz) sobre [0,z2Jx ••• x[o,znJ definida de la for 

ma siguiente, A(w,B) = A(w,[0,a 1]xB), con BE{Dr ] [ ] 
Lo,z2 x ••• x o,zn 

A(w,dz) sólo torna valores en {o,l} y por hip6tesis de indu~ 

ción debe ser una medida de Dirac en 

Pero por definición de A(w,dz) esto nos dice que A(w,dz) es 

una medida de Dirac n 
en el punto (al, .• ,a n ) E 1R+. Es decir 

w-c, s. , A(w,dz) es una medida de Dirac en un punto a w 

tanto A (w) 
z 

es de la forma I[T,oo](z) siendo T(w) = a
w 

es un punto de paro, por ser A adaptado. 

§1. Variables aleatorias "f10ues". 

, por 

, que 

Re~resentamos por C el conjunto de los procesos con-

tales que E(suplX 1)<00, con la 
z Z 

norma siguiente: 

11 Xii = E (sup 1 Xz 1 ) 
z 

- 35 -



Es conocido que (C, 1 1·11) es un espacio de Banach. C ' repr~ 

senta el dual topologico de C, con la topología débil, es 

decir, la topología menos fina respecto a la cual, para ca 

da X E C, las funciones 

C I ----~) lR 

f f-----..,) f (X) 

son continuas. Con esta topología e' es un espacio vecto-

rial topologico de Hausdorff localmente convexo. 

Siguiendo la notacion de [42J, tenemos la siguiente 

Definición 2.1.1. 

Diremos que II es una vaJt-tab.te. a.te.a.toJt-ta "Ü.tou.e." si es una 

medida sobre ~ x K tal que su proyeccion sobre ~ es P y 

:3 i E U, ... ,n},x.=O}. 
1. 

Representaremos por U el conjunto de las variables aleato-

rias "floues". Para toda j.l E U Y para toda variable aleato-

ria X, ll-integrable, sobre ~ x K, pondremos: 

<X,j.l> ~XK X dj.l 

y en el caso particular de X = IFxK·g con F de ~oo y g una 

función medible sobre ~ x K, escribiremos, 

<Fg,j.l> = f I FxK g dj.l • 

S".lxK 
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Teorema 2.1.2. ([24J, lema 1.1.) 

Existe una biyección entre las variables aleatorias "f10ues" 

y los procesos (A ,zEK) 
Z 

crecientes tales que Aoo = 1 # 

Aunque no demos aquí la demostración del teorema, es 

importante señalar que como K es compacto, toda medida ~ 

sobre Q x K admite una desintegración con respecto a su pr~ 

yección sobre Q. Si jJ E U, tal proyección es P y la desinte 

gración que admite es la siguiente: djJ dP.x A(w,dz) 

siendo A(w,dz) la medida asociada a un proceso creciente 

A Y de esta descomposición resulta el teorema. 

Si ~ E U, observemos que para toda variable aleatoria 

x , ~-integrab1e sobre Q x K, se verifica, 

<x,~> =E(JX dA) z z 
K 

Definición 2.1.3. 

Diremos que una variable aleatoria "f10ue" es adap:tada si 

y sólo si su proceso creciente A asociado es ~-adaptado. 

Representaremos por U el conjunto de variables aleatorias a 

"f10ues" adaptadas. 

A continuación dotamos al conjunto U, respectivamen-

te Ua , de una topología, respecto la cual seran conjuntos 

compactos. Para ello debemos tener en consideración el si-
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guiente 

Teorema 2.1.4. 

A cada elemento jJ E V, le corresponde un elemento del espa-

cio e' por la aplicación siguiente: X ---7) <X,jJ> para to-

do X E e . 

Además ([17J, pag.20l) para todo f E e' tal que f > O (es 

decir f(X) ~ O, para todo XEe positivo) Ilfll < 1 Y f(l) = 1, 

exis te -- . un un1CO elemento jJ e V tal que: f (X) = <X,jJ> , 

\;fXEe. # 

Gracias al teorema anterior, el conjunto V puede con~ 

siderarse como un subconjunto de C ' y podemos tomar sobre V 

y V ,la topología inducida, conocida con el nombre de to­
a 

pología de Baxter-Chacon. Con esta topología se verifica: 

Teorema 2.1. 5. ([42J, teorema 3; [6], teorema 1. 5.). 

Los conjuntos V y V , con la topología de Baxter-Chacon son a 

conjuntos compactos. # 

Señalemos que en la demostración de este teorema es 

esencial que la filtración con la que trabajamos sea conti 

nua por la derecha. 

Los conjuntos V y Va son evidentemente convexos. La carac­

terización de los elementos extrema1es de V viene dada por 

el siguiente teorema debido a N. Ghoussoub ([24] proposición 
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1.2.) que se obtiene aplicando un resultado conocido de 

analisis de M. Yor ([52J, teorema l. l.) • 

Teorema 2.1.6. 

Los elementos extremales del conjunto U, son las variables 

aleatorias "floues" jJ E U, que vienen determinadas por el 

grafo de una función medible g ----~> K • El proceso 

creciente A asociado a una tal jJ es de la forma : 

A (w) 
z 1 [g(w) ,00J (z) # 

Observemos que todo ~-tiempo (punto) de paro se pue-

de considerar como un elemento de U a 

§2. Tribu opcional y operador de proyección opcional sobre 

n = 1,2 • 

En primer lugar, recordemos brevemente la noción de 

tribu y operador opcional sobre $l x JR+ • 

Definición 2.2.1. 

( i ) L a tn-i. b u. O p c.'¿ O n. a...e. e- s o b r e $l x m +' e s 1 a tri bu gen e r ~ 

da por los procesos ~-adaptados y continuos por la derecha. 

(ii) El opena.don P (y de pnoyec.c.,¿6n. opc.'¿on.a...e. .óobne $l x m+ es 

tal que dado X proceso medible acotado, p&(X) = Y, siendo 

y el único proceso opcional, es decir, ~-medible tal que, 
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para todo T , ~-tiempo de paro 

Para mas detalles puede consultarse L16] y [17J 

A partir de esto, podemos introducir la siguiente 

Definición 2.2.2. 
,.... 

(i) La tribu 9' = fJv a{Ax{oo} , A E ~o) es la .tn-i.bu.. opc.-i.o-

n.af. sobre n x 1R+. 

(ii) Dado X un proceso medible acotado, el operador defi-

nido por: 

" 1 

(Pg-(X»t si t E 1R+ 

(o X) 
t 

E(Xool~co) si t = 00 

es el ope.nadon de. pnoye.c.c.-i.6n. opc.-i.on.af. sobre n x 1R+. 

A partir de esta definición es faci1 demostrar el 

siguiente 

Teorema 2.2.3. 

(1·) Sl· X .l °x es un proceso acota·~o, entonces es el único 

proceso Y opcional y acotado, tal que para todo ZJ ~-tiempo 

de paro se verifica: E(X Z) = E(YZ) 

~ 

(ii) La tribu if esta generada por los procesos adaptados y 

continuos por la derecha. # 
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Tambien podemos hablar de medidas opcionales. Recor 

demos (ver [17J), 

Definición 2.2.4. 

Una medida ~ sobre S¿ x 1R+ es opc.-i.on.ai, si y sólo si para 

todo proceso X acotado, <X,~> = <P~(X),~> 

Por analogía diremos que, 

Definición 2.2.5. 

Una medida ~ sobre S¿ x 1R+ es opc.-i.on.ai, si y sólo si para 

todo proceso X acotado, 

Una simple comprobación muestra que: 

Teorema 2.2.6. 

(i) Si ~ es una medida opcional sobre S¿ x 1R+, tambien es 

opcional sobre S¿ x 1R+ • 

(ii) Un proceso creciente A es opcional, si y sólo si su 

medida asociada es opcional. # 

Definamos la tribu y el operador de proyeccion opci~ 

nal sobre ~ x 1R
2 
+ 

• Para ello introduzcamos estos conceptos 

sobre ~ x 1R
2 
+ 

Siguiendo [4 J, notaremos por 9"'i la tribu i-opcional 

con respecto a la filtración uniparametrica ~i) i=1,2 con 

F
1 = {I ,s>o} y F

2 = {~oo t,t~o} • Y sean P. , i=1,2, los -s,oo - , ~ 
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operadores de proyección opcional respectivos. Observemos 

1 2 1 . . 1 que F y & son comp etas, crec1entes y cont1nuas por a 

derecha (ver [S3J). Podernos enunciar la siguiente 

Definición 2.2.8. 

(i) La tribu 9' 8' 1 n 8"2' e s 1 a ;l;,'l..{. b u o p c..{. o 11 al s o b r e r2 x lR ~ 

con respecto la filtración ~ 

(ii) El operador de p~oyec.c.'{'611 opc..{.ol1al viene definido para 

todo proceso X medible y acotado por, °x = .P 1 ·P 2 (X) = P 2 ·P 1 (X). 

La definición anterior es correcta debido a la propi~ 

dad F.4. (Bakry' [4J). 

A continuación enunciamos una serie de definiciones y 

teoremas, que son analogas a las dadas anteriormente para el 

caso unidimensional. 

Definición 2.2.9. 

~ 

(i) La tribu e- 6' u a{Ax{co} A E ~()) es la t~.{.bu. opc.'¿ol1al 
2 

sobre r2 x lR+ 

(ii) El operador P definido por 
rv 
9-

si (P (X)) = 
e- z 

X es medible y acotado, 
. 'lR 2 

, Sl Z E + 

es el ope~a.do~ de p~oyec.c.'{'611 opc.iol1al sobre r2 x lR 2 
+ 
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Con esta definición son validas definiciones analo-

gas a las definiciones 2.2.4. y 2.2.5., Y teoremas analo-

gos a los teoremas ~.2.3. y 2.2.6 • par~ procesos X medi-

2 bIes, acotados y medidas sobre n x :m+ • 

§3. Caracterización'de los tiempos de paro como elementos 

extremales de U • Parada optima. a 

En esta sección demostramos utilizando un método di-

ferente del utilizado en [19] que los tiempos de paro son los 

elementos extremales del conjunto U ,y resolvemos el pr~ a 

blema de parada óptima para procesos continuos con índices 

en :m+, utilizando dicha caracterización, la cual viene da 

da por el siguiente 

Teorema 2.3.1. 

Sea II una variable aleatoria "floue". Las tres condiciones 

siguientes son equivalentes: 

(i) II es un elemento extremal de U 
a 

(ii) Si g es una funcion definida sobre n x m¡ opcional 

y acotada tal que, 'v'FE~oo' <Fg,ll> = O entonces g=O, 11-C.S. 

(iii) El proceso creciente A asociado a 11 es de la forma : 

At(W) = I[T(W) ,00] Ct), con T un ~-tiempo de paro. 

- 43 -



Demostración. 

(i) ~ (ii) 

Sea ~ EU un elemento extremal del conjunto U y sea g una a a 

función sobre r¡ x lR+ opcional y acotada por k, tal que pa 

ra todo FEF ,<Fg,~> = ° . 
=co 

Definamos dos nuevas medidas ~l' ~2 de la forma siguiente, 

~1 = (1 +*)~ ~2 = (1 - *) ~ . 
Es fácil comprobar que ~l' ~2 E Ua ' ya que, 

Además, si X es un proceso acotado, 

teniendo en cuenta que ~ y g son opcionales 

°x °x-L - °x = < ,~> + < 2k ,~> - < '~l> 

Análogamente se comprueba que ~2 es opcional y que su pro-

yección sobre r¡ es P. 

Además ~ = t ~l + ~ ~2 ' Y como ~ es extremal debe ser 

~l = ~2 = ~ , y por tanto g=O, ~-c.s. 

(ii) ~ (iii) 

Supongamos ahora que 11 E U Y que es tal que si g es una fun 
a -

ción sobre r¡ x lR+ acotada, opcional y tal para todo F de . 

~oo' <Fg,~> = 0, entonces grO ~-c.s. 

Sea A el proceso creciente asociado a ~ y consideremos· la 

siguiente función. 

-----7) lR 

(w, t) ) A(W,[o,t]) + A(w,[o,t» - 1 

- 44 -



como el proceso A es ~-adaptado, por tanto opcional, y 

A _ 1 , es1:a función g es opcional y acotada. 
00 

Además w-c.s. se verifica: 

f_(A(W, [o,t]) + A(w, [o,t)) - 1) A(w,dt) = O 

JR+ 

ya que basta aplicar la fórmula de integración por partes 

( [17 ] ' VI: 9 O) • 

De lo anterior se tiene que para todo F de ~oo 

f IF'ffi (A(w,[o,t]) + A(w,[o,t» - 1) df,l = O _ x + 
S"2xIR+ 

y por la hipótesis sobre la medida f,I, e.sto implica que: 

A(w,[o,t]) + A(w,[o,t» - 1 = O 

es decir, W-c.s., 

A(W,[o,t]) + A(W,[o,t» - 1 = O~\t\,A(w,dt)-c.s. 

A continuación vamos a comprobar que el proceso A 

no tiene ninguna trayectoria continua, c.s •• 

Sea G = {weS"2, A es continuo}, y supongamos P(G»O. 

Para todo w de G, w-c.s., se tiene que, 

A(W,[o,t]) = ~,V't,A(w,dt) - C.s. 

Sea [a,b] la región donde A(w, [o,tJ) 
1 = 2'. 

Se tiene, A(w,[o,a» = O, A(w,Cb,co]) = O Y 
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A(w, [a,b]) = Ab(W) - Aa(w) = O, con lo que llegamos a una 

contr~diccion. Por tanto p(G) = O. Pero como 

A(w,[o,t]) + A(w,Lo,t)) 1, A(w,dt)-c.s. 

este proceso A solo puede tener un salto. 

Sea x el punto donde A, tiene el salto. El proceso A es 
w 

creciente, por lo tanto: 

A(w, [o,y]) 
1 

< 2 para todo y < x w 

A(W,[o,y]) > ~ para todo y > xw 

esto implica que A(w, [o,"C )) = O Y A(w, (Xw,oo]) = O Y como - w 

A(w,dt) es una medida de masa 1 debe ser, A(W,{x w}) = l. 

Por tanto, w-c.s., A(w,dt) es una medida de Dirac. Por lo 

tanto At = 1 [T,co] (t), siendo T(w) = x w' y como el proceso 

A es adaptado, T es un ~-tiempo de paro. 

(iii) ~ (i) 

Si el proceso creciente A asociado a la medida J..l , es de la 

forma At(w) = I[T,oo](t), entonces J..l por el teorema 2.1.6. 

es un elemento extremal de U pero J..l E U Y de a ahí la afirma 

ción. # 

Observemos que se puede demostrar de forma inmediata 

(ver [19J) la implicación (i) ~ (iii). En efecto, si exis-

te un t tal que At no toma valores en {0,1} c.s., basta con 

definir Al = 2A ¡\ 1 Y A" + (2A
t
-1) v O. Los procesos Al ,A" 

t t t 

son crecientes, adaptados y Al = A" = 1. Ademas A = 1. Al +...!. A" 
00 00 2 2 
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en contradicción con que ~ sea un elemento extremal en el 

conjunto U • a 

Observemos que si el proceso asociado a ~ E U a 

de la forma At I[T,ooJ ' entonces para todo XE e , 

<X,~> 

es 

A partir de la anterior caracterización de los ele-

mentas extremales del conjunto U , podemos resolver el pro a -

b1ema de parada óptima para procesos continuos, es decir, 

dado un proceso continuo X, podemos demostrar la existen-

cia de un ~-tiempo de paro T* tal que: 

E(X T*) = sup{E(XT) con T, ~-tiempo de paro} • 

A T* le llamaremos ~~empo de pano 6p~~mo. Dicho resultado 

se contempla en el siguiente 

Teorema 2.3.2. ([14J, teorema 3.1.) 

Sea X = (Xt,t E lR+) un proceso cont:inuo, tal que 

E(suplxtl) < 00, entonces existe un tiempo de paro óptimo. 
t 

Demostración. 

Dado el proceso continuo X, consideremos la función 

Vi x : Ua 
-----7) lR tal que a toda ]J E U le hace corres­

a 

ponder Vix(~) = <x,~>. Esta función es continua por defini 

ción de la topología débil y como U es un compacto, esta 
a 
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función alcanza su maximo en un elemento extrema1 ~ de U • 
o a 

Sea T el tiempo de paro asociado a ~ . Se verifica: 
o o 

<x,~ > 
o 

sup <X, ~> > sup {E (X T), T tiempo de paro}, 
~EU a 

y de ahí resu1t~ el aserto. # 

Observemos que como toda función semicontinua supe-

riormente sobre un compacto convexo alcanza su máximo en 

un punto extrema1 ([ 7], p. 1I,58, proposición 1), en la 

demostración anterior sería suficiente, con que la función 

~x fuera semicontinua superiormente, y no necesariamente 

continua. Condiciones que aseguran la semicontinuidad su-

perior de la función ~X pueden encontrarse en [14], prop~ 

sición 3.2. Y teorema 3.5. 

§4. Caracterización de los puntos de paro como elementos 

de U n Ext P (U) 
€Y 

En la sección anterior hemos demostrado que los ele 

mentas extremales del conjunto U son los tiempos de paro. a 

Cabe preguntarse si en el caso bidimensional son los pun-

tos de paro los elementos extremales de U • En [34] se da a 

un ejemplo en el que se muestra que sin exigir condiciones 

a la filtración con la que trabajamos dicha afirmación es 

falsa en el caso continuo. Recientemente, se ha demostrado 
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[15J que la respuesta es afirmativa, en el caso discreto, 

si exigimos que la filtración verifique la propiedad C.Q.I., 

introducida en [29] que es mas débil que la condición F.4. 

La extensión de los métodos utilizados para el estudio de 

este problema en el caso unidimensional no es posible. De-

bido a la dificultad que presenta el estudio de este pro-

blema, se han buscado técnicas de compactificación (ver 

[33] ,[34J) diferentes, para resolver el problema de para-

da óptima. Como contribución al estudio de este problema 

demostramos que los puntos de paro son los elementos de 

U que son extremales en el conjunto P~(U). 
(Y 

Este tipo de resultado podría servir como punto de 

partida para demostrar la existencia de un punto de· paro 

optimo en el caso continuo biparamétrico (suponiendo la 

propiedad F.4.) mediante técnicas basadas en las variables 

aleatorias "floues" y por tanto diferentes de los métodos 

de compactificación usados en [33J y [34J. Sin embargo, 

hasta el momento no sabemos todavía si ello es posible y 

los esfuerzos realizados no nos han llevado a ningún re-

sultado satisfactorio. 

A fin de demostrar que los puntos de paro coinciden 

con los elementos de U next P (U), necesitamos el siguie~ e: 
te, 

Teorema 2.4.1. 

Sea 11 E U Y sea A su proceso creciente asociado. a 
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Az = I[T,oo](z) con T un ~-punto de paro si y solamente si, 

2 
dada una función g sobre S¿ x JR+ medible y acotada, tal que 

para todo F de ~oo' <Fg,~> = ° entonces P~(g) = O, ~-c.s. 
Ü' 

Demostración. 

Una implicación es facil. Si ~ E U Y su proceso creciente 
a 

asociado A es de la forma At(W) = l[T,ooJ(t) con T punto de 

paro, por el teorema 2.1.6.,~ es un elemento extremal del 

conjunto U Y si g es una función medible y acotada, tal que 

para todo F E ~oo' <Fg, ~> = ° aplicando el teorema 1.1. de 

[52J se tiene que g=O ll-c.s. y por tanto P,,-,(g) = O, ~-c.s. 
()' 

Para demostrar la otra implicación es necesario en-

contrar previamente algunos resultados importantes, que 

enunciaremos en forma de lemas. 

En todo lo que sigue por tanto, supondremos que 

II EU es a 
2 

tal que si g es una función definida sobre S¿ x JR+ 

medible y acotada, tal que para todo F E ~oo' <Fg,~> = 0, 

entonces P (g) = ° , ~-c.s. 
e 

Lema 2.4.2. 

En las hipótesis anteriores, existe un conjunto N de pro-

babilidad cero tal que para todo W ~ N, si A(W,{oo}) : O 

entonces A(w,dt) es una medida de Dirac en {ro}; y si 

A(w,{oo}) = 0, los procesos (A ,z=(s,t) ___ s,oo y 

(Aoo t,z=(s,t) E JR!) definidos por, , 
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A.oo n x lR
2 
+ 

~ JR 

(w,z=(s,t))\ 7 A (w) S,oo = A(w, [o,s]xJR+) 

(w,oo) > 1 

Y Aoo. n x lR
2 

> JR 

(w,z=(s,t)) , > Aoo,t(W) A(W,lR+x[o,t]) 

(w,oo) l-- > 1 

verifican, - 1) = O , A(w,.)-c.s., 

+ A - 1) = 0, A(w,.)-c.s. 

Demostración. 

Consideremos la funci6n gl : n x lR~ lR, tal 

q u e, g 1 (w, z) = Aoo , t 

2 
gl(w,oo) = A(w,lR+). 

+ A t- - 1 si z 
00, 

2 
= (s, t) E lR+ Y 

Es una función 2-opcional y acotada" 

por ser el proceso A opcional y acotado. Ademas, para to 

do w, 

f gl A(w,dz) 

JR~ 
+ 

2 
(Aoo t+Aoo t_-l)A(w,dz)+A(w,lR+) A(w,{oo}). , , 

2: 
Por la definición de Aoo,t y por ser A(w,lR+) = 1, se tiene, 

J gl A(w,dz) = 

~ 
+ 

J 
2 2 

(A t+A t--l)dA t+A(w,lR+)(I-A(w,JR+)) 
00, OOJ 00, 
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que es cero, por la fórmula de integración por partes 

([17],VI,90). 

De esto se deduce que para todo F E ~co' <Fg,]J> = O Y por 

hipótesis debe ser P,,-,(gl) = O , ]J-c.s •• Es decir, existe 
e-

un subconjunto N de probabilidad cero tal que 

P~(gl)(w,z) = O, A(w,dz)-c.s., para todo w~N. Por la de-
9-

finicion del operador P~ obtenemos que, 
9' 

si z = (S,t)ElR
2 
+ 

2 = A(w, lR+) , ya que ~oo V F 
=z z 

Por consiguiente, para todo 1!J ~ N, si A(w,{oo}) > O entonces 

2 
A(W,ffi.+) = O y por tanto A(w,·) O{oo} • Si A(w,{oo}) = O , 

o 
debe ser (Aoo,t + Aoo,t- - 1) = O , A(w,·)-c.s. 

Analogamente, para todo w ~ N si A(w, {oo}) = O entonces 

oCA + A - 1) = O, A(w,·)-c.s. # s,oo s-,oo 

Lema 2.4.3. 

Sea T un ~2-tiempo de paro, donde ~2 = {~oo t' t~o} • Nota , 
remos A(.,lR+xLo,T(.)]) como Aoo T(·)' y definimos un nuevo 

, ---
proceso de la forma siguiente, si W En, z = (s, t) E lR~ 

Aoo t-(W) si t < T , 
A (w) = 

00 , t/\ T 

A 
oo,T 

si t > T 
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Se verifica ~-c.s. la siguiente igualdad, 

A 1 . S F 1 . d na ogamente, S1 es un = -t1empo e paro, con 

~ 1 = { ~ , s > o} • S i A S ( .) = A ( • , [o , S ( • ) ] x lR+) , y con s i -
- -s,oo - ,00 

deramos el proceso definido para w E SG, 

A _ (w) 
s ,00 si s < S 

A 
s/\ S ,00 

si s > S 

entonces, ~-c.s., 

Demostración. 

2 
z = (s,t) ElR+ por, 

Supongamos P{T<oo} > O Y observemos que w-c. s., para w E {T<oo} 

se verifica, 

1 = 

= J 

= 

lR,!.J 
+ 

J 

= 

(A t T + A- t T)A(w,dz) + A(w,{oo}). 2 A = 
00, /\ 00, /\ oo,T 
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Observemos que, si A(w,{oo}) > O, como A(w,·) = O{oo} , 

entonces Aoo,T O • y sino es A(w,{oo}) = O , por lo tanto 

el segundo sumando siempre es nulo y podemos escribir, 

1 

Aplicando lA. fórmula de integración por partes, ([17] ,VI,90) 

se tiene, 

1 A
2 

+ 2 A (l-A T) oo,T oo,T 00, 
A T(2-A T) 

00 , 00 , 

Es decir, w-c.s., W E {T<oo} , 

(2-A T» A(w,dz) 00, O • 

Por lo tanto, para todo F e: ~oo , se cumple 

y aplicando la hipótesis sobre ~ resulta la afirmación. # 

Necesitamos ahora introducir dos nuevos conceptos 

Definición 2.4.4. 
-2 

Un proceso {Xz,zE'ffi.+} se llama y.Jn.ogn.e..6,(VO si para todo 

es 
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'LJ_ x F -medible. 
ll.)1R~ = z 

+ 

Definición 2.4.5. 

Un conj un to alea tor io D c r. x 1R~ es decir, un conjunto D 

2 
tal que para todo Z E 1R+, la aplicación ID(z):r. -----7) 1R 

es una variable aleatoria, es una ~egi6n de pa~o si verifica, 

(i) D es cerrado y progresivo, es decir, ID es progresivo. 

(ii) Si Z = inf D, entonces Z E D sobre {D :;. ~}. 

(iii) Si zED, entonces [Z,zJCD. 

Lema 2.4.6. 

2 L o s pro c e s o s { A , (s , t) E 1R+} , s , co 
2 

{Aoo,t,(S,t)E 1R+} no tie-

nen ninguna trayectoria continua c.s. en [o,+ooJ 

Demostración. 

Sea G = {W E r. : Aco, t es continuo} • Supongamos P(G) > O • 

Observemos que si W E G entonces A(w,{co}) = ° . Fijemos E>O, 

y definamos un ~2-tiempo de paro de la forma siguiente, 

T (.) = inf {t > O 
E 

Consideremos el proceso A • Entonces w-c.s., para oo,tAT 

W E G se verifica: 

f 

E 

A 
oo,tAT 

E 
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siempre es {T <oo}, Y por lo tanto el sumando A ·A(w,{oo}) 
E oo,T 

E 
es siempre nulo. 

Separando la integral anterior, en dos integrales sobre 

[o, T J 
E 

y sobre (T ,00), utilizando la fórmula de integración 
E 

por partes y teniendo en cuenta que si w E G, A es conti-00 , t 

nuo y por tanto lo es Aoo,tAT 
E 

la anterior integral 

de con, 

2 
+ A (l-A ) = ~2 + E(l-E) = oo,T oo,T 

E E 
E (1- .s) 

2 

Por lo tanto, para todo FE F se tiene, 
=00 

(A - E(l- ~)) 
co, tA T 2 

E 
, ll> <F·I 

y por hipótesis sobre ll, debe ser, 

.A 
oo,tl\T 

E 

= O • 

E(1- .E:.) 
2 

Consideremos la región de paro opcional DE siguiente, 

A (w) < E}. z -

Si z = (s,t), se verifica la siguiente relación, 

1 
GxlR"" 

+ 

+ El) < 
DC 

E 

1 
Gx lR'¿ 

+ 

A oo,tAT 
E 

coinci 

(2.1.) 

J 

como el proceso A y la región DE son opcionales, tomando 

proyección opcional y teniendo en cuenta la igualdad (2.1.) 

se obtiene la relación siguiente: 
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Como E 
E ( 1 -"2) < E, 

+ El ):: 01 
DC 

E Gxm~ 
+ 

esta desigualdad implica que, 

~(D~ n {Ol f O})= O ,es decir, 
GxIRJ, 

+ 

O f 1 1 djJ = f 1 
DC {oI fO} DC 

ShIR'= E nxIR~ E 
+ GxlR+ 

~-C.s. 

0
1 djJ . 

GxIR h 
+ 

que coincide con J 1 1 djJ , ya que la medida 

nx IR" + 
DC 

E Gx:rn. JJ 

+ 

~, y la región D son opcionales. Hemos obtenido pues que, 
E 

A(w, (D ) )dP = O, donde (D) representa la sección f 
c c 

de 
G E W E W 

la región D
C 

según w. Si E+O, O = f A(w,(D c ) )dP, con 10 
E o w 

G 

que llegamos a una contradicción ya que P(W,(D c ) ) = 1 
° w 

Por consiguiente debe ser P(G) = O.. # 

Lema 2.4.7. 

Consideramos un 

E{E1 (1- El y~ S ea 

intervalo (El,EZ) con E
1

>0 y tal que 

T 1 F 2. d e -t~empo e paro, definido (e: 1,E Z) 

de la forma siguiente, 
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y sea la región D 
El 

entonces 

Demostración. 

A E (E
l

,E
2
)} 00, t 

c 
A(w,(D ) 

El w 
o , P-c.s. 

Observemos que si w E {T( ) <oo} entonces A(w, {ca}) O. 
E

l
,E 2 

Por el lema 2~4.3, sabemos que, l1-c.s., 

(2.2.) 

Ademas ce cumple la desigualdad siguiente, 

< 

<I (A tT +A- tT ). 
{ } ~ 00, 1\ ( ) 00, 1\ ( ) 

T ( ) <00 x IR + El' E 2 El' E 2 
El' E 2 
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Tomando proyección opcional y teniendo en cuenta que el pr~ 

ceso A Y la región D son opcionales, así como que 
El 

Aro T ~ E 2 Y la igualdad (2.2.) se obtiene, 
, (E

I
,E

2
) 

< 

-2 
{T( ) <ro}xIR+ 

El' E 2 

Podemos tomar El suficientemente próximo a E
2 

de forma que, 

, y para un tal El tenemos, si 

-2 
{T(E E )<ro}x1R+ 

l' 2 

Por tanto, debe ser, ,¡: O}) = ° 

Razonando como en el lema anterior, debe ser A(w,(D c » 0, 
El w 

cuando {T( )<ro}. 
E

I
,E 2 

# 
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Lema 2.4.8. 

Sea T = inf{t>o A oo,t 

entonces, ~T > O, c.s. 

Analogamente si S = inf {s>o 

entonces ~S > O C.s •• 

Demoatración. 

{~T = O} = n 
t:>o 

E 
r 

rE~ 

para todo r, 

A -A oo,T oo,T-

A ~A } Y ~ = S,ooT s-,oo' S 

E
2
<r}. Por el lema anterior 

U 
E 

r 

c {A(w,(D ) )=O}uN con 
El w 

N conjunto de probabilidad nula. Por tanto, 

P{Ll T = e} < lim 
q. o 

p{ y {T(E
1

,E
2

)<oo}} 

r 

< 

< lim p{ U {A(w,(D c ) ) = O}} 
no E El w 

r 

< lim P{A(w,(D~)w) = o} = O. 
q. o 

Analogamente se demuestra que ~S > O c.s. # 

Estamos ahora en condiciones de demostrar la implicación 

que falta del teorema 2.4.1.. Sea pues Íl eU a ' tal que si g 
-2 

es una función medible y acotada sobre n x:JR+ de forma 

q u e V F E ~oo' < F • g , ll> = O , en ton e e s P""V ( g) = O, ll- c • s. Re ca r 
9" 

demos que nuestro objetivo es demostrar que el proceso A 
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asociado a ~, es de la forma, At(W) = I[Z,~J(t) con Z un 

F-punto de paro. 

Para ello consideramos los tiempos de paro definidos 

por, 

y 

S(w) = inf{s~o, A(w, [o,sJx JR+ :f A(w, [o,s)x m+)} • 

Observemos que O<T<~ , O<S~~ , y consideremos la regi5n 

adaptada siguiente, 

D = {(z,w) : Vz'<z , A ,(w) = O} = {(z,w) : A (w) = O}. 
o z z 

Sea D~ "" {(z,w):3z'>z,Az'(W)=O} y. w-c.s. con A(w,{~})=o 

sea 

P w 
-2 

= inf{z E m+ 

Demostremos que, 

(i) P < ~ , c.s. 
w 

( z , w) E (D " D - ) n (n x JR+ x { T ( w) } )} • o o 

(ii)· {(s,T(w» : (s,T(w) > P } eD ,D 
w o o 

I 
I Pw 

T (w) r - -- "&--------

. -1 t-
S(w) 
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En efecto, supongamos p{p = oo} > 0, entonces, 
w 

p{w: 1R+x[o,T(W)] e (D~)J > 0, y por tanto 

p{w: A(W,1R+x[o,T(W)]) < A(w,(D~)w)}>O . Pero lJ(D~) O 

y por tanto A(w,(D-)) 0, w-c.s., de donde 
o w 

A(w,IR+x[o,T(W)]) = 0, w-c.s., que esta en contradicción 

con que en T hay un salto y T>O • Por tanto P
w 

< 00, W-C.s. 

Ademas, por la definicion de D , 5"2xIR xlo,T] e D , 
o + o 

y de aquí resulta (ii). 

Ana1ogamente, w-c.s. COn A(w,{oo}) = O , si 

inf{z~o : ( z , w) E (D '\ D -) n (rh: { S (w) } x IR+ ) } 
o o 

es Q < 00, c.s., y {(S(w),t) 
w 

(S(w),t»Q }cD'D-- w o o 

A continuación demos tramos que lJ (D '\ D-) = 1 • 
o o 

Es evidente que lJ(D-) = O. Dado el tiempo de paro T, por 
o 

el lema 2.4.1. sabemos que, 

Multiplicando por ID ' y teniendo en cuenta que la región 
o 

D y la medida lJ son adaptadas, se verifica la siguiente' 
o 

igualdad, 

1~ 
S1xm:· 

+ 

Observemos que el primer termino de esta igualdad 10 podemos 

escribir como suma de dos integrales respecto Aoo,t ' una so-
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bre rlx[o,T(w)) y la otra sobre Qx[T(w),oo). Como ).l(D~) = 0, 

la integral sobre Qx[o,T(W)) es nula, y teniendo en cuenta 

la definición de A 00, ./\ T y Aoo ./\ T la integral sobre , [T(W) ,(0) 

coincide con, 

f 
Qx [T (w) ,(0) 

l(D ) 'Aoo T dAoo t 
o w' , 

A dA oo,T oo,t 
S"2x(T(w) ,(0) 

E [A T .• A (w, (D) n lR+ x [T (w) ,(0) ) + 00, o W 

+ A • A (w, (D ) n lR+ x (T (w) ,(0) ) ] oo,T o w 

El segundo miembro de (2.3.) no es mas que, 

E(A T(2-A T)'A(W,(D) », por tanto la igualdad (2.3.) 00, 00, o W 

di ce, 

= 

= E(A T(2-A T)·A(w,(D) ». 00, 00, o w (2.4.) 

= A T + A ( w, (D ) n lR+ x ( T (w) ,(0) ) • 00, o w 

Sustituyendo en la igualdad (2.4.) y simplificando, obtene-

mos, 
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El proceso A tiene un salto en T, por lo cual debe ser, 00,' 

A(w,(D) ) = 1 C.s. y corno ~(D-) = O resulta que 
o w o 

Consideremos la siguiente partición de la región 

D"D . Si P = (s ,T(w» y Q = (S(w),t ) sean, o o w p w q 

~_c.s. 

DI {(w,z) E 
-2 

ze(D\.D-) n (s ,00Jx{T(w)}} nxm+ : o o w P 

D
2 

{(W,Z)E 
2 

P } = nxm+ : Z = 
w 

2 
{ (w ,. Z) E n x m+: Z = Q } 

w 

2 
D4 = {(w, Z) E nxlR+ 

T (w) - - l-

I 

S(w) 

ZE(D,D-) n {S(w)}x(t ,oo]} 
o o W q 

Habíamos demostrado, Lema 2.4.2., que oCA t+A t--I)=O, 00, 00, _ 
• En particular, 

- 64 -



es decir, 

o o 
I{ S} (A t+ A t-)dA s:::: 00, 00, 

Como ~ es opcional, el segundo miembro no es mas que, 

E(A(w,{Q }) + A(w,(D
4

) )). w w 

Observemos que por ser ~-opcional, si X es un proce-

so l-opcional e Y un proceso 2-opcional entonces, 

X Y d~ 

Aplicando esto al proceso l-opcional I{s~S} y al proceso 

2-opcional A 
00 , t 

el primer miembro de la igual-

dad (2.5.) es, 

=J [Aoo t .A(w,{Qw}) 
, q 

{w T = t } 
q 

= 

+ (1 - A': - t ) J dP + 
, q 

+ f [(Aro t +Aro t-) (Aro t -Aco t-) 
'q 'q 'q 'q 

{w : t > T} 

+(1 - A':,t )]dP 
q 

q 

= f [Aro t • A (w , {Q w } ) 
, q 

{w T = t } 
q 

+ 1_A
2 

JdP 
00 , t 

q 
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Por tanto la igualdad (2.5.) es, 

Ji Aro t 'A(W, {QW}) 
- 'q 

{w t T} 
q 

t > T} 
q 

Es decir, 1 A(W,(D 4 )w)·A(W,(D 1 )w)dP + 

{w t T} 
q 

o 

J 
A (1-ro t­, q 

{w t > T} 
q 

Como las funciones que integramos son positivas, si 

p{w t > T} > O debe ser A = O ~ A = 1 , : , o 
q ro t- ro t-, q , q 

pero esto esta en contradicción con que en T y en S 

W-c.s. 

exista 

un s al to, por tanto p{w : t > T} = O • 
q 

Debe ser pues, 

Es decir, W-C.s. 

o bien 

T(w) T (w) 

S(w) S(w) 
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Además si G
1 

se verifica, 

A • 1 
(s,t) G 

1 
A 
oo,t 

A t-oo, 

Por tanto w-c.s., para w E G
1

, 

se verifica, W-c.s. para W E G
2 

• 

f (A 

-4 IR .J 

+ 

(s, t) 

Es decir, para todo F de F 
=00 

+ A 1 + A 1 - l)d ll = (s,t-) G (s-,t) G ~ 
1 2 

o , 

y por la hipotesis sobre ~ debe ser, teniendo en cuenta 

que el proceso A es opcional, 

A + A 0 1 + A 01 - 1 = O (s,t) (s,t-) G
1 

(s-,t) G
2 

' ~-c.s., 
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es decir, w-c.s., 

A( )+A °1 +A °1 -1=0, A(w,·)-c.s. s,t (s,t-) G1 (s-,t) G2 

Como A(W,{Qw}) ::f 0, w-c.s., debe ser 

A(w,{Q }) - 1 = ° . W 

y de ahí la afirmacion. # 

Estamos ahora en condiciones de demostrar, 

Teorema 2.4.9. 

Sea 11 E U Y sea A su proceso creciente asociado. 

Entonces ]J E U n ext Pe:-(U) si y solo si At(W) = 1 [T,oo] (t), 

con T un ~-punto de paro. 

Demostracion. 

Si At (w) = 1 [M 1 (t) Y si ]J ~ e x t P ( U) 
1,00... €Y entonces existirían 

111, 1J 2 de U , Y un A e(O,1) tales que, 

11 = AP --(P1) + (1-A)P (11
2 

) -9' &' 

decir, existen - -Es 11 1 ' 112 de U , tales que, 

- (l-A)~2 ? ~(~1) P-(]J1) P-(~2) 11 = A]J 1 j- Y = Y = P..., (]l2) 
e- e- 9-' e-' 

Pero ]l E ext U , luego 11 = ]J1 = 112 Y por tanto, P,...,(1.11) =P .... )11 2 )· 
e- "& 
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Recíprocamente, por el teorema 2.4.1., sea g una función 

2 
sobre Q x IR+ medible y acotada, por k, tal que para todo 

F E~co' <Fg,]J> = 0, y supongamos P~(g) f: 0, ]J-c.s. Defina­
O 

mas dos nuevas medidas, ]JI = (1 + it)].1 , ].12 = (1 - It)].1 • 

Es evidente que ]JI' ].12 son de U • Por tanto, P_(].11), P_(].12) 
O- O' 

son de P (U) Y ademas ].1 
6~ 

].1 E e x t P, ( U), de b e s e r P r~ (]J 1) = P ~~(].1 2 ) 
~ ~ fr 

ci 6 n con q u e P ___ ( g) f: ° , ]J - c • s. # 
O-
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CAPITULO 111 

PARADA OPTIMA PARA UNA FAMILIA BIMARKOVIANA 

En este capitulo resolvemos el problema de parada 

óptima cuando el proceso con el que trabajamos es función 

de una familia markoviana bidimensional, construida a paE 

tir de dos procesos de Markov, soluciones de sendas ecua-

ciones diferen~iales estocisticas. 

§l. Familia markoviana bidimensional. 

Recordemos brevemente el concepto de proceso de 

Markov, su relación con las ecuaciones diferenciales esto 

cisticas y por último la fórmula de Ito. 

Sea (n,~iP) un espacio de probabilidad completo y 

sea (E, E) un espacio medible. Representaremos por b( E ) 

el conjunto de las funciones f sobre E a valores en ffi , 

medib1es y acotadas. b( E ) es un espacio de Banach con 

la norma 11 f 11 = sup 1 f (x) I 
XEE 

Sea X un proceso a valores en E, con ffi+ como conjun 

to de parimetros. Asociamos a X dos cr-i1gebras, 

F
1 = a{x ,s E[t,OO)} 

=t s 
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Sea F = {F ,t E m } una familia creciente de sub-a-álgebras 
=t + 

de ~. La notación {Xt'~t,t E 'lR+} indicará que el proceso X 

es ~-adaptado. 

Definición 3.1.1. 

Diremos que {Xt'~t,t e; 1R+} es u·n pJr.oce.~o de. Ma.Jr.k.ov si para 

todo t, las a-álgebras ~t y ~~ son condicionalmente indepe~ 

dientes respecto a{X t } • Diremos que {X t , t E m+} es un pJr.O­

ce.~o de. MaJr.k.ov si lo es respecto la familia de a-álgebras 

o 
~t generada por el proceso. 

Supondremos en lo que sigue que E es un espacio me-

trico separable, completo y & es la o-álgebra de Borel. 

Dado un proceso de Markov X, para todo O<s<t<oo to-

maremos una versión regular Pst(x,A) de la distribución de 

probabilidad de Xt condicionada por X
s

' Es decir, P
st 

es 

una probabilidad de transición, a saber 

(i) \:j XEE , Pst(x,,) es una probabilidad sobre (E, &) 

& -medible, 

,J,(X )-c.s. (3.l.) s 

Observemos que para todo t>O, la probabilidad de tran 

sición Pt(x,A) = Pot (x,~) determina un operador P
t 

sobre 

b( &) no negativo, de norma uno, tal que, si g E b( &) 

(Ptg)(x) = f g(y) Pt(x,dy) 

E 
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Definición 3.1.2. 

Una familia de probabilidades de transición (P ,O<s<t<oo) st -

se llama tl11nc..i.6n de. .tlLa.n.ó.i.c..i.6n de. Ma.lLk.ov si 

s<t<u, P = P *p ,donde * representa la composición 
su st tu 

de p~obabilidades de transición. 

Definición 3.1.3. 

Diremos que {Xt'~t'Pt,t € IR+} es un plLOC.e..60 de. Ma.lLk.ov c.on .6~ 

m.i.gJtupo Pt(i.e. Ps+t = Ps*P t ) si E(fe Xt + s ) I~t) = (Psf)(Xt)c.s., 

'v's>O,t>O,f ¡;:b(E),(siempre P (x,A) = o eA». 
- o x 

Esto equivale a decir que el proces? {Xt'~t,t E IR+} es Markov 

y admite las P st = P t - s como probabilidades de transición, 

en el sentido de (3.1.). 

Definición 3.1.4. 

1 d 
W = {(Wt, .•. ,W t ), t>O} es un mov.i.m.i.e.nto BJtown.i.a.no d-d.i.me.n 

~.i.ona.l si los procesos wi , 1~i~d, son independientes y p~ 

ra todo i, Wi es un movimiento Browniano, es decir, es un 

proceso gaussiano, centrado COn E"CWtW s ) = t AS. 

Sea W un movimiento Browniano d-dimensional, y sea 

~ = {~t' t~O} una familia de sub-o-álgebras de ~ completa, 

creciente, continua por la derecha y tal que: 

Ito (1944) introdujo la clase de 

t.~ = {H medible, adaptado, E J
o

t 
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Recordemos que ~~ es un espacio métrico completo con la 

distancia, 

d(H,H') = ¿ 
n 

Para todo proceso H E.t ~ y para cada i= 1, ••• , d puede 

definirse la ~n~eg~at e~~acá~~~ca, f
t . 

H dW~ • El proceso, 
O s s 

X~t· ={ft H dW i , O<t} es una martingala de cuadrado integr~ 
s s -

O 
ble que admite una ve~sion continua. 

Dada una matriz B(t) = (Bij(t»i=l, .•• ,m ' tal que 

j=l, .•. ,d 

sus elementos son de ~~, llamaremos ~n~eg~at e~~acá~~~ca 

de S, al vector m-dimensional, definido por: 

ma, 

Consideremos un proceso ~t' m-dimensional, de la for 

~t = c + ft a(s)ds + ft 
O O 

S(s)dW , s 

donde a. es un vector m-dimensional cuyas componentes son del 1 
W 

y CEm,m. Diremos que ~t tiene por d¿6e~enc~at e~~acá~~¿ca 

c + a.(t) dt + S(t) dW
t 

y escribiremos d~t = c + a(t)dt + S(t)dW
t

• 

En estas condiciones, la 66~mula de r~; afirma que si 

f(x,t) ----4) m. es de clase Cl en t y de clase 
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2 C en x, entonces, f(é; ,t) tiene diferencial estocástica y 
t 

viene dado por: 

1 
+ 2 

= [ + 

d m 
¿ ¿ fll (é;t,t)S. (t)S. (t)] dt + 

1 .. 1 X.x. ~r Jr r= ~,J= ~ J . 

A continuaci6n vamos a definir el concepto de ecua-

c~6n d~üe~enc~al e~~ocá~~~ca. 

o .. 
~J 

Sea a = (a . . ) .. 1 d Y a = (Sl, ••• ,8 d ) , con 
~J ~,J= , ••• , 

d 
, Bj funciones medibles definidas sobre IR x IR+ • 

d S e a {é; t } t un pro c e s o a valor e s e n IR y W un B r o wn i a n o 

d-dimensional. Entonces si, 

(i) e,: (o) = é;o 
t t 

+ f S(e,: ,s)ds + ( o(e,: ,s)dW , 
O s JO s s 

en el sentido de que las integrales existen, diremos que 

. {e,:t,t~o} es ~olLtc~6n de la e.cu.ac~6n d~üeltenc~al eJ.¡~ocáJ.¡~~­

ca dada por (ii), con la condici6n inicial (i). 

Además, si las funciones a, a verifican: 

(i) Condici6n de Lipschitz :\lx:, xfe:lR. d y\itéIR. +' 

IS(x,t)-S(x',t)1 < kllx-x'l 

10(x,t)-0(x',t)1 < k2Ix-x'l 

donde k 1 ,k 2 son constantes no negativas. 
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(ii) Condición de crecimiento lineal uniforme en t~ 

d 
'dx E lR ,'dt E lR+ ,y ciertas constantes k 3 ,k 4 no negativas 

jS(x,t) I < k 3 (1+l x l) 

la(x,t) 1 < k 4 (1+l x l) 

y si t,; es independiente de a{w ,o<s} con E(It,; 1
2
)<00, 

o s - o 

entonces existe una ún~ca solución X de la ecuación dife­

rencial estocastica que es un elemento de ~ ~ , cont~nua. 

Si ~t es la a-algebra generada por t,;o y por w
s

' O<s<t , 

en ton c e s, { t,; t ' ~ t' t> o} e s un y.J/l. O e e.6 O d e M aJt k. o v • 

A continuación definiremos la noción de familia mar-

koviana bidimensional y construiremos una tal familia. 

Para procesos a dos índices, han sido dadas diferen-

tes propiedades de Markov, (vease [47J, [28J). La definición 

con la que trabajaremos, dada en [30], se expresa en fun-

ción de un semigrupo. 

Definición 3.1.5. 

Un .6 em~gJtupo a do.6 útd~ce.6 P = (P z' z e lR¡) es una familia 

de operadores sobre b( &) positivos con: P *p , = P *P =P 
z z z' z z+z' 

2 
para todo z,z' de m.+ ' Po = Id y para toda 

f eb(& ) 

Definición 3.1.6. 

Dad~un espacio de probabilidad (n,~,p), una filtración 

2 
F = {~z' Z E IR+} completa, creciente, continua por la dere-
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cha y verificando la propiedad F.4., un semigrupo 

x 
y una familia de procesos X • (X ,x e: E), con-

tinuos diremos que forman una 6amilia b¿-M~~~cu¿an~ si p~ 

? 
ra toda f de b( & ) y todo z de IR~, la proyección opcional 

del proceso, 

{f(XX+ ) , z • z 

es indistinguible dei proceso, 

, z' e: 

y además, para todo x de E, XX a X c.S. 
O 

Remarquemos que, contrariamente a lo que pasa en el 

caso unidimensional, dar un semigrupo en general, no es s~ 

ficiente para determinar la ley de un proceso markoviano a 

dos índices. El probleca reside en que el semigrupo no da 

información de como podecos pasar de un punto a otro si 

éstos no son comparables. Es necesario, para conocer el 

proceso, dar buenas versiones de esperanzas condicionadas. 

A partir de ahora E ,. md , y sean {XX,x em d } y 

{yY ,y e: IRd } , dos familias de procesos de Markov continuos 

construidos como las únicas soluciones de sendas ecuacio-

nes diferenciales estocásticas asociadas a sendos movimie~ 

tos Brownianos d-dimensionales ,C0n condiciones iniciales 

x e y respectivamente.Ademas,sabenos que los procesos X e Y 

tienen versiones continuas en (t,x). 
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Los procesos anteriores estan definidos sobre espa­

cios de probabilidad (ni,gi,pi), i=1,2 , Y asociados a fi! 

traciones ~i, i=1,2 , completas, crecientes y continuas por 

la derecha. Ademas tienen pi, i=I,2 , como semigrupo asocia 

do. 

Consideremos el espacio de probabilidad producto 

( nIxn2, I 2 I 2) d °fo 1 ~l b H H g ~ g , P M P • 1 ent~ ~camos as a-a ge ras 

~~ , ~~ , para todo (s,t) E lR~, con las correspondientes 

a-algebras del producto, es decir, ~; se identifica con la 

~ n 1 2 ~ 
a-algebra de conjuntos A x ~G2 con A E ~s ' y ~t con la a-alg!:. 

2 
bra de conjuntos nI x B con B E~t • Con esta identificación, 

tomaremos en el espacio producto, la filtración ~ = {~z,z ElR¡} 

con F 
=z 

se verifica, F =soo 

, para todo 

= V F(s,r) 
r 

z = (s,t) 

F 1 F 2 
=s f1 =00 

2 
de lR+. Observemos que 

Y F - V F = F
1 

F
2 

=oot =(r,t) =oo()=t' 
r 

y ademas se tiene, ~z = ~soon ~oot • Recordemos (ver [401) que 

esta nueva filtración es completa, creciente, continua por la 

derecha y verifica la propiedad F.4. 

Definamos una nueva familia de procesos Z = {Zx,x e: m,d} 

d I 2 de la forma siguiente, para x Em, , z = (s,t) y (w
1

'w
2

) En xQ , 

Teorema 3.1.7. 

La familia Z es una familia bi-markoviana si los semigrupos 

conmutan. 
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Demostración. 

Ob ZX = yX = x servemos que (0,0) o 
d 

c.s., para todo x E lR • 

Como semigrupo asociado a Z tomaremos, P con 

P 
(s, t) 

Es en efecto un semigrupo, ya que: 

(i) P *P , z z 
1 2 2 1 2 

= P s' P t *p t " P s' = P t+ t ,. 

(ii) Para toda f de b( e ), 

pI = 
s+s' P z+z' 

Bas ta pues con comprobar que para toda f E b ( e ) , 
y xElR

d
, 

( p f)ZX = o(f(ZX ) ) 
z z' Z+. z' 

p( )=Id. 0,0 

todo Z.E lR
2 
+ 

donde °x representa la proyección opcional del proceso X. 

01 02 
Analogamente X, X representan las proyecciones l-opci~ 

nal y 2-opcional del proceso X respectivamente. 

En efecto, por la definición de P y de Z, si z = (s,t) 

y z' = (s',t'), 

02 1 
= (P f) 

s 

con 
2 

semigrupo P (ver 

la función, 

, ya que yy es un proceso de Markov 

[41J). Fijemos 
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g IR 

) g (a) 

por construcción g E: b(S ). Podemos escribir, 

02 1 
(P 

s 
y 

teniendo en cuenta que XX es un proceso de Markov con semi-

1 grupo P coincide con, 

02 al 
g(X~+s') 

Por la definición de g y de proyección opcional se tiene, 

(P f)(Zx,) 
z z 

§2. Parada óptima. 

x 
o Xs+s' 

f(Y
t

+
t

, ) 

o 
x 

feZ + ,) z z # 

En esta sección supondremos las mismas hipótesis que 

en la sección anterior y Z sera la familia bi-markoviana 

antes construida. 

Consideremos la siguiente familia de procesos 

{U
x 

,x (:: IR
d
}, definida de la forma siguiente: para todo 

2 d 
z = (s,t) de IR+, para todo X de IR 

y o 

siendo Izl = s+t, fEb(S) positiva y uniformemente continua. 

y con el convenio e- plool 
= O. 
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Para todo x de ]R.d, el proceso UX es adaptado y tiene 

trayectorias continuas, 
x 

ya que los procesos X , yy son con-

tinuos y adaptados. Además UX tiene una versión continua en 
z 

(x,z). Por otra parte u~ es positivo y {U~, Z punto de paro} 

es uniformemente integrable. 

Nuestro objetivo es resolver el problema de parada 

óptima asociado al proceso UX
, para todo x de ]R.d • Es decir, 

demostrar que existe un ~-punto de paro, T* tal que, 

sup {E(U~), SJ g;-punto de paro} . 

Para ello, seguiremos los resultados de [30J donde se estu-

dia el problema de parada optima para familias bi-markovia 

nas generales. 

En [9 J x 
se demuestra que existe un proceso J , llama-

do Envoltu~a de Snell del proceso U
X 

tal qu~, para todo pu~ 

to de paro T, 

J~ = supess{E(U~Ig;T)' S:T, S punto de paro} 

La envoltura de Snel1 JX es una supermartinga1a fuerte tal 

que {J~, T punto de paro} es uniformemente integrable, que 

mayora uX 
sobre todos los puntos de paro, es decir, para to 

do Zl' Z2 puntos de paro con Zl : Z2' 

E(J~ I~z ) 
2 1 

c. s • 

c. s • 
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Recordemos el siguiente 

Teorerr:.a 3.2.1. ([30J, proposición 3.1.) 

Si la función f y la familia bi-markoviana Z son tales que 

x d el proceso U , para todo x de m , tiene c.s., trayectorias 

semicontinuas inferiormente, entonces existe una función q 

de b(&) que mayora f, y tal que, c.s., para todo x de E, 

y para todo T punto de paro, 

# 

Debemos demostrar que se verifica la. siguiente 

condici6n de regularidad , 

(H) Para todo A real positivo, existe una constante 

k > O, tal que, para todo S punto de paro con Isl ~ A , 

d para todo x,y de m • 

Recordemos previamente el 

Lema de Gronwall 

S e a n et, S fu n c ion e s ,i n t e g r a b 1 e s deL e b e s g u e, e n un in ter va 

lo [a,b] , y sea H una constantE: tal que, 

et(t) < e(t) + H jtC1,(s) ds 
a 

para todo t de [a, bJ 
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Entonces se verifica: 

t 
a(t) ~ S(t) + H f eH(t-s)S(s) ds. # 

a 

Observemos que si S(t) = S, es constante, entonces, 

a.(t) < SeH(t-a) 

Teorema 3.2.2. 

Para todo x de md , el proceso ZX cumple la condición (H). 

Demostración. 

Sea S = (SI,S2) un E-punto de paro con ISI : A. Fijemos 

1""1
1 b S () 2. d W

l 
EH. O servemos que 2 wl ,· es un E -t~empo e paro, 

1 . 2 
ya que {S2 : t} E ~oot => ~(X) n ~t y por tanto su sección 

2 
{S2(w 1 ,.) : ,t} es de Et • Ademas S2 < A. 

Recordemos que para todo y de :m. d , yY es la única so 

lución de una ecuación diferencial estocástica, cuyas fun-

ciones a,e verifican la condición de Lipschitz y la condi-

ción de crecimiento lineal uniforme en t. 

1 2 d Se verifica, para todo y ,y de m 

1 2 kA 1 2 
E ( 1 y~ - yY 1) ~ e 1 y - y 1 

2 S2 

para cierta constante k. En efecto, fijemos E>O , y consi­

deremos la función continua F(x) = (E+lxI
2
)1/2. Apliquemos 

1 2 
la fórmula de Ita a la función F y al proceso ~t = y~ - y~ 

con 10 que obtenemos, 
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1 2 
F('() )=F(y -y)+ 

r.. S 2 

+ 

S d 1 2 
+/2 I [S-(y Y ) - S_(Y

y 
)] • ~(? )ds _ 1 1 S 1 S ox_ S 

O 1= 1 

+ 

1 ~ d 2F d 1 2 1 2 
+ -21 I a (? ) L [a-k(YY )-a-k(YY )] [a -k(YY )-0' -k(YY )] ds 

- --1 ax -ax - s k-1 1 s 1 S J s J s O 1,J- 1 J -

donde, 

x_x_ 
1 J 

-1/2 
2 + (E+ Ixl) O - -

1J 
= 

2 -x _ x _ + (E+ Ixl ) O - -
1 J 1J 

1 + 0__ 2 -1/2 
< 1J < 2 (E+ Ixl) • 

(E+l x I2)3/2 (E+lxI 2)3/2 

El tercer y cuarto sumandos, teniendo en cuenta la condi-

cion de Lipschitz están acotados por 

¡S2 2 1/2 
O c ( E+ I ? si) d s 

Por tanto, 

ya que la esperanza de una integral estocastica es nula. 
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Aplicando el lema de Gronwall, 

1 2 
E(F( ?S2)) ~ F(y - Y ) 

Haciendo tender E a cero y por el teorema de convergencia 

dominada, obtenemos, 

Tomando y 1 _ y2 = Xy (w ) y como S < A obtenemos: 
SIl 2 

1 
Integrando respecto P y razonando de forma analoga para el 

x 
proceso X resulta el aserto. # 

Recordemos el siguiente resultado, 

Teorema 3.2.3. ([30J, proposici6n 3.2.) 

Si la funci6n f es uniformemente continua y acotada, y si 

la familia bi-markoviana verifica la condici6n (H) enton-

"d 
ces la funcion q es continua y acotada sobre lR. # 

Por consiguiente, en nuestro caso, la envoltura de 

Snell JX admite la siguiente expresi6n, 

J~ = e-pi tlq(z~), con q E b( S) y continua 

Recordemos las siguientes definiciones. 
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Definición 3.2.4. 

Diremos que R es un l-punto de pa~o, respectivamente un 

2-punto de pa~o, si es un punto de paro respecto la fil-

1 2 
tración {~s' (s,t) E lR+} , respectivamente respecto 

{F2 2} =t ' (s,t) E lR+ • 

Definición 3.2.5. 

Un proceso Y es Qompletamente ~egula~ si es continuo por 

la derecha, con límites en los otros tres cuadrantes, la 

familia {Y z ' Z punto de paro} es uniformemente integrable, 

y ademas dada una sucesión {T
n 

= (T~, T~), n E "IN} de pun­

tos de paro (respectivamente, l-puntos de paro; 2-puntos 

de paro) de límite T = (TI' T 2 ) de forma que T
n 

es cre-

ciente, . n n n n 
(respect1vamente, TI S TI' T 2 ~ T 2 ; TI > T 1 ,T 2 S T 2 ) 

entonces E(Y ) converge hacia E(Y
T
). 

Tn 

Para resolver el problema de parada óptima que nos 

ocupa, utilizaremos el siguiente resultado de existencia 

de solución. 

Teorema 3.2.6. ([30J, proposición 2.3.) 

Si el proceso UX y su envoltura de Snell JX son continuos 

por la derecha y si JX es un proceso completamente regular, 

entonces existe solución en el problema de parada óptima 

x d del proceso U para todo x de ]R. # 
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Bastara pues, con comprobar que se cumplen las hip~ 

tesis de este teorema. 

Teorema 3.2.7. 

Para todo x de IR
d

, 
x el proceso U y su envoltura de Snell 

J X, cumplen las hipotesis del teorema 3.2.6. 

Demostración. 

Ya habíamos razonado que para todo x de IR
d

, el proceso 

UXes continuo, y la continuidad por la derecha y la exis 

tencia de límites por la izquierda del proceso JX se de-

ducen de la continuidad de la función q. Como la "función 

q es continua y acotada, y el proceso {Z~, z e: IR~} es con-

tinuo en z, aplicando el teorema de convergencia dominada 

resulta que JX es completamente regular. # 
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CAPITULO IV 

PROCESOS PUNTUALES EN EL PLANO CON k PUNTOS 1 < k < oo. 

En este capítulo realizamos un estudio profundo de 

los procesos puntuales en el plano con un nUmero finito 5 

infinito numerable de puntos que denotaremos por k. 

Comenzamos definiendo el concepto de proceso puntual 

como medida aleatoria y estudiamos la filtraci5n natural 

asociada a un tal proceso. Continuamos dando una forma ex­

plícita de los procesos adaptados, de los opcionales y de 

los previsibles así como de los procesos crecientes opci~ 

nales y de los procesos crecientes previsibles. Demostra­

mos que toda martingala uniformemente integrable admite una 

versi5n continua por la derecha con límites por la izquie~ 

da. A partir de este resultado consideramos las proyeccio­

nes opcional y previsible para procesos medib1es y acota­

dos, así como las proyecciones dua1eR, estudiando sus pr~ 

piedades. Finalmente, construimos la proyecci5n dual pre­

visible de un proceso creciente, relativa a.una probabilidad 

absolutamente ~onlinua respecto la probabilidad inducida 

por el proceso puntual. 

- 87 -



§1. Proceso puntual. Filtración natural asociada. 

Sea k natural finito ó infinito. 
A 2 

S e a 0l<, e 1 e s p a c i o del a s m e d ida s II s o b r e [ o , ooJ d e 

k 
la forma ~ = ¿ Ew.' 

i= 1 1. 

2 w. E ro,oo] , tales que: 
1. -

(i) II da masa 1 a] origen y a los ejes 

(ii) para todo w de [0,ooJ2, ll({W}) toma el valor O ó 1 

(iii) ll( [o, z]) < + 00 para todo z de [0,00)2 

" Tomemos en Qk la mínima o-álgebra ~o tal que para 

2 " , 
todo A- bore1iano de [o,ooJ , las funciones Q\(. 1j! > lR ta 

les que ~(ll) = ll(A) son medibles. 

Definición 4.1.1. 

Un p~oee~a M pun~ual con k pun~o~ es una medida aleatoria 

ro,oo] 2 dada por 

A 

M (~,[o,zJ) = ll([O,zJ) 

con ~ de Qk' y disponemos de una probabilidad Q en 

Denotaremos por 'Ve1 orden definido en [O ,00J 2 por: 

(s,t) 'V (5',t') <# (si s1s' y t#t', entonces existen 

a,b de JR+, con a<b tales que: (s,t) :: (a,a) y (s' ,tI) :: (b,b» 

ó (si existe a de lR+ ,con (s,t)=(s,a)y(s't)=(s' ,a) Con S<5') 
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~ (' . t d lR (t) ( ) (s',t') = (a,t'» o~ o Sl.eX1.sea e +con s, = s,a, 

(si existe a de lR+con (s,t) = (a,t), (s',t') = (a,t') y t>t'). 

si 

(0,0) 

(i i) w. ". w. para todo ifj, y si w. y w. son distintos 1. J 1. J 

de 00 

(iii) Dado de [0,00)2 el ~ de pertenecen z numero w. que a 1. 

[o, zJ es finito. 

Consideremos las siguientes aplicaciones, 

) TI 1 (ll) = (w ¡ , .. , wk ) 

donde TI 1 (ll) = (W¡, •• ,wk)' siendo (w¡, •• ,Wk ) la colección 

de puntos donde II es no nula, ordenados según ~ • Observe 

mas que TI 2 es exhaustiva y TI 2TI 1 = Id Y tomaremos 
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En el e<lpacio 

Pn = pn- 1 = Q un proceso puntual M con k puntos es: 
1 2 

con 

Por comodidad trabajaremos en el espacio (nk,nl(~O),P) 

y transportaremos los resultados obtenidos al espacio 

'" (nk,~o,Q) a traves de 02 • 

Sea ~o = {g:~,z E IR;} la filtración natural asociada 

al proceso puntual M, es decir, F_ o = cr{M ,u<z} y F O = V FO. -z u - =00 =z z 

A continuación damos una forma explícita de esta filtración 

y estudiamos sus propiedades. Observemos que es creciente 

por construcción. 

Recordemos las siguientes definiciones, 

Definición 4.1.2. 

Un conjunto A e ([o,ooJ 2)k es ¿,-tmé:t.Jt-tc.a si y sólo si un pun­

to (x1' •• ,xk ) es de A, entonces para toda biyecci5n f de 

{1,2# •..• ,k} en sí mismo (xf(l),,,,xf(k» es de A. 

El conjunto de todos los simetricos de ([0,oo12)k 10 

representaremos por S, • 
i<. 
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Definición 4.1.3. 

Dada una función g definida sobre ([0,00] 2) n con 1 < n < 00, 

su ~~metft~zada es la función g definida por: 

1 
ñT 

donde ~ es el grupo de permutaciones de {1, ••• ,n}. 
n 

Definición 4.1.4. 

Dada una permutación a de {l, •• ,n}, esta induce una función 

SO' definida por, 

Dado A e ([0,ooJ2)n, representaremos por SaCA) 1 conjunto, 

S CA) = {(x
1

' •• ,x ) E A a n (Xa(l)""XaCn»e:A} • 

Definición 4.1.5. 

Dada una a-álgebra cualquiera ~ y dado B de ~ llamaremos 

tftaza de ~ fte~pecto B y notaremos ~¡B ' a la a-álgebra da 

da por, 

~IB = {e e = D ('\ B con D de A} 
::: 

A continuación damos en forma de lemas dos resulta-

dos previos para procesos puntuales con k puntos siendo k 

fini to. 
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Notaremos por ~ la tribu trivial sobre (o,zJc es 

decir, 

2 ~ = (j {(6,(o,z]c} para todo z de m+. 
Co,z]C 

Lema 4.1.6. 

Sea z de :m~. Se verificaj 

Demostración. 

Sea f una función medible de Borel simetrica definida sobre 

(o,zJk. Por ser medible de Borel, existen abiertos A. de 
J. 

(o,zJ
k 

y constantes a. tales que, 
l. 

p 
¿ 

i= 1 
a. 

lo 

Simetrizando, 

p 

.¿ 
l.= 1 

Ct.. 
l. 

> f • 

1 
¿ k! IS",(Al.') 

(je~ v 

) f • 

Si demostramos que existen abiertos Bi de (o,z]k 

simétricos y constantes Si de forma que, 

p m 

¿ 
i= 1 

¿ Si lB. 
i= 1 lo 
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habremos terminado. 

Para cada iE{l, ••• ,p} sea para j=-l, •• ,k 

exactamente j permutaciones}. 

Entonces para cada i de {l, ••• ,p}, 

k 

I j! I . 
B~ 
~ 

y por tanto 

p 
1 P 

I 0.. I kT IS (A. ) ::o I 0.. 
~ 1 ~ i= 1 a k a i=l 

k 

I 
j::ol 

. , 
.J..:.. I k! B~ 

~ 

de donde resulta la afirmación ya que los conjuntos B~ 
~ 

son 

simetricos por construcción y abiertos por serlo los A .• 
~ 

Con esto queda demostrado que (~(o, z] vO-Z) k () Sk e a{abiertos 

de ([o,ooJ2)k simetricos}. La inclusión contraria es eviden-

te. # 

Lema 4.1.7. 

Sea z de [0,ooJ2 y sean u. de [o,z] con i de {l, •• ,k}, dis­
~ 

tintos de z. Sea ~i = (ui,ui+eJ ' donde l=(e:,e:),e:>O,es tal que los 

~i son disjuntos, y si ui = 0, entonces ~i = {o} • 

Sea A 
(11

1
,··,u

k
) 

el rectangulo ~ie origen (u , •• ,u -) y aris-
1 k 

tae contenido en [o,zJ
k

, es decir, 
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(U"1' •• , u k ) 
= {( W 1 ' •• ,Wk ) con W i de b. i ' 'ti i E {l, •• , k} } • A 

Se U A 
cr E (5k ( u (J" ( 1 ) , • • ,u cr (k) ) 

e~ un elemento de F0
1fl 

. 
= z ¿k 

Demostración. 

Basta con notar que, 

A = {(w1' •• 'Wk ): el incremento del pro-

(ucr(l),··,ucr(k» 

ceso M en la regian b.. es 1, 'tIie{l, •• ,k}} 
~ 

y de la definician de FO resulta el aserto. # 
=z 

Se verifica el siguiente, 

Teorema 4.1.8. 
-2 

Sea {~~ , Z E IR+} la filtración natural asociada a un pro-

ceso puntual M con k puntos, k finito ó infinito. 

Entonces, 

Demostración. 

Para n r.atural, 1 ' 1 • b . " n con < n < .<+ ... , eSC1:~ ~!:emos S la unión de 
- z 

todos los posibles productos con n factores iguales a (o,z} 

y k-n iguales a (o,zJc. Se verifica, 

- 94 -



biyeccion de {1, •• ,k} en sí mismo, y A
1

X •• xAn es un gene­

rador de ~;I (o,zJn nnn ' siendo {~~, z e~!} la filtración 

natural asociada a un proceso puntual con n puntos y 

An+ 1 = •• = Ak :: (o, zJ c} • 

En efecto, basta con estudiar las funciones indicatrices 

de los generadores de [Olsn n 
-z n "' z k 

Supongamos n=1, los otros casos son análogos. 

Las funciones indicatrices no nulas de los generadores de 

IU(Bf(l)X ••• XBf(k»{'\ Si con f biyección, Bl = [07 UJ, 
f 

Bi = [o,u]C, i,'l y coincide con, con 

IU(C ) 1 con C.; = [o,uJC para todo i, que 
f f(1)x •.• xC f (k) f\Sz .... 

coincide con I - -
U (C f (1)x .•• xCf(k» 
f 

C. = (o,z]C, i:/:1. 
~ 

Por consiguiente se cumple la afirmación. 

n 
= (~(o,z]) Ir. ya estara. La 

n 

inclusión 'e' es inmediata por definición de F' • La inc1u 
=z 
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sión contraria se debe a que todo abierto simetrico de 

(o, z] n n rlrí es de ~; I rl ,ya que se puede poner como reu­
n 

nión finita ó numerable de los rectángulos estudiados en 

el lema 4.1.7. que son elementos de ~;Inn • # 

Teorema 4.1.9. 

La filtración {FO, 
=z 

z € JR 2} 
+ 

es continua por la derecha. 

Demostración. 

Basta con demostrar que n FO e FO 
z'>z =z =z 

, ya que la inclusión 

contraria es inmediata. Para ello es suficiente trabajar 

con una colección {z} que decrecen hacia z. n n 

Consideremos una colección C numerable de rectángulos ~. 
~ 

abiertos por la izquierda de forma que, ~z coincida con 

la a-álgebra generada por los incrementos del proceso so-

bre los (j. de C con (j. c (o,zJ, es decir, 
~ .~ 

~~ = a{M«(ji'w), ~i€ C, (ji c: (o,z}} , y además para todo n, 

FO = a{M«(j.,w), ~.E C, (j.c (o,z )} 
=z- ~ ~ ~ n 

n 

Tal colección existe, pues si z = (s,t) basta con tomar 

los rectángulos con vgrtices racionales y de forma que ta~ 

bign sean vgrtices los puntos (r,t) y (s,r) con r racional. 
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,~=-__ =-____ ~-,iM 
'-o o ,J 

a 

W '-" W i! o 

o (_ 
'..J 

( 

Para m fijo, si X es F~_-medible existe una funcion G
m

, fun 
m 

cían de los incrementos del proceso M sobre todo los ~. con 
1. 

tenidos en (0,zm1 , es decir, X = G (M(Ll.,w),i). 
m 1. 

Para m' su 

perior a m, existe una funcion G " funcion de los incremen 
m -

tos del proceso M, sobre todos los Ll. contenidos en (o, z ,], 
1. m 

que son menos que los contenidos en (o,z ), es decir, 
m , 

X = Gm,(M(Lli,w),i). Fijemos un w de n k y sea G(w) = limsupGm(w). 
m 

Esta funcion G solo depende de los Ll
i 

contenidos en (o,z] y 

además X(w) = G(M(Ll.,w», por tanto X es FO-medible. # 
1. =z 

Sea (nk'~'P; {~z}z) la P-aumentacion de (nk'~O ,p;{~~}z)' 

es decir, ~ es la P-completacion de ~o y ~o será la a-algebra 

~~ aumentada con los conjuntos de probabilidad nula. Esta nue 

va filtracion sera pues completa y creciente. Ademas sigue 

siendo contin~a por la derecha, ya que si 1\ en ~ 1 1 
n z+(-,-) n n 

para todo n, exixte 
o 

tal que /\ y 1\ 
n 

solo di-

fieren en un conjunto de probabilidad nula, es decir, 

o o 
P(1\61\ ) = O. Sea 1\ 

n 
1\ 

O' 
= 1im sup 

n 11' 
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tinuidad por la derecha de FO. Pero AO sólo difiere, por 
= 

construcción de los 1\ ° , de 1\ en un conjunto de probabili 
n 

dad nula, por tanto /\ e ~z 

En general las a-álgebras F =sco ::: V F Y F =(s,r) :::CXl,t 
r 

=V~(r,t) 
r 

no satisfacen la propiedad F.4., es conocido (ver [36J) que 

incluso cuando el proceso puntual tiene un solo punto esta 

propiedad solo se satisface si la masa se concentra sobre un 

camino creciente. 

A continuación enunciamos resultados análogos a los 

del teorema 4.1.8. para estas a-álgebras. 

Observemos que F = a{M , u = (u
1

,u Z),u
1 

< s, u 2 > O} =s,OO u 

Fijado z = (s,t) de m2 
+ consideremos las siguientes 

regiones: 

T. 1 
{(s',t') 2 

s ' > s ,0< t ' :s t} = e lR+ z. 

-r.2 {(s',t') 2 
o<s'~s, t '> t} = E. m+ z 

T 3 {(s',t') 2 
s'>s, t' > t} ::: e m+ z 

T = (o, zJ z 

VI 2 
V

2 TI uT3 MI 1 2 
T

2 
VT

3 ::: T uT = = T vT Mt ::: 
s Z Z s z z t z z z z 
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Teorema 4 .. 1.10. 

T z 

z 

S i O- '" cr 2 {0, V
2
s } y Ct.,t = 

s Vs 

F =s,ooln
k 

Demostración. 

se verifica: 

La inclusión F e 
= s, 00 I n

k 

k . 
(~ I v CL) n Sk es evidente. 

V s In 
s k 

Para demostrar la otra inclusión estudiaremos las respecti-

vas trazas sobre las regiones R
n , I < n < k + I, siendo R

n la 
s - s 

unión de todos los posibles productos con n factores iguales 

a VI Y k-n iguales a v2 • Basta con 
s s 

tener en cuenta que todos 

k 
los elementos de «$) I vc\'s) n 

Vs 

s , se pueden conside-
k1n·ORn 
. k s 

rar como elementos de una región del tipo S~, con z' = (s,t') 

y t' conveniente, y aplicar el teorema 4.1.8. Análogamente p~ 

ra t:oo t • , 
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" 
Consideremos en el espacio (nk,~,Q) la filtración 

siendo F = TI
2

(F ). Se verifica: =z =z 

Teorema 4.1.11. 
" --2 

La filtración {g;z' Z E lR+} es completa, creciente, continua 

" " 
por la derecha y además g;z = cr{M u ' u ~ z} • 

Demostración. 

(i) Es completa. Si A c: n
k

, es tal que Q(A) = 0, se tiene 

(ii) Es creciente, ya que ~ lo es. 

" " (iii) Es continua por la derecha. c· A rl A ~ "'~ (! ~z' y ~g,z 
z'>z 

" rl por definición de F , TIl(A)~ TIlTI2(~z) = F = F =z =z z'>z =z' 
A 

por tanto existe z'>z tal TI l (A) rt g; z ' de ~ 

A~Ez'· que y aqu~ 

(iv) F = cr{M ,u < z} ya que por definición de M =z u u 

" " cr{M
u

' u < z} :: cr{Acn
k A = TIZ(B) con B generador de Ez}. # 

§2. Procesos opcionales y previsibles. Procesos crecientes 

adaptados y previsibles. 

En esta sección damos una forma explícita de los pro-
, A 

cesas adaptados y previsibles respecto la filtración F . = , 

así como de los procesos crecientes adaptados y previsibles. 
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Par a n. d e :IN ,2 < n < k+ I , 2 
Y z de IR+ representaremos por 

Nn la unión de todos los posibles productos, con n facto­
z 

c res iguales a (ú,z) y k-n iguales a (o,z) , y notaremos 

n n Y) n 
TT Iz ' 7T 2z ' (Iz ? ~z las siguien tes proyecciones, 

n Sn (o,zJ
n 7T Iz z 

') 

7T
n Sn ) { (o, zJ c) k-n 
2z z 

n Nn n 
1Iz 

) (o,z) , z 

n Nn «o,z)c)k-n 
''(2z : ) . z 

"-
" " Notarem03 por M = M(j.1,[o,z)). 

"n " " "n Sea {M n} en ~ aplicación, S = = 7T 1z sera la z z k 

n 
"n '!TI 7T 
S > Sn 1 z > {o,zJn z z 

"n 
7T Iz 

".n ... n 
y TT2z sera TI 2 z" TI I . 

" "n " " "'n Además {M z 
n} ... la aplicación, s~ N = ... e r2 k , ? 1z 

sera z 
n 

"n TII 
Nn 11z ) n 

N ) (o,z) z z 

I 
/'...n 

7Iz 

" n .. n y 
12z 

sera í)2z0 TT I . 
\ 
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Podemos enunciar el siguiente 

Teorema 4.2.1. 

Un proceso X en Qk x [0,ooJ2 es opcional (respectivamente 

previsible) si y solo si existen funciones Hn(x,z), 2~n<k+1, 

medibles respecto los bore1ianos de ([0,00]2)n x [0,00]2 , 

simetricas respecto x, y h una función medible respecto los 

bore1ianos de [0,ooJ 2 , tales que: 

" n "'n 
X (~) = ~ H (nI (~),z)I ~ (~)+h(z)I '" (~) 

z 2<n<k+l z {M en} {M =l} 
z z 

(respect. X (~) ". 
Z 

Demostración. 

(i) X es ~-adaptado si y solo si x~n2 es f-adaptado. 

-1 -1-1 En efecto, si A es un bore1iano de m, (X n2) (A)" n2 X (A) = n 1 (B) z z_ 

-1 '" con B .. X (A)E F 
Z .. z 

-1 
mente, si A es un bore1iano de m, X~1(A)" (X

z
n 2 n;l) (A)" 

-1 -1 -1 -1 -1 
= (n 2 ) (X zn 2) (A)'" (n 2 ) (B)" n 2 (B) con BE ~z 

(ii) Un proceso X sobre nk x [0,ooJ2 es opcional si y solo 

si existen funciones H
n 

, 2:n<k+l , y h como las del enun-

ciado, tales que, para W E n. , 
~ 

X (w)'" L Hn(n~z(w),z) 1 (w) + hez) 1 1 • 
z 2<n<k+1 Sn S 

z z 

En efecto, como todo proceso opcional es adaptado, por la 
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forma explícita de las a-álgebras F se tiene una implica­
=z 

ción. La otra implicación, es consecuencia de que las cla-

. {A (JR2)k ses no vac~as, e, + 1 1 opcional} y 
A nS z 

1 opcional} son mono tonas y como las funcio 
A ,,,-S n 

z 

nes nn y h son medibles pueden escribirse como límite de com 

binaciones lineales de indicadores convenientes. 

(iii) La tribu ~ opcional sobre Qk x .[0 ,eo] 2 es 

2 
siendo e- la tribu opcional sobre n

k 
x [o ,eo J . 

En efecto, se sabe que 9""= a{F x F E ~z' 

y 8-"= a{F x [z,z'), Fe ~z' z, z' E 
2 [o,eoJ } • 

Sea F o x [zo' z~) un generador de 8"'", (TI" 2x1d ) (F o x [zo' z~)) = 
A 

= TI" F x [z ,Z')EB"" 2 o o o 

Rec'Íprocamen te, si F x [z, z') es un g.enerador de ff, 

F x [z,z') = (TI"2x1d) (TI"l F x [z,z)) E6" • 

"-

Si X es 8"-medible entonces XTI"2 es if-medib'.e, en pa.E, 

ticular es ~-adaptado y por (ii) se tiene el aserto, tenien 

do en cuenta, 

l1([o,zJ) = i} 
A 

= {M = i} , 1 < i < k + 1 z 

Análogamente se demuestra el caso previsible. # 

El siguiente resulta¿o caracteriza los procesos cre-

cientes y adaptados, respectivamente previsibles. 
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Teorema 4.2.2. 

Sea A un proceso creciente. A es ~-adaptado (respect. pr~ 

visible) si y sólo si existen nucleos positivos Hn(x,.), 

2 ::: n < k + 1, sobre ([ ,2)n Jo ., • 
o,ooJ XLD [ ]2 s~metr~cos respecto x 

0,00 

y existe una medida h sobre B[O,oaJtales que, 

A(1J) = 1" ·(ll) + 
{M =n} 

z 

1" ().!)h(dx), siendo w. los puntos de (o,z] 
{M =1} J 

x 

donde 1J toma valor no nulo. 

(respect. A(1J) 

+f 
[o, z) 

I " 01 =1}(1J) h(dx» 
x 

Demostración. 

(i) Si A es creciente, A'TT 2 tambien 

(A'TT 2 )z (w) = A(TI"2(w), [o,z]) = 

(ii) Un proceso A sobre Qk x [0,ooJ 2 

si y sólo si, existen nucleos H
n 

y 

enunciado tales que, 

A (w) = z 

lo es. En efecto, 

A(1J,[o,z]) 

creciente, es ~-adaptado 

una medida h como los del 

+1 1 1 (w) h(dx), siendo wj las coordenadas de w que 
[o, z] S x 

estan en (o,z] 
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En efecto, si el proceso A admite una tal expresiGn, por 

el teorema anterior, es evidentemente adaptado. Recrproc~ 

mente, sca A un proccso creciente, y sea A(w, dz) la medi 

da sobre m2 asociada al proceso. Es facil comprobar, que + 

A(w,[o,z]). / ~ A(w, 
2<n<k+l 

Ü[w.,z])I (w)+! 1 1 (w)A(w,dx). 
j-1 J Sn - I S z o, z x 

Si A es adaptado, por (ii) del teorema anterior admite la 

expresión: 

/ 
n n 

A (w) - H (1T lz (w),z) 1 (w) + h(z) 1 1 ' 
z 2<n<k+l Sn S 

z z 

n 
con H (x,z), 2<n<k+l medible respecto los borelianos de 

([0,ooJ2)n x [0,ooJ2 y simétricas respecto x, y h medible 

respecto los borelianos de [0,00]2 • 

Sea w E 51 se tiene 
z' 

por otra parte, 

A (w) 
z 1 1 

S z 
-1. 

[o, z] 

A (w) 1 1 - hez) 
z S 

z 

1 1 (w) A(w,dx), por consiguiente 
S 

x 

h(z) '" J 
[o, z] 

1 1 A(w,dx) , como no depende del punto w, 
S 

x 

sobre la región SI debe ser A(w,dx) a h(dx) 
x 

medida, sobre IR!. 

Por consiguiente, 
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-
A (w) = z 

" n n ¿ H (TI
1z

(w),z) 1 (w) 
2<n<k+l Sn 

= 
~ 
¿ 

2<n<k+1 

z 

n 1 A(w, U [w. ,z]) 1 (w) + 1 1 h(dx) 
j=1 J S~ [o,zJ Sx 

como la suma actua sobre conjuntos disjuntos, esta igualdad 
n 

implica que para todo n, 2::n<k+1, H
n

(TI
n
1 (w) ,z) = A(w, U [w. ,z]), 

z j=l J 

n n 
por tanto debe ser A(W,U [w.,zJ) = Hn 

(TI
u
1 (w), U[w.,zJ) 

. j=1 J z j=l J 

ya que solo depende que 1T~z(W), y no de todas las coordena­

das del punto w, y sera simétrica respecto 1T~Z(W) porque H
n 

lo es. # 

§3. Martingalas uniformemente integrables. 

A 

En esta sección demostramos que toda E-martingala X 

uniformemente integrable admite una version continua por 

la derecha con límites por la izquierda. 

Dado un espacio de probabilidad (n,A;p) y una filtracion g, 
2 {X ,z6OlR .. J es una. G-ma.Jú"¿nga.la. un..¿6oltme.me.n:te. "¿n:te.gJta.ble. si, 

z, = 
(i) X es ~adaptada. 

(ii) Para todo z::z', puntos de IR¡, E(X Zf l~z) = Xz 

(iii) La familia {X z ' Z EIR¡} es uniformemente integrable. 
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Sea L 1 el espacio de los procesos Y con E(IYI)<~ • 

Una familia de variables aleatorias con índices en un con 

junto parcialmente ordenado y filtrante 1 ca n. v eltg e en. L
1 

hacia una variable aleatoria Z si, Z ( I Zi - Z 1) ) O. 

Teorema 4.3.1. ([SlJ, teorema 1.2.). 

Dada una ~-martingala M uniformemente integrable, conver-

1 ge en L , hacia una variable aleatoria Mm' de forma que, 

2 
para todo z de :m+ ' 

# 

Demostraremos previamente algunos resultados para 

g:-m~rtingala3. 

Si M es una g:-martingala uniformemente integrable 

de límite Moo ' para z de 1R~ y n, 2Sn<k+1, fijos, pondre­

mos si W E Sn 
z 

M (w) = 
ro 

m n,z 

y ron Z sera la simetrizada de m respecto la primera , n,z 

coordenada, es decir, 

~ (x,y) = 
n,z 

,-....J 

m «x 1 , .. ,x ),y) = n,z n 
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Teorema 4.3.2. 

Sea M una ~-martingala uniformemente integrable de límite 

Mco. Para todo z de :IR! y 2'5.n<k+l, 

Demostración. 

M 
z 

E(m 
n,z 

Como M 
z = E(Mcol~z)' para cada n, Mz 1 = E(M 1 IF) 

Sn 00 Sn =z 
z z 

Basta, por la definición de simetrizada, demostrar que pa-

ra toda permutación a de {l, •• ,n} se verifica, 

M 
z = E [mn z (a. TI

n
l z ( • ) , TI

n
2 z ( • ) ) 1 n I ~ z] 

, S 
z 

Como M z ~z-medible, es suficiente con calcular para 

todo A de F , la integral, 
=z I Sn 

J 
A 

z 

n n 
m (a-TI l ,TI 2 ) n,z z z 

que coincide por ser A simetrico con 

J 
n n 

dP m (a-TI
l 

,TI 2 ) 1 n,z z z Sn 

Sa(A) z 

que a su vez por ser M 1 = E(M 1 nl~z) z Sn 00 

S 
z z 

coincide con J M 1 dp =J M 1 dp 
z Sn z Sn 

Sa(A) z A z 
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ya que A y M 1 son simetricos respecto las coordenadas 
z Sn 

z 
que estan en (o,zl. # 

Recordemos (ver [5 J) que dado el espacio 

F 
= z I Sn 

z 

P ), para 2<n<k+1 con p(Sn) # O 
p(Sn) z 

y dadas 

z 

las proyecciones, 

(Sn F ) ) «o,zJn, ~ () S ) 
z , = z I Sn Jn n (o,z 

z 

k-n 
(Sn F ) ? «(o,zJc) ~63 () S ) 

z' = z I Sn ] c k-n k-n «o,z ) z 

existe pn 
z (o,zJn x (~ k () Sk_n) 

«o,zJc) -n 
-----~) IR 

(y , B) 

de forma que: 

(i) para y fijo, la aplicación B ~I -------, 

probabilidad. 

) pn (y,B) 
z 

n 
P (y,B) es una z 

( .. ) B f·· b 1· d « Jc)k-n ., . 11 para 1JO, ore 1ano e o,z s1metr1co, se 

tiene, 

1) Y ~I ------>i) pn(y,B) es 't6 k" Sk -medible 
Z «o,zJc) -n· -n 

2) para todo A de íD f) S ,se verifica 
(o,zJn n 
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n 81.n ) P("'l.,,!!f!I ¡'l. -y, 
P(S~) - .. 

1 

n 
~ 1: • 

• !';(:: n.= 1 I JI' ) • 
n 'lro .. 

S: .. 

;>:ar4 ,2<n<k+l • 

(i i) ~ 
:. 1 1 • EUi", 1 11[.) 

S S. .. 
:: .. 

Dc:olltl'.:aciún. 

-1 
• 1 1 P(S!) 

S z 

F. (M... 1 1) 
S z 

1 J ;;' .("'ln1 (w) ,y) Sn n,. Z 

:: Uo.:::c)k-n 

(i) n n P ("'1 1 (u) ,dy). ca f' -Qodiblo 
:: :: -: 

y~ que el :edib10 de Borel y .610 depende do "'l~:(w). siendo 

si:étric4 rOApecto ~nl:(u), AdecS. pArA todo A do r • 
... , s~ 

(ií) Es consecuencl3 direct3 de que los únicos conjuntos 

:edibles respecto ,% 1 son el v3cio y 51, 
15 :: 

% 
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Por todo lo anterior, dada una martingala uniforme-

mente integrable de límite M~ , admite la siguiente expr~ 

sion para todo z de [0,~J2 , 

M = ¿ 
z 2<n<k+l 

n n P ('lf1 ,dy) + z z E(M 
00 

A continuación estudiamos la dependencia respecto z 

Para ello, definamos primero unas nuevas probabili-

dades sobre nk • 

(i) Si k es finito, para cada n, 2~n<k+1, definimos 

(ii) Si k es infinit~para cada n,2~n<k+l definimos, 

,......., 
P (.) 

n 

donde Í{. < <' } es un representante de todas las biyecci.2, 
1 1 •• ~n . 

n e s de lN en lN, tal e s q u e f (l ) = i l' •. , f ( n) = in 

---Si k es finito, es claro que? ,para todo n, es una 
n 

probabilidad. Si k es infinito nu~erable, basta con demostrar 

que, para n fijo, 2<n<k+l 
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-i 
2 1 

00 

-i 
2 2 

i =i +1 
n n-l 

Si para i
l 

fijo, ) I 

i
2
=i l+l 

-i 
2 2 ••• L 

i =i 1+1 n n-

ya estara porque entonces, el primer miembro de (4.1.) es, 

2 -nr 

Analogamente para i l , i 2 fijos bastara con demostrar 

-i 
2 3 f: 

i =i 1+1 n n-

-i 
2 n 

-(n-l)i2 
2 

Reiterando, bastara con comprobar que para il, •• ,i
n

_
l 

fijos, 

L 
i =i 1+1 n n-

-i 
2 n 

-i 
= 2 n-l , que evidentemente es cierto. 

Para cada ne lli, 2~n<k+1, y fijados los índices 
,-..J 

{l, •• ,n} la probabilidad P admite la siguiente descompo­
n 

"-
dP (w) 

n 

siendo P {l }una version regular de la probabilidad condi-n, , .. ~n 
,\ -1 .. n . 

cionada respecto (~)l",wn) y P la marginal correspondiente. 

Analogamente,para I={i
l

< .. <in}cm ,la probabilidad P admite 

r dP(w) = Pr«w. , •• ,w. ),.) dP (w., .• ,w. ) 
1 1 1n 1 1 1n 

como descomposición. 
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viene dada por el siguient~ 

Teorema 4.3.4. 

Fijado nelN, 2~n<k+l, para todo I =- {i1< •• <in}clN, pI 

es absolutamente continua respecto pl ••• n • 

Demostración. 

Ci) k finito. 

r 2 k Dado A e C LO,eo] ) , se tiene, 

-- 1 n "" [J? k-n 1" [J? k-n p ••• CA) = P C Ax C 0, eo -» L. p C S CA C - , ) > n ID kT ~ cr x o,eo ) 
cr E!:\S"k 

> ~ ) :: pICA) y de aquí la afi~maci6n • 
I={i 1<·· .<in } 

IC{I, •• ,k} 

Cii) k infinito numerable. 

n. eo 
=n(2~-I)'L 

i=1 ~1=1 

~ -i 2 k 
. '--.J 2 n. PCf{; < ••• <; }CAx([o,eo] ) ) = 
~ =i 1+1 "'1"'n n n-

y de aquí la 

afirmación. # 
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El resultado .. mas importante viene dado por el siguie~ 

te 

Teorema 4.3.5. 

Para cada n, 2~n<k+l, fijo, sea B un boreliano de «o,zJc)k-n 

simetrico. 

Dado ~ = (~l""~n) elemento de (o,zJ
n

, notaremos para ca­

da permutación (J de {l, .. ,n}, ~(J = (~(J(l)''''~(J(n»' 

Se verifica, 

n 
P (~,B) = z 

1 
n! 

Demostración. 

IclN 

Debemos demostrar que para todo A boreliano de (o,zJn sime 

trico 

Sea pues A un boreliano de (o, z] n simetrico, 
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j n n 
P (TrI ,B)dP z z 

n n P (TrI (w),B)dP z z 

{(tú. , ••• ,tú. )~ A,w.e (O,ZJC, 
1 1 1n J 

I={i < •• <i }cJN 
1 n 

,ya que A es simétrico. 

Para simplificar la notación pondremos para todo 

I = {i¡< •• <in } y tO~.a permutación cr de {l, •. ,n} 

tú I = (tú. , ••• ,tú.); rO'= {icr(l), ••• ,io(n)}; tú~.I.a,=(Ul1· ",,,wi ); 
~ 1 1n' 0(1) cr(n) 

dpl •• n 
(t;) • 

Para cada I = {i 1< •• <in } y cada permutación a de {l, •• ,n} 

tenemos la siguiente descomposición de P 

~ = ¿ 
I={i{ •• <in} 

n n P (Tr
l 

,B) dP z z 

l A )~ 
n. a~ 

A n 

= 

que coincide por ser A simétrico con, 
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= ¿ j Q(i;,B) P (l:" «o z]c)k-n) pr(dl:") 

J c k-n) 1 <" , <, 
Q(f;,«o,z ) 

I={i1<··<in} A 

teniendo en cuenta quien es Q(f;,B), 
~ I' 
L-..,.P'I,(f;,B)P (dO 
I' 

. 1 c k-n Q(f;,«o,z) ) 

=J I I' 
It 

A 

Por todo 10 hecho hasta el momento, si M es una F-mar_ 

tingala uniformemente integrable de límite Moo ' admite la 

siguiente expresión: 

(4.2.) M z 

+ v ¿ 
2<n<k+l 

+ 

Estamos ahora en condiciones de demostrar que 

Teorema 4.3.6. 

Toda~artingala uniformemente integrable admite una versior. 

continua por la derecha con límites por la izquierda. 
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Demostración. 

Haremos la demostración a partir de la igualdad (4.2.). 

Fijemos ('Jo€:. rlk y z = (s,t) €:. [0,ooJ2. 

decreciente hacia z. 

Sea (2) una sucesión 
m m 

e d r- J2 l'" d d d d 1 omo para to o u lO> Lo,oo ,e numero e coor ena as e pu,!! 

to Wo que pertenecen a [o,u] es finito, podemos encontrar 

un entorno U de z, tal que en la zona sombreada de la fi-

gura no se encuentre ninguna coordenada de W a menos que 
o 

una tal coordenada pertenezca a, 

z = {(a,b)~[c,00]2! (a=s, b<t) ó (a::s, b=t)}. 

n n ....." Por tanto, a partir de cierto m, n lz (w
o

) = n 1z (w
o

) = ~ ) v n. 
m n 

De donde estudiar la continuidad por la derecha de la mar-

tingala M se reduce a demostrar: 

a) M
Zm 

(W o ) ¡SI (wo ) 

z 
m 

) 
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Notaremos m (~ ,.) 
n n 

mos a) y b). 

.-.. n 
=m ('rr .) n z lz' 'm m 

¡o...J n = m (1f 1 ,'). n,z z Demostre 

a) Por (4.2.) es ~quivaleute a demost~ar, 

m-+ oo 

Esta convergencia es cierta ya que"sumando y restando el 

termino, _1_ ECHoo I S1 ), 
P(S~) zm 

< 

," < 

1 

1 

p(Sl ) 
z' in 

1 

p(Sl ) 
z m 

1 

1 

que tiende a cero porque SI ,?1 SI. 
z z 

m 

z 

E(Hoo 1 1 ) - E(Moo 1 1) 
S S z z 

m 

- E(H 
00 

b) Por (4.2.) demostrar b) es equivalente a ver 
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) 

....... - 1 
m (~ ,w)-, n n n. 

( ( o ,z 1 c) k-n 
m 

para cada n, 2~n<k+l. 

cr -
Q(~ ,dw) n 

cr -
Q(~ ,dw) 

n 

m + 00 ----, 

Fijemos cr permutaci5n de {l, •• ,ri}.La diferencia 

z es el primer elemento de la sucesi5n?es menor 5 igual que o 

I~I I . m 
:1 c k-n n 

«o', zJ ) 

1 1 
cr -

Q(~ ,dw) n 

.' ] c k-n /l . ~ k-n 
y tiende hacia cero ya que, «o,zm) I «o,z] ) y 
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Por Gltimo, observemos que si (z) es una sucesion m m 

que converge hacia z en alguna de las otras tres direccio 

nes, un razonamiento análogo al realizado en el estudio de 

la continuidad por la derecha nos asegura que para w fijo, o 

(M (w), m_>o) es de Cauchy, y por tanto tiene límite. # 
z o m 

Para finalizar, demostremos que, 

Teorema 4.3.7. 

Si M es una ~-martingala uniformemente integrable, admite 

una versión continua por la derecha con límites por la iz-

quierda. 

Demostración. 
A 1 A 

Sea M~ el límite, en L , de M. Y sea M = 

Entonces, M es una martingala, tal que, 

Mz = E(Mool~z)' En efecto, es ~-adaptada e integrable por 

ser M integrable y ~-adaptada. Es martingala y satisface 

M = E(M IF ) por el teorema de la medida imagen. z 00 =z 

Por el teorema 4.3.6., M admite una versi6n M continua por 

la derecha con límites por la izquierda y por tanto MIT
1 

es 

una version continua por la derecha con límites por la iz-

quierda de M. # 
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§4. Proyeccion opcional y previsible. Proyecciones duales. 

En esta seccion definimos y estudiamos las propieda-

des de las proyecciones opcional y previsible de procesos 

medib1es acotados, así como las proyecciones duales. 

Gracias al resultado obtenido en el teorema 4.3.6., 

dada una variable aleatoria U acotada, definida sobre Qk' 

tomaremos como proyeccion opcional, (respectivamente pre-

visible), del proceso asociado, la version continua por la 

derecha, con límites por la izquierda, de la martingala 

E(ul~z)' (respect. la version continua por la izquierda de 

la martingala E(ul~z-»' Mas generalmente, 

n n 
con Q : « o, z) x C13 k n Sk ) 

z « o, z) c) -n -n 

ana10ga a p~, tenemos la siguiente 

Definicion 4.4.1. 

si Qn 1<n<k+1 z' 

---~) lR es la 

Si {X, ZE[O,OO]Z} es 
z 

x [0,001 2 
y X (w) = z 

un proceso medible y acotado, sobre 

X (1T
n
1 (w) ,TI

n
Z 

(w» t si w <: Sn, con nz z z z 
r--J 

X el simetrizado de X respecto la primera coordenada, nz nz 

llamaremos p~oyecc~6n opc~onal) respectivamente p~ev~4~ble, 

al proceso X
O

, respectivamente X~ definido por: 
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¿ 
2<n<k+l 

(respect. 

Por la propia definición, estos operadores definidos 

sobre los procesos medibles y acotados, (son procesos del 

espacio LP , (p~l». son lineales, monótonos y continuos, 

entendiendo que son continuos respecto la norma de 

LP , (1lxll p = E(IXI P», y 10 son, porque el operador de 

esperanza condicionada es continuo respecto la norma de LP • 

Definición 4.4.2. 

A 2 
Si X es un proceso medible y acotado sobre nk x [o,ooJ , 

llamaremos p~oyecci6n opcional, respectivamente p~evi~ible, 

a los procesos, 

A o o 
X = (X ·n ) ·TI z Z 2 1 

y 

Teorema 4.4.3-. 
A 

Si X es un proceso opcional sobre n
k 

x [0,00}2, entonces 
A A 

X = Xo .(respect. si X es previsible entonces X = Xp ). 
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Demostración. 

Basta con demostrar que si un proceso Y sobre S1 k x [0,00]2 

es opcional entonces Y = yO • Ya que vimos que si K es 

opcional, XTI 2 tambien lo es. 

Si y es un proceso sobre S1 k x [0,00]2 opcional admi-

te la siguiente expresión, 

Y (w) 
z 

n n 
H (TI lz (w),z) Isn(W) + hez) Isl 

2<n<k+l 
z z 

con Hn 
y h funciones verificando las condiciones del teo-

. n n . n""" rema 4.2.1. Sea Y (w) = y (TI l (w),TI 2 (w» s~ we::S y y z nz z z z nz 

es la simetrizada de y respecto la primera coordenada. nz 

Se verifica para todo n E: ]N, 2Sn<k+l, y . 1 
z Sn 

z 

n n =H(7r
l 

,z)'¡ , 
z Sn 

n /V 

S i m e tri z an d o r e s p e c t o TI 1 z' y n z 1 S n 

y 
z 1 1 

S 
z 

= hez) 1 1 
S 

z 

z 

Por la definición de yO, 

= 

v 
L 

2<n<k+l 

V n n 
~ Isn H (TI lz 'z) + Isl hez) = Y 

2<n<k+l z 
z z 

- 123 -

z 

además 

-1 
1 1 p(sl) E(h(z)I 1) 

S z S 
z z 

# 



Definiremos el operador de proyección en el conjunto 

de procesos crecientes por dualidad. 

Recordemos que si A es un prcczso 
2 s o b r e nk x [o, co ] 

crecien te, in t eg rabIe, tiene as o ciada una med id a lMA sobr e 

[o ,ro] 
2)' que da masa 

nula a los conjuntos evanescentes y es a-finita, es decir, 

existe un proceso X c.s. estrictamente positivo.Que seacr-finita 

equivale a que existe un proceso X c.s. estrictamente positivo, 

tal que ]H A(X) <oo. Esta medida ]M A viene definida por: 

:ra Aex) = EJ X dA ,para todo proceso X acotado. [O,oo}Z Z . 

Adem¡s,la correspondencia entre A y ~IA es biyectiva.ever [171). 

Teorema 4.4.4. 

Sea A un proceso sobre Qk x [0,ooJ2 integrable. Existe un 

único proceso creciente adaptado °A, resp. previsible PA 
tal que, para todo proceso X acotado, 

Ef i o 
dA 

. r J.t. Z Z 
LO ,00 

= E f X d o¡ 
[o,oof z Z 

respecto dA 
Z 

, y les llamaremos 

pnoyecc'¿ón dua.l opciona.l, respect. pJt.ev,¿.t,,¿ble del proceso,'A. 
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Demostración. 

El proceso A'TI 2 también es creciente e integrable. Sea 

o(ATI
2

) la proyección dual opcional del proceso A'TI 2 , la 

existencia de un tal proceso es idéntica a la del Teorema-

definición 4 de [361 ya que en ella no interviene la forma 

explícita de la proyección opcional de un proceso, sino uni 

camente las propiedades del operador de proyección. 
/\ 

Definamos °A = o(ATI 2)TI 1 , que es un proceso creciente yadaE 

tado. Sea X un proceso acotado, por tanto XTI
2 

también 10 es, 

y se verifica 

y del teorema de la medida imagen resulta el a~rto. # 

Teorema 4.4.5. 

,,\ o "p 
Si X , (resp. X ), es la proyección opcional (resp. previ 

/\ 2 
sib1e) de un proceso X sobre nk x [0,001 medible y acota-

do, entonces para todo proceso creciente A adaptado, (resp. 

previsible), integrable, sobre n
k 

x [0,ooJ2 se verifica, 

E f Xo 
dA - E Ir X dA [o,coY' Z Z - [o,oor z Z 

(resp. Ef xP dA == E f X dA). Ademas A es indis-
Z z z Z 

[o,ooJ~ [o,coJ~ 

tinguible de su proyección dual opcional (resp. previsi-

ble) • 
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Demostración. 

Si demostramos un resultado analogo para procesos sobre 

i1
k 

x [0,ooJ2 ya estara, porque A'7T
2 

es adaptado ¿ íntegr2:, 

ble y se verificara 

y por el teorema de la medida imagen resulta la primera 

afirmación. La segunda es consecuencia de la unicidad de 

la proyección dual opcional. 

Sea pues B un proceso creciente, integrable y. adaptado so­

bre n, x [0,ooJ2 • Sabemos, por el teorema 4.2.2. que admi 
iC 

te la expresión siguiente, 

n 
B (w) = z I 

2<n<k+l 
Hn(7T~z(W), U[w.,z]) 1 (w) 

j=1 J Sn 
+ 

1 I(W) h(dx). 
S 

x 

Calculemos E J X dB z z 
[o,oot 

~ 
= ¿ E(J X 1 

2<n<k+l [o,ooJ.l. 
z Sn 

z 

z 

= 

dB ) + E (J X 1 dB ) 
z <. z SI z 

[o ,oo} Z 

teniendo en cuenta la exp~e3ión de B y que h es no aleato-

ria, coincide con 

¿ 
2<n<k+l 

x z dB z + f E(X z 1 1) h(dz). 
S z 
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Fijemos n, 2<n<k+1. Se verifica, 

x 
z 

dB 
z 

dB 
z 

n n n /V 

donde X (w) = x (TI l (w) ,TI,., (w» si WE. S ,y x es la z nz Z L Z Z nz 

simetrizada de x respecto la primera coordenada. 
nz 

Fijemos una permutación O de {l, .• ,n} 

f n n dB E xnz(OTIlz(w),TI2z(w» I 
Sn z 

z 

J n n n n 
dw) = E xnz(OTIlz(w),TI2z(w» I H (OTIlz(W)' 

Sn 
z 

que coincide, por la simetría de S~ y H
n 

respecto TI~z con, 

y esto no es mas 

Por lo tanto, 

que, 

dB 
z 

EfX I dB "-' n n n-
xnz(TTlz,TT2z) ISn H(TT Iz ' dw) z. Sn 

'z 
z 

z 

desdoblando la esperanza en función de condicionadas, 

( ~
A/ n n 

= E E x (TI
I 

,TT 2 ) 
n n I n nz z z TT Iz TT 2z TI Iz 
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Como Hn es no aleatoria respecto rr~z ' 

(J '" n n E E (x (rr
l 

,rr Z ) I ) 
n n I n nz z z Sn rr 'TT '11 Iz Zz Iz z 

n n - ) H (rr Iz ' dw) 

y por la definición de XO coincide con, 

== E J XO 
1 dB • z Sn z 

z 

Teniendo ~sto en ¿uenta, y que Ee Xz 1 1) 
S 

= E(X
o 

1 ) resul 
z 1 

S 
z z 

ta, 

V E J xOz 1MB(X) = ~ Isn Hn(rr~z' dw) + JE(X~ ISl) h(dz) = 
2<n<k+l 

= 

z z 

V 
D EJ' X~ Isn Hn(rr~z' dW) + EJX~ 1s1 h(dz) 

2<n<k+l z z 

= 

o 
que por el teorema anterior coincide con 1M B(X) , 

y por la unicidad de la proyección dual deben ser B y °B in 

distinguibles. # 

Ademas, se verifica el siguiente 

Teorema 4.4.6. 

Si X es un proceso en nk x [0,ooJ 2 
medible y acotado, i o 

respectivamente i P , es el único proceso opcional, respec-
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tivamente previsible, que verifica el teorema anterior. 
A 2 

Si A es un proceso en Qk x [0,00] creciente, adaptado e 
A 

integrable, su proyección dual previsible PA , es el úni 

" co proceso creciente previsible tal que A - PA es una mar 

tinga1a debi1, es decir, es adaptado, integrable y para 
A 

todo z'<z , E«A-PA)(z',z] 

Demostración. 

Basta, como anteriormente, con tener un resultado análogo 

para procesos en Qk x [0,00]2 • La demostración de este re 

su1tado para procesos en Qkx[0,ooJ2 es análoga a la de la 

proposición 6 de [36]. # 

Para finalizar, damos un resultado, que enunciare-

mos por comodidad en el espacio (Qk,TI1(~)'P) , relativo a 

probabilidades P' con P' < < P • 

Teorema 4.4.7. 

Sea P' una probabilidad sobre (Qk,1T 1 (~» con p'< < P • 

Sea A un proceso creciente y PA su proyección dual previ-

sible respecto P. Existe un proceso Y previsible, finito 

tal que yPA es una versión de la proyección dual previsi-

b1e de A respecto P'. 

Demostración. 

Como P'«P, existe la derivada de Radon-Nikodym Z dP' = dP con 
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Z:o, c.s., e integrable, y por tanto finita c.s. 

2 Sea {Zu' u€: m+} la versi6n continua por la derecha con 

límites por la izquierda de la martingala {E(zl~u),uiZm~}. 

1 d "d JMA -PA d f" "d d Demostremos que as me 1 as y]M e 1n1 as pa.ra to o 

proceso X acotado por 

A son a-finitas. En efecto, sabemos que JM 10 es, por tanto 

existe un proceso X positivo c. s., de forma que JMA (X) < ro • 

Sea X un nuevo proceso definido por: 

con c constante positiva. Entonces, 

~ ]MA (X) < ro • 

-PA Ana10gamente se demuestra que JM es a-finita. 

Como JMA es a-finita, A admite proyección dual previsible 

respecto P', que notaremos por PA • 

S e a X un pro c e s o p r e v i si b 1 e tal q u e, lMA (X) < ro y 'IMA ( X) < ro • 

Los procesos, 
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(J Xu I{Zu_>o}dPAu)u son integrables, crecientes y los dos 

últimos previsibles. 

Recordemos el siguiente resultado, ([16J, VI-7-27) 

Si (B) es un proceso creciente y previsible, enton 
u u 

ces dada Z variable aleatoria se verifica 

E(Z B",) Z 
u 

dB ) 
u 

Utilizando esto, se tiene, 

x 
z 

por ser X previsible y dP' Z d P 

= 

= f f 2 Xz I{Z_ =o}Z d PAz dP , por el resultado antes citado 

~k JR+ 

esto coincide con, f f 2 Xz I{Z =o}Z_ d PAz dP = O 

~k JR+ 

Por lo cual, 

Por otra parte, 

Z d PA dP, por el resultado citado y por 
u 
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ser X previsible, coincide con, 

dA dP = 
u 

p 
De todo lo anterior, se deduce que lM A« lM A, Y por consi 

p 
guiente, cualquier proceso Y previsible tal que lMA =YlM A 

resuelve la cuestione # 
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