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INTRODUCCION

Esta memoria abarca esencialmente dos temas. Por una
parte contiene la resolucidén del problema de parada Opti-
ma en varias situaciones distintas. Por otra se dedica a
un profundo estudio de los procesos puntuales en el plano,
con un niimero finito & infinito numerable de puntos.

Los origenes del estudio del problema de parada opti
ma se remontan a J.L. Snell (1953), quién en [49], consi-
dera el caso particular de una sucesidn de variables con
indice discreto unidimensional y utiliza algunos resulta-
dos de la naciente Teoria de Martingalas debida a J.L.Doob,
AHeste respecto hay que destacar, que todavié hoy se emplea
el término de envoltura de Snell para indicar la minima su
permartingala que mayora un proceso, concepto que ha sido
de gran utilidad en trabajos posteriores.

La formulacidn cldsica del problema de parada dptima
en tiempo discreto (siguiendo las ideas de [45]) puede pre
sentarse como sigue.

Sea {Zn,n.EIN}una familia de variables aleatorias que
representan, por ejemplo, las ganancias de un jugador en

instantes sucesivos., Para cada tiempo de paro T, la varia

ble aleatoria ZT representa la ganancia obtenida por el ju



gador, al parar de jugar en el instante T. El problema de
parada dptima consiste en encontrar un tiempo de paro T¥*
tal que alcance el supremo de las ganancias esperadas por
el jugador, que decide abandonar el juego en ese instante,
es decir, encontrar un tiempo de paro T#* que le diremos

dptimo, tal que,

E(Zp4) = sup {E(ZT), T tiempo de parol} .

La investigaci®n sobre el problema de parada Gptima
ha seguido, esencialmente, dos caminos: por una parte se
ha preocupado de la construccidn explicita de una solucidn
a dicho problema; por otra, se ha preocupado, en una ver-
tiente que utiliza esencialmente té&cnicas de and3lisis fun
cional, de la existencia de solucidn. Los estudios de este
problema, que en 2l caso unidimensional, han sido aborda-
dos por diversos autores, se encuentran. recopilados esen-
cialmente en los trabajos de Neveu [45] para el caso dis=-
creto, y de N, El Karoui [20] para el caso continuo. En
el caso discreto se da una construccidn explicita de un
tiempo de paro Sptimo, mientras que en el caso continuo
se aborda tanto el problema de existencia como el de cons
truccidn de un tiempo de paro Optimo. Ademds, para el ca-
so continuo y en el marco de la segunda linea de trabajo,
siguiendo la técnica de aleatorizacidn de los tiempos de

paro (véase [6]) utilizada por Baxter-Chacon,en [19] se



caracterizan los tiempos de paro como los elementos extre
males del conjunto de tiempos de paro aleatorizados & va-
riables aleatorias "floues" adaptadas y a partir de esta
caracterizacidn se demuestra la existencia de solucidn al
problema de parada Gptima.

Las dificultades suscitadas al aumentar la dimensidn
del conmjunto de parametros, debidas principalmente a que
no se dispone de un orden total en el conjunto de parame-
tros y por tanto la extensidn directa de los m&todos uti-
lizados en el caso unidimensional no es posible, han sido
objeto de profundos estudios. Principalmente en el caso
discreto, los de G. Mazziotto y J. Szpirglas [35], U.Krengel
y L. Sucheston [29] en los cuales, aunque el método de
construccidn de un tiempo de paro Optimo es distinta,ambos
se basan en el concepto de tdctica. En [35] se demuestra
la existencia de puntos de paro Optimos, a partir de que,
bajo ciertas condiciones sobre el proceso con élique se
trabaja, existen puntos de paro maximales comprobdndose
que tales puntos son Optimos. Ademds, a partir del caridc
ter de supermartingala de la envoltura de Snell asociada
al proceso se construye de forma explicita una t3ctica y
sobre ella un punto de paro dptimo, teniendo en cuenta que
la envoltura de Snell restringida a tal tictica es una su
permartingala con un indice discreto. Por su parte en [29],
se introduce la nocidn de t3ctica para procesos con Indi-

ces en un conjunto dirigido, dando teoremas que, bajo cier

- vii =



tas condiciones, permiten relacionar las tdcticas con los
tiempos de paro, utilizando esta relacidn para reducir
algunos problemas de parada Sptima en el plano, a proble
mas sobre la recta. En el caso de trabajar con variables
aleatorias independientes se llega a una coumpleta reduc-
cidn del problema de parada Sptima al caso lineal. Enotro
orden de ideas, dentro del caso discreteo, R.C. Dalang [15]
ha caracterizado los puntos de paro discretos como los ele
mentos extremales del conjunto de variables aleatorias
"floues" adaptadas. Esta caracterizacidn le permite demos
trar la existencia de un punto de paro &Sptimo. Dicha ca-
racterizacidn estd inspirada en la técnica de aleatoriza
cidn utilizada por Baxter-Chacon (ver [6]) para los tiem
pos de paro; no obstante hay que poner de manifiesto que
los métodos utilizados en el caso unidimensional para de
mostrar una tal caracterizacidn no se extienden de forma
directa al caso bidimemsional y que en [15] ha sido pre-
ciso la introduccidn de un operador liamado "supremo con
dicional” que tiene muchas propiedades an3logas a las de
la esperanza coandicionada y que, adem3s, es invariante ba
jo cambios de medidas equivalentes, para llegar a demos-
.trar la anterior caracterizacidn.

Como contraste con el caso discreto, el caso conti=-
nuo parece ser el de mayor dificultad, lo que queda corre
borado por la no aparicidn en la literatura de ninglin re-

sultado de construccidn de un punto de paro Sptimo. Ade-



mds, tampoco aparece en la literatura ningln resultado ba-
sado en la aleatorizacidn de los punﬁos de paro y su posi-
ble caracterizacidn como elementos extremales de un conjun
to conveniente. No obstante, diversocs trabajos demuestran
la existencia de solucidn al problema de parada Sptima.
G. Mazziotto y A. Millet en [33] dan teoremas de existencia
a partir de la nocifn de superficie de paro aleatorizada,
es decir, incluyen los puntos de paro en un conjunto mis
grande, el de las superficies de paro aleatorizadas, que
es convexo y compacto para una cierta topologia y se pue-
de dar una caracterizacidn de sus elementos extremales,
siendc esta caracterizacidn la que permite demostrar la
exigtencia de un punto de pérb Sptimo. En otro orden de
ideas G, Mazziotto en [30} demuestra la existencia de so
lucidn reduciendo el problema al estudio de un problenma
de parada Sptima sobre una linea de paro y por tanto a un
indice, suponiendo ciertas hipStesis de regularidad sobre
la envoltura de Snell. Ademds tal soluciln puede ser escgo
gida de entre los elementos maximales del conjunto de pun
tos de paro sobre los cuales la envoltura de Snell se com
porta como una martingala.

Hay que destacar tambi@n, el inter@s presentado por
el estudio del problema de parada dptima para procesos de
Markov, tanto en el caso unidimensional (ver [20]) como en

el caso bidimensional (ver [30]).



Los tres primeros capitulos de esta memoria tratan

del problema de parada dptima.

En el primer capitulo nos ocupamos del problema de
parada 6ptima para problemas con Indice discreto cuando
se trabaja bajo cilertas restricciones sobre la clase de
tiempos (puntos) de paro. El caso unidimensional ha si-
do tratado por Adell (cf. [l]), teniendo este problema
su origen en que existen situaciones reales en las que

se plantea el problema de parar Optimamente un proceso

antes de que se produzca un cierto suceso, (por ejemplo

-

renovar una maquinaria antes de que se estropee) & des-
pués de que suceda un acontecimiento, O m3s generalmen-
te, el problega de parada es un intervalo estoc3stico.
El trabajo de Adell consiste en una bisqusda de las con
diciones minimas que hay que exigir a la clase de tiem-
pos de paro con la que se trabaja para poder desarrollar
una teoria suficiente, exigiendo que tales condiciones
sean suficientemente débiles como para englobar casos in
teresantes aparte de que la clase de tiempos de paro sea
un intervalo estocidstico. Ademds, presenta un teorema de
construccidn de la envolvente de Snell mediante un proce
dimiento de induccidn descendente y da importantes resul
tados sobre la estructura de la clase de tiempos de paro

dptimos, construyendo tanto el minimo como el miZximo tiem

po de paro Optimo., En este primer capitulo construimos una



solucidn del problema de parada 3dptima para el caso de pro
cesos con indice discreto unidimensional y con una clase
de tiempos de paro satisfaciendo las condiciones exigidas
en [l]. Dicha construccidn la hacemos mediante una técni=~
ca de cambio de tiempo que simplifica los mé&todos utiliza
dos en [1]. Ademds, utilizando la misma técnica preceden-
te resolvemos un problema similar para procesos con indi-~
ce bidimensional discreto, caso no tratado en [1]. Tambidn
damos ejemplos concretos que ponen de manifiesto la exis-

tencia de tales clases.

En el segundo capitulo, damos en el caso unidimensio
nal continuo, una demostracidn propia de la caracteriza-
cidn de los tiempos de paro como los elementos extremales
del conjunto de variables aleatorias "floues” adaptadas y
mostrames como permite esta caracterizacidn resolver el
problema de parada optima., En el caso bidimensional con-
tinuo, como contribucidn al estudio de si una tal caracte
rizacidn es posible para los puntos de paro, demostramos
que @stos son las variables aleatorias "floues" que son
los elementos extremales del conjunto imagen por el ope-
rador de proyeccidn opcional del conjunto de variables

aleatorias "floues",

En el tercer capitulo, resolvemos el problema de pa

rada Optima para un proceso, imagen de una familia mar-



koviana bidimensional, construida a partir de dos proce~
sos de Markov, soluciones de sendas ecuaciones diferencia

les estocidsticas.

En la segunda parte de la memoria, expuesta en el ca
pitulo cuarto, nos centramos en los procescs puntuales en
el plano.

El inter@s de los procesos puntuales en la recta se
inicia en 1943, cuando empiezan a ser estudiados conside
randolos modelos de comunicacidn telefdnica. Diversos tra
bajos han sido dedicados a los procesos puntuales en la
recta (cf. [26] ,[8]).

En el caso de dos pardmetros, aparte de algunos ti-
pos concretos de procesos puntuales, como el de Poisson
(cf., Merzbach-Nualart [38],[39]) la inica referencia existen
te en la literatura sobre el estudio general de tales pro
cesos se ocupa exclusivamente del caso en que el proceso

puntual tiene un sdlo punto (cf. [2] , [36]).

El1 cuarto capitulo de esta memoria esti dedicado a
los procesos puntuales con dos pardametros: tanto en el cé
so de tener un nimero finito (mayor & igual que uno) de
puntos, como en el de tener un niimero infinito numerable
de puntos.

Dado un proceso puntual en estas condiciones, mostra

mos la forma explicita de su filtracidn natural asociada



y estudiamos sus propiedades., Construimos la forma expli-
cita de 1ous proceéss opcionales y de los procesos previsi
bles, asi como de los procesos crecientes opcionales y de
los procesos crecientes previsibles., Demostramos ademis
que toda martingala uniformemente integrable admite una
versidén continua por la derecha con limiées por la izquier
da, no siendo cierto gque una tal versidn pueda tormarse
continua. Este resultado permite considerar las proyeccio
nes opcional y previsible de procesos medibles y acotados,
de las que estudiamos sus propiedades. También demostra-~
mos la existencia de las proyecciones duales para proce-
s085 crécientes, estudiamos sus propiedades y construimos
la proyeccidn dual previsible de un proceso creciente re
lativa a una probabilidad absolutamente continua reépecto

de la probabilidad inducida por el proceso puntual,

Todas las proposiciones no originales van acompaifia-

das de la correspondiente cita bibliogrédfica.

Finalmente, deseo expresar mi agradecimiento al Dr.
David Nualart por la atencidn que siempre me ha prestado

y por sus valiosas indicaciones.



CAPITULO I

RESOLUCION DE UN PROBLEMA DE PARAbA OPTIMA

Iniciamos el capitulo resolviendo un problema de pa-
rada S6ptima para ﬁrocesos con indice discreto y unidimensio
nal, cuando los tiempos de paro admisibles pertenecen a una
cierta familia dada con anterioridad. Los resultados se ob-
tienen mediante una técnica de cambio de tiempo, la cual
simplifica los métodos utilizados en ([1 ]) para tratar el
mismo problema. Finalizamos resolviendo, utilizando la mis
ma técnica de cambio de tiempo, un problema similar para

procesos con indice discreto bidimensional.

§1, Procesos con indice discreto y unidimensional

En esta seccidn (2,G,P) es un espacio de probabilidad
y E = {En,neni}una familia de sub-o-3dlgebras de G, crecien-
te y completa, es decir, Eo contiene los conjuntos negligi-

bles de g.

Definicidn 1.1.

Una variable aleatoria T a valores en INu{x}es un F - tiem



po de parnc si y solamente si {T = n}eE , para todo nelN.
Recordemos que todo E~tiempo de paro T tiene asocia

da una o-3lgebra F definida por:

T’
s, VnelN}.

En lo que concierne a las propiedades de los F-tiempos de
paro ([48]) recordaremos que dados dos E-~tiempos de paro
T, v Ty el supremo, Tlsz, y el infimo, T,AT,, son F-tiem
pos de paro, y el orden inducido por el orden de IN, viene

dado por
Tl < T2 si y sdlo si P{Tl < TZ} =1,

Sea {Zn,nem} , una familia de variables aleatorias
no negativas y g-adaptadas, es decir, Zn es gn—medible,
para todo n. |

Representaremos por L una clase de F-tiempos de paro
finitos verificando las propiedades:

i) La familia de variables aleatorias {Z;,TeL} es unifor
memente integrable,

ii) L es estable por infimos finitos.
iii) L es estable por supremos finitos.

iv) Para todo TelL, la familia {E(ZSIET);SEL;SZT} es fil-

trante creciente, es decir, si Sl’ Sze LysS, >T, 82 > T,

1
entonces existe un SelL con S > T, tal que:

E(Zg| Eq) = max{E(zsllgT),E(zsz|gT)}.



v) L admite un sistema de generadores es decir, existe
una sucesidn creciente (Tn,neDU, con TngL, tal que para

todo Tel, T = z: TnIA , donde Ane ET » para todo n, y
ne IN n n

son disjuntos dos a dos,

Observacidn 1.

Notemos que existen clases de tiempos de paro verificando
dichas propiedades. Por ejemplo, la clase

L = {R, R es F-tiempo de paro, § < R < T} con S,T,F-tiem
pos de paro y § < T . Esta clase cumple las propiedades
anteriores si E(sgp Zn)<w. Es suficiente tomar como sis-

tema de generadores, Tn = (nvS) AT, para todo n de IV,

El problema de parada dptima en la clase L, que nos
preocupa, consiste en encontrar un E-tiempo de paro T*€L,

tal que

E(Z.4) = sup E(Z.)
T Tel T

Un tal F-tiempo de paro T*, recibe el nombre de Ztiempo de

paro Gpiimo en L respecto la sucesidn {(gn,zn); nelN}.

Obgservacidn 2.

Observemos que si interpretamos la sucesién'{zn,nenﬂ}como
la sucesidn de ganancias de un jugador en les sucesivos
instantes n, nuestro propdsito es encontrar un tiempo de

paro, que alcance la cota superior, sup E(ZT), de las
Tel



esperanzas de ganancia del jugador, que decide abandonar

el juego en el instante aleatorio T, TeL.

Recordemos los siguientes resultados de familias de

funciones.,

Lema 1.2, ([45], prop.,6,1.1,)
Para toda familia G de funciones reales y medibles sobre
Q, existe una Unica, casi seguramente (c.s), funcidn medi
ble g sobre , tal que:

i) g > £ c.s., para todo f de G.

ii) si h es una funcidn medible tal que h > f c.s. para
todo feG, entonces h > g, c.s.

Esta funcidn g, se llama supiemo esencial de G y notaremos

g = supess G. Ademds, existe al menos una sucesidn
(fn,neEU de elementos de G tal qué: supess G = sup fn C.S,
n

Si la familia G es filtrante creciente, la sucesidn (fn)n

puede ser tomada creciente c.s.

Lema 1.3. ([1], lema 1.2.)

En las mismas condiciones del lema anterior si G es fil-
trante y si las funciones de G son no negativas y existe
H integrable tal que fi < H cos., para todo i, entonces,

i) g es integrable y E(g) = su? E(fn)'
nelN

ii) Si ¢ es una sub-o-dlgebra de G,entonces



E(g/C) = sup;ess E(fnlg).
nelN

Introduzcamos unas nuevas variables aleatorias.

Definicidn 1.4,

Dado TelL, definimos la variable X(T) por:

X(T) = supess E(ZSIET)
S>T,Sel

y llamaremos a X = (X(T),TeL), proceso de ganancias con-

dicionales del proceso (zn)n .

Definicidén 1.5.

Sea M una coleccidn arbitraria de tiempos de paro. Una fa
milia de variables {YT,TeM}, a Indices en M es una M-supexn
martingala si,

i) Y, = Y, c.s. sobre {s = T}.

ii) para todo TeM, YT es integrable y F_-medible.

T

iii) para todo S5,TeM,S<T, se verifica:

La familia {X(T),TelL} verifica el resultado cl@sico

siguiente:

Proposicidn 1.6,

i) La familia {X(T),TeL} es la minima L-supermartingala



que mayora {ZT,TEL}.

ii) Una condicidn necesaria y suficiente para que un tiem=-
po de paro SecL, sea 6ptimo en L, respecto la sucesidn

{(gn,zn),nem} es

(a) X(8) = Zg cus.

(b) VTeL , E(X(S)|SAT) = E(X(SAT)).

La demostracidn es anﬁloga a la del teorema 2.,12.1. de

[20]. #

A fin de encontrar un tiempo de paro Optimo en L,
respecto la sucesidn {(gn,Zn),nem}, construimos una nueva
clase & de tiempos de paro respecto una nueva sucesidn.
La clase £ verifica las mismas propiedades que la clase
L y contiene las constantes, y estd en correspondencia con
la clase L., Aplicando la teoria general de parada oSptima
([45]) a la clase &£ , encontramos un tiempo de paro V*
Gptimo ens’, el cual estd en correspondencia con un tiem=

po de paro T,x€L, que serd dptimo en L.

Consideremos pues la nueva filtracifn

[l

V= {gl'l = E; ,nelN}, donde‘{Tn,ne}N} es el sistema de ge-
~ n

neradores de la clase L y tomemos el proceso

A z'{.’Zr'l = ZT snelN} que es F'-adaptado. Representaremos
= %
n



por X el proceso de ganancias condicionales asociado a Z'.

Sea'Bf la clase de los F'~tiempos de paro finitos,
y seaM la clase de todos los F-tiempos de paro finitos
generados por la sucesidn {Tn,nem} , es decir SeM sii

S = EZTnIA , con A eF., Vn y disjuntos dos a dos.
n n n
Se verifica la siguiente

Proposicidn 1.7.

Existe una aplicacidn exhaustiva y creciente, en general

no biyectiva, entre la clase'Gf y la clase M ,

Demostracidn.

Basta con considerar la siguiente aplicacidn,

B P —>T , tal que :

V o=
a todo > nI{v=n}e‘Gf’ le hace corresponder
nelN
p(v) =T = > T T _ 1.
v S {v=n}

Es evidente que § es exhaustiva, ya que dado TeM ,

T= o T_1 , basta con tomar V = 2. nI, € G y enton
n A A £ -
nelN n nelN o
ces Y(v) = Tv = T,

En general no es inyectiva ya que la representacidn de los
elementos de M en funcidn del sistema de generadores

{Tn,ngl}, no es nica, a menos que dicha sucesidn sea es-

trictamente creciente, #



Sea‘ae=w—l(L). Observemos que la clase Eé cumple las
propiedades (i)=-(v) respecto a la sucesidn {Z;,ne?m}yque
contiene las constantes. Ademds, T*e L es un tiempo de pa-
ro Sptimo en la clase L respecto la sucesidn {(gn,Zn),neim}
si y solamente si, T*=y(v%) con v* tiempo de paro Sptimo en
la clase £ , respecto la sucesi6n'{(gé,2;),ne'm}. En efecto,
basta con tener en cuenta que,

sup E|Z = sup E[z = sup E|2'].
Tel [ T} Ve Tv] ved : v]

Como consecuencia tenemos el siguiente resultado,

Teorema 1,8,

Existe un tiempo de paro Optimo T* e L respecto la sucesidn

{(Fn,Zn),neIN}.

Demostracidn.

Por la observacidn anterior,cf verifica las hipOtesis nece
sarias para ablicarle la teoria general (ver [45]) de para
da 8ptima ﬁara procesos uniparamétricos a tiemﬁo digscreto,
Por tanto, existe un tiempo de paro Optimo en la clase

y de aquil resulta la afirmacidn. #

Observemos que utilizando las t€cnicas anteriores po
demos construir el minimo tiempo de paro Sptimo de la cla-

se L. En efecto, basta con aplicar los resultados de [45]



a la clase « y transportarlos a L mediante la correspon-

dencia Y. Teniendo en cuenta que,

X(Tn) supess E(Zslng)

S>T ,Sel
- n

[

. n

- ' ' - ¥
supess E(Z; IET ) = supesspE(ZvIEn) X .
vszn,vsew “S n vzn,vem

Teorema 1.9,

Dada la sucesidn {Zn,n e N}y la familia {X(T),Te L} se ve

rifica:

(i) X(T ) = max[zTn,E(x(Tn+l)lng)}, para todo n de IN.

(ii) E(X(Tn)) = sup E(ZS) , para todo n de W .
S>T_,SeL
~'n
(iii) lim sup X(T_) = lim sup Zp #
n > o n n > « n

Teorema 1.10.

Sea T = sgp Tn .

El tiempo de paro definido por ,

T, » si X(Tn) > ZT para todo n de IN,
n

inf {Tn : X(Tn) = Zg } , en caso contrario,
n

es el minimo de los tiempos de paro dptimos en la clase L



respecto la sucesidn {(En,zn),n e N} si y solo si

P{T =Tm}=0 , (es decir, si Tv € L). Adem3s, para todo
) o

€>0 la expresidn

+ €}

= inf > : <
T, inf {T > T_ : X(T)) vA

T
€ n

define un tiempo de paro\tal que,

E(Z ) + € > sup E(Zs)

T
v€ Sel

y le llamaremos Ziempo de paro e-0ptimo en la clase L,

respecto la sucesidn {(En,zn),n e N} si y solo si

P{Tv =Tm}=0. #
€

AnZlogamente, se puede construir el midximo tiempo

de paro oOptimo.

Todos los resultados obtenidos, pueden extenderse
de forma andloga, al caso de procesos con indices en
NWu{~} , y trabajando con una clase de tiempos de paro no
necesariamente finitOS; verificando propiedades anidlogas
a las propiedades (i)-(v), tomando como sistema de genera

dores {Tn,ne N;T_} con Tm=s3p T,



§2., Procesos con indice discreto y bidimensional.

Comenzamos intraducienée la nocidn de tdctica, concep
to bdsico en esta seccidn. Seguidamente plantesamos el pro-
blema de parada dptima que nos preocupa y damos un criterio
de optimalidad, asi como la existencia de solucidn a dicho
problema., Continuamos dando la forma explicita del mayor
punto de paro Sptimo, y finalizamos con ejemplos de claseé
de puntos de paro, a las que podemos aplicar toda lé teoria

expuesta a lo largo de esta seccidn.

2.1. Introduccifn. Nocibdn de tictica vy sus propisdades.

-

En esta seccidn (Q,g,?) es un espacio de probabilidad,
y trabajamocs con procesos a indices en'mzé{w},détaéo de la

relacifén de orden parcial usual:

. 2 . 2
zl—(sl,tl) e, z,=(sy,t,) e N, 2,<2,&>sy<s, ¥ £,5E,

La relacidn de orden parcial estricta asociada es:

zl<zz<§>sl<sz v t1<t2 .

‘ ‘ 2 .
Sea E=(F,,ze N u{*}), con E,=YE, , una familia de
sub-0~digebras de ¢ creciente,completa y verificando la

propiadad siguiente:

i : 2
las o-3lgebras F'= y F = o
& s v = € v E(I,t) son condicio=-

relN reN

e
fireg

=



nalmente independientes respecto la O-algebra E(s ey - Lo
’

cual puede expresarse por:
= 1 2 2 1
EE(C[ESIED) = E(EC|ED [Eg) = E(-|E

Esta propiedad, se conoce con el nombre de propiedad F.4,.

(ver [10}) 8 propiedad de independencia condicional.

Definicidn 2.1.1.

-

. : . 2
Una variable aleatoria T, a valores en NN u{»}, es un

E-punto de pano si y sélo si {T=z}¢ gz » para todo z de mz.

Como en el caso unidimensional todo E-punto de paro T, tie

ne asociada una o-3lgebra Er definida por:

E, = {aeg : An{T<z}e E, » VzeINZ}.

Respecto las propiedades de los E-puntos de paro
(ver [35]), nos interesa recordar las siguientes: dados
dos E-puntos de paro T,S diremos que T<S si y sdlo si
P{T<S}=1 . El1 supremo de dos F-puntos de parc, SvT es
también un E-punto de paro, pero el infimo SAT, no es en
general un E-punto de ﬁaro, ya que en general si z eINZ,
no podemos asegurar que {z<T}E€ gz . Por lo tanto la nocidn
de "pasado" de T definida por {(z,w):z<T(w)} no es adecua
da. Necesitamos pues Introducir que entenderemos por “pasg

do" de un F-punto de paro y por infimo de dos puntos de pa

ro.



Para ello, dado un F-punto de paro, vamos a construir
sendas tdcticas, en el sentido cl3sico (ver [50]), que pa-
sen por ¢l, y siguiendo las ideas de [21] para el caso ccn
tinuo, definiremos el pasado de un F-punto de paro, y el

infimo de dos F-puntos de paro, estudiando sus propiedades.

Definicidon 2.1.2.

Diremos que 1la familia {Up,peni} de variables aleatorias a
valores en INu{»} es una tdetica si

(i) U0 = (0,0) ¥y Up < Up+1 , VpalN
(ii) Ub es un F-punto de baro,\ipem

(iii) Up es F, —medible, ypelN .

+1 VA

- P

A continuacién, dado un punto de paro Z construimos
dos t3cticas que pasan por &l, utilizando una técnica si-
milar a la utilizada pof Walsh (ver [50]). Estas dos t3ic-
ticas proporcionan cotas superior e inferior respectivamen
te para todas las tdcticas que pasen por dicho punto, en
el sentido de que cualquier otra t3ctica que pase éor Z

estd comprendida entre estas dos tacticas.

Dada una tictica U={Ub,p eIN}, representarémos por,

> ' 2 .12 1 2
U={(u,(s,t)) € QxIN" ; 3Up=(;p,Up),Up§s,UpZt} v
: 2 . ) 1 2
T={(w,(s,t)) e QxN": Fu =(U,U),U 28,0 <t)



Teorema 2,1.3,

Sea Z un E-punto de paro. Existen dos tdcticas PZ Y Yy o
pasando por el punto Z, de forma que dada cualquier otra

- . . . ol > “ “
tictica U que pase por Z, se verifica: U<:lz vy U DYZ .

Demostracidn.

Sea 2=(S,T). Supongamos definida la t3ctica PZ hasta el
instante p. Ponemos Azé{Pp=z}, con z=(s,t) e]Nzy r,<z ,
para todo i<p .
Sean los conjuntos, A=A n {z=2} , B=A_N {s>s,T<t} y
C=A,n {Sgs,T>t} .
Es evidente que son disjuntos, y que Be gi, ya que,

2

=AU {z=amd b, A Ec Bp v (2=(ab)leE

2

- t |
Analogamente,CéES Ademd@s por la propiedad F.4.,0=P(BnC|§z)=
=2 (B|E)P(C|E,),y An{P(B|E,)>0} = § ya que 0=P(ANB|E )=
- ! - .
=P(A|EDP(BIE,)=I,P(B|E ).

Definamos,

-

z,si weA

Poer =1 Tpr(1,0),si weB ={P(B|E,)>0}

Fp+(0,1)‘31 we C°=AZ\AUBo

Observemos que rp+l es un F-punto de paro, ya que, si

2

(u,v) e W" ,con (u,v)e{z,z+(0,1),2z+(1,0)} pues en caso contrario

{Fp+1 = (u,v)} = @,se tiene,



{Fp+l=(u,v)}=
=({Pp+1=(u.V)}n A)u ({Fp+1=(u,V)} nB_)u ({I‘p+1=(u.-V)} nc, =
=0T 1= ey} 0 LT = Cu, ) YT = (u=1,v) 10 {T =23 n B )y

u({I‘p=(us"'1) o {To=z}n c)eE(y v

Andlogamente se demuestra que Fp es ZP -medible,

P

+1

Veamos que T < Z . Sobre A es evidente. Sobre BO,P(CIEZ)=O

p+1
es decir, P(Bon C)=0, por tanto sobre B, ,S>s 6 T<t .

Si {§>s} entonces S>s+l y Pp+1 < Z .

Sino {SSs,Tgt}, por tanto Z=z, pero &sto estid en contradic
cidn con que estemos en B° .
Sobre C,» P(BIEZ)=0 , es decir, P(Con B)=0, por tanto sobre

Co ocurre S<s & T>t .

Si‘{T>t} entonces T>t+l y Fp+l=Z .
Sino, {S<s,T<t}, por tanto Z=z) pero &sto estd en ccntradic

- -
cidn con que estemos en C° .

Como, Fp <z2,Vpy {FP+I#FP}¢¢ sobre {FP#Z} , se tie

ne que'{Fp#Z}————ﬂ-ﬁ y por tanto la tiactica FZ pasa por el
p > ©

punto Z.
Anilogamente, podemos comnstruir otra tdctica Y, que pase

por el punto Z, de la forma siguiente, si A; ='{Yb=z}

‘ '
y ¢! = Azﬁ{st,T>t} , definiremos



z si we.A;n {z=2}= &'

!

= | v,+(0,1) si we{rP(CIE)>0} = ¢

Yp+1

IR NI
yp+(1,0) si we Aé\Auco

Observemos que por construccidn la td3ctica e estd conteni

da en FZ .

2

8i z=(s,t) e N°, se cumplen las siguientes propiedades,

I .P[T<t,s F 1>0
Foye [Tetss>s|E(g,¢y1>0 v
z
I .  (z)*P[T<t,S>s|E =0
(PZ)C (S)t)]

En efecto,

t-1
2 . .
{z e(?é?c} =lEJ};{({T;=S’PP=1}) y siempre podemos to
mar p_5i, ¢ {0,...,t=1} , de forma que,

p

= i -2l = 1 24 a b
' 0 (s:35) y PL{FPO (s,15)}n {Tilo’S>°II£(s,io) ]>0

por construccidn de la ti3ctica Fz .

Sea M_ = {P[{FPO=(s,io)}r1{Tsio,S>s}|g(S’io)]>0} , enton-
ces
I (z):p[T<t,S>s|F =
(e (s,0)]
) I{Pp =(s;io)” Mofz)'P[T<t’S>S!£(s,t)]

o)

]

Iy PLT, =(s.igd}n{Tee=1,8>83E g o]



Si valiera cero, condicionando respecto E(s £-1) como
=(s,t-

M tendriamos

o€ E(s,t-1)

M

I O-P[{I‘po=(s,io)} n {Tft—l,S>s}|£(

s,t—l)] =0

pero como para s fijo, P[Tft,S>s|E(s t)] crece respecto t,
- ’
llegamos a una contradiccidn.

Comprobemos ahora que dado z=(s,t),

I o (=) P[Tgt,s>s|g(s

0]
7)

* ,c V5L 1 2
Se tiene que, {z¢e (T,) }=| ll |(F =j,I'"=t)
z p j=o P P

y siempre podemos tomar p,e W, j, ¢ {0,...,s-1} , por cons

truccidn de la tdctica FZ , de forma que,

Tp, = G0 vy 2lT, =G0 n (156,829 3B () 1= 0

1

sea M; = {P[{I  =(j;,0)} n{Tsc,5>5 }|E

P, G001 =0

Se tiene,

I . (z)-P[T<t,S>s]|F,.
c - —(J

,t)]
7) 1

I{rpl=<j1,t)}erIP[Tft’S>S'5<j1,t>] il

LT, =G edn (1ce,sos} B )] = 0

1

y como



M

1 l(z)-P[Tft,S>s|§(j

1’t)] B

- Blny @ er[reesesieg ]2 o]
con lo cual

I P|{T<t,S>s|F = I, «P[T<t,S>s|F =0 .
(fz)c(Z) [_ - S‘=(S,t)] M] [ - |~(S,t)]

De igual forma se demuestran las siguientes propieda
des andlogas para la tdctica Yy -

Si z = (s,t)eINZ,

I (z) P[T>t,S<s|F 1>0, v
(:;Z)c (S’t)

I (z) P[T>t,S<s|E ] =0.
AL (s, )

Para finalizar, sea U una tictica que pasa por el punto 2Z,

entonces E(:FZ . En efecto, fijemos z = (s,t)e'IN2 y sea
A={weQ:ze [(FZU 7) n cm](w)}.

Como AeE,  , I,-P[s>s,T<t|E ] = P[Aan{s>s,7<c}|E ] .

Pero A n{S>s,T<t} = @ ya que (FZU ﬁ) n{S>s,T<t}=@ y por otra
parte, hemos visto que en (FZ)C, P[S>S,T<t|gz]?0 por lo tan-

to P(A)=0 , y de ahi resulta el aserto. De forma aniloga se

. “ <
obtiene Usy, . #

Este teorema justifica la siguiente



Definicidn 2.1.4.

Dado un punto de paro Z, llamaremos pasado de Z al conjun-

p =T nYy
Lo, 51N Yy -

Observemos que, {zezPZ} €E, ¥ que si Z, vy Z, son dos

puntos de paro con Z 522 entonces PZ c PZ .

! I 2

Definicidn 2.1.5.

Dados dos puntos de paro Z llamaremos Lngimo de Z, vy

12220

22 y lo notaremos Zl/'\Z2 , al punto de paro definido por,

Z AZ., = max{zem2 : ze€eP, nP_ } .
1 2 z1 Zy

Es inmediato comprobar a partir de la definicidn y

del teorema 1.2.3. que,

(i) si Z, < Z, entonces Z, N2y =2,
(ii) P, . =P, nP, .
ZIAZZ Z1 22
(1ii) ZI/‘\Z2 es el mayor punto de paro menor O igual que

Zl y Z2 . En efecto, sea Z3 un punto de paro con 23 < Z] y

23522 . Entonces Z3=ZBA23=(Z3AZ])A(Z3A22)=(Z3A(ZIAZZ) por

la definicidn de infimo, y por tanto Z3§ZlAZ2 .

Teorema 2.,1.6,

Sea Z un punto de paro y sea zeimz , entonces F ., = F nF
=7 AZ =7 =z



Demostracidn.

Anidloga a la de la proposicidn 9 de [21]. #

2.2. Problema de parada Optima, Criterio de optimalidad.

Existencia de soluciones.

A continuacidn planteamos un problema de parada Sptima so
bre una clase particular de puntos de paro, andlogo al plan
teado en dimensidn uno. Damos un criterio de optimalidad,
y mediante una té&cnica de cambio de tiempo demostramos la
existencia de solucidn al problema de parada Sptima que nos

ocupa.

Representaremos por L la clase de puntos de paro fi-
nitos 6 no finitos, con la que trabajaremos. Sea
Y=(Yz,ze'1N2 U {©}) un proceso no negativo, E—adaptado y
tal que la familia de variables aleatorias {YT,Te'L} es

uniformemente integrable.

El problema de parada dptima que nos ocupa, consiste

en encontrar T*,T¥e L, tal que:

E(Y..x) = sup E(Y.)
T Tel T

y diremos que T* es un punto de parc 6ptimo en la clase L,

respecto la sucesidn {(EZ,YZ),zeimzu{w}} .

_20_



Como en el caso unidimensional, supondremos que la

clase L verifica las propiedades siguientes:

(i) VTe L, la familia de variables aleatorias
{E(YS|§i),Se L,S>T} es filtrante creciente,

(ii) La clase L es cerrada para supremos finitos.
(iii) La clase L es cerrada para infimos, en el sentido de
la definicidn 2.1.5., finitos.

(iv) La clase L admite un sistema de generadores, es de-

2

cir, existe una sucesidn creciente (Tz,ze N™; T,) de pun

tos de paro de L con T = sup?Tz », ¥ tales que, un punto
zeIN=

de paro T es de la clase L, si y sdlo si T admite una ex-

10 1 = + T
presion del tipo T E: 2Tz IA Tw*A , donde Aze ET
zelN z ® z

para todo ze]Nzy A_e ZT s, siendo dos a dos disjuntos.
[o 0]

Adem3s, este sistema de generédores debe ser tal que la

filtracidn (ET y 2 e]Nzu {o}) verifique la propiedad F,4.;

z
observemos que es creciente por serlo el sistema de genera-

dores y que siempre la podemos suponer completa.Ademi3s exi-

giremos que el proceso Y verifique:

Y > lim sup Y .
Tw ze N Tz

Definicidn 2.2.1.

Llamaremos s{s{ema de ganancias ccndicionales ascciado al
proceso Y a la familia de variables aleatorias {J(T),Te L}

definida por:



VTeL,J(T) = supess{E(Y |E.),S eL,S>T} .

Observemos que {J(T),Te L} es uniformemente integrable por

serlo {YT,TE L} .

A continuacidn enunciamos unas definiciones y resul-

tados andlogos a los dados en el caso unidimensional,

Definicidn 2.2.2,

Una familia X = (X,,Te L) es una L-dupermartingala s4istema

T’

si verifica:

(i) Vs,T el , Xp = Xg sobre {T=S}.

(i) VT eL , X, es integrable y F -medible.

(iii) VS,TeL,S<T , E(X, ]gs)gxs .

Teorema 2.2.3. ([20], teorema 2.12,.1.)

El sistema de ganancias condicionales {J(T),Te L} de Y ve-

rifica:
(i) J() =Y .

(ii) Es la menor L-supermartingala sistema que mayora a

{YT,TeL} . #

Teorema 2.2.4., ([20], teorema 2.12,1.)

Un T*e L es Sptimo en la clase L, respecto la sucesidn



{¢( ,Y ),ze]NZU{w}} si y s6lo si verifica las condiciones
=z’ 2

siguientes:

(i) J(T*) =Y casi-seguramente.,

T® ?

(ii) VTe L , E(I(T*))= E(J(TAT*)) . #
Observemos que gracias a la existencia de un sistema
de generadores en la clase L, el teorema anterior da lugar

al sigulente:

Teorema 2.2.5,

Un T¥e L es 6ptimo en L respecto la sucesidn

{(EZ,YZ),zeiNZU {»}}, si y sblo si se verifica:

(i) J(T1%*) =Y casi-seguramente.

T* °?

(i) BQ@(T%) = EQ(T 1)) .

Demostracidn.

De la propiedad de crecimiento del sistema de generadores,
y del caracter de supermartingala del sistema de ganancias

condicionales, resulta la afirmacidn. #

Para demostrar la existencia de un punto de paro dpti
mo en la clase L respecto a la sucesidn antes introducida
{(Zz’Yz)’z e]NZU {}}, y construir un tal punto de paro, uti
lizamos una té&cnica de cambio de tiempo andloga a la utili-

zada en el caso unidimensional. Es decir, demostramos que



la clase L estd en correspondencia con una cierta clase de
puntos de paro & , finitos 6 no finitos, la cual verifica
las mismas propiedades que la clase L y ademas contiene las
constantes., Aplicando a £ 1la teoria general de parada dopti
ma para procesos bidimensionales a tiempo discreto (ver
[35]) obtenemos la existencia de un punto de paro Sptimo en
la clase respecto una cierta sucesidn que determinaremos,
el cual estd en correspondencia con un punto de paro de la
clase L, que es un punto de paro O6ptimo en la clase L res-

pecto la sucesidn {(Ez’Yz)’z e]NZU {}} .

Consideremos pues la nueva filtracidn,

v = g

o]
Les |

'=E__‘

F T 22 € mzu{w}} y el proceso Y' = (Y;=Y ,zeimzu{w}),

T
z z

2 .
donde {Tz,zeim U{~}} es el sistema de generadores de la
clase L. Observemos que F' es creciente, completa y cumple
la propiedad F.4,, y que el proceso Y' es no negativo ¥y

g'—adaptado.

Representaremos por G la clase de los F'-puntos de pa
ro finitos & no finitos, y por U la clase de todos los pun-

tos de paro generados por el sistema {Tz,ze'IN2 3 Tm} .

Estamos en condiciones de enunciar los siguientes re
sultados, cuya demostracidn suprimimos por ser andloga a
la de los resultados equivalentes en el caso unidimensio-

nal.



Proposicidn 2.2.6.

Existe una aplicacidén ¥ exhaustiva y creciente, en general

no inyectiva entre T y U. #

Sea & = w_](L), como en el caso unidimensional,
T*c L es un punto de paro dptimo en la clase L respecto la
sucesidn {(EZ,YZ),zeimzlJ{w}} si y s8lo si T* = Y(v*) con
v¥ punto de paro Sptimo en la clase & respecto

{(E;,Y;),ze NZLJ{W}} . Y podemos enunciar el siguiente

Teorema 2.2.7.

Existe un punto de paro dptimo T*e¢ L respecto la sucesidn

((E,,¥,),ze Nou{=}} . ¢

Es importante observar que {Y%,veaf } es uniformemen

te integrable, asi como que si {J(V),veos } es el proceso

de ganancias condicionales asociado al proceso Y' , como la

clase & contiene las constantes, existe un dnico proceso

J , llamado envoltura de Snelf del proceso Y' tal que para

todo ve &£ , J(v) = Jv c.s. . Ademd3s gracias a la corres=-

pondencia Y se tiene,

!
J(Tz) = supess E(YleT ) =
S>T_,SelL z
= supess E(Y' {F' ) =7

v. >2,v ef v

y, de forma andloga, J(T ) = J_ .



La forma explicita de un punto de paro &éptimo de 1la
2 .
clase L , respecto {(Yz,gz),z c W u{~}} viene dado por el

siguiente

Teorema 2.2.8.

El punto de paro definido por T* = ZT donde (Zp,peim) es

la tdctica dada por

Z0 = T(o,o) H Z, =T, y para todo pe IN,
ara todo z = (z,,z )e']N2 con zZ.,*z, =
P 1°%2 1752 TP
Zp+l = Tz+(1,o) sobre {zpsz} n {J(Tz)>E (J(Tz+(o,l)) IETZ)}°

zp” = T,.(0,1) SObTe {ZpaTz}ﬂ {J(Tz)=E(J(TZ+(O’1))igTz)}
y T = inf{peW, J(Zp)>E(J(ZP+I)]ETZ )}
P

es un punto de paro dptimo de la clase L respecto

{(1,,B), ze WU {=}} . 4

2.3, Tres clases de puntos de paro.

Para concluir el capitulo, daremos tres clases de
F-puntos de paro, que verifican las propiedades exigidas

a la clase L .



Sea Y = {Yz,z GINZU{m}} un proceso no negativo,
F-adaptado y uniformemente integrable.
Sean Ll, L2 y L3, las clases de E-puntos de paro de

finidas respectivamente por,

L = {R,g-punto de paro : R:T} s

2
L° = {R,E-punto de paro : RS} ,
L3 - {R,F-punto de paro : T<R<S} ,

siendo S,T dos E-puntos de paro, con TZS.

Tomemos como sistema de generadores respectivamente,

los siguientes:

Tl = zvT , para todo 2z e]Nz,

2 . 2

TZ = zAS , para todo z e IN" ,

3 _ . 2
T, = (zvT)AS, para todo ze IN" .

Es evidente que estas tres clases verifican :

(i) VTelL* , la familia {E(YSIET)’SZT’SE Ll} es filtran

te creciente, i¢{1,2,3}.

(ii) Son cerradas por supremos e infimos, en el sentido

de la definicidn 2.1.5., finitos.

3

(iii) Para las clases L2 y L~ es evidente que Y, > lim sup YT .

© z > ® z

T

ya que, para todo w, (zAS)(W) = S(w) y ((zvI)AS) (®) = S (w)

b

si z>S(w). Para que la clase Ll también lo verifique es ne-

cesario imponer la condicidn Y, > lim sup Y
z > ©



Por tanto lo {dnico que nos falta comprobar es que las fil-

traciones

verifican la propiedad F.4., ya que crecientes y completas

lo son por serlo E.

Teorema 2.3.1, ([21], proposicidn 13).

Si E = (Ez,ze‘mz) satisface la propiedad F.4.,, y Z es un
F-punto de paro, entonces la filtracidn (ngz,z e]Nz) tam-

bién satisface la propiedad F.4.. it

Teorema 2.3.2.

En las condiciones del teorema anterior, la filtraciOn

(EZVZ,zeimz) satisface la propiedad F.4..

Demostracidn.

Sean u,ve N,y sea z = (s,t) eimz. Consideremos los puntos

de paro siguientes : U1 = ZVv(s,t+tv) , U2 = Zv(stu,t) .

Debemos demostrar que EU s EU son condicionalmente inde-
e

pendientes respecto EZVz , es decir, que para toda varia-

ble aleatoria X ,

E[E(X|F,. )]|F = E E(X F. ) E = E(X|F .
[ l-Uz I—Ul] [ '—U] [—Uz] (X|E,, )

Demostraremos la Gltima igualdad. La otra se demuestra de

forma anidloga.



Es decir, debemos comprobar que,

szeguz , E[IA-E(x]gU[)I = E[1,E(X|E, )] -

Si fijamos rejmz, por ser Z punto de paro, el conjunto

tambi&n se tiene {Z=r}le¥F

{Z=r} eE, v como AJUNED A A1 PN

Z - u

1

y {Z=r}e Ey + Podemos escribir,
2

E(I,-E(X|E, )) = E(L,+I,,__+E(X|E, )) =
A U, rz%Nz A “{zZ=r} =U,

4
= 3 Y E(I, I,,__-E(X|E, )) , donde
i=1 rea, A “{z=r} =0

Al =‘{(rl,r2)e'm2 : (ri,rz) > (s*+u,t+v)} ,
2
A, = {(r;,ry)) e W™ : r >s+u , r,<t+v}
= 2, R
Ay = {(rl,rz)e N°: r,<s+u , r,>t+v} ,

W = {(r},rz)eimz : (r},rz) < (s+u,t+v)} .

Estudiaremos cada uno de estos sumandos.

(i) Para i=1,3, ¥ E[1, I{Z=r}E(X]§UI)] coincide

reA.
i
con 2% E[IA I{z=r}E(xl£2va)] s ya que en estas regio
rea, | o
nes U1 = ZIvVz .

’

(ii) En la regidn A2 se verifica,

- 20 -



2 el 1., sE®IE; D] = ¥ E[ECT, I{er}E<Xt§U1>lF_.UZH,(l-l-)

rEAz 1 reA2 .

Como A y {Z=r} son By -medibles, (1.1.) coincide con

2

2. E[I, I;, 3 E(E(X|E )| E )] , vy como sobre A, ,
oo A ~{z=1} =u,’'=u, 2
2

U, = 2vz 2 U, , se tiene finalmente,

{1, 1, _..BE(x|E_ )] .
rgiz [ A "{z=r} —UZ

(iii) Por Gltimo, sea r¢ A, . Sobre {Z=r} se verifica,

n

vz (Zvz) A (s+u,tdv) =
= ([(sz) A(s+u,t+v)]‘ , [(sz) R(s+u,t+v)]2) .

Para simplificar la notacidn, escribiremos :

o3
{
=

m,{(zvz)A(s+u,t+v)}2

L£5]
{

- ) fica.
z?-=[(ZVZ’)f\(s-a-u,t:+v)]l,oo’. y se veritiica

Bz, I{Z=r}E(xth1)] =

-medibles,

= E[E(T, I{er}E(XlgUI)IFI)] 3 como Ay {Z=r} son EUZ

. e | 1.1
coincide con n[IAI{Z=r}E(E(X}gU1)iF )]
r 2 1 .
- ELIA'I£Z=r}E(E(E(X'§U1)IF )| F ?];apllcando el teorema ante

rior a la filtracidn (F gne]Nz), lo anterior coincide

(Zvz)Am

con, E[IA I{Z=r}E(E(X{EUI)l§ZVz)] , y como sobre A, ,



Zvz < U, , ya tenemos que coincide con

1

B, Tgary EGIEg 0] - F

Teorema 2.2.3.

Si F es una filtracidn que verifica la propiedad F.4. y S,R
son dos E-puntos de paro con S<R, entonces la filtracidn

: 2 .. e o .
{E(sz)RR , 2z N°} también verifica la propiedad F.4.

Demostracidn,

Es una consecuencia directa de los dos teoremas anteriores.



CAPITULO II

VARIABLES ALEATORIAS "FLOUES". RELACION CON EL PROBLEMA

DE PARADA OPTIMA.

En este capitulo trabajamos con un espacio (Q,G,P)
de probabilidad completo y con el espacio de parametros
K=£E . Iniciamos el capitulo caracterizando los procesos
crecientes que toman valores en {0,1} c¢.s.. A continuacidn
introducimos las llamadas variables aleatorias "floues",
es decir el conjunto U de probabilidades sobre 2 x K tales
que su proyeccidn sobre  es P, Definimos la tribu opecio-
nal y el operador de proyeccidn opcional P_ sobreQx K ,

' 4
con n=1,2, Seguidamente, para n=1, demostramos que los tieg
pos de paro son los elementos extremales del conjunto Ua
de variables aleatorias "floues" adaptadas, y relacionamos
el conjunto Ua con el problema de parada dptima. Para n=2,
demostramos que los puntos de paro coinciden con los ele-

mentos de la interseccidn UrnExt[P (U)].

Sea (Q,G,P) un espacio de probabilidad completo.

Supongamos primero que el conjunto de iIndices es
n n

R, = R, U {=} con la relacidn de orden parcial usual, es

. = ) —
decir, dados'z1 (Sl’°"sn) y 2, (tl,...,tn)e B4



= s; < t; para todo ie{l,..,n} .

La relacidn de orden parcial estricta es

2, <z, <& s; < t, para todo i e{l,.,n} .
. N " _ . .. ]
Sea F = {gz,z € R, }o E=V F, una filtracidn comple

z
. . . . n
ta, creciente continua por la derecha, es decir V z eIR+

se cumple : Ez = rj Ez . En el caso n=2 exigiremos que
= , =
la filtracidn cumpla la propiedad F.4., es decir que para

= 2 2 -
todo z=(s,t) eim+ , las 0-algebras gsw = X E(s,v) y

F =V E(u £) son condicionalmente independientes respec
=(u, £
u

Definicidén 2.1.

Una variable aleatoria T a valores en es un F-punto de

paro si y sbélo si para todo z de R:,

N
(o

m

e}

En este capitulo utilizaremos {inicamente la nocidn
de F-punto de paro, sin adentrarnos en las propiedades y

caracteristicas de los mismos, que pueden ser consultadas

en [ 35].

Definicién 2.2,

Un proceso A = (Az,z e]Ri) es crecdente si es nulo sobre

los ejes y para todo we la aplicacidn z —— Az(w) es



la funcidn de distribucidn de una medida positiva, finita

A(w,dz) sobre los borelianos de R, , es decir,

+ D

A _(w) = A(w,[o,2]) .

Observemos que un tal proceso es creciente segiln el

. n ,
orden parcial de B{F. Adem3s es continuo por la derecha,
es decir, 1lim A _, = Az .

z'>z

z'>z

Para procesos crecientes se verifica el siguiente

Teorema 2.3.

——

Sea A = {Az,z e]R: } un proceso creciente con A, =l y
F-adaptado, es decir, para todo z de IR:, Az es ggmedible.
En estas condiciones se verifica :

El proceso A toma valores en {o0,1l} c.s., si y sdlo si es

de la forma A = I[T,wJ(Z) c.s. siendo T un F-punto de pa

ro.

Demostracidn,

Sea we. Sabemos que la medida A(w,dz) sd8lo toma valores
en {o,1}. Haremos la demostracidn por induccidn sobre n.
Para n=1 es evidente. Supongdmoslo cierto hasta dimensio-
nes menores O iguales que n-1, Si para todo z de IR? con

z¢® , A(w,[0,2z])=0, como A_=1 debe ser A(w,dz) una medida



de Dirac en el infinito. Sino, existirda z = (zl,n,zn) #
con A(w,[o,z]) =1,

A partir de ahora trabajaremos en [o,z]. Fijemos una de
las direcciones, por ejemplo Xy
Consideremos los paralelepipedos Ta= {ofxlfa} , a e[o,il].

Observemos que si a tiende hacia z los paralelepipedos

1’
Ta convergen hacia [o,z]. Como A(w,dz) toma valores en
{o,1}, existen ae'm+ , ofacgzy tales que A(w, Wa) = 1,
Sea a1 el menor de ellos. Consideremos ahora una nueva me
dida A(w,dz) sobre [o,zz]x e x[o,zn] definida de la for

ma siguiente, A(w,B) = A(w,[o,al]xB), con B E&S[o,z ]x x[o,z ]
2 ¢ o 0 n

A(w,dz) s8lo toma valores en {o,1} y por hipdtesis de induc
cidn debe ser una medida de Dirac en un punto (azv.,an)eim:—l.
Pero por definicidn de A(w,dz) &sto nos dice que A(w,dz) es
una medida de Dirac en el punto (al,“,an) e]Ri . Es decir
w-¢c.s., A(w,dz) es una medida de Dirac en un punto a, » por

tantq Az(w) es de la forma I[T,wj(z) siendo T(w) = a, » que

es un punto de paro, por ser A adaptado.

§1. Variables aleatorias "floues".

Representamos por C el conjunto de los procesos con-

tinuos X = (Xz,z eK=IR:), tales que E(sup|Xz|)<<w , con la
z

norma siguiente:

L1x]] = E<SZP|XZI)

- 35 -



Es conocido que (C,I «|]) es un espacio de Banach. C' repre
senta el dual topolégico de C, con la topologia débil, es
decir, la topologiIa menos fina respecto a la cual, para ca

da XeC, las funciones

c! —> R

f p————> £ (X)

son continuas., Con esta topologia C' es un espacio vecto-
rial topolbgico de Hausdorff localmente convexo.

Siguiendo la notacidon de [42], tenemos la siguiente

Definicidn 2.1.1.

Diremos que U es una vardlable aleatoria "fLoue”" si es una
medida sobre § x K tal que su proyeccidn sobre  es P y

p(QxEo) = 0 con E_ = {(xl,...,xn)<5K , die {1,...,n},xi=0}{

Representaremos por U el conjunto de las variables aleato-
rias "floues". Para toda peU y para toda variable aleato-

ria X, U-integrable, sobre @ x K, pondremos:

<X, u> = / X du ,
xK

y en el caso particular de X = IFxK'g con F de F_y g una

funcidn medible sobre Q x K, escribiremos,

<Fg,u> = / IFXK g du .,
QxK



Teorema 2.1.2. ([24], lema 1.1.)

Existe una biyeccidn entre las variables aleatorias "floues"

y los procesos (Az,ze K) crecientes tales que A =1 . #

Aunque no demos aqui la demostracidn del teorema, es
importante seflalar que como K es compacto, toda medida u
sobre  x K admite una desintegracidn con respecto a supro
yeccidn sobre Q. Si ueU, tal proyeccidn es P y la desinte
gracidn que admite es la siguiente: du = dP. x A(w,dz) ,

siendo A(w,dz) la medida asociada a un proceso creciente

A y de esta descomposicidn resulta el teorema.

Si uyeU, observemos que para toda variable aleatoria

X , u-integrable sobre Q x K, se verifica,

<X,u> = E(/deAz) .
K

Definicidén 2.1.3.

Diremos que una variable aleatoria "floue" es adaptada si
y sblo si su proceso creciente A asociado es F-adaptado.
Representaremos por Ua el conjunto de variables aleatorias

"floues" adaptadas.

A continuacidn dotamos al conjunto U, respectivamen-
te Ua’ de una topologia, respecto la cual seran conjuntos

compactos. Para ello debemos tener en consideracidn el si-



guiente

Teorema 2.1.4.

A cada elemento pe U, le corresponde un elemento del espa-
cio C' por la aplicacidn siguiente: X —> <X,u> para to-

do XeC .

Ademis ([17], pag.207) para todo fe C' tal que f > 0 (es
decir f£(X) > 0, para todo X&C positivo) ||f|| < 1ly f(1) =1,
existe un {inico elemento pwe€U tal que : £(X) = <X,u>

VYXeC . #

Gracias al teorema anterior, el conjunto U puede con-
siderarse como un subconjunto de C' y podemos tomar sobre U
y Ua s la topologia inducida, conocida con el nombre de to-

pologia de Baxter-Chacon. Con esta topologia se verifica :

Teorema 2.1.5. ([42], teorema 3; [ 6], teorema 1.5.).,

Los conjuntos U y Ua’ con la topologia de Baxter-Chacon son

conjuntos compactos. #

Sefialemos que en la demostracidn de este teorema es
esencial que la filtracidn con la que trabajamos sea conti

nua por la derecha,

Los conjuntos U y Ua son evidentemente convexos. La carac-
terizacidn de los elementos extremales de U viene dada por

el siguiente teorema debido a N. Ghoussoub ([24] proposicidn



1.2.) que se obtiene aplicando un resultado conocido de

anidlisis de M. Yor ([52], teorema 1.1.).

Teorema 2.1.6.

Los elementos extremales del conjunto U, son las variables
aleatorias "floues" U €U, que vienen determinadas por el
grafo de una funcidén medible g : @ ——> K . El proceso

creciente A asociado a una tal i es de la forma :
A = I . #
2 (&) [g(w),=] )

Observemos que todo F-tiempo (punto) de paro se pue-

de considerar como un elemento de Ua .

§2. Tribu opcional v operador de proyeccidn opcional sobre

Q x R: , n. = 1,2,

En primer lugar, recordemos brevemente la nocidn de

tribu y operador opcional sobre § x R+ .

Definicidn 2.2.1.

(i) La tribu opcdional €& sobre Q x IR es la tribu genera

+ 9
da por los procesos F-adaptados y continuos por la derecha.
(ii) E1 operadon P& de proyeccibn opcional so0bre  x R, es
tal que dado X proceso medible acotado, Pg(X) = Y, siendo -

Y el dnico proceso opcional, es decir, ©&-medible tal que,



para todo T , E—tiempo de paro
E(Xp Tipew}lEp) = ¥p Tipcam)

Para mas detalles puede consultarse [16] y [17] .

A partir de ésto, podemos introducir la siguiente

Definicidén 2.2.2.

(i) La tribu @ = &v o{ax{=} , AcE_} es la taibu opcio-
naf sobre Q x 3§+.
(ii) Dado X un proceso medible acotado, el operador defi-

nido por:
(Pg(X))t si teim+

°x) =

[ee]

E(X,|E,) si t =

es el operadorn de proyecedidn opcional sobre Q x'"IT{'+ .

A partir de esta definicidn es ficil demostrar el

siguiente

Teorema 2.2.3.

(i) Si X es un proceso acotado, entonces °X es el dnico
proceso Y opcional y acotado, tal que para todo Z, F-tiempo
de paro se verifica: E(XZ) = E(YZ) .

(ii) La tribu g;esté generada por los brocesos adaptados y

continuos por la derecha. #



También podemos hablar de medidas opcionales. Recor

demos (ver [17]),

Definicién 2.2.4.

Una medida p sobre @ x IR es opclLonal, si y sdlo si para
todo proceso X acotado, <X,u> = <P9(X)’U> .
Por analogia diremos que,

Definicidn 2.2.5,

Una medida u sobre Q x T§+ es opedLonal, si y sdlo si para

todo proceso X acotado, <X,u> = <OX,p> .

Una simple comprobacidn muestra que:

Teorema 2.2.6.

(i) Si y es una medida opcional sobre Q x'm+, también es
opcional sobre Q x ﬁ+ .
(ii) Un proceso creciente A es opcional, si y s8lo si su

medida asociada es opcional, #

Definamos la tribu y el operador de proyeccidn opcio

2 .
nal sobre Q x m+ . Para ello introduzcamos estos conceptos

2
sobre Q x m+ .

Siguiendo [4 ], notaremos por @; la tribu i-opcional

. . . . i .
con respecto a la filtracidn uniparamétrica F,i=1,2 , con

! = {E ’SZO} y 2

=s ’m

(lLe5]

-

=
[ (les]

m’t,tzo} . ¥ sean Pi y 1=1,2, los



operadores de proyeccidn opcional respectivos. Observemos
1 2 ; .
que F~ y E  son completas, crecilentes y continuas por 1la

derecha (ver [53]). Podemos enunciar la siguiente

Definicidn 2.2.8.

(i) La tribu & = &, n @), es la thibu opcional sobre Q x'mi R
con respecto la filtracidn F .

(ii) E1 operador de phroyeccdifn opcional viene definido para

todo proceso X medible y acotado por, °x =_P1-P2(X) = P2~P1(X).

La definicidn anterior es correcta debido a la propie

dad F.4., (Bakry [4]).

A continuacidn enunciamos una serie de definiciones y
teoremas, que son andlogas a las dadas anteriormente para el

caso unidimensional,

Definicidn 2.2.9,

(i) La tribu & = & u o{Ax{x} , A.egm} es la trhibu opcional

2
sobre  x R+ .

(ii) E1 operador P definido por
(S 2

(o} . s 2
Xz s S1 z eIR+

si X es medible y acotado, (PN(X))Z=
(<4

E(X_|E.), si z=o

es el operador de proyecceibn opelonal sobre Q x IRf_ .



Con esta definicidn son vdlidas definiciones andlo-
gas a las definiciones 2.,2,4. y 2,2.5,, y teoremas anilo-
gos a los teoremas 2.2.3. y 2,2.6 . para procesos X medi-

bles, acotados y medidas sobre O x IRi.

§3. Cavacterizacidn de los tiempos de paro como elementos

extremales de Ua . Parada dptima.

En esta seccidn demostramos utilizando un método di-
ferente del utilizado en [19} Gue los tiempos de paro son los
elementos extremales del conjunto Ua y ¥ resolvemos el pro

blema de parada Optima para procesos continuos con Indices

en R, utilizando dicha caracterizacidn, la cual viene da

da por el siguiente

Teorema 2.3,1.

Sea U una variable aleatoria "floue". Las tres condiciones
siguientes son equivalentes:

(i) yu es un elemento extremal de Ua .

(ii) Si g es una funcidn definida sobre Q x EEE opcional
y acotada tal que, VFeF_, <Fg,u> = 0 entonces g=0, p-c.s.
(iii) E1 proceso creciente A asociado a U es de la forma :

At(w) = I[T(w),w](t)’ con T un F-tiempo de paro.



Demostracidn.

(1) - (i1)

Sea u eUa un elemento extremal del conjunto Ua y sea g una
funcidn sobre £ x E§+ opcional y a;otada por k, tal que pa
ra todo F €eF_  » <Fg,u> = o .

Definamos dos nuevas medidas My My de la forma siguiente,

= & = - &

Es fdcil comprobar que Mys My el  , ya que,

VFeFE, » <F,u1> = <F,u> + <F—§%—,u> = <F,u> = P(F).

Adem&@s, si X es un proceso acotado,

<X!ul> = <X,u> + <X—25k_ sU> =

teniendo en cuenta que 1 y g son opcionales

sU> = <OX’U >

= <°X,u> + <Ox & 1

2k
Andlogamente se comprueba que U, es opcional y que su pro-
yeccidn sobre Q es P.
Ademds |y = % ul + % uz s Y como U es extremal debe ser

Wy = M, = W , y por tanto g=0, l-c.s.

(ii) » (4iii)
Supongamos ahora que U eUa y que es tal que si g es una fun

cidén sobre  x ﬁa_ acotada, opcional y tal para todo F de

F,» <Fg,u> = 0, entonces g#0 u-c.s.

Sea A el proceso creciente asociado a u y consideremos 1la

siguiente funcidn,
. g —_
g tx Rk, ——— R

(w,£)  F————  A(w,[o,t]) + A(w,[o,t)) - 1
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como el proceso A es F-adaptado, por tanto opcional, vy

A =1, esta funcidn g es opcional y acotada.

Ademds w~c.s. se verifica

/ (ACw, [0,t]) + A(w,[0,t)) - 1) A(w,dt) = 0

Ry

ya que basta aplicar la fdrmula de integracidn por partes
([17], vE90).

De lo anterior se tiene que para todo F de [ ,

[ I, Ay fost]D) + atw o)) - D) du =0

y por la hipltesis sobre 1la medida u, esto implica que:

A(w, [o,t]) + A(w,[o;t)) -1

0 » u-CqSo

es decir, w~c.s.,

Alw,[o,t]) + A(w,[o,t)) - 1 = 0,¥t, A(w,dt)-c.s.

U

A continuacidn vamos a comprobar que el proceso A
no tiene ninguna trayectoria continua, c.s..
Sea G = {weQ, A es continuo}, y supongamos P(G)>0.

Para todo @ de G, w-c.s., se tiene que,

ACw,[o,t]) = 5.Yt, Alw,dt) - c.s.

ofe

Sea [a,b] la regidn donde A(w,[o,t]) =

Se tiene, A(w,[o0,a)) = 0 , Afw,(b,=])

H
(o]
]



A(w,[a,b}) = Ab(w) - Aa(w) = 0, con lo que llegamos a una

contradiccidn. Por tanto P(G) 0. Pero como

A(w,[o,t]) + A(w,[o,t)) 1, A(w,dt)-c.s.

este proceso A sbdlo puede tener un salto.
Sea X el punto donde A, tiene el salto. El proceso A es

creciente, por lo tanto:
A(w [0 y]) < L para todo y < x
’ ’ 2 w
1
A(w,[o,y]) > 5 para todo y > X,

esto implica que A(w,[o,xw)) =0y A(w,(xw,m]) = Q0 y como
A(w,dt) es una medida de masa 1 debe ser, A(w,{xw}) = 1.

Por tanto, w-c.s., A(w,dt) es una medida de Dirac. Por 1lo
tanto A = I[T,Q](t)’ siendo T(w) = X, Y como el proceso

A es adaptado, T es un F-tiempo de paro.

(iii) - (1)
Si el proceso creciente A asociado a la medida yu, es de la
forma At(w) = I[T;w](t), entonces y por el teorema 2,1.6.
es un elemento extremal de U pero e Ua y de.ahi la afirma
cidn. #

Observemos que se puede demostrar de forma inmediata
(ver [19]) la implicacidn (i) » (iii). En efecto, si exis-
te un t tal que At no toma valores en {0,1} c.s., basta con

definir AL = 2AtA ly Az + (2At—1) v0. Los procesos A',A"

son crecientes, adaptados vy A; = A; = 1, Adem3s A = 1 Av.Fl

2 2

A"



en contradiccidn con que U sea un elemento extremal en el

conjunto Ua .

Observemos que si el proceso asociado a u eUa , €s

de la forma At = I[T’w] , entonces para todo XeC ,

<X,u> = E(Xp).

A partir de la anterior caracterizacidn de los ele~-
mentos extremales del conjunto Ua’ podemos resolver el pro
blema de parada Optima para procesos continuos, es decir,
dado un proceso continuo X, podemos demostrar la existen-

cia de un F-tiempo de paro T* tal que:
E(XT*) = sup{E(XT) con T, E-tiempo de parol} .
A T* le llamaremos tlempo de paro 6pXimo. Dicho resultado

se contempla en el siguiente

Teorema 2.3.2. ([14], teorema 3.1,)

Sea X = (Xt’t €i§+) un proceso conqinuo, tal que

E(supIth) <o, entonces existe un tiempo de paro Sptimo.
t

Demostracidn.

Dado el proceso continuo X, consideremos la funcidn

wx : Ua ——> IR tal que a toda M e Ua le hace corres-

ponder wx(u) = <X,u>. Esta funcidn es continua por defini

cidn de la topologia débil y como U, es un compacto, esta



funcidn alcanza su mAximo en un elemento extremal My de U .

Sea To el tiempo de paro asociado a My Se verifica:

E(Xp ) = <X,u_ > = sup <X,u> > sup{E(XT),T tiempo de parol,
o LEU
a
y de ahi resulta el aserto. #

Observemos que como toda funcidn semicontinua supe-
riormente sobre un compacto convexo alcanza su maximo en
un punto extremal ([ 7], p. 11,58, proposicidn 1), en la
demostracién-anterior seria suficiente, con que la funcidn
wX fuera semicontinua superiormente, y no necesariamente
continua. Condiciones que aseguran la semicontinuidad su-
perior de la funcidn wx pueden encontrarse en [14}, propo

sicidén 3.2, y teorema 3.5.

§4. Caracterizacidn de los puntos de paro como elementos

de UnExt PN(U)
&

En la seccidn anterior hemos demostrado que los ele
mentos extremales del conjunto Ua son los tiempos de paro.
Cabe preguntarse si en el caso bidimensional son los pun-
tos de paro los elementos extremales de U_. En [34] se da
un ejemplo en el que se muestra que sin exigir condiciones
a la filtracidn con la que trabajamos dicha afirmacidn es

falsa en el caso continuo., Recientemente, se ha demostrado



[15] que la respuesta es afirmativa,ven el caso discreto,
si exigimos que la filtracidn verifique 1la propiedad c.qQ.1I.,
introducida en [29] que es mids débil que la condicidn F.4.
La extensidn de los métodos utilizados para el estudio de
este problema en el caso unidimensional no es posible. De-
bido a la dificultad que presenta el estudio de este pro-
blema, se han buscado t&cnicas de compactificacidn (ver
[33],[34]) diferentes, para resolver el problema de para-
da 8ptima, Como contribucidn al estudioc de este problema
demostramos que los puntos de paro son los elementqs de
U que son extremales en el conjunto RN(U).
o

Este tipo de resultado podria servir como punto de
partida para demostrar la existencia de un punto de paro
optimo en el caso continuo biparamétrico (suponiendo la
propiedad F.4,) mediante técnicas basadas en las variables
aleatorias "floues" y por tanto diferentes de los métodos
de compactificacidn usados en [33] y [34}. Sin embargo,
hasta el momento no sabemos todavia si ello es posible y
los esfuerzos realizados no nos han llevado a ninglin re-

sultado satisfactorio.

A fin de demostrar que los puntos de paro coinciden
con los elementos de U next P _(U), necesitamos el siguien

124
te,

Teorema 2,.4.1.

Sea U eUa y sea A su proceso creciente asociado.



Az = I[T’w](z) con T un g—puntovde paro si y solamente si,

dada una funcidn g sobre Q x IRi medible y acotada, tal que
para todo F de E_, <Fg,u> = 0 entonces P _(g) = 0, u-c.s.
o

Demostracidn.

Una implicacidn es facil. Si u eUa y su proceso creciente
asociado A es de la forma At(w) = 1[T’w](t) con T punto de
paro, por el teorema 2.1.6.,u es un elemento extremal del
conjunto U y si g es una funcidn medible y acotada, tal que

para todo FeF <Fg,u> = 0 aplicando el teorema 1,1. de

90’

[52] se tiene que g=0 U-c.s. y por tanto P_(g) = 0, u-c.s.
Para demostrar la otra implicacidn eg necesario en-
contrar previamente algunos resultados importantes, que
enunciaremos en forma de lemas.
En todo lo que sigue por tanto, supondremos que
M eUa es tal que si g es‘una funcidn definida sobre Q x ;;E
medible y acotada, tal que para todo FeE_, <Fg,u> = 0,
entonces PN(g) = 0 , U-c.s.

0

Lema 2.4.2.

En las hipdtesis anteriores, existe un conjunto N de pro-
babilidad cero tal que para todo w¢N, si A(w,{x~}) >0

entonces A(w,dt) es una medida de Dirac en {»}; y si

A(w,{=}) = 0, los procesds (AS ws2=(s,t) G]Ri) y
’

(A, t,z=(s,t)€ mi) definidos por,
2



+ o

.
(Yool

((1-)92""'(S’t))"'_—ﬁ A (w)

1

Aw, [o,s]xm+)

(w,) —_ 1

y At 2 x RE — = R

(wy,z=(s,t)) m™> A (w)

OO’t

A(w,m+x[o,t])

(w,) —_— 1
L. o
verifican, (Aoo’t + Aoo,t_ -~ 1) = 0, A(wye)=—c.s.,
°(a + A - 1) = 0, A(W,s)=CeS. .
S 40 S oo
b

Demostracidn.

Consideremos la funcidn g, 2 x IR_lz_ —_— R, tal

- - . - 2
que, g, (w,z) = A°°,t + Aoo,t‘ 1 si z (s,t) e Ry y
gl(w,‘») = A(w,]Rf_) . Es una funcidn 2-opcional y acotada,,

por ser el proceso A opcional y acotado., Adem3@s, para to

do w,
2
/ g, A(w,dz) = / (Am’t+A°°’t_—l)A(w,dz)+A(w,IR+) A(w,{=}).
R 2
R Ry
Por la definicidn de Aoo,t y por ser A(w,IRf_) = 1, se tiene,
a 2 2
/ g, Aw,dz) = j (A, (*A, (=1)dA_ +A(w,R}) (1-a(w, R2))
Ry Ry



que es cero, por la férmula de integracidn por partes

([17],v1,90).

De @sto se deduce que para todo FeF_ , <Fg,u> = 0 y por
hipdtesis debe ser PNXgl) =0, Uuy-c.s.. Es decir, existe
&

un subconjunto N de probabilidad cero tal que

Pm(gl)(w,z) = 0, A(w,dz)-c.s., para todo we¢ N. Por la de-
&

finicidn del operador P_ obtenemos que,

®

(P (g)), = %(A, , + & - 1) siz= (s,t) eR. ,
o

~r
!

2 2
(r (&), EC(A(w,R}) | E A(w,R}) , ya que E =V .
Z

n=3

Z

Por consiguiente, para todo w¢N, si A(w,{~}) > 0 entonces

A(w,IRi)= 0 vy por tanto A(w,*) = G{m} . Si A(w,{=}) =0

o
debe ser (Am,t + Am’t_ - 1) =0, A(w,+*)-c.s.
Analogamente, para todo we¢ N si A(w,{x}) = 0 entonces
o
(AS,°° + As‘,w_ 1) = 0, A(w,*)-c.s. #
Lema 2.4.3.

Sea T un Ez—tiempo de paro, donde gz = {gm tzo} . Nota

’t’

remos A(c,HH_X[O,T(-)]) como A_ T(-), y definimos un nuevo
]

proceso de la forma siguiente, si weQ , z = (s,t) e]Ri ,
Am’t_(w) si t < T ,
Am,tAT (w) =
Aw’T si t > T .



Se verifica u-c.s.

O(I

< TR
{T oo}xIR+

Analogamente,

1
B = {E, .

B eaT

»s>0} . Si A

la siguiente igualdad,

Aw,tAT

o

+ ))

(1 —,
{T<<>°}xIR.+

. 1 .
si S es un E ' -tiempo de paro, con

s,

deramos el proceso definido para we, z =

A _’m(w) si s < 8§
SAS ,® -

AS,w (w) si s > 8

entonces, U—-C.S.,

0 - )

(1 — (A )) = (I
{s<o}x Y SAS SAS ,e {s<o}xTRY

Demostracidn.,

S,®

A, p(2-A, 1)) .

) = A(-,[O,S(-)]xim+) sy ¥y consi-

(s,t) e]Ri por,

(2-Ag o))

Supongamos P{T<»} > 0 y observemos que w-c.S., para w € {T<»}

se verifica,

"o /m‘ o, ear T Ao, pap)duw,dz) =
RL
Ry
= / (Aw,tAT + Aw,tAT)A(w,dZ) + A(w,{=})s 2 Aoo
Ry
By

53
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Observemos que, si A(w,{=}) > 0, como A(w,*) = G{w} ,
entonces A . = 0 . Y sino es A(w,{®}) = 0 , por lo tanto
H

el segundo sumando siempre es nulo y podemos escribir,

I = f Ay o * A p) db,  + f 2 8, ¢ db,
[0,T] (T,=)

Aplicando la fdrmula de integracidn por partes, ([17],VI,90)

se tiene,

I = A + 2 A (1-A ) = A (2-A

w,T o, T o, T o, T oo’T) ¢

Es decir, w-c.s., W€ {T<=} ,

[__ (B enr * Ao tar = Aw,p (27Ag 1)) A(w,dz) = O .
RrRY
Por lo tanto, para todo Fe E, , se cumple
<F 1 . N - - =
Fllcots @@ oyt © Ao ear T fe, 12780 p))au> = 0
+
y aplicando la hipOtesis sobre u resulta la afirmacidn. #

Necesitamos ahora introducir dos nuevos conceptos

Definicidn 2.4.4.

2 .
Un proceso {Xz,z €Ry } se llama progresdvo si para todo

2 . . -
z eIR+ , la aplicacidn (§,yp) r——m Xg(w)l es

{g<z}



B x Ez—medlble.

Definicidn 2.4.5.

Un conjunto aleatorio Dc x IR , es decir, un conjunto D

+ o

tal que para todo ze‘]R2

+o la aplicacidn ID(Z):Q‘—~————9 R

es una variable aleatoria, es una 4egiln de paro si verifica,
(i) D es cerrado y progresivo, es decir, ID es progresivo.
(ii) Si Z = inf D, entonces Z e D sobre {D # @}.

(1ii) Si ze D, entonces [Z,z] cDh ,

Lema 2.4.6.

——

2 2 .
Los procesos {As’w,(s,t)e Ry } o, {A (s,t) € R, } no tie-

oo,t’

nen ninguna trayectoria continua c.s. en [o,+w] .

Demostracidn,

Sea G = {we® : A . es continuo} . Supongamos P(G) >0 .
b

Observemos que si we G entonces A(w,{®}) = 0 . Fijemos €>0,

. 2 . .
y definamos un F -tiempo de paro de la forma siguiente,

T (+) = inf {t > 0

. AC, R, x [o,t]) = e}

Consideremos el proceso A EAT Entonces w-c.s., para
]

we€G se verifica:

f Am’tATEA(w,dz) = / Am;tAT dAm',t » ya que para we G,
€

BT
Ry Ry



siempre es {T <w}, y por lo tanto el sumando Al cA(w, {=})
€ s

£
es siempre nulo.

Separando la integral anterior, en dos integrales sobre
[o,Té] y sobre (Te,w), utilizando la fdérmula de integracidn

por partes y teniendo en cuenta que si w € G, Aoo ¢ ©s conti-
9

nuo y por tanto lo es A » la anterior integral coinci

o o) A
L EAT

de con,

%'Ai + A (1-A

- £ _ = - £
. T w,Tg ) = + e(1-¢) e(1 2) .

Por lo tanto, para todo FeF_ se tiene,

€ =
<F.1I GxﬁL(Aw’tATE— e(l- 7)) sy > = 0 .
+

Y por hipdtesis sobre u, debe ser,

o} o

(I .A ) = I e(l- £) , p-c.os., (2.1.)
CXIR+ 00,t/\T€ GXIRj: 2

Consideremos la regidn de paro opcional D€ siguiente,

_ 2
D = {(z,w) ER, xQ : A (w) < e}
Si z = (s,t), se verifica la siguiente relacidn,
I (A I + €I ) < 1I
™ < (Sst—) D ¢ - V) w,t AT ’
GXIR+ € D€ Gx]R+ €

como el proceso A y la regidn De son opcionales, tomando
proyeccidn opcional y teniendo en cuenta la igualdad (2.1.)

se obtiene la relacidn siguiente:



)
I (A I, +¢€I ) <o
leR_‘;‘_ (s,t7) D€ ¢

1 e(l-%) H-C.s.
€ < -
me+

Como E(l—%)< €, esta desigualdad implica que,

u(D; n {°1 $ 0})= 0 , es decir,

me;
o
0 = / I I dy = / I I du .
c ) c —_—
— D_ {"1 $0} — D GxIR”
QX]R+ € Cx IR QxIR+ € +
+
que coincide con [ I I du , va que la medida
e Dc GCx Ry,
Qle € +

U, v la regidn DE son opcionales. Hemos obtenido pues que,

] A(w,(DC) )dP = 0, donde (Dc) representa la seccidn de
c e’w e’ w

la regidn Dg seglin w. Si €40, O =‘[ A(w,(Dg)w)dP, con lo

G
que llegamos a una contradiccidn ya que P(w,(Dg)w) =1 .
Por consiguiente debe ser P(G) = O0.. #

Lema 2.4.7.

Consideramos un intervalo (€l,€2) con €1>0 y tal que

£.\~1 ,
1 2 . ..
€f£1<L__T>,Sea T(e el F -tiempo de paro, definido

1’82)

de la forma siguiente,



T(E ) inf{t>0 : Am,te (sl,ez)}
1°72
. . - - by .
y sea la regidn DEl = {(w,z) e Q x R, ¢ Az(m) < El}
. c
Si {T(Elﬂez) < ©} entonces A(w,(DEl)w) = 0, P~-c.s.

Demostracion.

Observemos que si we {T <o} entonces A(w, {=})

(€1,€5)

Por el lema 2,4.3, sabemos que, U-C.S.,

- (A +A )) =

o]
(I —
<o } x IR¥ oo, AT o, tAT
+ (61,52) (el,ez)

Tie ey

_ 0

}X'ﬁi‘!r 'Aoo T (2—A ))’

(1 -
'{T(el,€2)< + ? (81,82) ’T(el,ez)

Ademds se cumple la desigualdad siguiente,

2 g colx® (s, e)tp T8 T o) S
(e,,84) . + € D
1°72 1 81
<1 (A + A .
- -, ©,taT w, tAT



Tomando proyeccidn opcional y teniendo en cuenta que el pro

L d - -
ceso Ay la region D8 son opcionales, asi como que

1
A < g, v la igualdad (2.2.) se obtiene,
w,T(e ey " 2
1’72
2°1 (A I. +e. I ) <
: (S,t_) D 1 c
{T <o }xR2 €1 De
(e,,€,) + 1
1 2
< °1 €,(2-€.,), u-
- 2 €,), U-c.s.
{T(€1’€2)<m}xm+

Podemos tomar €, suficientemente prdximo a €

i de forma que,

2

€
_1) .
ez(l— 7)< El s, ¥ para un tal 81 tenemos, si I{T <m}xfﬁl#
(e,5€,) +
1 2
o ) o
I ——E(A(s,t')ng + €l IDc ) <€1 I —5
{T <o }x IR 1 £ {T <o} xIR
(€1’€2) + 1 (el,sz) +
Por tanto, debe ser, u(Dg n {°1 £ 0}) =0
1 : 2 -
{T <o} xR
(81,82) +
Razonando como en el lema anterior, debe ser A(w,(D: ) ) = 0,
- 1 w
< .
cuando {T(gl’gz) o} #



Lema 2.4.8,

Sea T = inf{t>o0 : Aw’t # Aw’t_} , ¥ sea AT = Am,T-Aw,T“
entonces, AT > 0, c.s.
Analogamente si S = inf {s>o0 : As,w#AS_’m} » ¥ Ag = As,m- A

entonces AS >0 c.s5..

Demostracidn.

=01 =1 Utr

<o} donde

red
slvd
Er = {sl,eze Q,el<sz<el<lf—§7 , €2<r}' Por el lema anterior
para todo r, LJ {T <w}cC LJ {ACw, (D ) ) =0} UN con
E (EI’EZ) E- 81 w
r r

N conjunto de probabilidad nula. Por tanto,

1}

1A

Play = 0} < lim p{UJ(T

) <%
ry o E 1827
r

< tim P{{J {aCu, (0] ) ) = 0}} < lim P{a(w,(D)) ) = 0} = 0.

IV © Er 1 ryo

Analogamente se demuestra que AS >0 c.s. #

Estamos ahora en condiciones de demostrar la implicacidn

que falta del teorema 2.4,1.. Sea puesiieUaf,'tal que si g

es una funcidn medible y acotada sobre Q x IR de forma

2
+
u=-c

que V Fe gm,<F-g,g> = 0, entonces P_(g) = 0, .. Recor

&

demos que nuestro objetivo es demostrar que el proceso A



asociado a 4, es de la forma, At(w) = I[z,m](t) con Z un
F-punto de paro.
Para ello consideramos los tiempos de paro definidos

per,

T(w) = inf{t>o, A(uw, R, x[o,t])# A(w,R _x[o,t))}

S(w)

[}

inf{s>o, A(w,[o,s]x R, # A(w,[o,s)xim+)} .

Observemos que 0<T<» , 0<S<» , y consideremos la regidn

adaptada siguiente,

D, = {(z,0) : Vz'<z , Az,(w) = 0} = {(z,0) : A_(w) = O}.

Sea Dy = {(Z,w)=32'>2,Azfcw)=0} vy w=-c.s. con A(w,{®})=0

sea

P, = inf{z eIR_iz_ : (z,w) € (DO\D;) n(QxIR+x{T(w)})} .

Demostremos que,
i) P < c.s.,
(i) P, \

(ii) {(s,T(w)) : (s;T(w) > Pw} ch\D;

T(W) — ==
- b T (D)




En efecto, supongamos P{Pw = «©} >0, entonces,

Pl{w: Hg_x[o,T(w)] C(D;{J >0, y por tanto

P{w: A(w,nh_x[o,T(w)]) < A(w,(Do)w)}> 0 . Pero p(Do) = 0
y por tanto A(w,(D;)w) = 0, w-c.s., de donde
A(w,HH_x[o,T(w)]) = 0, w-c.S., gque estd en contradiccidn

con que en T hay un salto y T>0 . Por tanto Pm < ®, W-c.s,
Ademds, por la definicidn de Do’ QXH& x[o,T] CDo ,

y de aquil resulta (ii).

Analogamente, w-c.s. con A(w,{x}) = 0 , si
Q, = inf{z>o : (z,w) ¢ (DND ) n (2x{S(w) }xR, )}
es Q < ®, cos.y y {(S(w),t) ¢ (S(w),t)2Q }cDND_ .
A continuacidn demostramos que u(Do\D;) =1,
Es evidente que u(D;) = 0, Dado el tiempo de paro T, por

el lema 2.4.1, sabemos que,

o - (o)
(A enr + Ao eap) = C (B, 7(2-A, 1)), -c.s.

Multiplicando por ID » y teniendo en cuenta que la regidn
o

Do y la medida Y son adaptadas, se verifica la siguiente -
igualdad,

I, Aw’T(z—Am’"T)du,(z.s.)
xIR? °

Observemos que el primer término de esta igualdad lo podemos

escribir como suma de dos integrales respecto A una so-

yt '’



bre Qx[o,T(w)) y la otra sobre Qx[T(w),w). Como u(D;) = 0,
la integral sobre Qx[o,T(w)) es nula, y teniendo en cuenta

la definicidn de Aoo,./\T y A; la integral sobre [T(w),m)

y AT

coincide con,

f I(Do)w.Aw,T da, . +[ I(Do)w Ao pd8y ¢
Qx [T (w) ,) Qx(T(w) ,)

= E[Aw’T-. A(w, (D)) 0 R, x[T(w),»)) +

by p o A, (D) 0 Ry x(T(w),=))] .

El segundo miembro de (2.3.) no es mas que,

E(A (2-A_ T)-A‘(w,(no)w)), por tanto la igualdad (2.3.)
b

oo’T

dice,

Blag, pra(w, (), 0 R x[TW),=) + &, 1*AW, (D) 0 R, x (T(w),=))] =

= E(AOO,T(Z—AOO’T)-A(w,(Do)w)). (2.4,)
Como u(D;) =0 , A(w,(Do)w) = A(‘*”(Do)w” I!R+X[T(w),°°)) =

= Aw,T + A(w,(Do)wn B{FX (T(w),»)).

Sustituyendo en la igualdad (2.4.) y simplificando, obtene-

mos,

2
E[Am,T (A(w,(D),)) - ] =0 .



El proceso A_ tiene un salto en T, por lo cual debe ser,
/

A(w, (D )w) = 1 c.s8. y como u(D;) = 0 resulta que

y =1 .

Lo 2 BN &

u(Do\ D

Consideremos la siguiente particidn de la regidn

DS\DO . Si Pw = (sp,T(w)) y Qw = (S(w),tq) sean,

o
0

L = {(w,2) e oxr. 2 e (DND) 0 (s_,=]x{T(w)})

D, = {(w,2)e mei: z = Pm}
D, = {(w,z)e QxEEi : z = Q }
3 ? + ©

o
il

, = ((w,2) €QxRZ: 2 e(DAD]) 1 {s () Ix(e =]}

=}
i

5 (DJ‘DO)\ (Dlu Dzu D3U DA)‘

T oo Ne Py

Habiamos demostrado, Lema 2,4.2., que 0(A°° t+Aoo t__1)=0;

’ 3

y-c.s. . En particular, ° %A +A --1) = 0, p-c.s.,

Tiscsy (Ao, e ¢



es decir,

o] (o] o
E f Liges) (Bo,thy, (40 = f Iiacsydh » (2.50)

RY
+

TR ¥
+

Como p es opcional, el segundo miembro no es mi3s que,

E(AC0,{Qu}) + Alw, (D))

Observemos que por ser u-opcional, si X es un proce-

so l-opcional e Y un proceso 2-opcional entonces,

X Y du = / P (X)P,(Y)du = j °x %% dp .

Aplicando ésto

2-opcional A
CX),

dad (2.5.) es,

Ef T{ocs) Ao,

+%l\3 i

]
——
=g

t+Aoo

Alw,

+ [(Aoo ‘ +A0°
? q ’
{w :

al proceso l-opcional I } y al proceso

{s<S

e el primer miembro de la igual-
9

" + Aw’t)dA =

Q1) + (1 - a2 H]ar +
q
) (A -A ) + (1 - A2 Y|dp =
t- o, t o, t= o, t -
q q q q

o b + l—Ai’tgdP +loa - sl e,



Por tanto la igualdad (2.5.) es,

r . A% - -
(A ¢ cAlw,lQ b+ 1-al ACw,{o, b A(w,(Da)w)] dp
q q
{w: t =T}
q
+[1—A2 - (1 - A )]dP=O
s t7 o, t=
q q
{w: £ > T}
q
Es decir,
A(w’(Da)w)'A(w’(Dl)w)dP + Aw’t_(l - Am’t_)dP = 0.
q q
w: t = T} w: t >T
{ a { q }
Como las funciones que integramos son positivas, si
P{w : tq > T} >0 , debe ser Aoo’t(_1 = 0o Aco’tc_1 =1, w-c.s.

pero ésto estd en contradiccidn con que en T y en S exista

un salto, por tanto P{w : tq > T} = 0 . Debe ser pues,

A(w’(DA)w)'A(w’(Dl)w) =0 , w—-c.s.

Es decir, Ww-c.s.

0 bien

T(w) | _ _d _ T (w)

wn
~
e
~
wnEr - —¢

(w)



]

Ademas si Gl {w : A(w,(Dl)w) = 0, A(w’(D4)w) # 0}

se verifica,

A(s,t) e, T S, t T I{Sf_s}nGl

A(s,t") g = Aoo,t_ ’ I{S<_s} nG,

Por tanto w-c.s., para w eGl,

Ln (A(s,t) + A(S’t_))dA = 1

Analogamente si G, = {w A(w,D)) ) # 0, A(w’(D4)w) = 0}

se verifica, W-c.s., para e G

2'
(A + A =

f*¢ (s,8) T A(sm,p))dA = 1

+
Es decir, para todo F de Em

I_(A + A 1 + - =
/ . F( (s,t) (s,t=) G1 A(s‘,t) IG2 1)du 0
QxIRf

y por la hipbtesis sobre yu debe ser, teniendo en cuenta

que el proceso A es opcional,

A,y T A,



es decir, Ww-c.s.,

o (s}

+ I

6 tAGm, ey To,m T 0 Alei-es

Bls,e) YA, e
Como A(w,{Qm}) # 0, w-c.s., debe ser
.A(w,{Qw}) -1 =0

y de ahi la afirmacidn. #
Estamos ahora en condiciones de demostrar,

Teorema 2.4.9.

Sea We U y sea A su proceso creciente asociado.

n ) . } _ o
Entonces W e UnN ext E@(U) si y so;o si At(w) l[T’m](t),

con T un F-punto de paro.

Demostracidn.

Si A _(w) = I, (t) v si y éext P (U) entonces existirian
t [1,00_] ! 4
IPIPN de U , vy un A €(6,1) tales que,

W= AP_(1)) + (1-MP_ (u

) .
& y ?

Es decir, existen ﬁl’ ﬁz de U , tales que,

L= an, F (1=M0, v 2 () =P (u) vy P (3s) =P (u.) .
1 2 ~ "1 ~ "1 ~ "2 ~ 2
[$4 (4 (34 (Sl

Pero U eext U , luego u = My o= 52 y por tanto, PN(Ul) =P _(u
' ' o 154

.

2 -



Reciprocamente, por el teorema 2,.4.1,, sea g una funcidn

sobre o x I&i medible y acotada, por k, tal que para todo
FeF,, <Fg,u> = 0, y supongamos P_(g) # 0, U~-c.s. Defina-
84
i = & = - &
mos dos nuevas medidas, Hy (1 + Zk)“ > U, (1 2k)u .

Es evidente que His Wy son de U . Por tanto, PN(ul), Pw(uz)
(24 0

son de P (U) y adem3s u = 1 P (u,) +-} P (u,) s, pero como

Weext P _(U), debe ser PN(UI) = ijuz) = U en contradic-
O 34 34

cién con que P (g) # 0 , u-c.s. #
3



CAPITULO III

PARADA OPTIMA PARA UNA FAMILIA BIMARKOVIANA

En este capitulo resolvemos el problema de parada
Optima cuando el proceso con el que trabajamos es funcidn
de una familia markoviana bidimensional, construida a par
tir de dos procesos de Markov, soluciones de sendas ecua=-

ciones diferenciales estocisticas.

§1, Familia markoviana bidimensional.

Recordemos brevemente el concepto de proceso de
Markov, su relacidn con las ecuaciones diferenciales esto
cdsticas y por Ultimo la fd8rmula de It3.

Sea (,G,P) un espacio de probabilidad completo y
sea (E, &) un esbacio medible; Representaremos por b( § )
el conjunto de las funciones f sobre E a valores en IR,
medibles y acotadas. b(§ ) es un espacio de Banach con

la norma ||£]| = sup|f(x)].
xe€E

Sea X un proceso a valores en E, con Eh_ como conjun

to de parametros. Asociamos a X dos O-&lgebras,

E?; = o{XS,se[o,t]} v gtl: = o{XS,s e[t,»)} .
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Sea F = {Et,te R _}una familia creciente de sub-g-3dlgebras

de

[[[p]

. La notacidn {Xt,F

Bt e]R+} indicarid que el proceso X

es F-adaptado.

Definicidn 3.1.1.

Diremos que {Xt,Ft,teim+} es un proceso de Markov si para

todo t, las o-3lgebras Et y Fl

E, son condicionalmente indepen

dientes respecto G{Xt} . Diremos que {Xt’t e]R+} es un pio-
ceso de Markov si lo es respecto la familia de g-3lgebras

gz generada por el proceso.

Supondremos en lo que sigue que E es un espacio mé-
trico separable, completo y & es la o-3algebra de Borel,

Dado un proceso de Markov X, para todo 0<s<t<eo to-
maremos una versidn regular Pst(x,A) de la distribucidn de
probabilidad de Xt condicionada por Xs. Es decitr, P es

st

una probabilidad de transicidn, a saber

(i) VxeE , Pst(x,-) es una probabilidad sobre (E, §)

(ii) VAe & , P _(+,A) es § -medible,

st
cal que P_ (x,4) = P(X e A[X_ = x) , L(X)-c.s. (3.1.)
Observemos que para todo t>0, la probabilidad de tran

sicidn Pt(x,A) = Pot {x,4) determina un operador Pt sobre

b( &) no negativo, de norma uno, tal que, si geb(§)

(P,g) (x) =/ g(y) P_(x,dy) .
E



Definicidn 3.1.2,

Una familia de probabilidades de transicidn (PS 0<s<t<w)

t’
se llama 4funcidn de transdicidn de Markov si

s<t<u, P = P _*P , donde % representa la composicidn
su st ~tu

de probabilidades de tramnsicidn.

Definicidn 3.1.3.

Diremos que {Xt,gt,Pt,t e]R+} es un proceso de Markov con 42

migaupo P (i.e. P = P_xP ) si E(f(xt+s)|gt) = (P_£) (X )c.s.,

Vs>0,t>0,f €eb(E),(siempre Po(x,A) = SX(A)).

s+t

Esto equivale a decir que el proceso {Xt,F

=t’t & IR+} es Markov

y admite las Pst = Pt-s como probabilidades de transicidn,

en el sentido de (3.1.).

Definicidn 3.1.4,.

1 d .o . .

W = {(Wf,...,wt), t>0} es un movimiento Browndlano d-dimen
adlonal si los procesos Wl, 1<i<d, son independientes y pa
. i .. . .
ra todo i, W es un movimiento Browniano, es decir, es un

proceso gaussiano, centrado con E(Wtws) = t As,

Sea W un movimiento Browniano d~dimensional, y sea

F = {F

E.» tzO} una familia de sub-O-3lgebras de G completa,

creciente, continua por la derecha y tal que:

0<s<t} : - > i {
G{WS,O_s_tJ Cgt, y G{wt+t Wt’ f_O} independiente de Et .

Itd (1944) introdujo la clase de procesos &5,p>l,

t
éfg = {H medible, adaptado, E f Hg ds<w, Vt}.

0
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2

Recordemos que i?w es un espacio métrico completo con la

distancia,

1/2

st) A l] .

2\
d(HE,H") = 3 l/zn[E(f (B -H])
. ,

n

Para todo proceso H leé y para cada i=1l,...,d puede

t -

definirse la Lntegral estocdstica, /P Hsdwg . E1 proceso,
0

. t .
i i . e x
Xt ={/. HSdWS , Oft} es una martingala de cuadrado integra
0 , ’
ble que admite una versidn continua.

Dada una matriz B(t) = (Bij(t)) tal que

i=l’occ,m ’

j=l’...’d
sus elementos son de £ 3, llamaremos {ntegral estocdsitica

de B, al vector m-dimensional, definido por:

t d [t .
/Os(s)dws ={ 5 [ Bij(t)dwi’:

i=17 i=1l,...,m

Consideremos un proceso gt, m-dimensional, de la for

ma,

t t
g, = ¢ +‘[ a(s)ds + ] B(s)dw_ ,
0 0

donde o es un vector m-dimensional cuyas componentes son delf;
v celR™, Diremos que §  tiene por diferencial estocdstica

c + a(t) dt + B(t) dwt y escribiremos d&t = ¢ + a(t)dt+~8(t)dwt.

En estas condiciones, la {0amufa de 140 afirma que si

m
f(x,t) ¢+ R x ]R+ ~———3 IR es de clase C1 en t y de clase



C” en x, entonces, f(Et,t) tienediferencial estocastico y

viene dado por:

m
af (g0 = [ £ g I E Ee® (e

1 d m
t5 22 f:{.x.(gtat)ﬁir(t)Bjr(t)]dt+
r=1 1,j=1 1] ;
d m ‘
* Y X £l (ELL0)8 (0)dW, .
r=1 i=1 *i |

A continuacidn vamos a definir el concepto de ecua-
elbfn diferencial estocdstica.
Sea 0 = (O ) y B = (Bl,---,Bd) s CON

i;7i,3=1,...,d

°ij , Bj funciones medibles definidas sobreimd}<]R+.
Sea'{Et}ttnlproceso a valores en IRd y W un Browniano

d-dimensional., Entonces si,

(1) E(o) = &

0o
t

t
@0 g =5, + [ G mas+ [ o Low
en el sentido de que las integrales existen, diremos que
'{gt,tzo} es s0Llucidn de La ecuacidn difernencial estocdsti-
ca dada por (ii), con la condicién inicial (i). |
Adem3s, si las funciones 0, B verifican:
(i) Condicidn de Lipschitz:vx,x'sﬂid theﬁi+,
|8(x,0)-8{x",)] < ky|x-x"|
lo(x,t)=0(x',t)| < kzlx-x'|

donde kl,kz son constantes no negativas.



(ii) Condicidn de crecimiento lineal uniforme en t§

d ’ . ' .
Vx e R ,Vteim+,y ciertas constantes k,,k,no negativas

iB(X,t)|

LA

ko (1+|x])

IO'(X,t) |

IN

k, (1+]x])

. . . 2
y si £ es independiente de O{Ws,ofs} con E(|Eo[ )< @,
entonces existe una (ndcd solucidn X de la ecuacidn dife-

. . 2
rencial estocidstica que es un elemento de i’w )

Si G, es la o-3lgebra generada por Eo y por WS, O<s<t

continua.

entonces, {Et,gt, t>o} es un proceso de Markov.

A continuacidn definiremos la nocidn de familia mar-
koviana bidimensional y construiremos una tal familia.

Para procesos a dos indices, han sido dadas diferen-
tes propiedades de Markov, (véase [17],[28]). La definicidn
con la que trabajaremos, dada en [30], se expresa en fun-

cidn de un semigrupo.

Definicidén 3.1.5.

. - P 2 .y
Un semigrupo a dos Indices P = (P,,ze R)) es una familia

de operadores sobre b(‘8) positivos con: PZ*PZ, = Pz'*Pz=Pz+z'
para todo z,z' de Ri , Po = Id y para toda

Eeb(8) , [ ]| ¢ [[£]] -

Definicidn 3.1.6.

Dados un espacio de probabilidad (Q,G,P), una filtracidn

F = {gz,zeimi} completa, creciente, continua por la dere-
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cha y verificando la propiedad F.4., un semigrupo
{Pz,ze mi} y una familia de procesos X = (Xx,xe E), con-
tinuos diremos que forman una jfamdif{a bi-mathcviana si pa

"
ra toda f de b(8 ) y todo z de IR, la proyeccidn opcional

4+
del proceso,
(E(XT ), , 2'¢ R,
es indistinguible del proceso,
PLe(x™ = (p£(xX) , 2'e R}

y ademds, para todo x de E, X = x c.s.

o X

Remarquemos que, contrariamente a lo que pasa en el
caso unidimensional, dar un semigrupo en general, no es su
ficiente para determinar 1a ley de un proceso markoviano a
dos indices. El problema reside en que el semigrupo no da
informacidén de como podemos pasar de un punto a otro si
€stos no son comparables. Es necesario, para conocer el

proceso, dar buenas versiones de esperanzas condicionadas.

. d X
A partir de ahora E = R®, y sean {x%,x erY} y

y d s .
{Y7,yeR }, dos familias de procesos de Markov continuos
construidos como las dinicas soluciones de sendas ecuacio-
nes diferenciales estocidsticas asociadas a sendos movimien
tos Brownianos d-dimensionales ,con condiciones iniciales
X e y respectivamente.Ademds,sabenos que los procesos X e Y

tienen versiones continuas en (t,x).
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Los procesos anteriores estdn definidos sobre espa-

cios de probabilidad (Ql,gl,Pl), i=1,2 , y asociados a fil

. i . . .
traciones F~, i=1,2 , completas, crecientes y continuas por

- - i . - -
la derecha. Ademads tienen P, i=1,2 , como semigrupo asocla

do.

Consideremos el espacio de probabilidad producto

(leQZ, gl B gz s Pl R P2). Identificamos las 0-3lgebras

1

2 .
Es , Ei , para todo (s,t) € R+_, con las correspondientes

- . 1 . .o
O-algebras del producto, es decir, Es se identifica con 1la

o-algebra de conjuntos A x Qz con A EE; y ¥ 22

. con la o-idlge

. 2 3 - - [
bra de conjuntos Ql x B con B egt . Con esta identificaciodn,

tomaremos en el espacio producto, la filtracidn F ={£z,z e]Ri}

i
con gz = gsv gi , para todo z = (s,t) de mi. Observemos que
se verifica, F =V F = Fl ﬂFz y F = V F =F1r\F2
’ =goo r (s,r) =g =00 =oot r =(r,t) =0 =t’
y ademi3s se tiene, Ez = Esmﬂ Ewt . Recordemos (ver [40]) que

esta nueva filtracidn es completa, creciente, continua por la

derecha y verifica la propiedad F.4.

Definamos una nueva familia de procesos Z = {Zx,x eIRd}

de la forma siguiente, para x eIRd, z = (s,t) y (wl,mz) texQZ,

X
XS (wl)

X

Teorema 3.1,7.

La familia Z es una familia bi-markoviana si los semigrupos

P1 . P2 conmutan.



Demostracidn.

d

X

Observemos que Z?o o) = Yo = x c¢.S., para todec xe€ R .
’

-

. . 2
Como semigrupo asociado a Z tomaremos, P = (Pz,z eHH) con

P = Pl-P2 = PZ-Pl . Es en efecto un semigrupo, ya que:
(S,t) ] t t S

. 1.2 2 1 2 1
(1) PZ*PZ' = PS. Pt*Pt'- PS'- Pt+t'. P v P

Id,
s+s

z+z' 3 P(o,o)=

(ii) Para toda f de b( &),

1 .2
e el = lleg- ey od Il < Hell .

2
Basta pues con comprobar que para toda £ eb(5 ), todo zg IR

X _ 0 X .
(sz)zz' = (f(zz_'_')zv) ’

donde °X representa la proyeccidn opcional del proceso X.

ol o2 . .
Analogamente X, X representan las proyecciomnes l-opcio

nal y 2-opcional del proceso X respectivamente,.

En efecto, por la definicidn de P y de Z, si z = (s,t)’

y z' = (S"t')’
X5, Cwy)

X _ 2 1 _

(sz)(zz.(wl,wz)) = (Pt-PS £) Yo (wZ) =
X
02 ) Xs'(wl>

= (Ps f) Yt'+t(w2) , ya que YY es un proceso de Markov

. 2 .. 2
con semigrupo P° (ver [hl]). Fijemos w, & QR , y consideremos

la funcidn,



g ¢+ R R

ol
@ > B(e) = E(YL, (W)

por construccidn ge b(§ ). Podemos escribir,

X ,
Xs'(wl) 02

02 1 _ 1 )(xx
(PS f)(Yt.+t(w2) = (P, 8 S.(w])) y

. X .
teniendo en cuenta que X~ es un proceso de Markov con semi-

grupo Pl coincide con,

o2 ol

X
g(xs+s

')

Por la definicidn de g y de proyeccidn opcional se tiene,

X ° z+s' © X
(sz)(zzv) = f(Yt+t' ) = f(zz+z') . #

§2. Parada 6ptima.

En esta seccidn supondremos las mismas hipdtesis que
en la seccidn anterior y Z sera la familia bi-markoviana

antes construida.

Consideremos la siguiente familia de procesos

{Ux,xeimd}, definida de la forma siguiente: para todo

z = (s,t) de'mi, para todo x de m@
x _ -plzl|,., . x X _
u, = e f(Zz) y Uy, =20
siendo |z| = s+t, fe€ b(§ ) positiva y uniformemente continua,

- [s0]
y con el convenio e pl l =0



X ;
Para todo x de R@ , el proceso U~ es adaptado y tiene
. . X y
trayectorias continuas, ya que los procesos X, Y° son con-
tinuos y adaptados. Ademéis Uz tiene una versidn continua en
’ - X

(x,z). Por otra parte Uz es positivo y {Uz, Z punto de paro}
es uniformemente integrable.

Nuestro objetivo es resolver el problema de parada
- . d .
optima asociado al proceso Ux, para todo x de IR~ ., Es decir,

demostrar que existe un E-punto de paro, T* tal que,
X X
E(UT*) = sup {E(US), S, F-punto de paro} .

Para ello, seguiremos los resultados de [30] donde se estu-
dia el problema de parada Gptima para familias bi-markovia

nas generales.

En [_9J se demuestra que existe un proceso JX, llama-
do Envoltura de Sneff del proceso U™ tal que, para todo pun

to de paro T,

J; = supess{E(U:IET), S>T, S punto de paro} .

La envoltura de Snell J* es una supermartingala fuerte tal
que {Ji, T punto de paro} es uniformemente integrable, que
mayora U™ sobre todos los puntos de paro, es decir, para to

<
do Zl’ 22 puntos de paro con Z1 < 22.

EQJS |E
Zy'=2 1



Recordemos el siguiente

Teorema 3.2.1. ([301, proposicidn 3.1.)

Si la funcidn £ y la familia bi-markoviana Z son tales que
X d . .
el proceso U, para todo x de R, tiene c.s., trayectorias
semicontinuas inferiormente, entonces existe una funcidn g
de b( § ) que mayora £, y tal que, c.s., para todo x de E,

y para todo T punto de paro,

= e-p|qu(Z¥) . #

= X

Debemos demostrar que se verifica la siguiente
condicidn de regularidad ,
(H) Para todo A real positivo, existe una constante

k > 0, tal que, para todo S punto de paro con [Sl < A,

E({Zg - Zgl) < ekAlx—y|

para todo x,y de IRd .

Recordemos previamente el

Lema de Gronwall

Sean a, B funciones dintegrables de Lebesgue, en un interva

lo [a,b] s ¥y sea H una constante tal que,

t
a(t) ¢ g(t) + H/ a(s) ds

a

para todo t de [a,b] .



Entonces se verifica:

t
a(t) < B(t) + H/ eH(t'S)B(s) ds . #

a

Observemos que si B(t) = R, es constante, entonces,

a(e) < gefi(E=2)

Teorema 3.2.2.

Para todo x de m@, el proceso z* cumple la condicidn (H) .

Demostracidn.

Sea S = (5,,5,) un E-punto de paro con |s] < A. Fijemos
wle Ql . Observemos gque Sz(wl,-) es un gz-tiempo de paro,

3 L1 2 . -
ya que {S2 < tle For F,nI_ ¥ por tanto su seccidn
{Sz(wl,.) < t} es de gi . Ademds S, < A,

2
d y - .
Recordemos que para todo y de R , Y’ es la Gnica so
lucidn de una ecuacidn diferencial estocdstica, cuyas fun-
ciones 0,8 verifican la condicidn de Lipschitz y la condi-

cidn de crecimiento lineal uniforme en t.

Se verifica, para todo yl, y2 de IRd ,

1 2
k
L D A

para cierta constante k. En efecto, fijemos €>0 , y consi-

1 .

/2. Apliquemos
' 1 2

la f8rmula de ItS a la funcidn F y al proceso Qt = YZ - Yz

9
deremos la funcién continua F(x) = (e+|x]|°)

con lo que obtenemos,



1 2
F(Y2sz) = F(y -y +

d
+Z/52
k=10

L)
)

d F yl
z: x.(Y?s)[Oik(Ys )
i

i=]

k
s

2
_ y
0 (Y7 )] aw. o+

55 [ SR 9 ds +
+[ z Bi(Ys ) - i(Ys )] ) x.(?s) s
0 1=1 1
1 SZ d 82F d yl y2 yl y2
= A -, . ~0. d
' Z‘L iqé;L Bxiaxj(i)s)égl[glk(ys )05 s )][GJk(YS 1795k Yy )] ds
donde,
-1/2
3 2
e = xS Xy
i
2 -3/2 -1/2
3°F - 2 =
Bxiaxj (€+|x| ) xixj + (€+|x| ) Gij
2
-x.x, + (e+t|x|7)6. . 1 + 6. -1/2
. S D855 i <2 (et|x|?) .
(e+|x| B 32 (e+|x| %32

El tercer y cuarto sumandos,

teniendo en cuenta la condi-

cidn de Lipschitz estin acotados por

/2
ds

82 1
4 c (et \7s|2)

Por tanto,

1 2
E(F( ?82)) <Fly =-v7)

.

+ k/% EZ(F(?S))ds,
0

ya que la esperanza de una integral estocdstica es nula,

83



Aplicando el lema de Gronwall,
ks
1 2 2
E(F(?S))fF(y -y7) e .
2
Haciendo tender € a cero y por el teorema de convergencia

dominada, obtenemos,

1 2 2
E(Jg 1) <y - vy7] e :
?Sz -
Tomando yl = X: (wl) , y2 = Xg (wl) y cnmo 82 < A obtenemos:
1 1
XX (w)) X7 (w,)

Syt 812 x y . kA
E,\ | ¥g - Y | < |xg - Xg le™T

2 2 1 1

Integrando respecto Pl y razonando de forma andloga para el

X
proceso X  resulta el aserto. #
Recordemos el siguiente resultado,

Teorema 3.2.3. ([30], proposicidn 3.2.)

Si la funcidén f es uniformemente continua y acotada, y si
la familia bi-markoviana verifica la condicién (H) enton-

d

ces la funcidn q es continua y acotada sobre R . #

Por consiguiente, en nuestro casc, la envoltura de

x - - 3 o -
Snell J° admite la siguiente expresidn,

X - t
Jt = e pl lq(Z:), con q&b(§) y continua

Recordemos las siguientes definiciones.
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Definicidén 3.2.4.

Diremos que R es un l-punto de paro, respectivamente un
2-punto de pano, si es un punto de paro respecto la fil-
tracidn {gi, (s,t)e‘mi}, respectivamente respecto

{F2 , (s,t)e IR_|2_} .

=t

Definicidn 3.2.5.

Un proceso Y es completamente regular si es continuo por
la derecha, con limites en los otros tres cuadrantes, la
familia {YZ, Z punto de paro} es uniformemente integrable,

?, T;), n €N} de pun-

y ademds dada una sucesidn {T" = (T
tos de paro (respectivamente, l-puntos de paro; 2-puntos

de paro) de limite T = (T Tz)'de forma que T es cre-

1’
. . n n n n
< .
ciente, (respectivamente, T1 < Tl’ T2 > T2 ; T1 > Tl’TZ < T
entonces E(Y n) converge hacia E(YT).

T

Para resolver el problema de parada Sptima que nos
ocupa, utilizaremos el siguiente resultado de existencia

de solucidn.

Teorema 3.2.6. ([30], proposiecidn 2.3.)

Si el proceso u* y su envoltura de Snell J* son continuos
por la derecha y si J* es un proceso completamente regular,
entonces existe solucidn en el problema de parada Sptima

del proceso u* para todo x de m@ . #



Bastarid pues, con comprobar que se cumplen las hipé

tesis de este teorema.

Teorema 3.2.7.

Para todo x de m@, el proceso v* y su envoltura de Snell

JX, cumplen las hipftesis del teorema 3.2.6.

Demostracidn.

Ya habfamos razonado que para todo x deimd , el proceso
U* es continuo, y la continuidad por la derecha y la exis
tencia de limites por la izquierda del proceso J¥ se de-
ducen de la continuidad de la funcidn q. Como la funcidn
q es continua y acotada, y el proceso {Zz,z e]Ri} es con-

tinuo en z, aplicando el teorema de convergencia dominada

X
resulta que J° es completamente regular,. #



CAPITULO IV

PROCESOS PUNTUALES EN EL PLANO CON k PUNTOS 1<k < =.

En este capitulo realizamos un estudio profundo de
los procesos puntuales en el plano con un niimero finito &
infinito numerable de puntos que denotaremos por k.

Comenzamos definiendo el concepto de proceso puntual
como medida aleatoria y estudiamos la filtracidn natural
asociada a un tal proceso. Continuamos dando una forma ex-
plicita de los procesos adaptados, de los opcionales y de
los previsibles asi como de los procesos crecientes opcio
nales y de los procesos crecientes previsibles., Demostra=-
mos que toda martingala uniformemente integrable admite una
versidn continua por la derecha con limites por la izquier
da. A partir de este resultado consideramos las proyeccio-
nes opcional y previsible para procesos medibles y acota-
dos, asi como las proyecciones duales, estudiando sus pro
piedades, Finalmente, construimos la ?royecci6n dual pre-
visible de un proceso creciente, relativa aunaprobabilidad
absolutamente continua resbecto la probabilidad inducida

por el proceso puntual.



§1. Proceso puntual. Filtracidn natural asociada.

Sea k natural finito & infinito.

~ 2
Sea Qk el espacio de las medidas U sobre [o,w] de

[}

k
la forma > €, 0 Wy e[b,w]z, tales que:
i=1 i -

1

(i) 4 da masa 1 al origen y a los ejes
(ii) para todo w de [o,wJZ, p({w}) toma el valor 0 & 1

(iii) u([o,z]) < + = para todo z de [o,oo)2 .

A

-Tomemos en Qk la minima o-3lgebra g° tal que para
~ |
todo A boreliano de [o,w]z, las funciones Qk-—ﬁL——é R ta

les que Y(u) = up(A) son medibles.

Definicidn 4.,1.1.

Un proceso M puntual con k puntos es una medida aleatoria

sobre ék X [o,wjz dada por
M (u,[0,2]) = u({o,z]) ,

con u de Qk, y disponemos de una probabilidad Q en

(s €%

Denotaremos por vel orden definido en [O,wjz por:
(s,t) v (s',t') & (si s#s' y t#t', entonces existen
a,b deim+, con a<b tales que: (s,t) < (a,a) y (s',t") < (b,b))

0 (si existe a de HH_,con (s,t)=(s,a)y(s't)=(s",a) con s<s')



0 (si existe a de m4_con (s,t) = (s,a), (s',t') = (a,t')) o

(si existe a de R, con (s,t) = (a,t), (s',t') = (a,t') yt>t'),

/

/|

N
I
7
N
\j

\

Sea Q c([o,wjz)k , tal que (w;,..,w,) es de Q_ si

(1) w, (o0,0)

(ii) W, # wj para todo i#j, y si w; ¥ wj son distintos
de

(iii) Dado z de [o,mDZ el nlimero de w; que pertenecen a

[o,z] es finito.

Consideremos las siguientes aplicaciones,

u \-————>1T1(u)=(w1,--,wk)

(Wpseerw) —> Ty(w,.. 0 )=us % Gwi
donde ﬂl(u) = (ml,..,mk), siendo (wl,..,wk) la colececidn

de puntos donde W es no nula, ordenados segilin v , Observe

mos que T, es exhaustiva y ﬂzﬂl = Id y tomaremos

NEI(U) = (wy,..,w,) siendo (wl,..,wk) la antiimagen orde-



nada segiin v, es decir vgl(u) = WI(U)o

-1

En el espacio (Qk’ nl(§°),P) donde P = in y

Pwl = Pw;l = Q un proceso puntual M con k puntos es:
Mu((wl".’wk)) = z I[o,u] (mi)
i i

con ue[O,w] .

Por comodidad trabajaremos en el espacio (Qk,wl(g°),P)
y transportaremos los resultados obtenidos al espacio
(R,,6°,Q) a través de m, .

Sea E° ='{gg,z sIRi } la filtracidn natural asociada

al procesoc puntual M, es decir, gg = U{Mu,ufz} y E2 = v g;

N

A continuacidn damos una forma explicita de esta filtracidn
y estudiamos sus propiedades. Observemos que es creciente
por construccidn.

Recordemos las siguientes definiciones,

Definicidn 4.1.2.

Un conjunto A C([o,w]z)k es s4métnico si y sdlo si un pun-
to (xl,..,xk) es de A, entonces para toda biyeccidn f de

{1,2,...,%} en si mismo (xf(l)""xf(k)) es de A.

El conjunto de todos los simétricos de ([c,wlz)k lo

representaremos por Sk .



Definicidn 4.1.3.

Dada una funcidén g definida sobre ([o,w]z)n con 1 < n<ow,

su s<imetrnizada es la funcidn g definida por:

~ 1
g(xl""xn) = ET zg g(xo(l)""xc(n))
O'En

donde & n eS8 el grupo de permutaciones de {l,...,n}.

Definicidn 4.1.4.

Dada una permutacidn o de {1,..,n}, &@sta induce una funcidn
S0 definida por,
2.n SG 2. n
([0,2] )" ——— ([o0,=]")
. s }—"_—"—""'—’ e
(le yxn) (XG(I)’ ’XU(H))

Dado A<:([o,®]2)n, representaremos por SU(A) 1 conjunto,

SO(A) = {(xl,‘.,xn)e A (Xo(l)""xc(n))e A} .

Definicidn 4.1.5.

Dada una ¢g-&lgebra cualquiera A y dado B de A llamaremos
traza de A respecto B y notaremos élB » a la g-dlgebra da

da por,

= {C:C=DnB con D de A} .

A continuacidn damos en forma de lemas dos resulta-
dos previos para procesos puntuales con k puntos siendo k

finito,



L, .. c
Notaremos por (Lz la tribu trivial sobre (o,z] es

decir,

a'z = g {¢,(o,z]c} para todo z de IRi.
(o,z]c

Lema 4.1.6.

Sea 2z de Ri. Se verifica,

(zg(O,ZIVQQ)%SkK(O’gfc{abiertos de ([o,w]z)ksimétricos}ké’zjl

Demostracidn,

Sea f una funcidn medible de Borel simétrica definida sobre
(o,z]k. Por ser medible de Borel, existen abiertos Ai de

k
(o,z] y constantes ay tales que,

1%
-Z: ai IA. —_—— £,
i=1 i

Simetrizando,
% ;2 El'"l's (A.) > f
i=1 g i
Notemos que I = 1 ‘S-l
emos q 5,(a,) A'g

83i demostramos que existen abiertos Bi de (o,z]k

simétricos y constantes Bi de forma que,



habremos terminado.

Para cada ie{l,...,p} sea para j=1,..,k

Bi = {(xl,..,xn) €Ay ) €A, para

(xo(l)""xc(n)

exactamente j permutaciones}.

Entonces para cada i de {l,...,p},

k
1 1 .
Z — 1 = — z ju I
ceek ks Sc(Ai) k. j=1 B

y por tanto

p 1 p k il
Z, % 2w ls (4) = 2 “ijglk I

* -

B3
1

de donde resulta la afirmacidén ya que los conjuntos Bi son
simétricos por construccidn y abiertos por serlo los Ai .
- k .
Con &sto queda demostrado que (@ v@,) nS, co{abiertos
(0,2z] % k
k. . . . - . .
de ([o,wJZ) simétricos}. La inclusidn contraria es eviden-

te. #

Lema 4.1.7,

Sea z de [o,w]z y sean ui de [o,z] con i de {1,..,k}, dis-

tintos de z. Sea Ai = (ui,ui+BJ , donde Ll=(e,e),e>0,es tal que
Ai son disjuntos, y si u; = 0, entonces Ai = {0} .
Sea A el rectiangulo de origen (ul,..,u£) y aris-

(u‘l,--,uk)

: . k .
ta ¢ contenido en [o0,z] , es decir,

los



A = {(wl,..,wk) con W, de Ai , Vie {1,..,k}}.
(ul""uk)

Se verifica, LJ A es un elemento de Eglﬁ .
06y (ua(l)””uc(k)) k
Demostracidn,
Basta con notar que,
A ={(w1,..,mk): el incremento del pro-

(uo(l)’°"uo(k))

ceso M en la regitn A, es 1, Vie{l,..,k}}

y de la definicidn de E; resulta el aserto. #
Se verifica el siguiente,

Teorema 4.1.8,

2 - o - -
Sea {g; sy 2 eI&+} la filtracidon natural asociada a un pro-
ceso puntual M con k puntos, k finito & infinito.
Entonces,

. k
Fo = (&(O,Z]\,a‘z) nsk

e, |2,

Demostracidn,

P n o
Para n rnatural, con 1 < n < k+1,escr1b1nemossz la unidn de
tcdos los posibles productos con n factores iguales a (o,z]

y k-n iguales a (o,z]c. Se verifica,



0 = -
gzlsgfﬂﬂk - O{HJ (Af(l)&---XAf(k)) , donde f es una

biyeccidn de {1,..,k} en si mismo, y A X..xA_ es un gene-

1

2 . .
\ 3 1
rador de Ezl(o,z]n nQn , siendo {Ez’ z eIR+} la filtracidn

et

natural asociada a un proceso puntual con n puntos y

= = = c
Ay = -- = A= (0,2]7) .

En efecto, basta con estudiar las funciones indicatrices

0
de los generadores de gzlszn Qk .

Supongamos n=1, los otros casos son anilogos.
Las funciones indicatrices no nulas de los generadores de

0 »
£z|ﬂrmsl son :
K z

Ik)(Bf(L)x"'XBf(k))n gl ¢on f biyeccidn, B1 = [o,u],
£ 2 .

B. = fo,u]c, i#l y coincide con, I = = con
i \g(Bf(l)x...xBf(k))
B, = By, By = (0,2]°, ifl.
I\J(C x <C ynsl con Ci = [o,u]c para todo i, que
E(L)™ " 7P E (k) z

coincide con I - =
\g(gf(l)x...xcf(k))

con El = [o,g]Cn (sz]’,

C; = (0,2z] %, i#l.

Por consiguiente se cumple la afirmacidn,

.oy - - n -
Por tanto si gz[(o,z]nrxﬂn (65(0’21) [Qq ya estari. La

inclusidn 'c' es inmediata por definicidn de E; . La inclu



sidn contraria se debe a que todo abierto simétrico de

(o,z]nr\Qﬁ es de E;IQ » ya que se puede poner como reu-
n

nién finita & numerable de los rectangulos estudiados en

#

el lema 4.1.7. que son elementos de g;lg .
n

Teorema 4.1.9.

La filtracidn {EZ’ zeimi} es continua por la derecha.

Demostracidn.

Basta con demostrar que | | E; cE; » ya que la inclusidn
\ = =
z >z

contraria es inmediata. Para ello es suficiente trabajar
con una coleccidn {zn}n que decrecen hacia z.
Consideremos una coleccidn C numerable de rectingulos Ai
abiertos por la izquierda de forma que, Ez coincida con
la g-3lgebra generada por los incrementos del proceso so-

bre los Ai de C con Ai C(o,z], es decir,
g; = O{M(Ai,w), Aié c, Ai C(o,zl} , v ademas paravtodo n,

Z;E = o{M(8;,w), B;eCy A c (0,2 )}

Tal coleccidn existe, pues si z = (s,t) basta con tomar
los rectingulos con vértices racionales y de forma que tam

bién sean vértices los puntos (r,t) y (s,r) con r racional,



Zm

=] 3 ]
A= B w ey fe
Q - jub] C_
- A
G o f]
he]

Para m fijo, si X es F;_—medible existe una funcidn Gm’ fun
m

cidn de los incrementos del proceso M sobre todo los Ai con

tenidos en (o,zﬁ] , es decir, X = Gm(M(Ai,w),i). Para m' su

perior a m, existe una funcidn G 1s funcidn de los incremen
tos del proceso M, sobre todos los A. contenidos en (o0,z ,],
i m

que son menos que los contenidos en (o,zm), es decir,

\J
X = Gm,(M(Ai,w),i). Fijemos un w de Qk y sea G(w) = lim sup Gm(w).
m

Esta funcidén G sdlo depende de 1los Ai contenidos en (o,z] y

ademids X(w) = G(M(Ai,w)), por tanto X es Eg—medible. #

Sea (Qk,g,P; {gzhg la P-aumentacidn de (Qk,go,P;{gihQ,
es decir, G es la P-completacidn de G° y F, serd la o-dlgebra
aumentada con los conjuntos de probabilidad nulé. Esta nue
va filtracidn serd pues completa y creciente; Adem3s sigue

siendo continua por la derecha, ya que'si A\er-]g 1

= 1 ’
n z+ (;,E)

0 0
para todo n, exixte An de F° , 1. tal queAy An sdlo di-
Tzt (=,2) '
n’n

fieren en un conjunto de probabilidad nula, es decir,

P(AA /\:1) = 0., Sea /\°= lim sub/\

0 . .
0

q* due es de Ez por la con

n = a



tinuidad por la derecha de Eo. Pero A’ sélo difiere, por
construccién de los /\; , de/\ en un conjunto de probabili
dad nula, por tanto A ¢ .-

En general las o-3algebras Esw = ¥ g(s,r) y Ew,t =‘¥ g(r,t)
‘no satisfacen la brobiedad F.A;, es conoéido (ver [36]) que
incluso cuando el proceso puntual tiene un s8lo punto esta

propiedad s6lo se satisface si la masa se concentra sobre un

camino creciente,

A continuacidn enunciamos resultados andlogos a los

del teorema 4.1.8. para estas og-3lgebras.

Observemos que Es,w =.O{Mu, u = (ul,uz),u1 < s, uy, > 0}
y Ew,t = G{Mu, u = (ul,uz), u; > 0, u, < t} .
Fijado z = (s,t) de mi, consideremos las siguientes

regiones:

1 2
T, = {(s',t") eR, : s'>s,oct'¢ct}
2 = t ' 2 ' !
T, = {(s',t") e Ry : o<s'<s, t'>t}
-3 = {(s',t") eR? : s'>s, t'>t}
z ’ + -
T, = (o0,z]

1 _ 2, 42 -l 23, 1 _ 1 2 .2 3
VS TZUT s vV TZUTZ 3 M —TZUTZ Mt —Tz UTZ .



T T

z z
z

1

.Tz —Tz

Teorema 4.1,10,

. 2 2 e e
si CLS= Gvi {@, Vs}-y CLt = OM% {9, Mt} , se verifica:

k K
Fow,. = B vAD"as, vy E, = (B VA as,
|2 Vs |9y |2 My |2

Demostracidén.

. .. k .
La inclusidn F. o € (R} ]_VQ%) n Sy es evidente.

’ le \/s IQk

Para demostrar la otra inclusidn estudiaremos las respecti-
. n . n

vas trazas sobre las regiones RS, 1 < n<k+1, siendo RS la

unidn de todos los posibles productos con n factores iguales

. 2
a Vi y k-n iguales a v, Basta con tener en cuenta que todos

los elementos de (& 1 vas)kn Sk L * Se pueden conside-
Vg | QM R

.

. . n
rar como elementos de una regidn del tipo §,» con z' = (s,t")

y t' conveniente, y aplicar el teorema 4.1.8. Andlogamente pa



e

‘Consideremos en el espacio (Qk,g,Q) la filtracidn

[(Leo 2
nee >

= {

ity >

p) . e .
y ZE m+} siendo = ﬂz(gz). Se verifica:

Z 4

Teorema 4.1.11.

. . . 2 . .
La filtraciodn {Ez, ze]R+} es completa, creciente, continua

por la derecha y ademis E, = G{Mu, u < z} .

Demostracidn,

(i) Es completa., Si A ch, es tal que Q(A) = 0, se tiene

P(ﬂl(A)) 0, luego_wlAe Fo, por tanto A = ﬁznlA,ego .
(ii) Es creciente, ya que F lo es.

y A¢F

= >

(iii) Es continua por la derecha, Si A e | |
. 1
z >z

» M(Ayemm(E,) =E, = rj E
zZ >z

Z'

e >

por definicidn de z

por tanto existe z'>z tal que ﬂl(A)e gz' y de aqui AgF
(iv) Ez = U{Mu ,» U < z} ya que por definicidn de M

~

G{Mu ,» u <z} = ofAc Q. % A =17,(B) con B generador de gz}.

§2. Procesos opcionales y previsibles. Procesos crecientes

adaptados y previsibles,

En esta seccidn damos una forma explicita de los pro-

[[Le> 2

cesos adaptados y previsibles respecto la filtracidn s

asi como de los procesos crecientes adaptados y previsibles.
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Para n de I ,2<n<k+1l, y z de I&i representaremos por
NZ la unidn de todos los posibles productos, con n facto-
res iguales a (o,z) y k-n iguales a (o,z)c, y notaremos

n n n . . ’
Tz Tog ’Yzlz ,Y?;z las siguientes proyecciones,

n
iz * S —— (o,z] ,

mh ot 8 s ((o0,2] T,

z
n n ' n
?lz : Nz ——3 (0,2) ,
n , .0 c,k-n
922 : Nz —) ((0,2) ) .

Notaremos por M = M(u,[o,z)).
Sea gn = {ﬁ =nlel ; 1% serd la aplicacidn

z z k> "1z ’

n
an ™ n TT1z n
s, ———> s, ——=  (o,7]
An
Tiz
~n ra n
V Mpp SEFE MapoMy oo
Ademis si N© =‘{§ = n} ¢ a o® sera 1 'l' i5n,
2 2 K’ ‘?lz a la aplicaciodon,

T an
A i . .
NZ———1—> N — L2y (6, )"
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Podemos enunciar el siguiente

Teorema 4.2,1.

Un proceso X en §k X [p,mjz es opcional (respectivamente
previsible) si y sdlo si existen funciones Hn(x,z), 2<n<k+1,
medibles respecto los borelianos de ([o,mlz)n X [p,w]z ,
simétricas respecto x, y h una funcidn medible respecto los

borelianos de [o,wjz, tales que:

™

X = /L BT, DI A W
2<n<k+l {Mz=n} {Mz=l}

——
..

(respect. X (W) = /, HAPL 0,21, W+@HI 2 ().
2<n<k+l ( {Mz=n} {Mz= 1}

Demostracidn.

(i) X es E-adaptado si y sdlo si Xam, es F-adaptado,

1

En efecto, si A es un boreliano de IR, (Xz'rrz)-l(A)==Tr-2. X;l(A)==‘n',(B)

-1 A . ‘ A .
con B = X, (A) e E, - Si mBSE_, B%:nz F_=F_ . Reciproca-

=z z
-1
mente, si A es un boreliano de IR, X;l(A) =(in ﬂzl)

= (7Y @,m)TH) = (nph) (B) = my(B) com BEE_ .

) (8) =

(ii) Un proceso X sobre Qe % [o,@jz es opcional si y sdlo
si existen funciones H" y 2<n<k+1 , y h como las del enun-

ciado, tales que, para we Qk ,

—p—
N,

X (@) = [, BEU(m],(w,2) I (&) +h(z) 1 .
2<n<k+1 Sz Sz

En efecto, como todo proceso opcional es adaptado, por la
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forma explicita de las o-3lgebras Ez se tiene una implica-

cidn. La otra implicacidn, es consecuencia de que las cla-
)

ses no vacias, {A c(mi 1 opcionall ¥

AnSl
z

{a c(IRZ)k: 1 opcional} son mondtonas y como las funcio
+ n -

AnS
z

nes H" v h son medibles pueden escribirse como limite de com
binaciones lineales de indicadores convenientes,
(iii) La tribu & opcional sobre 2 x.[o,mlz es & = (ﬂszd)( &)
siendo © la tribu opcional sobre Qk X [o,w]z .

. 2
En efecto, se sabe que 9 = g{F x [Z,Z'), Fe gz’ z,z' = [o,w] 1
, 2,2'¢€ [o,m]Z} .

' 1 ' =
Sea Fo X [zo,zo) un generador de €7, (szId,(Fochzo,zo))

~

y ©=o0ofF x [z,2"), FeE,

= 1
WZFO X [zo,zo)ee” .

Reciprocamente, si F x [z,z') es un generador de ¢,

F x [é,z') = (ﬂZXId)(WlF}c[z,z))EG’ .

Si X es ©-medible entonces Xﬂz es ¢ -medible, en par
ticular es E-adaptado y por (ii) se tieme el aserto, tenien
do en cuenta,

mo(5) = {u 2 w(fo,2]) = i} = {M_ =i}, 1 < i<k+l ,

Z

Anidlogamente se demuestra el caso previsible. #

E1l siguiente resultado caracteriza los procesos cre-

cientes y adaptados, respectivamente previsibles,
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Teorema 4,2.2.

A

Sea A un proceso creciente. A es F-adaptado (respect. pre
visible) si y s8lo si existen nucleos positivos Hn(x,-),
n ‘ s e
2 <n<k+1, sobre ([o,MJZ) xds[: 12 simétricos respecto x
- 10 ,™

y existe una medida h sobre Eg[b 001Ztales que,

A n
AG) = ), HY (] M, }:{[wj,z]) Lo @

2<n<k+1 1Mz=n
+f I . (#) h(dx), siendo w. los puntos de (o,z]
[0,2] M =1} ’

donde Y4 toma valor no nulo.

v—

N R n
(respect. A(u) = Hn( o Uy W.r2}) I 4 () +
25§;%+1 7 1z }2{[ J ] {M_=n}
+/ I oA
& —72(u) h(dx))
[o,z) {MX 1}

Demostracidn.

(i) Si A es creciente, Aﬂz también lo es. En efecto,

(amy), () = A(my(w),[o,2]) = A(y,[o,2]) .

(ii) Un proceso A sobre Qk1<[o,w]2 creciente, es F-adaptado
si y s8lo si, existen nucleos g" y una medida h como los del

enunciado tales que,

) n, n M-
Az(w) = 414 H (le(w), LJ Uu.,zj) I _(w) +
2<n<k+1 j=1 3 s?

+[ ISl (w) h(dx), siendo wj las coordenadas de w que
_@,z]

esti3n en (o,z] .
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En efecto, si el proceso A admite una tal expresidn, por
el tcorema anterior, es ecvidentemente adaptado. Reciproca
mente, sea A un proceso creciente, y sea A(w, dz) la medi

da sobre mi asociada al proceso. Es fdcil comprobar, que

———

n
Aw,[0,2]) = /, Auw, L_J[w..{])l o (w+ I, (A(w,dx).
2<n<k+l j=1 3 S2 To,z] Sx

Si A es adaptado, por (ii) del tecorema anterior admite la

expresidn:

A(w) = HY (), (w),2) T _(w) + h(z) T, ,

2<n<k+1 S S
Lad Z Z

con Hn(x.z). 2<n<k+l medible respecto los borelianos de
([o,w]z)n x [o,sz y simétricas respecto x, y h medible
respecto los borelianos de [o,m]2 .

1 .
Sea w ESZ. se tiene

Az(w) I 1 - h(z) ,
S
z
por otra parte,
Az(w) I 1 =/ I 1(w) A(w,dx), por consiguiente
S S
2 [0, 2] x

h(z) =/ I 1 A(w,dx) , como no depende del punto w,

S

[o,z] X

sobre la regidn Si debe ser A(w,dx) = h(dx) siendo h una

medida, sobre IRi .

Por consiguiente,
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N _
A (w) = /. Hn(n?z(w),z) I (W +[ I 1(us) h(dx) =
2<n<k+1 S, [o’z] S

]

< n i
Lo A, w,2D 1w +[ I, (dx)
2<n<k+1 j=1 Sz [o’z] Sx

como la suma actua sobre conjuntos disjuntos, esta igualdad

implica que para todo n, 2<n<k+l, Hn(w?z(w),z) =A(w,L:{ij,z]),
n _ a n ”

por tanto debe ser A(w,};{[bj,z]) = g° (nlz(w), §;{[w5,z]) ’

ya que s0loc depende que ﬂ?z(w), v no de todas las coordena-

das del punto w, y ser3 simé@trica respecto w?z(w) porque g"

lo es. #

§3. Martingalas uniformemente integrables.

"~
En esta seccidn demostramos que toda F~martingala X
uniformemente integrable admite una versidn continua por

la derecha con limites por la izquierda.

Dado un espacio de probabilidad (&,A,P) y una filtracidn G,
{Xz,zeIR i} es una G-marfingala unigformemente integrable si,
(i) X es G-adaptada.

.. 2 -
(ii) Para todo z<z', puntos de R, E(XZ,[EZ) = X,

(iii) La familia {XZ, z eIRi} es uniformemente integrable.

= 106 -



Sea L el espacio de los procesos Y con E(|Y]|)<= .
Una familia de variables aleatorias con iIndices en un con
. - . 1
junto parcialmente ordenade y filtrante I convenge en L

hacia una variable aleatoria Z si, E(]Zi - Z|) —— 0.

Teorema 4.3.1. ([51], teorema 1.2.).

Dada una @-martingala M uniformemente integrable, conver-
ge en Ll, hacia una variable aleatoria M_, de forma que,

para todo =z de'mi,

Demostraremos previamente algunos resultados para
F-martingalas,.
Si M es una F-martingala uniformemente integrable

de limite M_, para z de I&i y n, 2<n<k+l, fijos, pondre-

n s 8

mos si wes |,

My () = m (] (@), Ty, (w))

o~ - . . .
y m  sera la simetrizada de moo, respecto la primera
b b

coordenada, es decir,

Ve

~ .
m Z(X’Y) = m
’

n ((xl"”xn)’Y)

n,z

.1
"ar 2 T gy Ty ey

des
(5n
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Teorema 4,3.2,

Sea M una F-martingala uniformemente integrable de limite

M_. Para todo z de Rf. y 2<n<k+1l,

Demostracidn.

Como M = E(Mw]gz), para cada n, M I 0 - E(Mwlsnlgz) .

S
z z

Basta, por la definicidn de simetrizada, demostrar que pa-

ra toda permutacidén o de {l1,..,n} se verifica,

_ n n
Mo I = E[ﬁn,z(c-ﬂlz(-),wzz(.))I

IF ] .
n'=z2
z Sz

Como Mz I es gz—medible, es suficiente con calcular para

S

» la integral,

M N B

todo A de
_ z|

Sn
¥4

n n
[ mn,z(c ﬁlz’“Zz) Isn dp
A 4

que coincide por ser A simétrico con

n n
[ mn’z(c-ﬂlz,ﬂzz) ISn dP
z
SO(A)
que a su vez por ser Mz I n o E(M_ I nlgz)
S S
z z
coincide con [ M I dp =[ M I dp
. Z Sn A Sn
SO(A) z A z
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ya que Ay Mz I o Son simétricos respecto las coordenadas

S
z

que estdn en (o0,z]. #

Recordemos (ver [5]) que dado el espacio

z? = n

, ), para 2<n<k+1 con P(Sz) # 0 y dadas
z|s) P(S}) -

las proyecciones,

" (s? F ) > ((o,z]", nS)
lz z, =ZISZ ] gs(o’z]n n

T .(Sn F ) > (((o z]c)k-—n 63 n s
2z z =ZISZ ((O’Z]c)k—n

. n n .
existe Pz : (0,2] x (& S ) 5 IR

n
((o’z]c)k—n k-n

1 AY n
(y » B) : > P. (¥,B)

de forma que:

(1) para y fijo, la aplicacidén B +—m> Pz(y,B),es una

probabilidad.
(ii) para B fijo, boreliano de ((o,z]c)k"n simétrico, se
tiene,

1) vy /m—— PZ(Y,B) es B} nS -medible

((O’Z]c)k-n~ k-n

2) para todo A de B S , se verifica

( nn n
0,z]

/ p" (n‘l‘z,B)dP = P({Trtllz‘e A}',{.Trrzlz cB}) ,

VA
{WTZEA}
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1
P(s™)

es decir, es una versidn regular de ol e

143

€ 8!1?= =y¥),

-
-

) : n
¥ tozaremos ¢3%a versidn aindtrica respaecto Tyo o

Teore=a S.3.13.

Si M es unaf=arctingala uniformemente integrable y M, su

1€=ite, se verifica,

- (T 1 - i~y LI NN :
(1) ”:’sn £(=n.: xsu‘gz) !s“ mn.z(ﬂlzfu)qY)?=(ﬂl:(u)ﬂh
B ((o,:'._]c)k_ﬂ
para 2<acke+l .
. g -3
(id) M_ 1 = E(H_ 1 135:’ =1, P(s)) E(M, T 1) .
S 5 S S
a - 4 4
De=cstracidn.
. ~ n n n
(i) IS“ 2., (T (@)ey) P (7)) (W), dy), es E_-oedible
° ((o.:’c)k-ﬂ

-

va que es z=edible de Borel y adlo depende de ﬂ?z(u), siendo

sizmétrica respecto 1?=(u). Adem3s para todo A de F.

Is3
~ I IR PO el > [.n n, _n
Isn =n'z( lei) ?2( l:'df)ldp »k aﬂ,z(412'7)lﬁ ?Z(le'dy)
A : ((O'ZEC)K‘O

~ .n .
- E(an'z (*lzif) IA) .

(ii) £s consecuencia directa de que los Gnicos conjuntos

1

zedibles respecto {, , son el vacio y S
|s
z
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Por todo lo anterior, dada una martingala uniforme-
mente integrable de limite M_ , admite la siguiente exprg

sidn para todo z de [p,WJz ,
M, = ;2 | 1 D (T (w),y) P(TT ,dy) + I P(sl)“l EQM_ I
- 4 ] ’
z 2403kt 82 n,z lz z ' lz S1 z L0 Sl

4
((o,;]c)k—n ’

) .

A continuacidn estudiamos la dependencia respecto z

=}

de P .

Para ello, definamos primero unas nuevas probabili-

dades sobre Qk .

(i) Si k es finito, para cada n, 2<n<k+1l, definimos

~ ~
P

P () =P () =gy T OB(S(4))

* Ge@k

(1i) 8i k es infinitojpara cada n,2<n<k+l definimos,

n . & -1 -i 2 -1

. .

Py =(Jlemy iz b Y 2 3T 2 et ()
i=1 i=1 i,=1,+1 i=i g+l D

donde £, . . es un representante de toda i i
{ll<.-<l } P : s las biyeccio

nes de N en IN, tales gque £(1l) = il,.,,f(n) = in

.

. —_ .
€i k es finito, es claro que Pn sy para todo n, es una
probabilidad. Si k es infinito nuuerable, basta con demostrar

que, para n fijo, 2<n<k+l ,
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2, -1 s i 2 -1 n . \-l
S22 b T o2t . 2 “=<. (21-1)> L (4.1.)
11=1 12=11+1 i =1n_1+1 i=1
= -i -i /n-l ~1
Si para i1 fijo, 2 2 2”. E 2 n=< (21_1)> 2-(n+1)11
i,=1.+1 i=i _+1 i=1
271 n n-1

ya estara porque entonces, el primer miembro de (4.1.) es,

-1 -1 -1
n-1 . n-1 . -1 n .
( ﬂ(zl-l)) Do =<ﬂ (zl—n) - (2"-1) =<H<zl-1)> .
i=1

T=] i=1 i=1

Anjdlogamente para il’ i2 fijos bastar3d con demostrar

e - . -i n=2 L -Di
> 2 3., % 2 n=<ﬂ (21-1)) .2 2
1Tl = s i=1
3 72 n n-1

Reiterando, bastar3d con comprobar que para il""in—l fijos,

-l -
Ef: 2 g ol , que evidentemente es cierto.

Para cada ne N, 2<n<k+l, y fijados los indices

~
{t,..,n} la probabilidad Pn admite la siguiente descompo-

sicidn, si W (wl,wz,...)e Qk .

5 ~ 1., |
dP_(w) = Pn,{l,..,n}«wl""wn)’°) dp n(wl,..,wn)

siendo 3} (1 n}una versidn regular de la probabilidad condi-
il, y ooy

A

N ~l..n . .
cionada respecto (ul,.,wn) y. P la marginal correspondiente.

Analogamente, para I={i1<..<in}CE€,la'probabilidad P admite
I
dP((.U) = PI((U)i ,..,wi )") dP (wi”"wi )

1 n i1 n
como descomposicidn.
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La relacidn entre Pl'”n y PI, VIi-= {il<...<in}<:m

viene dada por el siguiente

Teorema 4.3.4.

Fijado ne N, 2<n<k+l, para todo I = {il<"<in} cIN, PI
es absolutamente continua respecto ?1...n .
Demostracidn.
(i) k finito.
2.k .
Dado Ac ([o,w] ), se tiene,
~l'oo ~ 2 k- 1 2\'-
P ) =P (ax([o,=] )T =+ T P(S_(Ax([o,=] )T >
) ce@k
1) R ¢ P . .
> wT — P"(A) y de aquil la afirmacidn .
I={1l<...<1n}
Ic{1l,..,k}
(ii) k infipnito numerable.
~l... -~ 2.k
P (a) = P(ax([o,=]“) ) =
n . =) -i ) -1
i 1
- [l@*n.), 27 ) 2 MR(E o yax(fe,]hY) =
i=1 1=1 i =1+l 1500

n . 00 —i -i i .aoi
= I_I(Zl—l) E 2 1... E , 2 M.p L ), y de aqul la
i=1 i1=1 i =1

afirmacidn. #



El resultado md@s importante viene dado por el siguien

te

Teorema 4.3.5.

Para cada n, 2<n<k+l, fijo, sea B un boreliano de ((o‘,zjc)k—n
simétrico.
Dade & = (&l,..,En) elemento de (o,z]n, notaremos para ca-
. . o _
da permutacidn o de {;,..,n}, £ = (gc(l),..,gc(n)).
Se verifica,
1
o} dp c
p (g%, 8)—=— &%)
7 I={i <..<i_}cIN dp~*°
n 1 1 n
P (E,B) = v 2“‘
z R Y cyk-n, ap! o
n 2 P(E,((o 2] ) =T )
I={i,<..<i } ap~ "
I*CN

Demostracidn,

Debemos demostrar que para todo A boreliano de (o,z]n sime

trico

] P‘;(n‘;z,B)dP = P({ﬂ?;e: A};{ﬂgze B}).
{TT?ZGIA}

. n . .
~Sea pues A un boreliano de (o,z] simétrico,
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P“(w“ ,B)dP = PP (1 (w),B)dP =
z' lz
c . s -
. L_J {(w, 1,.‘.,win)e.A,u3 e(o,z] , J#lh,kb{%.vn
} c
{ﬁlze‘A, 1= 111,..,1 JRes.
= PZ(W?z(w),B)dP ,ya que A es simé@trico.

c .y
L_J {(mil,...,win)e A,wjg (O,ZJ ’ 3¢1h}
I={il<..<in}cm

Para simplificar la notacidn pondremos para todo

I = {il<..<in} y toda permutacidn o de {1l,..,n}
w = (&U, ,.;.,&3. ); IO..._ {i ,ov.’i }; (.U-q-g ( ,ltgw- );
1 i, i g(l) o(n) G(l\ 1c(n)
S apt
I={i,<..<i_} dp-*°
i n
Para cada I ='{il<..<in} y cada permutacidn o de {1,..,n}
tenemos la siguiente descomposicidén de P
dP(w) = P __ (w.g.d2) dpl% (%)
ol V19,77 I
Por tanto,f Pg(W?Z,B) dp =
n
{ﬂlZeA}
T‘( ( g ,B - G
- L 0, % 2t
} J m-:e 2%,((0,2
I={i,<..<1i
1 n ((0,2]H¥
o
~ 1 B o} - o]
-/ ar e 2 (2 (0,2 T (e
/i 0 Q(E",((0,2] ) )

I={11<..<1n} A

que coincide por ser A sim&trico con,
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Q(gaB) (o4 k--n 1

- P (E,((0,2])" ) PT(dE)
Z | Q(E, ((0,2] %™ T

I={11<..<1n} .

teniendo en cuenta quién es Q(&,B),

Il
=) P_(E,((0,5] ¥ —2 &) _ L
: EtE A (0,2] D

{11<.. }

[}

1! e M n
f: PLi(E,B) P~ (d&) = p({n] < A}, {ny,=B]) . #

Por todo lo hecho hasta el momento, si M es una F-mar.
tingala uniformemente integrable de limite M_ , admite la

siguiente expresidn:

~ 1,-1 -

)
S Sl
z

Z

——
2. <cvrlz,d£>-:i—:— (o )

<~ I-{i <, o <i }

Y

l

Estamos ahora en condiciones de demostrar que

Teorema 4.3.6.

Todakmartingala uniformemente integrable admite una versidr

continua por la derecha con limites por la izquierda.
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Demostracidn.

Haremos la demostracidn a partir de la igualdad (4.2.).
Fijemos w, e Qk y 2 = (s,t)e [o,wlz. Sea (zm)m una sucesidn
decreciente hacia z.

Como para todo u e{},mjz, el niimero de coordenadas del pun
to w,  que pertenecen a [o,u] es finito, podemos encontrar
un entorno U de z, tal que en la zona sombreada de la fi-

gura no se encuentre ninguna coordenada de wo a menos que

una tal coordenada pertenezca a,

E = {(a,b) ¢ [c co] : (a=s, b<t) & (a<s, b=t)} ,

. . n n
Por tanto, a partir de cierto T = = r .
s P m, Iz(mo) 'ﬂ'lzm(wo) &n? V n

De donde estudiar la continuidad por la derecha de la mar-

tingala M se reduce a demostrar:

a) Mzm(wo) ISI (No) 4;f::r§ Mz(mo) 1 1(wo) , si P(Si) #0

z Z
m

B) M, (w) I o (u) = M (w) I (), Vn, 2<n<k+l,
m Sz m - o0 Sz
m

si P(Sz) # 0.
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~ Y = e} = Y. emostre
Notaremos mn(gn, ) mn’zm(ﬂ’lz s ) n,z(wlz’ ). D e

mos a) y b).

a) Por (4.2.) es eguivalente a demostrar,

1 m > 1
..__.._.___._.E(M I ) S E(M I ) .
1 - 1 1 o 1
P(Sz ) Sz P(Sz) Sz
m m

Esta convergencia es cierta ya que,sumando y restando el

a 3 1 T
término, EMM It ),
p(sly ° Sem
!
1 y . 1 .
—— FllIgl ) E(MpT ) |S
P(S™ ) m P(S7) 2
Znm
< — - | e, 1 |+ =B, T ) - B0 T )
(St )  B(s st P(St) S s
= b4 < zZ A A
m m m
1 1 ’
< - !E(M ) E(M, I , ) - EQ_ I ,)
pcst )y pesh > g peshy ® gl © gl
o zZ Z A Z

b) Por (4.2.) demostrar b) es equivalente a ver
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5 Q(E7,d@) mox e

A% 4

"31‘ (E )‘:3)— -
nRTRY geg Q(ES, (0,2 19"

c.k-n
(Co,z_17)

- g .=
T E;n’w n! ZZJ o e k-n
o6, Q(E;,((0,2]%) ™™
! c,k-n n
((o,2] ")

para cada n, 2<n<k+l.

Fijemos o permutacién de {1,..,n}.La diferencia

<o Q(E?, ) s ey — Q(&?, ab)
m s 3 - m ,(0 J
w ch (0,2, ]S nRT el ((0,2] 9™
(Corz 19" ((0,2] H ™
) Q& , )

sumando y restando |l

o m (€ ,w) -
(0,219 ™ ™ q(E?, ((0,2 19 ™

acotando Q(£7,((0,2 1%)*™) por Q(E?, (0,21 ™), donde

z, es el primer elemento de la sucesidn,es menor & igual que

.
| lagl I e k-n ~ c k-n |— Q(E 2 T-n. T
) (€0,27% C((002]% |92, (o, - ]C
[ 1 | S | 1 5
1. ek ™ = - — | (&%, dw)
(2] ™ "™ 1, (0,2 19"™ e, ((0,2]H*™ | T
~/

y tiende hacia cero ya que, ((o,zm]c)k-n,ﬂ((o,z](:)k"n y

c. k-n

Q(£%, (0,219 ™ 7% ((0,2] ™)
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Por {ltimo, observemos que si (zm)m es una sucesidn
que converge hacia z en alguna de las otras tres direccio
nes, un razonamiento andlcgo al realizado en el estudio de
la continuidad por la derecha nos asegura que para W, fijo,

(Mz (mo), m>0) es de Cauchy, y por tanto tiene limite. #
m

Para finalizar, demostremos que,

Teorema 4.3.7.

Si M es una F~martingala uniformemente integrable, admite

una versidn continua por la derecha con limites por la iz~

quierda.

Demostracidn.

A . . l ~ ~ T ~
Sea M, el limite, en L~, de M, Y seg M = Mﬂz, M, = Mwﬂz .

Entonces, M es una martingala, tal que, para todo z de mi,

Mz = E(Mmlgz). En efecto, es F-adaptada e integrable por

ser M integrable y F-adaptada. Es martingala y satisface

M o= E(Mwlgz) por el teorema de la medida imagen.
Por el teorema 4.3.6., M admite una versidn M continua por

la derecha con limites por la izquierda y por tanto Mm. es

1
una versidn continua por la derecha con limites por la iz-

quierda de M, #
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§4, Proyeccibn opcionél vy previsible. Proyecciones duales,

En esta seccidn definimos y estudiamos las propieda-
des de las proyecciones opcional y previsible de procesos

medibles acotados, asi como las proyecciones duales.

Gracias al resultado obtenido en el teorema 4.3.6.,
dada una variable aleatoria U acotada, definida sobre Qk,
tomaremos como proyeccidn opcional, (respectivamente pre-
visible), del proceso asociado, la versidén continua por la
derecha, con liﬁites por la izquierda, de la martingala
E(U!gz), (respect, la versidn continua por la izquierda de
la martingala E(U‘gz_)).Més generalmente, si QZ, 1<n<k+1

con Qg : ((o,z)n x (R Sk-n) ——> IR es la

N
((0,z)S) k™

- n .o
analoga a P _, tenemos la siguiente

Definicidn 4.4.1.

Si {Xz, z e[b,m]z} es un proceso medible y acotado, sobre

2 . .
2, x [0,#]° v X, (w) = an(w?z(w),n;z(w)), sz.uxesg, con

an el simetrizado de an respecto la primera coordenada,
llamaremos proyeccddn opcional, respectivamente previsdible,

al proceso Xo, respectivamente X?,definido por:
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o ~ n =-..n,n - |

X (w) = E : 1 X (m ,w)P (m, ,dw)+I _+P(S7) EX_I .)

z p<a<kil 82 n,z lz z 1z Si z z Si
((0,2] KD

P | ~ n =, .n0,n - 1.~
(respect. X (w)= ; I X (0, ,wQ (0, ,dw)+I P(N)" E(X.I .))
z 2<n<k+1 Nz. n,z ?lz z ?12 Nl z X Ni

((0,2)HK ™

Por la propia definicidn, estos operadores definidos
sobre los procesos medibles y acotados, (son procesos del
espacio Lp, (p>1l)) son lineales, mondtonos y continuos,
entendiendo que son continuos respecto la norma de
Lp, (IIXIIP = E(IXIP)), y lo son, porque el operador de

esperanza condicionada es continuo respecto la norma de LP,

Definicidn 4.4.2.

Si X es un proceso medible y acotado sobre Qk X [o,w]z ,
llamaremos proyeceddn opclonal, respectivamente previsible,
a los procesos,

A A

P _ (g .- P
y Xz N (Xz TYZ) ﬂl

Teorema 4.4.3.

Si X es un proceso opcional sobre Qk X [o,mlz, entonces

x = x° .(respect., si X es previsible entonces X = Xp).
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Demostracidn.

. . 2
Basta con demostrar que si un proceso Y sobre Qk>c[o,w]
. o . .
es opcional entonces Y = Y . Ya que vimos que si X es

opcional, Xﬂz también lo es.

. 2 . .
Si Y es un proceso sobre Qk X [o,m] opcional admi-
te la siguiente expresifn,

Yz(w) = :E: Hn(ﬂ?z(w),z) I n(w) + h(z) I 1

2<n<k+1 S S
- z z

n . .o -
con H" y h funciones verificando las condiciones del teo-

' Ry n n . n ~
rema 4.2,1. Sea Yz(w) = ynz(ﬂlz(w),nzz(w)) si we Sz Y Yo,

es la simetrizada de Yoz respecto la primera coordenada,

Se verifica para todo ne IN, 2<n<k+1, Y - I = Hn('rrn y2) I
- z Sn 1z S
z Z
simetrizando respecto ﬂ?z’ §;z I n " Hn(ﬂ?z,z) I n 3 ademis
Sz SZ.
Y I = h(z) I .
z S1 S1
z z

Por la definicidén de Yo,

Y° = Z T | N L 2)PR (" Ldw) + I P(sl)-IE(h(z)I )
- ’
z 2<nk+1l  SP 1z z* 12z’ sl z Sl
- z c. k-n z z
((0,2]")
n n
= Zgj I H(m, ,z)+ I, h(z) =Y . #
2<n<k+l S 1z si z
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Definiremos el operador de proyeccidn en el conjunto
de procesos crecientes por dualidad.
. 2
Recordemos que si A a3 un prcceso sobre Qk X [o,m]
. . . . . A
creciente, integrable, tiene asociada una medida IM sobre

(([opmlz)k X [O:m]Z :st

s, que da masa

. )
([o,=]%* = [o,=]?
nula a los conjuntos evanescentes y es o-finita, es decir,
existe un proceso X c.s, estrictamente positivo.Que sea -g~-finita
equivale a que existe un proceso X c.s. estrictamente positivo,

tal que RIA(X) <o Esta medida HiA viene definida bor:
A, ) .
MT(X)= %]~ X dA , para todo proceso X acotado.
z 2z
[o,=T

+ it e

Ademis,la correspondencia entre A y ? es biyectiva,(ver [17]).

Teorema 4.4.4.

Sea A un proceso sobre Qk X [o,quintegrable. Existe un

~

"~
. . o . .
inico proceso creciente adaptado A, resp. previsible pA

tal que, para todo proceso X acotado,

da_ = d A

z

E[[o,m]"xz

respect. Ef _ x? da_ = E[ X dpAZ » ¥ les llamaremos

{b!éf [b;mf‘ ’

proyeccddn dual opelonal, respect. previsible del proceso<A.
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Demostracidn.

E1l1 proceso A-ﬂz también es crecientg e integrable. Sea
o(ATTZ) la proyeccidn dual opcional del proceso A*wz, la
existencia de un tal proceso es idéntica a la del Teorema-
definicidn 4 de [36] ya que en ella no interviene la forma
explicita de 1la proyeccién opcional de un proceso, sino dni
camente las probiedades del operador de proyeccién;
Definamos 02 = O(Aﬂz)ﬂl, que es un proceso creciente y adap
tado. Sea X un proceso acotado, por tanto Xﬂz también lo es,
y se verifica
AT, o | °(am,)
™ ((Xm,)7) = M (Xm,)

y del teorema de la medida imagen resulta el aerto, #

Teorema 4.4.5,

N ~ '
Si XO, (resp. Xp), es la proyeccidn opcional (resp. previ
sible) de un proceso X sobre Qk X [o,w]z medible y acota-
do, entonces para todo proceso creciente A adaptado, (resp.

previsible), integrable, sobre Q, x [o,w]z se verifica,

X° dA = X dA

A

7 A
(resp., E[ Xz da_ = E[ X_ dA_ ). Ademi3s A es indis-
2 5 2 z
[0,] [0,%]
tinguible de su proyeccidn dual opcional (resp. ﬁrevisi-

ble).
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Demostracidn.

Si demostramos un resultado andlogo para procesos sobre
2 - . I3
Qk X [o,WJ ya estaria, porque A-ﬂz es adaptado ¢ integra

ble y se verificarad
o .
Ef . (sz) d(A‘sz) = E[ Lk'rrz d(A1r2)
[o.] [o,]

y por el teorema de la medida imagen resulta la primera
afirmacidn. La segunda es consecuencia de la unicidad de
la proyeccidn dual opcional,
Sea pues B un proceso creciente, integrable y. adaptado so-
bre Qk X EO,WJZ . Sabemos, por el teorema 4.2,2. que admi
te la expresidn siguiente,
7 n o
Bz(w) B — Hn(ﬂ?z(w), }:{[wj,z]) Isn(w) +

2<n<k+1 -

+[ I () h(dx).
[o,z] 8

X

Calculemos E[ Xz de =
[Ofﬂb
s
= E(/ X I dB)+E([ X_ I . dB.)
z n 2 z 1 z
2En<k+l [-°’°°]L SZ [o’mlz‘ Sz

teniendo en cuenta la expreszidn de B y que h es no aleato-

ria, coincide con

~

L Efx I _ dB +fE(x I .) h(dz).
2<n<k+1 zosh s ¢ sl
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Fijemos n, 2<n<k+l, Se verifica,

_ ~ n n
E[ X, ISn B, = E[ an(ﬂlz’“2z) Isn de
z z

donde X (p) = x (nn (w) ™ (w)) si we st y % es la
z nz' lz 722 z ’ nz
simetrizada de X respecto la primera coordenada,

Fijemos una permutacidn ¢ de {1l,..,n} ,

Ef an(mrrllz(w),ﬂ;z(w)) I N de =

S
z

= Ej.xnz(ow?i(w),ﬂ;z(w)) I HH(OW?Z(w), dw)

S
z

. . . - n n
que coincide, por la simetria de Sz y H respecto ﬂn

con
1z ’

Efxnz(ﬂ?z(w),ngz(w)) I, Hn(Trrllz(w), dw) ,

S
z
y ésto no es més que,
EfXI dB_ .
z n z
S
z
Por lo tanto,
oo~ n n n -
Ej.XZ.Isn de = Ef xnz(ﬂlz,ﬂzz) Isn H(nlz, dw)
"z

z

desdoblando la esperanza en funcidn de condicionadas,

- E E X oGt ,at )y 1 HG® , da
- 70 IWn nz' "12°725 gD LA w) ) .
lz 22z 1z Z
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. n
Como H" es no aleatoria respecto T

= E <
-
1

c e o L
y por la definicifn de X coincide con,

o n, n = - o] n, n -
E n <sz I 0 H (le’ dw))-—E(J%z 1 n H (wlz, dw9
m S S
1z z z

Eljx° 1  dB .
Z Sn VA

z

22V 1z

#

i

Teniendo €sto en cuenta, y que E(X_ I ,) = E(X° I .) resul
z Sl z Sl -
z z
ta,
<
B (x) = E[XZ I m(T], d®) +[E(XZ I ) h(dz) =
‘ 2<n<k+1 57 s,

7. |
3 (o] n n et O .
E[ x° 1w (r®, dB) + E'[X I , h(dz) =
2<n<k+1 “ 87 Lz 2 si

(o]
MB(XO), que por el teorema anterior coincide con EIB(X),

i

y por la unicidad de la proyeccidn dual deben ser B y °p in

distinguibles. #
Ademids, se verifica el siguiente

Teorema 4.4.6,

~

Si X es un proceso en Qk X [d,WJz medible y acotado, X°

R ‘
respectivamente xP , s el {nico proceso opcional, respec-
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tivamente previsible, que verifica el teorema anterior.
. ~ 2 .
Si A es un proceso en Qk X {o,m] creciente, adaptado e
~
integrable, su proyeccidn dual previsible Py s, es el {ni
A
co proceso creciente previsible tal que A - PA es una mar
tingala débil, es decir, es adaptado, integrable y para

todo z'<z , E((A—pA)(z',z] lgz') = 0,

Demostracidn.

Basta, como anteriormente, con tener un resultado anidlogo
2 .

para procesos en Qk X [o,WJ . La demostracidn de este re

sultado para procesos en Qkx[o,w}z es aniloga a la de la

proposicidn 6 de [36] . #
Para finalizar, damos un resultado, que enunciare-—
mos por comodidad en el espacio (Qk,ﬂl(g),P) , relativo a

probabilidades P' con P'<< P ,

Teorema 4.4.7.

Sea P' una probabilidad scbre‘(ﬂk,wl(g)) con P'<<pP ,

Sea A un proceso creciente y PA su proyeccidn dual previ-
sible respecto P. Existe un proceso Y brevisible; finito

tal que YPA es una versidn de la proyeccidn dual previsi-

ble de A respecto P',.

Demostracién.

Como P'<<P, existe la derivada de Radon~-Nikodym Z = (300 con
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Z>0, CueS., e integrable, y por tanto finita c.s.
Sea {Zu, ue'mi} la versidn continua por la derecha con

; . . . 2
l1imites por la izquierda de la martingala {E(Z[Eu),ue Ry} .

Demostremos que las medidas ™" y'ﬂPA definidas para todo

proceso X acotado por

4 (%) =[ [ X, dp, dp' s ™MEA (x) =f fx a4 dp’

Q "R? Jo g2 ® z
Kk 4 k

son O-finitas. En efecto, sabemos que nﬁxlo es, por tanto

existe un proceso X positivoc.s,,de forma que ]MA (X) <w,

Sea X un nuevo proceso definido por:

-1
= Z
X I{

Eet]

+ ¢ I

Z>o0} {Z=0}

con ¢ constante positiva. Entonces,

Tﬂ“()‘() =f [ X dA_ dp' =f f X 7z dA_ dp =
Q ]R?‘ Z 2 Q ]R2 2 Z
kK k%

c ZI{Z=0} dAZ dP <

-1
1%2 Z "2 X I{z>o}dAz dp +/ /
k T+

< IMA(X) <o,

PA

Andlogamente se demuestra que M '~ es o-finita.

=A oL ) . . .
Como M~ es o-finita, A admite proyeccidn dual previsible
respecto P', que notaremos por PA .

Sea X un proceso previsible tal que, IMA (X) <o ¥ -]f;IA(X)<°°.

Los procesos,
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P : .
([Xu I{Zu_>o}d ﬁ)u son integrables, crecientes y los dos

iltimos previsibles,
Recordemos el siguiente resultado, ([16], VIi-7-27) :
Si (Bu)u es un proceso creciente y previsible, enton

ces dada Z variable aleatoria se verifica

\s

E(Z B,) = E([ z dB ) = E ([zu_ ds )

Utilizando &sto, se tiene,

=A _ '
ME (X I{Z_=o}) _f ]. X I{Z =0} da_ dr

2 -
Qk R+

por ser X previsible y dP' = Z d P

=] / Xz I{Z =o}Zd'pAz dP , por el resultado antes citado
) -
Qk R+

€sto coincide con,.[ f X I, o}Z_ d pAz dP = 0

. ) zZ LZ=
Qk 'R+

Por lo cual,

mA(x) = WA (x Tz =0} * ™A (x Tz o)) =J j K21, ,q184,47
R .

b By

Por otra parte,

?ﬁPA(X)=i[ ‘j Xu Z d pAu dP, por el resultado citado y por
2
Qk R+
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ser X previsible, coincide con,
’ - A
X Z dA_dp = M (XZ ) .
Q JImzY - ¢ -
k +

— _P
De todo lo anterior, se deduce que mA<<]M A, y por consi

: - _P
guiente, cualquier proceso Y previsible tal que Dﬁ\=YD4 A

resuelve la cuestidn. #
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