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INTRODUCCION
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En esta introduceidn, ciespués deb un breve resumen de los ante-
codentes inmediatos de nuestro trabajo, dmﬁos los enunciados de los resul-
tados de esta Tesis y a la vez los situamog en el maroco de los ya conocidos,

Sea W una variedad kahleriana, compacta, de“ dimensién compleja

n, Sea b —’-2-7\ W un fibrado de linea, complejo, hol;)morfo. Designemos por
oA(E) la primera clase de Chern de E., Designemos por J‘lP(E)‘ el haz de géz\-f
menes de p-formas holomorfas sobre W, a coeficientes en E. Dada una 2-for£ua

‘antisimtrica } de tipo (1,1) sobre W, llamaremos simetrizada de ) 1la

. 2-forma simétrica s(}) definida por: s(Y )(X,Y) = ¥ (X,JY), donde J es

el operador que da la estructura compleja sobre W. Se dice que o 4(E)< 0
(respecti\famente c (E)=<0) #i exiéte un representante Y € ¢ ¢(E) tal que

- s( )f) es una forma cuadratica estrictamente definida negativa (respecti~

vamente, definida negativa en sentido no estr:{ct_o) en todo punto de W.

Analoganente se define oi(E) >0y ci(E)Z 0.

Akizuki y Nakano [1] demostraron el siguiente resultado:
Teorema de Akizuki-Nakano.- Si °4‘(E)\< 0, entonces se verifica

H¢(W,.Q?(E)) = 0, para p+q < n-1.

Anteriormente Kodaira habia obtenido uno de sus mas femosos

teoromas [6]:

Teorema de Kodaira.- Si 01(E®K(W)*) > 0, donde K(W) indica el
fibrado candnico de W, entonces H‘;(W, J2°(E)) = 0, para O<qgn.

Puede demostrarse que cuando en el teoroma de Akizuki-Nakano
se toma"li P = 0 ::sev obtiene un resultédo equix}a.lente a.i toorema de K'odaira:;‘

Si en éste se toma como E el fibrado trivial se obtiene:



Teorema de Bochner (C.2 J,teorema 6) .~ Si ¢, (W)> O,enton-
ces h®'Pan??°.0,para 0 < p<n,donde nP'%ainm 84w, (1)) (1 in-

dica el fibrado trivial). \

Bochner habia enunciado éste reéultado con la hipétesis
R> O,donde R es el tensor de Ricci,en lugar de c,(W)> O.

'I‘o’dos estos teoremas son falsos si se sustituyen en cada |
uno de ellos,las hipétesis,por las siguientes:

c,(E)<0yen el primero,

c,(E®K(W)" ) 0,en el segundo,y

c, (W) O;en el tercero.
Ello puede probarée con ejemplos féiciles.

¢Qué resultados pueden obtenerse con este tipo de hipd-

tesis?

L)

Hay que poner de relieve que c,(W)? 0 implica que W es
una variedad algebraica (Kodaira),mientras que c¢,(W)» O no implica
que W sea algebraica.Saltar pues de la hipétesis ‘c,(W)? 0 a la hi-
pétesis ¢,(W)2 O equivale a salirse del marco de las variedades al-
gebraicas,

Lichnerowicz ha demostrado el siguiente resultado C 9Jque
generallza el teorema de Bochner: \

Teorema de Llchnerow1cz.- (a) Sic (W) 0,toda p~forma

holomorfa que se anule en un punto es idénticamente nula,y ademés
o
K’ %P < (%) yPATa O <P< M. _
(v) Si ¢, (W)» O y en un punto de W la desigualdad es es—
hP9°=h°’P

tricta,entonces =0,para O<ps<n,

Enunciemos ahora los resultados que obtenemos en el pre-
sente trabajo : |

Teorema 1.-Si existe un representante X e c(E) tal que
la forma cuadritica pR- E‘- traza s(¥)g2%0, ¥y en un punto de W es

estrictamente positiva,entonces Ho(w, .O."(E))--O.(R indica el ten-—



sor de Ricci y g la métrica)

Corolario.-Si R0 y en un punto de W es estrictamente
positivo,y si traza de c,(E)< O,entonces Ho(W, SLP(E))=O.

Teorema 2.-Si existe un representante g{-{_e c,(E) tal que
pR— é— traza s(r)g <0,y en un punto de W es estrictamente negativa,
entonces TP(E")=0,donde T'(E") indica el espacio vectorial de los
p~tensores holomorfos a coeficientes en E .

Corolario.~Si R< 0 ,y en un punto de W es estrictamente
'negativo,y si traza de ¢,(E)» O,entonces T(E")=0.

Teorema 3.~Si W tiene dimensién compleja n» 2,y c,(E)< O
con rango de ¢,(E)» 2 (rango complejo,es decir rango realy 4)en todo
punto de W,entonces H'(W, n°(E))=0.

El teorema 3 puede aplicarse para calcular defj.ciencias
de fibrados: '

. Si S es una subvariedad analftica no singular de W,de di-
mensién compleja n-1,y ES ihdica la restriccibén de E a S,Kodaira y
Spencer introducen { 73] el concepto de deficiencia de E con respecto
S de la siguiente manera:

Sea r la restriccién QO (E) —— s .fl?(E'S).Se define
la deficiencia def(E/S) (Se lee deficiencia de E con respecto. S)
vpor la f6é6rmula @

def(E/S)=din E(S, .(\‘_’(ES))-dim o, Ho(w, O2(E))

Se verifica siempres

def(E/s) < dim HY (W, O2(E®{sY’ )) ,donde |5} indica el fi-
brado de linea ‘asociado al divisor determinado por S.

Nosotros ,como corolario del teorema 3,obtenemos:

A"I‘eorema 4 «-Si la dimensién compleja de W es mayor o igual
que 2,y si ¢,(E)& 0,con rango de ¢,(E)»2 en todo punto de W,enton-

ces se verifica: def(E/S)=dim H*(wW, 0°(E@{s}")).



Obtenemos también: _

Teorema 5.-Si c,(E)< O,con rango de c,(E) constante,lgual
a k,sobre W,entonces HI(W, O°(E))=0 para O< q< k=1 .

Cuando k=n este teorema 001nc1de con el de Akizuki-Nakano
para p=0.E1 teorema 5 puede enunciarse de es‘ba otra maneras
_ " Corolaric.-Si c, (BE®K(W)* ) O,ycon rango de c,(E aoK(w)")
constante igual a k,sobre W,entonces HQ(W,S\.(E))=O,para n-k<q< n.
Si kzn,este'teorema coincide con el de Kodairs.Caso particularmente‘
interesante resulta al considerar como E el fibrado trivial.Se ob-

tiene entonces:

Corolario.=-Si c¢,(W)» O,con rango de c,(W) constante igual

a k,sobre W,entonces h¥’%ap’'?

=0 para n-k<p<n.

Cuando k=n este resultado coincide con el teorema de Bochner.

Teorema 6.~Si W es,una.' variedad de Hodge (es decir,alge- |
braica) sumergida en un espacio proyectivo complejo,y si .R es el
tensor de Ricci de la métrica de W inducida por la métrica de Fubi-
ni.,si R» 0 se verifica hp’ozho’p:sO,para n-k < p< n,donde k es el mé-
ximo de todos los rangos de R en los diferentes puntos de W.

Son también de cierta 1mportanc1a.,aunque no nos hemos
atrevido a bautizarlos con el nombre de teoremas,los resultados
que en el texto vienen enunciados como proposicién 1l y proposicién
12, |

Conjeturamos que los teoremas 1 y 2 siguen siendo ciertos
sustituyendo en las hipétesis el tensor de Ricci,por un represen-
tante cualquiera de ¢ 4(W) .Estos resultados se obtendrian automitica-
mente de ser cierta la famosa conjefura de Calabi

Sobre una variedad k#hleriana compacta,dada una forma
cerrada de tipo ( 4,4 ) 'IZ'EC“L’ dz* A dz° ,cohombloga a -—-R 5 dz* A dE?,‘

existe otra métrica de Kihler cuyo tensor de Riceci es(c ) -<5_>‘ +Esta



conjetura de Calabi data de 1957 y'continua abierta., Nuestra conjetura
referente a los teorémas 1y 2 es mas débil. |

Algunos de los resultados expuestos en el.presente trabajo
fueron enunciados en publicaciones anteriores [3], [4].

Hemos empleado, sin ningin reparo, coordenadas en nuestros
cdlculos y toda suerte de indices sin preocuparnos de que tomaran una
apariencia que hoy en dia se ha venido en llamar "no intiinseca". Sin
emnbargo los :esultadps que obienemos son “intrinsecos". Los cdlculos
son siempre pesados, pero necesarios y cada cual los hace a su maners.

A fin de cuentas dice Antonio Machado que

", ,.la verdad es lo que es
¥y sigue siendo verdad

p Aef?
aunque se plense al reves",

No me queda sino agradecer a mbs profesores José Teixidor
¥ José Vaquer, a quienes debo gran parte de mi formacidén matemdtica, su
ayuda de todo orden, Gracias a sllos entabléd contacto con el profesor
André Liohnerowioz, a quien agradezoo sobromanera el interds que se ha
tomado en mi traBajo,.sus orientaciones y las conversaciones que hemos

sostonido sobro Geometria de las variedades kahlerianas.



CAPITULOI : PRELIMINARES

1 2-3-2-3 3-3-3 -2-%4 11 - 7 + 3 2 -2 3333 3 ¢_F -}-2-3_4 2 3

Trabajaremos sobre una variedaci kiihleriana,compacta,W,
de dimensién compleja n.Dadas dos formas ¥ y V¥ del mismo tipo,
sobre W,designaremos por (¥ ,¥) la contraccién de ¥ y ¥ res-—
pecto la métrica.la razén de adoptar esta notacién es que ( , )
constituye un producto escalar (local,es decir en cada punto) de
formas.Obtenemos un producto escalar global de formas < S

por integracién sobre toda la variedad :

< v, \}J>=[(Lfly) n (  indica el elemento
w de volumen)

‘Designaremos por d la diferencial exterior,éue se des~-
compone en d'+d".Designa,rerﬁos por § , s’ Yy $" los operadores tras-
puestos de d,d° y d°“respectivamente,mediante el producto escalar
de formas ¢ , > .Se verifica § = £+ §" .Designaremos por A
la laplaciana de de Rahm .:+ & = 4§+ Sd.En las variedades k¥h-
lerianas se verifica: A =2(d'S'+ §'d')=2(a"S+ §"d4").Designaremos
por A =2(d'§'+8'ad) ypor Oo'=2(d"F% S"xd").Se tiene pues

A=A =N . (Esta igualdad es especifica de las variedades k&h—
lerianas.Para las férmulas explicitas de los operadores § ¥y A
remitimos al libro de Lichnerowicz [ 8§ 1 .

Sea E = W un fibrado de linea,holomorfo,sobre W,es
‘decir un fibrado vecorial,con fibra €,dado por funciones de transi-
cién holomorfas.El grupo estructural de E es € (grupo multiplica-
tivo de los niimeros complejos no nulos) .Designaremos por: E" el fi-
brado dual de E.Si E viene dado por funciones de transiciég &fi;jg

b _ { , w |
Sobre un recubr:.mlent‘o Uix de WyE vendrd dado por las funciones



de transicidén {f;;ls .

Dar una estructura hermitica sobre E consiste en asignar
sobre cada fibra {x) un producto' escalar hermitico hI dependien—
do diferenciablemente de x,en el sentido de que si Y y ¥ son
dos secciones diferenciables de E,la funcién hx(Y’(x),WJ(x)) depen=—
de diferenciablemente de x.En términos de trivializaciones locales
¥y funciones de transicidén,una estructura hermitica,positiva,sobre
E consiste en una familia a = {cL,I 13 ydonde cada a. es una funcién
real,positiva sobre U, de modo que ‘

,“fij(x)hz = .{§%§% sobre UinU:j .

Siempre es posible dar una estructura hermitica sobre E.Designemos
por ¥ la forma diferencial de tipo (4,1 ) sobre W definida so-
bre cada U;j por h}.: '] J'J",&? %j +Se verifica que :f,—c- es un

representante de la primera clase de Chern de E(que designaremos por
c,(E)).

El fibrado canénico de Wyque designaremos por K(W),es
el fibrado de linea dado por el sistema de funciones de transicién
{Jijk de jacobianos 3 o ‘\\g

.JL.‘='3(2?".;EF) , BN \
}oo (3.2 \

o dicho de otra mdnera,el fibrado de linea asociasdo a la clase ca-
nénica de divisores.

La primera clase de Chern de la variedad W,que designa-
remos por c,(W),es por definicién c,(K(W)"),es decir -6,(K(W)).'
- Si designamos por R el tensor de Ricci de W,la forma diferencial
‘ 5%13*5 dz°A dz% es un representante de c,(W).

Designaremos por s(¥) (simetrizada de ¥ )la forma simé-

trica definida por: s(¥)(X,Y)= ¥(X,JY),donde J es el operador que



da la estructura compleja de W.Diremos que c,(E)< O (respectivamen-
te c,(E)< 0) si existe un representante Iec(E) tal que s(¥) es una
forma cuadritica estrictamente defzmlda negativa (respectivamente,
definida negativa en sentido no estrlcto)en todo punto de W.Anialo-
gamente se define c,(E)>0 y c,(E)> O .Estas definiciones,aunque de-.
pendan de un representante son intrinsecas de la clase de Chern en
el sentido de que no pueden existir en c,(E) un representante pos‘i-
tivo y uno negativo al mismo tiempo.Para ello remitimos por ejem-
plo al g.rticulo de Lichnerowicz £ 9] .

Designemos por T -=—» W el fibrado téngente.CQnsideremos
el fibrado A’T @/AMTQE como £ibrado diferenciable.Desigﬂaremos
por QV ’q(E) el haz de gérmenes de secciones diferenciables del
fibrado anterior.Una seccién global del haz _ﬂ_p’q(E) es,por defi-
nicién,una forma de tipo (p,q) a coeficientes en E.Una tal forma
puede darse por un sistema {\Pl { de formas de tipo (pja) ¥; ,s0-

J

bre cada U;j yverificando la condicibn : = sobre anUk'.

A las formas a coeficientes en el fibrado trivial las lla—
maremos en adélant9 "sin coeficientes". |

Para las formas de tipo (pyq) a coeficientes en E,defi-
nimos los operadores d, ,d" , S' ¥ Se (relativos a la estructura

hermitica o ={a:}j del fibrado E) de la siguiente manera: sobre ca-

da Uj se define : -

) = a. = ' Q. ”(P
(A“‘P);.—JA(J) Ao ="y 5 (8'PL= 5% ; (61 9)=S 4)'

Con estas definiciones se verifica que d', ¢,d"¢,S'¢Y yS. ¢ son

formas a coeficientes en E.Comprobémoslo por ejemplo para d' P 3

a-d'({#})z o d'(—M)= a J( (f"qk)=o~ o' ——&—ia-)

o
zzaf A(_L_)+J;°né/\°~ _a: 5

pero este Ultimo término es nulo a causa de que las fkj:SO.n holomor-



fas.Asi pues @ . .

. : . t
o ol'(j:%.\= “%i"d ( {%)=.£;‘1,:an Ol( “(:%;;\
como querfiamos demostrar.

Para las formas a coeficientes en E definimos el produc- -
to escalar local relativo a la estructura hermitica o= -(%:‘3 de E,

poniendo sobre cada U, :

A
(o) )= 205 %) -

( ¥,¥),_ es una funcién sin coeficientes puesto ques
Ti';. (% ”‘5’3‘ E{;(%&Y)}t //;,'h\ﬂ.)= i’;‘f‘f (("’n ! Vﬁ)" ’i:(?h ’_Vé)
en an Uk .
- Definimos el producto escalar global.relat;‘.vo a la estruc—
tura hermitica a-= <°‘~‘.‘3 de E,de la siguiente manera |
b <cP,«u>k=fw'(‘P,w)m'z_
donde h es el elemento de volumen de W.

Si ¢ es una forma a coeficientes en E y W es una forma
a coeficientes en E*,se define el producto exterion: P A YV de ma-
nera natural,como una formé, "gin coeficientes".

Designemos por % el operador definidov sobre las formas
sin coeficientes por: »e¢ =i(a )7 +(i( ),ind'i'ca contraccion inte-
rior).Se tiene _pr’q(/l) J—-—»Sﬁx—q’n—p(xl ) (donde 4 indica
el fibrado trivial).Designemos por % el operador que consiste en
aplicar primero ¥ luego conjugar.Definamos :

_QP"YeE) —f—-b_ﬁf__p’n-q(E) yde la siguiente manera:
) ;A:;_fx'- ‘9 .Se verificas \
<P, W = fw N

Se comprueba también ficilmente que :

<d P, W= <9, Sy
<L W = < e, SU¥YS .
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Podemos definir ahora las dos laplacianas ( relativas a
la estructura hermitica a ={a.}de E):

N o= 2(dls' S A

(=

ol o= 2 (Sl + 814

Cuando E es el fibrado trivial y a = 4 estas dos lapla-
cians son las laplacianas 'A' ¥y A" que hemos definido antes,y
se verifica A= A= A" por ser la variedad kihleriana.Pero
en general A'.. ¥ A no coinciden.Mis adelante calcularemos su
diferencia en términos de la primera clase de Chern de E.

Las laplacianas A', y O son operadores estrictamente
positivos en el sentido siguientes < ol ¥, $>, >0, <L ¥ ¢> %o
¥ las igualdades s6lo se alcanzan cuando ¥ es idénticamente nula.

En efecto,se tiene 3

LA, P 7 =2<daP,da?z +2 <8 8¢ »o0.

Si designamos por _Q_p (E) el haz de gérmenes de p-formas
holomorfas (de tipo (p,O)).Ia coeficientes en B,y por H'’%(E) el
espacio vectorial de las formas de tipo (p,q) _a,_\coeficientes en E,
que son A';-afménicas yse verifica el siéuienté \ispmorfismo,d‘ebidol ’
a Hod‘ge,l)olbe&ult y Kodaira o |

- #YE) - #(w, o8(E)).
Una demostracién de dicho isomorfismo puede encontrarse en el li-
bro de Hirzebruch T5]. Este resultado pone en evidencia que la
laplaciana A';' es muy importante.Por esta razén es muy empleada
en la literatura,mientras que la laplaciana A'm apenas se usa.
Gran parte del éxito del presente trabajo consiste en emplear con-

juntamente las dos laplacianas A:_y Ao o

Terminemos este capitulo con algunas notaciones.Siempre



1

que empleemos indices latinos supondremos que varian de 1 a 2n,mien-
tras que cuando empleemos indices griegos supondremos que varian

de 1 a n.Si i es un fndice,i inicard i+n si i< n,6 bien i-n si

i> n.Siempre que empleemos coordenadas reales en una carta local

U,(x?eex™,¥*e.oy™) supondremos que verifican J(%ﬁa)=711,J(5L;)=—;§;(?

o7
Designaremos por z°= x*a+my™ , ¥ por z"= x*=V% y* .Siempre que

empleemos coordenadas de un tensor o de una forma con indices grie-

gos las supondremos referidas a (2z%,2%).



CAPITULO II : CALCULOS REFERNTES A LAS LAPLACIANAS AL Y A

-3-4-3%-3-$-3-2 33§ 3 =1-2 3+ 1 - 13 3311 3 1 1 i -1 21 3t -2 3 3 F- 3 3% 2 3 3 %33 |

Designemos por F la forma de Kihler de W,definida por:
F(X,Y) = g(ﬁX,Y),donde g es la métrica.Designaremos por A ¥ L
los operadoress A_ =i(F) (ocontraccién interior por F),L=e(F) (pro-
ducto exterior por F).Los operadores A y L transforman formas a
coeficientes en E,en formas a coeficientes en E,y son trasﬁuestos
uno del otro respecto del producto escalar < , .

Proposicibén l.-Se verifican las siguientes identidades :

(1) Aot did”= -V aCr)  (4) S'S) +S0S =T A(Y)

(2) Ad'-d"A=-¥ ST (5) SLL-LSL = vl
(3 LS-S'L=vrd" (6 dal-Ndo=-VF Se
donde K viene dada sobre cada Uj por: ‘(a. = \-4 J‘J",&?O_J‘ ,

Demostracién: (4),(5) y(6) son las traspuestas de (1),(2)

¥ (3) respecto el producto escalar < > (2) y(3) son las mis-
mas que para formas "sin coeficientes" y se suponen conocidas.Re-
mitimos,por ejemplo,al lector al libro de Lichnerowicz [§ J.Basta

pues demostrar (1).En cada carta local U‘;_, ge tiene

4“A'«Le-=4"<w'<—£m=M'v £ n)-

H o "
A G = A Ly ain g Ay ap n A
Por otro lado:
v A “ '
@ = . o = al &. ¥ A “
J.,\JJ CZ,J(QJ. J) d'd"e /57 AJ‘P
Sumando,y teniendo. en cuenta que d ‘A J"A nO,se tlene:

J”d"k Al J” = w y/ g - _ {44 .
<  +d_ )‘9 JJ%Q{JA‘S_AJ ry/\gg
0 sea: @.”JLJfJL J“) @ =\ 2(6’)30 scomo queriamos demostrar.

12
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Proposicién 2.- Se verifica : A% - A, = &'(J\.P-(\’\‘&(X”\\

Demosrtacién: De (2) se obtiene :

=Sl = - Ndtdl+ dt A dy

oS = — Al A
Sumando: : \ L
(7) L V7 ba= -AJ"J‘ A"AJ'«-JLA4‘+ d d" I

z
De (6) se obtiene:

FoS. A= A dLd - di e d"
vooANSh = AL - dtdl A
Sumandos . '
(8) — VT &L = Ad 4"—4LA4"+J'J\JL-J“JLA
De (7) v (8): . o
o VI (AL-D5)= —J\_(J"al'+0" d")+ (oz A"+ A“,( VA =
= vi (Aalx)- 2 A)

como queriamos demostrar.’

CALCULO LOCAL DE N.YAY s Situémonos en una carta local

Uj fija.Para simplificar la notacién escribiremos & en lugar de -
¢ 3" ¥y a. en lugar de a j «Introduzcamos algunas notaciones .‘Da.do
un tensor simétrico t,covariante,de tipo ( 4,4 ),designaremos por
Q°(t) y Q"(%) los operadores' que actuan sobré'la;s formas ¢ de ti-

po (p,q) de la siguiente manera: |

(¢ (k)?)ﬂ.---/;,_"f..-.?%: - 4“ L‘ ..A /{- ('lpgob..b/;c4 T,
£ 1%

N A
((D (tytp)k‘___“f,,..fi (g_,\)l /tZ' A TV, 35;_

Designaremos por K el siguiente operador:
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Py T B

donde R‘,E.P son las componentes del tensor de curvatura.
Antes de calcular las laplacianas A', y A'L necesita~-
mos algunas expresiones de la laplaciana ordinaria A (para las

formas sin coeficientes).Es bien conocida la siguiente expresidn:

B, (2, = — VA LP Ty %’R‘f ‘ﬂ._.(ggg../\,a...%;

4

+ JZR * \IOA Ty T < g.,r{‘ie%a‘- (fz...(g\;_..ﬂﬁ,..(a‘—)}..ia_
donde (k) 1nd1ca que el- indice k estd situado en el lugar s.
Fac:leente puede verse que H
AP = -V, P+ @' (RYp+ @"(RYp+ 2 K(so)
Pero:-—VV =-v* Vz- % ‘:—ZV7V+(V VV)
¥y de la identidad de Ricci se deduce facilmente ques
V% -V = @'R)- ©'(R)
.Se tiene pues la siguiente expresidén de A |
AY=-2V YV @+2@RYP+2K P
Andlogamente puede obtenerse esta otra expresiGn:
AY=-2VV, P+2Q'R)p+2KP
Pasemos ahora a las laplacianas Al y‘A':\ que nos 6cupa.n'.
Proposicién 3.-Se verifica v: A‘L = -zVTVz. —,g(a Vza-‘) VZ‘
+2 Q" Rws(n)+~ 2K /,dondo R oo ol tensor do Ricel.

‘DemostraciéniSe tiene t AL ¢ = 2d"(a$"(a¢))+2aS " (ad"¢).

Es deoir 3

\ E ’ L . -
(Da Pig . 552

- 2 Eg,&‘:": (Z:A{avz-(o{‘ 803....3,25-,_..& ) E

fl

(ﬁ")! %
T as qu 2 i'»‘cﬁ.sx’g_ e .
2o VHa W, oo V7 g e Vv A
2 rcf Ty S o ) :
@-1)! -5 Y {(“ Vi) (P&---S,_Z&'t..ﬁ-‘gg - 2 (aVia)(d ‘f’)[g. iz



-V ( J"‘f’); $1er08, T T .Observando ahora que la suma del primero

¥y Gltimo término da la laplaciana ordinaria A ,se tiene:

“ _ ' 2 AT ',_ - £, o
(A“ (P)!.-u: T... 5 "(A q’)g,.. GE-E ('-{_'__T)-! E?: % /’1 \( Via ) ‘Ps....gru:...q; k
_ 2 (a T (L),

Pero:

14,.,T..E,

. A R
(J (P)zs....s,.i-....?, - ‘§T fz?....—’a, V,?LP,,...,,/-.,_,I-.—_*

En esta expresién de J"¢ , cuando 4- 7 se obtiene el término:

. Vz b _ p ¥y cuando Z=F~ (e v Py ) se obtie-

!0""‘.1'4...(‘.‘
nen q sumandos iguales cuya suma vale:
A ;‘Fl"Fg. v
- (?-“).' .7 /a 5,...3’_/,/.‘,,7-:'_

'Sustituyendo en la expresibén de N ¥ que teniamos,se obtiene:

() (Ba ¥ pne, =(B9), oo - 2 EmE LA@V)E e

$ee 3n Ty Ty (7_ 4)!

y - ""“/’"
(c\V )f ?*V‘f)

T o
_Z(aV « )V}‘- Lﬂ‘..,gt—?‘..-?‘_ + (‘3— By S e TRy

Por otro lado,tengiendo en cuenta que S’(‘-)_‘ V% by o yse tienes

Comparando con (9) se ticne:
B S PN L
y tepeiendo presente la expresién de A que habiamos obtenido:
A= L2V 2R R 2K
se tiene el enunciado de la proposicién.
Proposicidén 4.- Se verifica:

Ay = =% VA $ -2 T (anat)pl 20 R3NP+ 2 Kep

15
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Demostracibn:
4 Alokp afct _ Ayt
(oL ®) 5 = —(;_J_)T & sA \ { (%Y)/\ i ® ‘q\x 2V a“ )’~9. a5
Aok ' 2 ™ kn NS
= :f:ﬁ 63- : v/. (g )L L/- 'E; "‘)! E“'. (av‘ )(S (f)‘l "‘/‘?""?t

La sumg del primero y/'%/ltimo término de esta expresibén,da la lapla-

ciana ordinaria & .Se tiene pues:

5T

(.9, .. - =(n"), .(}é- ot (o & ) Pty m

..gr-:‘.'- 'Y

TP - e

En este dltimo sumando,cuando A= g, se obtiene:

~2 V{(aTa) ‘f’g....g,?-.—.a]&

HEE T (%=, ,;,...g§-=(m>. e

y cuando K= ,S7,---%% , se obtienen p sumandos iguales cuya suma

0.%,.)( S.QZ VT‘ {( v a) q? JX

Sustituyendo en la expresibén que teniamos de A'& ;8e obtiene:

(10) (AL (P)h--fs,.?,..-?? =(A ‘\a),.,-_sﬁ....‘f‘ - .,)l “t /%(0\ ‘)

-2 VA{(“ _‘)(F AT "-':\3 (;» 4)i - v {(m ‘F"? “}E"E:)
Por otro lado: |

(otsems) o = - BN (T (e Te)) oy

vales



17

AOQ

A AO-. .--
4)1 ga- »V {("‘V ) %o 3,3: c}S"" Y g:.- 8, ( Va )Vg%o‘..hﬁi..:'c'ﬁ_ .

Comparando con (10) se obtienes

\

Da®=0P-20(x))p-2 v (aVia) ]3 )
y teniendo presente que & = ~< VAV + 2 PRY+2K,

se obtiene el enunciado de la proposlclén.

FORMULAS GLOBALES :

Si ¢ es una forma de tipo (pya) a coeficientes en E,de~
signaremos por A(P ) 1la forma de tipo (p,q+4 ) ,a coeficientes
en E,definida en cada U;j por @

Al o

(ay )4.,-- ,/‘»?.---‘1':, )} - 7‘~ (kﬁ....z,%,--.% )

*F

\

Proposicién 5 .= Si ¥ es una forma de tipo (p,q) a coefi-

cientes en E,se verifica:

ALY, P> -2 < (0"(R+ s+ R )P, Py = 2 (%)< Ale), AleY)
Demostracién:Sea 3 la forma de tipo (0,1 ) "sin coefi-

cientes",definida sobre cada Uj por:

G )J /‘ 775 (% “_._T)‘F""" e

donde "f’ kB indica (Rt TnTy
Por comodidad,cuando no haya lugar a confusién,suprimi-

remos el sub-fndice j,y escribiremos o en lugar de & .Caléule-

‘ J
mos & S

S”?:‘;,—‘{,Vr( GG PO i’“)?

i

\../

Vad -4 —._? : » _ - F =
f 3“ <V ’" LC g /'?T;, (Vryz ﬁ,.x,f_.f?)‘f"",‘* Gty
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..ﬁ%(V/.ﬁ“&“_‘,‘E )(V/‘” ‘-~ hp T "-E‘:.) K

Por otro lado,en virtud de la proposicidén 3,se tiene,empleando el

producto escalar local ( , ) ¢

(n 7L = (e )0, 7)== (T Lh e

- NG ey ) P - 2T

f¥ T
- * P hi- A TT "
-+ ‘_———fT‘?-.' ‘Zv- ﬁ....ﬁ,'f,_,_f; V/" B hureohs t.:: 2 8"T 2 (a+4) (A(‘P),A(\?)}o\ ]

Integrando esta expresién sobre toda la varidad y tenien-
do en cuenta que j '3 = 0, en virtud del teorema de Green( $'3 es
una divergencia),sewobtiene el enunciado de la proposicidn.

Si ¢ es una forma de tipo (p,q) a c'oefici‘.entes en E,
designaremos por B(P ) la forma de tipo (p+4,q) a coeficientes en

E,definida en cada U, por s

B )tz ); = % G (4 ez, )

Suprimiremos como siempre el sub-indice j cuando no ha-~

ya lugar a confusibdn.

Proposicién 6.- Si ¥ es una forma de tipo (p,q) a coe-
ficientes en E,se verificas '

<oLP, 9> - 2< (QUR=-sN+K ), P33 = 2(A+4) <B(P),/BLAY, )

DemostraciéniSea § 1la forma de tipo (/1',0) sin coeficien-

tes,definida sobre cada U por:

J
(—3/* \,}' N /_‘-.'A—-—%’ {‘/7‘ “J-'A lf"----e(%. )1?

Se tiene,escribiendo abreviadamente:

.“H
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) = . - ) a’ 73

Calculemos &'S
$% - i FN QT )T - ) (7 7y
_@ NG ) F - (VY P) P a ey F
Se tieneyen virtud de la proposiciébén 4:
: : u
(any,v) -2((e'®R-sGVN+KY ¥, ) =2 8 1=
= 2 AL N Va0 Po 7 (77 ) Pt L0 77 +-{Fa)p 77 F |

JXEL
= 25« R ¢) 7/ (0B )= 2(pra)(BL¥),BLe)).. .

Integrando esta expresidén sobre toda la variedad se obtiene el eiun

ciado de la proposicién. : ' : S
N ' ! {

\
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CAPiTULO III : PRINCIPALES RESULTADOS

BEIXDNRTIS XIS BE EX EX I't £ B3 £ K2 IX £3 DS B 23 £3 £X S O DS 35 K3 R X &% )

Definicidén.- Si P es un operador cualquiera que actua
sobre las formas de tipo (p,q) a coeficientes en@,transforméndolas
en formas de tipo (p,q) a coeficientes en E,diremos que P es estric-
tamente positivo en un punto de W,si en dicho punto se verificas
(p(@),% )°~7/ 0 ,y la igualdad sélo es alcanzada para las formas ¢
que se anulan en dicho punto.Cuando P sea estrictamente positivo
en todo punto de W escribiremos P> O.Definiciones anidlogas se dan

para P20, P<O,y P<£O.

El operador Q"(R+s(¥))+K que aparece en la proposicién 5,
es el operador de Kodaira[é] (Kodaira lo designa por g% 3(¥) ).
Cuando este operador es esirictamente positivo pueden obtenerse de
la proposicibn 5 los famosos “vanishing theorems" de Kodaira median—
te el siguiente ragonamiento : . ‘

Si ¢ es una forma de tipo (p,q) a coeficientes en E,

f-arménica,por ser A ‘f’=0,de la proposicién 5 se deduces:
-< L(Q"(R+sXN+K ), Y >= 2(gea) < ALe), A

Por ser Q"(R+s(¥))+K> O,el primer miembro es negativo y el segun-
_do pu. . iuego ambos deben ser nulos.De la anulacién del primer
miembro y de ser Q"(R+s(s))+K>0 ,se desprende que ¥ debe ser idén-
ticamente nula,por consiguiente H''3(E)=0.

Asi pues,de la proposicién 5 salen los teoremas de Ko
daira. ¢Y de la proposicidén 6,qué se puede obtener?

En primer  lugar observemos que en la proposicién 6 figu—

ra la laplaciana A o sPero en virtud del isomorfismo de Hodge,
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Dolbeault y Kodaira,las verdaderamente interesantes son las formas
dk—a.rménicas .
Sustituyendo en la proposicién 6 AL.por AZ;rz(jta(r\-acrp\)

(En virtud de la proposicién 2),se obtiene la siguiente proposicién:

Proposicién 7.~Si Y es una forma de tipo (pyq) a coe=-

ficientes en Eyse verificas

< NP, “PZ ~2<KTe), ey = z(;@) <BLe)/B(P)
donde ¥ es el siguiente operador:

T= 2 (XY - a(¥)+ @ (R-s(¥))+ K

Por el mismo razonamiento anterior,cuando T sea positi-
vo se obtendrin otros teoremas de anulacibén.Pero de momento T es

un operador complicado.;Cuidndo T serd positivo?

CALCULO LOCAL DEL OPERADOR T t.

Proposicién 8.~ Se verificas

T(e) = = 5 Eus(®) v+ @"(s) ¥+ Q'(R)¢ + K (%) .

donde tr s(y) indica la traza de la forma cuadritica s(¥).

Domostraciéns Probaremos que

(4(‘()]\_' J\_z(x\) P =- EL BosG) ¢+ Gscndye+ 9 (scx)) o

El cédlculo que sigue estd inspirado en la demostracién del teorema
de Hodge-Lepage (ver por ejemplo LichnerowiczC<33,pag.215-216).
Trabajaremos utilizando coordenadas reales ¥ empleando

indices latinos que varian de 1 a 2n.Designaremos por F la forma
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de Kihler.Tendremos:

(AN2Cye) = A i FiNY L

S 4. nt j&/%._..;l,t

Los términos del segundo miembro de la expresidén anterior
pueden ser de uno de los tres tipos siguientes:

.a) Términos en los que los indices j,k ,coinciden con
A,m.Ello puede suceder de dos maneras distintas: 1e)j=t ,k=m;

20) jsm,ks={ .Cuando suceda 1¢)' aparecerian los términos 3

A_gik _
L

Aomehory
y cuando suceda 2¢) aparecerin términos iguales que los anteriores.
Por tanto la suma de todos los términos del tipo a) serid:

A 'k
pu—— F‘J X‘ »
5 A

F LR
\ .
b)Términos en los que solamente uno de los indices j,k

coincide con uno de los iIndices £ ,m.Ello puede suceder de cuatro
maneras: 19)j=f,kym ;2¢)jem,k#0 ;30)j#L,k=m ;49)j#myk=L.Cuando
suceda 1) ,k serd igual a alghn t.Cuando k sea igual a t,ytyseee

1, se obtendrin r sumandos iguales,la suma de los cuales valdri:

A mi.. L, ‘ko
- S A
el G B e e,

Cuando suceda 29),39) ¥y 490) se obtendrin términos iguales al que.

hemos hallado.la suma de todos los términos del tipo b) serd puess

o Enntlnjx FTJ}ZB’

(a-a)) s g ek ke
' ¢) Términos en los que j ¥y k pertenecen ambos a la suce=-
siép Ty oot <Supongamos j=t, ,kztz,‘ obtendremqs s

10’\}-—3.--—}.—,\_. ta 1-,_
4 PR F 2g ‘k@r k
('/u n'! ‘ e ) " ' b -
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Hay r(r-4) términos como éste,por tanto la suma de todos ellos vale:

N kL N
A 3 a . o
m E&, —w---l“rL F ¢ XI_M Sok‘rl-rg--“rn, ) - é({) _/\__ &P‘),

AvmamArL

De todo ello se desprende que ¢

(2NN 20N . = 2Fi%, R e R

‘."_ An 2 J' [y + O—L_A)'\ Kaeoin

Pero Fi” X = o o(¥).

Si ¥ es una forma de tipo (p,q),ponlendo T=p+q,tendre-
mos :

OVN-A2®)Y, o o = -Lhs)e .

£ T Ty ek T Ty v
4 P S a'h
(“/\r?r—d]' R A F K(;',m Lfkt‘__.rm

(Recordemos que los Indices griegos varian de 1 a n y los latinos

de 1 a 2n).Este Gltimo térmirio se descompondri en dos,segin m sea

un Vv ,0 m soa un & .Se¢ tondrs

. A 50.....3,2', AT zg ) o O -
0"4)! +! Aoeehy T, Ty F b’ LPSO D/S“ K<y +/‘ ',“"@ )" Ao by T ri F X‘(q(ﬁm}‘ 0;‘._
Oy o-- JI\ G:—-T gt . ) - Eo"")/\ C‘f’"‘ﬁFlf
= (/\""')l A E.( -y E—' 'Ti F J,t LPSQL I‘v“’“—i +/(’_|(i_4).| 4ok _c'.% («;ﬂ‘.-ob,« ‘
P | A TR ey _
— (/\-4J.‘ E‘ F A/\) ‘70301." /\ ‘”. 7_ + (1—4)' r"-"fﬁ' X[Q‘: (g,.-.,(/'q;__-¢j—

Pero F’Fb’oﬁ: = 286.}; K Z = -»-ggt X = ?gt SCK)O‘—'

(puesto que J° = -1S,)

Pambién se verifica : FY Yia

4



24

Se tiene pues :

. ‘ J Ve ez
ANt 2z = - T ha sOO oo + a3 s, o,
a5 Ty —_ 1 ‘ ‘ "
+@5Q£ft 97 s iy = 7T AR SOVEHQUEENE QTP

Ello concluye la demostracidén de la proposicidn.

| RESULTADOS QUE SE DESPRENDEN DE LA PROPOSICION 7 PARA
LAS FORMAS DE TIPO (p,0)

Sobre las formas de tipo (p,0),Q" y K se anulan y el ope-

rador T queda :

)= -Lhs)y + @RV

Se tendra pues :

- o=l L kg, Fh bk
6‘(?\ ! (‘D)a /~ $ ._.L,“P +(/‘ )’R ‘f, (P

_ ";f-. (,‘12‘/1 - %fk's{f)gx/z) $” oty B hhb

Por tanto el operador T tiene el mismo caricter que la
forma cuadratica pR- é% tr s(¥)g (R indica el tensor de Ricci,g la
métrica y ¥ wun representarte de c,(E) ).De aqui se desprende que

si pR- -34’- tr s(¥)g>0 i 4 Hp,o

(E) = 0.No obstante este resulta-—
do puede mejorarse generalizando los métodos empleados en el arti-
culo de Lichnerowicz C91].Esto es lo que vamos a hacer a continuacidne
Sobre las formas de tipo (p;o),decir que una forma es
D.-arménica equivale a decir que es holomorfa.Designaremos por

p(E"") vl espacio vectorial de los p-tensores holomorfos a coefi-

cientes en E* (Llamamos p-tensor a un tensor contravariante,anti-

simétrico,de tipo (p,0) ).
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o s X .
Dado un p-tensor X a coeficientes en E ,designaremos por

o« (X) la p-forma a coeficientes en E,definida en cada carta local

<O< <X\'<..--./~,.))- = (YA,....A, >J

U. por:
J

’ donde X,\._'__‘f = ;z’,g, "“'?",g,. Xg....-s’,‘,

Cuando no haya lugar a confusién suprimiremos,como siem-~
pre,el sub-indice j. X da una biyeccién entre los p-tensores

a coeficientes en E¥ y las p~formas a coeficientes en E.

Proposicién 9.— X & TP(E*) &=—=> B(x(X)) = 0,donde B
es el operador que aparece en las proposiciones 6 y T.
. Demostracién: XET(EY) &= X% =0 L=
T};X L=k g AN Y}f&_“_"‘/‘ =0 &==> o V. {Of‘ (e ‘)—(."’___Aﬁ}g;o
s B( X (X))=0 |
Proposicién 10.- Si X T°(E*) y @ <H ' (E),entonces

i(X)¢  es una constante.-

Demostracién: i(X)@ es una funcién "sin coeficientes"

holomorfa sobre toda la variedad,luego es una constante.

Proposicién 11.-Si la forma cuadritica pR- 4~ tr s(r )30,

<
toda forma @é—Hp’o(E)' que se anule en un punto,es idénticamente

nula.En particular dim, 1?°() < (D)

Demostracidén: Sabemos gue el operador T tiene el mismo
caricter que la forma cuadritica pR=- -i-— *r s(b’)g .Por tanto T2.0.

Sea @é 1’°(E) .Sea X= 4" (@) .Teniendo en cuenta que N P=A «(X=0

de-la proposicidén 7 se deduce:

— 2 LT ()Y, o (x> = =2 (pa) <’B(«(¥\\,’BG<CX)\>& |
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Por ser T30 ,ambos miembros son nulos,por tanto B(xX(X))
=0,de donde,en virtud de la proposicién 9,X € P(E™),por tanto
(@2 ), = i(X)P serd una constante en virtud de la proposicién
10,y si CP se anula en un punto esta constante sera cero,por tanto
@ serd idénticamente nula.Para demostrar la segunda parte de la
CHP’O(E)>'(§).Sea Crovn o Pi uma
base de HP’O(E),con k7(%) .En todo punto x ¢ W se verifica: dimc(/\'"i:®E,>

proposicidn,supongamos que dim

= (D) ,por consiguiente para un x cualquiera (@‘)x - (@), son 1i-
nealmente dependientes,por tanto existe una combinacién lineal

S k;(f)=0.5ea P= Tk, (: .Entonces () se anula en el punto X,
por consiguiente é’; O sasi pues se'tiene una combinacién lineal
no trivial de QA —----@n_ sen contra de la hip6tesis de que cons-

tituyan una base.

Teorema l.- Si la forma cuadritica pR=- -3— tr s()’)g;;o,
¥ en un punto de W es estrictamente positiva,entonces HO(W,SLP(E))s
= 00

Demostracién: Toda é’éHp’o(E) verifica @

-z<T@L@2=zuw<®@VW®z

Por ser T»O,ambos miembros son nulos,por tanto < () ,QZ =0
iPor ser TzO,evllo implica qué en cada punto x,el producto escalar
local (T(@),@ ) = O.Por ser T estrictamente positivo en.un punto-
de W, @ debe anularse en dicho punto,y en virtud de la proposicién
11,debe ser idénticamente nula.Ello concluye la demostracién del

teoremae.

Corolario.-Si R» 0,y en un punto es estrictamente posi-

tivo,y si tr o, (E) £ O,entonces HO(W,Q?(E))-—- O.
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Proposicién 12.— Si pR- -e'-'- tr s (¥)g £0,todo tensor X & TP(E")

‘ie se anule en un punto,es idénticamente nulo y ademds se verifi-
ot dim TP(E*) < din HO'O(E). |
Demostracibén: Si XéTp(E"),se tiene: B(«(X))= O,en virtud

de la proposicidén 9,luego se tendri,en virtud de la proposicidén T:

N XX, (XY =2 < T (X)), (X)) > =

Pero T tiene el mismo caricter que la forma cuadritica
PR- z"—-tr s(¥)g,luego T<O0.Pero A >0 ,luego los dos términos del
primer miembro son positivos,luego ambos tienen que ser nulos,luego
x(X) ¢ HP’O(E),y en virtud de la proposicién 10,i(X)(X(X)) es una
constante,luego si X se anula en un punto esta constante seri nula
y de aquf se deduce que X debe é.nularse en toda la variedad W.

Para probar la ‘seg'unda parte de la proposicidén basta que

observemos que el morfismo

T (E*) = > E?°(E)
X : o(X)

N

A\ 4

es inyectivo.

Teorema 2 .— Si pR- -.g—-tr s(¥)g<0 ,y en un punto de W
es estrictamente negativa,entonces ’I‘p(E"’)=O.'

Demostracidén: Si Xé'I‘p(E ),se tiene:

A (%) o<(x3>-e<ﬂo<<x>),o<<x)> o

Por ser T O,ambos té6Tminos deben ser nulos.Por ser T

estrictamente negativo en un punto de W, o{(X) debe anularse en di-
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cho punto.Por tanto X debe anularse también en dicho punto,y en

virtud de la proposicién 12,debe ser idénticamente nulo.

Corolarioc.~ Si RO y en un puntb es estrictamente nega—~

tivo,y si tr ¢,(E)3 O,entonces TP(E*)no.

RESULTADOS QUE SE DESPRENDEN DE LA PROPOSICION 7 PARA
LAS FORMAS DE TIPO (O,q) & .

Sobre las formas de tipo (0,q) los operadores Q" y K se
anulan y en virtud de la proposicién 8 el operador T toma la siguien

te expresidén :

(p) = - Iai' o sCY P 4+ @V (st} P

‘' Se tendra puess

S G R
(Tle), ¥)_ = - Ol L sCx) </p1‘__7_~1 SIS e

a”! P G Afu--Fm :
MY ks ‘5771__,-,%{’ A

= a”’ L v (‘) ’ r tp [}:"7'-?‘

= o (st - bR )Y T

Se desprende pues que el operador T tiene el mismo caric-
ter que la forma cuadritica gs(¥)- j}tr s(¥)g.
Téngase en cuenta que tr s(¥) = g;kS(XLR sdonde i,k varian

de 1 a 2n.Empleando indices griegos se tendri pues:
< g =Q _ g
tr s(f)= g s(ﬂdé.—t— % S(X)ae* Z 9 s(x)xé_
Es decir:

é?tr s(¥) = traza de la forma hermitica (s(xl%EJ.
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Después de estas consideraciones,estd claro que se veri-
fica la siguiente proposicién (que se desprende de la proposicién

7) :

Proposicibn 13.- Si 1a forma hermitica qs({)dé_ ~(tr s(K)(é_)g_<e_
> 0,entonces Ho’q(E) = 8w, °(E)) = o.

Supongamos ahora que la dimensién compleja n de W es ;2.
Supongamos que c,(E) < O,con rango de ¢,(E)» 2 en todo punto de W,
es decir,que exista un representante X ec,(E) tal que la forma her-

nitica (s(zs)@) sea £0 y rango de (s(¥)_) sea 2.Entonces,como coro-

ke

lario de la proposicidén 13 se desprende el siguiente teorema:s
Teorema 3.-Si W tiene dimensién compleja n»2 y c,{E)< 0,

con rango de c,(E)» 2 en todo punto de W,se verifica 1w, 2°(E))=0.
Demostracién: Sea X un punto de W y tomemos en x  una

base tal que g . =%,y tal que la forma hermitica (s(x 2@.) se ex—

prese en dicha bhase de manera diagonals

Los ci serdn £ Oypara todo i.En virtud de las hipbtesis existirin

dos indices k,s,para los cuales ck< O,cs< 0.Se verificari por tan-

AT A

to: < ¢, <c <0. Como g=/ ,la forma hermitica qs(h’l;(tr' s(¥) Do,y

serd en x 3
o

‘\\\ > O



Por tanto se verifican las hipétesis de la proposicién

13.

Aplicacidn del teorema 3 al cllculo de deficiencias de

fibrados

Sea S una subvariedad analitica no singular de W,de di-
mensién compleja n-4 .Designemos por {SS el fibrado de linea aso-
ciado al divisor determinado por S.Sea {Uj\ un recubrimiento de W
tal que si SN Uj # ¢ ,la subvariedad S vénga expresada en Us por:
una ecuacién holomorfa sjzo.En los Uj tales que S(\Uj = s PONEmos
8 .= 4 .El divisor determinado por S vendri expresado en el recubri-
mienjol{Uj\ por el sistema de funciones{ sj&,y e; fi@rado de linea_

{SS vendri dado por las funciones de transicién :
S,
g- = _"'g" en U,n U. -
ij sy i 3

Consideremos la restricciédn candnica

02(8) ——— (5

(ES indica la restriccién de E a S).Definamos ahora una aplicacién

Q(zels)) ———— 0(B)
de la siguiente manera: s

El fibrado E@{SF' tiene funcliones de transicidn -EE fjk
J

en Uj(\Uk '(fjk son las funciones de transicién de E).Un germen

Qe;ﬂf(E@{SY)p (en el punto p) vendri dado por su coordenada Qj

» yverificando:

4y

en la fibra €yen cada Ujavp,los

30
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“x

U o Tl
J
Definimos la aplicacién i de la siguiente manera :
i .
Nt 551,
j R

Es facil comprobar que se tiene la siguiente sucesién

exacta de haces:
0 - i o r o
0 > _Q_(Eg;{s\) — QU(E) ——> _Q_(Es) — 0

Kodaira y Spencer C%) definen la deficiencia‘de E res~—

pecto la subvariedad S,def(E/S),de la siguiente maneras
. o ] . ' . o) o)
def(E/S) = dim H (s,Q_(Es)) - dim v, H (W, SL(E)).

De la sucesidn exacta anterior se desprende la siguien-

te sucesidn exacta de cohomologia :

—>u°(w, (8)) 2 85, N0(B,)) —> F' (W, 2(Bo{s])) S’ (v, °(8))

Se desprende pues de esta sucesidn exacta que :

def(E/S)"g dim 82w, O° (Eo{s{)) .

Podemos aplicar el teorema 3 a esta situacidén y obtene-
mos: ‘ |

Teorema 4.-Sea W una vaiiedad k&hleriana compacta de di-
mensién compleja ny2, E 25 W un fibrado de linea holomorfo,s una
subvariedad analitica no singular de W,de dimensidén compleja n-4 .

Si c,(E)< O,con rango de ¢,(E)> 2 en todo punto de W,entonces:
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de£(E/s) = aim (W, Q2(Eeis])).

Demostracibén: Basta considerar la sucesidn exacta de
. le) .
cohomologia anterior,observando que HY(W, OO(E)) = O,en virtud del

teorema 3.

Cuando se toma E ={SL1a deficiencia def({SS/S)ise 1lama
deficiencia caracteristica de S. En este caso la dimensidn de
B'(w, Q°(28ls)) (= aim 5w, (1)) ) es 1a mitad del primer nt-
mero de Betti de Wyes lo que en Geometria algebraica se llama la
irregularidad de W. |

De la proposicidén 13 hemos sacado consecuencias solamen—

te cuando q = 4 .Veamos qué conclusiones podemos sacar para q> 4 .

Consecuencias de la proposicidén 13 para q>4s

Para estudiar el cardcter de la forma hermitica
qQ s(KLég—(tr s(r%F)gQ?,necesitamos el siguiente lemat

Lema l.~ Sea W una variedad k#hleriana de dimensidén com=
pleja n.Sea X una forma real cerradé,de tipo (4,4) sobre W.Sea
c=s(¥).Se supone ¢<0 y rango de (qu) constante,igual a k,sobre
W.Bajo estas hipStesis existe una métrica kihleriana G,sobre W,de
modo gue en cada carta local las formas hermiticas (QMF) y QQQ?),‘

puedan expresarse,en una base conveniente,de la siguiente manera:

C = T T G= S
Ke A
Demostraciéns Sea g una méitrica kihleriana cualguiera

sobre W.En cada punto p €W sea M§ el subespacio del espacio real

tangente a W en P,TP(W),formado por los Xp tales que c(Xp,Yp}=:0
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para todo Y de 'I‘p(W),es decir,el nicleo de la forma caudritica c.
Sea M; el ortocomplemento de Mp en TP(W) resi)ecto la métrica g.

Definimos la métrica G en cada punto p,poniendo:
=
G(X ,Y ) = = c(X ,Y si X ,¥Y eéM
(Xp0%,) (p’p) p’’p P
G(X ,Y ) = X ,Y sl X ,Y eM
( p’ p) 8( p’ p) p’ D D ’

A
6X,Y)=0 si X eM o, Y eM .
PP P P P P

La dificultad mayor consiste shora en ver que esta mé-
trica G es ki#hleriana.Para ello probemos en primer lugar que el
sistema diferencial que a cada punto p asigna el espacio Mp,es
integrable.Tenemos que probar que si X,Y son campos,en una carta

local U,tales que X ,Y eM en todo punto p de U,entorices EX,YJ éMp.

Tomemos en U unas coordenadas(x...x,y...y ") tales que J(,\op)—

, ="
Sea Z uno cualquiera de los vecto;-es de la base {%,--%M%4-'%n

Tenemos que probar que cf [X,Y],Z)s:O.La condicibn de que la forma

§ sea cerrada se traduce en la base {’be "'Z-bém ,—E—a:_ --’::5%‘;..15
or las ecuaciones : " 3. Cyp = =
P <z >, c/e /"A/A 7 ) c/z .

Empleando indices latinos podemos escribir "o.< "bd Cip (donde

Je=
cada indice latino puede ser igual a un « O un X ). Para

poder utilizar estas condiciones bajo esta forma,oporaremos toman-~

do componentes en la base (,b T ',.bé,( De la. identldad-

i
cin zY. =0

se desprende:

s 5
X k’)k(cin Z¥)=0

que se puede escribir:



(1) =0 %1 )YZ +Xc ('EY)Z =0

(Puesto que las componentes de Z en la base que consideramos son
constantes) .Andlogamente de
id

¢, X2 =0
13

se desprende:

(2) Yk(,}kcij)xizj + ‘1'kci"].(§k}{i)zj =0 .

El primer término de (1) coincide con el primer término de (2)

puesto que 3 _-') ©s .Restando (2) de (1) se obtiene:
k< i iy 3
cij(x ka - f‘)kx )2° = 0 .

Es decir: .
' L i J _
cij[-X,Y Z = O .

Por el teorema de Frobenius en cada punto tendremos una
subvariedad integral del sistema diferencial,{M \ .Por ser ¥ de
tipo (A, 1) los espacios Mp son invariantes pox: J,es de01r,en las
subvariedades integrales tendremos un operador J definido por res-
triccibén del operador J de W.

Construyamos ahora en un entorno de un punto‘po una fa-
milia de subvariodados,también invariontces por J,do dimensién com-
plementaria,de tal modo que cada subvariedad de la familia que va-
mos a constrﬁix cor” - un punto a cada subvariedad integral de
{M%\ .Paré construir esta nueva familia podemos proceder de la si-
guiente manera:

Tomemos coordenadas (x‘...xryf.;y") en un entorno U de

p, stales que p, sea el orlgen de coordenadas,y tales que JC3W)=
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=2 .En T (W) podemos encontrar una base {e eeel yde_seede x
rh ol . 1 n 1 n

tal que 1§k*A....en,Jek+;..Jeni constituyan una base de M .

o

Se tendra :

L2y = Z a? ("axa\) + Z /e“'}(;%?l.

~ J:A
A Aecam

Jor = - EH (;—%:,-\; z 4 (35),

Consideremos las subvariedades de dimensidn 2k definidas

paramétricamente por:

. . k— ' 0 - -
Xt = g a? L+ .2/41‘9 ~+ <7
. L=A ATA i a‘:/‘-~_m

22 Z )MK +Z 0\9/*”'.4-)1@

*:/\

donde c‘],rJ son constantes.Para cada valor de las constantes ten-

dremos una subvariedad de dimensidén 2k,invariante por J,puesto que:

. o~ . ~ el ?
Y jg; AJNEA4_PJ:A‘)BJF3KA J“wa Jc “ hbjd

- B e VY IR & SNV -
- :Z?—(bx} +21'—’9_—._2,@1%XJ+246\“‘}99

La subvariedad de esta familia,que pasa por el origen,
corta en un solo punto a la subvariedad integral de % que pasa
por el origen,por construcc16n.Luego en un entorno suficientemente
pequefio del origen,cada subvariedad de esta familia cortarid en un
solo punto a cada subvariedad integral de la distribucién_{MpS,tal

COmMO QUETremos.
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Designemos por Vp la subvariedad integral de {Mplgquo
(~]
pasa por el origen p, .Esta subvariedad posee una estructura casi-

compleja (es decir,un operador J) cuya torsién es nula (por ser
subvariedad de una variedad compleja),luego por el teorema de New-~

lander-Nirenberg,es una variedad compleja.Podemos encontirar pues

. kK+d m R4
sobre esta variedad,coordenadas en un entorno de p, (0w, v v ™)

tales que J(%; ==:§;;—~

Sea Vp la subvariedad de la otra familia,que pasa por
(=]
P, +También serd una variedad compleja,y podremos encontrar coorde-

. A A
nadas sobre esta variedad,en un entorno de p :(u ...uh,v...vk)

)

tales que J ?:; = .Introduzcamos ahora las coordenadas (u'...u™

vi...v™) en un entorno suficientemente pequeiio de p, ,en W,de la

siguiente manera:

Por el punto de coordenadas (u ...u“,vf..v ) de V ,tra—-
zamos la Unica superficie integral de I\Mpﬂ que pasa por dicho pun-
t0.Por el punto de coordenadas (u™..u™,v7..v") de Vp, » trazamos
la Unica subvariedad de la otra familia,que pasa por dicho punto.

El punto donde se cortan estas dos subvariedades es por definicién

el punto de coordenadas (u*...u™,v'i.ov™).
En estas coordenadas,el sistema diferencial {M itendré.

. ' 42— D T2
en cada punto p la base : i’bu““ ey '-a\r“‘" qr,‘%con J(:g )"ST;-'~

Consideremos ahora el sistema diferencial <MP } Pro-

bemos que es integrable.Sea Z uno cualquiera de los vectores:
I - WP

T e

L A NN ’Szr*% Para poder utilizar con comodidad la con-

dicién de que la métrica g es kihleriana,pongamos: w =u« |<iv "

e s ' ) -~ ' . e
y utilicemos la base {’a v g | en la cual la condicidn de

k#hlerianidad se escribe: 7, jdkl:’?d- };K .Sean X,Y dos campos de-
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i
finidos en un entorno U de D, ytales que Xy, ¥y &MNp ,para todo p

de U.Se tendra

..

3 i J-

= &= O
g. .Y 2 0 gin Z
de donde:

2 (g ¥29) = 0

XCH 3 (6, X2%) = 0.

-

Teniendo en cuenta que }kzj = 0 , se tendrs :
xk(ﬁl‘ésfij)ifiz:j + ngij()kYi)Zj =0
?‘('}kgij)xizj + Ykgij()kxi)z:j = 0
Restando y teniendo en cuenta que )kgijz ﬁigkj sse tiene .:
0 = g;ij(Xk )kYi - Yk)kxi)zj = & fX,ﬂiZj .

Tendremos ahora dos familias de subvariedades,las subva-
riedades integrales de I\MPL& y.las subvariedades integrales de )\M;' }
Qada subvariedad es invariante por J y ademis cada subvariedad de
una familia corta a cada subvariedad de la otra familia en un solo
punto.Procediendo pues como antes,podremos encontrar unas coordena-—
das (2"..27, f}‘?“) en uné%?ﬁfcfd_g/o , tales que ®‘=cli. IS 3 A

"}‘s o oo .. _!}t‘i . serdn subvariedades integrales de{MpS Y

las subvariedades integrales de )\MP'L}seré,n ¥ ok, e fa
ykﬂs S S ’2”‘2—' oz .

- T T

Asi pues e - B, S constituirg bas
. by S24 ek &% ’thﬁg stituird una base
de M~ ,en cada punto,y {;-;’-— DD T sefa en cada pun-

2““ '/'} et ”-éyhm .?74\-
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to una base de M.Poniendo ™= 2%F " y tendrenos,en la base

{,%:g.‘ ,;D_i,_‘l& la siguiente expresién de (G“é.)
G - SR © \ 4 mvarfende 1 ak
9] S;( Yos v, S/varian de k+l1 a n.

Para ver que la méirica G es klBhleriana tenemos que ver

que 7D, G_‘E:’B“Gxé .Supongamos que ,(,/A, T wvarian de 1 a k,

y V,5,v varian de k+l a n.Se presentarin los siguientes casos:

6— _ - e = =
T Gup T P cp 2 T f

/_BQ" GL/"~ = —/)q_c‘/-:; = —’}ACGJ_; = Q_/w

/at G‘ '6' - ,-BA G‘C —0’
W "
[}

’aréog = O doz = JED 5 = EE Gv?

O Giv = o¢ dav =7 9(‘,—5 = 9o Gq__—o*

o} ’ o

’-B‘C 60‘3‘ = at 9‘)%‘ = ,BD 9tf§" = ao T3
W W
) 5 o

Ello prueba que G es kihleriana.

Diagonalizando ahora ¢ respecto la mética G se obtiene

el enunciado del lema.’
| .Usando el lema y apoyandonos en la propos:.c:.on 13 demos—

*

trarem0s el :ugulente teorema
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Teorema 5 .-Si existe un representante . :,,JYr—céo,(E) tal que
s(Y) €0,y rango de s(¥) constante,igual a k,sobre W,entonces
13w, Q°(E))=0 para Osqgk—1 .

(k indica el rango de s(¥) como forma hermitic,es decir,
el rango de s(¥) como forma real es 2k)

Cilando k=n (dim de W) este enunciado coincide con el
de Akizuki-Nakano sobie las formas de tipo (O,q) L4 1,0 bien con
el teorema 2 de Kodaira {4 J. |

Demostracién: En virtud del lema,existe una métrica kih-
leriana sobre W tal que (s(b’ ).153‘) podrs expresarse en una base orto-
normal de la siguiente manera:
A R
-4

~

-4
-
-

-~
~ !
N

o
La forma bermitica qs(b’)dg—(tr s(f)yx)g ; paUe aparece en el enunciado

de la proposicién 13,se expresari en dicha base :

k-9

Serda pues positivav cuando 0 £q <k-4. Basta pues\, aplicar la propo-
sicién 13 para obtener el teorema. |
Corolario .~Si existe un representantel £ec, (B QK(w)),
donde K(W) indica el fibrado canbnico de Wytal que s(¥) z0,con . -
rango de s(Y) constante,igual’'a k,sobre Wyentonces Hq(w,.Q-o(E))=0
para n-K <q <n. | | |
Cuando k=n este teorema coincide con el teorema 3 de Ko~

daira T4 1 .

Demostracién: Se tiene,como caso particular de la duali-
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dad de Serre @

N n—
1%, O°(B)) & B Hw, P (EY)
Por otro lado es inmediato probar que :

Q°%(E) = QN(EK(W)).

Se tiene pues:?

5°4E) = 5} (w, Q0(8)) = Hzl(w', QMEek@*)) * B 3w, Q(K(N @ ).

Sea P= - y . 2%:-04(K(W)® E*) ,con s(f)< O.Aplicando el teorema

anterior se tiene:
| n-g o - . '
B H(w, L (K(W)®E™))=0,si 0 £n—q <k.

~ Es decir,si n—k<:q5:n,como queriamos demostrar.

Tomando en este corolario E igual al fibrado trivial,se
obtiene este otro importante corolario:

Corolario.~Si existe un representante %%604(W) tal que
s(¥)> 0 con rango de s(¥) constante,igual a k,sobre W,entonces
2% Pop?'® L0 para n-k<pen (b°’% indica la dimensién de HM(W,Q (1)),
donde 4 indica el fibrado trivial)

) , Cpandofk = n este resultado coincide con el de Bochner:
(teqrema 6021, | |

Teorema 6.-Si W es una variedad de Hodge (és decir,alge-
braica) sumergida en un espacio proyecctivo complejo,y si R es el
tensor de Ricci de la métrica de W inducida por la métrica de Fu-
bini del espacio proyectivo,si R»0 se verifica h°’°=h ’F=0 para
n-k < psn,donde k es el maximo de los rangos de R en los diferen—
tes puntos de W.

Demostracién Por ser W una subvariedad analitica de

PCy sel conjunto de puntos de W en los que el rango de R no es
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maximo tienebdimensién Z n.El teorema quedari probado si se veri-
fia el siguiente lema: ‘

Lema 2 .~3i el operador T de la proposicidn 7,que actua
sobre las formas de tipo (p,q) a coeficientes en E,es 0 sobre to-
da la variedad W,y T> 0 salvo quizd en un conjunto de medida nula,
entonces Hp’q(E)=O.

Demostracién del lemas 5i ¥ es una forma p'~arménica,

en virtud de la proposicién 7,se tendri :

—2 <L T, “{’>&= 2 (7<+A_)<’6(<P)‘B(Lp)%

Por ser T 0,ambos miembros deben ser nulos. ¢ se anu-
lard en todos los puntos en que T sea > Oyluego se anulari en to-
do Wysalvo quizd en un conjunto de medida nula.Pero por continuidad,

deberd anularse en toda la variedad W.
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