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Per a evitar acuest vrcblema, suposem que intro-
duim la pertorbacib a t = O en forma de puls, 8s a dir per a t < 0,
=*X iperaty 0, E=5 (constant), aixd matemdticament, i
fent servir la funcid adimensional E (E) (definide a (2) ) es tra-
dueix dient

0 L <o

v o= (94)
6& | 'QQE) L>o

o fent servir la funci8 pras de Heaviside, H (t - to )

O Jc&*;o '
) » H(k}‘jco> = 1 . Jc>-&D (flé)

el = g(e)w\:) | | (1)

Per tant, aixd ens obliga a reconsiderar 1és gon—
diciong iniciels, ja que el procds nc comenga fins que el sistema
no se li apliqui el potencial i degut al fet de qud per %t < 0 les
dues fases estan en contacte i en una hi ha les dues sustdncies ca-
paces de provocar un nrccéds redox (que dependrd del potencial , perd
no sabem res del procéds d”adsorcié que hi hagi pogut haver prévia—
ment a 1l%aplicaci8 del potencial. Aleshores suposarem que inicialment
(+ < 0), que ho dessignarem per t = O , tambd hi pot haver pK{o‘),

sense haver de verificar-se cap tipus de relacid, &= a partir de

T = 0, que ho dessignarem per t = 05 aue s’han de verificar les iso ;f
termes d®adsorcid (3) i la relacid de reversibilitat electroquimica
(2). & més, a t = 0, per a qud es verifiquin aquestes hipdtesis hi

haury d’haver una reconversid instantinea de sustincia R 1 P sencse
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poguer-se produir un rrocés net d’adsorcib-desorcib ni de transport
verg 1%eldcirode (Reirmuth i Balasubramanian - 1972a, Mes et al. -

1985a).

Bixt, a la condicid inicial (8) s’nhi haurd d%afe-
gir »

E 3
Cw (F=vx 07) = Cv @)

Mplom) = T(or) & 10 )
on hem definit if&kk) = ‘1&'k£)‘* My (e) .

Per tant, a partir de 1’equacidé (15) i junt amb
les dues expressions (3) per a les isotermes d’adsorcid i a la re-
lacib de reversibilitat eleciroquimica (2), tenim un sistems de 4
equacions amb 4 incdenites, erkr=ri/66 A0, (o*) (k =R, P)
sempre que introdulm com a parametre f%(d), que estard relacionat
amb tot el procds d’adsorcib-desorcid previ a 1%aplicacif del poten—
cial, que en principi no en sabem res, i per akaixbvho introduirém

com a parametre.

5.2.~ TIPUS DE GEOMETRIES UNIDIMENSIONALS.

Un cop establertes les hipdtesis fisiques de tre-—
ball, nomds ens resta saber si hi ha conveccid o no i el tipus de
geometria per a expressar el gradient en coordenades. Pels casos
en que hi hagi corveccid havrem de trobar la velocitat del fluid,
i si la conveccid &s deguda a un procds hidrodindmic, la velocitat

s’haurd 'de trobar resolent 1 equacid de Navier-Stokes corresponent.

Agafarem els exemples tipics que s’adeqllen a aquq§

tes hipdtesis i que cubreixen un ventall de diferents possibilitats
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sense &sser exhaustiu ni molt més, i seran:

i) difusid semiinfinita sense conveccid.
l.~ geometria plana.

2.~ geometria est®rica.

ii) difusid semiinfinita amb conveccil.

model de pla en expansid.

model d’esfera en exparsi.

v2-" I‘de.

5¢2.1.,~ DIFUSIO SEMIINFINITA SENSE CONVECCIdZ

Per a aquest cas tindren
> -
g = O (¢ )

i per tant, 1%equacid de difusié-conveccid (7), ara es convertird

en la segllent equacid de difusi8

D C o gr)ic)
0%

que no 8s més que la segona llei de Fick de la difuei8.

5.2.1.1.~ GEOMETRIA PLANA.

En aguest cas la geomeétria ens diu que podem tre-

ballar en coordenades cartesisnes (x=r), i per tant (17) es conver-

tird en

AT A2 . AT ASA (a%)

2% ' o xX*
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: s . : -
5.2.1.,1.1.—~ RESOLUCIO DE L“EQUACIO DIFERENCIAL.

Aplicant la transformads de Larlace sezons la va-
riable temporal (suposarem que es verifiquen tots els rsquisits per
a qud aixd es pogui fer) a l’equacid (18), tindrem

2 = :
Dy X 8)

SZV‘ kX/S)F— C\/\ k‘(/O) = D‘f ‘ Qﬁq)
‘ . Ot

gue %g una equacid daferencial total lineal de segon ordre que t%
per solucid general

\i_s_.x S x
*N 5w —\)DY'

T,y = S A%°)  Lag)e + B(s) € ()
« (R0

=N
on A{s) i B(s) s8n les constents d”integracid que en principi poden

dependre de la variable temporal transformada, s

Imposant la condicid de contorn (9) qus ens diu que
la solucid estd acotada al tendir X-» = , tenim que la constant A(s)
s®anul.la id®nticament. Per a trobar el valor de 1°altra constant,
la posarem en funcid de E& (0,s), ja que Vs =0, 8 a di

cw&x/o)

B(s) = Zw (o0,5) - (’24)

S

Aleshores, la solucid general (20) esdevindry

_ < e
Cpe LX,8) = S %) + | Cwlos) -
s . <

JE
C_L’\_L’ff.ﬂ> g 'O
22)
que com que nom8s ensg interessa el flux a la superficie electrddica
i de la condicib inicial (8) que ens diu que C\ (%,0) 8&s una cons-
tant, derivant respecte a x de 1°equacid (22) i particularitzant-nos

en el punt x = O
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//D’ < -

C\k)( S) C —_ i .

RS = ; ~ G (99 Dy 3)
OF X=0

&fon veiem 1”analogia amb (IV-66) i comparant tenim que

:{ww): -g; : @)

pera aguest cas particular, degut a que \$s s una funoi6 difi-
cil de destransformar, apliguem 1l’artilugi matemdiic indicat en
el darrer capftol (IV-71,74)

He (8) = Ay (8 = EC @s)

S e
1/2

on ara sf que 8s ficil destransformar la funci s y Jja que es—

t3 a qualsevol taula de transformades de Laplace

, '4_ 4
W —4 . 2L
o) = ' = )
« 4 Vet Veaa b

i amb el mateix raonament que condueix a (IV-~74) tindrem

% L |
(‘)Cw("/t)) de = A J LQ;—CTQQL)]_}_—JZ
X x=0 Inoe J o Vi

| N\

. . -
5¢2+1s1.2.—~ EQUACIO INTEGRAL.

i

Ara, si integrem 1°equacié de balang de matdria
a 1%el&ctrode (10), explicitant-la en el cas de geometria plana,

tindrem

L ;
s 0 ’?_____\ﬁ__)> de = = {V«H)'W"”}
" Q% K=o w2

K:i\-)l ot - | Q&?)
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on ara hem fet fis de les condicions inicials (15), ja que comencem
. +

a contar el balang de mat®ria a t = 0 s un cop el procds comenga a

tenir lloc i es verifiquen totes les condicions que representen les

hipdtesis fisiques considerades.

Juntant les equacions (27) i (28) obtenim 1”equa~

cibé integral segllent

Oy ¢ S Ce9T) |
\},_ S e = (- 2
vrzs\\,z v \YTTC—,/— = J‘v&) glo) &)

0

on no cal especificar O*-, segons es dedueix de la condici8 inicial

(15).

Per a posar l’equacib integral (29) de forma més
elegant i practica, definirem unes magnituds que ens serveixin per
a fer adimensional les quantitats que apareixen a (29); Farem ser-
vir la concentracié céﬁ (ja que normalment al comengament del procés
nomé&s hi haurd reaccionant) per a fer adimensional la concentracid,

i definirem

S
*
A

I = r L0 ©) S

Per a 1’altre concentraci8, farem servir la rela-
’

ci8 de reversibilitat electrocqufmica (2),d’on tindrem que

. (.O/-\:) _: ‘C\:L (.,O/ \-;) _ C:t ‘S%L;_)‘ Q:’l)
°© |

Per a fer adimensional les concentracions o excesg—

sosg superficials, farem servir una concentracié superficial prede-
finida, ﬂm , Que ja veurem que estd relacionada amb el recubriment
de 1%eldctrode, en principi suposarem que la concentracid superfi-

cial mixima,Vw, , 8s la mateixa per a ambdds components de la reaccid,

!
i

i
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perd ei fos diferent no importaria, ja que la suposicid de congide—
rar la mateixa fy“ equivaliria a redefinir les cecastante d%adsor-
cid, K

e Aleshorzs definirem els recubriments de 1%ell3ctrode, com

Ve (L 8)
Mo

6, (Y = (32)

Nom8s ens fa falta fer adimensional el temps, per
a la qual cosa definirem un temps, tm ’ Que ja veurem que estd
relacionat amb el temps necessari per a recubrir-se 1°elBctrode
(quan es verifiduen unes condicions particulars) i que pel oas‘d'un
eldctrode pla &s (Koryta - 1953, Delahay i Trachtenberg - 1957, |
Levich et al. - 1965)

T

o
4 <y Dm

@2)
agafem la susthnrcia R com a refer®ncia. Aleshores, definirem la

variable temporal adimensional com

4

t
tm

@)

T =

Amb acuestes definicions de variables adimensio-

nals, 1'équaci6 integral (29) es transformard en

De

9%&"‘@f“°7=%ft”’éfif—}' BN
<% e 4 - | @s)
doAple g o

‘on per a fer-ho més compacte, definirem les segllents variables a-

o= 5/ o)

fol
;ml

dimensionals
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£ = B/ uﬁ/cg N (3%)

i

% X/€ | @)

LY = (4+73) %u) | Qi/w)

anb la qual cosa, 1°equacib integral (35) esdevindry

(are) — Y o)
T

on el segon menbre es pot factoritzar en dos, el primer dels quals

Ogle) - O, () = ‘f‘j

[
o

&s ficilment integrable, conant
. . | .
_ Y (p)
e’c(t)'et“)) = (a+€) Ve - —éj —Lﬁtf. C{/"‘
~ Sl VTS W

equaoiS integral que ens resol el ﬁroblema de contorn considerat, on
ja estan incloses totes les condicions inicials (inclés 1a (15) a

G}B(O) ) i que junt amb l’expressi8 (3), un cop reescrita en les va
risbles adimensionals, ens donen un sistema d’equacions per a calcu
lar les ewtq)i‘ﬁ(t) , la qual cosa ens resol el problema (com ja veu

rem en =lsg propers capiﬁols).

5,2.1.1.3.~ CAS SENSE ADSOECIO.

Pel cas en qu® no hi hagi adsorcid dels components
de la reacci$, QW(%)= 0, 1°equacid integral (41) t& la seglent so-

lucid




123

\ﬂ(c) = 44 a'

que 8s una constant V € €(90,%) i no depdn del potencial de 1’
eldctrode B, perd no aixf les concentracions o (0,%) que tambs

seran constants perd potencial dependents.

\
H5e2.14 2.~ GEOMETRIA ESFERICA.

En aquest cas, la geometria ens aconsella treballar

en coordenades esf&riques, essent r la coordenada espacial relevant.

Aleshores, 1’equacid de difusid (17) es converteix en

DeW 5 ia_(wM) (o)
24 T e v =X |

Abans d”aplicar la transformada de Laplace a 1%e—
quecid darrera, definirem una funcid nova, de manera que l”equaci8
diferencial en derivades parcials (43) se simplifiqui. El canvi que

escollim 8&s

U (hE) = TG k) Mu)

i amb zquest canvi, 1%equeci8 (43) esdevé

M - D, - U (1)) | | bs)
2L v+

~ ) ~
502.1.2.1.—~ RESOLUCIO DE L*EQUACIO DIFERENCIAL.

L’equacid diferencial (45) &s similar al cas de
la geometria plana (18), per tant, la solucib general per a la trang

formada de Laplace segons la variable temporal,‘*w\ES), serd idén-
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tica a (20), perd amb la condicid de contorn ry = r (el radi de
. o

1%el¥ctrode suposat esféric). Si desfem el canvi (44), la solucid

(1e)

Com en el cas pla, la condicié de contornm a 1%in-~

general serd

+ B(S) ¢

f
T lrs) = X LO0) & ] A)e
S v ~

finit (9) ens anul.la A(s) i 1%altra, B(s), vindrd donada en funcid
de o, (ro ,;) com
’ * Ay
— S

L e eris ™
B(s) = % Culfos) — o ()

S
on ja hem explicitat la condicid inicial (8)

Aleshores, la solucib general (46) esdevindrd

v | _ _ ’;i- (r=vo)
S s %Z\,‘Qr;,/s) — .Et: > e O | ) @g)
\ >

Com només ens interessa el flux a la superficie
electrddica, que 8s proporcional al gradient, haurem de trobar 1°
expressid Q?ch(55;4éé>rr , Ja que en coordenades esferiques la com

=1g )
ponent radial del gradient &s com en cartesianzs. Aleshores

(3
&

Q< () C

s _'z:TLTb s) ,i;é. + _é; C1ﬂ)
< 2 D"f . o
on torra a sortir una equacid del tipus (IV-66), d’on comparant

H%(S) = \(TD%; * _4-;;) LSO)

que com en el cas pla no sabem destransformar, i per tant, fent el

9 =

mateix artilugi matemdtic, definim la segllent funcid
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" -
My (8] 4 A .
Hz\/(g) = i——— = + Kbi)
. = \[;:E;;— s o
1l7antitransformada de la qual &s
1 : 1 SC
K\K Qk) s + ( )

, -
vr”‘_——"_’— ?
Dy b |
i, 1%equaci8 (IV-74), per a aguest cas, ens quedard

L |
/‘)CKU/I;)> de =

0

E2)

N ‘ . -
* I 4
v . v QDW(£~C) Yo -
‘ ° .
On, aquesta eguacid &s an3dloga z 1%equacid (27) del
cas pla, perd amb el terme de correcgié 1 / ro degut a la curva-

tura de 1°el¥ctrode, essent el cas pla un cas prarticular de super—

ficie esfbrica amb radi, r — <0 ).
o

5.,2.1.2. 2.~ EQUACIO INTEGRAL.

» Com que l”equacié de balanc de la matdria a 1%elec
trode (10) en forma integrada serd sndloga a la del cas pla (28),

8s facil veure que 1%equacid integral pel cas esféric 8s

L
W - T s S ] (ef = Celn,e) )

:.“/z Q
{(m__f__ R S G (5+)
A \Vk-z o

on, amb la mateixs notacid que la introdufda en el cas pla, es pot

posar en funcid de magnituds adimensionals, donant

4
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Ty - = | __,_4_-_ /C ) R
&, (2) - 9 9 (2+re) N < . %‘/«\»

4 fve _ . 44 S’ c g s<
+ (s+ye)® b—;{(—g—/o&e(/uy &9

Qo

on el darrer terme 8s degut a l%esfericitat de 1°eldctrode, i hem

Tet adimensional el radi de 1%el¥cthrode, ro y definint la variable

c
QD ’ om

ETE N TN NP AR SR LY 57
Po (o g 4 4 o

5e2.1e2¢3.~ CAS SENSE ADSORCIO.

Pel cas sense adsorcid, no és trivial comren el cas
pla, trober la solucid de 1”’equacié integral (55). Nom&s es pot tro
bar una solucib analitica‘pel cas partidular de que els éoefioients
de difusid siguin iguals ( k/:: 1); Aleshores, la soluoié ner a

&s lz mateixa que en el cas pla
Pl = 2ve (57)

BEs per aguest motiu, que la majoria d’autors (Reig
muth i Balasubramanian - 1972b, Ruzid - 1977, MacDonald - 1977)
quan estudien el cas esfiric, es restringeixen al cas particular de
coeficients de difusiéviguals ( x'= 1). Fncara que hi ha alguns au-
tors que congidaren el cas general de coeficients de difusib dife- w
rents (Goodisman - 1983, Bond i Oldham -~ 1983), encara que ho fan ‘ J

en casos sense adsorcid,
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5+¢2+.2.~ DIFUSIO SEMIINFINITA AMB CONVECCIdi

Ara tindrem que la velocitat relativa del fiuid res

pecte de la interfase electrddica jugard un paper important, ja que

<

# 0, i per tant haurem de fer servir l°equacid general de difu-—
sib-conveccib (7). Nomds tractarem dp# casos, un en qué el terme de
conveccid aparegui propiament pel 1°efecte del moviment relatiu de
la superficie de l%eldctrode respecte del fluid, com &s el cas de
1%el¥ctrode de gotes de mercuri (dme, de 1%angl®s dropping mercury
electrode), i un altre en qud existeix un procfs hidrodindmic, com
per exemple la rotacié d’un eldoirode de disc, rde (del’anglts ro-
tating disk electrode) que provoca un moviment al fluid, i per a
trobar la velocitat del fluid respecte de 1%eldctrode s’haura de re

goldre lfequacid de Navier—Stokes.

, N _ ,
5¢2¢2ela- ELECTRODE DE GOTES DE MERCURI. DVE.

No entrem en detallg de'lesvidealitzaoions matemd--
tiques que s®han de fer per a estudiar un elRcirode de gotes de mer
curi (Markowitz i Elving - 1958, Marchisno i Arvia - 1983),>només
congideraren el cas matemdtic d’una gota esf®rica que creix, i que
el creixement dependrd de les condicions experimentals en qu® es

- porti a terme la construccib fisica del dme, en particular del flux

de mercuri, m, a través del capil.lar, que serd la cuantitat de mer
curi gue flueix pel capil.lar en la unitat de temps, queisuposem
constant ( M(Hg) = mt ), on M(Hg) 8s la quentitat de mat®ria que ha
sortit pel capil.lar per a formar la gota en el temps t. Posant-—ho

en furcié del volum de lz gota, V, o del seu radi, T tindrem

i

MKy = d

t‘;— g ot SR

"

on dH s 1s densitat del mercuri, que devrendrd de les condicions
o0

(=]
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experimentals en qu® treballen. De (58) tindrem que ls variaci

del radi amb el temps serd

Nk = oa kT | (57)
i la variacid de 1’&rea de 1°eldctrode serd

ALY = Unar £70 o)
on a &s una constant que dependrd de les condicions experimentals

Ok_}_ﬁ_;vi/s ‘Qei)

i

%tlc&u

d ~
502.2.1.1e= VELOCITAT DEL FLUID RELATIVA A LA SUPERFICIE ELECTRO~

DICA.

En el model de l°eldctrode esfiric en expansi8, la
distribucid de velocitats del moviment convectiu originat en la dis
solucib deguda al creixement de la gota, tambéd tindrd simetria es-
ferica, o sigui nomds haurem de considerar una Gnica component de
la Velocitat, la component radial de la velocitat vers el centre
de la gota, que dependrd de la distancia del punt considerat a a—

quest centre.

Per a agquest cas, de les equacions de la hidrodi~
n3nica, equacié de contimu¥tat (III-24) i de Navier-Stokes (III-29),
només en necessitarem una; Com que hem fet la hipdtesi de fluid in-
compressible (densitat homog®nia i constant) 1°equaci8 de continul-
tat ( que ara esdevé div ¥ (#,t) = 0), en coordenades esf®riques
i nomé&s congiderant el component radial, vr , que només serd fun—
cib de r, s’escriurd

Lﬁ_(rzor(r)\:-a Qoe)

¥ Or
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on no hi he dependdncia temporal explfcita, ja gue 1la hipdbtesi de
densitat homogenia i coustant fa que la distribucid de velocitats

sigui estacioniria.

Integrant 1%equaci8 (62), arribem a la seglient con
dicié

TV U (v) = wvxs\’amjﬁ QQ:;)

on per a trobar v, (r) necessitarem condixer la constant i per a
aixd &s necessari una condici8 de oontorn; Aduesta no pot ser més
que aplicar la condicié (63) a la superficie de la gota i com podem
saber el valor de la component radial de la velocitat en la superfi

cie

Se(mw) = 4B kel 2 )

d & = CR NN

tindrem que el valcr de la constant que apareix a (53) 8s a3 / 3.

Aleshores, la velocitat a qualsevol punt serd

—3 2 -
W (\‘7 = a %!
X

: (£5)

on n s el vector unitari en la direccid radial, ja que hem supo-
r .

sat simetria esfdrica per a la distribucid de velocitats.

Aleshores, 1%equacib de difusib-conveccid (7), pel

cas del dme, en el model d’esfera en expansid, s”escriurd

Belnt o2 2 (e @guy) & Aoy
75 ar? Xy (o6)

el ECA
equacid introdutda per D. MacGillavry i E.K. Rideal (1937), la qual
&s de molt diffcil solucié i per a aixd intentarem resoldre-la de

dues maneres aproximades.
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' ~

Aguest model va 8sser introdﬁit per D; T kovié/
(1934,1936 i 1938) i consisteix en qud el procds de difusib t& 1loc
respecte & un pla en comptes d’una esfera en expansid, perd 1°irea
d’aguest pla creix amb la mateixa llei que el de 1l%esfera (61). Aixd
8s una primera aprokimacié al problema en que si que considerem 1°
expansid, i per tant, com en el cas general tindrem un terme de con-
veccié degut a la velocitat relativa del fluid respecte a la super¥
ficie electrddica, perd no considerem 1’efecte de 1%esfericitat.
Deduirem aquest model, no comrho va fer Ilkovig; sind d’una manersa
més rigurose (Markowitz i Elving - 1958, Levich - 1962) que &s equi
valent a 1%aproximaci8 que fan Matsuda i Ayabe (1955) per a resoldre

1°equaci8 (66).
Fem el Seguenﬁ canvi de variables
X= ¥ - T'o(._lc)»

)
L=t (&

aleshores , 1%equaci8 (65) esdevé

ey (K k) .y Brcn (%) LT w
2k Rxz  (H)x) 2 x
S { - 2 CASASAINNNIEY
3 (o (4) +x) r2 (%) DX

L%aproximaci8 consisteix en menysprear l°efecte de
l’esfericitat, 8s a dir, suposarem l°electrode pla, o sigui, consi-
derarem ro—> o0 i per tant ro:g> x. Aixd vol dir que en el terme
de difusid mengprearen el segon terme, degut propiament a 1%esfe-
ricitat, i en el de conveccid, fent el seglient desenvolupament en

seérie, respecte de x / r (t) << 1
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4 ‘ 1 X | %
~ 1 - + -
Qro(t)“'x)z/ o (%) ‘\.‘a(\:)

la velocitat relativa a 1%sxpansid de 1%el&ctrode ens quedar®

L Aa® K o 2X (o)
372 (%) »t

Aleshores, 1%equaci8 (66) s”escriurd com

P58 b P ax ey (xE)

R @x* 3t DX F0)

que 8s 1%equacid que Ilkovic (1938) ja va proposar per al model de
pla en expansi8 (conegut, d’encd, com el model d°Ilkovic), on x = 0
indica la superficie de 1°eldctrode, 1 area del gusl és variable

amb la mateixa llei (61).

Per a resoldre 1%esquaci8 (70), &s convenient fer

el segllent canvi de variables

><_k'?*/z,
y = L3

CJ')
i

&)

que t& en compte 1%expansib de la superffcie de 1%eldctrods. Ales-

hores, 1‘eguacib (70) esdevs
@ C"fk%/7> 3

R '/alCV‘ (.%/ Ga)
C))/

T ° 2 r

5.2.2,1.2.1.~ RESOLUCIO DE L°EQUACTO DIFERENCIAL.
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L®eguaci8 (72) &z una =quacif formalment iddntica
al cas pla, zerd redefinint el coeficient de difusid en un factor
3/7. Aleshores podrem escriure, inmediatament, les equaciong formal

ment andlogues a (23)-(27)

- ¥ . ,
IS A = ‘o - Cw(%S)S - @s)
- oo < 3Dy

Il
{

"o s W [x I Q)
LS — 3 Ubdes

|

i J (el [P
o T=0

9%

| @s)
A L
jb {CV\—CWQO,N% \/’;.’;-C(\) o

on tornem a tenir les =sguacions +tfpicues gue enz sortien al desen~

volupar el formalisme general.

5.2.2,1.2.2.~ EQUACTO INTEGRAL.

Ara hem d”anar en compte a 1%integrar 1l°equacil de
balang de matdria a la interffcie electrddica (10), ja que 1l%area
A(t) &s una funcié dal temps; Per a fer 2ixd posarem (10) en funcib
de les variables (71) A

-5 {
5 o Q%) - }..7/? 3y TG4 TY)
) 3
vr;a_)g x =0
Per a trobar 1l’expressid intezral de 1°equaci de

balang darrera, hem de veure com s”integre el segon menbre, el qual

o)
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efactuant una integracid per parts donard

%:/07{ '*7L/"“,“f<7>“/>/* ") |
U o= ;7#q dy = {/_g%~j _
< dv = Pé(77A7 N Wi(y)

Lo )T d

**’f/oyf% pt(\/)({/ § = %7%@(7) @)

d’on, 1l”expressid integral per a 1%equacid de balanc ens quedard

4 3 2
> / o /ac;;(:;) L= 32, ng) @

3
KR L o Y=o

1

1)
vl
T
<)
~<
=
djl
—
~
N
—

on no surt la condici T¥v7 explfcitament, la qual cosa &s 1dgica

ja que a t = 0 encara no s”ha format la gota i per tant no hi haurd
interficie electrddica per a que hi pugui haver procds d®adsorcid.
Aixd obligard a qué les condicions inicials a la superffcie electrd
dica siguin

Pe (0%) = < (%=9, k=0") =0 - ()

J

Ara jz estem en condicions de trobar 1lequacid in-

tegral a partir de (75) i (78)

. Yo o)
oo 2 J/y s . ] EL:_,.”L(_LLC\)
e () ) et < S -

Per a posar 1’equacid integral (80) en ferma adi- f
mensional, farem servir els pardmetres ja introduits en el cas pla,
perd adequats al cas de pla en expansib. Degut al canvi de voria-
bles (71) que porta a 1°equacid de difuisid-conveccié (70) a una e-

quacid formalment andloga a2 la del cas vla, perd amb un coeficient
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de difusidé diferent ( 3/7 Dk ), hem de canviar D, per aguest valor
en les definicions en gue hi intervingui.'Per tant, 1l%expressid que

fa adimensionzl la variable temporal serd

2 v
43 cx® Dp |

ja introduida per Koryta (1953) i que representa el temps de recu-~
briment mdxim de 1’ eldctrode en la hipdtesi de flux mhxim (veure

capftols VI i VII);

Degut al canvi (71), especialment en la variable

temporal, definirem les seglents variables temporals adimensionals

C = %/Jom Qg?,)

¥

S

t

RACHS //

Aleshores, 1%equacid integral (80) en forms adi-

mensional s’escriuri

' A
3 -2 / () N
é)k,(\7xv = (‘1f¥5l) ik /4% - ‘%j 7\ /?‘/i :géégiijLM <§ )
5.2.2.1.2.3.~ CAS SENSE ADSORCIO.

Pel cas sense adsorcid, 1’equacid integral (83)

t& la segllent soluci$

PN = axe (&)

d’on anem veient que sempre ens surt (encara que, com en el cas es-—
féric, s’hagi de fer alguna hipdtesi) pel cas sense adsorcid la ma—

teixa expressid per a la funcid Y7 (recordem que estd relacionada
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amb les comcentracions ¢ (r= rs o t) ).
AN

rd
5¢2.2.1.3.~ MODEL D’ESFERA EN EXPANSIO.

Si es vol tenir en cqmpte 1’esfericitat de la gota,
s’haurd de resoldre l’equacib (66), que amb el canvi de variables
(67), per a tenir l’origen de coordenades a la superffcie de 1’eldc
trode, s®escriu com (68); Aquesta eguacid s’ha intentat resoldre de
moltes maneres, unes més riguroses que d’altres, d’entre les quals
destaquen la de J. Kouteck§ (19539 i V.G. Levich (1962). Ambdues
tracten el problema amb un desenvolupament en sdrie respecte de la

solucid d°Ilkovic (pla en expansid), que recordem era suposar x <<

T (t).

Aquf, seguirem el tractament de Levich, el qual
déna una primera correcid a l’esfericitat perd equivocada, i 8s

J. Newman (1967) qui d8na el resultat exacte.
4

Posant a l'equacié diferencial (68) la depend&acia
explfcita en el parimetre, respecte del gqual es fars el desenvolu-

pament en sdrie x / T (t), tenim

QC,(\,K/%) - Dvr chbr()s%) 4 Q.D»" . —{—4_—-———___ QM _
2% . | D x* k) Q¢+ "/ra(lc)> DX
_a® )\ g - 2 § 9 < ¥k @)
>0 l¥) (1*;5':;)" 7S

-1 -
Desenvolupant els termes (1L + x) i (1 ¢+ x)

en strie de potdncies quan x<<1

4 N A= X 4 X o -
44X
1 oL mX 43t - -~

(a+x)*
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agafant el primer terme de la primera sxpansié i els tres primers
de la segona, ja que aixf en considerem un terme més dels conside-

rats al deduir el model d°Ilkovic, 1°equacid diferencial (85) esde

vé
ecln¥) o e oY) | ax Dar b
s ) xE L 2 D D, (2 &) (®6)
k) t : GRS

on es veu clarfissimament que el darrer terme &s una correccid al mo-
. A
del d°Ilkovic, que t& en compte l’esfericitat de 1°elRctrode (desa-
pareix al fer r (t)~>o0 , gue no &s més gue suposar 1°eldctrode
o .

pla).

Abans de seguir, fem el mateix canvi de variasbles
(71) que féiem en el model de pla en'expansié, anb la qﬂal cosa, 1°

eqracid diferencial (86) es converteix en

Pty Loz ) Ywlyy ,4_[-_1‘5‘/— 4§ 2D ]M
le)/ T D3t o )/ ?‘ 7%%' D o
| @)

. . - - -~
5¢2.2.1.3.1.~ RESOLUCIO DE L°EQUACIO DIFERENCIAL.

Com que el darrer terme (o{, 9C*4’“/7)/a%> ts el
terme de correccid, que serd petit, podem resoldre (87) aplicant
el métode de les aproximacions succesives (Levich - 1962), que con-

sisteix en suposar que la solucid &=z

T

“elyy) = <qp (By)~ PACHD, @)

h N . frpa . X
on Cup (yy)es la solucid exacte dins del model d"Ilkovic i Cu Vb])

T
serd la correccid a Cﬁa(lyy) .
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™
Aleshores &s obvi cue (}/\/) satisfard la segllent

equaci$ diferencial

e lyy) { b 2w (V)
TR ZY

/9/ 0%* X”I)
T -
a, 7}/?‘ ?/40/3' @%

x
on en el darrer terme hem menyspreat la contribucié de 70y (?;7//9%

T
en front de /3&((%,7)/0%. Aleshores (89) la podem escrivre com

o . I
70 Cy (*/7) Y ?ZC"\’ (‘t//) _
—_ —59\( -/9%7" = | %(%/7) @0)

on f(z,y) serk una funcié coneguda, ja que coneixem la solucid a°

Ilkovio (? (‘{:/7). Essent les ccndicions inicials i de contorn, per

a Cie (3y)

_cf'( %/o) = 0 _

™ o '
G (120,7) =0 QH)
< (o=, y) =0
ja que suposen gque ies condicions de contorn gque sa{isfé Cll,(ﬂ:/)')
tembg les satisfh c;’u://).

" L*equacié diferencial (90) es pot solucionar, su-

o ) _ = .
posant que la solucid Cy (fb/ 7/) es pot expressar com la suma d%una

solucid particular, C;g'f (17,‘7/), i de la solucib homogénia, C?gq(?:/y),
CIC ETAN - (.IL (% 7) + cE (2 \‘) @Q/)
v (% /) = < b N ;e 7 /

. - n . . - . -
on Ce f(yy) verifica 1%equacid homogenia
/
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i N 2 ad
/()C.(/Q,, (Dv//) 2 Dy( 0 Ck’/}n LQ;/\/)
q.

'/3/ ) oy * @3>

amb les seglents condicions iniciale i de contorn

T (39 = Ty o
Cf/h (%ﬁwfﬂ,: —c:EL(/? (vc—)w/yy @“‘)
b (2=9y) == <o (#:97)

' o il
Abvens de seguir, hem de calcular Cy (1-//) per a
aixf poder calcular la funcid f(z,y) sense la qual no podrem tro-

bar la solucié particular C{/‘, (3, \/).

A partir d’una equacid andloga a (22) pel cas de
pla en expansid (la diferdncia esth en el factor 3/7 que multiplica
al coeficient de difusié), destransformant-la, per a la qual cosa
s’haurd de fer servir el teorems de convolucid, tindrem que la so-

X
luci8 Ci¢ (3’//) serd de la forms

o -4
C'.:,: (3y) = G (%)0) +/ 33(‘/-/\) o{>

{ej&g* d2
(as)

on B(s) ve donada per l°expressid (21);

Degut a lz forms excessivament complexa de (95),
suposarem el cas particular de qud C\((o/ 7) = 0 (ja veurem que aixd
s equivalent a considerar la hipdtesi de flux mdxim o bé estar en
el 1imit de difusid, F20 0 E~> T X ). Aleshores, amb aquesta
hipdtesi

“B(s) = - Sxl¥H @t )
S
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»

aproximacid que fem &s seguir el procds matemdtic per a trotar

. _ ™ B - '
la solucié rarticular CK/VK}/Y) y 1 al trobar “x, b (¥=9s), a

i1

"parzir de la transformeda de les condicions (94), tornar a sustituir

1’exoressié de B(s) (96) per la més general (21).

Al fer aixd, podem seguir la deduccid matemitica
ja efectuada en aquest cas per Levich (1962) i Newman (1967) per a

trotar vc‘f/Lf (o/‘y) , la qual ens déna

: p———— ¥ _,1/
I cowyy = B 30w G 44 93
CK/" (’% O//) 44 J I “w / ' \ >

i aAmés es verifica que
T . : ’ »
P WBY) Y 2o @3)
—_———'—'—__;____—/ N
7 r=o '

' . : QC—IL& ('1 \.) .
amb la qual cosa només ens resta trotar e % /@;c . Per a

=0
2ixd, si transformem per Laplace 1l°equacid diferencial (93) sotme~—

sa a les condicions inicials (94) i »(99), ens donard

L em ‘
- o : LIS , \
Sty (7 S) = = D, W Q’OO)‘

que amb la condicié de contorn (94)-(99) a z - %0 , t8& com a solu-

cié general »
_ , . 4 , !?—s , |
th kjo/ S) = BMQ33 Q«(f %"' _B_g\/\ z ? @.0{1)

d’on Bh (s) amb la condicid de contorn (94) i (97) val
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mzx 30y Q\: M 45/3)

= 4‘§/4‘4

P =7 @0z )

i &s aqui on hem de sustituir c£* /s per 1'expressi6'per a B(s)

(21), d*on tindrem

0 jf_‘ 1
pid A [row U (45/4%) S (0,5) - e | 5V50x
C_, (35) = —\[Z— —= 4 Y Y — €
W s / . : ’3(\, )

¢o8 54'/4"7 Q‘O})

i derivant respecte de z i prenent el valor a z = 0, arribem a

Si 0 (ﬁm) Sl

- ’(% - o % v
,/acw/_xn 22 = | & < (0,9) " —
S ANV
9% 1-0

(s94)
Aleshores, degut a la separadié de la solucid en
dues componernts (89), una de les quals era la solucié del problema
er 1%aproximacid de pla en expansid (model d’Ilkovid), tenim de les

expressions (73) i (104)

Dcie(y5) > } . 23 T (s5h) Oa
‘ 7 > Q,__,,c_\(gos) T4 o=

0%
@)

~on ens torna a sortir una expressib andloga a (IV-66).

Agresta solucid es podria interpretar dins de 1°
aproximacid que J. Lingane i B.A. Loveridge (1950) varen efectuar
en trobar la primera correccid 'z 1%equacié de la intensitat limit
de difusid, deguda a 1’esfericitat. L%aproximacid consisteix en dir
que ja que del cas pla al cas de pla en expansgid, 17tnica mcdifica-
cié estava en el canvi del factor Dk per 3/7 Dk y i del cas pla al
cas esféric, s’hi afegia un terme constant l/ro , en passar del cas

pla en expansid al cas de 1°esfera en expansid tindreqkn compte els

dos factoré a-la vegada. Aguf el factor de correccid (105)‘vindria
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a estar relacionat amb el radi de la gota com a funcié del_temps, i

amb un factor de correccid, que &s el que en definitiva corregeix
el model de Lingane i Loveridge, segons els resultats més accurats

de Koutecky (19539 o Levich (1962) - Newmar (1967).
Comparant (105) amb (IV-66) tenim

ﬁ%m o JEs o o2 Clesa) ST+ (206 )

>Dvw a4 NS a
i tambd
~ , - ' “ ‘
H (S) - 'H?\(S) _ 3_..4, 4 ;‘éﬁ i{_{’i/_d_'i)_— S—’ /? K‘d.O‘Q’) _
A = 7\ 3Dy U ava |

la gual resulta més f2cil per a destransformar-la

45/y .
_‘3"__' J’L_w— &4‘02) ‘

\}sqow/ 44 cw" s“{q)

Xﬂ ) =

on, segons la solucid trobada per Kouteokﬁ’(l953), aixd seria el
3 & I & . "Lll 16 .

primer terme de correccid duna serie en y ( / 4) (+ / ), per

a'aixd a aquest model d”esfera en expansid, se’l coneix amb el nom

de model de Koutecky.

/?/)K (\/) T \)—:3;; , i é&,g g\( (.\/)b \v@,OQ)‘

on els coeficients CQ& sén els corresponents a cada terme de la

série i el factor ‘f estd relacionat amb el factor de correccid
de 1’esfericitat introduit per Kouteck§ i el definim (Newman - 1967)

com

@eo)

T = o £

o

Bls primérs valors dels coeficients del desenvo-
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lupament (109) segons (108) valen

oAy = &

J—_—f__‘ 2 (2 S/44) _ 4 030e @M)
T |

g
oo (47%)

1:‘-
5¢2.2.1.3.2.- EQUACIO INTEGRAL.

. v(y) (109), pro

cedint de forma andloga als altres casos, 1’expressid general (iV— 

Un cop obtinguda 1%expressid per h

T4) sescriurd per a aquest cas

| 7fac bcf) (( - ¢ ()))) o &A
jo ' j‘)'}’ %=0 Ov e {%‘q{\ S-W(Z-A) }CU

Vy->
(941)

que amb l”equacid de balang (78), ja 1ntegraaa pel cas del dme, ers
donard la segﬂenﬁ equacid integral
L 1 .
L) oIy A
(1) = 7 wer,® 0 O | ‘@13)

\]7 Lok - (oA {.z % Q/W%W 4
: y- ?

on per a vosar-la de forma adlmensmnal, fem gervir elg mateixos
par?a,me’crés adimensionals que pel cas de pla en expansid i n’hem de
definir un de nou relacionat amb el factor de correccib de 1l esfe-

ricitat de Kouteck¥, SW" que en fo:t'ma,_ adimensional el definirem

e
T2 ey

O

d’on la relacid entre ambdds serd

(i—gvc, &)

E\/\ K'l) _ X S ti//g . @45)

on 5»( a &s la delta de Kronecker, que valdrd 1 nomds en el cas
7
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en qu® k = R.

Aleshores,bl‘équacié integral (113) en forma adi-

mensional, s’escriurd

6,0) = 227 / Lﬂ ok 5 DK'%(/“?_L.

b\ﬂ.\’&i A/‘A |
2w fyrrs 5 o)™ ) 1

, Si explicitem la darrera eguacid pel cas en qﬁ%

només considerem la primera correccid a l’esfericitat (i = 1), tin

, A —Z// )C
B0 = ey WMo 2 [T g

drem

'/A \?(/‘) Y’}/MJ—B/:} % Ga)

| | " v
4 2o, (srge T ATT - %in<%>§A |

©

que si reocordenem els dos darrers termes de correéeccid per a qud

quedi factor comun el radi de 1°eldctrode en forma adimengional,

, N
Y M)
4 ;x 3 v/; —:Fifgii?‘ 4

o, (2) = (a+€) ﬁ” - =

ens quedars

+

A {‘;o&i{ (44,5&))4* -

Pen
| —a/ /_,711_, O‘ } @”),
B (@4 5) 3/ Lamd"Y LA I |

on hem definit fw,com el radi de 1l’eld&ctrode 2 t = ﬁm de forma a-
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adimensional andloga e (56) (cas esfiric estdtic)

: ke . o , ’
A = “a Vi, £MA‘ 2 - 2o ‘___22—:7; Q%lq )
0m T ACH 1o cratal

A 1%expressié (118) tenim una equacid anéloga al
cas esféric (55), perd on el terme pla ha estat sustituit pel pla
enAexpansié i el‘radi adiménsional, eo s pel corresponent al dme,-

eﬂ\. Les demds discrepincies sén degudes al fet de qud en 1%equa
cid de balang de matéria a la interficie eiectrbdica en forma inte-
gral, pel cas del dme, s’ha de tenir en compte la variaciS‘temporal
de 1%%rea de 1°eldctrode. Aixd ens recorda el mdtode aproximat de
Lingane 1 Loveridge (1950) de trobar una equacié per a la intensitat
1fmit de difusid pel dme eh Qué hi hagués una primera una primera
correccid a l’esfericitat. L’ﬁnica diferéncia radica en el factor
. de correccid (Jg%-d¢ ) que apareix a (118) ja que el mdtode de
Lingare i Loveridge é&s aproximat, encaia que molt ihtel.ligent, ja
Que sense resoldre l’equacid diferencial pel dme, troben una solu-

cid quasi exacte per a la primera correccid de 1l’esfericitat.

. <
5:2424143.3.~ CAS SENSE ADSORCIO.

Pel cas sense adsorcié,'igual gque en el cas es?érig
gabem resoldre les equacions integrals (116), (117) o (118) només
er el cas en qud els coeficients de difusib siguin iguals ( k/= 1).

I com els demds casos, en aquest cas particular, la solucid per a

f(?) és ‘ 7
P = sve . wo)
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5¢2.2+2¢— ELECTRODE DE DISC ROTATORI. RDE.

El flux dfun fluid viscés i incompressible degut =
la‘fotacié d’un disc, de didmetre suficienment gran i a velocitat
angular de rotacid oonstant; &8s suficienment complexe. No pretenem
fer una disquisicid sobre les diferents idealitzacions matemdtiques
fetes a la literatura pér a tractar problemes similars (von Kérmén.—
1921, Cochran - 1934, Levich - 1962, Albery i Hitchman - 1971, Ples
kov i Filinovskii - 1976, Opekar i Beran - 1976, Ibl i Dossenbach -
1983, Filinovsky i Pleskov - 1984), sind que ens’ limitarem él cas

més estudiat pels diferents autors.

Per a trotar la velocitat del fluid hurem de partir

de I'equacié de continuitat de la metdria (111-24)

PeEY L L (Cg-\:,m.s(e/m)

9t

on és la densitat mitja del'fluid i v'la’velo¢itat respecte d’un
sistema inercial fix al laboraiori, i de la segona 1llei de Newton
en forma local, que amb la suposicié de que el fluid &s newtonid
(la viscositat produeix una forga disipativa, la forga viscosa,

Que es pot expressar com //A A G ,essent/ptla viscositat cinemd~

tica del fluid) es redueix a l'equacié de Navief—Stokes (III—29)

G[%?Jr:’,. ;\3]:4 cﬁzAf)Jr/MAg*—%j \;1_91)’

on £ &s la resultant de les forces externes vollimiques i p &8s la

pressid interna del fluid.

Suposarem que el fluid &s incompressible, &s a dir
1Y ‘ ?
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que la densitat de matdria, e s &s constant (no &s funcié de Fit),

amb la qual cosa 1”equacid de continuitat esdevé
c&u’\r 5 = 0 | Qu.)
- que el sistema assoleix rapidament el régim‘estacionari

23

_— =, O (423)
R ’

. . 2 :

i que 1%efecte de les forces externes es pot menysprear (f=0)

(l1a forca gravitacional estd inclosa dins de la pressib). Aleshores,

1’equacid de Navier-Stokes es redueix a

— - .
Topd T e - L adder A 03 )
que junt amb l”’equacid de continuitat per a un fluid.incompressible
(122) ens déna un sistema de quatre equacions per a trobar les tres

components de la velocitat i la pressid.

~ Do ) N
5¢2¢2.2.1.1.—~ HIPOTESIS SOBRE EL MOVIMENT HIDROTLINAMIC DEL FLUID.

Ens intereSsa trobar ¥ al voltant de la superficie
del disc, en fuﬁcié dé les caracterfstiques del sistema, &s adir,
de les condicions de contorn. Aixb constitueix 1”anomenat problemes
de von Kirmén, ja que fou ell el primer en intentar resoldre aguest
problema (von K4rm&n — 1921), encara que de forma aproximada. Aquf
esmentarem la resoluci8 feta per Cochran (1934), per a la qual cosa
suposarem que el fluid estd en régim laminar (Re petit, on Re 8&s el
paradnetre adimensional que descriu el tipus de régim i s”anomena

nombre de Reynolds)

fe = b/ (225)
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on J 8¢ el coeficient de viscositat (definit per = /w/e ) i on
1 és_una dimensié caracterfstica del sistema. En el nostre cas serd

el radi del disc.

BL fet de suposar régim laminar ens facilita el
problema, ja que podem suposar gue al costat del disc, el flﬁid es
mourd a 1“unfson amb ell i lluny dels disc nomds tindrem un moviment
del fluid vers el»diso sense tenir en compte els efectes de'ia vig-

cositat. Aixd ens permetrd separar el sistema en dues regions:

1o- regié lluny de la superficie dels disc.

2.— regid al voltant del disc.

en la primera, les forces viscoses no tenen efecte per Re K 1 i 1
equacid de Navier-Stokes es Convertifé‘en 1%equacid d*Fuler al ne—
gligir els termes que coﬁtenen la viscositat (equaoié que descriu
el moviment d’un fluid incompressible ideal i no viscés). La segona
‘regio (la que ens interessa) 8s on les forces viscoses jugen un pa-—
per important i serd a én‘fesoldrem el sistema d'équacions (1R2) -

(124).

Una consideracid a fer &s que generalment es supo-
sa que el fadi del disc (1) &s suficienment grén per a poder menys-—
prear els efectes dels extrems, perd aixd implica que Re >> 1, la
qual cosa ens faria tenir un r2gim turbulent; S*ha d’arribar a un
compromis entre els‘diferents parametres per a estar sempre dins

del rdgim laminar (Re<<1l).

5e26202.16 26— RESOLUCI6'DE L“EQUACIO DE NAVIER-STOKES.

Degut a la simetria del problema, escollim coor-—
denades cilindriques, (r,f ,z); Lluny dels disc, el fluid es mou
vers la superffcie del disc, i no &s fins que en arribar al voltant

del disc que adquireix una velocitat angular deguda a la rotacibé del
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disc. Aixd ens diu que no hi haurd depend®ncia angular en la velo-

citat, 1 que les condicions de contorn seran per z = O

J. = O |
Tg = WT (42¢)
W, = 0

on W/ és la velocitat angular de rotacid dels disc, que la suposem

constant, i per z - <N

VJ‘._V:—O » '
_ - Q€1> . |

essent v una constant a determinar.
O .

Ademés, la pressid del fluid alvvoltant de la su-
perficie dels disc, només serd funcib de la coordenada z. Aleshores

es sistema d’equacions diferencials a resoldre serd

(99 R L J Ue _ | A . v
7'\7‘- Qr ‘—rf_ + ‘\T%/()'—t - 5(, Ny r)—)
R T T | J | »E.‘L)
T { s .0 0 - S (4T oy
TR "FXL\L TSy ( ¢ @ES)
RIRCE SINE O S RCL S SN
X 2 e 2% |
(V¢ A S (90, -
T v D

Degut a la simetria i les condicions de contorn,

la solucib al voltant de la superficie dels disc suposarem que sigui

del seglient tipus
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U, = YW \"(E)

\}‘({.E T W (?(§> | | @%17
Ty = JJw H(i) |
p=-psw tls) |

" on S és una variable adimensional definida de la segllent forma

teVZ e o

Amb aguestes definicions, el sistema d’equacions
diferencials en derivades parcials (138) es converteix en el se-
glent sistema d’equacions diferencials totals

Fro et T o= T
v
RF G + 6 = ©
(121)
HH \ - 2 \ + o v \

LF + H\:.‘O

amb les condicions de contorn per “S =0

T zo0 .
ooy @32)
v=9

i per ‘S—ao'o
=0
oo (223)




