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RESUMEN

El contenido fundamental de esta tesis corresponde al desarrollo de los métodos
GNM-NIPALS, GNM-PLS2 y GNM-RGCCA para la cuantificacion de las
variables cualitativas a partir de las primeras k componentes proporcionadas por
los métodos apropiados en el andlisis de J matrices de datos mixtos. Estos
métodos denominados GNM-PLS (General Non Metric Partial Least Squares) son
una extension de los métodos NM-PLS que toman sélo la primera componente
principal en la funcion de cuantificacion.

La trasformacion de las variables cualitativas se lleva a cabo mediante procesos de
optimizacion maximizando generalmente funciones de covarianza o correlacion,
aprovechando la flexibilidad de los algoritmos PLS y conservando las propiedades
de pertenencia grupal y orden si existe; asi mismo se conservan las variables
métricas en su estado original excepto por estandarizacion.

GNM-NIPALS ha sido creado para el tratamiento de una (/ = 1) matriz de datos
mixtos mediante la cuantificacion via reconstitucion tipo ACP de las variables
cualitativas a partir de una funcion agregada de k componentes. GNM-PLS2
relaciona dos (J = 2) conjuntos de datos mixtos Y ~ X mediante regresion PLS,
cuantificando las variables cualitativas de un espacio con la funcién agregada de
las primeras H componentes PLS del otro espacio, obtenidas por validacion
cruzada bajo regresién PLS2. Cuando la matriz enddgena Y contiene sélo una
variable de respuesta el método se denomina GNM-PLSL.

Finalmente para el andlisis de mas de dos bloques (J > 2) de datos mixtos
Y ~X;+...+X,_, a través de sus variables latentes (LV) se implementa el
método NM-RGCCA basado en el método RGCCA (Regularized Generalized
Canonical Correlation Analysis) que modifica el algoritmo PLS-PM
implementando el nuevo modo A y especifica las funciones de maximizacion de
covarianzas o correlaciones asociadas al proceso. La cuantificacion de las
variables cualitativas en cada bloque X; se realiza mediante la funcion inner
Z; = Y.je; Y; de dimension J debido a la agregacion de las estimaciones outer Y;.
Tanto Z; como Y; estiman la componente ¢; asociad al j-ésimo blogue.

Palabras claves: Analisis de multiples tablas de datos mixtos, General Non
Metric, Partial Least Squares, Regression, Path Modeling, Nonlinear estimation
by Iterative, Regularized Generalized Canonical Correlation Analysis.






ABSTRACT

The fundamental content of this thesis corresponds to the development of the
GNM-NIPALIS, GNM-PLS2 and GNM-RGCCA methods, used to quantify
qualitative variables parting from the first k components given by the appropriate
methods in the analysis of J matrices of mixed data. These methods denominated
GNM-PLS (General Non Metric Partial Least Squares) are an extension of the
NM-PLS methods that only take the first principal component in the
quantification function.

The transformation of the qualitative variables is done through optimization
processes, usually maximizing functions of covariance or correlation, taking
advantage of the flexibility of the PLS algorithms and keeping the properties of
group belonging and order if it exists; The metric variables are keep their original
state as well, excepting standardization.

GNM-NIPALS has been created for the purpose of treating one (J = 1) mixed data
matrix through the quantification via ACP type reconstruction of the qualitative
variables parting from a k components aggregated function. GNM-PLS2 relates
two (J = 2) mixed data sets Y ~ X through PLS regression, quantifying the
qualitative variables of a space with the first H PLS components aggregated
function of the other space, obtained through cross validation under PLS2
regression. When the endogenous matrix Y contains only one answer variable the
method is denominated GNM-PLSL1.

Finally, in order to analyze more than two blocks (J = 2) of mixed data Y ~
X;+...+X;_; through their latent variables (LV) the GNM-RGCCA was created,
based on the RGCCA (Regularized Generalized Canonical Correlation Analysis)
method, that modifies the PLS-PM algorithm implementing the new mode A and
specifies the covariance or correlation maximization functions related to the
process. The quantification of the qualitative variables on each X; block is done
through the inner Z; = ¥ ;e;Y; function, which has J dimension due to the
aggregation of the outer Y; estimations. Z;, as well as Y; estimate the ¢;
component associated to the j-th block.

Keywords: Analysis of multiple tables of mixed data, General Non Metric, Partial
Least Squares, Regression, Path Modeling, Nonlinear estimation by Iterative,
Regularized Generalized Canonical Correlation Analysis.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Dentro de los métodos clasicos de analisis multivariado de datos, se encuentra el
Andlisis de Componentes Principales (ACP), para el tratamiento de una matriz de
datos continuos; el Analisis Canonico (AC) junto al Analisis Interbaterias (AIB) y
el Andlisis de Redundancias (AR) entre otros para el tratamiento de dos tablas de
datos; y el Analisis Factorial Multiple (AFM), el Anélisis Canonico Generalizado
(ACG) y STATIS entre otros, para el tratamiento de J tablas de datos
relacionando las variables observadas con las variables latentes (LV).

También, y a partir de los afios 70, aparecieron los métodos denominados Partial
Least Squares (PLS). Los métodos PLS son procedimientos algoritmicos basados
en productos escalares entre vectores que iteran hasta la convergencia,
permitiendo obtener las componentes o LV de una matriz o las componentes mas
relacionadas de varias matrices de datos métricos.

Para el tratamiento de una matriz de datos surgié Nonlinear estimation by Iterative
PLS (NIPALS), para el tratamiento de dos matrices PLS Regression (PLSR) y
para el analisis de interrelaciones de J bloques el PLS Path Modeling (PLS-PM).

Estas aportaciones metodoldgicas han sido desarrolladas dentro del marco de
variables continuas (métricas); otros métodos como el Analisis de
Correspondencias tratan activamente solo variables cualitativas. Sin embargo, en
la practica el investigador encuentra datos de naturaleza mixta, es decir, coexisten
variables tanto cuantitativas como cualitativas. Generalmente, han existido dos
formas de tratar las variables cualitativas (no métricas) en el andlisis factorial de
datos mixtos:

1. Asociando la tabla disyuntiva completa (TDC) conformada por tantas
indicadoras como categorias contenga la variable cualitativa; a su vez, las
indicadoras pueden ser transformadas o no.

Sin embargo, reemplazar cada variable cualitativa con su correspondiente
matriz indicadora trae consigo algunos inconvenientes. Los pesos asociados a
cada indicadora no son comparables con los pesos asignados a las otras
variables, genera el efecto de matrices esparcidas incrementando



innecesariamente la dimensionalidad e inercia, y ademads, dificulta la
interpretacion al perderse la integralidad de la variable cualitativa.

2. Cuantificando cada variable no métrica de forma Optima tal que conserven las
propiedades de pertenencia y orden si existe. Eventualmente también se
transforman las variables métricas dentro del proceso de optimizacion.

Se desarrollaron varios métodos para estos procesos de cuantificacion, dentro
de los cuales se encuentran los denominados Non Metric PLS (NM-PLS)
tales como: Dual Scaling (Enfoque Clasico, HOMALS, ...), Kruskal and
Shepard, Prinqual, Princals entre otros (Gifi 1990, Linting et al. 2007) y los
mas recientes denominados NM-NIPALS, NM-PLS1, NM-PLS2 y NM-
PLSPM de Russolillo 2009. En general estos métodos se caracterizan por
cuantificar las variables cualitativas tomando sélo la primera componente
principal en la transformacion.

Cuadras 1989, Boj et al. 2007, presentaron métodos de clasificacion y
regresion basados en distancia, con datos mixtos.

En este trabajo de tesis se presentan los métodos GNM-PLS (General Non Metric
PLS) como una generalizacion de los métodos NM-PLS, ya que se cuantifica
mediante un criterio de optimizacién cada variable cualitativa a partir de &
componentes, permitiendo un mayor poder descriptivo en el analisis conjunto de J
tablas de datos mixtos. Las variables cuantitativas conservan su escala original
(excepto por estandarizacion) y también se mantienen las propiedades de
pertenencia grupal y orden (si existe) durante el proceso de cuantificacion.

Asi, se desarrolla GNM-NIPALS el cual permite cuantificar las variables
cualitativas de una matriz de datos mixtos mediante una funcion lineal de &
componentes principales, tipo reconstituciéon, maximizando la inercia en el plano
k-dimensional asociado al ACP de la matriz cuantificada.

Los métodos GNM-PLS Regression (GNM-PLSR) tienen por objetivo realizar
una regresion PLS en dos conjuntos de datos mixtos Y, e X, , conteniendo q,
Y qp variables cualitativas en los conjuntos respectivos. Las variables cualitativas
de un grupo son cuantificadas con una funcion de # componentes agregadas del
otro grupo y viceversa.

GNM-PLSR se diferencia en que cuantifica Optimamente cada una de las
variables cualitativas Y, tomando una funcion agregada de las primeras H



componentes derivadas de la validacion cruzada bajo regresion PLS, de la forma
Ye = Cq1ty + Cqaty + -+ cquty . Los ponderadores ¢, se obtienen como los
coeficientes de regresion entre la variable cuantificada ?q y la componente t

conllevando maxima covarianza agregada por cada etapa h: Y cov? (ty, up).

Las u;, son las componentes en el espacio de las ¥ en cada etapa h, y conforman
la funcion agregada y,, para la cuantificacion de variables cualitativas X,. Dado

que Y ahora contiene todas las variables métricas y cuantificadas, entonces para H
componentes en la funcion agregada, el méximo corresponde a

Z r2 (Yk' )/t) .

Este resultado corresponde a la primera fase del AIB con maximo valor propio 4,
en cada etapa 4. Si 7 =1 el método general de cuantificacion GNM-PLR se

denomina GNM-PLS2, el cual a su vez contiene como caso particular al método
GNM-PLSI1 cuando r = 1.

Finalmente, para cuantificar y relacionar mas de dos bloques de datos mixtos se
ha creado el programa NM-RGCCA bajo el entorno R, como versién mejorada y
complemento del NM-PLSPM.

PLS-PM estima la red de relaciones denominadas outer entre las variables
manifiestas (MV) contenidas en cierto grupo X; y su propia LV & , € inner entre
las LV de Q bloques de datos. Se relacionan las componentes outer Y; = X;jw; €
inner Z; =) je;Y; que estiman ¢;, para obtener las condiciones de
estacionariedad y estimar los pesos outer w;, mediante los modos 4 y B que

implementan regresiones simples y multiples respectivamente.

NM-PLS PM se crea aprovechando la flexibilidad del algoritmo PLS-PM para
intervenirlo inmediatamente después de la fase de obtencion de las componentes
inner Z; de dimension J'y a partir de éstas cuantificar las variables cualitativas del

grupo respectivo; sin embargo no es clara la funcion de optimizacion.

El método RGCCA (Regularized Generalized Canonical Correlation Analysis) de
Tenenhaus and Tenenhaus 2011, modifica el modo 4 de PLS-PM e implementa el
nuevo modo A y constituye un marco general para el analisis multibloques
proporcionando ahora algoritmos Optimos mondtonamente convergentes a
funciones de covarianzas o correlaciones bien definidas.



NM-RGCCA se crea, para cuantificar Optimamente las variables cualitativas de
cada bloque con la respectiva componente inner proporcionada por RGCCA,
heredando la convergencia monoétona creciente y la maximizacion de las
funciones de covarianza o correlacion segln el nuevo modo A o B elegido.

1.1. ESTRUCTURA DE LA TESIS

Este trabajo de tesis esta estructurado en seis capitulos. El estado del arte se ha
dividido en dos capitulos, el segundo y el tercero.

El capitulo dos recoge una importante revision de los principales métodos cldsicos
multivariantes de datos métricos relacionados con los métodos PLS, tales como el
ACP para el tratamiento de una matriz, el cual constituye la base fundamental en
la comprension de casi todos los demas métodos.

Para el estudio de dos matrices de datos se presentan los siguientes métodos: AC,
AIB, AR y la Regresion Multivariante. E1 ACG trata el estudio de mas de dos
grupos.

En el capitulo tres se presentan los principales métodos PLS desarrollados por
Herman Wold: NIPALS, PLS1, PLS2 y PLS-PM. Estos métodos se caracterizan
porque pueden funcionar con datos faltantes, matrices esparcidas (p > n) y
presencia de multicolinealidad.

El algoritmo NIPLAS bésicamente desarrolla un ACP permitiendo obtener los
valores y vectores propios (componentes principales) de una matriz de datos. Para
estudiar la relacion entre dos grupos de variables Y e X, Wold cre6 los métodos de
regresion, PLS-R, cuyos parametros son estimados por medio de los algoritmos
PLS1 en el caso de una sola variable respuesta o PLS2 en el caso de respuesta
multiple.

Los métodos PLS-PM descritos por Wold (1975, 1982, 1985) en el analisis de
Modelos de Ecuaciones Estructurales (SEM) para estudiar J bloques basados en
componentes, operan sin supuestos distribucionales, lo cual los hacen muy
atractivos para la estimacion de modelos tipo regresion. PLS-PM es entonces una
interesante alternativa a los SEM basados en el Analisis de Covarianza bajo
multinormalidad, a través de su programa LISREL (Joreskog 1970).



El método PLS-PM es modificado mediante el nuevo modo A dando lugar al
RGCCA (Regularized Generalized Canonical Correlation Analysis) de Tenenhaus
(2011), el cual constituye un marco general para el analisis multibloques (J > 2)
mediante algoritmos que asocian funciones de maximizacion monotonamente
convergentes.

A partir de una red de conexiones entre los bloques, el objetivo del RGCCA es
encontrar componentes PLS que expliquen sus propios bloques y que estén
altamente correlacionadas con las de los bloques conectados precisando las
funciones de maximizacion asociadas.

Al final de este capitulo tres se presenta una sintesis del proceso de cuantificacion
de cada variable cualitativa, que basicamente descansa en los conceptos de
proyeccién ortogonal de la matriz indicadora asociada, de la maximizacion de la
razon de correlacion y en la regresion mondtona.

Para el tratamiento de datos mixtos se han constituido los capitulos cuatro, cinco y
seis que tratan respectivamente una, dos y mas matrices de datos cuanti-
cualitativos. Cada uno de estos capitulos recoge en primer lugar las versiones
NM-PLS presentadas por Russolillo (2009), y luego sus correspondientes
versiones generalizadas GNM-PLS objeto de esta tesis, para la transformacion de
las variables cualitativas a variables métricas conservando propiedades de
pertenencia grupal y orden si es necesario.

Asi, el capitulo cuatro presenta los conceptos fundamentales del algoritmo NM-
NIPALS y luego su extension al GNM-NIPALS que cuantifica las variables
cualitativas de uma matriz de datos con una funcion agregada de £ (> 1)
componentes proporcionada por ACP de los datos cuantitativos, ganando mayor
poder descriptivo de las relaciones de variabilidad especialmente en el primer
plano factorial.

Analogamente el capitulo cinco, inicia presentando los métodos de regresion NM-
PLS1 y NM-PLS2 que luego son generalizados respectivamente con las versiones
GNM-PLS1 y GNM-PLS2 que cuantifican las variables cualitativas por funciones
agregadas de k& componentes tipo regresion suministradas por los propios
algoritmos PLS1 y PLS2. El método GNM-PLS1g se presenta como principal
caso de interés para el cual la Gnica variable respuesta es cualitativa.

El capitulo seis presenta la version NM-PLSPM que relaciona J bloques
conteniendo datos mixtos. Los procesos de cuantificacion se desarrollan con las



funciones inner que constituyen funciones agregadas de las J estimaciones outer
de cada uno de los bloques. Ya que en PLS-PM no son claras las funciones de
maximizacion, Tenennhaus (2011) present6 el método RGCCA donde se muestra
la convergencia monotona de las funciones de maximizacién asociadas con las
componentes.

Se interviene adecuadamente las fases del algoritmo RGCCA para a partir de las
estimaciones inner realizar la cuantificacion de variables cualitativas en cada
bloque; se obtiene asi el método denominado NM-RGCCA considerado un caso
de dimension J dentro del hipotético GNM-RGCCA.

Todos los ejemplos de aplicacion GNM-PLS toman parcial o totalmente la base
de datos créditos denominada cred.438 y el software utilizado ha sido
desarrollado en el entorno de programacion R; algunas de estas instrucciones se
han escrito especialmente en los capitulos de aplicacion por considerarse
importantes e ilustrativos. Los programas asociados a los métodos GNM-
NIPALS, GNM-PLS1, GNM-PLS2 y NM-RGCCA se encuentran adjuntos en los
Anexos A, B, CyD.

La convergencia de las funciones en todos los escenarios es rapida, se requirieron
no mas de 15 iteraciones, sin embargo se definié 100 iteraciones en cada proceso
para tener un amplio margen de resultados; para presentar las graficas se tom6 un
numero fijo de 20 iteraciones.



CAPITULO 2

METODOS FACTORIALES CLASICOS

Con los métodos factoriales (Lebart 2006, Aluja 1999, Tenenhaus 1998, Escofier
1992) se propone obtener representaciones sintéticas de grandes conjuntos de
datos, describiendo las asociaciones entre individuos y entre variables en espacios
de dimensiones menores. Los métodos factoriales de andlisis multivariante
exploratorio de datos mas utilizados se derivan de dos técnicas fundamentales que
son el ACP y el Analisis de Correspondencias.

La matriz inicial de datos R, con »n filas-nube individuos y p columnas-nube
variables (puede ser una tabla de contingencia), generalmente es transformada
(centrada: X, , estandarizada o en perfiles) y sometida al analisis de datos. Su
término general es xj; (fesima Observacion de la jgima variable); i =1, ..., n ; j=
1, ..., p; note que un vector fila x;, pertenece al espacio R’ y un vector columna
X; pertenece al espacio R" .

La posicion de los puntos en la nube esta dada por el conjunto de distancias entre
todos los puntos y determina la forma de la nube, la cual caracteriza la naturaleza
e intensidad de las relaciones entre los individuos y entre las variables y revela las
estructuras de la informacion contenida en los datos. Los calculos de las
proximidades geométricas entre puntos fila y entre puntos columna traducen en
efecto las asociaciones estadisticas.

Las nubes compuestas por montones de puntos pueden ser alargadas (lineales), no
lineales, esféricas (ausencia de relacion), triangulares etc. Una manera de darse
cuenta visualmente de la forma de una nube es proyectando los puntos sobre
nuevos ejes (cambio de base) o planos que minimicen las deformaciones de las
distancias debidas a la proyeccion: “Busqueda de los principales ejes de
representacion, en los que la inercia (distancias ponderadas) de la nube proyectada
sea maxima eje por eje’’.

En RP, los vectores ortogonales u, que determinan la direccion de los ejes
factoriales garantizan el maximo alargamiento de la nube de individuos Nj.



2.1. ANALISIS FACTORIAL GENERAL: LAS MATRICES X, M, N

En el célculo de la distancia entre los puntos i y I, d*(i,1) = X;m;(x;; — x;;)° ,
es posible considerar la importancia de las columnas mediante los coeficientes m;
que ponderan la influencia de cada columna j y se encuentran en la diagonal de la
matriz M denominada métrica. Asi, haciendo r =i - [ entonces

<rr>y=r'Mr=dy(l.

2.1.1. Proyeccion e inercia de la nube de individuos

La coordenada de la proyeccion de un punto i sobre el vector director u del eje a
con métrica canodnica [ es x; [, = x{1,, mientras que con una métrica cualquiera
M esta dada por el producto escalar x{ M1, = ;, (grafica 2.1). Las coordenadas
de todos los puntos i sobre este mismo eje estdn contenidas en el factor P, =
XM, . El vector 11, bajo la métrica M es unitario; esto es, U, Mil, = 1.

0]

Grafica 2.1. Proyeccion ortogonal del individuo 7 sobre u

La inercia (~varianza) como medida de dispersion alrededor del centro de
gravedad G para la nube de individuos en el hiperespacio es
1G, =¥, pid%(i,G). Los pesos p; de los individuos se encuentran en la matriz
diagonal N.

El objetivo geométrico del andlisis factorial es buscar un nuevo sistema de ejes
ortogonales en los que se proyecte esta inercia tal que los primeros ejes
concentren la mayor parte de la misma y en forma decreciente. Generalmente, se
quiere analizar una matriz de datos estandarizados Z,, que garantiza propiedades
interesantes como el de no afectacion de las p variables por las unidades de
medida. Si la matriz Z es de rango completo entonces

r(Z2)=r(Z)=r(ZZ)=r(Z'Z)=1G, =p .



Asi, con datos de partida centrados, x;; = r;; —7; el origen O coincide con el
centro de gravedad G de la nube, y los elementos diagonales de la métrica
m; =1 /sj2 completaran el calculo de distancia e inercia de los individuos (con
variables estandarizadas). Las proyecciones de los individuos sobre 1, esta dada
por Y, = XM, con media E(,) = 0 debido al centramiento de las variables, y
la inercia proyectada respecto al origen

10, = Zipi[lpai]z = lpz’lepa = uc’zMX’NXMua

es la cantidad a maximizar en cada eje a, bajo la restriccion u,Mu, =1. La
derivada de la ecuacion lagrangiana asociada, conduce a la descomposicion
espectral de la matriz X'NXM, la cual no es simétrica y por tanto no garantiza la
ortogonalidad de los ejes. Sin embargo, haciendo la transformacion u = M*/?17,,
en la ecuacion de la inercia 10, , la matriz simétrica a diagonalizar es ahora

1
MY2X'NXMz bajo v'u=1.

Para el caso en el que los datos han sido normalizados, z;; = (1;; —7;)/s; , €l

centro de gravedad de N; también coincide con el origen, Y, = Zuy, Uglx =1y
por tanto la inercia de la nube de individuos es

10; = upZ' NZug = L1y pd?(i,0) = i~ %22 = %,;v(%) = traza (Z'NZ) = p.

Posteriormente se mostrara que la inercia de la nube de individuos es idéntica a la
nube de variables cuyo centro de gravedad no coincide con el origen; esto es:

2.2. ANALISIS EN COMPONENTES PRINCIPALES - ACP

Presentado e integrado a la estadistica matematica por Harold Hotelling en 1933;
el ACP para la estadistica clasica trata de la bisqueda de nuevos ejes principales
(reduccion), y desde el punto de vista reciente del andlisis de datos se considera
como una técnica de representacion (descripcion) de los datos que se utiliza sin
referencia a hipotesis ni a un modelo estadistico en particular.

El ACP se aplica a tablas de datos donde las columnas son variables cuantitativas
y donde las filas son los individuos u objetos de observacion.
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Las proximidades entre variables se interpretan en términos de correlacion y las
proximidades entre individuos en términos de similitudes (semejanzas).

2.2.1. Anadlisis de la nube de los individuos

En R? con datos no transformados, la distancia euclidiana entre parejas de
. o . . 20 =1 _ p 2 . o . r .
individuos es: d“(i,i") = X_,(rij — r;)*. Dos puntos individuos estn cerca si

son caracterizados o toman valores casi iguales en cada una de las variables.

Para lograr la mejor representacion, se busca inicialmente el subespacio en R” de
dimension uno, un vector u en el eje a (u,), sobre el que se maximice la suma de
los cuadrados de las distancias entre todas las parejas de puntos (i, i") proyectados:
max, Yy d?(i,i").

De acuerdo con Lebart (1984), encontrar el maximo de la suma de cuadrados de
las distancias entre todas las parejas de individuos es lo mismo que maximizar
sobre u la suma de cuadrados de las distancias entre cada punto y el centro de
gravedad de la nube: max, Y.* d?(i,G). De ahi que el ACP requiera al menos
centrar los datos, x;; =1;; —7; lo cual equivale trasladar el Origen a G, se ha
hecho coincidir el origen de los ejes y el centro de gravedad de la nube N,
centrada.

En el calculo de la distancia entre individuos pueden existir variables con escalas
muy diversas (segundos, metros, kilogramos ...) y se desea hacer jugar a cada
variable un papel idéntico en la definicion de las proximidades entre individuos.
Para ello se corrigen las escalas reduciendo las variables ya centradas asi:
z;; = (r;j —1;)/s;; eneste caso Z;~ (0, 1).

Entonces bajo esta transformacion (normalizacidon) que ya contiene los pesos de
las columnas, con métrica la matriz idéntica M = I y N la matriz de pesos de los
individuos, se desarrolla el analisis en componentes principales normado
diagonalizando Z'NZ que es la matriz de correlaciones entre las variables j, j' .

Geométricamente:
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eje a

Grafica 2.2. Proyeccion del individuo i sobre u ( -z, ) en el nuevo eje o

El teorema de Pitagoras aplicado a cada uno de los n tridngulos rectangulos del
tipo Ozy; de la grafica 2.2 conduce a la relacion

izt =Y,0z7 = ¥, 097 .

Premultiplicando por I/n, y ya que %ZiOZiZ es la cantidad fija (observada),
minimizar %Zi z;p? (proyeccion 6ptima) es equivalente a maximizar la cantidad
%ZiOIlJiz =y'NY =u'Z'NZu que es la inercia (varianza) de la nube N

proyectada sobre el eje a de direccion u, pues debido al centrado en X, E(i) = 0.
La longitud de la proyeccion ortogonal del vector z; sobre el subespacio de una
dimension con vector director unitario u es ||OY;|| = |[c;. ull = llc; |l = |zjul ;
por tanto ¢; = zju esel escalar' que dilata o contrac u hasta alcanzar el
puntoy;; u € RP .

. 1 .
Buscar el méximo de ;Z ; O} equivale a encontrar  tal que

max,(u'Z'NZu) bajo u'u=1.

La derivada de la funcién lagrangiana asociada L(u) = u'Z'NZu —A(u'u—-1),
dL/0u = 0, conduce a resolver el sistema de valores y vectores propios

Z'NZu = u . [2.1]

'El producto escalar ortogonal (z-cu)’(c.u)=0=> cz;'u — cuu=0=>zu=c.
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Sea u, el vector propio correspondiente al mayor valor propio 4, de Z'NZ que
da ese maximo. El subespacio en R” de dos dimensiones (u;, u, ) que mejor se
ajusta a la nube contiene ortogonalmente (uju, = 0) al subespacio u, con su
correspondiente A, < A; bajo uju, = 1. Se busca de manera analoga el mejor
subespacio de dimension q(< p) que recoja gradual y decrecientemente las
proporciones de inercia proyectadas.

El andlisis efectlia una traslacion y rotacion alrededor del origen y obtiene un
sistema de vectores ortonormados u; , Uy , ..., U, que pasan lo mas cerca de la
nube; es decir, se diagonaliza la matriz de correlaciones Z'NZ = UDU' ; U es
ortogonal (U'U = I) conteniendo los vectores propios u, y D es diagonal con los
valores propios A, de Z'NZ .

Las coordenadas de los n puntos individuos proyectados sobre el eje ‘canonico’
u, son los n componentes del vector (variable) 1, = Zu, el cual es una
combinacion lineal de las variables iniciales Z; .

Sia=1,Y; =uyZ; +upZ; + -+ + up, Z, es la primera componente principal,
los pesos uy, asociados a las variables, las ubicaran al lado del eje con mayor
correlacion (coordenada) y los individuos con valores maximos o minimos en
estas variables seguirdn sus direcciones ubicandose en los extremos
correspondientes. Note que como E(y,) =0, v(y,) = Y, Ny, = A, asi, cada
componente explica una proporcion de variabilidad total A; + 4, + -+ 1, =p.

2.2.2. Andlisis de la nube de puntos variables (Estandarizadas)

En R" el analisis de los puntos variable se hace con referencia al origen O; la
distancia r = j — k entre dos variables es

d2(j,k) = r'Nr = Ty~ (25 — za)* = 2(1 — 1) »
lo cual implica® 0 < & (,k) < 4. Como las variables fueron estandarizadas estan a

una distancia 1 del origen O esto es d?(j,0) = j'Nj = ||j|| = 1, por tanto todos
los puntos variables estdn sobre una hiperesfera de radio 1 centrada en el origen.

? Dos variables fuertemente correlacionadas estan muy proximas la una de la otra (ri; =1), o tan
alejadas como sea posible (7; = -1) segun la relacion lineal.
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Los planos de ajuste cortaran la hiperesfera siguiendo circulos al interior de los
cuales se encuentran proyectados los puntos variables y su estructura de
correlaciones (ver grafica 2.3). Asi, los puntos mejor representados son los mas
proximos al circulo de correlaciones sobre el plano factorial:

FoA

74 Z

Grafica 2.3. Circulo de correlacion en el plano F, F,

El coseno del angulo 6 de dos vectores variables (‘estandarizadas’) es el
coeficiente de correlacion entre estas variables, y como tienen norma 1, tal coseno
es el producto escalar:

!

_ KN . .
cosl = TRl k'.j=cor(k,j) .

Procediendo en forma analoga al espacio de los individuos, en R™ las variables
con métrica N se proyectan sobre el vector v tal que ¢ = Z'Nv e inercia
V'NZZ'Nv = A a maximizar bajo la restriccion v'"Nv =1, lo cual implica
diagonalizar la matriz no simétrica asociada al sistema ZZ'Nv = Av .

Sin embargo, bajo la transformacion v = N'/2 se debe resolver el sistema-
simétrico

NY2Z7Z'NY?2y = v, bajo vv=1 . [2.2]
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2.2.3. Relaciones de transicion

Realizando el cambio Y = N/2Z en [2.1] se tiene Y'Yu = Au , y en [2.2]
YY'v=Av esto es Y'Yl(_:lj = AQ , con locual u=kYv, y por tanto

uu=k*YYv -1 = k%A, k = 1/JA entonces

= lypy =L 7'N1/2
u—ﬁYv AZN v

y se tiene que la solucion al sistema con el mismo valor propio A, esta dada por:

1,1 1 1
U, :\/Taszu“ =EN21/),1 , VER™ .

Igual que en el espacio fila, se busca la combinacion lineal mas relacionada con el
conjunto de variables originales que maximiza la inercia proyectada, obteniendo
las coordenadas de los puntos variables como sus proyecciones sobre el o-ésimo
eje factorial v, , mediante

1

0y = Z'NYV?p, = \/T_aZ’NZua = Ju, . [2.3]

Retomando la parte central de [2.3], la coordenada de la j-ésima variable es

1L, _ Ti-Tj 1 Yo ) ,
Pja _\/Taz Ny, =¥, ]s]- ] ;\/Ti;—cor(],lpa). Ademas |p| <1 .

La coordenada de una variable sobre un eje a es el coeficiente de correlacion de
la variable con el factor y, . Asi, este nuevo vector estara los mas correlacionado
posible con las variables de origen, con lo cual se sabe que en el eje o

V(Pg) = PaPo = Zj COTZ(I/Joc,Zj) = A, €s maxima.
e  Otras relaciones de interés:

_ Y Sin1/2 _ _ :
u“_\/TaZN 2y, ujo(—ﬁgoja—ﬁcor(],lpa) ,

Yo = Zuy = J%ZZ'NUZU“ = VANV, .

Observe que los factores ¢, € 1, son colineales a los vector propio u, e v, .
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La tabla 2.1, presenta una sintesis de las fases del desarrollo factorial para el
Analisis de Componentes Principales normado.

ACP normalizado z; = (rj —T;)/s; : Resumen Factorial
Nube individuos € R? Nube variables € R"
Métrica , pesos M=1, N=diag(l/n) N, M=1]
Componente
=ZMu=17 =Z'N/?

Principal v u u ¢=ZNTv
|nercia (IO) lp,Nlp - uIZINZu /M — , — U,NI/ZZZ,NI/ZU
proyectada vre=¢9
Matriz a

_ _ Z'NZ NY277'N1/2
diagonalizar
Relaciones u, = ~—7'NY2y, = L ®, Vg = = NY/2zy,, = L N2y
transicion “ Aa “ Ny» “ “ Vg ¢ v Aa “
Valores propios 0=4+A++2,=p

Tabla 2.1. Resumen factorial del ACP normalizado. Note que zjz; ya contiene la métrica 1/ sjz

2.2.4. Reconstitucién de los datos

Teniendo los valores propios A, ordenados en forma decreciente, la tabla Z se
puede reconstituir exactamente a partir de = ZU, Z = wU = AY2N~Y2yU’
mediante la formula:

NY2Z =3P \JAqvauy, =VDU & Z=Y,Pqul ,
que es la descomposicion de la matriz N'/2Z en valores singulares, /A, ,

contenidos en la diagonal de la matriz D. V' e U contienen p vectores propios
Vg € U, tespectivamente tal que V'V = [, e UU = U'U = I,.

Si los p-g valores propios mas pequefios se juzgan “despreciables” se puede
limitar la suma a los g primeros términos correspondiente a los valores propios
A Ay, Ag

NY27 ~ NY27* =31 A, va ul .
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La calidad de la reconstitucion se puede evaluar por la cantidad

' q
_ trazaZ*'NZ* _ Ya=1ta
4 traza Z'NZ Zzzlla

El coeficiente 7, , inferior o igual a 1, se llamara fasa de inercia o atin porcentaje

de varianza relativa a los q primeros factores. Observe que XA, =p .

2.2.5. Elementos suplementarios

Intervienen a posteriori del andlisis activo para enriquecer y caracterizar alin mas
los ejes. Para ubicar los individuos suplementarios con respecto a los otros en el
espacio R” también deben ser transformados mediante z,;; = (ry;; —7;)/s; . Las

coordenadas de estos puntos suplementarios se obtienen con el producto Z,u,

En el caso de variables suplementarias continuas es necesario efectuar la

s + — + _ -+ + . . .
transformacion  z;; = (r;j —17;") / s;j con el fin de interpretar las distancias en
términos de correlaciones. Las coordenadas de las variables suplementarias son
entonces las componentes del vector @} = Z*'N/2y, y cada una corresponde a
la correlacion entre la variable y el factor.

Si la variable es nominal con m modalidades, se procedera a representar como
individuos suplementarios los centros de gravedad de las clases de individuos
conformadas por cada modalidad. Si se tiene millares de individuos conviene
hacer un cluster y proyectar los individuos medios de cada clase como
suplementarios.

2.2.6. Representacion simultanea

Las proximidades entre individuos se interpretan en términos de similitudes de
comportamiento con respecto a las variables. No se debe interpretar la distancia
que separa un individuo de una variable ya que estos puntos no parten de un
mismo espacio. La superposicion de los dos planos factoriales carece de sentido.

No obstante si no se toman los puntos variables y por tanto sus correlaciones sino
mas bien sus direcciones en el grafico de representacion de los individuos, se
puede considerar la representacion simultinea, en este espacio RP, a la vez a los
individuos y a las variables representadas como vectores directores (grafica 2.4).
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La posibilidad de una representacion simultdnea reside entonces en la proyeccion
(en fila suplementaria) del antiguo eje canonico (en R”) e; sobre el nuevo eje u, ,

cuya coordenada vale e]f Uy = Ujg -

A
Z,
_--- ° e I]
) ,’/ \\\ 1
in 7 e e, . ot_\. T e
e/ o A e AN
e * \‘
.., a > L] »
\ ’(3/ 1 »
\ ! 7z
\ P .. g e 1
N 15 /l
\\\ N e o,,
N o .
e “~-_l__--

Grafica 2.4. Individuos y variables como vectores directores a ser
representados conjuntamente

De las relaciones de transicion, el analisis de la nube de variables se deduce del de
la nube de individuos. Recuérdese que en R" la coordenada de la variable j sobre

clejeaes Pjg = Ag Ujo -

Las dos nubes de variables se diferencian por una dilatacion \/A_a definida sobre
cada eje. La interpretacion de distancia entre dos variables solo se puede hacer en
R". Sobre la representacion simultanea, es licito comparar las posiciones relativas
de dos individuos con respecto al conjunto de variables, o dos variables respecto
al conjunto de individuos.

La direccion de una variable define zonas para los individuos: de un lado, aquellos
que toman valores fuertes para esta variable y, al lado opuesto, aquellos que
toman valores bajos. Nos interesara el alargamiento de los individuos en la
direccion de la variable.

2.2.7. Elementos de ayuda para la interpretacion

Los ejes factoriales permiten obtener de hecho en RP, la mejor visualizacion
aproximada de las distancias entre los individuos de una parte y de otra parte las
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variables que a su vez califican y caracterizan tanto a los ejes como a los
individuos.

Recuerde que el valor propio es la varianza o inercia proyectada de la nube
asociada a un factor; en un ACP normado, la suma de las inercias es igual al
nimero p de variables y por tanto la inercia media vale 1. Interesaran en general
aquellos ejes cuya inercia sea ‘“notablemente” superior a uno; en este caso se
observard un decrecimiento irregular de los primeros valores propios.

Los porcentajes de inercia de los ejes definen los “poderes explicativos” de los
factores: ellos representan la parte de la varianza total tenida en cuenta por cada
factor. Su validez debe entonces tener en cuenta el nimero de variables y su
forma de codificacion. Un % de inercia del 10% es débil si la tabla contiene 10
variables pero es fuerte en el caso de 100 variables. La importancia de un factor
también puede depender de variables exdgenas o suplementarias.

Las variables fuertemente correlacionadas con un eje van a contribuir a la
definicion (calificacion) de ese eje. Interesaran entonces aquellas variables que
presenten coordenadas altas y que se sitiien mas cerca del circulo de correlacion,
interpretando las componentes principales en funcién del reagrupamiento de
ciertas variables y la oposicion de otras. La correlacion (cos(@)) entre dos
variables sera conservada en proyeccion segun la calidad del ajuste. No se debe
interpretar la distancia entre variables alejadas del circulo de correlacion.

De la grafica 2.5 se puede deducir para las variables el coseno (cateto adyacente/
hipotenusa), como sigue:

2
27 _ (pja _ 2 _ 27
cos“(j,a) = 26 = Pia = cOT g, ) .
La inercia proyectada sobre el eje a de R" es A, = ¥; (pjza por tanto interesa que

la contribucion de una variable j a la inercia del eje Ca,(j) = (pfa /A, sea alta.

Si los individuos no son andénimos para el estudio, interesa conocer quienes
participaron en la formacion de los ejes.

Se consideran las contribuciones relativamente mas fuertes de los puntos i (de
masa p;) a la inercia del eje a: Ca,(i) = p; Y2,/A4 . Los individuos que més
contribuyen a la determinacion del eje son los mds excéntricos y el examen de las
coordenadas factoriales o la lectura de la gréafica 2.5 son suficientes.
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d.(i,G)

Grafica 2.5. Representacion de las contribuciones y cosenos de los individuos

La calidad de la representacion esta definida por:

a3 (i.6) _ ¥k
dz(i,G) = d2(i,G) °

cos?(i,a) =

Note que Y;Ca,(i) =1, X, cos?(i,a) = 1; la suma de las contribuciones de
todos los individuos y de los cosenos sobre todos los ejes o es 1.

Interesan para el analisis de individuos y variables, aquellos puntos con
contribuciones y cosenos altos; son puntos excéntricos de alta calidad
responsables en buena parte de la formacion de los ejes.

Cuando todas las variables estan correlacionadas positivamente entre ellas, se
sitian del mismo lado de un eje factorial. Esta caracteristica que aparece con mas
frecuencia sobre el primer eje, se llama Factor tamario y permite el calculo de
otros indices estadisticos.

2.3. ANALISIS CANONICO (AC)

El AC estudia las relaciones entre dos grupos de variables. Asi, contiene como
caso particular la regresion multiple si uno de los dos grupos estd reducido a una
sola variable numérica, al analisis discriminante cuando la variable a explicar es
nominal y al andlisis de correspondencias cuando los dos grupos son nominales.

El método de AC desarrollado por Hotelling (1936) busca sintetizar las
interrelaciones existentes entre dos grupos de variables, identificando la
combinacion lineal de las variables del primer grupo mas correlacionada a la
combinacion lineal del segundo grupo.
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La tabla de datos R con n lineas y p + g columnas es particionada en dos subtablas
Xe Ycon py g columnas respectivamente.

R=[x:Y].

Se supone que las variables estan centradas-reducidas,; entonces la matriz de
correlaciones de las p + g variables se escribe

n nlYy’X Y'Y

Sean a y b dos vectores con p y ¢ componentes, definiendo las combinaciones
lineales

Xa = 25.;1 a;X; = a1 X1 + -+ a,X,
Yb=Y}_ b =bY; + -+ bY,.

Los vectores Xa=t e Yb=u pertenecen a R" ya que son combinaciones de las
columnas de Xje Y, que también € R"™ y engendran los espacios Vye Vy.

Se propone encontrar en principio las dos combinaciones lineales ¢ e u mads
correlacionadas sobre el conjunto de datos. Como las variables estan centradas

las combinaciones lineales también lo estan.

Se impone a las dos combinaciones tener una varianza unitaria; esto es:
V() = V(Xa) = %a’X’Xa =1, V(uw) =V(b) = %b’Y’Yb =1. [2.4]

Bajo estas condiciones, se maximiza r el coeficiente de correlacion entre las
combinaciones lineales, que coincide con la covarianza, es decir

r = cor(Xa,Yb) = cor(t,u) = E(t'.u) = %a’X’Yb .

Ya que los datos en ambos grupos estan centrados, el coeficiente de correlacion
no es otro que el coseno del &ngulo w entre los subespacios Vye Vy. La busqueda
de los coeficientes (vectores o variables candnicas) a y b conducen a minimizar el
angulo w entre los subespacios Vye Vy. (Ver grafica 2.6).
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Grafica 2.6. Angulo W entre los subespacios Vye Vy

2.3.1. Calculo de las variables canonicas
Dos multiplicadores de lagrange A, 1 intervienen en el desarrollo, tal que:
L =2aXYbh — AGaX'Xa—1) — uGb’Y'Yb—1) .
Las derivadas del lagrangiano dL respecto a los vectores a y b conducen a
X'Yb-2A-X'Xa = 0; Y'Xa-2uY'Yb =0 . [2.5]

Premultiplicando los dos miembros de las relaciones anteriores por a’ y b’
respectivamente y teniendo en cuenta las restricciones en [2.4], se obtiene

a’X’Yb = 24 , b'Y'Xa = 2u .

Por consiguiente A = p . Note que r = 21 es el valor del coeficiente de
correlacion maximal buscado.

Asi, el sistema [2.5] se escribe

X'Yb=rX'Xa , Y'Xa=7rY'Yb . [2.6]

Si las matrices X'X ¢ Y'Y son inversibles la solucion es inmediata ya que

a=—(X'X)"'X'Yb [2.7]
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que reemplazando en [2.6] conduce a:
Y'NYXX'X)"1X'Yb = r?b [2.8]

y entonces en [2.8] b es vector propio relativo al valor propio mas grande r2; de
manera andloga a es vector propio del sistema

X'X)LX'Y(Y'Y)" 'Y Xa = r2a [2.9]
de [2.7] se obtiene Xa =~ X(X'X)"' X'Yb=—RYb .  [2.10]
Anélogamente Yb = Y(Y'Y)™'Y'Xa =P, Xa . [2.11]

Asi en [2.10], Xa =t es colineal a la proyeccion ortogonal de Yb = u sobre el
espacio engendrado por las columnas de X. Analogamene para Yb en [2.11].

Premultiplicando [2.10] por 2a’X’ se obtiene:

r-a’X'Xa=:a'X'Yb = cor (Xa,Yb) =71
[2.4]

De las propiedades de la regresion multiple,
se define R como el cos(w) que es la
correlacion entre ¢ e u. En la h-ésima etapa,
R?(Ybp; Xay) = cor?(Yby, Xay) =17

Asi, res el coeficiente de correlacion canodnica (ccc), y 13, el ccc asociado a las
h-ésimas componentes.

Considérese ahora las componentes canonicas t =Xa e u=Yb reducidas
(t't =u'u=n); de[2.6], se tiene

1 1 1 1 .
=X'u = =rX't ; =Y't = r=Y'u esdecir
n n n n

——

cov(Xj ,u) =r cov(Xj ,t) ; cov(Yy,t) =rcov(Yy,,u) k=1,.,q . [2.12]



23

Asi, el vector de correlaciones entre las variables X; y la componente canonica del
otro grupo u es colineal al vector de correlaciones entre los X; y la componente
canoénica . Analogamente en Yy, ver [2.12].

. 1 1 . .
Si se nota Ry; = ;X 'X , Ry, = ;Y’Y como las correlaciones intragrupos y

Ry, = %X 'Y con R,; =R'y, las correlaciones intergrupos, entonces [2.8] y

[2.9] se pueden escribir como:
R2_21 R21 Rl_ll R12 b = T'Zb , Rl_ll R12 R2_21 R21 a= T'za . [213]

En general estas matrices no son simétricas. Su simetrizacion garantizard la

ortogonalidad de los componentes canonicos t; de orden diferente, para ello se

premultiplica el lado derecho en [2.13] por Ri{z y se obtiene:

-1/2 - -1/2 ,1/2 1/2
R}* Ry, Ry} Ryy RL* RY?a = r2R%a . [2.14]
~—— N——
a
Asi, los vector propio Ri{za , asociados a los valor propio no nulos ° son

ortogonales y se pueden escribir como a = Rﬂza de donde a = Rl_ll/ ’d ; la

variable canonica a es el vector propio asociado en [2.9] y en [2.13].

1 1 1/2 ,1/2
Ademas, ;t,’ltl’ = ;a;IX’Xal = ap Ry = a;lRli R1{ a =0 conlo

cual se prueba la ortogonalidad de los t;, . Se muestra de la misma forma la
ortogonalidad de los uy, .

En fin, también se tiene ortogonalidad entre los t, y y,

t,hul = a,hX,ul = a’hX’Ybl = a’thX,XCll = a,thX,tl
(7
= Tla’hX’tl = rlt,htl =0 ; h+1

Si se denomina la matriz simétrica dada en [2.14] por Z'Z como en ACP, la
descomposicion singular de Z es:

-1/2 -1/2 1/2 ./ pl/2
R11/ Rlszz/ = ZnTh R1{ an thzé

Z u 12
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que premultiplicando por Ri{z y pos multiplicando por R;éz conlleva a:

Riz = Xn1mh RiranbpRy; [2.15]

1 1 1 . 1
con Ry;a, = ZX'Xah = ;X’th = n—th’uh ; analogamente R,,by, = n—rhY’th

por tanto de [2.15]

cor(xj,y) = Zh%cor(xj,uh).cor(yk, tn) = Xh cor(xj,th). cor(Yi, tn)
[212]

permitiendo la representacion gréfica (biplot) de ambos conjuntos de variables.

2.3.2 Interpretacion de resultados

Se describe en esta seccion los conceptos basicos de redundancia, comunalidad y
componentes canonicas Utiles en la interpretacion de los resultados.

2.3.2.1. Varianza explicada (Redundancia)

La proximidad entre un grupo de variables X y una componente ¢ es medida en
ACP por la proporcion de inercia de X explicada por la variable # denotada:

p(X,t) = %Z? cor? (x;,t) = A,/p , por tanto

e Parte de la varianza de X explicada por su componente t; y la componente uy,
del otro grupo (redundancia de X con relacion a uy, ) es respectivamente:

Rd(X,t,) = %Z? cor? (xj, tp,)

Axth

Rd(X,up) = %Zﬁ-’ cor? (xj,up) = r#RA(X, tp) .
La generalizacion a m componentes uy, es:

RA(X,uy, ) Upy) = 237 R?(Xj, Uy, v, Upn) = SRR (X, up)
o]

T
rt
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e [gualmente, parte de la varianza de Y explicada por su componente u; e t
del otro grupo (redundancia de Y respecto a t;,) es:

RA(Y,up) = 1% cor? (y, up)

q

Rd(Y,ty) = %ZZ cor? (yy, ty) = ryRA(Y,up) .

Por tanto, y derivado de la generalizacion, parte de la varianza de X e Y explicadas
por m componentes U, y ty:

YRRA(X,up) y XRRAY,ty) .
leuh
2.3.2.2. Comunalidad Intra-grupo
Se puede medir la parte de varianza de cada variable explicada en sus m
componentes candnicas a retener, y estos indices son llamados comunalidades

como en analisis factorial. Asi, de [2.12] y de v(t) = v(u) = 1 entonces,

R%(xj,ty, ..., tm) = Xt cor?(x;, ty) = ;l”%corz(xj,uh)

R*(Yi, Ug, o U) = 2R COT2 (Vg Up) = ZnéCOTZO’k' th) -

Las variables con comunalidad intra-grupo débil, participan poco en el estudio,
puesto que ellas estan poco relacionadas con las variables activas del otro grupo.

2.3.2.3. Comunalidad Inter-grupo

Esta definida como la varianza cruzada, es decir, la varianza de cada variable
explicada en las m componentes del otro grupo; esto es:

Rz(xj, Uy, oo, um) =ym corz(xj, uh)

RE( by, s ty) = TR COT2 (Vi tr)



26

Las variables con poca comunalidad intergrupos son especificas de su propio
grupo, ellas estdn poco relacionadas con el otro grupo; se pueden suprimir estas
variables sin perturbar el andlisis.

Nota: Suponga que s = min(p, q) entonces las componentes uy, ..., ug engendran
el mismo espacio que Yy por consiguiente # con X; entonces:

R?(xj,uy, o Um) = R2(x, 71, ¥q) » Rty o bs) = R2Z(Vpy X4, 00, Xp)
Ademas si s=p, R;> es de rango pleno y globalmente:

RA(X,Y) = RA(X,uy, ..., us) , RA(Y,X) =Rd(Y,t;, ..., t5) .

2.3.2.4. Interpretacion de las componentes candnicas

A nivel de las variables. En ACP hay proporcionalidad entre el vector propio y el
vector de correlaciones de la variable y la componente principal, debido a la
relacion VAu = COT(Xj,l/)a) = @,- Asi, las coordenadas de los vectores

canonicos a o b miden el aporte marginal de cada variable a la construccion de las
componentes canonicas ¢ o u de su grupo.

Ellas pueden tener un signo y un nivel diferentes de la correlacion entre las
variables y sus componentes candnicas la cual puede reflejar adecuadamente las
estructuras originales de correlacion intragrupos. Si hay multicolinealidad
intragrupo es muy dificil interpretar su vector candnico.

El AC de X e Y es equivalente al AC de las componentes principales de X y de las
de Y, conduciendo a las mismas componentes candnicas. Pero la ortogonalidad de
las componentes principales permite relacionar directamente los coeficientes de
regresion a; o by como las correlaciones entre las componentes principales 'y las
componentes canonicas. Es pues muy ilustrativo interpretar las componentes
canonicas proyectandolas sobre los circulos de correlacion obtenidos del ACP de
XydeY.

A nivel de individuos. Las cartas (ti,u;), ..., (ty, uy) permiten visualizar la
relacion entre las CC y situar los individuos dentro de la relacion.
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2.4. ANALISIS FACTORIAL INTERBATERIAS

De acuerdo con Tucker (1958), se investigan las componentes t, = Xa, e
u, = Yb, explicando su propio grupo y estando siempre tan correlacionadas
como sea posible. Se impone a a, y by, ser ortonormales.

Se busca entonces maximizar la covarianza o simultineamente el producto de sus
varianzas con su correlacion; esto es:

max cov(Xay, Yby) = max{cor(Xa, Yby)var(Xa,)/var(Yh,)} .
Este método es en si, es un compromiso entre el AC de X e Y que
[max cor(Xa, Yby)] y del ACP de X que [maxwvar(Xap)] e Y que

[maxvar(Yby)] .

Tal como en AC, las variables se suponen centradas y reducidas, con lo cual la
. . 3 . . .
matriz de covarianzas® o correlaciones intra-X es Ry; = 1X'X y la intergrupos

corresponde a Ry, = 2X'Y. Observe que si 4 contiene todos los @, entonces:

Yhvar(ty) = :IXA|* = ttraza(XAA'X') = Ltraza(X'X) = p

igualmente, Y.} var(u,) =q .

2.4.1. Busqueda de la solucion optima

De la covarianza

Y = cov(Xap, Yby) = cov(ty, up) = %t,’luh
= apRyyby = cos(an,Rizbp)lIR12 byl [2.16]
se deduce que un optimo se da cuando el coseno es 1, esto es, cuando el vector ay,

sea colineal con R,,b; y entonces ¥, = ||Ry3by||. De manera analoga, se tiene
un 6ptimo cuando el vector by, es colineal con apR;,, con lo cual y, = ||Ry all.

3 Bajo R, la cov() se calcula sobre n-1. Observe que las restricciones ahora actian sobre @, e by, y
no sobre ¢ e u.
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Aplicando el lagrangiano a cov(Xay, Yby) bajo apap =1y bpb, =1 se
obtiene el sistema:

iX'Yb=2la y iY'Xa=2ub . [2.17]

Este sistema es relativamente diferente al encontrado en AC. Premultiplicando las
dos ecuaciones por a’y b’ se tiene que 24 = 2u =y y por tanto,

a= 2X'Yb ; b= Y'Xa
14 Y
y las ecuaciones de estacionariedad son
X'YY'Xa=vy%a ; Y'XX'Yb= y?b .

Es decir, ay es vector propio de la matriz simétrica R{,R,; de orden p, asociado
al valor propio y}f mas grande garantizando méxima covarianza; asi, los ay
conforman una base ortonormal en R”. De forma analoga, b, es vector propio de
R;iR;; asociado al mismo valor propio y,f mas grande; y conforman una base

ortonormal en R4,

Se obtiene la misma solucion investigando globalmente las componentes t; e uy,
maximizando el criterio

s_1cov?(Xay,Yby)

bajo las restricciones aq, ..., a; ortonormales y by, ..., bg ortonormales. Cuando
Ry, es de rango completo s = min(p, q).

2.4.2. Propiedades de las componentes t, y uy

e Las componentes t; 0 u; del mismo grupo no son ortogonales.

e Las componentes t, e u; de orden diferente son ortogonales, ya que
cor(tpw;) = Lthu; = 2apX'Yb, = ajRy,by = apa;y; = 0 .

e La interpretacion de las componentes a partir de [2.17] es:
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X'u 1
1 1 h
a, = _X’uh = —_— =
Yh Thoty Oup, ThOty,

{cor(x;,up) ... Vj}; bp =Yty [2.18]

con lo cual a, es colineal al vector de correlaciones entre las X; e uy ;

analogamente, b;, es colineal al vector de correlaciones entre las Y, e t; .

Hay coherencia entre los coeficientes de las variables y las correlaciones entre las
variables de un grupo y las componentes del otro grupo.

Sin embargo las componentes del mismo grupo no son ortogonales pues
X'YY'Xay, = yia, ; y a)X'YY'Xa, =t/YY'ty, = ytaja, =0

conlo cual tyt; #0 y upu; # 0 ;y esto ha de tenerse en cuenta en el calculo de

las varianzas explicadas o redundancias.

2.4.3. Descomposicion de la matriz de correlaciones Ry,

La descomposicion en valores singulares de Ry,esta dada por: Ry, = X3 Ynanbp
la cual mediante [2.17] conduce a:

cor(xj Vi) = Zi%cor(xj,uh)cor(yk,th) :

Se puede visualizar la matriz de correlaciones intergrupos, utilizando las
correlaciones entre las variables de un grupo y las componentes del otro grupo.

Asi, se obtiene la mejor aproximacion en el sentido de los minimos cuadrados de
R;, , mediante su similar de dimensién p, g y rango m:

Ry, = Yhvnanby 5 yyaque [|Ri,ll? = ||R12m||2 + ||R12 - R12m”2 .

Se puede medir la calidad de la aproximacién, definiendo el nimero de
componentes a retener. Ademas, estas normas se calculan en términos de los
valores propios:

IR12II? = traza(Ri,R,1) = Zyrzl ; ||R12m||2 = ?L=1YP% ; ||R12 _R12m||2

— \'S 2
= Lh=m+1Vh
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2.4.4. Estadistico y? para el nimero de componentes

Tucker (1958) propuso el test @,, para determinar el nimero minimo m de
componentes a tomar para el computo:

6. = n(p-m)(q—-m) L1 VF
m o (p-ZPvar(ty)) Thvar(up))

Param =0, @, =nY3y?. O, seaproximaauna y? con (p —m)(q —m) g.1
sobre las siguientes hipotesis:

Las m componentes esta bien determinadas (con val-p grandes).
La matriz Ry, es de rango m.

Los datos son de una poblaciéon multinormal.

La muestra utilizada es aleatoria y suficientemente grande.

e o op

: : : . : 2
Asi, la estadistica @,, permite determinar si el residuo ||R12—R12m|| =

S _m+1 VP es significativo.

Una vez se obtienen los vectores a y b y por consiguiente las componentes ¢ y u,
se calculard la varianzas de estas componentes, las estadisticas @,,, las
correlaciones entre las componentes, y tal como en AC las correlaciones de las x;

e vyconlas up,y tp.

También se obtendran las partes de varianza explicada y las comunalidades, pero
en este caso y debido a la correlacion entre las componentes el calculo ha de
realizarse con la ayuda de la regresion.

Para la comunalidad intra-grupo se calcula la varianza de X; explicada en t;
(ty, ty); . (tq,ty, ..., t;). Tal como en ACP se tiene la reconstitucién®
X =Y} tpap conlo cual lavariable X; = tya;; + -+ + tpa,; .
Por tanto, en la regresion con s componentes se obtiene X; = X ite = Bit, +
.+ PBsts + e ; la cual corresponde con una regresion simple cuando s = 1 caso
enelcual B; =X ]' .t; , y con una estimacion exacta a la del ACP para s = p, pues

los coeficientes a;; = B4, ..., a,; = B, coinciden.

! Xagay =tay > X Yqagq =X = Yataly
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v(%))
v(X})

que mide el porcentaje de variabilidad de X; explicado por la regresion X ; pero

En cualquier regresion, se obtiene el coeficiente de determinacion R? =

como v(Xj) = 1 entonces

v()?j) = B v(ty) + -+ BEv(ts) + 2 i ksi Bi Breov(t, ty) = R?

representa la comunalidad intragrupo de X; en las s componentes. Asi, es
necesario realizar tantas regresiones progresivas, como componentes se tenga,
esto es con ty . (t1,t); ...; (ty, tp, .., ts). Paras =p,R? = 1.

2.5. ANALISIS DE REDUNDANCIAS

Van den Wollemberg (1977), investiga para los grupos X e Y las componentes
centradas reducidas y no correlacionadas t; = Xa; maximizando el criterio

Y Xhcor? (i, ty) = X “tpYY'tp - = XpapRiz Ryray . [2.19]

Se obtendra asi las componentes t;, que mejor explican el conjunto de variables
Yk > bajo la restriccion ~tyt, = apRi1a, = 1. Se evita de esta manera el defecto

del AC que puede conducir a componentes no explicando alguna parte de las Y.

2.5.1. Solucion 6ptima

Si se hace el cambio de variable ¢, = Rﬂzah , el criterio [2.19] a maximizar
queda:

XhCh (R1_11/2R12R21R1_11/2)Ch . [2.20]

El niimero maximo de componentes que es posible extraer es igual al rango s de
Ry, . El maximo de [2.20] bajo esta restriccion, es alcanzado por los vectores
propios normados ¢, ..., ¢ de la matriz simétrica Rl_ll/ 2R12R21R1_11/ % asociados
a los valores propios mas grandes A4, ..., 4 .
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—-1/2 -1/2
u u \4 = = .
Se deducen luego los vectores ay R11/ ¢y 'y las componentes tp, XR11/ Ch
Los vectores aj son vectores propios de la matriz R7{R,,R,; asociados a los
mismos valores propios A .

2.5.2. Relaciones importantes

Se utilizan las relaciones habituales entre los vectores propios de la matriz
R1_11/2R12R21R1_11/2(B’B) y los de R, R{{R,2(BB’). Se puede resaltar que el
vector

dn = Ry Ry %c,, = 2Y'XR;}Pc, = XY'Xay, = iY't,

es el vector propio de la matriz R,;R;{R;, asociado al valor propio A, y
representa el vector de correlaciones de cada y,, con las componentes t, y tiene

por norma /Ay, .

Ademas, la matriz R, R7{R,, también se escribe %17’17 donde ¥ = X(X'X)"'X'Y
es la matriz formada de las columnas ¥, , como proyecciones de las y, sobre el

espacio engendrado por las columnas de X. Asi, la matriz R,;R{{R;, representa
la matriz de covarianzas entre las y, . El ACP de las proyecciones no reducidas

) ) ) 16,6

conduce entonces a los vectores propios dj, de la matriz de covarianzas - Y'Y .
) . -1/2

Los vectores propios ¢ en funcion de los dj, son: ¢, = ﬁRn / Ri,dy .

Se deduce que t, es la h-ésima componente principal reducida de las
proyecciones y; :

tn = XR?c, = AP Ydy = 2Vd,

Se puede notar que la componente t; se obtiene por regresion de Yd, sobre X,

luego de la normalizacion. Las componentes Y d;,, pueden ser utiles, pero tienen el
inconveniente de estar correlacionadas entre ellas. De

%?’?dh = A’hdh y var(yk) = Rz(yk, Xl’ ...,Xp)

se deduce:
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cor(yy, tp) = cov(Py, ty) = Ry X1, ., Xp ). cor (P, )

Esto muestra la posibilidad de visualizar las variables X e Y con la ayuda de sus
correlaciones con las t;. Asi, como lo anot6 Tyler (1982), el AR de Y respecto a
X es un ACP de la proyeccion de Y sobre X.

2.6. REGRESION MULTIVARIANTE

Considere el modelo definido por Y =XB+ U donde Y, es una matriz
observada de p variables de respuesta sobre cada uno de n individuos, X,
(independiente) es una matriz conocida, B, es la matriz con los pardmetros de

regresion desconocidos y U es una matriz no observada de perturbaciones
aleatorias cuyas filas para X dado son incorrelacionadas, cada una con media 0y
matriz de covarianza comun 2. (Mardia et al. 1979)

Las columnas de Y representan las variables dependientes, las cuales seran
explicadas por las columnas de X. Note que E (yij) = X;B; . En muchas
aplicaciones se supone que U~N,, (0,X) donde U es independiente de X. Bajo el
supuesto de errores normales, la log-likelihood para los datos Y en términos de los
parametros By 2 es

¢(B,2) = —1/2nlog|2nZ| — 1/2tr(Y — XB)X 1(Y — XB)' .
Se supone que el rango de X es g.
Sea Py, =1 —X(X'X)"1X' la matriz proyecciéon sobre el subespacio de R"
ortogonal a V, , simétrica e idempotente de rango n-q, tal que Pw = W sii W es
ortogonal a todas las columnas de X y Pw = 0 sii es combinacion lineal de las
columnas de X = PX = 0.
Asi, el estimador méaximo verosimil de B 'y X es B=(X'X)"X'Y vy
$=n"1Y'PY y ademéis, Y =XB=XX'X)"'X'Y , U=Y —XB = PY.

2.7. ANALISIS CANONICO GENERALIZADO

La ampliacion del AC con mas de dos grupos de variables se topa con la dificultad
siguiente: no existe una medida simple de la relacion entre mas de dos variables.
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Asi que habra muchas maneras de obtener las variables canonicas como la forma
de definir una correlacion entre las p variables: se puede tomar por ejemplo como
medida la suma de las correlaciones dos a dos, la suma de los cuadrados de las
correlaciones, el determinante de la matriz de correlaciones, etc.

Todas estas generalizaciones son mas o menos arbitrarias. El que se presenta aqui
tiene la ventaja de ser probablemente la interpretacion mas simple y mas rica, ya
que se conecta facilmente a todos los demds métodos de analisis de datos. (Ver
Carroll 1968, Saporta 2011)

2.7.1. Una propiedad del analisis canonico ordinario

Sean los datos de dos conjuntos de variables centradas X; ¢ X, ; los subespacios
de R™ engendrados por las columnas de X; e X, se denotan: W; = {x|x = X;a}

e W, ={yly =Xyb}.

Los operadores A; e A, de proyeccion ortogonal sobre W; e W, son
respectivamente:

’ _1 ’
A =X, (X1X:) X
r _1 r
A, = Xo(X5X,) Xy .
Las variables canonicas (e W, e ne W, , vectores propios de A4, e A,A;
respectivamente, poseen la siguiente propiedad:
& +n es vector propio de A;+A4, .

En efecto, definiendo Z tal que (A, +A4,)Z = pu Z y premultiplicando por A; 0 A,
esta ecuacion, se tiene:

AI(A1+A2)Z = #A]_Z
o bien
A1A2Z - (I/l. - 1)A12 c AzAlz = (l,l, - 1)1422

lo que da:
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A1A2A1Z - (I/l. - 1)2A1Z

A2A1A2Z - (I/l. - 1)2Azz .
AiZ e A,Z no son otras que las variables canonicas £ y 17 ; como A;Z + A,Z =
uZ setiene uZ = ¢ +n,lo que demuestra la propiedad enunciada.
La variable Z tiene la propiedad de ser la mas correlacionada con los dos
conjuntos X; ¢ X, , en el sentido que ella tiene suma méaxima de los cuadrados de
los coeficientes de correlacion multiple con X; e X, .

El coeficiente de correlacion multiple de Z con X; vale:

) 2
R2 = ZAZ _ |AZ|

t zz lizi12

Dado que las variables estan centradas, R; es el coseno del angulo formado por Z
e W;.

2.7.2. Generalizacién

De la propiedad anterior J. D. Carroll deduce la generalizacion del AC: en lugar
de buscar directamente las variables candnicas de cada uno de los subespacios W;
asociados a las tablas de datos X; , se busca una variable auxiliar Z que pertenece
a la suma de los W; tal que Zf’ R?(Z; X; ) sea maxima.

Z es entonces vector propio en: (A1 + A4, + ---+Ap)Z =puZ. Se obtiene a

continuacion, si es necesario, las variables canonicas &; sobre los W, ; & = A;Z.
Si se pone la matriz X = (X;|X3|...|X,) con n filas y Zf m,; columnas, la variable Z

es de la forma Xb y en vez de buscar Z como vector propio de una matriz nxn es
mejor encontrar b que posee Y.} m; componentes.

Siendo 4; = X; (X{Xl-)_lXi' , Vii = X;X; lamatriz de covarianzas del grupo i y
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-1
V11

V—l

se encuentra facilmente que 3,7 4; = ¥ X; Vi 'X; se escribe XF A; = XMX'.

Por lo tanto Z es vector propio de XMX' , y puesto que Z = Xb, si X es de rango
pleno, b es vector propio de MX'X :

XMXz=puz , MXXb=ub .
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CAPITULO 3

METODOS PLS

Son algoritmos basados en los conceptos del Analisis de Componentes Principales
(ACP) y Regresion, que iteran hasta la convergencia conllevando el célculo de
componentes PLS y la estimacion de parametros del modelo que relaciona J
bloques de datos (X;, ..., X;) a través de sus LV. Los bloques X; pueden presentar
problemas de datos faltantes, multicolinealidad y ademas contener mas variables
que individuos (p > n).

Dentro de los métodos PLS (Wold 1985, Tenenhaus 1998) mas importantes se
encuentran NIPALS, PLS-R y PLS-PM para el tratamiento y analisis de una, dos
y mas matrices de datos respectivamente.

3.1. ALGORITMO NIPALS

El algoritmo NIPALS (Nonlinear estimation by Iterative Partial Least Square) es
la base de la regresion PLS (Wold 1966). Fundamentalmente realiza la
descomposicion singular de una matriz de datos, mediante secuencias iterativas
convergentes de proyecciones ortogonales [concepto geométrico de regresion
simple]. Con bases de datos completas se tiene equivalencia con los resultados
del ACP; sin embargo, y esta quiza es su mayor virtud, se puede realizar el ACP
con datos faltantes (missing data) y obtener sus estimaciones a partir de la matriz
de datos reconstituida.

Sea X, ,, la matriz de datos de rango a < p cuyas columnas X , ..., X,, se suponen
centradas o estandarizadas (bajo S,). La reconstitucion derivada del ACP
conllevaa X = Y ¢t Py, donde ¢ es la componente principal (scores)y Py el
vector propio (loadings) en el eje h.

[X, .. Xp] = tP{+ -+ t, Py . [3.1]

Asi, la columna X; = ¥pPyt, j=1,..p y la iésima (fila
X; = Z%thiph i= 1,n.
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Observe entonces que si h = 1, la columna j se expresa como X; = Py;t; es decir
v . . 5 .,
Pyj = Xjt, es como el coeficiente (pendiente”) en la regresion de X; sobre t), .

En el espacio de las filas, t;; es el coeficiente de la regresion sin constante del
individuo x; sobre Py, .

Parah > 1, Pyj es el coeficiente de regresion de tj, en la regresion simple del
vector deflactado X; — Yh-1ip jty sobre t, y tp; el de P, en la regresion de

x; — YW1t P, sobre P, .

El objetivo de cualquier algoritmo PLS es el procedimiento iterativo para calcular
los pardmetros Py, del modelo. Para cada componente las cargas son computadas,
una como funcion de la otra, a través del procedimiento iterativo.

3.1.1. Descripcién pseudocddigo NIPALS

El flujograma asociado al procedimiento de convergencia en la etapa 2.2, es:

P!

X = XO —> tl e P1+ = X,tl/t{tl —> P1 :W
1

t1 :XP1

Luego se construirdan una serie de tablas deflactadas notadas X, cuyas columnas
son Xpq, ..., Xpp ; la i-ésima fila se notard xp; = (Xp1;, ..., Xppi). El algoritmo

inicia tomando X,; como la 1* componente principal t; .

3.1.1.1. Sin datos faltantes

Etapa 1. X, = X},
Etapa2. h=1,2,...,a:
Etapa 2.1. t,=1* columnade X,_; [0 X]

cov(th,Xj) X;th
2 - 2
Sty el

> De la regresion simple  f; = pp, ;= = Xjt, =7 si xetestandarizadas.
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Etapa 2.2. Repetir hasta la convergencia de Py,

Etapa22.1 P, = % |u= X’f“ , A==t't]
Etapa2.2.2 normar P, a 1
Etapa2.2.3 t, = Xp_1Pp [t=Xu]

Etapa 2.3. Xp = Xp_1 — tyPp [garantiza la ortogonalidad]

Siguiente 4.
Fin

Tal como se estudio inicialmente, en la etapa 2.2.1 Pp; representa, antes de la
normalizacion, el coeficiente [pendiente] de la regresion de Xj_;; sobre la

componente t,.

Analogamente, en la etapa 2.2.3, t;; representa el coeficiente de regresion (sin
constante) de x;_q; sobre P, ; y ya que P,P, = 1, t; también es el largo de la
proyeccion ortogonal de Xj_;; sobre Py .

Para h = 1 se obtiene el primer eje factorial P; y la primera componente principal
t; de X'X . Ya que la matriz X; = X — t; P| representa el residuo de la regresion
de X sobre la primera componente principal, de [3.1], el vector propio P, de la
matriz X;X; / n asociado al valor propio mas grande, corresponde al vector
propio de X'X /n asociado al segundo valor propio mas grande 1, .

Las relaciones ciclicas de la etapa 2.2 muestran que en el limite se verifican las
ecuaciones:

Xno1XnPp = ApPp s XpXp_qth = Apty = A = tpty

Una vez se consigue la convergencia, en la etapa 2.3 se deflacta la matriz
precedente para garantizar la ortogonalidad de las siguientes componentes. Con
datos completos el divisor tyt; en la etapa 2.2.1 no es necesario.

La convergencia en NIPALS se puede conseguir con P, tal como se ha expuesto,
pero también con los t;, que representaran los vector propio en R™ y los resultados
seran equivalentes.

Asi, el problema del ACP bajo NIPALS es resolver una serie de regresiones
simples locales hasta alcanzar la convergencia de los coeficientes de regresion
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Pyj y tp que es el nuevo valor proporcionado de la regresion sin constante de

Xp—1,; sobre la ‘nueva’ variable P, después de su normalizacion.

La principal caracteristica del NIPALS es que trabaja respecto a una serie de
productos escalares como suma de productos de los elementos emparejados. Esto
permite manejar missing data, agregando en cada operacion los pares disponibles.
Geométricamente el procedimiento ‘toma’ los elementos omitidos como si ellos
cayeran sobre la recta de regresion; no son puntos de apalancamiento.

Asi, con datos faltantes se obtiene sin embargo las componentes t; y los vectores

P, que permiten luego ‘reconstituir’ la matriz de datos mediante X y de ésta,

estimar los datos faltantes utilizando la formula de reconstitucion (1) derivada del
P )

ACP: X = X tupy; -

3.1.1.2. Pseudocodigo NIPALS con datos faltantes

Etapa 1. X, = X},
Etapa2. h=1,2,...,a:
Etapa 2.1. tj, = 1* columna de X;_4
Etapa 2.2. Repetir hasta la convergencia de Py,
Etapa 2.2.1 para j=1,2,...,p:

X ..t .
{i:xjiethi existen} h-1,ji*hi

Ppj = [cov(ty, xh—lzj)/sztll ]

{i:xji etpi existen}tfli
Etapa 2.2.2 normar Py al.

..P .
E{j:xﬁ existe} *h—1,ji"hj

Etapa 2.2.3 parai=I[,2,...,n: thi =

Z{j:xji existe} P%l]'
Etapa 2.3. Xh = Xh—l - thPi,l
Fin

En las etapas 2.2.1 y 2.2.3 se calculan las pendientes de las rectas de minimos
cuadrados pasando por el origen de la nube de puntos sobre los datos disponibles.
Los Pyjy los ty; deben conservar en sus posiciones j € i, la caracteristica de dato

faltante dada por x;; , la cual se puede expresar con 0.

En el anexo A se presentan las funciones bajo R que desarrollan los algoritmos
NIPALS para matrices con y sin datos faltantes.
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3.2. REGRESION PLS

La regresion PLS fue creada por Wold (1975), como una técnica de regresion
lineal que permite relacionar el conjunto de p variables predictoras X con una o
varias variables de respuesta Y, implementado conceptos de ACP y de regresion
simple (proyecciones ortogonales). Descompone la matriz predictor X con ayuda
de 7, extrayendo secuencialmente H ( < p ) componentes PLS ortogonales, las
cuales a su vez resumen las variables exdgenas y nos permite modelar y predecir
las variables de respuesta. Posteriormente es denominada Partial Least Squares
Regression (PLS-R) por Wold et al. 1983, Tenenhaus 1998.

Es un método de analisis factorial que resume informacion redundante de una
matriz predictor en pocas componentes ortogonales sin involucrar inversion de
matrices. Esto hace del PLS-R una potente herramienta de visualizacién de
informacion no redundante, por medio de proyecciones sobre el espacio generado
por las componentes PLS.

PLS-R ha sido aplicada con gran eficiencia en campos tales como quimiometria,
genética, sensometria etc, donde los datos son caracterizados por un lote de
variables medidas sobre pocas observaciones (p > n). Este tipo de datos genera
tres inconvenientes: inferencial, computacional y descriptivo.

El problema inferencial es debido al hecho que grandes conjuntos de variables
siempre estan fuertemente correlacionadas e inducen multicolinealidad,
conllevando al aumento de variabilidad de los estimadores de los coeficientes de
regresion, en detrimento a su significancia. El computacional es debido a que el
rango de la matriz predictor, conlleva a una matriz de correlacion singular; y el
problema descriptivo se refiere a la dificultad analizando relaciones entre muchas
variables al mismo tiempo.

Desde el punto de vista algoritmico PLS-R puede ser visto como una extension
del NIPALS para el analisis de una matriz de covarianza cruzada; ademas, puede
ser considerado como una version ligeramente modificada del algoritmo PLS-PM
para dos bloques.

e El Modelo
Sea X un conjunto de p variables predictor y Y un conjunto de r variables de

respuesta medidas sobre n observaciones. Se supone que todas las variables estan
centradas o estandarizadas.
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El modelo PLS-R asume que hay una estructura comin subyacente en los dos
bloques de variables, y que esta estructura puede ser resumida por pocas
componentes latentes t, € T (h = 1,2, ..., H) calculadas como una combinacion
lineal de las variables predictor lo mas relacionadas con Y.

Las matrices predictor y respuesta son descompuestas de la forma:

donde Py y Cy son las matrices de cargas conteniendo los parametros del modelo,
y Xy e Yy las matrices de residuos representando la parte de variabilidad de los
datos debido al ruido. Los parametros del modelo son calculados por medio de
los algoritmos de regresion PLS denominados PLS2 en el caso de respuesta
multiple y PLS1 en el caso de respuesta simple. Ya que PLS1 es un caso
particular de PLS2, esta distincion es puramente formal.

3.2.1. Regresion PLS1

Wold et al. (1983) modificaron ligeramente el NIPALS para obtener componentes
regularizadas (estimadores de contraccion) basadas en regresion, lo que se conoce
como PLS Regression (PLS-R). El algoritmo para PLS1 que contiene solo una
variable respuesta (caso particular del PLS2) es presentado por Tenenhaus (1998)
y también es desarrollado con datos faltantes.

Se quiere estimar via PLS la regresion multiple
Y=p5X + -+ B,X, +¢ [3.2]

de una sola variable a explicar Y sobre todas las variables explicativas X3, ... Xy
que pueden estar altamente correlacionadas [multicolinealidad] y ser mayor en
niimero que las observaciones, esto es p > n. Tanto las X; como Y que € R™ se

suponen centradas — reducidas.

Se busca en el espacio de las predictoras componentes ortogonales t = Xw
correlacionadas con 7V, tal que se realice la regresion Y = ¢ty + -+ cyty + Yy
para luego mediante desdoblamiento de las ¢t = f(X) que son combinacion lineal
de las X; estimar el modelo expresado en [3.2]. Generalmente se tiene que H < p.
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La idea es encontrar w tal que se maximice el cuadrado de la covarianza entre el
componente t = Xw , y la variable respuesta Y bajo w'w =1 ; (Vega y Guzman
2011).

Sea V' la matriz de orden p x 1, el vector de covarianzas de X e Y (V = X'Y),
entonces,

cov?(Xw,Y) = [w'cov(X,Y)]? = [WV]? =w'VV'w . [3.3]

La funcién lagrangiana @ que maximiza este cuadrado, cov?(t,Y), sujeta a la
restriccion de ortonormalidad de w, es:

Q=wTlVV'w—-Aw'w—-1)
y su derivada respecto a w, igualada a cero, % = 2VV'w — 2Aw = 0, por tanto

VV'w = Aw [3.4]

con lo cual A y w son el autovalor y autovector de la matriz VV' respectivamente.
Observe que premultiplicando [3.4] por w', e igualmente, premultiplicando [3.4]

por V' se deduce A. Comparando las dos expresiones de A, se tiene que el w que
v _ X'y

maximiza [3.3] es w = Vi = XTI

y corresponde al vector de covarianzas

normalizado.

Observe que para cada etapa h = 1, ..., H se maximiza cov?(t, Y,—1) segun [3.3].
Existen numerosas versiones de este algoritmo también basado en los principios
del ACP que generalmente difieren en los niveles de normalizacion, pero todos
convergen a la misma regresiébn. Se presenta aqui la version que deriva
naturalmente del NIPALS. En adelante por simplicidad se usa y en vez de Y.

3.2.1.1. El algoritmo de regresion PLS1

1. Xo =X, yo =y = componente de R™

2. para h=1,2,..,a. (Xesderangoa <p)
21 Wi = Xh_y Va1 /Ilynal [coef reg ; sobre yy_y]
2.2 wy = wp;/llwkll [normar wy, a 1]

2.3 tp = Xp_qwi/wpwy [componente h de X]
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2.4 pp = Xp_1ty/thtn [coef reg x; sobre ty, |

2.5 Xp=Xp_1— typp, [residuo X'y ortogonalidad |
2.6 ¢ =Yh_1tn/thtn [coef. de t sobre y]

2.7 uy =yp_1/cn [componente_h de Y]

2.8 Yn = Yn_1 — they [residuos en y]

Fin h.

Note que no hay iteraciones para la convergencia, debido a que so6lo se tiene una
y. Las coordenadas de los vectores wy, , t,, v, € ¢, representan las pendientes
de las rectas de minimos cuadrados pasando por el origen y pueden entonces ser
calculadas con datos faltantes.

Z{i: xji existe} W1jXji

3 oz

En este caso, los calculos en ¢ y w son de la forma: t;; = n

{j: Xjj existe

}xtii

{i: Xjiey; existen

— . I
Wl ;i 2 ) le -_
(w’ ) [i: xjj e yjexisten

Pt
Cuando no hay datos faltantes se puede remplazar las etapas 2.1 y 2.2 por:
Wy = Xp_ 1 V-1 /I Xp—1Yn-all 'y 2.3 por t, = Xp_ywy .

La idea es conseguir en el subespacio R, engendrado por las variables x; , ..., x,
de R", una “componente” t; altamente correlacionada con y, es decir, cuya
regresion con y minimice el residuo generado y; . (Ver grafica 3.1).

Asi, t; =wyix + -+ wypX, es combinacion de las variables exdgenas

ponderadas por las coordenadas del “vector propio” wy , el cual se puede obtener
buscando una relacion con y siguiendo los lineamientos del ACP.

Se toma inicialmente y normalizado como el “eigenvector” de R™ sobre el cual se
proyecta ortogonalmente cada una de las variables x;, para obtener los

coeficientes wy; = cov(xj, y) = x]f. y derivados de esta regresion, los cuales

conformaran el vector wy. Para garantizar norma 1, se toma w; = wy /Il wy |l.

Se calcula entonces la primera componente t; mas relacionada con y, de la forma
tl == XWl s W11x1 + -+ Wlpxp .
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Griéfica 3.1. Obtencion de las coordenadas de w; por proyeccion de x; sobre y

Luego se realiza una regresion simple de y sobre t;:
Y=ty t Y1 = W11 X1 + o+ WXy + Y1

donde c¢; = y't,/t;.t; es el coeficiente de regresion, y y; el vector de residuos
(parte de y no explicada por t;); estos coeficientes de regresion son mas ‘faciles’
de interpretar por el investigador.

Es posible que aun falte explicar buena parte de los residuos. Si el poder
explicativo de la regresion y~t; es muy débil, se construye una segunda
componente t, en el espacio de los residuos de x ortogonales a t; y se realiza
entonces la regresion y ~ t; + t, .

5]

Grafica 3.2. Los residuos en x e y son ortogonales a ¢,

En la grafica 3.2 los residuos x,; (lineas punteadas) forman un subespacio
ortogonal a R, , y representan la parte de las x° no explicada por t; ; se obtienen
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de realizar regresiones simples de las x; con t; , con lo cual® x; i =% —p1jty
La nueva componente t, es combinacion lineal de estos residuos;
t; = Wp1X11 + ... + WypXq, y explicard el residuo y; también ortogonal a t; .

Se procede andlogamente como antes, situados ahora en el subespacio de los
residuos ortogonal a R, , tomo como “vector propio” el residuo y; y proyecto
ortogonalmente sobre este los residuos x;; para obtener sus ponderadores w,; y
generar la combinacion lineal denominada componente t, ortogonal a t; . Los
coeficientes w,; = cov(x;j,y1)/llwzll  conforman el vector “propio” w, de
norma 1.

Se realiza luego la regresion y = ¢ t; + c,t, + y, , la cual es mds precisa que la
primera. (Ver gréfica 3.3).

Este procedimiento es iterativo, ahora se consiguen los residuos y,, xz1, ..., X2p
de las regresiones7 de y, x1, ..., Xp sobre el subespacio de dos dimensiones
(t1,t ). Los residuos x,; se proyectan sobre y, y estas coordenadas conformaran

el vector w3 que permitira ademas, construir la componente t; ortogonal a
(t1,tz ). Se efectia entonces la regresion y = ¢t + ¢, t, + c3tz + y3 ete.

1)

Coly btifo

i

city

Grafica 3.3. Regresion de y sobre las componentes ortogonales ¢;, ,

El nimero de componentes t4, ..., ty a retener en la regresion es determinado por
validacion cruzada. Para cada valor & se calcula las predicciones yp; € Jp (i) de
y; con la ayuda del modelo con 4 componentes, calculadas utilizando todas las
observaciones, y luego sin utilizar la observacion i.

®py = X'ty/lIty|l . El residuo sera muy util para explicar tanto #, como y en funcion de las x;.

" Como Xj = Cijty + Coit, + X35 = Xj — Cqjty = Cpjt; + X s equivalente la regresion del
~—————

X1
residuo X1 sobre #,.
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Se calcula enseguida los criterios RSS;, (Residual Sum of Squares) y PRESS),
(Prediction Error Sum of Squares) definidos por:

RSS, =X (vi = 9ni)® , PRESS, =X (¥i — Inc-1))* -
Asi, la componente t;, es retenida si \/WSS,,L < 0.95,/RSS,_4 .
En lugar de eliminar las observaciones una por una, se puede también eliminar
bloque por bloque.
3.2.1.2. Las componentes PLS1
La regresion y = c;t; + y4, se puede ‘normalizar’ haciendo y/c; = u; Yy correr

de nuevo la regresion u,; = cit; +y; con lo cual se obtendria como recta de
minimos cuadrados la primera bisectriz, pues 4, =t; yaque ¢; = 1; ademas,

Y1 =y1/¢1 .
Andlogamente, de la regresion y = c;t; + c,t, + y, se tiene:
y—caty =y =Gt ty;

con lo cual son equivalentes las regresiones

y~ty,t; 0 y1~tp
pues obtienen el mismo coeficiente ¢, y los mismos residuales y, .
Aqui también se puede realizar una regresion bajo la transformacion

yi/Ca =uUy =t +y;
para obtener la primera bisectriz entre u, y t, que tiene 1 como coeficiente
asociado. Sin embargo las variables u, = y,_1/c, no juegan un papel

importante en el analisis PLS1, pues no son interpretables.

Las componentes t; se han construido para simultaneamente y de la mejor manera
posible, describir las x; y explicar la variable y.
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3.2.1.3. Puntos atipicos: T? de Hotelling

La T? de la observacion i, calculada utilizando H componentes, esta definida por:
T? = L thi/Sh

donde s? es la varianza (sobre n-1) de la componente t;, .

Se detectan los puntos atipicos utilizando la estadistica (Tracy, Young y Mason.
1992):

nn-H) .2
H(nz_l) Tl ~ FH,n—H .

Una observacion se considera como atipica si

H(n?-1
? > D 0.95Hn—H = C2.
t n(n—H) 79,1,

Se puede construir en el plano (t; , t,) la elipse al 95% de la ecuacion:

2 2

tyi | i _ n-l o
2 t2=C
St; Sty n

que para H=2 el umbral C* =9.77.

3.2.1.4. Interpretacion de las componentes t;,
En regresion PLS clésica, se utiliza la notacion siguiente:
— VP — VP ,,,*
th = X Wnj Xnj = X Whj %X -

Las componentes t, son calculadas con la ayuda de los residuales xp; , pero seran
interpretadas con la ayuda de las variables x; ; los coeficientes wp; traducen la

importancia de cada variable x; en la construccion de ¢, .

En ACP la interpretacion de las componentes principales es simple porque la
correlacion entre las variables y la componente principal s son las coordenadas de
las variables en la componente principal. Este no es el caso en regresion PLS.
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Los coeficientes wy; son el producto de los coeficientes aleatorios obtenidos en
etapas anteriores y traducen la importancia de cada variable x; en la construccion

de t;, . Los c;, miden la relacion de la variable y con las componentes tj, .

Es decir, la relacion entre la variable y con las variables x; se resumen a traves de

las variables t, , en las ecuaciones siguientes:

T=XW* (ver3.2.18) ; y =TC .

3.2.1.5. La prevision
El modelo de regresion de y sobre las # componentes PLS es:
y = Cltl +“'+CHtH+E .
El cual y luego de estimar los cy se puede expresar en funcion de las variables
originales por:
y = bo + b1x1 + -+ bkxk .
El cual, para valores fijos de x = (1,x4,...,X;), ¥ = J, se constituye en un

estimador insesgado de E(y|x) = pu, . Por tanto, suponiendo €~N(0,0), un
intervalo de confianza al 95% para p,, es:

N ~ (1, t, t4,
Vx it0.975,n—p0- ;+_+"'+_ .

thty tyty

Andlogamente, un intervalo de prediccién para y, esta dado por la formula

2 2
e £ t0,975,n_p6\/1 o g

tity thth

tyy €s la coordenada de la componente t;; asociada al individuo x y 62 el CME.

3.2.1.6. Propiedades matematicas de la Regresion PLS1

La matriz X}, es el residuo de la regresion de X;_, sobre t; . La variable y; es el
vector de residuos en la regresion de y,_; sobre tj, .
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De estas regresiones se puede deducir las propiedades de ortogonalidad:

Se describen a continuacion un conjunto de propiedades cuando no hay datos
faltantes (validas también para PLS2):

a) tpt; =0, l>h.

b) t)X,=0, I>h.

c) wpX; =0, L>h.

d ww, =0, l>h.

e) wyp; =0, [>h.

H wppp=1.

g Xp=XII}1I-wpj), h=1

3.2.1.7. Simplificacion del algoritmo PLS1

La ortogonalidad de las componentes t; permite simplificar el algoritmo PLS. Se
evita el calculo de los residuos y; . En efecto ya que,

Xpn=X—tip1 — - — taPp = Xn-1 — thPn
Yh =Y —City — = Cptp = Yp—1 — Cntp -
Se tiene que
Xp-1Yn-1 = Xp_1(y — 1ty = — Cpqtp1) = Xp_1y -
prop. f

De manera analoga para ¢, , p, con lo cual en la etapa 2, se tienen los siguientes
remplazamientos:

wp = Xn_1y/Y'y; pn=X'ty/taty 5 cp = Y'ty/thty .
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3.2.1.8. Estudio de los vectores wy,

Los componentes t;, se definen a partir de los residuos X;_1, t, = Xp_1Wy , pero
pueden también ser expresados en funcién de X (ver propiedad 1.g)

th =Xwy, ; Tp=XWy,
con Wy = W,(PaW,)™ L.

Se muestra que la matriz P, W), es triangular superior con todos sus elementos
diagonales iguales a 1. Se puede también constatar que P,W, =1 y que por
consiguiente W, es una inversa generalizada de Pj.

3.2.1.9. Estudio de la ecuacion de regresion PLS

Se puede escribir la féormula de regresion de Y sobre las componentes t;, ..., ¢,
en funcion de las variables X, asi:

5} = ThCh = t1C1+ . +thCh
:XWh(P;lWh)_lch == th

donde b, = W, (PAW,) 1Ch, es el vector de los coeficientes de regresion PLS
de Y sobre X utilizando & componentes.

3.2.2. Regresion Multivariante PLS2

Se retoman las presentaciones mds importantes de este algoritmo en los libros de
Martens 1989, Esbensen 1994, Hoskuldsson 1996.

Sea Y la matriz de variables dependientes y, ,...,), € X la matriz de variables
independientes X, ...,x;, de rango a medidas sobre n individuos. Todas las
variables estan centradas y reducidas. Puede existir multicolinealidad al interior
de cada bloque e inclusive r y p ser mayor que n, e igualmente existir datos
faltantes.
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Se tiene ahora, dos conjuntos de variables Y e X para los cuales se asume que
existe una relacion subyacente entre los dos bloques explicada por H componentes
latentes ortogonales t, (h = 1,2, ..., H) calculadas como combinacién lineal de
las variables del conjunto predictor X, y guardando alta relacién con Y a través de
su combinacion lineal u, = Ycy, .

Asi, las matrices predictor y respuesta son descompuestas de la forma:
X = THPl{I + XH

donde Py y Cy son las matrices de cargas conteniendo los parametros del modelo,
y Xy y Yy las matrices de residuos representando la parte de variabilidad de los
datos no explicada por los modelos de parametros.

Hay numerosas versiones del algoritmo PLS2, que difieren en el nivel de
normalizacién escogido. Se describe el algoritmo de regresion PLS2 clasico,
teniendo en cuenta la gestion de datos faltantes de acuerdo con los principios del
NIPALS (Lindgren et at, 1993).

Xo=X , Yo=Y
para h=1,2,..,a
1. Inicializo: uy (u; :12col deY,_4,...)
2. Repetir hasta convergencia de wy,

wy = Xp_qup/llupll  # [coef regresion® simple x; sobre uy, |
wy/llwpll : normar wy, al

tn = Xp_awin/(wpwy) [componente_h de X)
cn = Yn_1tn/(thty) [‘vector de R" ]
up = Yn_1cn/(crcn) [componente_h de Y |
3. pp=Xp_1tn/(thtr) [vect-p de X en RP ]
4. Xp=Xp_1— tybon [residuo de X, ortogonalidad ]

5. Yh = Yh—l - thci’l
Fin h.

x'u

—=w.
[l

¥ No se realiza regresién multiple, ya que bajo ACP X' = Au;
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Cuando hay datos faltantes, se aplica los principios del algoritmo NIPALS: las
coordenadas de los vectores wy,t,,cy,u, € p, son calculadas como las
pendientes de las rectas de minimos cuadrados pasando por el origen, s6lo sobre
los datos disponibles.

3.2.2.1. Criterio de optimizacién
Se puede precisar la convergencia en la etapa 2. Las relaciones ciclicas de esta

etapa muestran que en el [limite, los vectores wy, t,, ¢, € u, mediante
reemplazamientos sucesivos, verifican las ecuaciones siguientes:

(ﬁxﬁﬂyh—l)(ﬁyﬁqxh—ﬂwh = Apwy  [3.5]
(ﬁxhqxﬁq)(ﬁyrlqm—ﬂth = Antp
(ﬁyﬂqxh—ﬂ(ﬁx}’lthq)ch = AnCp [3.6]
ﬁYh—1Yi{—1)(ﬁxh—1Xﬁ—1)uh = AUy .
An = tptn. cpcn. || Xp_1upll es el valor propio mas grande comun a estas matrices,
las cuales han sido divididas por n-/ para recobrar los valores propios. La etapa 2
corresponde entonces a una aplicacion de la potencia iterativa para el célculo del
vector propio de una matriz, asociado al valor propio mas grande en cada 4.
Se obtienen las componentes t, e u, a partir de la primera etapa del AIB de
Tucker de las tablas X;,_; e Y,_; . En cada etapa /4 se investiga entonces dos

vectores normados wy e ¢, maximizando el criterio cov(X,_iwy, Yy_1€p), 0
globalmente maximizando el criterio

Yh=1 COV*(Xp_1Wp, Ya_1Cp) [3.7]
el vector ¢y, es colineal al vector ¢, = ¢, /|lcpll v s < a.

Se construye enseguida las tablas X; e Y}, en las etapas 4 y 5 como residuos de las
regresiones de X;_; e Y, _; sobre la componente ¢, .
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Se puede observar que la propiedad a) sigue siendo cierta; se deduce en particular
la ortogonalidad de las componentes PLS t,. Esta ortogonalidad se deriva
directamente de la construccion del algoritmo de regresion PLS2 como se puede
ver utilizando la siguiente proposicion:
e Proposicién
Sean t; = Xa,, ..., t, = Xa, un conjunto de componentes ortogonales y X el
residuo de la regresion de X sobre t;,..,t, . Entonces el conjunto de
combinaciones lineales de las columnas de X ortogonales a las componentes
t;,...,ty esigual al conjunto de las combinaciones lineales de las columnas de
Xy .
La ecuacion de regresion de X sobre las componentes ortogonales se escribe:
X=tipi++twpp+ X, 5 D= (trt) X .

Se define enseguida los conjuntos

A={x|x =Xa, x'(ty,..,t,) =0} , B={x|x =X,c} .
Se muestra que
AcB: x=Xa=(t;p; +-+typ, + Xp)a = Xpa

BcA: x=Xpyc=X—-typ;1 — - —tpypp)c = XU — ayp1 + -+ appp)c = Xa

y por tanto A=B ; de otra parte x't, = c'Xjt; = 0.
1f

3.2.2.2. Version modificada del algoritmo de regresién PLS2

La ortogonalidad de las componentes t; implica que las matrices X, e Y3, son los
residuos respectivos de las regresiones de X e Y sobre las componentes t; , ..., ty, .

Sea Py, el operador de proyeccion ortogonal sobre el espacio engendrado por las
componentes t , ..., ty .

Se deduce entonces de X, (I —Pp)X ; Y,-(I—PLY
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las relaciones Xp Y =X'(I-P)U—-PY =X,
X}"I,Xh = X’Xh .
de donde las modificaciones posibles en el algoritmo de regresion PLS2 son:

cn =Y'th/thtn;  Up =Ycn/(chcn) s P =X'tn/thtn
por tanto wy, = Xp_ Y /I Xp_1Yenll vy uy ahora es iy, .

El calculo de los residuos Y; es del todo inutil para la determinacion de las
componentes PLS t;,...,t, . Sin embargo estos residuos son utilizados para
escoger el nimero de componentes.

Entonces la version modificada del algoritmo PLS2 conduce a los mismos
vectores wy, , t, , ¢, € pn que el algoritmo clésico cuando no hay datos faltantes.
Sin embargo, utilizando los principios de NIPALS el algoritmo de regresion PLS2
modificado puede también funcionar con datos faltantes.

3.2.2.3. Algoritmo PLS2 modificado

XO =X ) YO =Y
para h=1,2,..,a.
1. Inicializo: &y, (1“columnade Y,...)

2. Repetir hasta convergencia de wy,

wp = Xp_1Tp/|lTipll  # [ wyj coef de regresion [prod escalar] x; sobre uy, ]
wy/|lwy |l : normar wy, a 1.

tn = Xp_1wy/(Wpwy) [componente h de X, (wy, vector propio inic RP)]

cn = Y'ty/(thty) [“vector propio de R?”’], en realidad es c*

f, = Ycu/(cpen)  [“componente” hde Y]

3. pn=X"tn/(thtn) [““vect-p’’ de X en RP ]
4. Xp=Xpn_1— thp;l [residuo de X, garantiza ortogonalidad siguiente py,]
5. Yp=VYp1 —thep

Fin h.
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Las relaciones ciclicas de la etapa 2, de este algoritmo conducen en cada etapa 4 a
las ecuaciones siguientes:

(ﬁX;L—ly) (ﬁYIXh—1)Wh = Ahwh

(2 Xn-1Xno1) GEYY)E, = Ayt

n—1
LY Xpo1) GEXp—1Y)crh = Aney,
(ﬁyy')(ﬁxhqxﬁﬂ)ﬁh = Anlp

A es el valor propio comun a estas matrices.

Asi cada etapa del algoritmo de regresion PLS2 modificado se reduce a la primera
etapa del AIB de las tablas X;,_; ¢ Y. En cada etapa se obtiene las componentes
t, e Ui, en busqueda de los vectores normados wy e c; maximizando el criterio
cov(Xp_1wp, Ycp); como antes, ¢, es colineal al vector ¢, ; es decir
cr, = cp/llepll . Se pasa a la etapa siguiente construyendo el residuo X, de la
regresion de X;_; sobre tj, .

3.2.2.4. Estudio de las componentes PLS2 t; ,uy , iy

Sean Ty, = [tq, ..., tp], Wp = [wy, ..., Wi, Py = [Py, -, Prls Wi = [wq, ..., wp].
Se tiene en regresion PLS2 que T, = XW,, con W} = W, (P,W,)" 1.

El algoritmo PLS2 clasico proporciona las componentes uy, = Y,_1¢,/(chcn) v el
algoritmo modificado las componentes i, = Ycy/(cpcy). La componente uy, es
dificil de interpretar puesto que, salvo para u, , ella no pertenece al espacio de las
Y. Por el contrario #i;, es una combinacion lineal de las Y, y por consiguiente de
naturaleza mas interpretable.

La division por c,cy proviene de la formulacion del algoritmo de acuerdo al
enfoque NIPALS con el fin de poder tomar en cuenta los datos faltantes. Permite
también obtener la primera bisectriz como recta de minimos cuadrados de la nube

de puntos (ty, ,un) y (ty, tip).

Los coeficientes de regresion de uy, sobre t, y de i, sobre t; son:
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uptn _ CpYp_qtn _ 1 Uptn _ cpYity
thtn  tpthercn thtn  tptnercn

pues Y,_itp = cptpty, =Y't, tanto en el algoritmo clasico como en el
modificado.

De la formula de regresion de Y sobre ty, ..., t;,_4 [reconstitucion de Y via ACP]:
Y = t1C{ + -+ th_lc;l_l + Yh—l

Postmultiplicando Y por ¢y, /cpcp, se deduce también que uy es el residuo de la
regresion de &, sobre ty, ..., ty_1.

La ortogonalidad de las componentes ¢, permite relacionar las correlaciones de uy,
e iy, con ty . Se tiene en efecto

ytn  _ llunll
EAICYRNEN]

cor(fiy, ty) = = cor(up, tp)\J 1 — R2(fip; ty, e\ thoy) -

Asi, reemplazando 7y, e Y’ de la reconstitucion, la correlacion de la componente
t, con la componente i, es necesariamente inferior a su correlacion con la
componente Uy, .

Las componentes i, = Yc,/(cpcyp) estan directamente relacionadas con las
variables dependientes Y y pueden ser interpretadas. Las componentes u;, =
Yi_1¢n/(crcn) construidas sobre los residuos Yj,_; estan mejor correlacionadas
con las variables t; pero no se pueden interpretar.
3.2.2.5. Interpretacion de las componentes t, e
Las componentes t; e i se escriben en funcion de las variables originales:

th =wpXy + o+ WppXp Ty = (CuYr + o+ Crglg)/Cncn
Las correlaciones de las variables x; e y, con las componentes t, estin

relacionadas proporcionalmente con los vectores p, e ¢ respectivamente; en
efecto:
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x'-th x'~th
— ] — J —
cor(xj, th) =1 = = Sth-Pnj
Fllenl ~ s ferey
YI,cth
cor t = —— = 8S:,.C .
e tn) = e = St Chk

En la interpretacion multivariada de las componentes t, e i, se utiliza los
vectores wy, e cp, .

La construccion de la carta superpuesta (wy,w;) e (c1,c;) permite interpretar
visualmente las dos primeras componentes de la regresion PLS. Esta carta mezcla
varios puntos de vista:

- Los puntos correspondientes a las variables x; describen la construccion de
las componentes tj, ;

- Los puntos correspondientes a las variables y, expresan a la vez la
construccion de las componentes iy, y la correlacion entre y; e ¢, .

La carta de correlaciones de las variables x; e yj con las componentes (t;, t;)

proporciona una interpretacion univariada de esas componentes. A los factores de
escala s; e s; cerca, esta carta corresponde a la superposicion de

(P1,p2) € (¢1,¢2) -
3.2.2.6. Estudio de la ecuacién de regresién PLS2

Se expresa la regresion de Y sobre las componentes ty, ..., ty en funcion de las
variables X. Se tiene

Y=tic;+ - +tycy +Yy .
Haciendo Cy = [cy, ..., Cy] se tiene
Y = TyCly + Yy = XWiC) + Yy
Y = XW,(PaW,) Ch+Yy=XB+Yy, .

Asi, los coeficientes de regresion asociados a X luego de desdoblar el modelo en

., ' -1
funcién de ty, ..., ty corresponden a B = W, (P,W;) Cj,.
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Para H = 2, la ecuacion de regresion para cada variable respuesta es:
Vi = Ciity + Caity
Yie = (Cuwiy + coewz )Xy + -+ (cuwiy + coewsp )%y
Vi ® biXq + -+ brpxy

Por consiguiente la carta superpuesta (w;, w;) e (cq, ¢;) proporciona indicaciones
sobre los coeficientes by . Estos son positivos nulos o negativos segun que los

vectores X; e Y, formen un angulo agudo, recto u obtuso.

3.3. PLS-PM

El objetivo de PLS-PM es estimar las relaciones entre J bloques X,... .X;, ..., X
de variables ‘manifiestas’ (MV), las cuales son expresion de J constructos no
observables &;,... ,&,... ,&; respectivamente, usualmente llamados LV; (Wold
1975a, 1982)

PLS-PM estima la red de relaciones entre las MV y su propia LV, y entre las LV
al interior del modelo, a través de un sistema de ecuaciones basadas en
regresiones simples y multiples.

Los métodos PLS-PM propuestos por Wold para el analisis de Modelos de
Ecuaciones Estructurales (SEM) basados en componentes, operan sisn supuestos
distribucionales y son una alternativa a los andlisis de estructura de covarianzas
basados en la multinormalidad, Joreskog (1970).

Al igual que los SEM cada modelo PLS-PM esta compuesto de dos submodelos:
el modelo de medicion, y el modelo estructural. El primero tiene en cuenta las
relaciones entre cada variable latente y sus correspondientes variables manifiestas,
mientras el modelo estructural asume estar interconectado linealmente entre las
LV de acuerdo a un modelo de relaciones causa-efecto.

El fendémeno de estudio es descrito por las relaciones estructurales (inner) entre
las variables latentes de la forma

§i = Bjo+ 2k Birék +¢; - [3.8]
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Los coeficientes ‘path’ B}, expresan el impacto sobre la variable endogena §; de

las LV &, conectadas, algunos pueden ser estructuralmente nulos y la variable
correspondiente &, no aparecer en la ecuacion [3.8].

La ‘hipotesis de especificacion de prediccion’ es que el término de error aleatorio
{; tiene media 0 y no estéa correlacionado con las otras LV & de la ecuacion,; esto

es,E(Zj) =0, cov({j, fk) =0.

La formulacion del modelo de medicion (outer) depende de la direccion de la
relacion entre la LV y las correspondientes MV; asi, el modelo puede ser
reflectivo, formativo o ambos.

Se representan los datos y los modelos en un esquema de flechas, ver grafica 3.4.
Las variables manifiestas son representadas por rectangulos y las LV por elipses.
Las relaciones de causalidad son simbolizadas por flechas, el origen de la flecha
es la variable “causa” (explicativa) y la punta la variable “efecto” (a explicar) 6
variable endogena.

X7 X3
X2 X23
X3 X33

X3
X2

X53
X22

X63

Grafica 3.4. Red de causalidad entre 3 grupos de variables; el primero
formativo asociando pesos m y los otros reflectivos con pesos A

Se define reflectivo si la variable latente (LV) es un factor comun que refleja en si
mismo cada MV; la LV es la causa de cada una de las MV. Las MV estaran
entonces altamente correlacionadas; el bloque debe ser homogéneo’. Cada grupo
de variables es esencialmente unidimensional:

? Las principales reglas para valorar homogeneidad son: a) A; >>1 en el ACP b) p de Dillon-
. 2 2 .
Goldstein’s (Chin, 1998) > 0.7; p = (z:'f Lp) /(T 25) + 5,1 = 2],
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Cada variable es funcion del factor &; centrado reducido. En un modelo reflectivo

cada p-MV esta relacionada a la correspondiente j-L'V por un modelo de regresion
simple, es decir:

Xip = Ajpo + Ajp §j + &y -

Ajp s la carga asociada a la p-ésima MV en el bloque j, y la hipotesis es que el
error &;, tiene media cero y no esta correlacionado con la variable latente &; esto

es: E(gjp) = E(¢je) = 0.

En el caso formativo cada MV representa una dimension diferente del concepto
subyacente, y se consideran variables exdgenas en el modelo de medicion; cada
sub-bloque de MV presenta una relacion estrictamente causal con la LV y por
tanto

E] = T[jO + Z;q thpxjp + 6] con E(é}) = E(x]p,é']) =0.

donde Tjp €S el coeficiente relacionando cada variable manifiesta a la
correspondiente variable latente y el termino error §; la fraccion de la

correspondiente LV no tenida en cuenta por el bloque de variables manifiestas.

Una sintesis grafica de los modelos outer e inner en PLS-PM es presentada en la
grafica 3.5:

Xp =Apo A8, T, reflectivo

‘Outer’
Medicion ) . S P—
é:f =7jo +z7szxjp to,
p=1
PLS - PM
Modelos
‘I 9 J
nner
=Dt &+
Estructural 51 ﬂJO ;ﬂ]k é:k ;,

Grafica 3.5. Esquema de los modelos outer e inner en PLS-PM
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3.3.1. Estimacion de variables latentes

Independientemente del tipo de modelo (outer) de medicion, las LV
estandarizadas ¢; son estimadas por las combinaciones lineales Y; de las MV de su

grupo j:

P.
_ J _
Y, =2 wipxp = Xjw;

donde las variables x;,, estan centradas y W]-p son los pesos outer escalados para

dar varianza unitaria a Y;.

escalar que da varianza unitaria a Y; , y la amblguedad del + es resuelta

Es decir, =+a; Y ' W, x;, donde a; es un
j= j inXjp j

escogiendo el signo tal que la mayoria de las x;, esta positivamente

correlacionada con la LV estandarizada Y; ; (Sanchez 2008).

También se define la aproximacion inner Z; de ¢; como una combinacién lineal

normalizada de las estimaciones outer de las LV adyacentes,
Zj = Y CirejicYe [3.9]

donde cj =1 si¢; estaconectadaa§y y cjx = 0 en otro caso; ej son los pesos

inner.

Relacionando estas dos aproximaciones, Wold obtiene las condiciones de
estacionaridad que permiten determinar las variables Y;. Se resuelven las

ecuaciones de estacionaridad por un proceso iterativo hasta la convergencia.

Wold propone dos modos de relacion entre las dos aproximaciones Y; ¢ Z; de la
variable latente ¢;, que ademads permite actualizar los pesos w; en el caso outer:
—

e En el Modo A (reflectivo) la variable Y; esta relacionada con la variable Z;

por la formula

o Y cov(x cov(xpZ)) Z;) xjp X/Z; [3.10]
de [3.9] la condicion de estacionaridad para ¥; en el modelo 4 es:

Yj OCX]X],Zk CjkejkYk . [311]
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e En el Modo B (formativo) la variable Y; es obtenida por regresion multiple

de Z f sobre las columnas Xjp de la matriz X ;en la reduccion
1 -1 1
Y, < X; (X[X;) XjZ; . [3.12]

Por lo tanto la condicion de estacionariedad para una variable Y; en el
modo B es:

Yj X X](X]’X])_:LX], Zk cjkejkYk . [313]

Las estimaciones definitivas de las componentes latentes ¥; se tienen, eligiendo el

modo 4 o B para su calculo, segin se consideren los grupos como reflectivos o
formativos.

En el modo A la variable Y; definida por la formula [3.10] corresponde igualmente
a la primera componente PLS reducida de la regresion simple de Z; sobre X;.

Ademas, permite tomar en cuenta sin dificultad los datos faltantes siguiendo los
principios del algoritmo NIPALS.

En el modo inner hay tres vias weighting para calcular los pesos eji:

a) Esquema del ‘centroide’ (Wold): ej, = sign[cor(Y;, Y, )] es el signo de la

correlacion entre ¥j e Yy,
b) Esquema ‘factorial’: ej, = cor(Y;, Yy)
¢) Esquema ‘path’. Aqui ej, = cor(Y}, Yk) si &; es explicada por &y , 0

cor(Y;,Yy) si&; es explicada por &

€ix = .. , ,
Ik coeficientes en la regresion multiple Y; = Zk ek Yi

Una vez son obtenidos los pesos wj,, los score normalizados de las LV son
finalmente calculados mediante §; o< X;w;.

El proceso de estimacion de los modelos PLS-PM se puede esquematizar en la
grafica 3.6 como sigue:
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Modo A
X'7.17' 7. ‘reflectivo’
‘ ’ P J 1/ )= reg simple
Outer
externo ¥j Z WipXjp 5 Wip Modo B
p=1 Iy 1 y! ‘ ivo’
( X] Xj) X] 7 f formatlvl(t)
N .reg mu
Estimacion
Modelos i
Centroide: sign [r (Y;,Y)]
3 > ]
Inner . Factorial: 1 (Y;,Y;)
interno Zj & CjkejkYk » Ejk |
T Path: Y~Xe

Gréfica 3.6. Sintesis esquematica PLS-PM estimado

En el ultimo paso del algoritmo PLS-PM los coeficientes path del modelo
estructural son estimados a través de una regresion multiple OLS entre los
puntajes de las LV estimadas. Denotando E; la matriz de los correspondientes
‘predictores’ latentes, el vector de coeficientes path para cada &; es [?j =

818 \-1581¢

i e P IR Y A

En caso de multicolinealidad entre las LV estimadas, los modelos PLS-R son
usados en vez de la regresion convencional (Eposito Vinzi et al. 2010). Se
observa que el algoritmo RGCCA propuesto por Tenenhaus and Tenenhaus

(2011) para ganar propiedades de optimizacidon, mantiene una estructura muy
similar al algoritmo de Wold para PLS-PM, descrito a continuacion.

El algoritmo del apartado 3.3.2 propuesto por Wold ahora es natural. En la etapa
inicial se parte de variables Y, arbitrariamente fijadas con alguna de las variables
Xip ligadas positivamente a su variable latente & .

Se obtiene con la ayuda de la ecuacion [3.9] nuevos valores de los pesos y
componenters inner. Las estimaciones Y; de las LV §; son obtenidas iterando el
proceso hasta la convergencia. Los vectores w; se deducen enseguida de las
ecuaciones [3.11] e [3.13].



65

3.3.2. Algoritmo PLS-PM de Wold

Entrada: X=[X;,.... %, ..., X ] C; Salida: B, w,,&;

1. Inicio
LL ow,=w
12, Yy wix, =X "
[p-ésima variable en el bloque /]
2. Repita

2.1. Caélculo de los pesos inner
si k<j; eﬁf{) = f(Yj(”,ka,(f”))
sik>j; eﬁ) = f(Yj(S),Yk(S))

2.2. Estimacion de las LV Inner

(s) (s+1) (s) <s>)
z;oc (qu Cpey Xyw, ™ + ZM € Y

2.3. Calculo de los pesos outer
wi =(1/N)X 2" (Mode A) 6
(s+1) _ ' )
w T =(X,X,;)" X,z;” (Mode B)

J

2.4. Estimacion de las LV outer

(s+1) P (s+]) _ (s+1)
Yl 2 oWy X =Xw;

Hasta la convergencia de w;
3. Computo de las LVs
Sy e Xw,

4. Calculo de los coeficientes Path

ar & \1la, 2

Bi = (E5E-) 25§

Fin
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3.3.3. Valoracion y calidad del modelo

La calidad de un modelo PLS-PM depende de la calidad tanto del modelo de
medicion como del modelo estructural. En un buen modelo de medicion, cada
MYV estara bien resumida por su propia LV. Asi, para cada bloque un indice de
comunalidad es

P; . Pj &
com; = 5.3, cor? (xip &) = 72y Vi
Este es el promedio de las comunalidades entre cada MV y & ; del bloque ;.

La bondad de ajuste de fodo el modelo de medicion se calcula con el indice de
comunalidad promedio

Yp:pj>1Pjcom;
coom=—/7—F———
Zp:Pj>1

Aunque la calidad de cada ecuacion estructural es medida por el coeficiente de
determinacion R’ este no es suficiente para evaluar todo el modelo estructural.

Para cada LV enddgena, el siguiente indice de redundancia mide la porcion de
variabilidad de las MV relacionadas a la LV endégena ¢; explicada por sus
predictores latentes

— 2
redj = comj.Rj .

El indice promedio de redundancia mide la calidad de todo el modelo estructural.
SiJ es el nimero de LV endodgenas, entonces

o7 — 1y
red = 7eredj )
La calidad global del modelo es evaluada por el indice de bondad de ajuste GoF

(Tenenhaus et al. 2004). Este indice ha sido creado para medir el desempefio total
de prediccion del modelo conjunto, el de medicion y el estructural. Asi,

GoF =+/com.R? .

Este indice es normalizado (relativo) para que tome valores entre 0 y 1 y estd
determinado por
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P;
1 %' B 1
Z]PJ>1 /11

le N

GOFye = Z]

Zj:Pj>1P

A; es obtenido del ACP y p; del ACC.

3.3.4. Criterios de optimizacion

Se presenta aqui como la utilizacion del algoritmo PLS general permite retomar la
primera etapa de los principales métodos cldsicos de andlisis multivariante
utilizados para relacionar dos 0 mas grupos.

3.3.4.1. Estudio del caso de dos bloques (J=2)

La implementacion del algoritmo PLS permite retomar la primera etapa de los
principales métodos utilizados para relacionar dos grupos (X; e X>) de variables.
Se precisa en la tabla 3.1, los métodos correspondientes a las diferentes
escogencias posibles de los modos de calculo 4 o B para w; e wy.

AC (canénico) AIB AR( redundancias, de
(interbaterias) X, respecto a X))
Modo de célculo para B A B
Wi
Modo de calculo para B A A
W)

Tabla 3.1. Equivalencia entre el algoritmo PLS sobre dos bloques de variables X; e X, y las
primeras etapas de los diferentes métodos multivariados.

Para verificar estos resultados es suficiente describir las condiciones de
estacionaridad [3.12] e [3.13] para estas diferentes situaciones. Por simplicidad se
supone que las LV &, &, estan correlacionadas positivamente. Por consiguiente
Z]Z Y2€ ZgZYI.
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e Andlisis Canonico
Las condiciones de estacionaridad se escriben utilizando el modo B para ¥; e ¥5:
V) < Xy (X1 X)X Y, Y < X (XpX) TN XY
El algoritmo PLS converge a las primeras componentes del AC de X; e X5, que
maximiza la cor(Y;,Y,) .
e Analisis Interbaterias
Las condiciones de estacionaridad se escriben utilizando el modo 4 paraY; e Y, :
Vi X1 X1, , Y, xX,X5Y .
El algoritmo PLS converge entonces hacia las primeras componentes del AIB de
las dos tablas X; e X,, que maximiza la cov(Y;,Y,). Se puede observar que el
caso particular donde X; = X, permite obtener la primera componente principal
reducida Y; de X; , puesto que Y; es vect p de X;X; asociado al mas grande valor
propio, es también vect p de (X;X;)? asociado al méas grande valor propio.
e Analisis de Redundancias
Las condiciones de estacionaridad utilizando el modo B para Y; y el 4 para Y, son:
Y, < X; (X, X)X, | Y, xX,X;Y; .
El algoritmo PLS-PM converge a la primera componente Y; del AR de X,
respecto a X;; la redundancia de X, sobre X; es maximizada.
3.3.4.2. Caso Multibloques (j > 2)
El PLS-PM puede ser visto como la generalizacion de un nimero de métodos

multibloques tales como el modelo jerdarquico, el modelo confirmativo y el
modelo general.
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Se observard que dependiendo del modo de estimacion outer y del esquema de
estimacion inner elegido, las ecuaciones de estacionaridad de los algoritmos
asociados a estos métodos PLS-PM a veces convergen a un criterio de
optimizacion asociado con ciertos métodos de andlisis multivariante.

Los PLS-PM no siempre tienen asegurado el criterio de convergencia, Tenenhaus
(2011).

e Modelo Jerarquico

El modelo jerarquico (Tenenehaus et al. 2005) se caracteriza porque cada bloque
Xj es conectado al superbloque X+, obtenido por yuxtaposicion horizontal de los J
bloques |X;|X3|...|X)|. Para los distintos tipos de estimacion se tiene:

- Modo 4 y esquema path conllevan al AFM.
- Modo B segln esquema inner converge a ecuaciones de Horst’s y ACCG.

e Modelo General

- Nuevo Modo A (Tenenhaus, M. 2009), esquema del centroide. El
algoritmo de Wold asi ajustado mondtonamente converge al criterio

max
lw; | = 1 2 juk cjk|cov(Xjw; , Xewy)|

- Nuevo Modo 4, esquema factorial. Anélogamente, el algoritmo de Wold
asi ajustado mondtonamente converge al criterio

max ,
lw;|| = 1 2jik CGrecov= (Xjwy , Xpwy)

- Modo B, esquema del centroide. Las ecuaciones de estacionaridad del
algoritmo PLS-PM son equivalentes a las ecuaciones de Lagrange
asociadas al criterio de optimizacion

max
|x;w,|| = 1 Y sk Cie|cor (Xjw; , Xewy)|
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- Modo B, esquema factorial. Las ecuaciones de estacionaridad del
algoritmo PLS-PM son equivalentes a las ecuaciones de Lagrange
asociadas al siguiente criterio de optimizacion:

max ,
| x;w;|| = 1 Zjik Grecor = (X;w; , Xpewy)

e Modelo Confirmativo

En el modelo confirmativo (Tenenhaus and Hanafi, 2010), cada LV esta
relacionada a un bloque simple y conectada a todas las LV de los otros bloques,
formando una especie de red de relaciones en la que cada LV esta conectada s6lo
una vez a las otras LV bien sea de forma endogena o exdgena. Este modelo lleva
a las ecuaciones de estacionaridad del ACCG (Kettenring’s 1971).

Sin embargo, para precisar el criterio a optimizar via PLS-PM, Tenenhaus et al.
(2011), ha propuesto el método RGCCA que bajo el nuevo modo A, maximiza las
funciones de covarianza (valor absoluto, cuadrado) de las componentes outer; y
bajo el modo B se maximizan analogamente las funciones de correlacion segin
los esquemas inner tipo Centroide y Factorial respectivamente.

3.4. ANALISIS DE CORRELACION CANONICO REGULARIZADO
GENERALIZADO (RGCCA)

El RGCCA es una generalizacion del RCCA para tres o mdas conjuntos de
variables sobre los mismos individuos, constituye un marco general para muchos
métodos de andlisis de datos multibloques (Tenenhaus and Tenenhaus 2011).

RGCCA combina el poder de los métodos de analisis multibloques (maximizacion
de criterios bien identificados) y la flexibilidad del PLS-PM. Buscando para un
punto fijo de las ecuaciones de estacionariedad relacionadas al RGCCA, un nuevo
algoritmo monotonamente convergente, muy similar al algoritmo PLS propuesto
por Wold es obtenido.

Considerando una red de conexiones entre los bloques, el objetivo del RGCCA es
encontrar combinaciones lineales del bloque de variables (componentes del
bloque) que expliquen su propio bloque, y tal que los componentes que se asumen
conectados, estén altamente correlacionados.
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Muchos métodos cumplen este objetivo, algunos de ellos estdn basados sobre la
maximizacion de una funcién de correlaciones (covarianza): SUMCOR,
SSQCOR, SABSCOR, SUMCOV, SABSCOV, SSQCOV. Otros estan basados
sobre la maximizacion de una funcion de ambos, correlaciones y covarianzas.

RGCCA constituye un marco general para andlisis de datos multibloques e
incluye todos los métodos anteriores como casos particulares. También contiene
los enfoques PLS de Wold, Lohmdller, Kramer, pero solamente cuando el método
B para todos los bloques es seleccionado.

Sin embargo en bloques de alta dimensionalidad o presencia de multicolinealidad,
los métodos basados en la correlacion llevan a relaciones espurias entre bloques.
RGCCA constituye una version regularizada de varios métodos basados en
correlacion y hace un analisis estable de posibles bloques mal-condicionados.

No hay solucidén analitica para RGCCA, pero se propone un algoritmo
mondtonamente convergente basado en una modificacion del algoritmo PLS de

Wold.
RGCCA es obtenido siguiendo varios pasos:

Definicién de GCCA a nivel poblacional.

Construccion de las ecuaciones de estacionariedad al nivel muestral.
Definicion de RGCCA.

Encontrar las ecuaciones de estacionariedad a nivel muestral para un punto
fijado (fijo): algoritmo PLS para RGCCA.

Sl e

3.4.1. GCCA Poblacional

El andlisis de correlacion candnica de dos bloques puede ser extendido a tres o
mas conjuntos de variables en muchas vias.

Kettenring (1971) estudi6 cinco métodos: SUMCOR, MAXVAR, SSQCOR,
MINVAR y GENVAR. Un sexto método el SABSCOR es también considerado y
juega un rol central en el enfoque PLS de Wold (1985).

Se propone una modificacion de los métodos SUMCOR, SSQCOR y SABSCOR
la cual tiene en cuenta algunas hipdtesis sobre las conexiones entre los conjuntos
de variables.
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Considérese J (bloques) vectores columna aleatorios p; dimensionales con media
!
cero x; = (le, ...,xjpj) definidads sobre la misma poblaciéon y J vectores

columna no aleatorios p; dimensionales a; = (ajl , ...,a]-pj) . También se debe

tener en cuenta una red de conexiones entre los vectores aleatorios definiendo una
matriz de disefio'®

1 six; y x; conectados

C= {Cjk} f G = {0

si no

Sean las dos componentes lineales 1; = ajX; = Xp QjpXjn € Nk = ApXy -

La correlacion entre estas dos variables aleatorias es

!
ajXjk ak

p(nj.me) = pajx;, aixy) = e e e [3.14]

donde: };; = E(xjx]f) matriz de covarianzas , Y = E(xjx,'c) )

3.4.1.1. Definicion GCCA poblacional

Se define como el siguiente problema de optimizacion:

Maximizary, g, Z§ =1,k ik (p (a]ij , a,’cxk)) [3.15]

bajo la restriccion V(ajx;) =1, j=1,..,]
nj

x  identidad: esquema Horst (Kramer 2007)
donde g(x) = |x|  valor absoluto: esquema Centroide (Wold 1985)
x?  funcion cuadrada: esquema Factorial (Lohmdller 1989).
El esquema de Horst puede ser muy util cuando el investigador observa
componentes correlacionados positivamente y puede producir soluciones muy
diferentes de los otros dos esquemas.

' Define la conexién entre los bloques J e k.
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Observe que en [3.15] lo que se quiere es maximizar la suma de correlaciones, del
valor absoluto ¢ del cuadrado de las correlaciones de las componentes de los
bloques j, k conectados y es equivalente de acuerdo con [3.14] a

Maximizarg,, o, Z;,kzl,j;tk cjkg(a]{ ik Qi) [3.16]

bajo CIJIZUQ’] =1 , ]:1,,]

La funcion Lagrangiana del problema de optimizacion [3.16] es:
’ A ’
L(al,...,a],ll,...,ﬂ.]) = Zﬁ,k=1,j$kc]'k g(a] ij ak)— (ijzl?j(aj Z]] a] — 1) [317]

1 sigl) =iy
2 sigx) = x?

con @ =

Se supone que a; Yjar#0 sino = ¢y =0, y ademés 9dL/da; =0

produce las ecuaciones de estacionariedad para cada j:

le-1 v/ _
5% Yienj G 9' (&) Zpe a) Zjpe @y = Aa [3.18]
Con la restriccidon de normalizacion

Estas ecuaciones de estacionariedad no tienen solucion analitica, pero son usadas
para construir un algoritmo convergente en la optimizacion del problema [3.16].

3.4.2. Algoritmo PLS para GCCA poblacional

Observe que se usara Cov (a]ij , Apxy) = a Nk » w(x) =%g’(x) para

facilitar tratamientos matematicos.

e En terminologia PLS a; es el vector de pesos outer y n; = ajx; es llamada la

componente oufer, mientras la componente inner §; es definida:
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§ = Z{ﬁtj cje w[Cov(ajx; , ajx, )| arxi [3.20]

entonces, y de acuerdo con los esquemas:

g(x) 7

Horst: x=2g90=1¢=1y wk)=1_:

¢ = Zk:tj Cik QX

Factorial: x2=29x)=2x, =2y wkx) =x :
§j = X jzk Gk Cov(oc]ij ,a,’cxk) A Xk
- , _(1x=0 _ o
Centroide: x| = g'(x) = {_1 r <0’ = 1y w(x) =sig(x)

§j = Xjzk Cjk sig[Cov(anxj , a,’cxk)] Ay X

Estas componentes inner §; son muy utiles para simplificar las ecuaciones de

estacionariedad [3.18] para GCCA poblacional usando la siguiente expresion:

Cov(x;, &) = E(x;¢;) % k) Cred' (Cov(a]ij ,a,’cxk)) Tikay -

De acuerdo con [3.18]

Yt Cov(x;, &) = Aa; [3.21]

de donde a; = % Z]le cov(x;,§;) y por tanto de la restriccion @ ¥j;a; = 1

se tiene  Cov(x; ,fj)lzjfjl Cov(x;,&) = A7

Asi,

las ecuaciones de estacionariedad son:

: -1/
a; = [Cov(x; &) T3 Covly &) Tt Cov(y§). 1322

También se abrevia el criterio a maximizar en [3.16] de acuerdo con la

siguiente proposicion:
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Proposicion 1: paratoda g( ) igual a la identidad, valor absoluto, cuadrado:

Zfik Cikg [Cov (a]ij ,a,’cxk)] = Z; Cov(ajx; ,§;) . [3.23]
nj

Las ecuaciones de estacionariedad [3.22] y la proposicion 1, sugieren un
algoritmo iterativo mondtonamente convergente para la optimizacion del
problema [3.16] a nivel poblacional mediante:

a) Comience con pesos outer anormalizados arbitrarios a ,j=1.,]
b) Compute los componentes inner §; de acuerdo con [3.20], j =1,...,].

c¢) Compute nuevos pesos outer normalizados usando [3.22].
d) Itere este procedimiento.

Para obtener un algoritmo monotonamente convergente, se usa una secuencia de
operaciones similares a las usadas por Wold (1985) y Hanafi (2007) para PLS-
PM. El procedimiento inicia con el vector-peso outer normalizados a?, ..., a]O .

Luego empieza la convergencia con s = 0,1, 2, ... Recorriendo el ciclo de las
j = 1 calculando la componente inner £ segiin el tipo de esquema y actualizando
los pesos outer aj con el cual para j = 2 calculo &2 de acuerdo con la particion
dada en ¢; , inmediatamente actualizo a3 ... Elprocedimiento es iterado hasta

la convergencia del criterio limite, debido a la siguiente proposicion:

Proposicion 2: la siguiente funcion se deriva de los pesos outer ay,..,a;

generados por el algoritmo GCCA poblacional:

— v/
flar, . q) = Ti.cnglp(ax; , aixe)]
entonces, se tiene la siguiente desigualdad:

vs f(af,...af) < flaf*, .., af*).

La caracteristica esencial de este algoritmo es que cada reemplazamiento es

optimal y secuencial, es decir, aj debe ser reemplazado por af“ antes de

reemplazamiento «j,; . Este enfoque secuencial lleva a la convergencia

monoétona de este algoritmo.
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3.4.3. Ecuaciones de estacionariedad a nivel muestral

Se tienen ] bloques X3, ..., X; de variables centradas medidas sobre un conjunto de
n individuos. Una columna #, Xin de Xj es considerada como una variable
observada sobre los n individuos. C = {cjk} es una matriz de disefio tal

que ¢ji = 1 para bloques j, k conectados, cj, = 0 en otro caso.

La covarianza muestral es S§;; =%X]-'Xj y Sjik = %XJ-’Xk . En caso de alta
multicolinealidad o cuando n << p; , S§;; estima pobremente a X;; ; sin
embargo, se propone un mejor estimador de la clase restringida fjj =1l +
(1 —Tj)Sjj con0<t7;<1.

Las versiones muestrales a;,Y; , Z; respectivamente de a,n;, fj
_— (S} ~ (S}
outer inner pesos,comp inner

Outer

permiten calcular los componentes outer Y; = Xja; y los componentes inner
v/
Zj = Yesj Gk W[Cov (Y, V)] Y

La version muestral de las ecuaciones de estacionariedad [3.22] con ZXj;

reeemplazada por S i j €s:
- -1/2 -1
1 1 1
aj = [zj’Xj (1 + (1 - 5)2x/x;) Xj’zj] [1+(-1)2xx%| Xz [3.23]
bajo la restriccion

’ 1. .
¢ [gl+A-1)2XX]a=1; j=1,..).  [3.24]

De acuerdo con la terminologia PLS, con 7; = 0 se tiene el “modo B” con 7; = 1

se tiene “nuevo modo A” y con 0 < 7; < 1 se tiene el “modo Ridge”.

e ModoB (7; =0)

Aqui la restriccion de normalizacion wvar(X;a;) =1 y la ecuacion de
N———
Yj
estacionariedad
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0 =12 [zX, (Xj'xj)'lxj'zj]_1/2 (XiX) 'Xiz . [3.25]

Este vector de pesos outer a; es proporcional al vector de coeficientes de la
regresion multiple de Z; sobre X; . Esta via de computo de los pesos outer es
el modo B usual del enfoque PLS.

Nuevo Modo A (t; = 1)

La restriccion de normalizacion es ||aj || = 1 y la ecuacion de estacionariedad

€S
aj = Xjz; [ ||Xi7]| - [3.26]

Note que la componente outer Y; = Xja; es la primera componente en la

regresion PLS de la componente inner Z; sobre €l bloque X; .

Esta via de computo de los pesos outer es llamado “Nuevo Modo A”. En el
modo A original del enfoque PLS, los pesos outer son computados en la
misma via de la férmula [3.26], pero escalados para que la componente outer
Y; = Xja; quede estandarizada.

Modo Ridge (0 <t; <1)

El vector de pesos outer a; es proporcional al vector de los coeficientes en la
regresion ridge de Z; sobre X; con una constante ridge igual a nt;/(1 — ;).
Este modo permite un encogimiento gradual de la matriz de covarianza
intrabloque hacia la identidad.

Tres interesantes propiedades de los componentes outer Y; = X;a; son
establecidos en Qannari and Hanafi (2005):

a) Var (X a;/ ||aj ||) es una funciodn creciente de 7; .
b) Cov (Xjaj/”aj”,Zj) es una funcion creciente de T .

c) Cor (Xja

4 j) es una funcion decreciente de 7; .
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Asi, si el usuario estd favoreciendo la estabilidad (alta varianza) comparada
con la correlacion, 7; = 1 es la escogencia natural. Si el usuario desea dar

prioridad a la correlacion entre Y; y sus componentes vecinas 7; = 0 es la

mejor escogencia.

3.4.4. Regularized Generalized Canonical Correlation Analysis (RGCCA)

Se define el RGCCA como el siguiente problema de optimizacion:

Maximizarg, , q; Z#tk Cik g(Cov(Xjaj ,Xkak)) [3.27]

sujeto a las restricciones Tj||aj||2 + (1 — Tj)var(xjaj) =1, j=1,..,].

Las ecuaciones de estacionariedad asociadas a este problema de optimizacioén son
exactamente las descritas en [3.23]. No hay solucion analitica a este problema,
sin embargo escribiendo el algoritmo PLS para GCCA a nivel muestral, se
produce en esta direccidon un algoritmo mondtonamente convergente. La grafica
3.7 corresponde al algoritmo PLS para RGCCA, donde al nivel muestral los pesos
outer a; estiman q; y las componentes inner Z; estiman §.

El algoritmo descrito en la grafica 3.7 empieza escogiendo arbitrariamente los

vectores @\, ... 5119

Suponga que en la iteracion s se ha calculado los vectores de pesos outer

astl,ast?, ..., affll (ver item C); entonces para el calculo de af"’l

considerar la componente inner Z; separando la suma para los k < j conteniendo

los a;*' y los k > j conteniendo los aj , tal como se ve en el item B. EIl

que han de ser normalizados de acuerdo con el item A.

es necesario

procedimiento es iterado hasta la convergencia del criterio limite, descrito en la
siguiente proposicion:

Proposicion 3: Sean a]-s ,j=1,..,] ; s=0,1,2,..., una secuencia de vectores
de peso outer generados por el algoritmo RGCCA. Se define la siguiente funcion:

h(a;,a;, ...,aj) = Z;ik Cik g[Cov(Xjaj ,Xea)]

para vectores a, , ..., a; verificando los controles de normalizacion en [3.24].
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Entonces, se tiene la siguiente desigualdad para todo s :

h(af, ...,ajs) < h(af*t, ...,a]”l) )

A. Inicio

0 ~0 ~0

Al. EscojaJ vectores arbitrarios aj" , a; e

A2. Compute los vectores de pesos outer normalizados af ,a?,...,a} como

-1/2

-1 -1
o\ 1 ~ 1 -
a) = [(a}’) [rjl +(1 -1 EX}X]-] ]‘-’] [rjl +(1-1) EXftXf] D

Para s = 0,1, ... (hasta la convergencia)
Para j=1,2,..,]

B. Computando la componente inner X

Compute la componente inner de acuerdo con el esquema seleccionado:

z’ = Z cew [Cov(Xjal , Xpeai ™) | Xpeas™™ + Z ciew [Cov(Xjal , Xiai)| Xpas
k<j k>j

donde w(x) = 1 para el esquema Horst, x para el esquema factorial y signo(x) para el
esquema centroide.

C. Computando el vector de pesos outer para el bloque X

Compute el vector de pesos outer

-1/2 1

t t

t,s
j XJ'ZJ']

1
aitl = [(zjs)th [le + (1 - Tj)EthXj]

Fin
Fin

Grafica 3.7. Algoritmo PLS para RGCCA
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No hay prueba de que el algoritmo converja siempre a un 6ptimo global; Kramer
(2007) muestra ejemplos de convergencia a 6ptimo local.

El gran poder y flexibilidad del RGCCA permite un gran espectro de métodos a
ser recuperados, especialmente el caso multibloques de acuerdo con la tabla 3.2.

, o o Normalizacion cons.tanltes

Meétodo Criterio a maximizar Esquema =1, restringidas

J = j=1..]
SUMCOR Xk j=k Cor(X;a; , Xyay) Horst Var(X;a;) = 1 7;,=0
SSQCOR Xk =k Cor®(Xja;,Xpay)  Factorial Var(Xja;) =1 7,=0
SABSCOR Y izk|Cor(Xja;, Xxar)|  Centroid Var(X;a;) = 1 7,=0
SUMCOV ¥k jzk Cov(X;a;, Xyay) Horst llaj]l =1 =1
SSQCOV Xk j=k Cov?(X;a;,Xxay)  Factorial lla;]| = 1 =1
SABSCOV Y1 jzk|Cov(Xja;, Xyar)|  Centroid llajl = 1 =1

Tabla 3.2. Casos especiales del RGCCA para analisis de datos multibloques.

En el analisis de datos multibloques, todos los bloques X;, j=1,..,] estan
conectados, y muchos criterios existen con el objetivo de encontrar las
componentes Y; = X;a; con propiedades muy utiles. Aqui, solo se consideran los

métodos relacionados con el problema de optimizacion [3.27], ver tabla 3.2.

El criterio SUMCOR ha sido propuesto por Horst (1961) y el SSQCOR por
kettenring (1971). El criterio SUMCOV es un caso especial propuesto por Van de
Geer (1984) y el SSQCOV ha sido propuesto por Hanafi y Kiers (2006). El
SABSCOR ha sido estudiado por Hanafi (2007) y el criterio SABSCOV por
Kramer (2007). Estos dos ultimos criterios no son comunes en el analisis de datos
multibloques, y simplemente son un caso especial de RGCCA.

Desde el punto de vista de optimizacion del problema [3.27], los primeros tres
criterios en la tabla 3.2, corresponden al modo B de acuerdo con 7; = 0 para

todos los bloques y los ultimos tres criterios al nuevo modo A con 7; = 1.

También se puede considerar la situaciéon donde las constantes contraidas son
7; = 0 para algunos bloques y 7; =1 para otros. Entonces, el problema de

optimizacion [3.27] con ¢j, = 1 paratodo j # k , es
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]
i/ )
Maximizarz g [Cor(X]-aj ,Xkak) (var(Xjaj))T] i (var(Xkak))Tl/z]

a ,...,aj '
j*k

sujeto a T ||aj||2 + (1 — T )var (Xjaj) =1 con7,=0 61 j=1,..,].

Sit; =0 (modo B), el principal objetivo en la construccion de los componentes

outer Y; = X;a; es maximizar su correlacion con los componentes mas cercanos.

Al contrario si 7; = 1 (nuevo Modo A) el objetivo es construir una componente
Y; = Xja; el cual explicard su propio bloque como prioridad y al mismo tiempo
estar bien correlacionada con sus componentes mas cercanas.

3.5. TRANSFORMACION DE DATOS NO METRICOS VIA PLS

El tratamiento de datos mixtos se lleva a cabo a partir de los métodos GNM-PLS
(General Non Metric Partial Least Squares), los cuales son una extension de los
métodos algoritmicos convergentes NM-PLS propuestos por Russolillo (2009).

Los métodos NM-PLS toman para la cuantificacion la 1*° componente
proporcionada por el mismo método de analisis que se desarrolle y una vez los
parametros del modelo converjan; simultdineamente se verifica que la funcion de
maximizacion alcance convergencia mondtona. Los métodos asi obtenidos se
denominan NM-NIPALS, NM-PLSR o NM-PLSPM respectivamente.

Anélogamente, GNM-PLS toma para la cuantificacion de cada variable cualitativa
una funcion agregada con las primeras & = 7,2, ... componentes suministradas por
el propio método de andlisis segin NIPALS, PLS-R o PLS-PM. Los métodos asi
obtenidos se denominan GNM-NIPALS, GNM-PLSR o GNM-PLSPM

respectivamente.

Tanto NM-PLS como GNM-PLS usan el mismo proceso de cuantificacion de las
variables no métricas propuesto por Young (1981), proporcionando propiedades
de pertenencia grupal y orden si existe; en este ultimo caso se implementa la
regresion monotona (Aluja 1994).
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3.5.1. Proceso de cuantificacién

En el proceso de transformacion, cada categoria observada en la variable no
métrica cruda x* es remplazada por un valor numérico en escala de intervalo. La
variable escalada X debe preservar las propiedades grupales y de orden si existe.

Respecto a la propiedad grupal, la variable escalada X debe ser restringida tal que
si: x{~x;, = X; =X; donde ~ significa pertenencia de los individuosi e i’ ala

misma categoria.

Se define la funcion de cuantificacion g(), Young (1981), como una funcion real
aplicada a x* la cual genera un valor numérico optimo X para cada observacion.
Bajo los métodos NM-PLS, la cuantificacion de las &k’ categorias de x*
satisfaciendo la pertenencia grupal, corresponden con el vector generado por el
proyector ortogonal de su matriz indicadora X sobre el criterio latente (LC) o
funcién agregada y mads cercana:

Gx*y): 2=XX'X)"'X'y = Pgy . [3.28]

El coeficiente de determinacidn de esta regresion equivale al cuadrado de la razon
de correlacion de Pearson 7+ entre la variable categorica original y el LC, asi,

!
2 _ p2 _YPxy _ N
le|x* - R(y,fl,...,fm) - Y'v =T (]/, x) .

La razon de correlacion ademas de ser siempre positiva, puede ser expresada en
términos de la correlacion lineal de Pearson:

Ny|x* = r(y,%).

sup

. \kr = 7 e
L ak,r(y, ijl ajxj) , de la razén de correlacion se sabe que ese

Como R = a

maximo se tiene para a; = ¥; , con lo cual cada categoria j queda cuantificada con

la media de los valores de y asociados a la j-ésima categoria, y por tanto con este
procedimiento se obtiene en cada cuantificacion

max{cor?(%,y)} .
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3.5.2. Cuantificacion con orden

Si la variable a ser cuantificada es ordinal, ademas de la pertenencia grupal debe
anadirse la restriccion de orden (<), con lo cual

* * o *

i~Xy 2 X=X,y X

*

X <X, = £i<5c\l'l

Para garantizar el orden se usa en vez de las indicadoras las matrices de orden X
donde para cada individuo se tiene una de las siguientes recodificaciones segun la
categoria de orden asumida (a <b < ... <k’):

all 0 ... 0
b |1 1 ... 0
11 1

Luego, mediante regresion mondtona (Aluja 1994), de y sobre X se seleccionan
las categorias (ordenadas) con coeficientes positivos, excepto con la categoria a

que puede tener cualquier signo, para conformar la matriz de regresion X.

La exclusion de categorias con coeficientes de regresion negativos, induce
empates con las categorias contiguas tomando por tanto el mismo valor de
cuantificacion.  Asi, para cada x, analizada a nivel de escala ordinal, la
cuantificacion esta dada por:

= -1 =
XX,) Ky [3.29]
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CAPITULO 4

ACP PARA DATOS MIXTOS VIA PLS

Se desarrolla GNM-NIPALS (General Non Metric — Nonlinear estimation by
Iterative Partial Least Squares), Aluja y Gonzalez (2014), para formar parte de los
métodos NM-PLS, el cual permite cuantificar las variables cualitativas de una
matriz de datos mixtos mediante una funcion lineal de £ componentes principales,
tipo reconstitucion, maximizando la inercia en el plano k-dimensional asociado al
ACP de la matriz asi cuantificada. Es entonces una generalizacion del algoritmo
NM-NIPALS que usa so6lo la primera componente principal en la cuantificacion
de variables cualitativas. De la maximizacion y positividad de la razén de
correlacion entre cada variable cualitativa y la funcion de reconstitucion, se tiene
que la inercia acumulada en el plano k-dimensional asociado a la funcion de
cuantificacion del mismo rango, es mayor o igual que la generada en planos de
igual dimension pero con funciones de cuantificacion de diferente rango.

Con las k componentes principales asociadas a la matriz asi cuantificada, se
desarrolla el andlisis de inercia saturada para evaluar si aun existe una dimension
k* < k, a partir de la cual la inercia acumulada en los ejes de orden igual o
superior ya estd explicada, caso en el cual la funcion de cuantificacion definitiva
es de rango menor (k™).

Muchas de las bases de datos creadas para implementar andlisis estadisticos
suelen estar conformadas por datos mixtos, esto es, contienen tanto variables
cuantitativas como cualitativas. La mayoria de los analisis cldsicos multivariantes
Lebart et al. (2006), requieren en su desarrollo que las variables sean de tipo
cuantitativo; el ACP es muy Uutil para estudiar especialmente en el primer plano
factorial las relaciones entre individuos y variables de tipo cuantitativo (métricas),
sin embargo el tratamiento de datos mixtos propuesto en este trabajo, requiere que
las variables cualitativas sean cuantificadas dptimamente, para ser incluidas como
parte activa del analisis factorial junto a las demas variables cuantitativas.

Se sabe que remplazar cada variable cualitativa por su correspondiente matriz
indicadora y luego desarrollar un ACP conlleva problemas de comparacion de
pesos entre las variables numéricas y las indicadoras, afectacion (disminucion
proporcional) de la inercia en los primeros factores debido a la ortogonalidad de
las indicadoras e incremento innecesario de la dimensionalidad (matrices
esparcidas) dificultando la capacidad de sintesis en el analisis.
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Russolillo (2012) presenta el método NM-NIPALS (Non Metric — Nonlinear
estimation by Iterative PArtial Least Squares) y desarrolla algoritmicamente el
ACP en una matriz de datos mixtos que contiene n individuos y p* =p +g¢q
variables con diferentes escalas de medida; ¢ de ellas cualitativas.

Con el método NM-NIPALS se cuantifica bajo un criterio de optimizacion cada
variable cualitativa, conservando las propiedades de pertenencia y orden (si
existe) implicitas en las categorias correspondientes.

El NM-NIPALS aprovecha la flexibilidad del algoritmo NIPALS, Wold (1975),
para en una primera fase del proceso cuantificar las variables cualitativas a partir
de la primera componente principal #; que se obtiene iterando hasta la
convergencia.

GNM-NIPALS presenta una generalizacion de NM-NIPALS, ya que
implementa la cuantificacion a partir de una funcion lineal f(t,) de &
componentes principales via reconstitucion de la qggmq Vvariable como
en ACP, Aluja y Morineau (1999), es decir de la forma f(t,) =
Pigti + D2qtz + - + Dpgtn , donde ppq es la g-€sima coordenada del vector
propio Py. Las & componentes principales ty, t,, ..., t, que sirven de inicio en el
algoritmo y que son proporcionadas por la matriz de datos cuantitativos Xp,
indican la dimension de la funcidn de reconstitucion.

El criterio de optimizacion asociado a la cuantificacion se deriva del hecho de que
la razon de correlacion 1y, X ©8 maxima Yy positiva, Saporta (2011),

conllevando la generacion de maxima inercia en el plano 4-dimensional; con lo
cual parah =1, GNM-NIPALS es equivalente a NM-NIPALS y se tendra
maxima inercia en el primer eje factorial; ninguna otra cuantificacién presenta
mayor inercia en el primer eje. Para h = 2 se tendra méxima inercia en el primer
plano factorial, y ninguna otra cuantificacién presenta mayor inercia en R?; y asi
sucesivamente.

La matriz cuantificada presenta de hecho una estructura inercial decreciente eje
por eje de acuerdo con la descomposicion espectral; sin embargo, de las
propiedades de la razon de correlacion, cada funcion de cuantificacion f(t;) hace
que la inercia generada en el plano de igual dimension (k) sea maximal, tal que la
inercia de cualquier otro plano k-dimensional derivado de otra funcion f(t;) es
inferior para todo h#k.
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La dimension “ideal” de la funciéon de cuantificacion se puede determinar
aplicando la regla de Cattell sobre la grafica de inercia maximal acumulada eje
por eje, identificando el punto k “optimal” a partir del cual la informacion
de los ejes restantes no es relevante, y la funcién de cuantificacion seria,

f(tx) = D1gts + D2qtz + - + Pigtr -

Con la matriz £ cuantificada, se desarrolla el analisis de Saturacion de Inercia
Explicada (SIE) para evaluar si las primeras k* < k de las componentes finales
involucradas en la cuantificacién ya contienen la inercia explicada en los planos
de dimensién k¥, ..., k,..,p*. Si es asi, entonces la funciéon de cuantificacion
definitiva es f(txs) = p1qts + P2qtz + - + Drrgtys asociada a la g-ésima
variable categorica.

Estas propiedades y algunas otras caracteristicas también serdn estudiadas
aprovechando la ortogonalidad de las componentes principales ty, ..., ¢
consideradas en f(t;). La aplicacion se desarrolla tomando como base de datos
el grupo gustacion del ejemplo vinos, ver Escofier y Pages (1992). El software
utilizado es del entorno R, y las principales funciones desarrolladas proveen los
resultados presentados.

Ya que la base fundamental de este trabajo reside en el método NIPALS, el
capitulo dos iniciard explicando la conceptualizacion de este procedimiento y
luego se expondra lo relacionado con el NM-NIPALS; al final del capitulo se
presenta el procedimiento algoritmico objeto de este articulo denominado GNM-
NIPALS y fundamentado en los métodos NM-PLS. El capitulo tres contiene la
interpretaciéon y resultados del ejemplo de aplicacion de GNM-NIPALS vy
finalmente en el capitulo cuatro se dan las conclusiones evidenciando la ganancia
de inercia frente al NM-NIPALS.

4.1. EL ALGORITMO BASE: NIPALS

En la seccion 3.1 se estudio el algoritmo NIPALS, el cual servird de base
fundamental para la construccion de los algoritmos NM-NIPALS y por
consguiente de GNM-NIPALS.

Inicia tomando de la matriz original X, la primera componente principal t; como
la primera columna, Xy; ; en realidad la inicializacion de t; puede ser el promedio
de las variables o cualquier otra funcidn lineal de las mismas.
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Luego se deflacta la matriz original mediante X; = X, — t; P; para garantizar la
ortogonalidad de las siguientes componentes, ¢ inicia nuevamente el proceso de
iteracion con h = 2,3,...,a. Para matrices con datos completos, el pseudo-
algoritmo asociado a NIPALS es de la forma:

Etapa 1. X, =X

Etapa2. h=1,2, ..., a:
Etapa 2.1. t,=1* columna de X;_; [prop X]
Etapa 2.2. Repetir hasta la convergencia de P),

! 1
Etapa 2.2.1. P, =% [u:X/lﬁ , Azﬂt’t
hth -

Etapa 2.2.2. Normar p,a 1
Etapa 2.2.3. #,=X,.,P,/ PP, [t =Xu ]
Etapa 2.3. X, = Xj.1— t,P) [garantiza la ortogonalidad]
Siguiente 4.
Fin

NIPALS entrega las componentes t, y los vectores propios Pj correspondientes a
la matriz X excepto tal vez por signo, tal como si se hubiese aplicado la funcion
svd(X) de R.

4.2. NM-NIPALS

Bajo los métodos NM-PLS, la cuantificacion de las &k’ categorias de x*
satisfaciendo la pertenencia grupal, corresponden con el vector generado por el
proyector ortogonal de su matriz indicadora X sobre el criterio latente (LC) y o ¢
mas cercano:

G,y R=XEX D)Xy =Py . [41]
El coeficiente de determinacion de esta regresion equivale al cuadrado de la razon

de correlacion de Pearson (positiva) entre la variable categérica original y el LC, y
por tanto puede ser expresada en términos de la correlacion lineal de Pearson:

cor(y,®) =Ny, ademads ny.- =RE z w0 =V Pxy/V'Y.
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sup ke < , .,
Como R = r(y; » i=1 ajxj) , de la razén de correlacion se sabe que ese
al, ak,

maximo se tiene para a; = ¥; , con lo cual cada categoria j queda cuantificada con

la media de los valores de y asociados a la j-ésima categoria. Por tanto con NM-
NIPALS se obtiene en cada cuantificacion con la primera componente y = t;

max{cor?(%,t;)}. [4.2]

Es decir, la variable asi cuantificada no solo conserva la propiedad derivada del
ACP, Z]? cor?(x;j, tp) + Xa cor?(%,, ty) = Ay, , sino que le imprime de acuerdo

con [4.2] para las g variables cualitativas la caracteristica maximal.

El pseudo algoritmo de NM-NIPALS es:

Entrada X*
Salida Py : [py,...pa]; Tn: [ti...t]; X.
1. Inicializa t1
2. Repetir hasta convergencia de py,.
Xq = oz(x;, tl) # Cuantificacion mediante ecuacion [4.1]
X= [x1 ...J?q]
p1 = X't/ (t1t)
p1 = pi/llpall
ty = Xpy
3. E,=X-tp]
4, Para h=2,...,p *

Inicializa ¢,
5. Repita
Pn = Ep_1tn/(thtn)
pr = pr/llpall
th = En_10n/(DnPn)
Ep = Ep—1 — taPn
6. Fin

Note que en la fase 2, se cuantifica con el t; inicial, luego se calcula p; el cual
permite a su vez recalcular t; iterando asi hasta la convergencia de p;.
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En el paso 3 se deflacta, y a partir de la etapa 4, se obtienen las demas
componentes ty, ..., ty+ si X es de rango completo p*.

Para garantizar el orden se usa en vez de las indicadoras las matrices de orden X
descrita en el Proceso de Cuantificacion (item 3.4.5). Luego, mediante regresion
monotona de y sobre X se seleccionan las columnas (categorias-ordenadas) con
coeficientes positivos, excepto con la categoria a que puede tener cualquier signo,

para conformar la matriz de regresion X. La exclusion de categorias con
coeficientes de regresion negativos, induce empates con las categorias contiguas
tomando por tanto el mismo valor de cuantificacion.

Asi, para cada x, analizada a nivel de escala ordinal, la cuantificacion estd dada
por:

g(xpty): %4 Xo(XoX) 1Kot [4.3]
Ahora del ACP, puesto que Cor(a’c‘q,tl) =y A1.P1q » cuando p;a >0 una
regresion mondtona creciente es implementada; y si p;; <0 la regresion

mondtona es decreciente. Cuando p;q = 0 la relacion es no monotona y la

variable a cuantificar x; en general no contendra orden.

4.3. GNM-NIPALS

Si la matriz de datos para el andlisis estd constituida por multiples dimensiones
subyacentes significativas, es mucho mas adecuado el uso de GNM-NIPALS que
NM-NIPALS el cual se identifica mas con sistemas de informacion
unidimensionales que asocian factor tamafio.

GNM-NIPALS es también un método algoritmico, que busca bajo un criterio de

optimizacion cuantificar cada una de las variables cualitativas de una matriz de
datos mixtos mediante una funcién lineal de 4 componentes, esto es:

f(th) = D1gts + D2qtz + -+ Pngtn - [4.4]

La funcion y = f(t,) es una aplicacion directa del concepto de reconstitucion de
una variable ¢g derivada del ACP (ver apartado 2.2.4).
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Los pesos ppq corresponden a la g-ésima coordenada del vector propio P
asociado a la componente t, del mismo rango. Por tanto, cada pp, se puede
obtener como la correlacion de la variable ¢ cuantificada con el eje 4, excepto por
A, y en este caso equivale a la razon de correlacion 7, Xy = cor(y?q, y), la cual
es maxima y positiva. Para y = pp4ty, €sta correlacion se puede calcular también

bajo t;, ya que
fqy = P}?qV = Phqp)?qth = phqfqt por tanto ,

cor(fqy, y) = cor(phqa?qt ,phqth) = cor(a?qt , th) Vg . [4.5]

Observe que la correlacion asociada a la cuantificacion X4, con y es equivalente a
la correlacion cuantificando (X,4¢) con el ¢ asociado. Sin embargo la cor(fqy, th)

toma el mismo valor excepto por el signo de pp

El método inicia tomando & componentes asociadas a la matriz Xp (de rango
completo) que contiene las p variables cuantitativas, lo cual garantiza la
ortogonalidad al comenzar y una rapida convergencia. Con cada componente ¢t
de [4.4] se realiza la cuantificacion X, como en [4.1] y se obtiene la correlacion
[4.5], la cual permite estimar el p, correspondiente, que junto a las correlaciones
de las variables cuantitativas con la misma componente, conducen a la
conformacion del vector propio P, (normalizado para recuperar \/A_h ) de

dimension p* .

Se toman asi, las g-ésimas coordenadas de los vectores propios P, permitiendo
formular la funcion de inicio f(ty) = p1gt1 + P2gtz + - + Dpgtn con la cual se
comienza el proceso GNM-NIPALS para cuantificar la g-ésima variable
cualitativa, iterando hasta la convergencia de los t;, y P,; note que f(t) es un
vector agregado de 4 componentes.

Se debe distinguir las cargas (pesos) y componentes finales (alcanzadas en la
convergencia) asociadas a cada matriz cuantificada por su correspondiente f(ty).
Asi, si se cuantifica con f(t;) se tiene la matriz XC; de cuya descomposicion
singular se obtienen los vectores propios Pf, Pza,...,P;* y las componentes
principales t{, t5, ..., tg* ; el superindice a indica que la cuantificacion se realizo

solo con la primera componente principal t; de Xp.
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Si se cuantifica con las dos primeras componentes f(t,), de la matriz asi

cuantificada XC, se obtienen los vectores propios PP,P,..,Pl y las
componentes principales t?,t2, ...,tg* donde el superindice b indica que la

cuantificacion se realizé con (h = 2) las dos primeras componentes.

Observe entonces que t&#t?, tg #t2, ... ; las componentes del mismo orden
asociadas a una y otra matriz son diferentes. En general estas diferencias se
presentan para cada cuantificacion realizada segun la dimension h = 1,2, ...p™.

De acuerdo con [4.1] haciendo y = f(t,), al cuantificar sin orden
simultdneamente cada variable cualitativa con & componentes, la cor?(%, f(ty))
sigue siendo mdxima y crece hasta la unidad de acuerdo con f (tp*), caso en el
que se tiene rango completo (p*) en la matriz cuantificada XC conteniendo las
variables cuantitativas y las variables cualitativas cuantificadas.

Esta correlacion maximal puede ser un indice de la dimensionalidad de f(t;), ya
que valores relativamente grandes, por ejemplo cor? (9?, f (th)) > 0.90 indican
que h componentes seran suficientes para la cuantificacion via reconstitucion;

observe que con h = p * entonces cor? (55, f (tp*)) = 1, lo cual es coherente con

el hecho de que Y7 _, T = 1

La propiedad de méxima correlacion expuesta anteriormente, conlleva a que
fundamentalmente con GNM-NIPALS se consigue méxima inercia en el
plano A-dimensional derivado de la matriz cuantificada con /4 componentes:
f(th) = p1gts + Pagtz + -+ Prgtn » R<p. Asi, para h =1, f(t;) = p1gts
induce méxima inercia proyectada en el primer eje y el proceso coincide con NM-
NIPALS.

Cuantificando con h =2 y por tanto con f(t;) = pi4t; + P2qt2, s€ consigue
maxima inercia en el plano de los dos primeros ejes, tal que con ninguna otra
cuantificacion se consigue inercia superior en el primer plano factorial, esto es, se
tiene que A¢ + 1¢ < 12 + 13; pero ademas, 1¢ > A2,

Si h = 3 también se tiene que A¢ > AS y que A2 + 15 > 2 + A5 . Asimismo,

AL+ A5+28

c C C >
Ai+datas = {/1’1’ +254+28



93

Se muestra algoritmicamente que estos resultados se extienden a h = 1,2, ...p", y
se pueden apreciar graficamente en la convergencia de las inercias generadas en
los planos de igual dimension asociados a las funciones de cuantificacion de orden
a b c ..

De la ortogonalidad de las componentes finales y del concepto de inercia maximal
descrito anteriormente, se presentan dos propiedades denominadas: Inercia
Maximal Intra y Saturacion de Inercia Explicada.

Tendencia Inercia acumulada (L .k): Tendencia Inercia acumulada (L.k):
L1+..+Lk, bajo c|cuantfcn f(t.h) L1+..+Lk, bajo c|cuantfcn f(t.h)
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Grafica 4.1. Tendencia de las primeras cuatro inercias acumuladas 44, .., 4 + 4, + A3 + 4,

derivadas de las matrices cuantificadas mediante f(t;), ..., f (t). Datos Vinos : Gustacion.
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Propiedad 1: Inercia maximal intra. La inercia explicada If en el plano k
dimensional derivada de la funcién de cuantificacion del mismo orden
f(tk) = p1gts + D2gtz + *** + Piqti, €s mayor o igual que la explicada en planos
de igual dimension k, asociados a funciones de cuantificaciéon con diferente
numero de componentes finales, es decir

IF >1F | para k* #k.

Esta propiedad de inercia maximal I¥ inducida por la funcion de cuantificacion
del mismo orden, se puede apreciar en las graficas de tendencias de las inercias en
el primer eje, en plano de los dos primeros ejes, en R, ... , etc, generados por las
funciones de cuantificacion de todos los distintos ordenes.

Observe en la grafica 4.1 que la inercia asociada al plano R* de igual dimension
que la funcion de cuantificacion f(t;), es maxima, es decir las curvas inerciales
L1a, L2b, L3¢ y L4d son maximales.

Propiedad 2: Inercia Saturada. Se denomina SIE al caso en el que alguna de las
matrices cuantificadas con las primeras k* < k de las componentes finales ya
contiene la inercia acumulada explicada en los ejes k*, ..., k,k+ 1,k +2 de la
matriz X Cy.

La presencia de inercia saturada en el andlisis, conlleva la disminucién del orden
k de dimensionalidad de la funcion de cuantificacién generalmente ak — 1; lo
cual nos permite afinar la dimension asociada a f (t).

fe) | & t | ... | tpeq fltz) | & ty | ... tprq
Xq 11 T12 T1p« X1 11 T12 T1p«
X 21 122 Top« X 21 T22 Top«
a a a b b b
a1 Tg11 Tq12 q1 Tq11 Tq.2
a a a b b b
Z 2 g a 28, Z 2 AL A 3.

Tabla 4.1. Correlacion de las variables e inercias con los ejes, derivados de funciones de
cuantificacién f(t;) = t; y f(t;2) = t; + t, denotadas con superindices® y ° respectivamente.
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Ya que la inercia asociada a la componente final h bajo la cuantificacién de orden
. . p*_2 _ 1k . . .
k se obtiene mediante Y Txjtn) = An, y que estas correlaciones son invariantes

para las variables cuantitativas, so6lo es necesario analizar las correlaciones de las
variables cualitativas recuantificadas para obtener dichas inercias; ver tabla 4.1.

Se omite en esta demostracion el superindice k so6lo por comodidad, pero no se
debe olvidar que las componentes finales usadas para la recuantificacion
provienen de funciones de dimension k.
La funcidn de recuantificacion con tres de las componentes finales es:
tizz, =t + it +t3 =t + 83 [4.6]
y su cuantificacion asociada es :
d123. = PIq * t123. = PIqtl + PIth + PIqt3
d123. = q1. Y 42. ¥ q3. = q12. T Q3.

De la ortogonalidad de las componentes se tiene de [4.6] que las correlaciones al
cuadrado son:

7%(q123.  t123) = 72(q123., t1) + 7%(q123., t2) + 72(q123., t3) = I3 [4.7]

Andlogamente, de las recuantificaciones con k* =2, y k*=1 se tiene
respectivamente:

7'2(6112. i) = rz(fhz. b)) + r? (q12.,t2) = 122 [4.8]
r?(qy., ) =11 . [4.9]

Las expresiones [4.7], [4.8] y [4.9] son maximales (en sus respectivas
dimensiones), debido a que la razon de correlacion n,2,| y = 1% (correlacion lineal)
es maxima al aplicar el proyector ortogonal de las indicatrices Pl; a ty; g+
(Saporta 2011).

El extremo derecho de la igualdad en las ecuaciones [4.10], [4.11] y [4.12]
demuestran la “inercia maximal intra” en los planos de igual dimension.
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Enelplano k = 1,

2 _ .2 2 _ 1
r2(gy ,t) = { 7; (G12., 1) = 7”2(%2. G T Z(Ch. b)) = 121 [4.10]
7%(q123., t1.) = 1°(q123.,91)7°(q1. , t1) = I3
11
con lo cual I} > { 2.
I
3
En el plano de dimension dos,
12 Gy ) try) = { r2(q1., t12) = r%(q1., q12)7%*(Q12. . tiz) = 17 [4.11]
12.,t12) 2 .
r2(Q123., t12) = 7% (q123., G12)7* (Gaz.  t12) =I5
12
entonces IZ > { !
I
3

Andlogamente, ya que la expresion [4.7] es maximal

r%(q1. , t123) = 12(q1., G123)7% (123, t123) = I§

2 (Grs ) tir) { [4.12]
123.0 7123 r2(q12., t123) = 1%(Q12., Q123)7% (123, ti23) = I3
3o (I
por tanto, I3 =4 5 .
I

La generalizacion de estos resultados al caso en el cual k > 3 es evidente e
inmediato. De las expresiones [4.10], [4.11] y [4.12] se concluye que las inercias
en los planos k-dimensionales son maximas cuando son generadas por funciones
de cuantificacion de igual dimension.

El pseudo-algoritmo asociado al procedimiento GNM-NIPALS se presenta a
continuacion:

Entrada Xp, Salida XC, T, P
1. Inicializa T = (t,t, ...,tg) [H componentes en Xp via NIPALS]

parah=12,..,H
Prp = 7(Xp, th) Vp [correlacion p-v.cuantitativas con ty, |
Phq = r()?q, th) s )?q = Py(q. tn, VY q [razon correlacion v.cualit)
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Pp < (Pn1,-» Php» Phqy - » Png) > normar Py
P[, h] < Py

fin h

2. Repetir

2.1 paraq=12,..,Q
f(ty) = p1gts + Dagtz + -+ Pugtu = v [funcion cuantificn]

)?q = Py(q. y [cuantificacion estandarizada)
XC[,p+q] < )?q
finq
2.2 parah=12,.. H [actualizar P, T: funcion NIPALS]
P, =XC'-T[,h], normar P,
th = XC - Ph
P[, h] « Py
T[h] <ty
XCp<XC , XCe<XCp—ty-Pp [deflactar]
finh

hasta convergencia de Py,
Fin

La fase 1 inicia obteniendo H componentes principales de X, via NIPALS, luego,
basicamente se constituyen las coordenadas pp, de los vectores propios Py
mediante la razén de correlacion, las cuales permiten formular la funcion f(ty)
para la cuantificacion de variables cualitativas (ver fase 2.7).

En el caso que se requiera cuantificacion con orden se utiliza la ecuacion [4.3]. En
la fase 2.2 se recalcula las matrices de vectores propios Py de componentes 7, y
se iteran estan dos ultimas fases hasta la convergencia de los Pj,.

4.3.1. Aplicacion

La base de datos cuantitativa (vinos) utilizada como ejemplo de aplicacion se
encuentra descrita por Escofier y Pages (1992), fué complementada con las
variables cualitativas denominacién de origen Appe y tipo de suelo Terr que
contienen la siguiente codificacion sin considerar orden:
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Appe : (1,1,2,3,1,2,2,1,3,1,2,1,1,1,1,2,3,2,3,1,1)
Terr: (2,2,2,3,1,1,1,2,2,1,2,3,3,3,1,1,1,2,3,4,4)

Appe contiene tres categorias con los siguientes significados:
l=saumur, 2=bourgueil y 3=chinon

Terr contiene las siguientes categorias:
l=mediol (referencia), 2=medio2, 3=medio3 y 4=medio4

Se conforma la base de datos mixta denominada vinos.k del tipo k-tablas, que nos
permite tomar el grupo gustacion para el andlisis conteniendo las variables
cuantitativas y la base denom.f conteniendo los factores cualitativos.

Por comodidad en casi todo el desarrollo del procedimiento GNM- NIPALS bajo
R se manejan los dos tipos de datos de forma separada; hasta conformar la matriz
cuantificada XCy ; asi,

Xp : gustacion # contiene los datos cuantitativos (n=21, p=9)
Xq : denom.f # tabla con los factores Appe 'y Terr

De acuerdo con la ecuacion [4.11], el proceso comienza con la descomposicion
singular via NIPALS de la matriz Xp que presenta rango 9 y proporciona las
componentes que han de conformar las funciones de cuantificacion f(t;), f(t,),
..., f(tg) con las cuales se obtiene las matrices cuantificadas con 1, 2, ..., y 9
componentes respectivamente.

Los resultados inerciales maximales asociados a los planos de dimension k en
cada matriz k-cuantificada son presentados (resaltados) en la tabla 4.2, y con
ellos se obtiene la grafica 4.2 de inercia maximal acumulada de la cual se
determina la dimensionalidad “optimal” de la funcién de cuantificacion principal.

4.3.2. Resultados — datos gustacion
Loa valores propios optimales asociados a las cuantificaciones con ty,¢t;, ..., to

corresponden a la columna denotada como inertia, mientras que ratio es la inercia
porcentual acumulada eje por eje.
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Cuantificacidén £ (t,.) Cuantificacidén f(t2)) Cuantificacidén £ (t3))
k inertia cum ratio inertia cum ratio inertia cum ratio
1 6.05913 6.059 0.5508 5.67415 5.674 0.5158 5.77589 5.776 0.5251
2 1.80870 7.868 0.7153 2.72696 8.401 0.7637 2.53983 8.316 0.7560
3 1.36104 9.229 0.8390 0.98033 9.381 0.8529 1.32232 9.638 0.8762
4 0.69502 9.924 0.9022 0.62546 10.007 0.9097 0.49907 10.137 0.9216
5 0.37148 10.295 0.9359 0.35013 10.357 0.9415 0.35206 10.489 0.9536
11 0.01737 11.000 1.0000 0.01933 11.000 1.0000 0.01726 11.000 1.0000

Cuantificacidén £ (t4)) Cuantificacidén f(t5)) Cuantificacidén f£(t9))
k inertia cum ratio inertia cum ratio inertia cum ratio
1 5.80041 5.800 0.5273 5.79805 5.798 0.5271 5.95304 5.953 0.5412
2 2.45020 8.251 0.7501 2.45755 8.256 0.7505 1.93660 7.890 0.7172
3 1.36351 9.614 0.8740 1.36062 9.616 0.8742 1.25477 9.144 0.8313
4 0.53656 10.151 0.9228 0.53441 10.151 0.9228 0.83709 9.982 0.9074
5 0.35048 10.501 0.9547 0.35056 10.501 0.9547 0.36754 10.349 0.9408
6 0.20759 10.709 0.9735 0.20646 10.708 0.9734 0.30526 10.654 0.9686
7 0.12476 10.833 0.9849 0.12523 10.833 0.9848 0.15272 10.807 0.9825
8 0.06598 10.899 0.9909 0.06611 10.899 0.9908 0.10836 10.915 0.9923
9 0.05558 10.955 0.9959 0.05577 10.955 0.9959 0.05378 10.969 0.9972
10 0.02902 10.984 0.9986 0.02923 10.984 0.9985 0.01863 10.988 0.9989
11 0.01592 11.000 1.0000 0.01600 11.000 1.0000 0.01222 11.000 1.0000

Tabla 4.2. Maxima Inercia acumulada (0.5508, 0.7637,0.8762, ...) de las matrices cuantificadas

con f(ty) =ty , f(t) =ty + tp,f(ts) =t + t5 + t3 ..

respectivamente.

Ireda
@ @2 o 0 a 10
|

k dimensio

n

3 a 5 (S

7 8

n° ejes - cuantificacion

Grafica 4.2. Inercia acumulada en los planos de dimension 1, 2, 3, ...,9

base gustacion
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De la grafica 4.2 de distribucion de inercia maximal acumulada se deduce bajo la
regla de Cattell, que la funcion de cuantificacion seleccionada es de dimension 5,
es como el punto de inflexién después del cual el aporte de inercia de cada uno de
los ejes restantes no es relevante; por tanto f(ts) =t; + t, + t3 +t, + ts .

Los valores propios asociados a la matriz XCs cuantificada bajo f(ts) se muestran
en la tabla 4.3. Observe que hasta el eje 5 se recoge el 95.47% de la inercia
proyectada, y que ésta es maxima respecto a los otros planos de igual dimensién
(cinco) de acuerdo con la generalizacion de la ecuacion [4.12].

k 1 . 4 5 6 7 8 9 10 11

inert. [5.7985 0.5347 0.3505 0.2066 0.1251 0.0660 0.0557 0.0291 0.0159

cum 5.799 10.151 10.501 10.708 10.833 10.899 10.955 10.984 11.000

ratio |0.5271 0.9228 0.9547 0.9734 0.9848 0.9908 0.9959 0.9985 1.0000

Tabla 4.3. Cuantificacién f(t3)

Es frecuente encontrar inercia saturada en los analisis, especialmente con
funciones de un orden menor. Asi, para iniciar el analisis de inercia saturada se
recuantifica con una componente menos, es decir se recuantifica con f(t;) que
contiene las primeras cuatro componentes derivadas de la descomposicion
espectral de XCs y se obtienen los resultados de la tabla 4.3.

En la fila ratio de la tabla 4.3, se nota que existe SIE, es decir, la estructura
inercial asociada con la cuantificacion f(ts), ya esta contenida en la matriz
asociada con la recuantificacion f(t;), que toma las cuatro primeras componentes
finales. Observe en este caso que la inercia acumulada eje por eje es
practicamente igual, y esta caracteristica se mantiene hasta el Ultimo eje; esto
sugiere que cuatro componentes seran suficientes en la cuantificacion.

De hecho, al revisar la inercia obtenida con la cuantificacion f(t, ) en la tabla 4.2,
se tiene que ésta efectivamente ya contiene la inercia derivada de las
cuantificaciones f(ts) y f(t;), con lo cual f(ty) =t; + t, + t3 +1t, es la
funciéon de cuantificacion definitiva generando inercia maximal por valor de
0.9228 en el plano de igual dimension, y a partir de este la inercia que acumula es
igual o superior.
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En la tabla 4.4, se puede ver los valores cuantificados bajo f(t, ) de las categorias
de las variables Appe y Terr que parecen tener implicito un orden creciente
natural.

Variable/categoria 1 2 3 4
Appe -0.654 -0.142 2.011
Terr -0.790 -0.255 0.346 2.791

Tabla 4.4. Valores de cuantificacion asociados a las categorias de Appe y Terr

La matriz de correlaciones de las variables incluyendo las cuantificadas con los
primeros cuatro ejes (tabla 4.5) es muy importante, porque permite identificar con
cudles de ellos existe mayor relacion lineal y por tanto contribuyen mas a su
formacion.

[tl] [t2] [t3] [t4d]

GInten 0,9285 0,1273 0,1015 0,1015
GAcid -0,2961 0,4656 0,6732 0,4736
GAstr 0,7471 0,5079 -0,1151 0,1696
GAlcool 0,7368 0,4151 0,2114 -0,2640
GEqui 0,8664 -0,4044 0,0905 -0,0510
GVelou 0,9211 -0,3394 0,0383 -0,0429
Gamer 0,3243 0,8395 -0,0360 -0,1670
GIfin 0,9588 0,1420 0,1142 0,1084
GHarmo 0,9691 -0,1747 0,0081 -0,0152
Appe -0,3222 -0,0243 0,8491 -0,3688
Terr -0,2877 0,8673 -0,3114 -0,1521
sum(r?(,)) A A, As Ay

Tabla 4.5. Correlacion entre las variables y los cuatro primeros ejes

Las variables Terr y Gamer contribuyen en buena medida a la formacion del eje 2,
mientras que Appe y GAcid practicamente definen el eje 3. En la misma tabla 4.5,
se deducen los valores propios como la suma de los cuadrados de estas
correlaciones con cada eje.

El area sombreada asociada a los cuatro primeros valores propios A;=5.80041,
A2=2.45020, A3=1.36351, 24=0.53656 es maximal ya que ha sido generada por la
funcién de cuantificacion de igual dimension f(t,). De la ecuacion [4.7], se
evidencia en estos resultados que para cada variable cuantificada X :
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r2(%,,t1234.) = 12(%,,t;) +12(2g, t5) +12(2g, t3) + 72(24,t4) 5 yaque

r (Appe, t1234.)= 0.9806 Yy r (Terr,t12345.)= 0.9773, entonces:
0.9806% = (-0.3222%) + (-0.02425%) + 0.849134% + 0.36884%
0.9538% = (-0.2877%) + 0.86729% +(-0.311385%)+(-0.15213)2 .

Del circulo de correlaciones (grafica 4.3) y del analisis de las contribuciones en el
primer plano factorial, las variables comprometidas en la formacion de la inercia
recogida por el primer eje son GInten (14.86%), GEqui (12.94%), GVelou
(14.63%), GIfin (15.85%)y GHarmo (16.19%) asociando altos cosenos cuadrados
que oscilan entre 0.751 y 0.939. Este eje 1 representa la “calidad de los vinos”.

GEqui

[Appet—ou—

Glfin

GAlcool

GAcid GAstr

GAmer
Terr

Grafica 4.3. Circulo de correlaciones gustacion;
horizontal = ejel, vertical = eje2.

Analogamente, el segundo eje esta caracterizado por las variables Terr y GAmer
con contribuciones del 30.70% y 28.76% respectivamente. El origen de los vinos
Appe no esta bien representada en el primer plano principal, aunque si contribuye
altamente en la formacion del eje 3 junto con GAcid.
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Las variables GAstr y GAlcool se pueden considerar medianamente influyentes en
el primer eje, con contribuciones de 9.62 y 9.36 respectivamente, igualmente
asocian cosenos cuadrados de aproximadamente 0.55. El tipo de suelo parece no
tener relacion con la intensidad de alcohol debido a la asi “ortogonalidad” de las
variables Terr y GAlcool en el circulo de correlaciones.

La representacion simultanea, grafica 4.4, de individuos y variables como vectores
directores, permite el analisis de las interrelaciones entre individuos y variables.
Los vinos mas amargos Smi4a, Smi4b son de tipo de suelo medio4; mientras que
el vino Cmi3 presenta los mas bajos indices de suavidad y armonia 'y Bmi2b el de
menor intensidad.

Aunque los vinos de referencia Smilc y Smilb contribuyen medianamente en la
formacion del eje 1, presentan el mayor indice de suavidad (textura), armonia e
intensidad, catalogandolos como los de mayor calidad. En este biplot los vinos
Bmi2b y Cmi3 claramente se diferencian por ser los de peor calidad.

Bmi2b

Cmi3

GAmer

Terr
Smifia

Grafica 4.4. Representacion simultanea en primer plano factorial de la
matriz gustacion
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En general, los vinos asociados a las categorias (cuantificadas) de suelo mediol,
medio2, y medio3 también presentan indices medianos en las caracteristicas que
califican los ejes, ver su posicionamiento cerca al origen en la grafica 4.4.

El ACP de la base gustacion, permite identificar el primer eje de calidad
independientemente de las variables cuantificadas Terr y Appe asociadas a los ejes
2 y 3 ortogonales con el eje 1.
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CAPITULO 5

REGRESION PLS CON DATOS MIXTOS

GNM-PLSR esta conformado por los métodos GNM-PLS1 y GNM-PLS2 cuyo
objetivo es realizar una regresion PLS en dos conjuntos de datos mixtos
Yo, € Xnp , conteniendo las submatrices Y; e X, de variables cualitativas en
los conjuntos respectivos; es decir, 7,de las r variables en Y son cualitativas (La
submatriz Y contiene las variables cuantitativas); andlogamente, p, de las p
variables en X son cualitativas (X; es la submatriz de variables exogenas
cuantitativas).

Las variables cualitativas en uno y otro espacio, seran cuantificadas
(estandarizadas), ?q, X q» €n el desarrollo de la regresion PLS mediante un proceso
de optimizacion, mientras que las variables cuantitativas mantienen su
originalidad excepto por su estandarizacion. Cuando s6lo se tiene una variable
respuesta el método se denomina GNM-PLSI1 y es un caso particular de GNM-
PLS2.

Los métodos GNM-PLSR (General Non-Metric Partial Least Squares Regresion)
son una extension de los métodos NM-PLSR propuestos por Russolillo (2009),
cuya cuantificacion se lleva a cabo s6lo con la primera componente y, = t;
derivada de la regresion. GNM-PLSR se diferencia en que cuantifica 6ptimamente
cada una de las variables cualitativas tomando una funcién agregada de las
primeras H < s componentes derivadas de la regresion; s = rango (GXy Yy).

En este capitulo se presentara primero la conceptualizacion del NM-PLSR ya que
servira de base en la estructuracion del GNM-PLSR especialmente en la
identificacion de las funciones de cuantificacion en uno y otro espacio, y de las
funciones de maximizacion. Igualmente, se presentaran los casos de aplicacion
para los métodos GNM-PLS2 y GNM-PLSI tomando como fuente de
informacion la base de datos cred.438 descrita en el apartado 5.2.3.

5.1. NM-PLSR

El algoritmo NM-PLSR propuesto por Russolillo (2009), esta basado en el
algoritmo PLS-R descrito por Tenenhaus (1998).
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En NM-PLSR las variables son cuantificadas 6ptimamente con funciones de la
primera componente obtenidas en los espacios de respuesta y predictor, de
acuerdo con las funciones [3.28] o [3.29] segun se requiera orden o no. El
algoritmo esta desarrollado basicamente en dos ciclos.

El primer ciclo inicia con la cuantificacion de cada predictor cualitativo a partir de
la componente u; (al inicio puede ser la 1* columna de Y;) del espacio de
respuesta. X es ahora la matriz de predictores conteniendo las variables
cuantitativas y las cuantificadas.

Inmediatamente, los parametros del modelo w; son calculados y normalizados
como funcién de X y u,, para luego obtener t; = Xw; que a su vez permitira
cuantificar simultdnea y optimamente las variables cualitativas de respuesta, para
analogamente conformar Y.

Seguidamente los pesos ¢; son computados como funcion de Y y t;; y finalmente
se recalcula la componente u,; = Yc;/cjc; para reiniciar el ciclo hasta la
convergencia de wy.

Se obtienen por deflactacion las matrices residuales E; y F; de ambos espacios y
son entradas al segundo ciclo PLS-R estandar, hasta obtener el resto de
componentes ortogonales. El pseudo cddigo del algoritmo NM-PLSR presenta la
siguiente estructura:

Entrada: X, X", Y, Y*
Salida: W,C, T, U, X, Y

1. Inicio u4

Repita
1.1 X, = g(uy, X;)
1.2. X = XilX,
13 W1 = X'u1/||)?'u1||
14 tl = )?Wl
1.5. ¥, = q(t, Y))
L6. Y =Y, |¥,

1.7. 1 = ?,tl/t],_tl
1.8. uy =Y, /cicy
Hasta convergencia de w,
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19 pl =Xt1/t{t1
1.10. E; =X —t;p;
1.11. F, =Y — tyc]

Paratodoh =2, ..., H
2. Inicialice uy
Repita
2.1 wy = Ep_qun/I|Ep_qunll
2.2. ty = Ep_1wy,
2.3. ¢ = Fy_1ty/thty
2.4. up = Fp_qcp/cpen
Hasta convergencia de wy,

2.5. pp = Ep_1tn/thtn

2.6. En, = Ep_q — typy,

2.7. Fy = Fp_q — tncl
Fin h

Dado que las cuantificaciones aqui se realizan con la primera componente
obtenida en cada espacio, y de acuerdo con la ecuacion [3.7], NM-PLSR obtiene
matrices de datos dptimamente escaladas X e Y maximizando el criterio

cov?(Yci, Xw;) = cov?(uj, ty) . [5.1]

El criterio [5.1] depende de dos conjuntos de parametros; el primero consiste de
los parametros del modelo restringidos a norma 1, estoes [ wy; I=1¢ll cf lI= 1.
El otro conjunto consiste de los pardmetros scaling con las restricciones propias
debido al nivel de scaling escogido para cada variable ahora normalizada tal que

v(@) =1y v(5c‘p) =1.

El principal objetivo de NM-PLSR es maximizar el criterio [5.1] respecto a los
parametros scaling y del modelo. Este problema de la maximizacion sera resuelto
para los parametros del modelo, manteniendo los parametros scaling fijos.
Después, se resolvera el mismo problema respecto a los parametros scaling,
fijando los parametros del modelo.

La maximizacion de [5.1] para los pardmetros scaling fijados, estd dada segun el
AIB por los vectores normados w; y ¢ = ¢;/ll ¢; Il correspondientes al valor
propio comun mas grande A verificando las ecuaciones de estacionariedad (ver
ecuacion 3.5).
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Observe que a nivel de célculo es equivalente tomar [5.3] o Y'XX'Vc; = Ac; .
Para Yc¢; = u; fijos en [5.3], se maximiza A asi:

A=cV'XX'Ve, = uXX'u,
A= X'w)? =Y, cov’ (X, uy)
A=Y, cor® (&, u)var(®,)var(u,)

A=Y, cor? (&, up)var(uy) . [5.4]

Ya que var(a?p) = 1. Como var(u,) es fija respecto a la suma, las soluciones

oOptimas para los parametros scaling de las variables exdgenas consisten en
maximizar

Ypcor? (&, uy) . [5.5]

La funcion [5.5] es separable respecto a cada variable X, Optimamente escalada y
puede ser descompuesta en sumandos los cuales son funcion solamente de los
parametros scaling de cada una de las p variables. Observe que X, se cuantifico
con la primera componente de Y.

Por tanto el problema puede ser resuelto maximizando separadamente la
correlacion al cuadrado de cada predictor cuantificado y la primera componente
en el espacio de Y, teniendo en cuenta el nivel scaling de %, .

*

Si se desea cuantificar la variable predictor cualitativa x,, a nivel nominal, la
siguiente funcion scaling ha de ser usada:

G(xpup): %, =X, (X)X, Xpu, = Pg,us
con lo cual se obtiene max{cor?(%&,, u;)} de acuerdo con [5.4].

Un razonamiento similar en [5.2] puede ser hecho para encontrar las
cuantificaciones optimas asociadas a las variables respuesta, llevando a la
maximizacion de cada

cor?(Pr, ty) - [5.6]
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Observe que J, se cuantifica con la primera componente de X y que [5.6] es
equivalente a la ecuacion [3.3] para cada r. Por tanto y de acuerdo con [5.4],
maximizar cov?(uj, t;) es equivalente a maximizar

Ypcor? (Rp,u)var(uy) 6 X.cor® (P, ty)var(ty) .

5.2. GNM-PLSR: GNM-PLS2

Los métodos (algoritmicos) GNM-PLSR (General Non-Metric Partial Least
Squares Regresion) propuestos en este trabajo de tesis, tienen por objetivo realizar
una regresion PLS en dos conjuntos de datos mixtos Y, e X, , , conteniendo

variables cualitativas en los conjuntos respectivos; es decir, 7,de las 7 variables en
Y son cualitativas (1 son cuantitativas), mientras que p, de las p variables en X
son cualitativas (p, son cuantitativas).

Todas las variables cuantitativas mantendran su originalidad excepto por
estandarizacion, y s6lo se cuantificardn las variables cualitativas que también han
de ser estandarizadas. La yuxtaposicion de los subconjuntos cuantitativos y
cualitativos cuantificados, dan lugar a las matrices X = [ka|qu] eY =[Y, |Yrq].

Las variables cualitativas en Y e X seran cuantificadas respectivamente mediante
las funciones agregadas y; e ¥, formadas generalmente con un niimero menor o
igual de componentes asociadas al rango de la matriz Ry,, = XYy ; es decir, el

numero H de componentes de la regresion-cuantificacion PLS2 estara limitado de
acuerdo con el AIB por H <s =rango(Ry3,), y serd determinado mediante

validacion cruzada implementando previamente la funcién fVC2(Yy, X, S) que a
su vez invoca la funcioén fPLS2 (Y}, Xy, H).

Por tanto, las funciones de cuantificacion inicial de rango H respectivas son:
Yt = Craty + Crpty + -+ Cryty [5.7]
]/u = dplul + dpzuz + -+ deuH . [58]

Los pesos ¢, € dp, se estiman como los coeficientes de las regresiones de las

variables cuantificadas ¥~ ¢,y € X,~d,y, respectivamente.
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Asi, el problema fundamental se resuelve consiguiendo una cuantificacion
(estandarizada) inicial 9, = ¥H_, Py y¢ bajo ¢, = 1V h, a partir de la cual se
obtienen los coeficientes ¢, = 7 (., ty)/st, derivados de la regresion .~ ¢ pty

con los cuales se reconstituye la funcién de cuantificacién de orden Hy se
recuantifica la variable cualitativa, en un proceso iterativo convergente.

Un razonamiento andlogo al anterior, permitird inicialmente cuantificar las
variables cualitativas x* a partir de H componentes del espacio de las Y a través
de %, = Y Pfqyu bajo dp, = 1V h , luego mediante regresiones sucesivas
con cada componente X,~ dppu, se estiman los coeficientes de regresion

obteniendo dph =1(Xp, Up)/Su,-

Las componentes uy, de la funcién y,, son combinacion lineal de las Y, y los pesos
dpp tepresentan los coeficientes de regresion de X, y la componente u, y se
pueden estimar a partir de la razon de correlacion de la variable cualitativa x,, y la

componente Uy,.
Con estos resultados se conforman las matrices X e ¥ y se reconstituyen actualizar
las funciones de cuantificacion conllevando una nueva recuantificacion. El
proceso es iterativo hasta la convergencia de los pesos ¢, .
Observe que tanto las componentes t;, como la funcion de cuantificaciéon y; que
es una aplicacion directa del concepto de regresion multiple para cada variable
respuesta P, = Cpqt; + Cppty + -+ + Cp5ts, se obtienen de manera natural con los
mismos recursos generados en el proceso de regresion PLS2, permitiendo una
fluidez limpia del método.
5.2.1. Maximizacion
Extendiendo el criterio [5.1] a H componentes, se maximiza globalmente
Heov(up, ty) .  [5.9]

De otro lado, sea y; = ¢,1t; + ¢,t, la funcion de cuantificacion tal que

30770 P =YL (G Y)Yy = Py,

con lo cual y debido a la razén de correlacion se tiene
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méxima cor? (P, y¢) . [5.10]

La ecuacion [3.5] obtenida de la convergencia en la cuantificacion se obtiene
recurrentemente de la etapa 2 del algoritmo PLS2, mediante

Wp = Xi,l—luh/”)?ill—luh” = )?;1—1?h—1ch/cf’zch”Xf’l—ﬂih”
= Xh—1 Va1 Yoy tn/thtn. chen || Xh—qual|
= Xp1Yno1 Va1 Xn_1Wn/4n
donde Ay = tpty. cpen- 1Xn_1upll
Con h = 1,2 componentes se tiene los siguientes sistemas:
wiX'VYV'%w, =2, 5 wy X{V ¥/ X w, =2,
tYY't, =1 ; Vit =21,
Ft)? =2 t5(V —ticy)(Y - tlci)’tz =/
5P, = (7't,)" = 4,
de donde,

(?Itl)z = Zr COUZ(yr, tl) = Zr r2 (yri tl)var(yr)var(tl) .

* maximizar Y, cov?(§,,t;) es equivalente a maximizar Y., 72 (9,,t;) ya
que var(y,) = 1y var(t,) no depende de r; por tanto se maximiza

erz(yr' t) :erZ(y\r’ Cr1t1) [5.11]
analogamente,
(Y't))? =3, cov?(P, t,) =X, 1% (P, t,)var(P,)var(t,) maximizando

- Zr r? (yr’ tz) = Zr rz(yrl Crztz) . [5.12]
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Observe de [5.11] y [5.12] y de la ortogonalidad de t4, t, que
Zr rz(yr' Cr1 tl) + Zr r2 (yr' Cr2 tZ) = Zr[rz (yri Cr1 tl) + r2 (yr' Cr2 tz)]

Zerz(eryt) . [513]

Este resultado es equivalente al agregado de [5.10] para cada r-ésima variable y
por tanto es maximal; ademas es igual a A; + 1, que son los primeros valores
propios asociados a la primera fase de las etapas h =12 del AIB
correspondiente.

Es equivalente entonces estudiar la maximizacion con H < s componentes
mediante [5.9] 6 mediante [5.13] teniendo en cuenta que Y; = Cqqty + -+

Cruty, estoes: Y cov?(up, ty) = X, 72 Ve)-

Se muestra graficamente el proceso de convergencia monotona y creciente con los
resultados derivados de [5.9] o [5.13] y la siguiente propiedad para H < s :

cor?(uf, tf) = cor?(ub,t?) = - = cor?(ull, t)
Y cor? i, th) = = Y2 cor? (ub, tf) = cor?(uf, t) .
Nota: los superindices indican el nimero H (rango) de componentes que
conforman la funcién de cuantificacion. Asi, t& # t? etc.
5.2.2. El algoritmo GNM-PLS2
»  [nicio. Cuantificacion agregada

El proceso inicia cuantificando las variables cualitativas exdgenas X, a partir de
una funcion agregada y,, (dp,p, =1V h)de H <s componentes uy,.

El rango s de la matriz de correlaciones R;, = X}, Y;/n proporcionara el nimero
maximo de componentes requeridas en la cuantificacion inicial, las cuales se
obtendran de la funcion de validacion cruzada fVC2(Yy ,Xi,s ) del entorno R (ver
anexo), y corresponderan con el numero H de componentes en la regresion .
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Se conforma entonces la matriz X que servira de parametro de entrada a la funcion
f.PLS2(Y;, X, s ) que a su vez suministrara las H componentes t;, para conformar
Ye (¢;n, = 1V h) y cuantificar las variables cualitativas endogenas obteniendo Y.
Observe que los scaling se realizan con los recursos propios derivados de la
regresion PLS2.

= Jteracion — Convergencia. Basicamente esta conformada por tres fases:

a) Maximizacion. Las matrices estimadas, sirven ahora de parametros de
entrada a la funcion f.PLS2(Y,X,s) de la cual se obtienen las funciones de
maximizaciéon [5.10] y [5.12] en cada iteraciébn para su representacion
grafica, y las componentes U (no ortogonales) para la siguiente fase.

b) re-Cuantificacion de X,q. Se calcula la funcion agregada y,,, con la cual se
cuantifican (y estandarizan) la variables cualitativas exdgenas, permitiendo
obtener X que a su vez es parametro de entrada en la siguiente fase.

¢) re-Cuantificacion de Yy,. Se corre nuevamente la funcién f. PLS2(Y, X, s)
y se obtienen las componentes t; para conformar la funcion agregada y;, la
cual permite cuantificar (estandarizar) las variables cualitativas de respuesta,
para conformar ¥. Recuerde que t, = X, wy,.

Se repiten las fases a), b) y c) hasta la convergencia de los wy, que a su vez
conlleva la convergencia en las variables cuantificadas y en las funciones de
maximizacion.

El pseudo-algoritmo asociado a £GNMPLS2 () tiene la forma siguiente:
Convenciones : Vg = Y; Xpg = Xgs tx = Ve, Uy =Yy

Entrada Yq,Yk ,Xk,Xq,H (Componentes cuantificacion, H <s )
Salida W,T,C,U,P,B,X,Y,S2tu,r2Yt

Inicio
X:Xk 5 Y= Yk
f.-PLS2(X,Y,H) =>U:uq,uy, ..., uy

u, =U.du=1u; + uy+, .., tuy ;du = (1,1,..,1)
X4 = g(xq,uy) cuantfenx, Vpq ; X = X= [Xkl)?q]
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f.PLS2(X,Y,H) =>T:ty,t,, ..., ty
tx =T.ct = tl + t2+, ey +tH N ct = (1,1, ...,1)
Vg = a(Vg, tx) cuantfen y,Vrq ; Y =Y = [V, |V,]

Repita
- maximizacion
f.PLS2(X,Y,H)=>T, U
S2tu = Y cov?(ty,up) ; r2Yt =712%(Y,t)

- re-cuantificacion x
sU=d.e(U); du= r(U,)?q)/sU; u, = U.du
X4 = g(xq,uy) cuantfenx, Vpq ; X = X= [Xk|)?q]

- re-cuantificacion yg,
f.PLS2(X,Y,H) =>T:ty,ty, ...ty ; [ty =T.wy]
sT=d.e(T); ct =7(T,¥)/sT; t,=T.ct
Vg = a(Yq,tx) cuantfen y,Vrq ; Y =Y = [Yi|Y,]
Hasta convergencia w,

Retorne (W,T,C,U,P,B,X,Y,S2tu,r2Yt)

Fin# Ver algoritmos £GNMpls2 () bajo R en anexo C

5.2.3. Aplicacion GNM-PLS2

Para los ejemplos de aplicacion, se utiliza la base de datos “créd.438” con n = 438
observaciones que corresponden a solicitudes de crédito por igual numero de
clientes de una institucion financiera. Para cada método (GNM-PLS2, GNM-
PLSI) se conforman los grupos de datos mixtos, los cuales sirven como casos
practicos para la implementacion de los algoritmos correspondientes y la

comprension de los resultados.

e Losdatos

La base créd.438 presenta la siguiente estructura para los primeros 15 individuos:

Dictam AnTrab Vvienda Plazo Edad EstCivil Registros TipTrab Gastos

1917 1 1 1 36 27 2 1
2980 1 0 2 60 61 2 1
928 1 3 6 12 30 1 1
2112 1 1 5 36 24 1 1

=W s e

55
35
35
35



3658
2617
388

3952
3841
1639
2326
2945
1038
999

2206

1917
2980
928

2112
3658
2617
388

3952
3841
1639
2326
2945
1038
999

2206

e e L S R = )
w
o

Ingresos Patrim CargPtrim

100 0
113 3000
150 0
60 0
0 0
95 0
121 0
0 0
155 7000
40 17000
121 0
65 0
114 3600
107 4000
179 7000

DN ORI oo oo

w
N
o

O O O O O O O O O O o o o o o

48
60
60
48
24
24
48
36
36
60
60

25
30
36
20
20
57
32
24
38
42
35

N DO NENDNDERERFREDNDEDN

ImprtSolic VrBfnciado

1000 1300
1300 1726
920 1396
1000 1602
1300 1361
900 1158
850 935
2500 3542
1450 1688
400 500
1200 1952
895 895
650 1100
1000 1359
1000 1455

e e e = )

e e e N e = )
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35
35
60
45
35
45
57
35
45
60
75

Las variables CargPtrim (Carga Patrimonial) y Plazo han sido categorizadas

como sigue:

CargPtrim 0 0 < CargPtrim < 1500 | > 1500
sin (carga) baja alta
Plazo <24 24 < Plazo <48 > 48
corto medio largo

De la base cred.438 el bloque de las predictoras cuantitativas Xj, estd conformado

por cinco variables cuantitativas (Antrab, Edad, Gastos, Ingresos Yy Patrim)y

la sub-matriz X, conteniendo las predictoras cualitativas (Registros, CargpPtrim).

El segundo bloque lo conforman las variables de respuesta Y, conteniendo a su

vez la submatriz Y}, con dos variables enddgenas cuantitativas (ImprtSolic y

VrBfnciado)

(Dictam, Plazo)

y la submatriz Y, conformada por las endogenas cualitativas
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Se calcula el rango de la matriz de correlaciones entre las variables X, Y, para
determinar el nimero s maximo de componentes agregadas en la cuantificacion.

Luego mediante validacion cruzada se determinara el nimero de componentes en
la regresion-cuantificacion evaltiando los indices R% R’ve (R® validacion
cruzada), RSS (suma de residuales cuadrados), PRESS (suma de cuadrados del
error de prediccion):

2

R™:

ImprtSolic VrBfnciado
[1,] 0.1576505 0.3326368
[2,17 0.1793686 0.3790771
R’ve:

ImprtSolic VrBfnciado
[1,] 0.1378973 0.2479709

[2,1 0.1554735 0.2849563
RSS

ImprtSolic VrBfnciado
[1,] 368.1067 291.6377
[2,] 358.6159 271.3433
PRESS:

ImprtSolic VrBfnciado
[1,] 376.7389 328.6367
[2,] 369.0581 312.4741

Tomando en cuenta estos resultados, se observa que el nimero de componentes
necesarios en la regresion-cuantificaciéon es dos, ya que se tiene el mayor Rvc
(0.1555 y 0.2849) y el menor PRESS(369.05, 312.47) asociados respectivamente
con las variables de respuesta ImprtSolic y VrBfnciado.

Se procede entonces a cuantificar las variables cualitativas tanto en ¥, como en X,

con H =1,2 componentes agregadas, iterando en cada etapa H el algoritmo
fGNMpls2 () hasta la convergencia.

En cada fase de cuantificacion y en cada ciclo se calcula el cuadrado de la
covarianza entre las componentes t, e u,, o equivalentemente de la correlacion
cuadrada entre las componentes t;, e Y de acuerdo con el proceso de maximizacion
para estudiar su tendencia (ver tabla 5.1).

*  Funcién de maximizacién : Y1 cov?(ty, u, ) de convergencia mondtona
creciente:
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.7469803
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Tabla 5.1. Equivalencia (Tendencia'')as funciones cov?(tp, up) = r2 (. ty)

S2tuH[, 17, 2]

OO O OO ODODOOOOO0OOooOo

. 7443447
.7454728
. 7457043
.7457579
. 7457709
.7457741
. 7457748
.7457750
. 7457751
. 7457751
. 7457751
. 7457751
. 7457751
. 7457751
. 7457751

r2YtH[, 17, 2]

O OO OO ODODOOOOOOooOo

. 7443447
. 7454728
. 7457043
. 7457579
. 7457709
.7457741
. 7457748
.7457750
. 7457751
.7457751
. 7457751
.7457751
. 7457751
.7457751
. 7457751

[eNoNeoNoNeoNoNoNoloNoNoNeNoNeNe)

r2Y¥tH...1...2...r2YtH..

[eNeoNeoNoNoNoNoNoloNoloNeoNoNelNo)

S2tuH[, 1,271+ s2tuH[, 2", 2]

.9633212
.9641795
.9643352
.9643699
.9643782
.9643802
.9643807
.9643809
.96438009
.9643809
.96438009
.9643809
.96438009
.9643809
.96438009

L2...2.

.9633212
.9641795
.9643352
.9643699
.9643782
.9643802
.9643807
.9643809
.9643809
.9643809
.9643809
.9643809
.9643809
.9643809
.9643809
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Se compara entonces la tendencia de las series asociadas con t{ e t? en la parte

superior y se presenta la funcién asociada con t? + t2 en la parte inferior de la
grafica 5.1. Se aprecia que estas covarianzas son monodtonas crecientes y

convergentes. cov?(t%,uf) es maxima cuando se cuantifica con una (a)

componentes, mientras que cov?(t?,,u?,) es maxima cuando se cuantifica con
dos (b) componentes agregadas.

'""El superindice a, b, ... indica el nimero 1, 2, ... de componentes usadas en la cuantificacion. Se
distingue asi, la primera componente t{ de t? derivadas de las matrices cuantificadas.
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Grafica 5.1. Tendencia de cov?(t, u) bajo cuantificaciéon con a y b componentes

Asi, la matriz cuantitativa y cuantificada en el espacio de las Y utilizando dos
componentes agregadas es:

ImprtSolic VrBfnciado Dictam Plazo

1917 -0.08002388 -0.20111041
2980 0.55121264 0.48977571
928 -0.24835362 -0.04541776
2112 -0.08002388 0.28867271
3658 0.55121264 -0.10218070
2617 -0.29043606 -0.43140578
388 -0.39564214 -0.79306682
3952 3.07615875 3.43496157
3841 0.86683091 0.42814737
1639 -1.34249693 -1.49854911
2326 0.34080047 0.85630214
2945 -0.30095667 -0.85793875
1038 -0.81646649 -0.52547008
999 -0.08002388 -0.10542430
2206 -0.08002388 0.05026834

.6171159 -0.1193743
.6171159 -0.6734466
.6171159 2.3772277
.6171159 -0.1193743
.6167416 -0.1193743
.6171159 -0.6734466
.6171159 -0.6734466
.6167416 -0.1193743
.6171159 2.3772277
.6171159 2.3772277
.6171159 -0.1193743
.6167416 -0.1193743
.6171159 -0.1193743
.6171159 -0.6734466
.6171159 -0.6734466

|
OO O OO0 OO OO0OOoOOo
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Mientras que, la base de datos conteniendo tanto las variables cuantitativas como
las cuantificadas con dos componentes en el espacio de las X es para las primeras
15 observaciones la siguiente:

AnTrab Edad Gastos Ingresos Patrim Registros

1917 -0.8472367 -0.8701936 -0.03248733 -0.3903932 -0.5048723 -0.4467028
2980 -0.9703996 2.2396992 -1.05618867 -0.2339062 -0.2097840 -0.4467028
928 -0.6009110 -0.5957913 -1.05618867 0.2114802 -0.5048723 -0.4467028
2112 -0.8472367 -1.1445959 -1.05618867 -0.8718920 -0.5048723 -0.4467028
3658 -0.6009110 -1.0531285 -1.05618867 -1.5941401 -0.5048723 2.2335139
2617 -0.1082596 -0.5957913 -1.05618867 -0.4505806 -0.5048723 -0.4467028
388 1.4928575 -0.0469867 0.22343801 -0.1376064 -0.5048723 -0.4467028
3952 -0.3545853 -1.5104656 -0.54433800 -1.5941401 -0.5048723 -0.4467028
3841 -0.9703996 -1.5104656 -1.05618867 0.2716675 0.1836671 -0.4467028
1639 2.7244860 1.8738294 -0.54433800 -1.1126414 1.1672949 -0.4467028
2326 -0.6009110 -0.4128564 0.06988281 -0.1376064 -0.5048723 -0.4467028
2945 -0.7240739 -1.1445959 -1.05618867 -0.8117047 -0.5048723 -0.4467028
1038 -0.7240739 0.1359482 -0.54433800 -0.2218687 -0.1507663 -0.4467028
999 0.6307175 0.5018179 0.22343801 -0.3061310 -0.1114212 -0.4467028
2206 1.2465318 -0.1384541 0.99121402 0.5605668 0.1836671 -0.4467028

CargPtrim

1917 -0.3504225
2980 -0.3504225
928 -0.3504225
2112 -0.3504225
3658 -0.3504225
2617 -0.3504225
388 -0.3504225
3952 -0.3504225
3841 -0.3504225
1639 -0.3504225
2326 -0.3504225
2945 -0.3504225
1038 -0.3504225
999 -0.3504225
2206 2.8471828

Observe que para Carga Patrimonial “CargPatrim” el método cuantifica las
categorias sin y baja con el mismo scoring -0.3504225 mientras que “Plazo”
presenta cuantificacion con orden inverso.

Los scaling asociados a cada una de las categorias de las variables cualitativas se
presentan en la tabla 5.2 a seguir:
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Xg : Categorias cuantificadas

Registros si no

Cuantifcn | 2.2335139 -0.4467028

CargPtrim sin baja alta
Cuantifcn -0.3504225 | -0.3504225 2.8471828
Yg : Categorias Cuantificadas

Dictam positivo negativo

Cuantifcn | 0.6171159 -1.6167416

Plazo corto medio largo
Cuantifcn | 2.4003373 -0.1639000 -0.6352217

Tabla 5.2. Variables cualitativas X, e ¥, cuantificadas

Una vez se tiene la matriz X e Y cuantificada 6ptimamente, se procede mediante
validacion cruzada a determinar el nimero de componentes en la regresion PLS2;
se implementa el algoritmo fVC2 out leave one, y se evaltan los indices mas
importantes: R2, szc, RSS, PRESS

ImprtSolic VrBfnciado Dictam Plazo
[1,17 0.1387317

[2,] 0.1797241

0.2774524 0.07215094 0.007865552
0.3688513 0.13186347 0.011901559

ImprtSolic VrBfnciado Dictam Plazo
[1,7 0.1079348 0.1627483 0.05427656 -0.006872157
[2,1] 0.1421934 0.2337684 0.10705998 -0.013132506

RSS

ImprtSolic VrBfnciado Dictam Plazo
[1,] 376.3743 315.7533 405.4700 433.5628
[2,1] 358.4606 275.8120 379.3757 431.7990
PRESS

ImprtSolic VrBfnciado Dictam Plazo
[1,1] 389.8325 365.8790 413.2811 440.0031
[2,] 374.8615 334.8432 390.2148 442.7389

Estos resultados especialmente los PRESS también pueden ser obtenidos a partir
de la libreria pls de R:



PRESSr
1 comps

ImprtSolic 391.9237

VrBfnciado 371.8477
Dictam 413.6782
Plazo 439.9954

Note que de la funcion fVC2, PRESS ~ PRESSr de la libreria pls.

2 comps

375.3475
337.0535
390.5888
442.9060
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Si se tiene especial interés en la variable endégena Dictamen (Dictam), se evaliia
el menor PRESS= 390,2148 el cual indica que se debe tomar dos componentes
para la regresion PLS2 asociando a su vez el mayor R* = 0.1318635 y el mayor
R’ve = 0.10705998. Asi, tomando dos componentes en la regresion se tiene los

siguientes resultados:

WH.

[,1] [,2]

AnTrab
Edad
Gastos

0.13600030 -0.60443621
0.15062740 -0.33469190
0.08971998 -0.16063954
Ingresos 0.50854993 0.02899684
0.
0.
0.

Patrim 81001932 0.59194955
Registros -0.04374285 0.47034457
CargPtrim 18465607 -0.12742054
C.H
[,1] [,2]
ImprtSolic 0.3038173 0.19178036
VrBfnciado 0.4296541 0.28636669
Dictam 0.2191017 -0.23146473
Plazo 0.0723418 0.06017666
T.H[1:10,]
[,1] [,2]

[1,] -0.9018726 0.33293371

[2,] -0.2234255 -0.28981615

[3,] -0.6128035 0.27410466

[4,] -1.2799177 0.57525892

[5,]1 -1.7171794 1.63543978

[6,] -0.8824937 -0.04286937

[7,]1 -0.3081052 -1.39080636

[8,] -1.5894030 0.29676982

[9,] -0.2124905 1.21289687
[10,] 0.9384731 -1.69322794

Recuerde que T = X * WH. El andlisis de redundancias muestra el porcentaje
promedio de variabilidad explicada en Y a partir de las X; en este ejercicio es
relativamente bajo, 0.17308; las siguientes regresiones sin intercepto de cada Y,

. 2 .
con las omponentes 7, permiten obtener los R” a ser promediados:
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Y, ~T : R? =0.1797
Y, ~T : R? =0.36885
Y;~T : R>=0.13186
Y,~T : R? =0.01190.
Redundancia:

RA(Yc;tl,t2)= (0.1797+...+0.0119)/4 = 0.1730851

El modelo de regresion gnmPLS2 de cada variable respuesta, se obtiene mediante
los coeficientes B.H asociados a las variables explicativas en X estandarizadas;
estos estan dados a continuacion:

B.H

ImprtSolic VrBfnciado Dictam Plazo
[1,] -0.074599750 -0.114657305 0.16970356 -0.026534447
[2,] -0.018424124 -0.031126927 0.11047208 -0.009243984
[3,1 -0.003549026 -0.007453252 0.05684019 -0.003176246
[4,17 0.160067294 0.226804310 0.10471239 0.038534350
[5,1 0.359622182 0.517542778 0.04046114 0.094219802
[6,1] 0.076913017 0.115896721 -0.11845231 0.025139329
[7,7 0.031664951 0.042849245 0.06995181 0.005690609

Asi, el modelo gnmPLS?2 estimado para Y; = Dictam asociando un R>=0.13186
es de la forma:

?3 = 0.1697AnTrab + 0.1104Edad + 0.0568Gastos + 0.1047 Ingresos +
0.0404 Patrim — 0.1184 Registros + 0.0699 CargPtrim

En la gréafica 5.2 el dictamen positivo (Dict.pos) a la solicitud de crédito favorecio
aquellos clientes con altos Ingresos, se prefiere en la aprobacion clientes con
mayor antigliedad laboral (4nTrab) y que no presenten Registros; mientras que se
le niega a aquellos que presentan registros o poca antigiiedad laboral.

Asi mismo, la decision de aprobacion parece independiente del plazo (tiempo) de
cancelacion.
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Grafica 5.2. Carta de las variables wl., w2. y cl, ¢2

= Comparacion usando indicadoras en Y e X

Se procede ahora a desarrollar una regresion PLS2 tomando las indicadoras
asociadas a las variables cualitativas tanto en Y como en X. Esto nos permitira
comparar con el andlisis anterior (proceso de cuantificacion) especialmente el
Andlisis de Redundancias y los graficos de descripcion en el primer plano
factorial.

Se proporcionan las matrices Y e X asi ampliadas y H=2 como parametros de
entrada de la funcion fPLS2(), para obtener la matriz de componentes 7.4. El
promedio de los R? derivados de las regresiones multiples sin intercepto de cada
variable respuesta con las componentes 7.4, permiten el calculo de la redundancia;

esto es:
Y,~T.h : R? = 0.1699495

Y, ~T.h : R? =0.3456674
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Y3~T.h : R?=0.1511729

Y,~T.h : R*=0.1511729
Y ~T.h : R? =0.01428954
Yo~T.h : R?=0.001491217
Y, ~T.h : R?=0.006113028.

Redundancia:

RA(Y;tl,...,t7)=(0.1699495+...40.006113028)/7 = 0.1199 = 0.12

Se evidencia que el poder explicativo de las dos componentes disminuy6 de 0.173
a 0.12 y serd mas severa en la medida que crezca el numero de variables
cualitativas y se desarrollen los analisis de regresion involucrando sus indicadoras.

Patrim

© p—

(<]

< Reg.si

c

VrBfriciado

_ o ImprtSolic
N (=] Ingresos
g' Pict:neg
g Carg.sin Plazo.c

<

(<]

plazo.lp|az'°-m Carg.alta
Gastos
Carg.baja EdaRict.pos

N

s —

< AnTrab

S -

' Reg.no

I I I I
-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
WC12[,1]

Grafica 5.3. Carta de las variables e indicadoras mediante (wl., c1) ,(w2, c2)
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La grafica 5.3 con las variables dummy muestra que la aprobacion a las
solicitudes de crédito estd muy influenciada por la Antigliedad en el trabajo y el
no registro de los clientes. Sin embargo esta grafica no provee suficiente
informacion de las variables “Carga patrimonial” y “Plazo” como tal.

5.3. GNM-PLS1

Recuerde que GNM-PLS1 es un caso particular de GNM-PLS2 con r =1, por
tanto los maximos obtenidos en la secciéon 5.2.1 son igualmente vélidos,

especialmente para el caso en el cual la variable Y es cuantitativa. En este caso, se
tiene equivalencia con NM-PLS1 (Russolillo 2009).

Aqui ya no se requiere la funcidon agregada t, puesto que la Unica variable
respuesta y es cuantitativa. Asi, u, = y permite cuantificar en un tnico paso las
variables cualitativas X, , maximizando de acuerdo con [5.4] ¥,cor?(X,,¥);
mientras que globalmente en el calculo de H componentes se maximiza el criterio

Yh=1 cov?(tn,y).

Cuando y es cualitativa, el procedimiento que se podria denominar GNM-PLS1q
es mas interesante pero menos natural ya que las H componentes ortogonales de
inicio para cuantificar y se obtienen del algoritmo NIPALS y no de la regresion
PLS-R, aunque después de esta primera cuantificacion si toma los recursos de la
regresion invocando reiteradamente la funcion f£.PLS1. Se presenta esta propuesta
de analisis a continuacion.

5.3.1. GNM-PLS1q

Se asume como caso de interés que la tnica variable Y es cualitativa mientras que
en X se encuentran las submatrices X, con g variables cualitativas y X con k
variables cuantitativas. El algoritmo descansa en el PLSR y es denominado GNM-
PLS1q(), y requiere para su inicio determinar las componentes ortogonales ¢ para
la cuantificacion de Y, cuyo numero esta determinado por el rango a de la matriz
cuantitativa X, .

Una forma de encontrar la matriz 7 conteniendo las componentes ortogonales,
consiste en obtener H < a componentes t; de la descomposicion singular via
NIPALS de la matriz X, , y proceder luego a conformar una cuantificacién
agregada inicial Y, bajo cargas arbitrarias ¢, =1 V h.
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Para obtener Y,. sin orden fcso() o con orden fcco(), se implementan

adecuadamente en cada h = 1,2, ..., H las ecuaciones [4.1] y [4.3] del capitulo
NM-NIPALS, ver anexo B.

Se estandariza la cuantificacion y se recalculan las cargas ¢, como los
coeficientes de regresion de YIt ~T. Una vez obtenidas las ¢, como las
correlaciones entre t, e Y, se forma la funcién de cuantificacion con h (< a)
componentes de la forma t, =cyt; +--+cpty, y se entra al ciclo de la
convergencia dentro del cual se recuantifica ¥, y con esta a su vez se cuantifican
las variables cualitativas en X, realizando secuencial y ciclicamente las siguientes

actividades:

- Con ty se cuantifica Y : Y, = Y,; normalizada

- ConYy se cuantifica las x, : X; normalizadas

- Conformar la matriz ampliada X = Xj |)?q

- Ejecutar fPLS1(Y,X,a) ; ouput: Ty, C,, tal que t, =T, Cp

El pseudo-algoritmo asociado a gnmPLS1q tiene la forma siguiente:

Entrada: Y, X;, X,, h (componentes cuantificacion, h < a)
Salida: Y, X,wH, cH, tH, bH, R2h, R2vch, Q2h

Inicializa t4, t,, ..., t;, via NIPALS(X})
con c, =1 V hse obtiene Y,
Conformar t, = city + oty + -+ cpty , con cp = 1Yy, ty) /Sty
Repita
f.c(tx,y,) =Yqt cuantificacion estandarizada
f.e(Yqt, x4) = X4 cuantificacion etandarizada de las X,

X=X k|)?q , Y =Y, matrices ampliadas

£PLSI(Y,X.q): Th, Ch ; t, = Xp_1Wp,
maximizacion : cov?(ty, Yy_1) = S2ty
t, =TyCp
Hasta convergencia wy,

f.ve(Y,X,h) : R2h, R2vch, PRESS con estos indices de validacion Cruzada
# se obtienen H compnts para regression-cuntificacion
retorne: Y,.X, wH, tH, cH, bH, S2ty, R2h, R2vch, PRESS
Fin.
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Ver algoritmos f.PLS1, fgnmPLS1q, fvcl bajo R en anexo B; donde Y, = Y1,.

En este proceso de cuantificacion, todas las variables son estandarizadas
(incluyendo las cualitativas luego de ser cuantificadas), lo cual induce la
propiedad de cuantificacion invariante para el caso de variables cualitativas con
solo dos categorias tanto en Xg como en Yg. En este caso, independientemente de
la dimension de la funcion de cuantificacion t,, = ¢ty + -+ + ¢, t, , €l valor que

toma cada categoria no cambia de una dimension a otra.

Propiedad. Cuantificacion invariante: Si Y, estd conformada por solo dos
categorias, conteniendo g valores de la categoria “A” y n-g valores de la categoria
“B”, el valor de la cuantificacion para “A” es

mientras que para la categoria “B” es

—(n—g)Vn—1/g /%+”—Ig :

Vn—1/ %ng =vn—-1/\/(n—g)n/g

5.3.2. Aplicacion GNM-PLS1q

El bloque de las predictoras cuantitativas Xj, estd conformado por cinco variables

cuantitativas: Antrab (afios de trabajo), Edad, Gastos, Ingresos, Patrim

(patrimonio)
Registros,
constituye la

dictamen notada Dictam.

CargPtrim

(carga patrimonial) .
matriz Y, conteniendo

y la sub-matriz X, conteniendo las predictoras cualitativas
El segundo bloque lo

una unica variable endogena cualitativa:

Variables Descripcién Categorias

Cualitativas 1 2 3 4 5 6
Dictam : Yq Dictamen positivo negativo

EstCivil Estado civil soltero casado viudo separado | divorciado
Registros Datacredito no si

TipTrab Tipo Trabajo empleado | temporal | autébnomo | otros

Vvda Tipo vivienda alquiler escritura | contrato ignora padres otros
CargPtrim Carga patrimonial | sin baja alta

Tabla 5.3. Categorias asociadas a las variables cualitativas en GNM-PLS1q
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La variable cualitativa de respuesta Yq en este caso Dictamen, y las demads
variables exdgenas cualitativas presentan las categorias dadas en la tabla 5.3.

El objetivo es cuantificar Optimamente la variable dictamen Yq y las dos variables
cualitativas en Xg via PLS1, encontrando el modelo de regresion PLS1 que mejor
explique el dictamen debidamente cuantificado, en funcion de todas las 7
variables predictoras, incluyendo las cuantificadas.

El procedimiento gnm PLSI con variable respuesta cualitativa es realizado bajo R,
a través de la funcion fgnmPLS1q(Xi, Xq,Yq, a) donde a es el rango de la matriz
X} y limita el nimero de componentes en la regresidn-cuantificacion; las variables
exogenas cuantitativas se mantendran en su forma original (excepto por su
estandarizacion)

Respecto a la propiedad de cuantificacion invariante, en este ejemplo de crédito la
variable Dictam contiene g=317 categorias “si” y n-g = 121 “no” fue cuantificada

con los valores Yg : [0.6171, 0.6171, 0.6171, 0.6171, -1.6167, ...] excepto tal vez
por signo debido al centramiento.

Este mismo razonamiento aplica para la variable explicativa Registros con dos
categorias; sin embargo Carga patrimonial también se torna invariante ya que es
cuantificada por Dictam que a su vez es invariante.

Los resultados derivados del proceso de cuantificacion se resumen en la siguiente
tabla:

Variables Descripcién Categorias - cuantificadas
Cualitativas 1 2 3
Dictam: Yg | Dictamen Positivo Negativo
0.6171 -1.6167
Registros Datacredito No Si
0.4467 -2.2335
CargPtrim Carga patrimonial | sin baja alta
-0.3682 -0.1857 2.8434

Observe que la variable CargPtrim contiene orden en la cuantificacion.
Simultaneamente al proceso de cuantificacion se calcula la funcion de
maximizacion Y, cov? (Y,t,) con h=1,2 en cada iteracion, conllevando como
consecuencia de la cuantificacion invariante a que esta funcion sea constante con
valor 0.2762. Ver grafica 5.4 para las primeras 20 iteraciones.
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Gréfica 5.4. Funcién de maximizacion asociada a la cuantificacion de
Dictam via gnm PLS1q

El modelo PLS1 para Dictam cuantificada respecto a las 7 variables explicativas
arroja los siguientes indices (4 componentes en la regresion (fila)-cuantificacion):

R°h

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.1526 0.1526 0.1526 0.1526
[2,]7 0.1791 0.1791 0.1791 0.1791
[3,]1 0.1812 0.1812 0.1812 0.1812
[4,]7 0.1813 0.1813 0.1813 0.1813
R%vch

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.1266 0.1266 0.1266 0.1266
[2,] 0.1445 0.1445 0.1445 0.1445
[3,] 0.1449 0.1449 0.1449 0.1449
[4,] 0.1444 0.1444 0.1444 0.1444
PRESSh

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 381.7 381.7 381.7 381.7
[2,] 373.9 373.9 373.9 373.9
[3,1 373.7 373.7 373.7 373.7
[4,1 373.9 373.9 373.9 373.9

~
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Grafica 5.5. Comportamiento coeficientes R°4 y R”vch

Observe que tanto el coeficiente de determinacion R°A como el de cros-validacion
R’vch son invariantes al nimero a de componentes en la cuantificacion. También
se aprecia que tomando H=2 componentes en la regresion PLS1, se tiene un valor
R’vch=0.1445 a partir del cual la ganancia en explicacion con mas componentes
no es importante; con dos componentes asocia un R°A de 0.1791 y un error de
prediccion PRESSh = 373.9 a partir del cual la disminucion no es significativa.
(Ver grafica 5.5).

Asi, la matriz X cuantificada estandarizada bajo el modelo gnmPLS1 asociado a
Y=Dictam con H=2 componentes presenta la siguiente estructura para las 15
primeras observaciones:

Dictam AnTrab Edad Gastos Ingresos Patrim Registros CargPtrim
1 0.6171 -0.8472 -0.87019 -0.03249 -0.3904 -0.5049 0.4467 -0.3682
2 0.6171 -0.9704 2.23970 -1.05619 -0.2339 -0.2098 0.4467 -0.3682
3 0.6171 -0.6009 -0.59579 -1.05619 0.2115 -0.5049 0.4467 -0.3682
4 0.6171 -0.8472 -1.14460 -1.05619 -0.8719 -0.5049 0.4467 -0.3682
5 -1.6167 -0.6009 -1.05313 -1.05619 -1.5941 -0.5049 -2.2335 -0.3682
6 0.6171 -0.1083 -0.59579 -1.05619 -0.4506 -0.5049 0.4467 -0.3682
7 0.6171 1.4929 -0.04699 0.22344 -0.1376 -0.5049 0.4467 -0.3682
8 -1.6167 -0.3546 -1.51047 -0.54434 -1.5941 -0.5049 0.4467 -0.3682
9 0.6171 -0.9704 -1.51047 -1.05619 0.2717 0.1837 0.4467 -0.3682
10 0.6171 2.7245 1.87383 -0.54434 -1.1126 1.1673 0.4467 -0.3682
11 0.6171 -0.6009 -0.41286 0.06988 -0.1376 -0.5049 0.4467 -0.3682
12 -1.6167 -0.7241 -1.14460 -1.05619 -0.8117 -0.5049 0.4467 -0.3682



13 0.6171 -0
14 0.6171 0

L7241
.6307

0.13595 -0.
0.50182 O.
15 0.6171 1.2465 -0.13845

0.

54434
22344
99121

-0.2219 -0.1508
-0.3061 -0.1114
0.5606 0.1837

0.4467 -0.3682
0.4467 -0.3682
0.4467 2.8434
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De otro lado, el modelo de regresion gnmPLS1 retorna los coeficientes by,
asociados a las predictoras, tal que el modelo obtenido con h =2 (col)

componentes €

bh

[,1]
.17569
.08506
.02647
.13581
.09635
.15744
.04255

~ ~

~

~

~

~ o U W DN
~
O O O O O O o

~

Dictam =
0.1744*Ingre

0.0168*CargPtrim

S:

O O O O o O o

0.21
sos

[,2]

[,3]

[,4]

.217864 0.249369 0.25650
.001632 -0.027228 -0.03194
.058583 -0.062195 -0.05728
.174387 0.200613 0.19370
.071008 0.066131 0.06663
.261359 0.233200 0.23373
.016812 0.009483 0.00692
79*AnTrab + 0.0016*Edad
+ 0.0710*Patrim +

Este modelo estimado presenta un R?= 0.179

e Interpretacion :

- 0.0586*Gastos
0.2614*Registros

+

Si un individuo presenta caracteristicas similares al cliente 10, el modelo estima

Dictam = 0.62793, y el crédito le sera aprobado, ya que estd mas cerca de la
categoria “positivo” cuantificada con 0.6171.

Las correlaciones de Y (dictamen) e X con las primeras dos componentes
permitiran comprender mejor el sentido de las relaciones obtenidas en la
cuantificacion, asociando la grafica 5.6:

cor (YX, th)

Dictam
AnTrab
Edad
Gastos
Ingresos
Patrim
Registros

O O O O O o o o

CargPtrim

[tl]

.3907
L7073
.6049
.3375
.5317
.5104
.4668
.2621

[t2]
0.162571
-0.046380
-0.503724
-0.558617
-0.005332
-0.243504
0.619856
-0.179132
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Grafica 5.6. Correlaciones de las variables Y, X con ¢/, ¢2

En la grafica 5.6 y de acuerdo con el modelo gnmPLSI, la variable respuesta
dictamen (Dictam) presenta correlacion positiva con Registros(no), Ingresos y
AnTrab, caracteristicas que determinan practicamente la aprobacion. De otro
lado, el crédito le es negado especialmente a aquellos clientes que presentan
Registros(si) y altos Gastos.
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CAPITULO 6

PLS-PM CON DATOS MIXTOS: NM- PLSPM

Los principios basicos del algoritmo NM-PLSR pueden ser extendidos al NM-
PLSPM con dos bloques ya que el algoritmo es el mismo excepto por las
restricciones de normalizaciéon. En PLS-PM Y, puede ser interpretada como la
estimacion outer del LC asociado con el bloque X,, asi como la estimacion inner
del LC subyacente a X; por medio del cual los pesos outer a; = XY, /|| X1 Y5||
son calculados. Simétricamente, Y; puede ser considerada simultdneamente como
el estimador outer del LC subyacente a X; y el estimador inner del LC subyacente
a X,. Este es un paso oculto en el algoritmo PLS-R, el cual en términos del PLS-
PM puede ser interpretado como: el estimador outer en un bloque es usado como
el estimador inner en el otro bloque.

Esta doble funcion esta justificada por las relaciones inner Z, a'Y,, Z; a 'Y, que
en terminos NM-PLSR nos permite obtener variables cuantificadas maximizando
su correlacion con el estimador inner de la correspondiente LV esto es,

max{cor(x{,Y,)} = max{cor(x],Z;)}
max{cor(x;,Y;)} = max{cor(x;,Z,)}

Asi, se puede establecer que en el modelo NM-PLSR, interpretado como un NM-
PLSPM de dos bloques, cualquier variable cuantificada es computada como una
funcion del estimador inner del correspondiente LC. Por tanto, extendiendo esta
idea a mas de dos bloques, las componentes inner Z; son las funciones de
cuantificacion agregadas de dimension J en cada j-ésimo bloque, con lo cual estos
procesos se podrian denominar JNM-PLSPM siendo un caso particular del
hipotético GNM- PLSPM.

6.1. ALGORITMO NM-PLSPM
El ciclo del algoritmo NM-PLSPM difiere del ciclo estandar del PLS-PM en el

hecho de que inicia con las estimaciones inner de cada LV, para obtener una
primera cuantificacion de las MV, de acuerdo con Russolillo (2009).
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Las componentes inner Z; pueden ser estimadas inicialmente aplicando la funcion

PLS-PM a las J submatrices cuantitativas de los correspondientes bloques. Luego
se obtienen los pesos outer w; segiin €l modo de estimacion A o B, para calcular

las componentes outer Y;.

A su vez, las componentes outer permiten computar los pesos inner como funcion
de las componentes outer, e;;, = f(Y;,Y;,), de acuerdo al esquema escogido.
Finalmente se recalculan las componentes inner y el ciclo itera hasta la
convergencia de los pesos outer w; .

Pseudo algoritmo NM-PLSPM

Entradas: X, ...X;; C, Esq,modo
Salidas: )?1,...,)?]; Y]-,Zj,wj,ﬁj
Inicio Z; V j

1. Iteracion (V j)
1.1. Cuantificacion
X =a(x,2)

1.2. Estimacion pesos outer

X;Z; modo A
wW;: =
J {()?j'Xj)‘l)?j’Zj modo B
1.3. Estimacion componentes outer
Y = Xjw

1.4. Computacion pesos inner

ej ir = f (Y}, Y},) segiin esquema

1.5. Componentes inner

=Y . 5.V
Zj= er Cjjr €jjiYjs
Hasta convergencia de wj

2. Coeficientes path
— (R./8N"18.1y.
ﬂf - \7) "‘]) = YJ

Fin
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6.2. CRITERIO DE OPTIMIZACION: RGCCA

Ya que el criterio para el cual el modo A del algoritmo PLS-PM (J > 2) converge
es desconocido, el modo A del NM PLS-PM sufrird los mismos inconvenientes.
Sin embargo este problema desaparece si el nuevo modo A es usado, es decir,
implementando un RGCCA (Tenenhaus et al. 2011) con parametro de
regularizacion 7; = 1 para todos los bloques. Con el nuevo modo A las

estimaciones outer Y; no son restringidas a varianza unitaria mientras que los

pesos a; outer si son restringidos a norma 1. (Ver fase C grafica 6.1).

De acuerdo con [3.27], se demostré que el nuevo modo A PLS-PM, cuando los
esquemas factorial y centroide son usados, converge monétonamente al criterio:

arg max

a.

j % e G 9(Cov(X;a;, Xa))  bajo [lay]| =1

que puede ser escrito de acuerdo con [3.23] como

arg max _; .
Va, ZjCov(Xjaj,Zj) bajo ||aj|| =1.

En la version no métrica del nuevo modo A en PLS-PM (NM-RGCCA) la funcion

de cuantificacion %,; x Q(X,;,Z;) de las variables cualitativas del grupo ; es
agregada al final de la fase B en el paso B1 como se muestra en la grafica 6.1,

cuya consideracion particular en la ecuacion anterior conlleva el siguiente criterio:

arg max

J %4 _ 1 G
va, 2;Cov(%9;.7)=3;54; %7

=17 %X Z,/||X/Z|

n

4 Yp(n.cov(®pj.zj))?

ned \/Zp(n.cov(a?pj,zj))z

=X/ 2p cov2(Ry), 2;)

bajo las restricciones ||aj|| = 1lywvar(X,;) = 1.
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Observe que X; contiene tanto las variables cuantitativas ‘originales’ como las
‘cualitativas’ cuantificadas debidamente estandarizadas. Se maximizan
p; criterios, cada uno de los cuales es funcion de la variable escalada; por tanto

este puede ser optimizado maximizando separadamente:
cov?(X,,z;)
pjr4j) -

Es decir, se maximiza la covarianza al cuadrado de cada variable del bloque j con
su correspondiente componente inner Z; Vj , por medio de la funcion de

cuantificacion Q(Xp Z;). Esto implica que cuando el nuevo modo A es usado,

j?
optimiza el criterio del modelo con respecto a los pardmetros de cuantificacion
para parametros fijos del modelo (restringidos a norma 1).

A. Inicio
Al. X; = Xc; cada bloque j contiene inicialmente sélo las variables cuantitativas

Ejecute la fucncion fRGCCAu(Xc;, ..., )

A2. Determine los vectores de pesos outer normalizados a? ) ag R a]° como

-1/2 1

1+ (1 1th 7hy
I+ A -1 -XX| aj.

1 -1
0 _ |(~0\¢ ~0

a) = [(aj) [rjl +@ —rj)zxij] aj]
Para s = 0,1, ... (hasta convergencia de todos los a; )

Para j=1,2,..,]

B. Computo de la componente inner Z;

Compute las componentes inner de acuerdo al esquema seleccionado:

zf = Z CjxW [Cov(Xja]-s JXead )| Xeaptt + Z CjW [Cov(Xja]-s ,Xrap)|Xias
k<j k>j

donde w(x) = 1 para el esquema Horst, x para el esquema factorial y signo(x)
para el esquema centroide.
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B1. Cuantificacion (q-ésima variable cualitativa )
Rq; 0(Xqj.z°) vq; X;=XclXq)) .
C. Maximizacion

Implementacion fRGCCAu(Xj, ..., ) y obtencion componentes outer Y;
Funciones a maximizar segln esquema y modo:

a$;; :valor absoluto de la covarianza entre ¥;, ¥;
aR;; :valor absoluto de la correlacion entre Y}, Y;
Sij? :cuadrado de la covarianza entre Y, Y;

Rij? : cuadrado de la correlacion entre Y;, Y;

Recalcule el vector de pesos outer para cada bloque X

Actualizacion del vector de pesos outer

-1/2

1 - 1 !
a*t = [(zf)th [le +(1-— Tj)HXfXj] X]-tzjs] X [le +(1- Tj);X]-th Xjz}

Fin

Fin

Grafica 6.1. Algoritmo NM-RGCCA

6.3. ALGORITMO NM-RGCCA

Ya que se tiene datos mixtos en cada bloque j, se obtiene de los datos
cuantitativos en X; y mediante la funcion fRGCCAu(Xj, ..., ) las componentes
inner Zj y outer Yj, que serviran de inicio al proceso de convergencia para la
cuantificacion y maximizacion respectivamente.  Una vez cuantificadas
(simultdneamente) y por primera vez las variables cualitativas, éstas se
yuxtaponen en cada uno de los bloques, ahora denominados )?J con los cuales se
obtienen nuevas componentes inner y outer de fRGCCAu(X;,..,) para
recuantificar una vez mas; el proceso continua iterando hasta la convergencia de
los pesos outer w;.
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El anexo D corresponde al programa fnmRGCCA.R elaborado bajo el entorno R,
el cual contiene la funciones y procedimientos bésicos invocando a su vez y en
cada iteracion el programa fRGCCAu.R que suministra las componentes inner y
outer en este proceso de cuantificacion.

Asocia ademas, una funcion de maximizacion de covarianzas o correlaciones de
las ¥; conectadas (Tenenhaus and Tenenhaus, 2011) de acuerdo con el modo de
relacion A o B y el esquema (centroide, factorial) de estimacion de los pesos,
cuyas tendencias crecientes y convergentes pueden ser graficadas.

6.4. EJEMPLO DE APLICACION

Se retoma la base de datos de créd.438 del apartado 5.2.3. llevandola a la forma
k-tablas (X . K) la cual contiene la parte cuantitativa (estandarizada) de cada uno de
tres grupos. El nimero de variables cuantitativas en cada grupo se asocia en el
vector px=c (2, 3,2). Asi, las cuantitativas del primer grupo son AnTrab y Edad,
del segundo grupo Gastos, Ingresos y Patrim; y las del tercer grupo son
ImprtSolic, VrBfnciado.

Las variables cualitativas asociadas con cada grupo se encuentran en el objeto O
tipo lista, y su posible orden en oQ. El primer grupo se refiere a la capacidad
socio-economica “capSEC” asociando las variables Vivienda, Estado civil y Tipo
de trabajo; el segundo describe la situacion de las finanzas “sitFnza” mediante las
variables Registros y Carga patrimonial; y el tercero a las caracteristicas del
crédito “carCred” conteniendo las variables Dictamen y Plazo; los bloques uno y
dos esta conectados entre si, y ademas cada uno conecta con el grupo 3 que hace
las veces de grupo de respuesta o grupo Y.

Luego de conformar las bases para el andlisis, se establecen las relaciones inner y
se determinan los parametros de entrada para implementar la funcion

fnmRGCCA() de acuerdo con el anexo D.

La mejor respuesta al proceso de cuantificacion y maximizacion se dio, bajo el
nuevo modo A 'y esquema centroide.

Los resultados obtenidos se describen a continuacion:
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GNM-RGCCA : base creditos
nuevo modo A, centroide

©o © 06 0 0 06 06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0o o0 o0 o o o o
o
tasij

208
|

207
|

convergencia y maximizacion

205
|

o 5 10 15 20 25 30

n° iteracion

Grafica 6.2. Maximizacion del valor absoluto de las covarianzas outer

De acuerdo con Tenenhaus and Tenenhaus (2011), la funcién a maximizar bajo
estas caracteristicas es taSij = X;x jzx Cov(X;a;, Xyay), la cual se obtiene en

cada iteracion formando la serie:
taSij
2.044401 2.081559 2.082557 2.082597 2.082599 2.082599 2.082599

2.082599 2.082599 2.082599 2.082599 2.082599 2.082599 2.082599
2.082599

cuya grafica 6.2 muestra la tendencia creciente y convergente de la misma.

La matriz (tipo k tablas) Xc conteniendo las variables cuantitativas y las
cualitativas cuantificadas por grupos, se describe a continuacion para los primeros
15 registros:
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X1 grupol cuantificado (Vivienda,

1917
2980
928

2112
3658
2617
388

3952
3841
1639
2326
2945
1038
999

2206

X2 grupo2 cuantificado

1917
2980
928

2112
3658
2617
388

3952
3841
1639
2326
2945
1038
999

2206

X3 grupo3 cuantificado

ImprtSolic

AnTrab

.8472367
.9703996
.6009110
.8472367
.6009110
.1082596
.4928575
.3545853
.9703996
.7244860
.6009110
.7240739
. 7240739
.6307175
.2465318

Gastos

.03248733
.05618867
.05618867
.056188¢67
.05618867
.056188¢67
.22343801
.54433800
.05618867
.54433800
.06988281
.05618867
.54433800
.22343801
.99121402

Edad
.8701936 -0.
.2396992 1.
.5957913 -1.
.1445959 -1
.0531285 -0.
.5957913 -1
.0469867 -1
.5104656 -1
.5104656 -1
.8738294 1.
.4128564 -0.
.1445959 -1
.1359482 1.
.5018179 1.
.1384541 1.

Ingresos

.39039325
.23390615
.21148019
.87189199
.59414011
.45058059
.13760641
.59414011
.27166753
.11264137
.13760641
.81170465
.22186869
.30613097
.56056678

VrBfnciado

1917 -0.08002388 -0.20111041

2980
928

0.

55121264

0

.48977571

-0.24835362 -0.04541776

Estado Civil,

E

Vvienda

6194066 O.
0197741 0.
0748421 -1.
.3670905 -1.
6194066 O.
.3670905 -1.
.3670905 O.
.3670905 -1.
.3670905 -1.
0197741 0.
6194066 O.
.3670905 -1.
0197741 0.
0197741 0.
0197741 0.

Patrim

-0.5048723
-0.2097840
-0.5048723
-0.5048723
-0.5048723
-0.5048723
-0.5048723
-0.5048723

0.1836671

1.1672949
-0.5048723
-0.5048723
-0.1507663
-0.1114212

0.1836671

(Dictamen, Plazo)

Dictam

0.6171159

stCivil

6144445
6144445
6090718
6090718
6144445
6090718
6144445
6090718
6090718
6144445
6144445
6090718
6144445
6144445
6144445

O O O o o+ OPFr OO0 RFr O P O

Registros

.4467028
.4467028
.4467028
.4467028
.2335139
.4467028
.4467028
.44677028
.4467028
.4467028
.4467028
.4467028
.4467028
.4467028
.44677028

o O O O

N

O O O O O O o o o o

Plazo

0.6113082

0.6171159 -1.1217099

0.6171159

1.4638141

Tipo

de Trabajo)

TipTrab

.1105492
.0838542
.1472060
.1105492
.1472060
.1105492
.1105492
.0838542
.1105492
.1472060
.1105492
.1105492
.1105492
.1105492
.1105492

(Registros,Carga Patrimonial)

CargPtrim

-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491
-0.4571491

2.6395132



2112 -0.08002388 0.28867271 0.6171159 0.6113082

3658 0.55121264 -0.10218070 -1.6167416 0.6113082

2617 -0.29043606 -0.43140578 0.6171159 -1.1217099

388 -0.39564214 -0.79306682 0.6171159 -1.1217099

3952 3.07615875 3.43496157 -1.6167416 0.6113082

3841 0.86683091 0.42814737 0.6171159 1.4638141

1639 -1.34249693 -1.49854911 0.6171159 1.4638141

2326 0.34080047 0.85630214 0.6171159 0.6113082

2945 -0.30095667 -0.85793875 -1.6167416 0.6113082

1038 -0.81646649 -0.52547008 0.6171159 0.6113082

999 -0.08002388 -0.10542430 0.6171159 -1.1217099

2206 -0.08002388 0.05026834 0.6171159 -1.1217099

Ql: Categorias cuantificadas sin orden

Vvienda alquiler | escritur | contrato | Ign.ctto | padres otros
Cuantfcn | -0.61940 | 1.019774 | 0.04946 -0.84752 | -1.3670 | -1.074
EstCivil soltero casado viudo separado divorciado
Cuantifcn | -1.609071 | 0.614444 -1.200889 | -2.033247 -1.038589
TipTrab empleado e.temporal | autdénomo otros

Cuantifcn | 0.110549 -2.427553 1.1472060 | -1.083854

Q2 : Carga patrimonial (Cptrim) con orden

Registros si no

Cuantifcn | -2.233513 | 0.4467028

Cargptrim sin baja alta

Cuantifcn | -0.457149 | 0.865710 2.639513

Q3:Yg , Plazo (orden - inverso)

Dictam positivo negativo

Cuantifcn | 0.6171159 | -1.616741

Plazo corto medio largo

Cuantifcn 1.463841 0.6113082 -1.121709

141

Los pesos wj de las variables manifiestas asociados con su correspondiente

componente outer Y; son:
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W]
[[1]]
AnTrab 0.3610312
Edad 0.4012926
Vvienda 0.5440429
EstCivil 0.4651324
TipTrab 0.4430462
[[2]]
Gastos 0.3985440
Ingresos 0.4793667
Patrim 0.7234320
Registros 0.1328105
CargPtrim 0.2652882
[[3]]

ImprtSolic 0.4391587
VrBfnciado 0.6159320
Dictam 0.6437321
Plazo 0.1156567

De acuerdo con estos pesos y las cuantificaciones de los grupos se tiene las
siguientes interpretaciones:

En el grupo 1, se tendra mayor capacidad socioeconémica (Y;) en la medida que
se tenga mas antigiiedad en el trabajo, sea propietario de vivienda, trabaje como
auténomo (o tenga un empleo fijo) y este casado.

Una “buena” situacion financiera (Y,) esta explicada en gran parte por un alto
valor del patrimonio (Patrim) y de los ingresos, el potencial en gastos, un buen
cubrimiento por carga patrimonial y el no presentar registro por incumplimiento
crediticio.

Finalmente en el grupo 3 (Y3) los “grandes” créditos solicitados (aprobados) se
caracterizan por presentar un alto valor del bien financiado, un mayor importe
solicitado, un plazo corto o mediano de cancelacion y un dictamen positivo.

B # coeficientes path
CSE SitFnciera
0.03817647 0.48880868

El modelo estructural es de la forma Y;=0.0381Y; + 0.4888Y,

asociando un R?=0.28
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Asi, una alta capacidad socioecondmica (Y;) y una buena situacion finaciera (Y5)
conllevan la aprobacion de créditos
financiacion a corto y mediano plazo.

mayor importe especialmente con
6.4.1. Funciones de maximizacion asociadas al procedimiento RGCCA

La base Xc tipo k-tablas debidamente cuantificada es aprovechada para verificar la
maximizacion de las funciones de covarianza o correlacion de las componentes

outer segun el modo y esquema previamente definidos. (Ver tabla 3.2).

convergencia y maximizacion

convergencia y maximizacion

GNM-RGCCA : base creditos
nuevo modo A, centroide

4.0

35

3.0
|

25

n° iteracion

GNM-RGCCA : base creditos
modo B, centroide

aRij

1.84
|
o

180
|

176
|

n° iteracion

convergencia y maximizacion

convergencia y maximizacion

GNM-RGCCA : base creditos
nuevo modo A, factorial

| sij2

1.8 20 22 24 26 28 3.0

n° iteracion

GNM-RGCCA : base creditos
modo B, factorial

o Rij2

07 08 09 10 11 12 13

n° iteracion

Grafica 6.3. Funciones de maximizacion derivadas del RGCCA
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Los resultados asociados con estas funciones de maximizacion (grafica 6.3) se
obtienen del paquete rgcca() de R, de acuerdo con las siguientes salidas:

asij # valor absoluto covarianza

2.423384 3.992858 4.163707 4.165191 4.165197 4.165197 4.165197
4.165197 4.165197 4.165197 4.165197

Sij2 # cuadrado de la covarianza

1.825536 2.985516 3.037593 3.039481 3.039539 3.039541 3.039541
3.039541 3.039541 3.039541 3.039541 3.039541 3.039541

aRij # valor absolute correlacion

1.755355 1.837977 1.844616 1.850793 1.858959 1.868679 1.878114
1.885458 1.890157 1.892749 1.894043 1.894649 1.894922 1.895043
1.895095 1.895118 1.895127 1.895131 1.895133 1.895134 1.895134
1.895134 1.895134 1.895134

Rij2 # cuadrado correlacion

0.6723603 0.8874474 1.1248367 1.2862779 1.3220382 1.3271518
1.3279453 1.3280776 1.3281004 1.3281043 1.3281050 1.3281051
1.3281051 1.3281051 1.3281051 1.3281051
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES

Después de los desarrollos NM-PLS presentados por Russolillo hacia 2009, se
indagaba la posibilidad de cuantificar las variables cualitativas en conjuntos de
datos mixtos mediante k componentes. A principios de 2014 se cred el proyecto
denominado GNM-PLS, el cual conserva las variables cuantitativas originales
(excepto por estandarizacion) y cuantifica Optimamente las variables cualitativas
con una funcion agregada de las primeras k£ componentes derivadas del propio
método de analisis.

Se cre6 GNM-NIPALS cuantificando cada j-ésima variable cualitativa mediante
la funcion de reconstitucion tipo ACP y; = pqjty + -+ pyjty . Con este
procedimiento se maximiza la inercia asociada al plano #A-dimensional,
permitiendo un mayor poder de descripcion y conservando la variable cualitativa
como tal. El ejemplo vinos permitié determinar que con k=4 componentes en la
cuantificacion se tiene una inercia maximal acumulada del 92.28%.

Con el método de regresion GNM-PLS2 se cuantifican las variables cualitativas
en los dos conjuntos de datos mixtos Y e X. Las variables cualitativas en la matriz
de respuesta Y se cuantifican mediante la funcion tipo regresion de las primeras H
componentes de X, y; = Cq1ty + -+ cquty y viceversa. Con la base cred. 438
se consigui6 con H=2 un maximo de la funciébn de covarianzas:

" cov? (ty, up) = 0.9643. La h-ésima componente en el espacio de las Y es uy,.

En este mismo contexto de regresion GNM-PLS2 y como caso particular se cred
GNM-PLS1q para cuantificar una tUnica variable respuesta ¥, mediante una
funcidén y; como antes, obteniendo la cuantificacion ?q que a su vez cuantifica las
variables cualitativas predictoras en X, iterando este procedimiento hasta la
convergencia. En este caso se maximizo la funciéon Y cov? (th, ?h_l) = 0.276
para H=2 y variable respuesta Dictamen.

Finalmente se desarrollé el método NM-RGCCA que modifica el modo A en NM
PLS-PM para cuantificar las variables cualitativas de J bloques de datos mixtos.
Esta funcion a su vez invoca el método RGCCA para obtener las componentes
inner Zj = Y e Yy de dimension J con la cual se cuantifican las cualitativas del

bloque ;.



146

El proceso asocia una funciéon de maximizacidon mon6étonamente convergente de
covarianzas o correlaciones de las estimaciones outer Y; conectadas, de acuerdo
con el tipo de relacion segun el nuevo modo A o modo B y el esquema (centroide
o factorial) de estimacion de los pesos.

Luego de formar tres bloques de datos mixtos con la base cred.438, se obtuvo la
ecuacion estructural Y; = 0.038Y; + 0.488Y, indicando que las Caracteristicas
del crédito como Dictamen, Plazo, etc son explicadas con un R?=0.28 por la
Capacidad socioeconomica y en especial por la Situacion financiera.

A pesar de que que la funcidon de cuantificacion inner en NM-RGCCA es de
dimension J, es importante resaltar el grado de complejidad que conlleva la
obtencion previa de las componentes oufer multidimensionales en cada j-ésimo
bloque para obtener GNM-RGCCA. El estudio de estas componentes outer
limitadas por la dimensionalidad de cada bloque, pueden conllevar ademas a un
nuevo marco tedrico que se propone como investigacion futura.

Para estudios futuros relacionados con GNM-PLS1 y GNM-PLS2 se deben
analizar contrastes de significacion para los coeficientes de regresion. Ademas
serd de mucho interés comparar con otra técnicas, por ejemplo la Regresion
logistica basada en distancias versus GNM-PLS1q.

Anélogamente, en estudios posteriores relacionados con GNM-NIPALS, es muy
importante considerar andlisis de robustez con observaciones atipicas y datos
faltantes, asi como estabilidad en la representacion factorial.
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ANEXO A

GNM-NIPALS

fgnmNIPALS <- function (Xk,Xf,o0Xxf) # fcXn p

{

pXk <- ncol (Xk); pXf <- ncol(Xf); ph <- pXk+pXf ; n <- nrow (Xk)
uhi <- matrix (0, ph,ph) # matriz vect p iniciales
U <- matrix (0, ph, ph)

XC <- cbind(Xk,Xf); MXfC <- matrix(0,n, (ph*pXf))
XfC <- data.frame (MXfC); XfCh <- array(0,c(n,ph*pXf, rXk))

ACPnipals <- fnipals (Xk)

phi <- 1; eps <- 100

while (phi <= rXk) #cuantifica con 1; 1,2;...;1,2,...,phi
compals
{
phl <- phi
T <- as.matrix (ACPnipals[[1]][,1l:phi]) # inicio compals
ortog.

for(h in 1l:phi)
{ #* Conformacion inicial de U asociada a T
for(j in 1:pXk) {
uhif[j,h] <- cor(XkI[,31,TI[,h])
}

for(g in 1:pXf)
{
if (oXf[gl==1) {YIto <- fcco(T[,h],q,Xf)} else
{YIto <- fcso(T[,h],q,Xf)}
YIt <- sgrt(n/(n-1))*scale(YIto)

eh <- cor(YIt,T[,h]) # razon de correlacion
invariante
uhi [pXk+g, h]=eh
}

Nuhi <- sqgrt(as.numeric(t(uhi[,h])%*%uhil[,h]))
# norma uhi : recobra 1/Lj
uh <- uhi[,h]*1/Nuhi ;U[,h] <= uh
} #

for(ej in l:eps){ #** cuantificn simultanea g v.cualit

for(g in 1:pXf) {
tnhi <- matrix (0, n)

for(h in 1l:phi) {
tnh <- as.matrix (U[pXk+qg,h]*T[,h])+ tnhi
tnhi <- tnh
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if (oXflgl==1){YIto <- fcco(tnh,q,Xf)} else
{YIto <- fcso(tnh,q,Xf)}

YIt <- sqgrt(n/(n-1))*scale(YIto) # estandarizo
XC[,pXk+q] = YIt
}

Xh <- as.matrix (XC)

for(h in 1:phi) #*** recalculo Ph y th
{
p.hi <- t(Xh)%*%T[,h]
Np.hi <- sqgrt(as.numeric(t(p.hi)%$*%p.hi))
p.h <- p.hi*1/Np.hi ; U[,h] <- p.h

t.h <= Xh%*%p.h ; T[,h] <= t.h
Xo <- Xh; Xh <- Xo-t.h%*%t (p.h)
}

} # end ej.

X£C[, ((phi-1) *pXf+1) : (phi*pxXf)] <- XC[, (pXk+1) :ph]
# v.q cuantif.

B et e e e e INERCIA-ATE ittt it ittt e teannsnns
XCh <- as.matrix(XC) # matriz cuantificada 1.1, 2.2,...,
phi.phi

ACPnipals <- fnipals (XCh)
Th <- as.matrix (ACPnipals[[1]][,1:rXk])
Uh <- as.matrix (ACPnipals[[2]11])

phc <=1

while (phc <= phi) # recuantifica 1.1;...;pXk.1,...,.pXk

{
r.ytnh <- matrix (0,pXf, 1)

for(g in 1:pXf) {
tnhci <- matrix(0,n)

for(h in 1:phc) {
tnhc <- as.matrix (Uh[pXk+qg,h]*Th[,h])+ tnhci
tnhci <- tnhc

}

if (oXf[gl==1) {YIto <- fcco(tnhc,q,Xf)} else
{YIto <- fcso(tnhc,q,Xf)}

YIt <- sgrt(n/(n-1))*scale(YIto)
XCh[,pXk+g]l = YIt # cuant intra.phc
r.ytnhlqg,1l] <- cor(YIt,tnhc)
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XfCh[, ((phc-1) *pXf+1) : (phc*pXf),phil<- XCh[, (pXk+1l) :ph]

acpXCh <- dudi.pca (XCh,scannf=FALSE,nf=ph)
acpXChI <-inertia.dudi (acpXCh, row.inertia=TRUE,col.inertia=TRUE)

cat ("\n Componentes en la intra-cuantificn : ",phi,".",phc,"\n")
cat ("\n Valores propios asociados \n")

print (acpXChIS$TOT, 2)
plot (acpXCh$eig, type="h", xlab="ejes",ylab="val p", xaxp=c(1l,3,2))

cat ("\n Correlacion entre variables y rXk ejes ","\n")
print (cor (XCh, Th[,1:phi]))

cat ("\n Correlacion entre v.cuantificadas yc.tnhc ","\n")
print (r.ytnh)

phcl <- phc+l ; phc <- phcl

} # end while phc.

phi <- phl+l
} # end while phi

s.fcXn p <- list (XfC,XfCh,Th) # XfCh >> XfC: 1.1, 2.2,...,h.h
return (s.fcXn p)

} # end fgnmNIPALS () .
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fnipals <- function (Xii)

{

}

p <- ncol(Xii); n <- nrow(Xii)
X <= sqrt(n/(n-1)) *scale (Xii)

X0 <= X

T <- matrix(1l,n,p)
P <- matrix(1l,p,p)

for(h in 1:p)

{

tl <- as.matrix(X0[,1])

for(e in 1:50)

{

P11l <- (t(X0)%*%tl)/(as.numeric(t(tl)%*%tl))
nP1ll <- as.numeric (t (P11)%*%P11)
Pl <- 1/sqrt(nP11l)*P11 # vect normalizado [matrix]
tl <- X0%*%P1
}
T[,h] <- tl1
P[,h] <= P1
X1l <- X0 - t1%*%t(P1) # deflacta
X0 <- X1

}

resT.P <- list(T,P)
return (resT.P)

# End, Nipals datos completos.



ANEXO B

GNM-PLS1q

fgnmPLS1lg <- function (Xk,Xq, Yq, oXqg,oYq,H, a)
{

n <- nrow (Xk); pXk <- ncol (Xk); pXg <- ncol (Xq)

XC <- matrix (0,n,pXq); eps=100
S2ty <- matrix(0,eps,a)

Dk <- fnipals (Xk) # descomposicion singular NIPALS
T <- as.matrix(Dk[[1]][,1:H]) # compnts ortogonales

Ygo <- matrix(0,n,1); q <- 1

for(h in 1:H) # cuantifcn agregada inicial

{
if (oYglgl==1) {YIto <- fcco(T[,h],q,Yqg) }lelse
{YIto <- fcso(T[,h]l,q,Yq)}

Ygc <- YIto + Ygo; Ygo <- Ygc
}

YIt <- scale(Ygc); sT <- sqgrt(diag(var(T)))
ct <- cor(T,YIt)/sT # Conformacion C asociada a T
tx <- T%$*%ct

for(ej in l:eps) # parametro estable jiji
{
q <-1
if (oYglgl==1){YIto <- fcco(tx,q,Yq)} else
{YIto <- fcso(tx,q,Yq)} # cuantif Yqgq

Ygt <- scale(YIto) # estandarizo
colnames (Ygt) <- colnames (Yq)

for(q in 1l:pXq)

{
if (oXglgl==1) {XIto <- fcco(Yqgt,qg,Xq)} else
{XIto <- fcso(Ygt,q,Xq)}# cuantif Xg

XIt <- scale(XIto) # estandarizo
XC[,q] = XIt
}

colnames (XC) <- colnames (Xq)
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X <- as.matrix(cbind(scale (Xk),XC)) # matriz X ampliada

Y <- Yqt



152

# .. Maximizacion
f.PLS1 <- fPLS1(Y,X,a)

TH <- £.PLS1[[2]]; CH <- f£.PLS1[[3]]
Yo <- Y
for (h in 1:a)
{

th <- TH[, h]

S2tylej,h] <- cov(th,Yo)"2

Yl <- Yo-th%*$t(CH[,h]); Yo <-Y1
1

T <- as.matrix(TH[,1:H]); C <- as.matrix(CH[,1:H])
tx <= T$*%C

} # end ej.
f.vcl <= fvcl(Y,X,a)

R2h <- f.vcl[[1]]; R2cvh <= f.vcl[[2]]; Q2h <- f.vcl[[3]]
PRESSh <- f.vcl[[5]]

# print (data.frame (R2h,R2cvh, Q2h))
# determine con estos indices, H compnts regresion

wH <- £.PLS1[[1]]; tH <= T
cH <- C; bH <- f£.PLS1[[5]]

r.gnmPLS1lg <- list(Y,X,wH,tH,cH,bH,S2ty,R2h,R2cvh,Q2h, PRESSh)
return (r.gnmPLS1q)

} # end fgnmPLSlg
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fPLS1 <-function (Y, X, H)
{

Xo <- scale (X) # matriz n.p
a <- gr(Xo) $rank # rango de Xo, H <= a
Yo <- scale(Y) # matriz(col)n.l; es equiv sqrt(n/(n-1))

pXo <- ncol (Xo); nXo <- nrow(Xo); pYo <- ncol (Yo)

WH <- matrix(0,pXo,H); TH <- matrix(0,nXo,H)
CH <- matrix(0,pYo,H); PH <- matrix (0,pXo,H)
BH <- matrix (0,pXo,H)

for(h in 1:H)# H : n° compon t en la regresion

{
whi <- t(Xo)%*%Yo/as.numeric (t(Yo)%*%Yo)
nwhi <- as.numeric (sqgrt (t(whi)%$*%whi))

wh <- whi/nwhi # de norma 1
th <- Xo%*%wh/as.numeric (t (wh)%*%wh)
s.th2 <- as.numeric (t(th)%*%th)
ch <- t(Yo)%*%th/s.th2
s.ch2 <- as.numeric (t(ch)%*%ch)

ph <- t(Xo)%*%th/s.th2 # Los ph no son ortonorm.

X1l <- Xo -th%$*%t (ph)

Xo <- X1
Yl <- Yo - th%*%t(ch)
Yo <- Y1

WH[,h]<- wh; TH[,h]<- th; CH[,h]<- ch; PH[,h]<- ph

BH[,h] <= WH[,1:h]%*%(solve(t(PH[,1:h])%*%WH[,1:h]))%*%CH[,1:h]
# coefs Xjz en Yo~cltl ; Yo~cltl+c2t2 ;

}  # end hH
# CH == coef de los TH en la regres 1lm(Yo~TH-1)

W.H <- WH%*%solve (t (PH) $*%WH)

r.PLS1 <- list (WH,TH,CH,PH,BH,W.H)
return (r.PLS1)

} # end fPLS1
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fvecl <- function(Y,X,a) # Validacion Cruzada
{
n <- nrow(X); pX <- ncol(X); Yz <- scale(Y)
mY <- mean(Y); sY <- sqgrt(var(Y))

R2.h <- matrix(0,a,1l); R2vc <- matrix(0,a,1)
Q2h <- matrix(0,a,1); PRESS <- matrix(0,a,1l)
RSS <- matrix(0,a, 1)

for (h in 1:a)
{
rg.PLS1 <- fPLS1(Y,X,h)
T.h <- rg.PLS1[[2]]

rgH <- Im(Yz~T.h -1)
R2.h[h,1] <- summary (rgH)$r.squared
Yze <- fitted(rgH); Ye <- mY+sY*Yze

RSSh <- t(Y-Ye)%*%(Y-Ye) # sum(residuo2)

e 120 <= 0
for (i in 1:n) # one leave out

{
Y i <- ¥[-i,]1; X_i <= X[-1i,]

mXi <- colMeans(X i); sXi <-sqgrt(diag(var(X i)))
# mXi,sXi :vect numeric

Xiz <- as.matrix ((X[1i,]-mXi)/sXi) # matriz (col)

mYi <- mean(Y i); s¥Yi <- sqgrt(var(Y 1i))

PLS1 i <- fPLS1(Y i,X i,h)
Wh i <- PLS1 i[[1]]
Ch i <- PLS1 i[[3]]
Ph i <- PLS1 1i[[4]]
W.h i <- Wh i%*%solve(t(Ph_1i)%*3%Wh 1) # Wh i*
thi <- t(Xiz)%*%W.h i
Yvc <- thi%*%t(Ch_1i); Yivc <- mYi+sYi*Yvc

# estim Yz con V.C
e 12 <= (Y[i,]-Yivc)"2 + e i20 ; e i20 <- e i2
}oo# i

PRESSh <- e i2; PRESS[h,1] <- e i2
R2vc[h,1] <- as.numeric (1-PRESSh/ ((n-1)*var(Y)))

if (h==1) {Q2h[h,1]<- 1-PRESSh/(n-1) }else
{Q2h[h,1]<- 1-PRESSh/RSSh 1}

RSSh 1 <- RSSh ; RSS[h,1] <- RSSh
} # end h

r.fvcl <- 1list(R2.h,R2vc,Q2h,RSS, PRESS) # 02h :mal definida?
return(r.fvecl)

} # end fvcl
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ANEXO C

GNM-PLS2

fGNMpls2 <- function (Xk,Xqg, Yk, Yq, oXq,o¥Yq, H, a)
{
n <- nrow (Xk); eps <- 100
pXk <- ncol (Xk); pXg <- ncol (Xq)
pYk <- ncol(Yk); pYg <- ncol (Yq)
# H <= a; H compnts cuantif, a: compnts regresion

XC <- matrix (0,n,pXq); colnames (XC) <- colnames (Xq)
YC <- matrix (0,n,pYq); colnames (YC)<- colnames (Yq)
r2¥t <-matrix(0,eps,a); Lle <-matrix(0,eps,a)

S2tu <- matrix(0,eps,a)# 1% etapa AIB

Y <- scale(Yk); X <-scale (Xk)

£.PLS2 <- FPLS2(Y,X,H)
U <- £.PLS2[[4]]

uy <- rowMeans (U) # funCuant agregada inicial
for(g in 1:pXq) # Conformacion de d asociada a U
{

if (oXgl[gl==1) {XIto <- fcco(uy,q,Xq)} else

{XIto <- fcso(uy,q,Xq)}

XIt <- scale(XIto); sU <- sqgrt(diag(var(U)))
du <- cor (U,XIt)/sU
uy. <- U%$*%du

if (oXglgl==1) {XIto <- fcco(uy.,q,Xq)} else
{XIto <- fcso(uy.,q,Xq)} # cuantif Xg
XC[,q] = scale(XIto)

} # end g
X <- cbind(scale (Xk), XC)

f.PLS2 <- FPLS2(Y,X,H)
T <- f£.PLS2[[2]]

for(g in 1l:pY¥Yq) # Conformacion de C asociada a T
{
Ygo <- matrix(0,n)
for(h in 1:H)
{
if (oYg[gl==1) {YIto <- fcco(T[,h],q,Yq)} else
{YIto <- fcso(T[,hl,q,Yq)}

Ygc <- YIto + Ygo ; Ygo <- Ygc
}

YIt <- scale(Ygc); sT <- sqgrt(diag(var(T)))
ct <- cor(T,YIt)/sT
tx <- T%*%ct
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if (oYglgl==1) {YIto <- fcco(tx,q,Yq)} else
{YIto <- fcso(tx,q,Yq)} # cuantif Yq

YC[,g] = scale(YIto)
} # end g

Y <- cbind(scale(Yk), YC)

for(ej in l:eps) # convergencia
{

R12 <- t(X)%*%Y/ (n-1)

Rpls <- R12%*%t (R12)

# .. Maximizacion ..#
f.PLS2 <- fPLS2(Y,X,a)

T.h <- £.PLS2[[2]]; C.h <- f£.PLS2[[3]]
P.h <= f£.PLS2[[5]]; Xo <= X; Yo <- Y

for(h in 1:a) # a : moderada

{
ch?2 <- sum(C.h[,h]"2)
uh. <= Yo%*%C.h[,h]/sqgrt (ch2) # |lcl||=1
th <- T.h[,h]; s2th <- var(th)

S2tulej,h] <- cov(th,uh.)”"2 # == r2Y¥t== Lle

r2Yt[ej,h] <- sum(cor(Y,th)"2)*s2th # equiv
Lle[e]j,h]<- eigen(Rpls) $values[1] # 1% etapa AIB

X1 <- Xo-th%*3t(P.h[,h]); Y1 <- Yo-th%*%t(C.h[,h])
R12 <- t(X1)%*%Y1/(n-1); Rpls <- R12%*%t (R12)
Xo <= X1; Yo <- Y1
}

U <- £.PLS2[[4]]

for(g in 1:pXq)

{
sU <- sqgrt(diag(var(U)) [1:H])
du <- as.matrix(cor(U[,1:H],X[,pxXk+q])/sU)
uy <- U[,1:H]%$*%du

if (oXglgl==1) {XIto <- fcco(uy,q,Xq)} else
{XIto <- fcso(uy,q,Xq)} # re-cuantif Xg
XC[,q] = scale(XIto)
} # end g
X <- cbind(scale (Xk), XC)

f.PLS2 <- fPLS2(Y,X,H); T <- £.PLS2[[2]]



}

}

for(g in 1l:pYq) # Conformacion de C asociada a T

sT <- sqgrt(diag(var(T)))
ct <- as.matrix(cor(T,Y[,pYk+q])/sT)
tx <- T$*%ct

if (oYglgl==1) {YIto <- fcco(tx,q,Yq)} else

{YIto <- fcso(tx,q,Yq)} # re-cuantif Yq

YC[,gq] = scale(YIto)

bo#
Y <-

# end

W.h <- f.
U.h <= f.

Wh.

<- f.

end g

cbind (scale(Yk), YC)

e

PLS2[[1]]; T.h <= f£.PLS2[[

111
PLS2[[4]]; P.h <- f£.PLS2[[
PLS2[[7]]

2]11; C.h <= f£.PLS2[[3]]
511

11; B.h <- £.PLS2[[6]]
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r.fGNMpls2 <-1ist(W.h,T.h,C.h,U.h,P.h,B.h,Wh.,X,Y,S2tu, r2¥t,Lle)
return (r.fGNMpls2)

# end fGNMpls2
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fPLS2 <- function(Y,X,H) # H <= a <= rango(X'Y/(n-1))

{

}

Yo <- scale(Y) ; Xo <- scale(X)
pXo <- ncol(Xo); n <- nrow(Xo); pYo <- ncol (Yo)

WH <- matrix(0,pXo,H); TH <- matrix(0,n,H)
CH <- matrix(0,pYo,H); PH <- matrix(0,pXo,H)
BH <- array(0,dim=c (pXo,pYo,H)); UH <- matrix(0,n,H)
for(h in 1:H) # H : n° compon t en la regresion.
{
uh <- Yo[,1]
for (ej in 1:200)
{
whi <- t(Xo)%*%uh/as.numeric (t (uh) %*%uh)
nwhi <- as.numeric(sqrt (t(whi)%$*%whi))

wh <- whi/nwhi

th <- Xo%*%$wh/as.numeric (t (wh)%*%wh) # datos completos
s.th?2 <- as.numeric (t (th)%*%th)

ch <- t(Yo)%*%th/s.th2
s.ch2 <- as.numeric (t(ch)%*%ch)

uh <- Yo%*%ch/s.ch2

ph <- t(Xo)%*%th/s.th2 # Los ph no son ortonorm.

X1 <- Xo -th%*%t(ph); Xo <- X1
Y1l <- Yo - th%*%t(ch); Yo <- Y1

WH[,h]<- wh; TH[,h]<- th; CH[,h]<- ch; PH[,h]<- ph; UH[,h]<-uh

BH[,,h] <- WH[,1:h]%*%solve (t (PH[,1:h])%*SWH[,1:h])%*%t (CH[,1:h])
# coefs Xjz

} # end hH
# CH == coef de los TH en la regres 1lm(Y~TH-1)

WH. <- WH%*%solve (t (PH) $*%WH)

r.PLS2 <- list (WH,TH,CH,UH,PH,BH,WH.)
return (r.PLS2)

# end fPLS2 datos cuantitativos completos
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fvC2 <- function (Y, X, a) # a: compnts regresn

{

n <- nrow(X); r <- ncol(Y)

R2 <- matrix(0,a,r); R2vc <- matrix(0,a,r)
RSS <- matrix(0,a,r); PRESS <- matrix(0,a,r)
ei2o0 <- matrix(0,a,r); ei2 <- matrix(0,a,r)

for(h in 1:a)

{

rgPLS2 <- FPLS2(Y,X,h) # estandariza Y,X

T.h <- rgPLS2[[2]]

for(k in 1:r)

{

}

Ykz <- scale(Y[,k]); mYk <- mean(Y[,k]); sYk <- sd(Y[,k])
rgk.h <- 1lm(Ykz~T.h-1)
R2[h,k] <- summary(rgk.h)S$r.squared
Ykze <- fitted(rgk.h)
Yke <- mYk + sYk*Ykze
RSS[h,k] <= sum((Y[,k]-Yke)"2) # sum(residuo?2)
original

for(i in 1:n)

{

}

Y i <=Y[-i,]; X 1 <=X[-1i,]

mYi <-colMeans (Y 1i); sYi <-sqgrt(diag(var(Y 1i)))

mXi <-colMeans (X 1i); sXi <-sqrt(diag(var(X 1i)))

Xi <- as.matrix(X[1i,]); Xiz <- as.matrix ((Xi-mXi) /sXi)
Yi <- Y[i,]

rgPLS2 i <- FPLS2(Y_i,X_i,h)

Wh i <- rgPLS2 i[[1]]; Th i <- rgPLS2 i[[2]]
Ch i <- rgPLS2 i[[3]]; Ph i <- rgPLS2 i[[5]]

W.h i <- Wh i%*%solve (t (Ph_i)%*%Wh i)
thi <- t(Xiz)%*%W.h_i
Yvc <- thi%*$t(Ch _1i); Yivc <- mYi+sYi*Yvc
ei2[h,] <=(Yi-Yivc)"2 + ei2o[h,]
ei2o[h,] <-ei2[h,]

# i

R2vc[h,] <- as.numeric(l-ei2[h,]/((n-1)*diag(var(Y))))
PRESS[h,] <- ei2[h,]

colnames (PRESS) <- colnames(Y); colnames (RSS)<- colnames (Y)
colnames (R2vc) <- colnames(Y); colnames (R2) <- colnames (Y)

bt

h

r.fvc2 <- list (R2,R2vc,RSS,PRESS,T.h)
return(r.fvec2)

}  # end fVC2

library(pls)

Credt438.

plsr <-plsr(Ykgc~Xkgc, scale=TRUE,validation="LOO", ncomp=2)

PRESSr <-Credt438.plsrS$validation$PRESS == fvC2[[4]]
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ANEXO D

NM-RGCCA (NM-PLS PM nuevo modo A)

fgnmRGCCA <- function(qg,Q,0Q,X.k,C,nameY,Esqg,modo)
{
n <- nrow (X.k[[1]]); ejl <- 40 #; pg <- rep(0,q)
Qk <- Q; X. <= X.k
taSij <- rep(0,ejl); taRij <- rep(0,ejl)
tSij2 <- rep(0,ejl); tRij2 <- rep(0,ejl)

Foveiion.. k Compnts de inicio y ciclo ..........

pls.RGCCAu <- fRGCCAu(g,X.,C,nameY,Esqg, modo)
Yk <- pls.RGCCAu[[1]]; Zk <- pls.RGCCAu[[5]]

ej <=1
while(ej <= ejl)
{

ool Pesos variables.q con las compnts........

for(j in 1:q) # blogques
{
zZkj <= zk[,3] ; XJ <= X.k[[]]]
aj <= ncol(Q[I[311])

if(is.null(gj)) {next} else

{
eq <- rep(0,93)

for(h in 1:g3j) # variabls
{
£ (oQ[[J1][h]==1)ghc <-fcco(Zkj,h,Q[[]]])else
ghc <- fecso(zkj,h,Q[[31])
eql[h]<- cor (ghc, Z2k3j)

}

ep <- cor(zZkj,X]J); epqg <- cbind(ep,t(as.matrix(eq)))

neq <- epqg/sqrt (sum(epg”2)) # razon correl

oo, Cuantificn varbls.q .......

for(h in 1:9j)
{
£(oQ[[31]1[h]l==1)ghc <-fcco(Zkj,h,Q[[]]])else
ghc <- fcso(zkj,h,Q[[311])
Ok[[JI1[,h] <= scale(ghc)
}
colnames (Qk[[J]]) <- colnames(Q[I[J]])
X.[[31] <= cbind(X.k[[J11,0k[[J11])

} # fin bloques

X.c <= X.
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pls.RGCCAu <- fRGCCAu(g,X.c,C,nameY¥Y,Esqg,modo)

Yk <- pls.RGCCAu[[1]]
Zk <- pls.RGCCAuU[[5]]
Foeennn Maximizacion .............

a.sij <= 0 ; a.Rij <= 0; Sij.2 <= 0 ; Rij.2 <=0
covY <- cov (Yk); corY <- cor(Yk)

for (i in 2:q)
{
for(j in 1:(i-1))
{
aSij <-C[i,jl*abs(cov¥[i,]j])+ a.Sij
aRij <- C[i,jl*abs(corY[i,j])+ a.Rij
Sij2 <= C[i,Jl*covY[i,]]"2+ Sij.2
Rij2 <= C[i,jl*corY[i,3]1"2+ Rij.2

a.Sij <- aSij; a.Rij <- aRij
Sij.2 <= Sij2 ; Rij.2 <- Rij2
}
}
taSijlej] <- aSij; taRij[ej] <- aRij
tSij2[ej] <- Sij2; tRij2[ej] <- Rij2

ej.u <- ej+l ; ej <= ej.u

print(ej); print (covy)
print(aSij); print(Sij2); print(aRij); print (Rij2)

} # convergencia

wij <- pls.RGCCAuU[[2]]
B <- pls.RGCCAu[[3]]
R2 <- pls.RGCCAu[[4]]

rgnmRGCCAl <- list(R2,B,w]j,Yk,Zk,X.c,taSij,taRij,tSij2,tRij2)
return (rgnmRGCCAL)

# end gnmRGCCA



fRGCCAu <- function(qg,X.k,C,name¥Y,Esqg,modo) #

{

n <- nrow(X.k[[1]]); ejl <= 200

Y <- matrix(0,n,q); Z <-matrix(0,n,q);

e <-matrix(0,q,q)
a <- paste("a",l:q,sep=""); Wj <- list(seqg(l:q))

tasSij <- rep(0,ejl); tSij2 <- rep(0,ejl)
taRij <- rep(0,ejl); tRij2 <- rep(0,ejl)

for(j in 1:qg)# cualquier inicio conlleva result equiv

{
pj <- ncol(as.matrix(X.k[[]]1])
aj <- as.matrix(rep(l/sqrt(pj)

)

/PI))

Y[,j] <- as.matrix(X.k[[]]])%*%a]j

}

colnames (Y) <- nameY

for(j in 1:q9) # positividad

{
r.j <- cor(Y[,J1,X.k[[311])
Sig.r <- sum(sign(r.3j))
if(Sig.r <= 0) {sYj <- -Y[,31;

}

ej <=1
while(ej <= ejl)
{
for(bj in 1:q9)
{
for (i in 2:qg){
for(j in 1:(i-1))
{
if(Cli,31==1){

Y[,3]

# RGCCA: tao=1

<- sYj}

if (Esgq==1) el[i,j]l<- sign(cov(Y[,i],Y[,3])) #Cntroid
if (Esg==2) eli,]jl<- cov(YI[,1i1,Y[,3J]1)
if (Esg==3) el[i,j]l<- C[i,Jjl# Horst

}

elj,i] <= eli,]]
}
Zj <- matrix(0,n)
for(i in 1:q9) {
Z[,bj] <= eli,bJl1*Y[,1]+ Zj
}

Xj <- as.matrix(X.k[[bj]])

’

23

<= Z[lbj]

# Factor

# inner
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if (modo[bjl==1){aj i <- t(XJ)%$*%Zj; naj<- sqgrt(sum(aj_i~"2))}else
{aj_ 1 <- solve(t(X])%*%X]J)S$*St (X])S*%Z]
Yoj <- Xj%*%aj i; naj <-sqgrt(var(Yoj))}

# naj<- sqrt(l/n*t(z23j)%$*%Xj%*%aj 1)}

aj <- aj_i*1l/as.numeric(naj)

# || ajll= 1 tipo RGCCA tao=1,

assign(albjl,aj)
Wjl[bjl] <- get(albj])

Y[,bj] <- as.matrix(X.k[[b3jl])%*%aj

v(Yj)=1 con tao=0

# outer:

no stand
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# positividad

r.j <- cor(Y[,bjl,X.k[[b]]])
Sig.r <- sum(sign(r.j))
if(Sig.r <= 0){sYj <= =-Y[,bjl; Y[,bj] <- sYj}

} # end Dbj
# Maximizacion

a.8ij <= 0; Sij.2 <= 0; a.Rij <= 0; Rij.2 <-0
covY <- cov(Y); corY <- cor(Y)

for (i in 2:q9) {
for(j in 1:(i-1))
{
aSij <= C[i,j]l*abs(covY[i,J])+ a.Sij
Sij2 <= C[i,Jl*covY[1,]]"2+ Sij.2
aRij <- C[i,jl*abs(corY[i,j])+ a.Rij
Rij2 <- C[i,j]*corY[i,]J]"2+Rij.2

a.Sij <- aSij; Sij.2 <- Sij2
a.Rij <- aRij; Rij.2 <- Rij2
}
}
taSijlej] <- aSij; tSij2[ej] <- Sij2
taRij[ej] <- aRij; tRij2[ej] <- Rij2

ej.u <- ej+l ; ej <- ej.u
} # end while
rg¥3 <- 1lm(Y[,3]~Y[,-3]1-1, data=as.data.frame (Y))
B <- coef (rg¥3)

R2 <- summary (rg¥3) $r.squared

rfRGCCAuU <- list(Y,Wj,B,R2,Z,taSij, tSij2,taRij, tRij2)
return (r fRGCCAu)
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fPLSpm <- function(q,X.k,b,nameY,Esqg,modo) # Modo A original
{

n <- nrow(X.k[[1]]); e31=1000; e <- matrix(0,q,q)

Y <- matrix(0,n,q); Z <- matrix(0,n,q)

a <- paste("a",l:qgq,sep=""); wj <- list(seq(l:q))

rXYy <- paste("rXY" l:gq,sep=""); rj <- list(seq(l:q))
taSij <- rep(0,ejl); tSij2 <- rep(0,ejl)

taRij <- rep(0,ejl); tRij2 <- rep(0,ejl)

for(j in 1l:q9)
{

Y[,J] <= X.k[[3]11[,1]
}

colnames (Y) <- nameY

for(j in 1l:q)

{
r.j <- cor(Y[,J],X.k[[]]1])
Sig.r <- sum(sign(r.j))
if (sig.r <0) {sYj <- -Y[,31; Y[,3] <- sYj}
if(Sig.r ==0){r.P <- sum(r.j[r.j > 0])
r.N <- sum(r.j[r.j < 0])
if(r.N > r.P){sYj <- =-Y[,3]1; Y[,3] <= sYj}
}
}
ej <- 1
while(ej <= ejl)

{
for(bj in 1:q)
{

for (k in 2:q) {
for(j in 1:(k-1))
{

if(blk,jl==1){
if(Esg==1) elk,jl<- sign(cor(Y[,k],Y[,31))
if (Esg==2) elk,Jj]<- cor(Y[,k],Y[,J])
if (Esg==3) elk,jl<- blk,j] # Horst

}
elj, k] <= elk,7J]

}

Zo <- matrix (0,n)
for(k in 1:q)

{

Z3 <= elk,bjl*Y[,k]l+ Zo ; Zo <- Zj
}
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Z[,bj] <= Z3; sZ2 <- sum(Z[,bj]1"2) # 6 scale(z3)

Xj <- as.matrix(X.k[[bjl])

if (modo[bjl==1) aj i <- t(XJj)%*%Z[,bj]l*1/s22 else
aj 1 <= solve (t(X])%$*%XJ)$*St(XF)%$*$Z[,b]]

# reg simple Xj~Zj 6 aj i <- cor(X.k[[bj]],Z[,b]])

Yoj <- Xj%*%aj i
aj <- (l/as.numeric (sqrt (va
# ajusto aj t.qg V(Yj)
]

r(Yoj))))*aj i
=1
assign(al[bjl,aj); willbj]l]

<- get(al[bjl)
Y[,bj] <= Xj%*%aj
]f.j <= COI(Y[,bj],Xj)
Sig.r <- sum(sign(r.j))
if(Sig.r <0){sYj <- -Y[,bjl; Y[,bj] <- sYj}
if(Sig.r ==0){r.P <= sum(r.j[r.j > 01)
r.N <- sum(r.j[r.j < 0])
if(r.N > r.P){sYj <- -Y[,bj]; Y[,bj] <- sYj}
}
}  # end Dbj

# Maximizacion

a.3ij <= 0; Sij.2 <= 0; a.Rij <= 0; Rij.2 <=0
covY <- cov (Y); corY <- cor (Y)

for (i in 2:q) {
for(j in 1:(i-1))
{

asij <- C[l,j]*abs(con[i,j])+ a.sij
Sij2 Cli,jl*covY[i,]]"2+ Sij.2
aRij Cli,jl*abs(corY[i,J])+ a.Rij
Rij2 Cl[i,jl*corY[i,]]1"2+R1ij.2

a.51ij <- aSij; Sij.2 <- Sij2
a.Rij <- aRij; Rij.2 <- Rij2
}
}
taSijf[ej] <- aSij; tSij2[ej] <- Sij2
taRij[ej] <- aRij; tRij2[ej] <- Rij2
ej.u <- ej+l ; ej <= ej.u

} # end while

rownames (Y) <- rownames (X.k)
# wj = aj <- list(al,a2,a3)

rg¥3 <- 1lm(Y[,31~Y[,-3]1-1)
B3 <- rg¥3$coeff
R2 <- summary (rg¥3) $r.squared
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for(j in 1:q)

{
assign(rXY[jl,cor(X.k[[31]1,Y[,31))
rj[[Jj]] <- get(rXY[j])

}

print (modo)
rPLSpmt <- list(Y,wJj,rj,B3,R2,Z,taSij,tSij2,taRij,tRij2)

} # end fPLSpm
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