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Resumen

En esta tesis se abordan algunos aspectos del desarrollo histérico de la teoria
de conjuntos desde su nacimiento en la década de 1870 hasta el inicio de
la Segunda Guerra Mundial en 1939, enfatizando en el periodo 1920-1939
concretamente en Varsovia, en la revista Fundamenta Mathematicae y en la
obra del matematico Waclaw Sierpinski.

En este sentido, se hace un estudio histérico de la teoria de conjuntos en la
escuela de Varsovia en el periodo Entreguerras, estudiando los aspectos que
se conjugaron para que la comunidad matematica en Polonia adquiriera una
posicién de reconocimiento a nivel internacional. Entre estos aspectos estan
el surgimiento de la revista Fundamenta Mathematicae como érgano de di-
fusién de los matemaéticos de la escuela de Varsovia, la cual se especializé en
teoria de conjuntos y ramas afines a ésta, también se estudia la obra de Sier-
pinski en relacién a la teoria de conjuntos.






Abstract

In this thesis some aspects of the historical development of set theory are
tackled, since its birth in the 1870s until the beginning of the second World
war in 1939, making stress in Varsovia, in the period from 1920 to 1939, in
the journal Fundamenta Mathematicae and in the Sierpinski’s work.

In this sense, a historical study of set theory in the Varsovia’s school
during the interwar period is made, assessing the facts that brought the
mathematical community in Poland to acquire international recognition.
Between them, the birth of the journal Fundamenta Mathematicae as an
entity for spreading the work of mathematicians of the Varsovia’s school,
which become expert in set theory and similar branchs. It is also studied the
Sierpinski’s work in regard to set theory.
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Capitulo 1

Introduccion

Esta investigacion se enmarca en el estudio de la historia de la teoria de
conjuntos, en concreto, se examina la concepcion y los usos que una co-
munidad matemética emergente, como la polaca, tenia de esta rama de las
matematicas. También se aborda la conformacién y la internacionalizacion
de la comunidad polaca de matematicos, enfatizando en la importancia de la
revista Fundamenta Mathematicae como la primera revista especializada en
una tematica de las matematicas como lo es la teoria de conjuntos, y en la
figura y obra de Waclaw Sierpinski, uno de los fundadores de esta revista.

La teoria de conjuntos ha jugado un papel bésico en las matematicas
contemporaneas, mas ain en el analisis matematico y sus ramas cercanas,
ya que por ejemplo, el andlisis se fundamenta en la estructuracion de
la linea recta, lo que permite determinar la idea moderna de funcién,
que es indispensable para todas las ramas de las matematicas. En
[De La Pava, 2010, p. 65] se plantea la importancia de la teoria de conjuntos
de la siguiente forma:

De hecho, la relaciéon entre la teoria de funciones, que al-
canz6 también su independencia del analisis, y la teoria de con-
juntos ha llegado a ser tan estrecha que hoy en dia dificilmente la
primera puede dar un paso sin apoyarse en la segunda. La mayoria
de textos modernos sobre teoria de funciones inician su presenta-
cién con uno o varios capitulos dedicados a la teoria de conjuntos.

Maés aun, los libros de texto de analisis, topologia o algebra,
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también tienen en sus preliminares o en el apéndice un capitulo
dedicado a la teoria de conjuntos. En particular, el concepto
de biyeccion, como instrumento para medir el tamano de los
conjuntos, ha sido trascendental en casi todas las areas de las
matematicas. Dentro de los conceptos mas extraordinarios que
se han producido en la teoria de funciones, a través de métodos
conjuntistas, estan el de integral de Lebesgue y el concepto de
medida. La presentacion axiomatica de la integral de Lebesgue se
debe a los desarrollos de Cantor.

En ese aspecto también se puede traer a colacién la vision moderna del gru-
po Nicolas Bourbaki, el cual ve la teoria de conjuntos como base de todas
las matematicas, donde el primero de los diez volimenenes de su tratado
Elementos de matemdtica se llama teoria de conjuntos, lo cual se relaciona
con el enfoque conjuntista que se desprende de la obra de Dedekind y que se
plantea en parte del capitulo 2.

Es pertinente aclarar que actualmente la teoria de conjuntos tiene un estado
de independencia que no tuvo a principios del Siglo XX, ya que para ese
entonces sus fronteras eran difusas y sus contenidos se solapaban con otras
ramas que ahora son independientes. Estas ramas son la teoria general de con-
juntos, la teoria de funciones, la topologia, la teoria de la medida, la teoria
descriptiva de conjuntos y la légica. Estas ramas se han retrolimentado entre
siy la historia de una de ellas implica estudiar parte de la historia de las otras.

Se puede profundizar en los tropiezos histéricos que tuvo la teoria de conjun-
tos para obtener un reconocimiento por parte de la comunidad matematica,
pasando por las dificultades de la “domesticacion del infinito”, de las apli-
caciones que podian encontrarse a este nuevo campo y hasta por los roces
personales de Cantor con algunos colegas. Lo anterior sirve para darse cuenta
de la riqueza historica de la teoria de conjuntos, lo cual significa a su vez un
riesgo de perder el hilo si es que no se delimita la investigacion, es asi que
este trabajo se centra en un fenémeno intelectual y sociolégico como es el
surgir de la revista Fundamenta Mathematicae y en la internacionalizacién
de la matematica polaca. En ese sentido, se aborda la figura de Waclaw Sier-
pinski, autor de 724 articulos y 50 libros (200 de estos articulos publicados
en los primeros 20 anos de la revista nombrada), como cabeza visible de esta
comunidad de matematicos polacos y como uno de los fundadores de esta
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Capitulo 1. Introduccion

revista, que fue la primera especializada en una rama de las matematicas.

El surgimiento y la historia de la teoria de conjuntos ha tenido una tendencia
a asociarse y a limitarse a la biografia de Georg Cantor, en ambitos mas ilus-
trados en los pormenores historicos y en las discusiones filoséficas surgidas
de la teoria de conjuntos, se nombra también a Ernst Zermelo y el axioma de
eleccién. En una historiografia de orden meramente epistemologico y en la
que se limite a los dos principales problemas surgidos de la teoria de conjuntos
estaria bien centrarse en Cantor y en Zermelo, pero para una historiografia
méas amplia en la que se vincule distintos enfoques de la teoria de conjuntos,
como lo que se plantea en esta tesis, se debe involucrar la obra de varios mas
autores, algunos posteriores a ellos dos y de otros ambitos europeos.

El aporte principal de este trabajo es la sistematizaciéon de una parte de la
historia de las matematicas que aunque se encuentra mencionada en algunos
textos y articulos no se profundiza desde los distintos enfoques de los desarro-
llos conjuntistas surgidos de Cantor y de Dedekind ni desde la comparativa
con ramas como la topologia, la teoria de funciones y la logica.

Estudiar el proceso de instauracion de una escuela como la de Varsovia,
requeriria el conocimiento del idioma polaco para acceder a documentos im-
portantes tales como actas de reuniones, o quizas memorias de los seminarios
y hasta la lectura de articulos en este idioma, sin embargo en la estrategia
para internacionalizarse, llevada a cabo por los matematicos polacos, faci-
lita el estudio para un no polaco hablante, ya que optaron por publicar en
los idiomas considerados internacionales (francés, aleman, inglés e italiano).
Por ejemplo, la mayoria de la obra matematica de Sierpinski se encuentra
publicada originalmente en francés, y en [Hartman et al., 1974] se traduce
gran parte de sus articulos que fueron publicados originalmente en polaco.
También buena parte de las memorias escritas por actores de esta historia se
encuentra en francés y el inglés.

La investigacion abordara el periodo comprendido entre la década de 1870, en
la que Cantor y Dedekind hacen publicaciones con desarrollos conjuntistas,
hasta el inicio de la Segunda Guerra Mundial en 1939. El énfasis se hard en
las décadas de 1920 y 1930 que corresponde a los primeros veinte anos de la
revista Fundamenta Mathematicae en el ambiente de la Escuela de Varsovia
y en la figura de Wactaw Sierpinski, en las publicaciones que éste realiza en
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la revista y en el uso que éste daba de las investigaciones en conjuntos y sus
aplicaciones.

La hipotesis con la que se inicié esta investigacion, y que fue abordada en
la tesina [Chaves, 2010}, es que la teoria general de conjuntos, en el sentido
actual, no permite ser catalogada en 1930 como una disciplina matemaética.
En el capitulo 2, se dan razones para cambiar un término a esta hipdtesis
y se profundiza en la pregunta si la teoria de conjuntos puede, antes de la
Segunda Guerra Mundial, considerarse como una subdisciplina de las ma-
tematicas. La hipdtesis y la pregunta posterior se enmarcan en una hipotesis
més fuerte, trabajada en [Ferreirds, 2010], que consiste en que la teoria de
conjuntos adquiere el estatus de disciplina! en la década de 1940 con los tra-
bajos en légica de Kurt Godel, que van aplicados a la axiomatizacion de la
teoria de conjuntos.

Al hablar de institucionalizaciéon de una subdisciplina matemaética, se entra
en un terreno de orden sociolégico, ya que se debe enmarcar una comuni-
dad impulsora de ésta a través de congresos especializados, produccion en
revistas, manuales o cursos (ligados a catedras) en dmbitos académicos. En
la década de 1870 no es preciso hablar de una comunidad en referencia a la
teoria general de conjuntos, ni ain a lo que se consideraba como teoria de
conjuntos. En su lugar, se puede identificar a Dedekind y Cantor como los
pioneros de esta teoria. Dedekind no visualizaba la teoria de conjuntos inde-
pendiente de otras subdiciplinas de las matematicas, ya que la concebia como
fundamentadora de éstas, mientras que Cantor no tenia ese enfoque y se per-
mitia identificarle una parte pura y otra aplicada [Grattan-Guinness, 1970,
p. 25]. La parte pura estd relacionada con los fundamentos de ésta y la ge-
neracion de transfinitos, mientras que en la parte aplicada senalaba los usos
como en teoria de funciones, en topologia e incluso en la fisica matematica.

Para 1920, ya se puede hablar de una comunidad matematica en torno a la
teoria de conjuntos, siendo Varsovia uno de los casoa mas se evidencia que la
concepcién de teoria de conjuntos ha evolucionado respecto a los desarrollos
iniciales de Cantor y Dedekind. En ese sentido esta investigacion se propone
ahondar en la obra en teoria de conjuntos de Sierpiniski, como representante
de la escuela de Varsovia de matematicas, con el fin de identificar el enfoque

!Subdisciplina, para el caso de esta trabajo.
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Capitulo 1. Introduccion

de sus desarrollos conjuntistas, y determinar entre otras cosas si la parte pura
de la teoria de conjuntos tiene tanta relevancia como la parte aplicada.

El objetivo general de este trabajo es caracterizar la teoria de conjuntos en
Polonia en el periodo Entreguerras. Para abordar este propdsito, se plantean
los siguientes objetivos especificos:

1. Determinar el estatus de la teoria de conjuntos previo a la Segunda
Guerra Mundial, en comparacién con otras ramas de las matemaéticas.

2. Determinar la recepcién de los enfoques sobre los desarrollos
conjuntistas de Cantor y Dedekind en algunos de los principales
matematicos de antes de la Segunda Guerra Mundial.

3. Senalar aspectos puntuales y claves que permitieron la instauracién
de la escuela de Varsovia y que posteriormente llevaron a ésta a ser
reconocida en la comunidad matematica internacional.

4. Caracterizar la teoria de conjuntos en Sierpinski y en la revista
Fundamenta Mathematicae.

5. Presentar una historiografia de la teoria descriptiva de conjuntos
clasica.

Los objetivos especificos se abordan asi: el primero en el capitulo 2, el se-
gundo en los capitulos 3, 4 y 5 (teniendo en cuenta que en el capitulo 3 se
da las bases para esta caraterizacion bajo los enfoques que en ese capitulo se
describen), el tercer objetivo se aborda en el capitulo 4, el cuarto objetivo en
capitulo 5 y el quinto objetivo en el capitulo 6.

En concreto, en el capitulo 2 se presenta el estatus de la teoria de conjun-
tos hasta antes de 1939, para ello se compara su relevancia con la de otras
ramas. En [Chaves, 2010] se cuestiona la idea de que la teorfa general de
conjuntos se configuré6 como disciplina a partir de los trabajos de Cantor
y Zermelo, lo cual se complementa y profundiza en ese capitulo. En 2.1 se
presenta los criterios para que un campo de estudio se pueda considerar dis-
ciplina o subdisciplina cientifica, mientras que 2.2 se centra en determinar
que la teoria de conjuntos, durante las décadas de 1920 y 1930, no alcanza a
adquirir el rango de subdisciplina de las matematicas, para ello se compara

13



con la relevancia que otras ramas como la légica y la topologia han tenido en
los 23 problemas de Hilbert (apartado 2.2.1), en las revistas de revisién de
articulos Jahrbuch Uber die Fortschritte der Mathematik (apartado 2.2.2) y
Zentralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete (apartado 2.2.3), y en los
congresos internacionales de matemaéticas (apartado 2.2.4).

En el capitulo 3 se presenta el enfoque que distintas escuelas y matematicos
tuvieron sobre la teoria de conjuntos. Se distinguen tres enfoques, los cuales
son presentados en el apartado 3.1, dos de los cuales surgen de los trabajos
de Cantor, el primero es de sus desarrollos conjuntistas con el propdsito de
resolver problemas de teoria de funciones u otras ramas, el segundo enfo-
que surge desde que descubrié que el conjunto de los nimero reales no es
equipotente con el conjunto de los nimeros racionales, dando asi vida a los
problemas sobre conjuntos y numeros transfinitos, demarcando asi un en-
foque en el que los desarrollos conjuntistas estan para resolver problemas
que son propios de la teoria de conjuntos; el tercer enfoque viene dado por
la obra de Dedekind, contemporaneo de Cantor, quien inclina sus investi-
gaciones en teoria de conjuntos con el proposito de dar una base sélida a
las matematicas. En el apartado 3.2 se presenta la recepcién que tuvo los
trabajos de Cantor y Dedekind entre algunos de los principales matematicos
italianos de final de Siglo XIX y también los enfoques que acogié Hilbert,
el apartado 3.3 aborda ya el cambio de siglo y se adentra en los casos de la
escuela de Parfs (apartado 3.3.1), algunos matemadticos alemanes (apartado
3.3.2) y algunos matematicos ingleses (apartado 3.3.3). En el apartado 3.4 se
aborda desde mitad de la década de 1910, primero con varios matematicos
de diversas nacionalidades pero que en algiin momento pasaron por Gotinga
(apartado 3.4.1) y el apartado 3.4.2 se centra en Luzin y Alexandroff, de la
escuela de Mosci.

El capitulo 4 se centra en Polonia, presentando algunos aspectos importantes
de las matematicas polacas del periodo Entreguerras, en lo que se resalta la
fundacién de la revista F'M y la labor de Sierpinski como lider de la escuela
de Varsovia. El apartado 4.1 hace un recorrido por el estado institucional de
las matematicas en el territorio polaco antes de la Primera Guerra Mundial.
En 4.2 se focaliza en la escuela de Varsovia, en 4.2.1 se muestra el naci-
miento y los anos previos del nacimiento de ésta, mientras que en 4.2.2 se
dedica a los primeros anos de la revista Fundamenta Mathematicae, la cual
sirvié para que se consolidara la escuela de Varsovia. El apartado 4.3 con-

14



Capitulo 1. Introduccion

tinta con la escuela de Varsovia, pero analizando la retroalimentacion entre
légica y matematica, enfatizando en algunos autores que encontraron temas
en comun entre la teoria de conjuntos y la logica, especialmente desde los
fundamentos de las matemaéticas. En se desplaza el estudio hacia otro de los
importantes centros matematicos de Polonia, como es la escuela de Ledpolis,
donde se destaca la revista Studia Mathematica, surgida en el seno de esta
escuela, y la cual se especializo en andlisis funcional. El lider de esta escuela
fue Stefan Banach, a quien se dedica el apartado 4.4.1, mientras que 4.4.2
se ocupa del denominado cuaderno escocés, que era un cuaderno en el que
varios de los matematicos de Ledpolis escribian los problemas surgidos de
sus disertaciones después de sus horas laborales. El apartado 4.5 se aborda
superficialmente los otros tres centros importantes de matematicas en Po-
lonia, estos son Cracovia, Vilna y Posnania. En 4.6 se muestra algunas de
las principales actividades de la Sociedad Polaca de Matematicas y en 4.7 se
presenta una biografia de Sierpinski.

El capitulo 5 tiene un énfasis estrictamente internalista, donde se analiza las
publicaciones que Sierpinski hace en teoria de conjuntos, primero desde una
distribucién en cinco teméticas (apartado 5.1), estas son teoria general de
conjuntos, apartado 5.1.1; conjuntos analiticos y proyectivos,? en el apartado
5.1.2; teoria de la medida, en 5.1.3; topologia general, en 5.1.4; y funciones de
variable real,® en 5.1.5. En 5.2 se hace una seleccién de articulos relevantes,
5.2.1 se dedica al articulo mas importante de Sierpinski, en el que se repasa
todos las secciones de esta larga publicacién. En 5.2.2 se presenta el resumen
de otosos articulos de Sierpinski, mientras que en 5.2.3 se muestra un resu-
men de articulos importantes publicados en Fundamenta Mathematicae de
diversos autores. Estas tultimas secciones tienen el fin de determinar, apartir
de estos articulos, el enfoque que Sierpinski y Fundamenta daban a la teoria
de conjuntos.

El capitulo 6 se dedica a una de las ramas en las que se dividio la teoria
de conjuntos, esta es la teorfa descriptiva de conjuntos. Se hace un especial
énfasis en el surgimiento de esta teoria, enfatizando en los aportes iniciales
de matemadticos de la escuela de Moscui y de la escuela de Varsovia. En 6.1
se estudia el peso de los temas de esta teoria en textos importantes, como el

2También denominada en otras partes de la tesis como teoria descriptiva de conjuntos.
3Denominada como teorfa de funciones de variable real en otros apartados de la tesis.
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de Hausdorff de 1914 y el de Kuratowski de 1933 que no se centran en teoria
descriptiva (apartado 6.1.1) y luego en 6.1.2 en los libros de Luzin de 1930
y de Sierpinski de 1950 que si tienen como objeto de estudio temas de esta
teoria, analizando la tabla de contenido de estos textos. En 6.2 se estudia
cuatro hechos que han demarcado la emergencia de la teoria descrptiva, es-
tos son: la propueta del estudio de las propiedades de regularidad, en 6.2.1;
la introduccién de los conjuntos borelianos y de las clases de Baire, en 6.2.2;
la emergencia de los conjuntos analiticos y de los conjuntos coanaliticos, en
6.2.3; v la propuesta de la jerarquia proyectiva de conjuntos, en 6.2.4. El
apartado 6.3 se dedica a analizar algunos aspectos técnicos (apartado 6.3.1)
y otros de orden filoséfico (apartados 6.3.2 y 6.3.3) que se infieren de la obra
de Luzin en teoria descriptiva de conjuntos. Luego de las conclusiones de
este capitulo (apartado 6.4), se presenta un anexo, apartado 6.5, en el que se
presenta los principales resultados en teoria descriptiva de conjuntos después
de su etapa clasica.

El capitulo 7, se dedica a las conclusiones que no se pueden obtener de la
lectura de uno de los capitulos anteriores, sino que necesita mezclar tematicas
de dos 0 mas de esos capitulos o incluso de los apéndices.

Finalmente hay seis apéndices. En el apéndice A se presenta una clasificacion
disciplinar del 2010, en el apéndice B se presenta los axiomas de la teoria de
conjuntos de Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccién, denotada por ZFE.
En el apéndice C se presentan los 23 problemas que Hilbert enuncio en el con-
greso internacional de matemaéticas de 1900 en Paris como los que marcarian
el derrotero de las matemadticas en el Siglo XX. En el apéndice D se desgloza
la clasificacién disciplinar del volumen de 1904 (publicado en 1906) del Jahr-
buch Uber die Fortschritte der Mathematik. En el apéndice E se muestra el
articulo “Sobre las necesidades de las matematicas en Polonia”, que fue muy
importante para el futuro de las matematicas en Polonia después de la inde-
pendencia en 1918. Finalmente, el apéndice F se presenta el titulo de todos
los articulos que Sierpinski publicé en Fundamenta Mathematicae desde 1920
hasta 1939, clasificindolos en cinco teméticas (apéndice F.1) para posterio-
mente (apéndice F.2) recoger en varias tablas la informaciéon de porcentajes
dedicados a cada una de las cinco teméticas.

Las cinco temaéticas de las que se habla en el apéndice F son las que con-
forman sus temas de interés, y que para ese entonces encuadraban en lo que
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Capitulo 1. Introduccion

se denominaba teoria de conjuntos. Inicialmente, se propuso clasificar sus
articulos en tres tematicas: teoria de conjuntos pura, topologia y teoria de
funciones; ello basado en la divisién de Cantor de la teoria de conjuntos de
finales del siglo XIX. Sin embargo sobresalian articulos que no encuadraban
en éstos, lo que llevd a reestructurar la clasificacion e incluir teoria de la
medida y teoria descriptiva de conjuntos. Con lo que se confirma que los
procesos de independizacion de las subdisciplinas son graduales, ya que 30
anos después de la division de Cantor, al menos en la escuela de Varsovia de
matematicas ya surgian algunas tematicas que para Cantor no se visualiza-
ban como relevantes.

La clasificacion de los articulos se ha hecho basandose inicialmente en la
informacion que aporta el titulo, y cuando no era suficiente se pasaba a la
lectura del resumen, que en muchos casos no era un apartado diferenciado
del articulo, sino que el autor lo describia en las primeras lineas de éste.
En varios casos, donde la frontera entre estas tematicas era confusa, debido
a que algun articulo hacia uso de elementos conceptuales de dos o més de
éstas, se ha recurrido a la fuente primaria Jahrbuch Uber die Fortschritte der
Mathematik [Jahrbuch Project, 2007], que plantea la ubicacién disciplinar de
estos articulos de acuerdo a los criterios vigentes en la época de publicacién,
lo que no necesariamente coincide con las clasificaciones actuales. También
cabe decir que en los articulos donde persistia la duda sobre la preponderan-
cia de alguna de las ramas, se nombra en una nota a pie de pagina cada item
en el que podria haberse clasificado.

Como ya se dijo, un trabajo preliminar de esta tesis fue la tesina “La teoria
de conjuntos en la obra de Waclaw Sierpinski y los primeros anos de la revis-
ta Fundamenta Mathematicae” [Chaves, 2010], en el cual se clasificé en cinco
temaéticas los articulos que Sierpinski publicé en FM desde 1920 hasta 1930.
Previo a ello se habia considerado una clasificacion acorde a la concepcién
que Cantor presentaba de la teoria de conjuntos como pura y aplicada (ver
[Grattan-Guinness, 1970]) a finales del Siglo XIX. En la parte aplicada des-
tacaba la topologia de puntos, la teoria de funciones de variable real y la
fisica matematica, mientras que en la parte pura sobresalian los fundamen-
tos de esta teoria y la generacion de transfinitos. Cabe decir que de estas
cinco temadticas senaladas por Cantor, se evidencia que Sierpinski acoge en
su interés todas excepto la fisica matematica. Asi, la propuesta inicial de cla-
sificacion de los articulos fue en tres tematicas: topologia, teoria de funciones
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y teoria pura de conjuntos.

Sin embargo, el proceso de “destilacién”de la matemética pura a fines del
XIX y principios del XX (con la consiguiente separacién de la fisica), la
influencia francesa y rusa recibida por los polacos, generaron el surgimien-
to de unas tematicas que Cantor no podia visualizar en la década de 1880.
Asi en el ambiente de la naciente escuela de Varsovia de matemaéticas, aquella
propuesta inicial de clasificacion resulta incompleta, por eso se aumento los
items clasificatorios de tres a cinco. En el transcurso de este trabajo se ha
visto que en [Hartman et al., 1974] se divide cinco temdticas las publicacio-
nes de Sierpiriski en teoria de conjuntos,? ellas coincidiendo en gran parte con
la que se propuso en [Chaves, 2010]. Solo hay una diferencia en las temati-
cas que vale la pena nombrar: aqui se denota “teoria de la medida’y en
[Hartman et al., 1974] se denominé “Medida y categorias”. Cabe decir que
bajo ese segundo nombre tendria una frontera muy borrosa con otra de las
temdticas propuesta (topologia), pero se justifica ese nombre de acuerdo a la
relevancia que adquirié un resultado que relaciona los conjuntos de medida
cero con los conjuntos de primera categoria y que genero varias publicaciones
posteriores. Aqui se decide replantear el nombre de la tematica a teoria de la
medida, ya que hay una cantidad de articulos que no solo se dedican a deter-
minar si algunos conjuntos son medibles o no, sino que acoge aspectos mas
fundamentales de la teoria de la medida como son las medida o contenidos
exterior e interior.

4En este caso no se tendré en cuenta lo concerniente a teorfa de nimeros, que fué el
otro gran interés de Sierpinski y al cual dedicé en la época inicial y en la final de su
productividad
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Capitulo 2

La categoria disciplinar de la
teoria de conjuntos

En este trabajo se aborda un aparte de la historia de un campo disciplinar
como lo es la teoria de conjuntos. No se opta por la perspectiva de la teoria
de conjuntos desde un concepto o resultado,! o alrededor de la obra de un
personaje como Cantor,? lo cual habria conducido a otra contextualizacion,
movilizando otros fenémenos y quizds otros protagonistas. Es asi que este
capitulo se aborda desde una concepcién diferente, entendiendo el concepto
de disciplina como una unidad en el que ademés se pueda identificar parte
de los procesos de las comunidades en los que la teoria de conjuntos tuvo
relevancia.

Este capitulo se divide en dos partes, en la primera se habla de la concepcién
de disciplina en la historia de la ciencia, particularizando en el campo de
las matematicas. La segunda parte se centra en determinar si la teoria de
conjuntos, durante las décadas de 1920 y 1930, alcanza a adquirir el rango
de subdisciplina de las matematicas y a ubicarla en una jerarquia disciplinar,
para ello se usa criterios establecidos en la primera parte.

Cabe aclarar que no objetivo del capitulo abordar la concepcién de discipli-
nas o subdisciplinas o proponer una jerarquia disciplinar en las matematicas,
sino hacer una comparativa de la teoria de conjuntos con otras ramas de las

1Como se hace en [Moore, 1982] tomando el axioma de eleccién como el centro de la
historia.
2Como se plantea en [Grattan-Guinness, 1980).
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2.1. CLASIFICACION DISCIPLINAR EN MATEMATICAS

matematicas.

2.1. Clasificacion disciplinar en matematicas

En historia de las ciencias se ha usado el concepto de disciplina como una
unidad de analisis que hace referencia a un campo de conocimiento delimita-
do que se identifica como una ciencia separada (mas no aislada) que tiene sus
propios métodos, problemas y practicantes. Como prototipos de disciplinas
cientificas estan la fisica, la quimica, la biologia y la matematica.

Los socidlogos, han usado las categorias de disciplinas, subcampos,
especialidades y subespecialidades para referirse a un modelo de jerarquia
de las organizaciones cientificas, por ejemplo en [Nye, 1993, p. 2] recoge el
siguiente ejemplo de Daryl E. Chubin:

(1)discipline: physics; (2) subfield: high energy or elementary par-
ticle physics; (3) speciality: weak interactions; (4) subspeciality:
experimental, rather than theorical, studies.

En este trabajo se abordara las tres primeras escalas de esta jerarquia, es
decir disciplinas, subcampos (en este caso las llamaremos subdisciplinas) y
especialidades, teniendo en cuenta que varios de los autores resenados en la
bibliografia, no distinguiran entre estas jerarquias y se referirdn a todas estas
como disciplinas.

Los historiadores de la ciencia se han centrado en dos tipos de factores en la
constitucién y descripcion de una disciplina cientifica: los factores sociales y
los intelectuales. Por ejemplo, en [Kohler, 1982] se da una aproximacién a su
concepcién de disciplina:

Las disciplinas son instituciones politicas que demarcan areas del
territorio académico, asignan los privilegios y responsabilidades
del experto, y estructuran las demandas de recursos. Son la
infraestructura de la ciencia, personificada en departamentos
universitarios, en asociaciones profesionales y en las relaciones
de mercado informales entre los productores y los consumidores
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Capitulo 2. La categoria disciplinar de la teoria de conjuntos

del conocimiento. Son criaturas de la historia y reflejan habitos y
preferencias humanos, no un orden natural preestablecido.?

[Gauthier, 2006, p. 20] plantea que Kohler admite la influencia de criterios
intelectuales en el inicio de la constitucion de una nueva disciplina, sin embar-
go, considera que los factores determinantes son los econémicos y politicos.
En el caso de las matematicas, el propio Gauthier recoge tres concepciones
relativas a la nocion de disciplina:

En primera instancia plantea como Roland Wagner-Dobler v Jan Berg?* se
proponen medir la dindmica de diferentes dominios de las matematicas en el
siglo XIX. Para ello se calcula en cada ano el porcentaje de articulos publi-
cados en las revistas matematicas en un dominio especifico. Ellos usaron el
indice Matematico del Catalogue of Scientific Papers of the Royal Society of
London, que proporciona una clasificacién. Las entradas de esta clasificacién
se establecen para delimitar los dominios sin analizar lo que éstos abarcan.
Esta herramienta es la mas comiin, donde el punto de vista de los especialistas
es pedido para identificar las disciplinas matematicas, sin embargo Gauthier
plantea una objecion a este tipo de aproximacién: no todos los matematicos
tienen la misma concepciéon de lo que es su especialidad.

Charles Fisher® se opone a la concepcién de teoria concebida como el con-
junto de ideas relacionadas con los objetos matematicos. En su lugar, Fisher
considera que es una categoria social que cambia con el punto de vista de los
matematicos, asi él propone la necesidad de considerar los factores sociales
para comprender la constituciéon y el desarrollo de una disciplina.

De otro lado, el mismo Gauthier plantea que Ralf Haubrich propone una
lista de criterios puramente internalistas para caracterizar una disciplina ma-
tematica. Esos criterios son, por ejemplo, la identificacién de un objeto de
estudio, de un nticleo de conceptos y de resultados principales, la sistemati-
zacion de la disciplina (reflejada por su aparicién en las tablas de contenido
de los libros, las clasificaciones de revistas), su sistema de pruebas (es decir,

3En [Ferreirds, 1995] referenciando a Kohler

4En el articulo de 1996, “Nineteenth-Century Mathematics in the Mirror of its
Literature: A Quantitative Approach.” Historia Mathematica, vol. 23, pp. 288-318.

5Fisher Charles S., 1966-1967, “The Death of a Mathematical Theory: a Study in the
Sociology of Knowledge”. Archive for History of Exact Sciences, vol. 3, p. 137-159.
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2.1. CLASIFICACION DISCIPLINAR EN MATEMATICAS

los medios segiin los cuales se validan las soluciones de los problemas pro-
puestos), la valoracién dada por los mateméticos para evaluar los problemas
y los resultados obtenidos.

Los factores propiamente intelectuales son mas delicados de articular que
los factores sociales, sobre todo porque enunciados aparentemente idénticos
pueden hacer referencia a hechos diferentes segtin las épocas, por ejemplo,
Gauthier en las conclusiones de su tesis plantea que el sentido de la geometria

de nimeros cambia con las distintas practicas matemaéticas de Minkowski y
de Mordell.

Segun [Strasser, 2002] (resenado también en [Gauthier, 2006]), el desarrollo
de una nueva disciplina se describe en etapas:

-Primero, la aparicion de un pequeno grupo de colaboradores de nuevas
practicas de investigacion, de nuevos discursos, de nuevos factores explicati-
vos y/o de nuevos instrumentos.’

-Luego, la institucionalizacién de tales innovaciones a través de la creacion
de revistas y/o institutos de investigacion.

La apreciacién de Strasser estd acorde con el planteamiento de Kohler: pri-
mero se evidencian los factores internos y luego los sociales. En lo que co-
rresponde a este capitulo, se debe tener en cuenta que para el caso de las
subdisciplinas y especialidades de las matematicas, los factores sociales no
tienen tanto grado de relevancia como para las disciplinas.”

De la primera etapa se puede entender las nuevas practicas de investigacién
como aquellas que se asocian al surgimiento de problemas propios, es decir
que no pertenecen a las ramas cercanas, y en ese sentido eso seria un indica-
tivo de independencia de las ramas cercanas.

Otro aspecto importante en la nocién de disciplina es la ensenanza y la pe-
dagogia. En ese sentido, Steve Fuller senala respecto al sentido antiguo de

SEn el caso de las mateméticas se identifican algunos instrumentos como tablas de
logaritmos, computadores, entre otros, sin embargo para el caso de la teoria de conjuntos
no se ha usado instrumentos.

"Esto tltimo se amplia en las conclusiones de este capitulo.
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disciplina como “un conjunto de précticas cultivadas y transmitidas por un
grupo de gente especialmente preparada”se refiere a la nocién de “escuela ”de
los historiadores, asi que “disciplina’se relaciona con los medios de transmi-
sion del saber.

Una categoria distinta de analisis es propuesta por Thomas Kuhn, quien
prefiere interesarse en las comunidades cientificas méas que en las disciplinas,
poniendo de relieve que elementos internos -como la nociéon de paradigma-
son esenciales para la identificacion de tales comunidades. Las comunidades
cientificas se apoyan en la intensificacién de la interaccion, en la experiencia
compartida, en valores comunes y en la orientacién de los miembros de la
comunidad hacia los problemas que constituyen la disciplina respectiva.

De todo lo anterior, se puede concluir lo que se plantea en [Ferreirds, 1995]:

La decisién sobre cuando algo es realmente una disciplina no debe
basarse fundamentalmente en cuestiones de contenido, sino en
cuestiones algo mas generales como las siguientes: ;existe una
comunidad de investigadores, sistemas de comunicacion como
las revistas? ;Hay mecanismos de aprendizaje de dicha ciencia,
un sistema de reproduccion de la comunidad bien establecido?
. Existen apoyos econémicos e institucionales? Etc. Sin embargo,
es obvio que las cuestiones de contenido son importantes a la hora
de describir de qué disciplina se trata exactamente.

Ferreiros también plantea que el problema de la formacién de disciplinas debe
tratarse siempre en términos de un sistema, no de evoluciones aisladas (sin
tener en cuenta las disciplinas cercanas), y dentro de un marco sociocultural
o nacional determinado.

Asi, [Ferreirds, 1995] aborda el mundo de habla alemana entre 1790 y 1840,
donde surge por primera vez algo similar al moderno sistema de las discipli-
nas cientificas. De lo expuesto en tal articulo, que entre otras cosas rastrea
a la fisica como disciplina central y a la matematica y a la quimica como
disciplinas vecinas, es de interés para este trabajo la ubicacion en ese marco
nacional aleméan, donde se da suficiente informacién para que se pueda plan-
tear a la matematica como disciplina central y como disciplinas vecinas la

23



2.1. CLASIFICACION DISCIPLINAR EN MATEMATICAS

fisica y la ingenierfa®.

En el proceso de constitucion de las disciplinas, ligado a sus procesos de
profesionalizacién, se presupone la existencia de una funcion social de sus
practicantes, el cual debe ser reconocido por la sociedad o el Estado, lo cual
lleva a que se fomente econémicamente el desarrollo de tales disciplinas y a
que se regulen formalmente las condiciones de acceso a ellas.

Ferreiros ilustra dos funcionalidades reconocidas para las matematicas ale-
manas en el Siglo XIX. De un lado, en el sur de Alemania pricipalmente (en
estados como Austria, Baden y Baviera), donde se difundié el modelo pari-
sino del Siglo XVIII, como el de la Ecole Polytechnique, donde la matematica
tenia un rol al servicio de la ingenieria en la construccién de obras civiles; ante
ello Ferreirds dice que de ser ésta la tinica funcionalidad de la matematica no
habria obtenido la cuota de independencia necesaria para consolidarse como
disciplina.? De otro lado, en Prusia a la matemética se le daba un rol clave
en la educacion, sera considerado el idioma de la razon, lo que llevd a que se
considerarda como un elemento béasico para una buena educacién. Ademaés de
eso, a las facultades de filosofia de las universidades alemanas se les asigno la
tarea de formar a los profesores de secundaria; asi la matematica obtuvo un
lugar seguro en las universidades. Con lo que Ferreirds concluye!® que ese fue
el mecanismo que permitié el desarrollo de la matemaética pura al menos en
Alemania.!!

La problematica histérica del surgimiento de las subdisciplinas matemati-
cas es distinta al de la aparicién y/o consolidacién de las disciplinas. En la
primera mitad del Siglo XIX se consolidaron las relaciones entre las disci-
plinas cientificas y sus fuentes de recursos y por otro lado, como se plantea
en [Ferreirds, 1995, p. 13], en el Siglo XX “la existencia misma de un sis-
tema de las disciplinas, socialmente organizado, establecié mecanismos pro-

8Esta tltima careciendo del cardcter de ciencia pero retroalimentandose de las
matematicas.

9 Aunque Ferreirés no hace alusién a las dos etapas de Strasser como requisitos para
el desarrollo de una disciplina, cabe decir que esto concuerda con lo dicho sobre la
independencia de las ramas cercanas como un indicativo de la primera etapa de Strasser.

Citando Die entstehung des Mathematiklehrerberufs in 19. Jahrhundert. Beltz,
Weinheim, 1983. De Schubring, G.

HRecuérdese que el articulo [Ferreirés, 1995] se refiere al mundo de habla alemana.
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pios que regularon el desarrollo posterior”, entendiendo que parte este desa-
rrollo posterior es el surgimiento de las subdivisiones disciplinares, asi en
[Stichweh, 2001] se plantea que “alrededor de 1900 las mezclas interdiscipli-
narias y las especialidades subdisciplinarias emergieron como respuesta al
estancamiento, crecimiento o dificultades de las disciplinas cientificas”.

En ese sentido se debe tener en cuenta alguna diferencias entre el surgimien-
to de las disciplinas (matematicas, fisica, quimica, biologia) con el de sus
subdisciplinas o ramificaciones. En el caso de las matemadticas, y acotando
aun mas a lo que interesa en este trabajo como es la teoria de conjuntos y
las materias cercanas (como légica y topologia entre otras), es mas complejo
identificar su rol o funcionalidad que en el caso de las disciplinas, ya que los
aspectos internos (en relacién a las materias consolidadas como subdiscipli-
nas o en proceso de estarlo) empiezan a adquirir un mayor peso.

Ahora, relativo a la propuesta de [Ferreirds, 1995 de abordar el estudio del
surgimiento de las disciplinas dentro de un marco nacional, se ha adecuado
al contexto polaco en los capitulos 4 y 5, pero el siguiente apartado se usa en
un contexto internacional, especialmente europeo. Sin embargo se ubica la
clasificacién disciplinar de las ponencias que Sierpinski hace en los congresos
internacionales de matematicas y de algunos articulos relevantes de él y
de algunos publicados en Fundamente Mathematicae, que conecta con los
objetivos de los siguientes capitulos.

2.2. Estado de las clasificaciones disciplinares
en matematicas a principios de Siglo XX:
Hilbert, Jahrbuch, Zentralblatt y Congresos
Internacionales

Definir las fronteras de clasificacién disciplinar en mateméticas es un reto
complejo'?, Emil Lampe (1840 - 1918), co editor del Jahrbuch Uber die
Fortschritte der Mathematik desde 1885 hasta su muerte explicaba:

12Basta ver actualmente la clasificaciéon que maneja la AMS para determi-
nar la gran cantidad de vertientes. Tal clasificaciéon se puede consultar en
http://www.ams.org/mathscinet /msc/pdfs/classifications2010.pdf
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2.2. ESTADO DE LAS CLASIFICACIONES DISCIPLINARES EN MATEMATICAS A
PRINCIPIOS DE SIGLO XX: HILBERT, JAHRBUCH, ZENTRALBLATT Y CONGRESOS
INTERNACIONALES

ciertamente no existe una clasificaciéon exhaustiva de las
disciplinas matemaéticas y aunque muchos grupos pueden ser
facilmente delimitados en una clasificacion no muy fina, es
extraordinariamente dificil dividir todos los campos matematicos
de acuerdo a un esquema uniforme preciso. También es bastante
facil encontrar fallos en una divisién de muchas categorias muy
finas.[Corry, 2007, p. 226].

En lo que sigue se aborda las ramificaciones de las matematicas a inicios de
siglo XX. Ello con el objeto de identificar los dominios “académicos”que, de
acuerdo a las dos etapas de surgimiento de una disciplina planteadas ante-
riormente por Bruno Strasser,'® pudiesen desembocar en una subdisciplina.
En este caso se presenta la clasificacion por temaéticas de los 23 problemas
de Hilbert segun el articulo [Corry, 1998], posteriormente la divisién discipli-
nar o por secciones del Jahrbuch Uber die Fortschritte der Mathematik y del
Zentralblatt fir Mathematik und thre Grenzgebiete y por ultimo, las secciones
de los congresos internacionales de matematicas correspondientes a la época
que aqui interesa.

Una variable que puede dar peso a la labor de identifacién de las subdiscipli-
nas es la escolaridad, en concreto se debe determinar si la teoria de conjuntos
llega a convertirse en un curso habitual o especializado en la formacién de
los matemaéticos de la época, donde se pueda seguir los contenidos de estos
cursos. En este caso, se puede decir que esta variable se cubre, aunque de
un modo superficial,'* con el andlisis de los contenidos de los manuales de
autores como Haussdorff y Luzin en el capitulo 3, mientras que para el caso
de Polonia y Sierpinski en el capitulo 6, ya que es una practica habitual en-
tre los profesores publicar sus notas de clase en forma de manuales. También
cabe decir que en este capitulo se ha optado por darle el peso mayor a las
secciones de los congresos internacionales de matemaéticas, ya que represen-
tan un ambito mas universal que las catedras locales, que en lo relativo a
este capitulo es lo que interesa.

Cabe decir, que de acuerdo con el apartado 2.1, referente a los criterios
que sirven para admitir a un campo de estudio como subdisciplina de las

13 Apartado 2.1, pagina 22.
A pesar de ello cabe recalcar que la variable escolaridad puede dar suficiente material
para otra investigacién.
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matematicas, y basandonos en lo propuesto por Bruno Strasser sobre las dos
etapas para la descripcién de una nueva disciplina, se usa la lista de los 23
problemas Hilbert como testigo de la primera etapa del surgimiento de una
disciplina, del que surgirdn nuevos discursos y nuevos factores explicativos,'®
mientras que la clasificacion disciplinar del Jahrbuch y del Zentralblatt y las
secciones de los congresos internacionales de matematicas son indicadores que
apuntan a la segunda etapa, que Strasser identifica como institucionalizacién
de tales innovaciones.

2.2.1. Los 23 problemas de Hilbert

Al hablar del panorama de las matematicas a inicios del Siglo XX, es necesa-
rio remitirse al Segundo Congreso Internacional de Matematicos, celebrado
en Paris en 1900, en particular a la famosa ponencia del matematico aleméan
David Hilbert Mathematische Probleme en la que él se atrevié a postular
23 problemas que marcarian el derrotero de las matematicas en el siglo que
empezaba.

[Corry, 1998] dice que no es exagerado afirmar que tal vez tinicamente Hilbert
hubiera podido cubrir todo ese campo y producir una lista coherente de los
problemas que se le hacian mas urgentes a lo largo y ancho de la disciplina,
de hecho, en esa época, Hilbert, profesor en la Universidad de Gotinga, era
considerado como el mateméatico aleman més prestigioso.

De la lista de 23 problemas propuestos por Hilbert, los dos primeros
corresponden a teorfa de conjuntos, estos son: °

1. Problema de Cantor sobre el cardinal del continuo. ;Cudl es el cardinal
del continuo?

2. La compatibilidad de los axiomas de la aritmética. ;Son compatibles
los axiomas de la aritmética?

El primer problema se ha denominado como Hipdtesis del continuo, el cual

50tro indicador de esta primera etapa son los resultados resultados de autores como
Cantor, Dedekind y Zermelo entre otros, pero esto se aborda en el capitulo 3.
I6En el apéndice C se muestra la lista completa de éstos problemas.
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ha generado gran cantidad de publicaciones,'” mientras que el segundo se

trata de la consistencia de los axiomas de la aritmética (de R), llamando
asi la atencién hacia la nueva axiomética de inspiraciéon conjuntista.

De otro lado, [Corry, 1998], atendiendo a la visién hilbertiana del quehacer
matematico, ubica cada uno de los 23 problemas de la siguiente manera:

» Fundamentos (del andlisis, de la geometria, de la fisica): 7 problemas,
del 1 al 6 y el 18.

= Teoria de nimeros: 6 problemas, de 7 al 12.
» Algebra (invariantes y geometria algebraica): 5 problemas, del 13 al 17.

» Andlisis (célculo Variacional y anélisis complejo): 5 problemas, del 19
al 23.

En lo que no se vislumbra ain a la teoria de conjuntos como una parte de
“suficiente” peso en la matematica, como lo es al algebra o el analisis. Ca-
be decir también que la clasificacion de Corry admite discusion, en especial
al incluir los problemas geométricos en lo items de Fundamentos y de dlgebra.

Aunque el propédsito de la elaboracién de esta lista no era presentar el
estado de las matemadticas, sino mas bien proponer un derrotero de las
matematicas del nuevo siglo, da una idea de los problemas més importantes
para las matematicas, y aqui hacemos uso de la ubicacién disciplinar de
esos problemas para poder determinar el grado de relevancia, en el ambiente
matematico, de la teoria de conjuntos, asi mismo podemos hacernos una
primera idea de las disciplinas dominantes, ya que la lista fue elaborada por
uno de los principales representantes de la matematica de la época.

17Sobre la historia de la hipétesis del continuo se puede consultar el articulo de Gregory
Moore “Towards a History of Cantor’s Continuum Problem ”, in The History of Modern
Mathematics, edited by D. Rowe, and J. McCleary, vol. I, (Boston, 1989); el libro de
Paul J. Cohen de 1966 Set Theory and the Continuum Hypothesis, W. A. Benjamin, New
York, 1966; o el articulo de Donald A.Martin “Hilbert’s first problem: the continuum
hypothesis,”en Proceedings of Symposia in Pure Mathematics XX VIII, F. Browder, editor.
American Mathematical Society, 1976, pp. 81-92.
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2.2.2.  Jahrbuch Uber die Fortschritte der Mathematik

Jahrbuch iber die Fortschritte der Mathematik (Anuario de avances en ma-
temdaticas) se trata de la primera publicacién cientifica “de segundo orden” que
aparecio en el mundo de las matematicas, antecesora del actual Mathema-
tical Reviews; es decir, una publicacion de resenas acerca del contenido de
libros y revistas publicados en la época, para facilitar el procesamiento de la
gran cantidad de informacién que generaban los mateméticos en el Siglo XIX.

Este anuario fue fundado por los matematicos berlineses Felix Miiller y Carl
Ohrtmann ¥ en 1869, y aparecié continuamente cada afio hasta 1945. Su
proposito era resenar todas las publicaciones anuales en matematicas y ha
sido una t1til herramienta para la investigaciéon en matematicas, ya que mas

de doscientos mil publicaciones fueron resenadas en los 68 volimenes del
Jahrbuch. *°

Las secciones del volumen del afio 1904 son:2°

1. Historia y Filosofia.

2. Algebra.

3. Aritmética elemental y superior.

4. Teoria de probabilidad y combinatoria.
5. Series.

6. Calculo diferencial e integral.

7. Teoria de funciones.

8. Geometria pura, elemental y sintética.
9. Geometria analitica.

10. Mecénica.

18 Ambos profesores de un Gimnasio en Berlin.

9Para  profundizar sobre la  historia del  Jahrbuch se puede  ver
[Wegner y Staff Unit Communications, 2008].

20Ge puede ver el desgloce completo de este volumen en el apéndice D
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11. Fisica matematica.
12. Geodesia, astronomia, metereologia.

Desde el primer volumen, hasta 1904, se mantienen fijas las doce secciones.
Salvo pequenos cambios en nombre de éstas, como el volumen de 1880 (pu-
blicado en 1882) en el que la seccién 3 no se denomina aritmética elemental
y superior sino teoria de ntimeros.

De otro lado, no aparece como seccién, ni siquiera como un apartado la teoria
de conjuntos, ni la topologia ni la logica.

Algunas publicaciones como las de Cantor, que se pueden reconocer bajo el
dominio de la teoria de conjuntos fueron clasificadas por el Jahrbuch: %!

» Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre.
Published: 1883

Subject heading: Achter Abschnitt. Reine, elementare und synthetische
Geometrie. Capitel 1. Principien der Geometrie.

= Beitrage zur Begrindung der transfiniten Mengenlehre. Art. I
(Publicado en 1895) y Art. IT (Publicado en 1897).

Subject heading: Erster Abschnitt. Geschichte und Philosophie. Capitel
2. Philosophie und Padagogik. A. Philosophie.

La primera, “Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre”, de 1883,
es resenada en la seccion ocho: Geometria pura, elemental y sintética, y de
esta seccién, en el capitulo 1: Principios de geometria.??

Los dos articulos “Beitrage zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre” de
1895 y 1897, se resenan en la seccién 1: Historia y Filosofia. De esta seccién

en el capitulo 2: Filosofia y pedagogia, y de esta subseccion, en el numeral
A: Filosofia.

21Datos tomados de [Jahrbuch Project, 2007).

22Puede resultar curioso que se ubique en Geometria. Sin embargo podria entenderse
porque aqui Cantor se refiere a conjuntos de puntos en el espacios euclideos, ademés
Grundlagen tiene una parte sobre el continuo y los numeros reales, lo que equivale al
analisis del continuo geométrico.
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En el volumen de 1905 (publicado en 1908) aparece por primera vez en el
indice del Jahrbuch la palabra Mengenlehre, en la primera seccion, que pasa
de llamarse Geschichte und Philosophie (historia y filosofia) a Geschichte,
Philosophie und Pddagogik (historia, filosofia y pedagogia). El desgloce de
esta nueva seccién es:

Erster Abschnitt. Geschichte, Philosophie und Padagogik
Kapitel 1. Geschichte.

A. Biographisch-Literarisches

B. Geschichete einzelner Disziplinen

Kapitel 2. Philosophie, Mengenlehre und Padagogik

A. Philosophie

B. Mengenlehre

C. Padagogik

La inclusién de Mengelehre en el indice del Jahrbuch en 1905, tiene un fuerte
motivo en que el ano 1904 fue importante para la teoria de conjuntos por dos
hechos que inquietaron la comunidad matematica, primero por la conferencia
dictada por Julius Konig en el Congreso internacional de matemaéticas®® en
la que “demostraba”que el cardinal del continuo no puede ser ninguno de los

alefs de Cantor, concluyendo la falsedad de la hipétesis del continuo.?*

Esta conferencia tuvo gran repercusion, sin embargo poco tiempo después,
Felix Hausdorff detecté que habia un error en la tesis de Bernstein, y que
Konig apoyaba su resultado en ello, quedando reducido el resultado de Konig
a que el continuo no puede tener una cardinalidad de ciertos alefs. Al mismo
tiempo, y como segundo hecho importante en este ano, Zermelo refuté indi-
rectamente el resultado de la conferencia de Konig a través de un articulo con
titulo “Beweis, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann” (“Demostracién
de que todo conjunto puede ser bien ordenado”, generando inmediatamente
reacciones a favor y en contra por el hecho de usar abiertamente el axioma
de eleccién y por ende alejandose de toda postura constructivista.?

23 Titulada Zum Kontinuumproblem.

24Recuérdese que es el primero de los problemas de la lista de Hilbert.

Z5En [Ferreirés, 2004] se cuentan detalles de las reacciones a partir de la conferencia de
Konig y de la demostracién de Zermelo.
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Una de las reacciones a la publicacién de Zermelo es que al ano siguiente,
1905, el volumen 60 de la revista Mathematische Annalen, dirigida por Klein
y Hilbert, publicé una serie de articulos en los que se discutia el teorema
de Zermelo y el axioma de elecciéon y que fueron resenados en el Jahrbuch.
Ahora, de las 29 publicaciones resenadas en el apartado Mengelehre, 17 co-
rresponden a problemas de teoria general de conjuntos, los demas encuadran
en tematicas mas cercanas a topologia, teoria de funciones o teoria de medida.

Entre las criticas a la demostracion de Zermelo, Schoenflies plantea una duda
respecto a un recurso usado en ésta debido al uso de cierto tipo de conjuntos
bien ordenados, que se denominaron “y conjuntos”, que podrian generar
paradojas, por lo que Zermelo realizé6 una demostraciéon de su resultado en
1908 y que por supuesto Jahrbuch referencié en el nuevo apartado:

» Untersuchungen tiber die Grundlagen der Mengenlehre. 1. (Publicado
en 1908)

Subject heading: Erster Abschnitt. Geschichte, Philosophie und Pada-
gogik. Kapitel 2. Philosophie, Mengenlehre und Padagogik. B. Men-
genlehre.

Un ejemplo de una publicacién relevante es el famoso texto de Hausdorff de
1914 que aparece asi resenado:

» Grundziige der Mengenlehre (Publicado en 1914):

Subject heading: Erster Abschnitt. Geschichte und Philosophie. Kapitel
2. Philosophie, Mengenlehre und Padagogik. B. Mengenlehre.

Otro es el de Sierpinski de 1918:
= [ axiome de M. Zermelo et son role dans la théorie des ensembles et
1" analyse (Publicado en 1918).
Subject heading: Dritter Abschnitt. Mengenlehre. Allgemeines und

abstrakte Mengen. Punktmengen.

Para el volumen de 1916-1917 Mengelehre deja de ser un apartado de capitulo
para ser una seccion (la tercera), tomando el nombre: Mengenlehre. Allgemei-
nes und abstrakte Mengen. Punktmengen, siendo junto a la séptima seccién

32



Capitulo 2. La categoria disciplinar de la teoria de conjuntos

Teoria de la relatividad y teoria de la gravitacion, las inicas que no tienen
capitulos. Para 1928 pasa a ser la segunda seccién Mengelehre. (Abstrakte
Mengen. Punktmengen). En el volumen de 1936, la primera seccién deja de
llamarse Historia, filosofia, pedagogia para llamarse simplemente Historia,
donde parte de la tematica que deja esa primera seccién pasa a ser parte de
la segunda seccion, que toma el nombre Grundlagen der Mathematik. Abs-
trakte Mengenlehre. Cabe decir que estas dos secciones son las tinicas que no
tienen capitulos. 26

Relativo a los apartados que pudiesen tener una frontera comun con la teoria
de conjuntos cabe senalar el capitulo 2 Kotinuitdtsbetrachtungen (Analysis si-
tus, Topologie), de la seccién: Reine, elementare und synthetische Geometrie.
En el volumen de 1905, este apartado tiene once publicaciones, ninguna de
ellas se centra en algin aspecto de la teoria general de conjuntos. De manera
similar, en el apartado Allgemeines (generalidades) de la seccién Funktiont-
heorie (teoria de funciones)?” no estd “permeada” por publicaciones centradas
en Mengelehre, por lo que se puede notar que desde entonces ya se se podia
establecer distincién entre la teoria de conjuntos de puntos y la teoria general
de conjuntos y que la topologia y la teoria de funciones tienen una fronte-
ra mejor demarcada que la teoria general de conjuntos, lo que puede servir
ademas como indicador de tener un mayor grado de independencia respecto a
sus ramas cercanos. Sin embargo en el apartado Mengelehre se puede encon-
trar algunas publicaciones que se asocian méas al analysis situs o topologia (o
quizas a teoria de la medida o a funciones de variable real) que a Mengelehre.

En el volumen de 1914-15, el capitulo 2 Kotinuititsbetrachtungen (Analysis

26En [Jahrbuch Project, 2007], la biisqueda de un importante articulo de Sierpifiski
aparece asi referenciado:

= L’ axiome du choix et I’ hypothese du continu. (Publicado en 1938)

Subject heading: Erster Halbband. D. Analysis. 2. Mengenlehre. a) Abstrakte
Mengen.

Lo que muestra que Mengenlehre, vuelve a bajar de jerarquia, perdiendo el rango de
seccién, para pasar a ser capitulo, sin embargo se debe tener en cuenta que hay una
reorganizacién de las secciones del Jahrbuch, el cual venia perdiendo vitalidad justo en la
década de 1930, por lo que no seria ya un referente idéneo para analizar como lo es el
Zentralblatt.

27Con bastantes més publicaciones.
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situs, Topologie) de la seccion Reine, elementare und synthetische Geome-
trie ocupa 12 péaginas de publicaciones (728-736 y 1345-1349), y el apartado
Mengenlehre ocupa 13 péaginas (123-133 y 1219-1222).

En el volumen de 1916 - 17 el capitulo Kotinuitdtsbetrachtungen (Analysis
situs, Topologie) pasa a llamarse Kontinuitits - und mengentheoretische Be-
trachtungen, el cual no tiene publicaciones centradas en teoria general de
conjuntos, siendo las publicaciones de ese item mas cercanas al analysis situs
y a la topologia geométrica, con temas como cristalografia, grupos, homomor-
fismos, lineas y/o curvas de Jordan, mientras que en la seccién Mengelehre
se puede ver alguna publicacién como la de E.W. Chittenden “On the Heine-
Borel property in the theory of abstract sets” (vol 1919-1920) que claramente
se centra en un concepto topolégico como lo es la propiedad de Heine-Borel, o
publicaciones de M. Fréchet en el volumen de 1916-17 con titulos como “Sur
la notion du voisinage dans les ensembles abstraits”, “Relations entre les no-
tions de limite et de distance”; o los de Sierpinski titulados “L’arc simple
comme un ensemble de points dans 1’ espace a m dimensions”, “Un théoreme
sur les ensembles fermés”, “Sur une extension de la notion de densité des
ensembles” entre otros, que se centran en aspectos topoldgicos o de teoria de
la medida y no en aspectos de teoria general de conjuntos. Este apartado
paso, en el volumen de 1925 a denominarse Topologie.

El Jahrbuch se vio opacado por la fundacion, también en Alemania del Zen-
tralblatt fiir Mathematik und ihre Grenzgebiete 2 en 1931 y del Mathematical
Reviews en Estados Unidos en 1940.

Otras revistas de resenas, contemporaneas al Jahrbuch, pero menos visibles e
influyentes fueron el Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques,
que surgié en Francia en la década de 1870 y la holandesa Revue semestrielle
des publications mathématiques que surgié en la década de 1890.

2.2.3. Zentralblatt fur Mathematik und ihre Grenzgebiete

Zentralblatt MATH, como se le conoce actualmente, fue fundada en 1931 por
el matematico Otto Neugebauer bajo el nombre Zentralblatt fir Mathematik
und ihre Grenzgebiete (Revista central de matemdticas y temas relaciona-

28De la cual se tratars en el siguiente apartado.
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dos). Se cred credé como alternativa al Jahrbuch tber die Fortschritte der
Mathematik, en el que las publicaciones podian tardar algunos anos en ser
referenciados. Entre los objetivos del Zentralblatt primaban la prontitud e
internacionalidad.?’

El primer volumen, en 1931 tiene la siguiente clasificacion disciplinar:

—_

. Grundlagenprobleme, Philosophie

2. Geschichtliches

3. Algebra, Zalhentheorie

4. Mengenlehre und reelle Funktionen
5. Analysis

6. Numerische und graphische Methoden (s.a. Differenzenrechnung und
Wabhrscheinlichkeitsrechnung)

7. Geometrie
8. Mechanik der Punkte und starren Korper
9. Mechanik der elastisch und plastisch deformierbaren Korper
10. Mechanik der fliissigen und gasformigen Korper
11. Theorie der Elektrizitait und des Magnetismus (s.a. Quantentheorie)
12. Optik
13. Thermodinamik und kinetische Theorie der Materie
14. Relativitatstheorie (s.a Astronomie und Quantentheorie)
15. Quantentheorie
16. Astronomie und Astrophysik
17. Geophysik

29Para  profundizar en la  historia de  Zentralblatt se puede  ver
[Wegner y Staff Unit Communications, 2008].

35



2.2. ESTADO DE LAS CLASIFICACIONES DISCIPLINARES EN MATEMATICAS A
PRINCIPIOS DE SIGLO XX: HILBERT, JAHRBUCH, ZENTRALBLATT Y CONGRESOS
INTERNACIONALES

18. Kristallographie

Donde la seccion Mengenlehre und reelle Funktionen se divide en dos subsec-
ciones o especialidades:

-Mengenlehre (s.a. Topologie): °
-Reele Funktionen, Integrationstheorie (s.a. Fourierreihen)

La seccion Geometrie se divide en siete especialidades o subsecciones:
-Allgemeines

-Elementargeometrie (s.a. Geodésie)

-Darstellende Geometrie

-Analytische, projective, nichteuklidische Geometrie

-Algebraische Kurven und Flachen

-Differentialgeometrie, Riemannsche Geometrie, Tensoren

-Topologie (s.a. Mengenlehre)

Para este primer volumen, en Topologie (s.a. Mengenlehre) no hay referen-
cias a autores polacos ni a articulos de F'M, lo que si sucede en los siguientes
volimenes.

Para el volumen 2, del ano 1932, en el titulo de la seccién 1 aparece la palabra
l6gica, la seccion se llama: Grundlagenprobleme, Philosophie (s.a. Quantent-

39Como ejemplo se trae las cinco primeras publicaciones que se referencian de esta
seccion, ello para dilucidar la posible relacién entre Mengenlehre y Topologie, ya que s.a.
es una abreviacion en alemén de siehe auch, que significa ver también:

(Behman Heinrich: Zu den Widerspriichen der Logik und der Mengenlehre. Jber. Dtsch.
Math.ver.igg 40, pp. 37-48 (1931)...Contradicciones de la 16gica y la teoria de conjuntos.).

-Jurek, Bohus: Die abzéhlbaren Klassen und das Mafl einer Menge. Cas. Pést. Mat.
a. Fys. 60, pp. 152-155. U. franz. Zusammenfassung 156(1931) [Tschechisch]. Las clases
contables y medida de conjuntos.

- Schreier, J., et St. M. Ulam: Sur une propriété de la mesure de M. Lebesgue. C.r.
Acad. Sci. Paris 192, pp. 539-542 (1931). Sobre una propiedad de la medida de Lebesgue.)

-Durand, Georges, et Gaston Rabaté: Sur deux conceptions de I’ ensemble limite d’ une
collection infinie d’ ensembles pontuels. C.r. Acad. Sci. Paris 192, pp. 474-476 (1931).

- Charpentier, Marie: Sur les points de Peano des équations ¢y’ = f pour lesquelles
I’ unicité de la solution est assurée d’un coté. C.r. Acad. Sci. Paris 192. pp. 401-403
(1931).

- Viola, Tullio: Sulle funzioni continue da una parte e sulla derivazione unilaterale. Boll.
Un. Mat. Ital. 10, pp. 20-24 (1931).

- Nikodym, Otton: Sur les suites de fonctions parfaitement additives d’ensembles
abstraits. C.r. Acad. Sci. Paris 192. 727 (1931).)
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heorie), Logik.

Para el volumen 19 Sierpinski empieza a ser parte del comité editorial de
Zentralblatt junto con los siguientes:

K. Bechert (Giessen), W. Blaschke (Hamburgo), E. Bompiani (Roma),
H. Geppert (Giessen), H. Hasse (Gotinga), F. Hund (Leipzig), G. Julia
(Versalles), H. Kienkle (Gotinga), R. Nevalinna (Helsinki), F. Severi (Roma),
W. Sierpinski(Varsovia), E.C.G Stueckelberg von Breidenbach (Genf), T.
Takagi (Tokio), H. Thirring (Viena), B.L. Van der Waerden (Leipzig).

Y la redaccién estaba a cargo de E. Ullrich (Giessen).

El volumen 20, del ano 1939, que es el dltimo ano que nos interesa en este
trabajo tiene las siguiente clasificacién disciplinar:

1. Grundlagenfragen, Philosophie, Logik

2. Geschichtliches

3. Algebra und Zalhentheorie

4. Gruppentheorie

5. Mengenlehre und reelle Funktionen
6. Analysis

7. Wahrscheinlichkeitsrechnung, Statistik und Anwendungen
8. Numerische und graphische Methoden

9. Geometrie

10. Mechanik

11. Matematische Physik

12. Relativitatstheorie

13. Astrophysik

37



2.2. ESTADO DE LAS CLASIFICACIONES DISCIPLINARES EN MATEMATICAS A
PRINCIPIOS DE SIGLO XX: HILBERT, JAHRBUCH, ZENTRALBLATT Y CONGRESOS
INTERNACIONALES

En los indices de Zentralblatt la teoria de conjuntos y la logica aparecen
como secciones. La teoria de conjuntos desde 1931 y la légica desde 1932.
La topologia aparece relacionada con la teoria de conjuntos, de hecho en el
primer volumen uno de los dos items de la seccion Mengenlehre und reelle
Funktionen se denomina Mengenlehre (s.a. Topologie),?" por lo que se puede
concluir que en Zentralblatt la teoria de conjuntos, la topologia, la logica
y la teoria de funciones de variable real se encuentran en un mismo nivel
jerarquico.

2.2.4. Congresos Internacionales de Matematicas

El primer congreso internacional de matematicas se realizd en 1897 en Zu-
rich. Participaron 208 especialistas de 16 paises. Los idiomas oficiales fueron
francés y aleman.??

En el primer congreso se fijaron los objetivos de éstos: promover las rela-
ciones entre los matematicos de diferentes paises, presentar informes sobre
temas matematicos de actualidad y facilitar la cooperacion en aspectos como
la terminologia y la bibliografia.

El segundo encuentro, celebrado en Paris en 1900, fue especialmente célebre
porque en él David Hilbert leyé su historica conferencia Mathematische Pro-
bleme. En ella enuncié los principales problemas matematicos que deberian
abordarse en el siglo XX, y que se referencié en el apartado 2.2.1.

El congreso celebrado en Roma (1908) insisti6 en la necesidad de un orga-
nismo permanente que asegurase la coordinacién entre congreso y congreso.
Asi mismo, se dispuso la creacién de un érgano internacional para mejorar
la ensenanza de las matemadticas en la escuela secundaria: el ICMI (siglas
en inglés de Comité Internacional de Ensenanza Matematica). El congre-
so previsto para celebrarse en Estocolmo en 1916 se suspendié a causa de

3L Teoria de conjuntos (ver también topologia,).

32Gin embargo, la historia de estas “cumbres mundiales” de las mateméticas se remite a la
creacion de las sociedades mateméticas nacionales tales como The Société Mathématique
de France (SMF), fundada en 1872; la Deutsche Mathematiker-Vereinigung, fundada en
1890, siendo Georg Cantor su primer presidente; The American Mathematical Society
(AMS) fundada en 1888 bajo el nombre de the New York Mathematical Society, entre
otras
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la I Guerra Mundial. Para el congreso de Estrasburgo (1920) se excluyeron
los matematicos de las potencias derrotadas (Alemania, Austria, Hungria y
Bulgaria), y en Bolonia (1928) se incorporaron nuevamente. Desde 1936 se
empez6 a otorgar las medallas Fields (el méximo galardén en la especialidad,
concebido como el premio Nébel de las matematicas).

Se presenta a continuacién las secciones de los primeros congresos interna-

cionales de matematicas:33

1897 Zurich
1. Aritmética y algebra.
2. Anélisis y teoria de funciones.34
3. Geometria.
4. Mecanica y fisica matemadtica.
5. Historia y bibliografia.
1900 Paris
1. Aritmética y algebra.
2. Analisis.
3. Geometria.
4. Mecanica.
35

5. Bibliografia e historia.

6. Ensenanza y métodos.

33Consultado en [International Mathematical Union, 2013].

34En esta seccién fué presentada la ponencia de Jacques Hadamard que se titulé: “Sur
certaines applications possibles de la théorie des ensembles” (Sobre posible aplicaciones
de la teoria de conjuntos), en la que apuntaba a el estudio de conjuntos de funciones en
abstracto.

35Cabe decir que la famosa conferencia de Hilbert que se referencié en el apartado
2.2.1 pertenecia a esta seccién, pero en la publicacién de las actas del congreso,
se decidi6 incluirla entre las conferencias plenarias “dada su gran importancia”.
[Ferreirds, 2004].
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1904 Heidelberg
1. Aritmética y algebra.
2. Analisis.
3. Geometria.
4. Matematica aplicada.
5. Historia de la matemaética.
6. Pedagogia.
1908 Roma
1. Aritmética, algebra, anélisis.
2. Geometria.

3. a) Mecanica, Fisica Matematica, Geodesia.

b) Aplicaciones varias de la matemética.
4. Cuestiones filoséficas, historia, didactica.
1912 Cambridge
1. Aritmética, algebra, anélisis.
2. Geometria.

3. a) Mecénica, matematica fisica, astronomia.

4. a
b) Didactica.

b) Economia, ciencias actuariales, estadistica.
) Filosoffa e historia.

Durante los primeros cinco congresos no hay mencién en primera linea de las
secciones a la teoria de conjuntos ni a la topologia ni a la logica. Pero hay
ponencias que han trascendido que claramente se identifican en la teoria de
conjuntos, tal como la de el hingaro J. Konig en 1904 que se titulé “Zum
Kontinuum-Problem”, y que se reseni6 en el la seccién 1 (andlisis). Sobre esta
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conferencia y sus repercusiones se traté un poco en el apartado 2.2.2.

Los congresos se suspendieron por la Primera Guerra Mundial. En 1920 se
retoma y es en Estrasburgo-Francia que se desarrolla el sexto Congreso inter-
nacional de Matematicas, en el que no se acepto la presencia de matematicos
alemanes. Lo mismo ocurrié cuatro anos mas tarde en Toronto-Canada. Ls
secciones de estos congresos fueron:

1920 Strasbourg
1. Aritmética, algebra, anélisis.
2. Geometria.
3. Mecanica. Fisica matematica. Matematicas aplicadas.
4. Cuestiones filoséficas, histéricas, pedagdgicas.
Toronto 1924
1. Algebra, teorfa de nimeros, an4lisis.
2. Geometria.
3. Mecanica, fisica, astronomia, geofisica.
4. Ingenieria.
5. Estadisticas, ciencias actuariales, economia.
6. Historia, filosoffa, didactica.

Uno de los personajes centrales de este trabajo, Wactaw Sierpinski, estd en
escena a partir del congreso de 1924 con una ponencia titulada “Les ensem-
bles bien définis, non mesurables B”[Sierpiniski, 1924al, la cual se ubicé en
la seccién dlgebra, teoria de nimeros, analisis. En el congreso de 1928 en
Bolonia, Sierpinski presenté una ponencia titulada “Sur les familles inducti-
ves et projectives d” ensembles ” [Sierpinski, 1928d] que se ubicé en la seccién
de andlisis; en 1932, en Zurich presenta una plenaria que se tituld: “Sur les
ensembles de points qu’ on sait définir effectivement” [Sierpinski, 1932¢| y en
1936, en Oslo su presentaciéon “Sur un probleme concernant les fonctions
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semi-continues” [Sierpiriski, 1936b] se ubicé en la seccién de andlisis.?

En el congreso de 1928 de Bolonia-Italia se admite nuevamente a los ma-
tematicos alemanes. El acta de este congreso es la tnica que presenta el
desgloce de las secciones,?” lo cual permite detallar la divisién disciplinar:

Bolonia 1928
1. Analisi:

a) Teoria dei numeri. - Algebre, Matrici. - Gruppi discontinui. -
Equazioni algebriche. - Funzioni algebriche. -

b) Funzioni di variabili reali. - Teoria degli aggregati.
Considerazioni topologiche. - Integrali generalizzati. -
Sommazione di serie e di integrali. - Funzioni e successioni quasi
periodiche. -

¢) Equazioni differenziali, alle differenze, integrali, integro-differenziali.
- Calcolo delle variazioni. - Analisi funzionale. -

d) Funzioni analitiche. - Sviluppi in serie. - Rappresentazione
conforme. - Topologia.

2. Geometria:

a) Questioni topologiche in relazione con la geometria
algebrica. - Gruppi jdi trasformazioni cremoniane, arazionali, di
contatto.... - Ricerche generali su curve e superficie algebriche. -
Ricerche speciali. -

b) Topologia, in relazione alla geometria differenziale. -
Geometria di Riemann e le sue estensioni. - Geometria proiettivo-
differenziale. - Geometria della sfera e della retta. - Varia.

3. Meccanica :

a) Meccanica celeste. Astronomia. - Meccanica dei sistemi. -
Meccanica relativistica. Elettrotecnica. -

36Datos obtenidos de la pagina http: //www.mathunion.org/db/ICM/Speakers/Search.php
37[International Mathematical Union, 2013].
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b) Idrodinamica. - Elasticita. - Equazioni della fisica matematica. -
Varia.

4. Attuaria:

a) Calcolo delle Probabilita. - Statistica Matematica. - Teoria degli
errori. - Medie ed interpolazioni. -

b) Economia matematica e Scienza attuariale.

5. Ingegneria: Idraulica. - Aerodinamica. - Costruzioni (Ponti). -
Cartografia. - Applicazioni industriali.

6. Matematica elementare: Logica matematica. - Questioni didattiche,
Commissione internazionale per linsegnamento matematico. - Pedago-
gia e metodologia matematica. - Varia.

7. Storia della Matematica. Filosofia: Filosofia matematica. - Storia della
matematica nelldntichita e nel Medio-Evo. - Storia della matematica
nel Rinascimento e nell’ epoca moderna. Bibliografia matematica.

Aun no aparece como seccién ninguno de los dominios de interés de este tra-
bajo, sin embargo, profundizando en las secciones aparecen menciones a la
topologia, a la légica y a Teoria degli aggregati (una aproximacion a la teoria
de conjuntos), distribuidas en las diferentes secciones. La légica matematica
en la seccion de matematica elemental; la teoria degli aggregati en la subsec-
cién I-B, funciones de variable real (o teoria de funciones) perteneciente a la
seccién de analisis; y la topologia se menciona en dos secciones, en Anélisis en
la subseccion Funciones analiticas y como dos subsecciones de la seccién de
Geometria, Cuestiones topoldgicas en relacién con la geometria algebraica, y
Topologia en relacion a la geometria diferencial.

Zurich 1932
1. Algebra y teoria de nimeros.
2. Anélisis.
3. Geometria.

4. Teoria de probabilidad, matematicas actuariales y estadisticas.
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5. Ciencias Matematicas - técnicas y astronomia.
6. Mecanica y Fisica Matematica.
7. Filosofia e historia.

8. Pedagogia.
Oslo 1936

1. Algebra y teoria de numeros.
2. Anélisis.
3. Geometria y topologia.

4. Calculo de probabilidades, estadistica matematica, actuaria y
econometria.

5. Fisica matematica, astronomia y geofisica.
6. Mecanica racional y aplicada.

7. Logica, filosofia e historia.

oo

. Pedagogia.

En 1932 en Zurich no hay cambio sustancial en el nombre de las secciones,
sin embargo, en 1936 en Oslo, la topologia emerge en la seccién 3: geometria
y topologia. Entre las ramas cercanas a la topologia, en sus inicios, estaban la
geometria y la teoria de conjuntos. Con lo anterior se evidencia que la parte
que se relaciona con geometria, también conocida como analysis situs tuvo
mayor reconocimiento en la comunidad de matematicos que la parte que se
relacionaba con la teorfa de conjuntos (que se denomina teorfa de conjuntos
de puntos), y eso tiene que ver con el peso de la geometria en la comunidad
matematica, mucho mayor que el de la teoria de conjuntos, ya que esta tltima
no se asomaba como un dominio de tanta importancia y estaba mas relegada
al analisis y subdominios de éste.
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2.3.

1.

Conclusiones y comentarios

Para que un campo de conocimiento pueda considerarse subdisciplina,
especialidad o subespecialidad no se puede seguir el mismo criterio que
para las disciplinas cientificas (fisica, quimica, biologia, matematicas),
ya que estas ciencias se reconocieran como disciplinas durante el Si-
glo XIX de forma paralela a su proceso de profesionalizacion, cuestion
que en el caso de las ramificaciones de estas disciplinas (subdisciplinas,
especialidades y subespecialidades, siguiendo la jerarquia de Chubin)
no se puede tener en cuenta ya que se ubican en una época posterior,
con una diferencia de entre cincuenta y cien afios (al menos con el pe-
riodo que aqui interesa). Asi, por ejemplo, hasta ahora se reconoce la
profesion del matematico, sin embargo no se reconoce como profesion
a la gedmetria, el dlgebra o la teoria teoria de conjuntos, siendo reco-
nocidos a los especialistas en estas materias no como profesionales no
en geometria, algebra o teoria de conjuntos, sino como profesionales en
matematicas.

Otra diferencia esencial entre el reconocimiento de las disciplinas y el
de sus ramificaciones esta en que para las primeras, la identificacién de
la funcion social es inmediata, mientras que para las subdisciplinas y
especialidades esta funcion puede tener un caracter interno. Asi por
ejemplo, en la teoria de conjuntos se debe tener en cuenta la
fundamentacion del concepto de ntmero o la determinacion de la
validez de la hipétesis del continuo o la busqueda de herramientas para
solucionar problemas del andlisis, entre otros.

Las clasificaciones disciplinares han sido cada vez mas complejas y den-
sas, ello producto de la especializacion en los distintos campos de cono-
cimiento cientifico. Se puede ver que el indice del Jahrbuch del anio 1904
se compone de doce secciones,*® mientras que la actual clasificacién dis-
ciplinar de la American Mathematical Society tiene 63 secciones.?® Otro
referente de clasificacién disciplinar es el panorama de las matematicas
que Jean Dieudonné plantea en su libro de 1989 [Dieudonné, 1989, pp.
211-222|, donde enumera las direcciones que pueden tomar las investi-

38En el apartado 2.2.2.
39Puede verse alguna referencia a este en el apéndice A.
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gaciones matemaéticas.°

Como ejemplo de la evolucién y complejidad de las clasificaciones dis-
ciplinares, se ha podido ver los cambios que las publicaciones relativas
a teoria de conjuntos y/o sus desarrollos, tuvieron desde inicios de la
década de 1880 hasta antes de la Segunda Guerra, esto se constata con
la revisién que se hizo del Jahrbuch*' y en menor medida de las tem4ti-
cas de los congresos internacionales de matematicas.*?

Ahora, se debe tener en cuenta que no es suficiente para un campo
de conocimiento, tener el rango de secciéon en el Jahrbuch para
considerarse disciplina de las matematicas. Por ejemplo, la historia de
las matemadticas esta rankeada como seccion desde el primer volumen
del Jahrbuch, también aparece como seccion en el Zentralblatt, asi como
en los congresos internacionales de matematicas; sin embargo no puede
considerarse como una subdisciplina de las matematicas, puesto que
sus objetivos no pasan por establecer teorias o técnicas para las
matematicas, sino que se ocupa del desarrollo del quehacer de las
matematicas. Asi, las secciones de las revistas o de los congresos no
responden tunicamente a las divisiones propias de la disciplina, sino
que en algunos casos como la historia, la filosofia y la pedagogia, entre
otras, adquieren reconocimiento por parte de la comunidad matematica
sin ser propiamente una subdisciplina de ésta porque no cumple con
un requisito de la primera etapa de Strasser de usar practicas de
investigacion de las matematicas.

3. En este capitulo se aborda la hipétesis propuesta en [Chaves, 2010],

40Dieudoné describe los siguientes veintidos campos de conocimiento: Légica formal y
teoria de conjuntos, Combinatoria, Categorias y functores, Algebra, Grupos «abstractos»,
Algebra asociativa no conmutativa y dlgebra no asociativa, Algebra conmutativa, Algebra
homoldgica, Topologia general, Topologia algebraica y diferencial, Analisis clasico, espacios
funcionales y operadores, Andlisis armoénico conmutativo, Ecuaciones diferenciales,
Ecuaciones con derivadas parciales, Geometria diferencial, Geometria analitica, Grupos
de Lie, Geometria algebraica, Teoria de niimeros.

411,a revisién hecha del Zentralblatt no puede ser concluyente ya que se revisé solamente
la de diez afios (desde 1930 hasta 1939) y es poco tiempo para mostrar variacién
significante.

42Debido a que la inclusién de nuevas secciones, al menos en los primeros congresos, es
menos rapido que en el caso de las nuevas secciones en revistas.
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acerca de que la teoria general de conjuntos no tiene el rango de sub-
disciplina de las matemdticas. En [Chaves, 2010] se muestra que en la
obra de Sierpiniski (como representante idéneo de la escuela de ma-
temdticas de Varsovia), la teoria general de conjuntos no ocupa una
mayoria de sus publicaciones hechas en Fundamenta Mathematicae du-
rante la década de 1920. En este capitulo se extiende el periodo de
tiempo y se usa unos criterios distintos a los de [Chaves, 2010]*3 para
abordar la hipdtesis que guia este capitulo, que la teoria de conjuntos
no llegd a tener el estatus de subdisciplina de las matematicas hasta
antes de la Segunda Guerra Mundial.

De acuerdo a la jerarquia de Chubin, y adecudandose a los criterios de
Strasser, se establece que la clasificacion disciplinar de los anuarios y
de los congresos internacionales pueden ser un indicativo de la prime-
ra etapa de surgimiento de una subdisciplina, siempre y cuando sea
un item de una seccién. Asi, teniendo en cuenta que a principios del
Siglo XX hubo un notorio aumento en publicaciones, investigaciones
e investigadores en teorfa de conjuntos,** lo que se ve reflejado en el
hecho de que el término Mengelehre aparece por primera vez en el indi-
ce del Jahrbuch en 1905 y llega a escalar a nivel de seccién en 1916;
en Zentralblatt también figura este nombre en una de las secciones, es
necesario analizar més variables para determinar si la teoria de con-
juntos adquiere en algiin momento el estatus de subdisciplina de las
matematicas.

Sin embargo se debe tener en cuenta que el término Mengelehre no
aparece independiente en los indices de estos anuarios; de hecho en
Jahrbuch cuando adquiere el estatus de seccién (en 1916-17) esta acom-

43En [Chaves, 2010] se clasifica cada uno de los 112 articulos que Sierpinski publicé en
la revista polaca Fundamenta Mathematicae durante la década de 1920 en cinco ramas
en torno a la teoria de conjuntos y sus aplicaciones, una de ellas es la teoria general
de conjuntos, que es justamente la que tiene menor numero de publicaciones. Las cinco
tematicas de la obra de Siepinski en teoria de conjuntos se tratan en el apartado 5.1,
mientras que en el apéndice F se clasifica, entre estas cinco tematicas, cada uno de los
articulos que Sierpiniski publicé en Fundamenta Mathematicae desde 1920 hasta 1939.

44Es bueno decir que es debido en gran parte a la revista Fundamenta Mathematicae,
en el que gran cantidad de publicaciones que se referencian desde 1920 en el Jahrbuch son
de esta revista y donde el mayor contribuyente en publicaciones es Sierpinski.
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panada del término teoria de conjuntos de puntos®® y en 1936 pasa a
ser parte de la seccion 1, que en el titulo se acompana del término fun-
damentos de las matematicas;*® mientras en Zentralblatt, por lo menos
desde 1931 hasta 1939, el nombre estd acompanado del término funcio-
nes reales,*” ademaés de ello hay un item de esta seccién que se denomi-
na Mengelehre (s.a Topologie),®® lo que evidencia la interrelacién con
la topologia.®® Asi La teorfa de conjuntos, a nivel de los dos principales
anuarios de publicaciones matemaéticas del periodo Entreguerras, no al-
canza un grado de independencia, ya sea de la topologia, de la teoria de
funciones de variable real y/o de los fundamentos de las matemédticas,”
que le permita ser catalogado como subdisciplina de las matematicas.®!

Se ha visto que en los congresos internacionales de matematicas, la
teoria de conjuntos no se ha ubicado como seccién, y en el caso del
congreso de Bolonia de 1928, que es el tinico en el que en su acta se
desgloza las secciones, aparece una referencia como Teoria degli ag-
gregati en uno de los items de la seccion Analisis, lo que refuerza la
conclusion que la teoria de conjuntos no llega a adquirir el esatus de
subdisciplina de las matematicas y esta mas cerca del tercel nivel de
la jerarquia de Chubin, es decir de considerarse como especialidad que
como subdisciplina durante el periodo Entreguerras.

4El titulo de la seccién es Mengenlehre. Allgemeines und abstrakte Mengen.
Punktmengen.

46E] titulo de la seccién es Grundlagen der Mathematik. Abstrakte Mengenlehre.

47E] titulo es Mengenlehre und reelle Funktionen.

485.a, significa ver también.

49Fsto mismo se puede decir de la topologia, debido a que en la seccién Geometria, hay
un {tem denominado Topologie (s.a. Mengelehre).

%0No se profundiza en la independencia de otras ramas como variable para determinar
el estatus de subdisciplina, sin embargo en los apartados 3 y 5.1 se hace referencia a
los usos que se le ha dado a la teoria de conjuntos como herramienta para resolver
problemas del andlisis (especialmente de teorfa de funciones), y como fundamentadora
de las matematicas.

5'En el apéndice F se hace una clasificacién disciplinar de los articulos que Sierpinski
publicé en Fundamenta Mathematicae. Varios de estos articulos son ubicados por Jahrbuch
y Zentralblatt los en el apartado Mengenlehre; en el caso de la clasificacién que se sigue en
ese apéndice, corresponderia a las categorias teoria general de conjuntos 6 teoria descriptiva
de conjuntos.
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4. Tomando [Ferreirés, 1995] como soporte para determinar que las ma-
tematicas, la fisica y la quimica se institucionalizan como disciplinas
cientificas en la Alemania de mitad del Siglo XIX, se propone aqui iden-
tificar las ramas de las matematicas que han puedan ser catalogadas
como subdisciplinas. Como ramas principales de las matematicas se han
reconocido el andlisis, la geometria, el algebra y la aritmética. Estas ra-
mas son las candidatas principales a ser consideradas subdisciplinas de
las matematicas debido a un trasegar histérico que llega a datar, en
algunos casos, desde la antigiiedad griega.®?

De hecho, desde las primeras clasificaciones del Jahrbuch se ubican co-
mo secciones (dlgebra y aritmética aparece como una sola seccién). Por
lo cual los motivos de orden histérico pueden ser indicadores del es-
tatus de subdisciplina de las matematicas, como que tiene problemas
propios que datan de antes de la institucionalizacion de la matematica
como disciplina, lo cual no sucede por ejemplo con la teoria de con-
juntos, topologia, teoria de funciones de variable real y logica, cuyos
problemas propios datan desde el Siglo XX. Es asi que la comparacion
de la teoria de conjuntos no debe hacerse con el andlisis, geometria,
aritmética o algebra, sino mas bién con sus contemporaneas topologia,
légica y teoria de funciones de variable real; con las cuales comparte
temas en comun.

En el indice de Zentralblatt la teoria de conjuntos y la légica apare-
cen como secciones, respectivamente Mengenlehre und reelle Funktio-
nen (s.a. Grundlagenprobleme, Topologie) y Grundlagenprobleme, Phi-
losophie (s.a. Quantentheorie), Logik, sin embargo el término topologia
aparece relacionado a la teoria de conjuntos, por lo cual se puede plan-
tear que las tres materias estan a un nivel de reconocimiento similar.
Sin embargo en los congresos internacionales de matematicas, tanto la
topologia como la logica adquieren un rango superior a la teoria de con-

2Por ejemplo:

-Triseccién de un angulo, relativo a la geometria.

-Problemas de ntimeros primos, en aritmética.

-Para el algebra se puede citar los famosos problemas de encontrar las raices de las
ecuaciones polinémicas de tercer, cuarto y quinto grado, que datan del Siglo XVI.

-Del anélisis se puede citar los problemas y aportes al calculo abordados por Leibniz y
Newton.
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juntos en el Congreso de Oslo de 1936. La seccién 3 se llama Geometria
y topologia y la seccién 7 se llama Ldgica, filosofia e historia. De otro
lado, al ver una clasificacién actual como la de la AMS de 2010,% hay
una seccion denominada Topologia general y otra denominada Ldgica
matemdtica y fundamentos, mientras que la teoria de conjuntos no es
seccién y aparece como un ftem de esta segunda.®?

53En el apéndice A se muestra los ftems de la seccién Ldgica matemdtica y fundamentos
también los ftems de la subseccion teoria de conjuntos.

> En la década de 1930 hay un cambio notorio, quizas por la fuerza que toma la légica,
y que a nivel de publicaciones se corrobora con la aparicién del Journal of Symbolic Logic
en 1936. Para profundizar se puede consultar el articulo [Ferreirds, 2010].
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Capitulo 3

Expansion y enfoques de la
teoria de conjuntos

Este capitulo se propone determinar el concepto que se tenia acerca de la
teoria de conjuntos en distintos momentos, distintas escuelas y/o grupos re-
levantes que dejaron rastro en la teoria de conjuntos antes de la Segunda
Guerra Mundial.

En este contexto, se entenderd por escuela de investigacion en matematicas
a un grupo que en sus inicios es dirigido (o liderado) normalmente por
un matemético, localizado en un ambiente institucional (ubicado en una
una universidad en particular), que cuenta con una cantidad importante de
estudiantes avanzados. Como resultado de la continua interaccion social y
la colaboracién intelectual, los miembros de una escuela llegan a compartir
puntos de vista y orientaciones en la investigacion: ideas filosoficas o
metodoldgicas concernientes a como hacer su investigacion, puntos de vista
heuristicos sobre los problemas que deben ser abordados y cuales no. En
ese sentido se hard referencia a Mosci, Varsovia y Parfs como escuelas. En
Alemania se hara referencia a Gotinga, pero se nombrara también algunos
autores que no responden necesariamente a los lineamientos de esa escuela,
tales como Hausdorff, Dedekind y Cantor. El caso de los italianos y los
ingleses no se detallard tanto, por lo que no se referira a ellos como escuela o
tradicién y sélo se hara referencia a trabajos individuales de algunos de los
autores para identificar las distintas posturas que se han dado de la teoria de
conjuntos.
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3.1. PRIMER MOMENTO: CANTOR Y DEDEKIND

3.1. Primer momento: Cantor y Dedekind

Desde la temprana década de 1870, los desarrollos de Cantor y Dedekind die-
ron los fundamentos para que se iniciara la teoria de conjuntos, sin embargo
las investigaciones de estos dos autores se enmarcaron bajo distintos objeti-
vos, en Dedekind se presuponen como fundamentadores y como lenguaje de
las matematicas mientras en Cantor se asumen como una herramienta para
solucionar problemas de la teoria de funciones. Lo que claramente plantea
que estos desarrollos no podian concebirse como una teoria auténoma que
generaba sus propios problemas.

Dedekind y Cantor han sido receptores de las concepciones de Riemann. Al
respecto, en [Ferreirds, 1999] se plantea que para entender cémo el lengua-
je conjuntista emergié de las matematicas cldsicas para incorporarse como
fundamento de las matemadticas, hay que pasar por Riemann, quien enten-
dié las superficies de su teoria de funciones y las variedades! de su geometria
diferencial basandose en la nocion de extension, es decir, de clase o conjun-
to. Riemann propuso una revisién de la nocién clasica de magnitud y consi-
der6 variedades (clases) como un fundamento satisfactorio para la aritmética,
la topologia y la geometria (es decir, para las matematicas puras).

En Riemann no se encuentran desarrollos de una teoria de conjuntos
auténoma, pero si una nueva concepcién intuitiva y general de hacer
matematicas y una nueva propuesta sobre los conceptos basicos de las
matematicas, la cual permanecié “desconocida” hasta 1868 cuando Dedekind
publicé la leccion sobre los fundamentos de la geometria, que se resume de
esta forma:

Riemann tuvo un papel central en la reconsideracion de la
matematica sobre bases conjuntistas y a la hora de convencer
a los matematicos de la importancia del estudio topoldgico de los
conjuntos. Ademas dejé abiertas cuestiones como la depuracion
de su teoria de variedades, que serian un importante estimulo para
autores como Cantor. Sin embargo, Riemann no contribuyo a la
teorfa abstracta. [Ferreirés, 1993, p. 96].

'El término variedad ha sido relegado exclusivamente a la geometria diferencial, pero
Riemann no lo usé en este contexto sino como una prefiguracién de los que anos después
serfan los conjuntos.
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De otro lado, como se comenta en [Ferreirds, 1993, p. 21|, la historia de la
teoria de conjuntos en el siglo XIX casi que ha llegado a identificarse con la
biografia de Cantor, pero esa historiografia ha sido confrontada con la obra
de Dugac: Richard Dedekind et les fondements des mathématiques, en la que
plantea que el “lugar de nacimiento”de la teoria de conjuntos se debe buscar
en Dedekind en su teoria de ideales de 1871.

Siguiendo la sugerencia de Dugac, en el sentido de desfocalizar el origen de la
teoria de conjuntos a la obra de Cantor, se puede plantear que en los primeros
anos de ésta se pueden identificar tres caminos por los cuales se desarrollo la
teoria de conjuntos, dos de éstos se derivan de la obra de Cantor y corres-
ponden a las dos épocas que en €l se identifican, la primera es una teoria
de conjuntos como herramienta para abordar problemas de otras ramas de
las mateméticas (especialmente la teoria de funciones, en su caso especial la
representacion en series trigonométricas), la segunda corresponde a la teoria
de conjuntos transfinitos,? mientras que el tercer camino se refiere a la funda-
mentacién de las mateméticas desde la perspectiva de la teoria de conjuntos,
la cual fue desarrollada principlamente bajo la optica de Dedekind, y que
es llamada por Ferreirés como el enfoque conjuntista. La propuesta en este
capitulo es identificar a cada una de las escuelas o grupos o momentos que
aqui se traten, en el uso de estas tres tendencias o caminos.

Es por lo anterior que este capitulo decide iniciar, asumiendo como primer
momento de la teoria de conjuntos, con Dedekind y Cantor, anotando que no
se puede considerar como los tnicos creadores de toda la teoria de conjuntos,
ya que ellos han sido receptores de ideas de autores como Riemann, lo cual
se ha esbozado superficialmente al inicio de este apartado (lo cual se puede
profundizar en [Ferreirds, 1993]).

Usualmente se ha considerado que el origen de la teoria de conjuntos esta en
el andlisis, y esto se debe al haberse centrado el estudio historico en la fi-
gura de Cantor, por ejemplo Grattan - Guinness lo refleja en el titulo de

2En 1883 con la serie de articulos en aleman Grundlagen einer Allgemeinen
Mannichfaltigkeitslehere (Fundamentos para una teoria de conjuntos) se evidencia en
Cantor un cambio de perspectiva respecto a 16 que proyectaba sobre sus investigaciones,
alejandose de los problemas del analisis, en particular de los relativos a teoria de funciones.
Es en esos anos en los que se puede evidenciar el cambio de perspectiva relativa a teoria
de conjuntos.
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su texto Del cdlculo a la teoria de conjuntos [Grattan-Guinness, 1980], sin
embargo trabajos como el anteriormente nombrado de [Dugac, 1976] ponen
de manifiesto que el dlgebra y la teoria de niimeros también tuvieron un rol
importante en el origen de la teoria de conjuntos.

Desde la perspectiva histérica del andlisis, se puede decir que los intentos
de rigorizacién de Cauchy usando limites, desigualdades y un concepto de
funcion continua bastante abstracto no permitian demostrar rigurosamente
cuestiones basicos como el teorema del valor intermedio, ya que para ello
se necesitaba una definicion precisa de los nimeros reales, con la que se es-
tableciera de forma soélida el concepto de continuidad. Asi, en 1872 es el
ano en el que Cantor, Dedekind, Weierstrass publican sus construcciones de
los niimeros reales.®> Weierstrass define los reales como “agregados”de Q que
se conciben como series convergentes, Cantor los define como sucesiones de
Cauchy® sobre Q y Dedekind como cortaduras en Q. Estas construcciones
parten de una base de los nimeros racionales (aunque Weierstrass va un po-
co mas atras y define los todos los sistemas numéricos como los enteros y
los complejos), y aunque en ninguno aparece de forma explicita la nocién
de conjunto, sus teorfas pueden verse (como lo dice [Ferreirds, 1998, p. 396])
retrospectivamente al menos, como dependientes de esta nocién, o de otras
més complejas que sélo pueden explicarse sobre la idea de conjunto infinito.?

Desde las publicaciones de 1871% y de 18727 se puede rastrear en Dedekind su
concepcién de la teoria de conjuntos como un lenguaje en el cual fundamen-

3La de Cantor aparece en Uber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen; la de Dedekind en Stetigkeit und irrationale Zahlen; la de
Weierstrass en Die Elemente der Arithmetik, que es un libro de E. Kosak basado en
un curso impartido por Weierstrass en 1865/66. Las que mds han trascendido son la de
Cantor y la de Dedekind. Previo a éstas en 1969, el francés Charles Méray habia publicado
su definicién de los nidmeros reales (Remarques sur la nature des quantités définies par la
condition de servir de limites d des variables données), la cual es similar a la de Cantor.

4Las llama sucesiones fundamentales.

5El concepto de cortadura de Dedekind es el més simple y a también es el més cercano
a una idea conjuntista. De otro lado, en Cantor se hace explicita la nocién de conjunto
para hablar de conjuntos derivados.

6 {ber die Komposition der bindren quadratischen Formen. En este articulo el presenta
por primera vez la idea de cuerpo, y se muestra su aproximacién al dlgebra, donde usa
ideas como isomorfismos y automorfismos entre otras.

7 Stetigkeit und irrationale Zahlen.
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tar las matematicas, lo cual derivé inmediatamente en la corriente logicista
de las matemdticas,® mientras que en Cantor para ese entonces se podria
visualizar como una herramienta para abordar problemas concernientes a la
teoria de funciones, particularmente en la representacion a través de series
trigonométricas.”

Posteriormente y en los ultimos anos del siglo XIX, Dedekind y Cantor pu-
blicaron sus contribuciones a la teoria de conjuntos abstracta. Dedekind in-
tenté elaborar una base abstracta para los fundamentos de las matematicas
puras (aritmética, andlisis y algebra). Mientras que Cantor volcé el objeto
de sus investigaciones a la exploracién de los conjuntos infinitos y el proceso
creado que es usualmente llamado teoria de conjuntos en sentido estricto.
Asi, en la segunda mitad de la década de 1880'° ya se puede observar en
Cantor una concepciéon de teoria de conjuntos abstracta bajo las ideas de
cardinalidad y orden.

De acuerdo a lo anterior se puede decir que el programa de Dedekind (re-
lativo a teoria de conjuntos) se centraba en “conjuntizar’las matemadticas o
darle a estas una base conjuntista. Mientras que en Cantor se puede identifi-
car dos épocas, la primera giraba en torno a solucionar problemas de teoria
de funciones y posteriormente a los conjuntos transfinitos, esa transicién se
vié mediada por el surgimiento de la hipédtesis del continuo, que es el centro
de su programa.

El impacto y recepcion de las ideas de Dedekind se puede plantear desde lo

8El reconocimiento de Dedekind como logicista es discutido, principalmente entre Benis-
Sinaceur y Ferreirds. Puede verse sus posturas en [Benis-Sinaceur, 2008], [Ferreirds, 1993],
[Ferreirds, 1999] (especialmente el apartado 5.1 del capitulo VII.) y en los articulos
pendientes de publicacion: “Is Dedekind a logicist? Why does such a question arise?”de
Benis-Sinaceur y “On Dedekind’s Logicism”de Ferreirés.

9Conocidos son los trabajos de diversos autores como [Dauben, 1979], [Ferreirés, 1999],
[Grattan-Guinness, 1980], entre otros que narran y comentan los trabajos de Cantor en
torno a la busqueda de debilitar las condiciones para que una funcién tuviese representacién
Gnica a través de series de senos y cosenos.

10Se hace referencia a las publicaciones de 1887 / 88 Mitteilungen zur Lehre vom
Transfiniten en los que presenta la teoria de conjuntos de la misma manera como los
hard posteriormente en los Beitrdge, y a un articulo que en 1885 debia ser publicado, pero
no se hizo debido a inconvenientes con Mittag - Lefler. Se puede ampliar esto iltimo en
[Grattan-Guinness, 1970].
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conjuntista o desde una visién que enmarque més la parte algebraica y la
teoria de numeros. Lo que interesa en este trabajo es la primera, es decir, del
propédsito de fundamentar desde la teoria de conjuntos las ramas puras de
las matematicas. Asi, el punto de vista abstracto se puede percibir ya en sus
trabajos de 1871 y 1872, donde el se centr6 en los fundamentos del sistema
numérico, estableciendo las nociones “légicas”de conjunto y aplicacién. Con
esto, el también estaba estableciendo los fundamentos para su aproximacion
abstracta de dlgebra y otras areas de la matematica pura.

Por ejemplo, su Zahlen de 1888 tuvo un impacto variado, donde el principal
tropiezo es que algunos de sus principales colegas no lo leyeron o lo hicieron
sin la suficiente atencién,'! de hecho en [Ferreirds, 1993, p. 306], se plantea
que Keferstein!? y Cantor lo han malinterpretado, y que la mayoria de lec-
tores asumian el trabajo como una contribucion sélo a la teoria de niimeros.

Sus conceptos tuvieron recepcion en Italia con Betazzi, Burali - Forti y
Peano!? y en Alemania con Hessenberg y Zermelo. Su nocién de aplicacién
intervino en la construccion légica de N y en la primera definicién rigurosa
del infinito, y su nocién de cadena sirvié de base para poner un fundamento
solido al principio de induccion, y sirvié a Zermelo para demostrar definiti-
vamente el teorema del buen orden en su relevante articulo de 1908.14

La critica y recepcion mas favorable de su obra se ha dado en el ambito del
logicismo, donde se entendié de mejor forma su programa. De los apartados
4.1 y 4.2 del capitulo IX de [Ferreir6s, 1993] se puede seguir que su postura
de conjuntizar las matematicas puras, fue una propuesta acogida por Hilbert,
quien en 1899 presenta su obra sobre fundamentos de la geometria la cual se
basa en ideas conjuntistas, del mismo modo que Dedekind presenté su obra
de 1894'% de fundamentos del 4lgebra.

UEn [Ferreirds, 1993, p. 306] se plantea la inconveniencia del titulo y de la introduccién,
ademsds de lo engorroso que podria resultar seguir aquellos “senderos espinosos”que en el
texto se desarrollaban.

12Hans Keferstein era profesor de matematicas en un instituto de Hamburgo, y fue quien
dio una primer reaccién piblica ante el libro de Dedekind.

BLos axiomas de Peano fueron influenciados por Dedekind bajo su caracterizacién
abstracta de N [Ferreir6s, 1993, p. 313].

Y Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre.

15 Uber die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen.
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De otro lado, las ideas de Cantor relativas a conjuntos derivados y conjuntos
de primera especie tuvieron impacto casi inmediato con Du Bois-Reymond,
Dini y Harnack, ello a pesar de la tendencia a atribuir la poca compresién de
las ideas de Cantor en los circulos matemaéticos, leyenda que quizas fue ali-
mentada por el mismo. La prueba de la equipotencia entre R y R™ de 187816
origind una inmediata reaccién con una serie de publicaciones de Thomae,
Liroth, Jiirgens y Netto. Ademas, el propio Cantor siguié contando con el
aval de Mathematische Annalen en la que publicé una importante serie des-
de 1879 hasta 1884 y el de Acta Mathematica que en el segundo volumen
incluyé la parte mas importante de la investigacién de Cantor!” y que fue
traducida al francés.

Las nociones topoldgicas que desarrollé por esa época fueron adoptadas por
Poincaré, Mittag - Leffler y hasta por Weierstrass. Mittag - Leffler en su
trabajo sobre representaciones analiticas de 1884 empled fuertemente con-
juntos de primera y segunda especie y los nimeros transfinitos de segunda
clase. Poincaré en 1885 empled resultados de Cantor sobre conjuntos perfec-
tos densos en ninguna parte.

Sin embargo, no todas las implicaciones que Cantor visualizaba sobre su
trabajo fueron bien aceptadas, en especial las de potencia y nimero trans-
finito, ya que generaban dudas, especialmente en los matematicos mayores.
Por ejemplo la prueba de la equipotencia entre R y R™ podia ser aceptada
totalmente, sin embargo su definicién de potencia podia ser rechazada, ya
que la conclusién que se podia obtener era que se necesitaba rigorizar la no-
cién de dimensién. Hermite, como traductor al francés del articulo de Cantor
decia que la memoria de éste le dejaba una impresion desastrosa, a pesar de
abrir un nuevo campo de investigacion resulta poco tentador seguir tal linea,
ademas de criticar los “métodos arbitrarios” que el autor usa.

Aparentemente Appell, Picard y Hermite tenian la misma opinién negativa
sobre el nuevo trabajo de Cantor, sin embargo Poincaré tenia una critica
positiva, y este ultimo decia en una carta a Mittag - Leffler en marzo de

16“Fin Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre”, JrM 84, pp. 242-58.

17¢Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre” [Cantor, 1883], donde plantea
la existencia de ordinales y cardinales infinitos, expresando una aritmética para estos
nuevos entes.
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1883, que el problema de las publicaciones de Cantor era la falta de ejem-
plos. Asf los ordinales de la segunda y tercera clase tenian forma sin materia,
lo cual repugnaba al espiritu francés.

Cantor estaba convencido que su concepto de potencia podia jugar un pa-
pel decisivo en el analisis, pero su introduccion de este concepto y el de los
cardinales transfinitos fue “especulativo”y aportaba poco a los problemas de
“interés presente y real”.

A pesar de Cantor sentirse rechazado por los matemadticos alemanes
como Dedekind, Weierstrass (quienes no mostraron interés en las ideas
sobre los transfinitos) y por Kronecker y Schwarz (quienes tuvieron una
reaccién negativa ante las nuevas ideas de Cantor), algunos mateméticos
jovenes acogieron sus investigaciones, por ejemplo Du Bois - Raymond
incluyé el teorema de no numerabilidad de R en su manual de 1889,
Harnack enfatizé en la importancia de la nocién de potencia en 1885 y
ademas empled terminologia cantoriana y los transfinitos ordinales, Scheffer
aplico ideas de Cantor a la teoria de funciones, entre otros.

3.2. Segundo momento: Italianos (Peano,
Bettazzi, Volterra, Levi) y Hilbert

La matematica italiana se encontraba en sus anos dorados en las décadas de
cambio de siglo XIX al XX, y la teoria de conjuntos no era ajena los italianos
ya que estaban al tanto de lo que ocurria en Alemania, por ejemplo Peano en
su libro de 1884 cita el articulo de Cantor de 1872 sobre series trigonométricas
y el de Dedekind del mismo afio sobre niimeros irracionales,'® y por ejemplo
[Ferreirés, 1993, p. 311] dice que especialmente los italianos (Betazzi, Peano
y Burali - Forti) en los anos 1890 fueron quienes investigaron en relacién al
Zahlen de Dedekind.?

Ulisse Dini inicié en 1878, con su libro Fondamenti per la teorica delle funzio-
ni di variabili reali, una tendencia del anélisis (en este caso especifico sobre
la teoria de funciones) enfatizado sobre la teoria de conjuntos de puntos. Esa

18Se puede ampliar en [Grattan-Guinness, 2000, pp. 221-223].
19Se puede ampliar en [Moore, 1982, pp. 26-30].
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tendencia continuaba en Italia en 1884 con la publicacion de Calcolo Diffe-
renziale e Principii di Calcolo Integrale, en el que comentaba y ampliaba las
lecciones de su profesor. Desde 1895 hasta 1908 el mismo Peano dirigié el
trabajo colectivo: Formulaire de mathématiques, en el cual se intentd tra-
ducir todos los principales resultados matematicos en un lenguaje simbolico
sin ambigiliedades, en el cual la nocién de clase tenia un papel fundamental
[Ferreirés, 1999, p. 300].

Peano, Bettazzi y Levi, que se encontraban en Turin tuvieron una posicién
marcada entorno a la naturaleza de los objetos matematicos y por ende a la
aun “incipiente discusién”sobre las elecciones arbitrarias (incluso antes de la
prueba del buen orden de Zermelo). Al respecto, [Moore, 1982, p. 76] dice que
incluso, algunos historiadores han planteado que 6 Peano 6 Levi formularon
el axioma de eleccion antes que Zermelo, sin embargo, de las publicaciones de
Peano en 1890 y 1902, de Levi en 1902 y de Bettazzi en 1894 y 1896, se sigue
que los tres rechazan los procedimientos matematicos en los que se usen las
elecciones arbitrarias.

Moore dice que Peano en 1890 “Démonstration de I’ intégrabilité des équa-
tions differentieles ordinaires”, en el marco de un problema sobre sistemas
de ecuaciones diferenciales de primer orden, fue el primero en aceptar clases
infinitas que rechazo categéricamente el uso de infinitas elecciones arbitrarias.

El articulo de 1892 de Bettazzi (“Sui punti di discontinuita delle funzio-
ni di variable reale”) también rechaza las elecciones arbitrarias. Cabe decir
que el estudio la existencia de reglas de eleccién porque queria conocer bajo
que condiciones un punto limite podia llegar a ser un punto limite secuencial.

En 1896 en “Gruppi finiti de infiniti di enti” Bettazzi cuestioné la prueba de
Dedekind de 1888, en la que se planteaba que todo conjunto S infinito es
Dedekind - infinito, la critica era porque la prueba involucraba la eleccién
arbitraria de una funcién uno a uno f, : {1,2,3,...,n} — S, para todo n.

En 1902, Beppo Levi en “Intorno alla teoria degli aggregati”, inspirado en la
tesis de [Baire, 1899], buscaba plantear propiedades que se satisficieran para
todos los subconjuntos de R (o para toda funcién de variable real), llegé a
aseverar que todo subconjunto de R tiene la propiedad de Baire (lo que no
probd) y anteriormente (en 1900) habia conjeturado que un teorema suyo
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implicaba la hipdtesis del continuo. Su hipétesis de que todo subconjunto de
R satisface la propiedad de Baire contradecia el axioma de eleccién.?

Otro autor italiano, que debe ser nombrado es Vito Volterra, quien tuvo
aportes en teoria de integracién, en particular sobre funciones puntualmen-
te discontinuas, concepto usado fuertemente por el francés René Baire, uno
de los principales miembros de la llamada escuela francesa y a quien se tra-
tard en el siguiente apartado, del cual realizé un pasantia en 1898 en Italia
bajo la tutorfa de Volterra, antes de presentar su tesis doctoral [Baire, 1899].

De otro lado, relativo a la parte alemana, concretamente a Hilbert, se puede
encontrar conexiones con el enfoque de Dedekind. Como se dijo anteriormen-
te, en 1894 Dedekind publica su versiéon mas importante en teoria de nimeros
y algebra, con gran contenido de lenguaje conjuntista (isomorfismos, auto-
morfismos) y en 1899 Hilbert publica, siguiendo la linea de Dedekind, un
analisis conjuntista de la geometria.?!

De [Ferreirés, 1999, p. 302] se sigue que Hilbert contribuyé indirectamente al
desarrollo de la teoria de conjuntos al estimular estudiantes y colaboradores
a trabajar en ello. Zermelo empez6 a trabajar en teoria de conjuntos con
Hilbert y su influyente trabajo se debi6 gracias al trabajo junto a los ma-
tematicos de Gotinga. Bernstein se introdujo en teorfa de conjuntos a través
del mismo Cantor, pero su tesis doctoral estuvo bajo la direccién de Hilbert,
en la cual trabajo sobre la generalizaciéon de la descomposicién que Cantor
habia establecido para los conjuntos cerrados de R, los que implicaba que
para ellos se satisfacia la hipotesis del continuo. Schoenflies también fue cer-
cano a Hilbert, el aplic6 nociones de teoria de conjuntos de puntos a curvas
cerradas simples en el plano. Asi, aunque Hilbert no realizé contibuciones
directas a la teoria de conjuntos, si fue un impulsor de su desarrollo en Ale-
mania.

De la famosa lista de 23 problemas de Hilbert propuestos en el Segundo Con-
greso Internacional de Matematicas en 1900, los dos primeros corresponden
a la teoria de conjuntos. El primero de éstos es la hipétesis del continuo (el
cual, como se planted anteriormente, es el centro del programa cantoriano),

20Ver m4s detalles de la repercusién de ésto en [Moore, 1982, p. 78].
2L Grundlagen der Geometrie (Fundamentos de la geometria.)
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mientras que el segundo problema se refiere a la consistencia de la aritmética
de R,?2 que se puede plantear como la existencia del conjunto de los nimeros
reales.

Resumiendo, en Peano se puede identificar, de un lado la linea que
identificaba la primera etapa de Cantor, y de otro la linea fundamentadora de
Dedekind. Sin embargo, la linea cantoriana (relativo a una teoria de conjuntos
al servicio del anélisis) se evidencia en Dini, Volterra, Levi y Bettazzi en la
teoria de funciones, en especial en la representacion por series trigonométricas
y en la fundamentacién de una teoria de la medida. Hasta ese entonces
en Italia no se encuentra recepcién en cuanto a las ideas de Cantor sobre
los transfinitos, mientras que en Hilbert es clara la influencia del enfoque
de Dedekind, especialmente con la conjuntizacion de la geometria en sus
Grundlagen, pero también impulsé la teoria de conjuntos transfinitos.

3.3. Tercer momento

A finales de siglo XIX habia ya una recepcién de las ideas conjuntistas
de Cantor, mientras que las de Dedekind se demoran un poco mé&s o
fueron menos difundidas. En el siguiente apartado se vera la forma como
visualizaban la teoria de conjuntos en Francia, Alemania e Inglaterra, en los
ultimos anos del siglo XIX y principios del XX.

3.3.1. Paris: Borel, Baire, Lebesgue

Los trabajos de esta escuela, representada por Borel, Lebesgue y Baire, se
catalogan principalmente en teoria de funciones, y mas que ocuparse de la
cuestiéon de la teoria de conjuntos como fundamento de las matematicas, la
usaron como herramienta para desarrollar la la teoria de funciones, asi mis-
mo llegaron a sostener posturas filoséficas relativas al uso de los transfinitos
cantorianos y al axioma de eleccion.

En su articulo [Gispert, 1995] muestra como los circulos matematicos france-
ses, anteriores a 1905, adoptaron los nuevos métodos de la teoria de conjuntos,
pasando por Darboux, Jordan, Tannery, Hadamard, Borel, Lebesgue y Baire.
Los tres ultimos son los autores centrales de la teoria de funciones en Francia

22Guele ser confundido con la consistencia de la aritmética de N.
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y en quienes méas enfatiza el articulo de Gispert como el tercer capitulo del
libro [Graham y Kantor, 2009).

Camille Jordan introdujo la teoria de conjuntos en Francia en un capitulo
suplementario de la segunda edicién del curso de andlisis de la Ecole Poly-
technique en 1893. El primer capitulo lo dedica a la construccion de los reales
y a proposiciones sobre limites; el segundo capitulo se titula “Ensembles”,
y se dedica a las nociones de conjunto derivado, perfecto, acotado, de un
solo trazo y a los medibles; en el tercer capitulo usa los resultados sobre los
conjuntos introducidos en el capitulo anterior para introducir las funciones
acotadas y las funciones integrables. En este tercer capitulo se propone estu-
diar la importancia del dominio de integracion sobre la integral, y a diferencia
de Darboux quien en investigaciones precedentes se ha interesado en el rol de
la funcién en la integracion, Jordan necesita de la teoria de conjuntos para
ello. En los cuatro capitulos siguientes se aborda las funciones continuas, las
funciones de variacion acotada, las derivadas e integrales de funciones de una
variable.

Paul Tannery en su critica de 1893 al libro de Jordan en el Bulletin
des sciences mathématiques, plantea que éste se limita a lo estrictamente
necesario para la sucesion de proposiciones, asi, Jordan no expone ni la nocién
de conjunto denso ni la de potencia, pero plantea que en los primeros capitulos
se exponen los principios de la forma maés sélida de manera que parece ser
definitiva. Asi, se tiene que la teoria de conjuntos se instauraba en Francia,
a través de Jordan como una rama de utilidad para el analisis, y en palabras
de Lebesgue:

Al atreverse a incorporar partes de la teoria de conjuntos en sus
cursos en la Escuela Politécnica, Jordain reivindicé de alguna
manera esta teoria,?® él confirmé que se trata de una rama util de
las matematicas. El hace algo més que afirmarlo, lo prueba para
sus investigaciones |...] que han influenciado ciertos trabajos, los
mios en particular.?4

23Esta referencia se hace para Francia, porque como se ha visto, ya en Italia Peano en
1884 habia incorporado la teoria de conjuntos como base para sus desarrollos en el calculo.

24En [Gispert, 1995, p. 50] citando: Notice sur les travaux scientifiques, Oeuvres I , de
Lebesgue en 1922.
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[Gispert, 1995, p. 52| enuncia los titulos de los cursos dictados por Borel,
Lebesgue y Baire en teoria de funciones en I’ Ecole Normale ou au College de
France. Durante los primeros diez anos hay seis de Borel: Lecons sur la théorie
des fonctions, de 1898; Lecons sur les fonctions entiéres, de 1900; Legcons sur
les séries divergentes, de 1901; Lecons sur les séries a termes positifs, de
1903; Lecons sur les fonctions méromorphes, de 1905 y Lecons sur les fon-
ctions de variables réelles et les développements en séries de polynomes, de
1906. Hay dos de Lebesgue, que se titulan Lecons sur lintegration et la recher-
che des fonctions primitives de 1904 y Legcons sur les séries trigonométriques
de 1906, y parece uno de Baire Lecons sur les fonctions discontinues de 1905.

Lo anterior muestra el gran interés que habia en la teoria de funciones, de la
cual Lebesgue dice en 1906: “la teorfa moderna de las funciones |. . .| con su
lenguaje flexible y preciso se debe a la introduccion sistematica de la nocién
de conjunto [Gispert, 1995, p. 52]”.

Legons sur la théorie des fonctions,([Borel, 1898]) es una publicacién de los
resultados de la tesis que Borel hizo en teoria de funciones. En el texto se
presenta una detallada descripcion de la teoria de conjuntos y las nuevas no-
ciones sobre medida. Borel se sintié atraido a “aterrizar” problemas como la
medida de la longitud de la circunferencia, donde entre otras cosas defini6 la
clase de conjuntos medibles (Borelianos). En el prefacio de este libro, Borel
plantea que el libro se dedica a teoria de conjuntos, sin embargo, el titulo se
debe a que al hablar de conjuntos, Borel no perdia de vista las aplicaciones.
Este libro es igualmente famoso porque en él aparece la prueba del teorema
de Cantor - Bernstein.

El contenido del libro es el siguiente:

1. Nociones generales sobre los conjuntos.

La nociéon de conjunto, La nociéon de potencia, Los conjuntos
numerables, Comparacion de conjuntos numerables con los otros
conjuntos, Los conjuntos que tienen la potencia del continuo.

2. Los nimeros algebraicos y la aproximacion de los inconmen-
surables.

Generalidades sobre los ntmeros algebraicos, El conjunto de los
nimeros algebraicos es numerable, Las investigaciones de Liouville, La
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aproximacién de los niimeros inconmesurables.

3. Los conjuntos perfectos y los conjuntos medibles.

Los conjuntos cerrados y los conjuntos perfectos, Los conjuntos
perfectos que no son densos en ningun intervalo, Los conjuntos
medibles.

4. La extensién analitica.

La definicion de extensiéon analitica, Un teorema de Poincaré y Volterra,
Nota de Weierstrass sobre las series de funciones uniformes.

5. Sobre la convergencia de algunas funciones reales.

Definicién de las series estudiadas, Series de una sola variable, Series
de dos variables, Curvas de convergencia uniforme.

6. La nocion de funciéon de una variable compleja.

Funciones analiticas y expresiones analiticas, El teorema de Mitag -
Leffler, Las representaciones analiticas conocidas, Notas sobre las series
de fracciones racionales, Estudio de algunas series de fracciones simples,
Propiedades esenciales de las series estudiadas. - Conclusion.

El contenido de este libro se puede dividir en dos partes, la primera correspon-
diente a teoria de conjuntos de puntos, la segunda parte a teoria de funciones.
Notese que en el primer capitulo la nocion de potencia se centra tinicamente
en los conjuntos numerables y en los equipotentes con el continuo, asumiendo
asi solo una pequena parte de la teoria cantoriana de conjuntos. Asi mismo
es notoria la ausencia de la concepcion de ordinal.

Borel se aproxima a la idea de conjunto como una coleccién de un ntmero
finito o infinito de objetos cualesquiera, sin embargo no propone una defin-
cion de conjunto ya que “al parecer es una nocion suficientemente primitiva,
por lo que una definicién seria, a lo menos, innecesaria” [Borel, 1898, p. 1].
En ese sentido, propone ejemplos de lo que es conjunto y de lo que no es,
exponiendo como ejemplos el conjunto de los ntimeros racionales, el conjun-
to de nimeros positivos, el conjunto de funciones continuas de una variable
real, el conjunto de puntos sobre una circunferencia dada donde los senos son
inconmesurables, etc.
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Lo anterior sirve para reforzar la idea de que sus intereses en teoria de
conjuntos no apuntan hacia su fundamentacién, sino que ve a ésta como
una herramienta para sus desarrollos analiticos en la teoria de funciones. Sin
embargo, Borel no deja de reconocer el atractivo de esta teoria, quizas de la
parte que no se aplicaba a la teoria de funciones (como la de las cardinalidades
mayores) al plantear la siguiente cita:

Aligual que a muchos matematicos jévenes, la teoria de conjuntos
me ha cautivado inmediatamente; y no me arrepiento de ésto
en lo mas minimo porque es un ejercicio mental que abre la
mente|Graham y Kantor, 2009, p. 40].

De otro lado, el trio francés, como Graham y Kantor llaman a Borel, Baire
y Lebesgue, es reconocido por rechazar el uso del axioma de Zermelo en las
matematicas, sin embargo, hay diferencias sutiles entre si en la aceptacion
de los ordinales de la segunda clase. Borel y Baire no se refieren a cardinales,
pero se entiende que no aceptan w;. Los ordinales transfinitos los usan sélo
como plantilla (o como especie de contador cuando se agota N), pero no los
conciben con caracter numérico. La gran diferencia de estos dos con Lebesgue
es que el dltimo si acepta el limite w;. Relativo a ello se puede hablar de dos
tipos de existencia:

- La existencia constructiva de Baire: se presenta al describir objetos me-
diante procesos en los cuales se utilicen tinicamente los ordinales de primera
o segunda clase (sin admitirlos como una totalidad) de la teoria cantoriana
de conjuntos.

- La existencia constructiva de Lebesgue: los objetos se describen a través de
procesos que hacen uso de la totalidad de los ordinales de segunda clase.

En este sentido se esta reeditando una antigua discusién entre Dedekind,
Kronecker y Cantor, acerca del problema de la existencia de objetos ma-
temédticos.?

25Para ampliar sobre esta discusién ver [Dedekind, 1888, p. 105] y [Ferreirds, 2006, pp.
38-40 y 105-108] en donde se hace referencia a las restricciones de Kronecker a la libre
construccién de objetos matematicos y a la respuesta de Cantor a estas objeciones.
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Este es sélo un aparte del problema de existencia, en el cual la mas intere-
sante discusién se da entorno al axioma de eleccion, en el que es famoso el
intercambio de estos tres con Hadamard. Baire, Borel y Lebesgue se oponen
a las demostraciones en las que interviene el axioma de eleccion, Hadamard
lo ve plausible.

Asi, Borel, Baire y Lebesgue, fueron receptores moderados de las nociones
sobre transfinitos de Cantor, ellos hacen uso solo de los ordinales transfinitos
de hasta segunda clase, no como numeros, pero si como indices cuando la
plantilla de los nimeros naturales no era suficiente. A pesar de ello, el pro-
pio René Baire en su tesis doctoral de 1899 en la que propone y aborda un
problema concerniente a la teoria de funciones, prevé que la solucién de este
problema esta en los desarrollos de la teoria de conjuntos.

Para cerrar este apartado, se puede resumir planteando que la teoria de
conjuntos se retroalimentaba de la teoria de funciones, adquiriendo una mayor
acogida en la Escuela de Paris, especialmente con los trabajos de Baire,
Borel y Lebesgue, tanto asi que el primero de estos planteaba que la teoria
de funciones podia desplegar sus mejores problemas sélo con los avances en
teoria de conjuntos de puntos, que representa la primera etapa de Cantor:

La teoria de conjuntos de puntos juega un papel muy importante
en estos métodos;?® se puede asi mismo decir que, en el orden de
ideas en que nosotros nos hemos movido, todo problema relativo
a la teoria de funciones conduce a ciertas cuestiones relativas a la
teoria de conjuntos; y en la medida en que estas tltimas cuestiones
estén avanzadas, puede que sea posible resolver mas o menos el
problema planteado [Baire, 1899].

Asi, de los tres enfoques sobre la teoria de conjuntos planteadas en el apartado
3.1, se puede asociar a Baire, Borel y Lebesgue con la primera etapa de
Cantor, en la que se concibe a la teoria de conjuntos como una herramienta
de la teoria de funciones, que es el area central de interés de los tres franceses.

26En concreto, Baire se refiere a los métodos usados para demostrar la existencia de
funciones de cada una de las clases de su jerarquia definida en su tesis de 1899.

66



Capitulo 3. Expansion y enfoques de la teoria de conjuntos

3.3.2. Alemania: Hilbert, Zermelo, Haussdorff

Este apartado se centrara en determinar la cercania de Zermelo y Haussdorff
a los tres enfoques planteados, sabiendo que varios otros autores alemanes
contemporaneos a ellos pueden entrar a ser referenciados, sin embargo estos
dos representan de muy buena forma las tradiciones o tendencias principales
que predominaron en Alemania los primeros anos del Siglo XX respecto a
teoria de conjuntos.

Como se planted en el apartado 3.2, Hilbert no es reconocido en teoria de
conjuntos por su aportes y resultados directos sino por el estimulo e impul-
so que dio a matematicos jovenes para investigar en este nuevo campo, es
asi como por ejemplo en el primer congreso internacional de matematicas
en 1897, el aleman German Hurwitz, cercano al circulo de Hilbert y Klein
di6 una charla plenaria en la que se enfatizaba la importancia de la teoria
de conjuntos en el analisis, concretamente, sugirié una clasificacion de fun-
ciones analiticas basadas en el correspondiente conjunto de singularidades,
en el que las nociones de conjunto numerable, cerrado y perfecto tenian gran
importancia [Ferreir6s, 1999, p. 300].

Asi mismo, Ernst Zermelo quien realizé sus estudios en Berlin, logrando una
buena reputacién en matematicas aplicadas y fisica tedrica, en 1897 fue a
Gotinga y bajo la influencia de Hilbert se interesé en los problemas funda-
mentales de la teoria de conjuntos, teniendo asi un cambio en su campo de
actividad. Cabe decir que Zermelo se dedica a problemas abiertos, y no pu-
blica libros, sélo articulos.

En Gotinga Zermelo imparte el que parece ser el primer curso en teoria
de conjuntos [Peckhaus, 1990, p. 77ff] 2" en 1900/01, guidndose por los
Beitrage de Cantor, y donde descubrié al mismo tiempo que Russell, pe-
ro de forma independiente, las paradojas conjuntistas que llevan el nombre
de éste ultimo. Luego en el semestre siguiente, y en Leipzig, Felix Hauss-
dorff® impartié otro curso en el que, siguiendo una corrspondencia de Can-
tor, mostrd que el conjunto de todos los tipos de orden numerables tiene la

27Citado en [Ferreirés, 1999, p. 317 pie de pagina 1. Cabe decir que Cantor ni Dedekind
dictaron lecciones sobre teoria de conjuntos.

28Haussdorff nacié en Breslavia en 1868 y pudo haber muerto en Bonn en 1942
[Purkert, 2001].
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potencia del continuo (llamado posteriormente como teorema de Dedekind -
Bernstein).[Purkert, 2001, p. 21].

La referenciada leccion sobre teoria de conjuntos impartida por Zermelo da
una muestra que su primer acercamiento a esta teoria fue a través del enfoque
de la segunda etapa de Cantor, sin embargo €él, es reconocido por los aportes
en axiomatizacién y fundamentacion, quizas no tanto de las matematicas sino
de la teoria de conjuntos, pero su enfoque sobre la teoria de conjuntos queda
plasmada en la primera frase del articulo de 1908 [Zermelo, 1908], que dice:
“La teoria de conjuntos es aquella rama de las matematicas cuya tarea es
investigar matematicamente las nociones fundamentales de ntimero, orden y
funcién, tomandolas en su forma mas simple para desarrollar los fundamentos
de la aritmética y el andlisis”, claramente se observa el enfoque de Dedekind
de usar la teoria de conjuntos como fundamentadora de las matematicas. Los
titulos de sus publicaciones de Zermelo son:

1. de 1901: Addition transfiniter Cardinalzahlen, NG. ?°

2. de 1904: Beweis, dass jede Menge wohlgeordnet werden kann (Aus
einem an Herrn Hilbert gerichteten Briefe), MA.%°

3. de 1908: Neuer Beweis fiir die Moglichkeit einer Wohlordnung, MA. 3!

4. de 1908: Untersuchungen iiber die Grundlagen der Mengenlehre, I,
MA.3?

5. de 1909: Sur les ensembles finis et le principe de I’ induction complete,
AM.

6. de 1909: Uber die Grundlagen der Arithmetik, V Congreso
internacional de matemdticas, Roma. 33

7. de 1914: Uber ganze transzendente Zahlen, MA. 34

29 Adicién de cardinales transfinitos.

39Demostracién de que cada conjunto puede ser bien ordenado.
31Nueva demostracién de la posibilidad de un buen orden.
32Tnvestigaciones sobre los fundamentos de la teorfa de conjuntos.
33Sobre los fundamentos de la aritmética.

34Sobre los ntimeros enteros trascendentes.
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8. 1929: Uber den Begriff der Definitheit in der Axiomatik, FM. 3

9. de 1930: Uber Grenzzahlen und Mengenbereiche. Neue Untersuchungen
iber die Grundlagen der Mengenlehre, FM. 3

10. de 1932: Uber Stufen der Quantifikation und die Logik des Unendlichen,
DMV. 37

11. de 1935: Grundlagen einer allgemeinen Theorie der mathematischen
Satzsysteme, FM. 38

Su articulo de 1904, La prueba de que todo conjunto puede ser bien ordenado,
tuvo un impacto inmediato en los circulos matematicos tanto de aprobacion
como de rechazo, debido al uso del axioma de eleccién, ocasionando debates
de alto contenido filosofico como el que se presenté en Francia entre Hada-
mard de un lado, y del otro Borel, Baire y Lebesgue.?® En este articulo se
evidencia mayor recepcién de las ideas de Cantor que de las de Dedekind,
ya que en la demostracién hace uso de la nocién de cubrimiento.* Posterior
a esa publicacion, se interesé en los fundamentos de los nimeros estudiando
en detalle a Dedekind,*! lo que se reflejé en sus articulos de 1908, en lo que
emplea nociones y resultados de Dedekind,*?, tanto asi que en el Untersu-
chungen de 1908, dice que intenta mostrar que la teoria creada por G. Cantor
y R. Dedekind se puede reducir a unas pocas definiciones y siete principios
o axiomas, aparentemente independientes entre si.[Ferreirds, 1999, p. 320].3

35Sobre el concepto de bien definido en la axiomética.

36Sobre los nimeros limite y los dominios de conjuntos. Nuevas investigaciones sobre
los fundamentos de la teoria de conjuntos.

37Sobre los niveles de cuantificacién y la légica del infinito.

38Fundamentos de la teoria general de los sistemas de proposiciones mateméticas.

39Hadamard defendia la postura de Zermelo, mientras que Borel , Baire y Lebesgue
la rechazaban. Este debate fue publicado bajo el titulo “Cing lettres sur la théorie des
ensembles”. Ver [Baire et al., 1905].

40De alto sentido en la teorfa de conjuntos de puntos, con la que se relaciona a la primera
etapa de Cantor.

41Ge detalla en [Peckhaus, 1991, pp. 90-97].

42Es especialmente importante en la segunda prueba del buen ordenamiento (“Neuer
Beweis fiir die Moglichkeit einer Wohlordnung”) la teorfa de cadenas de Dedekind, que fue
usada por Zermelo como modelo para esta demostracion.

43[Ferreirds, 1999, p. 225] dice que Zermelo establecié una conexién entre la teorfa de
conjuntos transfinitos de Cantor y la teoria de conjuntos, aplicaciones y cadenas presentada
por Dedekind en su Zahlen, pero senala también la inquietud de que el mismo Dedekind
pudo conocer previamente esta conexion.
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De otro lado, en Felix Haussdorff se evidencia la recepcion de las ideas de
Cantor, de hecho ellos tenfan bastante contacto, ya que entre otras cosas
Leipzig y Halle son ciudades cercanas.** La cercanfa y/o admiracién de
Haussdorff hacia Cantor era tal que la dedicatoria de su libro Grundzige der
Mengenlehre de 1914, es a éste, donde ademas lo reconoce como el creador
de la teoria de conjuntos. Este libro, Grundzige ha sido el primer manual
de amplia repercusion en teoria de conjuntos, permitiendo a Haussdorff
consolidarse como como una autoridad en el campo. El impacto de este
libro fue tal que por ejemplo, desde el primer volumen de la revista
polaca Fundamenta Mathematicae el Grundziige de Haussdorff fue citado
frecuentemente,*® en los primeros veinte volimenes de la revista, que se
publicaron entre 1920 y 1933, de los 588 articulos publicados (excluyendo los
tres de Haussdorff) no menos de 88 referenciaron esta obra [Purkert, 2001,
pp. 34-35]. El libro contiene los siguientes capitulos:

1. Operaciones entre conjuntos

2. Operaciones entre funciones

3. Cardinales

4. Conjuntos ordenados. Tipos de orden

5. Conjuntos bien ordenados. Numeros ordinales

6. Relaciones entre conjuntos ordenados y bien ordenados
7. Conjuntos de puntos en espacios generales

8. Conjuntos de puntos en espacios especiales

9. Ejemplos de funciones

10. Contenido de conjuntos de puntos

4“4 Hausdorff fue profesor en las universidades de Leipzig (1902-1910), Greifswald (1913-
1921) y Bonn (1910-1913 y 1921-1935). Mientras Hausdorff estaba en la Universidad de
Leipzig, Cantor era profesor en la Universidad de Halle. En [Purkert, 2001, p.21] se dice
que organizaban encuentros juntos cada semestre a veces en Halle y otras en Leipzig y que
Cantor llegé a invitar a todo el grupo a su casa.

45Fn los articulos de teoria de conjuntos de puntos y de topologia.
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Los seis primeros capitulos corresponden a teoria de conjuntos transfinitos
(al rededor de doscientas péginas) mientras que los cuatro capitulo finales
(alrededor de doscientas cincuenta paginas) a teoria de conjuntos de puntos
y teoria de funciones. Lo que da una clara muestra del enfoque que le da a la
teorfa de conjuntos, en la que no le interesa los fundamentos de ésta*® pero
hereda las teméaticas de intereses de Cantor, tanto de la primera como de la
segunda etapa.

En 1927 Haussdorff publicé el libro titulado Mengenlehre, que ha sido decla-
rada como la segunda edicion del Grundzige de 1914. Aunque por contenido
se puede decir que es un libro nuevo. Para aparecer en la serie de Goschen, era
necesario dar una presentacion mucho mas restringida que en el Grundzige.
Asi, gran parte de la teoria de conjuntos ordenados y las secciones sobre
teoria de la medida y la integracion se eliminé del nuevo libro. Por ejemplo
en la edicion de 14 el capitulo correspondiente a los conjuntos de puntos en
espacios generales lo hace a través de los espacios topoldgicos, mientras que
en el 27 es através de espacios métricos. Los dos primeros capitulos del 14 se
combinan y aparecen en el primer capitulo de la ediciéon del 27. La primera
edicion es mucho mas detallada, estudia més los conjuntos ordenados ya que
en el segundo soélo estudia los niimeros ordinales y en el segundo desaparece

el capitulo de relaciones entre conjuntos bien ordenados y conjuntos ordena-
dos. 47

De Haussdorff es importante anotar que tuvo gran repercusién en la es-
cuela topoldgica rusa iniciada por Pavel Alexandroff y Pavel Urysohn
([Purkert, 2001, p. 35]), y que en 1916 Haussdorff y Alexandroff resolvie-
ron (cada cual por su parte) el problema del continuo para los conjuntos
borelianos.

Otro punto para tener en cuenta en Alemania es que la Sociedad
Matematica Alemana puso en marcha la Encyklopddie der mathematischen
Wissenschaften (Enciclopedia de ciencias amtemdticas), que aparecié en
1898 y en la que Schonflies escribié un apartado sobre Mengenlehre. Esta
enciclopedia se dividi6 en seis partes, y Mengenlehre hizo parte de la primera

46En las paginas 1 y 2 de su libro de 1914, [Hausdorff, 1914], dice que no le interesa los
fundamentos y remite al lector interesado en ello a leer a Zermelo y el articulo de éste de
1908.

47Los capitulos del libro de 1927 se presentan en el capitulo 6.
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que se denominaba: aritmética y algebra. La tematica que traté Schoenflies
se reparti6 entre aritmética transfinita y topologfa de conjuntos de puntos.*®

3.3.3. Inglaterra

[Moore, 1982] en el apartado 2.7 (An English Debate) dice que los ingle-
ses que hicieron parte del debate sobre el axioma de eleccién tenian buen
conocimiento de la obra a Cantor. Entre ellos Hardy habia publicado una
demostracién de que X; = 2% y que todo cardinal infinito o es un aleph o es
mas grande que todos los alephs. Jourdain propuso su propio argumento que
todo conjunto puede ser bien ordenado. Russell y Whitehead han investigado
aritmética cardinal en el contexto de los fundamentos de las matematicas.
W.H. Young se ha ocupado de la topologia de conjuntos de puntos. El inico
no cantoriano era el analista Ernest Hobson, quien inicié el ataque a la prue-
ba de Zermelo.

Los esposos Young, Grace Chisholm y William Henry fueron quienes dieron
a conocer la teoria de conjuntos de puntos en Inglaterra. Ambos viajaron
al continente europeo posteriormente al leer una disertacion de Klein de
1895. El propio Klein les sugirié introducirse en el Mengenlehre de Shoenflies
que realiz6 para la Sociedad Matematica Alemana, lo cual marcé su carrera
académica. Ellos vivieron en Gotinga hasta 1908, donde conocieron perso-
nalmente a Cantor y donde se sintieron atraidos a la teoria de conjuntos de
puntos. William Henry publicé en 1905 una teoria general de la integracion,
diferente pero mas o menos equivalente a la de Lebesgue, de hecho es él quien
utilizé la expresion Integral de Lebesgue, y ambos esposos publicaron en 1906
con Cambridge University Press el tratado titulado The theory of sets of
points, que fue el primero en inglés. También tradujeron algunos articulos de
analisis de la Encyklopddie alemana pero encontaron poca acogida en su pais
y abandonaron el proyecto de seguirla traduciendo. [Grattan-Guinness, 2000,
pp. 131-132]. Posteriormente realizaron publicaciones sobre teoria de funcio-
nes de variable real.

48Para la traduccién francesa de este proyecto, que se llamé Encyclopédie des sciences
mathématiques, la parte de teoria de conjuntos estuvo a cargo de Baire y Schéenflies y
estuvo publicada en 1909, la cual amplié la versién alemana, doblando la cantidad de
péaginas, ya que en la version alemana solo habia 24 paginas.
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La principal obra de Bertrand Russell es Principia Mathematica, publicada
en 1910 junto a su ex-profesor Alfred North Whitehead, en la que se presenta
un sistema axiomatico que puede fundamentar todas matematicas, mostran-
do asi, su visién de que la matematica es reducible a la logica.

Russell estd mas asociado a Cantor, Peano y Frege que a Dedekind,* acep-
tando incluso que sus principales deudas en matematicas las tiene con Can-
tor y Peano [Ferreirds, 1999, pp. 229-305]. Asi mismo [Ferreirds, 1999, p.
305] dice que en The Principles of Mathematics de 1903, donde publicé las
reconocidas paradojas, Russell recopilé trabajos previos sobre fundamentos
de matematicas, particularmente en andlisis, geometria y logica dando gran
atencion a Weierstrass, Cantor, Dedekind, von Staudt, Pasch, Pieri, Peano,
Frege y Schroder. Donde habla favorablemente de las doctrinas de Cantor y
Dedekind, y de este tultimo acepta el teorema de infinitud pero no comparte
su nocion de ordinal ni la concepcién estructural de ntimero.

Russell fue el primero en probar que el conjunto de partes tiene un cardinal
mayor que el propio conjunto, utilizando algo similar al axioma del conjunto
potencia, entre otros resultados de la teoria cantoriana, sin embargo gra-
dualmente lleg6 a estar mas proximo a Frege (como logicista) que a Cantor
[Ferreirds, 1999, p. 306].>° De hecho diferencia entre teorfa de conjuntos y
Mengelehre, siendo la primera la teoria general y la segunda se refiere a los
casos en que se involucra las propias ideas de Cantor, especialmente las con-
cernientes a los transfinitos. Ello explica el porqué de los aportes de Russell
en el ambito de las paradojas conjuntistas y sus desarrollos de la teoria de
tipos,®' que en cierto momento implicé una separacién de la axiomatizacion
de Zermelo, en la que ambas tendencias intentaban reconstruir la teoria de
conjuntos a partir de fundamentos apropiados, sin embargo posteriormente
volvieron a converger estas posturas [Ferreirds, 1999] (pag xiv).

En una linea similar a Russell estaba Philip Jourdain de quien [Ferreirds, 1999]
referencia en su bibliografia en los articulos entre 1906 y 1914 publicados

49Ge trae a colacién este hecho, debido a lo enunciado anteriormente en la parte final
del apartado 3.1, sobre la buena recepcién de las ideas de Dedekind entre los logicistas.

50Sin embargo la cercania a Cantor, ha sido a través de los transfinitos, sin abordar la
primera etapa de Cantor correspondiente a aspectos de teoria de funciones o de teoria de
conjuntos de puntos.

51'Ya que Russell concebia los conjuntos como parte de la légica.
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en Archiv fiir Mathematik und Physik, tituados “The Development of the
Theory of Transfinite Numbers”y de 1910 hasta 1913 publicados en Quar-
terly Journal for pure and applied Mathematics titulados “The Development
of Theories of Mathematical Logic and the principles of Mathematics”5? y
tradujo al inglés y edit6 en 1915 los Beitrage de Cantor bajo el titulo Con-

tributions to the founding of the theory of transfinite numbers.

[Grattan-Guinness, 2000] referencia en su bibliografia las siguientes publica-
ciones de Hardy relativas a la teoria de conjuntos y las ramas cercanas: de
1903 A theorem concerning the infinite cardinal numbers, de 1918 Sir George
Stokes and the concept of the uniform convergence y de 1924 Orders of infi-
nity.

La primera etapa de Cantor tuvo una moderada aceptacién a través de los
esposos Young, sin embargo la segunda etapa de Cantor tuvo gran recepcion,
especialmente en el d&mbito del tratamiento de las paradojas en conexion con
los fundamentos de las matematicas, donde no hay una recepcién o aceptacion
directa de Dedekind, pero si una recepcion indirecta de su visién intermedia-
da por Peano y Frege.

3.4. Cuarto momento

De esta etapa se hablara de un grupo de autores que aunque no eran alemanes
tuvieron contacto fundamental con la escuela de Gotinga en Alemania y de
la escuela de Mosci. El caso de Varsovia, que es contempordneo a los otros
dos no sera abordado en este apartado ya que esta escuela se profundizara en
el capitulo 4.

3.4.1. Fraenkel, Godel, Von Neumann, Bernays

Aunque Fraenkel, Godel, Bernays y Von Neumann no fuesen propiamente
alemanes,®® parte importante de sus aportes en teorfa de conjuntos se deben

52 Jourdain también realizé una publicacién en historia de la teoria de conjuntos en 1906.

53Fraenkel era israeli pero nacido en Alemania, Godel nacié en Brno (actualmente
Republica Checa) pero era austriaco-estadounidense, Von Neumann hingaro y Bernays
suizo.
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a la influencia de la tradicion de Gotinga.

La relacion de estos autores con la teoria de conjuntos es a partir de los
fundamentos de ésta, de hecho el capitulo XI de [Ferreirds, 1999] llamado
Consolidation of Azxiomatic Set Theory, se centra en estos cuatro autores, lo
que claramente da una idea de la cercania con el enfoque de Dedekind.

El primero que surgié de estos autores fue Abraham Fraenkel, quien desa-
rrollé sus estudios de matematicas en varias universidades alemanas: Munich,
Berlin, Marburgo y Breslavia, dict6 clases en Marburgo desde 1916 y en 1922
tuvo una plaza como profesor en la misma universidad. Luego en 1928 di6 cla-
ses en la Universidad de Kiel y en 1929 se trasladé a la Universidad Hebrea
de Jerusalén donde siguio el resto de su carrera.

Fraenkel es normalmente asociado al sistema axiomatico de teoria de con-
juntos més reconocido, el sistema Zermelo-Fraenkel (ZF). Y su nombre fue
vinculado a este sistema debido a la sugerencia que hizo, en un articulo en
1922, de que el sistema axiomatico de Zermelo pudiera ser complementado
por el axioma de reemplazo, aunque Mirianoff en 1917 y Skolem en 1922 ya
lo habian hecho [Ferreirds, 1999, p. 366]. La relevancia de Fraenkel estd en
la difusién de la teoria de conjuntos a través de las tres ediciones de su libro
Einleitung in die Mengenlehre®*, libro que tuvo muy buena recepcién, como
lo evidencia el hecho de que en cinco anos tuviera tres ediciones, y en el
cual siguié una presentacion axiomatica, a manera distinta de otro influyente
texto como lo fue el Grundziige de Haussdorff de 1914.

El resultado mas importante de Fraenkel fue el que el axioma de eleccién es
independiente de los otros postulados, resultado que publicé en un articulo
de 1922 5°, de donde se desprendi6 la necesidad de clarificar la nocién de
Zermelo de propiedad definida.

John von Neumann nacié en 1903. En 1926 obtuvo su doctorado en mateméti-
cas en la Universidad de Budapest (su ciudad natal) con una importante tesis
en teoria de conjuntos, ademés recibié un diploma en ingenieria quimica en
Zurich en 1925. Asistié a clases en Berlin y a algunos seminarios en Gotin-

4L as tres ediciones son de los afios 1923, 1927 y 1928
%5 Zu den Grundlagen der Cantor - Zermeloschen Mengenlehre.
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ga. En 1929 estuvo durante un semestre en Princeton, los anos siguientes
alterno su estancia entre Alemania y Estados Unidos y en 1933 se radicé de-
finitivamente en Pricenton.

El sistema ZFE® era una solucién satisfactoria para el problema de una
axiomatizacion de la teoria de conjuntos de la época, sin embargo no servia
para excluir la posibilidad de la existencia de conjuntos que pertenecieran a
si mismos. En su tesis doctoral en 1925, titulada Eine Aziomatisierung der
Mengenlehre (Una aziomatizacion de la teoria de conjuntos), von Neuman
presenté un sistema axiomatico distinto al de Zermelo, que ha derivado en
las versiones axiomaticas modernas y donde demostré cémo excluir la po-
sibilidad de conjuntos pertenecientes a si mismos utilizando el axioma de
fundacién y la nocién de clase.

El axioma de fundacién plantea que cada conjunto puede ser construido en
orden ascendente y a través de una sucesion ordenada de pasos ordenada
usando los principios de Zermelo y Fraenkel, de tal forma que si un conjunto
pertenece a otro, el primero debe necesariamente, ir antes del segundo en la
sucesion, excluyendo asi que un conjunto pueda pertenecer a si mismo.

La nocion de clase es mas amplia que la de conjunto, en ese sentido se en-
tiende un conjunto como una clase que pertenece a otras clases, mientras
una clase de propiedad es definida como una clase que no pertenece a otras
clases. Asi, mientras en ZFE no se puede construir el conjunto de todos los
conjuntos que no pertenecen a si mismo, en el sistema axiomatico de von
Neumann es valido hablar de la clase de todos los conjuntos que no perte-
necen a si mismos, de la cual hay que aclarar que no puede ser identificada
como un conjunto.

En dos de sus articulos sobre teoria de conjuntos 1923 Zur Einfiuhrung
der transfiniten Zahlen (Sobre la introduccién de nimeros transfinitos) de
1923 y Uber die Definition durch transfinite Induktion und verwandte Fragen
der allgemeinen Mengenlehre (Sobre definiciones por induccién transfinita
y cuestiones relacionadas con teorfa de conjuntos) de 1928, von Neumann
plantea que si se da por sentada la induccion transfinita, se podria expresar
la nocién de ordinal como el conjunto de todos los ordinales que lo preceden;

56Zermelo - Fraenkel -Eleccién, denotado en inglés como ZFC.
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en ese sentido introdujo los ordinales a través de la serie:

@7

{0},

{0,{0}},
{0,{03.{0,{0}}},

0.0} . {0.{0}} . {0. {0} . {0.{0}}} ...}

De otro lado, en el Congreso internacional de matematicas de Konigsberg de
1930, Kurt Godel anuncié que los sistemas axioméaticos usuales son incomple-
tos, lo cual significa que no pueden probar todas las proposiciones verdaderas
que se puedan expresar en su lenguaje. Von Neumann, obtuvo una interesante
consecuencia de su teorema: los sistemas axiomaticos usuales son incapaces
de demostrar su propia consistencia. Aquellos dos resultados fueron publica-
dos por Godel en 1931 en “Uber formal unentscheidbare Sétze der Principia
Mathematica und verwandter Systeme” (“Sobre proposiciones formalmente
indecidibles de Principia Mathematica y sistemas relacionados), y son cono-
cidos como los teoremas de incompletitud de Godel, lo que significé el punto
final de medio siglo de intentos por encontrar un conjunto de axiomas sufi-
ciente para toda la matemaética.

Lo anterior se refiere a parte de los aportes de Godel en fundamentos de las
matematicas, lugar donde goza de gran reconocimiento y que corresponde a
una etapa previa a sus aportes en teoria de conjuntos. Sin embargo, las con-
tribuciones de Godel en teorfa de conjuntos han sido variadas e importantes.
Durante las décadas del 30 y del 40 estd la llamada concepcion iterativa de
los conjuntos, idea que lleva a justificar axiomas habituales del sistema de
Zermelo - Fraenkel, y ademas aclara por qué las paradojas no afectan a la
teoria axiomatica de conjuntos.

Sobre las contribuciones técnicas que Godel realizé hacia 1940, estéan los in-
tentos para aplicar los métodos de la l6gica matematica al estudio metatedrico
del sistema axiomético de Zermelo-Fraenkel (y otros sistemas alternativos de
teoria de conjuntos).

Respecto a la discusién sobre el axioma de eleccion, Godel demostré en 1939
que, si la teorfa de Zermelo-Fraenkel (sin Axioma de Eleccién) es consistente,
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entonces también lo es la teoria ZFE, por ello, la prevencién contra el Axioma
de Eleccién perdié base.

Godel también demostrd, en 1938°"que la Hipétesis del Continuo de Cantor
puede anadirse a la teoria ZFE sin afectar su consistencia.

Pasando ahora a Paul Bernays, cabe decir que el no hizo publicaciones en
teoria de conjuntos antes de 1930, pero tuvo contacto directo con Zerme-
lo y Hilbert. En 1912 Bernays obtuvo su doctorado bajo la direccion de E.
Landau, en la cual su tesis era sobre teoria de ntimeros analiticos de formas
cuadraticas binarias. El mismo afio obtuvo su habilitacién en Zurich, donde
Zermelo era profesor, e hizo su habilitacion sobre el teorema de Picard en
teoria de funciones. En 1917, a raiz de su lectura en Zurich fue invitado por
Hilbert para trabajar como asistente de investigaciones en fundamentos de
aritmética en Gotinga.

Bernays y Godel introdujeron algunos cambios que simplificaron a la
axiomatica de von Neumann, de hecho el sistema de axiomas se conoce co-
mo NBG (von Neumann, Bernays, Godel). En primera instancia Bernays
incluyé concepto de légica y teoria de conjuntos de Schroder y de Principia
Mathematica que lo acercaban a la estructura del sistema original de Zermelo.

Entre las contribuciones de Bernays al sistema axiomatico de von Neumann
estdn algunos axiomas para construccion de clases (en 1937), y la obtencién
de un poderoso aparato que permitié recuperar un analogo al principio de
comprension.

El sistema NBG tuvo gran aceptacion a finales de la década de 1930, y una
gran diferencia que éste tenia con ZFE, es que era finitamente axiomatizable.

Los cuatro autores tratados en este apartado: Fraenkel, von Neumann, Ber-
nays y Godel estan en la linea de Hilbert y Zermelo, tratando los fundamentos
de las matematicas y los axiomas de la teoria conjuntos, sin tener cercania
a la concepcion de la teoria de conjuntos al servicio de otras ramas como
la topologia o la teoria de funciones, como en autores de otras escuelas. De

57“The Consistency of the Axiom of Choice and of the Generalized Continuum
Hypothesis.”
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hecho son mas cercanos a la logica que a las aplicaciones anteriores.

3.4.2. Moscu: Luzin, Alexandroff

La escuela de Moscu, liderada por Nikolai Luzin, es reconocida por dar los
pasos fundamentales para la investigacién en teoria descriptiva de conjuntos
y por abordar en profundidad la teoria de funciones y la topologia.

Luzin, junto con I.J. Zhegalkin, B.K. Mlodzeievski, D. F. Egorov, M. Y. Sus-
lin, P. S. Alexandroff, y P.S. Urysohn, entre otros, conformaron a principios
del siglo XX, la escuela de Mosci de matemadticas. Con un constante inter-
cambio con los franceses Baire, Borel y Lebesgue, estos matematicos forjaron
un estilo propio e hicieron valiosos aportes a nivel técnico y filoséfico en la
teoria de conjuntos, teoria de funciones, topologia y andlis asi como en el es-
clarecimiento de conceptos fundamentales como funcién, derivada, conjunto
e integral.

Segun Konstantin Ribnikov:

El excepcional auge de las matematicas rusas durante los
anos que precedieron a la revolucion de octubre, y que se
sigui6 desarrollando a posteriori, tuvo sus motivaciones en,
al menos, tres aspectos: las pasantias realizadas por Egorov
y Mlodzeievski en Francia, la tesis doctoral sobre nimeros
trasfinitos de Zhealkin y los resultados sobre funciones medibles
del mismo Egorov.®®

Luzin nacié en 1883 y fallecié en 1952. Su obra méas famosa es Les
ensembles analytiques et leurs applications [Luzin, 1930], publicada en 1930.
En principio, su carrera investigativa estuvo referenciada principalmente
por los resultados de su profesor Egorov,’ aunque también es importante

8[Chaves, 2006, p. 64], citando [Ribnikov, 1991].

Por ejemplo, en 1911 Egorov establecié que “cada sucesién de funciones medibles
{fn}, que converge casi en todas partes en un intervalo I, converge uniformemente en
I — FE, donde E es un conjunto de medida arbitrariamente pequena”, resultados que
impulsé las investigaciones sobre teoria de funciones en Rusia y que motivé las posteriores
investigaciones de Luzin.
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la influencia de Edmund Landau en su visita a Gotinga en 1910
[O’Connor y Robertson, 2014]. Es asi como en 1912 establece la llamada
propiedad C, segun la cual cada funcion medible es continua sobre un
intervalo si se quita un conjunto de medida arbitrariamente pequena. Sin
embargo, lo que le valié el reconocimiento de sus colegas fue su libro Integral
y series trigonométricas, el cual presenté en 1915 como tesis de maestria.®® En
este libro, Luzin se propone establecer relaciones entre conjuntos de funciones
y el cuerpo tedrico que las respalda, en esencia, se propone determinar el
aparato analitico que describe un conjunto determinado de funciones. Al
respecto de este libro Ribnikov dice:

Las ideas contenidas en la tesis de Luzin es asombrosa. Podiamos
dar aqui sobre ellas una idea preliminar. Todos los conceptos
fundamentales del andlisis: funcién (incluso la medible), derivada,
integral y otros sufrieron un estudio profundo desde el punto de
vista de la medida de los conjuntos correspondientes. La teoria
métrica de funciones en Rusia y en la URSS tiene a Luzin como
su fundador[Ribnikov, 1991, pp. 479-481].

La obra de Luzin se puede suscribir a las siguientes areas: teoria descriptiva de
conjuntos, topologia, teoria de la medida y fundamentos de las matematicas,
todo ello en relacién con el objeto que para él tenia la teoria de conjuntos, que
plantea en [Luzin, 1930, p. 2] que es determinar si es aceptable o no enten-
der el continuo de una forma atomistica, es decir como un conjunto de puntos.

Gran parte de la obra de Luzin en teoria de conjuntos se involucra en el estu-
dio de los conjuntos efectivos, es decir en la construccion de conjuntos en los
que no interviene el axioma de eleccion. En ese sentido Luzin es receptor de la
escuela francesa (Borel, Baire y Lebesgue), sin embargo, Lyudmila Keldysh
61 considera que Luzin profundizé més que sus predecesores franceses al con-
siderar dificultades que surgian en la teoria de conjuntos efectivos, lo cual
fue estudiado intensamente durante veinte anos y condujo a la solucion de

60La investigacién tenia tal profundidad conceptual que Egorov, después de escuchar
la disertacion de Luzin recomend6 que se le otorgara el doctorado, pero eso no fue
posible porque estaba escrito en un estilo distinto al que se usaba en aquel tiempo en
Rusia [O’Connor y Robertson, 2014], sin embargo [Ribnikov, 1991, p. 480] afirma que se
le otorgé el grado cientifico de doctor.

61En L V Keldysh, The ideas of N N Luzin in descriptive set theory, Russian
Mathematical Surveys 29 (5) (1974), pp. 179-193.
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importantes problemas de la teoria de conjuntos.

Desde 1915, Luzin y sus alumnos Pavel Alexandroff y Mikhail Suslin, junto
al polaco Wactaw Sierpinski iniciaron una linea investigativa que culminaria
con la estructuracion de la teoria descriptiva de conjuntos, sintetizada en el
libro [Luzin, 1930].

Asi como se reconoce un documento con el que se puede oficializar el na-
cimiento de la teoria de conjuntos, que es la carta que Cantor dirige a De-
dekind en diciembre de 1873 en la que hace la demostracién que R y Q no
son equipotentes, en [Graham y Kantor, 2009, p. 118] se propone que hay un
momento que puede identificarse como en el que nace la teoria descriptiva de
conjuntos, que es cuando Suslin advierte a su profesor Luzin, sobre el error
de Lebesgue en la memoria [Lebesgue, 1905], hecho que ocurre en la oficina
de Luzin y con Sierpinski como testigo. En ese sentido, el primer documento
sobre teoria descriptiva de conjuntos seria el articulo titulado “Sur une défi-
nition des ensembles mesurables B sans nombres transfinis”[Suslin, 1917].52
El error consistia en que Lebesgue usaba el hecho de que la proyeccion de
todo boreliano es igualmente boreliano. Asi, con esta publicacién de Suslin
se abrié todo un campo de investigacion con una nueva y amplia clase de
conjuntos que desembocaria en la teoria descriptiva de conjuntos.

La etapa de mayor auge de la escuela de Luzin fue entre 1922 y 1926, para ese
entonces Luzin se concentré en escribir su segunda monografia sobre teoria
de funciones, dedicando menos tiempo a los jovenes matematicos de su es-
cuela, asi varios de éstos se especializaron en otros topicos como la topologia,
ecuaciones diferenciales y funciones de una variable compleja.

En 1927 Luzin fue nombrado miembro de la Academia de Ciencias de la
Unién Soviética, dos anos después se vinculé al Departamento de Filosofia
y luego al Departamento de Matematicas Puras. Desde 1935 estuvo a car-
go del Departamento de teoria de funciones de variable real en el instituto
Steklov[O’Connor y Robertson, 2014].

Uno de los principales representantes de la escuela de Moscu o Escuela de

62En el capitulo 6, especialmente en los apartados 6.2 y 6.4 se hace una propuesta
distinta sobre el nacimiento de la teoria descriptiva de conjuntos.

81



3.4. CUARTO MOMENTO

Luzin es Pavel Sergueievich Alexandroff, quien nacié en Bogorodsk (Rusia)
el 25 de abril de 1896 y murié el 16 de noviembre de 1982. Se gradud en la
Universidad de Mosct en 1917, se unié6 a la facultad de matematicas de esta
universidad en 1921 y en 1929 fue nombrado su director.

Alexandroff ingresé a la Universidad de Mosct en 1913 y se unié rapidamente
al seminario de Egorov. En su segundo ano de estudios, Alexandroff entré en
contacto con Luzin, quien habia regresado a Mosci después de estar una
temporada entre Francia y Alemania.

Alexandroff demostré su primer resultado importante en 1915, que dice que
todo conjunto no numerable de Borel contiene un subconjunto perfecto. Des-
pués de ello, Luzin le propuso que tratara de resolver el mayor problema
abierto en la teorfa de conjuntos, la hipdtesis del continuo,® lo cual no pudo
probar ni refutar ya que como lo demostré Paul Cohen en los anos sesenta
es una hipétesis independiente de los axiomas de la teoria de conjuntos.

En los veranos de 1923 y 1924 Alexandroff junto a Pavel Urysohn (1898
- 1924) visitaron Gotinga, donde conocieron a Emmy Noether, Courant y
Hilbert. Después de la temprana muerte de Urysohn, Alexandroff siguié vi-
sitando todos los veranos Gotinga hasta 1932, donde mantuvo un seminario
de topologia con Heinz Hopf y participd en el seminario de Emmy Noether.
De hecho Alexandroff siempre incluyé a Emmy Noether y Hilbert entre sus
maestros, asi como a Brouwer en Amsterdam y a Luzin y Egorov en Moscu.

Alexandroff y Hopf pasaron un ano sabatico en Princeton (de 1927 a 1928),
donde planearon la escritura conjunta de tres volimenes de Topologia, pero
el primer volumen aparecié hasta 1935. Este fue el tinico de los tres volime-
nes que aparecié ya que la Segunda Guerra Mundial impidié la colaboracién
para la escritura de los dos volumenes restantes [Diaz, 2002].

63La hipétesis del continuo establece que no hay ningin conjunto cuya cardinalidad
esté entre la de los nimeros Naturales y la de los niimeros Reales.
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3.5. Conclusiones y Comentarios

1. Dedekind y Cantor son los personajes que se identifican en el
primer momento de los desarrollos conjuntistas. De la obra de estos
dos matematicos se identificaron tres tendencias en los desarrollos
conjuntistas:

- Como herramienta para abordar problemas de otras ramas de las
matemadticas (especialmente la teorfa de funciones, en su caso especial
la representacion en series trigonométricas).

- Como fundamentadora de las matematicas.
- Para abordar la teoria de conjuntos transfinitos.

Se puede pensar que sélo habria dos enfoques de los desarrollos con-
juntistas, uno al servicio de la teoria de conjuntos actual, que corres-
ponderia a lo que denominamos en este capitulo como segunda etapa
de Cantor; y otra aplicada al resto de las matematicas, que incluiria
la primera etapa de Cantor y la visiéon de Dedekind, sin embargo se
merece un aparte especial la perspectiva de Dedekind ya que es un
replanteamiento de las matematicas en términos de conjuntos y estruc-
turas, cuestion heredada por Hilbert y Bourbaki, y que es distinta a la
forma como se hacia las matemadticas anteriormente que coincide con
los primeros desarrollos conjuntistas de Cantor.

De cada uno de los autores nombrados en este capitulo, se identificé el
uso de las herramientas de la teoria de conjuntos bajo estos tres enfo-
ques, llegando a que ninguno ha usado las tres. Cabe decir que entre
los autores que se acogen la tendencia fundamentadora de Dedekind, se
puede encontrar distintos propodsitos, por ejemplo, en Dedekind su vi-
sién es dar base a las mateméticas (empezando por el dlgebra) a través
de la teoria de conjuntos; mientras que Russell busca fundamentar las
matematicas teniendo como base la légica, siendo la teoria de conjun-
tos solo una parte importante de la logica, mientras que en Zermelo el
proposito es dar una base soélida a la teoria de conjuntos desarrollada
por Cantor, pero para ello se apoya en el enfoque fundamentador de
Dedekind.

2. El descubrimiento de paradojas en el seno de la teoria de conjuntos
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transfinitos de Cantor fue un momento algido para la crisis de los fun-
damentos de las matematicas, que venia acentuada desde casi dos siglos
antes, con la critica del obispo George Berkeley a la forma en que se
trataba en el calculo a las cantidades evanescentes. Desde ese momento
se intensificaron los esfuerzos por dar salida a esta problematica, sur-
giendo propuestas para que las matematicas tuvieran una base firme,
las cuales se desarrollaron en cuatro direcciones: la axioméatica de con-
juntos, el logicismo, el intuicionismo y el formalismo.

No corresponde aqui profundizar en cada una de estas direcciones, las
cuales buscaban resolver un problema mas amplio que el generado por
las paradojas conjuntistas, sin embargo de estas direcciones surgieron
posturas relativas a la forma de fundamentar la teoria de conjuntos.
Estas posturas son:

a) La teoria intuitiva de conjuntos, que se desarrolla teniendo en
cuenta unicamente el axioma de extension y el principio de com-
prehensién.% Este tltimo principio es el que generd la paradoja
de Buralli-Forti al llegar a que no era posible admitir al conjunto
de todos los ordinales® y otras paradojas similares.

El estilo retorico y libre de Cantor para presentar los conjuntos
ha hecho que éste sea catalogado de intuitivo®® por algunos
autores, sin embargo, hay evidencias de que Cantor conocia las
paradojas a mitad de la década de 1890, por lo que aceptaria
restriccién al principio de comprehension,%” y en [Ferreirds, 2006]
se plantea que de acuerdo a la correspondencia de Cantor con
Hilbert y con Dedekind, el primero se considera opuesto a la

64[Jech y Hrbacek, 1984] denominan a este tltimo esquema de axioma de comprehen-
sidn, el cual dice: dada ¢(z), existe {z : ¢(x)}. Se debe diferenciar del axioma de com-
prehensién, que tiene restriccién sobre ¢.

65La suposicién de que la coleccién de todos los ordinales es un conjunto, lleva a una
contradiccién denominada Paradoja de Buralli - Forti, y debe su nombre al matematico
Cesare Burali-Forti, que la publicé en 1897 en el articulo “Una questione sui numeri
transfiniti”, Rend. Cir. Mat. Palermo, 11(1897), 154-164. Sin embargo esta paradoja era
de dominio desde principios de los anos 1890.

56En inglés naive set theory.

67Se puede profundizar en [Tait, 2000].

84



Capitulo 3. Expansion y enfoques de la teoria de conjuntos

concepcién logicista de conjuntos, donde los representantes eran
Frege, Peano y Dedekind, que es a lo que se llama naive set theory.
Ademas tanto en la definicion de 1895 en Beitrage como en ideas
posteriores sobre conjuntos consistentes e inconsistentes, Cantor
dio una respuesta verbal al problema de las paradojas, pero no
una respuesta bien formulada matemé&ticamente. Asi, teniendo
en cuenta esos detalles histéricos y conceptuales, en 1883 en los
Grundlagen, Cantor aceptaba la idea naive; pero no en 1895.

Las teorias axiomdticas, las cuales surgen como respuesta a la crisis
producida por las paradojas conjuntistas. Las distintas axiomati-
cas tienen como base el formalismo planteado por Hilbert, en el
que los objetos ideales (en esta caso los conjuntos) pueden carecer
de significado, sin embargo a partir de estos se podrian deducir
objetos y teoremas que si tuviesen significado. En este sistema
formal axiomatico se usa las reglas de la légica, para evitar in-
volucrar contradicciones. Con esto la propuesta es no definir los
conjuntos (como lo hacfa Cantor), sino caracterizar a través de
axiomas estos objetos.

La primera teoria axiomatica de conjuntos fue desarrollada
por Ernest Zermelo en su articulo Investigaciones sobre teoria
de conjuntos de 1908, [Zermelo, 1908|, donde considera un
“dominio” B, de objetos, llamados “cosas”. Los conjuntos son
algunas de estas cosas. Las cosas se relacionan entre si por algunas
relaciones:

= Relacion de ‘pertenencia’: se escribe de la forma a € b para
significar que ‘a es un elemento de b .

= Subconjunto: Si todo elemento x de un conjunto M es también
elemento del conjunto N, se dice que M es un subconjunto
de N y se escribe M C N.

» Predicados: Un enunciado abierto E(x), donde z es un
elemento de la clase K, se dice bien definido si es posible
determinar la validez o no para cada x.

Los axiomas ZFE se presentan en el apéndice B.

Hay otras axiomaticas distintas a la de Zermelo, se pueden
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consultar por ejemplo en [Fraenkel et al., 1973].

c¢) La teoria de tipos es propuesta por Russell, quien identific6 que
todas las paradojas®® violan su principio del circulo vicioso: nin-
guna coleccion puede contener miembros definidos en términos de
st mismo, v que éstas podrian evitarse mediante una teoria de los
tipos. %9

“Las definiciones que deberian considerarse no predicativas son
las que contienen un circulo vicioso”, pero Russell llama a una
funcién proposicional predicativas si esta es del orden mas bajo
compatible con el de su argumento, en ese sentido, un tipo es el
rango de significancia de una funcién, donde se asume que siem-
pre hay valores de x para el cual ¢(x) no solo es falsa, sino que no
tiene significado. El tipo de ¢ es formado por los argumentos con
los cuales ¢(x) tiene significado y toma valores.

La teoria extensional de los tipos propone la jerarquia que comien-
za con los individuos, pasa a clases de individuos, luego a clases
de clases de individuos; y asi sucesivamente.

68 Algunas paradojas reconocidas, aparte de las conjuntistas, son:

La de Russell: ;FExiste un conjunto de todos los conjuntos que mo se contienen a
st mismos?; la paradoja del mentiroso: Epiménides, el cretense dice: jTodos los cretenses
son mentirosos! ;Dice Epiménides la verdad?; la paradoja de Richard: Si las propiedades
aritméticas se ordenan segun su longitud y las definiciones que contienen la misma cantidad
de letras se ordenamos alfabéticamente. Se define nimero richardiano a aquel que no le
corresponde al nimero de la propiedad que lo describe. La definicion de nimero de Richard
también es una definicion de la aritmética y a ella le corresponde también cierto numero
natural. Sea este nimero m. ;FEs el nimero m richardiano? y la paradoja de Berry: Sea
m el “minimo entero que no puede ser descrito con menos de trece palabras”. Como esta
expresion consta de doce palabras, sa cudl de estos conjuntos pertenece m: al conjunto de
enteros expresables en espanol con menos de trece palabras o al conjunto de enteros que
tan solo podrdn describirse usando trece palabras o mds? entre otras.

[Ladriere, 1969] clasifica estas paradojas en dos categorias: paradojas sintdcticas y
paradojas semanticas. A la primera, pertenecen las que proceden de conceptos mateméticos
y a la segunda, las que proceden de problemas légicos. Frank Ramsey denominaba
paradojas epistemoldgicas a las primeras y paradojas légicas a las segundas.

69Privadamente en una carta de 1908 a Jourdain y ptblicamente dos afios més tarde en
Principia Mathematica (Vol 1. p. vii), Russell sostenia que sélo una versién de la teorfa
de tipos podria eludir las paradojas [Moore, 1978].
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Russell no puede acogerse al predicativismo, asi que para eliminar
el principio del circulo vicioso induce el axioma de reducibilidad.

La objecién mas frecuente contra la teoria de los tipos, es que no
establece distincion entre paradojas logicas y paradojas semanti-
cas, se soluciona por medio de versiones distintas de la original
planteada por Russell.

El semi-intuicionismo™ de Borel, Baire y Lebesgue, no acoge la
idea de conjunto arbitrario y no acepta la existencia de N;.

El semi intuicionismo de los franceses no acoge todas las cardinali-
dades infinitas cantorianas, acepta los ordinales hasta de segunda
clase, solo como contador cuando N no es suficiente.

Borel y Baire no se refieren a cardinales, pero se entiende que no
aceptan w;. Los ordinales transfinitos los usan sélo como plantilla
(o como especie de contador cuando se agota N), pero no los con-
ciben con caracter numérico. La gran diferencia de estos dos con
Lebesgue es que el si acepta el limite w;.™

La teoria intuicionista tuvo en Luitzen Brouwer su principal ex-
ponente, quien explord en detalle las consecuencias de rechazar el
infinito actual, haciendo criticas al logicismo de Russel, al forma-
lismo de Hilbert y al semi-intuicionismo de los franceses. Brower
no acepta los vinculos metafisicos implicitos en la teoria de conjun-
tos infinitos de Cantor, criticando también la aplicacién del tercio
excluido para totalidades infinitas, y plantea que los elementos de
un conjunto deben pertenecer a “cierta esfera conceptual ”, como
el dominio de la aritmética, de la teoria de funciones, de la geo-
metria, o incluso de la logica o la epistemologia.

"Del semi-intuicionismo francés ya se hablé en el apartado 3.3.1. El nombre de semi-
intuicionistas viene dado po la postura restrictiva respecto a los infinitos, pero menos

radical que el intuicionismo.

71

"2De esto se hablé en la pagina 65.
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Las leyes de la Logica resultan de las necesidades humanas de
establecer agrupaciones que tengan un ntimero finito de objetos.
Estas leyes pueden ser extendidas a las agrupaciones infinitas a
condicién de no utilizar el principio del tercio excluido, ya que se
estarfan usando injustificadamente esas generalizaciones.

La teoria predicativa de Hermann Weyl surge como una critica al
la forma tradicional de prueba y definicién. En su libro de 1918,
Weyl propuso una versién predicativa del analisis, donde no usa
el axioma de eleccién.

Relativo a los conjuntos, propone una concepciéon predicativa de
éstos, donde, entre otras cosas indica que la conexion del trata-
miento conjuntista de Dedekind de los niimeros naturales no cons-
tituye una reduccion de ellos a teoria pura de conjuntos.

Su solucién al problema de las paradojas consistié en una estricta
adherencia al principio del circulo vicioso, es decir al predicativis-
mo, pero a diferencia de Russell no considera que las matematicas
se deba reducir a la légica.

Para Weyl, la esencia del infinito es ser inagotable, por ello no es
posible tratar combinatoriamente con conjuntos infinitos como si
se pudiera seleccionar infinitamente muchos elementos en forma
arbitraria y reunirlos luego en un conjunto. Asi, un conjunto in-
finito puede ser determinado s6lamente a través de propiedades
explicitas que caractericen sus elementos.

La teoria predicativa se puede ver como una versiébn mejor
estructurada y posicionada que el semi-intuicionismo.

" Das Kontinuum (El continuo.)
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Capitulo 4

Las matematicas en Polonia

Es necesario diferenciar entre los distintos términos que se han usado sobre
las comunidades de matematicos en Polonia, en particular entre “Escuela
de Varsovia”, “Escuela de Ledpolis”! y “Escuela polaca”. Mientras que los
términos “Escuela de matematicas de Varsovia’y “Escuela de matematicas
de Ledpolis”son ambiguos,? puesto que se refieren a grupos de mateméti-
cos del periodo Entreguerras que trabajan en tematicas comunes, el término
“Escuela polaca de matematicas”no lo es, y es usado para identificar la ma-
tematica polaca de ese mismo periodo. De acuerdo a lo presentado en el
predmbulo del capitulo 3, no se hablard de Escuela Polaca de Matematicas,?
pero si se hablara de Escuela de Varsovia de matematicas y se hard algunas
referencias a la Escuela de Ledpolis de Matematicas. Sobre Cracovia, Vilna y
Posnania, no se llamaran escuelas sino centros matemadticos, como se denotan
en [Kuratowski, 1980].

[Kuratowski, 1980] es un libro importante para conocer la historia de las ma-
tematicas en Varsovia y en Polonia durante el periodo Entreguerras, ya que
Kuratowski es el autor que mas se ocupa por preservar la memoria histéri-
ca de la matematica polaca durante este periodo de esplendor, teniendo la
ventaja que el vivio este periodo y fue actor de esta historia. También es
importante el libro [Kuzawa, 1968], que se centra en los anos 1918-1939, en
las escuelas de Varsovia y de Ledpolis y en la revista Fundamenta Mathe-

1Leépolis es actualmente una ciudad ucraniana, en polaco se ecribe Lwéw y en
ucraniano Lviv.

2Recordar el concepto de escuela dado en la pagina 51.

3En algunas citas tomadas de otros autores se usaré esta expresién.
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maticae*. Estos dos textos se referenciardn frecuentemente en este capitulo.
También es importante para este capitulo el articulo [Arboleda, 1982], en es-
pecial por los andlisis que hace de la correspondencia del matematico francés
Maurice Fréchet con los polacos Janiszewski y Sierpinski, correspondencia
que no es suficientemente conocida. Gran parte de las citas extraidas en el
articulo de Arboleda se reproducen aqui, asi como las interpretaciones dadas
por el propio autor de ese articulo. Cabe decir que todas la citas correspon-
dientes a cartas entre Fréchet y Janiszewski 6 Sierpinski son extraidas de esa
misma fuente.

En las ultimas secciones de este capitulo se presentan las resenas
bibliograficas de algunos mateméticos polacos. El sitio Genealogy Project,’
ha servido para ubicar los estudiantes a quienes han dirigido tesis cada uno
de estos autores, asi como para determinar titulos y fecha de culminacion de
estas tesis, también para determinar la universidad a la que estaba vinculado
cada estudiante.

4.1. Estado de las matematicas en Polonia
antes de la Primera Guerra Mundial

En 1795 el territorio que era similar al de la Polonia actual, fue repartido
entre Rusia, Prusia y Austria. Polonia recobré su independencia en 1918 tras
la Primera Guerra Mundial como la Segunda Republica Polaca, fue ocupada
por la Alemania nazi y la Union Soviética al iniciar la Segunda Guerra Mun-
dial en septiembre de 1939, para emerger luego como la Republica Popular
de Polonia bajo la influencia soviética. En 1989, el gobierno socialista fue
derrocado fue sucedido por lo que constitucionalmente se llama la Tercera
Republica de Polonia.

El libro [Kuzawa, 1968], en su segundo capitulo, presenta el estatus de la
creatividad matematica en Polonia antes de 1918, para ello hace divisiones
por siglos, empezando en el XV, y resaltando las figuras mas prominentes
de cada uno de esos periodos. Asi, se centra en Copérnico, desde mitad del
Siglo XV; en Adam Kochanski, en el Siglo XVII; Jan Sniadecki en el Siglo

4De ahora en adelante, FM denotara la revista Fundamenta Mathematicae.
®La direccién de este sitio es: http://www.genealogy.ams.org/index.php
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XVIII y Jozef Maria Hoene-Wronski en el Siglo XIX. La época que interesa
en este trabajo es la de la Segunda Reptblica Polaca, y durante el periodo
Entreguerras, pero para ello es necesario dar algunos apuntes sobre la época
anterior, especialmente del Siglo XIX.

Antes de la década de 1870, las dificiles condiciones politicas y sociales de
Polonia se veian reflejadas en las matematicas en el hecho de que habia una
muy leve recepcién de éstas a un alto nivel, por ello no era posible hablar de
una contribucion independiente de los matematicos polacos.

Las dificultades se derivaron de la division del territorio polaco en tres par-
tes: la rusa, la austrica y la prusiana. En el campo de la ensenanza y la
educacién, la parte prusiana era la mas afectada, ya que no habia institu-
ciones de educacién superior y era prohibido el uso del idioma polaco en la
educacién primaria y secundaria. En la parte rusa regida por las autoridades
zaristas hubo un intento de revolucion en 1905, del que se hablara mas ade-
lante. La parte austriaca, llamada Galicia, tenia mayor grado de autonomia,
y dos universidades funcionaban en esa regién, en Cracovia y en Ledpolis
cuyas universidades llevaban varios siglos de funcionamiento, también estaba
la Universidad técnica de Ledpolis.

A pesar de las duras condiciones impuestas por potencias extranjeras (Aus-
tria, Prusia, Rusia), los esfuerzo individuales dedicados a la ciencia eran
asistido por el surgimiento de instituciones cientificas como la Sociedad de
Amigos de la Ciencia en Varsovia, fundada en 1810, cerrada por el Zar en
1832; la Sociedad de Ciencia de Cracovia, fundada en 1816, transformada en
1873 en la Academia del Conocimiento de Cracovia, abolida en 1951, revivida
en 1989 bajo el nombre de “Polska Akademia Umiejetnosci”; la Universidad
de Varsovia, fundada en 1816, cerrada en 1832, refundada en 1862 como la
Escuela Principal de Varsovia, cerrada y abierta en 1869 como una univer-
sidad rusa, evacuada en 1915 y establecida a final de ese mismo ano como
una universidad polaca; la Sociedad Cientifica de Varsovia, fundada en 1907;
y valiosas revistas cientificas, incluyendo algunas matematicas como Prace
Matematyczno-Fizyczne (Trabajos de matemdticas y fisica), fundada en 1884
o Wiadomos$ci Matematyczne (Noticias matemdticas), fundada en 1894. Ca-
be decir que las revistas y publicaciones de los matematicos eran en polaco,
por lo cual estas no eran difundidas fuera del pais.
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Cracovia y Leopolis, en la region de Galicia, eran los centros de estudio en
matematicas. La Universidad de Cracovia (fundada en 1400) y la Universi-
dad de Ledpolis (fundada en 1651) jugaron un importante rol en el desarrollo
de las matematicas polacas durante ese dificil periodo de la historia polaca.

Desde inicios del Siglo XX, los profesores Stanistaw Zaremba y Kazimierz
Zorawski impartian clases en la Universidad Jagelona de Cracovia. Zaremba
era especialista en analisis, concretamente a las ecuaciones diferenciales
y a la teoria del potencial, tenia buenas relaciones con mateméticos
franceses de su época de estudiante en Parfs. Zorawski fue estudiante del
matematico noruego Sophus Lie. Su campo de investigacion era la geometria
diferencial y la teoria de grupos continuos. El estado de las relaciones de los
matematicos polacos con los extranjeros se puede evidenciar con la siguiente
cita de Wiadislaw Slebodzinski, uno de los mateméticos que trabajo en el
restablecimiento de las matematicas polacas después de la destruccion nazi
de la IT Guerra Mundial, escribi6 sobre ellos dos:

Con la aparicién de estos dos académicos,® las matemadticas
polacas dejaron de consumir los pensamientos y los resultados
de las otras personas y exclusivamente a partir de ese momento
comenzaron a participar activamente en el desarrollo de su propia
ciencia. Las circunstancias politicas de la época eran tales que,
durante una década o mas, Stanistaw Zaremba y Kazimierz
Zorawski fueron los tnicos representantes de la matemdtica
polaca en contacto con el exterior.”

En la Universidad de Ledpolis estaban los profesores Jozef Puzyna y Waclaw
Sierpinski. Entre los principales intereses de Puzyna estaban la teoria de
ecuaciones integrales (rama nueva por ese entonces) y la teorfa de funciones
analiticas, en esta tultima rama fue un especialista y llegé a presentar esta
teoria en una forma moderna en una monografia de dos volimenes en 1900,
en la cual se incluia temas de teoria de grupos, teoria de conjuntos, topologia
y funciones arménicas. [Kuratowski, 1980, p. 8] plantea que en algtin grado el
fue un precursor de las ideas que surgirian entre los matematicos polacos del
periodo Entreguerras. Sobre el otro profesor de la universidad de Leopolis,
Sierpinski, se seguird dando detalles a lo largo de este capitulo y del resto del

6Se refiere a Zaremba y Zorawski.
"Tomado de [Kuratowski, 1980, p. 13].
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trabajo.

Sobre la parte polaca dominada por Rusia, se venia gestando un par de anos
antes del inicio de la Primera Guerra, un boicot contra la universidad rusa
presente en Varsovia, esto tenia entre otras motivaciones, la de lograr que el
idioma oficial a todo nivel en esta universidad fuese el polaco, ya que las clases
se daban en ruso. Previo a este boicot, en 1905 estas aspiraciones se habian
llevado a cabo a nivel de las escuelas de secundaria, y para ese entonces el
proposito era luchar por una autonomia para obtener el derecho de usar la
lengua polaca, especialmente en los ambitos de la cultura y de la educacién.
Cabe decir que por ese entonces, las autoridades zaristas rusas, permitieron
el que se establecieran escuelas polacas en el lugar de las rusas, sin embargo
“un graduado de las escuelas polacas era tratado por las autoridades como
un iletrado” [Kuratowski, 1980, p. 14], y para evitar prestar servicio militar
por un tiempo largo se debia aprobar dos exdmenes, uno de ruso y otro de
polaco. Con el propédsito de disuadir a los estudiantes de matricularse en las
escuelas polacas, hubo excesos en la pérdida de exdmenes de ruso entre los
graduados de estas escuelas.

Gran parte de los estudiantes que querian continuar con su educacion se
trasladaron a Galicia, regién que estaba bajo control austriaco, siendo un
régimen mas tolerante, y por ende méas propicio al fomento de las ideas libe-
rales y socializantes, lo que atrajo a los jovenes interesados en su superacién
cientifica y que también anhelaban una revolucién de caracter nacionalista.
También hubo éxodo importante de estudiantes universitarios a otros paises,
principalmente a Francia y Alemania, y un poco menos a Bélgica y a Gran
Bretana. Buena parte de los matematicos polacos representativos del perio-
do Entreguerras hicieron estudios en el extranjero, por ejemplo Janiszewski
terminé su tesis doctoral en Paris; Mazurkiewicz, Sierpinski y Steinhaus en
Gotinga; Kuratowski en Glasgow (Escocia).

El sentimiento de patriotismo en Polonia, opuesto a las condiciones implanta-
das por las potencias extranjeras, se hizo sentir a nivel de sociedades cientifi-
cas que fueron importantes durante el periodo de dominacién, que marcaron
parte del camino del florecimiento de las matematicas polacas anos después.
Entre las mas importantes fue la Sociedad Cientifica de Varsovia, la cual fue
ideada por por un grupo de miembros de la Academia del Conocimiento de
Cracovia que vivian en Varsovia y por ex alumnos de la Escuela Principal de
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Varsovia.® Los esfuerzos por obtener el permiso de las autoridades para el es-
tablecimiento de esta sociedad duraron algo mas de tres anos, y fue aprobado
en marzo de 1907. Entre los 14 fundadores de esta sociedad se encontraban
dos matematicos: Samuel Dickstein y Wiadistaw Gosiewski.

Una resolucién de de esta sociedad, indica:

[...]Privados de los conocimientos cientificos de los nuestros,
estamos limitados a rumiar de los pensamientos de otras personas,
y por lo tanto estamos amenazados por la esterilizacién mental
y trivializacion. Sucumbiendo a cada vez diferentes influencias
extranjeras, dependiendo de las circunstancias y gustos del
escritor, nuestro pensamiento no puede encontrar una manera
de expresarse en su caracter nacional original. Los procesos de
pensamiento poco a poco dejan de funcionar y desaparecen, sin
el estimulo del trabajo cientifico. Tenemos que crear fuentes
de conocimiento en casa. Necesitamos personas para trabajar
en la ciencia pura aqui en casa, y que los jovenes se retnen
alrededor de ellos, los jévenes que aprenderdan a pensar de manera
independiente y, ademés, pensar en polaco [Kuratowski, 1980, p.
19].

Esta resolucion es importante porge en ella se ve ideas que Janiszewski plan-
ted casi diez anos después, en el articulo que sirvié como base para que se
estableciera una escuela matematica en Polonia.

Sobre las revistas en las que se hacian publicaciones en matematicas, es
apropiado traer una cita de la carta de Sierpinski a Fréchet, del 31 de
agosto de 1919. Esta carta se debe a que el francés tenia la responsabilidad
de divulgar la programacién de las actividades cientificas y académicas de
Estrasburgo® por todos los medios a fin de llamar la atencién de la comunidad
matematica sobre la nueva universidad y, eventualmente, convencer a jovenes
talentos y a profesores visitantes para que se instalaran ahi, por una
temporada:

8 Antiguo nombre de la Universidad de Varsovia

9Como consecuencias de la Primera Guerra Mundial Estarsburgo dejé de ser una ciudad
alemana para ser francesa, por lo cual estas gestiones se enmarcan en un contexto politico
complejo.
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En cuanto a nuestras publicaciones matematicas, ellas aparecen
en el Bulletin International de 1’ Academie des Sciences
de Cracovia (fundado en 1885), los Comptes Rendus de
la Societé des Sciences de Varsovie (1908), '© en Prece
matematycznfizyczne (desde 1889), Wekton (desde 1911) y
en Wiadomosci Matematyczne (desde 1896). Es esta ultima
publicacién la que me parece mas conveniente para publicar (en
polaco) el programa de los cursos mateméticos de la Universidad
de Strasbourg.!!

Notese que aunque la carta es enviada en 1919, las revistas nombradas por
Sierpinski son todas fundadas antes de la independencia polaca en 1918, e
incluso antes de la Primera Guerra Mundial, sin embargo puede verse que
ya se venia gestando entre los matematicos polacos, especialmente en Varso-
via, el programa para que las matematicas polacas se independizaran de la
influencia extranjera, dejando de ser meros receptores. En esto ultimo tuvo
vital importancia la apertura de la Universidad de Varsovia, ahora como una
universidad polaca en 1915. Cabe decir que esto tuvo origen en que en verano
de ese ano tras una ofensiva austriaca-prusiana, los rusos reubicaron la Uni-
versidad de Varsovia a Rostov, en Don (donde ha existido desde entonces) y
pocos meses después los polacos abrieron una universidad polaca en Varsovia.

4.2. Escuela Matematica de Varsovia

El término escuela matematica de Varsovia incluye variantes tales como
escuela de 1dgica, conformada en sus inicios por Lesniewski y Lukasiewicz,!?
y la escuela propiamente matematica, liderada por Sierpinski, la que en sus
inicios se centré en la teoria de conjuntos y sus aplicaciones. Para este capitulo
se hablara de las tendencias en logica y en matematicas de la escuela de

0FEstas dos publicaciones eran de amplia circulacién internacional y contribufan a
difundir los trabajos que en diferentes especialidades se producian en Europa central y
oriental. Entre los animadores de tales publicaciones estaban aquellos profesores que junto
a Sierpinski, ensenaban en las universidades polacas antes de la reconstitucién: Dickstein,
Zorawski, Zaremba y Puzyna. también es necesario resaltar que esta segunda revista era
el érgano de publicacién de la Sociedad Cientifica de Varsovia.

HEstrasburgo en francés.

12Esto se profundiza més adelante en el apartado 4.3.
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Varsovia, y se enfatizarda en la importancia del surgimiento de la revista
Fundamenta Mathematicae en 1920 como el hecho que senala que para ese
entonces ya hay una escuela de matematicas en Varsovia.

4.2.1. Origen de la escuela

En una entrevista que Kuratowski concedio al profesor Luis Carlos Arboleda
en el instituto de Matematicas de Varsovia el 9 de noviembre de 1978,
manifestd lo siguiente:

Janiszewski es el verdadero fundador de la Escuela Polaca. A
sus méritos de buen matematico, sumaba el de gran organizador.
Su muerte prematura [Janiszewski murié a los 32 afos en Lwéw!?
como consecuencia de la terrible epidemia de “gripa espanola” que
afecté Europa en ese entonces|, es verdaderamente una pérdida
dolorosa para las matematicas de mi pais. Por intermedio de
él recibimos la influencia de primera y mas directa de las
matemadticas de la escuela francesa [Arboleda, 1982, pp.224-225].

La cita esta acorde con una concepcion generalizada de que en Janiszewski
recaen los méritos del espelendor de la matematica polaca después de 1920.
La idea novedosa de especializar una comunidad en una sola area de las
matematicas también ha favorecido a Zygmunt Janiszewski, de quien se
sabe que desde 1912 tenia en mente la idea de la necesidad de periédicos
especializados. Esto se ve en un parrafo de la carta que envia a Maurice
Fréchet'# con fecha del 29 de febrero de 1912:

Aprovecho esta oportunidad para consultar su opinién sobre una
cuestion, de orden matematico-social, que me parece sumamente
importante. Se trata de la reforma de las publicaciones periédicas
matematicas contemporaneas y, con esta finalidad, de la creacién
de un “periédico modelo”. ;No advierte usted la incomodidad
proveniente del hecho de la profusion de peridédicos matematicos

BRecuérdese que esta ciudad es Le6polis en espaiiol, y se debe decir que Janiszewski no
habia cumplido atin los 32 anos al momento de su muerte.

1A quien Janiszewski conocia desde su estadia en Francia, donde terminé sus estudios
doctorales en 1911, con la tesis titulada Sur les continus irréductibles entre deux points,
bajo la direccién de Henri Lebesgue.
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(todos con el mismo objetivo)? ;Qué sea tan dificil de localizar
la literatura de interés en condiciones de tanta dispersion,
sobre todo cuando no se dispone de una buena biblioteca? Me
parece que ese gran numero de periddicos seria, al contrario,
de gran comodidad si cada uno tuviese bien delimitada su
especialidad (por ejemplo, teoria analitica de ntimeros, teoria de
sustituciones...) [Arboleda, 1982, p. 225].

Fréchet comunicé a Emile Borel la idea de Janiszewski. Cabe decir que Borel
conocia bien al polaco, ya que fue, junto a Lebesgue uno de los directores de
tesis, aparte de ello, Borel era uno de los referentes de los medios matematicos
para opinar sobre la consulta de Janiszewski. El punto de vista de Borel al
respecto se dié en una carta a Fréchet el 1 de marzo de 1912:

La idea de Janiszewski es ingeniosa, pero me parece que ofrece un
grave inconveniente. Si todos los periddicos se especializaran, seria
dificil poder encuadrar una memoria sobre una cuestion nueva;
habria que crear un nuevo periddico. La diversidad de periodicos
y de redactores tiene por consecuencia la facilidad relativa que se
le ofrece a una idea nueva de emerger y penetrar un publico ya
numeroso que se congrega alrededor de un periddico. Por ejemplo,
las memorias de Cantor sobre los conjuntos aparecen en las Acta
Mathematica.'> Un inconveniente simétrico serfa que al existir un
tal periédico consagrado a una disciplina, trataria de provocar
estudios en un tema cuyo interés podria estar probablemente
agotado [Arboleda, 1982].

De otro lado, en 1911 Polonia contaba con sélo cuatro profesores ocupando
plaza en las unicas dos universidades, estos eran Jozef Puzyna y Waclaw
Sierpinski en la Universidad de Ledpolis y Stanistaw Zaremba y Kazimier
Zorawski en la Universidad Jagelona en Cracovia. Entre ellos no habia
intereses comunes, trabajaban campos distintos: Puzyna en funciones
analiticas, Sierpinski en teorfa de ntmeros y teoria de conjuntos, Zaremba
en ecuaciones diferenciales, y Zorawski en geometria diferencial. Sierpiniski
hizo conciencia de ese aislamiento de los matematicos polacos a raiz del
congreso de cientificos y médicos polacos en Cracovia en 1911, el observé que

5Borel hace referencia, obviamente, a las traducciones en francés. Los originales
aparecieron en revistas alemanas, no en Acta.
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los matematicos polacos tenian representacion en los eventos académicos, sin
embargo cada trabajo era en areas distantes, asi:

Después del congreso llegué a la conclusion de que esto no
era bueno. No habia colaboracién, ni control mutuo. Habia
matematicos conocidos por su trabajo en el extranjero, pero no
habia matematica polaca. Mi conclusion fue que seria mejor si un
mayor nimero de matematicos trabajara en un area.!®

Como se ve en la cita, ya desde 1911 Sierpinski visualizaba un aspecto que
fue fundamental para el éxito de la escuela de Varsovia: la especializacion en
una sola drea, que fue la mayor apuesta de la revista Fundamenta Mathema-
ticae.

Los siguientes registros escritos sobre la idea de fundar una revista mateméti-
ca especializada en un area aparecen hasta 1918, con el influyente articulo
[Janiszewski, 1918]. Sin embargo en los anos previos hubo aspectos que tu-
vieron que ver con la maduracion de esta idea, tales como la llegada de Ja-
niszewski a la Universidad Jan Kazimierz de Ledpolis en 1913 por sugerencia
de Sierpinski. Para ese entonces el propio Sierpinski venia promoviendo, en el
seminario de matematicas de esta universidad, la teoria de conjuntos, nom-
bre genérico para designar igualmente la topologia general (en formacién en
esa época), la teoria de funciones, la teorfa de la medida y los fundamentos
de las matematicas. De ahi que no es ajeno que pensara que esa debia ser
el area idonea para cimentar una comunidad matematica. De hecho, para
ese momento, las tesis de sus alumnos Stefan Mazurkiewicz'” (1888-1945) y
Stanistaw Ruziewicz'® (1889-1941) se centraron en topologia y en funciones
de variable real, respectivamente.

Durante la Primera Guerra Mundial, Sierpinski fue enviado a Rusia por el
regimen zarista, mientras que Janiszewski estuvo hasta 1915 en la Legién (las
tropas voluntarias polacas en la armada austriaca). A finales de ese afio en

16[Duda, 1996, p. 482] citando:

Sierpinski (1963), “Polish School of Mathematics”, Polish Perspectives, 6(8):25-35.

70 krzywych wypelniajacych kwadrat, (Sobre curvas que llenan el cuadrado).

B0 funkcji ciaglej monotonicznej nie posiadajacej pochodnej na mnieprzeliczalnej
mnogolci punktdw, (Sobre una funcidon continua mondtona sin derivadas en un conjunto
de puntos no contable).
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el que La Universidad de Varsovia pasé a ser una universidad polaca, Janis-
zewski se enrolé como profesor, al tiempo que estaba en la Legién, mientras
que Mazurkiewicz ocup6 una plaza en matematicas en esta universidad. En
1917 se inici6 un seminario de topologia coordinado por Janiszewski y Ma-
zurkiewicz, y en 1918 regres6 Sierpinski a Varsovia donde ocupé una plaza.

En los anos finales de la Primera Guerra Mundial, la fundacién Mianowski,
que patrocinaba la investigacion de cientificos polacos, creé una publicacién
titulada Nauka Polska jej potrzeby, organizacja i rozwdj (Ciencias polacas,
sus necesidades, organizacion y desarrollo) con el propdsito de presentar los
problemas organizacionales de la ensenanza en un pais después de su inde-
pendencia, para ello invito a los cientificos polacos a dar sus puntos de vista
sobre las necesidades de las diversas disciplinas cientificas en Polonia. En
el primer volumen de este periédico, en 1918, hubo dos articulos sobre “las
necesidades de las matematicas en Polonia”. El primero era de Stanistaw Za-
remba, el segundo de Zygmunt Janiszewski.

En su articulo, Zaremba propuso que los jovenes profesores que mostraran
habilidad para la ensenanza superior deberian ser enviados para estudiar en
el extranjero donde podrian prepararse para ensenar en las universidades po-
lacas. Esa propuesta no era novedosa, en [Kuzawa, 1968, p. 54] se dice que
ya habfia sido hecha en el territorio polaco en el siglo XVIIIL.*

El articulo de Janiszewski constaba de seis paginas®® y se convirtié en un
programa para la siguiente generacion de matematicos polacos, Janiszewski
planted que los matematicos polacos pueden darse el lujo de “no ser sélamente
receptores y consumidores de los centros extranjeros”,?! pero para que la
matematica polaca se posicione a nivel mundial, se debia concentrar al
personal cientifico en un campo especializado de las mateméticas,?? y este

9Cabe decir que durante el siglo XIX se dieron numerosos casos de cientificos que
realizaron estadias fuera de su pais de origen, por ejemplo entre los alemanes que realizaron
alguna estadia en Francia durante los anos 1820 o 1830 estaban Dirichlet y Pliicker
entre otros; entre los rusos también fue frecuente esto mismo. Muchos norteamericanos
estudiaron en Alemania a fines de siglo, sobre todo con Klein en Gotinga, asi como hubo
un gran numero de japoneses que durante la era Meiji estudiaron en Europa.

20Este articulo estd en el apéndice E.

21Recordando la parte de la resolucién de la Sociedad Cientifica de Varsovia en la pagina
94.

22Recordando la propuesta de Sierpinski presentada en la cita de la pagina 98.
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campo debia ser uno en el cual los mateméaticos polacos tuvieran intereses
comunes y en el que hayan tenido reconocimiento a escala mundial. Este
campo debia comprender la teoria de conjuntos junto a la topologia, y los
fundamentos de las matematicas junto a la légica matematica. Veamos un
aparte de este articulo:

un matematico no necesitaria costosos laboratorios, ni finos
y caros materiales para su trabajo; todo lo que el necesita es
una atmésfera matematica apropiada, un contacto permanente
con colaboradores [. . .] Una atmdsfera apropiada solo puede
surgir por un interés en temas comunes. Los investigadores
necesitan indudablemente colaboradores. Un investigador aislado
la mayoria de veces se extingue en el anonimato.

Las causas de esto no solo son sicoldgicas, no solo se refiere
a la carencia de incentivos; un investigador aislado conoce menos
que aquellos que trabajan en equipo. Este investigador recibe
unicamente los resultados de la investigacién; ideas completas
y maduras, frecuentemente algunos anos después de que ellas
se originaron, esto es, cuando ya aparecen en imprenta. Un
investigador aislado no presencia como ni donde estas ideas llegan
a surgir; el no vive el proceso al lado de sus creadores. [. . ]

Es por eso que, si no deseamos permanecer siempre en
“segundo plano”, debemos tomar medidas radicales, examinar las
razones de nuestro fracaso. jDebemos crear una “forja” (un centro
de investigacién) en Polonial Podremos conseguir esto solamente
concentrando la mayoria de nuestros matematicos en el cultivo de
una sola rama de las matematicas. Esto estd ocurriendo ya por
inercia propia, pero debemos ayudar a consolidar esta tendencia.
Indudablemente, la creacién de una publicacién especializada
en una rama de las matemdticas atraerd a muchos de nuestros
colegas a trabajar en esta rama [Janiszewski, 1918].23

Janiszewski consideré necesario organizar un sistema escolar para organizar la
investigacion en matematicas, la asistencia en las publicaciones (traducciones
y contribuciones originales), la supervisiéon de bibliotecas matematicas,
etc. Asi, el tenia la idea de que los periddicos cientificos deberian
ser especializados: una revista para teoria de numeros y algebra, otro

23Ver también el apéndice E.
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para geometria proyectiva, otra para geometria diferencial y ecuaciones
diferenciales, para series trigonométricas, para teoria de conjuntos, para
fundamentos de geometria, etc. Todo ello iba enmarcado en el plan de ganar
una posicion de independencia para la matematicas polaca. En ese sentido,
es apropiado traer a colacién las palabras del propio Janiszewski:

. seria necesario crear una revista; una publicacion estric-
tamente académica, dedicada primariamente a una rama de las
matematicas en la cual tengamos muchos matematicos verdade-
ramente creativos y distinguidos. Esta publicacién al igual que
Mathematische Annalen, Rendiconti del Circolo de Palermo, Ac-
ta Mathematica de Estocolmo, y muchas otras, aceptaria articu-
los en cualquiera de los cuatro idiomas reconocidos como inter-
nacionales en matematicas (ellos son: Ingles, Francés, Aleman
e Italiano) [. . .] Esta publicacién incluirfa ademds de investi-
gacion original, una bibliografia de la rama particular a la que
estd orientada, resenas y aun reproducciones de los articulos mas
importantes publicados en otras partes, traducciones de articulos
y valiosos escritos en idiomas no internacionales, prioritariamen-
te articulos polacos que se estan perdiendo en el anonimato; fi-
nalmente, correspondencia, preguntas y respuestas como lo hace
el intermediare Mathématique. Esto seria, en cierta medida, un
experimento para la realizacion de los escritos matematicos, sola-
mente que aqui se tendria que ver con los problemas mas dificiles
y no con los més simples.

Una publicacion como esta llegaria a ser indispensable
para una persona que trabaje en tal rama especifica de las
matematicas. La revista encontraria lectores en todas partes y
en un corto periodo de tiempo ganaria colaboradores respetables
en el exterior. A través de esta publicacion alcanzariamos una
merecida posicion en la cultura europea, nos solo porque muchos
de nuestros trabajos, ahora diseminados en las publicaciones
polacas, llegarian a conocerse en el mundo, sino también porque
seriamos reconocidos no como individuos cuya nacionalidad
muchas veces se desconoce, sino como un grupo estrechamente
unido de polacos. La misma existencia y distribucion de tal
publicacion editada en Varsovia, daria testimonio de nuestra vida
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cultural; pero, menciono esto solo de paso. Nada es méas ajeno a
mi mente que proponer como meta de nuestra empresa el logro de
tal renombre. Si hablo de lograr un estatus independiente para las
matematicas polacas, o mejor para las matematicas en Polonia,
a través de la revista propuesta, tengo en mente una meta mucho
mas seria: la creatividad real en los escritos matematicos polacos.
Esto solamente se logra ganando condiciones favorables para el
trabajo matemdtico, similares a aquellas que se dan en Occidente
[Janiszewski, 1918].24

En 1919 Stefan Mazurkiewicz escribié un tercer articulo, también en Nauka
Polska, sobre las necesidades de las matematicas en Polonia. Este articulo,
como resena [Kuzawa, 1968, pp. 58-59] se entiende como un suplemento del
de Janiszewski, de hecho Mazurkiewicz plantea que el articulo de Janiszews-
ki esta casi completo. En este articulo Mazurkiewicz expone seis necesidades
puntuales: (1) deberia haber dos centros matemdticos en Polonia en lugar
de uno como lo sugiere Janiszewski; (2) los primeros signos de la creatividad
matematica podrian ser ilusorios o fugaces; hay que buscar estudiantes con
talento matematico entre los universitarios; (3) un boletin que contenga to-
das las publicaciones matematicas deberia ser publicado regularmente; (4) un
modelo de bibliotecas de matematicas como la Mathematisches Lesezimmer
en Gotinga;* (5) alentar a los jévenes matemadticos a publicar monografias;
(6) en la Sociedad Cientifica de Varsovia se debe establecer un gabinete para
los matematicos.

Los articulos de Mazurkiewicz y de Janiszewski, él segundo especialmente,
se convirtieron en un plan de accion que ayudd al desarrollo y el crecimiento
de las matematicas en Polonia después de 1918.

La idea de Janiszewski generaba dudas, uno de los motivos distintos a la
novedad de la idea era que el hecho de escoger sélo una parte moderna de las
matematicas implicaba descuidar las otras ramas importantes como analisis,
dlgebra y geometria. Las criticas se hicieron sentir (incluso después de la
publicacién de algunos volimenes de la revista) en Polonia por S. Zaremba

24Ver también el apéndice E.

25Ge refiere a una sala de lectura creada por Klein, en la que se ponia a disposicién de
los alumnos separatas y ejemplares de revistas, asi como los tltimos libros publicados, asi,
los asistentes a esta sala tenian facil acceso a lo mas reciente.
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(desde Cracovia) y en el extranjero por Borel, Lebesgue y Luzin.

La propuesta de publicar en idiomas diferentes al polaco era inevitable para el
proposito de internacionalizar la matematica polaca, sin embargo esta idea
también generd rechazo. Al respecto en [Arboleda, 1982, p. 239] (nota 9),
dice:

Esta situacién [la ocupacién del territorio polaco por parte de
rusos y prusianos, quienes impusieron, en todos los terrenos
ocupados, una serie de prohibiciones como medida que impedia el
uso de la lengua nacional en las escuelas y universidades] podria
explicar la reacciéon negativa que segun todos los indicios de
que disponemos manifestaron los jévenes matemaéticos polacos
a la proposicion de los editores de Fundamenta de publicar
sus resultados “en idiomas accesibles a los extranjeros”; téngase
en cuenta que los derechos ciudadanos (entre ellos el pleno y
libre ejercicio de la lengua nacional) habian sido restablecidos
solamente en noviembre de 1918 luego de que el Mariscal J.
Pitsudski proclamé la Republica y confirmados por la Dieta en
enero de 1919.

En este punto cabe decir que habia publicaciones de alta calidad académica,
es preciso recordar la apreciacion de Stanistaw Saks y Antoni Zygmund sobre
la monografia sobre funciones analiticas (1900) del profesor J6zef Puzyna: “si
esa monografia hubiese aparecido en un idioma extranjero mas ampliamente
usado, se habria visto mas lejos, y habria tenido ediciones mejoradas, con
todas las posibilidades de convertirse en un libro cldsico.”?® Lo cual apunta
a favorecer la propuesta de Janiszewski.

Sin embargo, las condiciones favorecieron la idea de la revista, “la Universidad
de Varsovia fue nuevamente abierta, disfrutaba de un fuerte apoyo del estado
y de la sociedad, los nuevos estudiantes fueron entusiastas”[Duda, 1996, p.
485]. Asi, en 1919 Janiszewski, Mazurkiewickz y Sierpinski, quienes fueron
los tres primeros profesores de matematicas en la Universidad de Varsovia,
decidieron llevar a cabo la idea de Janiszewski, y la naciente revista estaria
dedicada a la teoria de conjuntos, topologia, teoria de funciones de una

26Tomado de [Kuratowski, 1980, p. 8], citando:
Funkcje Analityczne, Monografie Matematyczne, Vol. 10, Warzawa 1938. P. VIII.
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variable real, fundamentos de las matematicas y 16gica matematica,?” de esa
forma se concebia Fundamenta Mathematicae.

4.2.2. Fundamenta Mathematicae

En 1920, se publico el primer volumen de la revista después de la pronta
muerte de Janiszewski, quien vié el borrador de la revista, pero no el volu-
men impreso. El comité editorial estuvo conformado ademas de Janiszewski,
Mazurkiewickz y Sierpinski, por Stanislaw Le$niewski y Jan Lukasiewicz.
Estos dos tltimos, fueron los responsables de los desarrollos en logica y fun-
damentos de las matematicas, y estuvieron en el comité hasta 1928.

La importancia de la logica y los fundamentos de las matematicas, se eviden-
cia en el nombre de la revista. De hecho [Kuratowski, 1980, p. 33] dice que
se propuso alternar los volimenes: uno se dedicaria a la teoria de conjuntos
y campos cercanos, y un segundo volumen a légica matematica y fundamen-
tos de las matematicas. Sin embargo esa idea no prosperd debido a que este
segundo campo reulté ser mucho mas modesto que el primero, aunque varios
resultados importantes fueron publicados en lo concerniente a los fundamen-
tos de las matemaéticas.?

El primer volumen recogié 25 articulos,?® todos de autores polacos® y de
cuatro ciudades distintas; de Ledépolis eran Stefan Banach y Stanistaw Ru-
ziewicz, de Cracovia era Witold Wilkosz, de Jaslo era Hugo Steinhaus y de
Varsovia eran Zygmunt Janiszewski, Kazimierz Kuratowski, Stefan Mazur-

2TSierpinski plante6 en una carta a Fréchet, del 31 de agosto de 1919, que esta revista se
consagrararfa “exclusivamente a teorfa de conjuntos y a la filosoffa matemaética (como
a veces se designaba en la época el estudio de la ligica y los fundamentos)”, lo que
permite entender la acotacion para los términos “teoria de conjuntos”y “filosofia de las
matematicas”en Sierpinski y por los editores de la revista.

28En el apartado 4.3 se hablard sobre la relacién entre la légica y la matemética en
Polonia y para la escuela de Varsovia.

29Eso escribe [Hartman et al., 1974, p- 486], sin embargo
[The Polish Digital Mathematical Library, 2013] sélo recoge 24 articulos de este vo-
lumen.

30Es pertinente recordar las palabras de Janiszewski respecto al primer volumen, en el
que se nota su idea nacionalista: “mi intencién es presentar en el primer volumen de la
revista la cual he inventado, creado y editado, posiblemente todos los matematicos polacos
en el drea de teorfa de conjuntos, en lo que la revista se especializa.” [Duda, 1996, p. 485].
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kiewicz y Wactaw Sierpinski. Los cuatro autores de Varsovia publicaron 21
de estos 25 articulos, Sierpinski contibuyé con 14, siendo uno de ellos en
conjunto con Mazurkiewicz. De esos articulos s6lo uno no esta en francés,
estd en italiano y es el de Wilkosz, que se titula “Sugli insiemi non misurabili
L”.

Una vez publicado el primer volumen de Fundamenta, Sierpinski lo envié a
Lebesgue. Este respondio felicitandolo por la calidad de las publicaciones
de ese primer volumen de la revistas, sin embargo le manifesté sus temores
sobre el futuro de una publicacién tan especializada que podria quedarse,
tarde o temprano, sin colaboradores y también temia que la calidad de las
publicaciones decreciera.?! Asi, la desconfianza en el proyecto de la revista
especializada en una tematica particular de las matematicas seguia latente
entre altas personalidades extranjeras, tal como lo habia manifestado Borel
ocho afos atrds en la carta que responde a Fréchet (pagina 97) , sin embargo
Borel y Lebesgue serian colaborares poco después.

Trés la muerte de Janiszewski®? el trabajo editorial del segundo volumen

paso a ser responsablidad de Mazurkiewicz y Sierpinski, siendo este ultimo

a cabeza visible, quien instauré como politica publicar cualquier resultado

1 b ble, t lit bl 1 Itad

que fuera nuevo y original, sin considerar aspectos como “valor”, “trayecto-
2

ria”, etc. Esa politica alenté a los jovenes investigadores y fue un aliciente
para que el grupo creciera rapidamente.

En el segundo volumen aparecen autores vinculado a universidades por fuera
de Polonia, como Lebesgue (Parfs), Luzin (Mosct)**, Hahn (Bonn). Wilkosz
publica tres articulos en italiano, mientras que Hahn lo hace en aleman bajo
el titulo “Uber die Komponenten offener Mengen”. El resto de articulos es
en francés.

31Tomado de [Kuratowski, 1980, p.34].

32Qcurrida el 3 de enero de 1920, por una epidemia de influenza que dejé gran cantidad
de victimas.

33En el articulo referido, que se titula “Sur 1’ existence d’ un ensemble non dénombrable
qui est de premiere catégorie dans tout ensemble parfait,”es publicado bajo la
responsabilidad de Sierpinski, pero contiene resultados de Luzin de 1917, corresponde
a una época en la que Luzin y Sierpinski perdieron contacto por efectos de la guerra
polaco-soviética entre 1919 y 1921.
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Cabe decir que con motivo del segundo volumen de Fundamenta Mathema-
ticae, en el articulo [Lebesgue, 1922] el autor expresa su deseo de que esta
revista tenga en cuenta todas las aplicaciones de la teoria de conjuntos y
no sélo las mas inmediatas.® Esas palabras, segin Kuratowski, eran una
muestra de verdadera amistad de parte de Lebesgue hacia la joven revista, y
en ellas evidenciaba su preocupacién por el futuro desarrollo de la teoria de
conjuntos.®® Lebesgue escribié lo anterior en un momento en el que la teorfa
de conjuntos, en comparacion a otras ramas, no tenia un grado de aceptacion
suficiente por parte de los matematicos, de ese hecho se generaba uno de los
riesgos de especializarse, que la comunidad internacional no lo acogiera con
suficiente fuerza, sin embargo los polacos vieron en ello la oportunidad de
explorar una rama de las matematicas, a tal punto que tuvieron mucho que
ver en que la teoria de conjuntos y sus ramas cercanas tuviesen un mayor
grado de aceptaciéon y reconocimiento entre la comunidad matematica inter-
nacional.

Las reacciones a la novedosa propuesta de una revista especializada siguieron
vigentes por lo menos hasta 1926, ano en el que Luzin visité Varsovia, gracias
a una invitacion de Sierpinski. El ruso expone sus reflexiones sobre FM en
una carta a su amigo Arnaud Denjoy:3¢

Parece que la vida matemaética en Polonia sigue dos tendencias
completamente distintas, una apunta a los dominios clasicos de
las matemaéticas, la otra a la teorfa de conjuntos [o funciones].
Las dos actitudes se excluyen entre si, son hostiles entre si, y
obstinadamente luchan entre si. |...]

Del lado cldsico hay una antigua (més de 500 anos)
Universidad de Cracovia [...]. El partidario mas implacable de este
lado es el profesor Zaremba. Sin embargo esta postura ha llegado
a su fin en varias poblaciones [...], donde ha sido reemplazada
por la de Sierpinski. Por lo tanto, en la medida de lo que puedo

34 Aunque Kuratowski dice que esta es una sugerencia de Lebesgue, se puede corroborar
que esa misma idea se planteaba desde la fundacién de la revista, ya que el primer
volumen tiene varios més articulos dedicados a aplicaciones de la teoria de conjuntos
que a problemas propios de esta teoria.

35Tomado de [Kuratowski, 1980, pp. 34-35].

36La critica completa aparece en [Duda, 1996, pp. 490-491], quien la toma de: (Dugac,
Pierre. “N. Luzin, Lettres & Arnaud Denjoy avec introduction et notes”, Archives
internationales d’ histore des sciences 27, pp. 179-206).
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juzgar confiando en mis conversaciones con los matematicos que
llegaron a Varsovia, el movimiento contemporédneo prevalece en
Polonia]...].

En mi opinion, esa situacion es algo peligrosa porque la total
concentracion en la teoria de conjuntos y la desatencion de los
dominios clasicos de las mateméticas parece limitada y unilateral.
El entusiasmo por los conjuntos puede llegar a ser fanatico y
eventualmente perjudicial tanto para los involucrados como para
la propia ciencia. Al parecer, no hay que olvidar que la teoria
de conjuntos es, al final, s6lo un aspecto de las matematicas
elementales, y su pleno dominio no requiere de una cultura
cientifica previa.

Quizas esa accesibilidad para principiantes de la teoria
de conjuntos es la principal fuente de popularidad para “las
matematicas modernas”en paises que estan en el proceso de de
crear una cultura.

En esencia, Luzin criticaba la escogencia de la tematica de la revista.
Subestima la teoria de conjuntos y sus aplicaciones, al denotarla como
“solamente un aspecto de las matemaéticas elementales”que no requiere
una cultura cientifica, ademaés sobreestimé las divisones de la comunidad
matematica polaca. Eso si, a continuacion alabé la labor de Sierpinski como
tutor cientifico:

[...]Otra razén para el éxito es, en mi opinién, la personalidad
del senor Sierpinski, quien es un excelente tutor cientifico.
El mantiene relaciones cercanas con sus estudiantes, guia sus
ideas cientificas, les brinda temas para sus trabajos, audazmente
publica sus articulos, se ocupa de todo, incluso de su situacién
econdmica.

Cuando hablé con él sobre los peligros del dominio de una de esas
trayectorias, en particular de la teoria de conjuntos, su respuesta
fue: “Si, es un serio peligro, pero peor que el dominio de una de
esas tendencias es la carencia de todo. Hasta la aparicion de la
tendencia de Varsovia, no habia matematicas en Polonia. Habia
investigadores aislados, cada uno de ellos se habia interesado en
algo diferente y no tenia quien lo siguiera. Por esa razén sus
trabajos reflejaban solamente sus intereses particulares y no tenia
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un valor general. Sin duda, esta falta de iniciativa creativa ha
sido causada por la falta de control publico, la falta de opinién
matematica comin y de evaluacién del trabajo matematico. Asi,
ha sido necesario crear una amplia comunidad matematica y
de esa forma la escuela de Varsovia llegé a existir. Respecto a
nuestras limitaciones, espero que disminuyan y eventualmente
desaparezcan. La eleccion de la teoria de funciones como una
base para la actividad comun se deriva de su simplicidad.”

De la anterior cita es valioso resaltar que Luzin dice que la especialiazacién
de la revista en teoria de conjuntos [o funciones| y Sierpinski responde dando
por hecho que es teoria de funciones, lo cual da a entender que al menos
ellos dos 6 no tenian clara la frontera entre estas dos especialidades 6 no se
ocupaban de la discusion de definir las fronteras entre éstas.

En 1935, se publicé el volumen veinticinco de la revista, el cual fue un volu-
men especial en el que se invité a varios de los mas influyentes matematicos
del mundo para que publicaran en FM. Este volumen tuvo el doble de pagi-
nas que los anteriores (582 + 15 pp.), y contiene 48 publicaciones escritas
por 45 autores, nueve de ellos residentes en Polonia.

En una nota de los editores escrita en 1978 para conmemorar el nimero 100
de FM?" se escribe con razén que “evidentemente el momento exacto del
nacimiento de una nueva escuela cientifica no puede ser establecido con pre-
cision” .Pero en el caso de la Escuela Polaca -afirman- no hay duda de que
la aparicion del primer ntimero de Fundamenta en 1920 determina la fecha
histérica en la que se materializa un proyecto que implicaba un trabajo en
equipo de unos lineamientos organizativos muy bien establecidos.

La primera época de Fundamenta Mathematicae se dié entre 1920 y 1939,
en la cual se publicaron 32 volimenes de ésta, manteniendo en general su
formato original.

Durante la Segunda Guerra Mundial se pararon las publicaciones, para vol-
ver a surgir en 1945, manteniéndose hasta la actualidad. En [Duda, 1996] se
presenta algunos datos estadisticos sobre Fundamenta desde el primer volu-

370ne hundred volumes of “Fundamenta Mathematicae “. The Editors Note.
(Pundamenta Mathematicae, 100 (1978), pp. 1-8).
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men en 1920 hasta el volumen 32 en 1939: el promedio de longitud de las
publicaciones era entre 8.9 y 12.6 paginas. Hubo 946 publicaciones hechas
por 213 autores.?® Dos tercios de las publicaciones fueron hechas por autores
polacos. El nimero de autores extranjeros a finales de la década de 1920
aumentd tanto como el de polacos decrecié. El autor que mas publicé fue
Sierpinski, con 202 articulos; seguido por Kuratowski, con 73, y Mazurkie-
wicz con 62. El autor extranjero que publicé mas veces fue Gordon Thomas
Whyburn de Estados Unidos con 16 articulos, que empezaron en el volumen
10; seguido de Robert Lee Moore también de Estados Unidos y Pavel Alexan-
droff de Unién Soviética, cada uno con 10 articulos, el primero empezando
en el volumen 3 y el segundo en el volumen 5.

Se ha planteado los inicios de la Escuela de Varsovia de matemadticas,
la cual tuvo en Fundamenta Mathematicae, un o6rgano de difusién e
internacionalizacion que rapidamente se convirtié en una publicacion tnica
en su especie, que obtuvo el reconocimiento y la cooperacion de los pares
internacionales, y de la cual en [Tamarkin, 1936] se dice que su historia
llegd a ser la historia de la teoria moderna de funciones y de conjuntos.
Esta revista permitié a la escuela de Varsovia mostrarse como un gran
ejemplo del florecimiento matematico desde una situacién periférica, llegando
a convertirse Varsovia en un centro de renombre internacional en lo que para
entonces era considerado como teoria de conjuntos, produciendo reconocidos
especialistas que fueron importantes no solo en el ambito polaco o europeo,
sino que llegaron a tener un alto grado de reconocimiento en universidades de
Estados Unidos, tanto asi que ya en 1943, en ocasiéon de los 400 anos anos de
la muerte de Copérnico, el presidente de la Sociedad Matematica Americana,
Marshall H. Stone, escribio:

El trabajo de los hombres que fundaron y desarrollaron
Fundamenta Mathematicae ha tenido una profunda influencia en
el progreso matematico del ultimo cuarto de siglo. Iniciando con
Janiszewski y Sierpinski, alli ha crecido un movimiento fructifero
con que los matematicos americanos han tenido relaciones
cercanas y eficaces. El trabajo en topologia y en espacios
abastractos se reconoce en toda la matematica como de cardcter
fundamental, la escuela polaca bajo personas como Banach y

38Hasta 1935, aflo del volumen especial niimero 25 participaron 170 autores, quienes
publicaron 732 articulos [Tamarkin, 1936].
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Kuratowski constituyo, antes de la catastrofe actual (1939), uno
de los grupos de matemaéticos excepcionales.’

Para finalizar este apartado sobre FM es pertinente decir que no es posible
estimar el factor de impacto de sus articulos como se hace actualmente. Por
ejemplo Web of Knowledge no registra publicaciones de esta revista. En ese
sentido hay que tener en cuenta que esta Web es reciente (en comparacién
con el periodo que interesa en este trabajo), y que por ahora recoge las re-
senas y citas de revistas de los principales paises tales como Estados Unidos,
Francia, Alemania, Rusia y otros mas. Es asi que siendo FM una revista que
tuvo un impacto relevante en la comunidad matematica internacional de las
décadas de 1920 y 1930, atin no se compara con el que puedan tener otras
revistas consolidadas en estos otros paises. En el caso de las publicaciones
de Sierpinski que se registran en Web of Knowledge, hay bastante menos
de lo que pudiera considerarse representativo, inicamente 23 publicaciones
distribuidas en las siguientes revistas:

Comptes rendus hebdomadaires des séances de I’ Académie des sciences (17)
Annals of Mathematics (2)

Comptes rendus de I’ Academie des sciences de I” URSS (2)

Matematische Annalen (1)

Scripta Mathematica (1)

Sin embargo se puede dar un estado del alcance internacional de F'M, al menos
por las referencias que algunos libros hacen de esta revista. En [Kuzawa, 1968,
p. 109] habla de libros en teoria de conjuntos y sus aplicaciones que citaron
articulos de la revista:

En la bibliografia de Abstract Set Theory (1953) de Abraham Fraenkel

de la Universidad de Jerusalén, hay cerca de cien referencias de FM; en
Topics in Topology de Solomon Lefschetz de la Universidad de Princeton, se

39Tomado de [Kuzawa, 1968, pp. 15-16], citando a:
Stephen P. Mizwa (ed.) Nicholas Copernicus: A Tribute of Nations (New York: The
Kosciuszco Foundation, 1945), p. 54.
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referencia 35 articulos de varios volumenes de FM; en Set Topology (1960)
de R. Vaidyanathaswamy de la Universidad de Madras (India), hay 24
referencias; en Theory of Integration de Adrian C. Zaanen de la Universidad
de Amsterdam, se incluye 11 referencias de FM.

4.3. Relacién entre légica, matematicas y
filosofia en la escuela de Varsovia

Una de las especialidades en los inicios de Fundamenta Mathematicae era la
logica, de esta parte se encargaron, en el comité editorial Jan Lukesiewicz
y Stanislaw Lesniewski, ambos discipulos de Kaziemierz Twardowski (1866-
1938) en la Universidad de Ledpolis.

Y aunque uno de los propositos de esta investigacion es el de caracterizar la
teoria de conjuntos en la escuela de Varsovia en el periodo Entreguerras, no se
debe poder desligar de la 16gica que tuvo grandes aportes no solo en Varsovia,
sino también en Ledpolis, donde Twardowski es el iniciador de una tradicién
de estudios en légica, y a quien siguieron los ya nombrados Lukasiewicz y
Lesniewski, y los posteriores (en Varsovia) como Tarski y Mostowski. Cabe
decir que Ledpolis no sélo destaco en el ambito de la logica, sino que poste-
riormente, en la década de 1930, se ha fortalecido en anélisis funcional, de
ello se habla en el apartado 4.4.

Lukasiewicz y Lesniewski fundaron lo que algunos autores (como Kuratows-
ki) denominan escuela de légica de Varsovia, que incluye los estudios en
légica y en fundamentos de las matematicas de la escuela de matematicas
de Varsovia, y que se hizo reconocida mundialmente a través de Alfred Tarski.

La relacion entre légica y matematica en la escuela de Varsovia tuvo un ante-
cedente en Ledpolis antes de la Primera Guerra Mundial, cuando Sierpinski
ocupa una de las plazas de matematicas como profesor en la Universidad de
Leépolis (La otra plaza era ocupada por Jozef Puzyna (1856-1919)). Hasta
ese entonces Ledpolis era reconocida por la escuela de filosofia liderada por
Twardowski, en la que se enfatizaba en la precisién de las nociones y de los
razonamientos, asi su rasgo caracteristico llegd a ser el interés en la logica
[Duda, 2004, p. 289]. Sierpiriski impulsé la parte matemética, centrdandose en
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la teoria de conjuntos y sus aplicaciones. Lukasiewicz y Le$niewski realizaron
sus tesis bajo la direccion de Twardowski; mientras que Sierpinski dirigio las
tesis de Mazurkiewicz y la de Ruziewicz, también realizé gestiones para que
Janiszewski obtuviera un plaza de matematicas en la Universidad de Ledpo-
lis. De todos estos pupilos de Twardowski y de Sierpinski, Ruziewicz fue el
tnico que no ocup6 plaza en Varsovia (permanecié en Ledpolis), es asi que
a pesar que entre Twardowski y Sierpinski no hubo cooperacién abierta, sus
esfuerzos por crear escuela convergieron pocos afios mas tarde y vieron sus
frutos en Varsovia.

El inicio de la Primera Guerra Mundial dispersé el grupo encabezado por Sier-
pinski, quien fue enviado a Rusia por el regimen zarista, Puzyna enfermé y
murié en 1919, Janiszewski se incorporé como voluntario a las fuerzas arma-
das polacas, Mazurkiewicz se trasladé a Varsovia, y Ruziewicz fue el tinico
que permanecié en Ledpolis. De parte del grupo liderado por Twardowski,
sus dos alumnos, Lukasiwicz y Lesniewski se trasladaron a Varsovia.

El traslado de éstos a Varsovia se debi6 a que durante la guerra, a
finales de 1915 se abrié la Universidad polaca en Varsovia. Asi, la
facultad de matemaéticas incorporé a Le$niewski, Lukasiewickz, Janiszewski y
Mazurkiewicz. Sierpinski, igualmente se incorpord en 1918, después de pasar
algunos anos en Rusia. Se puede hablar para ese entonces del surgimiento de
dos tendencias en la naciente escuela de Varsovia, la matematica liderada
por Sierpinski, Janiszewski y Mazurkiewicz y la ldégica, encabezada por
Leséniewski y Lukasiewicz, siendo esta tltima una continuacién de la escuela
filosofica de Leodpolis. Estas dos tendencias permanecieron cercanas y se
retroalimentaron constantemente. Tanta fue la colaboracién entre estas dos
tendencias de la escuela de Varsovia que:

. no se puede asegurar si el area explorada conjuntamente por
logicistas y matematicos pertenece o a la légica o la matematica.
No se puede establecer una frontera entre estas dos. Pero no
es necesario. Los resultados obtenidos han enriquecido ambos,
influenciando el desarrollo de las dos. El éxito es una herencia
comun de la escuelas de filosofia y de matematicas de Varsovia
del periodo Entreguerras.*’

40[Duda, 2004, p. 297] citando:
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En [Murawski, 2012, p. 145] se caracteriza la actitud de los 16gicos y ma-
tematicos polacos hacia la filosofifa matematica, en esencia plantea que ellos
concebian que los fundamentos matematicos y filoséficos eran independientes
de las matemadticas, aunque estaban conectados de alguna forma indspensa-
ble para entender la actividad logica y matematica. Murawski continta en su
articulo diciendo que los polacos (excepto Chwistek y Lesniewski) se guiaban
por los dos principios siguientes:

- Todos los métodos matematicos cominmente aceptados deben ser aplicados
en investigaciones metamatematicas,

- La investigacién en metamatematica no puede ser limitada por ningtin pun-
to de vista filosofico aceptado a priori.

La limitacién de la que habla el segundo principio se asocia con la postura de
neutralidad respecto a discusiones de carécter filosoéfico como la aceptacion o
no del axioma de eleccién o de la hipétesis del continuo. Al respecto, Muraws-
ki senala dos fuentes para esa actitud de neutralidad de los polacos frente
a las discusiones filosoficas sobre problemas de la logica y de las matematicas:

La primer fuente es la publicacion sobre el papel del axioma de eleccién
[Sierpiniski, 1918a], donde se distingue dos cuestiones independientes: las
controversias filosoficas alrededor de este axioma y su lugar en la
demostracion de teoremas matematicos. Segun Sierpinski la segunda cuestién
debe investigarse de forma independiente de las inclinaciones filoséficas sobre
el problema de si el axioma de elecciéon debe ser aceptado o no. Esta opinién
fue incluida en todas las ediciones de los libros de Sierpinski en la teoria de
conjuntos a partir de 1923. De hecho [Sierpinski, 1965, p. 94] escribio:

aparte de nuestra inclinacién personal de aceptar el axioma
de eleccion, hay que tener en cuenta, en todo caso, su papel en
la teoria de conjuntos y en el calculo. Por otra parte, dado que el
axioma de eleccién ha sido cuestionado por algunos matematicos,
es importante conocer que los teoremas se han demostrado con su
ayuda y el punto exacto en que la prueba se baso en el axioma de
eleccion, porque ha sucedido con frecuencia que varios autores han

J. Wolenski, Logic and Philosophy in the Lvov- Warsaw School, Synthese Library, Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht-Boston-London, 1988.
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hecho uso del axioma de eleccion en sus pruebas sin ser conscientes
de ello. Y después de todo, aunque nadie cuestionara el axioma
de eleccién, no estaria de mas investigar qué pruebas se basan
en él y que teoremas son demostrados sin su ayuda - esto, como
sabemos, también se hace con respecto a la otros axiomas.*!

La segunda fuente tiene como origen las ideas de Twardowski en Ledpolis, el
cual considera necesario distinguir con claridad y agudeza las cosmovisiones
del trabajo cientifico filosofico. Esta idea se acentué en Lukasiewicz, el arqui-
tecto de la escuela logica de Varsovia.

Una de las consecuencias de esa actitud de los logicos y los matematicos
polacos fue el hecho de que ellos no trataron de desarrollar una filosofia
comprehensiva de las matematicas y la légica (Stanistaw Lesniewski y Leon
Chwistek fueron las excepciones). Ellos formularon sus opiniones filoséficas
acerca de las matematicas o la logica ocasionalmente sélo en el margen de
sus propios trabajos mateméticos o 16gicos (y no tenia ningtn significado pa-
ra los propios resultados), asi, aunque algunas de las investigaciones légicas
estaban motivadas por problemas filoséficos (por ejemplo las l6gicas multiva-
luadas de Lukasiewicz) las construcciones formales, 16gicas siempre estaban
separadas de sus interpretaciones filoséficas.

Sobre las tendencias de la filosofia de las mateméaticas como el logicismo, el
intuicionismo y el formalismo, eran conocidas por los polacos, sin embargo
no hay documentos en los que se compruebe que hayan discutido esas ten-
dencias, su significado y el desarrollo.

El programa propuesto en [Janiszewski, 1918] y llevado a cabo por los ma-
tematicos de Varsovia apuesta por los desarrollos metodoldogicos alrededor
de la teoria de conjuntos pero deja de lado las discusiones filoséficas. Asi,
[Murawski, 2012, p. 147] plantea que como consecuencia de lo descrito, no se
encontraron en Polonia auténticos filésofos de las matematicas.

A continuacién se presenta las resenas biograficas de los autores polacos que
mas influyeron en que la logica y la matemaética encontraran terrenos en
comun.

41En la pagina 181 se hace una conclusién sobre este aspecto en Sierpinski.
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4.3.1. Jan Lukasiewicz

Nacié en Ledpolis, el 21 de diciembre de 1878 y murié en Dublin (Irlanda)
el 13 de feberero de 1956. Estudié matematicas y filosofia en la Universidad
de Ledpolis obteniendo su doctorado en 1902 bajo la direccion de Kazimierz
Twardowski. Recibié su habilitaciéon en 1906 con una lectura en légica y fi-
losofia, siendo docente en Ledpolis hasta 1911, para luego ocupar una plaza
en esta misma universidad. En 1915 acepté una invitacion para hacerse a un
plaza en la Universidad de Varsovia, en 1919 fue ministro de educaciéon en
Polonia, y también llegd a ser dos veces rector de la Universidad de Varso-
via.4?

La obra principal de Lukasiewicz en el dominio de la 16gica ha sido la creacion
de las légicas multivalentes. En 1917 llegd a la conclusién que era posible
operar con una logica distinta a la bivalente, proponiendo asi la primera
logica trivalente. En esencia, Lukasiewicz agregd a los tradicionales valores
de verdad (falso y verdadero) un tercer valor.

...He demostrado que, ademas de proposiciones verdaderas y
falsas, hay proposiciones posibles, a las que corresponde la
posibilidad objetiva como un tercer valor ademas del ser y del
no-ser. Esto dio origen a un sistema de [dgica trivalente, que
desarrollé en detalle durante el verano pasado. Ese sistema es tan
coherente y consistente como la logica de Aristoteles, y resulta
mucho més rico en leyes y férmulas...[Lukasiewicz, 1974].

Las primeras publicaciones sobre la légica trivalente datan de 1920,%3
mientras que una exposicién completa de la teorfa aparecié hasta 1930%

42Una exposicién completa de la obra cientifica de Lukasiewicz en la revista “Studia
Logica”, donde aparece las actividades de Lukasiewicz en 1égica, filosofia e historia de la
l6gica, donde sus descubrimientos han sido particularmente importantes.

434Sobre la légica trivalente”. (Original en polaco). RF 5 (1920), pag 170-171., y “La
légica bivalente”. (Original en polaco). PF 23 (1921), pp. 189-205.

44 «Philosophische Bemerkungen zu mehrwertigen Systemen des Aussagenkalkiils 7,
Comptes rendus des séances de la Société des Sciences et des Lettres de Varsovie, 23:51-77
(1930). Translated by H. Weber as “Philosophical Remarks on Many-Valued Systems of
Propositional Logics”, in Storrs McCall, Polish Logic 1920-1939, Clarendon Press: Oxford
(1967).

Y en 1930 “Investigaciones en cdlculo proposicional”[“Untersuchungen iiber den
Aussagenkalkiil 7], junto a Alfred Tarski
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[Mostowski, 1957]. La légica multivalente de Lukasiewicz esta mds cerca-
na al cadlculo de probabilidades que a la teoria de conjuntos, sin embargo
se encuentra alguna aplicaciones a esta incluso en publicaciones del propio
Lukasiewicz en ruso.

Uno de los aportes a la formacion de los matematicos polacos por parte
de Lukasiewicz fue el haber introducido la légica como instrumento de in-
vestigacién para los fundamentos de las matematicas y en general para la
metodologia de las ciencias empiricas.

Lukasiewicz leyé cursos en légica, historia de la filosofia y algunos tépicos
especiales relacionados a la metodologia de ciencias deductivas y a los fun-
damentos de la l6gica matematica. “Aunque Lukasiewicz no era matematico,
tenia un excepcional sentido para las matematicas, por ello sus clases tenian
gran respuesta entre los matematicos.” [Kuratowski, 1980, p. 23].

Después de algunos antiguos ensayos sobre los principios de no contradiccién
y el tercio excluido (1910) Lukasiewicz en 1917 llegé a la concepcién de un
calculo proposicional trivaluado, es decir, donde los juicios de valor no son
solo falsos y verdaderos, sino que les agrega una posibilidad intermedia. En
ese sentido sus posteriores investigaciones sobre logicas multivaluadas, que
el interpretd en términos probabilisticos se consideran como su mayor con-
tribucién. Lukasiewicz también creod la llamada “notacién polaca”libre de la
paréntesis.

La metaldgica del calculo proposicional, y en particular la teoria de su com-
pletez sintactica y semantica debe mucho a Lukasiewicz y a sus discipulos,
de hecho, el visualiz6 estos estudios como un preludio a las investigaciones
analogas para el resto de logicas, las cuales fueron abordadas por Tarski.

Sobre lo padecido por Lukasiewicz y su esposa (Regina Barwinska) durante
la Segunda Guerra Mundial se puede consultar en una nota autobiografica
que viene anexa al articulo de uno de sus discipulos, B. Sobocinski “In Me-
moriam Jan Lukasiewicz”.%® Cabe decir que durante la guerra, Lukasiewicz

4Spara profundizar més ver [Mostowski, 1957, p. 3].
46Bolestaw Sobocinski, “In Memoriam Jan Lukasiewicz” Philosophical Studies,
(Maynooth, Ireland), 6, pp. 3-49, (1956).
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estuvo exiliado en Bélgica, luego acepté ser profesor en la Academia real ir-
landesa de Dublin, donde permanecié hasta su muerte.

Segun Genealogy Project, Lukaziewicz dirigi6 tres tesis doctorales, todas ellas
en el periodo 1932-1938.

4.3.2. Alfred Tarski

Alfred Tarski nacié en Varsovia el 14 de enero de 1901 y murié en Berke-
ley (Estados Unidos) el 23 de octubre de 1983. El apellido de nacimiento
de Tarski era Tajtelbaum, el cual cambid en torno a 1924 como proteccion
contra antisemitismo.

En el abstract de [Duda, 2004] se dice que Alfred Tarski es el mas importan-
te en la retroalimentacion entre la logica y la matematica en Varsovia en el
periodo Entreguerras.

Se educo en Varsovia, sometié su disertacion doctoral en 1923, la cual fue su-
pervisada por Stanislaw Le$niewski y se tituld O wyrazie pierwotnym logistyk:
(Sobre el término primitivo en logistica) que trataba sobre la definibilidad de
los conectores logicos en la teoria de tipos. Sus otros principales profeso-
res en logica y filosofia fueron Tadeusz Kotarbinski y Jan Lukasiewicz; en
matematicas fueron Stefan Banach y Wactaw Sierpinski. La Univeridad de
Varsovia le otorgo el doctorado en Matematicas en 1924. En 1918 y en 1920
estuvo brevemente en la armada polaca.

Desde 1922 hasta 1925 fue instructor en légica en el Instituto pedagdgico
polaco en Varsovia. Luego llegé a ser docente y profesor adjunto de ma-
temdticas y légica en la Universidad de Varsovia. Debido a que no tenia un
puesto universitario regular, en 1925 aceptd un puesto como profesor en el
Liceo Zeromski en Varsovia, dando clases tiempo completo y teniendo ambos
puestos hasta 1939.

El 23 de junio de 1929 se casé con Maria Witkowsi, con quien tuvo una hija
y un hijo. Desde enero hasta junio de 1935 trabajé en Viena con una beca
de investigacion del coloquio Karl Menger. Poco antes de la guerra, Tarski
fue candidato para la plaza de filosofia en la Universidad de Ledpolis, pero
el puesto fue para Leon Chwistek. La dificultad de Tarski para obtener un
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nombramiento académico regular, en lo que tuvo algo ver el antisemitismo,
contrastaba con su destacado rol en légica en Varsovia.

En 1939, cuando empezo6 la Segunda Guerra Mundial, Tarski se encontraba
en Estados Unidos en un tour de conferencias, y vivio el resto de su vida en ese
pais, sin embargo no fue sino hasta 1942 que tuvo una posicién permanente
en la Universidad de California en Berkeley. De 1939 a 1941 fue investigador
asociado en matemadticas en Harvard, en 1940 también fue profesor visitante
en el City College of New York, y entre 1941 y 1942 fue miembro del Institute
for Advanced Study en Princeton.

Durante muchos anos Tarski participé activamente en diversas organizaciones
matematicas y cientificas. De 1935 a 1939 fue vicepresidente de la sociedad
polaca de logica. En 1940 fue miembro de la junta directiva de la asociacion
para la logica simbolica y presidente de la asociacion entre 1944 y 1946. En
1948 fue miembro del consejo de la sociedad americana de matematicas. Fue
presidente de la unién internacional de historia y filosofia de la ciencia entre
1956 y 1957 y fue presidente del comité nacional de historia y filosofia de la
ciencia de Estados Unidos entre 1962 y 1963. En 1965 fue elegido miembro
de la academia nacional de ciencias, ademas de ser miembro de la academia
americana de las artes y las ciencias y miembro correspondiente de la acade-
mia britanica.

Tarski se nutri6 académicamente de una diversidad de autores durante los
anos 20: del Principia Mathematica de Russell y Whitehead, de Hilbert, tam-
bién de la tradicion 16gico-algebraica de Peirce-Schroder y de la légica polaca
de Lesniewski and Lukasiewicz. Todas las cuatro tradiciones influenciaron
su trabajo. Su disertacién fue sobre la definibilidad de los conectivos l6gicos
en la teoria de tipos. Durante su carrera escribié varios cientos de articulos,
también monografias en francés, polaco, aleman e inglés. Es tanta la riqueza
de la obra de Tarski, que en [Feferman y Feferman, 2004] sugieren que para
abordar completamente ésta es mejor hacerlo por temas y no cronoldgica-
mente.

En 1921 Tarski hizo su primera publicacion en teoria de conjuntos, tematica
que siguié cultivando durante toda su vida. Su primer articulo relevante fue
en 1924, sobre conjuntos finitos. Su trabajo a menudo combinaba fundamen-
tos con resultados matematicos, por ejemplo la paradoja de Banach-Tarski

118



Capitulo 4. Las matematicas en Polonia

(una esfera puede ser descompuesta en un nimero finito de piezas y reacomo-
dada como una esfera de mayor tamafio.) Influenciado por Sierpiniski, Tarski
investigé el rol del axioma de eleccién y demostré varias proposiciones (como
la proposicién de que M? = M para todo cardinal infinito M) equivalen-
tes a este axioma. Para Tarski, la aritmética cardinal se dividia en aquellas
proposiciones equivalentes a este axioma y las que son independientes de él.
La ultima proposicién, segiin él, formaba parte de una nueva teoria de la
equivalencia de conjuntos respecto a una clase dada de aplicaciones uno a
uno, una teoria intensamente estudiada por Tarski y Banach. En 1926 Tarski
establecio que el axioma de eleccion era consecuencia de la hipdtesis gene-
ralizada del continuo (esta dice: para ningin conjunto infinito A existe una
cardinal entre el de A y su conjunto potencia).

Otro tema de interés para Tarski en teoria de conjuntos fue los grandes cardi-
nales. En 1930 introdujo con Sierpinski la nocién de un cardinal inaccesible, y
en 1939 presenté el axioma de existencia de cardinales inaccesibles. En 1943
en un articulo junto a Paul Erdos introdujeron los conceptos fundamenta-
les de cardinal compacto y cardinal débilmente compacto, observaron que
el cardinal compacto es medible y que cada cardinal medible es débilmente
compacto. Las pruebas no fueron publicadas hasta 1961. Un ano después
Tarski establecid, usando resultados de su alumno William Hanf, que un car-
dinal medible es muy grande entre los cardinales inaccesibles resolviendo asi
un problema de los anos treinta.

Desde 1926 hasta 1928 Tarski condujo un seminario de metamatematica en
la Universidad de Varsovia. Alli se investigd la estructura de las teorias com-
pletas en la geometria y la teoria de grupos. Usé la técnica de eliminacion de
cuantificadores en la teoria del orden discreto y la teoria de los campos reales
cerrados, estableciendo la decibilidad de estas teorias y la de algunas mas,
como la de la geometria euclidiana de primer orden y del adlgebra de Boole.
Varios de estos resultados se publicaron muchos anos después, e incluso algu-
nos no se publicaron. Junto a su alumno Andrzej Mostowski, descubrieron en
1939 que la teoria de primer orden de los buenos ordenamientos es decidible,
lo cual fue publicado hasta 1978.

Tarski descubrié interconexiones entre areas como logica, algebra, teoria de
conjuntos y teoria de la medida, también dot6 de claridad y precision a las
semanticas de la logica matematica y por ende legitimizé conceptos semanti-
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cos tales como verdad y definibilidad (que habian sido estigmatizados a causa
de las paradojas 16gicas), para ello fue muy importante su articulo de 1933 en
polaco “El concepto de verdad en los lenguajes de las disciplinas deductivas”,
que tuvo una influyente traduccién al alemén editada en 1936 bajo el titulo
“Der Wahrheitsbegriff in den Sprachen der deduktiven Disziplinen”.

A mediados de la década de 1930 Tarski se interesé por la investigacién en
algebra, inicialmente como herramienta para estudiar logica, pero en los anos
1940, ya viviendo en Estados Unidos la estudié cada vez mas por si misma.

En Berkeley, Tarski superviso las disertaciones doctorales de varios de los
principales especialistas en légica matemética de la siguiente generacién. Su
influencia fue especialmente notable en teoria de modelos al dar base a sus
conceptos, problemas y metodologia. Aunque investigd bastante en dlgebra,
se reconocia mas como logico que como algebrista. Colectivamente su trabajo
puede ser visto como una inmensa y fructifera mezcla entre algebra, teoria
de conjuntos y logica.

En Genealogy Project se afirma que Tarski dirigié 26 tesis doctorales, solo la
de Andrzej Mostowski (de la Universidad de Varsovia) en 1938, de su época
en Polonia.

4.3.3. Andrzej Mostowski

Naci6 en Ledpolis el 1 de noviembre de 1913 y murié en Vancouver (Canada)
el 22 de agosto de 1975.

En 1931 Mostowski ingres6 a la Universidad de Varsovia, donde se in-
teresé por la légica, la teoria de conjuntos y los fundamentos de las ma-
tematicas, entre sus maestros estuvieron Kuratowski, Lesniewski, Lukasie-
wicz, Sierpinski, y los dos que mas le influyeron: Lindenbaum y Tarski. Por
tres décadas, después de la Segunda Guerra Mundial, fue el lider de la 16gi-
ca matematica en Polonia. Filosoficamente, el era un realista respecto a los
nimeros reales, y después de los resultados de independencia de Cohen en
1963, se consideraba un formalista en lo concerniente a teoria de conjuntos.

Obtuvo una maestria en 1936 y en 1937 en la universidad de Viena asisti6 al
curso de Godel sobre conjuntos construibles, en los que se establecié por
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primera vez la consistencia relativa del axioma de eleccién. En Zurich, de-
cidié estudiar estadistica con el proposito de trabajar en actuaria, ya que
las plazas en matematicas eran escasas, pero no le encontré mayor interés,
asi que por ese entonces asistié a clases con Polya, Hermann Weyl y a un
seminario de Bernays.

En 1938 Mostowski regresé a Varsovia y defendié su tesis doctoral, que mues-
tra varias definiciones de la finitud que no se pueden demostrar como equiva-
lentes en la légica sin el axioma de elecciéon. Tarski, dirigio la tesis doctoral, el
supervisor oficial era Kuratowski. Con la imposibilidad de obtener un puesto
en la universidad de Varsovia, Mostowski trabajé en el instituto nacional de
meteorologia.

Las primeras publicaciones de Mostowski antes de la Segunda Guerra
Mundial fueron sobre algebra booleana y los llamados modelos Fraenkel-
Mostowski para la teoria de conjuntos. Estas publicaciones ilustran dos te-
mas importantes de su obra: algebra aplicada a la légica y la seméntica de
la teoria de conjuntos. Como tercer tema estaban sus investigaciones sobre
la teoria de la recursividad y la decibilidad.

Su reconocido trabajo sobre los modelos Fraenkel-Mostowski tuvo origen en
1935, cuando Adolf Lindenbaum (1904-1941) plantea el problema de como
formular resultados de independencia de Fraenkel con el axioma de elec-
cion. Lindenbaum y Mostowski desarrollaron la teoria de los modelos y, a la
manera de Tarski, distinguieron entre el lenguaje objeto y el metalenguaje.
En 1939 Mostowski publicé una demostracién de que el axioma de eleccion
no puede deducirse del principio del buen orden; profundizé el argumento de
Fraenkel en las que cinco nociones de finitud no eran equivalentes, tanto en la
teoria de tipos y en la teoria de conjuntos de Bernays-Godel con urelementos.

Durante la Guerra muchos de los resultados de Mostowski fueron sobre la
jerarquia de los conjuntos proyectivos en conjuntos de numeros naturales
aritméticamente definidos y sobre las consecuencias del axioma de construc-
tibilidad en la teoria descriptiva de conjuntos.

Varios de los resultados de tiempo de guerra de Mostowski sobre la jerarquia
de los conjuntos proyectivos, en conjuntos aritméticamente definibles de los
nimeros naturales, y sobre las consecuencias del axioma de constructibilidad
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en teoria descriptiva de conjuntos se perdieron cuando su apartamento fue
destruido durante la invasiéon a Varsovia. Posteriormente, Mostowski recons-
truyé solo una parte de sus descubrimientos, como la decibilidad de la teoria
del buen orden, obtuvo el resultado en 1941 junto con Tarski, pero este re-
sultado fue anunciado en 1949 y se publicé en 1978.

En enero de 1945 ocupé el cargo de investigador en la escuela politécnica de
Silesia. Luego ensené en la universidad Jagelona de Cracovia, y de enero a
septiembre de 1946 fue professor de la Universidad de Lodz. Ese mismo ano
regreso a la Universidad de Varsovia como profesor, ocupando la catedra de
filosofia de las matematicas, de algebra y fundamentos de matematicas. En
1952 fue decano de la facultad de matematicas y fisica. De 1948 a 1968 fue
jefe de la divisién de los fundamentos de las matematicas en el instituto na-
cional de matemadticas (que luego se convirtié en el instituto de mateméaticas
de la academia polaca de ciencias. Desde 1968 hasta su muerte dirigi6 la sec-
cion sobre los fundamentos de las matematicas en la universidad de Varsovia.

Cuando regreso a Varsovia, Mostowski tenfa poca experiencia como organi-
zador, aun asi se encargd del fortalecimiento de la légica matematica y el
algebra como un complemento a la légica. Escribié una serie de textos en po-
laco. En 1946 atrajo estudiantes sobresalientes de posgrado donde Andrzej
Grzegorczyk y Helena Rasiowa) recibieron doctorado en 1950. Después de
1965 el nimero de sus estudiantes aumento y llevé a cabo un gran seminario
sobre los fundamentos de las matematicas.

Mostowski trabajo en la parte editorial, y en los consejos editoriales de Fun-
damenta Mathematicae y Journal of Symbolic Logic, también en Annals of
Mathematical Logic del cual fue uno de los fundadores. Fue coeditor de la se-
rie para las matematicas, la fisica y la astronomia del Boletin de la academia
polaca de ciencias. Desde 1966 se desempend como editor de la serie “Studies
in Logic and the Foundations of Mathematics” publicados por North Holland.

Mostowski recibié el premio estatal de Polonia en 1952 y otro en 1966. En
1956 fue elegido miembro asociado de la academia de ciencias de Polonia y
miembro en pleno siete anos después. En 1972 recibié el premio de la fun-
dacién Jurzykowski y también se convirtié en presidente de la division de
l6gica, metodologia y filosofia de la unién internacional de historia y filosofia
de la ciencia de la unién internacional de historia y filosofia de la ciencia.
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Mostowski viajo al extranjero varias veces, entre 1948 y 1949 trabajo en el ins-
tituto de estudios avanzados de Princeton, de 1958 a 1959 en la Universidad
de California y de 1969 a 1970 en Oxford. También participé frecuentemente
en congresos y conferencias en Europa y America. Mostowski murié en Van-
couver (Canadd) en 1975 mientras daba una serie de conferencias a las que
habia sido invitado.

De Genealogy Project se sigue que Mostowski dirigié 18 tesis doctorales. No
hay registro de fechas de las primeras, pero las tltimas son de 1973, siendo
16 de éstas en la Universidad de Varsovia.

4.4. Escuela de Ledpolis

La actividad matematica en Polonia no era exclusividad de Varsovia, en
Leépolis®™ a la cabeza de Stefan Banach y Hugo Steinhaus se desarrollé, al-
rededor del andlisis funcional, una escuela matematica que tuvo como modelo
a la de Varsovia. En 1929 sale a la luz la revista Studia Mathematica, la cual
se especializd en un solo campo de las matemaéticas, el andlisis funcional. En
esto se puede considerar que esta revista tomé como modelo la estrategia de
Fundamenta Mathematicae de especializarse en un campo que no tuviese su-
ficiente exploracion y sobre el cual se pudiese cimentar la revista y la escuela.

Studia Mathematica, al igual que Fundamenta no publicaba en polaco sino
en idiomas internacionales. En palabras de [Kuratowski, 1980, p. 41]: Studia
“llegd a ser no solo el 6rgano de la Escuela de Ledpolis, sino también una de
las revistas mas importantes en el campo del anélisis funcional”

4"Debe tenerse en cuenta que tras las Segunda Guerra Mundial, Leépolis pasé a ser
parte de Ucrania. En ucraniano se escribe Lviv.

En el apartado 4.3 se hizo referencia a la escuela de Ledpolis de filosofia liderada por
Kazimierz Twardowski, cabe decir que después de la Primera Guerra Mundial, en 1919 la
Universidad de Ledpolis pasé a llamarse Universidad Jan Kazimierz (en honor a quien
la fund6 en 1651) desde 1919 hasta 1939, y a la cabeza de Hugo Steinhaus y pocos
anos después a la cabeza de Stefan Banach, pasé a ser reconocida por ser el centro mas
importante en anélisis funcional en el mundo.
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A parte de Banach y Steinhaus, debe nombrarse a varios de sus estudiantes,
quienes aportaron para que Ledpolis se reconociera para ese entonces como
el mas importante centro de analisis funcional en el mundo. Entre estos se
destacan Stanistaw Mazur (1905-1981), Wiadistaw Orlicz(1903-1990) y Ju-
lius Schauder(1899-1943). Pero también se debe nombrar otros como Stefan
Kaczmar (1895-1939), coautor con Steinhaus de una monografia sobre series
ortogonales; Marek Kac (1914-1984), quien posteriormente fue un reconoci-
do profesor en varias universidades de Estados Unidos; Herman Auerbach
(1901-1942), miembro del comité editorial de Studia Mathematica y cercano
colaborador de Banach, y Stanistaw Ulam (1909-1984), muy reconocido pro-
fesor e investigador en Estados Unidos.

Esta revista, que fue fundada en 1929 tuvo nueve volimenes hasta 1940, lue-
go como Ledpolis dejo de ser parte de Polonia para formar parte de Ucrania,
la revista fue reiniciada en 1948 en Breslavia,*® ciudad a la que fue trasladada
la Universidad de Ledpolis[Zelazco, 2004].

En [Ciesielski y Moslehian, 2010] se presentan los siguientes datos sobre los
autores de Studia Mathematica:

Entre 1936 y 1940 los editores tuvieron el apoyo, en el comité editorial, de
Herman Auerbach, Stanistaw Mazur and Wladystaw Orlicz.

En el primer volumen de Studia Mathematica se publicaron catorce articu-
los de los siguientes autores: S. Banach, Z.W. Birnbaum, L. Fontappié, S.

Kaczmarz, S. Mazur, W. Nikliborc, W. Orlicz, S. Saks, J. Schauder and H.
Steinhaus.

En los primeros 9 volimenes la mayoria de las 161 publicaciones de Studia
fueron de autores de Ledpolis. Los que mas publicaron fueron: Orlicz, con 21;
Mazur, con 17 y Banach, con 16. Felix Hausdorff fue el autor extranjero que
méas publicaciones hizo en la revista con 6 articulos. 56 autores publicaron
durante esos volumenes; en aleman se escribieron 78 articulos, en francés 66,
en inglés 16 y uno en italiano.

No puede hablarse del grupo de Ledpolis y omitir la Universidad Técnica

4BWroclaw en polaco, Breslau en alemén.
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de Ledpolis y su Departamento General. El curriculum de este departamen-
to no diferia mucho del de la Universidad de Ledpolis, aunque era posible
estudiar materias de ingenieria impartidas por otros departamentos y con-
taba con cursos dictados por profesores de la universidad de Ledpolis como
Banach, S. Kaczmarz y W. Nikliborc. El Departamento General tenia una
sola plaza para profesor de matematicas, y esta fue ocupada hasta 1928 por
Witodzimierz Stozek, para ser sucedido por Kuratowski hasta 1933, cuando
el departamento fue cerrado, y Kuratowski fue asignado a la universidad de
Varsovia.

La rama de Leodpolis de la Sociedad Matematica Polaca tuvo 180 reuniones
con 360 comunicados entre los anos 1928-1938. A esta ciudad llegaron como
visitantes todos los matematicos polacos activos y figuras como Ernst Zer-
melo, John von Neumann, Henri Lebesgue y algunos otros.

Veamos una resenia biografica de Stefan Banach, fundador y cabeza de la
llamada escuela matemética de Ledpolis.

4.4.1. Stefan Banach

Stefan Banach®® nacié en Cracovia el 30 de marzo de 1892 y murié en Ledpo-
lis (siendo para esa fecha ya una ciudad ucraniana) el 31 de agosto de 1945.

Los padres de Stefan Banach eran Stefan Greczek y Katarzyna Banach,’®
ambos oriundos de la regién de Podhale. De su padre se sabe que fue un
soldado en el ejército austro-hingaro destacado en Cracovia y de su madre
se sabe poco.

Sus padres no eran casados entre si, ya que el reglamento militar se lo im-
pedia a Greczec. Debido a carencias econémicas, sus padres decidieron que
Stefan debia ser criado por algunos familiares y amigos, asi Banach paso sus
primeros anos con su abuela paterna en el pequeno pueblo de Ostrowsko, a

49Varios aspectos de la vida temprana de Banach son confusos, y en distintas fuentes se
encuentra informacién con datos contrarios. Por ejemplo, en la mayor cantidad de fuentes
se dice que su fecha de nacimiento es el 30 de marzo de 1892, mientras que Steinhaus dice
que nacié el 20 de marzo de 1892. En [Ciesielski, 1993], Krysztof Ciesielski enuncia algunos
de los datos confusos.

50N6tese que heredé el nombre del padre pero el apellido de la madre.
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80 kilémetros al sur de Cracovia.

La abuela enfermé, asi Greczek arreglé para que su hijo fuera criado por
Franciszka Plowa y su sobrina Maria Puchalska en Cracovia. Durante esos
anos, un amigo francés de los Plowa, Juliusz Mien, enseno francés a Banach
y fue una especie de imagen en términos intelectuales.

En 1902 Banach, de 10 anos, se inscribié en el gimnasio Henryk Sienkiewicz
de Cracovia, esta escuela enfatizaba para sus estudiantes en la formacion de
las humanidades, sin embargo Banach y su amigo Witold Wilkosz, pasaban
buena parte de su tiempo trabajando en los problemas de matematicas du-
rante los descansos y después de la escuela, es asi que desde temprana edad
se interesd por las matematicas de forma autodidacta. Cabe decir que ter-
mino oficialmente sus estudios de secundaria en 1914, a la edad de 22 anos,
sin embargo antes de eso, en 1910, a la edad de 18 anos, Banach, con su ami-
go Wilkosz, se trasladaron a Ledpolis con la intencién de estudiar ingenieria
en el Politécnico de esta ciudad. En algiin momento ¢l también estudié en la
Universidad Jagelona de Cracovia, pero no culminé sus estudios.

En verano de 1916, Banach conocié a Hugo Steinhaus, uno de los matemati-
cos de renombre de la época. Segun Steinhaus, mientras paseaba un dia por
un parque en Cracovia, oyo casualmente una conversacion entre dos jovenes
amigos®! que hablaban sobre la “medida de Lebesgue”, una teorfa matemati-
ca muy reciente. Steinhaus se metié en la conversacién y quedd sorprendido
por los conocimientos y el talento de Banach, y Steinhaus le propuso que
trabajaran juntos en un problema en el que llevaba tiempo trabajando. Dos
dias después, Banach volvié con el problema resuelto, y de ahi surgié la pri-
mera publicaciéon de Banach, en la que figuraba como autor con Steinhaus,
la cual trataba sobre la convergenecia de series de Fourier, y fue publicada
en 1919 en el Boletin de la Academia de Cracovia. En 1920, sin haber termi-
nado sus estudios formales,?? ocupé el cargo de asistente del profesor Antoni
Lomnicki en la Universidad Técnica de Ledpolis. Ese mismo ano recibio su
doctorado,? bajo la direccién de Steinhaus y con Twardowski como jurado,
en la Universidad de Ledpolis, su tesis traducida al francés “Sur les opérations

S1El otro era Otton Nikodym.

2De hecho nunca los terminé. [Ciesielski, 1993].

53Un permiso especial del Ministerio de Educacién permitié que obtuviera el doctorado
sin tener un titulo previo[Zelazco, 2004]
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dans les ensembles abstraits et leur application aux équations intégrales”, se
publicé en Fundamenta Mathematicae en 1922°* y ha sido tan importante
que se considera la publicacién crucial para el nacimiento de andlisis funcio-
nal.

En 1922 Banach aprobo el examen de cualificacion para el titulo de docente,
para ello realizé una publicacion sobre teoria de la medida que fue publicada
en 1923, poco tiempo después fue nombrado profesor asociado, y en 1927
obtuvo el cargo de profesor titular en la Universidad de Ledpolis.

En 1924 llegé a ser miembro de la Academia Polaca de Ciencias y Artes.
Varios de sus estudiantes en Ledpolis han alcanzado reconocimiento interna-
cional, entre ellos S. Mazur, W. Orlicz, J. Schauder y S. Ulam, sin embargo,
en Genealogy Project se plantea que Banach figura con un tnico pupilo, Sta-
nistaw Mazur, al que dirigi6 la tesis doctoral, terminada en 1932.

Banach y Steinhaus fundaron la revista Studia Mathematica, y ocupd buena
parte de su tiempo y de sus esfuerzos en la redaccion de textos tanto univer-
sitarios como de ensenanza secundaria.

En el periodo 1939-1941, Banach fue decano de la facultad en Ledpolis y fue
elegido miembro de la Academia de Ciencias de Ucrania. Durante el verano
de 1941 Ledpolis fue ocupada por el ejército alemén y desde otono de 1941
hasta el final de la ocupacién alemana en julio de 1944 Banach se presté pa-
ra alimentar piojos con su propia sangre en el instituto bacterioldogico del
bacteriologo Rudolf Weigl, lo cual le provocé una considerable degradacion
fisica. Para este punto debe decirse que esa oferta, de alimentar piojos con
su propia sangre, generaba algunos beneficios, tales como una comida es-
pecial y proteccién contra arrestos arbitrarios y deportaciones a campos de
concentracion nazis. Cabe decir que entre los “privilegiados”alimentadores
de piojos, estaban varios profesoeres de la Universidad de Ledpolis, de ma-
tematicas, Orlicz y otros més acompanaban a Banach, quienes aprovechaban
que tenfan suficiente tiempo libre para organizar cursos universitarios clan-
destinos y realizar otras actividades de orden educativo y patriético.?

5De esta publicacién en FM se hace una breve presentacién en la pagina 178.
®5Se puede ampliar esto dltimo en el articulo [Durdn, 2009].
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Después de la liberacién de Leodpolis, en otono de 1944, Banach retorné a su
trabajo en la universidad, pero su salud se deterioré tanto que en menos de
un ano murié producto de cancer de pulmoén.

En 1932 su obra Théories des opérations linéaires que se imprimié como
el primer volumen de Monografie Matematyczne (Monografias matemdticas),
contribuyé para que se popularizaran, entre la comunidad matematica, los
logros de Banach y para que se desarrollara el andlisis funcional. Tanto era
su reconocimiento que se le asigné una de las conferencias plenarias en el
Congreso Internacional de Matemaéticas en Oslo en 1936.

La obra cientifica de Banach consta de 58 publicaciones, de las cuales 6 son
postumas. Aunque Banach senté las bases del andlisis funcional moderno,
la mayoria de sus publicaciones no pertenecen directamente a este campo,
pero tienen una estrecha relaciéon con éste, tales como en teoria de funciones
de variable real, teoria de series ortogonales y teoria descriptiva de conjuntos.

Uno de los resultados més sobresalientes de Banach en teoria de conjuntos es
el que junto a Tarski describe en el articulo Sur la décomposition des ensem-
bles de points en parties respectivement congruents publicado en Fundamenta
Mathematicae en 1924.°° y en el que se prueba que dados dos conjuntos aco-
tados en R™ con interiores no vacios son equivalentes bajo descomposicion
finita. A partir de este resultado se le llamé la paradoja de Banach-Tarski al
siguiente enunciado: la esfera unidad se puede descomponer en una cantidad
finita de partes y luego juntar esas partes para obtener dos esferas unidad.®”

Steinhaus decia que Banach habia sido su mayor descubrimiento en Ma-
tematicas. Gracias al valor y la originalidad de sus trabajos, Banach con-
siguié, aunque de forma totalmente irregular, que se le concediera el titulo
de doctor, llegando a ser uno de los matematicos més importantes del siglo.
Kuratowski denota a Banach como el matematico polaco mas brillante.

En su juventud, Banach no siguié unos estudios basados en la academia
tradicional, de hecho sus primeros acercamientos a las matematicas fueron

%6Del cual se hace una presentacién en la pagina 178.
5"Diez afios antes, en [Hausdorff, 1914] se habfa planteado un enunciado equivalente,
pero fue a través de este articulo que esta paradoja adquirié reconocimiento.
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de forma autodidacta. A eso se puede agregar que no le gustaba presentar
examenes, y de hecho no terminé formalmente su carrera universitaria. Ya
siendo profesor en la universidad de Ledpolis, “le gustaba trabajar en bares,
no solo por el café, sino también porque los ambientes ruidosos le permitian
concentrarse mejor. Practicamente no ponia los pies en su despacho de la Uni-
versidad mas que para asuntos de indole burocratica. Muchas veces, cuando
todos los bares ya habian cerrado, se dirigia hacia la Estacion del ferrocarril,
cuyo bar era el tinico que permanecia abierto a esas horas.”?®

4.4.2. FEl cuaderno escocés

En Leodpolis acontecia algo bastante particular, que era las reuniones de los
sabados en la tarde en un café y que eran posteriores a la finalizacion de acti-
vidades en las universidades, en particular después de la reunién de la Socie-
dad matematica polaca seccién Leépolis.® El nicleo inicial de las reuniones
era conformado por Banach, Steinhaus y Mazur. No se aceptaba estudiantes,
aunque las primeras excepciones fueron la de Stanistaw Ulam y la de Josef
Schreier. Cabe decir que con el tiempo, a estas reuniones se unieron otros
matematicos como Kaczmarz, Auerbach, Schauder, Kuratowski o Nikodym.

Las reuniones se hicieron inicialmente en el café Roma, pero Banach se en-
fad6 con el dueno porque éste no le fiaba las consumiciones hasta final de
mes, que es cuando cobraba el sueldo de la universidad. Por ello se deci-
dio6 trasladar la tertulia al bar que estaba frente a éste, el Café Escocés.

De esas reuniones en el Café Escocés ha quedado un legado muy importante,
una coleccion informal de problemas resueltos, no resueltos y también
problemas indecidibles, que pas6 a denominarse como el Cuaderno Escocés.
Sobre el origen de este famoso cuaderno veamos una nota:

En sus memorias, Ulam escribié: “Me acuerdo de una sesion
en el Café Escocés con Mazur y Banach que durd 17 horas sélo
interrumpidas por las comidas. Lo que mas me impresionaba
era como se podia hablar deMatematicas, razonar y hallar

%Tomado de: http://sangakoomaths4life.wordpress.com/tag/cuaderno-escoces/
59«Una costumbre similar parece que se impuso un tiempo después en el centro de
Varsovia, alrededor del Fuker wine shop” [Arboleda, 1982, p. 237].
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demostraciones en estos debates”. Esa maratoniana reuniéon dio
como fruto un importantisimo teorema de analisis funcional.
Cuando el bar cerrd, todos se marcharon cansados y satisfechos
por los resultados obtenidos. Pero al dia siguiente, que es cuando
peligran los pequenos detalles de una demostraciéon improvisada,
se encontraron con que la mesa de marmol en la que habian estado
trabajando resplandecia con un blanco incélume. No quedaba ni
rastro del teorema. Los matematicos, encabezados por Banach,
pusieron el grito en el cielo y el dueno del local les recordo,
por si lo habian olvidado, que el Escocés era un bar y que una
de las obligaciones del personal consistia en limpiar las mesas
cada dia antes de cerrar. Fue entonces cuando intervino Lucja,
la mujer de Banach, que le entregd a su marido una libreta
que habia elegido cuidadosamente, con las paginas en blanco y
encuadernada con soélidas tapas de pasta. Le sugirié que anotaran
en €l las cosas importantes y que al finalizar la jornada se lo dieran
a alguien para que lo guardara. Y fue precisamente el dueno del
bar quien se hizo responsable del cuaderno. Cuando alguien del
grupo lo solicitaba se lo entregaba y al finalizar la jornada volvia
a depositarlo tras la barra, en un lugar seguro. [...] Se decidié que
en el cuaderno se anotarian los enunciados de los problemas al
inicio de las péaginas impares dejando el resto y el reverso en
blanco para escribir la soluciéon. El 17 de julio de 1935, Banach
escribio el primer problema.

Habia nacido el cuaderno escocés.?

Ulam, quien residia en Estados Unidos desde 1935, visité Polonia en agosto
de 1939, justo antes de la Segunda Guerra Mundial, Mazur le dijo que creia
que una gran guerra era inminente, y le preocupaba que se perdieran los
resultados no publicados sobre grupos numerables. Asi, le dijo a Ulam que
cuando iniciara la guerra pondria el libro en una caja y lo enterraria donde
pudiera ser encontrado mas tarde, cerca de la porteria de un campo de fiutbol.

Ulam no sabe si efectivamente fue esa la forma en la que se conservéd el
cuaderno durante la guerra, lo que si dice es que cuando Banach murié en
1945, su hijo, Stephan Banach, Jr. lo encontrd, y se lo ensené a Steinhaus.

50Tomado de: http://sangakoomaths4life.wordpress.com/tag/cuaderno-escoces/
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Steinhaus entonces lo copié a mano palabra por palabra y en 1956 envié esa
copia a Ulam, quien residia en Los Alamos (Estados Unidos). Con esa co-
pia, Ulam lo tradujo al inglés, sacé 300 copias y las distribuyd por correo
a varias universidades tanto estadounidenses como del exterior y también a
varios amigos. Asi, el Cuaderno escocés empezd a conocerse en los circulos
matematicos. R. D. Mauldin publicé el libro: The Scottish Book, Mathema-
tics from the Scottish Café [Mauldin, 1981].%

En el cuaderno escocés hay escritos un total de 193 problemas. Banach es-
cribié 25, 14 en solitario y los otros 11 junto con Mazur y Ulam. Mazur
plante6 24, de Ulam son 40, de Steinhaus 10, y el resto fueron planteados por
visitantes, entre los que estan Frechet, von Neumann, Sierpinski, Lebesgue,
Erdoz, Infeld, Kuratowski, Eilenberg, Lusternik, Knaster, Alexandroff. Los
primeros problemas datan desde 1928, aunque el primero escrito en el cua-
derno tiene la fecha de 17 de julio de 1935 y fue propuesto por Banach. El
ultimo es del 31 de mayo de 1941 y estéa registrado con la firma de Steinhaus.

Es importante senalar que el ambiente de camaraderia e informalidad que
se vivia entre los asistentes a estas reuniones debié ser un factor de gran
importancia para obtener este producto, tanto asi que dice que algunas
soluciones a problemas venian hasta en servilletas, y que se usaban las mesas
de marmol para escribir ideas. Para ello veamos como Ulam describe algunos
apartes de lo que debe ser la etapa incial de estas reuniones, cuando aun se
hacian en el café Roma:

Kuratowski, que era profesor en el Instituto Politécnico, y
Steinhaus, que estaba en la Universidad, preferfan ir a un
café més elegante. Pero Banach, Mazur y algunos visitantes como
Sierpinski, eran clientes del Café Roma. Ahi nos sentabamos a
discutir matematicas, chiquiteando una taza de café o de té,
durante tres o cuatro horas. Ademas de matematicas, habia
ajedrez. Auerbach era un jugador muy fuerte. Frecuentemente
jugaba una o dos partidas con Stozek o Nikliborc mientras
Banach miraba y por supuesto metia su cuchara. Pero ademés

61Se puede ver la versién original manuscrita del cuaderno escocés en el enlace
http://kielich.amu.edu.pl/Stefan_Banach /pdf/ks-szkocka/ks-szkockalpol.pdf

Hace parte de la pdgina [Miranowicz y Jakimowicz, 2012], donde se encuentra suficiente
informacién sobre Banach.
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de todo esto, los matematicos continuabamos con la discusién
que habiamos empezado méas temprano en la reunién de la
Sociedad Matemaética. La atmosfera que se vivia, especialmente
en Lvov, era de una colaboracién entusiasta; la gente estaba
realmente interesada en los problemas de los otros. Esto también
era cierto en Varsovia, en donde habia muchisima colaboracién
entre topdlogos, aquéllos que hacian teoria de conjuntos, y logicos.
En Lvov, el interés no solo estaba en la teoria de conjuntos sino,
debido a la influencia de Steinhaus y Banach, también en el
andlisis funcional y algunos otros campos. %2

Los relatos de Ulam se acompanan de anécdotas con tintes de humor
matemadtico, eso se puede corroborar en su autobiografia [Ulam, 2002].
Correspondiente a las memorias del cuaderno escocés rescatamos una en la
que interviene Henri Lebesgue y los objetos definibles:%3

En una ocasién, el mateméatico francés Henri [Lebesgue] fue
invitado a cenar en el Café KEscocés junto con otros quince
miembros de la comunidad matematica de Lvov. El menu que le
entregaron estaba en polaco y cuando el camarero se acercé a él
para tomar nota, Lebesgue se lo devolvié y, utilizando el méas puro
estilo matematico, le dijo “Merci, je ne mange que des choses bien
définies” (Gracias, yo s6lo como cosas que estén bien definidas).%

4.5. Otros centros matematicos en Polonia

Los centros mas importantes para la matematica polaca durante el periodo
Entreguerras fueron Varsovia y Ledpolis, tanto asi que se consideran escue-
las de maematicas segin lo que se ha planteado al inicio del capitulo 3. Sin
embargo no es justo hablar de matematicas en Polonia en el periodo que
aqui se trata sin hacer alusion a los esfuerzos que se realizaban en los cen-
tros matematicos de las ciudades de Cracovia, Vilna y Posnania. Asi, en este
apartado se dard una breve lista de los matematicos mas representativos de

52Tomado de: http://nicofersist.blogspot.com.es/2006_12_01_archive.html

63Se habla sobre los objetos definibles y/o nombrables para Lebesgue en el apartado 6.3.

64Tomado de:  http://sangakoomathsdlife.wordpress.com/2013/07/12/el-cuaderno-
escoces/
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estos centros, y su campo de especializacion.

Se empezara hablando de Cracovia, en el que estaban presentes la Universi-
dad Jagelona y la Universidad AGH de Ciencia y Tecnologia. El analisis era
la mayor rama de interés y en la que la revista Anales de la Sociedad Pola-
ca de Matemdticas, llegbé a ser la principal publicacién. El principal refente
en Cracovia era Stanistaw Zaremba, quien se destacé por sus resultados en
ecuaciones diferenciales parciales y otros campos de analisis clasico. Entre sus
principales pupilos se destacaron Tadeusz Wazewski (1896-1972) en ecuacio-
nes diferenciales y Wladislaw Niklibore (1889-1948) especializado en anélisis.

En Cracovia también se debe nombrar a Franciszek Leja (1885-1979), es-
pecialista en funciones analiticas; Antoni Hoborski(1879-1940) y su alumno
Stanistaw Gotab (1902-1980) especialista en geometria diferencial; Otto Ny-
kodym (1887-1974), conocido por un famoso resultado de teorfa de la me-
dida que lleva su nombre; Alfred Rosenblatt (1880-1947), quien desde 1936
se radico en Lima - Perd, especialista en geometria algebraica y aplicacio-
nes del analisis; Jan Sleszyﬁski (1854-1931), uno de los pioneros de la légica
matemadtica en la regién de Cracovia; y Witold Wilkosz (1891-1941), quien
tiene su obra principalmente en analisis y fundamentos de las matematicas.

Cabe decir que después de la Segunda Guerra Mundial, Cracovia acogio a
gran parte de los profesores de Ledpolis, ya que ésta iltima pasd a ser parte
de Ucrania.

El siguiente centro del que se hablara es Vilna, que ahora hace parte de Litua-
nia siendo su capital (en Lituano su nombre es Vilnius, en polaco se escribe
Wilno). La cabeza visible en Vilna era Antoni Zygmund (1900-1992), quien
fue profesor en la Universidad Stefan Batory desde 1930 hasta 1939, para
luego emigrar a Estados Unidos, donde también tuvo una destacada labor
académica, siendo director de tesis de Paul Cohen, el inico medalla Fields
(1966) en teorfa de conjuntos. Obtuvo su doctorado en la Universidad de
Varsovia en 1923 y sus principales areas de interés era el analisis armonico,
el cual aplicaba a la teoria de ondas y vibraciones. En [Kuratowski, 1980, p.
47] se destaca entre los pupilos de Zygmund a Jézef Marcinkiewicz (1910-
1940) de quien dice que era uno de los matematicos polacos més talentosos,
pero que murié con treinta anos al inicio de la guerra.
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Antes de Zygmund, en Vilna se destacaba Stefan Kempisty (1892-1940) quien
se especializé principalmente en teoria de funciones de variable real. Kura-
towski también nombra a los siguientes, como matematicos importantes en
Vilna: Mirostaw Krzyzanski (1907-1965) y Stanistaw Krystyn Zaremba (1903-
1990) (hijo de Stanistaw Zaremba).

La Universidad de Posnania (en polaco Poznan), era la mas joven en Polo-
nia,% ya que fue fundada en 1919, contaba con dos plazas para matematicas.
En sus inicios este centro se dedicaba especialmente a la ensenanza y a tra-
bajo administrativo, es decir, la investigacién no era su prioridad. El centro
era dirigido por el profesor Zdzistaw Krygowski (1872-1955), quien anterior-
mente habia sido rector de la Universidad Técnica de Leodpolis.

En 1929 mejoré sustancialmente la situacién cientifica en Posnania debido a
que se concedi6 una plaza a Mieczystaw Biernacki (1891-1959), un destacado
académico que en 1928 habia finalizado su tesis en Paris, y que se especia-
liz6 en teoria de funciones analiticas. También fue importante la labor de
estimular la actividad cientifica por parte de Wiadislaw Slebodziriski, quien
era profesor en la Escuela de Ingenieria Mecanica de Posnania.

En 1937, Wiadistaw Orlicz, uno de los destacados matematicos de la escuela
de Leopolis y por ende especialista en andlisis funcional, asumié una plaza
en Posnania, ayudando asi a incrementar el estatus cientifico de este centro.

4.6. La Sociedad Polaca de Matematicas

Junto a las instituciones de educacién superior, la Sociedad Polaca de Ma-
tematicas®® tuvo un papel fundamental en el desarrollo de la matematica
polaca. La actividad de la SPM tenia dos aspectos diferenciados: el primero
era el puramente cientifico y representado principalmente por las reuniones
académicas de las diferentes secciones, y el aspecto administrativo, que se
ocupaba del trabajo de las oficinas centrales de la sociedad, tales como or-
ganizar eventos, la representacién de matematicos polacos en el extranjero y

65 A ctualmente la Universidad de Posnania se llama Universidad Adam Mickiewicz.
66De ahora en adelante se denotard como SPM.
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consultar con las autoridades estatales sobre los asuntos referentes a la ma-
tematica polaca.

Desde 1917 en Ledpolis se habia establecido una sociedad matemética," sin
embargo fue el 2 de abril de 1919 la fecha en la que se considera la reunién con
la que quedd establecida la SPM. Esta reunién se hizo en el espacio donde se
realizaba el seminario de filosofia en la Calle Santa Ana en Cracovia. Asistie-
ron 16 personas, incluyendo todos los profesores y docentes de la universidad
Jagelona, es decir: los profesores S. Zaremba, K. Zorawski y J. Sleszyﬁski,
y los docentes A. Hoborski y A, Rosenblatt, ademas del asistente F. Leja y
varios matematicos mas de que trabajaban en escuelas de secundaria, tales
como L. Chwistek, L. Hordynski, O. Nikodym, S. Banach y dos ingenieros
mas.

De la reunién surgié el primer cuadro administrativo: S. Zaremba como
presidente, A. Hoborski como vicepresidente, F. Leja como secretario y L.
Hordynski como tesorero. Todos los demas asistentes fueron reconocidos co-
mo miembros de esta sociedad. [Kuratowski, 1980, p. 51].

Los principios de esta sociedad, en el momento de su fundacién eran:

= Fomento de la matematica pura y aplicada

» Organizacién de seminarios y reuniones

» La publicacion de los Anales de la Sociedad Polaca de Matematicas
La popularizacién como meta fue rechazada.

De acuerdo con el primer estatuto, el propdsito de la sociedad era “una cul-
tivaciéon comprehensiva de las matematicas puras y aplicadas a través de
sesiones cientificas combinadas con conferencias”.%® El primer cambio a este
estatuto, en 1921, fue la siguiente adicion: “la publicacion de un periédico y

57En la nota al pie de pagina de [Kuratowski, 1980, p. 50], se dice que una historia
detallada de la Sociedad Polaca de Matematicas fue publicada por T. Iwinski, quien
durante gran tiempo fue secretario de esta sociedad: Mds de medio siglo de actividad
de los matemdticos polacos, PWN-Polish Scientific Publishers, Warsaw 1975 (en polaco).
58Tomado de [Kowalski, 2004, p. 24].
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mantener los contactos con el movimiento cientifico matematico”.

En Varsovia por ese entonces, Janiszewski, Lukasiewicz, Mazurkiewicz, Sier-
pinski y algunos de los alumnos de ellos, tuvieron reuniones académicas se-
manales, tales reuniones no eran muy diferentes de las que se ejercian pos-
teriormente cuando Varsovia ingreso oficialmente a la Sociedad Polaca Ma-
tematica.

De Varsovia no participé nadie en la primera reunion de la Sociedad, sin
embargo, después de algunos meses de deliberacion, cinco matematicos de
Varsovia se unieron a la Sociedad Matemaética de Cracovia el 19 de septiembre
de 1919. Estos fueron Dickstein, Sierpinski, Janiszewski, Mazurkiewicz, y
Zakrocki. Por ello se anunci6 en la reunién de la Sociedad de Cracovia que
una Junta Extraordinaria se celebrard el 29 de septiembre:

Matematicos de diferentes partes de Polonia han sido invitados a
participar en ella. El objetivo de la reunion es para organizar una
oficina de informes para la recogida y difusién de informacion en el
extranjero sobre el movimiento cientifico en Polonia, y considerar
una posible reorganizacion de la Sociedad ... para ampliar el
ambito de actividades de la Sociedad en todo el pais.®

En 1921, la Sociedad Matemaética de Cracovia se transformo en la Sociedad
Matematica Polaca, con sede principal en Cracovia. Para ese entonces con-
taba con 49 miembros.

Poco después se empezd a admitir en la sociedad, miembros que no vivieran
en Cracovia, para ello se crearon secciones en diversas ciudades; desde 1921
en Ledpolis, v desde 1923 en Varsovia, Posnania y Vilna.

La sociedad tenia un caracter cientifico, donde las posibilidades de tener voto
activo o pasivo eran exclusivas de los autores de publicaciones matemaéticas.

Un nuevo estatuto, realizado en 1936 en Ledpolis, establecié una organizacion
federativa de cinco seccionales, con sede principal en Varsovia. La sede fue
movida a Varsovia en 1937 y se extendieron unos nuevos propositos:

59Tomado de: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Societies /Polish.html citando
J. Piorek. Polish Mathematical Society, European Mathematical Society Newsletter 32,
pp. 17-18, (June, 1999).
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Ser representacién de la comunidad matematica polaca

Introducir premios a la investigacion

Relaciones internacionales

Programa de publicaciones extendido

Los presidentes de la Sociedad fueron: S. Zaremba, de Cracovia (1919); W.
Staniewicz, de Vilna (1921); Z. Krygowski, de Posnania (1926); W. Sier-
pinski, de Varsovia (1928); K. Bartel, de Ledpolis (1930), S. Mazurkiewicz,
de Varsovia (1932) y S. Banach, de Ledpolis (1939).

La intensa actividad de la Sociedad Polaca matematica en el periodo 1919-
1939 se puede ver en los siguientes niimeros: 1143 reportes presentados, de
los cuales 446 fueron de la secciénal de Varsovia, 373 de Ledpolis y 184 de
Cracovia.

El nimero de miembros de la SPM aumenté rapidamente, de 100 en 1924 a
cerca de 200 en 1938.

Varios matemaéticos del extranjero fueron miembros de la SPM y colaboraron
con ésta. Entre ellos P.S. Alexandroff, Elie Cartan, E. Cech, S. Lefschetz, T.
Levi-Civita, N.N. Luzin, P. Montel, R.L. Moore, G. Vitali, I. Vinogradov, E.

Zermelo.

Entre las actividades de tipo administrativo se destacan algunos hechos, ta-
les como la organizacién de congresos polacos de matematicas, el primero de
ellos inici6 el 7 de septiembre de 1927. Anterior a este congreso, los matemati-
cos en Polonia asistian a los llamados “Congresos de Médicos y Cientificos
Naturales”, pero su participacién no era muy notoria, por ejemplo, en el con-
greso llevado a cabo en 1925, la seccion de matematica fue sélo una de las
35 secciones del congreso, 10 matematicos participaron en este evento. Es
asi que el protagonismo de los matematicos, frente al de sus colegas de las
otras ciencias no era satisfactorio para los matematicos polacos de la época,
por ello la reunién general de la SPM en 1926 en Cracovia decidié organizar
el Primer Congreso Polaco de Matematicas, el cual tuvo 200 participantes
venidos de distintas partes del pais y varios de ellos del extranjero, entre los
que se destacaba John von Neumann. Se realizé un Segundo Congreso Polaco
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de Matematicas, este se llevd a cabo en Vilna en 1931, y el tercero fue en
1937 en Varsovia. A la organizaciéon de estos eventos de caracter nacional hay
que sumar el Primer Congreso de Mateméticos de Paises Eslavos, el cual se
realizd en Polonia en 1929. En total, durante el periodo 1919-1939 se reali-
zaron 1143 conferencias relacionadas con la SPM.

Sobre las publicaciones de la SPM, durante el periodo Entreguerras, en 1921
surgié un organo llamado “Disertaciones de la Sociedad Polaca Matemati-
ca”, un ano después se transformé en un periédico denominado “Anales de
la Sociedad Polaca de Matematicas”. El cual tuvo 25 volimenes desde 1922

hasta 1952.

La SPM ha gestionado la popularizacién y el reconocimiento de los ma-
tematicos polacos. Eso se puede ver en la realizacion de competiciones y
la asignacion de premios, como también en las iniciativas para que algu-
nas calles lleven el nombre de figuras de la matematica polaca. Entre las
competencias y premios para matematicos menores de 28 anos, estan los
grandes premios por logros cientificos (llamados posteriormente Stefan Ba-
nach, Stefan Mazurkiewicz, Stanistaw Zaremba, Wactaw Sierpinski, Tadeusz
Wazewski y Zygmunt Janiszewski); por logros en el campo de matematicas
aplicadas y elaboraciones practicas (llamados posterioremente Hugo Steint-
haus y Wactaw Pogorzeiski) y finalmente, por logros en beneficio de la cultura
matematica (llamado posteriormente Samuel Dickstein).

La seccional de Torun de la SPM organiza “la competicién Jozef Marcinkie-
wicz”, para el mejor articulo entre estudiantes, la seccional de Breslavia lo
hace igualmente al mejor articulo entre estudiantes, pero en teoria de proba-
bilidad y aplicaciones matematicas. También el consejo editorial de Diddctica
de las Matemadticas organiza “la competicién Anna Zofia Krygowska” para el
mejor articulo de estudiantes en didactica de las matemaéticas.

La SPM también ha estado en la organizacion y supervision de de competi-
ciones para premios que posteriormente se llamaron Kazimierz Kuratowski,
Stanistaw Mazur y Wiadistaw Orlicz. También participa en la concesion de
la “Medalla Wactaw Sierpinski” para conferencias.

Por iniciativa de la SPM varias calles y avenidas en Cracovia, Varsovia y
Breslavia, han llegado a tener nombres de matematicos polacos, entre ellos:
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Stanistaw Gotab, Bronistaw Knaster, Mirostaw Krzyzanski, Kazimierz Kura-
towski, Francizek Leja, Edward Marczewski, Zdzistaw Opial, Witold Pogor-
zelski, Marian Rejewski, Wactaw Sierpinski, Stefan Straszewicz, Jacek Szars-
ki, Tadeusz Wazewski y Stanistaw Zaremba.

El 23 de noviembre de 1982, la Oficina Postal Polaca publicé cuatro
estampillas como una serie de matematicos polacos con retratos de Stefan
Banach, Zygmunt Janiszewski, Waclaw Sierpinski y Stanistaw Zaremba.
Ademas bajo la iniciativa de la seccional de Cracovia de la SPM se erigié un
monumento a Stefan Banach en ocasién de la XV Asamblea de Matematicos
Polacos en 1999.

4.7. Biografia de Sierpinski

Wactaw Franciszek Sierpinski nacié en Varsovia el 14 de marzo de 1882 y mu-
ri6 en 21 de octubre de 1969 también en Varsovia. Era hijo de un reconocido
fisico, Konstanty Sierpinski. En la escuela secundaria tuvo como profesor a
W. Wiodarski, con quien Sierpinski empezé a mostrar gran interés en las
matematicas.

En 1899 ingresé a estudiar en el Departamento de Matematicas y Fisica de
la Universidad de Varsovia, culminando sus estudios en 1904. Durante su
época de estudiante universitario tuvo una marcada influencia del profesor
ruso Giorgy Voronoi, especialista en teoria de niimeros; de hecho en 1903,
obtuvo una medalla de oro concedida por el Departamento de Matematicas
y Fisica, por el mejor ensayo de un alumno sobre la contribucién de Voronoi
a la teoria de numeros. Al no estar dispuesto a que su ensayo se publicara en
ruso en el [zvestia de la Universidad de Varsovia lo retuvo hasta 1907, ano
en que se aparecié en la revista matemdtica de Samuel Dickstein™, Prace
Matematyczno-Fizyczne™. Después de obtener su titulo, ejercié como docen-
te en la ensenanza secundaria, lo cual para la época, era un trabajo frecuente
y poco atractivo para los cientificos jovenes que hacian parte de la regiéon de
influencia de la Rusia zarista en Polonia.

"OMatemético polaco de origen judio, quien vivié entre 1851 y 1939.
"I Trabajos de matemdticas y fisica.
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Figura 4.1: Sierpiniski

A raiz de la gran huelga escolar que acompané la Revolucion de 1905, que
fue un incentivo para que Sierpinski se negase a publicar en ruso su primer
escrito, renuncié a su puesto docente en el liceo y se trasladé a Cracovia para
continuar sus estudios en la Universidad Jagelona, asistiendo entre otros, a
los cursos dcitados por Stanistaw Zaremba. Obtuvo su doctorado en 1906 con
la tesis titulada Sur la somation de la série Y f(m? + n?) ou m* + n? < z.
Segin Genealogy Project, sus tutores fueron Zaremba y Voronoi. Luego vol-
vio a Varsovia y retomé su puesto docente en la ensenanza secundaria, y por
entonces sus investigaciones y resultados los enviaba a las mas importantes
publicaciones de Cracovia y Varsovia.

Hasta ese entonces, el campo de trabajo de Sierpinski en matematicas era la
teoria de numeros, pero en 1907 empieza su interés en teoria de conjuntos
debido a un resultado que llamé su atencion: la posicion de los puntos del
plano pueden ser totalmente descritos por un niimero real. Por ello escribi6 a
su amigo Banachiewicz, quien estudiaba en Gotinga, y la respuesta de éste ha
pasado a la historia por ser de una sola palabra: “Cantor”. Al poco tiempo,
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y después de una estadia en Gotinga, sus intereses cambiaron de la teoria de
nuimeros a la teoria de conjuntos.

En 1908 es nombrado miembro titular de la Sociedad de Ciencias de Var-
sovia, el mismo ano , bajo invitacion del profesor Jézef Puzyna present6 y
aprobé el examen de cualificacién para ejercer como docente en la Universi-
dad de Ledpolis y en 1910 llega a ser profesor asociado en esta universidad.

Desde 1909 dicté varios cursos sobre teoria de conjuntos, tematica que fue
ganando importancia cada ano, contribuyendo asi “a la extensién y trans-
formacién de ese campo en una teoria sistematizada” [Kuratowski, 1980, p.
169]. Su curso en la Universidad de Ledpolis de 1909 es uno de los primeros
sobre teorfa de conjuntos™. Su libro Zarys teorii mnogosci,™ de 1912 es una
sintesis de esta teoria, una de la primeras publicaciones al respecto, el cual
elaboré basandose en los cursos dictados.

Sierpinski no se dedicaba sélo a su trabajo creativo en la investigacién. Para
satisfacer las necesidades de sus estudiantes, publicaba manuales para los
universitarios de un alto nivel cientifico, tanto asi que todos estos recibieron
el Premio de la Academia de Ciencias y Letras de Cracovia.

Al inicio de la Guerra mundial en 1914, Sierpinski, y su familia fueron in-
ternados por las autoridades zaristas en la ciudad de Vyatka, ya que tenia
pasaporte austriaco. Los profesores Dimitri Egorov y Nicolai Luzin gestio-
naron que se permitiese su traslado a Mosct, ofreciéndole unas condiciones
favorables para continuar con su trabajo cientifico. Es de este periodo que da-
tan importantes trabajos escritos en comin entre Sierpinski y Luzin (cuatro
articulos segin [Grattan-Guinness, 2000]); éstos marcaron el inicio de una
cooperacion que durd varios anos y que se centré en la teoria de conjuntos
analiticos, que llevaria posteriormente a la teoria descriptiva de conjuntos,
y la teoria de funciones reales. En esa época, también dedica parte de su

"2Se debe aclarar que en la Dbiografia de Sierpinski que se presenta en
[Hartman et al., 1974] se plantea que es quizés el primer curso que se dict6 en esta materia.
Pero Kuratowski no conocia que en Gotinga en 1900, Zermelo ya habia impartido un curso
de teorfa de conjuntos, y en Leipzig en 1901 Haussdorff también. Aunque es valido presumir
que el contenido del curso de Sierpinski debia ser distinto, especialmente del dictado por
Zermelo debido a las diferentes visiones que tenian de la teoria de conjuntos.

"3 Estructura de la teoria de conjuntos.
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actividad a desarrollar sus investigaciones en topologia general, originadas
en sus trabajos de 1912-1915 sobre las llamadas curvas de Peano y la carac-
terizacion topoldgica de ciertos conjuntos de puntos.

En febrero de 1918 Sierpinski vuelve a Ledpolis, en otono del mismo ano
obtuvo una plaza en la Universidad de Varsovia, donde se reencontré con
Mazurkiewicz y Janiszewski, profesores de esta universidad desde que se
reestableci6 como una universidad polaca en 1915. Este periodo es el mas
decisivo para la actividad de Sierpinski y de la historia de las matematicas
modernas de Polonia, ya que se lleva a cabo el programa que prevé la creacion
de una escuela matemaética en Varsovia y crean Fundamenta Mathematicae,
la primera revista revista especializada en una temética de las matematicas.
Janiszewski figuré como editor del primer volumen, murié prematuramente
en 1920 antes que éste se publicara, asi Sierpinski hered6 sus responsabilida-
des, ejerciéndolas durante varios anos.

A final de los anos 20, la escuela de Varsovia de matemaéticas estd en la
vanguardia de la matematica mundial, y por su extraordinaria actividad,
Sierpinski es su principal representante. Célebres universidades le otorgan el
titulo de doctor honoris causa, ademas, numerosas academias de ciencias lo
nombran miembro extranjero.

Los anos entre guerras estan marcados por la gran produccién de Sierpinski,
lo que se expresa en el niimero de publicaciones, por la edicion de su obra prin-
cipal Hypothése du continu (publicada en la serie Monografias Mateméticas
(Monografie Matematyczne) de la que Sierpinski fue uno de sus fundadores),
y por la formacion de una gran cantidad de sus discipulos. En la misma época
Sierpinski figuraba en abundantes cargos administrativos; es presidente de la
Sociedad de Ciencias de Varsovia desde 1931 (durante veinte anos), miembro
de la oficina de la Academia Polaca de Ciencias y Letras, presidente de la
Sociedad polaca de matemadticas (1928-1929) y de la Asociacion de profesores
de escuelas secundarias y superiores.

Durante la Segunda Guerra Mundial Sierpinski no abandoné su trabajo
cientifico, sigié escribiendo articulos que los enviaba a revistas italianas, y
en cada uno de éstos finalizaba con las siguientes palabras: “Las pruebas de
estos teoremas apareceran en la publicacién de Fundamenta Mathematicae
7, también prepard nuevas ediciones de sus obras ya impresas. Su labor de
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profesor no se frend, ya que hizo parte activa de la universidad clandestina
dictando cursos ante un nimero reducido de oyentes.

Después de la insurreccién de Varsovia, en 1944, Sierpinski fue deportado por
los alemanes a la region de Cracovia. Después de la liberacién de Cracovia
impartié cursos en la Universidad Jagelona de Cracovia, después, en otono
de 1945, retomé sus deberes y su lugar en la Universidad de Varsovia. Ahi,
publicé, entre otros, una monografia sintética y enciclopédica sobre la teoria
de conjuntos, que se titula Cardinal and Ordinal Numbers (1958). En 1964
publicé otra monografia igualmente importante: Elementary Theory of Num-
bers, con lo que retorné a trabajar en los intereses con los que inici6 su carrera
cientifica, de hecho en sus ltimos veinte anos predominan nuevamente sus
trabajos sobre teoria de ntimeros, tanto asi que fue editor de la revista Acta
Arithmetica, especializada en este campo de las matematicas.

Las labores administrativas lo coparon, continué ejerciendo las labores de pre-
sidente de la Sociedad de Ciencias de Varsovia, y con ese cargo toma parte
activa en la ciencia polaca devastada por la ocupacién. Participo en las labo-
res del primer congreso de Ciencia polaca, y en las de la Comisién encargada
de la organizacién de la Academia de Ciencias, herencia y continuacién de la
Academia de Ciencia y Letras (localizada en Cracovia) y de otras sociedades
surgidas antes de la guerra. Cuando la nueva Academia Polaca de Ciencias
fue creada, asumié la vicepresidencia, ejerciendo esta funcién durante el pe-
riodo 1952-1956, como miembro del presidium lo hizo hasta el final de su vida.

El contribuy¢ a la creacién de un organismo nuevo que toma una gran impor-
tancia en las matemadticas de Polonia, El instituto Matematico, del cual fue
presidente del Consejo cientifico, y a partir de 1968 fue nombrado presidente
honorario, ejercndoie esta funciéon hasta su muerte.

En 1949 recibié el Premio cientifico del Estado de primer grado, en 1957 fue
condecorado con la gran Cruz de la orden Polonia Restituta, antes de esa
fecha recibi6 la Ordre de l’étendard du Travail de primera clase. La capital
le confirié el Premio de la ciudad de Varsovia, y la sociedad polaca de ma-
tematicas el titulo de miembro de honor.

El titulo de doctor honoris causa le fue adjudicado en las siguientes univer-
sidades: de Amsterdam, de Bordeaux, de Lucknow, de Ledpolis (antes de la
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guerra), de Mosci, de Paris, de Praga, de Soffa, de Tartu (antes de la guerra)
y de Breslavia.

Fue nombrado miembro extranjero de las Academias de Ciencias siguientes:
de Alemania, de Bulgaria, de Italia, de Lima, de Népoles, de Paris, de Ho-
landa, de Rumania, de Serbia, de Checoslovaquia, del Vaticano y de Zagreb.

Sobre las clase de Sierpinski y la forma de estimular a sus estudiantes
Kuratowski escribio:

Las clases de Sierpinski [...] y particularmente sus seminarios
jugaron un gran papel al estimular la curiosidad -cientifica
de los jovenes matemadticos. €l tenia muy buenas relaciones
con los principales mateméticos del mundo [...] y solia leer
sus correspondencias en los seminarios, agregando sus propios
comentarios para precisar los mas importantes problemas. Era
una forma de introducir in medias res los problemas actuales a
los participantes, y por consiguiente un estimulo inusual para
que investigaran ellos mismos o para hacerlo bajo la guia de su
maestro[Duda, 1996, p. 489].

De Genealogy Project se sigue que Sierpinski dirigié nueve tesis doctorales,
todas ellas entre 1913 y 1963. La lista de dirigidos es la siguiente:

Stefan Mazurkiewicz (1913), Universidad de Ledpolis; Stanistaw Ruziewicz
(1913), Universidad de Ledpolis; Jerzy Neyman (1924), Universidad de Var-
sovia; Wladystaw Slebodzinski, (1928), Universidad Jagelona; Zygmunt Zalc-
wasser, (1928) Universidad de Varsovia; Edward Marczewski, (1932) Univer-
sidad de Varsovia; Antoni Wakulicz, (1949) Universidad de Varsovia; Andrzej
Schinzel, (1960) Universidad de Varsovia; Andrzej Rotkiewicz, (1963) Aca-
demia Polaca de Ciencias.

El epitafio sobre la tumba de Sierpinski, y de acuerdo a su deseo expresado
anos antes de su muerte, dice: EXPLORADOR DEL INFINITO.

144



Capitulo 4. Las matematicas en Polonia

4.8.

1.

Conclusiones y comentarios

El proyecto de Janiszewski, de internacionalizar la matemaética polaca,
explicado en su articulo de 1918 se cristalizo a través de Fundamenta
Mathematicae. Entre sus ideas originales cabe destacar la de publicar
en los cuatro idiomas considerados internacionales (francés, alemédn,
inglés e italiano), es decir dejando de lado el polaco; pero especialmen-
te revolucionario fue el hecho de centrar los esfuerzos en un campo
especializado, lo cual al dia de hoy no parece extrano (actualmente
hay gran cantidad de revistas especializadas), pero cabe destacar que
la apuesta de ese entonces era tal que no habia antes revistas de ma-
tematicas especializadas en uno de sus topicos, y es modelo de revistas
especializadas promovido por FM se acogié rapidamente en Polonia,
fundandose en 1929 Studia Mathematica especializada en anélisis fun-
cional y en 1935 la revista Acta Arithmetica en Varsovia, especializada
en teoria de numeros, siendo asi Polonia, para ese momento, el inico
pais con tres revistas especializadas y dedicadas a las matematicas pu-
ras.

Aunque se reconoce a Janiszewski como el personaje que propuso la
idea de crear una revista como Fundamenta Mathematicae, y desde
1912 hay registros de su idea de la revista en carta a Fréchet, un ano
antes, como se ve en la pagina 98 Sierpinski en el congreso de 1911
ya identificaba que los esfuerzos de los matematicos polacos no tenian
recepcién entre los propios colegas nacionales, es asi que en este ultimo
empezo a surgir la idea de incentivar una sola area de estudio entre las
nuevas generaciones.

Entre los factores que influyeron en la creacién e internacionalizacién de
la matemaética polaca esta el desarrollo del trabajo en grupo vinculado
a intereses cientificos comunes. En contraste a lo que ocurria en Cra-
covia, donde Zaremba y Zorawski trabajaban de forma independiente
y no hubo una escuela matematica en tal universidad. Por ejemplo, en
FM, un gran niimero de estudios en la revista fueron obra de dos o inclu-
so tres autores no necesariamente de los mismos centros matematicos.
Por ejemplo, en el sexto volumen, “Sur la décomposition des ensembles
de points en parties respectivement congruentes”, escrito por Banach
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de Ledpolis y Tarski de Varsovia; y en el vigésimo quinto volumen, el
articulo “Note on the differentability of multiple integrals”fue escrito
por B. Jessen de Copenhague, y J. Marcinkiewicz y A. Zygmund de
Vilna.

Debe resaltarse que aunque este capitulo se centra en la escuela
matematica de Varsovia, este mismo modelo se extendié a Ledpolis,
donde se encuentra m&as documentos, en especial los relatos
concernientes al café Roma y al café escocés, sobre la colaboracion
mutua entre los matematicos, donde habia una buena disposicion para
encontrar terrenos comunes para los intereses cientificos, en ese sentido
es pertinente la reflexién en [Arboleda, 1982]:

Habia una conciencia del trabajo colectivo; la comprensién
de que la discusion de cuestiones matematicas de un dominio
particular, la formulacién de problemas y el intercambio de
soluciones en este campo, estimulan grandemente el esfuerzo
de creacion individual. Mucho mas que el trabajo solitario y
al margen del resto de especialistas que, en tltima instancia,
no es mas que una ilusién ya que el esfuerzo individual que
produce el progreso de la matematica esta de alguna manera
asociado a un centro de influencia.

3. El florecer de la escuela de Varsovia se sirvié de soportes
gubernamentales. En la resena sobre el volumen 25 de FM, en
[Tamarkin, 1936, p. 300] se hace la siguiente reflexién:

Este espléndido éxito es debido no sélo al interés y estima
en el que el mundo matematico tiene a Fundamenta, no sélo
a la autorizada direccién de sus editores y su secretario, K.
Kuratowski, sino también al generoso soporte dado por el
gobierno. Esperamos que este soporte continie en el futuro,
y que Fundamenta, en los anos por venir, mantenga su lugar
de honor entre los peridédicos matematicos del mundo.

Cabe recordar que Lukasiewicz ocupd altos cargos administrativos en
la Universidad de Varsovia siendo rector en dos ocasiones, y que en
1919 fue ministro de educacion, también es relevante traer a colaciéon
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que al menos el primer nimero de FM, fue subsidiado por el minis-
terio de educacién.”™ En ese sentido serfa interesante la busqueda de
documentacién sobre mas gestiones de Lukasiewicz en beneficio de la
revista, con la cual se pueda profundizar esta reflexion.

4. Una de los propésitos del programa de Janiszewski fue la creacion en
Polonia de una “forja” matemética que atraeria a los matematicos de
todo el mundo. Esta tarea se realizo en gran parte debido a la creaciéon
de las revistas Fundamenta y luego de Studia. Cada ano aumentaba
el nimero de trabajos presentados a estas revistas por parte de ma-
tematicos extranjeros, lo que permitié que estas se conviertieran en
instrumentos para la cooperacién internacional. De esta cooperacion
surgieron contactos personales, lo que poétencié que matematicos ex-
tranjeros llegaran a Polonia, y que matematicos polacos fueran al ex-
tranjero.

Entre los matematicos que visitaron Polonia en las décadas de 1920 y
de 1930 estan: E. Borel, E. Cartan, A. Denjoy, H. Lebesgue y P. Mon-
tel de Francia; E. Zermelo de Alemania; N. N. Luzin, P.S. Alexandroff
y P. Urysohn de Mosct; J. von Neumann, S. Lefschetz, MH Stone y
G. Whyburn de los Estados Unidos; K. Menger desde Viena; E. Cech
de Praga; H. Hopf de Zurich; D . Pompeiu de Bucarest; F. Enrique de
Italia; J. Schouten de Holanda; Th. Skolem de Noruega y muchos otros.

Las relaciones més estrechas de los matematicos polacos se dieron ini-
cialmente con los matemadticos soviéticos, de hecho P.S. Alexandroff,
uno de los mas destacados matematicos soviéticos, especialista en to-
pologia y miembro extranjero de la Academia de Ciencias Polaca, escri-
bid: “Seria dificil nombrar a dos escuelas cientificas mas estrechamente
conectadas en su trabajo creativo que las escuelas matematica polaca
y la soviética [Kuratowski, 1980, p. 61]”

Para sustentar lo anterior, Alexandroff menciona ejemplos de coope-
raciéon como la de Sierpinski con Luzin y sus estudiantes, que data

"™Tomado de [Arboleda, 1982, p. 224], citando una nota necrolégica que Sierpifiski
publicé en la prensa el 7 de enero de 1920, a los cuatro dias de la muerte de Janiszewski.
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de 1915, época en la que el polaco se encontraba en Rusia. Sobre el
periodo posterior a la guerra, Alexandroff escribe: “En la historia de
las matematicas soviéticas “ Fundamenta Mathematicae” ha jugado un
papel inmenso y tnico: los anos en que la referida revista fue fundada
y en el que se publicaron sus primeros voltimenes fueron los anos en los
que la nueva escuela (soviética) de matematicas se estaba formando en
Moscu bajo N. N. Luzin.

Esa escuela, al tener como fortalezas la teoria de conjuntos analiticos
y la teoria de funciones, era natural que acogieran con entusiasmo
a la primera revista del mundo dedicada especialmente a unas
teméaticas en las que lso rusos se especializaban. Unido a ello, cabe
decir que el aislamiento de los soviéticos a prinicipios de los anos
veinte, perjudicaba también las relaciones de los mateméticos con los
académicos extranjeros, la tinicas revistas extranjeras que recibia eran
Fundamenta Mathematicae y el Boletin de la Academia Polaca de
Ciencias, que llegaba con regularidad Al respecto decia Alexandroff:

Se pueden imaginar la alegria que era para nosotros
los matematicos soviéticos recibir cada nuevo volumen de
“Fundamenta”. En aquellos anos, nuestros contactos con los
matematicos polacos se amplio, para incluir los cientificos
de la generacion joven. A pesar de las conexiones postales
dificiles e irregulares, la correspondencia no sélo eran con
Luzin y Sierpinski, sino también con Urysohn y Kuratowski,
Bari y Rajchman, y otros[Kuratowski, 1980, p. 63]

Durante el periodo Entreguerras, la matematica polaca logré un grado
de reconocimiento internacional nunca antes obtenido, sin embargo,
una vez iniciada la Segunda Guerra, el proceso de internacionalizacion
siguié un rumbo distinto con los matemédticos que llegaron a Estados
Unidos, unos producto de la guerra, con anterioridad a ésta y debido
a la escasez de plazas para matematicos en Polonia. Entre estos estan
Ulam, Kac, Zygmund y Tarski. Cabe decir que antes de la Segunda
Guerra Mundial, en Polonia solo habia 23 plazas para matemaéticos
y 27 posiciones auxiliares, asi que varios matematicos de renombre,
por ejemplo Orlicz o Nikodym trabajaban en escuelas de secundaria.
De los polacos que se instauraron en Estados Unidos Tarski fue el
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mas influyente para la internacionalizacién de la matematica polaca,
quizas pueda verse como algo negativo el hecho de que no hay podido
instalarse definitivamente en Polonia, sin embargo desde Estados
Unidos sirvié como referente de la solidez que habia alcanzado el
proceso llevado a cabo por sus antecesores de ubicar a Polonia en el
ambito matematico internacional, ya que sobre el se fundo la escuela
de logica en Berkeley.

5. El nacionalismo jugd un papel importante en el desarrollo de la cultura
polaca, y en particular del crecimiento de la creatividad matematica
polaca después de la independencia en 1918. A pesar de que cada una
de las tres partes del pais era regida en términos culturales y académi-
cos bajo sus propias condiciones y distante del resto, la union de ideales
nacionalistas fue un vinculo importante. Asi el nacionalismo propio de
los polacos explica por qué las severas de Rusia de no dejar florecer
lo polaco fallaron, por qué las medidas alemanas de reprimir el uso
de la lengua polaca y, por tltimo, el porque de la expulsién de miles
de polacos de sus tierras fue en vano. Con ese panorama, fue natural
que las universidades de Cracovia y de Ledpolis, ubicadas en Galicia,
el sector austriaco, que disfruté de una medida de libertad académica,
se convirtieron en los mas importantes centros de la cultura nacional,
donde lo mejor de la juventud polaca se congregé a estudiar.

En Sierpinski, por ejemplo se detecta el rasgo nacionalista, incitado
por los abusos a los que fue sometido el pueblo polaco por parte de
las potencias que lo invadian. Por ejemplo, en la carta de Sierpinski a
Fréchet referenciada anteriormente (fechada en Varsovia el 31 de agosto
de 1919) presenta el balance de la situacién de la ensefianza superior y
de las publicaciones matematicas en Polonia, en la cual aprovecha para
enfatizar en el dano que las invasiones han causado a las instituciones
universitarias polacas:

Usted pregunta sobre el nimero de universidades polacas.|...]
Las otras dos Universidades polacas que existian en el Siglo
XVIII, fueron clausuradas por los barbaros rusos y prusianos
en el siglo XIX. Actualmente contamos con 6 universidades
polacas: en Cracovia, Ledpolis, Varsovia, Lublin, Poznan y
Vilna.
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Después del reconocimiento como naciéon polaca, en 1918 ese
sentimiento nacionalista de que habia que defender lo que se habia
ganado seguia presente, eso se evidencia en la carta de Sierpinski del
30 de julio de 1920, en la que comenta sobre la situacion polaca en
relacién a la guerra polaco-soviética:™

Nos vemos actualmente forzados a combatir a los barbaros
para salvar la civilizacion europea. El enemigo quiere invadir
nuestra patria y se encuentra ya sobre nuestros terrenos.
Todos los hombres se alistan al campo [de batalla], entre ellos
los estudiantes y los profesores de todos los colegios. Esta es la
razon por la cual de ninguna manera podremos participar en
el Congreso [Internacional] de Mateméticas que tendra lugar
en Strasbourg [Arboleda, 1982, p. 232].

6. Asi como fue importante para la matematica polaca el establecimiento
internacional de las revistas Fundamenta Mathematicae y Studia Mat-
hematica, también lo fue el de Monografie Mathematyczne (Monografias
matemdticas)™ en 1931, lo cual marcé un avance en el desarrollo de
las publicaciones matematicas en Polonia. En el inicio de las escuelas
de Varsovia y de Ledpolis dominaba la publicacién de articulos y re-
sultados, especialmente en Fundamenta y en Studia. Con Monografias
matemdticas se oficializé la sintesis de los resultados y de los campos de
las matematicas en los cuales los polacos habian hecho una apreciable
contribucion. Los primeros volumenes de Monografias se centraron en
temas de especializacién de las revistas nombradas (excepto légica), los
titulos y autores fueron los siguientes:

Volumen I: Teoria de operaciones lineales de Banach (1932), volu-
men II: Teoria de la integral de Saks (1933), volumen III: Topologia
de Kuratowski (1933), volumen IV: La hipdtesis del continuo de Sier-
pinski (1934), volumen V: Teoria de series trigonométricas de Zygmund
(1935) y volumen VI: Teoria de series ortogonales de Steinhaus y Kacz-
marz (1936).

"La guerra polaco-soviética fue un conflicto armado que enfrent6 a la Rusia Soviética
y la Segunda Republica Polaca desde febrero de 1919 hasta marzo de 1921.

"6Los fundadores de esta serie fueron Banach, Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz,
Sierpinski y Steinhaus.
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7. No es justo ni completo hablar de Polonia en el periodo Entreguerras,
sin hacer alusién a la tragedia de esta naciéon durante la Segunda
Guerra. En cuanto a la situaciéon de los matematicos durante esta
guerra es muy diciente lo que narra Antonio Durdn en [Duran, 2009]
(alrededor de la pagina 297), sobre la alimentaciéon de piojos con
la sangre de Banach y otros de Ledpolis, y lo cual se nombra en
el apartado 4.4.1, también el éxodo de matematicos que emigraron.
Sin embargo éntre lo mas impactante estdn los datos de matematicos
polacos muertos durante los anos de guerra, el 20 % de los miembros
de la Sociedad Polaca de Matematicas murieron durante la Segunda
Guerra Mundial.”” Entre los reconocimientos a estas victimas, estd la
que F'M publicé en el tomo 33 en el ano 1945, el primero publicado
desde el final de la guerra, el cual es dedicado a los colaboradores de la
revista fallecidos durante la guerra, y que se muestra en la figura 4.2.

""Tomado de http://www.euro-math-soc.eu/files/ptm_90_yrs_presentation.pdf
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Capitulo 5

Algunos articulos relevantes

En este capitulo se presenta, primero, la obra de Sierpinski desde una distri-
bucién en cinco temaéticas, en la que se trata de caracterizar sus publicaciones
en teoria de conjuntos hasta 1939. Posteriormente se presenta un resumen
de las publicaciones de Sierpinski que se ha considerado de mayor relevancia;
sin embargo se ha dado mayor relevancia al articulo titulado “L’ axiome de
M. Zermelo et son role dans la théorie des ensembles et 1’ analyse”al cual se
dedica un apartado

La escogencia de estas publicaciones se hace bajo dos criterios: resultado im-
portante e impacto en la comunidad. Cabe decir que no se tuvo en cuenta un
aspecto recurrente en la obra de Sierpinski, como lo es la “mejora” de pruebas
de resultados obtenidos. Por 1ltimo se presenta un resumen de las principales
publicaciones en la revista FIM (excluyendo las de Sierpinski) hasta 1939, de
los cuales se hace una resena de contenido. El criterio de seleccion ha sido el
mismo que se us6 para las publicaciones de Sierpinski.

El capitulo es de orden matematico, y responde, a diferencia de los otros
capitulos, a un tipo de historia interna. Es valioso recopilar informacién
sobre el contenido puramente matemdtico de los trabajos de Sierpinski y
de algunos otros autores porque permite profundizar mas en los detalles de
los problemas de la teoria de conjuntos que manejaban tanto Sierpinski como
los otros autores de la revista Fundamenta Mathematicae.
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5.1. La teoria de conjuntos y sus aplicaciones
en Sierpinski

En [Duda, 1996, p. 495] se dice: “El impacto de FM se sintié mds fuertemen-
te en dos areas de excelencia: la teoria general de conjuntos y la topologia.
También tuvo un considerable efecto en el crecimiento de la teoria de fun-
ciones de una variable real, la teoria de conjuntos analiticos y proyectivos,
la teoria de la medida y categorias, los inicios del andlisis funcional y de la
l6gica matemética”. [Moore, 1982] plantea que el drea de la teorfa de conjun-
tos fué dominada por la inmensa figura de Sierpinski, cuyas contribuciones
estan entre las mas basicas en cada una de las primeras cinco areas de FM
enumeradas anteriormente.

La primera publicacién que hizo Sierpinski en teoria de conjuntos fue el
articulo [Sierpinski, 1908], en el que demuestra la equipotencia entre los con-
juntos de puntos de la semirrecta y de un cuadrante del plano. En ese mo-
mento Sierpinski no conocia el trabajo de Cantor, quien ya habia mostrado
ese hecho anteriormente.

Las cinco tematicas, de lo que se entendia como teoria de conjuntos hasta
antes de la Segunda Guerra Mundial, en que trabajé Sierpinski son teoria
general de conjuntos, conjuntos analiticos y proyectivos, medida y categorias,
topologia general y funciones de variable real.

En los siguientes apartados se hara una descripcion de la relacion de
Sierpinski con cada una de estas tematicas, para ello la fuente principal es el
tomo 2 de [Hartman et al., 1974].

5.1.1. Teoria general de conjuntos

Los trabajos de Sierpiniski que actualmente® corresponden a la teorfa general
de conjuntos fueron dedicados a problemas clésicos: teoria de potencias, en
particular de operaciones sobre niimeros cardinales, problemas concernientes
a conjuntos ordenados y operaciones sobre estos conjuntos. Cabe decir que
entre las mas de 700 publicaciones de Sierpinski, la teoria general de conjun-

L Aunque la cita anterior es de 1974 cabe para la actualidad, ya que no hay diferencia
sustancial entre la concepcién de teoria general de conjuntos actual y la de ese entonces.
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tos no llega a ser el centro de mas de cien.

Las operaciones sobre numeros cardinales fueron el objeto de los trabajos
[Sierpiniski, 1908] y [Sierpiriski, 1922b], mientras que [Sierpinski y Tarski, 1930]
y [Sierpinski, 1933d] se dedican a lo nimeros fuertemente inaccesibles.

El trabajo mas importante de Sierpinski en teoria general del orden es
[Sierpiniski, 1937b], mientras que las propiedades de los érdenes, estudia-
das inicialmente por Hausdorff en 1908, las abordé en [Sierpiriski, 1922¢],
[Sierpinski, 1932a] y [Sierpinski, 1937b].

Los conjuntos casi disjuntos son abordados a través de la teoria de poten-
cias y familias de conjuntos, ésto se hace en los articulos [Sierpinski, 1928h]
y [Sierpinski, 1929¢], la principal propiedad es que para todo cardinal in-
finito « existe una familia de potencia > « compuesta de subconjuntos
casi disjuntos de potencia «, lo cual fue abordado en [Sierpinski, 1937b] y
[Sierpinski, 1938b]. Aplicaciones de ésto se encuentran en [Robinson, 1963] y
en [Jensen y Solovay, 1970].

Sobre operaciones de conjuntos estan [Sierpinski, 1927b] y [Sierpinski, 1928i],
en las que construye o - anillos de conjuntos a partir de estructuras de ope-
raciones finitas, lo que ha sido generalizado y aplicado en [Pettis, 1971].

Dos temas generales y sobresalientes del interés de Sierpinski son el axio-
ma de eleccion y la hipotesis del continuo. Sobre el axioma de eleccién y su
papel en la demostracién de teoremas, en 1918 escribe el que es quizas su
méas importante importante articulo [Sierpiriski, 1918a] en el que presenta los
mas importantes resultados del andlisis y de la teoria de conjuntos en los que
interviene este axioma. En sus trabajos ulteriores no deja de insistir sobre
los razonamientos donde usa este axioma y de la busqueda de un modo de
eliminarlo. También concede atencion a la efectividad de sus construcciones y
[Sierpiniski, 1921a] es importante por la relaciéon que muestra entre ejemplos
efectivos y axioma de eleccion. El se declara neutro en cuanto a la veracidad
o falsedad del axioma de eleccion, pero insiste en la importancia de distinguir
las demostraciones que usan este axioma y las que no.

Sobre la hipdtesis del continuo, al igual que con el axioma de eleccién se de-
clara neutro, pero deduce consecuencias de teoremas que son equivalentes a
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ésta. Los resultados de sus investigaciones comienzan con [Sierpinski, 1924b]
y contindan durante varios anos por ejemplo en [Braun y Sierpinski, 1932],
[Sierpinski, 1933c|, [Sierpinski, 1935¢], [Sierpinski, 1937a] y fueron recopila-
dos en [Sierpinski, 1934a].

Sobre los fundamentos de la teoria de conjuntos, Sierpinski aborda desde una
posicién neutral el axioma de Zermelo y la hipotesis del continuo, respeta
por igual la actitud de los “idealistas” que atribuyen a los conjuntos una
“existencia real” y la de los “realistas” que aceptan inicamente los conjuntos
“bien definidos”. No es partidario de la exposicién axiomatica de la teoria de
conjuntos, de hecho en el prefacio de su libro de 1912 Zarys teorii mnogosci
(Estructura de la teoria de conjuntos), dice “el método axiomdtico no se
presta para un curso elemental”, esto mismo pensaba Hilbert, que no usaba
el método en sus cursos normales.

5.1.2. Conjuntos analiticos y proyectivos

En [Luzin, 1917] se prob6 que los conjuntos analiticos son Lebesgue medibles.
Posteriormente, en [Luzin y Sierpiriski, 1918] se precisé que la operacién A
(también denominada como operacién de Suslin) aplicada a los conjuntos
Lebesgue medibles genera siempre conjuntos Lebesgue medibles.

Sierpinski apuesta por caracterizar de diversas formas los conjuntos analiti-
cos y a mejorar los resultados de Luzin, por ejemplo en [Luzin, 1927, pp.
12-15] se prob6 que al extraer un conjunto numerable de puntos todo con-
junto analitico puede ser visto como el conjunto de valores de una funcién
f(t) definida en [0, 1) continua por la derecha en cada punto de ¢ mientras
que en [Sierpinski, 1927d] se demuestra que no es necesario extraer el con-
junto numerable, y ademas lo demuestra para continuidad por izquierda en
el intervalo (0, 1].2

En [Sierpiriski, 1925b] se muestra que el conjunto de distancias entre dos pun-
tos cualequiera de un conjunto plano E del tipo Gs no es siempre boreliano,
pero que es analitico siempre que E lo sea.

2La continuidad unilateral puede reemplazarse, en el teorema de Sierpinski por la
semicontinuidad [Sierpiniski, 1927a].
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En [Sierpiniski, 1925a] mostré que si f(z,y) es continua en el cuadrado uni-
dad, el conjunto de valores de y que son soluciones unicas de la ecuacién
f(z,y) = 0 para un z fijo forma un conjunto analitico contenido en el inter-
valo (0,1).

En [Luzin y Sierpinski, 1923] se construye, con ayuda de la criba de Lebesgue,
un conjunto analitico no boreliano. En el mismo articulo muestran que todo
conjunto analitico, al igual que su complemento se pueden ver como la unién
de N; borelianos. Este importante teorema y algunos similares han sido inves-
tigados por varios autores posteriormente, por ejemplo en [Sélianovski, 1933]
se ha usado para mostrar que todo conjunto analitico es Lebesgue medible.
La demostracién de este teorema se simplificé en [Sierpiriski, 1933b].

En el espacio de los conjuntos cerrados contenidos en el cuadrado unidad en
los que la interseccion con toda recta x = a es no numerable constituyen un
conjunto de clase C PC'A pero no un PCA,? con la topologia de Hausdorff
[Sierpinski, 1935a]. Anteriormente en [Hurewicz, 1930] se habia demostrado
que el conjunto de cerrados no numerables es analitico y no boreliano.

Siguiendo la idea de criba expuesta en [Luzin, 1927], Sierpinski introduce la
idea de criba generalizada, que la usa en [Mazurkiewicz y Sierpinski, 1924],
[Sierpinski, 1931] y [Sierpinski, 1928b]. También generalizé la idea de con-
junto universal plano en relacion a una familia F' de partes de R, lo que
sirvié para demostrar la existencia de conjuntos, pertenecientes a F', donde
los complementos no estan en F' [Sierpinski, 1929b].

Relativo al problema de la uniformizacion de conjuntos planos,?, propuesto
por Luzin en 1930, que dice que todo conjunto F' se puede uniformizar por
un conjunto Fi, de la misma manera que todo conjunto cerrado se puede
uniformizar por un Gy, que es un resultado que una alumna de Sierpinski
publicé en [Braun, 1937]. En [Sierpinski, 1930a] se demostré que hay con-
juntos Gs que no se pueden uniformizar por conjunto analiticos y que todo
boreliano se puede uniformizar por un coanalitico. Este tltimo resultadoa

3La equivalencia en notacién moderna se puede ver en la pagina 216.

4Se trata de escoger en un conjunto de una cierta clase boreliana o proyectiva, un punto
sobre cada paralela al eje OY , de forma que se obtenga un conjunto donde la clase F}
no sea la mayor. La definicion de uniformizado por un conjunto estd mejor expuesta en
[Moschovakis, 1974]
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fué generalizado en [Kondo, 1939] a través de un famoso teorema: todo con-
junto coanalitico es uniformizable por un coanalitico.

Los autores de la teoria de conjuntos analiticos y proyectivos se han acotado
a trabajar en espacios euclidianos, sin embargo la teoria generalizada se en-
cuentra expuesta sistematicamente en el libro [Kuratowski, 1933].

Por tltimo un resultado notable en [Sierpinski, 1929al: dados dos conjuntos
analiticos no numerables de dimensién 0, cada uno es imagen continua del
otro.

Sierpinski expone la teoria de conjuntos analiticos y proyectivos en sus
obras [Sierpinski, 1934a], [Sierpiriski, 1956] y [Sierpinski, 1950],%> donde este
ultimo es un fasciculo del Mémorial des Sciences Mathématiques, dedicado
Unicamente a esta materia y del cual se da mas detalle en el apartado 6.1.

5.1.3. Medida

En [Hartman et al., 1974] se propone el titulo “medida y categoria”, del cual
se hace buena referencia en este apartado, sin embargo queda bastante res-
tringido en comparacion a los demas. Aqui se modifica siendo menos restric-
tivo y cambidndolo a medida, argumentando que categoria es un concepto
topolégico y por ende apunta al apartado 5.1.4. Asi, con esta ampliacion
se involucra mas articulos en los que se busca mostrar que un determinado
conjunto es no medible.

El origen de las investigaciones sobre el problema general de la medida estd en
el teorema de Vitali en el que se asegura que existe un conjunto no Lebesgue
medible. Tal resultado, que no requiere la hipétesis del continuo, se traduce
como la inexistencia en R de una medida universal® invariante respecto a las
translaciones.

5También estd el libro:

Funkcje przedstawialne analitycznie (Funciones representables analiticamente), Lwéw,
Warszawa-Krakéw 1925, Zaklad Narodowy im. Ossoliniskich.

6Es decir, que sea exhaustiva, simplemente aditiva, invariante bajo isometrias y
normada en el segmento unidad.
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Para una medida universal p simplemente aditiva en el conjunto de ente-
ros positivos que sélo tome los valores 0 y 1, en [Sierpinski, 1938a] se de-
mostré que ella da lugar a un conjunto no Lebesgue medible.

En [Sierpiriski, 1924b] se “construye”con la ayuda de la hipétesis del continuo
un subconjunto de R no numerable donde cada parte de medida 0 es nume-
rable, siendo este un resultado andlogo al de Luzin, que igualmente usé la
hipdtesis del continuo para probar que existe un conjunto donde toda parte
de primera categoria es numerable. En [Marczewski, 1931] se encuentra apli-
caciones de este resultado.

En [Sierpiriski, 1934c| se pone en evidencia una dualidad entre medida y ca-
tegoria, para ello se usa la hipdtesis del continuo, el resultado dice que existe
una funcién biunivoca ¢ que se aplica sobre el mismo intervalo de dominio
tal que todo conjunto de medida 0 se transforma en un conjunto de primera
categoria y que todo conjunto de primera categoria tiene como imagen un
conjunto de medida 0. Para perfeccionar la relacion entre medida cero y pri-
mera categoria, él intenta encontrar una aplicacién que ademas transforme
las clases de conjuntos de primera categoria en conjuntos de medida nula,
intercambiando esos dos tipos de conjuntos. En [Erdos, 1943] se mejoré la

aplicacion de Sierpinski al manejar =1 = .

La analogia entre medida y categoria no se limita iinicamente a los conjuntos
de medida 0 y a los de primera categoria, por ejemplo las algebras de con-
juntos que admiten esas clases de conjuntos como ideales, como el dlgebra de
conjuntos Lebesgue medibles y la que contiene los conjuntos que satisfacen la
condicién de Baire en sentido amplio, tienen fuertes analogias, por ejemplo
en [Marczewski, 1930] se muestra que esas dos clases son invariantes bajo la
operaciéon A.

La dualidad entre medida y categoria se debilita cuando se va mas alla de
los conjuntos de primera categoria y de los conjuntos de medida 0, por ejem-
plo cuando se extiende a los Lebesgue medibles o a los que satisfacen la
condicién de Baire. La razén es el siguiente resultado que se encuentra en
[Marczewski, 1934]: todo espacio métrico separable para el que exista una
medida boreliana que se anula para los conjuntos unitarios, puede descom-
ponerse en dos conjuntos donde uno es de primera categoria y el otro es de
medida nula. Asi, Si una medida se anula sobre un conjunto de primera ca-

159



5.1. LA TEORIA DE CONJUNTOS Y SUS APLICACIONES EN SIERPINSKI

tegoria, esta medida tendran que anularse para todo el espacio.

Sobre la medibilidad de cardinales, la no medibilidad del cardinal del
continuo puede deducirse de dos resultados: el primero, demostrado en
[Sierpiniski, 1928f], dice que un conjunto de Luzin” es un conjunto que sa-
tisface la condicién C.® El segundo resultado, dado en [Marczewski, 1934],
plantea que no existe ninguna medida universal sobre un conjunto que satis-
faga esta condicion.

La no medibilidad de Ny no exige ninguna hipétesis suplementaria de la teoria
de conjuntos, ademds en [Sierpiriski y Szpilrajn, 1936] se demuestra que un
conjunto que contiene un inico punto de cada término de una sucesién trans-
finita del tipo w; de borelianos, adecuadamente construida, no tiene medida
universal.

Entre los resultados negativos que Sierpinski obtuvo sobre la condicion de
Baire, se destaca el obtenido en [Sierpinski, 1934e], donde se demuestra que
el conjunto cilindrico en el plano no necesariamente satisface la condicion
de Baire en sentido restringido Ba*,° a pesar que la base si satisfaga esta
condicién.

En [Sierpiniski, 1934b] se estudia la invarianza de la propiedad Ba* de un
conjunto, en relaciéon a los homeomorfismos generalizados, donde se mues-
tra que una transformacién biunivoca y continua en la que la reciproca es
una funcién B medible de clase § < w; cualquiera conserva la propiedad Ba*.

5.1.4. Topologia General

No existe una transformacién biunivoca y continua que transforme un seg-
mento en un cuadrado, pero renunciando a la biunivicidad, en los articulos

"Un conjunto E C R no numerable es un conjunto de Luzin (o satisface la condicén L)
si todo conjunto perfecto no denso contiene a lo mas un conjunto numerable de punto de
E.

8F C R satisface la condicién C si estd contenido en la unién de una sucesién {4, },, de
intervalos en los que la longitud de cada d,, es menor o igual a la de un a,, > 0 previamente
dado.

9Ba* corresponde a la condicién de Baire en sentido restringido.
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[Sierpinski, 1912d] y [Sierpinski, 1912b], se demuestré que una funcién con-
tinua que transforme un segmento en un cuadrado, se deja definir como el
limite de lineas discontinuas a saltos.

Sobre lo que Kuratowski llama continuos de Peano, en el articulo
[Sierpinski, 1920a] se muestra una caracterizacién, probando que el continuo
dado se puede representar como la uniéon de un nimero finito de continuos
de didmetro tan pequeno como se quiera. Esa publicacion y la de Mazurkie-
wicz!? en 1920 en el primer volumen de FM contribuyeron al éxito de esta
revista. La condicion formulada por Sierpinski la estudié posteriormente R.L.
Moore, Whyburn, Kuratowski y otros, y se discutio y se aplicé en obras como
[Hausdorff, 1927, pp. 205-207] y [Menger, 1932, p.40]

Sierpiriski caracterizé intrinsicamente otros conjuntos: en [Sierpiriski, 1917]
los arcos simples y en [Kuratowski y Sierpiriski, 1921], las diferencias de con-
juntos cerrados a través de su compacidad local.

En [Sierpinski, 1918b] se establece el siguiente resultado: ningin continuo
(es decir un conjunto compacto y conexo) se deja descomponer en una
infinidad numerable de conjuntos cerrados disjuntos, posteriormente, en
[Kuratowski, 1961] se demostr6 que para ese teorema, la hipdtesis de la com-
pacidad no se puede reemplazar por la compacidad local. A través de este
teorema de Sierpinski, en [Lelek, 1959] se asegura que nace la nocién de o—
conexidad, la cual se estudié en trabajos posteriores como en [Jameson, 1972].

En [Sierpinski, 1915] construye un tridngulo donde todo punto es un punto
de ramificacion de orden 3 excepto en una cantidad numerable de puntos de
orden 4 y dos puntos de orden 2.

En [Sierpinski, 1916b] se presenté la llamada la alfombra de Sierpiriski que
tiene bastantes aplicaciones y una extendida literatura, que es una cur-
va plana universal que contiene imagenes homeomorfas de todas las cur-
vas planas. La curva universal plana de Sierpinski ha tenido también apli-
caciones en diversas investigaciones topoldgicas como en [Borsuk, 1955] y
[Knaster y Lelek, 1958].

104Qyr les lignes de Jordan.”que se presenta en la pagina 177.
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Algunos resultados concernientes a la teoria de la dimensién se ven desde
1921 como en [Sierpinski, 1921b], incluso antes que la nocién de dimensién
fuese definida. También, en investigaciones posteriores sobre conjuntos PC'A,
muestra implicitamente que todo cerrado de un espacio (métrico separable)
de dimensién nula es una retraccién [Sierpinski, 1928e].

En [Mazurkiewicz y Sierpiniski, 1920] los autores describen la estructura to-
pologica de los conjuntos compactos numerables y los clasifican, lo cual ha
sido aplicado en [Semadeni, 1959] y [Semadeni, 1971, p.155].

En general, las nociones mas importantes de topologia conjuntista atrajeron
la atencion de Sierpinski y lo llevaron a obtener resultados nuevos e importan-
tes. Entre estas nociones estan la de espacio completo en [Sierpiriski, 1928¢]
y [Sierpiriski, 1928g]; de conjunto ralo'! en [Sierpiriski, 1922d], conjunto fron-
tera y conjunto con la propiedad de Baire.

Dejando de lado la construccion de curvas importantes, se debe resal-
tar los ejemplos propuestos como los de conjuntos puntiformes conexos y
aquellos de una descomposicién del plano en dos conjuntos puntiformes en
[Sierpinski, 1920b] y [Kuratowski y Sierpinski, 1922].

En [Marczewski, 1935] se establece la siguiente condicién: un conjunto F
satisface s si todo conjunto perfecto contiene un perfecto P tal que se tie-
ne P C E6PUFE = (. Esta condicién se introdujo luego de que en
[Sierpiniski, 1935b] se estudiase la siguiente propiedad: todo conjunto per-
fecto contiene un perfecto P tal que f|P'? es continua.

Marczewski en [Hartman et al., 1974, p. 20| dice que la mayor parte de los
trabajos de Sierpinski que pertenecen a topologia general han sido concebidos
entre 1915 y 1924, y que luego se centro en la teoria descriptiva de conjuntos,
donde la topologia conjuntista tuvo un amplio campo de investigacién que
fue explotado por Sierpinski.

(o]
1A es ralo cuando A= ().
12Quiere decir que funcién f se restringe al dominio P.
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5.1.5. Funciones de variable real

Segun Hartman, el papel de Sierpinski en teoria de funciones no es primor-
dial y sus trabajos en ésta no son tan potentes como los que el aporté en
topologia o en teoria de ntimeros.

Para el periodo antes de la guerra, se puede distinguir tres ciclos y/o temati-
cas que ocuparon a la teoria de funciones: las derivadas de Dini, la clasifica-
cion de Baire y la condicién de Baire.

En [Sierpinski, 1912¢|, a través del estudio del niimero de derivadas de una
funcién no diferenciable, se llegd a un notable resultado: el conjunto de pun-
tos en el que una funcién continua admite una derivada de cada lado y donde
ellas son distintas es a lo méas numerable. La prueba de este resultado fué la
primera en un ciclo de demostraciones que se apoyaron en examinar la co-
tangente y que llevé a teoremas famosos de Denjoy, G.C. Young y Saks.

En [Sierpinski, 1914] aparace otro teorema sobre las derivadas de Dini: si una
funcion continua f admite un conjunto denso de méximos y minimos, sus de-
rivadas de Dini se anulan cada una en un conjunto denso. Posteriormente,
en [Garg, 1962] se probd que este conjunto tiene la potencia del continuo.

El articulo [Sierpinski, 1912a] fue el primero en demostrar que el conjun-
to de maximos de una funcién cualquiera es a lo mas numerable. En
[Sierpinski, 1922a] donde aborda las derivadas de Dini y la clasificacién de
Baire, publica el siguiente teorema: las derivadas de Dini de una funcién de
clase « son de clase < a + 2; asi que si la funcion es no medible, sus de-
rivadas de Dini pueden ser no medibles. Esto ultimo fué un problema que
abord6 Banach en los anos siguientes.

En [Sierpinski, 1932b] hizo un intento de generalizar la clasificacién de Baire
a un dominio abtracto, a partir de un espacio lineal X de funciones reales
definidas en un conjunto cualquiera, a condicién que X sea lo que el autor

llama un “anillo”.!3

En [Sierpiriski, 1924c| se define un método que permite construir borelianos
de todas las clases infinitas sin usar el método de la diagonal.

13Es decir que si f y g € X entonces min(f, g) y max(f,g) € X.
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En [Sierpiriski, 1927c| Presenta una construccién puramente efectiva de una
funcion de la cuarta clase de Baire e indica que su método se puede extender
a todas las clases de Baire finitas.

En [Sierpiniski, 1921¢c| da respuesta negativa a la pregunta de si una funcién
de la primera clase puede representarse como una serie absolutamente con-
vergente de funciones continuas.

Asi mismo, se muestra en [Sierpiriski, 1933a] que los limites puntuales de
composiciones iteradas fi, fo o f1, fso fa o f1,... no abarcan la totalidad de la
primera clase.

En [Sierpinski, 1936a] demuestra, usando la hipétesis del continuo, que exite
una funcién f de la primera clase y un conjunto no numerable E tales que
f no es continua ni semicontinua superiormente sobre ninguna parte no nu-

merable de E.

Sobre la propiedad de Baire, en [Sierpinski, 1934d]| se muestra que a pesar
de la analogfa entre los conjuntos Lebesgue medibles y los (Ba)' las demos-
traciones de teoremas son habitualmente mas complejos usando la propiedad
de Baire que usando la medibilidad, y demuestra, usando la hipdtesis del
continuo, que si la funcién f satisface la propiedad de Baire en sentido res-
tringido y g es continua, que la composicién f o g no satisface necesariamente
la propiedad de Baire.

En [Sierpiriski, 1936¢| se demuestra que existe una funcién no medible tal
que para casi todo x satisface la ecuacién f(x 4+ y) = f(z — y) para todo v,
excepto para un conjunto de potencia inferior a la del continuo.

En [Sierpiniski, 1932d] se prueba que toda funcién f(z,y) que es continua
respecto a cada variable estd completamente determinada por los valores que
ella toma en un conjunto denso.

Varios resultados de la teoria de funciones aparecen en articulos dedicados
a la topologia o a la teoria de la medida, por ejemplo en [Sierpiriski, 1928a

Ver el apartado 5.1.3 de medida.
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demuestra el teorema que dice que el conjunto de valores de una funcién
semicontinua puede ser un conjunto analitico cualquiera. Otro ejemplo es
[Sierpiniski, 1920c|, en el que demuestra que existe un conjunto plano no
medible tal que toda recta vertical u horizontal lo corta a lo mas en un
punto.

5.2. Una seleccién mas aguda

No fue tnicamente el nimero de articulos, sino la calidad de estos trabajos
académicos lo que permitié el reconocimiento internacional de FM. Entre
las publicaciones de esta revista hay destacados tratados que ayudaron de
manera significativa en el desarrollo de las matematicas y se han ganado un
lugar de prestigio en la literatura matematica mundial.

En este aparatado se presenta algunos de los articulos mas relevantes de
Sierpinski desde 1918 hasta 1939 y luego de diversos autores que publica-
ron en F'M hasta antes de la Primera Guerra Mundial. Los articulos que se
han escogido ha sido teniendo en cuenta aspectos como el surgimiento de un
concepto nuevo, o que se proponen las bases para una teoria o el “impul-
so” que este articulo haya generado para trabajos posteriores. No se tiene
en cuenta como un factor para determinar la importancia, la elaboracion
de pruebas novedosas de resultados previamente establecidos (esto se dice
porque gran cantidad de trabajos de Sierpinski se dedica a ello). Las re-
ferencias usadas para escoger estos articulos son [Duda, 1996], el apartado
titulado: Travaux de W. Sierpinski sur la théorie de ensembles et ses appli-
cations, en [Hartman et al., 1974, pp. 11-36] (Tomo II), [Kanamori, 1995] y
[Kuzawa, 1968, pp. 110-11]. Cabe decir que varios otros articulos se pudieron
escoger, pero es imposible abarcar una cantidad representativa debido a la
cantidad de material.

5.2.1. L’axiome de M. Zermelo et son role dans la
Théorie des Ensembles et I’ Analyse

Este articulo fue publicado por Sierpiniski en Biuletyn Polskiej Akademii
Umiejetnosci, Krakow, pp. 97-152. (1918). Se puede ver en el Tomo II de
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[Hartman et al., 1974] pp. 208-255.

En 1904, Zermelo enuncia un axioma que no genera contradiccién con los
axiomas previamente aceptados. Este dice:

Para todo conjunto M en el que sus elementos son conjuntos P, no vacios y
disjuntos dos a dos, existe al menos un conjunto N que contiene uno y solo
un elemento de cada conjunto P que pertenece a M

Esta larga memoria de Sierpinski estd dividida en introducciéon y nueve
apartados:

1. El axioma de Zermelo en las demostraciones de la equivalencia de di-
ferentes definiciones de conjunto infinito.

En este apartado, primero se demuestra la equivalencia entre tres defi-
niciones de conjunto infinito, para ello no se usa el axioma de Zermelo.
Luego se recuerda algunas definiciones de conjunto finito y demuestra
su equivalencia. Luego aborda las definiciones de conjunto numerable
y plantea que el siguiente teorema no se puede demostrar sin el uso de
axioma de Zermelo:

Si de un conjunto no numerable E se extrae un subconjunto numerable,
el conjunto restante tendrd la misma potencia que E.

2. El axioma de Zermelo en la teoria de nimeros cardinales.

De los varios resultados sobre nimero cardinales enunciados en este
apartado, el siguiente es erroneo. Sierpinski dice que el axioma de Zer-
melo se necesita para ser demostrado:

St M es un conjunto en el cual sus elementos son conjuntos no vacios,
el conjunto union S de todos los subconjuntos P que conforman a M
tiene potencia mayor o igual a la de M.

Un contraejemplo es el siguiente: sea M = {{0},{1},{0,1}}, entonces
CarM = 3 y CarS = 2. La proposicién se puede corregir exigiendo
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que los elementos sean conjuntos disjuntos.

3. El axioma de Zermelo en la teoria de conjuntos ordenados y de ntimeros
transfinitos.

Se plantea que no se sabe demostrar sin la ayuda del axioma de Zermelo
lo siguiente: Para toda sucesion infinita de nimeros transfinitos de la
sequnda clase, existe un numero de la misma clase que es mds grande
que todos los términos de la sucesion considerada.

Y plantea luego un resultado equivalente: para toda infinidad numerable
de numeros de la sequnda clase existe un numero mayor de la misma
clase.

También muestra teoremas en los cuales no interviene el axioma de
Zermelo, tal como que ¥; > Xy y que Ng > X, para § > a.

Finaliza este apartado diciendo que el axioma de Zermelo interviene en
la demostracién de la mayoria de teoremas de la teoria que se ocupa
especialmente de conjuntos ordenados (investigaciones de Haussdorff).

4. El axioma de Zermelo en la teorfa de conjuntos de puntos. (Topologia)

En este apartado se plantea que normalmente se usa las nociones de
punto limite y de punto de acumulacion como equivalentes.! sin em-
bargo esta equivalencia no puede demostrarse sin el axioma de Zermelo.
Se puede demostrar sin el axioma de Zermelo que todo punto limite de
P es punto de acumulacién de P, pero la reciproca necesita de este
axioma. Plantea que la definicién de conjunto cerrado depende de cuél

15Cabe decir que Sierpiniski rconoce que hay autores que no diferencian entre estas dos
nociones. Sin embargo Sierpiniski las diferencia de la siguiente forma:

Se dice que g es punto de acumulacion del conjunto de puntos P si para todo € > 0
existe un punto distinto de g que pertenece a P y cuya distancia a g sea menor que €.

Se dice que g es un punto limite del conjuntos de puntos P, si existe una sucesion infinita
P1,D2,P3, -.- de elementos de P (distintos de g), que converge a g.
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de las nociones se use.'® Algo similar sucede con las definiciones de con-
junto derivado, de conjunto denso, de conjunto perfecto, de conjunto
aislado.

Por ejemplo, el teorema de recubrimiento de Heine-Borel'” se puede

demostrar sin usar el axioma de Zermelo, asumiendo que un conjunto
es cerrado si contiene sus puntos de acumulacién; pero si se asume los
conjuntos cerrados como aquellos que contienen a sus puntos limites,
se necesitaria el axioma de Zermelo para demostrar ese resultado.

5. El axioma de Zermelo en la teoria de la medida.

Sin el axioma de Zermelo no se puede demostrar el teorema fundamen-
tal de la teoria de la medida de Lebesgue, que plantea que la unién
numerable de conjuntos medibles es un conjunto medible.

Sin el axioma de Zermelo no se sabe mostrar que si la unién numera-
ble de conjuntos medibles (disjuntos dos a dos) es medible, su medida
serd igual a la suma de la medida de los conjuntos.

Se puede demostrar sin el axioma de Zermelo que todo conjunto me-
dible es, para todo € > 0, la unién de un conjunto cerrado'® y de un
conjunto de medida menor que e.

6. El axioma de Zermelo en el andlisis. 1?

16De una lado se dirfa que un conjunto de puntos se dice cerrado si contiene todos sus
puntos de acumulacion; de otro lado se diria que es cerrado si contiene todos sus puntos
limite.

17Sierpinski lo enuncia de la siguiente manera: si se tiene una infinidad de intervalos
01, 02,03, ... tal que todo punto de un conjunto cerrado y acotado F' sea interior al menos a
uno de estos intervalos, existe un ntimero limitado de estos intervalos, tal que todo punto
del conjunto F' sea interior a uno de ellos al menos.

18Es decir, que contiene a todos sus puntos de acumulacién.

9En este apartado se incluye teorfa de funciones, lo que indica que Sierpinski asume la
teoria de funciones més como una parte del anélisis que como una parte de de la teoria de
conjuntos.
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Se presentan las definiciones de continuidad de Cauchy y de Heine y se
comparan de acuerdo al axioma de Zermelo.

Se puede demostrar, sin usar el axioma de Zermelo, que la continuidad
en el sentido de Cauchy implica continuidad en el sentido de Heine, sin
embargo, la reciproca necesita de este axioma.

Lo anterior se presenta para las definciones de continuidad puntual, sin
embargo las definiciones de continuidad para todo el intervalo (conti-
nuidad global) se muestra la equivalencia de las nociones de Cauchy y
de Heine.

Al igual que con el problema de la continuidad de una funcién, se tiene
dos definiciones para la derivada de una funcién: una que se basa en
conocidas desigualdades y otra que se fundamenta en sucesiones infi-
nitas. Sin aplicar el axioma de Zermelo, se puede probar que para las
funciones continuas en un intervalo, las dos definiciones de derivada en
un punto dado son equivalentes entre si.

Habitualmente se asume que una funcion es representable analitica-
mente si y sélo si pertenece a una de las clases de Baire. Pero mostrar
la inclusién de las Clases de Baire en la clase de las funciones analiticas
requiere usar el axioma de Zermelo.

Un ejemplo efectivo muy simple (sin nimeros transfinitos) de una fun-
cién que escapa a las Clases de Baire fué dado por Suslin, pero para la
demostracion de algunas propiedades de este se recurrio al axioma de
Zermelo.

Aun no se sabe demostrar, sin recurrir al axioma de Zermelo, la ce-
rradura de las Clases de Baire respecto a la convergenica puntual, es
decir, si fi(x), fa(x), f3(z), ... es una sucesién convergente de funciones
que pertenecen a la clasificaciéon de Baire, el limite es una funcién que
pertenece a esta misma clasificacion.
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Se puede demostrar sin el axioma de Zermelo el teorema de Fréchet
que dice que para toda funcién perteneciente a la clasificacién de Bai-
re existe una serie de polinomios que converge hacia la funcion dada,
excepto puede ser para un conjunto de medida nula. Pero no se pue-
de demostrar sin el axioma de Zermelo que para toda funcién medible
exista una serie doble de polinomios, convergente en toda parte, en el
que la suma es igual en casi toda parte a la funciéon considerada.

El teorema de Luzin que plantea que el continuo no se puede descom-
poner en una infinidad numerable de conjuntos numerables, no requiere
para su demostracién del axioma de Zermelo.

Sin el axioma de Zermelo se puede mostrar la equivalencia de dos
definiciones sobre la continuidad aproximativa de una funciéon en un
punto (Denjoy). Sin embargo, no se sabe demostrar sin usar el axioma
de Zermelo, el teorema de Denjoy en el que plantea que toda funcion
medible es aproximativamente continua en casi toda parte.

7. El axioma de Zermelo en la construccion de ejemplos.

En este apartado se muestra construcciones de conjuntos y de funcio-
nes en los que interviene el axioma de Zermelo, por ejemplo la descom-
posicién que Haussdorff hizo de la superficie de una esfera en cuatro
conjuntos disjuntos A, B, C, D, donde D es numerable y los conjuntos
A, B,C y BUC se pueden superponer dos a dos a través de una rota-
cién conveniente de la esfera considerada. Esta es la base de la paradoja
de Banach-Tarski, de la que se habla en la pagina 178.

También se muestra la construccién de Luzin y Sierpinski de un conjun-
to de puntos no numerable que se transforma en un conjunto de medida
nula para toda transformacién biunivoca y continua en el intervalo que
lo contiene.

Finaliza este apartado con la construccién de un problema propuesto
por Luzin, que usa el axioma de Zermelo, de una funcién medible que
no puede ser mayorada por ninguna funcién representable analitica-
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mente.

8. Los problemas que conducen a las funciones no medibles.

Un problema determinado implica funciones no medibles, si admitiendo
que éste se resuelve afirmativamente, se deduce la existencia de funcio-
nes no medibles sin usar el axioma de Zermelo.

Entre estos problemas (y/o enunciados) estén:

- La clase de todos los subconjunto numerables del continuo tiene la
potencia del continuo.

- Existe un conjunto ordenado, formado por todas las funciones de la
segunda Clase de Baire.

- Existe una descomposicién del segmento en dos conjuntos donde
ninguno contiene un subconjunto perfecto.

- Existe una funcién discontinua que satisface la ecuacién funcional

flx+y) = flz)+ f(y)

9. El principio general de eleccion. Elecciones dependientes.
El principio general de elecciéon puede enunciarse de la siguiente manera:

Sea M un conjunto en el que sus elementos son conjunto no vacios (no
necesariamente disjuntos), existe una ley que asigna a cada conjunto
P de M un elemento p de P.

A través de un ejemplo Sierpinski explica la diferencia entre eleccion
independiente y eleccion dependiente. Tal ejemplo permite obtener
una descomposicién del continuo en una infinidad no numerable de
conjuntos no medibles.

5.2.2. Otros articulos de Sierpinski

Se presenta a continuacion los articulos en orden cronolégico y se da una
descripcion de cada uno de ellos:
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» (Junto a N. Luzin). “Sur quelques propriétés des ensembles (A)”, Biu-
letyn Polskiej Akademii Umiejetnosci, Krakow, pp. 35-48. (1918). En
Tomo II de [Hartman et al., 1974] pp. 192-204.

La mayor parte de las propiedades de los conjuntos A han sido estu-
diadas en los articulo [Suslin, 1917] y [Luzin, 1917]. Esta memoria es
relevante por dos aspectos, el primero es que simplifica la demostracion
del teorema fundamental de Suslin sobre los conjuntos analiticos: todo
conjunto analitico es Lebesque medible.

Sin embargo el segundo aspecto que da relevancia a esta publicacién es
el mas importante, ya que corresponde a una generalizacién del teore-
ma anterior. Esta generalizacion se enuncia de la siguiente manera:

La operacion A, efectuada sobre un sistema de conjuntos Lebesgue
medibles genera siempre un conjunto Lebesque medible.

= “Sur une condition pour qu’ un continu soit une courbe jordanienne”,
FM 1, pp. 44-60. (1920). En Tomo II de [Hartman et al., 1974] pp. 308-
321.

Marczewski en [Hartman et al., 1974] (tomo IT pp. 18) dice que la pu-
blicacién de esta memoria y la de Mazurkiewicz?® también en el primer
volumen de FM contribuyeron al éxito de F'M.

El objeto de esta memoria es la demostracién del siguiente teorema:

Para que un continuo®* C (de un espacio euclidiano m-dimensional)
sea una curva de Jordan, es necesario y suficiente que para todo € > 0,
C se pueda ver como la union de una cantidad finita de continuos de
didmetro < e.

204Qur les lignes de Jordan”, que se presenta en la pagina 177.
21Un continuo es un espacio topolégico conexo y compacto.
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» (Junto a N. Luzin). “Sur un ensemble non mesurable B”, J. Math. Pur.
Appl. (9) 1 (1923), pp. 53-72. En Tomo II de [Hartman et al., 1974] pp.
504-519.

Entre Baire y Lebesgue dedujeron que toda funciéon representable
analiticamente es puntualmente discontinua sobre todo conjunto perfec-
to cuando se extrae conjuntos de primera categoria respecto al conjunto
perfecto. Luzin probo esto mismo en 1917 apoyandose en el axioma de
eleccién pero sin la hipdtesis del continuo, y previamente, en 1914,
habia mostrado que la condicion de Baire no es suficiente si se asume
la hipétesis del continuo.

Esta memoria se propone definir efectivamente una funciéon no repre-
sentable analiticamente que satisface la condicion de Baire, sin embargo
hace més cosas, tales como demostrar que para los conjuntos analiticos
se satisface la propiedad de Baire.

[Kanamori, 1995] dice que esta memoria es fundamental ya que con ésta
se cambio el énfasis hacia los conjuntos coanaliticos (los complementos
de los analiticos), y estipuld una representacion bésica para éstos. Sobre
esto dltimo se trata en la pagina 213.

» “Sur I'hypotese du continu 2% = R,”. FM 5, 1924, pp. 177-187. En
Tomo II de [Hartman et al., 1974] pp. 527-536.

Se examina algunos teoremas que se obtienen al utilizar la hipdtesis
del continuo, al igual que algunas equivalencias de esta hipotesis y
finalmente un resultado que se obtiene al negar esta hipdtesis. Se divide
el articulo en seis apartados:

1. La hipdtesis del continuo (2% = ;) equivale al teorema de
que todo subconjunto no numerable de R tiene la potencia del
continuo, sin embargo para tal resultado se necesita hacer uso del
axioma de Zermelo.

2. Se hace distincién entre la hipdtesis del continuo y el problema
del continuo. Este tltimo consiste en la determinacién del aleph
correspondiente al continuo, o del ordinal « tal que 2% = X,,.
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3. Se enuncia algunos pocos teoremas que son equivalentes a la
hipdtesis del continuo:

)

El conjunto de todos los puntos del plano es la uniéon de
dos conjuntos, donde uno es a lo mas numerable sobre toda
paralela al eje de de las abscisas y el otro es a lo mas numerable
sobre toda paralela al eje de las ordenadas. Resultado tomado
de [Sierpinski, 1919].

El conjunto de todos los numeros reales es una unién
de conjuntos crecientes numerables. Resultado tomado de
[Sierpinski, 1922¢].

N§° > N?O.QQ Esta equivalencia la usa Sierpinski para llegar a
la siguiente proposicién: R, = 2% si y sélo si o es el menor
ordinal que satisface VY = N,,.

siguientes, son consecuencias de la hipétesis del continuo:

2% > 2% (que se obtiene a partir de la desigualdad de Cantor
A > Nl)

Existe un conjunto ordenado (linealmente) de potencia 8; que
contiene subconjuntos de todo tipo de orden de potencia N;.

Resultado tomado de [Hausdorff, 1914, pp. 181-182].

Existe en el intervalo (0,1) un conjunto £ no numerable, tal
que todo conjunto no denso en (0,1) contiene a lo mas un
conjunto numerable de puntos de E. Resultado tomado de
[Luzin, 1914, p. 1259].

Todo conjunto lineal de potencia inferior a la del continuo es
de la primera categoria de Baire.?3

Existe una funcién de una variable real f(z) que es
discontinua sobre todo conjunto no numerable. Resultado
tomado de [Sierpiriski y Zygmund, 1923, p. 318].

Todo conjunto no medible (L) tiene la potencia del continuo.
Ademas se puede demostrar que existe un conjunto lineal

no numerable donde todo subconjunto no numerable es no
medible (L).

22Dado que la igualdad Ngo = N?fo es equivalente a negar la hipétesis del continuo
23Respuesta afirmativa al problema de Ruziewicz en FM 1922, Volumen III, p. 322.

Probleme 18.
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g) Si A € R no es de primera categorfa en ningin intervalo,
existe una descomposiciéon: A = BUC, BNC = 0, tal que ni
B ni C son de primera categorfa en ningin intervalo.?!

5. La demostracion de la mayoria de proposiciones que se obtienen
con la hipédtesis del continuo se pueden modificar de forma tal que
se tienen resultados veridicos, independientes de esta hipodtesis y
tales que las proposiciones en cuestién son inmediatas si se admite
la hipétesis del continuo. Por ejemplo si se modifica ligeramente la
demostracién de la tercera proposicién (de Luzin) del apartado 4,
se obtiene (usando el axioma de Zermelo, sin admitir la hip6tesis
del continuo):

Existe en el intervalo (0,1) un conjunto £ no numerable, tal que
el conjunto de puntos de £/ comunes con un conjunto dado cual-
quiera no denso en (0, 1) tiene potencia inferior a la del continuo.

Similarmente, la quinta y la sexta proposiciéon pueden reemplazar-
se (cambiando la hipdtesis del continuo por el axioma de Zermelo)
respectivamente por los siguientes teoremas:

Existe una funcién de una variable real discontinua sobre todo
conjunto de la potencia del continuo.

Existe un conjunto lineal de la potencia del continuo donde todo
subconjunto de la potencia del continuo es no medible (L).

6. Se conocen pocas proposiciones que se demuestran bajo la nega-
cion de la hipétesis del continuo, por ejemplo la siguiente:

Todo conjunto lineal de la potencia del continuo tal que su comple-
mento es un conjunto analitico contiene un subconjunto perfecto.

» “Sur I’ uniformisation des ensembles mesurables (B)”, FM 16, 1930,

24Respuesta afirmativa al problema propuesto por Kuratowski en FM 1923, Volumen 4,
p. 368. probleme 21.
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pp. 136-139. En Tomo III de [Hartman et al., 1974] pp. 44-46

Un conjunto plano E esta uniformizado por el conjunto H C FE, si toda
paralela al eje OY que corta a E, corta a H en un solo punto.

Luzin probé que todo conjunto plano B medible puede ser uniformi-
zado por un complementario analitico, para ello usé el denominado
método de los cinturones. En este articulo, Sierpinski demuestra este
teorema basdndose en principios distintos a los de Luzin. La prueba de
Sierpinski permite ademas demostrar que todo conjunto analitico pue-
de ser uniformizado por medio de un PC'A (proyeccién de un conjunto
coanalitico). Ademds va un poco més lejos y demuestra que un conjun-
to boreliano en el que la proyeccién sobre el eje OX no sea boreliano
no puede ser uniformizado por un conjunto analitico.

Finalmente plantea la siguiente pregunta: ; Un conjunto plano coanaliti-
co es siempre uniformizable por un conjunto C' PC'A o incluso por un
conjunto proyectivo? Esta pregunta fue abordada por varios matemati-
cos durante la década del 30; el resultado mas general al que se lleg6 en
relacién a la uniformizacién, fue el obtenido en [Kondo, 1939], en el
que se demuestra que todo conjunto coanalitico es uniformizable por
un coanalitico.

= “Sur la dualité entre la premiere catégorie et la mesure nulle”,
FM 22, 1934, pp. 276-280. En Tomo III de [Hartman et al., 1974] pp.
207-210.

Se muestra, con la ayuda de la hipétesis del continuo, el siguiente teo-
rema que muestra una dualidad entre medida y categoria:

Si 2% = N, | eziste una transformacion biunivoca f de R en R, tal que
si B C R es de primera categoria, f(FE) es un conjunto de medida nu-
la, y si E C R tiene medida nula, f~'(E) es un conjunto de primera
categoria.
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Este articulo es el principal para la temética denominada medida y
categorias, descrito en el apartado 5.1.3.

5.2.3. Algunos articulos en FM hasta 1939
= “Sur les lignes de Jordan”. Por Mazurkiewicz. FM 1 (1920). pp. 166-209.

Marczewski en [Hartman et al., 1974] (tomo II pp. 18) dice que esta
memoria y al igual que el articulo [Sierpinski, 1920a]?® en 1920 en el
primer volumen de F'M contribuyeron al éxito de esta revista.

Esta memoria, de contenido topoldgico, contiene una exposicion
sistematica de resultados de Mazurkiewicz, de los cuales la mayoria
fueron publicados en tres notas presentadas a la Sociedad de Ciencias
de Varsovia. Contiene siete apartados que se titulan:

1. Didmetro de un conjunto de puntos. 2. Distancia relativa 3. Género
de un punto. 4. Lineas de Jordan. 5. Lineas de Jordan generalizadas.
6. Un teorema sobre los conjuntos saturados. 7. Lineas de Jordan y
continuos irreducibles.

s “Une méthode d’ elimination des nombres transfinis des raisonnements
mathématiques”. Por Kuratowski. FM 3 (1922). pp. 76-108.

Este es un articulo que propone un método basado en el concepto de
cadena de Dedekind, con el que se puede prescindir de los niimeros
transfinitos para algunos razonamientos matematicos. Aunque el méto-
do propuesto corresponde a teoria general de conjuntos, las aplicacio-
nes que nombra Kuratowski a lo largo del articulo abarcan distintas
ramas de las matematicas, tal como lo hacia Sierpiniski con sus investi-
gaciones sobre hipodtesis del continuo y sobre el axioma de Zermelo en
[Sierpinski, 1924b] y [Sierpinski, 1918a] respectivamente.

El articulo tiene dos partes, la primera es en la que que explica
el método de eliminacién de los transfinitos al identificar unos
procedimientos representados por ciertos esquemas y reemplazar ciertas

25 Sur une condition pour qu’un continu soit une courbe jordanienne.
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definiciones de estos esquemas. La segunda parte es de aplicaciones y
consta de diez apartados que se denominan: 1. Teorema de Zermelo.
2. Conjuntos saturados e irreducibles. Teorema de Brouwer. 3. Clases
abstractas de Fréchet. 4. Derivadas y coherencias. 5. Conjuntos ralos
y teorema de Cantor-Bendixson. 6. Residuos y conjuntos que son a la
vez Fs y Gs. 7. Clases de Borel. 8. Funciones de Baire. 9. Problema de
Baire y problema auxiliar de M. de la Vallée Poussin. 10. Los conjuntos
(A) de Suslin.

= “Sur les opérations dans les ensembles abstraits et leur application aux
équations intégrales”. Por Banach. FM 3 (1922). pp. 133-181.

Corresponde a la tesis de Banach presentada en la Universidad de
Ledpolis, en la que se axiomatiza una nueva clase de espacios llamados
posteriormente como espacios de Banach que se caracterizan por ser
espacios vectoriales completos y dotados de una norma.

Esta publicacién da nacimiento a una nueva rama de las matematicas
que se denomina analisis funcional. Y entre los campos funcionales
que se trabajan en esta publicacién estan el conjunto de funciones
continuas, el conjunto de funciones sumables (o Lebesgue integrables),
el conjunto de funciones integrables con la r-ésima potencia, el
conjunto de funciones medibles y acotadas, el conjunto de uniones
duhamelianas acotadas, el conjunto de funciones con la (p-1)-ésima
derivada absolutamente continua (y la primera derivada, o continua, o
Lebesgue integrable o con la r-ésima potencia Lebesgue integrable, o
acotada, o duhameliana).

= “Sur la décomposition des ensembles de points en parties respective-
ment congruentes”. Por Banach y Tarski. FM 6 (1924). pp. 244-277.

Se prueba que dados dos conjuntos acotados en R" (n > 3) con interio-
res no vacios son equivalentes bajo descomposicion finita. Posteriormen-
te, v a partir de este resultado se le llamo la paradoja de Banach-Tarski
al siguiente enunciado: la esfera unidad puede descomponerse en finitas
partes y juntarse en dos esferas unidad.
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Esta paradoja se apoya en el axioma de Zermelo para realizar una can-
tidad no numerable de elecciones arbitrarias.

Un resultado parcial y fundamental para este enunciado se habia
planteado en el libro [Hausdorff, 1914],?¢ sin embargo fue a través de
este articulo que esta paradoja adquiere reconocimiento.

s “Mémoire sur les multiplicités Cantoriennes”. Por Urysohn. FM 7
(1925). p. 30-137 y FM 8 (1926). pp. 225-351.

Corresponde a dos publicaciones péstumas de Urysohn, en las que se
inicia la investigacién en teoria de dimension basada en el concepto de
dimensién inductiva pequena, presentando todos los resultados funda-
mentales de la teoria de la medida.

En esencia, Uryshon explora las definiciones de curva y de superficie,
investigando también las definiciones de variedad cantoriana de n
dimensiones, centrando su atencién en el concepto de dimensién.

= “Sur les ensembles analytiques”. Por Luzin. FM 10 1927. pp. 1-95.

En esta memoria, Luzin recoge sus investigaciones sobre los
conjuntos analiticos. Difiere de la presentacion de su posterior
libro [Luzin, 1930],2” en el orden de presentacién, presentando tres
capitulos que se denominan: 1. La construccién de Lebesgue y sus
generalizaciones, en el que presenta la construccién que Lebesgue hizo
de un conjunto que escapa a toda representacién analitica (pero que
el francés no estudié sus propiedades), generaliza la operacién criba
a varias dimensiones, e introduce la operaciéon proyeccion. 2. La B
medida, donde aborda dos propiedades inductivas: la analiticidad y la
unicidad, luego introduce la B separabilidad, la construccién efectiva
de todo conjunto de unicidad y las funciones implicitas. 3. El conjunto
analitico més general, en el que trata el criterio de la B medida, lo
transfinito (incluyendo el axioma de eleccién y el axioma del conjunto

26Para profundizar mas, ver el libro [Wagon, 1993].
2TDel cual se profundiza algo més en el apartado 6.1.2.

179



5.2. UNA SELECCION MAS AGUDA

potencia)?® y finalmente unas pocas paginas para abordar los conjuntos
proyectivos.

= “Les opérations logiques et les ensembles projectifs”. Por Kuratowski
y Tarski. FM 17 (1931). pp. 240-248.

Kuratowski y Tarski escribieron sobre el uso de operaciones logicas
en la teoria descriptiva de conjuntos, en particular para la jerarquia de
conjuntos proyectivos. En esencia, se plantea que la jerarquia proyectiva
se puede obtener a través de la combinacién de los siguientes cinco
operadores légicos: —, que corresponde a la operacién complemento;
d, que corresponde a la proyeccién; V, que se puede ver como la
composicion =V més la negacion de la proposicion; y V y A que
corresponden a union e interseccion respectivamente. Estos operadores
l6gicos se aplican sobre la clase de las funciones proposicionales.

] ‘jThéorie générale de 1’ homologie dans un espace quelconque”. Por
Cech. FM 19 (1932). pp. 149-183.

Se propone Cech en este trabajo mostrar como se llega a una teorfa de
la homologia en un espacio cualquiera, lo cual implica unir conceptos
de la topologia de puntos y la topologia algebraica. En este trabajo se
generaliza la teoria de la homologia ya que anteriormente se desarrolla-
ba la teoria de la homologia solo para espacidés métricos y compactos.
En [Eilenberg y Steenrod, 1952] dice que esta publicacién es el inicio
de la teorfa de homologia y cohomologia de Cech.

Esta publicacién se divide en cinco capitulos. El primero nombra (sin
demostrar) algunas propiedades de médulos. En el segundo capitulo
se expone una teoria general de homologia de forma més abstracta,
sin suponer nada sobre la naturaleza del espacio sobre el que se
trabaja. En el tercer capitulo se considera el caso especial donde el
espacio a trabajar es topoldgico, es decir donde la familia fundamental

28Interesante la inclusién de esta dos axiomas, ya que se relacionan a través del
argumento de René Baire para no aceptar la primera demostraciéon del buen orden realizada
por Zermelo en 1904. El argumento de Baire se centra en que la demostracién se basa en
axioma del conjunto potencia.
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estd conformada por redes abiertas. En el cuarto capitulo se aborda
una aplicacion, en la que se generaliza un teorema sobre las homologias
en la suma de dos espacios topoldgicos normados y cerrados para la
suma. En el quinto capitulo se aborda la teoria de ciclos con coeficientes
racionales.

= El volumen 25 de FM, en 1935, se publicé como un volumen especial,
con 47 publicaciones de 45 autores de doce paises, entre ellos: Lebesgue,
Borel, Luzin, Alexandroff, Hardy, Littlewood, Hopf, Hausdorff, Von
Neumann, Banach, Tarski, Kuratowski, Zygmund y Sierpinski. De esta
forma ya no habia duda sobre el reconocimiento internacional que tenia
FM. En [Tamarkin, 1936], con motivo de este volumen especial de esta
revista, se escribié lo siguiente: “el volumen 25 de FM representa un
evento notable en la vida matemética del mundo entero”.

5.3. Conclusiones y comentarios

1. Sierpinski no se posicionaba filoséficamente respecto a la aceptacion o
no de la hipoétesis del continuo y del axioma de eleccion, tomando siem-
pre una posiciéon neutral, no se preocupa por dar la respuesta definitiva
si la razon esta del lado de Zermelo o de quienes se oponen a la acep-
tacion de demostraciones o procedimientos matematicos en los que se
involucre este axioma (igul con la hipétesis del continuo). Sin embargo
no fue ajeno a la discusién y exploré como quizas ningin otro de los
matematicos de su época las consecuencias de la aplicacién de éstos. En
ese sentido, en sus publicaciones es recurrente que diga explicitamente
si usa o no el axioma de eleccién o la hipdtesis de continuo. Asi, Sier-
pinski puede verse como un prototipo de matematico que se inmiscuye
en la discusion filoséfica pero que es conciente de su labor de explorar
a profundidad las consecuencias de asumir una u otra hipotesis.

Sobre el axioma de eleccién hay muchas referencias a Sierpinski, de
hecho [Moore, 1982], que es el texto mas completo sobre historia e in-
fluencia de este axioma dedica un capitulo a la escuela de Varsovia y
resena 43 publicaciones de Sierpinski en su bibliografia. La bibliografia
de este libro, que se ubica por autores en orden cronolégico, ubica como
primer publicacién de Sierpinski a [Sierpinski, 1916a], que es un abre-
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bocas de [Sierpinski, 1918a] (el primer articulo de Sierpinski presentado
en el apartado 5.2).

En [Moore, 1982, p. 289] se plantea que hasta 1938 no hubo cambio en
las posiciones sobre el axioma de eleccion, lo cual se corroboré en la
reunién que se denominé Las FEntretiens de Zurich que tuvo lugar en
la Ecole Polythechnique Fédérale de Zurich del 6 al 9 de diciembre de
1938. Entre los participantes en esta conferencia, dedicada a los funda-
mentos de las matematicas, habia matematicos, légicos y filésofos como
Gonseth, Skolem, Fréchet, Lukasiewicz, Lebesgue, Polya, Sierpinski y
Bernays. Lebesgue y Sierpinski se hicieron eco de lo que habian escrito
en anos anteriores sobre el axioma de eleccion.

En su conferencia, Lebesgue elogia Sierpinski como “el hombre que
mejor ha sabido utilizar el axioma de eleccion”. La conferencia de Sier-
pinski resumia principalmente la investigacién sobre el axioma de la
escuela de Varsovia. En esta, dijo no estar ni a favor ni en contra del
axioma, sin embargo consideraba artificial aceptar solo la versién nu-
merable del axioma,?” ya que no habfa ninguna razén sustancial para
hacer una division del axioma para esta cardinalidad.

Por otro lado, Bernays, quien no podia creer que el axioma fuese me-
ramente una hipotesis en lugar de verdadero o falso, sospechaba que la
investigacion intensiva sobre el axioma de los miembros de la Escuela
de Varsovia, como Sierpinski, era un intento de derivar una paradoja
desde el axioma.

De otro lado, Sierpinski en gran parte es un autor de reaccién a partir
de investigaciones de otros de sus contemporaneos. [Sierpiriski, 1918a],
que es el articulo de mayor impacto de Sierpinski, es un ejemplo
claro de ello, sin embargo en este articulo hay todo un estado del
arte de la discusién sobre el axioma de eleccién y los distintos
resultados del analisis y de la teoria de conjuntos donde se ha usado,
lo cual muestra que la relevancia de una publicaciéon en fundamentos
de las matemdticas no esta ligada necesariamente a un resultado

290poniéndose a las divisiones planteadas principalmente por los franceses.
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absolutamente novedoso (como podria ocurrir con una publicacién de
otra rama de las matemaéticas) ya que como en el caso de la publicacién
en cuestion, la novedad y el aporte estédn en la investigacion exhaustiva
del entramado deductivo en que se inserta un axioma.

2. Algunas citas en las que se intenta caracterizar la matematica polaca
del periodo Entreguerras se recogen a continuacion:

Jean-Pierre Kahane expresé que el rasgo caracteristico era
un uso libre del axioma de eleccion en las demostraciones no
constructivas de existencia, y de acuerdo a ello el libre uso de
otro métodos no medibles, basados por ejemplo en la teoria
de Baire o en la probabilidad (equivalentemente, medida de
Lebesgue)[Duda, 2004, p. 297].

En [Kuratowski, 1980, p. 78| se plantea lo siguiente:

Las principales contribuciones de los matematicos polacos
en el periodo Entreguerras tienen que ver con analisis
funcional y topologia. En analisis funcional, principalmente
en Leodpolis, tuvo un papel protagonico al introducir y
desarrollar métodos fundamentales, nociones y teoremas.

En el campo de la topologia, los matematicos polacos
jugaron un papel fundamental al desarrollar los métodos
conjuntistas y vincular sus diferentes partes en un solo
sistema.

Ademas de estas dos ramas de las matemadticas, cuyo
surgimiento y desarrollo son, en cierta medida, debido a los
matematicos polacos, también se ha contribuido al desarrollo
de la teorfa de funciones reales (sobre todo en los campos de
la teoria de las series trigonométricas, la teoria de la medida y
la teoria descriptiva de conjuntos). Los matematicos polacos
han contribuido mucho al desarrollo de la teoria de conjuntos
y logica matematica (la elucidacién del papel de axioma de
Zermelo y la hipdtesis del continuo, las contribuciones a la
teoria de la deduccion y la iniciacion de la investigacion en
general en los sistemas matematicos).
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Estas citas se refieren a la matematica polaca, que no es necesariamente
lo mismo que la matematica en Sierpinski, o la matematica en la escuela
de Varsovia o la matematica en FM. Sin embargo en 1920, Sierpinski,
la escuela de Varsovia y la matematica polaca compartian el enfoque
sobre la teorfa de conjuntos de la primera etapa de Cantor,® que se
caracterizaba por usar los desarrollos conjuntistas para la solucion de
problemas del andlisis o de la topologia o de la teoria de funciones.

Como fundadores de la escuela de Varsovia de matematicas Sierpinski,
Mazurkiewicz y Janiszewski marcaron unas lineas de investigacion que
se enmarcaban en el enfoque de la primera etapa de Cantor. El libro
[Hausdorff, 1914] fue muy importante para que entre los matematicos
de Varsovia se acogiera este enfoque.! Respecto a Haussdorff, Arboleda
plantea que al introducir el primer paragrafo sobre “Vecindades”,
éste aclara uno de los rasgos caracteristicos de la formalizacion de
las estructuras topologicas, el hecho de fundamentarse en lenguaje
conjuntista, y recoge una cita de [Hausdorff, 1914, p. 209]:

La teoria de conjuntos ha celebrado su mas bello triunfo
en la aplicacién a los conjuntos de puntos de los espacios,
en la clarificacion y la consolidacion de los fundamentos
geométricos [Arboleda, 2012, p. 38].

Arboleda plantea que las investigaciones de Baire y el impacto que
tuvieron en Sierpinski y los matemaéticos soviéticos y polacos en los
anos 1920 dan un buen indicio de que para ellos la teoria de conjun-
tos abstractos estaba al servicio de la soluciéon de problemas, no solo
del andlisis de variable real, sino del andlisis general, es decir la teoria
de funciones generalizadas definidas sobre un espacio abstracto y, en
particular, las funcionales. Este punto de vista lo resume Fréchet de
la siguiente manera en la Introduccion de su obra sobre los “Espacios
Abstractos”: “Un estudio preliminar de los espacios abstractos®? es mas
importante para el desarrollo del andlisis funcional que para la teoria

30Ver el capitulo 3.

31Recuérdese la influencia que ejercié [Hausdorff, 1914] en FM planteada en la pagina 70
y la visién de este autor sobre la teoria de conjuntos descrita en el capitulo 3 (y corresponde
a las dos etapas de Cantor).

32Entendidos como la generalizacién de la teoria de conjuntos, segin Arboleda.
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clasica de funciones”. Lo cual apunta més a la especializacion de la
escuela de Ledpolis con Banach a la cabeza, que a los intereses mas va-
riados entre los mateméticos de Varsovia (particularmente Sierpinski).

Sin embargo, se puede ver en los principales articulos de Sierpinski (el
de axioma de eleccién y de hip6tesis del continuo), que aunque en pri-
mera instancia se asocian mas a la teoria general de conjuntos que a
las otras ramas de la teoria de conjuntos, la investigacién se relacio-
naba con los resultados de otras ramas de las matematicas donde se
usa éstos. El articulo [Kuratowski, 1922],3* es una muestra mds de esta
vision de Sierpinski, en la que una investigacion que se enmarcaria ini-
cialmente en una temadtica de la teoria general de conjuntos (como lo
es los numeros transfinitos), abarca una serie de aplicaciones a varias
ramas de las matematicas.*

Para finalizar, la cita de Kuratowski aporta varios datos importantes,
asi como una Optica de un representante idoneo de la escuela de
Varsovia. Por ejemplo se entiende que la teoria descriptiva de conjuntos
se relacionaba més con la teoria de funciones que con la teoria de
conjuntos y que las tematicas de interés de Sierpinski en la teoria
general de conjuntos, como el axioma de eleccién y la hipdtesis del
continuo, marcaron una linea de accion para la escuela de Varsovia
(Kuratowski dice que es para los polacos en general).

33Que se presenta en la pagina 177.

34 Aunque Tarski y Mostowski son un buen ejemplo de la influencia de Hilbert Zermelo, y
la visién conjuntista de Dedekind, la que les ha llegado por el lado de la tendencia logicista
de Varsovia representada por Lukasiewicz y Lesniewski.
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Capitulo 6

Sobre la teoria descriptiva de
conjuntos

De los campos de trabajo de Sierpinski en teoria de conjuntos, que se des-
tacan en el capitulo 5, se ha considerado interesante encuadrar lo estudiado
sobre este autor con el desarrollo histérico de la teoria descriptiva de con-
juntos, que en el capitulo mencionado se denota como conjuntos analiticos
y proyectivos en el apartado 5.1.2. Este es uno de los campos en los que
Sierpinski presenta resultados propios, lo que diferencia con sus aportes por
ejemplo en teoria general de conjuntos, donde normalmente divulga, hace
demostraciones novedosas, o hasta presenta las consecuencias de usar o no
axiomas o hipdtesis controversiales. La topologia, que es otro campo de ac-
cién de Sierpinski, ha sido suficientemente estudiada e investigada desde lo
histérico en libros como [Aull y Lowen, 1997] y [James, 1999], y la teoria de
funciones de variable real se estanco en un punto en el que ahora no es una
rama de interés en las matematicas, y gran parte de ésta (en especial la desa-
rrollada a partir de los analistas franceses de cambio de siglo XIX al XX) se
conecto con la teoria descriptiva de conjuntos posteriormente.

En [Kanamori, 1995, p. 241] se plantea que la teorfa descriptiva de conjun-
tos es la teoria de la definibilidad del continuo, es decir, el estudio de las
propiedades estructurales de los conjuntos definibles de niimeros reales. En
[Moschovakis, 2009, p. xiv] se dice que el problema central de la teoria des-
criptiva de conjuntos y la teoria de la definibilidad es buscar y estudiar las
propiedades caracteristicas de los objetos definibles, planteando ademés que
lo que hace interesante la teoria descriptiva de conjuntos es lo que lo hace
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dificil, que es que se debe saber de varias cosas: un poco de topologia, analisis
y légica, un buen conocimiento de teoria de funciones recursivas y un gran
conocimiento de teoria de conjuntos, incluyendo constructibilidad, forcing,
grandes cardinales y determinancia. Cabe decir que los tépicos principales
de la teoria descriptiva de conjuntos son: la jerarquia de las clases de conjun-
tos borelianos y la jerarquia de conjuntos proyectivos.

En Kanamori se evidencia un énfasis hacia lo aspectos estructurales (topoldgi-
cos), mientras que Moschovakis plantea una visién més incluyente, en la que
hace parte una serie de temaéticas que han sido esenciales para el desarrollo
actual de la teoria descriptiva de conjuntos. En ese sentido aqui se opta por
hacer un seguimiento al problema central que plantea el segundo autor, pero
teniendo en cuenta que varias de los temas que él nombra, como el forcing,
los grandes cardinales y la determinancia; no surgieron en la etapa clasica de
la teoria descriptiva de conjuntos.

Se puede identificar 3 fases en el desarrollo histérico de la teoria descriptiva
de conjuntos, la primera que se ubica desde los inicios, que en el apartado 6.2
se discute sobre los hechos y/o momentos que pueden considerarse como el
inicio de esta teoria, hasta finales de la década de 1930 con el estancamiento
en el surgimiento de resultados sobre la jerarquia proyectiva; esta primera
fase es la que tiene principal interés en este trabajo, por contener el periodo
en que se centra esta tesis; la segunda fase que abarca desde el final de la
primera hasta los anos sesenta se conecta con los aportes de légica y teoria
de funciones recursivas; la tercera y tltima fase incorpora los axiomas de
determinacion y va hasta la actualidad.

La teoria descriptiva de conjuntos se ha estudiado muy poco desde
una perspectiva histérica, de hecho no hay libros dedicados a ello!
siendo dos articulos en inglés son mas representativos: [Kanamori, 1995]
y [Kanovei, 1985], siendo la segunda focalizada en la obra de Luzin. Hay
varios mas articulos en ruso, que se encuentran referenciados en el articulo
[Kanovei, 1985]. Cabe decir que la historiografia que se encuentra sobre
teorfa descriptiva de conjuntos es presentista y hecha por mateméticos?. En

'Hay textos sobre teorfa decriptiva de conjuntos en los que hay apartes sobre su historia.
El més interesante es [Moschovakis, 2009], que presenta notas histéricas al final de cada
capitulo.

2Un trabajo con un matiz distinto sobre la historia de la teorfa descriptiva de conjuntos
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este capitulo se presenta un recorrido histérico de la teoria descriptiva de
conjuntos clasica, enfatizando en los aportes de Luzin y Sierpinski, también
se discute la importancia que en [Kanamori, 1995, p. 245], se dice que llegaron
a obtener las propiedades de regularidad (ver apartado 6.2.1) en esta teorfa.

6.1. Teoria descriptiva de conjuntos en los
textos

[Moschovakis, 2009, p. 46] dice que de los libros de teoria de conjuntos
y topologia que cubren la teoria descriptiva de conjuntos, las mejores re-
ferencias son los textos siguientes: [Hausdorff, 1927], [Sierpinski, 1956] y
[Kuratowski, 1933]; siendo este tltimo el més exhaustivo y sirve como refe-
rencia estandar para la teorfa de conjuntos cldsica.? Teniendo en cuenta esa
apreciacion, en este apartado se repasara el indice de cuatro libros importan-
tes, en los cuales se aborda tematicas concernientes a la teoria descriptiva de
conjuntos. Estos libros son Mengenlehre [Hausdorff, 1927], el volumen I de
Topologie [Kuratowski, 1933], Les ensembles analytiques [Luzin, 1930] y Les
ensembles projectifs et analytiques [Sierpiniski, 1950].

Los dos primeros libros, [Hausdorff, 1927] y [Kuratowski, 1933] son publica-
dos en la época en la que se centra esta tesis y sus titulos no corresponden
a una temética de la teoria descriptiva de conjuntos. El texto [Luzin, 1930]
cabe en el periodo que aqui interesa, pero su titulo y tematica se centra en los
conjuntos analiticos, que es un tema exclusivo de la teoria descriptiva de con-
juntos, siendo el primer manual que se centra en esta teorfa. [Sierpinski, 1950]
es una memoria de resultados de la etapa clasica de la teoria descriptiva de
conjuntos, y aunque fue publicado en 1950, en un periodo por fuera del que
nos interesa, se enmarca en unos temas que representan la etapa clasica de
esta teoria.

Entre los textos mdas actuales que se dedican a la teoria descriptiva de

y sus principales autores en Rusia, estd en [Graham y Kantor, 2009], en las que se presenta
un recuento sobre el contexto religioso alrededor de Luzin, Egorov y Florensky.

3Cabe decir que la referencia que da Moschovakis del libro de Kuratowski, es la
traduccién al inglés de 1966:

[1966] Topology, vol. 1, Academic Press, New York and London, translated from the
French Topologie, vol. 1, PWN, Warsaw, 1958.
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conjuntos, estan [Moschovakis, 2009] y [Kechris, 1995], los cuales incorporan
gran parte de las tendencias surgidas posteriormente a la etapa clasica de
esta teoria, es por eso que no se exponen en este apartado.

6.1.1. Textos de Hausdorff y de Kuratowski

Los capitulos del libro de Hausdorff (tercera ediciéon de 1937, aunque los
capitulos son los mismos que la segunda edicién de 1927) son los siguientes:*

1. Conjuntos y operaciones entre conjuntos
2. Numeros cardinales

3. Tipo de orden

4. Ntumeros ordinales

5. Sistemas de conjuntos

6. Conjuntos de puntos

7. Conjuntos de puntos y ntimeros ordinales
8. Aplicaciones entre espacios

9. Funciones reales

10. Suplemento

En el prefacio a esta segunda edicion, se dice que los cambios respecto a la
primera edicion, que en esencia corresponde a la disminucién en temas de
teoria de conjuntos ordenados y a la eliminacion de teoria de integracion
de Lebesgue es porque estos temas se han tratado en otros textos. A eso
anade que el punto de vista topoldgico en la teoria de conjuntos de puntos
es lo que parece haber atraido a la mayoria de lectores de la primera edicién.’

4En el apartado 3.3.2 se muestra los capitulos del libro de Hausdorff de 1914, que puede
ser visto como la primera edicién de éste que se presenta.

5Esto concuerda con lo planteado en el capitulo 2 que la topologia generaba més interés
que la teoria de conjuntos general.
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En [Kanovei y Lyubetsky, 2003], se dice que este libro de Hausdorff es el pri-
mero en el que se presenta de manera sistematica y para espacios polacos
(métricos, separables y completos), la teorfa descriptiva de conjuntos. Esa
afirmacién tiene sentido desde el capitulo 5 al 10, en los cuales se acentia
los temas de esta teoria: en el capitulo V (sistemas de conjuntos) el apartado
18 se denomina sistemas de Borel y el 19 Conjuntos de Suslin,® los cuales
corresponden a temas que dieron origen a la teoria descriptiva de conjuntos.
En el capitulo VI se presentan los espacios métricos, separables y completos,
para luego continuar con los conjuntos de primera y segunda categoria,’ lo
que da base a la afirmacién de [Kanovei y Lyubetsky, 2003]. El capitulo VII
(conjuntos de puntos y nimeros ordinales) en el apartado 30 (recubrimientos
y nucleos) se relaciona con los llamados sistemas determinantes introducidos
por Suslin para definir la operacién A,® luego usa eso para el 32 que se deno-
mina Conjuntos de Borel y de Suslin, en ese mismo capitulo el apartado 34 se
denomina criterios para conjuntos de Borel; en el capitulo VII (aplicaciones
entre espacios) estd el apartado 37, Imagenes de conjuntos de Suslin, y fina-
liza con espacios topoldgicos. El capitulo IX (Funciones reales) trabaja desde
la perspectiva de la teoria de funciones de variable real, en la que introduce
las clases de Baire, finalmente en el capitulo X (Suplemento) esté el apartado
45 se denomina la condicion de Baire.

El volumen I del libro de Kuratowski, Topologie, publicado en 1933 tiene la
siguiente tabla de contenido:

- Introducciéon

1. Operaciones de la légica y de la teorfa de conjuntos 2. Producto cartesiano
3. Funciones

-Primer capitulo. Nociones fundamentales. Calculo topolégico.

4. Sistema de axiomas. Reglas de cédlculo 5. Conjuntos cerrados, conjuntos
abiertos 6. Frontera, interior de conjunto 7. Entorno de un punto.

6Hausdorff llama conjuntos de Suslin a los conjuntos analiticos.

"Tema que surge desde las temparanas investigaciones de Baire en su tesis [Baire, 1899,
y aunque son de orden topoldgico surgen en el marco de la jerarquia de funciones de Baire.

8Esta operacion se define en la pagina 211.

9Hay una segunda edicién de este libro, publicada en 1948. En este caso se toma la
primera edicién porque el anio de publicacién esté en el periodo de tiempo que interesa este
trabajo. Aunque para efectos de revisar las tematicas de teoria descriptiva de conjuntos
no hay mayor cambio.
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Localizacién de propiedades 8. Conjuntos densos, fronteras, no densos 9.
Puntos de acumulacién 10. Conjuntos de primera categoria 11. Propiedad
de Baire 12. Series alternadas de conjuntos cerrados 13. Continuidad.
Homeomorfia

-Segundo capitulo. Espacios metrizables y separables.

A. Introduccion del limite, de la distancia y de coordenadas.

14. Espacios .£* (provistos con la nocién de limite) 15. Espacios métricos 16.
Axioma IV (de separacién) 17. Axioma V (de base)

B. Problemas de la potencia

18. Potencia del espacio. Puntos de condensacién 19. Potencia de diversas
familias de conjuntos

C. Problemas de la dimension.

20. Definiciones. Propiedades generales 21. Espacio de dimensién 0 22.
Espacio de dimensién n 23. Productos cartesianos 24. Productos cartesianos
numerables 25. Limites inferior y superior

E. Conjuntos borelianos. Funciones B medibles

26. Conjuntos borelianos 27. Funciones B medibles 28. Funciones que
satisfacen la propiedad de Baire

-Tercer capitulo. Espacios completos

29. Definiciones. Generalidades

A. Espacios completos arbitrarios.

30. Sucesiones de conjuntos. Teorema de Baire 31. Extension de funciones
B. espacios completos separables

32. Relaciones del conjunto 91 de los niimeros irracionales 33. Conjuntos bo-
relianos en los espacios completos separables 34. Conjuntos proyectivos 35.
Conjuntos analiticos 36. Espacios totalmente imperfectos

Notese que a diferencia del libro de Haussdorff, el de Kuratowski tiene un
apartado que se denomina conjuntos proyectivos (el numeral 35). Luego habla
de los conjuntos analiticos (numeral 36). Cabe decir que en el de Haussdorff
no esta este tema debido a que este libro se considera una segunda edicién,
ademas recortada, de un libro publicado en 1914, y para ese entonces ain no
se descubrian los conjuntos analiticos, menos los proyectivos, sin embargo pa-
ra la segunda edicién (de 1927) se incluyeron algunos temas correspondientes
a los analiticos (o en palabras de Haussdorff: Conjuntos de Suslin), y aunque
Sierpinski y Luzin ya habian expuesto desde 1925 la jerarquia proyectiva,
esta no es usada por Haussdorff en su libro. Cabe decir que en el libro de
Kuratowski, mas que ocuparse de los problemas relacionados a la existencia
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de conjuntos de las diversas clases proyectivas, se ocupa de las propiedades
topologicas de estas clases.

En este libro se presenta un importante resultado en la transicién de la teoria
descriptiva de conjuntos de R™ a espacios topoldgicos, en particular a los lla-
mados espacios polacos (espacios métricos, separables y completos), ya que
muestra que la teoria descriptiva de conjuntos no depende del espacio no
numerable en el que se trabaje, siempre y cuando sea un espacio polaco.
Asi el estudio de los problemas de la teoria descriptiva de conjuntos se puede

restringir a los espacios polacos, en el que principalmente se usa el espacio
de Baire Nw 10

Las razones para trabajar en el espacio N“ en lugar de R son principalmente
topoldgicas, como que es un espacio de dimensién 0, ademas que su estruc-
tura permite describir conjuntos de puntos y sus propiedades por medio de
un lenguaje simple con férmulas analiticas, eso simplifica aspectos técnicos.
Este espacio, ademds es isomorfo a la linea de Baire (conjunto de nimero
irracionales de R) a través de una representacion en fracciones continuas, que
son usadas como herramienta para la exposicién en [Luzin, 1930].

De los textos observados, este es el unico en el que plantea de inicio (apartado
38) que la jerarquia de conjuntos proyectivos puede ser facilmente extendida
a los ordinales de la primera y de la segunda clase, tal como ocurre con la
jerarquia de borelianos.

6.1.2. Textos de Luzin y de Sierpinski

El libro Les ensembles analytiques [Luzin, 1930], a diferencia de los dos libros
anteriores, se inscribe completamente en la linea de la teoria descriptiva de
conjuntos, y tiene los siguientes cinco capitulos:

1. Nociones generales sobre los conjuntos B medibles
2. Investigaciones sobre la estructura de los conjuntos B medibles
3. Los conjuntos analiticos

4. Funciones implicitas

10F] espacio de Baire N es el de las sucesiones de nimeros naturales.
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5. Los conjuntos proyectivos

De los cinco capitulos, los dos primeros se dedican a abordar los conjuntos
borelianos. En el primero después de dar preliminares sobre las operacio-
nes sobre conjuntos, menciona varios métodos para definir estos conjuntos y
muestra sus equivalencias. El segundo capitulo es el mas extenso y estudia la
estructura de de los borelianos desde un punto de vista geométrico. Describe
el proceso para construir conjuntos de las primeras clases de conjuntos de la
jerarquia de Baire-de la Vallée Poussin (de las clases 0, 1, 2, 3 y 4). Luego
muestra la existencia de elementos universales en el plano, lo que le sirve para
mostrar que existen conjuntos de todas las clases de Baire-de la Vallé Poussin.

En el capitulo 3 se introduce los conjuntos analiticos a partir de los borelia-
nos, lo cuales son estudiados en detalle, enfatizando en la separabilidad y las
representaciones de estos conjuntos. También hace uso de la operacién criba
(de Lebesgue), y a través de esta operaciéon Luzin muestra quela memoria
[Lebesgue, 1905] dio el primer ejemplo de un conjunto analitico no boreliano.

Lebesgue se interesa en la parte analitica méas que en la interpretacién
geométrica de la funcion con la que obtiene tal ejemplo, Luzin da mas peso
al punto de vista geométrico, por lo que es mas consciente que Lebesgue de
este nuevo tipo de conjuntos.

El cuarto capitulo es sobre funciones implicitas, y a esto se refiere como “las
aplicaciones” que nombra en el titulo del libro. En este capitulo muestra como
el problema de la existencia de una funcién de Baire se relaciona con las pro-
piedades geométricas desde el punto de vista de los conjuntos analiticos.

El ultimo capitulo se divide en dos partes: en la primera presenta y estudia
los conjuntos proyectivos, en la que muestra la existencia de conjuntos pro-
yectivos de todas las clases. La segunda parte de este capitulo es una analisis
de la memoria de Lebesgue, en la cual complementa el punto de vista analiti-
co funcional de Lebesgue.

Para finalizar, y después de la conclusién, incluye una nota de Sierpinski, que
es un articulo publicado en el volumen 10 de Fundamenta Mathematicae que
se titula “Sur la séparabilité des ensembles au moyen des ensembles projec-
tifs”
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El libro Les ensembles projectifes et analytiques de Sierpinski fue publicado
en un ano que no corresponde a lo que se denomina el periodo de la teoria
descriptiva de conjuntos clasica, pero las tematicas que presenta correspon-
den a esa época. Su contenido es el siguiente:

Los conjuntos proyectivos:

Introduccion

1. Conjuntos abiertos 2. Operaciones elementales 3. Conjuntos proyectivos
4. Clases de conjuntos proyectivos 5. Conjuntos universales 6. Un conjun-
to abierto universal 7. Conjuntos proyectivos universales 8. La existencia de
conjuntos proyectivos de toda clase 9. Construccion de un conjunto no pro-
yectivo 10. Proyeccién e imagen continua 11. Proyecciones biunivocas 12.
Proyeccion y suma 13. Las operaciones logicas y los conjuntos proyectivos
14. Propiedades de los conjuntos proyectivos 15. Los conjuntos proyectivos y
la criba de Luzin 16. Los conjuntos proyectivos en los espacios métricos

Los conjuntos analiticos

Introduccion

17. Conjuntos analiticos como ntcleos de sistemas determinantes 18. Ope-
racion A 19. Operaciones o y v 20. Operacion B 21. Conjuntos analiticos
como proyecciones de conjuntos Gy 22. Conjuntos analiticos como conjuntos
de valores de funciones continuas en més de un lado, respectivamente discon-
tinuas 23. Conjuntos borelianos 24. Descomposicién de conjuntos analiticos
en una suma y un producto de X; conjuntos borelianos 25. Potencias de con-
juntos analiticos y de sus complementarios 26. Conjuntos analiticos que no
son B medibles 27. Teorema de Suslin 28. Teorema de unicidad de Luzin 29.
Las clases de funciones y de sus imagenes geométricas 30. Uniformizacion de
conjuntos planos 31. Operacién de la criba 32. Operacién de la criba generali-
zada 33. Cribas cerradas 34. Cribas cerradas y las funciones analiticas de una
sucesion infinita de conjuntos 35. Cribas cerradas en los espacios métricos 36.
Cribas borelianas y analiticas 37. Conjuntos cribados de E. Sélivanowski 38.
Cribas funcionales 39. Los conjuntos analiticos y los limites topoldgicos de
conjuntos 40. Conjuntos analiticos en los espacios métricos no separables 41.
Funciones analiticas positivas y operaciones de Hausdorff 42. Problemas que
llevan a conjuntos analiticos 43. Eleccion efectiva de un punto en un comple-
mentario analitico
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El libro se compone de dos partes, la primera trata sobre los conjuntos pro-
yectivos, que consta de 16 apartados en 27 paginas; mientras que la segunda
parte trata sobre los conjuntos analiticos, y tiene 27 apartados en 50 paginas.
Lo cual muestra que aunque los conjuntos analiticos son solo una parte de la
totalidad de los proyectivos, las investigaciones hasta ese momento no habian
sobrepasado ese primer nivel de la escala proyectiva.

Es una tendencia en las presentaciones modernas de la teoria descriptiva de
conjuntos hacer una presentacion como la de este libro, que consiste en abor-
dar primero los conjuntos proyectivos y luego particularizar en los analiticos,
mostrando los borelianos como una caso particular de los analiticos. En ese
sentido, el libro [Luzin, 1930] presenta sus temas de una forma més acorde
con la construcciéon histérica de la teoria descriptiva clésica, es decir presen-
tando primero los borelianos, luego los analiticos y finalmente los proyectivos.

Los trabajos de Sierpinski en teoria descriptiva de conjuntos no acogen
el lenguaje logico en el que se relaciona las principales operaciones 16gi-
cas con las operaciones entre los conjuntos proyectivos!! que se propuso en
[Kuratowski y Tarski, 1931]* y [Kuratowski, 1931]. En el libro en cuestién
solo se dedica un apartado (el 13) a la légica.

Sobre las propiedades de los conjuntos proyectivos (apartado 14), habla de la
potencia, la medida y la separacién unilateral (previo a este tltimo enuncia
teoremas de reduccion). Estos problemas se relacionan con dos de las tres
propiedades de regularidad (ver apartado 6.2.1): el primero con la propiedad
del conjunto perfecto, el segundo con ser Lebesgue medible, el tercero no es
incluido por Kanamori como una de las propiedades de regularidad. Asi que
para Sierpinski, la propiedad de Baire parece no tener la relevancia de las
otras dos.

/ ., . . e
Ha' (operacién complemento de un conjunto) designa la negacién de «

a + B (unién entre conjuntos) es la disyuncién “«a o 87

«.f (interseccién entre conjuntos) es la conjuncién “ay 7

Si p(z) designa una funcién proposicional, ,¢(x) quiere decir que “existe un z, tal que
©(x)” (el operador existencial se relaciona con la operacién proyeccién de un conjunto);
[L, ¢(x) quiere decir que “para todo x, se tiene p(x)”.

2Del que se presenta un resumen en la pagina 180.
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Sierpinski hace su exposicion para R", a diferencia de las presentaciones de
los libros de Luzin y Kuratowski.!® El primero hace su presentacién tomando
como base el conjunto I de los nimeros irracionales!? y Kuratowski es mas
moderno en sus presentaciones y trabaja la jerarquia proyectiva en espacios
polacos. Aunque el dltimo apartado de la primera parte (el 16) es para con-
juntos proyectivos en los espaciés métricos, completos y separables (espacios
polacos).

Del apartado 9, donde se construye un conjunto no proyectivo, se reafirma
que Sierpinski asume la jerarquia proyectiva tomando como indices los niime-
ros naturales, sin embargo dice que asumiendo la jerarquia ampliada, es decir
con indices ordinales de la primera y de la segunda clase de los transfinitos,
también se puede demostrar la existencia de un conjunto no proyectivo, para
ello se hace analogamente a como se demuestra la existencia de un conjunto
no boreliano (ya que los borelianos admiten, bajo la clasificacién de Baire -
De La Vallée Poussin, una jerarquia con indices ordinales de la segunda clase).

Los conjuntos analiticos los presenta tal como Suslin llegé a ellos. Empezando
por los conjuntos elementales (segmentos, rectangulos, etc) que al operarlos
bajo una cantidad a lo mas numerable de intersecciones o uniones generan
los borelianos. Entre los borelianos destaca algunas clase de conjuntos por su
orden de complejidad, primero los elementales (que ya fueron nombrados),
luego las uniones a lo mas numerables de conjuntos elementales, luego las
intersecciones a lo més numerables de estos ultimos. A cada una de estas
clases de conjuntos aplica la operacién proyeccién (que se define en la pagina
211) para luego determinar que en esas primeras clases de conjuntos pue-
de conmutar la proyeccién con las uniones y con las intersecciones. Seguido
a ello y basado en las operaciones unién y proyeccién define lo que es un
sistema determinante, que se define en la pdgina 211, para introducir inme-
diatamente los conjuntos analiticos denominandolos nicleos de los sistemas
determinantes formados de segmentos (o rectangulos en el plano).

Sierpinski dedica los apartados 21 y 22 a mostrar formas de obtener los con-
juntos analiticos. Luego define los conjuntos borelianos con el propdsito de

13 Aunque en [Sierpifiski, 1956], la presentacién de los conjuntos proyectivos se hace al
modo como lo presenta Kuratowski en su libro expuesto anteriormente. Cabe decir que
ambos libros son dedicados a la topologia.

14Sobre esta presentacién en Luzin se trata el apartado 6.3.1.
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abordar la descomposicion de los conjuntos analiticos en uniones e intersec-
ciones de N; borelianos.

Respecto a las propiedades de regularidad en los analiticos, es de notar que ni
la propiedad de Baire ni la medida de Lebesgue se abordan en ningtn aparta-
do, mientras que sobre la propiedad del conjunto perfecto esta el apartado 26
(potencia de conjuntos analiticos y sus complementarios). Eso muestra que
para Sierpinski lo que Kanamori denomina como propiedades de regularidad
no tiene un papel tan importante, como por ejemplo lo tiene la operacion
criba, a la cual dedica seis apartados (desde el 31 hasta el 36).

Cabe decir que los temas de teoria descriptiva de conjuntos clasica en un
texto actual, como [Moschovakis, 2009] o [Kechris, 1995] se notan bastante
reducidos en comparacién a éstos que se han presentado, debido a que las
herramientas posteriores a la “época clasica ”pueden ocupar el ochenta por
ciento del contenido de estos textos.

De los libros vistos, los dos primeros tienen un propodsito que no es el de
abordar como tema central los temas de la teoria descriptiva de conjuntos,
mas bien su centro de interés es las estructuras topoldgicas de las nuevas
clases de conjuntos. Los libros de Luzin y Sierpinski si son manuales de
teoria descriptiva, en ellos la topologia es importante, pero no es el eje de
estos textos, ya que estudian con bastante mas detalle que los otros textos,
los temas sobre existencia de las distintas clases de conjuntos.

6.2. Origenes de la teoria descriptiva de
conjuntos

Sobre el origen de la teoria descriptiva de conjuntos hay tres momentos que
los historiadores resaltan:

- Las primeras nociones en teoria descriptiva de conjuntos, que estaban en la
clasificacién de funciones de Baire en la tesis [Baire, 1899].

- La publicacién de [Lebesgue, 1905], donde se estudi6 a profundidad las no-
ciones de la tesis de Baire.
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- El nacimiento de la teoria de conjuntos analiticos en 1916, cuando Suslin
detecta un error en la memoria de Lebesgue.

A parte de estos momentos, se puede agregar las publicaciones [Cantor, 1884],
[Cantor, 1883] y [Bendixson, 1883] entre los anos 1883 y 1884, como un ger-
men en la teoria descriptiva de conjuntos, ya que en éstas se hace el primer
uso de la propiedad del conjunto perfecto!®, que es una de las tres propieda-
des de regularidad que a partir de cierto momento pasan a ser problemas de
primera linea en la agenda de la teoria descriptiva de conjuntos.

Otro momento que puede tomarse como importante es el de la publica-
cién del libro [Borel, 1898], en el que se definen los conjuntos borelianos.
Cabe decir que aunque esta implicita la idea de estudiar conjuntos defini-
bles a partir de ciertas operaciones, no hay ain una propuesta de jerarquia
constructiva, que es uno de los pilares de la teoria descriptiva, apesar de
ello [Kanovei y Lyubetsky, 2003] incluye el libro de Borel, junto a la tesis
[Baire, 1899] y la memoria [Lebesgue, 1905], como los documentos con los
que inicia la teoria descriptiva de conjuntos.

6.2.1. Propiedades de regularidad

La verificacién de las propiedades de regularidad, como se denominan en
[Kanamori, 1995], llegé a ser un problema central de la teoria descriptiva de
conjuntos. En gran parte de este capitulo se hara mencién a éstas, pero te-
niendo en cuenta que aqui se plantea que la teoria descriptiva de conjuntos
tiene como proposito el estudio de los conjuntos definibles, se analizara tal
afirmacion.

Desde 1883 se puede ubicar un germen de la teoria descriptiva de con-
juntos, concretamente en las publicaciones [Cantor, 1884], [Cantor, 1883] y
[Bendixson, 1883]. En estos articulos se enuncia algunos resultados sobre con-
juntos perfectos, cerrados y derivados y se usa por primera vez una de las
“propiedades de regularidad”.

I5Esta propiedad se define en el apartado 6.2.1.
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Cantor y Bendixson en sus mencionadas publicaciones de 1883 y 1884 no
tienen aun la intencion de abordar la idea central de lo que se ha aceptado
como teoria descriptiva de conjuntos, ya que no se ocupan de estudiar los
conjuntos definibles ni en jerarquizar las clases de conjuntos, sino que buscan
dar respuesta parcial a la hipdétesis del continuo.

Estas son: la propiedad de ser Lebesgue, la propiedad de Baire y la propiedad
del conjunto perfecto.

Propiedad de ser Lebesgue Medible.

Esta propiedad fue establecida en [Lebesgue, 1902]. Para definirla se necesita
algunos conceptos como medida exterior y medida interior. La medida
exterior m.(F) de un conjunto acotado E es la mayor cota inferior de las
medidas de todos los conjuntos abiertos acotados que contienen al conjunto
E:

me(E) = érclfé{mG/ G abierto}

La medida interior m;(E) de un conjunto acotado E es la menor cota superior
de las medidas de todos los conjuntos cerrados contenidos en F:

m;(E) = sup{mF/ F cerrado}
FCE

Un conjunto acotado £ C R se dice Lebesgue medible si:
me(E) = m;(E)

Propiedad de Baire.

Esta propiedad surge del concepto de conjuntos de primera y de segunda ca-
tegoria, en [Baire, 1899]. Se dice que F C R es de primera categoria si existe
una sucesién {E, } de conjuntos diseminados (conjuntos que no son densos
en ninguna parte), tal que para todo z € E, existe n tal que = € E,. En otro
caso, se dice que F es de sequnda categoria.

A partir de esta definicién, Baire establecié el denominado teorema de
categoria de Baire que dice que en R, la uniéon de conjuntos numerables,
cada uno de primera categoria, es también de primera categoria. De este
teorema se puede deducir que R es de segunda categoria.
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Las investigaciones de Baire sugirieron la propiedad basica siguiente: £ C R
satisface la propiedad de Baire si tiene una diferencia simétrica de primera
categoria con algiin conjunto abierto.

Propiedad del conjunto perfecto.

El estudio de conjuntos derivados ¢ llevé a Cantor a descubrir una nueva
nocién topolégica, la de conjunto perfecto. Un conjunto P es perfecto si
P = P, donde P’ es el conjunto de puntos de acumulacién de P. En
[Ferreirds, 1999, pp. 205-208] se muestra la idea detrés del teorema de Cantor-
Bendixson, donde Cantor llega a mostrar que dado un conjunto derivado P’
este se puede descomponer de la siguiente forma

P =RUS

donde S es un conjunto perfecto y R es numerable. En [Cantor, 1883, p. 193],
se denominé a R como conunto reducible, esto significa que R* = () para algin
ordinal «, pero no es cierto en general. El sueco Ivar Otto Bendixson, alumno
de Gosta Mittag-Leffler senald el error y demostré en [Bendixson, 1883] que
el resultado correcto es el siguiente: Existe un a tal que RN R* = ().

E C R satisface la propiedad del conjunto perfecto si es contable o contiene
un subconjunto perfecto.

La propiedad del conjuntos perfecto es la primera propiedad de regularidad
que surge, y lo hace en el marco de determinar la validez o falsedad de la
hipdtesis del continuo. Esta hipdtesis dice que todo subconjunto infinito de
R o es numerable o tiene la potencia del continuo.

Al no haber una respuesta inmediata a la veracidad o falsedad de la hipdtesis
del continuo, Cantor se propuso abordar este problema tomando desde las
clases de conjuntos més sencillos, progresivamente hasta los mas complejos.!”

16E] derivado de un conjunto P se denota por P/, y es el conjunto de punto de
acumulaciéon de P. Una equivalencia en R seria: £ C R es perfecto si es no vacio, cerrado
y no contiene puntos aislados.

170Otras estrategias para abordar el problema de la hipétesis del continuo se pueden ver
en los articulos de W. Hugh Woodin: “The Continuum Hypothesis, I-IT ” Notices of the
American Mathematical Society, 48 (2001), pp. 567 - 576, 681 - 690.
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Por ejemplo, los intervalos abiertos se biyectan con R, y de forma sencilla se
puede mostrar que los conjuntos abiertos infinitos son biyectables con R, es
por ello que esa clase de conjuntos satisface la hipotesis del continuo.

Los conjuntos cerrados son mas complejos. Por ejemplo Z es cerrado y nu-
merable, mientras que todo intervalo cerrado es biyectable con R, por ello
esta clase de conjuntos debia ser abordada para determinar si en ella existia
un conjunto infinito que no fuera biyectable ni con N ni con R.

De los conjuntos cerrados, Cantor abordé los llamados conjuntos perfectos,
que son aquellos conjuntos, distintos del vacio, que no tienen puntos aislados.
Cantor demostré que todo conjunto perfecto (excepto el vacio) es biyectable
con R. Seguido a ello, en 1883, Bendixson demostré que todo cerrado puede
descomponerse como unién de un cerrado perfecto (o vacio) y de un conjunto
numerable. Por lo tanto, ningin cerrado podia servir de contraejemplo a la
hipétesis del continuo.

Cantor y Bendixson apuntan en sus publicaciones a dar respuesta parcial
a la hipdtesis del continuo, no se interesan atun por el estudio de objetos
definibles. Asi, es muy prematuro ain decir que es estos autores hay un
proposito de hacer teoria descriptiva, sin embargo, la propuesta de Cantor
de buscar respuesta a la hipotesis del continuo en clases de conjuntos de cada
vez mayor grado de complejidad, puede ser visto como un germen de que hay
clase de conjuntos con distintos grados de complejidad, y los cuales deben ser
estudiados empezando con los mas sencillos e ir avanzando segun el grado de
complejidad.

6.2.2. Borelianos y clases de Baire

En la linea de los temas que motivaron la emergencia de la teoria descriptiva
de conjuntos, después de este 1ltimo resultado, conocido como el teorema de
Cantor -Bendixson, hay méas de una década en la que no hay resultados. De
hecho se tuvo que esperar hasta 1898 en que la escuela de analistas franceses,
en particular Emile Borel, propusiera una nueva clase de conjuntos, que se
conocen como borelianos (o B medibles), los cuales serfan los siguientes en
grado de complejidad y que serian los siguientes para determinar si en ellos se
satisface o no la hipétesis del continuo. En Lecons sur la theorie des fonctions
[Borel, 1898], partiendo de que la medida del intervalo [0, 1] es 1, se describe
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las condiciones para una “medida 1til” la cual es una funcién, denotada por
m, tal que:

1. mA > 0 para todo A.

2. Si A; N A; = 0 para todo par de ntmeros i, j € N entonces
o0 o0
m U A, = Z mA,,.
n=1 n=1

3. Si D C C entonces m(C' — D) = mC —mD.

4. Si mA > 0 entonces A no es numerable.

A partir de ahi, Borel amplié el dominio de los conjuntos borelianos conte-
nidos en [0, 1]. El universo de los conjuntos borelianos estda determinado a
partir de los intervalos y las operaciones de uniones finitas, uniones numera-
bles y sus complementos.

El capitulo IIT de [Borel, 1898] se ocupa del estudio de conjuntos perfectos
y los conjuntos medibles. En particular establece propiedades generales para
los conjuntos perfectos (iniciados anteriormente por Cantor) y diseminados,
tipo conjunto triddico de Cantor'®

18Un conjunto se dice diseminado si no es denso en ninguna parte. Como ejemplo de un
conjunto perfecto y diseminado se tiene el conjunto triddico de Cantor. Para construirlo,
se sigue el procedimiento de hacer una particién del intervalo [0, 1] de la siguiente forma,
{[0,3], (3, 2),[2,1]} y extraer el intervalo de la mitad. A los intervalos restantes, [0, 1] y
[%, 1] se les hace una particién similar y se excluyen los subintervalos del centro. Asi, el
proceso sigue de esa forma, indefinidamente. Es decir, se define la sucesiéon de conjuntos
{Ch}nen de la siguiente manera:

Cl [07 %]U[%>1]

02 [O’ %]U[%’%] [%’é]U[%’{J 18 19 20 21 24 25 26

Cs =1[0,35] U 55, 35] U35, 5] U lzs, 5] U35, 5] U (58, 5] U [55, 5] U 55,

Cn =10, 3] U557, 57] U5 57] U g s U 50 sm] W G 7] U R 21U (5%, ] U U
(55t 1]
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Borel demuestra, por un lado, que los conjuntos perfectos y acotados son
borelianos; y de otro lado, que la potencia del conjunto formado por los sub-
conjuntos del intervalo [0, 1] es mayor que la potencia de R. Dado que el
conjunto de los borelianos es equipotente con R, se tiene que el conjunto de
los borelianos tiene una cardinalidad menor que p(R), el conjunto de sub-
conjuntos de R.

De otro lado,la tesis [Baire, 1899] se basé en la convergencia de series para
incorporar una jerarquia de funciones de variable real f : [0,1] — R de la
siguiente manera:

Cp : Clase 0, constituida por las funciones continuas.

C1 : Clase 1, conformada por las funciones que no pertenecen a Cy y que se
pueden ver como limite de sucesiones de funciones pertenecientes a Cj.

Cs : Clase 2, conformada por las funciones que no pertenecen ni a Cy ni a
C1, v que se pueden ver como limite de sucesiones de funciones de Cy y Cf.

C, : Clase n, conformada por las funciones que no pertenecen a una clase
anterior a C),, y que se pueden ver como limite de sucesiones de las clases
anteriores.

Baire define las clases de funciones de orden trasfinito: si {f,,} es una suce-
sién de funciones tal que para todo n, existe i tal que f,, € C;; ademas, {f,}
converge puntualmente a f, donde f,, ¢ C; para todo ¢, entonces se tiene que
f € C,, donde w es el primer ordinal trasfinito de la teoria cantoriana. De la
misma forma se definen C,1,C, 2,...C5,,... Cabe decir, en este punto, que
Emile Borel, René Baire y Henri Lebesgue, acogieron el modelo de definicion
de induccién transfinita en el que hicieron uso de los ordinales transfinitos de

Se define el conjunto triddico de Cantor de la siguiente manera:

D)

C= Cp

n=1

Tomado de [Chaves, 2006].
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Cantor de hasta segunda clase (o para casos numerables), no como nimeros
sino como indices cuando la plantilla de los nimeros naturales no era sufi-
ciente.

El método de generacion de clases de Baire contiene un principio de
limitacion, tal como lo enunci6 el propio Baire:

Teorema 1 Sea
E={f/feC,: aesun ordinal de la primera o sequnda clase},

st una sucesion de funciones pertenecientes al conjunto E tiene un limite,
esta funcion limite también pertenece a E.

Baire conjetura que su clasificacién de funciones no es meramente nominal,
es decir, que existen funciones de cada una de estas clases. Esto es lo que en
[Chaves, 2006] se denomina conjetura de Baire. El sélo prueba, y de manera
constructiva, la existencia de funciones de las primeras cuatro clases, es decir,
hasta C}.

Como ejemplo de una funcién de clase Cj seria cualquier funciéon continua.
Como ejemplo de una funcion de clase C puede ser una funcién con un punto
de discontinuidad, tal como:

1 siz=1

f(x)—{ 0 sizel0,1)

Como ejemplo de una funcién de clase Cy esta la funcién caracteristica de
los racionales

1 sizeQ
f<x):{0 siz ¢ Q

Para funciones de clase ('3, se puede dar una construccion: si se reduce en
fraccién continua!® un ntimero irracional x comprendido entre 0 y 1:

1

Oéo+
ay +

1
as + ...

19En el apartado 2.3 de [Chaves, 2006] se define la representacién en fracciones continuas.
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La funcién f que satisface lo siguiente:2°

|1, sta, < apgr,VneEN
f(z) = { 0, en otro caso

pertenece a (.

El problema sobre la existencia de funciones de todas las clases de Baire
serfa continuado y complementado por Lebesgue, quien en [Lebesgue, 1903]
abordo el problema de representacién de funciones, pero fue en su memoria
[Lebesgue, 1905] sintetizé sus desarrollos. Aunque en esta memoria el obje-
to de estudio son las funciones, es interesante para la teoria descriptiva de
conjuntos, porque muestra una jerarquia transfinita de conjuntos borelianos
que es el primer eslabén de la jerarquia proyectiva de conjuntos (siendo esta
jerarquia proyectiva la base de conjuntos que tratara la teoria descriptiva de
conjuntos). A diferencia de las clase de Baire, en la jerarquia de borelianos
la clase 2 incluye a la clase 1, la clase 3 a las clases 2 y 1, y asi sucesivamente.?!

Cabe decir que Lebesgue acogi6 técnicas de Baire para abordar el proble-
ma de existencia de las clases de Baire, pero para ello utilizé el concepto
de funcion representable analiticamente, que denota a las funciones que se
pueden obtener empleando las operaciones suma, producto y paso al limite,
tomando como punto de partida los polinomios. Es decir, son aquellas cuyo
origen ultimo se encuentra en las series de potencias.

20Est4 funcién tiene como dominio el conjunto de los nimeros irracionales I, ya que los
ejemplos que se proponen [Luzin, 1930] tienen como dominio fundamental este subconjunto
de R.

21Una jerarquia de conjuntos borelianos que no funciona como cadena de contenencias,
es decir, donde todas las clases entre si son disjuntas, y que es equivalente a las clases
de Baire, es la que en [Luzin, 1930] se presenta como las clases de Baire - De La Vallée
Poussin, y que ha tomado la base de Intégrales de Lebesgue, Fonctions d’ Ensemble, Classes
de Baire. Paris, Gauthier-Villars, 1916 del matematico belga Charles De la Vallée Poussin,
a la que Luzin modificé excluyendo los puntos racionales.

A una funcién f cuyo conjunto de puntos de continuidad es E, y que pertenece a la
jerarquia de Baire, se le asocia la funcién caracteristica yg. Se puede demostrar que las
funciones f y xg pertenecen a la misma clase C,, asi el conjunto E pertenecera a la
clase K, en la jerarquia de Baire-De La Vallée Poisson.
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De otro lado, la potencia de todos los conjuntos Lebesgue medibles? es la
misma potencia que la de todos los subconjuntos de [0, 1], por ello se tiene
que existen conjuntos Lebesgue medibles que no son Borel medibles. Cues-
tion que a Lebesgue le permitié visualizar la manera de definir funciones que
no pertenezcan a las clases de Baire; para ello debia buscar la forma de rela-
cionar las funciones de Baire con los borelianos.

Sabiendo que las funciones que pertenecen a las clases de Baire son
funciones expresables analiticamente, Lebesgue se propuso establecer una
correspondencia entre las funciones expresables analiticamente y los
conjuntos borelianos, y para ello trabajo con las preimagenes de funciones
restringidas a intervalos, esto es:

E(a< f<b)=f"[a,b]={z/a < f(z) < b}
E(a< f<b)=fYa,b) ={z/a< f(z) < b}

E(a < f) = f(a,00) = {z/a < f(z)}
Teniendo en cuenta la clase a la que pertenece f, Lebesgue definié la clase de

los conjuntos preimagen, obteniendo una jerarquia de conjuntos que coinciden
con los borelianos. Con ello definié las funciones B-medibles:

Definicién 1 Una funcion de variable real f es B-medible, si para a y b
cualesquiera, f=([a,b]), f~((a,b)) v f~1((a, o)) son borelianos.

Lebesgue también demostré la equipotencia entre los borelianos y las
funciones B-medibles, y extendié la nocién de medida de Borel, permitiendo
demostrar la existencia de conjuntos que no son Borelianos y que son
Lebesgue medibles, asi, establecié la existencia de funciones que no
pertenecen a ninguna de las clases de Baire. En 6.1 se muestra las
equipotencias determinadas por Lebesgue.

Funciones de Baire Funciones B-medibles (6.1)

funciones representables analiticamente <—— Conjuntos borelianos

22Ver defincién de conjunto Lebesgue medible en el apartado 6.2.1.
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Esta correspondencia entre funciones Baire y conjuntos borelianos marca un
aspecto importante en la teoria descriptiva de conjuntos, ya que esta se mues-
tra como un hibrido de distintos temas entre los que se encuentran la teoria
de funciones de variable real y la teoria de conjuntos. Asi, un problema como
la conjetura de Baire que pertenece a la teoria de funciones tiene un equiva-
lente en la teoria de conjuntos. En el apartado de conclusiones se tocara el
tema de los problemas de la teoria descriptiva de conjuntos y su relacion con
la teoria de funciones.

La jerarquia para los borelianos que Lebesgue introdujo se describe de la
siguiente forma:

En la base de esta jerarquia estéd la claseX ? de los conjuntos abiertos y la
claselT { de los conjuntos cerrados (sus complementarios). En el segundo nivel
estdn las clasesY § y I19, la primera de las cuales contiene a las uniones nume-
rables de cerrados (conjuntos también se denominan F,) y la segunda a sus
complementarios, que son también las intersecciones numerables de abiertos
(o conjuntos Gs). En general, para cada ordinal numerable «, las clases %2
y I constan, respectivamente, de las uniones e intersecciones numerables
de conjuntos de las clases precedentesll % y Y% respectivamente. Lo que en
terminologia moderna se veria como lo representa la figura 6.1.23

Relativo a las propiedades de regularidad en los borelianos, facilmente
se comprueba que los borelianos satisfacen la propiedad de Baire, y en
[Lebesgue, 1902] se define la medida de Lebesgue y comprobéandose que los
borelianos son Lebesgue medibles. La propiedad del conjunto perfecto tarda
unos anos mas en verificarse, sin embargo hay un resultado parcial sobre ello
en 1903 a través del inglés William Young (1863-1942), quien demostrd que
los conjuntos G (oIl ¢, en la notacién que se ha introducido) satisfacen la
propiedad del conjunto perfecto.?* En la memoria de Lebesgue, la verifica-
cién de estas propiedades no es el aspecto central, pero ello se conjuga con
los problemas de existencia de funciones de todas las clases de Baire y con
la existencia de funciones que no pertenecen a estas clases.

BAY = 39NTY, asi, por ejemploA § estd conformada por los conjuntos que son abiertos
y cerrados. Cabe decir que Lebesgue no define estos conjuntos A.

24Young. Willian H., 1903. “Zur Lehre der nicht abgeschlossenen Punktmengen, Be-
richte uber die Verhandlungen der Koniglich Sdchsischen Gesellschaft der Wissenschaften
zu Leipzig, Mathematisch-Physische Klasse 55, pp. 287-293.
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Figura 6.1: Jeraquia boreliana en notacién moderna

En [Lebesgue, 1905, pp. 191-192] se usé un resultado erréneo que plantea
que la proyeccién de borelianos es también un conjunto boreliano, el cual no
afectaba los resultados principales de esta memoria: ninguna de las clases de
Baire es vacia y la construccién una funcion que escapa a las clases de Baire.
Este error fue detectado en 1916 por Michael Suslin, por entonces estudiante
de Nikolai Luzin en la Universidad de Moscu, y la deteccion de este error dio
paso al descubrimiento de los conjuntos analiticos.

6.2.3. Los conjuntos analiticos y los coanaliticos

En la Universidad de Moscu, a partir de 1914 Luzin dirigié un seminario en el
que una de las teméticas principales era “teorfa descriptiva de funciones”,? al
cual asistia Sierpinski. Uno de los asistentes y ademas alumno de Luzin, Pavel
Alexandroff (1896-1982), demostrd que los conjuntos borelianos satisfacen la
hipotesis del continuo, y expuso en el seminario este resultado el 13 de octubre
1915 [Graham y Kantor, 2009, p. 118]. La demostracién se hizo publica en

[Alexandroff, 1916], quedando completa la verificacién de las propiedades de

25En el apartado conclusiones se recordars este hecho para sefialar que el propésito de
varias de las investigaciones sobre teoria descriptiva de conjuntos se enmarcaban més en
el proposito de aplicarse a teoria de funciones que en el propésito de investigarse en teoria
de conjuntos general.
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regularidad para la clase de los borelianos, ya que se hizo a través del siguiente
resultado:

Teorema 2 Todo conjunto boreliano satisface la propiedad del conjunto
perfecto.?S

Para demostrar este teorema fue necesario una nueva manera de abordar los
conjuntos borelianos respecto a las sucesiones de ordinales transfinitos. En
esencia, Alexandroff introdujo la idea de una operacién (que fue denominada
por Suslin como operacion A) que sirvié para demostrar que los borelianos
pueden construirse a partir de conjuntos cerrados, usando una forma mas
sencilla que la de Lebesgue, quien usaba sucesiones transfinitos, lo cual hasta
ese momento se consideraba inevitable. Esa operacién, que también se en-
cuentra esbozada en el articulo [Hausdorff, 1916], se presenté formalmente
en el articulo [Suslin, 1917].%

Luego de esto, Luzin interesado en la hipdtesis de continuo, propuso a Ale-
xandroff determinar si todos los conjuntos construidos con su nueva operacion
eran borelianos, quizas ello pensando en la estrategia de Cantor de ir com-
probando la veracidad de esta hipotesis en clase de conjuntos cada vez mas
complejos. Este tltimo no pudo resolver este problema después de algunos
meses, por lo que en [Graham y Kantor, 2009, p. 118] se asegura que Ale-
xandroff se enfadé con Luzin y ello fue motivo para posteriores dificultades
entre ellos.

Por otro lado, Mikhail Yakovlevich Suslin (1894-1919), otro alumno de Luzin
de los que asistia a su seminario y quien leia la memoria [Lebesgue, 1905,
detectd en ésta un error que estaba inmerso en la demostracién del siguien-
te enunciado: si una funcion representable analiticamente tiene valores dis-
tintos, su funcion inversa también es representable analiticamente. Para la

26Cabe decir que de manera independiente, Hausdorff también establecié este resultado
en [Hausdorff, 1916] después de obtener un resultado parcial en [Hausdorff, 1914, p. 465].

2TEn el articulo [Kuratowski, 1922], que se presenta en la pagina 177, se plantea que
cierto tipo de teoremas, de distintas aplicaciones de la teoria de conjuntos, pueden ser
demostrados sin necesidad de recurrir a los nimeros transfinitos. Kuratowski no enuncia
este resultado, pero si el procedimiento para obtener los conjuntos analiticos (o conjuntos
A de M. Suslin, como los llama Kuratowski).
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demostracién de ese teorema Lebesgue usé el siguiente lema: la proyeccion®®

sobre una recta, de la interseccion infinita descendente de conjuntos® planos
es la interseccion de las proyecciones de esos conjuntos. El lema fue asumido
por Lebesgue sin demostrarlo.

En [Kuratowski, 1980, p. 69] se dice que Lebesgue pudo haber estado in-
ducido al error porque el lema es cierto para el caso de las uniones. Un
contraejemplo para el caso de las intersecciones es el siguiente:

Sea {C},Cy,C3,...} la sucesiéon de conjuntos de puntos de R? tales que
Cn = {(zyy) : 2 = 0y0 < y < %} es descendente. Se tiene que
CiNCyN Cs... = 0, por lo tanto la proyeccién de esta interseccién tam-
bién sera vacia. Sin embargo, la proyeccién de cada C), sobre el eje OX es el
punto (0,0), asi que la interseccién de estas proyecciones no es vacio, ya que
es el conjunto formado por un punto (0, 0).

Suslin no solo constata la falsedad en el lema de Lebesgue, en [Suslin, 1917]
estudia si los resultados que se apoyaban en el lema eran falsos o verdade-
ros. Entre los resultados erréneos estaba el que planteaba que la proyeccién
sobre la recta de todo boreliano del plano es boreliano,?® lo cual sirvié para
que Luzin intuyera que mas alla de los borelianos hay una nueva y vasta
clase de conjuntos. Suslin construyé un ejemplo de un conjunto que no era
boreliano, llamé a este nuevo tipo de conjuntos como A - conjuntos' pero
posteriormente han pasado a conocerse como conjuntos analiticos, lo que dio

28 La proyeccion de Y C R¥, se define de la siguiente forma:

pY = {(x1,22,...,x5_1) : Jy donde (x1, 22, ...,x_1,y) €Y}

Una sucesién {Cy,Cy, C3, ...} de conjuntos es descendente si C; D Cy D Cs ...

30Los conjuntos borelianos de R?, asf como los de R™ se definen de manera andloga a
como se definieron los borelianos de R.

31Definamos la operacién A y luego los A - conjuntos:

Un sistema definido es una familia {X;}s de conjuntos indexados por sucesiones finitas
s de ntimeros enteros. Se define A({X,}s), el resultado de aplicar la operacién A sobre tal
sistema de la siguiente forma:

x € A({Xs}s) siy solo si existe una funcién f : N — N tal que para todo n € N,
X € Xj/n

Ahora X C R esun A - conjunto (o es un conjunto analitico), si y solo si X = A({X;}s)
para algin sistema definido X} de conjuntos cerrados de niimeros reales.
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nacimiento a lo que se conoce como teorfa de conjuntos analiticos.3?

En [Suslin, 1917] se publicaron los siguientes resultados sobre la nueva clase
de conjuntos:

s Todo boreliano es analitico.

= Un conjunto es boreliano si y sélo si tanto él como su complemento son
analiticos.

» Existen 2% subconjuntos analiticos de R.

= Existen conjuntos analiticos que no son borelianos.

En una nota de la misma publicacién [Luzin, 1917], se enuncié que los
conjuntos analiticos satisfacen las tres propiedades de regularidad:

= Todo conjunto analitico es Lebesgue medible, satisface la propiedad de
Baire y satisface la propiedad del conjunto perfecto.

Suslin solo tuvo una publicacién, aquella de 1917. Ello debido a que murié de
tifus en 1919, a la edad de 24 anos.

Los resultados enunciados en [Suslin, 1917] y [Luzin, 1917] guiaron parte
de las investigaciones de Luzin y de Sierpinski durante los anos
siguientes. En [Luzin y Sierpinski, 1918] y [Luzin y Sierpinski, 1923] se
demostré dos de los resultados enunciados en el articulo de Suslin: todo
boreliano es analitico y la existencia de analiticos no borelianos. Y en
cuanto a las propiedades de regularidad, en [Luzin y Sierpinski, 1918] se
demostré que los analiticos son Lebesgue medibles, la propiedad de Baire
se demostré en [Luzin y Sierpiniski, 1923] y la propiedad del conjunto
perfecto fue demostrada en [Luzin, 1926]. En este tutlimo articulo también
se establecié un resultado importante que relaciona los analiticos con las
operaciones union e intersecciéon en borelianos:

= Todo conjunto analitico se puede ver como la unién de N; borelianos y
como la interseccion de N; borelianos.

32Cabe decir que en [Hausdorff, 1927] se denomina a estos conjuntos como conjuntos
de Suslin, y En la nota 7 de [Kanamori, 1995] se comenta que Alexandroff planteaba que
el nombre de operacién A, propuesto por Suslin, era un reconocimiento a él por haberla
propuesto, y que el nombre de conjuntos analiticos empez6 a ser usado por Luzin anos
después, y que el propio Luzin afirmaba que el nombre de A-conjuntos era una abreviacion
de conjuntos analiticos.
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Relativo a los conjuntos analiticos y las propiedades de regularidad esto es
lo méas importante que sucedié al menos hasta la década de 1920.

Entre las obras que tratan la teoria de conjuntos analiticos durante el perio-
do Entreguerras, a parte de los mencionados [Hausdorff, 1927], [Luzin, 1930],
[Kuratowski, 1933] estén:

-H. Hahn, Reelle Funktionen, I Teil, Leipzig, 1932, V Kapitel, pp. 339-398:
Die analytischen Mengen.

-K. Kunugui, “La theorie des ensembles analytiques et les espaces abstraits”,
Journ of the Faculty of Sciencie Hokkaido Imperial University, serie I, vol.
IV, pp. 1-40 (Sapporo 1935).

-N. Lusin (Luzin), “Mémoire sur les ensembles analytiques et projectifs”, Re-
cueil mathematique de la Societe Math. De Moscou, t. 33, 1926, pp. 237-290).

-W. Sierpinski, Funkeje przedstawialne analitycznie, Lwéw 1925, Chap. V,
pp. 71-101 (en polaco).

-W. Sierpinski, Zarys teorji mngosa, t. II ( Topologja Ogolna, Warszawa, 1928,
S. 63-78, pp. 153-215) (en polaco).

-W. Sierpinski, Introduction to general Topology, (Toronto, University Press,
1934, pp. 135-190).33

-W. Sierpinski, Lectiuni despre multimile analitice, Cluj, 1937, pp. 1-16 (en
Rumano).

-G. Steinbach, Beitrige zur Mengenlehre (Inaugural-Dissertation, Bonn,
1930, pp. 8-34).

Un paso en la ampliacion de conceptos de la teoria descriptiva de conjuntos se
di6 en el mencionado articulo [Luzin y Sierpinski, 1923]34, ya que generé que

33Esta es la edicién original de [Sierpinski, 1956].
34En el que los autores se proponen definir efectivamente una funcién no representable
analiticamente que satisface la condiciéon de Baire.
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se cambiara el énfasis de las investigaciones hacia los conjuntos coanaliticos
(que son los complementos de los conjuntos analiticos).?® Asi como se ha
senalado la importancia en el paso de los conjuntos borelianos a los analiticos,
también se debe resaltar la importancia del cambio de énfasis de los analiticos
hacia los coanaliticos, ya que se extiende una practica que se aplicaba en los
borelianos, la de usar los complementos de determinadas clases de conjuntos
para obtener nuevas clases. El descubrimiento de los analiticos aumento el
campo de investigacién de los conjuntos definibles, a tal punto que se reconoce
que hay una teoria de conjuntos analiticos, no ocurre asi con los coanaliticos,
sin embargo el que Luzin y Sierpinski se centraran en investigar esta nueva
clase de conjuntos marcé un camino: investigar las propiedades estructurales
de cada nueva clase de conjuntos obtenida al aplicar en forma alterna las
operaciones proyeccion y complemento.

6.2.4. La jerarquia proyectiva

El siguiente avance conceptual ocurrié en 1925 al ser extendido el dominio
de conjuntos que debian ser estudiados. Las publicaciones [Luzin, 1925a],
[Luzin, 1925b], [Luzin, 1925¢] y [Sierpinski, 1925¢], presentan una jerarquia
de conjuntos que tiene como primer escalén a los borelianos, y se obtiene
iterando las operaciones proyeccion y complemento. En notacion moderna se

35En [Lebesgue, 1905] se plante6 un precedente para la representacion de los coanaliticos
en la demostracién de la existencia de un conjunto Lebesgue medible que no es boreliano,
la idea es que los coanaliticos pueden definirse en términos de la operacién A, para ello
supéngase que Y C R es coanalitico, es decir Y = R — X para algin X = A({X}s),
asi que

x € Ysiy solo si para todof : w — w existe n tal que x ¢ Xy,

Ahora dadas dos sucesiones finitas s; y sg, se define s < s3 si so es un segmento inicial
propio de s1. Donde, para todo = € R se define

T, = {s/x € X, para todo segmento inicial ¢ de s}
. Por lo tanto
= z €Y siysolosi < es una relacién bien fundada sobre T,

es decir, no existe una sucesion infinita descendente ... < so < s1 < S¢.

En [Kanamori, 1995, p. 248] y [Kanamori, 1996, p. 25] se comenta que a través de esta
representacién de los conjuntos coanaliticos, las relaciones bien fundadas entraron a hacer
parte de las practicas matematicas.
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describen los primeros niveles de la siguiente forma:

Para E C RF:

E € ¥ si es analitico

E €I} si R* — E € ¥{. Estos son los coanaliticos.

En forma recursiva, para n € N:

E € X! si E = pY (proyeccién de Y),?0 para algtin conjunto Y € TIL_,, v
Eelll siRF - Fe Xl

De lo cual se genera una estructura como la de la figura 6.2.37

En la definicién de conjunto proyectivo se puede reemplazar la operacién
proyeccién por una transformacién continua de conjuntos (como se hace
en [Kuratowski, 1933] en el capitulo dedicado a los conjuntos proyectivos),
lo que permite tratar a los conjuntos proyectivos lineales sin necesidad de
salir del espacio lineal, como se hace en [Sierpiriski, 1925¢|. En particular
se puede definir la familia de conjuntos proyectivos lineales como la familia
mas pequena de conjuntos lineales que que contiene los abiertos y es cerrada
respecto al complemento y a la imagen de funciones continuas.

1 1 1
A A; A; A
e

Figura 6.2: Jeraquia proyectiva en notaciéon moderna

La notacion usada de los ¥’s,I1 ’s y A’s para la jerarquia de borelianos como
para la jerarquia proyectiva fue introducida en el articulo [Addison, 1959].

36La operacién proyeccién de un conjunto se definié en la pagina 211.

3TAL = 3L NITL | asf, por ejemploA | estd conformada por los borelianos, que son los que
satisfacen ser analiticos y coanaliticos a la vez. Estos conjuntos A’s no fueron introducidos
ni por Sierpiniski ni por Luzin.
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En la nota histérica 19 del primer capitulo de [Moschovakis, 2009, pag. 48]
dice que los logicos aceptaron rapidamente esta notacién,*® sin embargo no
ocurrié eso mismo con los especialistas en topologia o en teoria de conjuntos
que trabajaban en teoria descriptiva de conjuntos. Asi y todo, esta notacion
acaba siendo la mas aceptada.

Esta cadena ascendente de clases de conjuntos conforma la jerarquia proyec-
tiva, y se dice que un conjunto es proyectivo si pertenece a¥ | o II}, para
algin n € N. En [Kuratowski, 1933, p. 360] se define la jerarquia proyec-
tiva tomando n € N, pero también dice que que por medio de operaciones
numerables (uniones e intersecciones denotadas comoX 22, y I15%, respecti-
vamente) se puede extender a transfinitos ordinales menores que €, teniendo
asi una jerarquia similar a la de los borelianos.

Tanto Sierpinski como Luzin denotan la operacion complemento con la letra
C'y la operacién proyeccion con la letra P. Sierpinski inicia la presentacion
de las distintas clases proyectivas con los conjuntos abiertos, conjuntos G los
complementarios de éstos, CG los denomina cerrados o conjuntos F' (fermés,
en francés), luego aplicando P obtiene los PCG, que los denomina Fj y al
aplicar complemento a éstos obtiene los C PC'G que denomina Gjy; la proyec-
cién de estos tltimos, es decir los PCPCG son los analiticos oY 1.

En el capitulo 5 de [Luzin, 1930] se define la clase n asi: un conjunto de
puntos es un conjunto proyectivo de clase n si se puede poner de la forma
PCP...PE o bien CPC...PFE, donde F es un boreliano de un dominio con un
nuimero cualquiera de dimensiones y donde la letra P, alternando con la letra
(', se escribe exactamente n veces, y si eso es imposible cuando se reemplaza
el entero positivo n por un nimero mas pequeno.

Asi, dado un conjunto E obtiene la siguiente notacién para cada clase de
conjuntos: los analiticos o conjuntos A los denota como PFE, los coanaliticos
o conjuntos CA como C'PE, los ¥} (nombrados en otras partes como PCA)

38Fsto tiene sentido con que el definir la jerarquia en términos de X’s yII ’s provenga de
la introducciéon de conceptos de la légica en la teoria descriptiva de conjuntos, y para
ello fueron importantes los articulos [Kuratowski y Tarski, 1931] y [Kuratowski, 1931]
publicados en Fundamenta Mathematicae. Estos articulos sirvieron para introducir un
nuevo estilo de trabajo de la teoria descriptiva de conjuntos, que se volvié habitual después
de la segunda guerra.
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como PCPE, los 11} (nombrados también como CPCA) como CPCPE y
asi sucesivamente. Cabe decir que esta notacion lleva implicita la aplicacion
de indices finitos, y es en algo que Sierpinski, mas no Luzin, senala que pue-
de haber una jerarquia extendida a los transfinitos de segunda clase, pero la
demostracion de la existencia de conjuntos de todas las clases proyectivas lo
demuestran para el caso de los ¥’s,II ’s con indice finito, pero esta demos-
tracién para el caso extendido Sierpinski no lo muestran, aunque Sierpinski
dice que es posible.

Sobre la jerarquia proyectiva surgieron preguntas similares a las que se
generaron sobre la jerarquia de borelianos, tales como si existen conjuntos
de cada una de estas clases y si existen conjuntos que no pertenecen a esta
jerarquia. Las respuestas fueron mas rapidas que en el caso de los borelianos,
en [Luzin, 1930] ya aparecen las demostraciones de ello, con el planteamiento
de las respectivas discusiones sobre lo que significa existencia. Sobre ello se
profundiza en el apartado 6.3. El otro tipo de preguntas alrededor de los
conjuntos proyectivos tuvo que ver con la estructura de cada una de las
nuevas clases de conjuntos, en esencia con las propiedades de regularidad.
Sin embargo se presentaron dificultades, como que la propiedad del conjunto
perfecto no se podia establecer para los conjuntos coanaliticos (losII 1), y
tampoco era posible probar si los conjuntos proyectivos fueran Lebesgue
medibles,* por lo cual en [Luzin, 1925b, p.1572] se planteé lo siguiente:

Los esfuerzos que he hecho para resolver este problema me
llevaron a este nada previsible resultado: existe una familia que
admite una aplicacién sobre el continuo de conjuntos efectivos,
tal que no sabe y nunca se sabra, si un conjunto cualquiera de
esta familia (supuestamente no numerable) tiene la potencia del
continuo, si es o no de tercera categoria,* o si es medible.

En [Luzin, 1925a], refiriéndose a estas dificultades, se plantea que se debe
examinar detenidamente la legitimidad de los conjuntos proyectivos asi co-
mo la existencia de algunos conjuntos no borelianos. Eso fue escrito doce anos

39Luzin sefialf el caso particular de losY 1 en [Luzin, 1925a.

40FEn la bibliograffa onsultada no se ha encontrado referencia a conjuntos de tercera
categoria, por lo que se puede deducir que es un error de escritura y se refiere a si es de
primera o de segunda categoria, con el propdsito de determinar si se satisface la propiedad
de Baire.
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antes que se descubriera métodos que permiten establecer la indecibilidad de
los problemas.*!

A pesar de encontrarse con este obstaculo, algunos resultados mas modestos
que los de los anos anteriores, se siguieron obteniendo. Es asi como en
[Sierpinski, 1925¢, p. 242] se pudo llegar a lo siguiente:

» TodoX 1 se puede ver como la unién de N; borelianos.

En [Sierpinski, 1928d] se demuestra la cerradura de todas estas clases bajo
uniones contables e intersecciones.

El estudio de las propiedades de regularidad en las escalas proyectivas estaba
detenido, sin embargo el texto cldsico [Luzin, 1930] definié el problema
general de la uniformizacion para conjuntos A, B C R

Definicién 2
A es uniformizado por B si B C Ay Vz(Jy((z,y) € A) < ly((x,y) € B)).

En otras palabras, B C A C R? uniformiza A, respecto a la primera com-
ponente, si B tiene la misma proyeccién que A, pero, cada x € R que sea
proyeccion de un elemento de A es la proyeccién de un unico elemento de B.

El axioma de elecciéon implica que todo conjunto es uniformizable por
uno de sus subconjuntos. Sin embargo interesaba estudiar la propiedad
de ser uniformizado para las diferentes clases proyectivas. En ese sentido,
Luzin plante6 algunas condiciones con las que un conjunto analitico puede
ser uniformizado por otro conjunto analitico. Pero en [Novikov, 1931] se
demostré que hay un conjunto cerrado que no puede ser uniformizado por
ningiin conjunto analitico. En [Sierpiriski, 1930b] surgié la pregunta si todo
conjunto dell } podfa ser uniformizado por un conjunto proyectivo, y en
[Luzin y Novikov, 1935] se verificaba que si se podia para conjuntos que son
al menosY 3. A partir de esto tltimo, en [Kondo, 1937] y [Kondo, 1939] se
demostré el siguiente resultado:

» Todo A C II} de R? puede ser uniformizado por un conjunto dell 1.

41Esta prediccién se pondria en duda a partir de 1989 bajo el axioma de determinacién
proyectiva (APD). Lo cual se puede ampliar en: Martin, D. & Steel, J. (1989). “A proof of
Projective Determinacy”. Journal of the American Mathematical Society. 2, pp. 71-125.
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Este resultado implica que, a través de proyecciones, todo conjunto de¥ }
puede ser uniformizado por un conjunto de¥ i, pero quedaba abierto el in-
terrogante si todoll } podia ser uniformizado por un conjunto proyectivo.

6.3. Algunos aspectos técnicos y filoséficos de
la obra de Luzin

Como se vio en 6.2 y més especificamente en 6.2.3, Nikolai Nikolaevich Luzin
fue una figura esencial en la teoria descriptiva de conjuntos.*? Es por ello que
en este apartado se presenta algunos aspectos de Luzin que se relacionan
directamente con esta teoria. Cabe decir que Luzin hizo varias reflexiones
sobre aspectos filoséficos de las matematicas, una muy buena reflexion se
encuentra en [Luzin, 1928], donde habla de idealismo y realismo en los desa-
rrollos recientes (por ese entonces) de la teorfa de conjuntos, pero aqui no
se tocard esos temas, solo algunos que tienen relacién directa con la teoria
descriptiva de conjuntos.

Petr Sergeevich Novikov y Lyudmila Vsevolodovna Keldysh, pupilos de Lu-
zin, en el segundo volumen de Luzin’s Collected Works*®, plantearon que en
las publicaciones de Luzin sobre teoria descriptiva de conjuntos, se distinguen
tres ciclos, que se describen a continuacién.**

El primero corresponde las investigaciones sobre tipos concretos de conjuntos
“definibles”. De este primer ciclo se puede indicar cinco direcciones bésicas,
la primera es el estudio de los conjuntos analiticos descubiertos por Suslin,
de los cual Luzin obtuvo importantes resultados, tales como los de haber
demostrado las propiedades de regularidad (a recordar: la de Baire, la del
conjunto perfecto y la de ser Lebesgue medible) y el teorema de separacion.

La segunda direccién del primer ciclo estuvo marcada por la investigacién
sobre distintas clases de conjuntos planos (en otras terminologia: funciones

42En el apartado 3.4.2 se da algunos datos biograficos de Luzin.

43N.N. Luzin. Collected works. II, Izdat. Akad Nauk SSSR, Moscow 1958.

44Para la descripcién de estos ciclos se ha tomado como base la introduccién de
[Kanovei, 1985] (pdg 136-139).
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implicitas), particularmente en conexién con el problema de uniformizacién.

La tercera direccién fue el desarrollo de la operacion de la criba y las des-
composiciones, que es la principal herramienta técnica en la construccion de
la teoria clasica del primer y del segundo nivel de la jerarquia proyectiva.

La cuarta direccién es sobre la estructura de clases de la jerarquia de Borel,
sobre lo que Luzin tuvo importantes resultados tales como los teoremas de
separacién.

La quinta direccion de se relaciona con el descubrimiento de los conjuntos
proyectivos y la construccién de la jerarquia proyectiva.

El segundo ciclo se da en la década de 1930, cuando las ideas de la teoria
descriptiva de conjuntos clasica se agotaban y se identificaron los limites de
su aplicacion. Luzin cambié gradualmente su interés de investigacion, apun-
tando al analisis de las dificultades para solucionar problemas como el de la
hipdtesis del continuo, el de la cardinalidad de los conjuntos analiticos y el de
una construccion efectiva de conjuntos que contenga exactamente N; puntos.

En esos analisis, Luzin introdujo el concepto de coleccion de conjuntos bo-
relianos de clase acotada, sobre ello planted diversos tipos de problemas
apoyandose en los conceptos de criba y constituyentes. También abordo pro-
blemas relacionados con “formas debilitadas”del problema del continuo, que
resultaron ser mas complejos que el problema original.*?

El tercer ciclo (principalmente en la década de 1940), corresponde a las apli-
caciones del axioma de eleccion, ante el cual Luzin es critico, sin embargo
llama la atencién sobre las consecuencias de este axioma en la existencia de
conjuntos de puntos que tienen propiedades imposibles de obtener con cons-
trucciones mas efectivas.

Tres direcciones marcaron este ciclo de Luzin, la primera es la construccion y
el andlisis de conjuntos de puntos singulares, que se han conocido posterior-
mente como conjuntos de Luzin*® que son aquellos conjuntos de puntos cuya

45Para profundizar, consultar el apartado S7 de [Kanovei, 1985].
4En [Kuratowski, 1933] se denominan v conjuntos.
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interseccién con cualquier conjunto diseminado (denso en ninguna parte) de
un espacio dado es a lo més contable.

La segunda direccion fue el estudio de cuestiones que se relacionan con el pro-
blema del continuo restringido, pero en un sentido no efectivo. Este problema
consiste en la necesidad de tener una particién del continuo que contenga Ny
conjuntos borelianos no vacios de rango acotado.

La tercera direccién fue el analisis de problemas sobre subconjuntos de niime-
ros naturales. Para ello introduce el concepto de ortogonalidad entre familias
de partes de series de nimeros naturales. Ese concepto lo usa para definir
familias separadas. Se muestra sin dificultad que dos familias separadas son
ortogonales. Luzin se ocup6 de estudiar la proposicion inversa.

Luzin no sélo se limita a desarrollar los aspectos técnicos matematicos, sino
que se interesa por indagar de qué manera las nociones que incorpora pueden
ser admitidas como objetos propiamente matematicos de acuerdo a una con-
cepcion filoséfica que lo guia, llegando incluso a encontrarse consideraciones
sicoldgicas, como se ven en la cita de la pagina 225. Esta forma de presentar
los resultados hace parte de la tradicién francesa de la cual Luzin es conti-
nuador.

Roger Cooke investigd parcialmente los archivos de Luzin durante un periodo
de tres meses en el invierno de 1988-89 en la Academia de Ciencias de Moscu.
En el apéndice Luzin’s Personal Archives de [Graham y Kantor, 2009, pp.
205-211] se muestran unas importantes citas que sirven para caracterizar
parte del contenido matematico-filoséfica de los archivos, aqui se recogen al-
gunas y se complementan con otras citas extraidas de [Luzin, 1930].

Algunos de los aspectos generales mas relevantes de la propuesta de Luzin,
que se plantean a continuacién:

6.3.1. Dominio fundamental

Para sus razonamientos, Luzin parte del conjunto I de los numeros
irracionales, al que llama “dominio fundamental”. Una de las razones por las
cuales hace uso exclusivo de los irracionales, en el apartado 3.2 [Chaves, 2006]
se plantea desde la perspectiva de la solucién de la llamada conjetura de Baire,
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y se dice que:

...tiene que ver con el hecho de que a cada x € I le corresponde
una unica representacién por fracciones continuas. Luzin acude a
la representaciéon de irracionales a través de fracciones continuas,
en especial para la demostracion de la existencia de elementos
universales de todas las clases.

Aunque Luzin toma como base jerdarquica la clasificacién
de De La Vallée Poussin, aclara que excluird los puntos que
representan numeros racionales. Segin el propio Luzin esto
“permite enunciar los resultados en una forma mas simple y
permite evitar los casos excepcionales” ([Luzin, 1930], p. 53).
Atribuimos esta modificacién al hecho de que Baire toma como
conjuntos fundamentales a los conjuntos de segunda categoria,
catalogando a los de primera categoria (tipo Q ) como casos
excepcionales sin incidencia en los resultados.

Los espacios de Baire*” son més apropiados que los espacios euclidianos para
las construcciones descriptivas principales. En concreto, en [Addison, 1959]
se mostré que los espacios de Baire, a diferencia de los espacios euclideos,
permiten usar férmulas con un lenguaje especial bastante simple, que es es-
pecial para describir conjuntos de puntos y para formalizar calculos con los
cuales se reducen sustancialmente las demostraciones de los resultados de la
teoria descriptiva clasica.

El tratamiento de la teoria descriptiva en espacios de Baire tiene una desven-
taja sobre los espacios euclidianos, que es la intuitividad geométrica presente
en los segundos, sin embargo, en [Kanovei, 1985] (pag. 140), plantea que eso
no es esencial, que lo que interesa es la biyectividad entre los espacios de Bai-
re y el conjunto I de los irracionales. Tanto asi que la estructura de la teoria
descriptiva tanto en espcios euclidianos como en espacios de Baire, conduce
esencialmente a teoremas idénticos (excepto en casos particulares como ce-
rradura correspondiente a la compacidad, la continuidad para discontinuidad
contable.)

47T es un espacio de Baire.
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6.3.2. EIl problema de la existencia

La discusién sobre la existencia en matemaéticas fue abordada por Luzin,
quien plantea sus reflexiones sobre este asunto en distintos momentos.
Respecto al axioma de eleccion y la existencia, Luzin dice que la cuestion
central en la discusion sobre la aceptaciéon o no de este axioma, en los
procedimientos matematicos, pasa por determinar lo que entiende por
existencia:

vemos que en la ausencia de una regla analitica®® (no
auswahlic)? (que es lo tinico que nos puede dar confianza en
la existencia de la clase requerida), la existencia de una clase
llega a ser misteriosa y el problema es en realidad la cuestién
de la validez de esta existencia y el sentido mismo de esta
existencia. jUn andlisis de la palabra “existencia”seria interesante!
Filosoficamente denota ser absoluto. Solo que no sé si eso es
equivalente a ser objetivo. Existir no significa en absoluto “ser un
objeto de nuestro pensamiento.” Es algo mas, ya que incluso una
contradiccion puede ser un objeto de nuestro pensamiento, y eso
estd desprovisto de existencia. De hecho, hablamos de existencia
objetiva al mismo grado de certeza como la existencia de cualquier
objeto matemaético (en el sentido anterior), tales como una linea
recta o un circulo.”

Luzin decidié no hacer publicas esta anotacion, segin Cooke, debido a la hos-
tilidad que ocasionaba en su pais el hablar sobre temas metafisicos en su pafs.

Seguido de la cita anterior, Luzin resume lo que se entiende por la palabra
alemana Fristenz:

48F] término usado en ruso es obshcheobyazatell’ nyi, que puede ser traducido
literalmente como “por obligacién general”, esto es, a priori, pero Luzin solia usar esta
expresion como una traduccién de lo que para Lebesgue era analitico. [Cooke, 2003, p.
176].

49Una palabra acuiada por Luzin - ausvalicheskii en ruso - para indicar el uso o no uso
del axioma de eleccién (Auswahlprinzip) en la definicién. [Cooke, 2003, p. 176].

%0Cita que se encuentra en [Cooke, 2003, p. 176] y [Graham y Kantor, 2009, pp. 209-
210].

223



6.3. ALGUNOS ASPECTOS TECNICOS Y FILOSOFICOS DE LA OBRA DE LUZIN

Hay dos tipos de existenz: En primer lugar, algo existe porque
estd definido analiticamente®® para todos; aqui no nos importa
cual es el procedimiento analitico particular que se usé para
la definicion, todo lo que importa es que las definiciones sean
analiticas; el procedimiento es indiferente para nosotros, y por
lo tanto, también lo son las funciones y los procedimientos
mediante los cuales se obtiene la definicién analitica. Requerimos
unicamente operaciones sin arbitrariedad. En segundo lugar, una
cosa existe en virtud del axioma de Zermelo, es decir, que existe,
a pesar de que no puede ser analiticamente definido. Ese es el
verdadero significado del axioma de Zermelo. Esto es lo que hay
en el concepto de “existenz”, y por lo tanto todo se reduce a
descubrir el contenido de ese concepto.

Es de notar que plantea solo dos posibilidades, la definible analiticamente,
ante lo cual no profundiza en esta cita, y la existencia usando el axioma de
Zermelo. Veremos, en la pagina 226, que posteriormente amplia el panora-
ma mas completo de las posibilidades de asumir la existencia en matemaéticas.

En 1916 Sierpinski publica un articulo®® de tres paginas en el que advierte que
tres importantes resultados del analisis se apoyan en la versiéon numerable del
axioma de Zermelo. Estos resultados son: la equivalencia de la continuidad
puntual en el sentido de Cauchy y en el sentido de Heine, toda funcién de
la segunda clase de Baire es el limite iterado de funciones continuas, y la
union numerable de conjuntos Lebesgue medibles es un conjunto Lebesgue
medible®®. Este articulo generé ‘“reacciones vehementes”, entre ellas la de
Luzin, quien admitié que encontré “horroroso”lo escrito por Sierpinski
[Cooke, 2003, p. 176]. En [Graham y Kantor, 2009, p. 207], se muestra una
cita de Luzin de enero de 1917 en la que referente al articulo de Sierpinski,
esboza el porque no debe haber problema con los precedimientos que
involucren el axima de Zermelo en versién numerable, para ello hablé desde

51Ge podria decir: efectivamente, por medio de una regla o férmula univoca, sin
ambigiiedad ni arbitrariedad.

52[Sierpiriski, 1916a]

53 Este articulo es un preludio de [Sierpiriski, 1918a], que es mucho méas completo (55
pdginas) y en el que muestra los usos que ha tenido el axioma de Zermelo no solo para el
analisis sino también para la teoria de conjuntos. Sobre este tltimo articulo se dan detalles
en el apartado 5.2.
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la equivalencia de este axioma con la aceptacion de los ordinales de segunda
clase:

Vamos a ocuparnos de la sicologia. En nuestra mente
consideramos a los niimeros naturales objetivamente existentes.

En nuestra mente consideramos la totalidad de todos
los nuimeros naturales objetivamente existente. Finalmente,
consideramos la totalidad de todos los transfinitos de la segunda
clase objetivamente existente.

Queremos lo siguiente: habiendo asumido que nos enfrentamos
a la totalidad objetiva existente de todos los ntimeros naturales
y transfinitos de la Clase II, damos a cada uno de los transfinitos
de la Clase II una definicién, un “nombre”, y ademas de
manera uniforme para todos aquellos transfinitos que estamos
considerando. Usted ve, si nos dan los naturales, podemos escribir
cada uno de ellos en un sistema decimal, medido por igual, con los
simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Para nosotros no hay necesidad
(teéricamente) de escribir los simbolos en una ubicacién fija tal
como un numero finito. Practicamente, todo el tiempo estamos
dentro de los limites de los millones, o < 10'°, 0 una magnitud
similar. \

Es necesario recordar que 447 s ya, un tipo de nimero
inimaginable, incluso en sistema decimal. De una u otra forma
asociamos a cada nimero natural una representacion definitiva
de éste, igualmente medida, por diez simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7,8, 9. Yo digo que en ésto, tedricamente no hay circulo vicioso,
ya que estamos hablando del lugar para los simbolos ubicados
en un nimero finito que para nosotros es practicamente < 10,
nosotros no nos preocupamos tedricamente por eso, consideramos
que ese numero no puede ser expresado en simbolos decimales. Si
expresamos esto en decimales (es decir un nimero con lugares
decimales de un nimero dado N), llegariamos a un ntmero
mas pequeno que podriamos expresar otra vez en decimales,
y asi sucesivamente. Tomando ndmeros < 10, calculamos
un numero de procesos de reducciéon, y asi sucesivamente.
Nuestro pensamiento empezaria a vagar por un espeso bosque

54Debe ser < 1010,
55{dem.
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de reducciones, la reduccion de las reducciones, y todo esto seria
un tipo de caos de reducciones, al esfuerzo del pensamiento
para acoger el nimero natural dado en una percepcion unica de
simbolos decimales. Esto dicho sintéticamente.

De una manera similar para los ntmeros transfinitos de la
Clase II, es totalmente justificado buscar algo en la naturaleza
de un sistema decimal que permita definir (nombrar - en francés
“nommer”) cada transfinito de la Clase II. No es necesario que
busquemos aqui un circulo vicioso tedrico, como en niumeros
finitos. En los niumeros naturales cada nimero lo podemos
nombrar por medio de simbolos decimales, exactamente nombrar,
por la percepcion del ntimero de los propios simbolos decimales,
por ejemplo Ny, puede ser de nuevo una reduccién.

Pero en los ntimeros naturales esa nominacion estd dada.’s

Al plantear que nuestra mente acepta la existencia objetiva de la totatilidad
de los transfinitos de segunda clase esta asumiendo una postura similar a la
de Lebesgue que se planteara en la pagina 227. De otro lado, la concepcion
de definido analiticamente a la que Luzin se refiere en la cita de la pagina
223, acoge procedimientos que se apoyen en los transfinitos de segunda clase.

De otro lado, el problema de la existencia en matematicas involucra la teoria
descriptiva de conjuntos, y en particular con el problema histérico de la
conjetura de Baire. Una vez propuesta su conjetura, Baire la aborda tratando
de construir ejemplos explicitos de funciones de cada una de las clases.
Como estrategia, eso no fue apropiado, ya que ademas de ser un método
bastante laborioso (en algo méas de veinte anos sélo se habia logrado construir
ejemplos de hasta la clase 4), era inoperante cuando se trabaja en niveles
no finitos. Luzin enfrenta el problema de la existencia de funciones de las
clases transfinitas a partir de los desarrollos matematicos mismos, para ello
es necesario establecer el tipo de existencia que se ponga en consideracion. En
ese sentido, en [Luzin, 1930] la reflexion sobre la existencia en matematicas
es mas detallada que lo que dicen las citas anteriores. En la pagina 55 del
libro mencionado, Luzin identifica cuatro categorias de existencia de objetos
matematicos:

1. Existencia de Zermelo: se aceptan objetos en los que interviene una

6[Graham y Kantor, 2009, pp. 207-208].
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funcién de eleccién.?” Esto implica que existen conjuntos en los cuales
los elementos no se pueden exhibir de manera individual.

2. La existencia constructiva de Lebesgue: los objetos se describen a través
de procesos que hacen uso de la totalidad de los ordinales de segunda
clase.

3. Existencia a través de la diagonal: en la que se acepta objetos que se
determinan a partir de una generalizacion del método de la diagonal,
usado por Cantor para demostrar que R es no equipotente con N.

4. Existencia constructiva de Baire: que se presenta al describir objetos
mediante procesos en los cuales se utilicen tinicamente los ordinales de
primera o segunda clase de la teoria cantoriana de conjuntos.

La diferencia entre el segundo y cuarto item es que el segundo acepta como
una totalidad los ordinales de segunda clase, mientras que el cuarto no.’® La
existencia constructiva de Baire surge a raiz de que el propio Baire pone en
duda el axioma del conjunto potencia, sin el cual no puede demostrarse que
existe el conjunto de todos los ordinales de clase II.

Sobre el tercer item, a principios de 1910, Luzin dice que el argumento de Can-
tor s6lo muestra que los reales no son “efectivamente enumerables” (significa
definidos sin el axioma de eleccién). Sin embargo, podria ocurrir que los reales
fueran “contables”, pero no “efectivamente enumerables”.

Luzin adopta las categorias 2, 3 y 4, sin recurrir a la existencia que usa el
ftem 1. No es que Luzin se oponga al axioma de Zermelo, pero no lo usa

5TRespecto a este ftem se han planteado elaboradas discusiones. La més relevante, una
vez planteado la demostracién de que todo conjunto puede ser bien ordenado por parte de
Zermelo en 1904, fue la que sostuvieron los franceses Baire, Borel, Lebesgue y Hadamard.
Esta discusién se recoge en [Baire et al., 1905]. En 1908 Zermelo plantea una segunda
demostracion, que es una réplica a toda la discusion generada por el primer articulo.
También hay varios otros trabajos posteriores, siendo muy relevante el de Godel que
demostré la consistencia relativa del sistema ZFE (Zermelo-Fraenkel 4+ axioma de eleccién)
respecto a ZF.

58Esto recuerda el problema de la aceptacién del infinito en acto a rafz del surgimiento
de teoria de conjuntos, en la que se acepta como un conjunto a una coleccién infinita.

59Ge sefiala el uso de esta categorias en Luzin, en el articulo “Nicolds Lusin y el problema
de existencia en mateméticas”, Chaves A., y Recalde L. (pendiente de publicacién).
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en el caso de la demostracion de la validez de la conjetura de Baire. Luzin
en sus inicios se adhiri6 a la postura constructivista de los franceses Borel,
Baire y Lebesgue, y al igual que Sierpinski consideraba en sus publicaciones
cuando usaba este axioma o una de sus equivalencias. Cabe decir en este
punto, que en la esencia misma de la teoria descriptiva de conjuntos esta el
evitar el axioma de Zermelo, ya que se trata de conjuntos descriptos, defini-
dos efectivamente o analiticamente mediante operaciones concretas, evitando
asi elecciones arbitrarias.

6.3.3. Operaciones negativas-virtualidades

Luzin llama la atencién en algunas dificultades que se presentan con el uso de
las operaciones diferencia y complemento, la cuales denomina como operacio-
nes negativas. De las operaciones negativas surgen conjuntos como un todo
sin una determinacion especifica. A los conjuntos generados por operaciones
negativas Luzin los denomina virtualidades, es decir nociones que no definen
objetos completamente acabados.

Al verse desacelerado el impulso inicial de la teoria descriptiva de conjuntos,
es decir al no poderse resolver los problemas de regularidad, Luzin hace
una reflexién sobre el lugar ontolégico de los conjuntos proyectivos en las
matematicas:

El autor del libro adopta el punto de vista empirista® y se inclina
a considerar los ejemplos construidos por él, como formados de
palabras y no definen objetos verdaderamente acabados, sino
solamente virtualidades. En particular, considera los conjuntos
proyectivos como objetos donde la definicién no puede ser
completamente acabada: estos son virtualidades puramente
negativas® que escapan a todo modo de definicién positiva. Y hay
buenas posibilidades que esas virtualidades sean irreducibles dos a
dos. Para citar un ejemplo, el autor considera como irresoluble la
pregunta de saber si todos los conjuntos proyectivos son medibles

60Empirista en este caso significa constructivista, que es el punto de vista desarrollado
principalmente por Borel, Baire y Lebesgue y del que se habla en el apartado 3.3.1 (en las
conclusiones de el capitulo 3), también se le denota a esta postura como semi-intuicionismo.
61En este caso se refiere a la operacién complemento.
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0 No, ya que en su opinién, los procesos mismos de definicién de los
conjuntos proyectivos y de la medida en el sentido de H. Lebesgue
son virtualidades incomparables, y por consiguiente, privados de
relaciones logicas mutuas. En resumen, el dominio de conjuntos
proyectivos es un dominio donde el tercio excluido no aplica,
aunque todo conjunto proyectivo sea formalmente definible por
medio de una infinidad numerable de condiciones. [Luzin, 1930,
p. 323].

El axioma de Zermelo permite demostrar la existencia de puntos en los con-
juntos proyectivos, pero en la mayoria de estos conjuntos no se puede indicar
efectivamente un punto; tampoco se puede reconocer sus propiedades. Luzin
senalaba que eso era la principal dificultad de la teoria de conjuntos proyec-
tivos.

Pareciera extrano que Luzin se opusiera a reconocer un estatus matematico a
los conjuntos proyectivos que el mismo descubrié, sin embargo hay que tener
cuenta dos aspectos: el primero es el espiritu critico de este autor por ejemplo
hacia el axioma de eleccién y los objetos arbitrarios y también cuando plan-
tea que el objeto de la teoria de conjuntos es determinar si la concepcion del
continuo como un conjunto de puntos es aceptable o no; de esa forma no da
por sentado que sea correcto, ver R como un conjunto de individuos, puntos
o numeros. El otro aspecto a tener en cuenta es que esta cita se da en un
momento en el que los resultados sobre los conjuntos proyectivos no surgian,
y empieza lo que en la pagina 220 se denominé segundo ciclo de Luzin. Es
asi que Luzin reflexionando sobre la dificultad de determinar la veracidad o
falsedad de las propiedades de regularidad en el segundo nivel de la jerarquia
proyectiva visualiza la imposiblidad de que los axiomas clasicos de la teoria
de conjuntos dieran respuesta a estas inquietudes. Sin embargo, Luzin no di-
ce abiertamente rechazar el sentido de estas virtualidades negativas, aunque
se nota su preferencia porque se pudiese evitarlas, al decir en [Luzin, 1930,
p-269] que expondra “algunos resultados positivos”de la teoria de conjuntos
proyectivos.
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6.4.

1.

Conclusiones y comentarios

Senalar el origen de la teoria descriptiva de conjuntos depende de lo
que se resalte de ésta. Si es el estudio de los objetos definibles, entonces
debe ubicarse a finales del siglo XIX con los aportes de Borel y Baire,
quienes se encargaron de construir, respectivamente una primera clase
de conjuntos y de funciones descriptibles bajo procesos en los que no
se incluyera elecciones arbitrarias. Cabe decir que en Borel se carece
de una jerarquia de clases de conjuntos, y con Baire hay una clasifica-
cién jerarquica pero de funciones, es por ello que estas obras no deben
reconocerse como el nacimiento de la teoria descriptiva de conjuntos.
Pero la obra de Lebesgue combina los dos elementos esenciales de la
teoria descriptiva de conjuntos: la cuestion de la definibilidad de los
conjuntos y la jerarquia de estos, asi [Lebesgue, 1905] se puede consi-
derar la obra fundamental para el nacimiento de la teoria descriptiva
de conjuntos. Cabe decir que en este libro se plantea explicitamente
el paralelo entre la jerarquia de funciones de Baire (funciones respre-
sentables analiticamente, en palabras de Lebesgue) y una jerarquia de
conjuntos borelianos, que son los objetos (funciones y conjuntos) defi-
nibles.

De otro lado, el descubrimiento del error de Lebesgue por parte de
Suslin, que es senalado en [Graham y Kantor, 2009] como el momento
en el que nace la teoria descriptiva de conjuntos, debe reconocerse como
un avance importante en el estudio y descubrimiento de conjuntos
definibles, ya que se amplié el espectro de esta clase de conjuntos,
sin embargo no debe reconocerse como el nacimiento de la teoria
descriptiva de conjuntos, ya que desde la perspectiva del estudio
de los conjuntos definibles, se debe reconocer que los franceses con
las limitaciones de no conocer la teoria de conjuntos analiticos, ya
estudiaban los conjuntos borelianos, y desde el lado de las jerarquias
de clase de conjuntos este momento senalé una ampliacién a una
nueva clase de mucha mayor riqueza estructural de las que se tenia
conocimiento, sin embargo no deja de ser solo un nivel de la jerarquia
proyectiva propuesta en 1925 en los articulos de Sierpinski y de Luzin.

. La relacién histérica entre teoria de conjuntos y teoria de funciones ha

sido evidente, tanto asi que una de las motivaciones de Cantor para des-
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cubrir los ordinales transfinitos fue la la representacién de funciones®?,

Posteriormente René Baire, uno de los representantes de la Francia de
cambio de siglo que se enfocaba en solucionar problemas de la teoria
de funciones, de la medida y de la integral, plantea que los avances
en teoria de funciones pasan por los avances en teoria de conjuntos,
mostrando ello que entre los franceses, lo que se conoce como teoria
descriptiva de conjuntos tiene sentido como una herramienta para re-
solver problemas de teoria de funciones. En Borel, Baire y Lebesgue el
objetivo no es la investigacion en teoria de conjuntos sino en teoria de
funciones de variable real, pero en el proceso de sus estudios surgen los
conjuntos borelianos y su jerarquia transfinita, la cual se retroalimenta
de la jerarquia de funciones de Baire. Es asi que las tendencias cons-
tructivistas son las que orientan las investigaciones en las funciones y
conjuntos definibles.

El otro escenario del surgimiento de la teoria descriptiva es Mosc,
especificamente el seminario dirigido por Luzin, en el que una de las
tematicas se denominaba teoria descriptiva de funciones, y es en ese
marco que se dearrolld toda la historia previa al descubrimiento del
error de Lebesgue. Precisamente en el seminario de Luzin, y especifica-
mente con el descubrimiento del error de Lebesgue por parte de Suslin
en 1916, se evidencia un cambio en esta perspectiva, y la teoria descrip-
tiva de conjuntos, que para entonces surgia como teoria de conjuntos
analiticos, pasa a ser un campo de investigacion independiente de sus
aplicaciones en teoria de funciones, usando herramientas topoldgicas
para caracterizar las distintas clases de conjuntos.

En los anos 1930, es evidente su interrelaciéon con la légica y la
topologia. En ese sentido la teoria descriptiva de conjuntos es una rama
hibrida que surgié y se desarrollé en el contexto de las demés ramas
que a su vez surgia y se consolidaban como la topologia, légica, teoria
de funciones de variable real.%3

62 Ampliar en [Recalde, 2010] o [Grattan-Guinness, 1980].

63En el apéndice F se muestra, por ejemplo algunos articulos de Sierpiniski, en los que
se involucran y se interrelacionan temaéticas de topologia, teoria de funciones de variable
real, teoria de medida, teoria general de conjuntos y teoria descriptiva de conjuntos.
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3. Los problemas de regularidad para las distintas clases proyectivas no
pudieron ser resueltos con las herramientas de la teoria descriptiva de
conjuntos clasica, ello, como se dice en la conclusién de [Luzin, 1930]
es debido a que la definicion de los conjuntos proyectivos y de
medida de Lebesgue (también se puede hacer extensivo a las otras dos
propiedades de regularidad), no tienen relaciones légicas mutuas. En ese
contexto, tiene sentido la “prediccién”de Luzin sobre la imposibilidad
de saber que pasaria con los conjuntos proyectivos en relacién a las
propiedades de regularidad. Cabe decir que el camino o estrategia
utilizada para abordar estos problemas después de comprobarse que
la teoria cldsica no era suficiente, no solo fue demarcado por los
descubrimientos de Godel sobre incompletitud, sino que ya previamente
se mostraban relaciones de la teoria descriptiva de conjuntos con
lenguaje de ldégica, con las publicaciones [Kuratowski y Tarski, 1931]
y [Kuratowski, 1931], sino también con [Skolem, 1923] en la que se
anticipa quince anos y propone la independencia de la hipdtesis
de continuo bajo consideraciones metamatematicas. Este paso puede
parecer simple, sin embargo debe tenerse en cuenta que es durante
este periodo que la légica de primer orden se esta estableciendo
como un lenguaje canoénica para los estudios de los fundamentos
de las matematicas y para ello fueron esenciales las publicaciones
[Skolem, 1923] y la de Godel®*.

4. Entre las contribuciones de los polacos a la teoria descriptiva de con-
juntos esta el hecho de haber ampliado el espacio en el que existen los
conjuntos proyectivos. Es decir, los resultados de R" los extendieron a
espacios méas generales (espacios métricos completos y separables) que
posteriormente se denominarian espacios polacos.

La memoria [Sierpinski, 1956], presenta el apartado de conjuntos pro-
yectivos en espacios polacos, ademas de ello en el apartado 5.1.4, se dice
que Sierpinski hizo solo dos articulos sobre espacios completos (aunque
no necesariamente separables) y en la memoria [Sierpiriski, 1950], (pre-
sentada en la pagina 195), se hace la presentacion en R™ y dedica solo

64Godel, Kurt F., 1931. Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica
und verwandter Systeme 1. Monatshefte fir Mathematik und Physik 38, pp. 173-198.
Traducido al inglés en [Godel, 1986], pp. 145-195.
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pagina y media a la versién de los conjuntos proyectivos en los espacios
métricos completos y separables. Asi, Sierpinski no ocup6 buena parte
de sus publicaciones a estos espacios, siendo éste, uno de los aspectos
de la teoria descriptiva de conjuntos en los que la obra de Sierpinski no
ocupa tanto interés como para el conglomerado de matematicos de la
escuela de Varsovia.%

En [Kuratowski, 1933] ya hay una adaptacién de la teoria descriptiva
a estos nuevos espacios, lo que permite indicar que en Kuratowski se
compagina la tendencia de los estudios topoldgicos abstractos de sus
maestros Mazurkiewicz y Janizsewski, con las ideas en nuevas clases de
conjuntos que su otro maestro, Sierpinski, habia conocido en sus anos
de contacto con la escuela de Luzin.

5. La colaboracion entre Luzin y Siepinski fue fructifera. Ambos son los
autores mas prolificos en la etapa clasica de la teoria descriptiva de
conjuntos. Incluso, entre 1917 y 1929 publicaron siete articulos en con-
junto, todos ellos se enmarcan en la linea de la teoria descriptiva de
conjuntos. Estos se titulan:

-[Luzin y Sierpinski, 1917a]“Sur une decomposition d’ un intervalle en
une infinité non dénombrable d’ ensembles non mesurables”

-[Luzin y Sierpinski, 1917b] “Sur une propriété du continu”
-[Luzin y Sierpinski, 1918]“Sur quelques proprieties des ensembles (A)”
-[Luzin y Sierpinski, 1922] “Sur une decomposition du continu”

-[Luzin y Sierpinski, 1923] “Sur un ensemble non mesurable B”

65En [Chaves, 2006] se concluye que la salvedad més importante de los temas de
desarrollo en Varsovia en los que Sierpinski no incursiond fue la 1égica, sin embargo de este
capitulo puede anadirse que la adaptacién de la teoria decriptiva de conjuntos a espacios
polacos no fue un tema de recurrentes publicaciones en Sierpinski, al menos durante el
periodo Entreguerras.
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-[Luzin y Sierpinski, 1928] “Sur un ensemble non dénombrable qui est
de premiere catégorie sur tout ensemble parfait”

-[Luzin y Sierpinski, 1929] “Sur les classes des constituantes d’ un
complémentaire analytique”

Aunque Sierpinski tiene aportes relevantes a la teoria descriptiva de
conjuntos en cuanto a la obtencion de resultados, es mayor el aporte
de Luzin en esta teoria. Luzin es quien determiné la ampliacién de los
conjuntos definibles, primero de los borelianos a los analiticos en 1916
al concluir que detras del error de Lebesgue detectado por Suslin habia
una clase nueva de conjuntos, que resultaron ser los analiticos; y en
1924-1925 en su curso de la Universidad de Moscti donde planteé las
primeras investigaciones sobre la jerarquia proyectiva.

Cabe decir que Sierpinski aborda temas mas amplios de la teoria de
conjuntos y la topologia que Luzin, no es solo los temas de teoria des-
criptiva de conjuntos lo que le interesa, aunque si es de resaltar que en
las publicaciones de Sierpinski no hay mayor espacio para reflexiones de
orden filoséfico, tanto asi que en la introduccién de [Sierpiniski, 1950]
dice que “la nocién de conjunto proyectivo parece presentar un gran
interés filoséfico gracias, especialmente, a su vinculo con la logica ma-
tematica“, asi que no es coincidencia que Sierpinski no presenta publi-
caciones en logica y no tome postura en discusiones filosoficas de las
matematicas, como las relativas al axioma de eleccién y a la hipdtesis
de continuo. Mientras que Luzin si presenta reflexiones filosoficas y to-
ma posicién en estas discusiones, tal como se vié en el apartado 6.3.

La diferencia mas notable entre Sierpinski y Luzin es sobre el axioma
de eleccién. Se vié en el apartado 6.3.2 la neutralidad de Sierpinski
en cuanto a su uso, al publicar [Sierpiniski, 1916a] y [Sierpinski, 1918a]
en los que expone diversos resultados de la teoria de conjuntos y del
analisis en los que es necesario este axioma, sin embargo Luzin hace
una réplica en la que advierte que este axioma en la version numera-
ble (aceptando los ordinales de segunda clase) podria ser aceptable.
También Luzin en la cita del apartado 6.3.3 (que la hace en 1930) se
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declara empirista, es decir constructivista en cuanto a la concepcion de
objetos matematicos. Esto implica que no considera mateméaticamen-
te aceptable procedimientos que se apoyen en elecciones arbitrarias.
Al respecto, en [Moore, 1982, p. 288] se plantea que Luzin entendia
el axioma de elecciéon como una herramienta heuristica para encontrar
teoremas cuando no pudieran ser demostrados sin usarlo. Sin embargo,
Luzin, al igual que Sierpinski consideraban importante indicar cuando
una demostracion se apoyaba en el axioma y cuando no lo hacia.

6. En la pagina 42 se habla de las ponencias de Sierpinski en los con-
gresos internacionales de matematicas, asistio como ponente a cuatro
congresos, (desde 1924 hasta 1936). Todas se enmarcan en teorfa des-
criptiva de conjuntos. Las tres primeras tienen como papel central las
operaciones propias de esta rama y las clases de conjuntos borelianos
y proyectivos, mientras que la de 1936 no se centra en estas clases de
conjuntos sino en el tipo de funciones semicontinuas, pero que se de-
jan definir efectivamente, que corresponde a un tipo de objetos que la
teorfa descriptiva de conjuntos (y de funciones) abordan.

En 1924, en Toronto, su conferencia se titulé: “Les ensembles bien
définis, non mesurables B”. En esta concluyo:

Las operaciones que nos permiten hoy definir efectivamente
los conjuntos a partir de los conjuntos efectivamente
definidos no han sido enumeradas, tampoco las propiedades
de las clases de conjuntos que a ellas conducen, ni sus
relaciones mutuas han sido estudiadas satisfactoriamente.
Los resultados de Baire, Borel, Lebesgue, Luzin y Suslin que
comenzaron este estudio deben continuar. Esto es esencial
si queremos abordar la importante pregunta planteada
recientemente por Borel: jcudles son los niimeros reales que
sabemos definir? [Sierpinski, 1924al.

Sierpinski insiste en la importancia de estudiar sistematica y detallada-
mente las operaciones sobre conjuntos. Es por ello que expone parte de
sus resultados sobre las operaciones basicas en las clases proyectivas, tal
como el que se muestra en la pagina 218. A eso anadié la importancia
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de la aplicacién de estas investigaciones para cuestiones fundamenta-
les de las matematicas como la de los niimeros reales que son definibles.

En la ponencia de 1928 en Bolonia, la conferencia se titulé: “Sur les
familles inductives et projectives d” ensembles”. En esta hace un breve
balance de la teoria de los conjuntos proyectivos, planteando que estaba
poco desarrollada, sin embargo, varios de los métodos empleados por
Luzin en la teoria de conjuntos analitica podrian llegar a extenderse a
conjuntos proyectivos.

En esta conferencia Sierpinski demostré que si F' es una familia inducti-
va y proyectiva, la familia PC(F) también lo es. El enunciado es simple,
pero su prueba es complicada, y se basa en un método utilizado por
Luzin para demostrar algunas de las propiedades basicas de conjun-
tos analiticos. Dice Sierpinski, que eligio solo un teorema de este estilo
para mostrar que los problemas de la teoria de conjuntos proyectivas
surgen naturalmente cuando uno quiere examinar sisteméaticamente las
operaciones mas simples sobre los conjuntos elementales.

La de 1932 en Zurich fue una plenaria, y se tituld: “Sur les ensembles de
points qu’ on sait définir effectivement”. Aqui Sierpinski se refiere a los
conjuntos que se pueden definir efectivamente, haciendo la aclaracion
que hay conjuntos no proyectivos que se pueden definir, tal es el caso
de las construcciones efectivas de conjuntos que escapan a la jerarquia
proyectiva que presenta en el apartado 9 de [Sierpiriski, 1950]. En esta
plenaria se planteé:

A partir de los conjuntos elementales, por ejemplo, los
intervalos y aplicando una cantidad finita o infinita numera-
ble de veces las operaciones de suma y resta (multiplicacién
respectivamente)® de conjuntos, se obtienen los conjuntos
borelianos. Pero desde las primeras clases de conjuntos bore-
lianos se presentan grandes dificultades para definir conjuntos
efectivamente.

66Unién y diferencia (intereseccién) respectivamente.
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. Cuéles son los intervalos que sabemos definir efectiva-
mente? Para definir un intervalo, se debe definir sus extre-
mos. El problema se reduce asi a lo siguiente: ; Cuales son los
nimeros reales que sabemos definir efectivamente?

Una clasificacién de los niimeros inconmensurables defini-
bles es realmente necesario en primer lugar - dice Emile Borel,
este es un tema muy dificil, pero en el que cualquier conquis-
ta es infinitamente preciosa por sus repercusiones; ya que se
trata de lo que da vida a todos los objetos matematicos, asi,
nada es méas importante que las propiedades del ntimero.

El problema sobre los conjuntos proyectivos que se
pueden definir se reduce al problema: ;cudles son las
sucesiones infinitas de niimeros naturales que podemos definir
efectivamente? Este problema por lo tanto, es la investigacién
fundamental en la que estamos interesados[Sierpinski, 1932c].

Sierpinski ha trasladado el problema de los conjuntos proyectivos defi-
nibles efectivamente a un problema de sucesiones de niimeros naturales,
enfatizando mas en la parte de las construcciones efectivas que en las
que entra en juego la existencia pura.

Sobre el de 1936 en Oslo, que se titulé: “Sur un probleme concernant
les fonctions semi-continues”, cambia el énfasis respecto a las anteriores
presentaciones, centrandose en la parte efectiva no de los conjuntos sino
de las funciones. El resumen de la conferencia es el siguiente:

Se verda que ya entre las funciones semi-continuas hay
funciones que no satisfacen la propiedad P.57 Se sabe
definir efectivamente (nombrarlas) tales funciones, pero para
demostrar que hay funciones que no gozan de la propiedad
P se utiliza la hipétesis del continuo. [Sierpinski, 1936b]

67Una funcién f(x) de variable real satisface la condicién P si todo conjunto lineal no
numerable contiene un subconjunto no numerable sobre el cual la funcién f(x) es continua
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6.5. Anexo: La etapa post-clasica de la teoria
descriptiva de conjuntos. Resultados
principales

En 6.2 se presento los principales resultados obtenidos en la etapa clasica de
la teoria descriptiva de conjuntos, que en términos cronolégicos, llega hasta la
publicacién [Kondo, 1939]. Cabe decir que durante esos anos, especialmente
en la década de 1930, se dieron avances de lo que seria la siguiente etapa
de la teoria descriptiva, tales como las publicaciones [Kuratowski, 1931] y
[Kuratowski y Tarski, 1931], en las que se plantea la introduccién de herra-
mientas de la l6gica en la teorfa descriptiva de conjuntos.®® También en esa
época los resultados de Godel sobre incompletitud tendrian repercusion en
el rumbo de las investigaciones sobre la jerarquia proyectiva.

En [Godel, 1938] se construyé un modelo con la axiomética de Zermelo-
Fraenkel (ZF) que es compatible tanto con el axioma de eleccién (AE) como
con la hipétesis del continuo (HC), es decir, si ZF es consistente (no contra-
dictorio), entonces también es consistente ZFE + HC. El modelo de Godel
se denomina el Universo Constructible, L. En este universo son verdaderos
tanto la Hipétesis del Continuo como el Axioma de Eleccién. A pesar de este
modelo quedaban dudas acerca del tamano del continuo. jSeria posible cons-
truir un universo en el que el continuo fuera més grande? El mismo Godel
creia que introduciendo algunos axiomas naturales se podria construir un
modelo en el la negaciéon de HC fuera verdadera. Si esto sucediera, entonces
se habria logrado mostrar la independencia de la Hipdtesis del Continuo a
partir de ZFE. Esto tltimo fue realizado en [Cohen, 1963].

En esa misma publicacién, Godel anuncié dos resultados que tienen que ver
directamente con la jerarquia proyectiva:

» El axioma de constructibilidad®® implica la existencia de un conjunto
A} no es Lebesgue medible.

68Se plantea que la jerarquia proyectiva se obtiene mediante la interaccién de cinco
operadores 16gicos (—,V,A,3,V), los cuales se aplican sobre la clase de las funciones
proposicionales.

69Para ver el enunciado y los preliminares del axioma de constructibilidad, dirigirse a
[Jensen, 1995].
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» Existe un conjunto dell { no numerable sin subconjuntos perfectos.

Esto apuntaba a que las dificultades para obtener resultados sobre las clases
proyectivas de rango superior a los analiticos eran similares a las que no per-
mitian dar solucién a la hipdtesis del continuo propuestas por Cantor hace
mas de cuarenta anos.

En [Moschovakis, 1974] se presenta algunos resultados relevantes en teoria
descriptiva de conjuntos que van en la via de agregar a ZFE algtin axioma
que permita caracterizar parte de los conjuntos proyectivos, para ello los di-
vide en cuatro ciclos: la teoria clasica, los resultados sobre independencia,
hipotesis de grandes cardinales y las hipotesis de determinacion proyectiva.

Los resultados que Moschovakis presenta, que se obtuvieron con las
herramientas de la teoria clasica y que son los mejores resultados posibles
con la axiomética ZFE son los siguientes:™

1. Teorema (Suslin). Todo P € ¥{ contiene un subconjunto perfecto y
por lo tanto es equipotente con R.

2. Teorema (Sierpinski). Todo P € ¥ se puede ver como la unién de
Ny borelianos.

3. Teorema (Kéndo). Todo P € II} ( 3}) puede ser uniformizado por
un conjunto perteneciente all | (33).

Los siguientes tres resultados se han probado bajo la hipdtesis de la
consistencia de ZFE, en los que se evidencia el poco alcance de esta
axiomatica respecto a la jerarquia proyectiva, y Moschovakis los llamé Tres
resultados sobre independencia:

1. Teorema (Cohen) No se puede probar en ZFE que todo P € 31 no
contable tenga cardinalidad 2% .

2. Teorema (Solovay) No se puede probar en ZFE que todo P € X} sea
la unién de menos de 2% borelianos.”

"0Estos tres resultados se presentaron en los apartados 6.2.3 y 6.2.4.
"mplicito en [Cohen, 1963].
"2Moschovakis lo referencia de un trabajo no publicado de Robert M. Solovay
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3. Teorema (Levy) No se puede probar en ZFE que todo P € Y.} pueda
ser uniformizado por algiin conjunto proyectivo.™

Debido a esto, en [Godel, 1947] se sugiere que la solucién de los
problemas del continuo depende de las nuevas hipdtesis en teoria de
conjuntos, especificamente en axiomas que impliquen la existencia de grandes
cardinales.™ Para los tres siguientes teoremas enunciados por Moschovakis,
que los llama Hipotesis de grandes cardinales, se usard el concepto
de cardinal medible, el cual es un cardinal x de un conjunto X en el que
su conjunto potencia admite una medida p bivaluada y k-aditiva tal que
pu(X) =1y para todo conjunto unitario {z} se tiene que p({z}) = 0.7

1. Teorema (Solovay). Si existe un cardinal medible, entonces todo
conjunto no contable deX. } tiene un subconjunto perfecto y por lo tanto
es equipotente con R.™ Similarmente, si existe un cardinal medible
entonces todo P € X} es Lebesgue medible y tiene la propiedad de
Baire (Solovay, no publicado).

2. Teorema (Martin). Si existe un cardinal medible entonces todo
P € 3} es la unién de Ry borelianos.”

3. Teorema (Martin-Solovay.) Si existe un cardinal medible entonces
todo P € X1 puede ser uniformizado por un conjunto @ € 3;.™

Moschovakis dice que estos son los mejores resultados que se pueden obtener
si a ZFE se agrega la hipdtesis de la existencia de un cardinal medible, pero
que aun asi esta axiomatica sigue siendo insuficiente para probar que todo
conjunto de¥ } sea uniformizado por un conjunto proyectivo.

SEn [Lévy, 1965].

T Para ver la relacién entre distintas perspectivas de la teorfa de conjuntos, como grandes
cardinales y teoria descriptiva de conjuntos ver [Jensen, 1995].

"5Para profundizar se puede ver el apartado 6G de [Moschovakis, 2009].

"6Moschovakis referencia este resultado en:

R.M. Solovay. “On the Cardinality of> } sets of reals”, Fundations of Math.(Sympos.
Conmemorating Kurt Gédel, Columbus, Ohio, 1969, pp. 58-73. MR.. 43 # 3115.

""Moschovakis lo atribuye a Donald Martin como un trabajo no publicado pero
ampliamente difundido. Con titulo “Projective Sets and Cardinal Numbers”.

"8Moschovakis referencia este resultado en:

D.A. Martin and R.M. Solovay. “A basis theorem forY i sets”, Ann. of Math. (2) 89
(1969, 139-159. MR41 #53.
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La hipodtesis de determinacién proyectiva asume que en todo juego in-
finito de dos personas con la informacion perfecta y que es proyectivo, uno
de los dos jugadores tiene una estrategia ganadora, es decir, que todo jue-
go estd determinado. David Blackwell™ incorpord esta técnica, propia de la
teoria de juegos, para dar una prueba de la propiedad de separacién en los
conjuntos de¥. |.

Previo a la hipotesis de determinacién proyectiva esta la hipotesis de deter-
minacién, que no es compatible con el axioma de eleccion porque contradice
este ultimo, sin embargo la hipotesis de determinacion proyectiva es una ver-
sion debilitada de ésta, y es compatible con el sistema ZFE.

La generalizacién, usando la hipdtesis de determinacion proectiva, de los
tres teoremas clasicos: el de Suslin, de Sierpinski y de Kondo, se enuncian
respectivamente de la siguiente manera:

1. Teorema. Si se asume la hipdtesis de determinacién proyectiva
entonces todo conjunto proyectivo no contable contiene un subconjunto
perfecto y por lo tanto es equipotente con R.%°

2. Teorema (Martin) Si se asume la hipdtesis de determinacién
proyectiva entonces todo conjunto deX } se puede ver como la unién de
N3 borelianos.?!

3. Teorema (Moschovakis). Si se asume la hipétesis de determinacion
proyectiva entonces todo conjunto proyectivo puede ser uniformizado
por un conjunto proyectivo, de hecho, para k impar todo conjunto dell }
puede ser uniformizado por un conjunto dell ;, y para n todo conjunto
deX ! puede ser uniformizado por un conjunto deX ! .82

™En:

Blackwell, David. “Infinite games and analytic sets”, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 58.
1967. pp. 1836-1837.

80Moschovakis no lo atribuye a algiin autor especifico.

81Moschovakis lo atribuye a Donald Martin como un trabajo no publicado pero
ampliamente difundido. Con titulo “Projective Sets and Cardinal Numbers”.

82Moschovakis referencia este resultado en:

Y.N. Moschovakis. “Uniformization in a playful universe”, Bull. Amer. Math. Soc. 77
(1971), pp. 731-736. MR 44 #2609.
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Capitulo 7

Conclusiones generales

1. En el capitulo 4 se analizaron los elementos que permitieron la confor-
macion de la escuela de Varsovia y la internacionalizacion de la ma-
tematica polaca. Se hizo referencia al nacionalismo como elemento cla-
ve, también al hecho de especializarse en una rama de las matematicas
que no fuera muy fuerte en otras comunidades matematicas y que, a su
vez, estuviera en los margenes del reconocimiento internacional como
una rama de interés y de peso. En ese sentido la apuesta de fundar
una revista especializada fue lo que, en su momento, permitié que el
propésito de obtener reconocimiento internacional como comunidad lle-
gara a buen puerto.

La preocupacién por publicar fue uno de los legados que Sierpiniski!
dej6é a sus alumnos fue una de las herencias que éste inculcod en sus
alumnos. Los polacos consideraban que las publicaciones era algo na-
tural que respondia a las necesidades propias de los individuos. Eso se
habla en [Kuratowski, 1980, p. 57], respecto a las revistas FM, Studia
Mathematicae y la serie Monografie matematyczne: “no era una cuestion
de prestigio, sino de satisfacer una de las necesidades més esenciales de
la escuela polaca de matematicas”.

La escogencia de la teoria de conjuntos y sus aplicaciones como tema
de especializacién fue una decisién natural (por estar involucrados en
ello Sierpinski, Janiszewski y Mazurkiewicz) y afortunada, ya que la

!Para 1919 contaba ya con més de 100 articulos publicados.
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tendencia propia de la época demarcaba que parte de la importancia
de una cierta temética de especializacién pasaba por la interdiscipli-
naridad de ésta; requisito que la teoria de conjuntos cumplia con sus
aplicaciones a ramas emergentes como la topologia y la teoria de fun-
ciones. En el caso de la escuela de Varsovia, la teoria de conjuntos
también se retroalimentaba con la légica; rama promovida inicialmente
por Lesniewski y Lukasiewicz y que dio sus mejores frutos con hibridos
en matematica y logica como Kuratowski, Mostowski y Tarski, quienes
incidieron en esa parte de las matematicas que necesitaba discusién so-
bre sus fundamentos, y en la que las axiomaticas conjuntistas jugaron
un rol importante desde finales de la década de 1930.

Una pregunta que surge al reflexionar sobre el florecimiento de la ma-
tematica polaca es jcudles de los factores que impulsaron la conforma-
cion de una comunidad matematica en Polonia, y que incidieron en su
reconocimiento internacional, pueden adaptarse en alguna otra perife-
ria? Responder esta pregunta requiere una investigacién de un orden
distinto al que se pretende en esta tesis, pero para ello se debe analizar
el caso del nacionalismo, la especializacién y el impulso a las publicacio-
nes. Particularizando en el caso colombiano se debe tener en cuenta que
no seria el nacionalismo un impulsor para el proyecto de conformacion
de comunidad matematica con propoésito de obtener reconocimiento in-
ternacional, al menos no el nacionalismo que se percibia en los polacos
de inicios de Siglo XX, el cual era alimentado por los anos de opresion
por parte de otras naciones. Sobre la especializacion cabe decir que en
la época actual no seria una opcioén sino una necesidad, ya que, como
se observa en el apéndice A, hay una enorme variedad de divisiones
teméticas de las matematicas actuales. Para un centro particular seria
imposible tener especialistas en buena cantidad de esos temas. De esa
forma, el reconocimiento de los centros de matematicas debe pasar por
la especializacién. El aspecto que si es comun para cualquier centro
que aspire a conformar una comunidad y un posterior reconocimiento,
es el de las publicaciones; en ese sentido los esfuerzos deben enfocar-
se en impulsar la idea que la socializacién de resultados a través de
publicaciones escritas es esencial, educando a los jovenes en que la co-
municacién es una necesidad esencial de cada investigador.
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A lo anterior habria que anexar todo un estudio de distintos érdenes,
pasando por lo cultural, lo politico y lo presupuestal; también se de-
be tener en cuenta las dreas de especializacién de quienes aspiran a
formar comunidad, comparando debilidades y fortalezas propias con
centros vecinos.

2. Como se senala en el apartado 5.1 hay cinco tematicas de la teorfa de
conjuntos en las que Sierpinski se especializa, sin embargo no publica
en todas las ramas que se tratan en F'M, entre ellas estan la logica y la
teoria descriptiva de conjuntos post clasica.

Kuratowski es uno de los matematicos mas representativos de la escuela
de Varsovia, siendo no solo especialista en las cinco ramas de la teoria
de conjuntos en las que también es experto Sierpinski, sino que ademas
se adentra en algunos aspectos de la logica y de la teoria descriptiva
de conjuntos de la época post clasica. El acercamiento de Kuratowski
a la légica es debido a la recepcién de ideas de Lukasiewicz,? quien fue
profesor de Kuratowski en Varsovia, siendo esa formacion en légica lo
que le permitié abordar los avances en teoria descriptiva de conjuntos
después de la época clasica, lo cual no hizo Sierpinski.

Sin embargo es Sierpinski quien mejor representa la escuela de Varso-
via, ya que es el autor con més publicaciones en F'M, con 200 articulos
durante los 20 primeros anos de esta revista; ademaés es uno de sus fun-
dadores y tras la muerte de Janiszewski asumi6 su liderato. Kuratowski
fue cercano a Sierpinski y se puede decir que es un sucesor de éste en
cuanto a prolijidad, a la variedad de temas que aborda, a la ocupacion
de cargos administrativos y también a la idea de preservar una comuni-
dad matematica. En ese sentido si se opta por una historiografia de la
escuela de Varsovia dandole peso a uno de sus miembros, ese debe ser
Sierpinski, pues sin éste autor quizas en sus sucesores, como Kuratows-
ki, no hubiese florecido tal como sucedié, las capacidades matemaéaticas
y el compromiso con mantener una escuela.

2También de Tarski, con quien realizé publicaciones.
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En ese sentido se puede plantear que para la escuela de Varsovia, li-
derada por Sierpisnki y con FM como 6rgano de difusion, la teoria de
conjuntos se entendia como un conglomerado de las siguientes ramas:
teoria general de conjuntos, topologia, teoria de funciones, teoria de la
medida, teoria descriptiva de conjuntos y légica, siendo esta tltima la
Unica en la que Sierpinski no hace publicaciones. Con los argumentos
presentados en el capitulo 2 se puede asegurar que ninguna de esas ra-
mas llega a adquirir el estatus de subdisciplina auténoma en el periodo
Entreguerras.

De acuerdo a la clasificacion realizada en el apéndice F, y que se ha
recopilado en las tablas finales de ese apartado, se debe mencionar que
aunque los més importantes articulos de Sierpinski corresponden a la
teoria general de conjuntos,® no es esta la rama en la que méas tuvo
publicaciones.? Esto concuerda con el espiritu de la época, en el sen-
tido de las tematicas de los manuales que abordan temas de teoria de
conjuntos, como el de Hausdorff en 1914, Grundzige der Mengenlehre,
el de Luzin de 1930 Leg¢ons sur les ensembles analytiques et leur ap-
plications y Topologie I de Kuratowski de 1933° donde predomina las
llamadas aplicaciones de Cantor.

A lo anterior se puede anadir que las escuelas de Moscu (liderada
por Luzin) y la de Paris (donde sobresalian Lebesgue, Borel, Baire y
Hadamard), en donde adquirieron parte de la formacion los iniciadores
de la escuela de Varsovia, estaban orientadas a una visiéon bastante
moderna en la que prevalecia la teoria de funciones, topologia y teoria
de la medida (es decir, una concepcién moderna y abstracta del anélisis,
separada ya de la tradicién francesa de un analisis mas limitado a lo
necesario para la fisica matemaética). De acuerdo a lo anterior se observa
una continuidad y coherencia entre los casos polaco, ruso y francés en
el periodo Entreguerras, lo cual se contrapone con la situacién en las
décadas de 1940 y siguientes en la escuela de Berkeley, encabezada por
el polaco Alfred Tarski, que se ha encaminado a la logica, a la teoria

3Remitirse al capitulo 5.

4Sin embargo en la década de 1930 aumenté el porcentaje de publicaciones en esta
rama.

5Textos de los que se presenta su indice en el apartado 6.1.
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general de conjuntos (con temas como la teoria de grandes cardinales)
y teoria de modelos.%

3. Después de la Segunda Guerra Mundial, Sierpinski empieza a intere-
sarse en la teoria de numeros, publicando cada vez menos en teoria
de conjuntos. Cabe recordar que los inicios de Sierpinski fueron en
teoria de nimeros, pero desde 1907 se mostro intrigado por la teoria de
conjuntos de Cantor. Sobre la evolucién investigativa de Sierpinski en
teorfa de conjuntos, Marczewski en [Hartman et al., 1974, p. 20| plan-
tea que la mayoria de trabajos en topologia general de Sierpinski datan
del periodo 1915-1924, y que luego de eso hay un cambio hacia la teoria
descriptiva de conjuntos, lo cual es discutible desde el punto de vista
de la clasificacion que se plantea en el apartado F.2, donde se muestra
que en todo el periodo Entreguerras, Sierpiniski hace mas publicaciones
cercanas a la topologia que a la teoria descriptiva de conjuntos; cabe
entonces decir que varias de las publicaciones involucran aspectos de
estas dos ramas; sin embargo varios de los estudios en las nuevas cla-
ses de conjuntos, obtenidas a través de la aplicacion de proyecciones y
complementos, han sido para estudiar propiedades topologicas de estas
clases de conjuntos; de hecho se puede decir que el interés de Sierpinski
en estas nuevas clases era el estudio de sus propiedades topoldgicas.

La posibilidad de obtener resultados en teoria descriptiva de conjuntos
se vio reducida, poco después que se expusieran las clases proyectivas;
es asi que ni Sierpiniski ni ningin otro matemaéatico podia seguir
produciendo resultados sobre esta rama. Asi, la necesidad de escribir
de Sierpinski beneficiaba més a otras ramas (como fue la topologia y la
teorfa general de conjuntos en los afios 30) que a la teoria descriptiva.
Es asi que el poco acercamiento a la légica y a los fundamentos de
las matematicas fue un impedimento para que Sierpinski abordara la
etapa siguiente de la teoria descriptiva de conjuntos. Asi, después de
la Segunda Guerra Mundial retorné a sus investigaciones en teoria de
nimeros.

4. De los tres enfoques sobre la teoria de conjuntos, planteados en el
capitulo 3, se puede concluir que Sierpinski es ajeno al enfoque de De-
dekind, que promueve la teoria de conjuntos como fundamentadora de

6Para ampliar, ver [Ferreirés, 2010] o [Feferman y Feferman, 2004].
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las matematicas. El enfoque de la segunda etapa de Cantor, en el que
se tiene a la teoria de conjuntos como una rama independiente de sus
aplicaciones, es asumido por Sierpinski en varias de las publicaciones
que se nombran en el apartado 5.1.1 y que en el apéndice F se identifi-
can con la teoria general de conjuntos. No se puede decir que todas las
publicaciones que en el apéndice F se etiquetan con teoria general de
conjuntos se acojan a este enfoque, ya que en algunos de éstos articulos
se llega a discutir el uso del axioma de eleccion y de la hipdtesis del
continuo en las aplicaciones, mostrando un enfoque mas cercano al de la
primera etapa de Cantor. Asi de los articulos publicados por Sierpinski
en FM, durante el periodo Entreguerras, menos del 36 %7 cuadra en el
enfoque de la segunda etapa de Cantor, mientras que mds del 64 %°
encuadran en el enfoque de la primera etapa de Cantor que se entiende
como la teoria de conjuntos al servicio de resolver problemas de otras
ramas.

Los motivos para que en Sierpinski predomine, al menos en niimero de
articulos, el enfoque de la primera etapa de Cantor sobre el de la segun-
da etapa, pueden ser varios: uno seria el freno que tuvo la teoria descrip-
tiva de conjuntos al no poderse obtener resultados con la axiomatica
clasica mas alla del segundo nivel de la jerarquia proyectiva. Otro moti-
vo corresponde al grado de abstraccién y complejidad que se manejaba
en los temas de teoria general de conjuntos tales como grandes cardi-
nales, lo cual se evidencia en que el surgimiento de resultados en estas
areas era mas lento que en topologia. También influye el hecho de que
las principales relaciones de Sierpinski, que se forjaron en la década de
1910, fue con matematicos franceses y rusos, en quienes predominaba
el enfoque de la primera etapa de Cantor.

Sobre FM y los enfoques en teoria de conjuntos, cabe decir que aunque
la influencia de Sierpinski sobre esta revista fue notoria, también hubo

"Que corresponde en la tltima tabla del apéndice F.2 a los porcentajes de articulos
que se relacionan con teoria descriptiva de conjuntos y a algunos de teoria general de
conjuntos.

8Que corresponde en la ltima tabla del apéndice F.2 a los porcentajes de los articulos
clasificados en topologia, teoria de funciones o teoria de medida y a algunos de teoria
general de conjuntos.
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espacio considerable para el enfoque de Dedekind, reivindicado por los
especialistas en logica y fundamentos de las matematicas, entre ellos
Lesniewski, Tarski, Mostowski, Lindenbaum y Lukasiewicz (este tltimo
no publicé en FM).

Ahora, sobre la vision desde el extranjero de lo que era la teoria de
conjuntos en FM, Lebesgue en 1922 escribio:

Si ese ostracismo en contra de la teoria de conjuntos se
estd desvaneciendo, es debido al hecho de que la teoria de
conjuntos, que se desarroll6 a partir de la teoria de las
funciones analiticas, podria resultar util a su hermana mayor
y podria mostrar a la gente sus cualidades y riqueza.’

De esta cita se puede deducir el predominio del enfoque de la primera
etapa de Cantor, aunque la opinién puede tener sesgo de atencion en
Lebesgue porque el francés es exponente de ese mismo enfoque.

Para la teoria general de conjuntos, Polonia no fue una autopista de
desarrollo sino una carretera lateral, eso se explica en que en Polonia
no se construy6 algiin paradigma como lo hizo Cantor, Dedekind,
Zermelo o posteriormente Cohen. Como comunidad se puede decir que
han sido una autopista de desarrollo para la topologia y posiblemente
para la teoria descriptiva de conjuntos y en el caso de Leopdlis, para
el andlisis funcional. Lo anterior no quiere decir que no hayan hecho
aportes a la teoria de conjuntos, sino que al visualizarla como una rama
herramienta sus aportes en teoria general de conjuntos se notan mas
desde lo topologico.

5. En el apéndice F se clasificd, en cinco ramas, los articulos que Sier-
pinski publicé en FM desde 1920 hasta 1939. El ntimero de articulos y
los porcentajes de cada rama se recopilé en tablas por periodos de diez
anos, de la década de 1920 y de la década de 1930, para ver cambios
en los énfasis de Sierpinski.

9Tomado de [Kuratowski, 1980, p. 35], citando [Lebesgue, 1922].
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El principal cambio entre estas dos décadas esta en teoria general de
conjuntos, rama que en la primera década obtiene el menor nimero de
articulos, con apenas 8,82 % de las publicaciones, mientras que en la
segunda década tiene el mayor porcentaje con 27.55 %.

Las publicaciones en teoria descriptiva de conjuntos empiezan en 1924,
y en esta rama hay buena produccion de articulos hasta 1931, justo el
ano en el que la teoria general de conjuntos empieza a aumentar sus
publicaciones, lo cual responde a la barrera con la que topo la teoria
descriptiva (descrita anteriormente) para continuar su desarrollo.

La topologia y la teoria de funciones son las ramas en las que mas
articulos tiene Sierpiriski, 27 % y 26 % respectivamente. Esos porcenta-
jes sumados al 11 % de teorfa de la medida da 64 %, corroborando ello
que el enfoque de la teoria de conjuntos al que mas se aproxima es al
de la primera etapa de Cantor, y que coincide con lo que este ultimo
llamaba la teoria de conjuntos aplicada.

De otro lado, es conveniente saber que varios de los articulos que se
han clasificado contienen apartes de varias de estas temadticas, basta
por ejemplo recordar lo planteado en el capitulo 5 sobre los articulos
de 1918 y 1924 sobre el axioma de Zermelo y sobre la hipdtesis del
continuo, en los que se plantea resultados de diversas areas de las ma-
tematicas donde se hace uso de éstos. También es conveniente decir que
las clasificaciones disciplinares de la época, por ejemplo en el Jahrbuch'®
no diferencia entre estas tematicas. Por ejemplo, los articulos denotados
con las numeraciones 2114 y 20121, segin [Jahrbuch Project, 2007], se
describen con las mismas teméticas, pero actualmente y segin la clasi-
ficacién aqui propuesta se diferenciarian en teoria general de conjuntos
y teoria descriptiva de conjuntos, respectivamente. Asi mismo hay va-
rios casos mas.

®Que se puede obtener para la mayoria de articulos de Sierpifiski en
[Jahrbuch Project, 2007].
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Apéndice A

Clasificacion disciplinar MSC10

En la clasificacién de the Mathematical Subject Classification de 2010
(MSC10), revision a cargo de Mathematical Reviewsy Zentralblatt fiir Mathe-
matik, hay 63 secciones. La teoria de conjuntos aparece como una subseccién
de la seccion 03-XX MATHEMATICAL LOGIC AND FOUNDATIONS. Las

otras subsecciones SOHZ1

-Philosophical aspects of logic and foundations
-Model theory

-Computability and recursion theory

-Set theory

-Proof theory and constructive mathematics
-Algebraic logic

-Nonstandard models

Los apartados que componen teoria de conjuntos son:

03E02 Partition relations

03E04 Ordered sets and their cofinalities; pcf theory
03E05 Other combinatorial set theory

03E10 Ordinal and cardinal numbers

03E15 Descriptive set theory

03E17 Cardinal characteristics of the continuum

!Tomado de http://www.ams.org/mathscinet /msc/pdfs/classifications2010.pdf.
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03E20 Other classical set theory (including functions, relations, and set
algebra)

03E25 Axiom of choice and related propositions

03E30 Axiomatics of classical set theory and its fragments

03E35 Consistency and independence results

03E40 Other aspects of forcing and Boolean-valued models

03E45 Inner models, including constructibility, ordinal definability, and core
models

03E47 Other notions of set-theoretic definability

03E50 Continuum hypothesis and Martin’s axiom

03E55 Large cardinals

03E57 Generic absoluteness and forcing axioms

03E60 Determinacy principles

03E65 Other hypotheses and axioms

03E70 Nonclassical and second-order set theories

03E72 Fuzzy set theory

03E75 Applications of set theory

03E99 None of the above, but in this section

Otros apartados de esta clasificacion en los que aparece el término teoria de
conjuntos son:

extremal set theory en Extremal combinatorics, en Miscellaneous topics in
measure theory, Descriptive set theory (topological aspects of Borel, analytic,
projective, etc. sets), Games involving topology or set theory, Sets, relations,
set theory en Foundations of mathematics.
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Apéndice B
Axiomas ZFE

Las relaciones del dominio B estén regidas por los siguientes axiomas:

Axioma I (de Extensién): Si cada elemento de M es elemento de N
y, reciprocamente, cada elemento de N es elemento de N, entonces
M = N.Estoes,si M C Ny N C M, entonces M = N.

Axioma II (de Conjuntos elementales): Existe un conjunto impropio, el
‘conjunto nulo’(),que no tiene ningtin elemento. Si a es una cosa, existe
un conjunto {a} que contiene a a y sélo a a como elemento. Si a y
b son cosas, existe un conjunto {a,b} que tiene a y a b como unicos
elementos.

Axioma III (de Separacién): Si un enunciado abierto E estd bien
definido para todos los elementos de un conjunto M, existe un
subconjunto M E que tiene todos los elementos x de M para los cuales
E(z) es verdadero.

Axioma IV (de Partes): A cada conjunto T, le corresponde un nuevo
conjunto MT' que contiene todos los subconjuntos de 1" y solamente
ellos.

Axioma V (de Unién): A cada conjunto T, le corresponde un nuevo
conjunto 07" que contiene todos los elementos de los elementos de Ty
solamente ellos.

Axioma VI (de Eleccién): Si T es un conjunto tal que todos sus
elementos son diferentes de vacio y son disjuntos de dos en dos, su
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union 07" contiene un subconjunto S; que tiene un elemento comun y
s6lo uno con cada elemento de T

» Axioma VII (del Infinito): El dominio B contiene al menos un conjunto
7, que contiene como elemento al conjunto vacio y para todo elemento
a de Z se tiene que el conjunto a también pertenece a Z.

En 1922, Abraham Fraenkel introduce el axioma de reemplazo y en 1925 Von
Newman introduce el axioma de regularidad.

» Axioma VIII (Reemplazo): Si se tienen un conjunto A y una funcién
F'| entonces la imagen directa de A bajo F', F[A] es un conjunto.

» Axioma IX (Regularidad): Todo conjunto A # (), tiene un elemento z,
tal que A y x no tienen elementos comunes.
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Apéndice C

Lista de problemas de Hilbert

1. La igualdad de los volimenes de dos tetraedros de igual base e igual

altura.

2. El problema de la distancia mas corta entre dos puntos. ;Es la linea
recta la distancia mas corta entre dos puntos, sobre cualquier superficie,

en cualquier geometria?

3. Establecer el concepto de grupo de Lie, o grupo continuo de
transformaciones, sin asumir la diferenciabilidad de las funciones que

definen el grupo.

4. Axiomatizacién de la fisica. jEs posible crear un cuerpo axiomatico

para la fisica?

5. La irracionalidad y trascendencia de ciertos nimeros como e, v/2, etc.

6. El problema de la distribucion de los niimeros primos.

7. Demostracion de la ley mas general de reciprocidad en un cuerpo de

nimeros cualesquiera.

8. Establecer métodos efectivos de resolucién de ecuaciones diofdnticas.

9. Formas cuadraticas con coeficientes algebraicos cualesquiera.

10. La extensién del teorema de Kronecker sobre cuerpos abelianos a

cualquier dominio de racionalidad algebraica.
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11.

12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.
19.

20.

21.

Imposibilidad de resolver la ecuacién general de séptimo grado por
medio de funciones de s6lo dos argumentos.

Prueba de la condicién finita de ciertos sistemas completos de funciones.

Fundamentacién rigurosa del calculo enumerativo de Schubert o
geometria algebraica.

Problema de la topologia de curvas algebraicas y de superficies.
La expresién de formas definidas por sumas de cuadrados.
Construccion del espacio de los poliedros congruentes.

Las soluciones de los problemas regulares del cédlculo de variaciones,
json siempre analiticas?

El problema general de condiciones de contorno de Dirichlet.

Demostracion de la existencia de ecuaciones diferenciales lineales de
clase fuchsiana, conocidos sus puntos singulares y grupo monodrémico.

Uniformidad de las relaciones analiticas por medio de funciones
automoérficas: siempre es posible uniformizar cualquier relacion
algebraica entre dos variables por medio de funciones automorfas de
una variable.

Extension de los métodos del calculo de variaciones.
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Apéndice D
Indice del Jahrbuch

Veamos el desgloce disciplinar completo del volumen de 1904 (publicado en
1906):
1. Erster Abschnitt. Geschichte und Philosophie

Kapitel 1. Geschichte.

A. Biographisch-Literarisches

B. Geschichete einzelner Disziplinen

Kapitel 2. Philosophie und Padagogik

A. Philosophie

B. Padagogik

2. Zweiter Abschnitt. Algebra

Kapitel 1. Gleichungen. (Allgemeine Theorie. Besondere algebraissche
und transzendente Gleichungen )

Kapitel 2. Theorie der Formen (Invariantentheorie)
A. Theorie der algebraischen Formen.
B. Differenetialinvarianten

Kapitel 3. Substitutionen und Gruppentheorie, Determinanten,
Elimination und symmetrische Funktionen

A. Substitutionen und Gruppentheorie.
B. Determinanten.

C. Elimination und symmetrische Funktionen
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3. Dritter Abschnitt. Niedere und hohere Arithmetik
Kapitel 1. Niedere Arithmetik
Kapitel 2. Zahlentheorie
A. Allgemeines
B. Theorie der Formen
Kapitel 3. Kettenbriiche
4. Vierter Abschnitt. Kombinationslehre und Wahrscheinlichkeitsrech-
nung.
5. Flinfter Abschnitt. Reihen
Kapitel 1. Allgemeines

6. Sechster Abschnitt. Differential- und Integralrechnung
Kapitel 1. Allgemeines (Lehrbiicher usw)

Kapitel 2. Differentialrechnung (Differentiale, Funktionen von Differen-
tialen, Maxima und Minima)

Kapitel 3. Integralrechnung
Kapitel 4. Bestimmte Integrale

Kapitel 5. Gewohnliche Differentialgleichungen und Differenzenrech-
nung

A. Gewohnliche Differentialgleichungen
B. Differenzenrechnung
Kapitel 6. Partielle Differentialgleichungen

Kapitel 7. Variationsrechnung

7. Siebbenter Abschnitt. Funktiontheorie
Kapitel 1. Allgemeines
Kapitel 2. Besondere Funktionen

A. Elementare Funktionen, Gammafunktion und hypergeometrische
Reihe

B. Elliptische Funktionen
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C. Hyperelliptische, Abelsche und verwandte Funktionen

D. Kugelfunktionen und verwandte Funktionen

8. Achter Abschnitt. Reine, elementare und synthetische Geometrie
Kapitel 1. Prinzipen der geometrie
Kapitel 2. Kontinuitatsbetrachtungen (Analysis situs Topologie)

Kapitel 3. Elementare Geometrie (Planimetrie, Trigonometrie,
Stereometrie)

Kapitel 4. Darstellende Geometrie

Kapitel 5. Neuere syntetische Geometrie

A. Allgemeines

B. Besondere ebene Gebilde

C. Besondere raumliche Gebilde

D. Gebilde in Rdumen von mehr als drei Dimensionen

E. Abzahlende Geometrie

9. Neunter Abschnitt. Analytische Geometrie
Kapitel 1. Lehrbiicher, Koordinaten
Kapitel 2. Analytische geometrie der Ebene
A. Allgemeine Theorie der ebenen Kurven
B. Theorie der algebraischen Kurven
C. Gerade Linie und Kegelschnitte
D. Andere spezielle Kurven
Kapitel 3. Analytische Geometrie des Raumes
A. Allgemeine Theorie der Flachen und Raumkurven
B. Theorie der algebraischen Flachen und Raumkurven
C. Raumgebilde ersten, zweiten und dritten Grades
D. Andere spezielle Raumgebilde
E. Gebilde Raumen von mehr als drei Dimensionen

Kapitel 4. Liniengeometrie (Komplexe, Strahlensysteme)
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10.

11.

Kapitel 5. Verwandtschaft, eindeutige Transformationen, Abbildungen
A. Verwandtschaft, eindeutige Transformationen und Abbildungen

B. Konformen Abbildungen und dergleichen

Zehneter Abschnitt. Mechanik

Kapitel 1. Allgemeines (Lehrbiicher usw)
Kapitel 2. Kinematik

Kapitel 3. Statik

A. Statik fester Korper

B. Hydrostatik

Kapitel 4. Dynamik

A. Dynamik fester Korper

B. Hydrodynamik

Kapitel 5. Potentialtheorie

Elfter Abschnitt. Mathematische Physik
Kapitel 1. Molekularphysik, Elastizitat und Kapillaritat
A. Mollekularphysik und Allgemeines

B. Elastizitatstheorie

C. Kapillaritat

Kapitel 2. Akustik und optic

A. Akustik

B. Teoretische Optik

C. Geometrische Optik

Kapitel 3. Elektrizitat und Magnetismus
Kapitel 4. Warmelehre

A. Mechanische Warmetheorie

B. Gastheorie
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12. Zwolfter Abschnitt. Geodasie, Astronomie, Metereologie
Kapitel 1. Geodasie
Kapitel 2. Astronomie
Kapitel 3. Mathematische Geographie und Meteorologie
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Apéndice E

Sobre las necesidades de las
matematicas en Polonia

Nota!: Esta es una versién espaiola del articulo de Z.
Janiszewski aparecido en 1918 en el primer volumen de Nauka
Polska, publicacién de la Fundacién Mianowski (cfr. Lecturas
Matemadticas, Vol. 1, pp. 123-297). La traduccién estuvo a cargo
del profesor Diego Pareja H. de la Universidad del Quindio y fue
realzada a partir del Apéndice del libro La génesis de una escuela
en Polonia de la Hermana Mary Grace Kuzawa.

No fue sino después de cierta resistencia de mi parte que me dispuse a hacer
esta presentacién de las necesidades de las matematicas. Al ver las urgentes
necesidades de otras disciplinas en Polonia, donde se carece de las cosas mas
esenciales, como materiales e instrumentos cientificos, donde se hace nece-
sario reunir enormes capitales para ofrecer los requerimientos minimos de
investigacion, para la construccion de laboratorios, museos, estaciones expe-
rimentales y otros servicios técnicos, parece inapropiado que nosotros, los
matematicos viviendo en un mundo abstracto, donde no es gratuito, estemos
al lado de nuestros colegas mas necesitados, demandando una participacion
en los fondos del estado. Pero comprendiendo que, en el momento presente
las necesidades més apremiantes de las matematicas requieren solo un cierto
esfuerzo y que pueden satisfacer enteramente con un pequeno gasto, procedo

'Esta traduccién ha sido transcrita textualmente del apéndice B del articulo
[Arboleda, 1982].
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con esta presentacion.

La necesidad prioritaria de las matemaéticas, en la actualidad, es atraer y
retener en su seno a todos los individuos que muestren una habilidad extra-
ordinaria para las matematicas. No es mi deseo lamentarme por la falta de
fondos para becas; el punto central de esta discusién, més bien, el método
de distribuir los fondos indispensables. Sin embargo prefiero abstenerme de
criticar el método de distribucion que ahora se acepta y se practica. Quiero
simplemente discutir algunos problemas que son, en cierta medida, nuevos y
que se proyectan hacia el futuro.

Hay una multitud de individuos brillantes y creativos que desperdician su ta-
lento a causa de dificultades econémicas. jPor qué pasa esto? La mayoria de
ellos 0 no saben cémo o les da pena solicitar ayuda financiera. Es imperativo
localizar a estos individuos en lugar de esperar que ellos por propia iniciati-
va, se presenten. Debe iniciarse un sequimiento a estos individuos, aun antes
de que abandonen la escuela secundaria; de hecho, tan pronto como se des-
cubran sus habilidades. ;Quien metddica y sistematicamente hace esto hoy
en dia? Es imposible exigir que cada entidad encargada de distribuir fondos
realice esta actividad. Puesto que el seguimiento y la promocion constituyen
un problema enorme, debe crearse, con este propésito, una comision especial
una “comisién encargada del desarrollo de las matematicas”. Su objetivo se-
ria dirigir de nuevo me atrevo a sugerir la administraciéon de los fondos de
becas para todo el pais. En particular tal comisién informaria a quien co-
rresponda sobre individuos que requieren ayuda financiera. Seria apropiado
también que la comision, por si misma, dispusiera de cierto niimero de becas.
Por esta razén tal entidad deberia ser creada por una institucién analoga a
la fundacién Imenia Mianowski.

La tarea de la administracién de becas no debe limitarse solo a la cuestién
de a quien se le otorga la beca. Uno debe saber en que forma y en qué con-
diciones se hace el otorgamiento, de tal forma que esta sea aceptada pero no
malgastada en matriculas initiles y en sintesis, que incida ventajosamente
sobre el trabajo creativo del beneficiario. A menudo es bueno incluir ciertos
incentivos no materiales; estableciendo, por ejemplo, una obligacién moral
hacia la investigacion, al confiar al individuo una tarea investigativa conve-
niente.

264



Capitulo E. Sobre las necesidades de las matematicas en Polonia

Para ejecutar estas obligaciones la comision planeada podria disponer de
otros recursos. A mismo tiempo que se encargue de la organizacion del traba-
jo matemdtico podria crear un “Centro de Investigacién matematica ”a donde
los matematicos con mejores ideas puedan recurrir en busca de asistencia para
ejecutar las partes menos complejas de su investigacion. El profesor Enrique
de Bologna, uno de los matematicos contemporaneos mas brillantes, me ha
comunicado esta idea que tiene como fin la explotacion benéfica, para la cau-
sa del conocimiento. De aquellas fuerzas y trabajo puestos en los articulos
matematicos que, aunque no tengan mayor valor para el avance de la ciencia,
son escritas con el solo propésito de mostrar la habilidad del autor para la
investigacion: por ejemplo muchas de las disertaciones doctorales de hoy en
dia. En otras palabras, benéfica y efectivamente se ha venido “explotando”al
candidato a doctor por parte de distinguidos académicos, especialmente pro-
fesores universitarios que tienen a su cargo estos candidatos. Esta idea, sin
embargo, podria extenderse a un circulo mas amplio, incluyendo aquellos
que ya han dejado la universidad; todo esto debe organizarse en forma bien
planeada. M4s aun, si el trabajo asignado a un individuo fuera pagado (por
alguna entidad) al terminar su ejecucion esta llegaria a ser la mejor forma de
promover la investigacion. Ademaés de facilitar el trabajo de los investigadores
esto permitiria a un individuo trabajar en un ambiente qu ele proporcione un
entrenamiento de laboratorio que lo haria mas efectivo. Esto no interferiria,
por ejemplo, con la salida de los candidatos para estudios mas avanzados en
el exterior.

Con el propédsito de prevenir el desperdicio de las habilidades seria sacar el
mayor provecho en el campo de las publicaciones delegando la interpretacion,
redaccién, etc de monografias a quienes este trabajo pueda atraer hacia la
investigacion. (jPero solo a esas personas! Hay otras personas para las cuales
obligaciones como estas resultan desastrosas para su trabajo independiente).
El registro de estas publicaciones, sin embargo, y en parte su control, podria
estar bajo responsabilidad de la misma comision.

Por lo tanto, la administracién administracion de las publicaciones de
cardcter profesional debe ser confiada a la comisién en referencia. Al asignar
estas funciones a una entidad organizada se asegura que las publicaciones
estaran libres tanto de errores como de unilateralidad. Naturalmente yo su-
pongo que la comision estara formada por los académicos mas distinguidos,
quienes, por su experiencia, conocen las necesidades del estudiante. Confiar
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una responsabilidad como la estructuracién de los planes de publicacién a
personas que carecen de las cualidades mencionadas conduciran a la prolife-
racion de articulos innecesarios, sin valor y plagados de errores. Sin embargo,
este es un problema que desee examinar mas de cerca aqui.

La ausencia de un programa, cuando de la publicacién de trabajos se trata,
no puede ser compensada con la informaciéon obtenida para cada caso par-
ticular. Uno, ciertamente, puede responder a preguntas como las siguientes:
Jhay trabajos dignos de publicacién? ;jEs la cobertura y la exposicion de es-
tos conveniente?, ;Tenemos libros ttiles para lo que hemos planeado? Pero
es demasiado pedir que un funcionario por si solo de respuesta acertada a
estos interrogantes. Mas aun: no es posible si la publicacién de tal o cual
libro llena la laguna mas importante en nuestra literatura o siquiera si su
publicacion responde a alguna necesidad general sin conocer los trabajos que
se publicaran subsecuentemente.

Sin lugar a dudas una investigacién de las mas importantes lagunas en nues-
tra literatura debe ser la meta principal de los encargados de la produccion
editorial. Las publicaciones actuales de la Fundacién Mianowski dan la im-
presion de que se publicara aqui cualquier cosa. Un Comité editorial debe
no solo escoger sino también ordenar traducciones, publicar libros de texto
originales, monografias, etc.

El Comité propuesto deberia igualmente incluir, en su esfera de influencia, la
proteccion de la administracion de nuestras bibliotecas, mantener un regis-
tro de colecciones existentes de libros de matemdticas y preparar un catalogo
modelo de trabajos que estén a disposicion en las bibliotecas y que sean acce-
sibles a la mayoria de matematicos. Hoy en dia, como resultado de la carencia
de coordinacién y control profesional, encontramos la siguiente situacién: los
mismos libros y revistas se piden para dos bibliotecas en la misma ciudad
mientras que en ambas se carece de muchos libros indispensables. Los miem-
bros de la Comisién, con su influencia personal, podrian facilmente lograr la
ejecucion de los requerimientos propuestos por el Comité; naturalmente hay
que tener en cuenta varios aspectos del asunto.

Uno puede en efecto, aseverar que todos los objetivos enumerados antes son
metas y funciones de investigadores y docentes, de sociedades matematicas,
etc. Esto es cierto pero el hecho real es que nadie hace nada por lograrlos.
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Los objetivos demandan una organizaciéon que no poseemos y la que es dificil
exigir de una sola persona. No debemos esperar que un individuo, por su
propia cuenta, inicie esta tarea; es necesario [lamar y comprometer a ciertas
personas para que desempenen esta labor y, en cierto sentido, imponerles
esta obligacion, dandoles ante todo la ayuda financiera y la oportunidad de
realizar, aunque sea parcialmente, sus proyectos; otorgandoles también cierto
poder decisorio con el fin de que consigan sus propésitos. Por ejemplo, ellos
podrian actuar en el campo de las becas , tanto en relaciéon con los interesa-
dos en ellas como con aquellos que las ofrecen. Las personas que trabajen en
estas actividades tendran la oportunidad de hacer realidad todos sus proyec-
tos. Puesto que la Fundacion Mianowski es un guardidan del conocimiento.
Tiene la obligacién moral y el deber de establecer tal “comisién de protec-
cién” | aunque solo tuviera caracter privado.

Aqui esta entonces la respuesta general a la cuestion relacionada con las ne-
cesidades de las matematicas en Polonia:

La primera necesidad es la creacién de una institucion permanente cuyo
proposito sea trabajar en la bisqueda de respuestas particulares al problema
de las necesidades de las matematicas.

Entre los problemas especificos quiero destacar uno que tiene para mi espe-
cial significacién y que demanda solucién aparte:

La base de este problema se centra en el cambio de método seguido actual-
mente por las publicaciones académicas, o mejor, tiene que ver con la carencia
de método en las publicaciones actuales. Los escritos de hoy, en muchos casos
continuacion de otros, estan esparcidos en una gran variedad de publicaciones
de distintos paises (el autor esta usualmente motivado por consideraciones
personales); esto impide al individuo que no dispone de bibliotecas inves-
tigar a fondo en el area de su especializacion, aun en el caso de que este
suscrito a varias publicaciones. A causa de esta disposicién de materiales de
investigacion hasta los mas afortunados encuentran muy dificil la ejecucion
de su labor. Como resultado, el trabajo impreso que no se encuentra en las
pocas revistas de amplia circulacion, definitivamente no se lee. De otro lado
la suscripcién de un individuo a una revista cientifica pierde su valor practi-
co puesto que un articulo que aqui aparece puede ser apenas parte de una
“serie continuada "de trabajos y extensiones de otros articulos que apare-
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cen en distinto lugar. Ademads lo usual es que nueve decimos del contenido
de una serie de estas revistas esta fuera del campo de interés del investigador.

Tengo el convencimiento de que debemos transformar la literatura periédica
estrictamente académica haciéndola mas especializada; por ejemplo, una pu-
blicacién deberia estar dedicada a la teoria de los niimeros y al algebra, otra
a la geometria proyectiva, otra a las ecuaciones diferenciales y a la geometria
diferencial, a las series trigonométricas y campos relacionados, a la teoria de
conjuntos, a los fundamentos de la geometria, etc. De esta forma, quien se
suscriba a una o dos de tales publicaciones, podria tener en casa la mayor
parte de la literatura que necesita.

Naturalmente esta es una propuesta de gran envergadura que debe iniciarse
cuanto antes servir de modelo en el futuro. Es aqui don de el campo operativo
empieza para nosotros y donde nuestros propositos asumen un significado es-
pecial; tenemos en mente la consecusion de una posicion independiente para
las matemadticas polacas

En vista del proyecto propuesto, seria necesario crear una revista; una publi-
cacién estrictamente académica, dedicada primariamente a una rama de las
matematicas en la cual tengamos muchos matematicos verdaderamente crea-
tivos y distinguidos. Esta publicacién al igual que Mathematische Annalen,
Rendiconti del Circolo de Palermo, Acta Mathematica de Estocolmo, y mu-
chas otras, aceptaria articulos en cualquiera de los cuatro idiomas reconocidos
como internacionales en matemadticas (ellos son: Ingles, Francés, Alemén e
Italiano) Me referiré, por brevedad, de aqui en adelante a estos idiomas como
“internacionales”. Esta publicacion incluiria ademas de investigacion original,
una bibliografia de la rama particular a la que esta orientada, resenas y aun
reproducciones de los articulos méas importantes publicados en otras partes,
traducciones de articulos y valiosos escritos en idiomas no internacionales,
prioritariamente articulos polacos que se estan perdiendo en el anonimato;
finalmente, correspondencia, preguntas y respuestas como lo hace el inter-
mediare Mathematique. Esto seria, en cierta medida, un experimento para
la realizacion de los escritos matematicos, solamente que aqui se tendria que
ver con los problemas més dificiles y no con los mas simples.

Una publicaciéon como esta llegaria a ser indispensable para una persona que
trabaje en tal rama especifica de las matematicas. La revista encontraria lec-
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tores en todas partes y en un corto periodo de tiempo ganaria colaboradores
respetables en el exterior. A través de esta publicacion alcanzariamos una
merecida posicion en la cultura europea, nos solo porque muchos de nues-
tros trabajos, ahora diseminados en las publicaciones polacas, llegarian a
conocerse en el mundo, sino también porque seriamos reconocidos no como
individuos cuya nacionalidad muchas veces se desconoce, sino como un grupo
estrechamente unido de polacos. La misma existencia y distribucion de tal
publicacién editada en Varsovia, daria testimonio de nuestra vida cultural;
pero, menciono esto solo de paso. Nada es més ajeno a mi mente que pro-
poner como meta de nuestra empresa el logro de tal renombre. Si hablo de
lograr un estatus independiente para las matematicas polacas, o mejor para
las matematicas en Polonia, a través de la revista propuesta, tengo en mente
una meta mucho més seria: la creatividad real en los escritos matematicos
polacos. Esto solamente se logra ganando condiciones favorables para el tra-
bajo matemdtico, similares a aquellas que se dan en Occidente.

En verdad, un matematico no necesitaria costosos laboratorios, ni finos y
caros materiales para su trabajo; todo lo que el necesita es una atmésfera
matematica apropiada, un contacto permanente con colaboradores.

Esta atmodsfera es necesaria, no solo para los estudiantes, sino también pa-
ra aquellos que estan extendiendo las fronteras del conocimiento. Para crear
esta atmosfera entre los estudiantes, la concentracion de receptores brillan-
tes es mucho mas provechosa que la concentracion de expositores talentosos.
Por supuesto, la asociacion colegal es el factor de desarrollo mas importan-
te y también el mds importante factor siquico para la motivacién hacia el
trabajo investigativo. Organizar grandes concentraciones de estudiantes de
matematicas es, en mi opinion, el elemento méas importante en la formaciéon
de matematicos.

Por esta razon hago, incidentalmente, el siguiente comentario (este asunto lo
pongo en consideracién de la entidad que tenga a su cargo la organizacion
de las universidades): un paso importante para el progreso del conocimien-
to seria ofrecer como prerrogativas una rama del conocimiento a cada una
de nuestras universidades; por ejemplo un departamento de otra universidad
haciendo lo propio en matematicas, etc., dando naturalmente la debida im-
portancia a las ramas aledanas al area central.
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En ciertas universidades alemanas el favoritismo por alguna rama particular
se crea por si misma debido, probablemente, al nimero de profesores y a la
concentracién de recursos auxiliares (talleres, bibliotecas especiales, etc.) los
que a su vez sirven para atraer un mayor nimero de docentes. Uno podria
decir también que en Francia este privilegio se ha reforzado aun mas con un
buen numero de catedras estatuidas, aunque con una diferencia: los departa-
mentos privilegiados estan todos en una y en la misma universidad: Paris.

Yendo un poco més alla, yo crearia no solo un buen numero de catedras en
una division especifica y privilegiada de una universidad, sino que también
conferiria, solamente a esta universidad, el derecho a otorgar doctorados en
ese campo particular. Mi principal objetivo aqui seria presionar a los mas
destacados cultivadores de un area especifica a que asistan a la universidad
privilegiada en dicha area, aunque fuera por cortos periodos de tiempos. Esto
se fundamenta en dos razones: por una parte los més destacados se prepa-
rarian mejor y, por otra, la misma concentracion de las figuras mas brillantes
en esta rama crearia una verdadera atmosfera cultural.

Sé que este proyecto enfrentara la oposicion de la mayoria debido a que es
nuevo ya que, por peculiaridad universal de la mente humana, el argumento
mas efectivo contra lo nuevo es haber procedido hasta ahora en forma dis-
tinta. Sin embargo me siento firme en mis convicciones por cuanto no veo
salvo su novedad ningin otro obstaculo para su realizacion y porque conside-
ro igualmente prioritaria la creacion de una atmosfera cultural en cada area
del conocimiento. Aun mas, este proyecto es el mas econémico dentro de lo
factible, pues demandaria méas fondos para una rama especifica solamente en
una ciudad.

Terminemos esta discusion incidental y volvamos a la creatividad matemati-
ca. Una atmoésfera apropiada solo puede surgir por un interés en temas co-
munes. Los investigadores necesitan indudablemente colaboradores. Un in-
vestigador aislado la mayoria de veces se extingue en el anonimato.

Las causas de esto no solo son sicoldgicas, no solo se refiere a la carencia de
incentivos; un investigador aislado conoce menos que aquellos que trabajan
en equipo. Este investigador recibe unicamente los resultados de la investi-
gacién; ideas completas y maduras, frecuentemente algunos anos después de
que ellas se originaron, esto es, cuando ya aparecen en imprenta. Un inves-
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tigador aislado no presencia como ni donde estas ideas llegan a surgir; el no
vive el proceso al lado de sus creadores. Un ruso muy culto me dijo un dia en
Gotinga, respecto a sus compatriotas: “hemos estado alejados de estas forjas
y centros de investigacion en las cuales las matemaéticas se crean; hemos lle-
gado tarde y ya no hay remedio, debemos permanecer en segundo plano”jcon
cuanta mayor razon esto se referia a nosotros!

Es por eso que, si no deseamos permanecer siempre en “segundo plano”, de-
bemos tomar medidas radicales, examinar las razones de nuestro fracaso. jDe-
bemos crear una “forja” (un Centro de investigacién) en Polonia! Podremos
conseguir esto solamente concentrando la mayoria de nuestros matematicos
en el cultivo de una sola rama de las matematicas. Esto esta ocurriendo ya
por inercia propia, pero debemos ayudar a consolidar esta tendencia. Indu-
dablemente, la creaciéon de una publicacion especializada en una rama de las
matematicas atraerd a muchos de nuestros colegas a trabajar en esta rama.

Por otra parte, esta publicaciéon nos ayudara a crear esta “forja”en otro sen-
tido: llegariamos a ser el centro técnico de la publicacién matematica en esta
area. Matematicos de otras partes nos enviarian manuscritos de nuevos tra-
bajos y mantendrian relaciones permanentes con nosotros.

iCon el deseo de conquistar una posiciéon honrosa en el mundo de la cultura,
saquemos adelante nuestra propia iniciatival
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Apéndice F

Articulos de Sierpinski en FM

Los 200 articulos que Sierpinski publica durante los primeros veinte anos
(1920-1939) de Fundamenta Mathematicae se distribuyen en 32 volimenes.
En cada uno de los anos 1924, 1927, 1928, 1929, 1930, 1932, 1933, 1934,
1935, 1936, 1937 y 1938 se publicaron dos volimenes, en los restantes anos
se publicé de a un volumen. Todos los articulos de Sierpinski en esta revista
estan en francés.

Primero se presenta, por volimenes, los titulos de cada uno de los articu-
los que Sierpinski publicé en Fundamenta Mahematicae en los primeros 32
volimenes. Cabe decir que no se tendra en cuenta los problemas y anexos que
este autor presentaba en estos volumenes. También se presenta la clasificacién
que se le ha dado a cada articulo en una de las cinco ramas siguientes: topo-
logia, teoria de funciones, teoria general de conjuntos, teoria de la medida y
teoria descriptiva de conjuntos. La numeracion que cada articulo tiene corres-
ponde a la que ha asignado [The Polish Digital Mathematical Library, 2013|
de donde se puede obtener cada uno de éstos. Luego del listado, se presenta
algunas tablas en la que se recopila informacion estadistica producto de esta
clasificacion.

Algunos articulos y su clasificacién van acompanados de notas a pie de pagina
en la que se hace referencia a un término que aparezca en el titulo o a una
indicacién que se considere pertinente sobre su clasificacién.
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F.1. Clasificacion de articulos

- En el volumen 1 (1920) hay 14 articulos:

Topologia: 6

Teoria de funciones: 6

Teoria general de conjuntos: 0
Conjuntos medibles y no medibles: 2
Teoria descriptiva de conjuntos: 0

Los articulos son los siguientes:

111. Une démonstration du théoreme sur la structure des ensembles de points.
Topologia.

112. Sur un ensemble ponctiforme connexe.

Topologia.

113. Sur une propriété topologique des ensembles dénombrables denses en
Soi.

Topologia.

114. (Junto a Mazurkiewicz) Contribution & la topologie des ensembles
dénombrables.

Topologia.

115. Sur la décomposition des ensembles de points en parties homogenes.
Topologia.

118. Sur une condition pour qu’ un continu soit une courbe jordanienne.
Topologia.

1112. Sur la question de la mesurabilité de la base de M. Hamel.

Conjuntos medibles y no medibles.

1113. Sur un probleme concernant les ensembles mesurables superficielle-
ment.

Conjuntos medibles y no medibles.

1114. Sur I’ équation fonctionnelle

Teoria de funciones.

1116. Sur les fonctions convexes mesurables.

Teoria de funciones.

1118. Sur les suites transfinies convergentes de fonctions de Baire.

Teoria de funciones.

274



Capitulo F. Articulos de Sierpinski en F\/

1119. Sur les rapports entre | existence des intégrales fol f(z,y)dx;
Jo f@,y)dy et [ dw [} f(z,y)dy

Teoria de funciones.

1121. Sur un probleme de M. Lebesgue.

Teoria de funciones.

1122. Démonstration d’un théoreme de M. Baire sur les fonctions
représentables analytiquement.

Teoria de funciones.

- En el volumen 2 (1921) hay 9 articulos:

Topologia: 3

Teoria de funciones: 4

Teoria general de conjuntos: 2
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

214. Sur les fonctions développables en séries absolument convergentes de
fonctions continues.

Teoria de funciones.

216. Démonstration d’ un théoreme sur les fonctions de premiere classe.
Teoria de funciones.

217. Sur 1’ ensemble des points de convergence d’une suite de fonctions
continues.

Teoria de funciones.

2110. Sur les images des fonctions représentables analytiquement.

Teoria de funciones.

2111. Sur les ensembles connexes et non connexes.

Topologia.

2114. Les exemples effectifs et 1" axiome du choix.

Teoria de conjuntos pura.

2123. (Junto a C. Kuratowski) Le théoréme de Borel-Lebesgue dans la théorie
des ensembles abstraits.

Topologia.

2124. Sur I’ equivalence de trois propriétés des ensembles abstraits.
Topologia.

2127. Un remarque sur la notion de 1’ ordre.
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Teoria general de conjuntos.
- En el volumen 3 (1922) hay 12 articulos:

Topologia: 3

Teoria de funciones: 5

Teoria general de conjuntos: 4
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

311. Sur I’ egualité 2m = 2n pour les nombres cardinaux.

Teoria general de conjuntos.

312. Sur une propriété des ensembles frontieres.

Topologia.

315. Sur 1" inversion des fonctions représentables analytiquement.

Teoria de funciones.

316. (Junto a B. Knaster) Sur un ensemble abstrait, dont chaque élément est
un élément limite de chaque sous-ensemble non dénombrable.

Topologia.

319. Sur une propriété des ensembles clairsemés.

Topologia.

3110. Sur la notion disomorphisme des ensembles.

Teoria general de conjuntos.

3115. Sur un probléme concernant les sous-ensembles croissants du continu.
Teoria general de conjuntos.

3117. Sur quelques invariants d’ Analysis Situs.

Teoria general de conjuntos.

3118. Sur les fonctions dérivées des fonctions discontinues.

Teoria de funciones.

3125. Sur les fonctions d’ ensemble additives et continues.

Teoria de funciones.

3128. (Junto a C. Kuratowski) Les fonctions de classe 1 et les ensembles
connexes punctiformes.

Teoria de funciones.

3129. Démonstration de quelques théoremes fondamentaux sur les fonctions
mesurables.

Teoria de funciones.
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En el volumen 4 (1923) hay 6 articulos:

Topologia: 3

Teoria de funciones: 2

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 1

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

411. Sur quelques propriétés topologiques du plan.

Topologia.

4110. Sur une généralisation de la notion de la continuité approximative.
Teoria de funciones.

4116. Démonstration élémentaire du théoreme sur la densité des ensembles.
Topologia.

4119. Un lemme métrique.

Conjuntos medibles y no medibles.

4125. (Junto a A. Zygmund) Sur une fontion qui est discontinue sur tout
ensemble de puissance du continu.

Teoria de funciones.

4126. Sur I’ invariance topologique de la propriété de Baire.

Topologia.

En el volumen 5 (1924) hay 8 articulos:

Topologia: 0

Teoria de funciones: 5

Teoria general de conjuntos: 2
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 1

511. Sur une décomposition effective de fonctions en N classes.!
Teoria de funciones.

515. Une remarque sur la condition de Baire.

Teoria de funciones.

'El término efectiva hace alusién a tipos de existencia, ya sea de conjuntos o de
funciones. Puede corresponder también a la teoria general de conjuntos, pero se extiende
a las otras ramas.
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519. Sur un exemple effectif d” une fonction non représentable anaytiquement.
Teoria de funciones.

5119. Les projections des ensembles mesurables (B) et les ensembles (A).
Teoria descriptiva de conjuntos.

5121. Sur la puissance des ensembles mesurables (B).

Teorfa general de conjuntos.?

5123. Sur I’ hypotese du continu

Teoria general de conjuntos.

5127. Démonstration d’ un théoreme sur les fonctions additives d” ensemble.
Teoria de funciones.

5133. Sur une propriété des fonctions de M. Hamel.

Teoria de funciones.

2

En el volumen 6 (1924) hay 7 articulos:

Topologia: 3

Teoria de funciones: 1

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 3

611. Sur une propriété des ensembles ambigus.

Teoria descriptiva de conjuntos.

614. Sur une propriété des ensembles Fs.*

Topologia.

615. Sur une défintion topologique des ensembles Fs.

Topologia.

618. Un exemple effectif d’ un ensemble mesurable (B) de classe a.”
Teoria descriptiva de conjuntos.

6111. Sur une opération sur les suites infinies d” ensembles.

2Conjunto (B) se refiere a los conjuntos borelianos, mientras que conjunto (A) se
referird a los conjuntos analiticos.

3Se ha optado por clasificarlo como teoria general de conjuntos por sobre teoria
descriptiva de conjuntos por la preponderancia del término potencia.

4Los conjuntos Fis son aquellos que se pueden ver como las intersecciones numerables
de uniones numerables de conjuntos cerrados.

5a puede tomar el valor de un ordinal de la primera la segunda clase de los ordinales
de Cantor.
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Teoria descriptiva de conjuntos.

6112. Une définition topologique des ensembles G.6

Topologia.

6119. (Junto a S. Mazurkiewicz) Sur une probleme concernant les fonctions
continues.

Teoria de funciones.

En el volumen 7 (1925) hay 6 articulos:

Topologia: 0

Teoria de funciones: 0

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 4

Teoria descriptiva de conjuntos: 2

717. Sur I’ ensemble de distances entre les points d’ un ensemble.

Teoria de la medida.

719. Les fonctions continues et les ensembles (A).

Teoria descriptiva de conjuntos.”

7111. Sur un ensemble non dénombrale dont tout homéomorphe est de mesure
nulle.

Teoria de la medida.

7113. Sur un ensemble fermé conduisant a un ensemble non mesurable (B).
Teoria de la medida.

7117. Sur une classe d’ ensembles.

Teoria descriptiva de conjuntos.

7120. (Junto a Otton Nikodym) Sur un ensemble ouvert, tel que la somme
de toutes les droites quil contient est un ensemble non mesurable (B).
Teoria de la medida.

En el volumen 8 (1926) hay 5 articulos:

Topologia: 3
Teoria de funciones: 0

6Los G son conjuntos borelianos formados por intersecciones contables de conjuntos
abiertos.

“También puede catalogarse en teoria de funciones, pero le da un poco més de relevancia
en este articulo a los conjuntos (A).
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Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 1
Teoria descriptiva de conjuntos: 1

816. Sur 1" invariance topologique des ensembles Gj.

Topologia.

8114. (Junto a C. Kuratowski) Sur un probleme de M. Fréchet concernant
les dimensions des ensembles lindires.

Topologia.

8117. Sur une probleme de M. Menger.

Topologia.

8121. Sur une propriété des ensembles (A).

Teoria descriptiva de conjuntos.

8122. Sur I’ ensemble de valeurs qu’une fonction continue prend une
infinité non dénombrable de fois.

Teoria de la medida.
En el volumen 9 (1927) hay 6 articulos:

Topologia: 2

Teoria de funciones: 2

Teoria general de conjuntos: 1
Teoria de la medida: 1

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

911. Sur une propriété des fontions semi-continues.

Teoria de funciones.

915. Remarque sur la convergence en mesure.

Teoria de funciones.

917. Sur la puissance des ensembles d’ une certaine classe.
Teoria general de conjuntos.

9114. Sur la densité linéaire des ensembles plans.

Teoria de la medida.

9115. La connexité des ensembles et la propriété de Darboux.
Topologia.
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9116. Sur I’ espace D,, de M. Fréchet.®
Topologia.

En el volumen 10 (1927) hay 4 articulos:

Topologia: 0

Teoria de funciones: 0

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 1

Teoria descriptiva de conjuntos: 3

1014. Sur une propriété caractéristique des ensembles analytiques.
Teoria descriptiva de conjuntos.

1017. Sur un probleme conduisant a un ensemble non mesurable.
Teoria de la medida.

10118. Sur une classification des ensembles mesurables (B).
Teoria descriptiva de conjuntos.

10124. Sur un probleme de M. Hausdorff.

Teoria descriptiva de conjuntos.

En el volumen 11 (1928) hay 10 articulos:

Topologia: 1

Teoria de funciones: 3

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 2

Teoria descriptiva de conjuntos: 4

11134. Sur un question concernant les ensembles analytiques plans.

Teoria descriptiva de conjuntos.

11136. Sur un ensemble non dénombrable, dont toute image continue est de
mesure nulle.

Teoria de la medida.

11116. Sur une hypothese e M. Mazurkiewicz.

Teoria de funciones.

8l espacio D,, de Fréchet corresponde al conjunto de todas las sucesiones de nimeros
reales.
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1118. (Junto a S. Saks) Sur une propriété générale de fonctions.

Teoria de funciones.

11110. Sur les projections des ensembles complémentaires aux ensembles (A).
Teoria descriptiva de conjuntos.

11111. Sur les produits des images continues des ensembles C(A).?

Teoria descriptiva de conjuntos.

11137. La propriété de Baire de fonctions et de leurs images.

Teoria de funciones.

11122. Sur les ensembles complets d’ un espace (D).

Topologia.

11121. Sur les points linéairement acesibles des ensembles mesurables
(Solution d’ un probleme de P. Urysohn).

Teoria de la medida.

1112. Le crible de M. Lusin et 1’ opération (A) dans les espaces abstraits.'?
Teoria descriptiva de conjuntos.

En el volumen 12 (1928) hay 4 articulos:

Topologia: 0

Teoria de funciones: 0

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 4

1211. Les ensembles projectifs et le crible de M. Lusin.

Teoria descriptiva de conjuntos.

1216. Sur un ensemble analytique plan, universel pour les ensembles
mesurables (B) (Extrait d’ une lettre adreasée & M. N. Lusin).

Teoria descriptiva de conjuntos.

12117. Un théoreme général sur les familles d” ensembles.

Teoria descriptiva de conjuntos.

12118. Sur les images continues et biunivoques des complémentaires
analytiques.

9Los conjuntos C(A) son los coanaliticos, o losII } en notacién moderna.
0a operacién (A) es aquella que genera los conjuntos analiticos, que se definié en el
apartado 6.2.3.
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Teoria descriptiva de conjuntos.
En el volumen 13 (1929) hay 4 articulos:

Topologia: 3

Teoria de funciones: 0

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 1

13117. Sur les families inductives et projectives d’ ensembles.
Teoria descriptiva de conjuntos.

13122. Sur un type infini de dimensions qui est localment fini.
Topologia.

13113. Sur une décomposition du segment.

Topologia.

1317. Sur les plus petits types de dimensions incomparables.
Topologia.

En el volumen 14 (1929) hay 7 articulos:

Topologia: 3

Teoria de funciones: 0

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 1

Teoria descriptiva de conjuntos: 3

1412. Sur I’ existence de diverses classes d’ ensembles.

Teoria descriptiva de conjuntos.

1419. Remarques concernant les types de dimension.

Topologia.

14132. Sur les images continues des ensembles analytiques linéaires
ponctiformes.

Teoria descriptiva de conjuntos.

14115. Sur une propriété des ensembles F,, linéaires.!!

H1T,0s conjuntos F,, son aquellos que se pueden ver como la unién numerable de conjuntos
cerrados y disjuntos dos a dos.
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Topologia.

14117. Sur un probleme conduisant a un ensemble non mesurable, ne
contenant aucun sous-ensemble parfait.

Teoria de la medida.

14119. Sur les images continues des ensembles de points.

Topologial6.

14125. Sur un théoreme de MM. Banach et Kuratowski.

Teoria descriptiva de conjuntos.

En el volumen 15 (1930) hay 6 articulos:

Topologia: 0

Teoria de funciones: 2

Teoria general de conjuntos: 3
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 1

1511. Sur 1" hypothese qu’il n’ existe aucun nombre cardinal intermédiaire
entre 2% et 22

Teoria general de conjuntos.

15113. Sur la puissance des ensembles analytiques.

Teoria general de conjuntos.

15117. Sur les images de Baire des ensembles linéaires.

Teoria de funciones.

15118. Sur les opérations de M. Hausdorff. (Solution de cinq problémes de
M. Tarski).

Teoria descriptiva de conjuntos.

15128. Sur un probleme concernant les fonctions continues.

Teoria de funciones.

15129. (Junto a A. Tarski) Sur une propriété caractéristique des nombres
inaccessibles.

Teoria general de conjuntos.

En el volumen 16 (1930) hay 4 articulos:
Topologia: 1

Teoria de funciones: 1
Teoria general de conjuntos: 0
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Teoria de la medida: 0
Teoria descriptiva de conjuntos: 2

1611. Sur une propriété des opérations de M. Hausdorff.

Teoria descriptiva de conjuntos.

1618. Sur I’ extension des fonctions de Baire définies sur les ensembles
linéaires quelconques.

Teoria de funciones.

16113. Sur I’ uniformisation des ensembles mesurables (B).

Teoria descriptiva de conjuntos.

16117. Sur une propriété des ensembles G.

Topologia.

En el volumen 17 (1931) hay 4 articulos:

Topologia: 0

Teoria de funciones : 0

Teoria de la medida: 0

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria descriptiva de conjuntos: 4

1711. Sur une crible universal.

Teoria descriptiva de conjuntos.

1715. Sur les cribles projectifs.

Teoria descriptiva de conjuntos.

1718. Les ensembles analytiques comme criblés au moyen des ensembles
fermés.

Teoria descriptiva de conjuntos.

1720. Sur deux complémentaires analytiques non séparables B.

Teoria descriptiva de conjuntos.

En el volumen 18 (1932) hay 4 articulos:

Teoria de funciones: 2

Teoria general de conjuntos: 2
Topologia: 0

Teoria de la medida: 0
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Teoria descriptiva de conjuntos: 0

1811. Sur les anneaux de fonctions.

Teoria de funciones.

18110. Remarque sur les suites infinies de fonctions (Solution d’ un probléeme
de M.S. Saks)

Teoria de funciones.

18119. Sur les ensembles de la méme puissance qui ne sont pas effectivement
de la méme puissance.

Teoria general de conjuntos.

18123. Généralisation d’ un théoreme de Cantor concernant les ensembles
ordonnés dénombrables.

Teoria general de conjuntos.

En el volumen 19 (1932) hay 6 articulos.

Topologia: 2

Teoria de funciones: 1

Teoria general de conjuntos: 1
Teoria de la medida: 1

Teoria descriptiva de conjuntos: 1

1911. Sur quelques propositions équivalentes a I’ hypothese du continu.
Teoria general de conjuntos.

1914. Sur un ensemble parfait qui a avec toute sa translation au plus un point
commun.

Topologia.

1915. Sur les translations des ensembles linéaires.

Teoria de la medida.

1919. Sur un probleme concernant les types de dimensions. Topologia.
19117. Un théoreme concernant les transformations continues des ensembles
linéaires.

Teoria de funciones.

19123. Sur les rapports entre les classifications des ensembles de MM. F.
Hausdorff et Ch. de la Vallée Poussin.

Teoria descriptiva de conjuntos.
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En el volumen 20 (1933) hay 4 articulos:

Topologia: 1

Teoria de funciones: 2

Teoria general de conjuntos: 1
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

20110. Sur I’ ensemble de valeurs d’une fonction mesurable a valeurs
distinctes.

Topologfa.!?

20114. Sur une certain suite infinie de fonctions d’ une variable réelle.
Teoria de funciones.

20116. Sur la superposition des fonctions de Baire.

Teoria de funciones.

20121. Sur un théoréme de recouvrement dans la théorie générale des
ensembles.

Teoria general de conjuntos.

En el volumen 21 (1933) hay 6 articulos:

Topologia: 3

Teoria de funciones: 0

Teoria general de conjuntos: 2
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 1

2114. Sur les constituantes des ensembles analytiques.

Teoria descriptiva de conjuntos.

2116. Sur le recouvrement du plan par une infinité dénombrable de courbes
congruentes.

Topologia.

2118. Un exemple effectif d’ un ensemble dénombrable de nombres réels qui
n’ est pas effectivement énumérable.

12La, condicién de biisqueda en el teorema a demostrar es que el conjunto lineal contenga
un subconjunto perfecto.
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Teorfa general de conjuntos.!?

21111. Sur une propriété des ensembles G5 non dénombrables.
Topologia .

21116. Sur les espaces métriques localement separables.

Topologia.

21129. Le théoreme d’ unicité de M. Lusin pour les espaces abstraits.
Teoria general de conjuntos.

En el volumen 22 (1934) hay 7 articulos:

Topologia: 3

Teoria de funciones: 2

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 1

Teoria descriptiva de conjuntos: 1

2211. Sur les ensembles partout de deuxieme catégorie.

Topologia.

2214. Sur la superposition de fonctions qui jouissent de la propriété de Baire.
Teoria de funciones.

2217. Deux théoremes sur les familles des fonctions de Baire.

Teoria de funciones.

2219. Sur un probleme de M. Kuratowski concernant la propriété de Baire
des ensembles.

Topologia.

22121. La propriété de Baire des ensembles et 1’ homéomorphie généralisée.

Topologia.

22124. Sur la dualité entre la premiere catégorie et la mesure nulle.

Teoria de la medida.

22130. Remarque sur un ensemble de M. Lusin

Teoria descriptiva de conjuntos.

En el volumen 23 (1934) hay 5 articulos:

13E] ejemplo dado es un complementario analitico, que es tema de teorfa descriptiva
de conjuntos, sin embargo el propésito es la numerabilidad efectiva que es un tema de la
teoria general de conjuntos.
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Topologia: 2

Teoria de funciones: 1

Teoria general de conjuntos: 1
Teoria de la medida: 1

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

23110. Sur I” approximation des fonctions continues par les superpositions de
quatre fonctions.

Teoria de funciones.

23111. Sur les ensembles jouissant de la propriété de Baire.

Teoria general de conjuntos.'*

23112. Sur une propriété des ensembles linéaires quelconques.

Teoria de la medida.

23119. Un théoreme topologique équivalent a I’hypothese du continu.
Topologia.

23123. Sur la séparabilité multiple des ensembles mesurables B.
Topologia.

En el volumen 24 (1935) hay 7 articulos:

Topologia: 1

Teoria de funciones: 3

Teoria general de conjuntos: 2
Teoria de la medida: 1

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

2411. Les superpositions transfinies des fonctions continues et les fonctions
de Baire.

Teoria de funciones.

2412. Un théoreme de la théorie générale des ensembles et ses conséquences.
Teoria general de conjuntos.

2413. Sur un probleme de M. Ruziewicz concernant les superpositions de
fonctions jouissant de la propriété de Baire.

Teoria de funciones.

Porque el articulo se dedica a mostrar que la portencia de la clase de conjuntos que
satisfacen la propiedad de Baire es 2%.
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2416. Sur deux problemes de M. Ruziewicz concernant la décomposition de
I’ intervalle en paires de points.

Teoria de la medida.

2417. Sur le produit combinatoire de deux ensembles jouissant de la
propriété C. Topologia.

24122. Sur les suites infinies de fonctions defines dans les ensembles
quelconques.

Teoria de funciones.

24124. Sur une propriété de la droite.

Teoria general de conjuntos.

En el volumen 25 (1935) hay 6 articulos:

Topologia: 0

Teoria de funciones: 2

Teoria general de conjuntos: 1
Teoria de la medida: 1

Teoria descriptiva de conjuntos: 2

2511. Sur une propriété de fonctions quelconques d’ une variable réelle.
Teoria de funciones).

2515. Le théoreme de Souslin dans la théorie générale des ensembles.
Teoria general de conjuntos.

25110. Sur les transformations des ensembles par les fonctions de Baire.
Teoria de funciones.

25113. Sur une hypothese de M. Lusin.

Teoria descriptiva de conjuntos.

25125. Sur un ensemble projectif de classe 2 dans 1’ espace des ensambles
fermés plans.

Teoria descriptiva de conjuntos.

25143. Un théoreme de la théorie générale des ensembles.

Teoria de la medida. *°

En el volumen 26 (1936) hay 6 articulos:

5Este articulo es un ejemplo de que el titulo induce a clasificar en teoria general de
conjuntos, sin embargo el propédsito es determinar si hay conjuntos de medida nula o no.
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Topologia: 3

Teoria de funciones: 0

Teoria general de conjuntos: 1
Teoria de la medida: 2

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

2612. Sur les images biunivoques et continues dans un sens.
Topologia.

2616. Remarque sur les translations d’ ensembles.

Teoria de la medida.

26112. (Junto a C. Kuratowski) Sur les ensembles qui ne contiennent aucun
sous-ensemble indénombrable non-dense.

Topologia.

26113. Un théoreme concernant les translations d’ ensembles.
Topologia.

26127. Remarque sur le probleme de la mesure.

Teoria de la medida.

26134. Sur une suite universelle d’ ensembles dénombrables.
Teoria general de conjuntos.

En el volumen 27 (1936) hay 4 articulos:

Topologia: 2

Teoria de funciones: 1

Teoria general de conjuntos: 1
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

2711. Sur les suites transfinies multiples universelles.

Teoria general de conjuntos (se refiere a sucesiones de niimeros ordinales).
2714. Sur la séparabilité généralisée.

Topologia.

27115. Sur un probléme concernant les fonctions de premiere classe.
Teoria de funciones.

27126. Sur les transformations continues biunivoques.

Topologia.
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En el volumen 28 (1937) hay 6 articulos:

Topologia: 1

Teoria de funciones: 2

Teoria general de conjuntos: 3
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

2811. Sur un probleme concernant les fonctions semi-continues
Teoria de funciones.

2818. Sur les fonctions dépendantes

Teoria de funciones.

2819. Sur un probleme de la théorie des relations.

Teoria general de conjuntos.

28114. Sur une décomposition du segment en plus que 25 ensembles non
mesurables et presque disjoints.

Teorfa general de conjuntos.!®

28115. Sur les suites transfinies finalement disjointes.

Teoria general de conjuntos .

28116. Les fonctions continues et la propriété de Baire.
Topologia.

En el volumen 29 (1937) hay 7 articulos:

Topologia: 0

Teoria de funciones: 0

Teoria general de conjuntos: 7
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

2911. Sur une décomposition effective d’ ensembles.

Teoria general de conjuntos.

2913. Sur la non-existence d’opération universelle pour les ensembles
dénombrables.

Teoria general de conjuntos.

2916. Sur une décomposition du segment. Teorfa general de conjuntos.

16E] el propésito es mostrar que existe una familia de potencia mayor que 2%°.
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2917. Sur deux propositions, dont I’ ensemble équivaut a 1" hypothese du
continu. Teoria general de conjuntos.

29111. Sur le rapport de la propriété (C) a la théorie générale des ensembles.
Teoria general de conjuntos.

29122. Le théoreme de M. Lusin comme une proposition de la Théorie
générale des ensembles.

Teoria general de conjuntos.

29124. Sur un probleme de la théorie générale des ensembles concernant les
familles boreliennes d’ ensembles.

Teoria general de conjuntos.

En el volumen 30 (1938) hay 8 articulos:

Topologia: 2

Teoria de funciones: 2

Teoria general de conjuntos: 2
Teoria de la medida: 0

Teoria descriptiva de conjuntos: 2

3011. Sur un probléme de M. Hausdorff.

Teoria general de conjuntos.

3013. Sur le plus petit corps contenant une famille donnée d’ ensembles.
Teoria general de conjuntos.

3019. Remarque sur le probleme de 1 invariance topologique de la
proprieté (C).

Topologia.

30110. Sur un probleme concernant les fonctions projectives.

Teoria descriptiva de conjuntos.

30111. Sur un probleme concernant les ensembles projectives.

Teoria descriptiva de conjuntos.

30112. Sur I équivalence des problemes de M. Kolmogoroff et M.
Mazurkiewicz.

Teoria de funciones.

30116. Fonctions aditives non completement additives et fonctions non
mesurables.

Teoria de Funciones.

30120. Sur une propriété des espaces métriques separables.
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Topologia.
En el volumen 31 (1938) hay 4 articulos:

Topologia: 1

Teoria de funciones: 2

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 1

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

3111. Sur un probleme concernant les familles d’ ensembles parfaits.

Teorfa de la medida.!”

31123. Sur une relation entre deux conséquencces de 1’ hypothese du continu.
Teoria de funciones.

31126. Sur 1" existence d’une base dénombrable d’ensembles linéaires
dénombrables.

Topologia.

31129. Un théoreme concernant la convergence des fonctions sur les ensembles
dénombrables.

Teoria de funciones.

En el volumen 32 (1939) hay 4 articulos:

Topologia: 2

Teoria de funciones: 1

Teoria general de conjuntos: 0
Teoria de la medida: 1

Teoria descriptiva de conjuntos: 0

3211. Remarque sur les suites doublés de fonctions continues.

Teoria de funciones.

32119. Sur quelques transformations biunivoques de la droite en elle-méme.
Teoria de la medida.

32124. Sur les ensembles concentrés.

Topologia.

32125. Sur un ensemble a propriété .

17Se trata de determinar si existe un conjunto de medida cero.
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Topologia.

F.2. Resultados de la clasificacion

Las tablas F.1 y F.2 resumen el ntimero de articulos por cada materia
anualmente. Las tablas F.3 y F.4 presentan el nimero de articulos y por-
centajes de cada rama por década, mientras que en la tabla F.5 se presenta
en numero de articulos y los porcentajes de los veinte anos.

Cuadro F.1: articulos 1920-1929
o B R Rl B Yo e Y o B ol
AT A | AN AN AN AN AN AN A
2SS 22222122
Topologia 61313 [3|3]013[2|1]6
Teoria de funciones 6(4(5]2]6/0[0]2[3]|0
Teoria de la medida 210101104 |1(2(2]1
Teoria general de conjuntos 0121410120101 /10]0
Teoria descriptiva de conjuntos | 0 | 0 | O |0 [4 ]2 |13 |8 |4
Cuadro F.2: articulos 1930-1939
ol | L[ []O I~ 0 | O
N | NN DD DD (a0 N | ™
222221222122
Topologia 1101245151132
Teoria de funciones 3101312351241
Teoria de la medida Ojoj1j0(2(212,01(1]1
Teoria general de conjuntos 31013131113 12(10]2]0
Teoria descriptiva de conjuntos | 3 |4 |1 |1 |12 /0[0 |20
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Cuadro F.3: porcentajes 1920-1929

Ntumero de articulos | %
Topologia 30 29,41
Teoria de funciones 28 27,45
Teoria de la medida 13 12,74
Teoria general de conjuntos 9 8,82
Teoria descriptiva de conjuntos 22 21,56

Cuadro F.4: porcentajes 1930-1939

Numero de articulos | %
Topologia 24 23,52
Teoria de funciones 24 23,52
Teoria de la medida 9 8,82
Teoria general de conjuntos 27 27,55
Teoria descriptiva de conjuntos 14 13,72

Cuadro F.5: Total

Numero de articulos | %

Topologia o4 27

Teoria de funciones 52 26
Teoria de la medida 22 11
Teoria general de conjuntos 36 18
Teoria descriptiva de conjuntos 36 18
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