Capitol 3

Orbites p-q ressonants

En aquest capitol estudiarem un tipus concret d’orbites, les anomenades p-¢q ressonants. Sén
orbites que “fan” p voltes al voltant del primari E en el sistema sideral, mentre que els primaris
en fan ¢ al voltant del seu centre de masses. Estudiarem com han de ser les condicions inicials
del problema restringit per tal d’obtenir aquest tipus de solucions.

A la secci6 3.3 establirem I'aplicacié exterior: explicitarem la posicid i velocitats aproxi-
mades a l'instant ¢ = ¢2 (temps en que retornem a B(M, u®)) per a orbites p-q ressonants en

termes de les seves condicions inicials.

3.1 Introduccio

Hem vist fins ara que una orbita que surti d’una bola de centre M i radi u® i que al cap
d’un temps finit retorni a ella es pot aproximar per una de kepleriana durant aquest temps.
D’una banda volem imposar que aquesta orbita sigui d’un tipus concret i, de altra, utilitzar
I’aproximacié per ’orbita kepleriana per a calcular, aproximadament, la posicié i velocitat a
I'instant de retorn a la bola B(M, u®).

Definim les orbites p-q ressonants.

Definicioé 3.1
Sigui R(t) la solucié de
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amb |R(t1) — Ry (t1)| = p® isigui te tal que |R(t2) —Ras(t2)| = p® (per tant R(t) és solucié
de (2.1)). Sigui Rypp(t) la solucié del problema de dos cossos amb les mateixes condicions

inicials que en el problema restringit, aixo és

(per tant, solucié de (2.4)).

Llavors direm que R(t) és una orbita p-q ressonant si
ty —t1 = 2mq + ep® + O(u**) = 2mpT + 6p + O (),
on p,q € N sén coprimers i 2nT és el periode de Rrp.

El que es demana amb aquesta condicid és que, llevat de termes d’ordre p®, en el temps
que el tercer cos triga en retrobar la bola B(M, u®), orbita kepleriana hagi fet p voltes i els
dos primaris n’hagin fet ¢ en el sistema sideral. L’objectiu d’aquesta seccié sera trobar una
relacié entre €, 0 i les coordenades de la posicié i velocitat inicials per tal de garantir que
tenim una orbita p-¢q ressonant.

Fixem una posicié i velocitat de sortida, r; i ;, que en coordenades sinodiques escriviem

w— 14 pcosp cos cos ¢ cos Y
rj = p® cos @ sin 6 ; r; =v; | cos¢siny |,
p*sin sin ¢

(vegeu (1.5)) on (recordem (2.21))

¢ = ¢o + Adpu® + O(u*?),
P = 1o + Atp p® + O ().

Imposem la condicié de tornar a estar a una distancia pu® del primari M a 'instant de temps
to. Per tal de donar una aproximacié del valor de la posicié i de la velocitat del tercer cos a

to, usarem que
R(t2) Ryp(ts) Y
. =1 . +0(u' ™)
R(t2) Ryp(ts)
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(vegeu la seccié 2.3). Aixi doncs, de la definicié de 3 i com que p>* = O(u!=%),
R(t2) = Rrp(tz) + O(u'™)
= Ryp(ti + 2mp7 + 6p®) + O(u'~%)

(
(
= Ryp(t + 27p7) + Ryp(t + 20p7)u®s + O(u' =)
= Ryp(t) + Rep(t)u™s + O(u' )

)

= R(t1) + R(t1)op® + O(ut™®), (3.1)

on hem utilitzat que 277 és el periode de ’orbita kepleriana. Analogament, com que 27 és

el periode dels primaris, tindrem

Ris(t2) = Rys(t + 2mg 4 ep®) + O(p>®)

= Rys(t1) + Ras(tr)ep® + O(u2).
Per tant, la condicié d’estar a B(M, u®) per a t = t9 s’escriu
IR(t2) = Rar(t2)| = [R(t1) = Ras(t1) + p*(R(01)3 — Rar(t1)e) + O (' =) =

Fem servir I'expressié de les condicions inicials siderals donada a la seccié 1.3 en termes

de les coordenades esferiques ¢, 6, ¢, 1) i també que v; = /3 — C + O(p'=?) (vegeu (1.7)):

R(t1)—Ra(t) + (R(t1)5 . RM(tl)E) _

cos @ cos(f + t1) —(pu — 1) sinty cos ¢ cos(1p + t1)

= cospsin(@+t1) | +(6—€) | (u—1)cost; | +vi| cos¢ sin(zp +t;)
sin ¢ 0 sin ¢

cos p cos(f + t1) sinty

= cosp sin(0 + 1) | + (6 —¢) —costy

sin ¢ 0

cos ¢ cos(¢p + t1)
+ 0v/3—-Cjy cos ¢ sin(z/) + tl) + O(ul_a) = ,uaw + O(ul_a).
sin ¢

Aixi doncs, tenim que |R(t2) — Ry (t2)] = p®*w| + O(u!™%), i el que ens cal és expressar |w|
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en potencies de p.

|w|? = (cos p cos(f + t1) + (6 — ) sint; + 01/3 — Cycos ¢ cos(tp + t1))?
+ (cos ¢ sin(f + t1) — (6 — ) costy 4 01/3 — Cy cos ¢ sin(tp + t1))?
+ (sinp 4 01/3 — Cj sin ¢)?
=1+ (e =082+ (3 —C)6% +2(c —6)0/3—C; cosp sinyp
+28v/3 — C (cos ¢ cos ¢ cos(ihp — 0) + sinp siney) + 2(c — §) cos p sinh.  (3.2)
Recordem d’una banda (1.8), que ens diu que

cosa = cos p cos ¢ cos(yp —6) + sinp sin ¢,

on ¢ és 'angle que formen els vectors ry; i r;. D’altra banda recordem també que els angles
¢ 1 1) estan expressats en potencies de p (vegeu (2.21)). Aixi doncs, de les relacions (2.22)
podem escriure que

cosa = cos p cos ¢y cos(1hg — 0) + sing singy + O(u*) = cosag + O(u®). (3.3)

Incorporant a (3.2) aquesta expressio i els desenvolupaments de cos ¢ i sint) tindrem que

w2 =1+ (c—68)2+ 623 —Cy) + 2(e — 8) cos  sinf + 261/3 — C; cos ag
+2(e — 8)6 /3 — Ccos g sintpy + O(u®)
— [wol? + O(u®).
Resumint, el que ens queda és |R(t2) — Ras(t2)] = p®¥wol + O(u! %) i la condicié que
imposem és

|W0| =1,

aixo és,

(e —6)2+0%(3—Cy) + 2(c — §) cos g sinf + 261/3 — Cy cosayg
+2(e—9)d/3—Cjcosggsingpg = 0. (3.4)

Aquesta equacié representa una el-lipse en el pla (d,e — ) (vegeu la figura 3.1), excepte en
el cas en que el determinant de la part quadratica de (3.4) s’anul-la. En aquest cas U'el-lipse
degenera en dues rectes paral-leles. A la seccié segiient estudiarem amb més detall ambdds

casos. Observem que els valors 6 = 0 i e — 0 = 0 sempre verifiquen 1’equacié (3.4).
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———————————————————— -k

Figura 3.1: Representacié qualitativa de la corba donada per I'equacié (3.4) en el cas no degenerat.
L'el-lipse déna el rang de valors admissibles per a d i ¢ — §. Noteu que aquesta el-lipse sempre passa per

I'origen de coordenades.

3.2 Condicions per obtenir orbites p-¢ ressonants

D’una banda, la igualtat (3.4) ens restringeix el rang de valors que poden tenir € i §. D’una
altra, el periode de I’orbita el-liptica esta relacionat amb aquests valors per la definicié d’orbita
ressonant. Tot seguit usarem aquesta relacié per escriure ¢ — § en termes de les coordenades
esferiques de les condicions inicials i obtenir-ne una relacié amb p i ¢. A més veurem com
s’hi tradueix la condicié (3.4).

Sabem que el periode de I'orbita el-liptica Rrp i la seva energia estan relacionats per la

igualtat

a3 _ L
2|h|’

Desenvoluparem en poténcies de p cada un dels dos costats d’aquesta igualtat i n’igualarem
els termes del mateix ordre.

Ja haviem calculat 'expressié de h en termes de potencies de p a (2.23). Com que I'energia
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és negativa, tindrem

2|h| =Cy — 24 24/3 — Cycos ¢y sinpg — 20hu® + O(p'~%)
= 2h| — 2Ahu7 + O(41 ),

essent

Ah=v3-Cj (A¢ sin ¢ sinpy — Ar) cos ¢y cos 1Py + cos ¢ cos ¢y sin(y — 9))

— 2 cos p sin#.

Invertim-ho i tindrem un dels desenvolupaments que buscavem:

1 1 1 Ah

2]~ iy =g (1 e +00) - 09

2l (1= 0 + Ol )
|hol

Vegem que podem dir del periode 7 de I’orbita kepleriana. Observem que de la condicid

de ressonancia tenim que 27 ¢+ eu® + O(u?Y) = 2w7 p+ Spu® + O(>?), de la qual es dedueix

que
_ g £—0 « 2a
= ot +0(p™),
i per tant
2 1/3 2/3 4/3
7_2/3: q +L(€—5)/La+0(ﬂ:2a) — 4 + p q (6—5)/1'(1-1-0(#2(1)
p mp® p q) 3mp?
2/3 4 13 4
=(4) 43 (%) Ee-am+oum. (3.6)
p q g

Finalment, igualant els termes del mateix ordre de les expressions (3.5) i (3.6), obtenim

que:

2/3 2/3
a) (2) = —— 0, equivalentment, 2|hy| = (£> . Usant l’expressié de 2|hg| en
p 2| hol q

termes de C i els angles inicials, tindrem que

2/3
Oy — 2423 — Cy cos do singy = <’i> . (3.7)

q

b) Dels termes d’ordre u® es té

1 A 1 13
R
2[hol |ho| 3 \q
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i, aillant el terme ¢ — 4, tindrem que

1 \2 g\ 7\ 0\ 3
e—0=3mp <—> <—> 2Ah = 6mp (—) Ah = 67q (—) Ah,
2lhol /) \p p p

o, explicitament,

2/3
e — 0 =6mq <%> <\/3 — CJ(COS(,D cos ¢y sin(ypg — 0) + A¢p sin ¢y sin 1)y

— A1 cos ¢g cos 1/)0) — 2 cos p cos 0).
Observacions:

1. Teniem, com a condicié perque I'orbita exterior aproximada (la solucié del problema de
Kepler (2.19)) sigui el-liptica, que ’energia fos negativa. Aixd ho haviem escrit a (2.24)

com

. 2-0Cy
Z A
cOS ¢y sin Yy B

la qual cosa queda assegurada amb la condici6 (3.7).

2. De la mateixa igualtat (3.7) podem extreure diferents informacions. Per comencar

(p/q)?® < C;—2+2y/3—C; <2, don tindrem una restriccié per a p i ¢ que és

< 2V/2.

<3

D’altra banda, observem que, per forga,

o\ 23
2—0J+<—>
d <1

23 —Cj -7

condicié que es pot escriure com

P\ 23 L 2\ 23 L
OJ1 = (—) — 24/ 2 — (—) < CJ < (—) +24/2 — (—) = CJQ. (39)
q q q q

Aixo és, fixats p i ¢, el rang de valors admissibles per a Cy és [Cy,Cro] € (—2V/2,3)
(vegeu la figura 3.2).

Finalment, recordem la condicié (2.25), que fa referéncia al fet que I'orbita kepleriana

aproximada no sigui de col-lisi6. Si ¢y9 = 0 (per exemple si orbita és plana), cal exigir
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que sintg # 1/v/3 — Cy. En el suposit que ¢y = 0, la condicié (3.7) es pot escriure

2/3
2—Cy+ (’i)
q

S = =

2/3
i demanar que I’orbita no sigui de col-lisié equivaldra a demanar C; # <B> . Per
q
tant, la condicié de no-col-lisié sera

p 2/3
Po # 0, 0 Cy# (5) (3.10)

3. Cal vigilar que 2hg no s’acosti massa a zero per tal que els desenvolupaments de Taylor
2a

per a I'invers de ’energia siguin correctes. N’hi haurd prou amb demanar que —

2hy
O(p'~®) com a minim, o també (usant que 2|ho| = (p/q)*/?)

2/3
(g) > pla-l o P> qu(3a71)3/2‘

Aix0 ens limita el rang de p i g segons els valors de y. Per exemple, si @ = 0.4, els

valors maxims de ¢ en el cas p = 1 serien

W 1073 | 107* | 107° | 1076

maxim ¢ | 7.943 | 15.84 | 31.6 | 63.09

La tria del valor 0.4 per a a no és arbitraria. Més endavant veurem que aquest és un

bon valor.

4. € — ¢ ha de verificar equaci6 (3.4) que, com ja hem vist, representa una el-lipse al pla
(0, — §). Aixi doncs, caldra que k1 < e — < kg, on k;, i = 1,2 s6n els valors maxims

i minims que es veuen a la figura 3.1.

Tot seguit trobarem els valors maxim i minim de € — 9, ko i k1, en termes de 6, ¢, g, o

i Cj. Per fer-ho haurem de distingir dos casos:
1. Cas no degenerat: 'equacié (3.4) és, efectivament, la d’una el-lipse.

2. Cas degenerat: 'equacié (3.4) representa dues rectes.
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Const ant de Jacobi
o

-3 ! ! ! ! !
0 0.5 1 1.5 2 2.5

p/q

Figura 3.2: La regié delimitada per les parts superior i inferior de la corba continua defineix el domini
de valors admissibles per a Cy, (Cj1,C2), fixat un valor de p/q. La corba interior puntejada representa

2/3
Cy= (%) , punts que cal excloure si ¢y = 0.

Per saber quan ens trobarem en cada cas calculem el determinant de la matriu associada a

la part quadratica de I'equacié de D’el-lipse (3.4):
3-C V3 — Cjcos ¢g sin
D, = / 7 c05 o sin Yo = (3 — Cy)(1 — cos? ¢y sin® ehy).
V3 — Cjcos ¢y siny 1

Aquest determinant serd zero si i només si 1 = cos? ¢y sin 1)y, o equivalentment, quan ¢y = 0
ity = 7m/2 01y = 3n/2. Aquests seran els casos en queé tindrem dues rectes. Denotem

momentaniament £ = § i y = ¢ — J. Llavors podem esciure 'equacié (3.4) com
y? 4+ (3 —C1)z? + (2¢/3 — Cjcos ¢y sinthg) zy + (2 cosp sinh)y
+ (2y/3—Cy cosag)z =0. (3.11)
Estudiem aquests dos casos.

1. Cas degenerat: 1 = cos? ¢y sin?1)p . Suposem primer ¢y = 0 i 1pg = 7/2 i per tant

cos ¢y sintpy = 1 i cosag = cos p sinf. L’equacié (3.11) s’escriura

(3—Cr)a* 423 —Cray+y*+2cospsinf (/3 —Crz+y)
=(V3-Crxz+y)(v/3—Crx+y+2cospsinh) =0,
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d’on obtenim les rectes

e—0=—-6y3-Cy,
e—0=—0v/3—Cjy—2cosqp sinf.

En el cas ¢ = 01 19 = 37/2, tenim que cos ¢p sinyyyg = —1 i cosag = —cosp sinf i

I'equaci6 (3.11) s’escriura

(3—Cy)z* —2¢/3—Cray+y*>—2cosp sinf (/3 —Crx —y)

=(3—-Crz—y)(v/3—Cyjz—y—2cosysinh) =0,

i en aquest cas les rectes seran

e—0=0/3—-Cy,
e—0=0y3—-Cj+2cospsinf.

En ambdéds casos k1 = —00 1 ko = +o00.

. Cas no degenerat: 1 # cos®¢g sin®1pg. Observem primerament que, en aquest cas,

s’haura de donar la desigualtat estricta a (3.9). Per tant, tindrem C; € (Cy1,Cyo).

Busquem els valors minim i maxim per a y: ki i ke. Escrivim 'equacié de l'el-lipse
(3.11) com
a11$2 + 2(@12 Y+ bl) T + 2b2y + y2 = 0,

on a1 =3 —Cy, a1a = V3 —Cjcosgg sing, by = /3 — Cj cosap i by = cos e sinb.

Les solucions d’aquesta equacié seran

. —2(b1 + algy) + \/4(b1 + algy)2 — 4a11(2b2y + y2)

2a11
—b; —apy £ \/b% + 2biar2y + a?yy? — 2a11boy — a11y?
- a
B —b; —apy £ \/(0%2 —a11)y? + 2(b1aiz — a11b2)y + b
ai ’

i el que cal demanar és que el discriminant sigui positiu. Els valors per als quals es faci
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zero seran els valors extrems per les a y. Aixi:

—2(()10,12 — a11b2) + \/4(b1a12 — a11b2)2 — 4()%(@%2 — a11)
2(“?2 —an)
a11by — braig £ \/(b1a12 — a11b2)? + b3 (a1 — a?y)

2
a1 — 011

k1o =

b

i, per tant, aquests seran els dos valors buscats. Només hem de vigilar qué passa en
el cas (biaiz — a11b2)? + b2(a1; — a?y) = 0. Com que aj; — a2, > 0, aixd només es pot

donar si by = by = 0. Aix0 implicaria cos ay = 0, perd com que tenim la condicié
cosa = cosag + O(u*) > 0,

podem excloure el cas cos ag = 0. Per tant, ens assegurem que efectivament obtindrem
dos valors diferents k; i k2. Escrivim-los en termes dels coeficients de I'equacié (3.4).

D’una banda

(b1a12 — aubz)Q + b%(au — a%Q)
2
= ((3 — Cy) cosag cos ¢y sintpy — (3 — Cy)cos g sinH)
+ (3 = Cy) cos®ag ((3 —Cy) — (3 —=Cy)cos? ¢y sin® zpo)

= (3—Cy)? ((cos ag — 2cos @ cos ¢y sin b sinig) cos ag + cos? @ sin’ 9),

i d’'una altra a11by — bjaja = (3 — Cj)(cos ¢ sin@ — cos ag cos ¢g sin)y). Aixd ens déna
finalment

_cosag cos ¢y sintPy — cos ¢ sinf — vV Ak
L 1 — cos2 ¢ sin® ¢y
cos ag cos ¢y sinhy — cos p sinf + vV Ak

ko = :
1 — cos2 ¢ sin® ¢y ’

?

(3.12)

on Ak = (cos ag — 2cos ¢ cos ¢g sinf sinapg) cos ag + cos? o sin? i ky < 0i ko > 0.

Retornem ara a l'expressié de ¢ — § en termes de les condicions inicials (3.8). El cas
degenerat no s’estudiara en la memoria, ja que implica que tant § com € — § poden prendre
qualsevol valor real i aix0 ens diria que to pot ser tan gran com vulguem, fet que no ens

interessa. Centrem-nos, doncs, només en el cas no degenerat, en el qual la condicié és
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2/3

k1 <& — 6 < ky. Denotem per A = 67q (%) i

A= A((,O, 07 ¢07 1/)07 A¢7 Al/))
=Av/3 — Cy(cos ¢ cos ¢g sin(1pg — 0) + A¢ sin ¢y sinpg — A cos ¢y cos 1))
— 2\ cos cos b,

B= B((107 07 ¢07 1/)0)
__cosap €oS ¢y sintpy — cos ¢ sin
B 1 — cos? ¢y sin? 1y

C= C((:Oa 07 ¢07 1/)0)

)

\/(cos ag — 2cos @ cos ¢g sin B sinyg) cos ag + cos? ¢ sin? O

1 — cos2 ¢y sin® 1y

de manera que la condicié per a € — § s’escriu

B((pveagﬁﬂaz/}O) - C(tp,O, ¢Oad)0) < A((p,O, ¢0ad)OaA¢a AT/))
< B((p,O, ¢0ad)0) + O((,O, 03 ¢031/)0)a

0, també,

|A(§0,9, ¢03¢05A¢a Ad)) - B((p,O, ¢Oad)0)| < C((paeaﬁﬁﬂad)ﬂ)a (313)

on ¢ i1y estan lligades per la relaci6 (3.7).
Observem que les condicions trobades en aquesta seccié sén les necessaries per assegurar
I'existencia d’orbites p-q ressonants. Un estudi detallat d’aquestes orbites en el cas pla es

troba a [2].

3.3 Aplicacié exterior per a orbites p-¢ ressonants

Fins ara hem obtingut restriccions sobre les condicions inicials r; i r; per tal de tenir una
orbita p-q ressonant (expressions (3.7) i (3.13)), que l'orbita kepleriana aproximada sigui
el-liptica i de no-col-lisié ((2.24) per a 'energia i (3.10) per al moment angular) i per garantir
la sortida de la bola B(M, u®) (condicié (1.8)). Vegem ara com s’escriuen en termes de r; i
r; la posici6 i velocitat en que es troba ’orbita a Uinstant ¢ = ¢, (que nomenarem posicid i

velocitat finals). En coordenades siderals, ja haviem vist al principi del capitol (vegeu (3.1))
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que

R(ts) = R(t1) + R(t1)0 p® + O(p'~%).

Per a la velocitat, usem de nou que 1’0rbita kepleriana aproxima ’orbita del problema res-

tringit, la definicié de 2 i les equacions del problema de dos cossos (2.19). Tenim que

R(t;) =Rrp(t) + O(n'™*) = Rrp(ty + 2mpr + 6p%) + O(p' ™),

R(t)
R(t1)?

=Rrp(t) + Rrp(t)d p® + O(u' ) = R(t1) — S +0(u' ).

Aixi doncs, I'aplicacié exterior queda definida per

R(t:) = R; + Rid i + O(u' ™),
(3.14)

. . R.
R(t2) = Ri = 501"+ O(u' ).

Escriguem-la en coordenades sinodiques. Comencem pel vector posicié. Prenem la primera
igualtat de (3.14) i usem el canvi de coordenades sinodiques a siderals descrit a (1.1). Tenim
que

Glta)r(t2) =G (t)ri + (G(ta)ii + Glta)r: ) o p® + Ot ),

r(t2) = G7 () (G(t)ri + (Glt)E + Gl )0 p®) +O(u' ™). (3.15)

D’una banda

COS(tQ — tl) Sin(tg - tl) 0
GT(t2)G(t1) = | —sin(ts — 1) cos(ta—t1) 0|,
0 0 1
(3.16)
sin(ty —t1) —cos(te —t1) 0
GT(t2)G(t) = cos(ta —t1) sin(ta—t1) O,
0 0 0
i de laltra
cos(ty — t1) = cos(2mq +ep® + O(pt %)) = 14+ O(ut™®), (317)

sin(ty — t1) = sin(2rq + e p® + O(u' %)) = epu® + O(u' ™).
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Per tant, tornant a (3.15) tenim que la posicié final en coordenades sinodiques s’escriu com

1 ep® 0 en® —1 0
r(ty) = | —ep® 1 0| (@i+E0op*)+| 1 ep® 0|ridp®+0u'™")
0 0 1 0 0 O
1 (e—=0)p* 0
= | —(e = o)u® 1 0| ri+8pt; + 0. (3.18)
0 0 1

Prenem ara la segona igualtat de (3.14) i, usant el mateix canvi (1.1), tindrem

G(to)(ts) + G(t2)r(ta) = G(t1); + G(t)r; — 0 :: G(t))r; + O(u'™?),

f'(tz) + GT(tg)G(tQ)I'(tg) = GT(tg) <G(t1)rz + G(tl)ri — 6/1'

3
L

[0}

G(tl)ri> + 0. (3.19)

D’una banda, usant (3.18), tenim que el segon sumand de I'esquerra de la igualtat (3.19) es

pot escriure

1 e—0pu® -1 0 -
" (02) G t2)r(t2) = S Asr(t2) = | (e —&)u* 0|1+ %Agfi +O(ul).
0 0 0

De laltra, tornant a fer servir les igualtats (3.16) i (3.17), el terme de la dreta a (3.19) sera

de la forma

6 (0%

-2 -1 0
1 ep® 0 (E r?)’u

. d _
—ep® 1 0fmi+ 1 (6_ﬁ> pu 0 ri+O(,u1 )
i
0 0 1 0 0 0 e
Ty

Introduim les dues tltimes expressions obtingudes a (3.19) i aillem 9. Tindrem que la
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velocitat final en coordenades sinodiques és

1 o
’ 1
r(t2) = 0 L——]ou® 0 ri
L
)
1 (e+0)p* 0
+ | —(e+o)pe 1 o0& +0@"")
0 0 1

Per acabar, en el calcul de l'energia de ’orbita kepleriana (seccié 2.4) ja haviem vist que
1/R; = 14 O(p®). Com que les distancies no canvien d’un sistema de referéncia a 'altre,

tindrem que 1 — 1/r3 = O(u®), i per tant la velocitat final es pot escriure

1 (e+0)u™ 0
t(t2) = [ —(e + 0)u® 1 0| ti+0w ). (3.20)
0 0 1

Resumint, definim a partir de (3.18) i (3.20) Paplicacié exterior en coordenades sinodiques

com
-
re = (I - % /ﬂA3> r; + 0 pory,

Ve = (I - @ MO‘A:&) Ty,

(3.21)

(on I és la matriu identitat 3 x 3) i, per tant, el que hem vist és que
r(tz) =re+0(u' %),  B(t2) = ve+O(u' ).
Volem especificar coordenada a coordenada aquesta aplicacié exterior. Per aixd definim
e, Oey Pe, e 1 v, tals que

1 — 1+ 7r9e cos e cos b, COS ¢he COS e
re = T'9¢ COS (Pe SiN O, ) Ve = Ue | cOS ¢ SN,

T9¢ SIN Ve sin ¢,
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Trobem, primerament, qui sén 9. i v, en potencies de y. Comencem per la distancia de la

posici6 final al cos M:

€—9 o o 2
uEAsr; + ur;

2

T%e =|r. —I'M|2 = |I2; —

=p** — (e — ) (ras, Asri) + 200 (ra;, )

(e —9)°

1 12 (Azry, Azry) — 6(e — 0)p?*(Asry, v;) + 0202 (3.22)

+

Usem les definicions de les condicions incials sinodiques (1.5) i el desenvolupament per a v;
(1.7) per calcular cada un d’aquests productes escalars:
(Azr;, Agr;) = (r;, AT Asr;) = 4(u — 14 p® cos @ cos 0)% 4 4% cos® ¢ sin” 0
= 4(1 — 2u% cos ¢ cos  + O(u>%)).
(rai, Asr;) = (r; — rar, Asr) = —(rar, Asri) = —2u% cos p sinf + O(p' ).
(Asri,v;) = 2(—p® cos p sinfwv;cos ¢ costp + (p— 1+ p® cos p cosB)v; cos psinp)
=23 — CJ( — cos ¢ sint) + p® cos ¢ cos ¢ sin(yh — 9)) + 0!,
(ro;, ;) = p*vicosa = p*/3 — Cy cosa + O(p).
En els dos ultims productes escalars hi hem d’afegir el desenvolupament per a ¢ i 1 en
g

poténcies de x que tenim escrit a (2.21) i les relacions (2.22). D’una banda
cos ¢ sine) = cos Py sin vy 4+ p® (A cos ¢y coshg — A¢ sin gy sinehg) + O(4>%),  (3.23)
i definim
A = cos cos ¢ sin(f — 1) = cos p cos ¢y sin(f — hg) + O(u®) = Ay + O(p®). (3.24)

Aixi doncs, tornant al tercer producte escalar de la llista anterior i incorporant els desenvo-

lupaments (3.23) i (3.24), tindrem que

(Asri,r;) = —24/3 — Cj cos ¢p siny

— 2u*/3 - Cy (Az/) cos ¢y cos Py — Agsin ¢y sinpg + A0> + O(pt9).

D’altra banda, recuperem cosa a (1.8) i trobem el seu desenvolupament fins ordre p®, que
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sera
cos a = cos @ cos ¢p cos(1hp — 0) + sinp sin ¢y

+ p” (AOAd) + A¢ (sinp cos ¢ — cos ¢ sin gy cos(hy — 0))) + O(u2%)

= cosag + p*AC + O(u?), (3.25)
on hem usat (3.3). Per tant
(roi, £5) = p®\/3 — CJ(COS ag + ;ﬂAc) +O(u'™9). (3.26)

Tornem ara a l'expressié (3.22) de r%e. Utilitzarem les expressions per als productes

escalars que hem trobat, aixi com (1.6) i (3.4):

r2 = 2 [1 +2(e — &) cos g sinf + 25\/@( cos ag + ;ﬂAc)
+20(c = 0)\/3-Cy (COS ¢o sinthg + p*(Azp cos o cospg — Agsin gy sinpg + Ao))
4 (e — 6)2(1 — 2u% cos  cos ) + 6%(3 — Cy) + 0(,;—@)]
= p2 [1 +2u%d M(AC + (e — 8) (A cos ¢g coshg — Agsin gy sinpy + A[]))
—2u%(e — 6)% cos ¢ cos O + O(,ul_a)}
=p?* [1+2u*Are + O(u' )] .
Aixi doncs,
roe = p® [L 4+ p®Are + O(u' )], (3.27)
on (usant la definici6 de AC de (3.25))
Ar, = 5m[A0(5 —8) + Ay (AO + (€ — 6) cos ¢ cos 1/10>
+A¢ (Sin(p cos dhy — cos ¢ sin gy cos(1hy — ) — (e — &) sin ¢y sinz/)())] (3.28)

— (e — 6)% cosp cosh.

Pel que fa al modul de la velocitat final, de (3.21) s’obté

2

02 = |ii — MuaAgfi
2
€+ 6)? . . ) )
=v; + ( ) 2 Asty, Ast;) — (e + 6)u® (s, Ast;) = v7 (1 + O(1**)),
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i, per tant,

ve = v; + O(u**) = /3 —Cy +O(u'™). (3.29)

Finalment, establim I’aplicacié exterior coordenada a coordenada. Recuperem la primera

igualtat de (3.21) i igualem coordenades:
T9e COS @ €OS B = i cos @ cos O + pu**(e — &) cos o sin @ + 3 v; cos ¢ cos P,
T'9¢ COS Pe SN B, = p cos p sinf — p“(e — §)(w — 1 + pu® cos p cos ) + p“d v; cos ¢ sin,
T9¢ SIN e = p sin @ + p®d v; sin .
(3.30)

Usem D’expressié trobada per a 79, (3.27), i els desenvolupaments per les raons trigonometri-

ques dels angles ¢ i1 (2.22). Pel que fa a la primera igualtat de (3.30) tindrem

0 . 0050, = (03 c0s 0+ /3 Cy(cos gy — Adb sin by i) (cos o — At sim o )
4 u%(e — &) cos o sinf + O(MI‘O‘)> (1 — pAre + O(u'~%))
= cosp cosf + 5m Ccos ¢g cos 1y
+ pu® [(6 — d) cos p sinf — &/ﬁ(Aqﬁ sin ¢ cos Py + At sin)g cos qﬁg)}

— p*Ar, [cos @ cosf + 043 — Cy cos ¢y cos 1/)0] +O(puto). (3.31)

Fem el mateix per a la segona relacié de (3.30):

CoS Y, sinf, = (cos<p sin@ + 01/3 — C(cos o — Agb sin o u®)(sin by + Avp cos by pu®)
+ (e —8) — pu®(e — &) cos p cos O + O(ul_a)) (1 — p®Are + O (u' ™))
= cos ¢ sin + /3 — Cy cos ¢y sinthy + (€ — 8)
—p” [(6 —d) cos p cosf — 6M(Ad) cos ¢y cos Py — A¢ sinhg singb())]
— pn*Ar, [cos ¢ sinf + 01/3 — Cy cos ¢y sinthy + (¢ — 5)] + 0t %). (3.32)
I finalment, de 'iltima equacié de (3.30):
sin p, = (sintp +463-Cy (singbg + A¢ cos ¢y ua> + O(,ul_a)> (1 = p®Are + O(p'™9))

= siny 4+ dv/3 — Cysin ¢y
+ e [5\/3 —C7A$ cos o — Are<sin<,o +6v/3— Cysin ¢0)} Lo, (3.33)
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Pel que fa a la velocitat, de la segona igualtat de (3.21) tindrem

Ve COS e COS 1he =; €OS ¢ cOS 1 + (€ 4+ §)u“v; cos ¢ sinp,
Ve COS e SIN e =v; cO8 ¢ sinp — (e + ) u®v; cos ¢ cos P,

Ve 81N ¢pe = v; SiN P,
i, utilitzant (3.29), tindrem

COS ¢, COS 1, = cos ¢ (costh + p(e + 8) sinep) + O(u>),
COS ¢ sinth, = cos ¢ (sinth — u®(e + 8) cos ) + O(u>), (3.34)
sin ¢ = sin¢ + O(u>®).

D’aquesta tltima igualtat es dedueix que ¢, = ¢+ O(u??) i per tant cos ¢, = cos ¢ +O(u%®).

Si cos ¢ = 0, llavors 1, queda indeterminat. En cas contrari podrem dir que

cos1he = costp + pu*(e + 8) sinyp + O(u®)
= costhy + p*sinthg ((e +0) — Ap) + O(pu*?),
sintpe = sinth — p®(e + 0) cos b + O(u2%)

NZQ
= sintpg + p®cosihy (AY — (e +0)) + O(u*®).
Resumint, si cos ¢ # 0 podem dir que
ve = v; + O(p*?),
b = ¢+ O(**), (3.35)
e =0 + (Ap — (e +0)) ™ + O(1**).

A [2] hi ha Pestudi detallat de les orbites p-q ressonants planes aixi com les expressions

de I'aplicacié exterior per a aquest tipus d’orbites.
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Capitol 4

Solucid interior

En aquest capitol volem estudiar com es comporta la solucié del problema restringit definit
a (2.1) quan ens la mirem dins de la bola B(M, ). Anomenarem a aquesta trajectoria
solucié interior. Per fer-ho partirem de la mateixa posici6 (a distancia p® de M) i velocitat
que en lestudi de la solucié exterior, perd anirem enrera en el temps (t < t1), de manera
que estarem entrant dins aquest entorn. Sense pérdua de generalitat, i per facilitar alguns
calculs, suposarem a partir d’ara que ¢; = 0.

Com que estem molt a prop del primari M i lluny de E, aquest Ultim sera vist com una
pertorbacio i sera M qui dictara el comportament del tercer cos. Veurem que el moviment
de P és, aproximadament, el d’una orbita hiperbolica mentre estigui dins d’aquest entorn de
M.

Com que ens estem movent molt a prop d’un dels primaris, el que farem sera regularitzar
les equacions. Utilitzant coordenades de Kustaanheimo-Stiefel, juntament amb un canvi

d’escala, les equacions del moviment en coordenades sinodiques (1.2), passaran a ser

3_C,
"
v =y

u+ O(u%).

Es pot comprovar (analogament a com ho fem a la seccidé 4.2) que l'error que es comet al
3-Cy
1

prendre com a aproximacié del problema restringit la solucié de u” = u és d’ordre p®.
Aquest error en coordenades sinodiques serd d’ordre p?® per a la posicié i d’ordre pu® per
a la velocitat (vegeu la subseccié 4.3). Ja que volem “enganxar” ’aplicacié exterior amb la

-«

interior i que l’error trobat en la primera era d’ordre p ~%, aquesta aproximacié per a la

solucié interior serd insuficient.

95



56 Capitol 4. Solucié interior

Per tal de poder trobar una solucié aproximada que vagi bé (en el sentit que l'error sigui
prou petit) seguirem la mateixa estratégia que en el problema pla estudiat a [2] per Font,

Nunes 1 Simd.

4.1 Canvis de variable i regularitzacio

Prenem les equacions del problema restringit en coordenades sinddiques (1.2) amb condicions

inicials les explicitades a (1.5), aix0 és, r(t) és la solucié de

i+ Ast = VQ(r),

(4.1)
r(t)) =r;, v(t)) = 1y,
0 -2 0
1 1 —
onAz=12 0 0 iQ(r)Z—($2+y2)+—M+ﬁ.
2 (] )
0O 0 O

Comencem per fer un canvi de posicions i velocitats a posicions i moments. Definim les

noves variables P = (Pl,PQ,P?,)T iQ=(Q1,Qq, Q3)T com

z—p+1 T—y
o1
P=r—ry=r,= y , Q:r+§A3r2: g+z—p+1 |, (42)
z z

de manera que també hem introduit una translacié i el primari M s’ha situat a 'origen.
Vegem com s’escriuen les equacions del moviment en les noves coordenades. Les distancies

als primaris F i M seran
ri=(@—p)’+y’+22 =P -1+ PF+ P,  ri=(z—p+1)’+y’+2°=P],

respectivament i, si denotem per e; = (1,0,0)7, el terme de la dreta a les equacions de (4.1)

s’escriura

T T — i z—p+1
L—p 1
HP)=VQr)= |y |- —3 y |3 y
a1 T2
0 z z
Py
l—p P
=| P 5 (P—e)— 5P+ (u—1)e
1 2
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Les noves equacions seran

. 1
P=i=Q- 4P,

1 1 1 .

=H(P)— §A3Q + ZA3P
1-— 1
= — L P-e)-ELP—4Q+ (e,
Ty Ty 2
ja que A2P = —4(P;, P»,0)7, i les condicions inicials del problema passaran a ser
P(O) = Pz = TI9;,
(4.4)

. 1
Q) =Q; =1; + §A3I‘2i-

Ens caldra tenir també 'expressié de la integral de Jacobi (1.3) en aquestes noves variables.

Teniem que (r, 1) = 2Q(r) — Cy, i com que

2(1 — 2
2Q(F)Z(P1+M—1)2+P22+%+|?#|
2(1 — 2
= (1~ 200 - )Py + P P 20 + By

(£.8) = (Q.Q) — (Q AsP) + | (4P, A;P)

= QP - 2(P1Q2 — P,Q1) + P} + P5,
la integral primera s’escriura

QP ~ 2(PiQs — Po@1) = (1 = — 201 — )Py + 2= =Cr (45)

Seguint els mateixos pasos que a [2], introduim ara la segiient rotacié
P =G(t)P,
) (4.6)
Q=G(1Q,

essent G(t) la matriu de gir definida en el canvi de coordenades sinodiques a siderals (1.1).

Deduim, a partir de (4.3), les equacions del moviment en aquestes noves variables. Usarem

que G(t)™' = G)T, 2G()GH)T = Az i que G(t)As = A3G(t): Comencem derivant la
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primera relaci6 de (4.6).
P = (1P +G()P =GP +G(1)(Q - %Agp) -
— WM + GHEHTO - %G(t)AgG(t)TIN)
= %Agﬁ +Q- %A;),IN),
i per tant, tenim P = Q. Pel que fa a la resta d’equacions
Q=C(NQ+G(NQ =

=Gmmwﬁ+am(—ﬁyatwg—%P—g&Q+m—nm)

= 340@ - G(0) (2 (P e + 5P ) - LGOAGW R+ (1 - DG (0
Y 5

= —G(t) <1 _3“ (P—e)+ % P) + (n—1)G(t)er

71

:_C;M+%>ﬁ+u_m@g—gam%

ST T'a 1

on les distancies r1 1 r9 en termes de les noves variables sén
1% = (Pycost + Pysint — 1)? + (= Py sint + Py cost)? + P}
= |P> + 1 —2(P, cost + Pysint),
o = |P|

Aixi doncs, el moviment en coordenades (P, Q) vindra descrit per

P =Q,

B _ _ (4.7)
Q=—<1 3“+L> P+ (1-p) (}3—1>G(t)e1,

1 |P3 1
amb condicions incials P; = P; i Q; = Q,;. Per acabar aquest segon canvi de variables

transformem ’expressié (4.5). Fent les substitucions segiients

PI=IP, [Q[=1Q],
P = ﬁl COSt-i—ﬁQ sint 1 PiQs— PQ1 = ﬁ1@2 - ﬁ?@la

tindrem que la integral de Jacobi s’escriu

- - ~ e~ 1—
1Q? = (1 —p)? —2(1 — p)(Py cost + Pysint) +2(P Qo — PyQq) + 2 r1u+2|?lf|—CJ. (4.8)
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Fem 'dltim canvi de coordenades. Volem regularitzar al voltant del primari M i alhora
introduir un canvi d’escala per tal de passar d’un entorn de radi 4® a un de radi 1. La
regularitzacid, aixo és, I’eliminaci6 d’una de les singularitats de les equacions del moviment (en
aquest cas la corresponent al primari M), consisteix en un canvi de coordenades més un canvi
de temps. La transformacié que farem servir és la de Kustaanheimo-Stiefel (transformacié
KS), que és la generalitzaci6 a I'espai de la transformacié de Levi-Civita al pla (vegeu [28]).
Sabem que cal passar a R*, per la qual cosa afegirem als vectors de R? una quarta component

nul-la. El canvi ve donat per les relacions

P =pu%L(u)u
B~ (4.9)
Z_p
7, = Pl
U1 —Uz —Uus U4
Uz U] —Ug —U
on u = (uy,us,uz,us)’ i L(u) = 2 ' ! *|. Observem que L(u)TL(u) = |ul?

U3 U4 U1 U2

Ug —U3 U2 UL
i aixo implica que

P| = n*V(L(w)u, L(w)u) = p*ul®

Aixi dones [P| < p® & |u| <1, i és en aquest entorn on estudiarem el moviment del tercer
cos. Denotarem per B* = {u € R%; [u| < 1}. A més, la relacié entre |P| i |u| ens permet

escriure el canvi de temps com

dt

]2
75 = Holul

)

o equivalentment,

0
R / fu(r)[2dr. (4.10)

Recordem que ens estem movent per temps negatius.
Desenvolupem les equacions del moviment en coordenades KS. Denotarem per ' = d/ds,
!

d d
aixo és, u’ = d_u També tenim que d—(L(u)) = L(u'). Abans de continuar ens faran falta
s s

les segiients propietats (vegeu [28]):
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Lema 4.1

Siguin u,w € R* tals que [(u, w) = ujwy — ugws + uzwy — uqw; = 0. Llavors
1. L(u)w = L(w)u

2. (u,u)L(w)w — 2(u,w)L(u)w + (w,w)L(u)u =0

En el nostre cas, per poder utilitzar aquestes propietats, caldra que es verifiqui
[(u,v') = ujus — ujug + uguh — ugu) =0 Vu,u' (4.11)

De fet, un cop obtingudes les equacions, es comprova que [(u,u’) és una integral primera
del sistema i, per tant, només haurem de vigilar que les condicions inicials compleixin la
propietat (4.11).

De moment, doncs, suposarem que és certa i utilitzem la primera de les propietats del

Lema 4.1 per deduir, de la primera equacié de (4.7), que

~  x P ds 1
=P=""""c —_*(L(uu + L(u
Q=P = G5 = o (Ll + L
2

Derivem aquesta igualtat i fem servir (4.10) i la segona propietat del Lema 4.1. Tindrem
+ dQds 1 d[ 2
= — = —_— _— L !
Q=05 @t =~ o ds <|u|2 (“)“>
C2u <_2(u, u')

(L + L(u)u”))

u’ 2
= 24 (L(u)u" — %L(u)u) . (4.13)

D’altra banda haurem d’escriure en coordenades KS el terme de la dreta de la segona de les
equacions de (4.7). Per a aixd prendrem alguns desenvolupaments en poténcies de pu. D’ara
en endavantg usarem el fet que volem estudiar el moviment del tercer cos mentre aquest es

manté dins una bola de centre el primari M, aixd és, |u| es manté acotat (de fet u € B*).
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Considerem les seglients observacions i notacions:

B| = uul?,

Py = p®(uf —u3 — uj +uj) = pn®uy,

Py = pE2(urug — uzug) = puy,

r? =|P> +1—2(Picost + Pysint) = 1 — 2u®(ug cost + uy sint) + p?*ualt,
r1 =1 — p*(uy cost + uysint) + O(u*"),
1

7"_% =1+ 3p%(ug cost + uy sint) + O(12%).

Recuperant la segona equacié de (4.7), podrem escriure

Q= —(1—p) (1 + 3p™ (uy cost 4 uy sint) + O(uZa)>paL(u)u - M?)QLWMO‘L(u)u
+(1—p) (3ua(ux cost + uy sint) + O(,um)> G(t)e;
12«
= — p*L(u)u — M|u|6 L(u)u + 3u* (uy cost + uy, sint)G (t)e; + O(u*),

i igualant aquesta expressié a la que hem trobat a (4.13) tenim que

L(u)ull |u

L(u)u

~ Jup?

Iua :“1_2a
="—|u* (— P L(u)u + ua( — L(u)u + 3(uy cost 4 uy sint)G(t)e1>> .

Aixo és, fins ordre ;2%, tenim que

/|2 lea 5

——L(u)u = ———=L(u)u+ O(u™®). 4.14
(u) TE (u) (n™) (4.14)

Per acabar d’escriure les equacions ens caldra tenir I’expressid, en coordenades KS, de

la integral de Jacobi. Recuperem-la de (4.8) i vegem com s’escriu cada terme en les noves

variables. Usarem (4.12) i les notacions introduides abans per a les components de P.

Q7 = (@ Q) = (L L) = (', L) L) = 4l

uf* C

/|2

!
a2

~ 2 1
Qo = W(UQUII + uguhy — uguy — uzuly) = Wu;,

@1 = W(ulull — uguly — uzuly + uguly) =

[0}

P1Qy — PQ1 = ﬁ?(umu; — Uty
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Substituint cada una d’aquestes expressions a (4.8) tenim que

|ul|2 - ) Ma
4 up? =1QP> = (1 — p)* = 2(1 — p)pu*(ug cost + uy sint) + QW(umu; — U uy)
2Iu1—a
+2(1 — p) (1 + p*(ug cost + uy sint) + O(,u2a)> + wZ Cy
p ! ! Nl_a 2
— o
Aixi doncs, la integral de Jacobi s’escriu
|u,|2 3-0Cy lj'lia p* / ! 2
= — O(u=%). 4.15
lul|? I 2|ul? * 2|ul? (st = utey) + O(™) (4.15)
Introduim aquesta expressié a equaci6 (4.14) i tindrem que
3 — C] Iul—a Iua ul—a
n l / _ 2
s’ - (25 b S a, — ) ) Dl =~ L+ 0,

3—-C ue
s~ (25 4+ ot ) ) B = 0:2),

de manera que obtenim ’expressio segiient per a les equacions del moviment en coordenades

KS fins ordre p2%:

! !
o' — 3—-Cjy o Uz lly — Ug Uy

I T

u+ O(p?®).

Finalment reescrivim el coeficient d’ordre u®. De les definicions de ug, uy, @

. .
z 1 Uy tenim

que

2 2

/ / 2 2 / / / !
Ugly, — Uy, = 2(u] — uj — uz + uf)(u1uy + vjus — uzus — uguy)

y
— 4(urug — usug) (uru) — uouy — uzusy + usul)
= (=2[u|?uy + 4uy(uguyg + uiuz))ul + (2/ul?u; — 4us(ugug + uyus))uh
+ (=2|ul?uy + 4dus(uguy + wyus))uy + (2ul>us — duy (uguy + uius))u)
= 2(—ugu) + uyuh — ugul + uzul)|ul?
+ 4(uguy + uiug) (ugu) — ugul + ugul — uyul)
=2f(u,u’)|[u]® + 4(ugus + uyus)l(u,u’),

on f(u,u’) = —ugu)| + uyu}, — uguly + usu}. Recordem que I(u,u’) =0 i, per tant,

I /
y UyplUy

2[uf?

Uy U

= f(u,u).
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Aixi doncs, les equacions del moviment en coordenades KS s’escriuen

u =3 _4OJu+,uaf(u, u)u + O(p*®), (4.16)

i, de 'expressié (4.15), la integral de Jacobi sera

|ul|2 3-0Cy lu’l_a e e
M =— + Tk + puf (u,u’) + O (). (4.17)

Ens queda per determinar qui sén les condicions inicials. Prendrem com a u; una solucié

qualsevol de

Pi = uaL(ui)ui. (418)
(és un sistema amb 1 grau de llibertat) i, per (4.12), definim u} com
! 1 T
u; = 5 L(ui)" Q. (4.19)

D’aquesta manera ens assegurem [(u;, u;) = 0, tal com voliem.

4.2 Primera aproximacio

Analogament a com hem fet per a la solucié exterior, volem trobar una solucié propera a la
del problema restringit a l'interior de B*, i a més volem controlar I’error que fem. La primera
aproximaci6 la podem calcular a partir de la part lineal de les equacions (4.16), les quals ens
donaran com a solucié una orbita hiperbolica. Establim algunes notacions i definicions. Per

comengcar u(s) sera la soluci6 de

u’ = cu+ p%f(u,u)u+ O(u*),

(4.20)
u(0) =u;, u'(0)=u,
essent f(u,u’) = —uou) + ujul — uguly + ugul) i
3—Cy
= . 4.21
== (4:21)
uy(s) sera la soluci6 de
u’ = cu,
(4.22)

u(0) =u;, u'(0)=ul.
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Escrivim aquestes equacions com a sistemes de primer ordre. Sigui ¢(s) = (u(s),u’(s))”

la solucid de
¢'=C¢+ pF(C) + O(*),

(aix0 és, (4.20) escrit com a sistema d’ordre 1) amb

0 I 0
C= ) F(C) = ’
cly 0 f(u,u")u

i Iy la matriu identitat 4 x 4. Sigui també ¢, (s) = (up(s), uh(s))? la solucié de

¢ =C¢,
¢ (0) = Ci-
Aleshores es verifica

Teorema 4.1

Siguin ¢(s) i €o(s) les definides anteriorment. Llavors

[€(s) = Cols)] < |s|K e,

essent ¢ = max(1,c) i per a tot s a l'interval de temps en qué estem dins la bola de centre

Porigen i radi 1.

Per a la demostracié d’aquest resultat ens fara falta un lema similar al de Gronwall (Lema
2.1).
Lema 4.2

1. Sigui g € C! tal que g(t) >0 i

t
olt) < Kot + K1 [ glr)dr perat>0,
0
i Ko, K1 > 0. Llavors g(t) < Kote®'! per a tot t > 0.
2. Sigui g € C', tal que g(t) > 0 i
0
g(t) < Kolt] + Kl/ g(t)dr perat <0,
t

i Ko, K1 > 0. Llavors g(t) < Ky|t|eX1Yl, per a tot t < 0.
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Provem aquest resultat. Prenem h.(t) = (Ko + €)te®'! pera e > 01t >0, i observem que:
e h.(0) =0=g(0).

o hl(t) = (Ko +¢)eft(1 4+ Kit) i per tant hL(0) = Ko + €.

t Ky [lg(r)d
° g’(g) = lim& < Ko+ limM = Ko+ K1g(0) = K.
t—0 ¢ t—0 t

Aixi doncs, ¢'(0) < hL(0), la qual cosa implica que ¢'(t) < hL(t) per a t propers a zero i per
tant que g(t) < h.(t) en un cert interval de temps. Voldriem veure que de fet és cert per a

tot ¢ > 0. Per a aix0 suposem que existeix ¢y tal que g(tg) = he(tp). Llavors

to to
g(to) < Kotp + K / g(7)dr < Kotg + Kl/ he(T)dr
0 0

Ky+e

to
= Koty + K4 (K() + E) / ref1 7 dr = Koty + (KltgeKltO — it + 1)
0

Ky+e
1

= he(to) + Koto + (1—efro).

Usant el desenvolupament de Taylor de la funcié exponencial podem assegurar que et >

1+ Kjtp i tornant a la desigualtat d’abans tindrem

Ky+e
1

g(to) < hg(to) + K()t() + (1 —-1- Kltg) = hg(t()) — ¢ty

< hg (t[)),
que contradiu la suposicié inicial. Per tant tindrem
g(t) < he(t) = (Ko +e)tet  vi>0,

i fent tendir ¢ — 0 arribem al resultat que voliem. Pel que fa a la segona part del Lema, tan

sols cal aplicar la primera part a la funcié h(—t) = g(t), perat < 0. B

Demostrem el Teorema 4.1. Escrivim {(s) i {(s) en forma integral
0
(s) = G+ [ (6 +uPG(r) + 0 dr,

0
Cols) = ¢+ / C¢o(r) dr.
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Restem les dos expressions i prenem la norma de la diferéncia:
0 2
[€(s) = Co(s)l < [ 1C(C(T) - Co(T))ldT+M“/ [F(¢(7))| dT + Kos|p™
S
0
< [ 1o = Goldr it [CIFCE]dr + Kalslu®,
S
on ¢ = ||C|| = max(1, (3 — Cy)/4). El terme d’ordre u® estara acotat per
IF()] < uflu'| < K,

ja que estem estudiant el moviment dins B* i, per la integral de Jacobi (4.17), tenim que si

u estd acotat la velocitat u’ també ho estd. Per tant, podem assegurar que

0
1C(s) = Cols)] < |s|EKp® + / ¢(r) = Co(r)ldr

i, usant el Lema 4.2, arribem a la conclusié que voliem. l

En particular, el Teorema 4.1 ens diu que, si el temps s en qué estem dins la bola B* no
es fa arbitrariament gran, llavors l'error que cometem en aproximar ¢ per ¢, és d’ordre p®.
Aixo és,

C(s) = Cols) + O(u®).

4.3 Error en coordenades sinodiques

Volem veure quina serd la magnitud, en coordenades sinodiques, de I’error que cometem en
prendre ¢, com a aproximacié de ¢. Denotem de moment per £ lerror que cometem en

coordenades KS. Aixo és, tenim que

u(s) = uo(s) + O(E),
u'(s) = ug(s) + O(€).

Observem que aquestes igualtats sén certes per a tot temps s en qué u(s) es manté acotat

(en particular quan estem dins la bola B*). Aixd implica que |ug| també es mantindra acotat

i, com que (4.22) té per integral primera |[u'|> — c|u|?, |uf| també ho estard. Comencem a
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desfer els canvis de coordenades fets. De (4.9) i (4.12) tindrem

P(t) = p*L(u(s))u(s) = n*Lug(s) + O(E))(wo(s) + O(E)) = p*L(ug(s)) (uo(s)) + u*0(),

= Po(t) + n*0(&),

Q 2 Iy 2 (s "
U = [ M) = [P+ oy ) + OE) M) + 0E)
= ﬁlz(uo(s))ug(s) + O(S) = Qo(t) + O(S),

La segona de les igualtats només és certa per temps s en qué |ug(s)| no es fa arbitrariament
petit. Per exemple, sera certa per a I'instant en que tornem a sortir de la bola. B*, moment en
qué volem descriure la posicié i velocitat del tercer cos a partir de ’orbita aproximada. Més
endevant calcularem a quina distancia de ’origen es troba el pericentre de I'0rbita hiperbolica
aproximada i veurem sota quines condicions podem assegurar que aquesta distancia no es pot
fer arbitrariament petita.

Desfem el gir (4.6). Si el temps s en qué ens movem dins B* esta acotat, també ho estara
t, el temps que estem dins la bola de radi u® (per (4.10)). Suposem que estem en aquest cas.

Podrem escriure

P(t) = G(t)(Po(t) + n*O(£)) = Po(t) + u®0(&),
Q(t) = G(1)(Qo(t) + O(£)) = Qo(t) + O(E).

Per acabar, retornant a posicions i velocitats sinddiques

ra(t) = P(t) = Po(t) + n*O(&) = rao(t) + p*O(E),

£(1) = Q1) — 3 AsP(1) = Qolt) — 5 AsPo(t) + O(€) = kolt) + O(E).

Aixi doncs, si & = p®, el que tenim és que Ierror ha guanyat un ordre (u2®) pel que
fa al vector posicié i s’ha mantingut igual pel que fa al vector velocitat. Recordem que
per a l'aplicaci6 exterior haviem obtingut un error d’ordre u'~®. Com que el que volem és
“ ” . . . .,
enganxar” les dues aplicacions, pel que fa a r no en fem prou amb aquesta aproximacié. A
la segiient seccié prendrem una nova aproximacié que ens donara un error més petit i a més

veurem quines restriccions sobre les condicions incials obtenim d’imposar que el temps de pas

per l'interior de B* estigui acotat.



68 Capitol 4. Solucié interior

4.4 Segona aproximacio

Per tal de millorar i fer més petit ’error que cometem en ’aproximacié ens caldra pendre
un terme més en les equacions (4.20). El problema que tenim és que el terme d’ordre p®,
f(u,u’)u, no és lineal i no sabem trobar explicitament la solucié de les equacions que ens
queden. Per tal d’escriure les equacions del moviment en coordenades KS (4.20) de manera
que el terme no lineal sigui tot d’ordre ;??, utilitzarem la primera aproximacié trobada.
Com que (ug,uj) és la solucié de (4.22), podem escriure-la explicitament en funcié del
temps, ¢ i les condicions incials:
sinh(y/cs)
ve o (4.23)
ug(s) = Ve sinh(v/c s) u; + cosh(y/cs) uj.

ug(s) = cosh(vecs)u; +

El fet decisiu és el segiient:

Lema 4.3

Sigui f(u,u') = —ugu] + ujul — uguly + usuly i (ug,ufy) la solucié de

u’' =cu

u(0) =u;, u'(0)=ul.

)

Llavors f(uo(s), uo(s)) = f(w;,w}) Vs.

La demostraci6 consisteix senzillament a escriure cada una de les components de u(s) i uj(s)
usant (4.23) i substituir-les a 'expressié de f.

Vegem com utilitzem aquest resultat. Suposem que el temps d’estada a la bola B* esta
acotat. Llavors ’error que cometem en la primera aproximacio és, efectivament, & = p®, i

podem escriure

u(s) = ug(s) + O(n%),

w'(s) = ugp(s) + O(n®),
essent (u(s),u’(s)) la solucié de (4.20). Aixo implica que

f(u(s), u'(s)) = f(uo(s),up(s)) + O(u*) = f(w;, w) + O(u?),



4.4 Segona aproximacié 69

i, per tant, recuperant les equacions del moviment (4.16) tindrem que

u’ = cu+ p®f(u,u)u+ O(p*®) = cu + p®f(u;, ub)u + O(u**)
= (c+ pf (ug, u))u + O (i),
Aix{ doncs, podem dir que (u(s),u’(s)) és la solucié de
v’ = cou+ O(p?®),
u(0) =u;, uw(0)=u
on

_3-Cy
4

+ p®f(u;,ul). (4.24)

Ca

i f(u,u’) la definida al Lema 4.3. D’aquesta forma la part no lineal, que despreciarem, sera
d’ordre ;2®. Similarment al que hem fet en la primera aproximacié, definim uy(s) com la

soluci6 de

(4.25)
u(0) =u;, u'(0)=ul.

Com a sistemes de primer ordre tindrem que ¢(s) = (u(s),u’(s))” és la solucié de

CI = CaC + O(N’Qa)a

1,
amb C, = .1 ¢p(s) = (up(s),u},(s))T la solucié de
CaI4 0
CI = Ca(,
¢(0) =¢;.

Ara el resultat que obtindrem (la demostracié és totalment analoga a la del Teorema 4.1)
sera

Teorema 4.2
Siguin ¢(s) 1 {,(s) les definides anteriorment. Suposem que el temps que u(s) triga a sortir

de B* esta acotat inferiorment. Llavors

1€(5) = Cals)] < |s[Kp?et ],

on ¢, = max(cq, 1) i per a tot s a I'interval de temps en qué estem dins I'entorn de 'origen

de radi 1.
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Observem que la hipotesi que el temps de pas per B* estigui acotat inferiorment (recordem
que s < 0) és important perque aquest resultat sigui valid. Si no fos aixi, ’error comes en la
primera aproximacio no seria d’ordre p® i llavors no seria cert que les equacions del moviment
es poden escriure com u” = cou + O(p>®). Aixi doncs, es fa necessari imposar-ho com a
hipotesi.

A continuacid, en les subsecions segiients, veurem quines condicions s’obtenen a 'imposar
que el temps d’estada dins B* estigui acotat, calcularem la distancia minima a ’origen a
que pot estar 1’orbita hiperbolica aproximada (no pot ser arbitrariament petita, ho hem vist
a la seccié 4.3) i calcularem l'error que es comet en aquesta aproximacié en coordenades

sinodiques.

4.4.1 Temps de pas per l’interior

Estem suposant que el temps de pas de u(s) per B* estd acotat inferiorment i, en con-
seqiiencia, també ho estara el temps de pas de uy(s). Tot seguit trobarem aquest temps, sy,
en termes de y i de les condicions incials (u;, u}) i a veurem quines restriccions tindrem sobre

aquestes condicions pel fet que s, estigui acotat. Aixi doncs, busquem la solucié de
lup(s)] = 1.

Comencem escrivint explicitament (up,u},) en funcié del temps i les condicions incials.

Com que uy, és la solucié de (4.25), llavors tenim que

inh
uy(s) = cosh(y/cq ) u; + M u,

VCa (4.26)
u),(s) = y/Cq sinh(y/cq ) u; + cosh(y/c, 5) .
on ¢, esta definit a (4.24).
Calculem en quin instant de temps aquesta orbita es troba a distancia 1 de l'origen. Es
clar que un d’aquests moments és per a s = 0. N’hi haura un altre, sy, que és el que ens

interesa. Per trobar-lo en termes de (u;, u}) utilitzarem (4.26) i les notacions segiients:
1. V; = |u}| sera el modul de la velocitat en el punt inicial.

2. n; sera 'angle que formen els vectors u; i u}, i per tant, com que |u;| = 1, el producte
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escalar entre la posicié i la velocitat inicials sera

<uZa > Vicosn;.

Aixi doncs,

|up (s)]” = cosh?(y/eq s){ui(s), wi(s)) +
N sinh?(\/Cq $)

— cosh(y/Gq ) sinb(y/q )1 (5). v} ()

(uj(s), uj(s))

Ca
_ cosh(2/cq s) + 1 N smh(2 Ca S) Vcost + cosh(2/cq s) — 1 V2
2 2¢q,
1 2 1 2
=3 (1 + V_> cosh(2y/ca s VCOS”Z sinh(2y/cq 5) + (1 - V—> . (427

Cao
i trobar les solucions de |uy,(s)|? = 1 serd equivalent a resoldre I'equacié

2
V COS Th lnh(Qm ) (1 + V_> — 0

Ca

(1 + V—2> cosh(2y/ca 5) +

(0]

Definim els coeficients segiients:

(4.28)

i, per simplificar, 7 = 2,/c, s. Amb aquestes notacions 1’equacié que hem de resoldre és
9(T) = mqcoshT + ngsinhT —mg = 0.

Trobem-ne la solucié diferent de zero. Per simetria, entre els dos punts en qué |ug| = 1, hi
ha d’haver un punt a distancia minima de ’origen i s’haura d’assolir en la meitat del temps
que es triga a anar d’un extrem a l'altre (vegeu la figura 4.1). Busquem el temps que cal
per arribar a aquest punt intermedi, que sera un minim de la funcié que acabem de definir.
Derivem-la i igualem-la a zero.

—n
g (1) = mgsinht 4+ nycosht =0 & tanhT = —2,
mOé

i prenent la funcié inversa de la tangent hiperbolica tenim que

1 1 —ng/ma
T:_ln S —— .
2 1+ nq/mg

Aixi doncs, definim s, com

1 Mo — N,
™= 1 . 4.29
y 4.\/cq n(ma+na> ( )
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S:Sf

Sm = S¢/2 B

/
s=20

Figura 4.1: Representacié qualitativa de la solucié hiperbolica. En s = 0 tenim el punt inicial i anem

enrera en el temps fins a trobar el punt de sortida de la bola B*, en qué s = sy < 0.

Observacions:

2V;

/o

1. La resolucié d’abans és correcta si tanh7 € [—1,1]. Com que |n,| < < Mg, aixO

queda garantit.

— Ng

2. sy < 0 siinomés si < 1. N’hi haura prou amb veure que no, > 0 . Per

Ma + Ng
comprovar-ho calcularem el producte escalar entre u; i u] en termes de les condicions
inicials en coordenades sinodiques. Utilitzarem, en aquest ordre, (4.19), (4.18), (4.6)

per t=01 (4.4).

1 ~ 1 ~ 1 ~ ~
2 2 2/
1 1 .1 1 _
= 2/1'a <Pia Qz> = 2/1’—a<1‘2i,1‘i + §A3r2i> = %—a(rgi,ri).

Recordem que (ry;, ;) = p®vj cosa, i per tant tenim la relacié
1
V;cosm; = Vi cos a. (4.30)

Com que una de les condicions imposades en I’estudi de la solucié exterior era cosa > 0,

assegurem que cos7; > 0, i per tant, també que ny > 0.
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3. Es pot comprovar que sy, és un minim de g i, per tant, aquest sera el temps en que
estem a distancia minima de I'origen. El que volem comprovar ara és que el temps sy
de sortida de la bola B* és el doble d’aquest: s; = 2s,,. Per a aix0 hem de veure que

9(2sm) = 0. Com que

—_ 1 o
cosh(2y/co s¢) = cosh (ln (M)) =3 (ma Na n Mo + na>
m

M + Mg, a T Na Mo — N
_ mz + na
2 _ 2
Ma — Ny . N (4.31)
. . Mg — Na Ma — Ng Mg T Ng
h(2 =sinh|[In| — == -
sinh(2y/cq s7) = sin (n(ma+na>> 5 <ma+na ma—na>
_ —2mang
mZ —n2’
llavors
2 2 _ 9,2
g(sf) = mqcosh(2y/cq 5f) + nasinh(2/cq sf) —ma = mMa(ma + ng no) —mq = 0.

m2 —n2
Aixi doncs, ja hem vist que el temps de pas de I’orbita hiperbolica uy per Uinterior de la

1 Mo — Na
= | . 4.32
51 2./cq n(ma—i-na) ( )

Desenvolupem aquesta expressié en poténcies de pu®. Per a aix0 primer ens caldra trobar els

bola B* és

desenvolupaments de c,, V; i cosn;.

1. Com que ¢, = ¢+ p®f(u;,u}),

1 . 1 o 1 f(uiau;') « «
o (o Ty e (1= T 0w
\/10_(1 _ \% (1 _ f(“T“D o 0(M2a)> _ (4.33)

2. Per obtenir el modul de la velocitat inicial, avaluem la integral de Jacobi (4.17) en el
punt inicial (u;, u}):

uj> 3-0Cy N p'me

— @ - 9] 2a .
|ui|2 4 2|uz|2 +/1’ f(ulauz) + (/1’ )

Usant la definicié de ¢ (4.21) i que |u;| = 1, tindrem

11—«
2
11—«

-
Vi = Ve (1 IACL D O(M“)) .
2c 4c

V2 =+ pf(u,w)) + B + 0(u2),

(4.34)
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3. Dividim les expressions anteriors per c, i y/Cq!

V2 11—«

=1+ o™,

V_a -« (435)
Lo+ B o).

NN dc

4. Pel que fa a cosn;, hem de recuperar (4.30) i (1.7). Com que 3 — C; = 4c, tindrem:

11—« -«

NG (1 pIO) o 0(N2a)> cos; = /e (1 +E 4 0(u2a)> cosa,

2c 4c 4c
COS7); = COS @ (1 + '“;_;a + O(M2a)> (1 _ f(ll217;112) o u;a N O(M2a)> |
i per tant
CoS T = cosa (1 - f(u2l76ug) ue + O(u2“)> : (4.36)

Ara ja podem trobar els desenvolupaments per mq i n,. Substituint (4.35) i (4.36) a les

expressions (4.28) obtenim:

ple 2
=2 O(p*®
Mq, + % + (M )a
u;, u I=a
Ng = 2cosa <1 — % ue + O(,u2a)> <1 + u4c + O(uzo‘)> (4.37)
f(uiaul') lea 2
=2 1——t o™ .
cosa( 9% wo o+ e + O(p™")
D’aquestes tindrem, per a la seva suma,
. ! 11—«
Mo + Ng = 2(1 4 cosa) —2cosawua+2(l + cosa) M4 + O (u?®)
c c
wosa flupul) . oplte
=21 1-— L 4+ —— 4+ O(p™
( —|—cosa)< 1+cosa 2¢ " T W) )
ja que 1+ cosa > 1. Pel que fa a la diferencia
. ! 11—«
Me — N = 2(1 —cosa) + QCOSGMMO‘ +2(1 —cosa) ,u4 + O(p*®).
c c

Ara, perd, no podem assegurar que 1 — cosa no es faci zero. Haurem de distingir segons si

aquest terme es manté lluny de zero o no i, en aquest tultim cas, com a minim demanarem
/1'204
que —2— = o(u

l—a)
1 —cosa

. Veurem tres casos:

Ai: 1 —cosa > € >0, per a algun € independent de p.
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As: 1 —cosa = O(u?*1), pera a > 1/3.
Aj: 1 —cosa = O(u3*1*%), per a alguna x > 0, i a > 1/3.

En els dos primers casos podrem escriure

cosa_ f(wi, i) q

Mo — N = 2(1 — cos a) (1+1—cosa 5

+ 0(#”“)) :

i per tant, fins ordre ;'~® obtindrem

Mg —Ne 1 —cosa 2cosa f(u;,ul)
Mq +Nng 1+ cosa 2

0 )

sin“ a C

Examinem cada un dels casos anteriors i donem finalment per a cada un d’ells 'expressié

per a sy corresponent.

2

e Cas A;. Com que 1—cosa no es pot fer arbitrariament petit, sin? ¢ = 1 —cos? a tampoc

es podra acostar a zero i tindrem que

Mo — Na 1—cosa

Mo +No 14 cosa

O(u®).

Aixi doncs, a I'expressi6 de s (4.32) podrem escriure (usem el segon desenvolupament

trobat a (4.33))

1 f(u;,ul) 9 1 —cosa
— 1 — i/« e 1 e
5 2\/c ( 2c ! FOW™) JIn 1+cosa + 0"

1 1——cosa
= 1 @
2y/c n(l—i—cosa) + 0%,

i per tant s; és una quantitat acotada.

(4.38)

e Cas Ay. En aquest cas sin®a = O(u3*~1) i per tant

Mo — Na 1—cosa

_ 9] 12« =0 v
Mo + N 1+(:080L+ (1 ) (),

3a—1, peral/3<a<04
onv = (vegeu la figura 4.2). Usant de nou les ma-

1—2a, pera04<a<1/2
teixes expressions que en el cas anterior, ara el temps sy sera

s = 5721+ O M(O()) = 5= () +0°). (4.39)

la qual cosa ens diu que en aquest cas sy no esta acotat.
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e Cas Aj. Aquest serad similar a l'anterior i podrem escriure

Maq — Ng

= 0(u"),
o (1")

on ara v = min(3a — 1 + K, 1 — 2« + k), i, per tant, sy tampoc estara acotat.

0.6 .

0
1/3 0.4 1/2

Figura 4.2: Representacid, per a 1 = 0.001, de les funcions 3=, u!=2% i u®. Les dues primeres sempre

sén més grans que la Gltima. 32~ < 2%~ sempre que a > 0.4.

Observem que per a @ = 0.4 és quan s’obté I'error més petit en els dos tltims casos.
Malgrat que en aquesta memoria estudiarem només el cas en que 1 — cos a esta acotat, en els

estudis numerics que hem dut a terme hem pres sempre aquest valor pel parametre a.

4.4.2 Distancia minima de 1’0rbita hiperbolica a 1’origen

Tal i com haviem observat, a I’hora de calcular ’error comes en coordenades sinodiques
(seccié 4.3) hem de tenir en compte si la distancia a l'origen del vector posicié aproximat en
coordenades KS (uy, en aquest cas) es fa arbitrariament petita o no. Si només ens preocupem
de Perror que cometem en temps s, no tindrem cap problema ja que |up(sy)| = 1. Tot i que
podem centrar-nos només en el que succeeix en temps sy, calcularem la distancia minima de
I’orbita hiperbolica a 'origen i veurem que, de fet, en el cas que sy esta acotat, la distancia

minima a l’origen també ho esta.
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Haurem d’avaluar I'expressié per a |u(s)|? (4.27) en l'instant s,, (donat per (4.29)). Ens

faran falta les expressions segiients:

Mo — Na 1/2 1 Mo — Na 1/2 Mo + Nq 1/2
h2 - h 1 _— = — R - - -
cosh(2y/Ca 5m) = cos n(ma—l—na) 2 <ma+na> * <ma—na>

m2 —na’
1/2 1/2 1/2
. . Mo — Na 1 Mo — Na M + Ng
sinh(2+/cq $y) = sinh [ In [ ——— =z e e _ (e T e
( o Sm) ( (ma-l-na) ) 2<<ma+na> (ma—na> )
m2 —n?

(4.40)

Substituint-les en (4.27) tenim

1 1 1
[y (sm)|? = 3 Ma cosh(2y/cq $m) + 5 o sinh(2y/cq sm) + 3 (2 —myq)

1 m2 nZ
== - +2—-m
2<¢ma—na N "

1
zl—g(ma— m2 —n2).

Expressem-ho en poténcies de u, i fem-ho segons els casos vistos en la seccié anterior.

e Cas A;. Com que 1 —cosa > € > 0 de les expressions per a mq i ng trobades a (4.37)

tindrem que

-«

m2 —n2 = <4+4“2 + 02 ) 4 cos? a( i u) 0‘+“2 +O(u2a)>
C

= 45in? a(l—l—cot2 ¥MQ+ ; + O(u? ))

Ens quedem fins ordre p' =@ i

u
Vi =i =2 (1 ot a5 4 0

i en conseqiiéncia,

1 !
[un(sm)® =15 (2 — 2[sina| — | sing| cot%z@,ua + O(ul‘o‘)>

o
= |sina| — |sinal cotZaWua +O0(u'™).

Aixi doncs, la distancia a Porigen es manté acotada inferiorment (no s’acosta a zero)

durant el pas per l'interior de la bola B*.
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e Casos Ay i Az. En aquests dos casos 1—cosa = O(p”), perav = 3a—1ov = 3a—1+k,

i per tant

*

m?2 —n? = 4sin’a + O(u®) = O(u”"),
per a v* = min(«, 3a — 1 + k). Aixi doncs
[un(sm) > = O(u”"/?),

i en cap dels dos casos tindrem que la distancia a I'origen es manté acotada inferiorment

(en el sentit que es pot acostar a zero).

La conclusio final és que haurem d’imposar, com a condici6 sobre ’angle de sortida a, que
la| > € >0, per a € independent de p (4.41)

(garantim que 1 — cosa i sinag no s’acostin a zero). El que estem evitant amb aquesta
condicié és que la sortida de la bola B(M, u®) sigui en la direccié del radi vector (a = 0). Si
prenguéssim aquesta direccid, a ’anar enrera i entrar en la bola aniriem de dret al centre de

la bola, la qual cosa hem d’evitar (vegeu la figura 4.3).

Figura 4.3: Angle inicial en coordenades sinodiques. La regié marcada seria la no permesa per al vector

r; ja que I'angle amb el vector posicid ry; seria proper a zero.
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4.4.3 Error en coordenades KS i sinodiques

Pel Teorema 4.2 error maxim que cometrem en I’aproximaci6 per I’orbita hiperbolica (uy,, u),)

sera
£ =0(u").

Observem que, com que estem suposant que el temps de pas per l'interior de B* esta acotat,
la distancia minima a I'origen de I’0rbita hiperbolica aproximada no es pot fer arbitrariament
petita. Per tant, podem repetir el que hem fet a la seccié 4.3 i tindrem ’error en coordenades

sinodiques. Aixo és, si

sinodiques
r(t) u(s) uy(s) + €
_) = ;
7(t) u'(s) u(s)+&
a KS

i la transformacié inversa ens déna

KS
w(s) . ry(t) , (4.42)
u;, (s) . (1)
sinodiques
llavors
r(t)) _ (ra() €Y _ [ra®) +ut) (4.43)
0 i (t) + € £y, (t) + p*®

Aixi doncs, amb aquesta aproximacié no tindrem cap problema a I’hora “d’enganxar”

I’aplicacié exterior amb la interior.

4.5 Aplicacié interior

Tal i com hem fet amb l'aplicacié exterior, descriurem, en coordenades sinodiques, la posicié
i velocitat amb que sortim de la bola B(M, u®) després de passar-hi per dins. Usant 1’orbita
hiperbolica que aproxima la solucié del problema restringit a l'interior de B, descriurem

(r(ty),r(ty)) en termes de (r;,1;), essent (de (4.10))

0
ty = —ua/ lu(s)|* ds, (4.44)
Sf
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s¢ definit a (4.32) i u(s) la solucié del problema restringit en coordenades KS (solucié de les
equacions (4.16)).

Per (4.43) definirem la imatge de (r;, ;) per 'aplicacié interior com

ry ry(tyr)

Iy h(tr)
Per (4.42), el que hem de fer és prendre (up(sf),u)(sy)) i desfer els canvis introduits al
principi d’aquest capitol per retornar a coordenades sinodiques. Aquest procés és el que

descrivim en la subsecci6 segiient.

4.5.1 Canvi de coordenades KS a sinodiques

L’objectiu d’aquesta secci és descriure (ry,ry) en termes de (r;,r;), a partir de la posicio i
velocitat finals en coordenades KS. Les expressions trobades sén les que podeu veure a (4.65)
i (4.66).

Prenem (up(sf),u},(sf)), que és el punt final en coordenades KS per a I’aplicacié interior,

i expressem-lo en termes de les condicions inicials també en KS. Per (4.26) tenim que

sinh(y/cq s
uy = uy(sy) = cosh(y/ca sp) u; + % ul,
(67

u}y = w),(sy) = /cq sinh(y/cq s7) u; + cosh(y/cq s7) uj.

Com que sy = 2s,,, podem aprofitar els calculs fets a (4.40). Usant les definicions (4.28),

tindrem
Ma 1 < V-2>
cosh(v/co$f) = —m—==— {1+ 1),
( “ f) ma—na Ag Ca
. —Ng 2 Vicosn;
sinh(y/cq §7) = —/——== —— ,
Voo = ez = A v
essent

2\ 2 2 a2 .
Aa:m_ng:ﬂl&) _ VEeosn )

Ca

Aixi doncs, tindrem per a (uy, u’f) les expressions segiients:

1 2 i i
= <(1+V—’> u; — V1008 u;> :

« Cq Cq,

) s (4.46)
u'f = A (—2Vi cosm; u; + (1 + i) ué) )
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Comencem desfent el tercer canvi introduit a la seccié 4.1 a partir de les relacions (4.9) i
(4.12). Denotarem per (f’f, Qf) els vectors associats a (uy,u’;) per aquest canvi de coorde-
nades. Com que sy és el temps en que I'orbita hiperbolica uy, torna a estar a la frontera de

la bola unitat B*, |uy| = 1. Per tant

Py =pu“L(uf)uy,

- (4.47)
Qy = 2L(uy)uj.

Usant la primera igualtat de (4.46), s’obté

s =5 [(1+ ) ) - 252 1)

A, Ca Ca
i, per tant,
1 v2\’ V2\ Vicosn
L(ug)uy = — (1 + —Z> L(u;)u; —2 <1 + —l> JiCO8 T (L(u;)ui + L(ui)u;>
AZ Ca Ca Ca
V2 2.,
4 CCZS T ;)u;] (4.48)
«

Donat que [(u;,u}) = 0, podem utilitzar les propietats enunciades al Lema 4.1. Recordem
que (u;,u}) = V;cosn;. Aixi doncs, tindrem que (4.48) s’escriu

v2\? V2\ V;cosm
(1+25) mtwu =4 (14 0 ) B g

Ca Ca Ca

1

VZ 2.0,
42 (2, cos i () VEL(u»ui)]

«

V2 2 V4 2 ..
((Hc_z) LA PY
(6 (6]

+4 V; cosn; (QViZCOSZm 1 V_Z2
Ca Ca Ca

1
A2

[0}

) L(ui)u;] . (4.49)
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Prenem ara la segona igualtat de (4.46) i usem de nou el Lema 4.1:

1 V2 v2\?
L(ujp)uy = — | — 2V cosn; (1 + —l> L(u;)u; + (1 + —’) L(u;)u]
o Ca Ca
g VIS g, g Yicos T (1 N _,> L(u)u!
Ca Ca Ca
1 V2 v2\? V2 cos? n;
=—|—=2Vicosn; |1+ —=) L(w)u; 1+ 4 -+ " ) L(u;)ul
Az i cosm; ( + Ca) (ui)u; + (( + ca> L — (ui)u;
Vi cos i V2
— 2@ <1 + c—l> (2Vi cosn; L(u;)u) — ViQL(ui)ul)]
« «
1 Vi v2\? VA cos? n;
= Azl 2V cosn; (1 - é) L(uj)u; + ( <1 + i) - 4’Tm L(u;)u}|.
(4.50)
Definim els coeficients
2
Ca 2
. . 2 o2 2
T, — 4 V; cosn; (2VZ COs"M V_Z> ’ (4.51)
Ca Ca Ca

V4
Ty = —2V;cosn; (1 — —;) .
c

(0}

Amb aquestes notacions, i usant les expressions (4.49) i (4.50), podrem escriure (4.47) com
e

ﬁf =9 <T1L(uz-)ui + TgL(ui)u;>,
Aa (4.52)

2
Qf = A_z <T3L(uz-)ui + T1L(uz-)u;>,

essent A, 'expressi6 definida a (4.45). Per acabar de desfer aquest canvi, de (4.18) i (4.19)

recordem que

i, de (4.6), (P;,Q;) = (P;, Q;). Per tant, (4.52) s'escriura

. 1 o

Pr=+x (TIPi + %T2Qi>,
a (4.53)

~ 1

V=%

(07

7~ N

20U~ TyP; + TlQi>.



4.5 Aplicacié interior 83

El segon canvi que hem de desfer és el gir definit a (4.6). Tindrem que
P; = G(t;)TPy,
R (4.54)
Qs =G(t)"Qy,

i per tant ens cal especificar qui és G(tf). Recordem que el temps final ¢7, definit a (4.44),
depén explicitament de u(s), solucié del problema restringit en coordenades KS i que no
coneixem. Aixi doncs, utilitzem de nou la solucié aproximada uy(s) per donar una estimacié

de ty. Prenem l'integrand de (4.44) i, utilitzant els calculs fets a (4.27), tindrem:

u(s)? = up(s)]* + O(1**)

1 2 i i 1 5
=3 (1 + V—l> cosh(2y/Cq 5) + Vicosn sinh(2y/cq 8) + 5 ( - V—Z> + 0 ().
Ca " Ca

Substituim aquesta igualtat a 'expressi6 de ty (4.44):

0
tr= " [ Tuns)ds + 0
Sf

2 (1 ) [ e ey (1)

2/Ca 10 /o 2/ca 1o

_ﬁ- V7 sinh(2/casp) | Vicosn B v
=£ <1+ ) et e (cosh(2y/esp) = 1) + (1 st

Escrivim aquesta expressié en termes dels coeficients mq i n, definits a (4.28), i usem

(4.31) i (4.32). Tindrem que

B me —2meng s (mz + nz ) 2 —myg Mea — Na 30
ty =— -1 1 @)
I = [2‘/004 m2 —n?2 * 2/Cq \m2 —n2 + VCa . Mo + Ng +O0™)
p® | —2m2n, 2n3 Ma — Na 3
= 2 — In({ — O
4,/Cq [ma—na +m§—n§+( ma)ln Ma + Na +OW™)
e Maq — N 3a
= -2 2 — In{ —— @] . 4.55
4@[ ot (2= ma) () 4 0Gue) (4.55)

Finalment, expressem ¢y en potencies de p. En la seccié 4.4.1 hem vist que

Mo — Na 1 —cosa
In{ — ) =Iln{ ——— o(p®).
n(ma—i—na) n<1+cosa>+ (%)
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Aixi doncs, usant (4.33) i (4.37), podrem escriure (4.55) com

o N'a « _ _ 11—« 1 —cosa « 3o
ty = e (14+O(u ))[ 4cosa +(2—-24+0(p ~%))In <71 +cosa> + O(p )} + O(p”?)
cos a
=—p® +0(u*).

NG

Aquesta igualtat implica que

costy =1+ O(u*),
cos a

NG

i, per tant, la matriu de gir G(¢;)7 que apareix a l'expressi6 (4.54) s’escriura

sintf = ——= p® + O(p*),

cos a
1 — p® 0
cosa ve 20 cosa 20
G(ty) = 1 ol +0w) =1+ u*As + O(p“®).

ve ! 2/e
0 0 1

Tornem a (4.54). Utilitzant 'expressié trobada per a G(tf) i que |f’f| =1, tindrem que

P = (I—i— CQO\S/; ,uO‘A3> f’f + O(u®),
(4.56)
B cosa ~ %0
Qs = (I+ o A3> Qs + 0.

Si mirem les definicions (4.53) de P [! Q 7, veiem que aquests depenen dels coeficients A,
Ty, T> i T3, els quals alhora depenen de les condicions inicials (u;, u}) en coordenades KS. A
continuacié desenvoluparem aquests coeficients en poténcies de p. Per a aixo0, utilitzarem les
expressions (4.35) i (4.36).

Comencem per trobar AZ. De la seva definicié a (4.45) tindrem que

2
A2 — <1+V_i2> _4M
«

Ca Ca
11—«

—a 2 o
= (2 + N; + O(MZO‘)> —4 (1 + ,u2 + O(,u2a)> cos’a (1 - M p + O(,u2a)>

C C
f(ui, u;) ua 4 2(1 —2032 a)

= 4(1 — cos?a) + 4cos’a e 4 O(u*).

Recordem que estem suposant 1 — cos a acotat inferiorment (no es pot acostar arbitrariament

a zero). Per tant podem escriure que

.o 1
A% = 4(1 — cos® a) (1 + cot?a M pwe + %% Pt O(uQa)> ,
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i invertint aquesta igualtat tindrem que

1 1 f(u, uj) Lo 2
— =—— (1—cot?a 2" o0 — “+ 0 ). 4.57
AZ  4sin?a < cora c a 2 H +0(™) (4:57)

Prenem ara el coeficient T definit a (4.51). Usant de nou els desenvolupaments (4.35) i

(4.36) tenim que

2
TIZ(HV_f) _y Viteos?n;

Ca c2
pe ’ pe ’ f (ui, uj)
=(2+ +0p*)) —4(1+ +0*) ) cos?a 1 — 22 4@ 4+ O(u2®)
2c 2c c
,u 2 — 4 cos?
= 4(1 —cos?a) +4cos?a f i w) p + zohoma e+ O(u*)
, u 1 — 2 cos?
— 4sina (1 + oot q LU0 %) S ey O(;ﬁ“)) : (4.58)
c 2csin“a
Pel que fa a Ty, també usarem (4.33):
Vicosn; (V2
Ty =422 <—l(2c082 m—1) - 1)
Ca Ca
dcosa (| flusu) N2 (L
_ 1— P O 1 O(u®
\/E( ) ey o) (14 B+ 0
l1-a —
X <(1 + M2 + O(/ﬂa)) (2 cos’a —1—2cos’a Mua + O(/ﬂa)) - 1>
c c
4cosa flu;, pl—e
— \/E (1_ (Zc Z)ll:a"i‘ " +O(/1'2a)
. ! 11—«
X (2(3082 a —2—2cos’a M p® + (2cos?a — 1)”20 + O(uQa)>
4 U 3cos?a — 2
= C\;Ea (2(0052a — 1) 4 2(1 — 2 cos? a)f(uz’u’) p + cos a e+ O(MZO‘)> .
c c 2c

(4.59)

Laltim coeficient que ens queda és T3. Usarem els mateixos desenvolupaments i (4.34):

V4
T3 = — 2V, cosn; (1 - c—’2>
«
—a

= oyt + L0 o T o) aosa (1 - L20) o o)

2c 4c 2c
'ul—a 9 2
x| 1— (1 + 7 + O(u ))
l-a -«
_ % 2a 1 1% 2a
= —2y/ccosa (1 et O(u )) (1 1 — O(u ))
11—«

— H 2a
—2COSG,( 7 +O0(p )) (4.60)
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Aixi doncs, utilitzant les expressions trobades a (4.57), (4.58), (4.59) i (4.60) tindrem que

T U 1 —2cos?
—1 =4sinag (1 + cot2a f(uzauz) a -COZS a lea + O(,U,Qa)
AZ c 2csin” a
1 f(u, ug) Lo 2
% 1— t2 i} a @ 0O o
4sin’a ( oL a c a 20“ +0W™)
cot’a
—1— 1-a 0] 2a
5, M T OW™),

T 4 Lul 3cos?a — 2
2 208 <—2 sin? ¢ + 2(1 — 2 cos? a)f(u“ u;) p® + cosga TR O(/ﬂa)>
c c

A2 T
1 il 1

X (1 —cotQaMua - 2—u1a+0(u2°‘)>
C C

4sin?q

Cos a -2 -2 f(ula u;) « 2 Mlia 2a
- (9 D S W) E 1o
Jesin’a ( sin”a + 2sin“a P + cos“ a 5 + O(p™)

Cos a f(u;,ul) , pl@
- _g o\t a2 B
\/E < C a cova 2c

5 =2 ( +0 a)i 1 —cot?q M) o = a2
7 cos a 7z (") Tola cot”a =——"u® = o p (%)

1-a
cosa [ %
=—— O .
2sin?q < Ve + Ol )>
(4.61)

+ 0(#“)) :

Retornem a les expressions de P fi Q s donades a (4.53). Utilitzant les expressions

anteriors (4.61) i que |P;| = %, tindrem que 1~3f i Qf s’escriuran

~ cot’a ;_ p® cosa f(u;,ul) 5 piT®
Pp=(1- =) p, 242 % cot’ a — | Qi + O(p*®
! ( 5o M ) it ( + L S eotta ) Qi + O(u™),
-« 2
~ cosa [ a cot“a q_, 2%
= P; 1-—- + O .
e Y z+( oo M >Q2+ (1)

(4.62)

Ara ja estem en condicions d’escriure Py i Qy en potencies de p. Prenem de (4.56) el

vector posicid i introduim la primera igualtat de (4.62).

COS G cot? a
P, — I aA 1— 11—« P,
d <+2\/E” 3)( 2c " ) Z
cosa p*cosa f(ug,u3) o pe 3
T a4 —14+ =5 % + cot O™
+<+2\/E'u 3> 7 ( + Y ottt a = Q; + O(p™)
cos a cotZa
= I OéA - I*OCI P
< + 2\/E,u 3 2% H > i
cosa I_l_(f(ui,u;)l cosaA) a+cot2a l—ag Q; + O( Sa) (4.63)
e ! c o c ) de RS
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Pel que fa al vector velocitat, de la segona igualtat de (4.56) i, usant també la segona igualtat

de (4.62), tenim que
l1-a 2
cos a cosa 4 _ cot“a q_ 9
— (1 Uy ) | o P+ (1 *) Qi @
Qy < +2\/E,u 3> (SinQa \/Eu Z-i—( 50 M >Ql>+0(u )

cosa put e _ cos a cot?a _
=< s )(u “P;) + <I+ NG Ay — = ! “I) Qi + O(u?®).  (4.64)

sina e
Ens queda un ultim canvi per desfer per arribar a coordenades sinodiques, i és el definit

a (4.2). Usem les relacions entre les condicions inicials donades a (4.4), les expressions (4.63)

i(4.64) i que |ry;| = p®. Tindrem que

cosa cot?a _
I‘2f = <I+ 2\/5 /.AaAg — % /.,Ll 04[) ro;

- t2 1
n CcoS a ﬂ,a<— I+ (f(uzauz) I— cos a A3> Ma 4 Co—aula1> (rl + 514_31'22')

Ve c 2y/c 4c
+0(u™)
cot?a |_ Cos a f(u;,ul) cot’a ., \.
= (1= - R al _1q i) « 11—« .
( 9c M )rzﬁ—ﬁu( + P + 1o M r

2
— % P Ayt + O (™),
2c
(4.65)

pel que fa a la posicié final de P respecte del primari M. Pel que fa a la velocitat final,

podem escriure
) 1
tp =Qs — 5 A4sPy

11—« t2 1
_ cosa [ 7ar2i n I n CcoS a aA . cot” a 17(11 rz + _A3r2i
o o 2

sin?a /¢ 2\/Eu s 2c

1 cos @ cot? a
——As (T Cpq — 1=ar ) ry
5413 < + 2 B As 5c M ) ro;

lcosa f(u;,ul) cos a cot?a _ .1
LN B0 22 Ay ) e+ ) (i + S Asr)
2\/EM 3( +< p SN po+ 1 P Ti + 5 A3T2

+0(u™)

-« t2
= ( cosa p )(/.,Larzi) + (I + cosa ueAs — oL a /1,170‘[ r; + O(MQa). (4'66)

sina /¢ Ve 2¢
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[0

Observem que, de fet, si només ens volem quedar amb termes d’ordre inferior a pu'~® a

Pexpressi6 (4.66), aquesta es pot escriure

NG

En conclusié, la imatge de (ry;, ;) per I'aplicacié interior seran els vectors (raf,Ts) donats

rp = (I + 2 MO‘A3> ri + O(u' ™).

per les expressions (4.65) i (4.66).

4.5.2 Aplicacié interior coordenada a coordenada

En aquesta seccié especificarem coordenada a coordenada, com ja vam fer amb Iaplicacié
exterior, I’aplicacié interior. Els resultats obtinguts els podeu veure a les expressions (4.72),
(4.75), (4.76), (4.77) pel que fa a la posicié i (4.73), (4.81) pel que fa a la velocitat.

Definim ¢y, 0, ¢y, 1y i vy tals que

p—1+mrorcospyp costly cos ¢y cos iy
ry= Tof COS Pf sinby ) Ty =vy | cosgs singy | (4.67)
rof Sin(pf sin¢f

essent ry = roy + 1, irys i1y els definits a la subseccié anterior. Comencem per escriure
qui és |rof| = rof. Utilitzem P'expressi6 (4.65) i recordem que |ro;| = p®, || = v; i (1.8).

Tindrem que

cot?a 2
ry = <1_ 2 “1a> a
vafl1- cot’a R coS a we (=14 f(u, uj) e cot” a pl=2) 4%, cosa
% \/E c 40

2
.20 cos? a (_1 N f(u;,ul) o cot’a Nl_a> o2
c c 4c

cot? a cos? a .
—2 (1= ) S s, ki) + O™, (4.69
D’una banda, usant (1.5) i la definicié (3.24) podem escriure

(ro;, Ast;) = 2u%v; cos p cos ¢ sin(0 — ) = 2u“v;A.

De l'altra, per (1.6) i (1.7), i recordant que ¢ = (3 — Cy)/4, tenim que
2 1—a
U—l:4<1+“ +O(u2a)>,
c 2c
- (4.69)

\“—} 2 (1 +E g O(;FO‘)) .

c 4e
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Aixi doncs, tornant a (4.68), tindrem que

+2
Tgf — 20 [1 _eotra qq
c
11—« . / 3 t2
+40052a 1+ H +O(M2a) 14+ f(ulvuz) Ma+ co a'ullfa +O(,U'2a)
4c c 4c
11—« . ! t2
tdcos?a (142 +0@*) ) (1 —2M p — M,ul_awLO(,uQa)
2c c 2c
cos? a cot’a 9
- (1 5 M ‘a> 2u“ v A + O (")

t2 ;s / t2 11—«
=p2*|1 - o a 1T + 4 cos? _ S w) p + ©ra ptm E__
c c 4c 4c

2

l1-a 2
cos“ a " 9 cot“a _ 9
-4 Apc (1 O(p= 1- @ O™
\/Eu(+4c+(u)>< 2Cu>+(u)

ul A
:M2a [1—40052a<f(u“u’) +_> Ma+O(M2a) .

¢ Ve

Aixo és,

f(uicau;) +%> Ma+0(/1:2a)

Abans de continuar, ens queda per expressar f(u;, u}) en termes de les condicions inicials

. (4.70)

rop = p” [1—2(:052(1(

en coordenades sinodiques. Recordem que
! ! ! !/ !
f(uiv ui) = Ujy Uy, — Ugp Uy + Ui Uy, — Uiy U

i3°

Definim la matriu

0 1 0 0
10 0 0

J = ,
0 0 0 1
0 0 —1 0

i recordem que u) = %L(ui)TQi, de manera que podem escriure

f(ug, u}) = (ug, Juj) = %(JTuiaL(ui)TQi> = %(L(ui)JTuia Qi)
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D’una banda,

i de l'altra, tenim que

0
Per tant tindrem
' B
f(uiaui) = 2 (_PizQil + ‘Pllle) (471)
Per acabar aquest calcul, usem (4.4) per a escriure
cos ¢ cos 6 COS ¢ cos Y —cos p sin@
P; = p | cosy sind |, Qi =vi | cos¢psinty | + 1% | cospcosh |,
sin @ sin ¢ 0

i per tant, tornant a (4.71) ens quedara

1
f(ug,u}) = E(cosgo cos 0 (v; cos ¢ sinyp + p® cos ¢ cos @)

— cos p sinf (v; cos ¢ cosp — p” cos @ sin 0))

1
=3 (vi cos @ cos ¢ sin(yp — ) + p® cos? Lp).

Per acabar recordem la definicié de A a (3.24) i usem la primera igualtat de (4.69). Finalment

obtenim que

(e, ) =~ (2VE + O ) +O(u") = ~AVE +O(u).

Tornem al calcul de 795 a (4.70) i incorporem I'expressié trobada per a f(u;, u}). Tindrem

que

rag = p° (1 + O(;Pa)>. (4.72)
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Busquem ara, usant (4.66), el desenvolupament per a vy:

l—a\ 2 I-a 2
9 cosa [ cosa [t cot“a _,
V= | —— ——F— 1-—- V; COS @
! (sinQa \/E> sin?a /¢ ( 2 ) ’
cosa 't~ cosa ro; cot’a 2 9 9
2 Y=, Asr; 1— @ C+O(p™
Taa e e ! e 3rl>+( 2c " ) vt OW™)
2 2
cos“ a cot“a
=2-= <2+0(ul’°‘))u1’°‘+ (1 - u1°‘> <4c+2u1*°‘+0(u2a)) +O0(*)
sin“ a
=dc+ 27 + O (™),
i, per tant,
l1-a
vp = 2/c (1+“4C +O(u2°‘)>. (4.73)

Utilitzem les expressions trobades per a ry¢ i vy per especificar I'aplicacié interior coor-

denada a coordenada. Comencem per la posici6 final ry. De la seva expressié en termes de

les condicions inicials (4.65) i de (4.67) tindrem les igualtats segiients:

+2
Tof COS pf cOSBOf = <1 — CO2 a ul_a> & cos ¢ cos
c

2 COS a oA ey

Ve Ve 4c
2
2 co2s a ( — 2v; cos ¢ Sinl/)) + O3,
c
£2
(1 v ul_o‘> & cos ¢ sin 6
(4.74)

2c
A t2
o084 <—1 ~ e p + CO4C 2 ,u10‘> v; COS ¢ sin1p
2

+
YV
20 CO; a (2vi cos ¢ cos 1/1) + O(13%),
c
£2
rof sinpy = (1 - COQCG u1a> p sin @
0 COS @ A, cot’a 4_, i 30,
11— = ; 0 .
NG < N o v;sing + O(u”*)

Detallem una mica més aquests desenvolupaments.

A t2
( cor a ,u1°‘> V; COS ¢ COS P

Tof COS O sinfy =

Del desenvolupament de ryy (4.72)

deduim que
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Introduint aquestes dues relacions a (4.74) i, desenvolupant fins a termes d’ordre p'~%, ob-

tenim les igualtats segiients:

A
cos py cosbly = cosp cost) +2cosa (—1 — —,uo‘> COS ¢ cos Y

NG

20’ : 1—a
cos ¢ sinyh) + O(p —%)

20 cos

NG

= cosp cosf — 2cosa cos ¢ cos

CcoS a
+ 2p”

NG

A
cospy sinfly = cos ¢ sinf) +2cosa <—1 — %,ua> cos ¢ sin

a cos ¢ cosp + O(u' ™)

cos ¢ (cos a sinthp — Acostp) + O(pt™9),

COS2

NG

= cos sinf) — 2cosa cos ¢ siny

—2u°

—2u” cosa cos ¢ (cosa costp + Asinep) + O(p!™%),
Ve
singpy = sing +2cosa< 1—— >Sm¢ +O0(pn %)

=sinyp —2cosa sing — 2u”

\[ (7).

Finalment, recordem que ¢ = ¢ + Apu® + O(u?®) i ¢ = o + A u® + O(u*®). Usem els
desenvolupaments per a les seves raons trigonometriques (2.22) i els de A i cos a especificats

a (3.24) i (3.25). Les expressions que s’obtenen son:

cos py cos by = cosp cos — 2cosap cos ¢y cos iy

+ 2u” [cos ap (A1) cos g sinpg + A sin ¢y cos 1pg) — AC' cos ¢y cos Py

cos ag
Ve

cos o sinfly = cos ¢ sinf — 2 cos ag cos Py sin g

cos ¢ (cos ag sin g — Ag cos 1/10)} +O(pt™), (4.75)

—2u” [cos ap (A1) cos ¢g cos g — A sin ¢ sinthg) + AC cos ¢y sin 1y
COS ay

NG

sin @y = siny — 2 cos ap sin ¢y

cos ¢g (cos ag cos Py + Ag sin 1/)0)} + O(p'), (4.76)

cos ag

NG Agsingg| + O(pr~%). (4.77)

—2u” {Agﬁ cos ag cos ¢g + AC sin g +
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Pel que fa a la velocitat final, igualant terme a terme les expressions (4.66) i (4.67),

tindrem que

vf COS pp COSTYf =v; cO8 P costp + pu® C(\)/Saa (—2v; cos ¢ sinyp) + O(u'=%),

vy cos ¢y sintpy =v;cos P sinyp + p® ci)/sia (2v; cos ¢ cos ) + O(u'™9), (4.78)
c

vpsingy =v;sing + O(u' ).
Observant les expressions (1.7) i (4.73), veiem que els moduls de les velocitats inicial i final

soén iguals fins ordre p2@. Aix0 és,
vp = v; + O(u**), (4.79)

i, introduint aquesta relacié a les igualtats de (4.78) obtenim que

CoS a

cos ¢y costpy = cos ¢ (cosz/) —2u” Nz sinz/;) +O0(pt™?),

cos ¢y sintpy = cos ¢ (sinz/) +2u” C(\)/Saa cos z/;) + 0!, (4.80)

sing; = sin¢ + O(pu'=).
L’altima de les equacions anteriors implica que ¢y = ¢ + O(p'~) i, per tant, tindrem que
cos ¢y = cos ¢ + O(p'~%). Si cos ¢ = 0, llavors Yy no estara determinat. En cas contrari,
usant de nou els desenvolupaments (2.22) per a cos ¢, costp i sine i (3.25) per a cosa, i les
dues primeres igualtats de (4.80) tindrem que

costpy = costp — 2u” c:)/s7a sintg + O(p'™%)
c

2 cos ay

= cos g — pu” sinho ( NG +A¢> +O0(u' ™),

cosa
Ve
2 cos ay

= sin o + p® cos iy ( Nz +A1/;> + O(p!™).

costp + O(u'™%)

sintpy = sinep + 2p”

En conclusié tindrem que, si cos ¢ # 0 (analogament a Paplicacié exterior),
Vf =0 + O(MZQ)a
bf = ¢+ O, (4.81)

cos ag

b=+ (A¢+2 7 )ua+0(u2a).
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