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Summary and Conclusions

I will begin this thesis with a citation of Paul Erdös [15] regarding Paul

Túran:

”Probably the most important, most enduring and most original of Turán’s

results are his power sum method and its applications. [...] Their importance
first of all is that they lead to interesting deep problems of a completely new

type; they have quite unexpectedly surprising consequences in many branch-
es of mathematics - differential equations, numerical algebra, and various
branches of function theory.”

Indeed, we can say that the wide study on partial sums of Dirichlet series

began with the work of Túran about the Riemann’s hypothesis (1859).

Paul Turán found a relation between the partial sums ζN(z) =
N

∑

n=1

1

nz

and the Riemann’s hypothesis. He said that the conjecture would be true if
it would be imposible to find a zero of the partial sums in the open half-plane

Re z > 1 +
c√
n

, for some c > 0 [64, th. I, p. 4].

For more precision, if we consider λ(n) the Liouville’s function defined as
(−1)Ω(n), where Ω(n) is the number of prime factors of n taking into count

the multiplicity and if we consider the Riemann’s zeta function ζ(z) =
∞

∑

n=1

1

nz

we have
∞

∑

n=1

λ(n)

nz
=

ζ(2z)

ζ(z)
,

for Re z > 1.

Moreover, if we write S(x) =
∑

n≤x

λ(n), Pólya, in [49], conjectured that
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for all x ≥ 2, S(x) ≤ 0 and it was proven that if the Pólya’s conjecture was

true this could imply the Riemann’s hypothesis.

In 1948, Túran made a similar conjecture: if the partial sums of the zeta

function, i. e., ζN(z) =
N

∑

n=1

n−z don’t have any zero with real part greater

than 1, then T (x) =
∑

n≤x

λ(n)

n
≥ 0, for x > 0. Turán proved that if this

result was also true, this could show that the Riemann’s hypothesis is true.

Nevertheless, in 1958 Haselgrove (see [24]) found a counter-example with
x = 906150257 such that S(x) = 1. This result implied the falseness of the

Polya’s conjecture and in the same article he showed that T (x) is negative
for infinite values of x.

Túran gave a more precise result when he conjectured that zeros of the
partial sums, whose real parts are greater than 1+N− 1

2
+ε, do not exist. This

result is false and it had been proved by H. Montgomery in 1983 (see [37]).

Paul Túran had high hopes in using the partial sums to prove the Rie-

mann’s hyphotesis. Nevertheless, this work was a precursor of many results
on the Dirichlet polynomials, especially those related to partial sums of the
Riemann zeta function. Amongst the long list of mathematicians who worked

on this, we can cite, for example, the articles of Robert Spira ([57], [58], [59]),
who began a precise study on the zeros of the partial sums of the Riemann

zeta function.

Like Túran in his famous article [64], Spira used the Bohr equivalence

as a tool. This will be dealt with in the second chapter. He exposed, as a
conjecture, in his article [58], the possibility that the real parts of the zeros

of the partial sums of the Riemann zeta function could be dense in some
intervals included in the critical strips of these Dirichlet polynomials (we will
talk about this case in the second chapter).

A partial answer to this conjecture was published by C. Moreno in [46],

where he showed the existence of density for the partial sums
n

∑

k=1

1

pz
k

, where

pk are the n first prime numbers. In this article, Moreno, using a geometric

principle, talks about density showing that we can find zeros, in the critical
strip, close to each line that is perpendicular to the real axis.
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Using this work as a basis, the paper [14] of our research group was

accepted in 2012 in the RACSAM journal. In this article, we showed that for

n prime, the partial sums ζn(z) =
n

∑

k=1

1

kz
have simple zeros in their critical

strips and that the real projections of such zeros are dense in some intervals

which are situated in these critical strips.

During the research on the proof of such result, I found an article of

Balazard and Velásquez-Castañon [3]. In the bibliography of this article, I
discovered the thesis of Velásquez-Castañon ([67]) and it gave me the oppor-

tunity to develop an idea on oscillation of exponencial polynomials. In fact,
in this thesis I found articles of M. Lapidus et al. which deal with the relation

between exponential polynomials and fractal strings.

My idea was to use the results to answer our initial problem. But it turned

out that they had a similar problem to ours with their polynomials and they
could not prove certain results that they expressed with conjectures ([30, p
66]).

When we finally showed the main result, I reconsidered my above idea in

order to demonstrate these conjectures of Lapidus using the previous article
[14].

In collaboration with J. M. Sepulcre, we finally published the answers
to these conjectures in the Experimental Mathematics journal in 2014 (see
[13]).

However, while I was working on the Lapidus conjectures, I found that

several Dirichlet polynomials of a certain type shared the same property that
is to have zeros near each vertical line included in their critical strips.

I wondered if there was a way to transport this topological property and
if, in addition, one could state a method that would explicitly construct such

Dirichlet polynomials. I realized that the equivalence theorem of Bohr on
Dirichlet series could be the solution provided it could be applied to Dirichlet
polynomials and working with vertical strips instead of half-planes.

So, this thesis is presented in the following five chapters.

1. In the first one we will introduce the function

Hn(z) = 1 + 2iz + 3iz + ... + niz
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as an approximation of the Riemann’s zeta function and we will focus on

one of its most important properties, which is to be an entire function
of exponential type of C class.

We will present, using the Levinson’s notion of distribution, a demon-
stration of the density of the zeros of such functions. This proof will be

different to the authors one (see cf [41]).

We will also give a formula of the distribution of zeros on the imaginary
axis (if they exist).

Then, we will show some results on the number of zeros in rectangles of

approximations of the Riemann’s zeta function and we will show how
the use of the function Hn(z) gives us a precise formula on the number
of zeros in some specific rectangles.

2. In the second chapter we will prove that for some particular approxi-
mations of the Riemann’s zeta functions, i. e., the partial sums, there

is density in the real parts of its simple zeros in some intervals of their
respective critical strips.

3. In the third chapter, using arithmetic and completely multiplicative
functions, we offer a method to carry a topological property of the zeros
of some exponential polynomials named Dirichlet polynomials. We will

use the Bohr-equivalence theorem which is usually used for Dirichlet
series. We will show that we can use it for Dirichlet poynomials too

and we will obtain an explicit method to construct polynomials with
the desired property.

4. In the fourth chapter we introduce the notion of nonlattice fractal

strings and then we prove the conjetures of Michel Lapidus and Machiel
van Frankenhuysen (see [30]), which have a relation with the density of

the real parts of the zeros of Dirichlet polynomials associated to such
strings.

5. In the last chapter we will present some results on the relation between
Dirichlet polynomials and differential equations in differences of neutral
type. We will prove a result on unstability for such equations and using

the previous result we will create some equivalent classes of differential
equations with unstability.
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At the end of each chapter, we will present some open problems which

could be further developed in future research.
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Introducción

Empezaré este trabajo citando una frase de Paul Erdös [15] respecto a

Paul Túran:

“Probably the most important, most enduring and most original of Turán’s

results are his power sum method and its applications. [...] Their importance
first of all is that they lead to interesting deep problems of a completely new

type; they have quite unexpectedly surprising consequences in many branch-
es of mathematics - differential equations, numerical algebra, and various
branches of function theory.”

En efecto, se puede decir que el extenso estudio que se hizo sobre las

sumas parciales de las series de Dirichlet tuvo su principio con el trabajo de
Túran sobre la conjetura que formuló B. Riemann en 1859 en [52] y que hoy
se llama la hipótesis de Riemann.

Paul Túran encontró una relación entre las sumas parciales ζN(z) =
N

∑

n=1

1

nz
y la hipótesis de Riemann. Él enunció que la conjetura seŕıa cier-

ta si las sumas parciales no se anulan en el semiplano Re z > 1 + c√
n , para

un cierto c > 0 [64, th. I, p. 4].

Para ser más preciso, si consideramos λ(n) la función de Liouville defini-

da como (−1)Ω(n), donde Ω(n) es el número total de factores primos de n
contados con multiplicidad, y si consideramos la función zeta de Riemann

ζ(z) =
∞

∑

n=1

1

nz
, entonces tenemos que

∞
∑

n=1

λ(n)

nz
=

ζ(2z)

ζ(z)
,

para Re z > 1.
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Además, si ponemos S(x) =
∑

n≤x

λ(n), Pólya, en [49], conjeturó que para

todo x ≥ 2, S(x) ≤ 0, y se demostró que la conjetura de Pólya, si fuera

cierta, implicaŕıa la hipótesis de Riemann.

En 1948 Túran hizo una conjetura similar: si las sumas parciales de la

función zeta de Riemann no tienen ceros, con Re z > 1, entonces T (x) =
∑

n≤x

λ(n)

n
≥ 0, para x > 0. Turán probó que este resultado, si fuera cierto,

demostraŕıa la hipótesis de Riemann. Sin embargo, en 1958, Haselgrove, en

[24], encontró un contraejemplo con x = 906150257, para el cual S(x) = 1,
lo que implicaba que la conjetura de Pólya era falsa y en ese mismo art́ıculo

demostró que T (x) es negativo para un número infinito de valores de x.

Además del resultado anterior, Túran teńıa otro más preciso donde ex-

pońıa que no exist́ıan ceros de las sumas parciales con partes reales mayores
que 1+N− 1

2
+ε, con ε > 0. Este resultado tampoco era cierto y lo demostró H.

L. Montgomery en 1983 en [37].

Paul Túran puso mucha esperanza en el uso de las sumas parciales para

demostrar la hipótesis de Riemann. Sin embargo, este trabajo fue precursor
de muchos resultados sobre los polinomios de Dirichlet, en particular sobre

las sumas parciales de la función zeta de Riemann
∞

∑

n=1

1

nz
. En la larga lista de

matemáticos que se dedicaron al tema, podemos citar, entre otros, a Robert
Spira ([57], [58], [59]), quién empezó un estudio preciso de los ceros de las

sumas parciales.

Como Túran en su famoso art́ıculo [64], Spira utilizó, como herramienta,

la equivalencia de Bohr, tema que se abordará en el segundo caṕıtulo, y
mencionó, como conjetura, en su articulo [58], la posibilidad de que las partes

reales de los ceros de las sumas parciales de la función zeta de Riemann sean
densas en intervalos incluidos en las bandas cŕıticas de dichos polinomios de

Dirichlet (tema que se tratará en el caṕıtulo dos).

Una respuesta parcial a esta conjetura fue publicada por C. Moreno en

[46], quien demuestra que hay densidad para las sumas parciales
n

∑

k=1

1

pz
k

,

donde los pk son los n primeros números primos. En este art́ıculo, Moreno, a
través de un principio geométrico, trata el tema de la densidad diciendo que
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se pueden encontrar ceros en la banda cŕıtica, cerca de cada recta paralela al

eje imaginario.

Basándose en este trabajo, se aceptó en 2012, en la RACSAM, el art́ıculo

[14], en el cual nuestro grupo de trabajo demostró que, para n primo, las

sumas parciales ζn(z) =
n

∑

k=1

1

kz
tienen dentro de sus bandas cŕıticas ceros

simples y que las proyecciones reales de estos ceros son densas en intervalos
incluidos en esas bandas cŕıticas.

Mientras investigaba y buscaba la prueba de este resultado, encontré un
articulo de Balazard y Velásquez-Castañon[3]. Estudiando los resultados co-

municados por los autores, descubŕı la tesis de Velásquez-Castañon[67], lo
cual me permitió poner de relieve una idea que yo teńıa sobre la oscilación

de polinomios exponenciales. En efecto, leyendo caṕıtulos de dicha tesis, y su
bibliograf́ıa, encontré art́ıculos y libros escritos por M. Lapidus y sus coau-

tores. Me di cuenta que se relacionaban polinomios exponenciales (en realidad
un caso particular que son los polinomios de Dirichlet) con cuerdas fractales.

Mi idea, entonces, fue utilizar sus resultados para contestar a nuestro
problema inicial. Pero resultó que ellos también teńıan un problema similar

al nuestro con sus polinomios y que no pod́ıan demostrar ciertos resultados
que finalmente expresaron mediante conjeturas ([30, p. 66]).

Cuando por fin demostramos el resultado principal de [14], volv́ı a con-
siderar mi idea anterior con el propósito de demostrar estas conjeturas de
Lapidus basándome en el art́ıculo anterior.

Finalmente, con J. M. Sepulcre, lo conseguimos y lo publicamos en la

revista Experimental Mathematics en 2014 [13]. Sin embargo, mientras esta-
ba trabajando sobre las conjeturas de Lapidus, me di cuenta de que varios
polinomios de Dirichlet de un cierto tipo, compart́ıan la misma propiedad de

tener ceros cerca de cada recta vertical incluida en sus bandas cŕıticas.

Me pregunté, entonces, si hab́ıa una manera de transportar esta propiedad

topológica y si, además, se podŕıa enunciar un método que permitiera cons-
truir de forma expĺıcita tales polinomios de Dirichlet. Me di cuenta que el

teorema de equivalencia de Bohr sobre las series de Dirichlet podŕıa ser la
solución a condición de poder aplicarlo a los polinomios de Dirichlet y de

trabajar con bandas verticales en lugar de semiplanos.
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Entonces, el trabajo que presento en esta tesis se reparte de la siguiente

manera:

1. En el primer caṕıtulo se introducirá la función

Hn(z) = 1 + 2iz + 3iz + ... + niz

como aproximación de la función zeta de Riemann y se pondrá de relieve
una de sus principales propiedades, que es la de ser una función entera
de tipo exponencial de clase C.

Se presentará, utilizando la noción de distribución de Levinson, una

demostración de la densidad de ceros de este tipo de funciones distinta
a la obtenida por los autores de [41].

Se dará también, con la condición de existencia de ceros sobre el eje

imaginario, una fórmula sobre la distribución de dichos ceros. Después,
se presentarán algunos resultados sobre el número de ceros dentro de
rectángulos de aproximaciones de la función zeta de Riemann y se ex-

pondrá cómo el uso de la función Hn(z) permite obtener una fórmula
precisa del número de ceros dentro de ciertos rectángulos.

2. En el segundo caṕıtulo se demostrará que para unas ciertas aproxima-
ciones de la zeta de Riemann, es decir, las sumas parciales, hay densidad

de las partes reales de sus ceros simples dentro de intervalos incluidos
en sus bandas cŕıticas. Los resultados de este caṕıtulo aparecen en [14].

3. En el tercer caṕıtulo se propondrá, utilizando aritmética y funciones

completamente multiplicativas, un método para transportar una propie-
dad topológica de ceros de ciertos polinomios exponenciales, llamados

polinomios de Dirichlet. Se utilizará el teorema de equivalencia de Bohr,
muy conocido para las series de Dirichlet. Se demostrará que se puede
aplicar este resultado a los polinomios de Dirichlet, lo cual nos dará un

método expĺıcito para construir polinomios obteniendo la propiedad
requerida y formando, al mismo tiempo, clases de equivalencia.

4. En el cuarto caṕıtulo, después de haber introducido el tema de las
cuerdas fractales no reticulares, se demostrarán conjeturas expuestas

por Michel Lapidus y Machiel van Frankenhuysen en [30], relacionadas
con la densidad de las partes reales de ceros de polinomios de Dirichlet
asociados a dichas cuerdas. Se puede encontrar estos resultados en [13].
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5. En el último caṕıtulo se expondrán algunos resultados sobre la relación

entre los polinomios de Dirichlet y las ecuaciones en diferencias de
tipo neutro. Demostraremos un resultado de inestabilidad para dichas
ecuaciones y, utilizando el resultado anterior, se propondrá la creación

de clases de equivalencias de ecuaciones en diferencias inestables.

Al final de cada caṕıtulo, se presentaran algunos temas abiertos que po-
dŕıan ser desarrollados en el futuro.
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Caṕıtulo 1

Aproximaciones de la función
zeta de Riemann.

Sumario. El objetivo de este caṕıtulo es presentar la noción de

aproximación de la función zeta de Riemann. Se da otra prueba de
un resultado de densidad de [41] utilizando las funciones enteras de
clase C y la distribución de Levinson. Tomando como condición la

existencia de ceros en el eje imaginario para las sumas parciales de
la zeta de Riemann, proponemos un resultado de densidad de tales

ceros.

Abstract. The aim of this chapter is to introduce the notion of
approximation of the Riemann zeta function. We give a new proof

of a result of density of [41] using entire functions of class C and
distribution of Levinson. By assuming the condition of the existence

of zeros on the imaginary axis for partial sums of the Riemann zeta,
we propose a density result of such zeros.

1.1. Introducción

En [7], Bombieri y Friedlander nos dicen que se puede aproximar la fun-

ción zeta de Riemann por polinomios de Dirichlet y, en particular, por sus
sumas parciales.
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En este caṕıtulo vamos a centrarnos en la función Hn(z) = 1+2iz+...+niz,

para todo n ∈ N y todo z ∈ C, como aproximación de la zeta de Riemann.
En efecto, si escribimos Gn(z) = ζn(−z) = 1+2z +3z +...+nn, como se puede
ver Hn(z) = Gn(iz) lo que significa que la función entera Hn(z) comparte

muchas propiedades con la Gn(z) y, en particular, su banda cŕıtica se obtiene
haciendo una rotación de 90 grados de la banda cŕıtica de Gn(z).

La función Hn(z), entonces, es una función entera de tipo exponencial,
casi-periódica en el sentido de Bohr [6]. La podemos ver, también, como

un polinomio exponencial y en particular un polinomio de Dirichlet. Todas
estas caracterizaciones de la función Hn(z) nos darán informaciones que nos

ayudarán a comprender mejor los ceros de la función Gn(z). Desarrollaremos
este punto en el segundo apartado.

Antes, vamos a poner de relieve una propiedad caracteŕıstica de la función
Hn(z): ser una función entera de clase C (eso viene de la matemática Mary

Cartwright, pero Levin en su libro [34] habla de funciones de tipo A).

En este caṕıtulo, vamos a demostrar, con métodos distintos, un resultado

ya obtenido por G. Mora y J. M. Sepulcre en [41]. En particular, utilizaremos
el hecho que Hn(z) sea una función de clase C y la noción de distribución de

Levinson.

Luego hablaremos de las aproximaciones de la función zeta de Riemann

y mostraremos, cómo, utilizando la función Hn(z), se consiguió obtener una
fórmula muy precisa para contar ceros dentro de ciertos rectángulos incluidos
en la banda cŕıtica de las sumas parciales de la zeta de Riemann.

1.2. La función Hn(z) como función entera de

clase C.

En esta sección hablaremos de la densidad asintótica de los ceros de las

sumas parciales de la zeta de Riemann ζn(z) =
n

∑

k=1

1

kz
y con este propósito

vamos a centrar nuestro estudio en la función Gn(z) = ζn(−z) = 1+2z+...+nz

y más precisamente en la función Hn(z) = Gn(iz). Llegaremos a un resultado

sobre la densidad asintótica pasando por un camino distinto a lo que se puede
encontrar en [41] y la demostración propuesta será también distinta.
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Vamos a centrar nuestro estudio en la función Hn(z) y no presentaremos

la amplia teoŕıa de las funciones de tipo exponencial, la cual puede ser con-
sultada, por ejemplo, en el libro de Boas [5]. Una gran parte de lo que se
expondrá aqúı está extráıdo del libro de Koosis [27].

Definición 1 Una función entera f(z) es de tipo exponencial si se pueden

encontrar dos constantes C y A tales que |f(z)| ≤ CeA|z|, para todo complejo
z.

La función Hn(z) = 1 + 2iz + ... + niz se puede escribir de la forma

Hn(z) =
n

∑

k=1

ei(ln k)z, es decir, como un polinomio exponencial. Es una función

entera de tipo exponencial lnn y admite una factorización de Hadamard de

la forma
Hn(z) = ceazznΠk(1 − z

zk
)e

z
zk ,

siendo {zk}k los posibles ceros de Hn(z).

Una caracterización debida a Lindelöf nos dice que el producto representa

a una función entera de tipo exponencial si, y solo si,
n(r)

r
y

∑

|zk|≤r

1

zk
están

acotadas cuando r tiende a infinito, siendo n(r) el número de zk tales que

|zk| ≤ r.

Muchas veces, para comprobar que una función entera es de tipo expo-

nencial, se suelen utilizar resultados de Phragmén-Lindelöf y en particular el
siguiente:

Proposición 1 Si f(z) es anaĺıtica en el semi-plano complejo superior, con-

tinua en R y en el semi-plano superior, tenemos que

|f(z)| ≤ Cea|z|, con C ≥ 0 y a ∈ R.

Si además para cualquier x ∈ R se verifica que |f(x)| ≤ M , entonces

|f(z)| ≤ Mea Im z, para cualquier z ∈ C tal que Im z > 0.

Si notamos b = ĺım sup
y→∞

log |f(iy)|
y

, obtenemos que |f(z)| ≤ Meb Im z, para

todo z ∈ C tal que Im z > 0.

13



Se puede demostrar de forma sencilla que para Hn(z) el valor de b es 0 y,

como veremos en la próxima sección, se consiguió, con este resultado, obtener
unas informaciones sobre la distribución de los ceros de Hn(z), y por tanto
de los de Gn(z).

Un primer resultado para entender mejor la distribución de los ceros es el

teorema de Levinson, que se puede encontrar en [27]. Primero presentaremos
este resultado y daremos las primeras consecuencias sobre los ceros de Hn(z).
Luego veremos cómo, considerando el trabajo de Mary Cartwright [11], pode-

mos sacar informaciones y un mejor conocimiento de tal distribución.

Sea, entonces, Λ = {zk} tal que para todo k, zk &= 0 y 0 < |z1| < |z2| < ...

y sea S = {z ∈ C; α < arg z < β}, con β − α < π un sector del plano
complejo con su vértice en el origen de los ejes.

Sea nΛ(r,S) = card{zk ∈ Λ ∩ S; |zk| ≤ r} teniendo en cuenta la multi-
plicidad.

Definición 2 Se dice que Λ es una distribución de Levinson de densidad A
si se cumplen las tres condiciones siguientes:

1.
∑

k

| Im(
1

zk
)| < ∞.

2.
∑

|zk|≤r

Re(
1

zk
) tiene un ĺımite finito cuando r tiende hasta el infinito.

3. a)

ĺım
r→∞

nΛ(r,S)

r
= A

si S contiene el eje de los reales positivos o el eje de los reales

negativos.

b)

ĺım
r→∞

nΛ(r,S)

r
= 2A

si S contiene todo el eje real.

c)

ĺım
r→∞

nΛ(r,S)

r
= 0

si el eje real está fuera de S.
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Enunciaremos ahora un resultado importante que se utilizará más tarde.

Este teorema se revela útil en la práctica, en particular cuando se quiere
demostrar que una función es de clase C. La demostración se puede encontrar
en [27, p. 7].

Teorema 2 Sea nΛ(r) el número de zk de módulo menor o igual que r
que pertenecen a Λ = {zk} teniendo en cuenta la multiplicidad. Entonces

la Propiedad 1 de la definición 2 se deduce de las propiedades 2 y 3 y de

ĺım
r→∞

nΛ(r)

r
= 2A.

Ahora tenemos el principal resultado de este apartado.

Teorema 3 La succesión de los ceros de Hn(z) es una distribución de Levin-

son de densidad
ln n

2π
.

Para demostrarlo se necesita el lema siguiente, cuya prueba se puede encon-

trar en [27, p. 8].

Lema 1 (Teorema de Levinson) Supongamos que la función entera

f(z) = ceazzmΠk

(

1 − z

zk

)

e
z

zk

es de tipo exponencial y satisface las tres siguientes propiedades:

1. ĺım sup
y→∞

log |f(iy)|
y

+ ĺım sup
y→∞

log |f(−iy)|
y

= 2πA;

2. ĺım sup
x→∞

log |f(x)|
x

+ ĺım sup
x→∞

log |f(−x)|
x

= 0;

3.

∫ R

1

log |f(x)f(−x)|
x2

dx tiene un ĺımite finito cuando R → ∞.

Entonces la progresión Λ = (zk)k es una distribución de Levinson de densidad

A.
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Demostramos ahora el Teorema 3.

Prueba. Sea Hn(z) = 1 + 2iz + ... + niz. Entonces Hn(iy) =
n

∑

k=1

1

ky
y obten-

emos la desigualdad |Hn(iy)| ≤ 1 +
n − 1

2y
. Si ahora tomamos el logarit-

mo, podemos escribir que log |Hn(iy)| ≤ log(1 +
n − 1

2y
) y eso implica que

ĺım sup
y→∞

log |Hn(iy)|
y

= 0. Considerando Hn(−iy) = 1 + 2y + ... + ny, tenemos

|Hn(−iy)| ≤ ny+1, lo que nos da log |Hn(−iy)| ≤ (y + 1) lnn.

Finalmente se obtiene que ĺım sup
y→∞

log |Hn(−iy)|
y

= ln n. Por eso ponemos

A =
ln n

2π
.

Por el momento podemos decir que Hn(z) cumple las propiedades sigu-
ientes:

1. ĺım sup
y→∞

log |Hn(iy)|
y

+ ĺım sup
y→∞

log |Hn(−iy)|
y

= lnn = 2πA;

2. ĺım sup
x→∞

log |Hn(x)|
x

+ ĺım sup
x→∞

log |Hn(−x)|
x

= 0.

Ahora sea R > 0. Vamos a demostrar que la función cumple también el
tercer punto del teorema de Levinson
∫ R

1

log |Hn(x)Hn(−x)|
x2

dx =

∫ R

1

( log |Hn(x)|
x2

+
log |Hn(−x)|

x2

)

dx ≤
∫ R

1

2 lnn

x2
dx.

La integral de la parte derecha de la desigualdad converge cuando R tiende

a infinito, lo que implica la convergencia de

∫ R

1

log |Hn(x)Hn(−x)|
x2

dx. Ahora

se aplica el Lema 1 y tenemos el resultado.

En [41] se obtuvo un resultado similar pero utilizando otros argumen-

tos. En efecto, la función Hn(z) cumple una condición equivalente a la que
está expuesta en el teorema de Levinson, que es

∫ +∞

−∞

log+ |Hn(x)|
1 + x2

dx < ∞.

Como vamos a ver, esta condición es equivalente a ser de clase C, pero antes de
ver ese resultado vamos a recordar algunos resultados dados por A. Pfluger,
que se pueden encontrar en [34, p. 139]. Empezamos con unas definiciones.
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Definición 3 Se dice que una función entera f(z) es de crecimiento com-

pletamente regular si existe el limı́te

ĺım
r→∞

ln |f(reiθ)|
rρ(r)

,

para todo θ ∈ [0, 2π], donde ρ(r) es el orden de la función.

Definición 4 (clase C) Se dice que una función entera f(z) es de clase C
si verifica que

∞
∑

n=1

(

Im(
1

zn
)
)

< ∞,

donde los zn son los ceros de la función f(z).

Definición 5 Se dice que una función entera f(z) es una función acotada
en el eje real si se verifica que

|f(x)| ≤ w(x), −∞ < x < +∞,

donde w(x) = O(eε|x|) y |x| → ∞, para todo ε > 0.

En el Caṕıtulo V de su libro [34], Levin demuestra que una función entera
de tipo exponencial acotada en el eje real con crecimiento completamente

regular es una función de clase C. Sin embargo, en su articulo [26], Katsnel’son
demuestra que una función que pertenece a la clase de Cartwright no cumple

de forma general este tipo de condición de crecimiento regular. No obstante,
la función Hn(z) es una función de clase C y cumple todos los requisitos.

En efecto, si tomamos w(x) = n, |Hn(x)| = |1+2ix+...+nix| ≤ n, ∀x ∈ R,
vemos que Hn(z) es una función acotada en el eje real.

Vamos ahora a exponer dos criterios [34, Th. 7, p. 243] y [34, Th. 11, p.
251] para que una función entera sea de clase C.

Teorema 4 (M. Cartwright [11]) Si f(z) es una función de tipo expo-
nencial en el semi-plano Im z ≥ 0, y si la integral

∫ ∞

−∞

log+ |f(t)|
1 + t2

dt

es convergente, entonces la función f(z) es de clase C y de crecimiento com-
pletamente regular para 0 < arg z < π.
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Notación:

log+(t) =

{

ln t, si t ≤ 1
0, si t > 1.

Teorema 5 Si una función entera de tipo exponencial satisface una de las
siguientes condiciones

1. La integral

∫ ∞

0

ln |f(x)f(−x)|
1 + x2

dx existe;

2. La integral

∫ ∞

−∞

ln |f(x)|
1 + x2

dx existe;

3. La integral

∫ ∞

−∞

ln+ |f(x)|
1 + x2

dx existe,

entonces f(z) es de clase C y es de crecimiento completamente regular.

Corolario 1 La función Hn(z) es una función entera de clase C y de crec-

imiento completamente regular.

Prueba. La demostración es inmediata con el uso de los dos criterios ante-

riores y la prueba del Teorema 3.

Para exponer el resultado sobre la densidad de los ceros de la función
Hn(z), hemos que definir un nuevo concepto de densidad. Estas diferentes
nociones se pueden encontrar en el libro de P. Koosis [27, p. 55]. Las expon-

dremos aqúı para favorecer la lectura.

Consideramos una sucesión Λ ⊆ (0,∞) que no contiene punto de acumu-

lación finito y notamos nΛ(t) el número de puntos de Λ en [0, t] teniendo en
cuenta la multiplicidad. Dado D > 0, ponemos

ΘD(Λ) := {t > 0;
nλ(τ) − nΛ(t)

τ − t
> D}, para al menos un τ > t.

El conjunto ΘD(Λ), siendo un abierto, es la unión de algunos intervalos abier-
tos de la forma (ak, bk) con sus componentes incluidos en (0,∞).
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Supongamos que para ak ≤ t < bk +ε, con ε > 0, tenemos nΛ(t) = nΛ(ak).

Si c =
ak + bk

2
entonces para un τ > c se verifica que

nλ(τ) − nΛ(c)

τ − c
> D.

Pero teniendo en cuenta la definición de c, tenemos también τ ≥ bk + ε, lo
que implica que

nλ(τ) − nΛ(t)

τ − t
>

nλ(τ) − nΛ(c)

τ − c
> D, para c < t < bk + ε.

Eso implica que (ak, bk + ε) ⊆ ΘD(Λ), pero entonces (ak, bk) no seŕıa un com-
ponente de ΘD(Λ), lo que contradice la definición de ΘD(Λ). En conclusión,

eso implica que un intervalo (ak, bk] de longitud finita contiene, al menos, un
punto de Λ.

Ahora, con el hecho de que Λ no contiene un punto de acumulación finito
podemos decir que los intervalos (ak, bk] no se pueden acumular en una parte

finita de (0,∞). Esto nos permite escribir los componentes (ak, bk) de ΘD(Λ)
de forma que 0 ≤ a0 < b0 ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ ....

En el caso que existan intervalos (ak, bk) de longitud finita tenemos la
igualdad siguiente

nΛ(bk) − nΛ(ak) = D(bk − ak).

Vamos, ahora, definir la longitud de los conjuntos ΘD(Λ).

Definición 6 Si todas los componentes de ΘD(Λ) tienen una longitud finita
definimos una medida de ΘD(Λ)

||ΘD(Λ)|| =
∑

k≥1

(bk − ak

ak

)2
.

En el caso que uno de los componentes sea de longitud infinita ponemos
||ΘD(Λ)|| = ∞.

Una propiedad inmediata es que si D′ > D tenemos ΘD′(Λ) ⊆ ΘD(Λ)

y cada componente de ΘD′(Λ) está incluido en un componente de ΘD(Λ).
Entonces si ||ΘD(Λ)|| < ∞ tenemos ||ΘD′(Λ)|| < ∞.

Dicho de otra manera, existe un valor D0 tal que para todo D > D0

tengamos ||ΘD(Λ)|| < ∞ y para 0 < D < D0 tenemos ||ΘD(Λ)|| = ∞.
Aśı Beurling y Malliavin introdujeron la noción de densidad efectiva de Λ.
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Definición 7 (Densidad efectiva) Sea Λ una sucesión de puntos de (0,∞).

Si Λ tiene un punto de acumulación finito ponemos D̃Λ = ∞; en el caso con-
trario D̃Λ = D0, que hemos definido antes.

Notamos por DΛ = ĺım sup
t→∞

nΛ(t)

t
la densidad superior ordinaria. Si D <

DΛ, ΘD(Λ) = (0,∞) lo que implica que siempre tenemos D̃Λ ≥ DΛ.

Si suponemos que Hn(z) = 1+2iz + ...+niz tiene ceros sobre el eje real y

si Λ es el conjunto de ceros reales que Hn(z) podŕıa tener, entonces, teniendo
en cuenta la multiplicidad de cada uno de estos ceros, se puede escribir:

Teorema 6 Sea D̃Λ la densidad efectiva asociada a Hn(z) entonces

D̃Λ ≤ ln n

2π
.

Prueba. Notaremos Λ+ = Λ∩(0,∞) y Λ− = (−Λ)∩(0,∞). Como Hn(z) &≡ 0,

la sucesión Λ no puede tener un punto de acumulación finito lo que implica
que D̃Λ = máx{(D̃Λ+

, D̃Λ−)}.

Sabemos que Hn(z) es una función de clase C lo que nos da que la progre-

sión de todos sus ceros es una distribución de Levinson de densidad
lnn

2π
. Eso

implica que ĺım sup
t→∞

nΛ+
(t)

t
≤ ln n

2π
. Entonces, para todo D >

lnn

2π
, todos los

componentes (ak, bk) de ΘD′(Λ+) son de longitud finita. Para k ≥ 1, tenemos
ak > 0 y cada intervalo (ak, bk] contiene nΛ+

(bk) − nΛ+
(ak) = D(bk − ak)

puntos de Λ+. Además, estos intervalos son disjuntos. Como sabemos que
||ΘD(Λ)|| < ∞, entonces ||ΘD(Λ+)|| < ∞.

Si ahora sustituimos Hn(z) por Hn(−z) se prueba de la misma manera que

||ΘD(Λ−)|| < ∞ para D >
ln n

2π
. Al final, tenemos D̃Λ+

≤ ln n

2π
y D̃Λ− ≤ ln n

2π

es decir D̃Λ ≤ lnn

2π
y es lo que queŕıamos.

Sabemos que G2(z) = 1 + 2z tiene todos sus ceros sobre el eje vertical, es

decir, todos sus ceros son imaginarios. A partir de n > 2 no sabemos si hay
más ceros y cuantas sobre el eje vertical. Un primer resultado que podemos

exponer en este apartado es el siguiente:
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Teorema 7 Supongamos que Gn(z) = 1+2z + ...+nz tiene ceros imaginar-

ios. Sea D >
ln n

2π
y supongamos que haya intervalos disjuntos y no vaćıos

(iak; ibk], con ak > 0, tal que (iak; ibk] contenga al menos D(bk − ak) ceros

de Gn(z). Entonces
∑

k

(bk − ak

ak

)2
< ∞

Prueba. Es una aplicación directa del teorema que se encuentra en el libro
de Koosis [27, p. 70].

Vamos a dar una información sobre los ceros de las sumas parciales de la
función zeta de Riemann.

Sea Λ el conjunto de todos los ceros de Hn(z). Para cada zk ∈ Λ con

Re zk &= 0 consideramos z′k =
1

Re( 1
zk

)
y definimos

Λ′ = {z′k; zk ∈ Λ y Re zk &= 0}.

Vamos a dar un resultado clave para nuestra meta.

Teorema 8 [27, p. 73] Sea g(z) &≡ 0 una función de la clase de Cartwright

tal que

ĺım sup
y→∞

log |g(iy)|
y

+ ĺım sup
y→∞

log |g(−iy)|
y

= 2πA

y sea Λ la progresión de los ceros (cada uno contado con su multiplicidad).

Entonces Λ es una distribución de Levinson de densidad A. Para la progresión
real Λ′ asociada a g(z) tenemos

DΛ′ = A.

Prueba. La función g(z), siendo una función de clase C, cumple las condi-

ciones del Lema 1, lo que implica que la primera conclusión del teorema es
cierta. Nos queda la demostración de la igualdad DΛ′ = A. Vamos a suponer,
sin pérdida de generalidad, que g(0) = 1, porque, si no fuera el caso, bastaŕıa

sustituir g(z) por
g(z)

czm
en el razonamiento que vamos a exponer. Podemos,

entonces, escribir
g(z) = eαzΠzk∈Λ

(

1 − z

zk

)

e
z

zk ,
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y, sabiendo que Λ es una distribución de Levinson, tenemos Σk| Im(
1

zk
)| < ∞,

lo que implica que podemos escribir también

g(z) = eβzΠzk∈Λ

(

1 − z

zk

)

e
z Re( 1

zk
)
.

La progresión real Λ′ es también una progresión de Levinson de densidad A

cf [27, B.2, Chap. 1], lo que implica que la función entera

G(z) = eβzΠz′k
∈ Λ′(1 − z

z′k

)

e
z

z′
k

es de tipo exponencial, y con el Lema 1 tenemos

ĺım sup
y→∞

log |G(iy)|
y

+ ĺım sup
y→∞

log |G(−iy)|
y

= 2πA.

Consideramos Λ0 = {zk ∈ Λ; Re zk = 0} y Λ1 = Λ \ Λ0. Se tiene entonces

|g(x)| = eRe βxΠzk∈Λ0
|1 − x

zk
|Πzk∈Λ1

|1 − x

zk
|ex Re( 1

zk
)

para x ∈ R y

|G(x)| = eRe βxΠzk∈Λ1
|1 − x

z′k
|exRe( 1

zk
)
.

Aśı |1− x
zk
| =

√

1 + ( x2

|zk|2
) ≥ 1 si zk pertenece a Λ0 y se obtiene la desigualdad

|1− x
z′k
| ≤ |1− x

zk
| si zk pertenece a Λ1. Por tanto, para todo x real, |G(x)| ≤

|g(x)| y si añadimos el hecho de que g(z) es una función de clase C se obtiene
∫ ∞

−∞

log+ |G(x)|
1 + x2

dx ≤
∫ ∞

−∞

log+ |g(x)|
1 + x2

dx < ∞.

Podemos concluir que G(z) es también una función de clase C y, siendo Λ′ el
conjunto de sus ceros, obtenemos que DΛ′ = A.

Teorema 9 Para la progresión real Λ′ asociada a Hn(z) tenemos:

DΛ′ =
ln n

2π
.

Presentamos ahora el resultado sobre la distribución asintótica de los ceros
de Gn(z) = 1 + 2z + ... + nz, con su demostración, que se puede encontrar en
[41].
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De su definición, Gn(z)
n

∑

k=1

ez ln k pertenece a las siguientes familias de

funciones: de las casi-periódicas introducidas por H. Bohr [6]; de las funciones

enteras de tipo exponencial, cuyo estudio se puede encontrar en [5], [34]; y
de las funciones exponenciales, a la familia de polinomios de Dirichet. Todas
estas caras de esta función nos darán herramientas para entender mejor a

Gn(z).

En este apartado ya hemos visto cómo el hecho de ser una función en-
tera de tipo exponencial de clase C nos lleva unas informaciones sobre la
distribución de los ceros. Vamos a exponer otro método para obtener dicho

resultado.

Por ser una función entera de orden 1 y de tipo exponencial σ = ln n, en

[40] G. Mora demostró en que los ceros de Gn(z) pertenecen a una banda
paralela al eje vertical llamada “banda cŕıtica”. Para ser más preciso, casi

todos los ceros de Gn(z) están repartidos en un entorno del eje imaginario.
Daremos en el último caṕıtulo de este trabajo más informaciones al respecto

y las consecuencias que esto conlleva con relación a ecuaciones diferenciales.

Vamos a utilizar ahora el hecho que sea una función casi-periódica. En

[41], G. Mora y J. M Sepulcre empezaron a estudiar la distribución asintótica
de los ceros de las funciones Gn(z) en cada uno de sus intervalos cŕıticos.

Consideremos Hn(z) =
n

∑

k=1

eiz ln(k). Por definición Hn(z) = Gn(iz) y en-

tonces se obtienen los ceros de Gn(z) multiplicando los de Hn(z) por i. Eso

implica que como Gn(z) tiene sus ceros en una banda cŕıtica paralela al eje
imaginario obtenemos por rotación de 90 grados que Hn(z) tiene su banda
cŕıtica paralela al eje de las abscisas. El próximo teorema nos da la existencia

de densidad de los ceros de Hn(z) y luego obtenemos su valor.

Teorema 10 [41, Th. 2] Sea NHn(z) el número de ceros de Hn(z) en |z| < r.

Entonces la densidad asociada a Hn(z),

∆Hn(z) = ĺım
r→∞

NHn(r)

r

existe.

Damos una versión un poco modificada de [41, th.3].
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Teorema 11 Si notamos por NHn(0, T ) el número de ceros de Hn(z) dentro

de la banda cŕıtica acotada por las rectas y = 0 E y = T , tenemos que

∆Hn(z) = ĺım
T→∞

NHn(0, T )

T
=

ln n

2π
.

Prueba. En primer lugar, vamos a demostrar la existencia de la densidad de

ceros. La función Hn(z) es una función entera de orden 1 y de tipo exponencial
σ = ln n, por tanto

α = ĺım inf
r→∞

( log MHn(r)

r

)

≤ ln n.

Hemos visto que para todo n, |Hn(x)| ≤ n, lo que implica que

∫ +∞

−∞

log+ |Hn(x)|
1 + x2

dx < ∞.

Aplicando el teorema de Pfluger [5, Th. 6.3.6] tenemos

∫ +∞

−∞

| log |Hn(x)||
1 + x2

dx < ∞.

Luego, por simetŕıa, como Hn(−x) = Hn(x) < ∞, |Hn(x)|2 = Hn(x)Hn(−x)

obtenemos

∫ +∞

0

log |Hn(x).Hn(−x)|
1 + x2

dx < ∞. Utilizando el hecho de que Hn(z)

es de clase C, el resultado anterior, junto con [[34], p. 246], nos da la existencia

de la densidad.

Ahora consideramos y1, y2 dos números reales tales que y1 < 0 < y2 y

que la banda S(y1, y2) = {z ∈ C; y1 < Im z < y2} contenga a la banda
cŕıtica de Hn(z). Vamos, entonces, a calcular la densidad de los ceros de

Hn(z) contenidos en el rectángulo [0, T ] × [y1, y2].

Si notamos por NHn(0, T, y1, y2) el número de ceros de Hn(z) en este

rectángulo, hemos demostrado que σ(y1, y2) = ĺım
T→∞

NHn(0, T, y1, y2)

T
existe.

El hecho de que la banda cŕıtica de Hn(z) esté contenida en S(y1, y2) implica
que σ(y1, y2) no depende de y1, y2 y

ĺım
y1→−∞, y2→+∞

σ(y1, y2) = ĺım
T→∞

NHn(0, T )

T
.
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Los resultados encontrados en el libro de Levin [34, p. 286] y el hecho de

que ln n es la longitud del segmento más pequeño incluido en el espectro de
Hn(x) nos dan el resultado que queŕıamos, es decir,

ĺım
T→∞

NHn(0, T )

T
=

ln n

2π
.

Sabiendo que Hn(z) = Gn(iz), tenemos el corolario siguiente:

Corolario 2 Si NGn(0, T ) es el número de ceros de Gn(z), con 0 ≤ Re z ≤
T , tenemos que

∆Gn = ĺım
T→∞

NGn(0, T )

T
=

ln n

2π
.

1.3. Aproximaciones de la función zeta de Rie-

mann.

Una serie general de Dirichlet es una serie de la forma

∞
∑

n=1

ane−λnz, an, z ∈ C, (1.1)

siendo {λn} una progresión estrictamente creciente de números no negativos
que tiende a infinito. Si tomamos λn = log n, obtenemos una serie de Dirichlet

ordinaria
∞

∑

n=1

ann−z.

Se define la abscisa de convergencia σc de la serie de Dirichlet (1.1) como

σc = ı́nf{σ ∈ R :
∞

∑

n=1

ane−λnz converge para todo z, con Re z > σ}.

El semi-plano de convergencia está definido por {z ∈ C : Re(z) > σc}. De la
misma manera, se define la abscisa de convergencia absoluta σa como

σa = ı́nf{σ ∈ R :
∞

∑

n=1

ane
−λnz converge absolutamente para todo z con Re z > σ}.
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Se pueden definir recta y semi-plano de convergencia absoluta de la misma

manera.

La serie de Dirichlet más famosa es la función zeta de Riemann introduci-

da por B. Riemann en 1859 y definida por

ζ(z) :=
∞

∑

n=1

1

nz
.

Hay, también, otro ejemplo interesante relacionado con la función zeta de

Riemann, la función zeta alternada

R(z) :=
∞

∑

n=1

(−1)n−1

nz

cuya relación con ζ(z) viene dada por la fórmula

R(z) = (1 − 21−z)ζ(z).

Ahora vamos a considerar a la función gamma de Euler, Γ(s) =

∫ ∞

0

e−uus−1du,

la cual es prolongable de forma meromorfa sobre todo el plano complejo. Ten-

emos la ecuación funcional de la función zeta de Riemann

π− s
2 Γ(

s

2
)ζ(s) = π− 1−s

2 Γ(
1 − s

2
)ζ(1 − s). (1.2)

Volveremos a considerar esta ecuación funcional con la noción de aproxi-
maciones de la función zeta por sus sumas parciales, teoŕıa desarrollada por

Spira([59], [60]) y más recientemente por Gonek y Montgomery [20].

La hipótesis de Riemann dice que todos los ceros “no triviales” de ζ(s)

se encuentran colocados en la recta cŕıtica Re s =
1

2
.

Existen varias v́ıas para atacar este problema y Balazard en [4] puso una
lista de las distintas ramas implicadas en esta conjetura. Una de ellas consiste

en encontrar regiones del plano complejo donde la función zeta no se anula.
En este sentido, la idea es saber el número de ceros“no triviales” de ζ(s)
dentro de rectángulos incluidos en la banda cŕıtica 0 < σ < 1.

Vamos a enumerar los distintos resultados obtenidos utilizando lo que
hizo Laurincikas en [32].
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Para T > 0, sea N(T ) el número de ceros “no triviales” de la función zeta

de Riemann en el rectángulo 0 < σ < 1, 0 < t ≤ T , y sea N0(T ) el número

de ceros de ζ(s) de la forma s =
1

2
+ it, 0 < t < T . Entonces

En 1895 H. von Mangoldt demostró que

N(T ) =
T

2π
log

T

2π
− T

2π
+ O(log T ), T → ∞.

En 1914, G. H. Hardy probó que N0(T ) > cT, c > 0, para T ≥ T0.

En 1942, A. Selberg demostró que N0(T ) > cT log T, c > 0, para T ≥
T0.

En 1974, N. Levinson probó que N0(T ) ≥ 1

3
N(T ).

En 1983, J. B. Conrey consiguió mostrar que N0(T ) ≥ 2

5
N(T ).

1.3.1. Una familia de aproximaciones de la zeta de Rie-

mann

Una de las muchas ideas para encontrar una fórmula para enumerar ceros
es el uso de aproximaciones de la función zeta como, por ejemplo, sus sumas

parciales. En efecto, sea s = σ + it, en el semi-plan σ > 1 tenemos [36, p. 56]:

ζ(s) =
n

∑

k=1

1

ks
+ O(

n1−σ

σ − 1
).

Se puede, entonces, ver que esta suma parcial es una buena aproximación
de ζ(s) en el semi-plano derecho. Si nos concentramos en este semi-plano

derecho de la banda cŕıtica tenemos

ζ(s) =
n

∑

k=1

1

ks
+ O(

n1−σ

σ − 1
) + O(n−σ),

con la condición de que n . t.

Si n = t obtenemos

ζ(s) =
t

∑

k=1

1

ks
+ O(t−σ).
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Esta última igualdad nos permite decir que la aproximación de la función

zeta por secciones en la banda cŕıtica tiene que ser de dimensión t.

En la introducción dimos una ecuación funcional que se puede encontrar

en el art́ıculo de Spira. Esta ecuación funcional, aśı como (1.2), se pueden
escribir de otra forma (Titchmarsh [63]):

ζ(s) =
∑

k≤
√

|t|/2π

1

ks
+ χ(s)

∑

k≤
√

|t|/2π

1

k1−s
+ O(|t|−

σ
2 )

donde s = σ + it, |t| ≥ 1, |σ − 1
2 | ≤

1
2 , y

χ(s) = πs− 1
2

Γ( (1−s)
2 )

Γ( s
2)

.

En [21], Gonek introduce una familia de aproximaciones de ζ(s) utilizando
secciones del producto de Euler y, según las ideas de Spira [59] y [60], publica,

con Montgomery, en [20], un estudio de los ceros de aproximaciones de la
función zeta de Riemann utilizando las sumas parciales de ζ(s).

Siguiendo las ideas de [20], para N ≥ 1 y s ∈ C, notamos FN(s) =
∑

k≤N

k−s

y definimos las aproximaciones de la función zeta como

ζN(s) = FN (s) + χ(s)FN(1 − s).

Gonek y Montgomery señalan en su art́ıculo que ζN(s) satisface la ecuación
funcional ζN(s) = χ(s)ζN(1 − s).

La familia de aproximaciones considerada por Gonek y Montgomery tiene
las siguientes propiedades:

La hipótesis de Riemann se cumple también para ζN(s) en el sentido de
que cada cero de la banda cŕıtica con parte imaginaria estrictamente

mayor que 10 en valor absoluto está en la recta Re s = 1
2 .

Si la hipótesis de Riemann se cumple para ζ(s) y si N no es demasiado
grande, entonces ζN(s) tiene aproximadamente el mismo número de
ceros que ζ(s) en la recta cŕıtica, y, además, son todos simples.

Enunciamos el principal teorema que obtuvieron Gonek y Montgomery
en [20, Theorem 1.5] y luego daremos las principales consecuencias.
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Figura 1.1: roots of ζ7(s)

En [20, Theorem 1.4], se ha demostrado la existencia de una constante T0

tal que si N ≥ 1, U ≥ 2 y T ≥ máx(2πN2, T0) entonces

N(T + U) − N(T ) =
T + U

2π
log

T + U

2π
− T

2π
log

T

2π
− U

2π
+ O(log(T + U)).

Teorema 12 [20, Theorem 1.5] Sean N ≥ 1 y T ≥ máx(2πN2, T0), donde

T0 es la constante anterior. Supongamos que el número de ceros de FN(s)

con parte imaginaria dentro de (0, T ] y parte real mayor que
1

2
es menor que

aT

2π
log N + O(N), con 0 ≤ a ≤ 1. Entonces, si U ≥ 2, tenemos

1. N0(T +U)−N0(T ) ≥ T + U

2π
log

T + U

2πN2a
− T

2π
log

T

2πN2a
− U

2π
+O(N).

2. La cantidad que está en la parte derecha es un cota inferior del número

de ceros distintos de ζN(s) en la recta, lo que nos da, en particular,

N0(T + U) − N0(T ) ≥ N(T + U) − N(T ) + O(U log N) + O(N).

3. Finalmente, si 2 ≤ U / T y si N = (
T

2π
)θ, con 0 < θ ≤ 1

2
, entonces

N0(T + U) − N0(T ) ≥ (1 − 2aθ)
U

2π
log

T

2π
+ O(U2T−1) + O(T θ).
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Como consecuencia, esta nueva familia de aproximaciones de la zeta de

Riemann considerada por Gonek y Montgomery satisface que si N no es
mucho más mayor que T , entonces una proporción positiva de ceros de ζN(s)

está en la recta Re s =
1

2
. También tenemos que si 1 ≤ N ≤ T o(1), entonces

todos los ceros cuyas ordenadas están entre 0 y T son simples y situados en
la recta cŕıtica.

Terminaremos este caṕıtulo dando un último resultado que se puede en-
contrar en [42]. Alĺı se utiliza la función Hn(z) y el hecho de que sea una

función de clase C mejora los resultados obtenidos sobre los ceros de las
sumas parciales de la zeta de Riemann dentro de rectángulos incluidos en la
banda cŕıtica.

1.3.2. Una clase de funciones casi-periódicas contenien-

do las sumas parciales de la zeta de Riemann.

Consideramos la clase de funciones casi-periódicas f(z) con espectro aco-
tado tales que existe un valor de y = Im z, notado y0, de tal forma que o

Re f(x, y0) &= 0 o Im f(x, y0) &= 0, para todo x ∈ R. En [42], los autores lla-
man AS a tal familia. Podemos decir que para todo n ≥ 2, las aproximaciones

de la función zeta de Riemann

Gn(z) = 1 + 2z + ... + nz

en el semi-plano Re z < −1 pertenecen a la clase AS . Además, ya sabemos
que, para todo n ∈ N y z ∈ C, Gn(z) = ζn(−z), lo que significa que lo que
vamos a exponer para Gn(z) se aplica directamente a ζn(z).

En [42], los autores han demostrado la existencia de una familia de rectángu-

los notada por {Sk : k ∈ N}. Cada rectángulo Sk tiene como propiedad que
Im f(z) > 0 en los lados paralelos al eje real y f(z) &= 0 en los lados par-
alelos al eje imaginario. Si, ahora, consideramos la intersección de cada Sk

con la banda cŕıtica de f(z), obtenemos una nueva familia de rectángulos
{Rk : k ∈ N}.

Tenemos, entonces, todas las condiciones para enunciar el resultado que
queremos.
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Teorema 13 [42, Corollary 9] La banda cŕıtica asociada a cada aproximación

de la función zeta de Riemann en el semi-plano Re z < −1, Gn(z) = 1+2z +
...+nz, puede ser particionada en una infinidad de rectángulos {Rk : k ∈ N}
tal que el número de ceros incluido en cada rectángulo Rk, N(Gn(z); Rk)

satisface:
∣

∣N(Gn(z); Rk) −
hk lnn

2π

∣

∣ < 2,

donde hk es la altura de Rk.
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Caṕıtulo 2

Densidad de los ceros de las
sumas parciales de la zeta de
Riemann.

Sumario. Las sumas parciales de la función zeta de Riemann

ζn(z) =
n

∑

k=1

1

kz
, siendo polinomios de Dirichlet, tienen sus ceros situ-

ados en una banda vertical llamada banda cŕıtica. Demostramos en
este caṕıtulo que para n primo, los ceros son simples y que las partes

reales de tales ceros son densas dentro de intervalos incluidos en la
banda cŕıtica.

Abstract. The partial sums of the Riemann zeta function ζn(z) =
n

∑

k=1

1

kz
, being Dirichlet polynomials, have their zeros located in a

vertical strip called critical strip. In this chapter we will show that,
for n prime, the zeros are simple and the real parts of these zeros are
dense in intervals included in the critical strip.
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2.1. Introducción

Vimos en la introducción que uno de los matemáticos que empezó el es-
tudio de los ceros de polinomios exponenciales fue Pólya [48]. Centró después
su trabajo en el caso particular de los polinomios de Dirichlet con la meta

de comprender mejor la distribución de los ceros de las sumas parciales de la
función zeta de Riemann.

Hay relaciones entre los ceros de ζ(z) en la banda cŕıtica y los ceros de
las sumas parciales ζn(z) como se puede ver en el dibujo siguiente obtenido

con Maple.

Figura 2.1: ceros de ζ70(z)

Como hemos visto en el primer caṕıtulo, parece, entonces, natural cono-
cer la distribución de los ceros de las sumas parciales de la función zeta de

Riemann porque son buenas aproximaciones de la zeta de Riemann.

Spira, en su articulo [57], escribió la igualdad siguiente

ζ(z) = ζn−1(z) + n−z +
n1−z

z − 1
+

∞
∑

k=1

B2k

(2k)!
(Π2k−2

j=0 (z + j))n1−z−2k + R,

donde los Bk son los números de Bernoulli.

Esta igualdad muestra que ζ(z) está aproximada por ζn(z), z = σ + it,

33



cerca de la recta cŕıtica σ = 1
2 , para t < 2πn, pero con un t suficientemente

grande para que

√
n

t
sea pequeño.

El estudio de la densidad de las partes reales de los ceros de polinomios
exponenciales ha sido estudiado por Moreno en [46] en el caso particular de

frecuencias linealmente independientes.

El uso de la equivalencia de Bohr para tener información en la densidad
de las partes reales de ceros de polinomios de Dirichlet se utilizó también en
el articulo de Spira [58], donde introduce una función adjunta a las sumas

parciales de la función zeta. En cierto modo, lo hicimos también en [14]
usando la función adjunta que aparece en el articulo de Avellar y Hale [2].

Sea pj el j-ésimo primo entonces p1 = 2. Para n > 1 consideramos rn,j la
máxima potencia del pj tal que p

rn,j

j divida n, y sea qn el indice del máximo

primo dividiendo n . Si denotamos ζN(s) =
N

∑

n=1

n−s las sumas parciales de la

función zeta de Riemann, entonces obtenemos

ζN(s) =
N

∑

n=1

n−σexp(−it(rn,1 log 2 + rn,2 log 3 + ... + rn,qn log pqn)),

donde la suma dentro del paréntesis se puede interpretar como 0 cuando

n = 1. Con las nuevas variables xj = t log pj , Spira construyó la función
adjunta a ζN(s)

FN = FN(σ, x1, x2, ...) =
N

∑

n=1

n−σexp(−i(rn,1x1 + rn,2x2 + ... + rn,qnxqn)).

Spira hizó la reflexión siguiente: “Since the log pj are linearly independent

over the rationals, and the rn,j are integers, we can apply generalizations of
theorems of Bohr. We can conclude first of all the set of values of ζN(s)...is
identical with the set of values of FN (σ, x1, x2, ...).”

Para más detalles, ponemos ahora una cita de [58, p.165] donde aparece

una conjetura sobre la densidad de la parte real de los ceros de las sumas
parciales de la zeta de Riemann dentro de intervalos incluidos en el intervalo
cŕıtico:

“If FN(σ, x1, ...) = 0, and if the appropriate Jacobian does not vanish,
we can solve the equation for σ, and thus obtain a σ interval in which FN
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vanishes. The zeros of ζN(s) will have real parts dense in this interval. The

empirical results suggest the conjecture that to each ζN(s) there is a single
such interval, though it could possibly arise from overlapping FN σ-intervals”.

En este caṕıtulo se estudiará la proyección sobre el eje real de los ceros
simples de Gn(z) = ζn(−z) = 1 + 2z + ... + nz, sumas parciales de la zeta de

Riemann.

Definimos los conjuntos

Rn := {Re z : Gn(z) = 0}, n > 2. (2.1)

Cada Gn(z), n ≥ 2, siendo una función entera de orden 1, de tipo exponencial
log n, sus ceros están colocados en una banda vertical Sn, llamada banda

cŕıtica, definida como Sn := {z = σ + it : an ≤ σ ≤ bn}, donde

an := ı́nf{Re z : Gn(z) = 0} (2.2)

bn := sup{Re z : Gn(z) = 0} (2.3)

se expresan como an = −1−( 4
π −1+o(1))

log log n

log n
y bn = n log 2+o(1). Estas

fórmulas se encuentran en los art́ıculos de Montgomery [37] y de Balazard
y Velásquez-Castañon [3]. La cotas (2.2) y (2.3) definen el intervalo cŕıtico
[an, bn] de cada Gn(z), n ≥ 1.

Utilizando el concepto de curva de nivel, vamos a demostrar la existencia

de ceros simples de la función Gn(z) = ζn(−z) = 1 + 2z + ... + nz para n ∈ N

y z ∈ C. Después mostraremos que el conjunto definido por las proyecciones
reales de los ceros simples de Gn(z) tiene puntos de acumulación, lo que es

equivalente a que, dada una recta vertical x = σ contenida en la banda cŕıtica
de Gn(z) se puede encontrar una infinidad de ceros cerca de esta recta.

Un primer resultado sobre la densidad de las partes reales de ceros de fun-
ciones enteras se puede encontrar en el art́ıculo de Moreno [46]. En él, Moreno

trabaja con polinomios exponenciales con coeficientes complejos y frecuen-
cias reales linealmente independientes sobre los racionales. Van der Poorten,

en [66], generalizó este trabajo demostrando que se cumple la propiedad de
densidad para frecuencias complejas.

En el caso de la función Gn(z) =
n

∑

k=1

ez ln k, las frecuencias no son lineal-

mente independientes (por ejemplo ln 6 = ln 2 + ln 3) lo que implica que no
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se puede aplicar stricto sensu las ideas que Moreno desarrolló en su famoso

art́ıculo y cuyo resultado más importante se puede encontrar en [46, p.73].

Como hemos dicho, hay que tener una caracterización de Rn para luego

estudiar la densidad de las partes reales de los ceros simples de las Gn(z),
para todo n ∈ N. Utilizando una idea similar a la de Spira [58, p.165],

necesitamos trabajar con una función adjunta que notaremos Fn. Hemos
utilizado el articulo de Avellar y Hale [2] para obtener esta función adjunta
y veremos que eso, con la noción de curva de nivel, nos ha permitido dar una

caracterización de Rn.

Las sumas parciales de la zeta de Riemann, como polinomio de Dirichlet,

estando relacionadas también con la teoŕıa de los números, no sorprende
saber que las nociones claves de estos resultados son la casi-periodicidad y el

teorema de Kronecker, como lo podremos averiguar en las pruebas.

El punto clave de nuestro trabajo es la introducción de una función auxil-

iar G∗
n(z) tal como la haremos en la Definición 8 con el propósito de estudiar

la curva de nivel |G∗
n(z)| = pσ

kn
, con σ ∈ R (recordamos que pkn es el último

primo tal que pkn ≤ n).

Teniendo en cuenta esta meta, introduciremos la función

An(x, y) = |G∗
n(x + iy)|− px

kn
, ∀x, y ∈ R, (2.4)

y son las propiedades de está función las que nos darán el principal resultado

que exponemos por primera vez:

Teorema 14 ([14, Th. 4]) Sea z0 = x0 + iy0 un cero simple de Gn(z), n > 2.

Entonces, existen ε1, ε2 con ε1 + ε2 > 0, tales que [x0 − ε1, x0 + ε2] ⊂ Rn.

2.2. Densidad de los ceros simples de

ζn(−z) = 1 + 2z + ... + nz.

Definición 8 Para todo entero n ≥ 2 se definen

xn,0 := ı́nf{σ ∈ R : 1 ≤ 2σ + ... + nσ}

y

xn,1 := sup{σ ∈ R : 1 + 2σ + ... + (n − 1)σ ≥ nσ}.
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Lema 2 ([14, Lemma 1])

Para todo n ≥ 2, tenemos Rn ⊂ [an, bn] ⊂ [xn,0, xn,1].

Prueba. Usando (2.1), (2.2) y (2.3), tenemos Rn ⊂ [an, bn], para todo n ≥ 2.

Nos falta demostrar la inclusión siguiente [an, bn] ⊂ [xn,0, xn,1]. Los ceros de
G2(z) son imaginarios lo que implica que a2 = b2 = x2,0 = x2,1 = 0. Podemos
entonces suponer que n > 2. En el caso que bn > xn,1, por (2.3) existe un

cero de Gn(z) notado ω = a + ib con a > xn,1 y con la Definición 8 se puede
escribir

1 + 2a + ... + (n − 1)a < na. (2.5)

Además, siendo ω un cero de Gn(z), tenemos 1 + 2ω + ... + (n − 1)ω = −nω

y, tomando el módulo, tenemos na ≤ 1+2a + ...+(n− 1)a, lo que contradice

(2.5). Obtenemos entonces bn ≤ xn,1.

Nos falta demostrar que an ≥ xn,0. Si suponemos que an < xn,0 entonces

por (2.2) existe un cero de Gn(z), k = c + id, con c < xn,0. Utilizando la
Definición 8 tenemos

1 > 2c + ... + nc. (2.6)

Como k es un cero de Gn(z), tenemos 2k + ...+nk = −1 y, tomando de nuevo
el módulo, obtenemos 1 ≤ 2c + ... + nc, lo que contradice 2.6. Finalmente,
an ≥ xn,0, que es lo que queŕıamos.

Ahora, vamos a definir la función adjunta que nos ayudará a caracterizar

Rn a través de las curvas de nivel. Lo que vamos a exponer es una versión
ad hoc de un teorema de Avellar y Hale [2, th 3.1].

Teorema 15 Para n > 2, definimos {p1, ..., pkn} como el conjunto de números

primos menores o iguales a n. Para todo 1 ≤ m ≤ n, sea cm un vector cuyas
componentes son enteros positivos tales que log m =< cm, p >, donde < ., . >

es el producto escalar en Rkn y p = (log p1, ..., log pkn). Se define una función
Fn : R × Rkn → C tal que

Fn(σ, x) =
n

∑

m=1

nσe<cm,x>i, σ ∈ R, x ∈ Rkn. (2.7)

Entonces σ ∈ Rn si, y solo si, existe un vector x ∈ Rkn tal que Fn(σ, x) = 0.

Para demostrar este resultado se necesita el lema siguiente, donde la noción
de casi-periodicidad tiene un papel importante.
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Lema 3 ([14, lemma 3]) Sean σ0 ∈ [an, bn], n ≥ 2, y (Tj)j=1,2,... una progre-

sión de reales tales que

ĺım
j→∞

Gn(σ0 + iTj) = 0.

Entonces σ0 ∈ Rn.

Prueba. En primer lugar, estudiamos el caso n = 2. Ya sabemos que los ceros
de G2(z) pertenecen al eje imaginario, lo que implica que su banda cŕıtica se

reduce a una recta de ecuación x = 0 y tenemos |G2(z)| ≤ 2, ∀z ∈ S2.

Además, todo segmento de longitud l >
2π

log 2
de la recta x = 0 contiene

un punto iT con T =
2kπ

log 2
para un k ∈ Z, de tal forma que |G2(iT )| ≥ 2.

Para el caso n > 2, siendo Gn(z) una función entera de tipo exponencial
casi-periódica [6, p. 101] tenemos dos consecuencias:

Gn(z) es, en particular, acotada en su banda cŕıtica Sn.

Además, como Gn(σ0) es positivo, tomando δ =
Gn(σ0)

2
, esto nos ase-

gura la existencia de un número real dependiente de δ, que notaremos l,

tal que cada intervalo de longitud l del eje imaginario contiene al menos
un número iT asociado a δ, de tal forma que |Gn(z + iT )−Gn(z)| ≤ δ,

para todo z ∈ C.

Cuando z = σ0, tenemos |Gn(σ0 + iT ) − Gn(σ0)| ≤ δ y, por definición

de δ, se llega a |Gn(σ0 + iT )| ≥ δ.

Entonces, la función Gn(z) tiene las propiedades necesarias para aplicar
el resultado de Moreno [46, Lemma p.73] y, como consecuencia, Gn(z) tiene
ceros en toda banda de la forma Sε = {z ∈ C; σ0 − ε < Re(z) < σ0 + ε},
para todo ε > 0, y finalmente σ0 ∈ Rn.

Pasamos ya a demostrar el Teorema 11 con la ayuda del teorema de

Kronecker.

Prueba. Para cualquier cero z = σ + it de Gn(z) se tiene

0 = Gn(z) =
n

∑

m=1

e<cm,p>z =
n

∑

m=1

e<cm,p>σe<cm,p>it =
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=
n

∑

m=1

mσe<cm,tp>i = Fn(σ, tp). (2.8)

Si σ ∈ Rn, entonces existe una progresión (zj = σj + itj)j=1,2,... de ceros

de Gn(z) tal que σ = ĺımj→∞ σj y con (2.8) obtenemos Fn(σj , tjp) = 0, para
todo j = 1, 2, .... La utilización de (2.7) equivale a escribir

0 =
n

∑

m=1

mσje<cm,tjp>i para todo j = 1, 2, ... (2.9)

Para completar la demostración de la primera implicación debemos de-

mostrar que Fn(σ, θ) = 0 para un cierto vector θ que tenemos que definir.
Por eso, en primer lugar, vamos a empezar con dos casos particulares.

Si m = 2, la sucesión (e<c2,tjp>i)j=1,2,... del ćırculo unidad está acotada, lo
que implica que existe una subsucesión (e<c2,tjh,2

p>i)h=1,2,... convergente a un
punto eθ2i para un cierto θ2 ∈ [0, 2π).

En el caso m = 3, a partir de la subsucesión (e<c3,tjh,2
p>i)h=1,2,... podemos

construir otra (e<c3,tjh,3
p>i)h=1,2,... que converge a un eθ3i para un cierto θ3 ∈

[0, 2π), y este razonamiento lo podemos hacer para todo primo del conjunto
{p1, p2, ..., pkn}.

Si m ∈ {1, 2, ..., n} \ {p1, p2, ..., pkn}, entonces cm se escribe como combi-
nación lineal de vectores cl con l ∈ {p1, p2, ..., pkn}, como por ejemplo

c1 = (0, ..., 0), c4 = 2c2, c6 = c2 + c3, ... (2.10)

Considerando la relación (2.9), para j ∈ {jh,pkn
}h=1,2,..., y tomando el ĺımite

cuando h tiende a infinito obtenemos lo que queremos

0 = ĺım
h→∞

n
∑

m=1

m
σjh,pkn e

<cm,tjh,pkn
p>i

,

es decir,

0 = 1 + 2σeθ2i + 3σeθ3i + 4σe2θ2i + 5σeθ5i + 6σe(θ2+θ3)i + ...

0 = 1 + 2σe<c2,θ>i + 3σe<c3,θ>i + ... + nσe<cn,θ>i = Fn(σ, θ),

con θ := (θ2, θ3, θ5, ..., θpkn
).
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Ahora vamos a demostrar la otra implicación. Entonces supondremos que

Fn(σ, x) = 0 para un número real σ y un vector x de Rkn.

Necesitamos probar la existencia de los tj que utilizamos anteriormente en

la demostración de la primera implicación. Como hemos dicho, el resultado
clave que nos dará lo que queremos es uno de los famosos resultados de Kro-

necker. En efecto, los componentes del vector
1

2π
p = (

1

2π
log p1, ...,

1

2π
log pkn)

son linealmente independientes sobre los racionales y si consideramos los

números
1

2π
< cp1

, x >, ...,
1

2π
< cpkn

, x >, T = 1 y
ε

2j2π
, con ε > 0, entonces

aplicando el teorema de Kronecker [23, p.382], para todo j = 1, 2, ..., existen
Tj > 1 y enteros (Nj,l)l=1,2,...,kn tales que para todo j = 1, 2, ..., deducimos

que

|Tj
1

2π
log pl −

1

2π
< cpl

, x > −Nj,l| <
ε

2j2π
para todos l = 1, 2, ..., kn. (2.11)

Ahora que tenemos los Tj , vamos a modificar un poco la relación que
acabamos de obtener. Si multiplicamos por 2π y sustituimos log pl por <

cpl
, p >, la desigualdad (2.11) se escribe

| < cpl
, Tjp − x > −2πNj,l| <

ε

2j
para todos l = 1, 2, ..., kn.

Esto implica que

ĺım
j→∞

e<cpl
,x−Tjp>i = 1 para todos l = 1, 2, ..., kn. (2.12)

De las relaciones (2.10) y (2.12) se llega a

ĺım
j→∞

e<cm,x−Tjp>i = 1 para todo m = 1, 2, ..., n.

Esta última igualdad nos permite concluir. En efecto, para demostrar
que la implicación se cumple tenemos que aplicar el resultado del Lema 3.

Tenemos

ĺımj→∞ Gn(σ + iTj) = ĺımj→∞
∑n

m=1 e<cm,p>σe<cm,p>iTje<cm,x−Tjp>i

= ĺımj→∞
∑n

m=1 e<cm,p>σe<cm,x>i

=
∑n

m=1 mσe<cm,x>i

= Fn(σ, x)

= 0.
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Si ahora aplicamos el Lema 14, tenemos σ ∈ Rn y el teorema queda de-

mostrado.

Vamos a definir la noción de curva de nivel y luego expondremos resul-

tados generales sobre tales curvas, que aplicaremos a la caracterización de la
función An(z) tal como la hemos definido en (2.4).

Definición 9 ([63, p. 121]) Sean f(z), para z = x + iy, una función entera
y k una constante no nula. Las curvas definidas por

|f(x + iy)| = k

se llaman curvas de nivel de orden k.

Para k = 0 tenemos los ceros de f(z), pues supondremos que k > 0. De
los próximos resultados se puede deducir que existe una curva de nivel L
pasando por un punto z0 tal que f ′(z0) &= 0 y que, entonces, es localmente

una curva de Jordan. Sin embargo, en el caso que z0 sea un punto cŕıtico de
f (es decir que f ′(z0) = 0) entonces la curva de nivel que pasa por z0 tiene,

al menos, cuatro ramas.

Lema 4 ([14, Prop. 2]) Sea f(z) una función entera que no sea constante.
Para todo k > 0, la curva de nivel |f(z)| = k contiene al menos un punto z0

tal que f ′(z0) &= 0.

Lema 5 ([14, Lemma 5]) Sean f(z) una función entera y z0 un punto de la

curva de nivel Lk ≡ |f(z)| = k > 0. Entonces, si f ′(z0) &= 0, Lk contiene
solamente una curva simple que tiene a z0 como punto interior relativo.

Lema 6 [14, Prop. 3] Sean f(z) una función entera y z0 un punto de la

curva de nivel Lk ≡ |f(z)| = k > 0 tal que f ′(z0) = 0, y m el orden de z0.
Entonces, existe un disco D(z0, r) \ {z0} dividido en 2(m + 1) sectores, que

notamos Sr,j, j = 1, ..., 2(m + 1) de radio r y ángulo
π

m + 1
, tales que Lk

contiene al menos una curva de Jordan en el interior de cada subsector Sρ,j

de radio 0 < ρ ≤ r.

Definición 10 Para todo entero n > 2 definimos

G∗
n(z) := Gn(z) − pz

kn
, z = σ + it,

donde pkn es el último número primo tal que pkn ≤ n.
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Podemos ahora expresar Rn con la ayuda de las curvas de nivel.

Teorema 16 ([14, Th. 2]) Un número real σ ∈ Rn, para n > 2, si, y sólo si,

la curva de nivel |G∗
n(z)| = pσ

kn
corta la recta vertical x = σ.

Prueba. Si z = σ + it es un punto de la curva de nivel |G∗
n(z)| = pσ

kn

entonces |G∗
n(σ + it)| = pσ

kn
, lo que implica que existe un θ ∈ [0, 2π) tal que

G∗
n(σ + it) = pσ

kn
eiθ. Tenemos

1 + 2σ+it + 3σ+it + ... + (pkn − 1)σ+it − pσ
kn

eiθ + ... + nσ+it = 0. (2.13)

Si tomamos el vector x = (t log 2, t log 3, ..., t log pkn−1, θ + π), entonces la
función Fn(σ, x) que hemos definido antes en (2.7) se anula y sabemos que
esto es un condición suficiente para concluir que σ ∈ Rn.

Rećıprocamente, vamos a suponer que σ ∈ Rn. Por definición de Rn, eso
supone la existencia de una sucesión de ceros (zm = σm+itm)m=1,2,... de Gn(z)

tal que σ = ĺım
m→∞

σm. Con la Definición 10, tenemos que G∗
n(zm) = −pzm

kn
y,

para todo m = 1, 2, ..., obtenemos

|1 + 2σm+itm + ... + (pkn − 1)σm+itm + ... + nσm+itm | = pσm

kn
. (2.14)

La progresión (eitm)m = 1, 2, ..., que está contenida en el ćırculo unidad, es
acotada y se puede extraer una progresión (eitmj )j = 1, 2, ... tal que tengamos

ĺım
j→∞

eitmj = eiλ para un λ ∈ [0; 2π). Si utilizamos (2.14) con los valores mj ,

j = 1, 2, ... y si pasamos al ĺımite cuando j → ∞ obtenemos

|1 + 2σeiλ log 2 + ... + (pkn − 1)σeiλ log(pkn−1) + ... + nσeiλ log n| = pσ
kn

,

lo que equivale a decir que |G∗
n(σ + iλ)| = pσ

kn
. Eso significa que la curva de

nivel |G∗
n(z)| = pσ

kn
corta a la recta vertical x = σ en el punto σ + iλ, lo que

termina la prueba.

Podemos dar una caracterización de Rn en términos de An(x, y) tal como
la hemos definido en (2.4).

Teorema 17 ([14, Th. 3]) Un número real x pertenece a Rn, para n > 2, si,

y solo si, An(x, y) = 0 para un y ∈ R. Además,

An(x, 0) ≥ 0 para todo x ∈ [an, bn]. (2.15)
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Con esta caracterización estamos en condiciones de probar que existen

ceros simples para la función entera Gn(z) con n > 2. Para ello introducimos
el resultado siguiente:

Proposición 18 Sean n > 2 un número primo, bn = sup{Re z : Gn(z) = 0}
y b′n = sup{Re z : G′

n(z) = 0}. Entonces b′n < bn.

Prueba. Sea n > 2 un número primo dado y sean las funciones reales cre-

cientes
f(x) = 1 + 2x + ... + (n − 1)x,

g(x) =
log 2

log n
2x +

log 3

log n
3x + ... +

log(n − 1)

log n
(n − 1)x,

y

h(x) = nx.

Sea bn,1 := sup{x ∈ R : f(x) = h(x)}. Como para todo x ∈ R tenemos

h(x), f(x) > 0 y ĺım
x→+∞

h(x)

f(x)
= 0, por la continuidad de

h(x)

f(x)
, entonces pode-

mos decir que bn,1 existe y bn,1 ≤ x0. Además, usando la definición de bn,1 y
el teorema del valor medio obtenemos

h(x) > f(x) ∀x > bn,1. (2.16)

Dado x > bn,1, para un y cualquiera, tenemos

|Gn(x+ iy)| ≥ |nx+iy|− |1+2x2iy + ...+(n−1)x(n−1)iy| ≥ h(x)− f(x) > 0.

Esto implica que el conjunto {z : Rez > bn,1} no tiene ceros de Gn(z). Como
consecuencia

bn ≤ bn,1. (2.17)

Sabiendo que n es un número primo, podemos escribir pkn = n y, entonces,
f(x) = G∗

n(x) y h(x) = pkn, para todo x ∈ R. Como f(bn,1) = h(bn,1),

mediante (2.4), conseguimos las igualdades siguientes

An(bn,1, 0) = |G∗
n(bn,1)|− pbn,1

kn
= f(bn,1) − h(bn,1) = 0,

lo que implica, por el teorema 17, que bn,1 ∈ Rn. Por el Lema 2, se obtiene
que bn,1 ∈ [an, bn], y aśı bn,1 ≤ bn. Finalmente, con la desigualdad anterior,

tenemos lo que queŕıamos, es decir,

bn = bn,1. (2.18)
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De la misma manera, tenemos b′n,1 = b′n con b′n,1 := {x ∈ R : g(x) = h(x)} y

deducimos que
f(bn) = h(bn) , g(b′n) = h(b′n). (2.19)

Como f(x) > g(x), para todo x ∈ R, con las igualdades precedentes (2.19)

podemos deducir que b′n &= bn. Si suponemos que b′n > bn, con (2.18) tenemos
b′n > bn = bn,1 y por (2.16) y (2.19) llegamos a una contradicción

h(b′n) > f(b′n) > g(b′n) = h(b′n).

En conclusión, b′n < bn y obtenemos el resultado.

Una consecuencia directa es la existencia de bandas cŕıticas para la Gn(z)
en las cuales tenemos ceros simples. Lo exponemos en el corolario siguiente.

Corolario 3 Sean n > 2 un número primo, bn := sup{Re z : Gn(z) = 0} y
b′n := sup{Re z : G′

n(z) = 0}. Las bandas verticales {z ∈ C : b′n < Re z ≤ bn}
contienen ceros de Gn(z) y, además, son todos simples.

Ahora tenemos la existencia de ceros simples en las bandas cŕıticas de las

Gn(z) para n > 2. Vamos a exponer algunas propiedades de Gn(z) que nos
ayudarán a demostrar el teorema principal de este caṕıtulo. Como dijimos, y

como lo vamos a averiguar en las pruebas, serán las propiedades de la función
An(x, y) las que permiten la obtención de tales resultados.

Lema 7 ([14, Lema 7]) Sea z0 un cero de Gn(z). Existe un r > 0 tal que

∂ arg G∗
n(z)

∂x
= − 1

|G∗
n(z)|

∂|G∗
n(z)|

∂y
para todo |z − z0| < r. (2.20)

Prueba. Sabiendo que Gn(z0) = 0, tenemos que G∗
n(z0) = −pz0

kn
&= 0 y

entonces existe un disco abierto D(z0, r) := {z; |z − z0| < r} tal que para
todo z ∈ D(z0, r), G∗

n(z) &= 0.
Como el disco D(z0, r) es simplemente conexo, existe un logaritmo anaĺıtico

definido en D(z0, r) tal que log G∗
n(z) = ln |G∗

n(z)| + i arg G∗
n(z). Con las

ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenemos la formula (2.20) que queŕıamos.
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Lema 8 ([14, Lema 8]) Sea z0 = x0 + iy0 un cero de Gn(z) con x0 ∈ (an, bn).

Si para todo ε > 0 existen un x1 ∈ (x0 − ε, x0) y un x2 ∈ (x0, x0 + ε) que
satisfacen que, para todo y ∈ R, An(x1, y), An(x2, y) &= 0, entonces

∂|G∗
n(z)|

∂x
(z0) = px0

kn
log pkn. (2.21)

Prueba. En primer lugar tenemos y0 &= 0, porque si no fuera el caso ten-

dŕıamos z0 real y sabemos que para cualquier z ∈ R, Gn(z) > 0, lo que
implicaŕıa que z0 no seŕıa un cero.

Además, sabemos que la función Gn(z) cumple la igualdad Gn(z) =
Gn(z), para todo z ∈ C, lo que implica que podemos suponer que y0 > 0.

El hecho de que Gn(z0) = 0 implica, por (2.4), que An(x0, y0) = 0. Pode-

mos suponer que
∂An

∂x
(x0, y0) = ĺım

x→0+

An(x0 + x, y0)

x
< 0, lo que implica que

existe 0 < δ1 < bn − x0 tal que An(x0 + x, y0) < 0, para todo x ∈ (0, δ1).

Utilizando (2.15) tenemos An(x0 +x, 0) ≥ 0 para todo x ∈ (0, δ1) y, por con-
tinuidad, para todo x ∈ (0, δ1) existe yx ∈ (0, y0) tal que An(x0 + x, yx) = 0,

lo que contradice la hipótesis. Por tanto
∂An

∂x
(x0, y0) ≥ 0.

Si, ahora, asumimos que
∂An

∂x
(x0, y0) > 0 con la expresión siguiente

∂An

∂x
(x0, y0) = ĺım

x→0+

An(x0 − x, y0)

−x
,

igual que antes, tenemos 0 < δ2 ≤ x0−an de tal forma que An(x0−x, y0) < 0
para todo x ∈ (0, δ2). Con los mismos argumentos que antes podemos con-

tradecir la hipótesis, lo que significa que
∂An

∂x
(x0, y0) = 0 y por (2.4) obten-

emos la fórmula que queŕıamos
∂|G∗

n(z)|
∂x

(z0) = px0

kn
log pkn .

Lema 9 ([14, Lema 4]) Sea σ un número real. Entonces

máx{|Gn(z)|; Re z ≤ σ} = Gn(σ), n ≥ 2.

Si n > 2, el máximo se alcanza únicamente en σ.

Prueba. Para todo z = x + iy, con x ≤ σ, tenemos que |Gn(z)| ≤ Gn(x) ≤
Gn(σ), lo que implica que máx{|Gn(z)|; Re z ≤ σ} = Gn(σ). Nos falta de-
mostrar que z = σ es el único punto en el cual se alcanza el máximo.
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Tenemos

|1 + 2σ+it + 3σ+it| = |1
2

+ 2σ+it +
1

2
+ 3σ+it| ≤ |1

2
+ 2σ+it| + |1

2
+ 3σ+it|.

Supongamos que existan dos números positivos λ y µ tales que 2σ+it =
λ

2
y 3σ+it =

µ

2
. Entonces existen dos números enteros no nulos k, l tales que

log 2

log 3
=

k

l
, lo que es imposible porque log 2 y log 3 son linealmente indepen-

dientes sobre los racionales.

Al final, eso implica que o |1
2

+ 2σ+it| <
1

2
+ 2σ o |1

2
+ 3σ+it| <

1

2
+ 3σ.

Teniendo una de esta desigualdades estrictas obtenemos que

|1 + 2σ+it + 3σ+it| < 1 + 2σ + 3σ, para todo real t &= 0,

lo que significa que el máximo se alcanza únicamente en z = x.

Podemos subrayar, como consecuencia, que si una curva de nivel L de
Gn(z), para n > 2, corta el eje real en un x0, entonces cualquier punto z de

L distinto de x0 cumple Re z > x0.

Tenemos, finalmente, todas las herramientas para demostrar el teorema
principal de este caṕıtulo sobre la densidad de las partes reales de los ceros de
Gn(z) y lo que es equivalente de las sumas parciales de la zeta de Riemann.

Sabiendo que existen ceros simples para Gn(z), enunciamos de nuevo el

teorema y, con el apoyo de las curvas de nivel y de las funciones auxiliar y
adjunta, expondremos su demostración.

Teorema 19 ([14, theorem 4]) Sea z0 = x0 + iy0 un cero simple de Gn(z)
para n > 2. Entonces, existen dos números positivos ε1, ε2, con ε1 + ε2 > 0,

tales que [x0 − ε1, x0 + ε2] ⊂ Rn.

Prueba. El caso n = 3, se obtiene directamente del teorema principal del

articulo de Moreno [46]. Supondremos, entonces que n > 3 y, como en el
lema anterior, también que y0 > 0.

Siendo el punto z0 un cero de Gn(z), tenemos |G∗
n(z0)| = px0

kn
y entonces

la curva de nivel L0 ≡ |G∗
n(z)| = px0

kn
pasa por el punto z0.

Definimos P0 := {Re z; z ∈ L0} y vamos a demostrar que P0 contiene un
intervalo propio con x0 dentro.
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En efecto, si z ∈ L0 es un punto de la recta x = x0 de tal forma que

(G∗
n)′(z) = 0, obtenemos del Lema 6 que la proyección de L0 en el eje real

contiene un intervalo con x0 como punto interior. Eso es exactamente lo que
queŕıamos y además (G∗

n)′(z0) = 0.

Sea M0 la componente arco-conexa de L0 que pasa por el punto z0. Si M0

no está contenida en la recta x = x0, entonces P0 contiene un intervalo propio
conteniendo x0. Si no fuera el caso, es decir, que M0 estuviera contenida en
x = x0, entonces aplicando el Lema 9 a G∗

n(z) obtenemos que x0 no está en

L0. Eso implica que existe un punto, que llamaremos ω0 = x0 + iu0 de M0,
tal que

u0 = mı́n{t > 0; x0 + it ∈ M0}. (2.22)

y en este caso tenemos G∗
n(ω0) = 0 y obtenemos lo que queŕıamos.

De otro lado, si G∗
n(ω0) &= 0, por el Lema 5, el punto ω0 hubiera sido un

punto relativo interior de M0, lo que contradice (2.22). Finalmente, existen

δ1, δ2 ≥ 0, con δ1 + δ2 > 0, tales que

[x0 − δ1, x0 + δ2] ⊂ P0 ∩ [an, bn]. (2.23)

Si δ2 > 0, sea x ∈ (x0, x0 + δ2). Entonces, por (2.23) podemos decir que
x ∈ P0 y que existe un punto z = x+ iy ∈ L0. Esto nos da que |G∗

n(z)| = px0

kn

y como x0 < x, obtenemos |G∗
n(z)| = px0

kn
< px

kn
, lo que implica, por (2.4),

que An(x, y) < 0.

Por otra parte, como x ∈ [an, bn], por (2.15), tenemos An(x, 0) ≥ 0 y, por
continuidad, existe un yx tal que An(x, yx) = 0. El Teorema 17 conduce a
x ∈ Rn y obtenemos lo que queŕıamos tomando ε1 = 0 y ε2 = δ2.

Vamos a suponer ahora que δ2 = 0. En este caso, y por (2.23), obtenemos

(x0 − δ1, x0) ⊂ P0 ∩ [an, bn] , δ1 > 0.

Supongamos la existencia de un ε1 ∈ (0, δ1] tal que para todo x ∈ (x0−ε1, x0)

existe un yx ∈ R tal que An(x, yx) < 0. Si elegimos ε1 = δ1 y ε2 = 0, con
los mismos argumentos que para el caso δ2 > 0 conseguimos demostrar el
teorema. Nos queda, entonces, justificar la existencia de tal ε1. Si no fuera el

caso, para todo ε ∈ (0, δ1] existiŕıa un xε ∈ (x0 − ε, x0) tal que

An(xε, y) ≥ 0 para todo y ∈ R. (2.24)
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Para un m suficientemente grande, dado ε =
1

m
existe xm ∈ (x0 −

1

m
, x0) tal

que An(xm, y) ≥ 0 para todo y ∈ R. Aśı, para todo y ∈ R dado obtenemos

ĺım
m→∞

An(xm, y) = An(x0, y) ≥ 0. (2.25)

Además, como |G∗
n(z0)| = px0

kn
&= 0, la función An(x, y) es diferenciable en un

entorno de (x0, y0). Como An(x0, y0) = 0 y por (2.25) se puede escribir

∂An

∂y
(x0, y0) = ĺım

y→0+

An(x0, y0 + y)

y
≥ 0

y
∂An

∂y
(x0, y0) = ĺım

y→0−

An(x0, y0 + y)

y
≤ 0,

lo que implica que
∂An

∂y
(x0, y0) = 0.

Por (2.4) esto significa que
∂|G∗

n(x + iy)|
∂y

(x0, y0) = 0 y por (2.20) tenemos

∂ arg G∗
n(z0)

∂x
= 0. (2.26)

Finalmente, como
∂Gn(z)

∂x
=

∂G∗
n(z)

∂x
+

∂pz
kn

∂x
,

obtenemos

∂Gn(z)

∂x
= ei arg G∗

n(z) ∂|G∗
n(z)|

∂x
+ iG∗

n(z)
∂ arg G∗

n(z)

∂x
+ pz

kn
log pkn.

Ahora utilizando (2.26) y (2.21), llegaremos a una contradicción. En efecto,

G′
n(z0) =

∂Gn(z0)

∂x
= ei arg G∗

n(z0)px0

kn
log pkn + pz0

kn
log pkn .

Obtenemos, finalmente,

G′
n(z0) = (G∗

n(z0) + pz0

kn
) log pkn = Gn(z0) log pkn = 0,

y esto es una contradicción, porque z0 es un cero simple de Gn(z), lo que

concluye la demostración.

Mientras se estaba redactando esta tesis, Gaspar Mora publicó en [43]

un resultado más general, probando que, a partir de un cierto rango, hay
densidad de las partes reales de cualquier cero (no únicamente simple) de la

función Gn(z) en intervalos incluidos en su banda cŕıtica.
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Caṕıtulo 3

Clases de equivalencia de Bohr
de polinomios de Dirichlet.

Sumario. Se propone, en este caṕıtulo, demostrar que el teorema de

equivalencia de Bohr se puede aplicar a los polinomios de Dirichlet
dentro de bandas verticales incluidas en las bandas cŕıticas de estos

polinomios. Utilizamos nociones de aritmética, como las funciones
completamente multiplicativas, para transportar una propiedad de
densidad de los ceros de polinomios de Dirichlet y presentamos un

método expĺıcito para construir polinomios de Dirichlet que com-
parten una propiedad topológica llama D-propiedad. Damos algunas

aplicaciones, como por ejemplo una demostración diferente a la de
[17] sobre la densidad de los ceros de las sumas parciales de la fun-
ción alternada de la zeta de Riemann.

Abstract. We show, in this chapter, that the Bohr’s equivalence the-
orem can be applied to Dirichlet polynomials within vertical strips

included in the critical strips of these polynomials. We use arithmetic
notions, such as completely multiplicative functions, to transport a
property of density of zeros of Dirichlet polynomials and present

an explicit method for constructing Dirichlet polynomials sharing a
topological property called D- property. We give some applications,

such as a proof, which different from that given by [17], on the density
of the zeros of the partial sums of the Dirichlet eta function.
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3.1. Introducción

En el segundo caṕıtulo hemos demostrado que las partes reales de los
ceros de las aproximaciones de la zeta de Riemann del tipo Gn(z) = ζn(−z)
cumplen una propiedad de densidad dentro de intervalos incluidos en el in-

tervalo cŕıtico. Las funciones enteras del tipo Gn(z) pertenecen a la familia
de los polinomios de Dirichlet.

En su art́ıculo [17], Farag demuestra que a partir de un cierto rango

n0, los polinomios de Dirichlet de la forma
n

∑

k=1

(−1)k

kz
, para n ≥ n0, sumas

parciales de la función eta de Riemann, tienen sus ceros que cumplen la

misma propiedad de densidad que los de Gn(z) en del intervalo (0, 1).

Los autores de [30], M. Lapidus y M. Van Frankenhuysen, estudiaron

otros polinomios de Dirichlet relacionados con cuerdas fractales y constataron
numéricamente que las partes reales de sus ceros tienen también esta propiedad
de densidad y lo enunciaron en forma de conjeturas.

En su estudio de la función zeta de Riemann, H.Bohr [6] introdujo una

relación de equivalencia entre series de Dirichlet y demostró que si dos series
de Dirichlet son equivalentes entonces tienen el mismo conjunto de valores
dentro de semi-planos abiertos contenidos en el plano complejo.

Como se dijo en caṕıtulos anteriores, Túran y Spira usaron este resulta-

do para dar condiciones suficientes para la demostración de la hipótesis de
Riemann.

Más recientemente, Balazard y Velázquez-Castañón, en [3], mencionaron,
sin demostrarla, la posibilidad de utilizar la equivalencia de Bohr para poli-
nomios de Dirichlet.

Con objeto de entender mejor a la función zeta de Riemann, se consid-

eró también la función eta de Riemann

R(z) =
∞

∑

n=1

(−1)n−1

nz
,

que converge en {z ∈ C : Re z > 0}. De hecho, hay una relación estrecha

entre las dos funciones que se expresa con la igualdad siguiente

R(z) = (1 − 21−z)ζ(z).
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En este caṕıtulo, vamos a dar una prueba de un resultado expuesto sin

demostración en [3]. En efecto, se mostrará que el teorema de equivalencia de
Bohr para series de Dirichlet dentro de semi-planos abiertos del plano com-
plejo es también cierta para polinomios de Dirichlet en de bandas verticales

incluidas en las bandas cŕıticas.

Utilizando el resultado principal del caṕıtulo anterior, mostraremos que se
puede trasladar una propiedad topológica de los ceros de ciertos polinomios
de Dirichlet y que además tenemos un método expĺıcito para construir tales

polinomios. Daremos una prueba diferente a la de Farag para algunos valores
concretos de n y, en estos casos, aprovecharemos para ampliar el intervalo,

demostrando que la propiedad de densidad se cumple en todo el intervalo
cŕıtico y no únicamente en (0, 1).

3.2. El teorema de equivalencia de Bohr.

Si consideramos la suma parcial de la serie
∞

∑

n=1

ane−λnz, con an, z ∈ C,

obtenemos un polinomio de Dirichlet que es una clase particular de poli-
nomios exponenciales. Ahora, vamos a dar una definición que se puede en-
contrar en [1, p. 166].

Definición 11 Sea Λ = {λn} una sucesión infinita de números reales dis-

tintos. Diremos que la sucesión finita o infinita numerable {βn} de números
reales es una base del conjunto Λ si se cumplen las siguientes condiciones:

1. La sucesión {βn} es linealmente independiente sobre los racionales;

2. Cada {λn} se puede expresar como una combinación lineal finita de
términos de {βn};

3. Cada βn se puede escribir como una combinación lineal finita de térmi-
nos de Λ.

Por ejemplo, si consideramos Λ = {log n}, entonces tenemos el siguiente
resultado:
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Lema 10 Sean n un número entero mayor que 2 y {p1, p2, ..., pkn} el con-

junto de todos los números primos menores o iguales que n. Entonces, el
conjunto

{log p1, log p2, ..., log pkn}

es linealmente independiente, es decir, la combinación lineal n1 log p1+n2 log p2+
... + nkn log pkn = 0, con números enteros n1, n2, ..., nkn, implica que n1 =

n2 = ... = nkn = 0.

Además, podemos encontrar enteros {cm,j : m = 2, ..., n; j = 1, 2, ..., kn}
de tal forma que

log m =
kn
∑

j=1

cm,j log pj, (2.1)

para todo m = 2, ..., n.

Como conclusión, el conjunto {log pn}, siendo pn el n-ésimo primo, es

una base de Λ, y si tomamos m y l tales que ml ≤ n, entonces tenemos
cml,j = cm,j + cl,j.

Ahora consideramos dos series generales de Dirichlet con las mismas suce-
siones de exponentes Λ = {λn}, es decir,

f(z) =
∞

∑

n=1

ane−λnz, g(z) =
∞

∑

n=1

bne
−λnz.

Suponemos, además, que {β(n)} es una base para Λ. Entonces podemos

escribir

λn =
q(n)
∑

k=1

rn,kβ(k),

donde los rk,n son racionales y la suma total q(n) depende de n.

Definición 12 Decimos que las dos series f(z) y g(z) son equivalentes re-

specto de la base {β(n)}, y lo notaremos por f(z) ∼ g(z), si para una sucesión
de números reales (yn) se cumple la propiedad

bn = an exp



i
q(n)
∑

k=1

rn,kyk



 .
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Se puede aplicar esta definición, mutatis mutandi, a polinomios de Dirich-

let. Las propiedades siguientes se pueden encontrar en [1, Theorem 8.10] y
[1, Theorem 8.11]:

Remark 1 La relación ∼ que hemos expuesto en la definición anterior es

independiente de la base. Además, es una relación de equivalencia, es decir,
es reflexiva, simétrica y transitiva.

Ahora singularizamos la definición 12 a las series de Dirichlet cuya suce-
sión de exponentes Λ está formada por {log n}. Entonces, consideramos a la
definición siguiente:

Definición 13 Dos series de Dirichlet ordinarias

∞
∑

n=1

ann−z y
∞

∑

n=1

bnn−z

son Bohr-equivalentes si, y sólo si, existe una función completamente multi-

plicativa χ tal que

1. bn = χ(n)an;

2. |χ(p)| = 1 siempre y cuando an &= 0 y p es un divisor primo de n.

Definición 14 Se define la abscisa de convergencia de una serie de Dirichlet
como la intersección del eje real con la recta vertical en el plano complejo,

de tal forma que hay convergencia por la derecha de esta misma recta y
divergencia por la izquierda.

Los dos teoremas siguientes se pueden encontrar en [1, Theorem 8.10], y

[1, Theorem 8.16]:

Teorema 20 Dos series equivalentes tienen la misma abscisa de convergen-
cia absoluta.

Teorema 21 (Teorema de equivalencia de Bohr) Consideramos a f(z)

y g(z) dos series de Dirichlet equivalentes con abscisa de convergencia ab-
soluta σa. Entonces las funciones f(z) y g(z) tienen el mismo conjunto de
valores en cada semi-plano abierto σ > σ1 ≥ σa.
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Lo que se propone a continuación es enunciar un resultado similar al

teorema de equivalencia de Bohr, pero en el caso de polinomios de Dirichlet,
y demostrar que en lugar de trabajar en semi-planos abiertos se puede hacer
en bandas verticales.

Proposición 22 Se consideran dos polinomios de Dirichlet ordinarios

P (z) = 1 +
n

∑

m=2

amm−z y Q(z) = 1 +
n

∑

m=2

bmm−z.

Se dice que son Bohr-equivalentes si, y solo si, se puede encontrar una función

χ : {1, 2, ..., n} → C tal que

1. χ(1) = 1 y χ(ml) = χ(m)χ(l), para cualquier par de enteros positivos

m y l cumpliendo ml ≤ n;

2. bm = χ(m)am, para todo m = 2, ..., n;

3. |χ(p)| = 1 siempre y cuando am &= 0 y p es un divisor primo de m.

Prueba. Si P (z) y Q(z) son Bohr-equivalentes, entonces, por la definición

12, existe un conjunto de números reales {y1, y2, ..., ykn} tal que

bm = am exp(i
kn
∑

j=1

cm,j yj), para todo m = 2, ..., n,

donde los enteros cm,j son los que se han considerado en (2.1).

Se define ahora una función χ : {1, 2, ..., n} → C por

χ(m) = exp(i
kn
∑

j=1

cm,j yj), para todo m = 2, ..., n.

Entonces tenemos que χ(1) = 1, χ(ml) = χ(m)χ(l), para cualquiera de los
enteros positivos m y l cumpliendo que ml ≤ n. Finalmente, |χ(m)| = 1 y

bm = χ(m)am, para todo m = 2, ..., n, lo que implica que las condiciones
expuestas en la proposición se cumplen.

Rećıprocamente, si asumimos la existencia de la función χ satisfacien-
do las tres condiciones de la proposición y si consideramos m ∈ {2, ..., n}
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tal que am &= 0, entonces del hecho de que la función sea completamente

multiplicativa podemos escribir que

χ(m) = Πkn
j=1f(m, j),

con

f(m, j) =

{

χ(pj)cm,j , si pj |m
1, en otro caso.

Además, la condición 3) de la proposición implica que |χ(pj)| = 1, para

cualquier pj divisor primo de m. En consecuencia, para tales números primos
podemos escribir que χ(pj) = eiyj con yj = arg(χ(pj)), donde arg representa
el argumento principal.

Entonces f(m, j) = eicm,jyj , para todo j = 1, ..., kn y podemos escribir

χ(m) = exp(i
kn
∑

j=1

cm,j yj), lo que implica que la Definición 12 se cumple para

los m tales que am &= 0 y tenemos la proposición demostrada. En el caso que
am = 0, con la condición 2), tendŕıamos bm = 0, lo que representa un caso
trivial.

Después de recordar algunos resultados sobre los caracteres de Dirichlet,
damos un primer ejemplo de Bohr-equivalencia de series de Dirichlet, series

que tienen un papel importante en la teoŕıa anaĺıtica de los números. Luego
exponemos un ejemplo de dos polinomios de Dirichlet que no son Bohr-

equivalentes.

Definición 15 [16, definición 10.14 p.217] Dado q ∈ N∗, sea G = U(
Z

qZ
) y

consideramos un carácter χ ∈ Ĝ. Se puede extender χ a una función χq en

N poniendo

χq =

{

χ(n mód q), si n es coprimo con q.
0, en otro caso.

La función χq se llama carácter de Dirichlet módulo q.

A cada carácter de Dirichlet χ módulo q se le puede asociar la función L

de Dirichlet

L(s, χ) =
∞

∑

n=1

χ(n)

ns
.
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Proposición 23 [16, teorema 10.16 p. 217] Un carácter de Dirichlet modulo

q es completamente multiplicativo.

Prueba. Sea χq un carácter de Dirichlet módulo q. Dados dos enteros m, n,
si al menos uno de ellos no es coprimo con q, entonces tampoco lo es el
producto mn. Lo que nos da χq(mn) = 0 = χq(m)χq(n). Si por otra parte, m

y n son coprimos con q, entonces (m mód q) · (n mód q) = (mn mod q) por
definición, y usando el hecho de que χq en el sentido original es un carácter

de grupo, tenemos χq(mn) = χq(m)χq(n).

Ejemplo 24 [1, Teorema 8.17, p. 184]. Sea k ≥ 1 un número entero y χ

un carácter de Dirichlet módulo k. Sea
∞

∑

n=1

ann−s una serie de Dirichlet con

(n, k) = 1 (n y k son coprimos en el sentido común) en el caso que an &= 0.

Entonces
∞

∑

n=1

an

ns
y

∞
∑

n=1

χ(n)an

ns
son Bohr-equivalentes.

Ejemplo 25 Para n ≥ 4, las funciones Ln(−z) := 1 − 2−z − ... − nz y
Gn(−z) := 1 + 2−z + ... + n−z no son Bohr-equivalentes. En efecto, se puede

observar que

Ln(−z) =
n

∑

k=1

bkk
−z y Gn(−z) =

n
∑

k=1

akk
−z,

con b0 = a0 = 1 y bk = −1, ak = 1, para k = 1, 2, ..., n. Dado n ≥ 4,

supongamos, por reductio ad absurdum, que Ln(−z) y Gn(−z) son Bohr-
equivalentes. Entonces existe una función completamente multiplicativa χ tal
que, en particular, bk = χ(k)ak, para k = 0, ..., 4. Teniendo en cuenta el valor

de los coeficientes ak y bk, obtenemos χ(2) = −1 y χ(4) = −1. Pero con la
condición de ser completamente multiplicativa, tenemos que

−1 = χ(4) = χ(2) · χ(2) = −1 · (−1) = 1,

que es imposible.

El siguiente resultado permite construir de forma expĺıcita polinomios de
Dirichlet Bohr-equivalentes. Vamos a considerar secciones de funciones L de
Dirichlet.
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Proposición 26 Dado un número entero n ≥ 2, sea {a2, ..., an} un conjunto

de números complejos con an &= 0 y sea χp : Z → C un carácter de Dirichlet
módulo p, con p un número primo mayor que n. Entonces los polinomios de
Dirichlet siguientes

P (z) = 1 +
n

∑

m=2

amm−z y Pχp(z) = 1 +
n

∑

m=2

χp(m)amm−z

son Bohr-equivalentes.

Prueba. El hecho de que χp sea un carácter de Dirichlet implica que es una
función completamente multiplicativa. Además, si m es un número primo tal
que m ≤ n, entonces (m, p) = 1 y, utilizando el teorema de Euler, tenemos

que mϕ(p) ≡ 1[p], donde ϕ representa la función de Euler. Entonces

χp(m)ϕ(p) = χp(m
ϕ(p)) = χp(1) = 1,

lo que implica que |χp(m)| = 1. Si nos restringimos al conjunto {1, 2, ..., n},
χp se cumplen las tres condiciones de la Proposición 22, lo que implica que

los polinomios de Dirichlet considerados son Bohr-equivalentes.

En el próximo resultado vamos a mostrar que la propiedad de Bohr-

equivalencia se transporta también a las derivadas de polinomios de Dirichlet.

Proposición 27 Sean P (z) y Q(z) dos polinomios de Dirichlet Bohr-equiva-
lentes con las mismas frecuencias λk.

Entonces sus sucesivas derivadas P (m)(z) y Q(m)(z) son también polinomios
Bohr-equivalentes.

Prueba. Tomemos P (z) =
n

∑

k=0

ake
λkz y Q(z) =

n
∑

k=0

bke
λkz, con bk = χ(k)ak

y χ una función completamente multiplicativa. Entonces, para todo entero

n, tenemos P (m)(z) =
n

∑

k=0

cke
λkz y Q(m)(z) =

n
∑

k=0

dke
λkz, con ck = ak(λk)m y

dk = bk(λk)m. Entonces se cumple el resultado.

Veremos a continuación casos particulares de caracteres de Dirichlet,
como por ejemplo el śımbolo de Legendre. Pondremos también de relieve

que puede ser suficiente considerar funciones completamente multiplicativas
tomando únicamente como valores −1 y 1 para generar polinomios de Dirich-
let Bohr-equivalentes. Daremos ejemplos de tales funciones.
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3.3. Una propiedad topológica de los ceros.

3.3.1. La D-propiedad.

En este apartado se considerarán polinomios de Dirichlet ordinarios. Los

mismos resultados se pueden obtener con polinomios de Dirichlet generales

de la forma P (z) = 1 +
n

∑

j=1

mje
−ωjz, con ωj positivo para j = 1, ..., n, y

ω1 < ... < ωn.

Tenemos ahora P (z) = 1 +
n

∑

m=2

amm−z, y se cumplen

ĺım
x→+∞

P (x + iy) = 1

y

ĺım
x→−∞

P (x + iy)

ann−x−iy
= 1.

Entonces existen x1 < 0 < x2 tales que

| P (z)

ann−z
− 1| < 1, para todo z con Re z ≤ x1,

y
|P (z) − 1| < 1, para todo z con Re z ≥ x2.

Eso implica que P (z) no tiene ceros en el semi-plano Rez ≤ x1 y tampoco

en el semi-plano Rez ≥ x2. En consecuencia, todos los ceros están colocados
en la banda

x1 < Rez < x2.

Podemos enunciar la existencia de números reales aP y bP tales que:

aP := inf {Re z : P (z) = 0}

y
bP := sup {Re z : P (z) = 0} .

Se define un intervalo IP := [aP , bP ], llamado intervalo cŕıtico de P (z).

De la misma manera que se hizo en el caṕıtulo anterior, notaremos

RP := {Re z : P (z) = 0}

y trabajaremos con el Teorema 15 como caracterización de los conjuntos RP .
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Teorema 28 Sean P (z) = 1 +
n

∑

m=2

amm−z y Q(z) = 1 +
n

∑

m=2

bmm−z dos

polinomios de Dirichlet ordinarios Bohr-equivalentes, entonces RP = RQ.

Prueba. El hecho de que P (z) y Q(z) sean Bohr-equivalentes implica que

existe un vector de números reales y = {y1, ..., ykn} cuyos componentes apare-
cen en la definición de la función χ : {1, ..., n} → C dada por

χ(m) = exp(i
kn
∑

j=1

cm,j yj) = e<cm,y>i para todo m = 1, ..., n, (3.1)

con cm = (cm,1, ..., cm,kn) el vector con componentes enteros que aparece en

el Teorema 15. Esta función cumple que bm = χ(m)am y |χ(m)| = 1, para
todo m = 2, ..., n.

Por otro lado, si t ∈ RP , entonces por el Teorema 15 podemos decir que

existe un vector x ∈ Rkn tal que FP (t,x) = 1 +
n

∑

m=2

m−te<cm,x>i = 0.

Si ahora ponemos z = x − y ∈ Rkn y utilizamos (3.1) obtenemos

FQ(t, z) = 1 +
n

∑

m=2

bmm−te<cm,z>i

= 1 +
n

∑

m=2

χ(m)amm−te<cm,x>ie−<cm,y>i

= 1 +
n

∑

m=2

amm−te<cm,x>i = 0,

y entonces t ∈ RQ.

Rećıprocamente, si t ∈ RQ y tomamos z ∈ Rkn tal que FQ(t, z) = 0,

entonces x = z + y es tal que FP (t,x) = 0, y el teorema está demostrado.

Ahora podemos, a partir del teorema anterior, enunciar dos resultados
que van a ser claves para nuestro propósito.

Corolario 4 Sean P (z) y Q(z) dos polinomios de Dirichlet ordinarios Bohr-
equivalentes, entonces αP = αQ y βP = βQ. Esto significa que tienen el
mismo intervalo cŕıtico.
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Es decir, estos polinomios de Dirichlet Bohr-equivalentes tienen la misma

banda cŕıtica. Ahora, se presenta el resultado que permitirá desarrollar la
propiedad topológica de los ceros de tales polinomios de Dirichlet.

Corolario 5 Sean P (z) y Q(z) dos polinomios de Dirichlet ordinarios Bohr-
equivalentes. Entonces, para cada cero z0 = σ0+it0 de P (z) y para todo ε > 0,

se puede encontrar un cero z′0 = σ′
0 + it′0 de Q(z) tal que σ0− ε < σ′

0 < σ0 + ε.

Definición 16 Sea P (z) un polinomio de Dirichlet y

S(a,b) ≡ {z ∈ C : a < Re z < b}

una banda vertical abierta contenida en la banda cŕıtica de P (z). Se dice que

P (z) tiene la D-propiedad en S(a,b) si P (z) tiene ceros cerca de cualquier
recta paralela al eje imaginario incluido en la banda S(a,b).

Si P (z) es un polinomio de Dirichlet, decir que tiene ceros cerca de
cualquiera recta incluida en una banda de tipo S(a,b) significa que dados
σ2 con a < σ2 < b y ε > 0 se puede encontrar z∗ = σ∗ + it∗ tal que

σ2 − ε < σ∗ < σ2 + ε y P (z∗) = 0.

De manera equivalente, eso significa que el conjunto {Re z : P (z) = 0} es

denso en el intervalo [a, b], es decir, RP = [a, b].

El teorema siguiente es una forma distinta de escribir el Corolario 5 y
pone en relieve la propiedad topológica de los ceros de polinomios de Dirichlet
Bohr-equivalentes.

Teorema 29 (D-propiedad) Sea S(a,b) una banda vertical abierta donde el
polinomio de Dirichlet P (z) tiene la D-propiedad. Si Q(z) es un polinomio

de Dirichlet Bohr-equivalente a P (z), entonces Q(z) también tiene la D-
propiedad.

En [14, Theorem 23] se demostró que los ceros simples de la función entera
casi-periódica de tipo exponencial Gn(z) = 1 + 2z + ... + nz tienen sus partes

reales que no son puntos aislados del conjunto {Re s : Gn(s) = 0}. Además,
en ese art́ıculo subrayamos que ζn(z) = Gn(−z) para todo n ∈ N y z ∈ C.

Borwein et al. demostraron en [9] que todos los ceros de ζ3(z) son simples
y por simetŕıa podemos decir que todos los ceros de G3(z) son simples. De
hecho, todos los ceros de G2(z), G3(z) y G4(z) son simples (véase [14, p18]).
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Antes de exponer el próximo teorema, hay que añadir que el polinomio de

Dirichlet Gn(z) tiene ceros simples, lo que significa que en algunos intervalos
incluidos en su banda cŕıtica tiene la D-propiedad. Con la meta de encontrar
un polinomio de Dirichlet con la D-propiedad, exponemos un resultado im-

portante que se puede encontrar en [14, Corollary 25, p. 19] y que vimos en
el caṕıtulo anterior.

Proposición 30 Sean n > 2 un número primo, bn ≡ sup{Re s : Gn(s) = 0}
y b′n ≡ sup{Re s : G′

n(s) = 0}. Entonces todos los ceros de Gn(s) incluidos

en la banda vertical {z ∈ C : b′n < Re s < bn} son simples.

Como se ha convenido, indicaremos por S(b′n,bn) ≡ {z ∈ C : b′n < Re s < bn}
la banda vertical donde todos los ceros de Gn(z), n ≥ 2, son simples.

Teorema 31 Sea χ : N, → {+1} una función completamente multiplicativa

que cumple las condiciones de la Proposición 22. Entonces todo polinomio
de Dirichlet de la forma Qn(z) =

∑n
k=1 χ(k)kz, n ≥ 2, tiene la D-propiedad

para cada S(b′n,bn).

Prueba. Consideramos Gn(z) =
n

∑

k=1

e(log k)z, entonces Qn(z) y Gn(z) son

Bohr-equivalentes porque la función completamente multiplicativa χ satis-

face la igualdad 1 = χ(k)χ(k), para todo k = 1, ..., n, y |χ(j)| = 1, para todo
j ∈ N. Ahora, aplicando [14, Theorem 4], si z0 = σ0 + it0 es un cero simple

de Gn(z) (cuya existencia está asegurada por [14, Corollary 3]), existen dos
números no negativos ε1 y ε2, con ε1+ε2 > 0, tales que Gn(z) tiene ceros cer-
ca de cualquiera recta paralela al eje imaginario dentro de la banda vertical

{z ∈ C : σ0 − ε1 ≤ Re z ≤ σ0 + ε2}.

Entonces, existen a < b, con a > σ0 − ε1 y b < σ0 + ε2, tales que Gn(z)

cumple la D-propiedad en S(a,b) . Finalmente, teniendo en cuenta el Teorema
29, obtenemos el resultado.

Ahora, por el Corolario 5, para cada cero z0 = σ0 + it0 de Gn(z) y para
todo ε > 0, podemos encontrar un cero z′0 = σ′

0 + it′0 de Qn(z) tal que

σ0 − ε < σ′
0 < σ0 + ε y t′0 ∈ R. Aplicando [14, Theorem 26], tenemos el

resultado que queŕıamos.

62



Una cuestión importante es saber si todos los polinomios de Dirichlet

cuyos ceros están cerca de cada recta vertical incluida en sus bandas cŕıticas
son Bohr-equivalentes. La respuesta es claramente negativa.

Proposición 32 Sean P (z) y Q(z) dos polinomios de Dirichlet con las mis-
mas frecuencias log k con k = 1, ..., n y que satisfacen el hecho de tener unas
bandas abiertas

S(a,b) ≡ {s ∈ C : a < Re s < b}

en su banda cŕıtica, conteniendo sus ceros simples, con la D-propiedad.

Entonces P (z) y Q(z) no son Bohr-equivalentes.

Prueba. Para n ≥ 2, como la función Gn(−z) = 1 + 2−z + ... +n−z satisface

las condiciones de la Proposición ([14], Theorem 23), la idea de la prueba es
hallar un polinomio de Dirichlet con las mismas propiedades de tal forma que

no sea Bohr-equivalente a Gn(−z). Para ello, utilizaremos la suma parcial de
la función zeta alternada

Pn(z) =
n

∑

k=1

(−1)k−1

kz
=

n
∑

k=1

(−1)k−1e−(log k)z.

Farag demostró que este polinomio de Dirichlet tiene sus ceros cerca de cada
recta vertical en su banda cŕıtica (véase [17, Theorem 1]).

Por otro lado, no es dif́ıcil ver que la función n 2→ (−1)n−1 no es com-
pletamente multiplicativa. Entonces hemos encontrado dos polinomios de

Dirichlet que no son Bohr-equivalentes y que tienen sus ceros cerca de cada
recta vertical incluida en sus bandas cŕıticas.

Como hemos visto en el Teorema 31, se necesita una función completa-

mente multiplicativa que cumpla los requisitos de la Proposición 22. Damos
un primer ejemplo de tal función y deducimos otro resultado.

La función de Liouville, definida por

{

λ(1) = 1,
λ(pr1

1 · pr2

2 · · · prk

k ) = (−1)r1+r2+...+rk,

donde los pj son números primos y rj son enteros.
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Se puede añadir que los polinomios de Dirichlet

f(z) =
n

∑

k=1

ake
−λkz y g(z) =

n
∑

k=1

bke
−λkz,

con λk = log k para k = 1, . . . , n, son Bohr-equivalentes en el caso de que
tengamos a1 = b1, ak = −bk para k primo y aj = bj = 0 para que j no

sea primo. Hemos visto en el Ejemplo 25 que, para n ≥ 4, las funciones
Ln(z) = 1−2z − ...−nz y Gn(z) = 1+2z + ...+nz no son Bohr-equivalentes.
Ahora, con el uso de la función de Liouville, se puede enunciar el resultado

siguiente:

Proposición 33 Dados un número entero n y pk siendo el k-ésimo primo,

las funciones 1 −
n

∑

k=1

ez log pk y 1 +
n

∑

k=1

ez log pk son Bohr-equivalentes.

Los polinomios Ln(z) = 1 − 2z − ... − nz tienen un papel importante con

relación a las cuerdas fractales, como se verá en el caṕıtulo siguiente (véase
también [13]).

3.3.2. Algunos ejemplos de polinomios de Dirichlet con

la D-propiedad.

Para poder aplicar los resultados del párrafo anterior, necesitamos en-
tonces polinomios que ya tengan la D-propiedad, pero también funciones
completamente multiplicativas que cumplen las condiciones expuestas en la

Proposición 22.

Es lo que se propone en este párrafo. Vamos a utilizar polinomios de
Dirichlet que ya sabemos que tienen la D- propiedad como polinomios base
para generar otros polinomios de Dirichlet cuyos ceros tengan esta propiedad

topológica.

Dicho de otra forma, podemos dar un método expĺıcito para crear poli-
nomios de Dirichlet con la D-propiedad.

En este momento merece la pena hacer un par de comentarios:

(i) Según una observación de Balazard y Velásquez-Castañón [3, p.344],
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podemos considerar una función completamente multiplicativa χ tal

que |χ(m)| = 1 para todos m ≥ 1.

Entonces, trabajaremos con funciones completamente multiplicativas

con valores en el conjunto {−1, +1}.

(ii) Como hemos visto antes, la función de Liouville es una buena candidata
y se van presentar otras.

Hay que añadir que las funciones que cumplen estos requisitos se pueden
generar de forma aleatoria eligiendo al azar los valores que toma la fun-

ción para números primos. En efecto, si X(pj), con pj un número pri-
mo, representan variables aleatorias independientes, tomando los val-

ores 1 y −1 con la misma probabilidad y si ponemos X(1) = 1 y
X(m) = Πkm

j=1X(pj)cm,j , con m = Πkm
j=1p

cm,j

j , entonces esta construcción
nos da todas las posibles funciones candidatas para la Proposición 22.

Veamos ejemplos de tales funciones que se puedan utilizar en el Teorema

29.

1. Sea p un número primo. El śımbolo de Legendre módulo p se define

como

(q

p

)

=







1, si q no es un residuo cuadrático módulo p,
−1, si q es un residuo cuadrático módulo p,

0, si q ≡ 0[p].

Se dice que q es un residuo cuadrático módulo p si q ≡ k2[p] para un
número entero k de tal forma que k &≡ 0[p].

2. Podemos crear funciones completamente multiplicativas con valores en
el conjunto {−1, +1} utilizando la función de Liouville y el śımbolo de

Legendre.

Vamos a exponer un resultado que se puede encontrar en [8, p. 7].

Sea Ωp(n) el número de factores primos q de n con
(q

p

)

= −1, es decir

que los factores primos no son residuos cuadráticos modulo p.

Tenemos,

Ωp(n) = card{q : q es primo , q|n y
(q

p

)

= −1}.
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Definición 17 La función de Liouville modificada módulo p se define

como
λp(n) = (−1)Ωp(n).

Para el caso que nos interesa, los resultados más importantes son los
siguientes lemas [8, Lemma 1 p. 7].

Lema 11 La función λp(n) es la única función completamente multi-

plicativa definida por λp(p) = 1, y para primos q &= p por λp(q) =
(q

p

)

.

Sea Ω′
p(n) el número de factores primos q de n con

(q

p

)

= 1, es decir,

Ω′
p(n) = Card{q : q es primo, q|n y

(q

p

)

= 1}.

Lema 12 La función λ′
p(n) es la única función completamente multi-

plicativa definida por λp(p) = 1, y para primos q &= p por λ′
p(q) = −

(q

p

)

.

Podemos descomponer la función de Liouville en términos de funciones
de Liouville modificadas.

Teorema 34 Si λ(n) es la función de Liouville, entonces

λ(n) = (−1)k.λp(n).λ′
p(n),

donde pk|n y pk+1 & |n.

Ahora que sabemos que existen funciones completamente multiplicati-
vas cumpliendo los requisitos de la Proposición 22, para poder aplicar el

Teorema 29 hay que disponer de antemano de polinomios de Dirichlet
que tengan la D-propiedad.

En su famoso art́ıculo de Compositio Mathematica, [46, p.77], Moreno

demostró que las sumas parciales
n

∑

j=1

1

pz
j

(n ≥ n0) tienen la D-propiedad

en la banda S(0,1). Basándose en este resultado, si notamos por A =

{m1, m2, ..., mn}, con n ≥ 2, el conjunto de números de complejos tales
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que |mj | = 1, para j = 1, ..., n, y si consideramos {p1, ..., pn} el con-

junto ordenado de n números primos, los autores de [45, Theorem 10]
demostraron que los polinomios de Dirichlet

PA(z) := 1 +
n

∑

j=1

mj

pz
j

tienen la D-propiedad en bandas incluidas en la banda cŕıtica.

A partir de este resultado, se puede enunciar la propiedad siguiente:

Proposición 35 Sean n un número entero y {p1, ..., pkn} el conjunto
de los números primos menores o iguales que n. Entonces los poli-
nomios de Dirichlet

PA(z) = 1 +
kn
∑

m=1

am

pz
m

,

siendo A = {a1, a2, ..., akn} un conjunto de números complejos del
ćırculo unidad, tienen la D-propiedad en sus bandas cŕıticas respectivas

S(αPA
, βPA

).

Prueba. En primer lugar, para aplicar el Teorema 29, se define la
función completamente multiplicativa χA : {1, ..., kn} → C tal que

χA(1) = 1, χA(pm) = am, para todo m = 1, 2, ..., kn, y χA(m) = 0 si m
no es un número primo.

Tal función cumple las condiciones de la Proposición 22. Si A1 y A2 son
dos conjuntos distintos de números complejos perteneciendo al ćırculo

unidad entonces PA1
y PA2

son Bohr-equivalentes.

Finalmente, si aplicamos [45, Theorem 10] al polinomio PA(−z) = 1 +
∑kn

m=1 amez log pm, se puede deducir que PA(z) tiene la D-propiedad en

todas sus bandas cŕıticas S(αPA
, βPA

).

Ahora, para valores grandes de n, se van a utilizar las secciones de la

función zeta alternada para generar polinomios de Dirichlet que tengan la
D-propiedad en S(0,1) = {z ∈ C : 0 < Re z < 1}.

Proposición 36 Sean n un número entero y p un número primo impar de
tal forma que p > n.
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Entonces todos los polinomios de Dirichlet
n

∑

k=1

ψp(k)(−1)k−1

kz
, donde

ψp(k) =



















λ′
p(k),

λp(k),

φp(k) = (k
p ),

λ(k),

tienen la D-propiedad en S(0,1).

Para la demostración, recordamos los resultados siguientes:

Teorema 37 (Criterio de Euler) Sea p un número primo impar, entonces

para todo a ∈ Z, a
p−1

2 ≡ (
a

p
)[p].

Lema 13 (Lema de Gauss) Sean p un primo impar, a un entero coprimo

con p y R = {k : −p−1
2 ≤ k ≤ p−1

2 }. Sean

S = {a, 2a, 3a, ...,
p − 1

2
a}

y S ′ ⊆ R el correspondiente conjunto de representantes módulo p. Si la can-
tidad de enteros negativos en S ′ es n, entonces

(
a

p
) = (−1)n,

donde (
a

p
) es el śımbolo de Legendre.

Ahora podemos demostrar la proposición anterior.

Prueba. Los dos primeros casos y el cuarto son inmediatos usando las defini-

ciones de la función de Liouville.

Veamos el tercero. Con la condición p > n, utilizando el Lema de Gauss y

la definición del śımbolo de Legendre, podemos concluir que
n

∑

k=1

φp(k)(−1)k−1

kz

son Bohr-equivalentes a las sumas parciales de la función zeta de Riemann
alternada.

En su articulo [17, Theorem 1], Farag demuestra que existe un número
entero n0 tal que para todo n ≥ n0, las sumas parciales de la función zeta de
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Riemann alternada Rn tienen la D-propiedad en la banda S(0,1) ⊂ S(αRn ,βRn).

Esto nos permite concluir la demostración.

Antes de dar un último ejemplo de cómo crear de forma expĺıcita poli-
nomios de Dirichlet con la D-propiedad vamos a utilizar los resultados de

este párrafo en dos direcciones:

Para dar una demostración distinta a la que propuso Farag en [17] para
los casos n = 2, 3, 4, 5.

Para probar que para n = 2, 3, 4, la D-propiedad no está únicamente

en la banda vertical S(0,1) como demostró Farag, sino en toda la banda
cŕıtica notada S(αRn ,βRn).

Lo expondremos en la próxima proposición, pero antes necesitamos un
lema.

Lema 14 Los polinomios de Dirichlet

Rn(z) = 1 +
n

∑

m=2

(−1)m−1

mz

y

Ln(z) = 1 −
n

∑

m=2

1

mz

son Bohr-equivalentes para n = 2, 3, 4, 5.

Prueba. Utilizamos la función de Liouville modificada λ2(m) = (−1)Ω2(m),
donde Ω2(m) es el número de factores primos q de un número entero m tal

que el śımbolo de Legendre módulo 2 satisfaga ψ2(q) = 1.

Entonces tenemos que Ω2(1) = 0, Ω2(2) = 0, Ω2(3) = 1, Ω2(5) = 1, lo

que significa que λ2(1) = 1, λ2(2) = 1, λ2(3) = −1, λ2(5) = −1. Tenemos,
también, λ2(4) = λ2(2 × 2) = λ2(2)2 = 1. La función completamente mul-

tiplicativa λ2 : {1, 2, 3, 4, 5} → C cumple, entonces, las condiciones de la
Proposición 22, lo que nos permite obtener el resultado buscado.

Para el caso n = 2, tenemos R2(z) = L2(z) = 1 − 2z y es inmediato que
los ceros están situados en el eje imaginario y la banda cŕıtica se reduce a
este eje.
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Proposición 38 Los polinomios de Dirichlet

Rn(z) = 1 +
n

∑

m=2

(−1)m−1

mz

y

Ln(z) = 1 −
n

∑

m=2

1

mz

tienen la D-propiedad en toda la banda cŕıtica S(αRn ,βRn), para n = 3, 4.

Prueba. Vamos a usar el lema anterior. Hemos demostrado que Rn(z) y
Ln(z) son Bohr-equivalentes para n = 3, 4. Utilizando [13, Section 3], sabe-

mos que Ln(z) tiene la D-propiedad en toda la banda cŕıtica S(αLn ,βLn) para
n = 3, 4. El Teorema 29 permite concluir.

Terminaremos este apartado empleando [14].

Proposición 39 Sean n > 2 un número primo y χp : Z → C cualquier
carácter de Dirichlet módulo p con p un número primo mayor que n.

Sea χ : N → {−1, 1} una función completamente multiplicativa. Entonces
podemos asegurar la existencia de bandas abiertas S(aj ,bj) en las cuales los

polinomios de Dirichlet ordinarios siguientes

ζn,χp = 1 +
χp(2)

2z
+ ... +

χp(n)

nz

y

ζn,χ = 1 +
χ(2)

2z
+ ... +

χ(n)

nz

tienen la D-propiedad.

Prueba. Sean n > 2 un número primo y p un número primo mayor que
n. Por la Proposición 22, podemos decir que ζn(z), ζn,χp y ζn,χ son Bohr-

equivalentes.

Además, [14, Corollary 3] nos asegura la existencia de ceros simples de

ζn(z) en una cierta banda vertical incluida en la su banda cŕıtica. Finalmente,
utilizando [14, Theorem 4], se pueden asociar a estos ceros simples unas

bandas abiertas S(aj ,bj), donde ζn(z) tiene la D-propiedad, y por el Teorema
29 los polinomios de Dirichlet ζn,χp y ζn,χ tienen también la D-propiedad, lo
que acaba la prueba.
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3.4. Clases de equivalencia.

3.4.1. Principales propiedades

Definición 18 Sean Pn(z) y Qn(z) dos polinomios de Dirichlet de la forma

Pn(z) =
n

∑

k=1

akk
−z Qn(z) =

n
∑

k=1

bkk
−z.

Diremos que Pn(z) y Qn(z) son Bohr-coprimos si no existe una función
completamente multiplicativa χ de tal forma que bk = χ(k)ak, para todo
k = 1, ..., n.

Proposición 40 Sea DP el conjunto de todos los polinomios de Dirichlet
que tienen la misma banda que Pn(z) y con la D-propiedad. Definimos

CB(Pn(z)) = {Qn(z) ∈ DP tal que Qn(z) es Bohr-equivalente a Pn(z)}.

Entonces CB es una clase de equivalencia dentro de la familia DP.

Remark 2 Se considera el polinomio de Dirichlet

F0(z) =
n

∑

k=1

(−1)2k−1(−1)k−1

kz
,

tal que para todo k = 1, ..., n, χ(k) = (−1)2k−1 = −1. Podemos ver que tal

función χ no es completamente multiplicativa.

Por definición tenemos F0(z) ∈ DP, pero F0(z) &∈ CB(Fn(z)). Con el

método utilizado, podemos crear una clase de equivalencia de F0, que notare-
mos por CB(F0(z)) de tal forma que CB(F0(z)) ∩ CB(Fn(z)) = ∅.

Entonces podemos enunciar el resultado siguiente:

Proposición 41 Sean Pn(z) and Qn(z) dos polinomios de Dirichlet Bohr-

coprimos en DP. Entonces CB(Pn(z)) ∩ CB(Qn(z)) = ∅.
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3.4.2. Una aplicación: las ecuaciones funcionales

En 2009, con el propósito de encontrar las soluciones de la ecuación

funcional f(x) + f(2x) + ... + f(nx) = 0, se estudió la ecuación funcional
F (z) + ... + F (nz) = 0 para z ∈ C y se publicó el art́ıculo [40]. Se puso
en relación, con el uso del operador de Euler, las soluciones de la ecuación

F (z) + ... + F (nz) = 0 con los ceros de la función Gn(z) = 1 + 2z + ... + nz.

Consideramos ecuaciones funcionales de esta forma

w1F (z) + w2F (2z) + ... + wnF (nz) = 0,

con n ∈ N, z ∈ C y para todo i = 1, ..., n, wi ∈ C \ {0}.

Definición 19 Sean dos ecuaciones funcionales w1F (z)+ ...+wnF (nz) = 0

y v1F (z) + v2F (2z) + ... + vnF (nz) = 0 tal como las definimos antes.

Diremos que son Bohr-equivalentes si existe una función completamente

multiplicativa φ : N → C \ {0} tal que

i) vk = φ(k)wk, para todo k = 1, ..., n;

ii) |φ(p)| = 1, siempre cuando wn &= 0 y p es un número primo divisor de
n.

Proposición 42 La relación que acabamos de exponer en la definición an-
terior es una relación de equivalencia.

Prueba. Supongamos que w1F (z)+w2F (2z)+ ...+wnF (nz) = 0 y v1F (z)+
v2F (2z) + ... + vnF (nz) = 0 son Bohr-equivalentes. Vamos a demostrar que

es reflexiva, simétrica y transitiva.

Reflexiva. Es inmediato tomando φ como aplicación identidad.

Simétrica. Podemos definir otra función completamente multiplicativa

considerando χ : m 2→ 1

φ(m)
. Tenemos, entonces, que wk = χ(k)vk y

obtenemos el resultado querido.
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Transitiva. Si suponemos que existe una tercera ecuación funcional

v′
1F (z) + v′

2F (2z) + ... + v′
nF (nz) = 0 que sea Bohr-equivalente a la

ecuación v1F (z)+ v2F (2z)+ ...+ vnF (nz) = 0, tenemos que demostrar
que es Bohr-equivalente a w1F (z) + w2F (2z) + ... + wnF (nz) = 0.

En efecto, utilizando la definición, existen dos funciones completamente

multiplicativas φ y χ tales que para todo k = 1, ..., n, vk = φ(k)wk y
v′

k = χ(k)vk. Si definimos Ω : k 2→ Ω(k) = φ(k).χ(k) y consideramos
v′

k = Ω(k)wk, es trivial que esta función tiene las propiedades queridas

y obtenemos el resultado.

Y ahora un resultado directo:

Proposición 43 Dos ecuaciones funcionales tal como las hemos definido

antes son Bohr-equivalentes si, y solo si, sus polinomios de Dirichlet carac-
teŕısticos respectivos son Bohr-equivalentes.

De la misma forma cómo hemos definido en el párrafo anterior, pode-

mos hablar de clases de equivalencia de ecuaciones funcionales de la forma
w1F (z) + w2F (2z) + ... + wnF (nz) = 0.

3.4.3. Preguntas y conjetura.

Terminaré este caṕıtulo con algunas preguntas, que podŕıan llevar a una
futura investigación, y una conjetura.

¿Qué podemos decir de las soluciones anaĺıticas de estas ecuaciones
funcionales?

¿Hasta qué punto el hecho que haya Bohr-equivalencia puede darnos

una cierta información sobre las soluciones de tales ecuaciones fun-
cionales?

En este caṕıtulo hemos hablado de la Bohr-equivalencia de polinomios
de Dirichlet cuyos coeficientes pertenecen a C.

¿Se podŕıa obtener un resultado similar al Teorema 29 con los coefi-
cientes en otro conjunto, como por ejemplo, los cuerpos númericos o
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cuerpos de clases? Se puede consultar [33] para un trabajo sobre ceros

de tales polinomios.

Como vimos, se ha demostrado que la suma parcial de la función zeta

alternada para algunos valores de n tiene la D-propiedad en toda la banda
cŕıtica. Cabe formular la siguiente:

Conjetura 44 La suma parcial de la función zeta alternada

Rn(z) = 1 +
n

∑

m=2

(−1)m−1

mz

tiene la D-propiedad en toda la banda cŕıtica para todo entero n > 1.
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Caṕıtulo 4

Una aplicación a la teoŕıa de
las cuerdas fractales.

Sumario. En este caṕıtulo presentamos la noción de cuerdas frac-

tales auto-similares non-lattice, las cuales están relacionadas con poli-
nomios de Dirichlet. Utilizamos entonces resultados del Caṕıtulo 2
para demostrar conjeturas enunciadas por M. Lapidus y M. Van

Frankenhuysen en [30] respecto de ciertas cuerdas, como la de oro,
de oro+ o de Bessel.

Abstract. In this chapter we present the notion of self-similar non-

lattice fractal strings. They are related to Dirichlet polynomials and
so we use results from Chapter 2 to prove conjectures stated by M.

Lapidus and M. Van Frankenhuysen in [30] regarding some strings
such as gold, gold+ or Bessel ones.

4.1. Introducción.

Mientras estaba buscando la demostración del resultado sobre la densidad
de las partes reales de los ceros simples dentro de intervalos incluidos en los
intervalos cŕıticos de cada Gn(z), para todo n ∈ N, encontré el articulo de

M. Lapidus y M. Van Frankenhuysen. Este art́ıculo está relacionado con las
cuerdas fractales y, en particular, con las que son auto-similares. Los autores
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se interesan por la densidad de las partes reales de los ceros de polinomios ex-

ponenciales que llaman dimensiones complejas y que están, como lo veremos,
relaciones con la geometŕıa de tales cuerdas.

En su art́ıculo, Lapidus y Van Frankenhuysen exponen varias conjeturas
relacionadas con la densidad de las partes reales de ceros de polinomios de

Dirichlet asociados a ciertas cuerdas fractales non-lattice auto-similares.

Después de todo, no es extraño ver que hay relaciones entre las cuerdas

fractales, los polinomios de Dirichlet y las sumas parciales de la zeta de
Riemann. En el libro de Marcus du Sautoy [65], se explica muy bien la relación
que existe entre la teoŕıa de los números, la hipótesis de Riemann, la f́ısica y

los tambores cuánticos. Es estudiando la vibración de un tambor cuando se
relacionaron estos temas con las cuerdas fractales y, luego, con las membranas

fractales.

Queŕıa utilizar el resultado expuesto en el Caṕıtulo 2, pero, como vimos,

Gn(z) y Ln(z) no son Bohr-equivalentes para todo n > 3. Utilizando técnicas
expuestas en ese caṕıtulo, relacionadas con las curvas de nivel y un teorema

de Avellar y Hale [2], hemos conseguido con J. M Sepulcre contestar a algunas
de estas conjeturas, demostrando, en particular, que el conjunto de dimensión

de fractabilidad de las cuerdas de oro, de oro+ y de Bessel coincide con sus
intervalos cŕıticos asociados.

En este caṕıtulo estudiaremos algunos resultados generales sobre las di-
mensiones complejas y el conjunto de las dimensiones de,fractabilidad, con-
siderando funciones asociadas a la 2-3-...-n cuerda de factores de escala 1

2 ,
1
3 ,...,

1
n , es decir, para las funciones Ln(z), n ≥ 2. Para estas funciones, tam-

bién daremos una caracterización, en general, del conjunto de puntos cuyas

partes reales son densas, utilizando el conjunto de las curvas de nivel de una
función auxiliar, y daremos también unos métodos para obtener tales puntos.

El procedimiento utilizado es similar al que hemos empleado para la función
Gn(z) [14]. Luego ampliaremos estos resultados a otras cuerdas, como por
ejemplo, la cuerda de oro, la de oro+ y la cuerda de Bessel, lo que nos dará la

oportunidad de contestar a algunas conjeturas expuestas en [30].

Finalmente, mientras se estaba escribiendo esta tesis, la gran mayoŕıa

de los resultados expuestos en este caṕıtulo fueron enviados a publicar y se
encuentran recogidos en el art́ıculo [13].
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4.2. Cuerdas fractales non-lattice y dimen-

siones complejas.

4.2.1. Cuerda de Cantor y generalidades.

Empezamos este apartado con un ejemplo: la cuerda de Cantor. La pode-

mos definir como
(

1

3
,
2

3

)

∪
(

1

9
,
2

9

)

∪
(

7

9
,
8

9

)

∪
(

1

27
,

2

27

)

∪
(

7

27
,

8

27

)

∪
(

19

27
,
20

27

)

∪
(

25

27
,
26

27

)

∪...

y la notamos CS.

Se puede observar que cada intervalo tiene una anchura
1

3j+1
para j ≥ 1,

contado con una multiplicidad ωj = 2j . Se puede entonces definir una función

meromorfa asociada a CS cuya imagen es
3−s

1 − 2 × 3−s
. Si estudiamos los

polos de tal función vemos que tienen la forma log3 2 + in
2π

log 3
, para todo

n ∈ Z.

El conjunto {log3 2 + in
2π

log 3
; n ∈ Z} se llama el conjunto de las dimen-

siones complejas de la cuerda de Cantor.

Vamos presentar de manera más general las cuerdas fractales. Para más

detalles se puede consultar, por ejemplo, [31].

Definición 20 [31, section 1.1 p. 9] Una cuerda fractal ordinaria L es a

subconjunto abierto acotado Ω de R. Tal conjunto se puede escribir como
una reunión contable de intervalos abiertos. Las anchuras de cada uno se
escriben l1, l2, ... y se llaman anchuras de la cuerda. Se asume sin perdida

de generalidad que
l1 ≥ l2 ≥ ... > 0

donde cada anchura está contada con su multiplicidad.

Se puede entonces escribir

L =
∞
⋃

j=1

(aj , bj).
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Además tenemos
∞

∑

j=1

lj < ∞ y es igual a la medida de Lebesgue de Ω.

Notaremos lj, para j ≥ 1, la anchura del intervalo (aj, bj) y entonces podemos
escribir L = {lj}j≥1.

Definición 21 Denotamos por ∂L la frontera de la cuerda fractal ordinaria
L. Para un ε > 0 dado, sea V (ε) el volumen del tubo interior cerca de ∂L de

radio ε y lo definimos por

V (ε) = vol1{x ∈ L : d(x, ∂L) < ε},

donde vol1 es la medida de Lebesgue de dimensión 1 en R y d(x, A) :=
ı́nf{d(x, y), y ∈ A ⊂ R}.

Definición 22 La dimensión de la cuerda fractal L corresponde a la dimen-
sión de Minkowski de ∂L, es decir,

D = ı́nf{α ≥ 0 : V (ε) = O(ε1−α), cuando ε → 0+}.

En el caso de la cuerda de Cantor, su dimensión de Minkowski es la parte
real des los polos es decir log3 2.

Definición 23 En general, el volumen del entorno tubular de la frontera de
L viene dado por

V (ε) =
∑

j:lj≥2ε

2ε +
∑

j:lj<2ε

lj.

Por ejemplo, si aplicamos la fórmula del volumen, obtenemos para la

cuerda de Cantor, y para 0 < ε ≤ 1

2
,

VCS(ε) = 2ε(2n − 1) +
∞

∑

k=n

2k3−k−1 = 2ε2n +
(2

3

)n − 2ε,

donde n es tal que 3−n ≥ 2ε > 3−n−1.
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4.2.2. Cuerdas auto-similares. Dimensiones complejas.

Consideramos ahora polinomios de Dirichlet, que son funciones que pueden

ser normalizadas, respeto a los ceros, de la forma siguiente

f(z) = 1 +
n

∑

j=1

mjr
z
j = 1 +

n
∑

j=1

mje
z log rj , (1.1)

donde m1, ..., mn son números complejos y r1 > ... > rn > 0.

Si un cociente
log rj

log r1
, j ≥ 2, es irracional, estos polinomios se llaman

polinomios de Dirichlet non-lattice. En el caso contrario, cuando rj = rkj son

potencias de una base común r, se llaman polinomios de Dirichlet lattice.

Los ceros de los polinomios de Dirichlet están relacionados con el concepto

de banda fractal [30]: un conjunto que se escribe como una unión disjunta
de intervalos abiertos cuyas longitudes forman una sucesión L = l1, l2, ... de

longitud total finita
∞

∑

j=1

lj .

Una información importante sobre la geometŕıa de L es contenida en su
función zeta geométrica, que se puede definir como

ζL(z) :=
∞

∑

j=1

lzj . (1.2)

Si definimos σ como el valor inf
{

α ∈ R :
∑∞

j=1 lαj < ∞
}

, entonces {z ∈
C : Re z > σ} es el semi-plano más ancho abierto en el cual la serie (1.2)

converge. Es decir, 0 ≤ σ ≤ 1.

A partir de ahora, consideraremos únicamente el caso de cuerdas fractales

auto-similares.

Se definen considerando un intervalo cerrado I de anchura L. Sea N un

entero mayor o igual a 2 y sean Φ1, ..., ΦN aplicaciones contractivas de I
en śı mismo, con factores de escala respectivos r1, ..., rN que satisfacen la

siguiente propiedad:

1 > r1 ≥ r2 ≥ ... ≥ rN > 0.
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Además asumimos que
N

∑

j=1

rj < 1,

y las imágenes Φj(I), para j = 1, ..., n no se superponen.

Luego hay que subdividir el intervalo I en los trozos Φj(I) y las piezas que
quedan entre los intervalos tienen una anchura de lk = gkL, para k = 1, ..., K,

donde los factores de escala g1, ...gK de los agujeros cumplen:

1 > g1 ≥ ... ≥ gK > 0

y
N

∑

j=1

rj +
K

∑

k=1

gk = 1.

Después se repite el proceso con los Φj(I) para j = 1, ..., N . Informaciones

y ejemplos de dichas cuerdas si pueden encontrar en [31, chapter 2, p.33].

Los polos de la prolongación meromo¡rfa de la función zeta geométrica

(que son ceros de un polinomio de Dirichlet) son llamados dimensiones
complejas de L [30, Corollary 5.3]. Por ejemplo, en el caso de cuerdas auto-

similares con factores de escala r1, r2, ..., rN y agujeros g1, ..., gK , se escribe

ζL(z) =
Lz

∑K
k=1 gz

k

1 −
∑N

j=1 rz
j

,

donde L es la longitud total de L [30, Theorem 5.2].

Además, la función zeta geométrica tiene una relación con la función zeta

de Riemann [31, p. 2].

En efecto si definimos el espectro de la cuerda fractal como la sucesión de

las frecuencias f = k.l−1
j con k, j = 1, 2, ... entonces la función zeta espectral

de la cuerda L es

ζν(s) =
∑

f

f−s.

Al final tenemos:
ζν(s) = ζL(s).ζ(s).

Concentraremos nuestro estudio en el caso de las cuerdas fractales auto-
similares non-lattice y nos centraremos, en particular, en las funciones
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Ln(z) := 1 − 2z − ... − nz, para n ≥ 3, funciones que son prototipos de

polinomios de Dirichlet non-lattice. Para el caso n = 3, L3(−z) es la función
obtenida directamente teniendo en cuenta la 2-3 cuerda L de factores de
escala 1

2 y 1
3 , un único agujero, y de longitud total 6 [31, p. 47]. El caso

n = 4 se puede encontrar en [31, p. 66] o en [30, Sección 2.2.4]. Lapidus y
Van Frankenhuysen observan, con este ejemplo, la propiedad siguiente: “We

observe the interesting phenomenon that the complex roots of the nongeneric
non-lattice equation f(s) = 0 tend to be denser at the boundaries Re s =

1,082 and Re s = −1,731 of the critical strip, and around Re s = 0.”

Además, para n dado, Ln(−z) es la función obtenida directamente te-

niendo en cuenta la 2-3-...-n cuerda con factores de escala 1
2 ,

1
3 ,...,

1
n .

La función Ln(z) = 1 − 2z − ... − nz es un polinomio de Dirichlet. En

efecto, basata tomar p1(z) = 1, pk(z) = −1, k = 2, ..., n y αj = log j para
j = 1, . . . , n.

De forma general, la función entera Ln(z) pertenece al conjunto de las
funciones casi-periódicas [6],cuyo espectro es {log 1, log 2, ..., log n}, y algunas

de sus propiedades intŕınsecas son semejantes a las aproximaciones de la
función zeta de Riemann en el semi-plano Re z < −1, es decir, tenemos

Gn(z) = 1 + 2z + ... + nz.

Estas funciones son enteras de tipo exponencial log n y podemos asegurar

la existencia de dos números reales x1 y x2 tales que todos los ceros de Ln(z)
se sitúan en la banda vertical definida por

{z ∈ C : x1 < Re z < x2}.

(Véase, por ejemplo, [42, Lemma 5], Lemma 5). Esto nos permite definir

un intervalo [aL
n ; bL

n ], llamado intervalo cŕıtico, que contiene las proyecciones
reales de todos los ceros de cada función Ln(z), donde aL

n := inf{Re z :
Ln(z) = 0} y bL

n := sup{Re z : Ln(z) = 0}.

La relación directa entre estas dos funciones es Gn(z) + Ln(z) = 2.
Además, tenemos que G′

n(z) = −L′
n(z), lo que nos permite decir que las

derivadas de todos los órdenes de Gn(z) y Ln(z) comparten los mismos ceros.

Por otro lado, se demostró en [42] que el número medio de ceros de Gn(z)

es
log n

2π
, y utilizando [56, Theorem 3.2], podemos decir que este resultado es

el mismo para la función Ln(z).
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Además, de [56, Theorem 5.2], podemos añadir que la función Ln(z) tiene

un número de ceros menor que n en una banda horizontal de anchura menor

que
2π

log n
.

Teniendo en cuenta [42, Lemma 5 y Theorem 8], para n = 2, 3, sabemos
que existen una infinidad de rectángulos {Rk} dentro de la banda cŕıtica de

Ln(z) tales que el número de ceros N(Ln(z); Rk) dentro de cada rectángulo
Rk cumple

∣

∣

∣

∣

N(Ln(z); Rk) −
hk log n

2π

∣

∣

∣

∣

< 2,

donde hk es la altura de Rk.

En [30] los autores definen el conjunto of dimensiones de fractalidad de
una cuerda fractal como la clausura del conjunto de las partes reales de sus

dimensiones complejas y proponen varias conjeturas relacionadas con este
conjunto.

En la teoŕıa de las cuerdas auto-similares, la parte geométrica de las
dimensiones complejas tiene su importancia, porque aparece en la fórmula

expĺıcita del volumen V (ε) de la frontera de L, que recordamos la fórmula
que se puede encontrar en [30, p.42]:

V (ε) =
∑

ω

(2ε)1−ω

ω(1 − ω)
res(ζL(z); ω) + 2εζL(0) + o(ε),

donde ε representa el radio del tubo y ω pertenece al conjunto de las dimen-
siones complejas de L. Además, las propiedades del conjunto de las dimen-

siones de fractalidad están relacionadas con la noción de oscilación. Para
ser más preciso, las partes reales de las dimensiones complejas definen la

amplitud de estas oscilaciones.

Para justificar la reflexión anterior, si consideramos a ω = D como una

dimensión compleja, la fórmula del volumen se puede escribir como la suma

del primer término
(2ε)1−D

D(1 − D)
res(ζL(z); D) de orden ε1−D y de los términos

oscilatorios cωε1−ω para algunos coeficientes cω. Podemos ver que las oscila-
ciones son de orden ε1−Re ω. Entonces, es importante tener información sobre

las partes reales de las dimensiones complejas de L para entender el fenómeno
oscilatorio.
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4.3. Las proyecciones reales de los ceros de la

funcion Ln(z).

4.3.1. Primeras consideraciones.

A partir de ahora utilizaremos el teorema siguiente, que podemos encon-

trar en [2, Theorem 3.1], y que aplicaremos directamente a la función Ln(z).

Teorema 45 Sean Ln(z) = 1−2z−· · ·−nz, n ≥ 2 y a B = {log pj}kn
j=1, sien-

do pkn el mayor primo menor o igual que n. Sean b = (log p1, log p2, . . . , log pkn)
y cm el único vector con componentes enteras que cumplen la condición

log m =< cm, b >, 1 ≤ m ≤ n, donde < ·, · > representa el producto es-
calar.

Si definimos la función

F L
n : R × [0, 2π)kn → C,

(t, x1, . . . , xkn) 2→ 1 −
n

∑

m=2

mte<cm,(x1,...,xkn)>i,

entonces t ∈ {Re z : Ln(z) = 0} si, y sólo si, existe x ∈ [0, 2π)kn tal que

F L
n (t, x) = 0.

Notación 46 Para n ≥ 2, escribimos

RL
n := {Re z : Ln(z) = 0}. (3.1)

Aśı, RL
n coincide con la definición del conjunto de las dimensiones de fractal-

idad de la banda fractal auto-similar de factores de escala {1, 1
2 , ...,

1
n} cf [30,

p. 66].

4.3.2. Los extremos de la banda cŕıtica.

Antes de dar algunos resultados sobre la densidad de las proyecciones
reales de los ceros de las funciones Ln(z), formularemos algunos resultados

sobre los extremos de sus bandas cŕıticas.
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En primer lugar, consideramos a la función Ln(x) = 1−2x− · · ·−nx para

valores reales de x. Entonces Ln(x) tiene un único cero. En efecto, podemos
ver que L′

n(x) = −(log 2)2x− . . .−(log n)nx < 0 y, entonces, es estrictamente
decreciente. Ahora, si consideramos que Ln(x) → −∞, cuando x → +∞, y

Ln(x) → 1, cuando x → −∞, la propiedad se cumple. Entonces, podemos
considerar la notación siguiente:

Notación 47 Notamos por aL
n,1 el único punto que satisface la igualdad

Ln(x) = 0 y bL
n,1 representa el valor sup{x ∈ R : 1+2x + ...+(n−1)x ≤ nx}.

Proposición 48 [13, Proposition 2.1] Sean n ∈ N y

aL
n = ı́nf{x ∈ R : Ln(x + iy) = 0 para uno y ∈ R}.

Entonces aL
n = aL

n,1.

Prueba. Como Ln(aL
n,1 + i0) = 0, utilizando la definición de aL

n obtenemos
que aL

n,1 ≥ aL
n . Por otro lado, para todo x, y ∈ R se satisface que

|Ln(x+iy)| = |1−2x+iy−...−nx+iy | ≥ 1−|2x+iy+...+nx+iy| ≥ 1−2x−...−nx.

En efecto |2x+iy + ... + nx+iy| ≤ 2x + ... + nx. Ahora, habida cuenta que

Ln(x) = 0 tiene una única solución y que Ln(x) → 1 cuando x → −∞,
tenemos

|Ln(x + iy)| > 0, para todo x < aL
n,1.

Entonces, aL
n ≥ aL

n,1 y obtenemos

aL
n = aL

n,1.

Además, podemos dar un valor ĺımite para el supremo:

Proposición 49 [13, Proposition 2.2] Sean n un número entero y

bL
n = sup{x ∈ R : Ln(x + iy) = 0, para uno y ∈ R}.

Entonces bL
n ≤ bL

n,1.
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Prueba. Podemos observar que, para todo x, y ∈ R, tenemos

|Ln(x+iy)| ≥ nx−
∣

∣1 − 2x+iy − ... − (n − 1)x+iy
∣

∣ ≥ nx−(1+2x+...+(n−1)x),

porque |1 − 2x+iy − ... − (n − 1)x+iy| ≤ 1 + |2x+iy| + ... + |(n − 1)x+iy| =

1 + 2x + ... + (n − 1)x. Como consecuencia, se obtiene

|Ln(x + iy)| > 0 para todo x > bL
n,1.

En conclusión, bL
n ≤ bL

n,1.

4.3.3. Los casos n = 2 y n = 3.

Para el caso n = 2, todos los ceros de la función L2(z) están colocados en
el eje imaginario y entonces RL

2 = {0}.

Para n = 3, el ı́nfimo, notado aL
3 , se obtiene aplicando la Proposición 48,

entonces

aL
3 ≈ −0,7878849109.

Por otro lado, el supremo de la banda cŕıtica, notado bL
3 , por la Proposi-

tion 49, está acotado por la solución de 1+2x = 3x, es decir, x = 1. Además,
como F L

3 (1, π, 0) = 1 − 21eiπ − 31ei0 = 0, entonces 1 ∈ RL
3 y, por tanto,

1 ≤ bL
3 . Finalmente, bL

3 = 1.

Proposición 50 Los ceros de L3(z) tienen sus partes reales densas en su

intervalo cŕıtico [aL
3 , bL

3 ].

Prueba. Para demostrar este resultado, utilizamos [46, Main Theorem]. Sea
g(z) := L3(z) · ez log 5 = ez log 5 − ez(log 2+log 5) + ez(log 3+log 5). Se observa que

{log 5, log 2+ log 5, log 3+ log 5} son linealmente independientes sobre Q. En
efecto, si a, b, c ∈ Z, entonces

a log 5 + b(log 2 + log 5) + c(log 3 + log 5) = 0

es equivalente a

(a + b + c) log 5 + b log 2 + c log 3 = 0

y, por el Lema 10, se concluye que a = b = c = 0.
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Vamos a comprobar si g(z) cumple la condición de [46, Main Theorem] y

tiene sus ceros cerca de cualquier recta paralela al eje imaginario dentro de
la banda cŕıtica, es decir,

1 ≤ eσ log 2 + eσ log 3, (3.2)

eσ log 2 ≤ 1 + eσ log 3, (3.3)

eσ log 3 ≤ 1 + eσ log 2, (3.4)

para todo σ en la banda cŕıtica. Las desigualdades (3.2) y (3.4) se cumplen
para todo σ dentro de la banda cŕıtica, porque aL

3 = aL
3,1 y bL

3 = bL
3,1. Por otro

lado, (3.3) se cumple para todo real σ. Obtenemos entonces el resultado que
queremos.

En la terminoloǵıa de las cuerdas fractales, la proposición anterior se

puede traducir en los términos siguientes: el conjunto de las dimensiones de
fractalidad de la 2-3 cuerda de factores de escala 1

2 y 1
3 coincide en su conjunto

con el intervalo [aL
3 , bL

3 ].
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Figura 4.1: ceros de L3(z)
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4.3.4. Los casos n = 4 y n = 5.

Con la función completamente multiplicativa de Liouville se puede de-

mostrar que L2(z) y L3(z) son Bohr-equivalentes a G2(z) y G3(z). Como
muestra el siguiente resultado, no podemos utilizar la Proposition 33 para
demostrar, por ejemplo, que L4(z) es Bohr-equivalente a G4(z).

Proposición 51 Para n ≥ 4, las funciones Ln(z) y Gn(z) no son Bohr-
equivalentes.

Prueba. Podemos ver que

Ln(z) =
n

∑

k=0

bke
(log k)z y Gn(z) =

n
∑

k=0

ake
(log k)z,

con b0 = a0 = 1 y bk = −1, ak = 1 para k = 1, 2, ..., n.

Dado n ≥ 4, suponemos,“by reductio ad absurdum”, que Ln(z) y Gn(z)
son Bohr-equivalentes. Entonces, existe una función completamente multi-

plicativa χ tal que, en particular, bk = χ(k)ak, para k = 0, ..., 4. Entonces,
teniendo en cuenta el valor de los coeficientes ak y bk, tenemos que χ(2) = −1
y χ(4) = −1. Pero la condición de ser completamente multiplicativa conduce

a
−1 = χ(4) = χ(2) · χ(2) = (−1) · (−1) = 1,

que es imposible.

Por eso, vamos a trabajar con el Teorema 45, por lo que es necesario

considerar lo siguiente

F L
4 : R × [0, 2π)2 → C,

(t, x1, x2) 2→ 1 − 2tex1i − 3tex2i − 4te2x1i,

y

F L
5 : R × [0, 2π)3 → C,

(t, x1, x2, x3) 2→ 1 − 2tex1i − 3tex2i − 4te2x1i − 5tex3i,

es decir, son las funciones que aparecen en el Teorema 45, aplicadas a las
funciones L4(z) y L5(z). Vamos a demostrar que las partes reales de los ceros

88



de L4(z) y L5(z) cumplen la propiedad de densidad en un intervalo ancho

donde las partes reales de sus ceros están colocadas.

Se puede observar que, utilizando la Proposición 48, obtenemos numéri-

camente los valores aL
4,1 ≈ −1,082131498 y aL

5,1 ≈ −1,234844354. Además,
los supremos se obtienen como soluciones de las ecuaciones 1+2x +3x = 4x y

1+2x+3x+4x = 5x, al conocer bL
4,1 y bL

5,1, es decir, aproximadamente 1,7305074
y 2,4260127. En efecto, como bL

4,1 ∈ RL
4 y bL

5,1 ∈ RL
5 (porque F L

4 (bL
4,1, π, π) = 0

y F L
5 (bL

5,1, π, π, π) = 0), entonces bL
4,1 ≤ bL

4 y bL
5,1 ≤ bL

5 . Además, teniendo en

cuenta la Proposición 49, se obtiene que bL
4 ≤ bL

4,1 y bL
5 ≤ bL

5,1.

Ahora, demostramos el resultado siguiente:

Teorema 52 [13, Theorem 3.1] La proyección de los ceros de L4(z) es densa

en su intervalo cŕıtico [aL
4 , bL

4 ].

Prueba. Consideramos la función

fL
4 : R × [0, 2π) → C,

(t, x1) 2→ 1 − 2tex1i − 4te2x1i.

Podemos ver que, dado t real, x1 2→ fL
4 (t, x1) es una función continua.

Consideramos también la función distancia d(·, 0) y obtenemos algunas de-
sigualdades que necesitaremos para demostrar el resultado:

(i) Para todo real t, se satisface

d(fL
4 (t, 3π/2), 0) = |1 + i2t + 4t| =

√

(1 + 4t)2 + 4t =

√
42t + 3 · 4t + 1 > 3t,

es decir
d(fL

4 (t, 3π/2), 0)− 3t > 0 ∀t ∈ R. (3.5)

(ii) Tomando x1 = π, obtenemos también

d
(

fL
4 (t, π) , 0

)

= |1 + 2t − 4t|.

Por consiguiente,

d
(

fL
4 (t, π) , 0

)

< 3t
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si y sólo si

(1 + 2t − 4t)2 < 9t.

Ahora, como la ecuación (1 + 2t − 4t)2 − 9t = 0, que es equivalente a
(1 + 2t − 4t − 3t) · (1 + 2t − 4t + 3t) = 0, tiene dos ceros reales, t1 = 0 y

t2 = bL
4 ≈ 1,7305074, y (1 + 2t − 4t)2 − 9t < 0 si t ∈ (t1, t2), obtenemos

d
(

fL
4 (t, π) , 0

)

− 3t < 0 si t ∈ (t1, t2). (3.6)

(iii) Ahora, cogiendo x1 = 0, se satisface también

d
(

fL
4 (t, 0) , 0

)

= |1 − 2t − 4t|.

Por consiguiente,

d
(

fL
4 (t, 0) , 0

)

− 3t < 0

si y sólo si

(1 − 2t − 4t)2 − 9t < 0.

En este caso, (1− 2t − 4t)2 − 9t = (1− 2t − 4t − 3t) · (1− 2t − 4t +3t) se
anula por t3 = aL

4 ≈ −1,082131498 y t4 = 0. Como (1−2t−4t)2−9t < 0

en (t3, t4), se obtiene

d
(

fL
4 (t, 0) , 0

)

− 3t < 0 si t ∈ (t3, t4). (3.7)

Como conclusión, de (3.5) y (3.6), (3.7), y utilizando la continuidad de la

función distancia, para todo t, con t ∈ (t3, t2), existe xt
1 ∈ [0, 2π) tal que

d
(

fL
4

(

t, xt
1

)

, 0
)

− 3t = 0,

es decir,

fL
4

(

t, xt
1

)

= 3teiAt para algunos At ∈ [0, 2π).

Finalmente,

1 − 2text
1i − 3teiAt − 4te2xt

1i = 0,

o equivalentemente,
F L

4 (t, xt
1, At) = 0.
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Teniendo en cuenta el Teorema 45, tenemos la densidad de la proyección

de los ceros de L4(z) en el intervalo cŕıtico [aL
4 , bL

4 ], que es lo que queŕıamos
probar.

De la misma manera, podemos demostrar el resultado siguiente para el
caso n = 5:

Teorema 53 [13, Theorem 3.2] La proyección de los ceros de L5(z) es densa
en el intervalo

[aL
5 ;−0,851212)∪ (−0,563367; 2,3118).

Prueba. Si

fL
5 : R × [0, 2π)2 → C,

(t, x1, x2) 2→ 1 − 2tex1i − 3tex2i − 4te2x1i,

entonces, resolviendo numéricamente las ecuaciones obtenemos:

d(fL
5 (t, 3π

2 , 0), 0)− 5t = |1 + 3t + 4t + i2t|− 5t > 0 si t ∈ [aL
5 ; 2,133035);

d(fL
5 (t, 0, 0), 0)−5t = |1−2t−3t−4t|−5t > 0 si t ∈ (−0,851212; 2,3118);

d
(

fL
5 (t, 0, 0) , 0

)

−5t = |1−2t−3t−4t|−5t < 0 si t ∈ (aL
5 ;−0,851212);

d
(

fL
5 (t, 0, π) , 0

)

−5t = |1−2t +3t−4t|−5t < 0 si t ∈ (−0,563367; bL
5 ].

Entonces, utilizando la continuidad de la función distancia, para todo t, con

t ∈ [aL
5 ;−0,851212) ∪ (−0,563367; 2,3118), existe xt

1, x
t
2 ∈ [0, 2π) tal que

d
(

fL
5

(

t, xt
1, x

t
2

)

, 0
)

− 5t = 0,

es decir,
fL

5

(

t, xt
1, x

t
2

)

= 5teiBt para alguno Bt ∈ [0, 2π),

y entonces
1 − 2text

1i − 3text
2i − 4te2xt

1i − 5teiBt = 0,

o de forma equivalente
F L

5 (t, xt
1, x

t
2, Bt) = 0.

Teniendo en cuenta el Teorema 45, obtenemos lo que queŕıamos.
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4.3.5. El caso general.

Vamos a estudiar algunas propiedades del caso general relacionadas con

el Teorema 45.

Teorema 54 Sea z0 := t0 + iy0 un cero de Ln(z). Entonces, considerando

x = y0p, se cumple que F L
n (t0,x) = 0, donde p = (log 2, log 3, . . . , log pkn).

Prueba. Si z0 := t0 + iy0 es un cero de Ln(z), entonces

1 − 2t02iy0 − 3t03iy0 − · · ·− nt0niy0 = 0.

Vamos a demostrar que existen x1, x2, . . . , xkn tales que

F L
n (t0, x1, x2, . . . , xkn) = 0,

donde kn es el número de primos menores o iguales a n. En efecto, si tomamos

x1 = y0 · log 2,

x2 = y0 · log 3,

x3 = y0 · log 5,

· · · · · ·
xkn−1 = y0 · log pkn−1,

xkn = y0 · log pkn,

entonces

F L
n (t0, x1, x2, . . . , xkn) = 1 − 2t02iy0 − 3t03iy0 − · · ·− nt0niy0 = 0,

y por el Teorema 45, t0 ∈ RL
n .

Ahora vamos a generalizar el teorema utilizando el lema siguiente (pode-

mos observar que un cero de Ln(z) cumple la condición del lema).

Notación 55 Sea L∗
n(z) := Ln(z) + pz

kn
, con pkn siendo el mayor primo

menor o igual que n.

Lema 15 [13, Proposition 4.3] Sea t0 ∈ R tal que existe y0 ∈ R tal que

|L∗
n(t0 + iy0)| = pt0

kn
.

Entonces, t0 ∈ RL
n , es decir, F L

n (t0,x) = 0 para alguno x.
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Prueba. Se considera la función

fL
n (t0, x1, x2, . . . , xkn−1) = 1 −

n
∑

m=2,m*=pkn

mte<cm,(x1,...,xkn−1)>i.

Si t0 y y0 satisfacen

|L∗
n(t0 + iy0)| = pt0

kn
,

tomando

x1 = y0 · log 2

x2 = y0 · log 3

x3 = y0 · log 5

· · · · · ·
xkn−1 = y0 · log pkn−1,

obtenemos

|fL
n (t0, x1, x2, . . . , xkn−1)| = |1 − 2t02iy0 − 3t03iy0 − · · ·− nt0niy0 + pt0

kn
piy0

kn
| =

|L∗
n(t0 + iy0)| = pt0

kn
,

es decir,

fL
n (t0, x1, x2, . . . , xkn−1) = pt0

kn
eiAt0 , para algún At0 ∈ [0, 2π).

Luego, tomando xkn = At0 , tenemos

F L
n (t0, x1, x2, . . . , xkn) = 0,

y, por tanto, t0 ∈ RL
n .

El rećıproco del lema anterior también es cierto.

Lema 16 [13, Proposition 4.4] Dado t0 ∈ RL
n , existe λ ∈ R tal que

|L∗
n(t0 + iλ)| = pt0

kn
.

Prueba. Si t0 ∈ RL
n , existe una sucesión de ceros (sm = σm + itm)m=1,2,... de

Ln(z) tal que

t0 = ĺım
m→∞

σm.
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Teniendo en cuenta la definición de L∗
n(z), cada cero sm de Ln(z) satisface

L∗
n(sm) = psm

kn
. Para cada m = 1, 2, . . ., tenemos

∣

∣1 − 2σm+itm − 3σm+itm − · · ·− pσm+itm
kn−1 − · · ·− nσm+itm

∣

∣ = pσm

kn
. (3.8)

Se puede observar que la sucesión (eitm)m=1,2,... está acotada, entonces se

puede encontrar una subsucesión (e
itmj )j=1,2,... tal que

ĺım
j→∞

e
itmj

= eiλ, para algúnλ ∈ [0, 2π) .

Considerando la igualdad (3.8) para mj, j = 1, 2, . . ., y tomando j → ∞,
tenemos

∣

∣1 + 2t0eiλ log 2 + 3t0eiλ log 3 + ... + pt0
kn−1e

iλ log pkn−1 + ... + nt0eiλ log n
∣

∣ = pt0
kn

,

o de manera equivalente

|L∗
n(t0 + iλ)| = pt0

kn
.

En consecuencia, hemos demostrado el siguiente resultado que caracteriza

los puntos del conjunto RL
n :

Teorema 56 [13, Theorem 4.5] Un número real σ pertenece a

RL
n ≡ {Re z : Ln(z) = 0}

si, y sólo si, la curva de nivel |L∗
n(z)| = pσ

kn
corta a la recta vertical x = σ.

Ahora, vamos a demostrar el teorema siguiente que nos permite determi-
nar algunos puntos del conjunto RL

n .

Teorema 57 [13, Corollary 4.6] Sea n ∈ N, con n ≥ 4, y sea z0 un cero de
L∗

n(z) con Re z ≥ 0. Entonces podemos obtener ε > 0 tal que

(Re(z0) − ε, Re(z0) + ε) ⊂ RL
n .
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Prueba. Sea z0 := t0 + iy0 un cero de L∗
n(z), con t0 ≥ 0, es decir,

1 − 2t02iy0 − 3t03iy0 − · · ·− nt0niy0 + pt0
kn

piy0

kn
= 0.

Se considera la función

fL
n (t0, x1, x2, . . . , xkn−1) = 1 −

n
∑

m=2,m*=pkn

mte<cm,(x1,...,xkn−1)>i.

Se puede observar que si tomamos x1 = x2 = · · · = xkn−1 = 0, entonces

|fL
n (t0, x1, x2, . . . , xkn−1)| = |1−2t0−· · ·−nt0+pt0

kn
| = |−r2−3t0−· · ·−nt0+pt0

kn
|,

donde r ∈ R es tal que 1−2t0 = −r2 (hay que recordar que t0 ≥ 0). Entonces,

|fL
n (t0, 0, 0, . . . , 0)| = |r2 + 3t0 + · · · + nt0 − pt0

kn
| > pt0

kn
.

Por otro lado, tomando

x1 = y0 · log 2,

x2 = y0 · log 3,

x3 = y0 · log 5,

· · · · · ·
xkn−1 = y0 · log pkn−1,

xkn = y0 · log pkn,

se tiene que
F L

n (t0, x1, x2, . . . , xkn) =

1 − 2t0eix1 − 3t0eix2 − · · ·− pt0
kn

eixkn − · · ·− nt0e<cn·(x1,...,xkn)>i =

1 − 2t02iy0 − 3t03iy0 − · · ·− pt0
kn

eix
t0
kn − · · ·− nt0niy0 + pt0

kn
piy0

kn
= −pt0

kn
eixkn .

Eso nos lleva a

fL
n (t0, x1, x2, . . . , xkn−1) = F L

n (t0, x1, x2, . . . , xkn) + pt0
kn

eixkn = 0.

Usando la continuidad, podemos decir que existe (xt0
1 , . . . , xt0

kn−1) ∈ Rkn−1

tal que
∣

∣fL
n (t0, x

t0
1 , xt0

2 , . . . , xt0
kn−1)

∣

∣ = pt0
kn

,
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es decir,

fL
n (t0, x

t0
1 , xt0

2 , . . . , xt0
kn−1) = pt0

kn
eiAt0 , para algún At0 ∈ [0, 2π).

Ahora, tomando x′
kn

= At0 , obtenemos

F L
n (t0, x

′
1, x

′
2, . . . , x

′
kn

, x′
kn+1) = fL

n (t0, x
′
1, x

′
2, . . . , x

′
kn−1) − pt0

kn
eix′

kn =

pt0
kn

eiAt0 − pt0
kn

eiAt0 = 0,

y, en consecuencia, t0 ∈ RL
n .

Proposición 58 [13, Corollary 4.7] Sea n ∈ N, con n ≥ 2. Sean aL
n,1 la única

solución de Ln(x) = 0 y D el conjunto de las soluciones de la ecuación

−1 + 2x + · · ·+ (pkn − 1)x − px
kn

+ (pkn + 1)x + · · · + nx = 0.

Entonces aL
n,1 pertenece RL

n y d es un elemento de RL
n , para todo d ∈ D.

Prueba.

Sabemos ya que la función Ln(x) tiene un único cero, que notamos por
aL

n,1.

Por otro lado, el número de ceros de la función

g(x) := −1 + 2x + · · · + (pkn − 1)x − px
kn

+ (pkn + 1)x + · · ·+ nx

depende del valor de n. En efecto:

Si n no es un número primo, entonces la derivada de g(x) viene dada por

2x log 2+· · ·+(pkn−1)x log (pkn − 1)−px
kn

log pkn+(pkn+1)x log (pkn + 1)
+ · · · + nx log n, que es estrictamente positiva y, entonces, g(x) es es-

trictamente creciente.

Como hemos hecho antes, teniendo en cuenta que g(x) → +∞ cuando
x → +∞ y g(x) → −1 cuando x → −∞, entonces g(x) tiene un único

cero.

Si n es un número primo, entonces g(x) → −∞ cuando x → +∞ y
g(x) → −1 cuando x → −∞. Además, g′(x) puede tomar el valor 0 y,
entonces, la función g(x) no es monótona.
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Notamos por D el conjunto de las soluciones de g(x) = 0.

Ahora podemos observar que aL
n,1 y los puntos de D cumplen L∗

n(x) =
px

kn
y −L∗

n(x) = px
kn

respectivamente, es decir, |L∗
n(x)| = px

kn
. Aplicando el

Teorema 56, se obtiene el resultado.

Remark 3 Dado n ≥ 2, el valor aL
n,1 coincide con aL

n = ı́nf{x ∈ R : Ln(x +

iy) = 0, para algún y ∈ R} (véase la Proposición 48). Entonces, la proposi-
ción anterior demuestra parcialmente la conjetura que M. Lapidus y M. Van

Frankenhuysen formularon en [31, p.68] usando experimentos numéricos para
n = 4.

4.4. Aplicaciones a otras cuerdas non-lattice.

4.4.1. La cuerda de oro.

Una de las cuerdas non-lattice más sencillas es la cuerda de oro [31, p.50],
con factores de escala r1 = 1

2 y r2 = 1
2φ , donde φ es el número aúreo dado

por

φ =
1 +

√
5

2
.

Ahora, sea GS(z) la función entera 1−2z−2φz, es decir, GS(z) = 1−ez log 2−
ez log 2φ

. Podemos observar que log 2 y log 2φ son linealmente independientes

sobre Q. En efecto, si a y b son números racionales distintos de 0, entonces

a log 2 + b log 2φ = a log 2 + b log
(

2
1
2 2

√
5

2

)

=

[

a +
b

2
+

b
√

5

2

]

log 2,

y a log 2+ b log 2φ es igual a 0 si, y solo si,
a

b
= −1 +

√
5

2
, lo que es imposible

porque el término de izquierda es racional y el de la derecha no lo es. Por tanto

a = b = 0 y como consecuencias log 2 y log 2φ son linealmente independientes
sobre Q.

Sea
[

aGS, bGS
]

la banda cŕıtica del polinomio exponencial GS(z) y con-
sideremos los números

xGS
0 := ı́nf

{

σ ∈ R : 1 ≤ 2σ + 2σφ
}
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y

xGS
1 := sup

{

σ ∈ R : 1 + 2σ ≥ 2σφ
}

.

Se tiene que xGS
0 < xGS

1 . Por otro lado, la relación entre el nuevo inter-

valo
[

xGS
0 , xGS

1

]

y el intervalo cŕıtico
[

aGS, bGS
]

viene dada en el siguiente
resultado.

Lema 17 Se verifica que
[

aGS, bGS
]

⊂
[

xGS
0 , xGS

1

]

.

Prueba. En primer lugar, vamos a probar que bGS ≤ xGS
1 . En efecto, como

bGS := sup {Re z : GS(z) = 0} ,

asumiendo que bGS > xGS
1 , existe w = r + is un cero de GS(z) con r > xGS

1 .

Entonces, de la definición de xGS
1 tenemos

1 + 2r < 2rφ. (4.1)

Por otro lado, como GS(w) = 0, podemos escribir

1 − 2w = 2wφ,

y tomando el módulo obtenemos

2rφ ≤ 1 + 2r,

lo que contradice (4.1).

Finalmente, tenemos lo que queŕıamos, es decir, bGS ≤ xGS
1 .

En segundo lugar, vamos a demostrar que aGS ≥ xGS
0 .

Si no fuese el caso, aGS < xGS
0 , y añadiendo el hecho que

aGS := ı́nf {Re z : GS(z) = 0} ,

existe v = t + iu un cero de GS(z) con t < xGS
0 . Entonces, de la definición

de xGS
0 , tenemos

1 > 2t + 2tφ. (4.2)

Ahora, como GS(v) = 0, se obtiene

2v + 2vφ = 1
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y tomando el módulo podemos escribir

1 =
∣

∣2v + 2vφ
∣

∣ ≤ 2t + 2tφ,

lo que contradice (4.6). Entonces aGS ≥ xGS
0 , y se llega a

[

aGS, bGS
]

⊂
[

xGS
0 , xGS

1

]

,

lo que demuestra el lemma.

Figura 4.2: ceros de GS(z)

Teorema 59 La proyección real de los ceros de GS(z) es densa en el inter-

valo [aGS, bGS].

Prueba. Hemos verificado ya que la función GS(z) = 1−ez log 2−ezφ log 2 tiene

sus frecuencias {log 2, log 2φ} linealmente independientes sobre los racionales.
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En lugar de utilizar [46, Main Theorem], consideramos

f(z) = GS(z) · ez log 3 = ez log 3 − ez(log 2+log 3) − ez(log 2φ+log 3).

Se puede observar que

{1, log 3, log 2 + log 3, log 2φ + log 3}

son linealmente independientes sobre Q y las funciones GS(z) y f(z) tienen

el mismo conjunto de ceros. Entonces, se puede utilizar [46, Main Theorem]
y obtener, para σ ∈ R, las desigualdes

1 ≤ eσ log 2 + eσ log 2φ

, (4.3)

eσ log 2φ ≤ 1 + eσ log 2 (4.4)

y
eσ log 2φ ≤ 1 + eσ log 2. (4.5)

Ahora, teniendo en cuenta el anterior lemma, las desigualdes (4.3) y (4.5)
se cumplen para todo σ, con σ + it en la banda cŕıtica. Además, (4.4) se

cumple para todo real σ. En consecuencia, la condición para GS(z) (que es
la misma para f(z)) de tener ceros cerca de cualquier recta paralela al eje
imaginario dentro de la banda critica se cumple y tenemos lo que queŕıamos.

4.4.2. La cuerda de oro+

Ahora vamos a considerar la cuerda de oro+, la cual se define como una

cuerda non lattice y no genérica con factores de escala
1

2
,

1

2φ
y

1

22
(véase [31,

p. 71]). Entonces, tenemos

GS+(z) = 1 − 2z − 2φz − 22z.

Para este caso, como las frecuencias no son linealmente independientes
sobre l0s racionales, utilizaremos el Teorema 45 para hallar intervalos de

densidad. En concreto, vamos a utilizar las ideas empleadas para la función
L4(z).
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Sea

FGS+
: R × [0, 2π)2 → C

(t, x1, x2) 2→ 1 − 2tex1i − 2φtex2i − 4te2x1i

la función que aparece en el Teorema 45, pero que ajustamos a la función
GS+(z).

Sea
[

aGS+ , bGS+
]

la banda cŕıtica del polinomio exponencial GS+(z) y
consideramos los números

xGS+

0 := ı́nf
{

σ ∈ R : 1 ≤ 2σ + 2σφ + 22σ
}

y
xGS+

1 := sup
{

σ ∈ R : 1 + 2σ + 2σφ ≥ 22σ
}

.

Lema 18 Se cumplen aGS+ = xGS+

0 y bGS+ = xGS+

1 .

Prueba. En primer lugar demostraremos que bGS+ ≤ xGS+

1 . En efecto, si
z = x + iy, con x > xGS+

1 , entonces

22x > 1 + 2x + 2φx ≥
∣

∣1 + 2z + 2φz
∣

∣

lo que nos dice que GS+(z) &= 0 para x > xGS+

1 y obtenemos el resultado

deseado.

Por otro lado, podemos observar que

FGS+
(xGS+

1 , π, π) = 1 + 2σ + 2σφ − 22σ = 0,

es decir, xGS+

1 es un punto del conjunto formado por la clausura de las partes
reales de los ceros de GS+(z), lo que implica xGS+

1 ≤ bGS+ .

Ahora vamos a probar que aGS+ ≥ xGS+

0 . De lo contrario, aGS+ < xGS+

0 ,
y considerando

aGS+ := ı́nf {Re z : GS+(z) = 0} ,

existe v = t + iu un cero de GS+(z) con t < xGS+

0 . Entonces, de la definición
de xGS+

0 , tenemos
1 > 2t + 2tφ + 22t. (4.6)

Como GS+(v) = 0, tenemos

2v + 2vφ + 22v = 1

101



y tomando el módulo podemos escribir

1 =
∣

∣2v + 2vφ + 22v
∣

∣ ≤ 2t + 2tφ + 22t,

lo que contradice (4.6).

En conclusión, aGS+ ≥ xGS+

0 , como dijimos antes y, además, como
GS+(xGS+

0 + i0) = 0, deducimos que aGS+ ≤ xGS+

0 , lo que nos da el resultado.

Numéricamente, los ĺımites del intervalo cŕıtico vienen dados por

aGS+ = −1,074468745 y bGS+ = 1,780371302.
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Figura 4.3: ceros de GS+(z)

Teorema 60 [13, Theorem 5.2] Las partes reales de las dimensiones com-
plejas de la cuerda de oro+ son densas en su intervalo cŕıtico [aGS+ , bGS+ ].

Prueba. Como antes, sea

FGS+
: R × [0, 2π)2 → C

(t, x1, x2) 2→ 1 − 2tex1i − 2φtex2i − 4te2x1i

la función que aparece en el Teorema 45, ajustada a la función GS+(z).

Consideramos también a la función

fGS+
: R × [0, 2π) → C

(t, x1) 2→ 1 − 2tex1i − 4te2x1i.
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Tenemos las siguientes desigualdades:

(i) Para todo real t, se cumple

d(fGS+
(t, 3π/2), 0) = |1 + i2t + 4t| =

√

(1 + 4t)2 + 4t =

√
42t + 3 · 4t + 1 > 2φt,

es decir,

d(fGS+
(t, 3π/2), 0)− 2φt > 0 ∀t ∈ R. (4.7)

(ii) Tomando x1 = π, se cumple también que

d
(

fGS+
(t, π) , 0

)

= |1 + 2t − 4t|.

Lo que nos da

d
(

fGS+
(t, π) , 0

)

− 2φt < 0

si, y sólo si,

(1 + 2t − 4t)2 − 22φt < 0.

Como (1+2t − 4t)2 − 22φt = (1 +2t − 4t − 2φt) · (1+2t− 22t +2φt) tiene

dos ceros reales, t1 = 0 y t2 = bGS+. Como (1 + 2t − 4t)2 − 22φt < 0 si
t ∈ (t1, t2), obtenemos

d
(

fGS+
(t, π) , 0

)

− 2φt < 0 si t ∈ (t1, t2). (4.8)

(iii) Ahora, cogiendo x1 = 0, se cumple también que

d
(

fGS+
(t, 0) , 0

)

= |1 − 2t − 4t|.

Como consecuencia,

d
(

fGS+
(t, 0) , 0

)

− 2φt < 0

si, y sólo si,

(1 − 2t − 4t)2 − 22φt < 0.
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En este caso, se obtiene que

(1 − 2t − 4t)2 − 22φt = (1 − 2t − 4t − 2φt)(1 − 2t − 4t + 2φt)

que se anula para t3 = aGS+ y t4 = 0.

Por consiguiente, como (1− 2t − 4t)2 − 22φt < 0 si t ∈ (t3, t4), se puede

escribir que

d
(

fGS+
(t, 0) , 0

)

− 2φt < 0 si t ∈ (t3, t4), (4.9)

es decir, t ∈ (aGS+, 0).

Ahora, utilizando (4.7), (4.8) y (4.9), y la continuidad de la función dis-

tancia, para todo t, con t ∈ (aGS+, bGS+), existe xt
1 ∈ [0, 2π) tal que

d
(

fGS+

(

t, xt
1

)

, 0
)

− 2φt = 0,

lo que significa que

fGS+

(

t, xt
1

)

= 2φteiAt para alguno At ∈ [0, 2π).

Finalmente
1 − 2text

1i − 2φteiAt − 4te2xt
1i = 0,

que es equivalente
FGS+

(t, xt
1, At) = 0.

Teniendo en cuenta el Teorema 45, podemos decir que hay densidad de la
proyección de los ceros de GS+(z) en [aGS+, bGS+], como hemos dicho antes.

4.4.3. La cuerda de Bessel.

Finalizamos considerando la cuerda de Bessel, definida como la cuerda no

genérica non-lattice con factores de escala
1

2
y

1

2α
, donde α es el número real

positivo con la fracción continua [[1, 2, 3, 4, . . .]] (véase [31, p. 104]). Entonces,

tenemos
Be(z) = 1 − 2z − 2αz.
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Podemos observar que α no es un número racional, porque la fracción

continua que lo representa no es finita.

Como la cuerda de Bessel es similar a la de oro, los argumentos que

utilizaremos serán análogos.

En primer lugar, demostramos que log 2 y log 2α son linealmente inde-

pendientes sobre Q. En efecto, si a y b son números racionales distintos de
0, entonces

a log 2 + b log 2α = a log 2 + bα log 2 = [a + bα] log 2.

Obtenemos que a log 2 + b log 2α es igual a 0 si, y sólo si,
a

b
= −α, lo que no

es posible porque el término de la izquierda es racional y el de la derecha no
lo es. Entonces, a = b = 0 y log 2 y log 2α son linealmente independientes

sobre Q.

En segundo lugar, repitiendo verbatim el argumento del caso de la cuerda

de oro, tenemos el lema siguiente:

Lema 19 Se cumple que
[

aBe, bBe
]

⊂
[

xBe
0 , xBe

1

]

,

donde
[

aBe, bBe
]

es la banda cŕıtica de Be(z), siendo

xBe
0 := ı́nf {σ ∈ R : 1 ≤ 2σ + 2σα}

y

xBe
1 := sup {σ ∈ R : 1 + 2σ ≥ 2σα} .

Finalmente, podemos de nuevo demostrar el resultado de densidad de las
partes reales en toda la banda cŕıtica de Be(z) repitiendo el argumento del

Teorema 59:

Teorema 61 La proyección real de los ceros de Be(z) es densa en su banda

cŕıtica [aBe, bBe].

Recordamos que, en la terminoloǵıa de las cuerdas fractales, todo lo que

hemos puesto en esta sección es equivalente a decir que el conjunto de las
dimensiones de fractalidad de las cuerdas de oro, de oro+ y de Bessel coincide
enteramente con sus intervalos cŕıticos.
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Caṕıtulo 5

Estabilidad de ecuaciones en
diferencias de tipo neutro.

Sumario. En este caṕıtulo, utilizando el hecho que las sumas par-

ciales de la zeta de Riemann son funciones media-periódicas, las rela-
cionamos con las ecuaciones en diferencias de tipo neutro y estudi-

amos sus estabilidad. Además, utilizando los resultados del tercer
caṕıtulo, mostramos cómo se puede construir de forma expĺıcita una
ecuación diferencial inestable y se construyen clases de equivalen-

cia de tales ecuaciones diferenciales. Terminamos con un problema
abierto y una posible relación entre ecuación funcional, ecuaciones

en diferencias y polinomios de Dirichlet.

Abstract. In this chapter, using the fact that the partial sums of
the Riemann zeta are mean-periodic functions, we relate them to

the difference equations of neutral type and study their stability.
Furthermore, using the results from the third chapter, we present a

explicitly method to construct an unstable differential equation and
equivalence classes of such differential equations. We finish with an
open problem and a possible relationship between functional equa-

tion, difference equations and Dirichlet polynomials.
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5.1. Introducción

En los caṕıtulos anteriores se han utilizado las distintas propiedades de
una clase de aproximaciones de la zeta de Riemann, como son las sumas
parciales. En particular, se ha trabajado con Gn(z) = ζn(−z).

En el primer caṕıtulo se empleó el hecho de que es una función entera de
clase C. Luego, en el segundo, hemos utilizado, entre otros, el hecho de que

sea una función anaĺıtica casi-periódica en el sentido de Bohr. En el tercero
y cuarto, hemos subrayado que pertenecen a una subfamilia de polinomios

exponenciales, que son los polinomios de Dirichlet.

Finalmente, en este último caṕıtulo, como Gn(z) es también una función

media-periódica en el sentido de L. Schwartz [53] o de J. P. Kahane [25],
vamos a poner en relieve que, siendo un polinomio de Dirichlet, se puede ver

también como el polinomio caracteŕıstico de una ecuación en diferencias de
tipo neutro.

Como vimos en el primer caṕıtulo, los ceros de Gn(z) están colocados
cerca del eje imaginario (eso viene de que Gn(iz) = Hn(z) y que Hn(z) es

una función entera de clase C). Si consideramos Gn(z), con n pequeño (es decir
con una gran presencia de primos), la distribución de los ceros parece caótica,
pero si n es grande (por ejemplo n ≥ 70) vemos aparecer un cierto orden con

una extraña estructura respecto a los ceros en el plano complejo. Parece que
la presencia de las combinaciones lineales de los primos pusiera una cierta

estructura en la distribución de los ceros. Veremos que, en el lenguaje de la
teoŕıa de la estabilidad, es como si pasaŕıamos de una fuerte inestabilidad

hacia una fuerte estabilidad de los ceros de un cierto polinomio caracteŕıstico
de una ecuación en diferencias de tipo neutro.

Quise poner en relieve el efecto de la presencia de las combinaciones lin-
eales de los logaritmos (es decir, sumas parciales con frecuencias linealmente
dependientes) y en las siguientes figuras, obtenidas con el programa Maple,

aparece la forma tan especial de la distribución de los ceros cuando se añaden
valores de n que no son primos.
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Figura 5.1: ceros de G3(z)
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Figura 5.2: ceros de G70(z) con frecuencias independientes

Figura 5.3: ceros de G70(z) sumando los números no primos de 6 à 26
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Figura 5.4: ceros de G70(z) sumando los números no primos de 6 à 42
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Figura 5.5: ceros de G70(z) sumando los números no primos de 6 à 70

Figura 5.6: ceros de G70(z) sumando quitando todos los primos de 2 hasta
67
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Podŕıamos clasificar los ceros en dos categoŕıas:

(a) Los que están dentro de una banda situada en un entorno de la recta

Re(z) =
1

2
o −1

2
en el caso de Gn(z) (esto no sorprende si pensamos

en la hipótesis de Riemann).

(b) Unos ceros que se alejan de esta banda formando una curva de tipo
“logaritmo”.

¿Cómo se interpreta tal distribución?

Mi meta era contestar a la pregunta anterior y, como Gn(z) pertenece a la

familia de los polinomios exponenciales, empecé a buscar en esta dirección.

Son muchos los art́ıculos que mencionan esta rara repartición, podemos

citar, por ejemplo a Borwein en [9].

Descubŕı un articulo de Allan M. Krall [28] que menciona unos resultados

sobre la distribución de los ceros de polinomios exponenciales y, en particular,
los trabajos de Bellman y Cooke [10] y los de Pontrjagin [50].

El estudio de los ceros de polinomios exponenciales ha sido considerado de
forma intensa en los campos de análisis complejo, teoŕıa de números, teoŕıa

de control, ecuaciones diferenciales (parciales o en diferencias) y teoŕıa de la
estabilidad.

El estudio de los ceros de Gn(z) empezó porque se queŕıa comprender
la distribución de átomos de hidrógeno de un combustible. Sabiendo que

las ecuaciones en diferencias se utilizan en la ingeniera eléctrica, ingeniera
mecánica y modelos de combustión [47], el origen del estudio de Gn(z) no

es sorprendente. Los que algunos llaman polinomios exponenciales, otros,
como los de la teoŕıa de la estabilidad o de teoŕıa de control, les llaman
casi-polinomios y cada campo ha hecho, con su vocabulario relacionado a

sus propios problemas, descubrimientos similares o que pueden servir de her-
ramienta los unos a los otros.

En este caṕıtulo trataré de los siguientes puntos:

(1) A través del análisis complejo, veremos que las funciones enteras del
tipo Gn(z) cumplen unos requisitos que las relacionan con ciertas ecua-
ciones diferenciales.
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(2) Con la noción de estabilidad asociada a la teoŕıa de las ecuaciones

diferenciales, y con lo que se sabe sobre la distribución de los ceros de
Gn(z), veremos que las ecuaciones diferenciales que tienen a Gn(z) co-
mo polinomio caracteŕıstico son inestables. Acabaremos este utilizando

la Bohr-equivalencia para crear clases de equivalencia de ecuaciones
diferenciales inestables y con algunas preguntas relacionadas con este

tema y que podŕıan ser objetos de futuras investigaciones.

En este caṕıtulo, no damos una respuesta a la pregunta sobre la repar-

tición de los ceros pero se propone un ángulo de ataque a este problema.
Esperamos poder dar una solución completa en futuras investigaciones.
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5.2. La función Gn(z) como función media-

periódica y su relación con las ecuaciones

diferenciales

La teoŕıa de funciones media-periódicas partió de un trabajo de Delsarte

en 1935. Su importancia, aparte del hecho de que se relaciona con la teoŕıa de
las ecuaciones de convolución, viene de que las funciones media-periódicas se
encuentran en la confluencia de numerosas ramas matemáticas como, entre

otras, análisis armónico, series de Fourier, y, en nuestro caso, las funciones
casi-periódicas.

En primer lugar, voy a recordar algunas definiciones y propiedades de
las funciones media-periódicas y luego las relacionaré con las funciones casi-

periódicas y veremos que Gn(z) = 1 + 2z + ... + nz se puede ver como una
función media-periódica.

Lo que sigue se puede encontrar en [25, Lecture 1].

Se considera f(x) como una función periódica de peŕıodo a, definida en
R que satisface la ecuación f(x) = f(x − a) = 0. Esto se puede escribir

∫

f(x − y) dµ(y) = 0 (5.1)

donde dµ(x) es una medida que se escribe como diferencia entre las medidas
de Dirac en 0 y a. Vamos entonces a considerar funciones continuas con

valores complejos que cumplen la igualdad (5.1).

Definición 24 Se dice de una función que es mean-periódica si es una solu-
ción continua con valores complejos de una ecuación del tipo (5.1).

Notamos por C el espacio vectorial topológico de las funciones continuas

con valores complejos con la topológia de la convergencia compacta. Las solu-
ciones de (5.1) forman, entonces, un subconjunto cerrado de C. Exponemos

ahora el resultado principal de este párrafo que relaciona los polinomios ex-
ponenciales con las funciones media-periódicas. Se puede ver, además, como
una caracterización de tales funciones.

115



Definición 25 [25, Def. 2, p. 4, Lecture 1] Las funciones media-periódicas

son ĺımites en C de combinaciones lineales de polinomios exponenciales que
son ortogonales con respecto a medidas de soporte compacto.

Se puede encontrar el mismo resultado, pero escrito de forma distinta,
en [62, Th. 1 p. 269], donde se expone que los polinomios exponenciales son

t́ıpicas funciones media-periódicas.

Podemos entonces escribir el resultado inmediato siguiente:

Proposición 62 La función Gn(z) =
∑n

k=1 ez lnk es una función media-
periódica.

Hubiéramos podido presentarlo de otra forma utilizando lo que sabemos
de la función Gn(z), es decir, que es una función casi-periódica y utilizar

la relación que hay entre las funciones casi-periódicas y media-periódicas.
Antes de escribir esta relación tenemos que recordar varias definiciones de la

casi-periodicidad.

Definición 26 [25, p. 42]

(1) Definición de Bohr.

Sea ε > 0, se dice que τ es un casi-peŕıodo de f ∈ C si |fτ − f | < ε.

Una función es casi-periódica en el sentido de Bohr, si para todo ε > 0,
los casi-peŕıodos de f forman un conjunto relativamente denso, lo que

es equivalente a que f sea ĺımite uniforme en R de una progresión de
polinomios trigonométricos

∑

aneiλnx con las frecuencias λn reales.

(2) Definición de Besicovitch.

Una función acotada f ∈ C es casi-periódica si pertenece al subconjunto
cerrado generado por {eiλx}, con λ ∈ R. La clausura depende de la

métrica D(f) = ĺım sup
T→∞

1

2T

∫ T

−T

|f(x)|2dx.

Besicovitch demostró que si
∑

|a(λ)|2 < ∞, entonces existe una fun-
ción f que se puede escribir de la forma

∑

a(λ)eixλ.
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(3) Definición de Schwartz.

Se considera el conjunto B de las funciones de clase C∞ cuyas derivas
están acotadas. Una función f ∈ B es B-casi-periódica (notado B.A.P )
si el conjunto de sus traslaciones forma un conjunto relativo compacto

en B. Estas funciones f ∈ B son casi-periódicas en el sentido de Bohr
como también sus derivadas.

Notaremos M.P el conjunto de las funciones media-periódicas. Podemos,
entonces, enunciar el resultado que relaciona las funciones media-periódicas

con las casi-periódicas:

Teorema 63 [25, Lecture 1, Theorem p. 42]

M.P ∩ B = M.P ∩ B.A.P.

Como hemos visto en los caṕıtulos anteriores, la función Gn(z) cumple

todas las condiciones. Podemos verla, pues, como una función media-periódi-
ca.

En su famoso art́ıculo (donde expone una conjetura sobre el cociente de
polinomios exponenciales), Shapiro [55], pone en relieve la relación que hay

entre funciones media-periódicas y ecuaciones diferenciales.

Se introduce un operador de diferencias llamado T definido por:

Tf(z) =
n

∑

i=1

Pi(
d

dz
)f(z + αi),

donde los Pi(t) son polinomios con coeficientes complejos y los αi son números
complejos. En este art́ıculo [55], Shapiro busca a las funciones enteras que
cumplen la ecuación funcional homogénea

Tf = 0

y demuestra que estas funciones deben ser media-periódicas. No es sorpren-

dente, entonces, que las funciones del tipo Gn(z) =
n

∑

k=1

ez ln k tengan una

cierta relación con ecuaciones diferenciales.
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5.3. Ecuaciones en diferencias

En esta sección no vamos a desarrollar la inmensa teoŕıa de las ecuaciones
en diferencias. Pars más información se pueden consultar [10], [35], [29], [61]
y [22].

Vamos a presentar lo que son ecuaciones en diferencias y sus relaciones con
los polinomios de Dirichlet, llamados “polinomios caracteŕısticos”, o también

quasipolinomios [10]. Damos, en primer lugar, la definición de una ecuación
en diferencias.

Definición 27 Una ecuación en diferencias es una ecuación diferencial de
la forma

dx(t)

dt
= A0x(t) +

n
∑

i=1

Aix(t − τi), (5.2)

donde x(t) se llama variable de estado de dimensión n y Ai, i = 0, ..., n
es una matriz cuadrada de dimensión n con coeficientes reales. Los τi son

números reales estrictamente positivos llamados retardos.

Definición 28 La ecuación caracteŕıstica de (5.2) viene dada por

f(s; τ1, ..., τn) := det
[

sI − A0 −
n

∑

i=1

Aie
−sτi

]

(5.3)

donde I es la matriz unidad.

Debido a la presencia de funciones exponenciales, estamos en presencia

de un quasipolinomio y la ecuación tiene una infinidad de ráıces llamadas
ráıces caracteŕısticas.

Para un conjunto de retardos dado, se dice que (5.2) es aśıntoticamente
estable (nosotros diremos simplemente estable) si, y solo, si todos los ceros del

polinomio caracteŕıstico están colocados en el semi-plano abierto izquierdo
del plano complejo. En el caso contrario se dice que es inestable.

En función de la distribución de los ceros (ráıces caracteŕısticas) del poli-
nomio caracteŕıstico, se pueden distinguir dos categoŕıas de ecuaciones en
diferencias. Las que son de tipo retardado o las que son de tipo neutro (véase
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[10]). Los ceros de las ecuaciones en diferencias de tipo neutro están repartidos

en bandas verticales y pueden tener partes reales positivas como negativas,
que es lo que nos interesa.

Con el propósito de entender mejor a estas ecuaciones diferenciales y
sus aplicaciones a la f́ısica, hay una amplia literatura sobre el estudio de la

distribución de los ceros de polinomios del tipo (5.3). Sin embargo, si los

retardos son linealmente dependientes y si el cociente
τj

τi
para i &= j no es

racional, poco se sabe en cuanto a esa distribución.

En [35] se estudia el comportamiento de los ceros de

H(λ) = 1 −
n

∑

j=1

aj e−λτj

con los τj ∈ R+, aj ∈ R para j = 1, ..., n.

En el plano complejo, la ecuación H(λ) = 0 es la ecuación caracteŕıstica

de la ecuación en diferencias

x(t) =
n

∑

j=1

aj x(t − τj),

la cual está relacionada con la ecuación en diferencias de tipo neutro

d

dt

(

x(t) −
n

∑

j=1

aj x(t − τj)
)

= b0 x(t) −
n

∑

j=1

bj x(t − τj),

siendo los bj reales para todo j = 1, ..., n.

Basándose en el art́ıculo de Avellar y Hale [2], los autores de [35] se
preguntan cómo se ve afectada la distribución de los ceros si se modifican

los retardos. Es decir, se estudian nuevos retardos de la forma τj + ε y hacen
tender ε hacia 0.

Los polinomios que estudiamos, es decir, Gn(z) son de la forma H(λ), con
los aj = −1 para todo j = 1, ..., n, y los τj = ln j. Podemos, entonces, decir

que Gn(z) es un polinomio caracteŕıstico de una ecuación en diferencias de
tipo neutro.

Son muchos los art́ıculos que hablan de tales ecuaciones diferenciales pero
debido al hecho de que los logaritmos son linealmente dependientes y el co-

ciente de
ln k

ln j
, para k &= j, muchas veces es irracional, no se ha encontrado
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todav́ıa un estudio completo de la distribución de los ceros de estos poli-

nomios de Dirichlet.

Pienso que la comprensión de la distribución de los ceros de las sumas

parciales de la zeta de Riemann podŕıa pasar por el uso de ecuaciones en
diferencias de tipo neutro utilizando como base al art́ıculo [35].

Se puede encontrar en [22, page 4] una forma distinta de introducir las
ecuaciones diferenciales. Los autores utilizan la noción de semi-grupos, op-

eradores lineales y espectro esencial. Es muy interesante ver cómo, a través
de métodos distintos, como por ejemplo, operadores compactos y radios del
espectro, los autores Hale y Verduyn Lunel [22, p.8-11] vuelven a presentar

resultados obtenidos con técnicas del análisis complejo.

5.4. Clases de equivalencia de ecuaciones en

diferencias con retardo de tipo neutro.

En este último párrafo vamos a utilizar los datos que tenemos sobre los
ceros de Gn(z) y que hemos expuesto en el Caṕıtulo 2 y los vamos a relacionar

con las ecuaciones diferenciales.

Sea SN la clase de todas las ecuaciones en diferencias de tipo neutro

estables. Tenemos un primer resultado.

Proposición 64 Sean E(n)(z) y F (n)(z) dos ecuaciones en diferencias de

tipo neutro cuyos polinomios caracteŕısticos respectivos son los polinomios de
Dirichlet Pn(z) y Qn(z). Si Pn(z) y Qn(z) son Bohr-equivalentes, entonces

tenemos la equivalencia siguiente

E(n)(z) ∈ SN ⇔ F (n)(z) ∈ SN .

Prueba. Teniendo en cuenta las propiedades de la Bohr-equivalencia, bas-
tará probar una implicación.

Como la ecuación diferencial E(n)(z) es estable, los ceros de su polinomio
(de Dirichlet) caracteŕıstico Pn(z) tienen todas sus partes reales en el semi-

plano abierto izquierdo del plano complejo. Sabemos que Qn(z), polinomio
caracteŕıstico de F (n)(z), es Bohr-equivalente a Pn(z), lo que implica que sus
ceros no pueden tener sus partes reales en el semi-plano abierto derecho del
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plano complejo y como consecuencia es un polinomio estable, lo que implica

que F (n)(z) también lo es.

Si notamos, ahora, Sc
N el conjunto de las ecuaciones en diferencias de tipo

neutro que son inestables y EGn el conjunto de las ecuaciones en diferencias

de tipo neutro que tienen al polinomio de Dirichlet Gn(z) =
n

∑

k=1

e(ln k)z como

polinomio caracteŕıstico, podemos escribir lo siguiente:

Teorema 65 EGn ⊂ Sc
N .

Prueba. G. Mora demostró en [41, th. 2 p. 6] que las sumas parciales de

la zeta de Riemann ζn(z) =
n

∑

k=1

1

kz
tienen infinitos ceros en cada semi-plano

{z; Re z < 0} y {z; Re z > 0}. Sabemos que Gn(z) = ζn(−z) para todo n > 2

y z ∈ C, lo que implica que Gn(z) es un polinomio de Dirichlet inestable.

Y de forma más general, si notamos BEGn el conjunto de todas las ecua-

ciones en diferencias de tipo neutro cuyo polinomio caracteŕıstico es Bohr-
equivalente a Gn(z), podemos escribir:

Corolario 6 BEGn ⊂ Sc
N .

Prueba. Es una aplicación directa del hecho que Gn(z) sea un polinomio de

Dirichlet inestable y de la proposición anterior.

Terminaré con dos preguntas que podŕıan dar ideas para futuros trabajos:

(a) ¿Se podŕıa explicar, con el uso de las ecuaciones en diferencias de tipo

neutro, la extraña distribución en el plano complejo de los ceros de
las sumas parciales de la zeta de Riemann como se puede ver en las
siguientes figuras?
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Figura 5.7: ceros de G80(z)

Figura 5.8: ceros de ζ70(z)
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(b) Hemos visto que las aproximaciones de la zeta de Riemann de la forma

Gn(z) = 1 + 2z + 3z + ... + nz tienen un papel importante en el estudio
directo de los ceros de la función zeta de Riemann, pero también que
son polinomios caracteŕısticos de ecuaciones funcionales del tipo F (z)+

F (2z) + ... + F (nz) = 0 o de ecuaciones en diferencias de tipo neutro.
¿Podŕıan ser la piedra angular entre estas teoŕıas? Es decir, ¿podŕıan

dar informaciones directas entre las soluciones de cada ecuación, formar
un puente entre las dos teoŕıas? Dicho de otra forma con un lenguaje

algebraico, ¿es conmutativo el siguiente diagrama?

Ecuaciones funcionales F(z)+...+F(nz)=0 Ecuaciones diferenciales en diferencias de tipo neutro

Polinomios de Dirichlet de tipo Gn(z)

?
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