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Summary and Conclusions

I will begin this thesis with a citation of Paul Erdds [15] regarding Paul
Thran:

”Probably the most important, most enduring and most original of Turan’s
results are his power sum method and its applications. |...] Their importance
first of all is that they lead to interesting deep problems of a completely new
type; they have quite unexpectedly surprising consequences in many branch-
es of mathematics - differential equations, numerical algebra, and various
branches of function theory.”

Indeed, we can say that the wide study on partial sums of Dirichlet series
began with the work of Tiran about the Riemann’s hypothesis (1859).

N
1
Paul Turan found a relation between the partial sums (y(z) = —
nZ
n=1
and the Riemann’s hypothesis. He said that the conjecture would be true if

it would be irélposible to find a zero of the partial sums in the open half-plane
Rez > 1+ —, for some ¢ > 0 [64, th. I, p. 4].

NLD
For more precision, if we consider A(n) the Liouville’s function defined as

(—1)%) where Q(n) is the number of prime factors of n taking into count

1
the multiplicity and if we consider the Riemann’s zeta function ((z) = —
nZ
n=1
we have -
3 Aln) _ ((22)
— o ((2)
for Rez > 1.

Moreover, if we write S(z) = Z)\(n), Pélya, in [49], conjectured that

n<x



for all z > 2, S(z) < 0 and it was proven that if the Pélya’s conjecture was
true this could imply the Riemann’s hypothesis.

In 1948, Turan made a similar conjecture: if the partial sums of the zeta

N
function, i. e., {n(z) = Zn‘z don’t have any zero with real part greater
n=1

A
than 1, then T'(z) = Zﬂ > 0, for z > 0. Turan proved that if this
n

n<w
result was also true, this could show that the Riemann’s hypothesis is true.
Nevertheless, in 1958 Haselgrove (see [24]) found a counter-example with
x = 906150257 such that S(z) = 1. This result implied the falseness of the
Polya’s conjecture and in the same article he showed that 7T'(x) is negative

for infinite values of z.

Thran gave a more precise result when he conjectured that zeros of the
partial sums, whose real parts are greater than 1+ N _%JFE, do not exist. This
result is false and it had been proved by H. Montgomery in 1983 (see [37]).

Paul Tuiran had high hopes in using the partial sums to prove the Rie-
mann’s hyphotesis. Nevertheless, this work was a precursor of many results
on the Dirichlet polynomials, especially those related to partial sums of the
Riemann zeta function. Amongst the long list of mathematicians who worked
on this, we can cite, for example, the articles of Robert Spira ([57], [58], [59]),
who began a precise study on the zeros of the partial sums of the Riemann
zeta function.

Like Turan in his famous article [64], Spira used the Bohr equivalence
as a tool. This will be dealt with in the second chapter. He exposed, as a
conjecture, in his article [58], the possibility that the real parts of the zeros
of the partial sums of the Riemann zeta function could be dense in some
intervals included in the critical strips of these Dirichlet polynomials (we will
talk about this case in the second chapter).

A partial answer to this conjecture was published by C. Moreno in [46],
“\ 1
where he showed the existence of density for the partial sums Z —, where
— Pk
k=1
pr are the n first prime numbers. In this article, Moreno, using a geometric
principle, talks about density showing that we can find zeros, in the critical

strip, close to each line that is perpendicular to the real axis.



Using this work as a basis, the paper [14] of our research group was
accepted in 2012 in the RACSAM journal. In this article, we showed that for

1
n prime, the partial sums (,(z) = Z = have simple zeros in their critical

k=1
strips and that the real projections of such zeros are dense in some intervals

which are situated in these critical strips.

During the research on the proof of such result, I found an article of
Balazard and Veldsquez-Castanion [3]. In the bibliography of this article, I
discovered the thesis of Veldasquez-Castanon ([67]) and it gave me the oppor-
tunity to develop an idea on oscillation of exponencial polynomials. In fact,
in this thesis I found articles of M. Lapidus et al. which deal with the relation
between exponential polynomials and fractal strings.

My idea was to use the results to answer our initial problem. But it turned
out that they had a similar problem to ours with their polynomials and they
could not prove certain results that they expressed with conjectures ([30, p
66]).

When we finally showed the main result, I reconsidered my above idea in
order to demonstrate these conjectures of Lapidus using the previous article
[14].

In collaboration with J. M. Sepulcre, we finally published the answers
to these conjectures in the Experimental Mathematics journal in 2014 (see

[13]).
However, while I was working on the Lapidus conjectures, I found that

several Dirichlet polynomials of a certain type shared the same property that
is to have zeros near each vertical line included in their critical strips.

I wondered if there was a way to transport this topological property and
if, in addition, one could state a method that would explicitly construct such
Dirichlet polynomials. I realized that the equivalence theorem of Bohr on
Dirichlet series could be the solution provided it could be applied to Dirichlet
polynomials and working with vertical strips instead of half-planes.

So, this thesis is presented in the following five chapters.
1. In the first one we will introduce the function
Hy(2) =1+2%+3% 4+ ... +n"”

3



as an approximation of the Riemann’s zeta function and we will focus on
one of its most important properties, which is to be an entire function
of exponential type of C class.

We will present, using the Levinson’s notion of distribution, a demon-
stration of the density of the zeros of such functions. This proof will be
different to the authors one (see cf [41]).

We will also give a formula of the distribution of zeros on the imaginary
axis (if they exist).

Then, we will show some results on the number of zeros in rectangles of
approximations of the Riemann’s zeta function and we will show how
the use of the function H,(z) gives us a precise formula on the number
of zeros in some specific rectangles.

. In the second chapter we will prove that for some particular approxi-
mations of the Riemann’s zeta functions, i. e., the partial sums, there
is density in the real parts of its simple zeros in some intervals of their
respective critical strips.

. In the third chapter, using arithmetic and completely multiplicative
functions, we offer a method to carry a topological property of the zeros
of some exponential polynomials named Dirichlet polynomials. We will
use the Bohr-equivalence theorem which is usually used for Dirichlet
series. We will show that we can use it for Dirichlet poynomials too
and we will obtain an explicit method to construct polynomials with
the desired property.

. In the fourth chapter we introduce the notion of nonlattice fractal
strings and then we prove the conjetures of Michel Lapidus and Machiel
van Frankenhuysen (see [30]), which have a relation with the density of
the real parts of the zeros of Dirichlet polynomials associated to such
strings.

. In the last chapter we will present some results on the relation between
Dirichlet polynomials and differential equations in differences of neutral
type. We will prove a result on unstability for such equations and using
the previous result we will create some equivalent classes of differential
equations with unstability:.



At the end of each chapter, we will present some open problems which
could be further developed in future research.



Introduccion

Empezaré este trabajo citando una frase de Paul Erdés [15] respecto a
Paul Ttran:

“Probably the most important, most enduring and most original of Turan’s
results are his power sum method and its applications. |...] Their importance
first of all is that they lead to interesting deep problems of a completely new
type; they have quite unexpectedly surprising consequences in many branch-
es of mathematics - differential equations, numerical algebra, and various
branches of function theory.”

En efecto, se puede decir que el extenso estudio que se hizo sobre las
sumas parciales de las series de Dirichlet tuvo su principio con el trabajo de
Thran sobre la conjetura que formulé B. Riemann en 1859 en [52] y que hoy
se llama la hipdtesis de Riemann.

Paul Turan encontré una relacién entre las sumas parciales (y(z) =
N

g — v la hipétesis de Riemann. El enunci6é que la conjetura seria cier-
n

n=1
ta si las sumas parciales no se anulan en el semiplano Rez > 1 + ﬁ, para

un cierto ¢ > 0 [64, th. I, p. 4].

Para ser més preciso, si consideramos A(n) la funcién de Liouville defini-
da como (—1)%™  donde Q(n) es el niimero total de factores primos de n

contados con multiplicidad, y si consideramos la funciéon zeta de Riemann
[o¢]

1
((z) = Z —, entonces tenemos que
n

n=1

A ¢(22)
e

para Rez > 1.



Ademés, si ponemos S(x) = Z A(n), Pdlya, en [49], conjetur6 que para
n<x
todo x > 2, S(x) < 0, y se demostré que la conjetura de Pdlya, si fuera

cierta, implicaria la hipétesis de Riemann.

En 1948 Thran hizo una conjetura similar: si las sumas parciales de la

funcién zeta de Riemann no tienen ceros, con Rez > 1, entonces T'(z) =

A(n
Z Q > 0, para z > 0. Turdn prob6 que este resultado, si fuera cierto,

n<x
demostraria la hipotesis de Riemann. Sin embargo, en 1958, Haselgrove, en

[24], encontré un contraejemplo con x = 906150257, para el cual S(z) = 1,
lo que implicaba que la conjetura de Pdlya era falsa y en ese mismo articulo
demostré que T'(x) es negativo para un nimero infinito de valores de z.

Ademas del resultado anterior, Tiran tenia otro mas preciso donde ex-
ponia que no existian ceros de las sumas parciales con partes reales mayores
que 1 —I—N_%JFE, con € > 0. Este resultado tampoco era cierto y lo demostré H.
L. Montgomery en 1983 en [37].

Paul Tturan puso mucha esperanza en el uso de las sumas parciales para
demostrar la hipdtesis de Riemann. Sin embargo, este trabajo fue precursor

de muchos resultados sobre los polinomios de Dirichlet, en particular sobre
o

1
las sumas parciales de la funcién zeta de Riemann E —. En la larga lista de
n
n=1
matematicos que se dedicaron al tema, podemos citar, entre otros, a Robert

Spira ([57], [58], [59]), quién empezé un estudio preciso de los ceros de las
sumas parciales.

Como Tiiran en su famoso articulo [64], Spira utilizd, como herramienta,
la equivalencia de Bohr, tema que se abordara en el segundo capitulo, y
menciond, como conjetura, en su articulo [58], la posibilidad de que las partes
reales de los ceros de las sumas parciales de la funcién zeta de Riemann sean
densas en intervalos incluidos en las bandas criticas de dichos polinomios de
Dirichlet (tema que se tratard en el capitulo dos).

Una respuesta parcial a esta conjetura fue publicada por C. Moreno en
n
1
[46], quien demuestra que hay densidad para las sumas parciales Z —,
k=1 4k
donde los pj, son los n primeros nimeros primos. En este articulo, Moreno, a

través de un principio geométrico, trata el tema de la densidad diciendo que



se pueden encontrar ceros en la banda critica, cerca de cada recta paralela al
eje imaginario.

Baséndose en este trabajo, se acept6 en 2012, en la RACSAM, el articulo

[14], en el cual nuestro grupo de trabajo demostré que, para n primo, las

sumas parciales (,(z) = E = tienen dentro de sus bandas criticas ceros

k=1
simples y que las proyecciones reales de estos ceros son densas en intervalos

incluidos en esas bandas criticas.

Mientras investigaba y buscaba la prueba de este resultado, encontré un
articulo de Balazard y Veldsquez-Castanon[3]. Estudiando los resultados co-
municados por los autores, descubri la tesis de Veldsquez-Castanon[67], lo
cual me permitié poner de relieve una idea que yo tenia sobre la oscilacion
de polinomios exponenciales. En efecto, leyendo capitulos de dicha tesis, y su
bibliografia, encontré articulos y libros escritos por M. Lapidus y sus coau-
tores. Me di cuenta que se relacionaban polinomios exponenciales (en realidad
un caso particular que son los polinomios de Dirichlet) con cuerdas fractales.

Mi idea, entonces, fue utilizar sus resultados para contestar a nuestro
problema inicial. Pero resulté que ellos también tenian un problema similar
al nuestro con sus polinomios y que no podian demostrar ciertos resultados
que finalmente expresaron mediante conjeturas ([30, p. 66]).

Cuando por fin demostramos el resultado principal de [14], volvi a con-
siderar mi idea anterior con el propdsito de demostrar estas conjeturas de
Lapidus basandome en el articulo anterior.

Finalmente, con J. M. Sepulcre, lo conseguimos y lo publicamos en la
revista Experimental Mathematics en 2014 [13]. Sin embargo, mientras esta-
ba trabajando sobre las conjeturas de Lapidus, me di cuenta de que varios
polinomios de Dirichlet de un cierto tipo, compartian la misma propiedad de
tener ceros cerca de cada recta vertical incluida en sus bandas criticas.

Me pregunté, entonces, si habia una manera de transportar esta propiedad
topoldgica y si, ademas, se podria enunciar un método que permitiera cons-
truir de forma explicita tales polinomios de Dirichlet. Me di cuenta que el
teorema de equivalencia de Bohr sobre las series de Dirichlet podria ser la
solucién a condicién de poder aplicarlo a los polinomios de Dirichlet y de
trabajar con bandas verticales en lugar de semiplanos.



Entonces, el trabajo que presento en esta tesis se reparte de la siguiente
manera:

1. En el primer capitulo se introducira la funcién
H,(2) =1+2%+3%+ ... +n"”

como aproximacién de la funcion zeta de Riemann y se pondra de relieve
una de sus principales propiedades, que es la de ser una funcién entera
de tipo exponencial de clase C.

Se presentara, utilizando la nocién de distribuciéon de Levinson, una
demostracion de la densidad de ceros de este tipo de funciones distinta
a la obtenida por los autores de [41].

Se dara también, con la condicién de existencia de ceros sobre el eje
imaginario, una féormula sobre la distribucion de dichos ceros. Después,
se presentaran algunos resultados sobre el nimero de ceros dentro de
rectangulos de aproximaciones de la funcién zeta de Riemann y se ex-
pondré cémo el uso de la funcién H,(z) permite obtener una férmula
precisa del nimero de ceros dentro de ciertos rectangulos.

2. En el segundo capitulo se demostrara que para unas ciertas aproxima-
ciones de la zeta de Riemann, es decir, las sumas parciales, hay densidad
de las partes reales de sus ceros simples dentro de intervalos incluidos
en sus bandas criticas. Los resultados de este capitulo aparecen en [14].

3. En el tercer capitulo se propondrd, utilizando aritmética y funciones
completamente multiplicativas, un método para transportar una propie-
dad topoldgica de ceros de ciertos polinomios exponenciales, llamados
polinomios de Dirichlet. Se utilizara el teorema de equivalencia de Bohr,
muy conocido para las series de Dirichlet. Se demostrara que se puede
aplicar este resultado a los polinomios de Dirichlet, lo cual nos dara un
método explicito para construir polinomios obteniendo la propiedad
requerida y formando, al mismo tiempo, clases de equivalencia.

4. En el cuarto capitulo, después de haber introducido el tema de las
cuerdas fractales no reticulares, se demostraran conjeturas expuestas
por Michel Lapidus y Machiel van Frankenhuysen en [30], relacionadas
con la densidad de las partes reales de ceros de polinomios de Dirichlet
asociados a dichas cuerdas. Se puede encontrar estos resultados en [13].

9



5. En el ultimo capitulo se expondran algunos resultados sobre la relacion
entre los polinomios de Dirichlet y las ecuaciones en diferencias de
tipo neutro. Demostraremos un resultado de inestabilidad para dichas
ecuaciones y, utilizando el resultado anterior, se propondra la creacion
de clases de equivalencias de ecuaciones en diferencias inestables.

Al final de cada capitulo, se presentaran algunos temas abiertos que po-
drian ser desarrollados en el futuro.

10



Capitulo 1

Aproximaciones de la funcion
zeta de Riemann.

Sumario. El objetivo de este capitulo es presentar la nocién de
aproximacién de la funcién zeta de Riemann. Se da otra prueba de
un resultado de densidad de [41] utilizando las funciones enteras de
clase C y la distribucién de Levinson. Tomando como condicién la
existencia de ceros en el eje imaginario para las sumas parciales de
la zeta de Riemann, proponemos un resultado de densidad de tales
Ceros.

Abstract. The aim of this chapter is to introduce the notion of
approximation of the Riemann zeta function. We give a new proof
of a result of density of [41] using entire functions of class C and
distribution of Levinson. By assuming the condition of the existence
of zeros on the imaginary axis for partial sums of the Riemann zeta,

we propose a density result of such zeros.

1.1. Introduccién
En [7], Bombieri y Friedlander nos dicen que se puede aproximar la fun-

cién zeta de Riemann por polinomios de Dirichlet y, en particular, por sus
sumas parciales.

11



En este capitulo vamos a centrarnos en la funcién H,(z) = 1+2%+...4n'?,
para todo n € N y todo z € C, como aproximacion de la zeta de Riemann.
En efecto, si escribimos G,(2) = (,(—2) = 14+2*+3*+...+n™, como se puede
ver H,(z) = G,(iz) lo que significa que la funcién entera H,(z) comparte
muchas propiedades con la G, (z) y, en particular, su banda critica se obtiene
haciendo una rotacion de 90 grados de la banda critica de G,,(2).

La funcién H,(z), entonces, es una funcién entera de tipo exponencial,
casi-periddica en el sentido de Bohr [6]. La podemos ver, también, como
un polinomio exponencial y en particular un polinomio de Dirichlet. Todas
estas caracterizaciones de la funcién H,(z) nos daran informaciones que nos
ayudaran a comprender mejor los ceros de la funcién G,,(z). Desarrollaremos
este punto en el segundo apartado.

Antes, vamos a poner de relieve una propiedad caracteristica de la funcién
H,(z): ser una funcién entera de clase C (eso viene de la matemética Mary
Cartwright, pero Levin en su libro [34] habla de funciones de tipo A).

En este capitulo, vamos a demostrar, con métodos distintos, un resultado
ya obtenido por G. Mora y J. M. Sepulcre en [41]. En particular, utilizaremos
el hecho que H,(z) sea una funcién de clase C y la nocién de distribucién de
Levinson.

Luego hablaremos de las aproximaciones de la funcién zeta de Riemann
y mostraremos, cémo, utilizando la funcién H,(z), se consiguié obtener una
formula muy precisa para contar ceros dentro de ciertos rectangulos incluidos
en la banda critica de las sumas parciales de la zeta de Riemann.

1.2. La funcién H,(z) como funcién entera de
clase C.

En esta seccion hablaremos de la densidad asinntética de los ceros de las

1
sumas parciales de la zeta de Riemann (,(z) = Z =Y con este proposito
=1

vamos a centrar nuestro estudio en la funcién G, (z) = (,(—2) = 14+2°+...4n*
y més precisamente en la funciéon H,(z) = G,(iz). Llegaremos a un resultado
sobre la densidad asintética pasando por un camino distinto a lo que se puede
encontrar en [41] y la demostracion propuesta serd también distinta.

12



Vamos a centrar nuestro estudio en la funcién H,(z) y no presentaremos
la amplia teoria de las funciones de tipo exponencial, la cual puede ser con-
sultada, por ejemplo, en el libro de Boas [5]. Una gran parte de lo que se
expondra aqui estd extraido del libro de Koosis [27].

Definicién 1 Una funcion entera f(z) es de tipo exponencial si se pueden
encontrar dos constantes C y A tales que | f(2)| < Ce??l, para todo complejo
z.

La funcién H,(z) = 1+ 2% 4+ ... + n** se puede escribir de la forma

n
H,(z) = E e'Mk)z o5 decir, como un polinomio exponencial. Es una funcién

k=1
entera de tipo exponencial Inn y admite una factorizacién de Hadamard de
la forma s
H,(2) = ce® 2" (1 — —)er,
2

siendo {zy}« los posibles ceros de H,(z).

Una caracterizacién debida a Lindelof nos dice que el producto representa

., . L . n(r) 1 )
a una funcién entera de tipo exponencial si, y solo si, —= y g — estan
r z
|zk| <7
acotadas cuando 7 tiende a infinito, siendo n(r) el nimero de z; tales que

|z <.

Muchas veces, para comprobar que una funciéon entera es de tipo expo-
nencial, se suelen utilizar resultados de Phragmén-Lindelof y en particular el
siguiente:

Proposicién 1 Si f(z) es analitica en el semi-plano complejo superior, con-
tinua en R y en el semi-plano superior, tenemos que

1f(2)] < Ce¥? con C >0 yacR.
Si ademds para cualquier x € R se verifica que |f(x)| < M, entonces

If(2)| € Me“™=, para cualquier z € C tal que Im z > 0.

Si notamos b = lim sup , obtenemos que |f(2)| < Me®™2 para
y—00

todo z € C tal que Im z > 0.

log | f(iy)|
y

13



Se puede demostrar de forma sencilla que para H,(z) el valor de b es 0y,
como veremos en la proxima seccion, se consiguio, con este resultado, obtener

unas informaciones sobre la distribucién de los ceros de H,(z), y por tanto
de los de G, (2).

Un primer resultado para entender mejor la distribucion de los ceros es el
teorema de Levinson, que se puede encontrar en [27]. Primero presentaremos
este resultado y daremos las primeras consecuencias sobre los ceros de H,,(z).
Luego veremos como, considerando el trabajo de Mary Cartwright [11], pode-
mos sacar informaciones y un mejor conocimiento de tal distribucién.

Sea, entonces, A = {z;} tal que para todo k, z Z0y 0 < |z1| < |22] < ...
yseaS = {z € C; a < argz < 8}, con f —a < 7 un sector del plano
complejo con su vértice en el origen de los ejes.

Sea ny(r,S) = card{zx € ANS; |zx] < r} teniendo en cuenta la multi-
plicidad.

Definicién 2 Se dice que A es una distribucion de Levinson de densidad A

si se cumplen las tres condiciones siquientes:
13 ()] <
. m(— 0.
k k

1
2. Z Re(—) tiene un limite finito cuando r tiende hasta el infinito.
2k

PUNGE))

r—00 r

=A

si S contiene el eje de los reales positivos o el eje de los reales

neqativos.
b)
)
ttm ") oy
r—00 r
st S contiene todo el eje real.
c)
i "225)
r—00 r

si el eje real estd fuera de S.
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Enunciaremos ahora un resultado importante que se utilizara méas tarde.
Este teorema se revela ttil en la practica, en particular cuando se quiere

demostrar que una funcién es de clase C. La demostracién se puede encontrar
en [27, p. 7].

Teorema 2 Sea np(r) el numero de z, de mddulo menor o igual que r
que pertenecen a A = {z;} teniendo en cuenta la multiplicidad. Entonces
la Propiedad 1 de la definicion 2 se deduce de las propiedades 2 y 3 y de

Ahora tenemos el principal resultado de este apartado.

Teorema 3 La succesion de los ceros de H,(z) es una distribucion de Levin-

son de densidad ln_n
2T

Para demostrarlo se necesita el lema siguiente, cuya prueba se puede encon-
trar en [27, p. 8.

Lema 1 (Teorema de Levinson) Supongamos que la funcion entera

es de tipo exponencial y satisface las tres siguientes propiedades:

1 ' 1 —1
1. lim sup M + lim sup M =271A;
1 1 —
2. lim sup 08T |£(I)| + lim sup 70g|fx( 2)| =0y
R
1 _
3. / o8 |f(:;)2f( x)‘da: tiene un limite finito cuando R — oo.
1

Entonces la progresion A = (zx,)y es una distribucidn de Levinson de densidad

A,

15



Demostramos ahora el Teorema 3.

. . "1
Prueba. Sea H,(z) =1+ 2% + ... +n'*. Entonces H,(iy) = R obten-
k=1
-1
emos la desigualdad |H,(iy)| < 1+ n2y . Si ahora tomamos el logarit-
—1
mo, podemos escribir que log |H,(iy)| < log(1 + %) y eso implica que
log | H, (i . :
lim supM = 0. Considerando H,(—iy) =14 2Y 4 ... + n¥, tenemos
y—00
|H,,(—iy)| < n¥"™, lo que nos da log |H,(—iy)| < (y + 1) Inn.
log |H,,(—1
Finalmente se obtiene que lim SUPM = Inn. Por eso ponemos
y—o0 Y
Inn
A= —.
27
Por el momento podemos decir que H,(z) cumple las propiedades sigu-
ientes:
log |H,, (i log |H,,(—i
1. lim SUpM + lim sup M =Inn = 27A4;
y—00 ) y—00
log |H, log |H,,(—
2. lim supM + lim sup M =0.
T—00 T—00 X

Ahora sea R > 0. Vamos a demostrar que la funciéon cumple también el
tercer punto del teorema de Levinson

Blog |H, (z)H,, (— R log |H, log | H, (— |
/ og | n(ﬂf)2 n( x)|dI:/ (ogl 27(96)|+0g| "2( x)|)d$§/ lzndm
1 A 1 A X 1 A

La integral de la parte derecha de la desigualdad converge cuando R tiende
" log | Hy(z) Hy (~2)|
dz. Ahora

a infinito, lo que implica la convergencia de 5
1 X
se aplica el Lema 1 y tenemos el resultado. m

En [41] se obtuvo un resultado similar pero utilizando otros argumen-
tos. En efecto, la funcién H,(z) cumple una condicién equivalente a la que
esta expuesta en el teorema de Levinson, que es

/+°° log™ | Hy ()|
oo 1+ a2

Como vamos a ver, esta condicién es equivalente a ser de clase C, pero antes de
ver ese resultado vamos a recordar algunos resultados dados por A. Pfluger,

dr < 00.

que se pueden encontrar en [34, p. 139]. Empezamos con unas definiciones.
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Definicién 3 Se dice que una funcion entera f(z) es de crecimiento com-
pletamente reqular si existe el limite

0
I f(re?)|

r—00 Tp(r) ’

para todo 0 € [0,2x], donde p(r) es el orden de la funcidn.

Definicién 4 (clase C) Se dice que una funcidn entera f(z) es de clase C

st verifica que
o0

(Im(zi)) < 00,

n
n

donde los z, son los ceros de la funcion f(z).

Definicién 5 Se dice que una funcion entera f(z) es una funcion acotada
en el eje real si se verifica que

|f(x)| <w(z), —oco <x < +o0,

donde w(z) = O(e®!) y |x| — oo, para todo € > 0.

En el Capitulo V de su libro [34], Levin demuestra que una funcién entera
de tipo exponencial acotada en el eje real con crecimiento completamente
regular es una funcién de clase C. Sin embargo, en su articulo [26], Katsnel’son
demuestra que una funcion que pertenece a la clase de Cartwright no cumple
de forma general este tipo de condicién de crecimiento regular. No obstante,
la funcién H,(z) es una funcién de clase C y cumple todos los requisitos.

En efecto, si tomamos w(z) = n, |H,(z)] = [142"+...4+n™| < n,Vz € R,
vemos que H,(z) es una funcién acotada en el eje real.

Vamos ahora a exponer dos criterios [34, Th. 7, p. 243] y [34, Th. 11, p.
251] para que una funcién entera sea de clase C.

Teorema 4 (M. Cartwright [11]) Si f(z) es una funcion de tipo expo-
nencial en el semi-plano Imz > 0, y si la integral

[ s lr0,

e 1422

es convergente, entonces la funcion f(z) es de clase C y de crecimiento com-
pletamente reqular para 0 < argz < .

17



Notacién:

Int, sit<1
10g+(t):{ 0, sit>1.

Teorema 5 Si una funcion entera de tipo exponencial satisface una de las
siguientes condiciones

dx existe;

1. La integml/ In|f(z)f(=2)]
0 1+ a2

1
2. La integral / de eziste;
oo L4 2?

= Ing [f(2)]

3. La integral / 2

—00

dx existe,

entonces f(z) es de clase C y es de crecimiento completamente regular.

Corolario 1 La funcion H,(z) es una funcion entera de clase C y de crec-
imiento completamente regular.

Prueba. La demostracion es inmediata con el uso de los dos criterios ante-
riores y la prueba del Teorema 3. m

Para exponer el resultado sobre la densidad de los ceros de la funcion
H,(2), hemos que definir un nuevo concepto de densidad. Estas diferentes
nociones se pueden encontrar en el libro de P. Koosis [27, p. 55]. Las expon-
dremos aqui para favorecer la lectura.

Consideramos una sucesiéon A C (0, 00) que no contiene punto de acumu-
lacién finito y notamos n,(t) el nimero de puntos de A en [0, ¢] teniendo en
cuenta la multiplicidad. Dado D > 0, ponemos

na(t)

Op(A) :={t > 0; %

n > D}, para al menos un 7 > t.

El conjunto ©p(A), siendo un abierto, es la unién de algunos intervalos abier-
tos de la forma (ay, bx) con sus componentes incluidos en (0, co).
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Supongamos que para ar < t < b€, con € > 0, tenemos ny (t) = na(ag).
i o= ayp + by

entonces para un 7 > ¢ se verifica que

nx(7) —na(c)

> D.

Pero teniendo en cuenta la definicién de ¢, tenemos también 7 > b, + €, lo
que implica que

na(T) — na(t) - nx(1T) — na(c)

> D, parac <t < b, +e.
T—1 T—cC

Eso implica que (ay, bx +€) C ©p(A), pero entonces (ag, bx) no serfa un com-
ponente de ©p(A), lo que contradice la definiciéon de ©p(A). En conclusién,
eso implica que un intervalo (ag, bx] de longitud finita contiene, al menos, un
punto de A.

Ahora, con el hecho de que A no contiene un punto de acumulacion finito
podemos decir que los intervalos (ag, bx] no se pueden acumular en una parte
finita de (0, 00). Esto nos permite escribir los componentes (ay, bx) de © p(A)
de forma que 0 < ag < by < a; < by <as <by < ...

En el caso que existan intervalos (ay,by) de longitud finita tenemos la
igualdad siguiente

nA(bk) — nA(ak) = D(bk — CLk).

Vamos, ahora, definir la longitud de los conjuntos ©p(A).

Definicién 6 Si todas los componentes de ©p(A) tienen una longitud finita
definimos una medida de ©p(A)

o) =37 (B2

a
k>1 k

En el caso que uno de los componentes sea de longitud infinita ponemos
1©p(A)]] = oc.

Una propiedad inmediata es que si D' > D tenemos Op/(A) C Op(A)
y cada componente de ©p/(A) estd incluido en un componente de Op(A).
Entonces si ||©p(A)]| < oo tenemos ||©p/(A)]] < oo.

Dicho de otra manera, existe un valor Dy tal que para todo D > Dy
tengamos |[|Op(A)|] < oo y para 0 < D < Dy tenemos ||©Op(A)|| = oc.
Asi Beurling y Malliavin introdujeron la nocién de densidad efectiva de A.
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Definicién 7 (Densidad efectiva) Sea A una sucesion de puntos de (0,00).
Si A tiene un punto de acumulacion finito ponemos Dy = 0o; en el caso con-
trario Dy = Dy, que hemos definido antes.

nA(t)
t

Notamos por D, = lim sup la densidad superior ordinaria. Si D <

t—o0
Dy, ©p(A) = (0,00) lo que implica que siempre tenemos Dy > Dj.
Si suponemos que H,(z) = 1+ 2% + ...+ n* tiene ceros sobre el eje real y
si A es el conjunto de ceros reales que H,(z) podria tener, entonces, teniendo
en cuenta la multiplicidad de cada uno de estos ceros, se puede escribir:

Teorema 6 Sea Dy la densidad efectiva asociada a H,(z) entonces

Prueba. Notaremos A, = AN(0,00) y A_ = (—=A)N(0, 00). Como H,(z) # 0,
la sucesiéon A no puede tener un punto de acumulacién finito lo que implica
que DA = InéX{(DAJr, DA,)}-

Sabemos que H,(z) es una funcién de clase C lo que nos da que la progre-

si6n de todos sus ceros es una distribucién de Levinson de densidad o Eso
T

na_ (T Inn Inn
implica que lim sup A;() < o Entonces, para todo D > o todos los
t—o0 m m

componentes (ag, bx) de ©p/ (A, ) son de longitud finita. Para k > 1, tenemos
ap > 0y cada intervalo (ay,by] contiene ny, (by) — na, (ax) = D(by — ay)
puntos de A, . Ademas, estos intervalos son disjuntos. Como sabemos que
[|©p(A)|] < oo, entonces |[©p(A4)]|| < oo.

Si ahora sustituimos H,(z) por H,(—z) se prueba de la misma manera que

1 ~ 1 ~ 1
[|1©p(A_)|| < oo para D > T AL final, tenemos Dy, < nn y Dy < nn
2m 2m 2m

Lo~ Inn i
es decir Dy < 5. Y8 lo que queriamos. =
T

Sabemos que Ga(z) = 14 27 tiene todos sus ceros sobre el eje vertical, es
decir, todos sus ceros son imaginarios. A partir de n > 2 no sabemos si hay
mas ceros y cuantas sobre el eje vertical. Un primer resultado que podemos
exponer en este apartado es el siguiente:
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Teorema 7 Supongamos que G,(z) = 142°+ ...+ n” tiene ceros imaginar-

Inn
i0s. Sea D > —— y supongamos que haya intervalos disjuntos y no vacios

(tag;iby), con ar, > 0, tal que (iay;iby] contenga al menos D(by — ay) ceros

de G, (z). Entonces
Z (bk - ak)2 < 00

a
Lk k

Prueba. Es una aplicacion directa del teorema que se encuentra en el libro
de Koosis [27, p. 70]. =

Vamos a dar una informacién sobre los ceros de las sumas parciales de la
funcion zeta de Riemann.

Sea A el conjunto de todos los ceros de H,(z). Para cada z;, € A con

Re 2, # 0 consideramos z;, = y definimos

b
Re(-)

2k

N ={z; zx € Ay Rez, #0}.
Vamos a dar un resultado clave para nuestra meta.

Teorema 8 [27, p. 73] Sea g(z) # 0 una funcion de la clase de Cartwright

tal que

1 ) 1 —1
lim sup 8191 l9(y)] + lim sup 08 1911 lg(=iy)l =21A

Yy—o© Yy Y—00

y sea A la progresion de los ceros (cada uno contado con su multiplicidad).
Entonces A es una distribucion de Levinson de densidad A. Para la progresion
real A’ asociada a g(z) tenemos

Dy = A.

Prueba. La funcién ¢(z), siendo una funcién de clase C, cumple las condi-
ciones del Lema 1, lo que implica que la primera conclusion del teorema es
cierta. Nos queda la demostracién de la igualdad Dy = A. Vamos a suponer,
sin pérdida de generalidad, que g(0) = 1, porque, si no fuera el caso, bastaria

. g\z .
sustituir g(z) por —— en el razonamiento que vamos a exponer. Podemos,
cz

entonces, escribir
z Z

g(z) = eo‘zﬂzkeA(l — —)eZk,
2k
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1
y, sabiendo que A es una distribucién de Levinson, tenemos Xy | Im(—)| < oo,
2k

lo que implica que podemos escribir también

g(2) = €711, ca (1 — i) o),
2

La progresion real A’ es también una progresién de Levinson de densidad A
cf [27, B.2, Chap. 1], lo que implica que la funcién entera

G(z) = eBZHZ;c c A/(l — i,)e%
2k,

es de tipo exponencial, y con el Lema 1 tenemos

1 ' 1 —1
)

Yy—o© Yy Y—00

Consideramos Ag = {2z € A;Rez, =0} y Ay = A\ Ap. Se tiene entonces

e Bz i T, rRe(L
9(2)] = P My engll = ML en |1 = Zoje™™
pararz € Ry
e B T | zRe(~
Gla)| = P TLyen, 1 = e,
k
Ast[l—Z|=/1+ (%) > 1si 2, pertenece a A y se obtiene la desigualdad

[1— 27| < |1 — | si 2, pertenece a A;. Por tanto, para todo z real, |G(z)| <
k
lg(z)| y si anadimos el hecho de que g(z) es una funcién de clase C se obtiene

/dexg/wM

dx < o0.
N T+a2 05

[e.e]

Podemos concluir que G(z) es también una funcién de clase C y, siendo A’ el
conjunto de sus ceros, obtenemos que Dy = A. =

Teorema 9 Para la progresion real ' asociada a H,(z) tenemos:

— Inn
Dy = —.
A 2T

Presentamos ahora el resultado sobre la distribucion asintética de los ceros

de Gp,(2) = 14+ 2%+ ...+ n?, con su demostracién, que se puede encontrar en
[41].
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n

De su definicién, Gn(z)z e*!"* pertenece a las siguientes familias de
k=1
funciones: de las casi-periddicas introducidas por H. Bohr [6]; de las funciones

enteras de tipo exponencial, cuyo estudio se puede encontrar en [5], [34]; y
de las funciones exponenciales, a la familia de polinomios de Dirichet. Todas
estas caras de esta funciéon nos dardn herramientas para entender mejor a

Gn(2).

En este apartado ya hemos visto cémo el hecho de ser una funcién en-
tera de tipo exponencial de clase C nos lleva unas informaciones sobre la
distribucion de los ceros. Vamos a exponer otro método para obtener dicho
resultado.

Por ser una funcién entera de orden 1 y de tipo exponencial ¢ = Inn, en
[40] G. Mora demostré en que los ceros de G,(z) pertenecen a una banda
paralela al eje vertical llamada “banda critica”. Para ser méas preciso, casi
todos los ceros de G, (z) estdn repartidos en un entorno del eje imaginario.
Daremos en el ultimo capitulo de este trabajo mas informaciones al respecto
y las consecuencias que esto conlleva con relacién a ecuaciones diferenciales.

Vamos a utilizar ahora el hecho que sea una funcién casi-periédica. En
[41], G. Mora y J. M Sepulcre empezaron a estudiar la distribucion asintotica
de los ceros de las funciones G, (z) en cada uno de sus intervalos criticos.

Consideremos H,(z) = Z e*1®) Por definicién H,(z) = G, (iz) y en-

k=1
tonces se obtienen los ceros de G, (z) multiplicando los de H,(z) por i. Eso

implica que como G, (z) tiene sus ceros en una banda critica paralela al eje
imaginario obtenemos por rotacion de 90 grados que H,(z) tiene su banda
critica paralela al eje de las abscisas. El préoximo teorema nos da la existencia
de densidad de los ceros de H,(z) y luego obtenemos su valor.

Teorema 10 [41, Th. 2] Sea Ny, (») el nimero de ceros de Hy,(2) en |z| <.
Entonces la densidad asociada a H,(z),

Nu,, (v
Ay = lim —20

r—00 r

existe.

Damos una versién un poco modificada de [41, th.3].
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Teorema 11 Si notamos por Ny, (0,T) el nimero de ceros de H,(z) dentro
de la banda critica acotada por las rectas y =0 Fy =T, tenemos que

., Ny, (0,7) Inn
Bt = T om

Prueba. En primer lugar, vamos a demostrar la existencia de la densidad de
ceros. La funcién H,(z) es una funcién entera de orden 1y de tipo exponencial
o = Inn, por tanto

log MHn(r)

a:h'minf( ) < Inn.

r—00 r

Hemos visto que para todo n, |H,(x)| < n, lo que implica que

/*‘X’ log™ |H,()]

T2 dr < 0.
~ T

Aplicando el teorema de Pfluger [5, Th. 6.3.6] tenemos

/+°° | log | Hn ()]

2 dr < 0.
o T

Luego, por simetria, como H,(—x) = H,(z) < oo, |H,(x)|* = H,(x)H,(—x)

T log |H,(z).H, (—
obtenemos/ og | 1(:2 x2( 7)

es de clase C, el resultado anterior, junto con [[34], p. 246], nos da la existencia
de la densidad.

dx < oo. Utilizando el hecho de que H,,(2)

Ahora consideramos ¥,y dos nimeros reales tales que y; < 0 < yo y
que la banda S(y1,y2) = {# € C; y1 < Imz < yy} contenga a la banda
critica de H,(z). Vamos, entonces, a calcular la densidad de los ceros de
H,(z) contenidos en el rectangulo [0, 7] X [y1, ya].

Si notamos por Ny, (0,7, y;,y2) el nimero de ceros de H,(z) en este
NHn (07 Ta Y1, y2)
T
El hecho de que la banda critica de H,(z) esté contenida en S(yi, yo) implica

que o(y1,y2) no depende de y1,ys y

existe.

rectangulo, hemos demostrado que o(y1,y2) = Tlim

I = Jfm )
y1—>—ool,ng}2—>+oo O-(yl’ y2) Tl—I>Iolo T
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Los resultados encontrados en el libro de Levin [34, p. 286] y el hecho de
que Inn es la longitud del segmento mas pequeno incluido en el espectro de
H,(x) nos dan el resultado que queriamos, es decir,

lfm NHn(O,T) _ Inn

T—o00 2 ’

Sabiendo que H,(z) = G,(iz), tenemos el corolario siguiente:

Corolario 2 Si Ng, (0,T) es el nimero de ceros de G,(z), con 0 < Rez <
T, tenemos que

AGn — Km NGn(O,T) _ lnn.
T—o00 2T

1.3. Aproximaciones de la funciéon zeta de Rie-

mamnnmn.

Una serie general de Dirichlet es una serie de la forma
o
Zane_’\"z, an, z € C, (1.1)
n=1

siendo {\,,} una progresién estrictamente creciente de niimeros no negativos
que tiende a infinito. Si tomamos \,, = log n, obtenemos una serie de Dirichlet

ordinaria
o0
Z a,n” .
n=1
Se define la abscisa de convergencia o, de la serie de Dirichlet (1.1) como
e}
— 1 . —Anz
o.=mf{c eR: Z ane converge para todo z, con Rez > o}.
n=1

El semi-plano de convergencia esta definido por {z € C : Re(z) > o.}. De la
misma manera, se define la abscisa de convergencia absoluta o, como

(o]
0, =Inf{oc €eR: Z ane”* converge absolutamente para todo z con Rez > o}.
n=1
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Se pueden definir recta y semi-plano de convergencia absoluta de la misma
manera.

La serie de Dirichlet mas famosa es la funcion zeta de Riemann introduci-
da por B. Riemann en 1859 y definida por
o
1
((z) = =
n=1
Hay, también, otro ejemplo interesante relacionado con la funcién zeta de
Riemann, la funcién zeta alternada

R(z) := Z %

cuya relacién con ((z) viene dada por la férmula

R(z) = (1 —277)¢().

o0

Ahora vamos a considerar a la funcién gamma de Euler, I'(s) = e "u*du,

0
la cual es prolongable de forma meromorfa sobre todo el plano complejo. Ten-
emos la ecuacion funcional de la funcion zeta de Riemann

)C(1 —s). (1.2)

s 1s 11—
2

Volveremos a considerar esta ecuacién funcional con la nociéon de aproxi-
maciones de la funcién zeta por sus sumas parciales, teoria desarrollada por
Spira([59], [60]) y mas recientemente por Gonek y Montgomery [20].

La hipdtesis de Riemann dice que todos los ceros “no triviales” de ((s)
se encuentran colocados en la recta critica Re s = 5

Existen varias vias para atacar este problema y Balazard en [4] puso una
lista de las distintas ramas implicadas en esta conjetura. Una de ellas consiste
en encontrar regiones del plano complejo donde la funcién zeta no se anula.

En este sentido, la idea es saber el ntimero de ceros“no triviales” de ((s)
dentro de rectangulos incluidos en la banda critica 0 < o < 1.

Vamos a enumerar los distintos resultados obtenidos utilizando lo que
hizo Laurincikas en [32].
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Para T > 0, sea N(T') el niimero de ceros “no triviales” de la funcién zeta
de Riemann en el rectangulo 0 < o0 < 1,0 <t < T,y sea No(T) el nimero

1
de ceros de ((s) de la forma s = 3 +it, 0 <t < T. Entonces

En 1895 H. von Mangoldt demostrd que

T T T
N(T)=—log — — — logT), T .

En 1914, G. H. Hardy prob6 que No(T') > ¢T',c > 0, para T > Tj.

En 1942, A. Selberg demostr6é que No(T') > ¢I'logT,c > 0, para T' >
15.

En 1974, N. Levinson probé que No(T') > =N(T).

2
En 1983, J. B. Conrey consiguié mostrar que No(T") > SN(T).

1.3.1. Una familia de aproximaciones de la zeta de Rie-
mann

Una de las muchas ideas para encontrar una férmula para enumerar ceros
es el uso de aproximaciones de la funcién zeta como, por ejemplo, sus sumas
parciales. En efecto, sea s = o +it, en el semi-plan o > 1 tenemos [36, p. 56]:

—0

nl

() =3 m o)
k=1

o—1
Se puede, entonces, ver que esta suma parcial es una buena aproximacion
de ((s) en el semi-plano derecho. Si nos concentramos en este semi-plano
derecho de la banda critica tenemos

n 1 nl—a .
(s) —;E+O<O—_1)+O<n )
con la condicion de que n > t.
Si n = t obtenemos
1
() =3 1+ 067



Esta ultima igualdad nos permite decir que la aproximacién de la funcion
zeta por secciones en la banda critica tiene que ser de dimension t.

En la introduccién dimos una ecuacién funcional que se puede encontrar
en el articulo de Spira. Esta ecuacién funcional, asi como (1.2), se pueden
escribir de otra forma (Titchmarsh [63]):

)= Y x0T
k<+/Itl/2m k<+/Itl/2m

donde s=o+1it, [t| > 1, |[c — 3| <3,y

En [21], Gonek introduce una familia de aproximaciones de ((s) utilizando
secciones del producto de Euler y, segiin las ideas de Spira [59] y [60], publica,
con Montgomery, en [20], un estudio de los ceros de aproximaciones de la
funcién zeta de Riemann utilizando las sumas parciales de ((s).

Siguiendo las ideas de [20], para N > 1y s € C, notamos Fy(s) = Z k~*
k<N
y definimos las aproximaciones de la funcién zeta como

(n(s) = Fn(s) + x(s)Fn(1 —s).

Gonek y Montgomery senalan en su articulo que (x(s) satisface la ecuacién
funcional (y(s) = x(s)(n(1 — s).

La familia de aproximaciones considerada por Gonek y Montgomery tiene
las siguientes propiedades:

» La hipdtesis de Riemann se cumple también para (y(s) en el sentido de

que cada cero de la banda critica con parte imaginaria estrictamente
1

mayor que 10 en valor absoluto estd en la recta Res = 3.

» Si la hipdtesis de Riemann se cumple para ((s) y si N no es demasiado
grande, entonces (y(s) tiene aproximadamente el mismo nimero de
ceros que ((s) en la recta critica, y, ademds, son todos simples.

Enunciamos el principal teorema que obtuvieron Gonek y Montgomery
en [20, Theorem 1.5] y luego daremos las principales consecuencias.
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Figura 1.1: roots of (;(s)

En [20, Theorem 1.4], se ha demostrado la existencia de una constante 7
tal que si N > 1, U > 2y T > max(2rN?,Ty) entonces
T+U., T+U T T

U
5 log 5 —%logg—%jLO(log(TjLU)).

N(T +U) — N(T)

Teorema 12 [20, Theorem 1.5] Sean N > 1 y T > max(2rN? Ty), donde
Ty es la constante anterior. Supongamos que el nimero de ceros de Fy(s)

con parte imaginaria dentro de (0,T] y parte real mayor que 5 €s menor que
al

5 log N + O(N), con 0 < a < 1. Entonces, si U > 2, tenemos
T

T+U T+U T T U
1. No(T+U)— No(T) > 1 - — ——+O(N).

o(T+0) o(T) = 21 Og27rN2“ 21 Og27rN2“ 27r+ (W)
2. La cantidad que estd en la parte derecha es un cota inferior del nimero

de ceros distintos de (x(s) en la recta, lo que nos da, en particular,

No(T+U) = No(T)> N(T'+U) — N(T)+O(Ulog N) + O(N).
. . , T, 1
3. Finalmente, si 2 < U < T y si N = (2—) ,con0 <6< 3 entonces
T
u T 2—1 0
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Como consecuencia, esta nueva familia de aproximaciones de la zeta de
Riemann considerada por Gonek y Montgomery satisface que si N no es
mucho méas mayor que 7', entonces una proporcién positiva de ceros de (y(s)

esta en la recta Res = 3 También tenemos que si 1 < N < T 0(1), entonces

todos los ceros cuyas ordenadas estan entre 0 y 7" son simples y situados en
la recta critica.

Terminaremos este capitulo dando un ultimo resultado que se puede en-
contrar en [42]. Alli se utiliza la funciéon H,(z) y el hecho de que sea una
funcién de clase C mejora los resultados obtenidos sobre los ceros de las
sumas parciales de la zeta de Riemann dentro de rectangulos incluidos en la
banda critica.

1.3.2. Una clase de funciones casi-periédicas contenien-
do las sumas parciales de la zeta de Riemann.

Consideramos la clase de funciones casi-periddicas f(z) con espectro aco-
tado tales que existe un valor de y = Im z, notado yg, de tal forma que o
Re f(x,y0) # 0 o Im f(z,y0) # 0, para todo = € R. En [42], los autores lla-
man Ag a tal familia. Podemos decir que para todo n > 2, las aproximaciones
de la funcién zeta de Riemann

Gn(z)=14+2"4..+n"

en el semi-plano Re z < —1 pertenecen a la clase As. Ademads, ya sabemos
que, para todon € Ny z € C, G,(2) = (,(—=2), lo que significa que lo que
vamos a exponer para G,(z) se aplica directamente a (,(2).

En [42], los autores han demostrado la existencia de una familia de rectdangu-
los notada por {Si : k € N}. Cada rectangulo Sy tiene como propiedad que
Im f(2) > 0 en los lados paralelos al eje real y f(z) # 0 en los lados par-
alelos al eje imaginario. Si, ahora, consideramos la interseccién de cada Sy
con la banda critica de f(z), obtenemos una nueva familia de rectangulos

{Rkk‘EN}

Tenemos, entonces, todas las condiciones para enunciar el resultado que
queremos.
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Teorema 13 [42, Corollary 9] La banda critica asociada a cada aproximacion
de la funcion zeta de Riemann en el semi-plano Rez < —1, G,(2) = 142+
...+ n?, puede ser particionada en una infinidad de rectingulos { Ry : k € N}
tal que el nimero de ceros incluido en cada rectingulo Ry, N(G,(z); Ry)

satisface:

hklnn‘

|N(Gn(2); Ri) — <2,

donde hy, es la altura de Ry.
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Capitulo 2

Densidad de los ceros de las
sumas parciales de la zeta de
Riemann.

Sumario. Las sumas parciales de la funcién zeta de Riemann

n
1
Ca(2) = Z = siendo polinomios de Dirichlet, tienen sus ceros situ-

k=1
ados en una banda vertical llamada banda critica. Demostramos en

este capitulo que para n primo, los ceros son simples y que las partes
reales de tales ceros son densas dentro de intervalos incluidos en la
banda critica.

Abstract. The partial sums of the Riemann zeta function ¢, (z) =
1

Z =% being Dirichlet polynomials, have their zeros located in a
k=1

vertical strip called critical strip. In this chapter we will show that,
for n prime, the zeros are simple and the real parts of these zeros are

dense in intervals included in the critical strip.

32



2.1. Introducciéon

Vimos en la introduccion que uno de los matemaéaticos que empezd el es-
tudio de los ceros de polinomios exponenciales fue Pélya [48]. Centr6 después
su trabajo en el caso particular de los polinomios de Dirichlet con la meta
de comprender mejor la distribucion de los ceros de las sumas parciales de la
funcion zeta de Riemann.

Hay relaciones entre los ceros de ((z) en la banda critica y los ceros de
las sumas parciales (,(z) como se puede ver en el dibujo siguiente obtenido

con Maple.
° 9o
-0, %8
o
o.,g
400 E
(3
o
o
300 °
o
o
o
Im(z) o,
o
200 ®eq
%O
8
&
BD%
1004 °%:D
o
2,
‘@3 4
i
T T T T T T
10 -8 -6 4 -2 0

Figura 2.1: ceros de (70(2)

Como hemos visto en el primer capitulo, parece, entonces, natural cono-
cer la distribucion de los ceros de las sumas parciales de la funcién zeta de
Riemann porque son buenas aproximaciones de la zeta de Riemann.

Spira, en su articulo [57], escribié la igualdad siguiente

L, o0 KB _ A1z
C(2) =G+ + —+ 3 (2;’;' (DA (z+ j))n' " + R,
k=1 '

donde los Bj, son los numeros de Bernoulli.

Esta igualdad muestra que ((z) estd aproximada por (,(z), z = o + it,
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cerca de la recta critica o = %, para t < 27mn, pero con un t suficientemente
n ~
grande para que e sea pequeno.

El estudio de la densidad de las partes reales de los ceros de polinomios
exponenciales ha sido estudiado por Moreno en [46] en el caso particular de
frecuencias linealmente independientes.

El uso de la equivalencia de Bohr para tener informacién en la densidad
de las partes reales de ceros de polinomios de Dirichlet se utilizé también en
el articulo de Spira [58], donde introduce una funcién adjunta a las sumas
parciales de la funcién zeta. En cierto modo, lo hicimos también en [14]
usando la funcién adjunta que aparece en el articulo de Avellar y Hale [2].

Sea p; el j-ésimo primo entonces p; = 2. Para n > 1 consideramos 7, ; la

méxima potencia del p; tal que p;"’j divida n, y sea g, el indice del méximo
N

primo dividiendo n . Si denotamos (n(s) = Z n~* las sumas parciales de la
n=1
funcion zeta de Riemann, entonces obtenemos
N
(n(s) = Z n~%exp(—it(ry1log2 + rp2log3 + ... + 14, log g, )),
n=1
donde la suma dentro del paréntesis se puede interpretar como 0 cuando
n = 1. Con las nuevas variables z; = tlogp;, Spira construyé la funcién
adjunta a (n(s)

N
FN = FN(O', Ty, T2, ) = Z n_"exp(—i(rmlxl —+ ngl’g + ...+ qunan)).
n=1

Spira hizé la reflexion siguiente: “Since the logp; are linearly independent
over the rationals, and the r, ; are integers, we can apply generalizations of
theorems of Bohr. We can conclude first of all the set of values of (y(s)...is
identical with the set of values of Fi (o, xy,z2,...)."

Para més detalles, ponemos ahora una cita de [58, p.165] donde aparece
una conjetura sobre la densidad de la parte real de los ceros de las sumas
parciales de la zeta de Riemann dentro de intervalos incluidos en el intervalo
critico:

“If Fx(o,1,...) = 0, and if the appropriate Jacobian does not vanish,
we can solve the equation for ¢, and thus obtain a ¢ interval in which Fly
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vanishes. The zeros of (y(s) will have real parts dense in this interval. The
empirical results suggest the conjecture that to each (y(s) there is a single
such interval, though it could possibly arise from overlapping Fly o-intervals”.

En este capitulo se estudiard la proyeccién sobre el eje real de los ceros
simples de G,,(2) = (n(—2) = 1 4+ 2* + ... + n®, sumas parciales de la zeta de
Riemann.

Definimos los conjuntos

R, :={Re z: G,(z) =0}, n>2. (2.1)

Cada G,(2), n > 2, siendo una funcién entera de orden 1, de tipo exponencial
logn, sus ceros estan colocados en una banda vertical 5,,, llamada banda
critica, definida como S, :=={z=0+it: a, <o <b,}, donde

a, :=mf{Re z: G,(z) =0} (2.2)
by, :=sup{Re z: G,(z) =0} (2.3)
log 1
se expresan como a, = —1—(2 —1+0(1))M y b, = nlog2+o(1). Estas

logn
férmulas se encuentran en los articulos de Montgomery [37] y de Balazard

y Veldsquez-Castanon [3]. La cotas (2.2) y (2.3) definen el intervalo critico
[an, by] de cada G,(2), n > 1.

Utilizando el concepto de curva de nivel, vamos a demostrar la existencia
de ceros simples de la funcién G, (z) = (,(—2) = 1+2°+ ...+ n® paran € N
y z € C. Después mostraremos que el conjunto definido por las proyecciones
reales de los ceros simples de G, (z) tiene puntos de acumulacién, lo que es
equivalente a que, dada una recta vertical x = ¢ contenida en la banda critica
de G, (2) se puede encontrar una infinidad de ceros cerca de esta recta.

Un primer resultado sobre la densidad de las partes reales de ceros de fun-
ciones enteras se puede encontrar en el articulo de Moreno [46]. En él, Moreno
trabaja con polinomios exponenciales con coeficientes complejos y frecuen-
cias reales linealmente independientes sobre los racionales. Van der Poorten,
en [66], generalizd este trabajo demostrando que se cumple la propiedad de
densidad para frecuencias complejas.

En el caso de la funcién G, (z) = Z e** las frecuencias no son lineal-

k=1
mente independientes (por ejemplo In6 = In2 + In 3) lo que implica que no
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se puede aplicar stricto sensu las ideas que Moreno desarroll6 en su famoso
articulo y cuyo resultado més importante se puede encontrar en [46, p.73].

Como hemos dicho, hay que tener una caracterizacion de R,, para luego
estudiar la densidad de las partes reales de los ceros simples de las G,,(2),
para todo n € N. Utilizando una idea similar a la de Spira [58, p.165],
necesitamos trabajar con una funciéon adjunta que notaremos F,. Hemos
utilizado el articulo de Avellar y Hale [2] para obtener esta funcién adjunta
y veremos que eso, con la nocién de curva de nivel, nos ha permitido dar una
caracterizacion de R,,.

Las sumas parciales de la zeta de Riemann, como polinomio de Dirichlet,
estando relacionadas también con la teoria de los niimeros, no sorprende
saber que las nociones claves de estos resultados son la casi-periodicidad y el

teorema de Kronecker, como lo podremos averiguar en las pruebas.

El punto clave de nuestro trabajo es la introduccion de una funcién auzil-
iar G (z) tal como la haremos en la Definicién 8 con el propdsito de estudiar
la curva de nivel |G}(z)| = pf. , con o € R (recordamos que py, es el ultimo
primo tal que pg, < n).

Teniendo en cuenta esta meta, introduciremos la funcion
An(z,y) = |G (x +iy)| — pi,. Yo,y ER, (2.4)

y son las propiedades de estd funcién las que nos daran el principal resultado
que exponemos por primera vez:

Teorema 14 ([14, Th. 4]) Sea zy = xo+iyo un cero simple de G,(2), n > 2.
Entonces, ezisten €1, €3 con €1 + €3 > 0, tales que [xg — €1, 20 + €] C R,,.

2.2. Densidad de los ceros simples de
Co(—2) =142+ ... + n.

Definicién 8 Para todo entero n > 2 se definen

Tpo:=Inf{oc e R: 1 <274+ ... +n%}

Tppi=sup{oc €R: 14+27+ ..+ (n—-1)7 >n’}.
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Lema 2 ([14, Lemma 1))
Para todo n > 2, tenemos R,, C [an, by) C [0, Tnal-

Prueba. Usando (2.1), (2.2) y (2.3), tenemos R,, C [a,, b,], para todo n > 2.
Nos falta demostrar la inclusion siguiente [a,, b,] C [0, T51]. Los ceros de
(2(z) son imaginarios lo que implica que ay = by = x99 = 231 = 0. Podemos
entonces suponer que n > 2. En el caso que b, > x,1, por (2.3) existe un
cero de G,(z) notado w = a +ib con a > x,1 y con la Definicién 8 se puede
escribir

1+2°+ ...+ (n—-1)"<n" (2.5)

Ademas, siendo w un cero de G,(z), tenemos 1 +2“ + ... + (n — 1)¥ = —n¥

y, tomando el médulo, tenemos n* < 1+2%+ ...+ (n—1)%, lo que contradice
(2.5). Obtenemos entonces b, < x, ;.

Nos falta demostrar que a,, > x,,. Si suponemos que a,, < x, o entonces
por (2.2) existe un cero de G,(z), k = ¢ +1id, con ¢ < x,,. Utilizando la
Definiciéon 8 tenemos

1>2°4+ ... +n" (2.6)

Como k es un cero de G, (z), tenemos 2* +... 4+ n* = —1 y, tomando de nuevo
el médulo, obtenemos 1 < 2¢+ ... + n¢ lo que contradice 2.6. Finalmente,
ap > T, que es lo que querfamos. m

Ahora, vamos a definir la funcién adjunta que nos ayudara a caracterizar
R, a través de las curvas de nivel. Lo que vamos a exponer es una version
ad hoc de un teorema de Avellar y Hale [2, th 3.1].

Teorema 15 Paran > 2, definimos {p1, ..., px, } como el conjunto de nimeros
primos menores o iguales a n. Para todo 1 < m < n, sea ¢, un vector cuyas
componentes son enteros positivos tales que logm =< ¢,,, p >, donde < .,. >
es el producto escalar en R* y p = (logp1, ...,logpy, ). Se define una funcion
F, R x RF — C tal que

Fu(o,x) =Y n7e=m> o € R, xR (2.7)
m=1

Entonces o € R, si, y solo si, existe un vector x € R* tal que F, (o, x) = 0.

Para demostrar este resultado se necesita el lema siguiente, donde la nocién
de casi-periodicidad tiene un papel importante.
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Lema 3 ([14, lemma 3]) Sean og € [an,by], n > 2, y (1})j=12,.. una progre-
sion de reales tales que

lim G, (09 + 1) = 0.

Jj—00

Entonces 09 € R,,.

Prueba. En primer lugar, estudiamos el caso n = 2. Ya sabemos que los ceros
de G5(2) pertenecen al eje imaginario, lo que implica que su banda critica se
reduce a una recta de ecuacién x = 0 y tenemos |Ga(2)| < 2, Vz € S,.

2
Ademas, todo segmento de longitud [ > % de la recta x = 0 contiene
0g
2km

o, Para un k € 7Z, de tal forma que |G5(iT)| > 2.
0og

Para el caso n > 2, siendo G,(z) una funcién entera de tipo exponencial

un punto ¢1' con T =

casi-periddica [6, p. 101] tenemos dos consecuencias:

» (G,(2) es, en particular, acotada en su banda critica S,.
Gn(00)
2

gura la existencia de un niimero real dependiente de ¢, que notaremos [,

» Ademds, como G, (0g) es positivo, tomando § = , esto nos ase-

tal que cada intervalo de longitud I del eje imaginario contiene al menos
un numero 1" asociado a ¢, de tal forma que |G,(z+1iT) — G, (z)| <9,
para todo z € C.

Cuando z = 0y, tenemos |G, (g +iT") — G, (0¢)| < d y, por definicién
de 0, se llega a |Gy (0o +iT')| > 9.

Entonces, la funcién G, (z) tiene las propiedades necesarias para aplicar
el resultado de Moreno [46, Lemma p.73] y, como consecuencia, G,,(z) tiene
ceros en toda banda de la forma S, = {z € C; 09 — € < Re(z) < 0¢ + €},
para todo € > 0, y finalmente oy € R,,. m

Pasamos ya a demostrar el Teorema 11 con la ayuda del teorema de
Kronecker.

Prueba. Para cualquier cero z = o + it de G,,(2) se tiene
n n
0= Gn(Z) — E e<cm,p>z — E e<cm,p>06<cm,p>zt —
m=1 m=1
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=Y me~miPl = [ (0,tp). (2.8)

m=1

Si o € R, entonces existe una progresion (z; = o; + it;)j=12,.. de ceros
de G,(#) tal que 0 =lim; . 0; y con (2.8) obtenemos F,(0;,t;p) = 0, para
todo j = 1,2,.... La utilizacién de (2.7) equivale a escribir

0= Z m?ie~cm'iP> para todo j = 1,2, ... (2.9)

m=1

Para completar la demostraciéon de la primera implicacion debemos de-
mostrar que F,(o,0) = 0 para un cierto vector 6 que tenemos que definir.
Por eso, en primer lugar, vamos a empezar con dos casos particulares.

Sim = 2, la sucesién (e<2%P>%),_; 5 del circulo unidad estd acotada, lo

. . . L4 < ,t‘ >
que implica que existe una subsucesién (e~“"7n.2P7")

021

h=1,2,... convergente a un

punto e”?" para un cierto 6y € [0, 27).

. L4 < ,t‘ >
En el caso m = 3, a partir de la subsucesién (e~“"r2P7")

<c37tjh,3 p>1t

h=1,2,.. podemos
construir otra (e Jh=12,... que converge a un e’ para un cierto 05 €

[0,27), y este razonamiento lo podemos hacer para todo primo del conjunto
{p17p27 kan}

Sim € {1,2,...n}\ {p1,pe, ..., Pk, }, entonces ¢, se escribe como combi-
nacién lineal de vectores ¢; con | € {py, ps, ..., Pk, }, como por ejemplo

1 = (0, ...,0), Cqy = 202, Ce = Cg t+ C3, ... (210)

Considerando la relacién (2.9), para j € {jnp,, tr=12,.., ¥ tomando el limite
cuando h tiende a infinito obtenemos lo que queremos

n

/ g4
0= lim m hPen e
h—oo
m=1

<Cm’tjhpk p>i
Whn

es decir,
0=1 + 20692i + 30’693i + 40’6292i + 50'695i + 606(92+93)i 4.

0 — 1 + 20’6<02,9>i + 30’6<C3,9>i ‘l’ + n06<cn,9>i — Fn(a, 9)’
con ¢ := (s, 03,05, ...,0,, ).
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Ahora vamos a demostrar la otra implicacién. Entonces supondremos que
F,(0,x) = 0 para un nimero real o y un vector x de R,

Necesitamos probar la existencia de los ¢; que utilizamos anteriormente en
la demostracién de la primera implicaciéon. Como hemos dicho, el resultado
clave que nos daré lo que queremos es uno de los famosos resultados de Kro-

— 10 ..., — 10
: ' ' : 92 g D1, ' ) 2 g Pk,
sSon hnealmente lndependlentes SObre ].OS raCIOIlaleS y Sl COHSlderamOS IOS

1
necker. En efecto, los componentes del vector 2—p =(
T

nlimeros% < Cppy X >, ., o <y x> T =1y — 5 2 , con € > 0, entonces

aplicando el teorema de Kronecker [23, p.382], para todo j = 1,2, ..., existen
T; > 1y enteros (Nj;)i=1,2,.. k, tales que para todo j = 1,2, ..., deducimos
que

1 1
‘Tj%logpl Py < Cpyx > —Njy| < —— Sig, Para todos [ =1,2,..., k,. (2.11)

Ahora que tenemos los T}, vamos a modificar un poco la relacién que
acabamos de obtener. Si multiplicamos por 27 y sustituimos logp; por <
Cpp» P >, la desigualdad (2.11) se escribe

| < ¢, Tjp— x> —27N;| < — 2 para todos [ = 1,2, ..., ky,.

Esto implica que

<cp, x—T;p>i

lim e =1 paratodos [ = 1,2, ..., k,. (2.12)

Jj—00

De las relaciones (2.10) y (2.12) se llega a

Iim e<cm,x—Tj p>i

' =1 paratodom=1,2,...n
j—oo
Esta ultima igualdad nos permite concluir. En efecto, para demostrar
que la implicacion se cumple tenemos que aplicar el resultado del Lema 3.
Tenemos

Hmj—>oo Gn(O' + ZfT]) — Hmj—>oo Z:anl €<Cm,p>ae<cm,p>iTj e<cm,x—ij>i
Hmj—>oo ZZL L €<cm,p>ae<cm,x>i

Z" _ m06<cm,x>2

F.(0,x)

= 0.
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Si ahora aplicamos el Lema 14, tenemos ¢ € R, y el teorema queda de-
mostrado. m

Vamos a definir la nociéon de curva de nivel y luego expondremos resul-
tados generales sobre tales curvas, que aplicaremos a la caracterizacién de la
funcion A, (z) tal como la hemos definido en (2.4).

Definicién 9 (63, p. 121]) Sean f(z), para z = x + iy, una funcion entera
y k una constante no nula. Las curvas definidas por

|f(z +iy)| = k

se llaman curvas de nivel de orden k.

Para k = 0 tenemos los ceros de f(z), pues supondremos que k > 0. De
los préoximos resultados se puede deducir que existe una curva de nivel L
pasando por un punto zy tal que f'(zy) # 0 y que, entonces, es localmente
una curva de Jordan. Sin embargo, en el caso que zy sea un punto critico de
f (es decir que f’(z9) = 0) entonces la curva de nivel que pasa por zy tiene,
al menos, cuatro ramas.

Lema 4 ([14, Prop. 2]) Sea f(z) una funcion entera que no sea constante.
Para todo k > 0, la curva de nivel |f(z)| = k contiene al menos un punto z,

tal que f'(zo) # 0.

Lema 5 ([14, Lemma 5]) Sean f(z) una funcion entera y zy un punto de la
curva de nivel Ly = |f(z)] = k > 0. Entonces, si f'(z0) # 0, Ly contiene
solamente una curva simple que tiene a zy como punto interior relativo.

Lema 6 [14, Prop. 3] Sean f(z) una funcion entera y zy un punto de la
curva de nivel Ly = |f(2)| = k > 0 tal que f'(20) = 0, y m el orden de z.
Entonces, existe un disco D(zg,7) \ {20} dividido en 2(m + 1) sectores, que

notamos Sy;, 7 = 1,...,2(m + 1) de radio v y dngulo

T tales que Ly

contiene al menos una curva de Jordan en el interior de cada subsector S,
de radio 0 < p <r.

Definicién 10 Para todo entero n > 2 definimos
Gh(z) == Gn(2) —p;,, 2 =0 +1it,

donde py, es el ultimo nimero primo tal que py, < n.
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Podemos ahora expresar R,, con la ayuda de las curvas de nivel.

Teorema 16 ([14, Th. 2|) Un nimero real o € R, paran > 2, si, y sdlo si,
la curva de nivel |G (z)| = pf, corta la recta vertical x = o.

Prueba. Si z = o + it es un punto de la curva de nivel |G} ()| = p7
entonces |G (0 +it)| = pf, , lo que implica que existe un ¢ € [0, 27) tal que
Gri(o +it) = pg €. Tenemos

L4277 4 375 ot (pr, = D)7 = pf e+ 07T =0, (213)

Si tomamos el vector x = (tlog2,tlog3, ..., tlogpy, 1,0 + ), entonces la
funcién F,(o,z) que hemos definido antes en (2.7) se anula y sabemos que
esto es un condicién suficiente para concluir que o € R,,.

Reciprocamente, vamos a suponer que o € R,,. Por definicién de R, eso

supone la existencia de una sucesién de ceros (z, = 0 +ity,)m=12... de G, ()
o , . e, * o z

tal que 0 = lim o,,. Con la Definicién 10, tenemos que G (2,) = —p;" v,

m—00

para todo m = 1,2, ..., obtenemos
|14 27m+m 4 (g, — 1) 4 pTmtm | = pi (2.14)

La progresién (e™),, = 1,2, ..., que estd contenida en el circulo unidad, es

acotada y se puede extraer una progresion (e™i); = 1,2, ... tal que tengamos

lim eztmj — 62)\
Jj—o0

J=1,2,... y si pasamos al limite cuando 7 — oo obtenemos

para un A € [0;27). Si utilizamos (2.14) con los valores m;,

|1+ 27e 082 g (py, — 1)7eMoBB Y oy peitogn| = o

lo que equivale a decir que |G} (0 +i\)| = pf. . Eso significa que la curva de
nivel |G (2)| = p{_ corta a la recta vertical = o en el punto o + i}, lo que
termina la prueba. m

Podemos dar una caracterizacion de R,, en términos de A, (x,y) tal como
la hemos definido en (2.4).

Teorema 17 ([14, Th. 3]) Un nimero real x pertenece a R, paran > 2, si,
y solo si, An(z,y) =0 para un y € R. Ademds,

A, (x,0) > 0 para todo x € [ay, by). (2.15)
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Con esta caracterizacién estamos en condiciones de probar que existen
ceros simples para la funcién entera G,,(z) con n > 2. Para ello introducimos
el resultado siguiente:

Proposicién 18 Sean n > 2 un nimero primo, b, = sup{Re z : G,,(z) = 0}
y bl =sup{Re z: G, (z) = 0}. Entonces b, < b,.

Prueba. Sea n > 2 un ntmero primo dado y sean las funciones reales cre-

cientes
flz)=142"4+ ...+ (n—1)7,
log 2 1 1 -1
g(x) = ikl SN Ogg?ﬂ ot M(n — 1),
logn logn logn
y
h(z) = n".
Sea b, := sup{z € R : f(z) = h(z)}. Como para todo x € R tenemos
h(z) . h(z)
h(xz), f(x) >0y lim ——= =0, por la continuidad de ——=, entonces pode-
@) 7= 0y 1 5 (@)

mos decir que b, ; existe y b, 1 < xy. Ademas, usando la definiciéon de b, ; y
el teorema del valor medio obtenemos

h(z) > f(x) VYo > b,,. (2.16)
Dado z > b, 1, para un y cualquiera, tenemos
|Gz +iy)| > [T = [1+272Y + ..+ (n— 1)"(n —1)%| > h(z) — f(x) > 0.

Esto implica que el conjunto {z : Rez > b, 1} no tiene ceros de Gy, (z). Como
consecuencia

by < bp.1. (2.17)

Sabiendo que n es un nimero primo, podemos escribir p;, = n y, entonces,
f(z) = Gi(z) y h(z) = pg,, para todo x € R. Como f(b,1) = h(bs1),
mediante (2.4), conseguimos las igualdades siguientes

An(bn1,0) = |GE(bp )| — oy = f(bp1) — h(bp1) =0,

lo que implica, por el teorema 17, que b, € R,. Por el Lema 2, se obtiene
que b,1 € [an, by, y asi b, 1 < b,. Finalmente, con la desigualdad anterior,
tenemos lo que queriamos, es decir,

by = bpy. (2.18)
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De la misma manera, tenemos b, ; = b, con b, , :={r € R: g(x) = h(x)}y

deducimos que
f(ba) = h(by) , g(by,) = h(b},). (2.19)

Como f(x) > g(z), para todo = € R, con las igualdades precedentes (2.19)
podemos deducir que b/, # b,. Si suponemos que b/, > b,,, con (2.18) tenemos
b, > b, = b, y por (2.16) y (2.19) llegamos a una contradiccion

h(b,) > f(b,) > g(b,) = h(by).

En conclusion, V), < b, y obtenemos el resultado. m

Una consecuencia directa es la existencia de bandas criticas para la G, (2)
en las cuales tenemos ceros simples. Lo exponemos en el corolario siguiente.

Corolario 3 Sean n > 2 un ndmero primo, b, := sup{Rez : Gy,(2) = 0} y
bl :=sup{Rez: G (z) =0}. Las bandas verticales {z € C : b/, < Rez < b,}
contienen ceros de G,(z) y, ademds, son todos simples.

Ahora tenemos la existencia de ceros simples en las bandas criticas de las
G, (z) para n > 2. Vamos a exponer algunas propiedades de G, (z) que nos
ayudaran a demostrar el teorema principal de este capitulo. Como dijimos, y
como lo vamos a averiguar en las pruebas, seran las propiedades de la funcion
An(x,y) las que permiten la obtencién de tales resultados.

Lema 7 ([14, Lema 7]) Sea zy un cero de G, (z). Existe un r > 0 tal que

darg G (2) 1 0|G:(2)]
L = — L tod — <. 2.20
e Gl 9y para todo |z — z| < r (2.20)
Prueba. Sabiendo que G,(z) = 0, tenemos que Gj(z) = —p;. # 0y
entonces existe un disco abierto D(zg,7) := {z;|z — 20| < r} tal que para

todo z € D(zo,71), Gi(2) # 0.

Como el disco D(zp,r) es simplemente conexo, existe un logaritmo analitico
definido en D(zg,7) tal que logGf(z) = In|Gi(2)| + iarg G5 (2). Con las
ecuaciones de Cauchy-Riemann obtenemos la formula (2.20) que querfamos.
|
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Lema 8 ([14, Lema 8)) Sea zy = xo+iyo un cero de Gp(z) con xy € (an,by).
Si para todo € > 0 existen un x1 € (g — €,x9) Yy un T3 € (xo,To + €) que
satisfacen que, para todo y € R, A,(z1,y), An(za,y) # 0, entonces

2|G,
AN () = b2 0. (2:21)

Prueba. En primer lugar tenemos yo # 0, porque si no fuera el caso ten-
driamos zg real y sabemos que para cualquier z € R, G,,(z) > 0, lo que
implicaria que zy no seria un cero.

Ademds, sabemos que la funcién G,(z) cumple la igualdad G,(Z) =
Gn(z), para todo z € C, lo que implica que podemos suponer que o > 0.

El hecho de que G, (z9) = 0 implica, por (2.4), que A, (xq,yo) = 0. Pode-
A (o + 2, 90)

n s
mos suponer que — (g, o) = lim
ox z—0+

x
existe 0 < 01 < b, — xo tal que A,(xy + z,y0) < 0, para todo = € (0,6;).
Utilizando (2.15) tenemos A, (zo +x,0) > 0 para todo = € (0, ;) y, por con-
tinuidad, para todo x € (0, 07) existe y, € (0,y0) tal que A,(zo + z,y,) =0,

< 0, lo que implica que

lo que contradice la hipétesis. Por tanto —— (g, y0) > 0.

ox
. . 04, .
Si, ahora, asumimos que a—(:co, yo) > 0 con la expresién siguiente
X
814” , An(l’o — T, y(])
X0, = lim ,
ox ( 0 yO) z—0t —x

igual que antes, tenemos 0 < 0o < x¢—a, de tal forma que A, (xo—x,y0) <0
para todo x € (0,0,). Con los mismos argumentos que antes podemos con-

0A,
tradecir la hipétesis, lo que significa que 8—(1’0, yo) = 0 y por (2.4) obten-
x
9G . (2)]

emos la férmula que queriamos T(zo) = p0 logpy,. ®
x n

Lema 9 ([14, Lema 4]) Sea o un nimero real. Entonces
max{|G,(z)[;Rez <o} =G,(0), n > 2.

Sin > 2, el marimo se alcanza unicamente en o.

Prueba. Para todo z = z + iy, con x < o, tenemos que |G,(z)| < G,(z) <
Gn(0), lo que implica que max{|G,(z)|;Rez < o} = G,(0). Nos falta de-
mostrar que z = o es el inico punto en el cual se alcanza el maximo.
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Tenemos

. . 1 ) 1 . 1 . 1 .
|1_|_20+zt_|_30+zt| — |§+2U+Zt+§+30+lt| S |§+2U+2t|+|§+30+2t|‘

. . o , A
Supongamos que existan dos ntimeros positivos A y pu tales que 271 = 5

y 307 = g Entonces existen dos ntimeros enteros no nulos k, [ tales que

log2 k
10g3 =7 lo que es imposible porque log2 y log 3 son linealmente indepen-
0g

dientes sobre los racionales.

1 - 1 1 . 1
Al final, eso implica que o |§ + 20 < 5 +27 0 |§ + 377 < 5 139,

Teniendo una de esta desigualdades estrictas obtenemos que
|14 277 4 39%4| < 1 + 27 4 37, para todo real t # 0,

lo que significa que el maximo se alcanza tinicamente en z = x. m

Podemos subrayar, como consecuencia, que si una curva de nivel L de
Gn(z), para n > 2, corta el eje real en un z, entonces cualquier punto z de
L distinto de xy cumple Re z > xg.

Tenemos, finalmente, todas las herramientas para demostrar el teorema
principal de este capitulo sobre la densidad de las partes reales de los ceros de
G.(2) v lo que es equivalente de las sumas parciales de la zeta de Riemann.

Sabiendo que existen ceros simples para G,(z), enunciamos de nuevo el
teorema y, con el apoyo de las curvas de nivel y de las funciones auxiliar y
adjunta, expondremos su demostracion.

Teorema 19 ([14, theorem 4|) Sea zy = zg + iyo un cero simple de G,(2)
para n > 2. Entonces, existen dos nimeros positivos €1, €s, con €1 + €3 > 0,
tales que [xg — €1, 1o + €3] C Ry,.

Prueba. El caso n = 3, se obtiene directamente del teorema principal del
articulo de Moreno [46]. Supondremos, entonces que n > 3y, como en el
lema anterior, también que yy > 0.

Siendo el punto z un cero de G, (z), tenemos |G (20)| = p;’ v entonces
la curva de nivel Ly = |G} (2)| = pj° pasa por el punto 2.

Definimos Py := {Rez; z € Ly} y vamos a demostrar que Py contiene un
intervalo propio con z( dentro.
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En efecto, si z € Ly es un punto de la recta x = xy de tal forma que
(G*)'(2) = 0, obtenemos del Lema 6 que la proyecciéon de Ly en el eje real
contiene un intervalo con xy como punto interior. Eso es exactamente lo que
queriamos y ademas (G7)'(z9) = 0.

Sea My la componente arco-conexa de Ly que pasa por el punto zy. Si M,
no esta contenida en la recta x = xy, entonces F, contiene un intervalo propio
conteniendo xy. Si no fuera el caso, es decir, que M, estuviera contenida en
x = xo, entonces aplicando el Lema 9 a G} (z) obtenemos que z no esta en
Lg. Eso implica que existe un punto, que llamaremos wy = xg + iug de My,
tal que

up = min{t > 0; zo + it € My}. (2.22)

y en este caso tenemos G (wy) = 0 y obtenemos lo que querifamos.

De otro lado, si G (wg) # 0, por el Lema 5, el punto wy hubiera sido un
punto relativo interior de My, lo que contradice (2.22). Finalmente, existen
01, 09 > 0, con &1 4+ d9 > 0, tales que

[ZL’Q — 51, xo + 52] C BN [an, bn] (2.23)

Si 9y > 0, sea z € (xg,xo + d2). Entonces, por (2.23) podemos decir que
x € Py y que existe un punto z = z +iy € L. Esto nos da que |G} (z)| = p;°
y como zo < x, obtenemos |G} (z)| = p° < p§ , lo que implica, por (2.4),
que A,(z,y) < 0.

Por otra parte, como z € [a,, b,], por (2.15), tenemos A, (z,0) > 0y, por
continuidad, existe un y, tal que A,(z,y.) = 0. El Teorema 17 conduce a
r € R, y obtenemos lo que queriamos tomando e; = 0y €3 = 5.

Vamos a suponer ahora que d; = 0. En este caso, y por (2.23), obtenemos
(ZL’O — 51,.3(70) C PO N [an,bn] s 51 > 0.

Supongamos la existencia de un €; € (0, 6;] tal que para todo z € (zg—e€1, x0)
existe un y, € R tal que A,(z,y,) < 0. Si elegimos ¢; = d; y €2 = 0, con
los mismos argumentos que para el caso d, > 0 conseguimos demostrar el
teorema. Nos queda, entonces, justificar la existencia de tal €;. Si no fuera el
caso, para todo € € (0, 01] existiria un z. € (zg — €, o) tal que

A, (ze,y) > 0 para todo y € R. (2.24)
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1 1
Para un m suficientemente grande, dado e = — existe x,, € (xg — —, x¢) tal
m

m
que A, (x,,,y) > 0 para todo y € R. Asi, para todo y € R dado obtenemos
lim A, (zm,y) = An(zo,y) > 0. (2.25)

Ademds, como |G}, (20)| = pj° # 0, la funcién A, (x,y) es diferenciable en un
entorno de (xg, yp). Como A, (xg,yo) = 0 y por (2.25) se puede escribir

Ty o) = g BRI
y

O ) = tfm 2T ¥ Y)

0y y—0— Yy

DA,

lo que implica que 8—(1’0, yo) = 0.
Y

|G '
Por (2.4) esto significa que W(zo, yo) = 0y por (2.20) tenemos
darg G (2)
n\? . 2.2
g 0 (2.26)

Finalmente, como
0Gu(2) _ 0G3(2) | O,
or Oz ox ’

obtenemos

0G,(2)

tag (0 OGR(2)| |, QargGl(z)
5 — e an()%_'_ZGTL(Z)T() +pknlogpkn.

Ahora utilizando (2.26) y (2.21), llegaremos a una contradicciéon. En efecto,

8G” & iarg G (z T bt

Obtenemos, finalmente,
G, (20) = (Gy(20) + pi2.) log pi, = G(20) log pr, = 0,

y esto es una contradiccion, porque zp es un cero simple de G, (z), lo que
concluye la demostracion. m

Mientras se estaba redactando esta tesis, Gaspar Mora publicé en [43]
un resultado maés general, probando que, a partir de un cierto rango, hay
densidad de las partes reales de cualquier cero (no unicamente simple) de la
funciéon G,,(z) en intervalos incluidos en su banda critica.
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Capitulo 3

Clases de equivalencia de Bohr
de polinomios de Dirichlet.

Sumario. Se propone, en este capitulo, demostrar que el teorema de
equivalencia de Bohr se puede aplicar a los polinomios de Dirichlet
dentro de bandas verticales incluidas en las bandas criticas de estos
polinomios. Utilizamos nociones de aritmética, como las funciones
completamente multiplicativas, para transportar una propiedad de
densidad de los ceros de polinomios de Dirichlet y presentamos un
método explicito para construir polinomios de Dirichlet que com-
parten una propiedad topoldgica llama D-propiedad. Damos algunas
aplicaciones, como por ejemplo una demostracion diferente a la de
[17] sobre la densidad de los ceros de las sumas parciales de la fun-
cion alternada de la zeta de Riemann.

Abstract. We show, in this chapter, that the Bohr’s equivalence the-
orem can be applied to Dirichlet polynomials within vertical strips
included in the critical strips of these polynomials. We use arithmetic
notions, such as completely multiplicative functions, to transport a
property of density of zeros of Dirichlet polynomials and present
an explicit method for constructing Dirichlet polynomials sharing a
topological property called D- property. We give some applications,
such as a proof, which different from that given by [17], on the density

of the zeros of the partial sums of the Dirichlet eta function.
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3.1. Introducciéon

En el segundo capitulo hemos demostrado que las partes reales de los
ceros de las aproximaciones de la zeta de Riemann del tipo G, (2) = (,(—2)
cumplen una propiedad de densidad dentro de intervalos incluidos en el in-
tervalo critico. Las funciones enteras del tipo G,,(z) pertenecen a la familia
de los polinomios de Dirichlet.

En su articulo [17], Farag demuestra que a partir de un cierto rango

ng, los polinomios de Dirichlet de la forma Z ( kz)
k=1

parciales de la funcién eta de Riemann, tienen sus ceros que cumplen la

, para n > ng, sumas

misma propiedad de densidad que los de G,,(z) en del intervalo (0, 1).

Los autores de [30], M. Lapidus y M. Van Frankenhuysen, estudiaron
otros polinomios de Dirichlet relacionados con cuerdas fractales y constataron
numéricamente que las partes reales de sus ceros tienen también esta propiedad
de densidad y lo enunciaron en forma de conjeturas.

En su estudio de la funcién zeta de Riemann, H.Bohr [6] introdujo una
relacién de equivalencia entre series de Dirichlet y demostré que si dos series
de Dirichlet son equivalentes entonces tienen el mismo conjunto de valores
dentro de semi-planos abiertos contenidos en el plano complejo.

Como se dijo en capitulos anteriores, Tiiran y Spira usaron este resulta-
do para dar condiciones suficientes para la demostracion de la hipdtesis de
Riemann.

Mas recientemente, Balazard y Veldzquez-Castanén, en [3], mencionaron,
sin demostrarla, la posibilidad de utilizar la equivalencia de Bohr para poli-
nomios de Dirichlet.

Con objeto de entender mejor a la funcién zeta de Riemann, se consid-
er6 también la funcion eta de Riemann

R =Y S

que converge en {z € C : Rez > 0}. De hecho, hay una relacién estrecha
entre las dos funciones que se expresa con la igualdad siguiente

R(z) = (1 —2"77)¢(2).
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En este capitulo, vamos a dar una prueba de un resultado expuesto sin
demostracion en [3]. En efecto, se mostrara que el teorema de equivalencia de
Bohr para series de Dirichlet dentro de semi-planos abiertos del plano com-
plejo es también cierta para polinomios de Dirichlet en de bandas verticales
incluidas en las bandas criticas.

Utilizando el resultado principal del capitulo anterior, mostraremos que se
puede trasladar una propiedad topoldgica de los ceros de ciertos polinomios
de Dirichlet y que ademaés tenemos un método explicito para construir tales
polinomios. Daremos una prueba diferente a la de Farag para algunos valores
concretos de n y, en estos casos, aprovecharemos para ampliar el intervalo,
demostrando que la propiedad de densidad se cumple en todo el intervalo
critico y no tnicamente en (0, 1).

3.2. El teorema de equivalencia de Bohr.

[e.e]

Si consideramos la suma parcial de la serie E ane”

n=1
obtenemos un polinomio de Dirichlet que es una clase particular de poli-

Anz
"% con a,,z € C,

nomios exponenciales. Ahora, vamos a dar una definicién que se puede en-
contrar en [1, p. 166].

Definicién 11 Sea A = {\,} una sucesion infinita de nimeros reales dis-
tintos. Diremos que la sucesion finita o infinita numerable {3} de nimeros
reales es una base del conjunto A si se cumplen las siguientes condiciones:

1. La sucesion {(3,} es linealmente independiente sobre los racionales;

2. Cada {\,} se puede expresar como una combinacion lineal finita de
términos de {3,};

3. Cada (3, se puede escribir como una combinacion lineal finita de térmi-
nos de A.

Por ejemplo, si consideramos A = {logn}, entonces tenemos el siguiente
resultado:
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Lema 10 Sean n un nimero entero mayor que 2 y {p1,pa, ..., Pk, } €l con-
junto de todos los numeros primos menores o iguales que n. Entonces, el
conjunto

{logp1,log pa, ..., log py, }

es linealmente independiente, es decir, la combinacion lineal ny log p1+ns log po+
o + 1y, logpr, = 0, con nimeros enteros ny, no, ..., ng,, implica que ny =
ng = ... = ng, = 0.

Ademds, podemos encontrar enteros {cpj:m=2,..,n;j=1,2,.. k,}
de tal forma que
kn,
logm = Z Cm,j log Dj, (2.1)
j=1

para todo m = 2,....n.

Como conclusién, el conjunto {logp,}, siendo p, el n-ésimo primo, es
una base de A, y si tomamos m y [ tales que ml < n, entonces tenemos

Cml,j = Cmj + Clj.

Ahora consideramos dos series generales de Dirichlet con las mismas suce-
siones de exponentes A = {\,}, es decir,

PO =3 e, gl = b
n=1 n=1

Suponemos, ademds, que {3(n)} es una base para A. Entonces podemos

escribir
q(n)

)\n - Zrn,kﬁ(k)a
k=1
donde los 7, son racionales y la suma total g(n) depende de n.

Definicién 12 Decimos que las dos series f(z) y g(z) son equivalentes re-
specto de la base {3(n)}, y lo notaremos por f(z) ~ g(z), si para una sucesion
de numeros reales (y,) se cumple la propiedad

q(n)

b, =an,exp | ¢ E Tn kYk
k=1
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Se puede aplicar esta definicién, mutatis mutandi, a polinomios de Dirich-
let. Las propiedades siguientes se pueden encontrar en [1, Theorem 8.10] y
[1, Theorem 8.11]:

Remark 1 La relacion ~ que hemos expuesto en la definicion anterior es
independiente de la base. Ademds, es una relacion de equivalencia, es decir,
es reflexiva, simétrica y transitiva.

Ahora singularizamos la definiciéon 12 a las series de Dirichlet cuya suce-
sién de exponentes A estd formada por {logn}. Entonces, consideramos a la
definicién siguiente:

Definicién 13 Dos series de Dirichlet ordinarias

o0 o0
g ap,n”*y E b,n"~?
n=1 n=1

son Bohr-equivalentes si, y solo si, existe una funcion completamente multi-
plicativa x tal que

1. by, = x(n)ay;

2. |x(p)| =1 siempre y cuando a, # 0 y p es un divisor primo de n.

Definicién 14 Se define la abscisa de convergencia de una serie de Dirichlet
como la interseccion del eje real con la recta vertical en el plano complejo,
de tal forma que hay convergencia por la derecha de esta misma recta y
divergencia por la izquierda.

Los dos teoremas siguientes se pueden encontrar en [1, Theorem 8.10], y
[1, Theorem 8.16]:

Teorema 20 Dos series equivalentes tienen la misma abscisa de convergen-
cia absoluta.

Teorema 21 (Teorema de equivalencia de Bohr) Consideramos a f(z)
y g(z) dos series de Dirichlet equivalentes con abscisa de convergencia ab-
soluta o,. Entonces las funciones f(z) y g(z) tienen el mismo conjunto de
valores en cada semi-plano abierto o > o1 > 0,.
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Lo que se propone a continuacién es enunciar un resultado similar al
teorema de equivalencia de Bohr, pero en el caso de polinomios de Dirichlet,
y demostrar que en lugar de trabajar en semi-planos abiertos se puede hacer
en bandas verticales.

Proposicion 22 Se consideran dos polinomios de Dirichlet ordinarios

P(z) =1+ amwm™ y Q(z)=1+> bym™
m=2 m=2

Se dice que son Bohr-equivalentes si, y solo si, se puede encontrar una funcion
x:{1,2,....,n} — C tal que

1. x(1) =1 y x(ml) = x(m)x(l), para cualquier par de enteros positivos
m y | cumpliendo ml < n;

2. by, = x(M)ay,, para todo m =2,...,n;

3. |x(p)| = 1 siempre y cuando a,, # 0 y p es un divisor primo de m.

Prueba. Si P(z) y Q(z) son Bohr-equivalentes, entonces, por la definicién
12, existe un conjunto de nimeros reales {yi, yo, ..., Y, | tal que

kn
by = A, exp(iz Cm.,j Y;), para todo m = 2,...,n,
j=1
donde los enteros ¢, ; son los que se han considerado en (2.1).

Se define ahora una funcién y : {1,2,...,n} — C por

kn

x(m) = exp(iz Cm.,j Yj), para todo m = 2,...,n.
j=1

Entonces tenemos que x(1) = 1, x(ml) = x(m)x(l), para cualquiera de los
enteros positivos m y [ cumpliendo que ml < n. Finalmente, |y(m)| =1y
b, = x(m)a,,, para todo m = 2,...,n, lo que implica que las condiciones
expuestas en la proposicién se cumplen.

Reciprocamente, si asumimos la existencia de la funcién y satisfacien-
do las tres condiciones de la proposicién y si consideramos m € {2,...,n}
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tal que a,, # 0, entonces del hecho de que la funcién sea completamente
multiplicativa podemos escribir que

con
: X(p;)mi,  si pjlm
m,j) =
J(m. ) { 1, en otro caso.
Ademés, la condicién 3) de la proposicion implica que |x(p;)| = 1, para

cualquier p; divisor primo de m. En consecuencia, para tales niimeros primos
podemos escribir que x(p;) = € con y; = arg(x(p;)), donde arg representa
el argumento principal.

Entonces f(m,j) = e“mi¥%  para todo j = 1,...,k, y podemos escribir

x(m) = exp(iz Cm,; Yj), lo que implica que la Definicién 12 se cumple para
j=1

los m tales que a,, # 0 y tenemos la proposicién demostrada. En el caso que

a,, = 0, con la condicién 2), tendriamos b,, = 0, lo que representa un caso

trivial. m

Después de recordar algunos resultados sobre los caracteres de Dirichlet,
damos un primer ejemplo de Bohr-equivalencia de series de Dirichlet, series
que tienen un papel importante en la teoria analitica de los niimeros. Luego
exponemos un ejemplo de dos polinomios de Dirichlet que no son Bohr-
equivalentes.

Y/
Definicién 15 [16, definicién 10.14 p.217] Dado q € N*, sea G = U(—Z) y
q

consideramos un cardcter x € G. Se puede extender x a una funcion x, en
N poniendo

x(n mdd q), si n es coprimo con q.
Xq =
0, en otro caso.

La funcion x, se llama cardcter de Dirichlet modulo q.

A cada caracter de Dirichlet y médulo ¢ se le puede asociar la funcién L
de Dirichlet .
x(n
L(s,y) = 3 X0,

ns
n=1
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Proposicién 23 [16, teorema 10.16 p. 217] Un cardcter de Dirichlet modulo
q es completamente multiplicativo.

Prueba. Sea y, un caracter de Dirichlet médulo ¢g. Dados dos enteros m,n,
si al menos uno de ellos no es coprimo con ¢, entonces tampoco lo es el
producto mn. Lo que nos da x,(mn) = 0 = x,(m)x,(n). Si por otra parte, m
y m son coprimos con ¢, entonces (m méd q) - (n méd ¢) = (mn mod ¢) por
definicién, y usando el hecho de que y, en el sentido original es un caracter
de grupo, tenemos x,(mn) = x,(m)x,(n). =

Ejemplo 24 [1, Teorema 8.17, p. 184]. Sea k > 1 un numero entero y x

un cardcter de Dirichlet modulo k. Sea Z a,n” % una serie de Dirichlet con
n=1
(n,k) =1 (n y k son coprimos en el sentido comin) en el caso que a, # 0.

4, = x(n)an _
Entonces Z — Z & son Bohr-equivalentes.
n=1 n? n=1 n®

Ejemplo 25 Para n > 4, las funciones L,(—z) == 1 —27% — ... —n® y
Gn(—2) :=1427%+ ...+ n"* no son Bohr-equivalentes. En efecto, se puede
observar que

L,(—=2) = Z k™  y  Gu(—2) = Z apk™*,
k=1 k=1

conby =ay=1yb, = -1, ap = 1, para k = 1,2,...,n. Dado n > 4,
supongamos, por reductio ad absurdum, que L,(—z) y Gn(—z) son Bohr-
equivalentes. Entonces existe una funcion completamente multiplicativa x tal
que, en particular, by = x(k)ag, para k =0, ..., 4. Teniendo en cuenta el valor
de los coeficientes ay y by, obtenemos x(2) = —1 y x(4) = —1. Pero con la
condicion de ser completamente multiplicativa, tenemos que

que es imposible.

El siguiente resultado permite construir de forma explicita polinomios de
Dirichlet Bohr-equivalentes. Vamos a considerar secciones de funciones L de
Dirichlet.
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Proposicién 26 Dado un nimero enteron > 2, sea {as, ..., a,} un conjunto
de nimeros complejos con a, # 0 y sea X, : Z — C un cardcter de Dirichlet
modulo p, con p un numero primo mayor que n. Entonces los polinomios de
Dirichlet siguientes

P(z) =14 amm™ y Pu(2)=1+ Y xp(m)a,m=
m=2 m=2
son Bohr-equivalentes.

Prueba. El hecho de que x, sea un caracter de Dirichlet implica que es una
funcién completamente multiplicativa. Ademas, si m es un nimero primo tal
que m < n, entonces (m,p) = 1y, utilizando el teorema de Euler, tenemos
que m#® = 1[p], donde ¢ representa la funcién de Euler. Entonces

Xp(m)so(p) = Xp(mgo(p)) = Xp(l) =1,

lo que implica que |x,(m)| = 1. Si nos restringimos al conjunto {1,2,...,n},
Xp se cumplen las tres condiciones de la Proposicién 22, lo que implica que
los polinomios de Dirichlet considerados son Bohr-equivalentes. m

En el préoximo resultado vamos a mostrar que la propiedad de Bohr-
equivalencia se transporta también a las derivadas de polinomios de Dirichlet.

Proposicién 27 Sean P(z) y Q(z) dos polinomios de Dirichlet Bohr-equiva-
lentes con las mismas frecuencias \g.

Entonces sus sucesivas derivadas P (z) y QU™ (2) son también polinomios
Bohr-equivalentes.

Prueba. Tomemos P(z) = Zake’\kz y Q(z) = Zbke)‘kz, con by = x(k)ag
k=0 k=0
y x una funcién completamente multiplicativa. Entonces, para todo entero

n n
n, tenemos P"™(z) = che“z y QU (z2) = dee)‘kz, con ¢ = ag(A)™ y
k=0 k=0
dr, = br(A\;)™. Entonces se cumple el resultado. =
Veremos a continuacién casos particulares de caracteres de Dirichlet,
como por ejemplo el simbolo de Legendre. Pondremos también de relieve
que puede ser suficiente considerar funciones completamente multiplicativas
tomando tinicamente como valores —1 y 1 para generar polinomios de Dirich-
let Bohr-equivalentes. Daremos ejemplos de tales funciones.
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3.3. Una propiedad topolégica de los ceros.

3.3.1. La D-propiedad.

En este apartado se consideraran polinomios de Dirichlet ordinarios. Los
mismos resultados se pueden obtener con polinomios de Dirichlet generales

de la forma P(z) = 1+ ije_“’jz, con wj positivo para j = 1,...,n, y
j=1

wp < ..o < Wy

Tenemos ahora P(z) =1+ Z amm”~*, y se cumplen

m=2
lir}rq Pz +iy)=1
y o
T+
fm C@EW)
r——00 ApNn~TTW
Entonces existen x; < 0 < x5 tales que
P(z
| (_) — 1| < 1, para todo z con Re z < 24,
apn=—=*
y

|P(z) — 1| < 1, para todo z con Re z > x5.

Eso implica que P(z) no tiene ceros en el semi-plano Rez < z7 y tampoco
en el semi-plano Rez > z5. En consecuencia, todos los ceros estan colocados
en la banda

1 < Rez < xs.

Podemos enunciar la existencia de niimeros reales ap y bp tales que:

ap :=inf{Rez: P(z) =0}

bp :=sup{Rez: P(z) =0}.
Se define un intervalo Ip := [ap, bp], llamado intervalo critico de P(z).

De la misma manera que se hizo en el capitulo anterior, notaremos

Rp:={Rez: P(z) =0}

y trabajaremos con el Teorema 15 como caracterizacion de los conjuntos Rp.
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Teorema 28 Sean P(z) = 1+ Z amym =y Q(z) = 1+ Z byym™* dos
m=2 m=2
polinomios de Dirichlet ordinarios Bohr-equivalentes, entonces Rp = Ry.

Prueba. El hecho de que P(z) y Q(z) sean Bohr-equivalentes implica que
existe un vector de nimeros reales y = {yi, ..., yx, } cuyos componentes apare-
cen en la definicién de la funcién y : {1,...,n} — C dada por

kn
x(m) = exp(iz Cmy Yj) = €“™Y>" para todo m = 1,...,n, (3.1)
=1

con Cy, = (cm,l, e cm,kn) el vector con componentes enteros que aparece en
el Teorema 15. Esta funcién cumple que b,, = x(m)a,, y |x(m)| = 1, para
todom =2,...,n.

Por otro lado, si t € Rp, entonces por el Teorema 15 podemos decir que

existe un vector x € R* tal que Fp(t,x) =1+ Z m~le<emX>t — (),

m=2

Si ahora ponemos z = x —y € R¥» y utilizamos (3.1) obtenemos
Fo(t,z) =1+ Z by~ te<Cme>
=14+ Z X(m)amm—te<cm,x>ie—<cm,y>z’
=1+ Z Amm ™l e=m*>t = (),

y entonces t € Ry.

Reciprocamente, si t € Rg y tomamos z € R tal que Fy(t,z) = 0,
entonces X =z +y es tal que Fp(t,x) = 0, y el teorema estd demostrado. m

Ahora podemos, a partir del teorema anterior, enunciar dos resultados
que van a ser claves para nuestro proposito.

Corolario 4 Sean P(z) y Q(z) dos polinomios de Dirichlet ordinarios Bohr-

equivalentes, entonces ap = ag y Bp = Po. Esto significa que tienen el
mismo intervalo critico.
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Es decir, estos polinomios de Dirichlet Bohr-equivalentes tienen la misma
banda critica. Ahora, se presenta el resultado que permitird desarrollar la
propiedad topoldgica de los ceros de tales polinomios de Dirichlet.

Corolario 5 Sean P(z) y Q(z) dos polinomios de Dirichlet ordinarios Bohr-
equivalentes. Entonces, para cada cero zg = og+ity de P(z) y para todo € > 0,
se puede encontrar un cero zy = oy +it, de Q(z) tal que op—e < o(y < g +€.

Definicién 16 Sea P(z) un polinomio de Dirichlet y
Sap ={z€C:a<Rez<b}

una banda vertical abierta contenida en la banda critica de P(z). Se dice que
P(z) tiene la D-propiedad en Sy si P(z) tiene ceros cerca de cualquier
recta paralela al eje imaginario incluido en la banda S qp).

Si P(z) es un polinomio de Dirichlet, decir que tiene ceros cerca de
cualquiera recta incluida en una banda de tipo S(p) significa que dados
0y con a < 09 < by e > 0 se puede encontrar z* = ¢* + it* tal que
o9 —e<0o*<oy+ey P(z*)=0.

De manera equivalente, eso significa que el conjunto {Rez: P(z) = 0} es
denso en el intervalo [a, b], es decir, Rp = [a, b].

El teorema siguiente es una forma distinta de escribir el Corolario 5 y
pone en relieve la propiedad topoldgica de los ceros de polinomios de Dirichlet
Bohr-equivalentes.

Teorema 29 (D-propiedad) Sea S(, ) una banda vertical abierta donde el
polinomio de Dirichlet P(z) tiene la D-propiedad. Si Q(z) es un polinomio
de Dirichlet Bohr-equivalente a P(z), entonces Q(z) también tiene la D-
propiedad.

En [14, Theorem 23] se demostré6 que los ceros simples de la funcién entera
casi-periddica de tipo exponencial G,,(z) = 1+ 2% 4 ... + n® tienen sus partes

reales que no son puntos aislados del conjunto {Re s : G,,(s) = 0}. Ademés,
en ese articulo subrayamos que (,(z) = G,(—=z) para todon € Ny z € C.
Borwein et al. demostraron en [9] que todos los ceros de (3(z) son simples
y por simetria podemos decir que todos los ceros de G3(z) son simples. De
hecho, todos los ceros de Gy(z), G3(z) y G4(z) son simples (véase [14, p18]).
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Antes de exponer el proximo teorema, hay que anadir que el polinomio de
Dirichlet G, (2) tiene ceros simples, lo que significa que en algunos intervalos
incluidos en su banda critica tiene la D-propiedad. Con la meta de encontrar
un polinomio de Dirichlet con la D-propiedad, exponemos un resultado im-
portante que se puede encontrar en [14, Corollary 25, p. 19] y que vimos en
el capitulo anterior.

Proposicién 30 Sean n > 2 un nimero primo, b, = sup{Re s : G,(s) = 0}
y b, = sup{Re s : G',(s) = 0}. Entonces todos los ceros de G,(s) incluidos
en la banda vertical {z € C : b, < Re s < b,} son simples.

Como se ha convenido, indicaremos por S 5,) = {2 € C: V), < Re s < by}
la banda vertical donde todos los ceros de G,(2), n > 2, son simples.

Teorema 31 Sea x : N* — {41} una funcidn completamente multiplicativa
que cumple las condiciones de la Proposicion 22. Entonces todo polinomio
de Dirichlet de la forma Qn(z) = > _p_, X(k)k*, n > 2, tiene la D-propiedad
para cada Sy p,)-

Prueba. Consideramos G, (z) = Ze(logk)z, entonces Qn(z) y Gn(z) son
k=1

Bohr-equivalentes porque la funcién completamente multiplicativa y satis-
face la igualdad 1 = x(k)x(k), para todo k = 1,...,n, y |x(j)| = 1, para todo
j € N. Ahora, aplicando [14, Theorem 4], si zy = 0g + ity es un cero simple
de G,(z) (cuya existencia estd asegurada por [14, Corollary 3]), existen dos
numeros no negativos €1 y €y, con €1 +¢5 > 0, tales que G,,(2) tiene ceros cer-
ca de cualquiera recta paralela al eje imaginario dentro de la banda vertical
{z€C:09—e1 <Rez <o+ es}.

Entonces, existen a < b, con a > 09 — €1 y b < 0g + €9, tales que G,(2)
cumple la D-propiedad en S, . Finalmente, teniendo en cuenta el Teorema
29, obtenemos el resultado.

Ahora, por el Corolario 5, para cada cero zg = 0q + ity de G,(2) y para
todo € > 0, podemos encontrar un cero z; = oy + it de Q,(z) tal que
op—€ < 0, < gg+e€yty € R. Aplicando [14, Theorem 26|, tenemos el
resultado que querfamos. m
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Una cuestion importante es saber si todos los polinomios de Dirichlet
cuyos ceros estan cerca de cada recta vertical incluida en sus bandas criticas
son Bohr-equivalentes. La respuesta es claramente negativa.

Proposicién 32 Sean P(z) y Q(z) dos polinomios de Dirichlet con las mis-
mas frecuencias logk con k = 1,...,n y que satisfacen el hecho de tener unas
bandas abiertas

Sap ={s€C:a<Res < b}

en su banda critica, conteniendo sus ceros simples, con la D-propiedad.
Entonces P(z) y Q(z) no son Bohr-equivalentes.

Prueba. Para n > 2, como la funcién G,,(—z) = 1+27%+ ... +n~* satisface
las condiciones de la Proposicién ([14], Theorem 23), la idea de la prueba es
hallar un polinomio de Dirichlet con las mismas propiedades de tal forma que
no sea Bohr-equivalente a G, (—z). Para ello, utilizaremos la suma parcial de
la funcion zeta alternada

- 1) - —1_—(logk)z
P = 3 S = Yyt
k=1 k=1

Farag demostro que este polinomio de Dirichlet tiene sus ceros cerca de cada
recta vertical en su banda critica (véase [17, Theorem 1]).

Por otro lado, no es dificil ver que la funcién n +— (—1)""! no es com-
pletamente multiplicativa. Entonces hemos encontrado dos polinomios de
Dirichlet que no son Bohr-equivalentes y que tienen sus ceros cerca de cada
recta vertical incluida en sus bandas criticas. m

Como hemos visto en el Teorema 31, se necesita una funciéon completa-
mente multiplicativa que cumpla los requisitos de la Proposicion 22. Damos
un primer ejemplo de tal funciéon y deducimos otro resultado.

La funcién de Liouville, definida por

{ A1) = 1,

)\(pgl . pg2 .. .pzk) — (_1)7‘1+7‘2+---+7‘k’

donde los p; son nimeros primos y r; son enteros.
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Se puede anadir que los polinomios de Dirichlet

F2) = are™ yg(z) = e ™,
k=1 k=1

con \, = logk para k = 1,...,n, son Bohr-equivalentes en el caso de que
tengamos a; = by, ap = —b, para k primo y a; = b; = 0 para que j no
sea primo. Hemos visto en el Ejemplo 25 que, para n > 4, las funciones
L,(z) =1-2—...—n*y G,(2) = 1+2*+...+n* no son Bohr-equivalentes.
Ahora, con el uso de la funcién de Liouville, se puede enunciar el resultado
siguiente:

Proposicion 33 Dados un niumero entero n y py siendo el k-ésimo primo,

n n
las funciones 1 — E e*lospr ¢ 1 4 E e*1°8P% son Bohr-equivalentes.
k=1 k=1

Los polinomios L, (z) = 1 — 2% — ... — n* tienen un papel importante con
relacién a las cuerdas fractales, como se vera en el capitulo siguiente (véase
también [13]).

3.3.2. Algunos ejemplos de polinomios de Dirichlet con
la D-propiedad.

Para poder aplicar los resultados del parrafo anterior, necesitamos en-
tonces polinomios que ya tengan la D-propiedad, pero también funciones
completamente multiplicativas que cumplen las condiciones expuestas en la
Proposicion 22.

Es lo que se propone en este parrafo. Vamos a utilizar polinomios de
Dirichlet que ya sabemos que tienen la D- propiedad como polinomios base
para generar otros polinomios de Dirichlet cuyos ceros tengan esta propiedad
topoldgica.

Dicho de otra forma, podemos dar un método explicito para crear poli-
nomios de Dirichlet con la D-propiedad.

En este momento merece la pena hacer un par de comentarios:

(i) Segun una observacién de Balazard y Veldsquez-Castandn [3, p.344],
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podemos considerar una funcién completamente multiplicativa y tal
que |x(m)| = 1 para todos m > 1.

Entonces, trabajaremos con funciones completamente multiplicativas
con valores en el conjunto {—1,+1}.

(ii) Como hemos visto antes, la funcién de Liouville es una buena candidata
y se van presentar otras.

Hay que anadir que las funciones que cumplen estos requisitos se pueden
generar de forma aleatoria eligiendo al azar los valores que toma la fun-
cién para nimeros primos. En efecto, si X (p;), con p; un ntimero pri-
mo, representan variables aleatorias independientes, tomando los val-
ores 1 y —1 con la misma probabilidad y si ponemos X(1) = 1y
X(m) = H?ZIX (pj)emi, con m = Hfglpi"“j , entonces esta construccién
nos da todas las posibles funciones candidatas para la Proposicién 22.

Veamos ejemplos de tales funciones que se puedan utilizar en el Teorema
29.

1. Sea p un numero primo. El simbolo de Legendre médulo p se define
como

1, si ¢ no es un residuo cuadratico modulo p,
q . . L ,
(—) =< —1, si ¢ es un residuo cuadratico modulo p,

0, si ¢g=0[p.
Se dice que ¢ es un residuo cuadratico médulo p si ¢ = k?[p] para un

nimero entero k de tal forma que k # 0[p).

2. Podemos crear funciones completamente multiplicativas con valores en
el conjunto {—1,+1} utilizando la funcién de Liouville y el simbolo de
Legendre.

Vamos a exponer un resultado que se puede encontrar en [8, p. 7].
Sea €2,(n) el nimero de factores primos ¢ de n con (Q) = —1, es decir
que los factores primos no son residuos cuadraticos modulo p.
Tenemos,

Q,(n) = card{q : q es primo ,q|n y (g) =1},
p
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Definicién 17 La funcion de Liouville modificada mddulo p se define
como

Ap(n) = (—1)%),

Para el caso que nos interesa, los resultados mas importantes son los
siguientes lemas [8, Lemma 1 p. 7].

Lema 11 La funcion \,(n) es la unica funcién completamente multi-

plicativa definida por A\,(p) =1, y para primos q # p por A\,(q) = (E)
p

Sea (2,(n) el nimero de factores primos ¢ de n con (g) =1, es decir,
p

; q
Q;(n) = C’ard{q 1qes pr1mo,q|n y (];) = 1},
Lema 12 La funcion X,(n) es la unica funcion completamente multi-
plicativa definida por \,(p) = 1, y para primos q # p por X,(q) = _(2).
p

Podemos descomponer la funcion de Liouville en términos de funciones
de Liouville modificadas.

Teorema 34 Si A(n) es la funcidn de Liouville, entonces
An) = (=1)F .2, (n). X, (n),
donde pF|n y p**t n.

Ahora que sabemos que existen funciones completamente multiplicati-
vas cumpliendo los requisitos de la Proposicion 22, para poder aplicar el
Teorema 29 hay que disponer de antemano de polinomios de Dirichlet
que tengan la D-propiedad.

En su famoso articulo de Compositio Mathematica, [46, p.77], Moreno

n
1
demostré que las sumas parciales Z Z? (n > ng) tienen la D-propiedad
=11
en la banda (o). Basdndose en este resultado, si notamos por A =
{m1,mag,...,my}, con n > 2, el conjunto de niimeros de complejos tales

66



que |m;| = 1, para j = 1,...,n, y si consideramos {ps,...,p,} €l con-
junto ordenado de n nimeros primos, los autores de [45, Theorem 10]
demostraron que los polinomios de Dirichlet

n s
Pa(z) =1+ p—;
= J

tienen la D-propiedad en bandas incluidas en la banda critica.

A partir de este resultado, se puede enunciar la propiedad siguiente:

Proposicién 35 Sean n un nimero entero y {p1,...,px, } €l conjunto
de los numeros primos menores o iguales que n. Entonces los poli-
nomios de Dirichlet

kn
G
PA(Z):1+ E p—z,
m=1+-m

siendo A = {ay,as,...,ax, } un conjunto de niumeros complejos del
circulo unidad, tienen la D-propiedad en sus bandas criticas respectivas

S(aPA7 ﬁPA)'

Prueba. En primer lugar, para aplicar el Teorema 29, se define la
funcién completamente multiplicativa x4 : {1,...,k,} — C tal que
xa(1) =1, xa(pm) = am, para todo m = 1,2, ... k,, y xa(m) =0sim
no es un numero primo.

Tal funcién cumple las condiciones de la Proposicion 22. Si A; y As son
dos conjuntos distintos de ntimeros complejos perteneciendo al circulo
unidad entonces P4, y P4, son Bohr-equivalentes.

Finalmente, si aplicamos [45, Theorem 10] al polinomio P4(—z) = 1+
Zif:l ame*1°8Pm  se puede deducir que P4(z) tiene la D-propiedad en

todas sus bandas criticas S(ap,,3p,). ®

Ahora, para valores grandes de n, se van a utilizar las secciones de la

funcion zeta alternada para generar polinomios de Dirichlet que tengan la
D-propiedad en Sp1) = {z € C:0 < Rez < 1}.

Proposicion 36 Sean n un niumero entero y p un numero primo impar de

tal forma que p > n.
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(k) (—1)F!
Entonces todos los polinomios de Dirichlet Z W, donde

X (),
)\P(k)a

Ok =9 60 = (&),
A(K),

tienen la D-propiedad en S 1).
Para la demostracién, recordamos los resultados siguientes:

Teorema 37 (Criterio de Euler) Seap un nimero primo impar, entonces
- a

para todo a € Z, a’r = (=)[p].

p

Lema 13 (Lema de Gauss) Sean p un primo impar, a un entero coprimo
conpy R={k: —p—gl gk;g”—;l}. Sean

—1
S =a,2a, 3a, ...,p 5 a}

y S" C R el correspondiente conjunto de representantes mddulo p. Si la can-

tidad de enteros megativos en S’ es n, entonces
a n
(=)= (=",

p

donde (%) es el simbolo de Legendre.

Ahora podemos demostrar la proposicién anterior.

Prueba. Los dos primeros casos y el cuarto son inmediatos usando las defini-
ciones de la funcién de Liouville.

Veamos el tercero. Con la condicién p > n, utilizando el Lema de Gauss y

(k) (=D

la definicion del simbolo de Legendre, podemos concluir que Z O =

k=1
son Bohr-equivalentes a las sumas parciales de la funcion zeta de Riemann

alternada.

En su articulo [17, Theorem 1], Farag demuestra que existe un nimero
entero ng tal que para todo n > ng, las sumas parciales de la funcién zeta de
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Riemann alternada R, tienen la D-propiedad en la banda S 1) C S

ARy, BR,)"
Esto nos permite concluir la demostracion.

Antes de dar un ultimo ejemplo de cémo crear de forma explicita poli-
nomios de Dirichlet con la D-propiedad vamos a utilizar los resultados de
este parrafo en dos direcciones:

» Para dar una demostracién distinta a la que propuso Farag en [17] para
los casos n = 2,3,4,5.

= Para probar que para n = 2, 3,4, la D-propiedad no esta tnicamente
en la banda vertical S(g,1) como demostré Farag, sino en toda la banda
critica notada S(ay . 8x )-

Lo expondremos en la préxima proposicion, pero antes necesitamos un
lema.

Lema 14 Los polinomios de Dirichlet

Ru(z) =1+ z": (—1)m1
m=2 m*
(1
"1
Lo(z)=1-) —
(2) mXZj —

son Bohr-equivalentes para n = 2,3,4,5.

Prueba. Utilizamos la funcién de Liouville modificada Ay(m) = (—1)%2(m),
donde Q5(m) es el numero de factores primos ¢ de un nimero entero m tal
que el simbolo de Legendre médulo 2 satisfaga ¢(q) = 1.

Entonces tenemos que 5(1) = 0,02(2) = 0,22(3) = 1,02:(5) = 1, lo
que significa que Aa(1) = 1,X2(2) = 1, A2(3) = —1, A2(5) = —1. Tenemos,
también, X\p(4) = Xa(2 X 2) = X\y(2)? = 1. La funcién completamente mul-
tiplicativa As : {1,2,3,4,5} — C cumple, entonces, las condiciones de la
Proposicién 22, lo que nos permite obtener el resultado buscado. m

Para el caso n = 2, tenemos Ry(z) = Ls(z) = 1 — 27 y es inmediato que
los ceros estan situados en el eje imaginario y la banda critica se reduce a
este eje.

69



Proposicion 38 Los polinomios de Dirichlet

tienen la D-propiedad en toda la banda critica S , paran = 3,4.

ARy, ORy)
Prueba. Vamos a usar el lema anterior. Hemos demostrado que R, (z) y
L,(z) son Bohr-equivalentes para n = 3, 4. Utilizando [13, Section 3], sabe-
mos que L,(z) tiene la D-propiedad en toda la banda critica S, s, ) para
n = 3,4. El Teorema 29 permite concluir. m

Terminaremos este apartado empleando [14].

Proposicién 39 Sean n > 2 un nimero primo y x, : Z — C cualquier
cardcter de Dirichlet modulo p con p un numero primo mayor que n.

Sea x : N — {—1,1} una funcidn completamente multiplicativa. Entonces
podemos asequrar la existencia de bandas abiertas S(aj,bj) en las cuales los
polinomios de Dirichlet ordinarios siguientes

Xp(2) Xp(1)
e =1+ =24+ 4+ ==
X + 2z + + nz
’ (2) (n)
n
Gy =1+ 524 A
2% n?

tienen la D-propiedad.

Prueba. Sean n > 2 un nimero primo y p un nimero primo mayor que
n. Por la Proposicién 22, podemos decir que (,(2), Cny, ¥ Cny son Bohr-
equivalentes.

Ademas, [14, Corollary 3] nos asegura la existencia de ceros simples de
(n(2) en una cierta banda vertical incluida en la su banda critica. Finalmente,
utilizando [14, Theorem 4], se pueden asociar a estos ceros simples unas
bandas abiertas S, 4;), donde (,(z) tiene la D-propiedad, y por el Teorema
29 los polinomios de Dirichlet ¢, v Gn, tienen también la D-propiedad, lo
que acaba la prueba. m
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3.4. Clases de equivalencia.

3.4.1. Principales propiedades

Definicién 18 Sean P,(z) y Qn.(z) dos polinomios de Dirichlet de la forma

n

Py(z) = axk™ Qu(z)=> bk

k=1

Diremos que P,(z) y Q.(2) son Bohr-coprimos si no existe una funcion
completamente multiplicativa x de tal forma que by = x(k)ax, para todo
k=1,..,n.

Proposiciéon 40 Sea DP el conjunto de todos los polinomios de Dirichlet
que tienen la misma banda que P,(z) y con la D-propiedad. Definimos

Cs(P.(2)) = {Qn(2) € DP tal que Q,(z) es Bohr-equivalente a P,(z)}.

Entonces Cp es una clase de equivalencia dentro de la familia DP.

Remark 2 Se considera el polinomio de Dirichlet

no N2k—1(  1\k—1
CIBED Pt

tal que para todo k = 1,...,n, x(k) = (=1)**=1 = —1. Podemos ver que tal
funcion x no es completamente multiplicativa.

Por definicion tenemos Fy(z) € DP, pero Fy(z) € Cp(Fn(z)). Con el
método utilizado, podemos crear una clase de equivalencia de Fy, que notare-
mos por Cs(Fy(2)) de tal forma que Cg(Fo(z)) NCr(Fn(z)) = 0.

Entonces podemos enunciar el resultado siguiente:

Proposicién 41 Sean P,(z) and Q,(z) dos polinomios de Dirichlet Bohr-
coprimos en DP. Entonces Cp(P,(2)) NCs(Qn(z)) = 0.
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3.4.2. Una aplicacién: las ecuaciones funcionales

En 2009, con el propésito de encontrar las soluciones de la ecuacion
funcional f(z) + f(2z) + ... + f(nx) = 0, se estudid la ecuacién funcional
F(z) + ...+ F(nz) = 0 para z € C y se publicé el articulo [40]. Se puso
en relacion, con el uso del operador de Euler, las soluciones de la ecuacién
F(z)+ ...+ F(nz) = 0 con los ceros de la funcién G, (z) =1+ 2* + ... + n”.

Consideramos ecuaciones funcionales de esta forma
wiF(2) + woF'(22) + ... + w, F(nz) = 0,
conn €N, ze€Cyparatodoi=1,...n, w €C\{0}.

Definicién 19 Sean dos ecuaciones funcionales wy F(z)+ ...+ w,F(nz) =0
y 0 F(2) + v F(22) + ... + v, F(nz) = 0 tal como las definimos antes.

Diremos que son Bohr-equivalentes si existe una funcion completamente
multiplicativa ¢ : N — C\ {0} tal que

i) v, = ¢(k)wg, para todo k =1,...,n;
i) |p(p)| =1, siempre cuando w, # 0 y p es un nimero primo divisor de

n.

Proposicion 42 La relacion que acabamos de exponer en la definicion an-
terior es una relacion de equivalencia.

Prueba. Supongamos que wi F/(z) +wa F'(22) +... 4w, F(nz) =0y v, F(z)+
v F'(22) + ... + v, F(nz) = 0 son Bohr-equivalentes. Vamos a demostrar que
es reflexiva, simétrica y transitiva.

s Reflexiva. Es inmediato tomando ¢ como aplicacién identidad.

» Simétrica. Podemos definir otra funcién completamente multiplicativa

o(m)

obtenemos el resultado querido.

considerando y : m +— . Tenemos, entonces, que wy = x(k)vg y
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= Transitiva. Si suponemos que existe una tercera ecuacién funcional
Vi F(z) + v4F(22) + ... + v, F(nz) = 0 que sea Bohr-equivalente a la
ecuacion vy F'(z) + v F'(22) + ... + v, F(nz) = 0, tenemos que demostrar
que es Bohr-equivalente a wq F'(z) + waF'(22) + ... + w, F'(nz) = 0.

En efecto, utilizando la definicién, existen dos funciones completamente
multiplicativas ¢ y x tales que para todo k = 1,...,n, vy = ¢(k)wg y
vy, = x(k)vg. Si definimos Q : k — Q(k) = ¢(k).x(k) y consideramos
vy, = Q(k)wy, es trivial que esta funcién tiene las propiedades queridas
y obtenemos el resultado.

Y ahora un resultado directo:

Proposicion 43 Dos ecuaciones funcionales tal como las hemos definido
antes son Bohr-equivalentes si, y solo si, sus polinomios de Dirichlet carac-
teristicos respectivos son Bohr-equivalentes.

De la misma forma cémo hemos definido en el parrafo anterior, pode-
mos hablar de clases de equivalencia de ecuaciones funcionales de la forma
wi F(2) + woF(22) + ... + w, F(nz) = 0.

3.4.3. Preguntas y conjetura.

Terminaré este capitulo con algunas preguntas, que podrian llevar a una
futura investigacién, y una conjetura.

» ;Qué podemos decir de las soluciones analiticas de estas ecuaciones
funcionales?

= ;Hasta qué punto el hecho que haya Bohr-equivalencia puede darnos
una cierta informacion sobre las soluciones de tales ecuaciones fun-
cionales?

= En este capitulo hemos hablado de la Bohr-equivalencia de polinomios
de Dirichlet cuyos coeficientes pertenecen a C.

..Se podria obtener un resultado similar al Teorema 29 con los coefi-
cientes en otro conjunto, como por ejemplo, los cuerpos ntmericos o
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cuerpos de clases? Se puede consultar [33] para un trabajo sobre ceros
de tales polinomios.

Como vimos, se ha demostrado que la suma parcial de la funcién zeta
alternada para algunos valores de n tiene la D-propiedad en toda la banda

critica. Cabe formular la siguiente:

Conjetura 44 La suma parcial de la funcion zeta alternada
n (_1)m—1
R,(2)=1 —_—
(z) =1+ mZ:Z —

tiene la D-propiedad en toda la banda critica para todo enteron > 1.
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Capitulo 4

Una aplicacion a la teoria de
las cuerdas fractales.

Sumario. En este capitulo presentamos la nocién de cuerdas frac-
tales auto-similares non-lattice, las cuales estéan relacionadas con poli-
nomios de Dirichlet. Utilizamos entonces resultados del Capitulo 2
para demostrar conjeturas enunciadas por M. Lapidus y M. Van
Frankenhuysen en [30] respecto de ciertas cuerdas, como la de oro,
de oro+ o de Bessel.

Abstract. In this chapter we present the notion of self-similar non-
lattice fractal strings. They are related to Dirichlet polynomials and
so we use results from Chapter 2 to prove conjectures stated by M.
Lapidus and M. Van Frankenhuysen in [30] regarding some strings
such as gold, gold+ or Bessel ones.

4.1. Introduccion.

Mientras estaba buscando la demostracién del resultado sobre la densidad
de las partes reales de los ceros simples dentro de intervalos incluidos en los
intervalos criticos de cada G,(z), para todo n € N, encontré el articulo de
M. Lapidus y M. Van Frankenhuysen. Este articulo esta relacionado con las
cuerdas fractales y, en particular, con las que son auto-similares. Los autores

75



se interesan por la densidad de las partes reales de los ceros de polinomios ex-
ponenciales que llaman dimensiones complejas y que estan, como lo veremos,
relaciones con la geometria de tales cuerdas.

En su articulo, Lapidus y Van Frankenhuysen exponen varias conjeturas
relacionadas con la densidad de las partes reales de ceros de polinomios de
Dirichlet asociados a ciertas cuerdas fractales non-lattice auto-similares.

Después de todo, no es extrano ver que hay relaciones entre las cuerdas
fractales, los polinomios de Dirichlet y las sumas parciales de la zeta de
Riemann. En el libro de Marcus du Sautoy [65], se explica muy bien la relacién
que existe entre la teoria de los niimeros, la hipétesis de Riemann, la fisica y
los tambores cuanticos. Es estudiando la vibraciéon de un tambor cuando se
relacionaron estos temas con las cuerdas fractales y, luego, con las membranas
fractales.

Queria utilizar el resultado expuesto en el Capitulo 2, pero, como vimos,
Gn(2) y Ln(z) no son Bohr-equivalentes para todo n > 3. Utilizando técnicas
expuestas en ese capitulo, relacionadas con las curvas de nivel y un teorema
de Avellar y Hale [2], hemos conseguido con J. M Sepulcre contestar a algunas
de estas conjeturas, demostrando, en particular, que el conjunto de dimensién
de fractabilidad de las cuerdas de oro, de oro+ y de Bessel coincide con sus
intervalos criticos asociados.

En este capitulo estudiaremos algunos resultados generales sobre las di-
mensiones complejas y el conjunto de las dimensiones de,fractabilidad, con-
siderando funciones asociadas a la 2-3-...-n cuerda de factores de escala %,
%,...,%, es decir, para las funciones L,(z), n > 2. Para estas funciones, tam-
bién daremos una caracterizacion, en general, del conjunto de puntos cuyas
partes reales son densas, utilizando el conjunto de las curvas de nivel de una
funcion auxiliar, y daremos también unos métodos para obtener tales puntos.
El procedimiento utilizado es similar al que hemos empleado para la funcién
Gn(z) [14]. Luego ampliaremos estos resultados a otras cuerdas, como por
ejemplo, la cuerda de oro, la de oro+ y la cuerda de Bessel, lo que nos dara la

oportunidad de contestar a algunas conjeturas expuestas en [30].

Finalmente, mientras se estaba escribiendo esta tesis, la gran mayoria
de los resultados expuestos en este capitulo fueron enviados a publicar y se
encuentran recogidos en el articulo [13].
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4.2. Cuerdas fractales non-lattice y dimen-

siones complejas.

4.2.1. Cuerda de Cantor y generalidades.

Empezamos este apartado con un ejemplo: la cuerda de Cantor. La pode-
mos definir como

L2 12y (T8 (1 2Y (T 8\ 19 20 2% %)
33 9’9 9’9 27727 277 27 27727 27727)
y la notamos C'S.

1
Se puede observar que cada intervalo tiene una anchura 3 para j > 1,
contado con una multiplicidad w; = 27. Se puede entonces definir una funcién

—S

meromorfa asociada a C'S cuya imagen es —. Si estudiamos los

1—-2x3
2
polos de tal funcién vemos que tienen la forma logs 2 + in%, para todo
0g
n e Z.
27
log 3
siones complejas de la cuerda de Cantor.

El conjunto {logs2 + in ;n € Z} se llama el conjunto de las dimen-

Vamos presentar de manera mas general las cuerdas fractales. Para mas
detalles se puede consultar, por ejemplo, [31].

Definicién 20 [31, section 1.1 p. 9] Una cuerda fractal ordinaria L es a
subconjunto abierto acotado 2 de R. Tal conjunto se puede escribir como
una reunion contable de intervalos abiertos. Las anchuras de cada uno se
escriben ly, ls, ... y se llaman anchuras de la cuerda. Se asume sin perdida
de generalidad que

L >l>..>0

donde cada anchura estd contada con su multiplicidad.

Se puede entonces escribir



Ademds tenemos le < 0o y es igual a la medida de Lebesgue de €.
j=1

Notaremos [;, para j > 1, la anchura del intervalo (a;, b;) y entonces podemos

escribir £ = {l;};>1.

Definicién 21 Denotamos por OL la frontera de la cuerda fractal ordinaria
L. Para un € > 0 dado, sea V(€) el volumen del tubo interior cerca de OL de
radio € y lo definimos por

V(e) =voly{z € L: d(z,0L) < €},

donde voly es la medida de Lebesgue de dimension 1 en R y d(x,A) =
inf{d(x,y), y € A CR}.

Definicién 22 La dimension de la cuerda fractal L corresponde a la dimen-
sion de Minkowski de OL, es decir,

D =iif{a>0:V(e) = O(e), cuando e — 0T }.

En el caso de la cuerda de Cantor, su dimensién de Minkowski es la parte
real des los polos es decir logs 2.

Definicién 23 FEn general, el volumen del entorno tubular de la frontera de

Vi= > 2+ > I

Jilj>2e J:l;<2e

L viene dado por

Por ejemplo, si aplicamos la férmula del volumen, obtenemos para la
1
cuerda de Cantor, y para 0 < € < 3

oo 9 .
Voste) =2 - 1)+ 32570 e (B
k=n

donde n es tal que 37" > 2e > 371,
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4.2.2. Cuerdas auto-similares. Dimensiones complejas.

Consideramos ahora polinomios de Dirichlet, que son funciones que pueden
ser normalizadas, respeto a los ceros, de la forma siguiente

n n
flz) = 1+Zm]~7’j— = 1+ije“°g”, (1.1)

j=1 7j=1

donde my, ..., m, son ntimeros complejos y r; > ... > r, > 0.
. . gr; . . . . .
Si un cociente , J = 2, es irracional, estos polinomios se llaman
0g T

polinomios de Dirichlet non-lattice. En el caso contrario, cuando r; = r*i son

potencias de una base comtn r, se llaman polinomios de Dirichlet lattice.

Los ceros de los polinomios de Dirichlet estan relacionados con el concepto
de banda fractal [30]: un conjunto que se escribe como una unién disjunta
de intervalos abiertos cuyas longitudes forman una sucesién £ = [y, 1y, ... de

o0
longitud total finita Z l;.
j=1
Una informacién importante sobre la geometria de £ es contenida en su
funcion zeta geométrica, que se puede definir como

Co(z) = Zz;. (1.2)

Tl < oo}, entonces {z €

C : Rez > o} es el semi-plano mdas ancho abierto en el cual la serie (1.2)

Si definimos ¢ como el valor inf {a eR: >

converge. Es decir, 0 <o < 1.

A partir de ahora, consideraremos tinicamente el caso de cuerdas fractales
auto-similares.

Se definen considerando un intervalo cerrado I de anchura L. Sea N un
entero mayor o igual a 2 y sean ®q,..., 5 aplicaciones contractivas de [
en si mismo, con factores de escala respectivos r1,...,rn que satisfacen la
siguiente propiedad:

I1>r2rm>...2>2ry>0.
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Ademads asumimos que
N

ZT]‘ < 1,

j=1
y las imagenes ®;(/), para j = 1,...,n no se superponen.
Luego hay que subdividir el intervalo I en los trozos ®;(1) y las piezas que

quedan entre los intervalos tienen una anchura de I, = gi L, parak =1, ..., K,
donde los factores de escala ¢y, ...gx de los agujeros cumplen:

1>g>...>gg>0

N
er—l—ng:l.

K
j=1 k=1

Después se repite el proceso con los ®;(I) para j = 1, ..., N. Informaciones
y ejemplos de dichas cuerdas si pueden encontrar en [31, chapter 2, p.33].

Los polos de la prolongacién meromojrfa de la funcién zeta geométrica
(que son ceros de un polinomio de Dirichlet) son llamados dimensiones
complejas de L [30, Corollary 5.3]. Por ejemplo, en el caso de cuerdas auto-
similares con factores de escala 1,79, ...,y ¥ agujeros g, ..., gx, se escribe

z K z
Py gk
=N

donde L es la longitud total de £ [30, Theorem 5.2].

Cc(2)

Ademas, la funcién zeta geométrica tiene una relacion con la funcién zeta
de Riemann [31, p. 2].

En efecto si definimos el espectro de la cuerda fractal como la sucesién de
las frecuencias f = k.lj_l con k,j =1,2, ... entonces la funcién zeta espectral

de la cuerda L es
C,,(S) = Z f_s-
f

Al final tenemos:

Cu(s) = Ce(s)-C(s).

Concentraremos nuestro estudio en el caso de las cuerdas fractales auto-
similares non-lattice y nos centraremos, en particular, en las funciones
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L,(z) :=1—2% — ... —n® para n > 3, funciones que son prototipos de
polinomios de Dirichlet non-lattice. Para el caso n = 3, L3(—2z) es la funcién
obtenida directamente teniendo en cuenta la 2-3 cuerda L de factores de
escala % y %, un unico agujero, y de longitud total 6 [31, p. 47]. El caso
n = 4 se puede encontrar en [31, p. 66] o en [30, Seccién 2.2.4]. Lapidus y
Van Frankenhuysen observan, con este ejemplo, la propiedad siguiente: “We
observe the interesting phenomenon that the complex roots of the nongeneric
non-lattice equation f(s) = 0 tend to be denser at the boundaries Res =
1,082 and Res = —1,731 of the critical strip, and around Res = 0.”

Ademds, para n dado, L,(—z) es la funcién obtenida directamente te-

niendo en cuenta la 2-3-...-n cuerda con factores de escala %, %,...,%.
La funcién L,(z) = 1 — 2* — ... — n® es un polinomio de Dirichlet. En

efecto, basata tomar p;(z) = 1, pp(z) = =1, k = 2,...,n y a; = logj para
j=1...,n.

De forma general, la funcién entera L, (z) pertenece al conjunto de las
funciones casi-periédicas [6],cuyo espectro es {log 1,log 2, ...,logn}, y algunas
de sus propiedades intrinsecas son semejantes a las aproximaciones de la
funcién zeta de Riemann en el semi-plano Rez < —1, es decir, tenemos
Gu(2) =14+ 2% + ...+ 07

Estas funciones son enteras de tipo exponencial logn y podemos asegurar
la existencia de dos niimeros reales x; y x5 tales que todos los ceros de L, (z)
se situan en la banda vertical definida por

{z€C:2y <Rez <z}

(Véase, por ejemplo, [42, Lemma 5], Lemma 5). Esto nos permite definir
un intervalo [a%;bZ], llamado intervalo critico, que contiene las proyecciones

n-n

reales de todos los ceros de cada funcién L,(z), donde af := inf{Rez :
L,(z) =0} y bt :==sup{Rez : L,(z) = 0}.

La relacién directa entre estas dos funciones es G,(z) + Ln(z) = 2.
Ademas, tenemos que G!(z) = —L/ (z), lo que nos permite decir que las
derivadas de todos los 6rdenes de G,,(2) y L, (z) comparten los mismos ceros.

Por otro lado, se demostré en [42] que el nimero medio de ceros de Gy, (z2)

1
es %, y utilizando [56, Theorem 3.2], podemos decir que este resultado es

T

el mismo para la funcién L, (z).
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Ademas, de [56, Theorem 5.2], podemos anadir que la funcién L, (z) tiene

un numero de ceros menor que n en una banda horizontal de anchura menor
2

logn’

que

Teniendo en cuenta [42, Lemma 5 y Theorem 8], para n = 2,3, sabemos
que existen una infinidad de rectdngulos { Ry} dentro de la banda critica de
L, (z) tales que el numero de ceros N(L,(z); Rx) dentro de cada rectangulo

Ry, cumple
hi logn

2

N(Ly(2); Ri) — <2,

donde hy, es la altura de Ry.

En [30] los autores definen el conjunto of dimensiones de fractalidad de
una cuerda fractal como la clausura del conjunto de las partes reales de sus
dimensiones complejas y proponen varias conjeturas relacionadas con este
conjunto.

En la teoria de las cuerdas auto-similares, la parte geométrica de las
dimensiones complejas tiene su importancia, porque aparece en la férmula
explicita del volumen V' (€) de la frontera de £, que recordamos la férmula
que se puede encontrar en [30, p.42]:

V) = 3 o res(Ge()i) + 266(0) + )

donde € representa el radio del tubo y w pertenece al conjunto de las dimen-
siones complejas de £. Ademads, las propiedades del conjunto de las dimen-
siones de fractalidad estan relacionadas con la nocién de oscilacion. Para
ser mas preciso, las partes reales de las dimensiones complejas definen la
amplitud de estas oscilaciones.

Para justificar la reflexién anterior, si consideramos a w = D como una
dimensién compleja, la formula del volumen se puede escribir como la suma
(26)1_D
D(1 - D)
oscilatorios c,e'™* para algunos coeficientes c,. Podemos ver que las oscila-
1-Rew

del primer término res((z(2); D) de orden €'~ y de los términos

ciones son de orden € . Entonces, es importante tener informacion sobre
las partes reales de las dimensiones complejas de £ para entender el fenémeno

oscilatorio.
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4.3. Las proyecciones reales de los ceros de la
funcion L,(z).

4.3.1. Primeras consideraciones.

A partir de ahora utilizaremos el teorema siguiente, que podemos encon-
trar en [2, Theorem 3.1], y que aplicaremos directamente a la funcién L, (z).

Teorema 45 Sean L,(z) =1—-2°—---—n*,n > 2y a B = {logp; ?;1, sien-
do px, el mayor primo menor o igual que n. Sean b = (log p1,log pa, . .., log p,)
Y Cm el unico vector con componentes enteras que cumplen la condicion
logm =< ¢, b >, 1 < m < n, donde < -,- > representa el producto es-

calar.

St definimos la funcion
FLoRx[0,2m)™ — C,

n
(t,z1,...,2,) — 1— E mt€<cm7(x1:---7mkn)>l7
m=2

entonces t € {Re 2 : L,(z) =0} si, y sdlo si, existe x € [0,2m)* tal que
FE(t,x) = 0.

Notaciéon 46 Paran > 2, escribimos

RL:={Rez: L,(2) = 0}. (3.1)

Asf, RL coincide con la definicién del conjunto de las dimensiones de fractal-
idad de la banda fractal auto-similar de factores de escala {1, %, s %} cf [30,
p. 66].

4.3.2. Los extremos de la banda critica.

Antes de dar algunos resultados sobre la densidad de las proyecciones
reales de los ceros de las funciones L, (z), formularemos algunos resultados
sobre los extremos de sus bandas criticas.
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En primer lugar, consideramos a la funcién L, (z) = 1—2% —- .- —n” para
valores reales de z. Entonces L, (x) tiene un tnico cero. En efecto, podemos
ver que L/ (z) = —(log 2)2* —...—(logn)n® < 0y, entonces, es estrictamente
decreciente. Ahora, si consideramos que L,(x) — —oo, cuando x — 400, y
L,(z) — 1, cuando x — —o0, la propiedad se cumple. Entonces, podemos
considerar la notacién siguiente:
Notacién 47 Notamos por ail el unico punto que satisface la igualdad
Ly(x) =0 y bl | representa el valor sup{z € R : 14274+ ..+ (n—1)" <n"}.

Proposicién 48 [13, Proposition 2.1] Sean n € N y

ab =inf{z € R: L,(x +iy) = 0 para uno y € R}.

L

_ 4L
n—a

Entonces a -

Prueba. Como Ly (a}, +i0) = 0, utilizando la definicién de al; obtenemos

que ail > al. Por otro lado, para todo x,y € R se satisface que

|Lp(x+iy)| = 1271 —  —n®%| > 12T 4 4™ > 1-2"— . —n",

En efecto |2°7% + ... + n®t%| < 2% + ... + n”. Ahora, habida cuenta que
L,(x) = 0 tiene una tnica solucién y que L,(z) — 1 cuando z — —o0,
tenemos

|Ln(z + iy)| > 0, para todo z < al ;.

L

L
Entonces, a,; > a,;

1 Y obtenemos

Ademas, podemos dar un valor limite para el supremo:

Proposicién 49 [13, Proposition 2.2] Sean n un nimero entero y
bl =sup{r € R: L,(z +iy) =0, para uno y € R}.

Entonces by < bl ;.
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Prueba. Podemos observar que, para todo z,y € R, tenemos
|Ln(z+iy)| > n"—|1 =27 — = (n— 1)*™¥| > n*— (142" +..4+(n—1)"),

porque |1 — 27 —  — (n — 1)*t%] < 1 4 [277%] + .. + |(n — 1)*T%] =
14+2% 4+ ...+ (n —1)*. Como consecuencia, se obtiene

|L,(z +iy)| >0 para todo z > b} .

ez I, I,
En conclusion, by < by ;. =

4.3.3. Los casosn=2yn=3.

Para el caso n = 2, todos los ceros de la funcién Ly(z) estédn colocados en
el eje imaginario y entonces RY = {0}.

Para n = 3, el infimo, notado a%, se obtiene aplicando la Proposicién 48,
entonces

af ~ —0,7878849109.

Por otro lado, el supremo de la banda critica, notado b%, por la Proposi-
tion 49, esta acotado por la solucién de 1+ 2% = 3%, es decir, x = 1. Ademas,
como Ff(1,7,0) = 1 — 2le™ — 31e®® = 0, entonces 1 € R y, por tanto,
1 < bk. Finalmente, bf = 1.

Proposicién 50 Los ceros de L3(z) tienen sus partes reales densas en su
intervalo critico [ak, bY].

Prueba. Para demostrar este resultado, utilizamos [46, Main Theorem)]. Sea
g(z) = Lg(Z) . ezlogS — ezlogS o ez(log2+log5) + ez(log3+log5)' Se observa que
{log 5,10g 2 +log 5,1og 3+ log 5} son linealmente independientes sobre Q. En
efecto, si a, b, c € Z, entonces

alogh + b(log2 + log 5) + c¢(log3 + logh) =0
es equivalente a
(a+b+c)logh+blog2+ clog3 =0

y, por el Lema 10, se concluye que a = b = ¢ = 0.
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Vamos a comprobar si g(z) cumple la condicién de [46, Main Theorem]| y
tiene sus ceros cerca de cualquier recta paralela al eje imaginario dentro de
la banda critica, es decir,

1< 6alog2 —|—6010g3

> )
olog?2 olog3
e <l+e ,

ecrlog3 S 1—'—6010g2,

para todo o en la banda critica. Las desigualdades (3.2) y (3.4) se cumplen

para todo o dentro de la banda critica, porque a§ = a§, y b§

= bk, . Por otro
lado, (3.3) se cumple para todo real o. Obtenemos entonces el resultado que

queremos. W

En la terminologia de las cuerdas fractales, la proposiciéon anterior se
puede traducir en los términos siguientes: el conjunto de las dimensiones de
fractalidad de la 2-3 cuerda de factores de escala % y % coincide en su conjunto
con el intervalo [aZ, bY].
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Figura 4.1: ceros de L3(z)
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4.3.4. Los casosn=4y n=>.

Con la funcién completamente multiplicativa de Liouville se puede de-
mostrar que Ls(z) y Ls3(z) son Bohr-equivalentes a Gs(2) y Gs(z). Como
muestra el siguiente resultado, no podemos utilizar la Proposition 33 para
demostrar, por ejemplo, que L,(z) es Bohr-equivalente a G4(z).

Proposicién 51 Para n > 4, las funciones L,(z) y G,(z) no son Bohr-
equivalentes.

Prueba. Podemos ver que

La(2) = 3 ™59y Gu() = 3 apeleb
k=0 k=0

conby=a9g=1yb,=—1,a,=1parak=1,2,...,n.

Dado n > 4, suponemos, “by reductio ad absurdum”, que L, (z) y G,(z)
son Bohr-equivalentes. Entonces, existe una funcién completamente multi-
plicativa x tal que, en particular, by = x(k)ag, para k = 0, ..., 4. Entonces,

teniendo en cuenta el valor de los coeficientes ay y by, tenemos que x(2) = —1
y x(4) = —1. Pero la condicién de ser completamente multiplicativa conduce
a

que es imposible. m

Por eso, vamos a trabajar con el Teorema 45, por lo que es necesario
considerar lo siguiente

Ff:Rx[0,2m)? — C,

(t,xl,x2) O 2tem12 . 3tem22 . 4te2xlz’

Ff:Rx[0,27)> — C,

(t, 1,9, 3) + 1 —20e™" — 3le™ — 4le?m1i _ 5lemsi

es decir, son las funciones que aparecen en el Teorema 45, aplicadas a las
funciones Ly(z) y Ls(z). Vamos a demostrar que las partes reales de los ceros
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de Ly(z) y Ls(z) cumplen la propiedad de densidad en un intervalo ancho
donde las partes reales de sus ceros estan colocadas.

Se puede observar que, utilizando la Proposicién 48, obtenemos numéri-
camente los valores ail ~ —1,082131498 y aél ~ —1,234844354. Ademas,
los supremos se obtienen como soluciones de las ecuaciones 1+ 2% 4 3% = 4% y
142%4-3"4+4" = 57, al conocer bil y bé,l, es decir, aproximadamente 1,7305074
y 2,4260127. En efecto, como by, € Ry y bl € RL (porque F[(bf,,m,m) =0
y FL(bE,,m,m ) = 0), entonces by, < by y bfy < bf. Ademds, teniendo en
cuenta la Proposicién 49, se obtiene que bk < bil y bk < bél.

Ahora, demostramos el resultado siguiente:

Teorema 52 [13, Theorem 3.1] La proyeccion de los ceros de Ly(z) es densa
en su intervalo critico [a¥,bY].

Prueba. Consideramos la funcion
fl:Rx[0,2r) — C,

(t,a1) > 1—20™ —4le?,

Podemos ver que, dado t real, z; — fF(t,2;) es una funcién continua.
Consideramos también la funcién distancia d(-,0) y obtenemos algunas de-
sigualdades que necesitaremos para demostrar el resultado:

(i) Para todo real t, se satisface

d(fE(t,37/2),0) = [1 4+ 82" + 4" = /(1 + 4)? 4 4% =

VAR 34841 > 3,

es decir
d(fE(t,37/2),0) — 3" >0Vt € R. (3.5)

(ii) Tomando x; = 7, obtenemos también
d(ff(t,m),0) =|1+2" —4"|.
Por consiguiente,
d(ff(t,m),0) <3
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si y s6lo si
(1+2"—4H? < 9.
Ahora, como la ecuacién (1 + 2¢ — 41)2 — 9* = (0, que es equivalente a

(1428 —4" =34 (142" — 4"+ 3") = 0, tiene dos ceros reales, t; =0y
ty = bY ~ 1,7305074, y (1 +2! —4"? — 9t < 0si t € (¢1,12), obtenemos

d(ff(t,m),0) =3"<0 sitée (t,ta). (3.6)

(iii) Ahora, cogiendo x; = 0, se satisface también

d(ff(¢,0),0) = [1-2"—4"|.

Por consiguiente,
d(f{(t0),0)=3"<0
si y s6lo si
(1—2"—4H? -9 <0.
En este caso, (1 —2f—4%)2 —9f = (1 -2 — 4 —3"). (1 — 2" — 4% 4 3%) se

anula por t3 = ak ~ —1,082131498 y t;, = 0. Como (1—2!—4%)2 -9 < 0
en (t3,t4), se obtiene

d(ff(t,0),0) =3 <0 site (t3,t). (3.7)

Como conclusién, de (3.5) y (3.6), (3.7), y utilizando la continuidad de la
funcién distancia, para todo ¢, con t € (t3, to), existe 2t € [0, 27) tal que

d(fy (ta1),0) =3 =0,

es decir,
fL (t,2) = 3¢ para algunos 4, € [0,2r).

Finalmente,
‘- : ‘s
1— 2te:clz 3t62At o 4t62x12 O,

o equivalentemente,
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Teniendo en cuenta el Teorema 45, tenemos la densidad de la proyeccion
de los ceros de L,(z) en el intervalo critico [af, bk], que es lo que querfamos
probar. m

De la misma manera, podemos demostrar el resultado siguiente para el
caso n = H:

Teorema 53 [13, Theorem 3.2] La proyeccion de los ceros de Ls(z) es densa
en el intervalo

[ak: —0,851212) U (—0,563367; 2,3118).

Prueba. Si

fE:Rx[0,27)> — C,

(t, 1, 332) — 1= Qtemlz - 3t€xgz - 41&€2m127
entonces, resolviendo numéricamente las ecuaciones obtenemos:

d(fE(t,35,0),0) — 58 = |1+ 3 +4° 02| — 5' > 0 si t € [af;2,133035);

d(fE(,0,0),0)—5" = [1—2t—3t—4t|—5! > 0si t € (—0,851212;2,3118);
o d(fE(£,0,0),0) 5" = [1—2t =3 —4!|—5' < 0 sit € (ak; —0,851212);
 d(fE(t,0,7),0) =5 = |1 2043 —4f| 5" < 0 sit e (—0,563367;bE].

Entonces, utilizando la continuidad de la funcién distancia, para todo t, con
t € [ak; —0,851212) U (—0,563367;2,3118), existe x, 25 € [0,27) tal que

d(ff(t, 2}, 25),0) =5 =0,

es decir,
fE t,al, al) = 5leiBe para alguno B; € |0, 27),
5 10 T2

y entonces
y ‘s "y .
1— Qtemlz o 3t€x2z o 4t€2m12 o 5teth — 0’

o de forma equivalente
Fl(t, 2%, xb, By) = 0.

Teniendo en cuenta el Teorema 45, obtenemos lo que queriamos. =
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4.3.5. El caso general.

Vamos a estudiar algunas propiedades del caso general relacionadas con
el Teorema 45.

Teorema 54 Sea zy := to + iyo un cero de L,(z). Entonces, considerando
X = yop, se cumple que FX(ty,x) =0, donde p = (log2,log3, ..., logps,).

Prueba. Si z := to + iy es un cero de L,(z), entonces

1— 2t02iy0 _ 3t03iyo . ntoniyo =0
Vamos a demostrar que existen x1, s, ..., Tk, tales que
L _
Fn (t(],flfl,l'g, s 7'Ikn> - 07

donde k,, es el nimero de primos menores o iguales a n. En efecto, si tomamos

€T = Yo - 10g 27
To = Yo - 1Og 37
xr3 = Yo - 1Og57
Th,—1 = Yo logpr,—1,
Tk, = Yo logpg,,
entonces
FX(to, 21,29, ..., xp,) = 1 — 2020 — 30030 ... _ plopio = (),

y por el Teorema 45, to € RL.

Ahora vamos a generalizar el teorema utilizando el lema siguiente (pode-
mos observar que un cero de L, (z) cumple la condicién del lema).

Notacién 55 Sea L;(z) := Ln(2) + pi , con py, siendo el mayor primo
menor o igual que n.

Lema 15 [13, Proposition 4.3] Sea ty € R tal que existe yo € R tal que
| Ly (to + iyo)| = pi.

Entonces, ty € RE, es decir, FL(ty,x) =0 para alguno x.

n’
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Prueba. Se considera la funcién

n
fr%(t(]v L1, Ty 7'rkn—1) =1- E : mt€<cmv(x17---793kn71)>l'

m:27m7épkn
Si tg y yo satisfacen

L% (to + iyo)| = P2,

n

tomando
Ty = yo-log2
Ty = Yo - log 3
T3 = Yo-logd
xkn_l = yo : logpk‘n_l’
obtenemos
[fo (o, 1,0,y g, —1)| = [1 = 202000 — 30300 — . — plopi¥e 4 pio o] =
| Ly, (to + iyo)| = P,
es decir,
0, X1, T2, - - T —1) = pi0 Yo para algin A,, € [0, 27).
Lt . o et lgtin Ay, € [0,2

Luego, tomando xkn = At()a tenemos
. L(t T1,T T ) =0
n \b0y L1y L2y .oy L, )

y, por tanto, to € RL. m
El reciproco del lema anterior también es cierto.

Lema 16 [13, Proposition 4.4] Dado ty € RE, existe X € R tal que

L% (to + iN)| = ple .

Prueba. Si t; € RL, existe una sucesién de ceros (s,, = o, + itm)m=12,...

L,(z) tal que
t(] = lim Om-

m—0o0
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Teniendo en cuenta la definicién de L (z), cada cero s,, de L,(z) satisface

L} (sm) = py. Para cada m = 1,2, ..., tenemos
_ 90mtitm _ 9Om~+itm __ e om+ilm __ e Omtim| _ Om
12 3 pyH n | =p".  (38)

Se puede observar que la sucesién (e'™) _ ., estd acotada, entonces se

itm

puede encontrar una subsucesion (e ’);—;2 . tal que

itmj

lim e’ = e, para algiin\ € [0, 27).

Jj—00

Considerando la igualdad (3.8) para m;, 7 = 1,2,..., y tomando j — oo,
tenemos

. ) : . . :
}1 + 2toez)\log2 + 3toez)\log3 4. +p 0 - 62)\logpkn,1 4o+ ntoez)\logn =p 0
kn—1 kn>
o de manera equivalente

L (0 + )| = pl2

En consecuencia, hemos demostrado el siguiente resultado que caracteriza
los puntos del conjunto RL:

Teorema 56 [13, Theorem 4.5] Un nimero real o pertenece a

RE={Rez: L,(z) =0}

st, y sélo si, la curva de nivel |L%(z)| = pf  corta a la recta vertical x = o.
) ) n kn

Ahora, vamos a demostrar el teorema siguiente que nos permite determi-
nar algunos puntos del conjunto RL.

Teorema 57 [13, Corollary 4.6] Sea n € N, con n >4, y sea zy un cero de
L (z) con Rez > 0. Entonces podemos obtener € > 0 tal que

(Re(zo) — &, Re(z) +¢) C RE.
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Prueba. Sea zy := tg + iy un cero de L (z), con ty > 0, es decir,

1— 2t02iy0 _ 3t03iy0 . ntoniyo _i_p]]tgonpzyf —0.

Se considera la funcion

n

L _ t _<cm,(T1,e0Th, —1)>1
fn(to,l’l,l’g,...,l’kn_l)—1— E me ms(@1 kn—1)>7
Se puede observar que si tomamos r; = ry = - -+ = x,_1 = 0, entonces
L _ to to to | __ 2 to to to
‘fn (t()a L1y L2y - 7xkn—1)‘ - |1_2 — N _'_pkn‘ - |_T —30—--—n _'_pkn ;

donde r € R es tal que 1—2% = —r? (hay que recordar que ty > 0). Entonces,

‘fr%(t070707...,0)‘ = ‘T2—|—3t0—|—..._|_nto_p1]€€on >p1]t€0n.

Por otro lado, tomando

T = Yo - 1Og27
To = Yo - 10g 37
T3 = Yo - 10g57

Tkp—1 = Yo - lOg Pk, —1,

xkn = yO ) ]'Og pk)n?
se tiene que
L
Fn (to, L1,y ... ,ZL’kn) =
1 - 2toeim1 - Bthimz . pllfgo eimkn . nt0€<cn-(m1,...,wkn)>i —
n
. . .t . . .
__ otooiyo __ atoqiyo _ . .. __ 10 z:c,o .. to 0 to o __ . to iTg
1 — 22 33 Pre, € hn o A+ P, Pr, = TPk, 6
Eso nos lleva a
L _ L to iz, _
fn (t07$1a T, ... 7Ikn—1) - Fn (th L1, T2, . .. axkn) +pkn€ o= 0.
.. . . t t _
Usando la continuidad, podemos decir que existe (z7’,...,z;) _;) € RFn—1
tal que
L to ,.to to _ to
}fn (to, ", 03, . .. >$kn—1)‘ = Pk
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es decir,

7 ¢ ¢ ¢, ] .
frto, a0, 2%, .. 20 ) = pk‘;eZAtO, para algun A, € [0,27).

Ahora, tomando zj, = A,,, obtenemos

L / ! / ! _ L / ! / to i)
Fy(to, o), my, ... w2y, ) = fi(to, 27, @y, ., 2y, 1) — DpY €Fhn

to 1A to 1Aty __
P € 0 —pp et = 0,
- L
y, en consecuencia, ty € Ry

Proposicién 58 [13, Corollary 4.7] Sean € N, conn > 2. Sean a;, la unica
solucion de L,(x) =0 y D el conjunto de las soluciones de la ecuacion

L2 (P, — DT = pE, o+ (pr H 1) T =0,

Entonces a);, pertenece R, y d es un elemento de RL, para todo d € D.

Prueba.

Sabemos ya que la funcién L, (z) tiene un tnico cero, que notamos por
n,l*

Por otro lado, el niimero de ceros de la funcién
g(x) = —1+2x+"'—|—(pkn—1)x—p£n—|—(pkn+1)x_|_..._|_nx

depende del valor de n. En efecto:

» Sinno es un nimero primo, entonces la derivada de g(x) viene dada por
2¢log 2+ - ~+(pk, —1)" log (pk, — 1)—py, 10g pr, + Pk, +1)" 10g (pr, + 1)
+--- 4+ n"logn, que es estrictamente positiva y, entonces, g(z) es es-
trictamente creciente.

Como hemos hecho antes, teniendo en cuenta que g(x) — +oo cuando
r — 400y g(x) — —1 cuando x — —oo, entonces g(z) tiene un unico
cero.

» Si n es un numero primo, entonces g(x) — —oo cuando r — +o0 y
g(z) — —1 cuando x — —o0. Ademads, ¢'(z) puede tomar el valor 0 y,
entonces, la funcién g(x) no es monétona.
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Notamos por D el conjunto de las soluciones de g(x) = 0.

Ahora podemos observar que ail y los puntos de D cumplen L% (z) =
pi, ¥ —L;(x) = pi respectivamente, es decir, |Ly(z)| = pf . Aplicando el
Teorema 56, se obtiene el resultado. m

Remark 3 Dado n > 2, el valor a}, coincide con a}; = inf{x € R: L,(z +
iy) = 0, para algin y € R} (véase la Proposicion 48). Entonces, la proposi-
cion anterior demuestra parcialmente la conjetura que M. Lapidus y M. Van

Frankenhuysen formularon en [31, p.68| usando experimentos numéricos para
n=4.

4.4. Aplicaciones a otras cuerdas non-lattice.

4.4.1. La cuerda de oro.

Una de las cuerdas non-lattice mas sencillas es la cuerda de oro [31, p.50],

1
23"

oo 1T V5

=—
Ahora, sea G'S(z) la funcién entera 1 —22—2%% es decir, GS(z) = 1 —e*182 —
ezlog2¢

con factores de escala ry = % Yy ry = donde ¢ es el nimero atireo dado

por

. Podemos observar que log2 y log2? son linealmente independientes
sobre Q. En efecto, si a y b son niimeros racionales distintos de 0, entonces

AVAS)
a+—+T\/_

log 2
5 0g 4,

alog2 + blode’ =alog2+ blog (2%2%) —

a 1++5

y alog2+blog2? es igual a 0 si, y solo si, 5=

, lo que es imposible
porque el término de izquierda es racional y el de la derecha no lo es. Por tanto

a = b= 0y como consecuencias log 2 y log 2¢ son linealmente independientes
sobre Q.

Sea [a%S,b%%] la banda critica del polinomio exponencial GS(z) y con-
sideremos los nimeros

af® =mf{o e R:1<27 427}
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x99 :zsup{aE]R:l+2”22”¢}.

Se tiene que x5 < 2. Por otro lado, la relacién entre el nuevo inter-

valo [:EOGS ,x?s] y el intervalo critico [aGs ,bGs} viene dada en el siguiente

resultado.
Lema 17 Se verifica que [aGs,bGs] C [:Bgs,:zfs].

Prueba. En primer lugar, vamos a probar que v“% < 2¢°. En efecto, como

b9 .= sup {Rez: GS(z) = 0},

asumiendo que b > 2§ existe w = r + is un cero de GS(2) con r > x§S.

Entonces, de la definicién de 2§ tenemos
142" <2, (4.1)
Por otro lado, como GS(w) = 0, podemos escribir

1—2¥ =2

Y

y tomando el médulo obtenemos
e <142,

lo que contradice (4.1).
Finalmente, tenemos lo que querfamos, es decir, b%° < 2.
En segundo lugar, vamos a demostrar que a®® > x§°.

Si no fuese el caso, a%® < z§° y ailadiendo el hecho que
a® = if {Rez: GS(z) = 0},

existe v = t + iu un cero de GS(z) con t < x§°. Entonces, de la definicién
de z§°, tenemos
1> 2t 4 2%, (4.2)

Ahora, como GS(v) = 0, se obtiene
20 42V =1
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y tomando el médulo podemos escribir
1=]2"+2"| <2' +2,

lo que contradice (4.6). Entonces a®® > x§*

[aGS’bGS] - [l’gs,l’?s},

, v se llega a

lo que demuestra el lemma. m
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Figura 4.2: ceros de GS(z)

Teorema 59 La proyeccion real de los ceros de GS(z) es densa en el inter-

valo [a%%, b%5].

Prueba. Hemos verificado ya que la funcién GS(z) = 1—e*1982 —¢*?1%82 tjene
sus frecuencias {log 2, log 2?} linealmente independientes sobre los racionales.
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En lugar de utilizar [46, Main Theorem], consideramos

f(Z) — GS(Z) . ezlog3 — ezlog3 . ez(log2+log3) . ez(log2‘7’+log3)'
Se puede observar que
{1,10g3,log 2 + log 3, log 2? + log 3}

son linealmente independientes sobre Q y las funciones GS(z) y f(z) tienen
el mismo conjunto de ceros. Entonces, se puede utilizar [46, Main Theorem)]
y obtener, para o € R, las desigualdes

1< ealogZ _‘_ealog2¢” (43)

ealog2¢ <1 —|-6Ulog2 (44)
Y ¢

ecrlog2 S 1+€olog2. (45)

Ahora, teniendo en cuenta el anterior lemma, las desigualdes (4.3) y (4.5)
se cumplen para todo o, con ¢ + it en la banda critica. Ademads, (4.4) se
cumple para todo real o. En consecuencia, la condicién para GS(z) (que es
la misma para f(z)) de tener ceros cerca de cualquier recta paralela al eje
imaginario dentro de la banda critica se cumple y tenemos lo que queriamos.
|

4.4.2. La cuerda de oro-+

Ahora vamos a considerar la cuerda de oro+, la cual se define como una

1 1

cuerda non lattice y no genérica con factores de escala —

5 5 Y 5 (véase [31,

p. 71]). Entonces, tenemos

GSi(z) =1—2%—2% — 2%

Para este caso, como las frecuencias no son linealmente independientes
sobre 10s racionales, utilizaremos el Teorema 45 para hallar intervalos de
densidad. En concreto, vamos a utilizar las ideas empleadas para la funcién

L4(Z).
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Sea

Fgs, :Rx[0,21)> — C
(t, 1, 00) > 1—2le™? — 20temai _ yl2ui
la funcién que aparece en el Teorema 45, pero que ajustamos a la funcion
GS+(Z).

Sea [aGSﬂbGSﬂ la banda critica del polinomio exponencial GS,(z) y
consideramos los ntimeros

vg t i=nf{o € R:1< 274270 4 2%}

2§ =sup{oc € R:1+27 +279>2%}.

GS GS
Lema 18 Se cumplen a®S+ = z5°" y 095+ = 277",
. GSs. .
Prueba. En primer lugar demostraremos que b%5+ < 27°*. En efecto, si

z=2x+1y, con x > xfsﬂ entonces

2% > 1427+ 2% > |14 2° 4+ 2%|
lo que nos dice que GSy(z) # 0 para = > xfs+ y obtenemos el resultado
deseado.

Por otro lado, podemos observar que
Fgs, (a7 mm) = 1427 +27% — 2% =,

es decir, xfs+ es un punto del conjunto formado por la clausura de las partes
reales de los ceros de GS,(2), lo que implica 25+ < 95+

GS : GS
Ahora vamos a probar que a“S+ > 1,7, De lo contrario, a%+ < x,°",

y considerando
a®%* = if {Rez: GS,(z) = 0},

existe v =t + 4u un cero de GS,(z) con t < :EOGS+. Entonces, de la definicién
de x5+, tenemos
1> 20421 4 2%, (4.6)

Como GSy(v) = 0, tenemos
2V 42" + 2% =1
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y tomando el médulo podemos escribir
1= |20 42" +2%| <204 2% + 2%,

lo que contradice (4.6).

., GS vee ,
En conclusién, a%%+ > 2,7t como dijimos antes y, ademas, como
GSy | - . GS
GS,(x,"" +i0) = 0, deducimos que a“5+ < ;""" lo que nos da el resultado.
[ ]

Numeéricamente, los limites del intervalo critico vienen dados por
a®S+ = —1,074468745 y b9+ = 1,780371302.
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Figura 4.3: ceros de GS,(2)

Teorema 60 [13, Theorem 5.2] Las partes reales de las dimensiones com-
plejas de la cuerda de oro+ son densas en su intervalo critico [a®5+, b5+].

Prueba. Como antes, sea

Fgs, :Rx[0,21)> — C

(t,l’l,l’g) — 1 — 2t6x1i — 2¢t61‘2i _ 4t62x1i

la funcién que aparece en el Teorema 45, ajustada a la funcién GS, (z2).

Consideramos también a la funcién

fGS+ R x [0,271‘) — C

(t,zy) > 1 —2e™ — 4t
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Tenemos las siguientes desigualdades:

(i)

(i)

Para todo real ¢, se cumple

d(fas, (t,37/2),0) = |1+ 42" + 41| = /(1 + 41)2 + 4t =

VA2 4341+ 1 > 2,

es decir,
d(fas, (t,3m/2),0) — 2% > 0 Vt € R. (4.7)

Tomando x; = 7, se cumple también que
d(fes, (t,m),0) = [1+2"—4
Lo que nos da
d(fas, (t,m),0) =27 <0
si, y s6lo si,

(1428 —4H2 — 2% <.
Como (1+ 2 —4%)% — 2200 = (1 420 — 41 — 291} . (1 + 28 — 22! 4 291) tiene
dos ceros reales, t; = 0y ty = b, Como (1 + 2! — 41)2 — 2290 < 0 si

t € (t1,t2), obtenemos
d(fas, (t,m),0) =27 <0 sit€ (t1,ta). (4.8)
Ahora, cogiendo z; = 0, se cumple también que
d(fes, (t,0),0) = |1—2"—4|.
Como consecuencia,
d(fas, (t,0),0) =27 <0

si, y s6lo si,

(1 — 28 — 442 — 2%t < .
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En este caso, se obtiene que
(1—28—4"? — 2% = (1 — 2¢ — 4" — 29!)(1 — 2" — 4 4 2%%)

que se anula para t5 = a%>* y t, = 0.
Por consiguiente, como (1 — 2¢ — 4%)%2 — 229t < (0 si t € (t3,14), se puede
escribir que

d(fas, (£,0),0) =27 <0 sit € (t3,ta), (4.9)

es decir, t € (a%5T, 0).

Ahora, utilizando (4.7), (4.8) y (4.9), y la continuidad de la funcién dis-
tancia, para todo t, con t € (a%5F, b95T), existe 2! € [0, 27) tal que

d(fas, (t,2}),0) — 2% =0,
lo que significa que
fas, (t,2}) = 27" para alguno 4, € [0,27).
Finalmente
1— 2t€xtlz‘ _ QPtiAr _ 4t€2z§z‘ =0,
que es equivalente

FGS+ (t, [L'tl, At) = 0

Teniendo en cuenta el Teorema 45, podemos decir que hay densidad de la

CI,GS+, bGS—l—]

proyeccion de los ceros de GS(z) en | , como hemos dicho antes.

4.4.3. La cuerda de Bessel.

Finalizamos considerando la cuerda de Bessel, definida como la cuerda no
genérica non-lattice con factores de escala - y ——, donde « es el ntmero real

positivo con la fraccién continua [[1,2, 3,4, .. ]] (véase [31, p. 104]). Entonces,
tenemos
Be(z) =1—2% — 2%,
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Podemos observar que a no es un nimero racional, porque la fracciéon
continua que lo representa no es finita.

Como la cuerda de Bessel es similar a la de oro, los argumentos que
utilizaremos seran analogos.

En primer lugar, demostramos que log2 y log 2% son linealmente inde-
pendientes sobre Q. En efecto, si a y b son ntimeros racionales distintos de
0, entonces

alog2 + blog2® = alog2 + balog 2 = [a + ba] log 2.

Obtenemos que alog2 4+ blog 2% es igual a 0 si, y sélo si, a_ —a, lo que no

es posible porque el término de la izquierda es racional y el de la derecha no
lo es. Entonces, a = b = 0 y log2 y log2® son linealmente independientes
sobre Q.

En segundo lugar, repitiendo verbatim el argumento del caso de la cuerda
de oro, tenemos el lema siguiente:

Lema 19 Se cumple que
[a367 bBe] - [ZL’(E];S,LUIBe] 7
donde [a®¢,b5°] es la banda critica de Be(z), siendo

rd¢ =mf{oc e R:1<27 +27%)

2P =sup{oc € R: 1427 > 27},

Finalmente, podemos de nuevo demostrar el resultado de densidad de las
partes reales en toda la banda critica de Be(z) repitiendo el argumento del
Teorema 59:

Teorema 61 La proyeccion real de los ceros de Be(z) es densa en su banda
critica [aB¢, bP¢].

Recordamos que, en la terminologia de las cuerdas fractales, todo lo que
hemos puesto en esta seccién es equivalente a decir que el conjunto de las
dimensiones de fractalidad de las cuerdas de oro, de oro+ y de Bessel coincide
enteramente con sus intervalos criticos.
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Capitulo 5

Estabilidad de ecuaciones en
diferencias de tipo neutro.

Sumario. En este capitulo, utilizando el hecho que las sumas par-
ciales de la zeta de Riemann son funciones media-peridédicas, las rela-
cionamos con las ecuaciones en diferencias de tipo neutro y estudi-
amos sus estabilidad. Ademads, utilizando los resultados del tercer
capitulo, mostramos cémo se puede construir de forma explicita una
ecuacién diferencial inestable y se construyen clases de equivalen-
cia de tales ecuaciones diferenciales. Terminamos con un problema
abierto y una posible relacién entre ecuaciéon funcional, ecuaciones
en diferencias y polinomios de Dirichlet.

Abstract. In this chapter, using the fact that the partial sums of
the Riemann zeta are mean-periodic functions, we relate them to
the difference equations of neutral type and study their stability.
Furthermore, using the results from the third chapter, we present a
explicitly method to construct an unstable differential equation and
equivalence classes of such differential equations. We finish with an
open problem and a possible relationship between functional equa-
tion, difference equations and Dirichlet polynomials.
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5.1. Introduccion

En los capitulos anteriores se han utilizado las distintas propiedades de
una clase de aproximaciones de la zeta de Riemann, como son las sumas
parciales. En particular, se ha trabajado con G, (2) = (,(—2).

En el primer capitulo se empleé el hecho de que es una funcién entera de
clase C. Luego, en el segundo, hemos utilizado, entre otros, el hecho de que
sea una funcién analitica casi-periddica en el sentido de Bohr. En el tercero
y cuarto, hemos subrayado que pertenecen a una subfamilia de polinomios
exponenciales, que son los polinomios de Dirichlet.

Finalmente, en este ultimo capitulo, como G, (z) es también una funcién
media-periédica en el sentido de L. Schwartz [53] o de J. P. Kahane [25],
vamos a poner en relieve que, siendo un polinomio de Dirichlet, se puede ver
también como el polinomio caracteristico de una ecuacién en diferencias de
tipo neutro.

Como vimos en el primer capitulo, los ceros de G, (z) estan colocados
cerca del eje imaginario (eso viene de que Gy(iz) = H,(z) y que H,(z) es
una funcién entera de clase C). Si consideramos G,,(2), con n pequerio (es decir
con una gran presencia de primos), la distribucién de los ceros parece cadtica,
pero si n es grande (por ejemplo n > 70) vemos aparecer un cierto orden con
una extrana estructura respecto a los ceros en el plano complejo. Parece que
la presencia de las combinaciones lineales de los primos pusiera una cierta
estructura en la distribucion de los ceros. Veremos que, en el lenguaje de la
teoria de la estabilidad, es como si pasarfamos de una fuerte inestabilidad
hacia una fuerte estabilidad de los ceros de un cierto polinomio caracteristico
de una ecuacién en diferencias de tipo neutro.

Quise poner en relieve el efecto de la presencia de las combinaciones lin-
eales de los logaritmos (es decir, sumas parciales con frecuencias linealmente
dependientes) y en las siguientes figuras, obtenidas con el programa Maple,
aparece la forma tan especial de la distribucion de los ceros cuando se anaden
valores de n que no son primos.
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Podriamos clasificar los ceros en dos categorias:

(a) Los que estan dentro de una banda situada en un entorno de la recta

Re(z) = 30 5en el caso de Gy,(z) (esto no sorprende si pensamos

en la hipdtesis de Riemann).

(b) Unos ceros que se alejan de esta banda formando una curva de tipo
“logaritmo”.

., Cémo se interpreta tal distribucién?

Mi meta era contestar a la pregunta anterior y, como G, (z) pertenece a la
familia de los polinomios exponenciales, empecé a buscar en esta direccion.

Son muchos los articulos que mencionan esta rara reparticion, podemos
citar, por ejemplo a Borwein en [9].

Descubri un articulo de Allan M. Krall [28] que menciona unos resultados
sobre la distribucién de los ceros de polinomios exponenciales y, en particular,
los trabajos de Bellman y Cooke [10] y los de Pontrjagin [50].

El estudio de los ceros de polinomios exponenciales ha sido considerado de
forma intensa en los campos de analisis complejo, teoria de nimeros, teoria

de control, ecuaciones diferenciales (parciales o en diferencias) y teoria de la
estabilidad.

El estudio de los ceros de G,,(z) empez6 porque se queria comprender
la distribucion de atomos de hidrégeno de un combustible. Sabiendo que
las ecuaciones en diferencias se utilizan en la ingeniera eléctrica, ingeniera
mecanica y modelos de combustién [47], el origen del estudio de G, (z) no
es sorprendente. Los que algunos llaman polinomios exponenciales, otros,
como los de la teoria de la estabilidad o de teoria de control, les llaman
casi-polinomios y cada campo ha hecho, con su vocabulario relacionado a
sus propios problemas, descubrimientos similares o que pueden servir de her-
ramienta los unos a los otros.

En este capitulo trataré de los siguientes puntos:
(1) A través del andlisis complejo, veremos que las funciones enteras del

tipo G, (z) cumplen unos requisitos que las relacionan con ciertas ecua-
ciones diferenciales.
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(2) Con la nocién de estabilidad asociada a la teorfa de las ecuaciones
diferenciales, y con lo que se sabe sobre la distribucion de los ceros de
G (z), veremos que las ecuaciones diferenciales que tienen a G, (z) co-
mo polinomio caracteristico son inestables. Acabaremos este utilizando
la Bohr-equivalencia para crear clases de equivalencia de ecuaciones
diferenciales inestables y con algunas preguntas relacionadas con este
tema y que podrian ser objetos de futuras investigaciones.

En este capitulo, no damos una respuesta a la pregunta sobre la repar-

ticion de los ceros pero se propone un angulo de ataque a este problema.
Esperamos poder dar una solucion completa en futuras investigaciones.
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5.2. La funciéon G,(z) como funcién media-
periodica y su relacion con las ecuaciones

diferenciales

La teoria de funciones media-peridédicas partié de un trabajo de Delsarte
en 1935. Su importancia, aparte del hecho de que se relaciona con la teoria de
las ecuaciones de convolucién, viene de que las funciones media-periédicas se
encuentran en la confluencia de numerosas ramas matematicas como, entre
otras, andlisis armonico, series de Fourier, y, en nuestro caso, las funciones
casi-periodicas.

En primer lugar, voy a recordar algunas definiciones y propiedades de
las funciones media-peridédicas y luego las relacionaré con las funciones casi-
periddicas y veremos que G,(z) = 1 4 2% + ... + n* se puede ver como una
funcién media-periddica.

Lo que sigue se puede encontrar en [25, Lecture 1].

Se considera f(z) como una funcién periédica de periodo a, definida en
R que satisface la ecuacién f(z) = f(x —a) = 0. Esto se puede escribir

/f(fc —y) du(y) =0 (5.1)

donde dp(z) es una medida que se escribe como diferencia entre las medidas
de Dirac en 0 y a. Vamos entonces a considerar funciones continuas con
valores complejos que cumplen la igualdad (5.1).

Definicién 24 Se dice de una funcion que es mean-periodica si es una solu-
cion continua con valores complejos de una ecuacion del tipo (5.1).

Notamos por C el espacio vectorial topolégico de las funciones continuas
con valores complejos con la topoldgia de la convergencia compacta. Las solu-
ciones de (5.1) forman, entonces, un subconjunto cerrado de C. Exponemos
ahora el resultado principal de este parrafo que relaciona los polinomios ex-
ponenciales con las funciones media-peridédicas. Se puede ver, ademas, como
una caracterizacion de tales funciones.
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Definicién 25 [25, Def. 2, p. 4, Lecture 1] Las funciones media-periédicas
son limites en C de combinaciones lineales de polinomios exponenciales que
son ortogonales con respecto a medidas de soporte compacto.

Se puede encontrar el mismo resultado, pero escrito de forma distinta,
en [62, Th. 1 p. 269], donde se expone que los polinomios exponenciales son
tipicas funciones media-periddicas.

Podemos entonces escribir el resultado inmediato siguiente:

zlnk

Proposicién 62 La funcion G,(z) = Y ,_ e es una funcion media-

periodica.

Hubiéramos podido presentarlo de otra forma utilizando lo que sabemos
de la funcién G,(z), es decir, que es una funcién casi-periédica y utilizar
la relacién que hay entre las funciones casi-periddicas y media-periédicas.
Antes de escribir esta relacién tenemos que recordar varias definiciones de la
casi-periodicidad.

Definicién 26 [25, p. 42]

(1) Definicion de Bohr.
Sea € > 0, se dice que T es un casi-periodo de f € C si |fr — f| < e.

Una funcion es casi-periodica en el sentido de Bohr, si para todo € > 0,
los casi-periodos de f forman un conjunto relativamente denso, lo que
es equivalente a que [ sea limite uniforme en R de una progresion de

polinomios trigonométricos E an€™® con las frecuencias A, reales.

(2) Definicion de Besicovitch.

Una funcion acotada f € C es casi-periodica si pertenece al subconjunto

cerrado generado por {e?*}, con A\ € R. La clausura depende de la

1 T
métrica D(f) = limsup —/ |f(z)2dz.
T—o00 2T -T

| < oo, entonces existe una fun-
T\

Besicovitch demostrd que si > |a(\)
cion [ que se puede escribir de la forma Y a(\)e
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(3) Definicion de Schwartz.
Se considera el conjunto B de las funciones de clase C*° cuyas derivas
estdan acotadas. Una funcion f € B es B-casi-periddica (notado B.A.P)
si el conjunto de sus traslaciones forma un conjunto relativo compacto
en B. Estas funciones f € B son casi-periodicas en el sentido de Bohr
como también sus derivadas.

Notaremos M.P el conjunto de las funciones media-periédicas. Podemos,
entonces, enunciar el resultado que relaciona las funciones media-periédicas
con las casi-periodicas:

Teorema 63 [25, Lecture 1, Theorem p. 42]

MPNB=MPNB.AP.

Como hemos visto en los capitulos anteriores, la funcién G, (z) cumple
todas las condiciones. Podemos verla, pues, como una funcién media-periodi-
ca.

En su famoso articulo (donde expone una conjetura sobre el cociente de
polinomios exponenciales), Shapiro [55], pone en relieve la relacién que hay
entre funciones media-periédicas y ecuaciones diferenciales.

Se introduce un operador de diferencias llamado 71" definido por:
T1) = Y P (= + )
—~ dz ’

donde los P;(t) son polinomios con coeficientes complejos y los «y; son ntimeros
complejos. En este articulo [55], Shapiro busca a las funciones enteras que
cumplen la ecuacion funcional homogénea

Tf=0

y demuestra que estas funciones deben ser media-peridédicas. No es sorpren-
n
dente, entonces, que las funciones del tipo G,(z) = E e*™F tengan una

k=1
clerta relacion con ecuaciones diferenciales.
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5.3. Ecuaciones en diferencias

En esta seccion no vamos a desarrollar la inmensa teoria de las ecuaciones
en diferencias. Pars mds informacion se pueden consultar [10], [35], [29], [61]
y [22].

Vamos a presentar lo que son ecuaciones en diferencias y sus relaciones con
los polinomios de Dirichlet, llamados “polinomios caracteristicos”, o también

quasipolinomios [10]. Damos, en primer lugar, la definicién de una ecuacién
en diferencias.

Definicién 27 Una ecuacion en diferencias es una ecuacion diferencial de
la forma

dx(t)
dt

= Aox(t) + z”: Aix(t — 1), (5.2)

donde x(t) se llama variable de estado de dimension n y A;, i = 0,....,n
es una matriz cuadrada de dimension n con coeficientes reales. Los T; son
numeros reales estrictamente positivos llamados retardos.

Definicién 28 La ecuacion caracteristica de (5.2) viene dada por

F(8571, oy T) = det[s] — Ag — Z Ae™"m] (5.3)

i=1

donde I es la matriz unidad.

Debido a la presencia de funciones exponenciales, estamos en presencia
de un quasipolinomio y la ecuacién tiene una infinidad de raices llamadas
raices caracteristicas.

Para un conjunto de retardos dado, se dice que (5.2) es asintoticamente
estable (nosotros diremos simplemente estable) si, y solo, si todos los ceros del
polinomio caracteristico estan colocados en el semi-plano abierto izquierdo
del plano complejo. En el caso contrario se dice que es inestable.

En funcién de la distribucién de los ceros (raices caracteristicas) del poli-
nomio caracteristico, se pueden distinguir dos categorias de ecuaciones en
diferencias. Las que son de tipo retardado o las que son de tipo neutro (véase
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[10]). Los ceros de las ecuaciones en diferencias de tipo neutro estan repartidos
en bandas verticales y pueden tener partes reales positivas como negativas,
que es lo que nos interesa.

Con el propésito de entender mejor a estas ecuaciones diferenciales y
sus aplicaciones a la fisica, hay una amplia literatura sobre el estudio de la
distribucién de los ceros de polinomios del tipo (5.3). Sin embargo, si los

. . . . T o,
retardos son linealmente dependientes y si el cociente = para i # j no es
T
racional, poco se sabe en cuanto a esa distribucion.

En [35] se estudia el comportamiento de los ceros de
HMN=1- Zaj e
j=1

con los 7; € R*,a; € Rpara j=1,...,n.

En el plano complejo, la ecuacién H(A) = 0 es la ecuacién caracteristica
de la ecuacion en diferencias

x(t) = Zaj ot —75),
j=1
la cual estd relacionada con la ecuacién en diferencias de tipo neutro
d n n
yr (@(t) = > a; a(t —m5)) =bo x(t) = Y _b; a(t — 7)),
j=1 j=1

siendo los b; reales para todo j =1, ..., n.

Basandose en el articulo de Avellar y Hale [2], los autores de [35] se
preguntan como se ve afectada la distribucién de los ceros si se modifican
los retardos. Es decir, se estudian nuevos retardos de la forma 7; 4 € y hacen
tender e hacia 0.

Los polinomios que estudiamos, es decir, G,(z) son de la forma H()\), con
los a; = —1 para todo j = 1,...,n, y los 7; = In j. Podemos, entonces, decir
que G,(z) es un polinomio caracteristico de una ecuacién en diferencias de
tipo neutro.

Son muchos los articulos que hablan de tales ecuaciones diferenciales pero
debido al hecho de que los logaritmos son linealmente dependientes y el co-

. n . . .
ciente de L para k # j, muchas veces es irracional, no se ha encontrado
nj
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todavia un estudio completo de la distribucion de los ceros de estos poli-
nomios de Dirichlet.

Pienso que la comprension de la distribucion de los ceros de las sumas
parciales de la zeta de Riemann podria pasar por el uso de ecuaciones en
diferencias de tipo neutro utilizando como base al articulo [35].

Se puede encontrar en [22, page 4] una forma distinta de introducir las
ecuaciones diferenciales. Los autores utilizan la nocién de semi-grupos, op-
eradores lineales y espectro esencial. Es muy interesante ver cémo, a través
de métodos distintos, como por ejemplo, operadores compactos y radios del
espectro, los autores Hale y Verduyn Lunel [22, p.8-11] vuelven a presentar
resultados obtenidos con técnicas del analisis complejo.

5.4. Clases de equivalencia de ecuaciones en
diferencias con retardo de tipo neutro.

En este tltimo parrafo vamos a utilizar los datos que tenemos sobre los
ceros de G, (2) y que hemos expuesto en el Capitulo 2 y los vamos a relacionar
con las ecuaciones diferenciales.

Sea Sy la clase de todas las ecuaciones en diferencias de tipo neutro
estables. Tenemos un primer resultado.

Proposicién 64 Sean E™(z) y F™(z) dos ecuaciones en diferencias de
tipo neutro cuyos polinomios caracteristicos respectivos son los polinomios de
Dirichlet P,(z) y Qn(2). Si Py(2) y Qn(z) son Bohr-equivalentes, entonces
tenemos la equivalencia siguiente

EM(2) € Sy & F™(2) € Sy.

Prueba. Teniendo en cuenta las propiedades de la Bohr-equivalencia, bas-
tara probar una implicacién.

Como la ecuacién diferencial E™(z) es estable, los ceros de su polinomio
(de Dirichlet) caracteristico P,(z) tienen todas sus partes reales en el semi-
plano abierto izquierdo del plano complejo. Sabemos que @, (z), polinomio
caracteristico de F'™(z), es Bohr-equivalente a P,(2), lo que implica que sus
ceros no pueden tener sus partes reales en el semi-plano abierto derecho del
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plano complejo y como consecuencia es un polinomio estable, lo que implica
que F™(z) también lo es. m

Si notamos, ahora, S/ el conjunto de las ecuaciones en diferencias de tipo
neutro que son inestables y £, el conjunto de las ecuaciones en diferencias

de tipo neutro que tienen al polinomio de Dirichlet G, (z) = Z ek como
k=1

polinomio caracteristico, podemos escribir lo siguiente:
Teorema 65 &;, C S5

Prueba. G. Mora demostré en [41, th. 2 p. 6] que las sumas parciales de

1
la zeta de Riemann (,(z) = ZE tienen infinitos ceros en cada semi-plano
k=1
{#z; Rez < 0} y {#; Rez > 0}. Sabemos que G,(z) = (,(—z) para todon > 2
y z € C, lo que implica que G,,(2) es un polinomio de Dirichlet inestable. m

Y de forma mas general, si notamos BEq, el conjunto de todas las ecua-
ciones en diferencias de tipo neutro cuyo polinomio caracteristico es Bohr-
equivalente a G, (z), podemos escribir:

Corolario 6 B¢, C S§ .

Prueba. Es una aplicacién directa del hecho que G,,(z) sea un polinomio de
Dirichlet inestable y de la proposicién anterior. m

Terminaré con dos preguntas que podrian dar ideas para futuros trabajos:

(a) ;Se podria explicar, con el uso de las ecuaciones en diferencias de tipo
neutro, la extrana distribucién en el plano complejo de los ceros de
las sumas parciales de la zeta de Riemann como se puede ver en las
siguientes figuras?
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(b) Hemos visto que las aproximaciones de la zeta de Riemann de la forma
Gn(z) = 1+2% 4+ 3%+ ... +n” tienen un papel importante en el estudio
directo de los ceros de la funcién zeta de Riemann, pero también que
son polinomios caracteristicos de ecuaciones funcionales del tipo F'(z)+
F(2z) + ... 4+ F(nz) = 0 o de ecuaciones en diferencias de tipo neutro.
i Podrian ser la piedra angular entre estas teorias? Es decir, ;podrian
dar informaciones directas entre las soluciones de cada ecuacion, formar
un puente entre las dos teorias? Dicho de otra forma con un lenguaje
algebraico, jes conmutativo el siguiente diagrama?

Ecuaciones funcionales F(z)+...4+F(nz)=0 <«— — Ecuaciones diferenciales en diferencias de tipo neutro

Polinomios de Dirichlet de tipo Gn(z)
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