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INTRODUCCIO

El marc algebraic en qué es situa la memoria (excepte el darrer
capitol) és l'introduit per Brown i Suzko a [BS], marc que gira entorn
la definicié de logica abstracta; una logica abstracta L és una parella
(2A,C) formada per una algebra abstracta 2l i un sistema clausura C
sobre A, conjunt suport d’ 2. La nocid classica de logica com un con-
junt de férmules ben formades sobre les que es té un conjunt d’axiomes i
unes regles d’inferéncia queda aixi com un cas particular, prenent com 2%
el conjunt de férmules ben formades i com C la familia de subconjunts
d’ A que contenen els axiomes i sén tancats per les regles de deduccié.
Els elements de C s’anomenen tancats, si bé A. Monteiro i els seus

seguidors els anomenen sistemes deductius.

La nocié de logica abstracta té l’encert de tractar la part al-
gebraica, A, i la part logica, C, d’una logica com un 1nic objecte
matematic, i a més obre un ampli camp investigador a 'intentar rela-
cionar classes de logiques abstractes amb classes d’algebres. El primer
treball en aquesta linia és l’estudi de la relaci6 entre 1ogiques classiques
(abstractes) i algebres de Boole fet per Blom i Brown a [BB], i a ell
han seguit una llarga llista d’estudis del mateix tipus d’entre els que cal
destacar, per la seva influéncia sobre aquesta memoria, els realitzats per
J.M. Font 1 V. Verdi sobre la logica dels reticles distributius, les logiques
de De Morgan i les logiques modals S4 i S5.

L’objectiu de la present memoria, que també va en aquesta linia,
és la definici6 i ’estudi, el més complet possible en aquesta perspectiva,
d’una classe de logiques que he anomenat logiques modal tetravalents
(LMTs). Les LMTs s6n un tipus de logiques modals (amb operador
modal [1) sobre logiques de De Morgan (i per tant tetravalorades) que

mantenen una estreta relacié amb la varietat de les algebres modals
tetravalents (AMTs).

Les AMTs tenen el seu origen en l’estudi de la independéncia de

la presentacié de les algebres de Lukasiewicz trivalents (ALT) que es fa



a [Mo]. Més concretament, les AMT es poden definir com reticles de
De Morgan amb un element distingit (el maxim , 1, o el minim 0) i una
operacié unaria ( () caracteritzada per dues equacions:

(1) =OaAa=-aAa;

(2) OaA-a=0.
Si s’afegeix Pequacid

(3) -0O-(aAb)=-0-aA-0-b
(que sobre una AMT equival a la llei de Kleene a A —a < bV =b) s’obté
una ALT. ' '

Les AMTs han estat extensament estudiades per Isabel Loureiro a
la seva tesi [L1] i en els altres articles que apareixen en la bibliografia. En -
el capitol segon repassaré els resultats generals sobre aquestes algebres
i establiré nous resultats que usaré en capitols posteriors. Anomenaré

M, al’algebra de De Morgan de quatre elements sobre el reticle

1

amb (—a = a,7b = b,-1 = 0,-0 = 1). M, genera la varietat de
les algebres de De Morgan, i si sobre ella defineixo 'operador [0 com
01 = 1,0a = [0b = [0 = 0 obtinc una AMT, que anomenaré My, ,
que genera la varietat de les AMTs.

Sobre les AMTs I. Loureiro hi defineix una operacié binaria, — ,
per a — b= -llaV b; demostra que satisfa el teorema de la deduccié i
que els filtres de reticle tancats per operador [ (filtres oberts) també
sén tancats per Modus Ponens respecte — (en el sentit que si @ — b
i b pertanyen a un mateix filtre obert aleshores b també hi pertany),
és a dir sén els "sistemes deductius” associats a — i a la regla Modus
Ponens. A pesar que no és un dels objectius de la memoria ’estudi
de les implicacions sobre les AMTs, la implicacié anterior ha motivat

Velecci6 del tema d’aquesta memoria. Efectivament, 'origen de lestudi



de les LMTs cal comengar-lo a buscar en els treballs de J.M. Font i V.
Verdd, especialment en [FV2] on els autors obtenen una caracteritzacid
de les 1ogiques modals L = (2A,C) tant sobre logiques classiques com
sobre logiques intuicionistes, de tipus S4 i S5 (de tipus S4 en les quals
OpVvO-Op és teorema). En aquesta caracteritzacid es consideren dues
logiques associades a L, L~ = (%~,C) i LT = (A*+,C*) (¢t =
={T e€C; T CT},on L™ ésla part no modal de la logica (classica
o intuicionista) i A+ és un reducte adequat de A que fa que la relacié
d’equivaléncia associada a C* sigui congruéncia, i s’estableix que els o-
peradors C i C%* (associats a C i C* respectivament) satisfan
Ct =Co0 i, que pel cas S5,L." sempre és classica independentment
de com sigui L~ . Situat en aquesta linia d’estudi J.M. Font durant una
“estada a Lisboa amb I. Loureiro, va comprovar que la implicacié de les
AMTs satisfa la llei de Peirce (((@ — b) — a) — a = 1) i que per tant
la logica associada a ella i als seus sistemes deductius (que resulta que
correspon a la l1dgica Lt de més amunt) és classica. Aquesta observacié
va donar peu a considerar que les AMT's sén els models algebraics d’'una
classe de logiques modals de tipus S5 sobre algebres de De Morgan i a
iniciar un estudi en aquesta linia comencgant per definir de forma ade-
quada l'operador [0 que cal afegir a les 1ogiques de De Morgan per tal
s’obtenir una logica com les desitjades, és a dir una ldgica que generalitzi

la logica formada per una AMT i tots els seus filtres.

La motivacié de la definicié de LMT neix de la demostracié de la
proposicié 4 de [FV1] que en la memoria correspon a la proposicié 4.1.
Aquesta motivacié es basa en suposar que de la mateixa manera que el
quocient de ’algebra suport d’una logica de De Morgan per la relacié
associada a la familia {P,®(P)} d’elements de la base és una subalgebra
de 90,, el mateix quocient prenent ara I’dlgebra suport d’una LMT
hauria de donar una subalgebra de My, . En aquesta subalgebra (com
en el cas de De Morgan) P N ®(P) serd el maximi A\ (P N &(P)) el
minim (i si s6n no buits, P\ ®(P) i ®(P)\ P els altres dos elements).
La definicié de [0 ha de ser adequada per que la relacié associada a

la, familia sigui congruéncia i per qué al passar 1’operador al quocient



(el designo igual) es tingui 01 = 1 1 0b = Oa = [J0 = 0; aquestes
darreres propietats s’obtenen exigint que:
(1) PN ®(P) sigui tancat repecte [1;
(2) A\ (PN®(P)) sigui tancat repecte O i
(3) UOre Pe Oz e dP) Ve A ipertot Pdela
base.

Efectivament, la primera propietat assegura que [J1 =1, la segona que

1 ¢ {Oa,[05,000} ila tercera que Ha # a,00b#b,Tda#b 1 (b #a.

Es facil veure que aquestes propietats fan que la relacié d’equiva-
lencia associada a {P,®(P)} sigui congrueéncia i a més que 01 =
= 1,00a = 0b =000 = 0, és a dir que el quocient és una subalgebra de
Mim .

Les dues primeres propietats equivalen a
(4) zePN®(P)e Oze PNP(P) Vze Aipertot P dela base

que juntament amb (3) determina com ha de ser [0 sobre una logica de

De Morgan per obtenir una logica com la que vull estudiar.

Per tant definiré una LMT com una logica de De Morgan amb un
operador unari [J que satisfa les propietats (3) i (4) anteriors. Seguint,
perd, el cami de [FV2] també es poden caracteritzar les propietats de
Poperador [ que cal afegir a una logica de De Morgan per obtenir una
LMT a partir de la logica associada L™ ; aquesta presentaci6 va ser la
utilitzada en [FR] com a definicié i en la memoria, al final de capitol

tercer, demostro que és equivalent a la del inici d’aquest paragraf.

Hom pot buscar una motivacié pragmatica per I’estudi de les LMT's
seguint la que déna Belnap a [Bel]. Belnap interpreta els elements
de l'algebra 9M, com les quatre possibles respostes que pot donar un
ordinador al formular-li una pregunta sobre la informacié que li ha estat
introduida; informacié emmagatzemada possiblement per persones dife-
rents durant varies époques i que pot contenir contradiccions. Els quatre
elements (valors) de I’Algebra queden interpretats aixi:

T: cert (true).



F: fals.

N: ni cert ni fals (none, falta informacié, valor de veritat no definit, § ).
B: cert i fals alhora (both, hi han informacions contradictories, valor de
veritat sobredefinit, {T,F}).

L’estructura reticular d’aquests elements és la donada per la relacié
a < b sib ésméscert que a o bé a és més fals que b, ésadirsi b
conté un valor cert (T)i a no o bé a conté un valor fals (F)i b no. Per
exemple {T,F} AQ és més fals (o menys cert) que ambdos; F és més
fals que @ i també menys cert que {T, F} i és I"inic valor amb aquesta
propietat, per tant BA N = F'... Amb aquesta relaci6 s’obté el reticle
My : '

La negacié de cert és fals i la de fals, cert (=T = F, ~F = T);
la negacié d’una proposicié no definida és no definida (=N = N ) i la
d’una sobredefinida és sobredefinida ( =B = B). En la construcci6 de
les proposicions, a més de les conectives usuals (negacid, conjuncié i dis-
juncid) puc considerar la conectiva de neccesitat, [, que la interpretaré
com la confirmacié de la Veritat (veritat classica, és a dir no acompa-
nyada de falsedat); [I$ es satisfA quan ¢ és certa i no falsa i no es
satisfd en els demés casos (¢ és no definida o és falsa). En ’algebra
M, defineixo V'operador unari [ per O =T,0F =0ON =0B = F
amb P’adjuncié del qual obtine ’dlgebra My, .

Valorant sobre M4, (és a dir prenent homomorfismes des de
’algebra lliure de totes les proposicions a M4y, ) 'ordinador pot donar
valors de veritat a senténcies compostes coneixent el valor de veritat de
les seves parts atomiques i pot treure conclusions a partir d’un conjunt
de féormules usant P’operador conseqiiéncia |= definit per Ty | ¢ ssi

Vo valoracié A,er, (%) < v(4) per qualsevol férmula ¢ i qualsevol



conjunt finit de férmules I'g. Per un conjunt qualsevol de férmules, T',
Pk ¢ ssi Ay CT', I'y finit, tal que T'g |= ¢. Veuré que la logica aixi
determinada sobre el conjunt de les férmules coincideix amb la LMT més
fina sobre P’algebra sentencial, la qual cosa confirma que la interpretacié

donada és adequada per les logiques que estudio.

L’interés tedric per estudi de les LMTs esta en la seva condicié
simultania de logiques de De Morgan i de logiques modals. Es inte-
ressant comprovar com es relacionen aquests dos aspectes en especial la
unicitat (moédul la relacié d’equivaléncia associada al sistema clausura)
de 'operador modal [J degut a qué com a maxim hi ha un operador
que afegit a una algebra de De Morgan la fa AMT. Per altra banda,
si es converteix la logica de De Morgan sentencial suport d’una LMT
en una logica classica afegint-hi com axioma pV —p, aleshores la logica
obtinguda és una logica classica en la qual 'operador modal és la identi-
tat, motiu pel qual no es poden considerar les LMTs com ’analeg de les
logigues intuicionistas estudiades per J.M. Font en la seva tesi doctoral,
ja que aquestes al convertir la logica intuicionista en classica esdevenen

logiques modals classiques, amb un operador modal de tipus S5.

Aquest ultim comentari suggereix que una possible continuacié
d’aquest treball sigui la investigaci6 i estudi d’estructures modals més
febles sobre logiques de De Morgan en les quals a ’afegir I’axioma, classic

PV —p s’obtingui un sistema modal classic no degenerat.

Com que P'objectiu de la memoria és fer un estudi ampli, i alhora
detallat, de les LMT's no es pot destacar un resultat o uns pocs teoremes
que resumeixin els objectius a assolir. En la memoéria he reservat el
nom teorema per aquells resultats que per la seva importancia permeten
que amb la seva lectura hom pugui tenir una rapida idea del treball

investigador realitzat.

La memoria esta dividida en cinc capitols; el primer estd dedi-
cat a introduir la notacié que es fard servir i les nocions preliminars
tant d’algebra universal com de logiques abstractes. Recullo sense de-

mostracio tots aquells reultats que faré servir i que apareixen en diversos



articles de la bibliografia, només incloc les demostracions en algun cas

en el que no les he trobades explicitades.

En el segon capitol introdueixo la definicié de AMT i enuncio les
principals propietats d’aquests algebres. Segueixo una linia diferent de la
de Isabel Loureiro buscant 'estudi d’aquelles propietats que puguin tenir
més rellevancia des d’un punt de vista logic. Estudio especialment el
sistema clausura associat als filtres i als filtres oberts i explicito la relacio
que aquests ltims mantenen amb les congruéncies. Acabo trobant una
relacié entre els filtres primers (base del sistema clausura de tots els
filtres) i 'operador [1 (proposicié 2.30) que caracteritza aquest i que
em permetra fer ’extensié d’aquest operador a algebres qualssevol en les

que tingui definida una involucid sobre una base del sistema clausura.

En el tercer capitol introdueixo la nocié de LQMT (no necessaria-
ment finitaria) i de LMT (finitaria) generalitzant les propietats de la
proposicié 2.30, tal com abans he exposat. Comprovo que les logiques
aixi definides es conserven per morfismes bilogics (teorema 3.5) i de-
mostro (teorema 3.7) que hi ha un morfisme bildgic entre qualsevol
LQMT i la logica formada per una AMT dotada d’un sistema clausura
amb una base de filtres primers & -tancada i que per tant les logiques
formades per una AMT i tots els seus filtres sén les LMTs simples. En
el teorema 3.14 demostro que les LMT's venen determinades pel seu més
petit tancat, i el teorema 3.16 precisa que si ’algebra suport d’'una LMT
és una AMT aleshores el sistema clausura de la logica estd format per
tots els filtres que contenen el més petit. El teorema 3.18 estableix un
isomorfisme entre el reticle de les congruéncies d’una AMT 1i totes les
possibles LMT's sobre la mateixa AMT. El capitol acaba (teorema 3.26)
caracteritzant una LMTs (L) a partir de les logiques associades L7 i
L-.

En el capitol quart estudio les 1ogiques sobre una algebra abstracta
2 projectivament generades per families d’homomorfismes des de la
logica formada per My, i el sistema clausura de tots els seus filtres.

Aquestes logiques resultaran en general LQMT (teorema 4.2) i per al-



gunes families determinades (les que estableix el teorema 4.6) resultara
que sén, a més, finitaries. La LMT més fina sobre 2, que pel teorema
4.4 és la generada per tots els homomorfismes, permet caracteritzar tots
els operadors clausura sobre 2 que donen LMTs i demostrar (teorema
4.11) que P’aplicacié que associa a cada operador el seu més petit tancat
és un isomorfisme entre el reticle de totes les LMTs sobre 2 i els tancats,
T, de la LMT més fina sobre 2 que satisfan (0T C T'. Estudio deta-
lladament el conjunt (reticle) de les congruencies de I’algebra 2 que en
el quocient donen AMT i demostro que per aquestes congruéncies val la
mateixa caracteritzacidé que per a les congruéncies de les AMTs. Acabo
estudiant les relacions que satisfan els elements de la base de qualsevol
sistema clausura d’una LMT i traslladant a les logiques de De Morgan 1
a les LMTs la condicié necessaria i suficient (establerta per I. Loureiro)

que ha de complir una algebra de De Morgan per admetre un operador
que la faci AMT.

En el cinque i dltim capitol estudio les LMTs des d’una
perspectiva més logica (en contraposicié a la perspectiva algebraica dels
capitols anteriors). El teorema 5.1 déna una presentacié de les LMTs en
la qual només intervenen propietats de l'operador clausura. Considero,
a continuacié, un calcul de seqlients i demostro (teorema 5.5) que les
logiques model d’aquest calcul (segons la definicié de [FV3]) sén pre-
cisament les LMTs, i que per a qualsevol algebra ’operador clausura
associat a aquest calcul és I'operador de la LMT més fina sobre I’algebra
(teorema 5.6). Estudio com sén les matrius i les matrius generalitzades
del calcul i quina relacié hi ha entre aquestes tltimes i les LMTs (teo-
rema 5.18). Defineixo les 1ogiques modals tetravalents normals (LMTNs)
afegint a les LMTs la condicié (regla forta de la necessitat) que les
conseqiiencies d’un conjunt de férmules siguin tancades respecte .
Estudio les LMTNs amb les mateixes técniques usades en ’estudi de
les LMTs demostrant els analegs dels teoremes 3.7 i 4.6 (5.27 1 5.33
respectivament). Acabo introduint els conceptes de logica algebraitz-
able ([BP2]) i logica protoalgebraica ([BP1]) i demostrant que tant la
classe de les LMTs com la de les LMTNs sén protoalgebraiques i que a-



questa ltima, a més, és algebraitzable, propietat de la que no gaudeixen
les LMTs.

Les AMTS s6n un exemple de logiques protoalgebraiques i au-
toextensionals (la relacié associada al sistema clausura és congruéncia)
i qlie en canvi no sén algebritzables. Sén també un exemple de logiques
no algebrizables que tenen associades una classe de logiques (les normals)
que si sén algebritzables, situacié similar (perd dual) a la que es produeix
en les algebres de Lukasiewicz infinit-valents estudiades per T.Torrens
i V.Verdu, aquestes légiques sén algebritzables (amb semantica alge-
braica equivalent les algebres de Wajsberg) i tenen una versié feble no
algebritzable.

Les logiques més estretament relacionades amb les AMTs sén les
LMTNs (les més febles) i potser sén les logiques que més propiament
haurien de denominar-se LMTs, pero aleshores les logiques fortes hau-
rien de ser anomenada LMTs no normals, denominacié sens dubte ade-
quada pero incomoda, per tant, com heu vist, he preferit afegir adjectiu

”normal” a les logiques febles en lloc de ”no normal” a les logiques fortes.

Per acabar voldria comentar que el calificatiu "modal” en el nom
de les logiques estudiades és degut més a la intencié de batejar a les
logiques amb un nom semblant al de les AMTs que a la idea de destacar
un discutible caracter modal de les logiques, discutible perqué ’operador
modal és veritatiu funcional; el seu valor de veritat esta completament

determinat pel valor de veritat de I’expressié a la que afecta.



1. NOTACIO I PRELIMINARS

Suposo coneguts els conceptes basics d’algebra universal, com sén
el d’algebra, morfisme d’algebres, subalgebra, congruencia, algebra quo-
cient per una congruéncia, producte subdirecte d’algebres i algebra sub-
directament irreductible, tots ells exposats en qualsevol obra general
d’algebra universal, com per exemple [BuS}, [C] i [G].

Denotaré les algebres amb lletres gotiques com 2, B, M ... (sovint
amb subindexs); i en els respectius conjunts que les soporten amb les
mateixes lletres perd majiscules (A, B, M ...) amb subindexs si s’escau.
Donada una algebra 2, denotaré per Con(2) el conjunt de les seves
congruencies. Si 6 € Con(2l), per expressar que dos elements a,b € A
estan relacionats per 6 escriuré (a,b) € 6 i denotaré per ay la classe
de a per la relaci6 8. Anomenaré Ag a la relacié diagonal sobre
A i Vg ala congruéncia maxima (si no hi pot haver confusié ometré
el subindex), i fent un abis de llenguatge denotaré les operacions de
Palgebra quocient amb els mateixos simbols que les corresponents o-
peracions sobre 1’algebra original. Donades dues algebres 2A; i A2 del

mateix tipus, denotaré per Hom(2,,%;) el conjunt dels homomorfismes

d’2A; en As.

1.1 DEFINICIO. Sigui A un conjunt qualsevol, un operador clausura

sobre A és una aplicacié C : P(A) — P(A), del conjunt de les parts
d’A en ell mateix tal que

(1) XCCX) VXCA4;
(2) Si X CY aleshores C(X)CC(Y) VX,YCA;
3) C(C(X)=C(X) vXcCa4a.

Tot operador clausura C sobre un conjunt A indueix sobre aquest
una relacié d’equivaléncia, fc, definida per (a,b) € 6¢ si i només si

C(a) = C(b).



1.2 DEFINICIO. X C A és un tancat de C si C(X)=X. C ésun
sistema clausura sobre A si C C P(A) i és tancat per interseccions

arbitraries.

Cada operador clausura, C, sobre un conjunt A té associada la
familia C(C) = {X C 4; C(X) = X} que és un sistema clausura sobre
A i tot sistema clausura , C, sobre A té associat ’operador clausura
CC)=M{Y e€C; X CY};amés, com C(C(C))=C i C(C(C))=C
hi ha una aplicacié bijectiva entre els sistemes clausura i els operadors
clausura sobre un conjunt A ; denotaré en aquests amb lletres negretes
com C,F,Ft,C* .. i els respectius sistemes clausura amb la mateixa
lletra perd itdlica, C,F,Ct, Ft...

1.3 DEFINICIO. Sigui C un sistema clausura i sigui B CC, B és una
base de C si tot element de C es pot obtenir com una interseccié
d’elements de B. El sistema clausura generat per B, [B], és el més

petit sistema clausura que conté B.

1.4 DEFINICIO. Un operador clausura C (i respectivament un sistema

clausura C ) és algebraic o finitari si
C(X)=|J{C(Y); Y CX Y finit}.

1.5 TEOREMA. Un sistema clausura és algebraic si i només si és tancat
per unions de cadenes. B

1.6 DEFINICIO. Una ldgica abstracta (o simplement una logica) és
una parella L = (,C) formada per una algebra 2 i un operador
clausura sobre A. Dues logiques abstractes sén del mateix tipus si ho

sén les seves respectives algebres. L és logica trivial si C = {A}.

Degut a la bijeccié entre sistemes clausura i operadors clausura
sovint substituiré en la definicié de logica abstracta 1’operador clausura

pel sistema clausura associat.

1.7 DEFINICIO. Sigui Ly = (A, C;) i Ly = (A, C2) dues logiques sobre
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A. L; és més fina que Lo;- Ly <Lz,si C1(X)C Cy(X) VX CA

o, equivalentment, si C2 C Cy .

1.8 DEFINICIO. Sigui L; = (2;,C1) i Lo = (Ay,C2) dues logiques
abstractes del mateix tipus, un morfisme logic és una aplicacié

f:A; — Ay tal que:

(1) f e Hom(Uy,™Us);
(2) Pertot TeCy, fY(T)EC.

Per indicar que f és un morfisme logic entre Ly i Lo, escriuré
f:Li — L, idiré que f és epimorfisme o isomorfisme 1égic si ho és
de les respectives algebres. Hom(Lj,L;) designara el conjunt de tots

els morfismes logics entre L; i Lo.

1.9 DEFINICIO. Sigui L = (A,C), L; = (U;,C;) i h; € Hom(2A,2;),
amb i € I conjunt no buit de subindexs. L és projectivament ge-

nerada des de {L;}ier per {hi}ier si C és el sistema clausura més
petit que conté {h7Y(V); V € Ci,i € I}.

1.10 Prorposicié. Sigui Ly = (%;,C;), Ly = (%;,Cp) i
h € Hom(2;,%), aleshores sén equivalents:

(1) L; és generada projectivament des de Lo per h;
2) C={rY(T);TeCl};
(8) CuX)=~r"HC(K(X))) VXC AR

1.11 DEFINICIO. h € Hom(Ly,L;) és morfisme bildgic, si h genera
projectivament L; des de Ly i és epimorfisme.

Si h és un morfisme bildgic entre L; i Ly, pel fet de ser L,
projectivament generada per un sol homomorfisme és C; = h™Y(C;) i
pel fet de ser h una aplicacié epijectiva és h(C;) = Cy, per tant, si h
és un morfisme bilogic, indueix una aplicacié bijectiva entre els sistemes
clausura de L; i L. Pel fet de ser h una aplicacié epijectiva, a més
de la relacié 1.10.3 també es té Cy(h(X)) = A(C1(X)) VX C A4, i
Ca(X) = h(C1(A~HX))) VX C 4,.
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1.12 DEFINICIS. Sigui L = (2,C) una logica abstracta, 6 és una
congrueéncia logica si:

(1) 6e€Con(A);

(2) (a,b) € 6 implica C(a) =C(b) Va,be A.

1.13 ProposiciO. Sigui L = (A, C) una logica, si §c € Con(),

aleshores 6 € Con(2A) és congruéncia logica si i només si 6 C 6.1

1.14 DEeFINICIO. Sigui L = (2,C) una ldgica, § € Con(2) i
m: A — A/ la projeccié candnica. La logica quocient de L per

6 és la logica L /8 = (2/6,C/6) amb C/6 ={T CA/8; =~ }(T) € C}.

Aquesta definicié dota a /6 de ’estructura logica adequada que

possibilita el seglient

1.15 TEOREMA. Sigui L = (2,C) una logica i 6 una congruéncia
Iogica aleshores 7 : 4 —» /6 és un morfisme bildgic entre L i L/6.1

1.16 DEFINICIO. Un operador clausura, C, sobre una algebra 2 té:

(1) La propietat de la deduccié (PDE) respecte d’una
operacio binaria — ssi VX C A, Ve,ye A,z > y¢€
€ C(X) ssi y € C(X,z).

(2) La propietat de la reduccié a I’absurd (PRA)
respecte d’una operacié unaria - ssi VX CA, Ve € A
z € C(X) ssi C(X,nz)=A.

(3) La propietat de la conjuccié (PC) respecte d’una
operacio binaria A ssi Ve, y € A C(zAy) =C(z,y).

(4) La propietat de la disjuncié (PD) respecte d’una
operacié binaria V ssi VX C A i Vz,y€ A C(X,zV
Vy) = C(X,z) NC(X,y).

(5) Un element inconsistent si existeix 0 € A tal que
C0)=4A.

(6) La propietat de Birula-Rasiowa (PBR) si existeix

una base £ de C i una involucié en £.
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1.17 DEFINICIS. L = (U, C)-amb U = (A,—,~) de tipus (2,1) és una
logica classica si C és algebraic i satisfa PDE i PRA.

Es prou conegut que la propietat de ser logica classica es trasllada
per morfismes bilogics, perd com que en les referéncies bibliografiques no
es troba cap demostracié que la PRA es conservi per aquest morfismes

demostro el segiient

1.18 TEOREMA. Siguin L; = (U,,Cy) 1 Lo = (U, Cy) dues logiques
abstractes i h : Ly — L, un morfisme bildgic, aleshores L, és una
logica classica si 1 només si Ly ho és.

DEMOSTRACIO: Que el caracter algebraic de I'operador clausura i PDE
es preserven per morfismes bilogics esta fet a [V]. Per la resta suposem
que L satisfa PRA, aleshores ¢ € Cy(X) ssi h(z) € h(C1(X)) =
= C2(h(X)) ssi Ca(h(X),h(~z)) = A; ssi A~ (Cy(h(X),h(—x))) =
= A; ssi Cy(X,—z) = A;. Suposem ara que L; satisfa PRA i sigui
r € Cy(X), existeixen t € A; i T C Ay talsque z =h(t) i X =h(T)
i aleshores z € C2(X) ssi h(t) € Co(h(T)) ssi t € h~Y(Co(R(T))) =
= Cy(T) ssi C1(T,t) =A; ssi h(Cy(h~HX),h™I(—z))) = h(4,) ssi
Cy(X,-z)=A,. 1

1.19 DEFINICIO. Una algebra U = (A, A, V) de tipus (2,2) és un reticle
si Ye,y,z € A;

(1) zVy=yvVe;

(2) zAy=yAz;

(8 =zV(yVz)=(zVyVz;
(4) zA(AzZ)=(zAY)Az;
5) zvz==z;

6) zAz==zx;

(1) z=zV(zAy);

8 z=zA(zVy).

1.20 EXEMPLES:



* Es facil comprovar que si (A,A,V) ésun reticle i definim a <b
ssi a Ab = a, aleshores (A4,<) és un conjunt parcialment ordenat i,
reciprocament, si en un conjunt ordenat (A,<) existeixen 'infim i el
suprem de cada parella d’elements, aleshores posant a A b = inf<{a,b}
i aVb=supc{a,b}, (A,A,V) és un reticle. (A4,A,V) és un reticle
complet si VI' C A existeixen sup<T =\ T i infcT = AT.

* Tot sistema clausura C és un reticle complet ja quesi C' CC,
aleshores AC' =[NC' € C i VC' = C(UC') € C. Es facil veure que
'aplicacié bijectiva entre els sistemes clausura de dues logiques induida
per un morfisme bildgic és isomorfisme de reticles complets. En parti-

cular si A és un morfisme bilogici T' i P sén dos tancats de la logica
de sortida h(T'N P) = h(T) N h(P).

* El conjunt de tots els sistemes clausura sobre un conjunt A és
un reticle si definim C; ACo =CiNC 1 G VEC, =N{C;C, CC i
C: CC=n{C;C1UCy CC}, és a dir el sistema clausura generat per
C; UC,. Aquesta estructura reticular es trasllada de forma natural al

conjunt de totes les logiques sobre una algebra.

*El conjunt de tots els operadors clausura sobre un conjunt A és
un reticle complet si definim VX C A (C; AC3)(X) = C1(X)NC,(X)

* L’aplicacié bijectiva que associa a cada sistema el seu operador
és un isomorfisme d’ordre dual entre els dos reticles, és a dir que el
morfisme respecta la inversié dels ordres dels reticles (C; C C, equival

a C2 g Cl)

1.21 DEFINICIO. Sigui A un reticle, F C A és un filtre si Va,be A
(1) F+#£0;
(2) Sia€F ia<b aleshores be F;
(83) Sia,be F aleshores aAbe F.

Anomeno Fy (F sino hi ha ambigiiitata ) el conjunt de tots els
filtres sobre 2. Fy és un sistema clausura (algebraic) i déna lloc a un

operador clausura que denoto per Fg (F si no hi ha ambigiitat).
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1.22 ProOPOSICIO. Si U és un reticlei a,b € A, aleshores a < b si i
només si F(b) C F(a), és a dir si per qualsevol filtre P a € P implica
be PR

1.23 DEFINICIO. P € F és un filtre primer si és propi (P # A) i
aVbe P implica a€P ob€eP.

Denoto per Py (P sino hi ha ambigiiitat) a la familia de tots els
filtres primers d’un reticle . Observeu que degut a 1.21.2 tot filtre F
compleix el reciproc de 1.21.3, és a dir que satisfa a AbE€ F ssi a € F
i b€ F,iamés també és cert el reciproc de 1.23 i si el filtre és primer
esté aVbEF ssi a€eF o beF.

La generalitzacié natural de les definicions 1.21 i 1.23 és:

1.24 DEFINICIO. En una dlgebra qualsevol (A,A,V) de tipus (2,2),
PCAés ANfiltresi P# 0 ia€ P ibe P implica aNbe P.
PCA és V-primersi P#£ A iaVbe P implica a€ P o beP.

1.25 DEFINICIO. (A,A,V) algebra de tipus (2,2) és un reticle dis-
tributiu si a més de ser reticle satisfa

tA(yVz)=(Ay)V(zAz) Vz,y,z € A
Com és sabut, aquesta propietat equival a

tV(yAz)=(VyA(zVz) Vz,y,z€ A

1.26 TEOREMA. ([S] pag. 160)Un reticle és distributiu, si i només si els
filtres primers son base del sistema clausura F , o sigui si VS C A és

F(S)={PeP;SCP}.A

1.27 DEFINICIO. (A, A,V,0) algebra de tipus (2,2,0) és un reticle dis-
tributiu amb minim 0 si (A, A, V) és un reticle distributiu i a més

zV0=z Vz € A.



1.28 DEFINICIO. U = (A,A,V,-,0) algebra de tipus
(2,2,1,0) és una algebra de De Morgan si (A4,A,V,0) és un reticle
distributiu amb minim 0, i I'operacié unaria, —, satisfa Va,b € A

(1) -(aAb)=-aV-b;

(2) -—a=a.
Designo per 1 a la negacié de 'element distingit (1 = -0 ).
Una algebra de Boole és una algebra de De Morgan que satisfa
aAN-a=0 VaeA.

Més endavant usaré els teoremes segiients que fan referéncia a

propietats de les algebres de Boole.

1.29 TEOREMA. [BB] La logica formada per una algebra de Boole i tots

els seus filtres és una logica classica. Bl

La logica descrita en el teorema anterior és la logica classica més
fina sobre una algebra de Boole; sobre una algebra del tipus adequat
també existeix la logica classica més fina i esta relacionada amb una

logica qualsevol sobre la mateixa algebra pel seglient teorema, adaptacio
del corol.lari 3.3 de [BB].

1.30 TEOREMA. Sigui (B,C) la ldgica classica més fina sobre ’dlgebra
B, aleshores (*B,D) és una logica classica si i només si 3X C B tal
que D={TeC:XCT}.N

1.31 TEOREMA. En tota algebra de Boole hi ha un isomorfisme de re-

ticle entre filtres i congruéncies. il

1.32 PROPIETATS DE LES ALGEBRES DE DE MORGAN.

(1) —~(avb)=-aA-b Va,be A;
(2) 1=-0 és el maxim del reticle;

(3) Les algebres de De Morgan formen una varietat. Bl

A la vista de les equacions que es satisfan en una algebra de De

Morgan, es pot donar una definicié alternativa en la qual I'operacié V
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no aparegui en el tipus de ’algebra; aquesta nova definicié és la que faré

servir d’ara en endavant:

1.33 DEFINICIS. A = (A, A,,0) algebra de tipus (2,1,0) és algebra
de De Morgan si definint aVb=-(-aA-b), A' = (4,A,V,0) és un
reticle distributiu amb minim, 0, i satisfa Va,b € A :

(1) -me=gq;

(2) =(aVbd)=-aA-b;

3) —(aAb)=-aV-b.

1.34 DEFINICIS. Sobre U Aalgebra de De Morgan, la transformacié
de Birula-Rasiowa a I’aplicacié ® : P — P definida per ®(P) =
={z:-z ¢ P} VPe?P.

1.35 PROPOSICIO.
(1) @ esta ben definida, o sigui $(P)eP VPeP;
2) ®2=9;
(3) &(P)=A\(-P).H

Sobre una algebra de De Morgan (3) i la definicié de @ sén equi-
valents, en ser =z = z; 1.35.3 és la definicid original de Monteiro a
[M2], usada també per I. Loureiro tant en la seva tesi com en els seus ar-
ticles. Pendré, perd, ®(P) = {z; -z ¢ P} com la generalitzacié de la
transformacié de Birula-Rasiowa a qualsevol algebra amb negacié. Com
es veura, el comportament de ® sobre P caracteritza les algebres que
s’estudiaran en el proxim capitol, i la generalitzacié d’aquests compor-
tament a algebres qualssevol permetra definir estructura dels sistemes
clausura de les LMTs.

1.36 PROPOSICIO. Sobre una algebra de De Morgan 2 sigui T C P
una familia de filtres primers ® -tancada (o sigui, tal que P € T =
®(P) €T VP € P). Aleshoreslarelacié ~r definida en A per a ~p b
ssi(a€ P& beP VP eT) és una relacié de congruéncia.

1.37 PROPOSICIO. Sigui 6 € Con() isigui = : A — A/ la projeccid
canonica. Sigui P' = {filtres primers d’%/8} , aleshores {x~1(P'); P' €
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€ P'} és una familia de filtres primers d’2l @ -tancada i indueix la

congruéncia 6.1

Hi ha per tant una correspondéncia entre les congruéncies de I’alge-
bra de De Morgan 2 i les families de filtres primers ® -tancades; més en-
davant (corollari 3.12), veuré que aquesta correspondéncia no és biuni-

voca.

1.38 DEFINICIO.
(1) Anomeno B, lilgebra de De Morgan amb dos ele-

ments, el maxim 1 i el minim 0. Es una algebra de
Boole.

(2) Anomeno M; lalgebra de De Morgan que a més del
maxim i del minim té un tercer element a (necessa-
riament és —a = a ). Es una algebra de Kleene.

(3) Anomeno My lslgebra de De Morgan amb quatre ele-
ments, 1,0,a i b,enlaqual ~a=a, “b=b, aVb=1
iaANb=0.

Es immediat veure que B, i 9M3 sén subalgebres de M, .

p1 1 1

a a b
1L0 0
B, M My

1.39 TEOREMA. La varietat de les algebres de De Morgan té tres alge-
bres subdirectament irreductibles, By, M3 i M, i és generada per
M4. A més, les iniques subvarietats propies sén la de les algebres de

Boole, generada per B, , i la de les dlgebres de Kleene, generada per
Mm;. M

1.40 DEFINICIO. Sobre una algebra qualsevol 20 amb al menys una o-

peracio binaria A iun ordre <, una operacié unaria [J és un operador
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interior si satisfa Va,be€ A: -
(1) Oa < a (contraccid);
(2) O(aAb)="0aAO
(3) [2a =Da (idempoténcia).
Sobre una algebra 20 amb al menys una operacié binaria V i un ordre

<, una operacié unaria § és un operador clausura si satisfa Va,b €
EA:

(1) a<éa;
(2) é(aVb)=éaVéb
(3) é%a=éa.

1.41 DEFINICIO. Un element b € A és obert repecte 'operador interior
O ssi b = b iés tancat repecte 'operador clausura § ssi 6b=b. Per
B C A anomeno O(B)={00b;be B} i §(B)={éb;be B}. BC A
és obert ssi [J(B) C B iés tancat ssi §(B)C B.

Si A és un reticle, els operadors [1 i § determinen sobre A
els conjunts [J(A) i 6(A) que facilment es comprova que sén subreti-
cles. Per altre banda, si B C A és un subreticle relativament supra-
complet (és a dir tal que Va € A existeix max {b € B; b < a} ) indueix
sobre A un operador interior, [J, definit per Oa = max{b € B; b < a};
dualment, si T C A és un subreticle relativament inf-complet (és a
dir tal que Va € A existeix min{t € T'; a < t}) indueix un operador
clausura, 6, definit per da = min{t € T'; a < t}.
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2. Algebres modals tetravalents (AMT)

Aquest capitol comenga amb la definicié d’algebra modal tetrava-
lent i amb ’enumeracié de les principals propietats algebraiques d’aques-
tes estructures, la major part de les quals estan demostrades a [L1], [CM]
i[B].

Estudio a continuacié la peculiaritat de 'operador unari [, ope-
rador interior que cal afegir a una algebra de De Morgan per tal d’obtenir
una AMT, peculiaritat que es posa de manifest al comprovar que és
unic i que la seva incorporacié no redueix el nou reticle de congrueéncies
(proposicié 2.6). Precisament degut a la unicitat de 'operador I és
d’esperar que del coneixament que d’ell es pugui obtenir (en particular
dels seus elements oberts) es dedueixin propietats globals de 1’algebra.
Demostro que els oberts formen una subalgebra que a més és algebra
de Boole (proposicié 2.4) i que hi ha un lligam entre les congruéncies
de PAMT i les d’aquesta subalgebra, lligam que explicito a partir de la
definicié d’un cert polinomi , t (definicié 2.16), amb 1’ds del qual es
poden estendre les congruéncies de 1’algebra dels oberts a tota ’AMT,
la qual cosa permet demostrar que hi ha un isomorfisme entre el reticle
de les congruéncies de PAMT i una certa familia de filtres de ’algebra
(els filtres oberts). La caracteritzacié de les congruéncies també per-
met demostrar directament la congruent-regularitat (teorema 2.25) i la

propietat d’extensié de les congruéncies de les AMTs (teorema 2.27).

Al final del capitol dono dues propietats que depenen dels filtres
primers i que caracteritzen 'operador [0 (proposicié 2.30) i que en el
capitol segiient prendré com a definicié de 'operador que fara el mateix

paper que [] en les logiques modals tetravalents.

2.1. DEFINICIS. A = (A,A,—,0,0) de tipus (2,1,1,0) és algebra
modal tetravalent (AMT) si 2~ = (A,A,~,0) és algebra de De
Morgan i Poperador (O satisfa Va € A :

(1) OaA-a=0;
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(2) -BaAa=-aAa.
Si afegeixo ’equacié
3) -O-(zAy)=-0O-2zA-0O-y Vr,ycA

a les equacions de la definicié d’AMT obtinc una algebra trivalent de
Lukasiewicz (ATL). Precisament 'origen de les AMTs va estar mo-
tivat per la prova que Luiz Monteiro va fer de la independéncia d’una
axiomatitzacié de les ATL (a [M3]) en la qual apareix 1’equacié (3);
I’algebra que déna Luiz Monteiro com exemple per a demostrar la inde-
pendéncia d’aquest ltim axioma és precisament 1’algebra que genera la
varietat de les AMTs.

I. Loureiro a [L1] mostra de quina manera es pot obtenir una ATL
a partir d'una AMT; demostra que la relacié binaria = definida en
una AMT per a = b ssi Oa = 0Ob 1 —-[J=a = -[0-b és una relacio

d’equivaléncia, i que I’algebra quocient per aquesta relacié és una ATL.

Designo la negacié de I’element distingit per 1 (1g sihi pot haver
confusié) i com en el cas de les algebres de De Morgan puc definir la

operacié binaria V per aV b= —-(—a A —b), aleshores tinc:

2.2. PROPIETATS. Va,b € A es compleixen:

1) -Oava=1;
(2) OaV-a=aV-a;

8) Oa<a;
(4) O(aAbd)=0D0aADb;
(5) Oi1=1;
(6) C0=0;

(") O(avp)=0aVvDOb;
8) O-Oa=-0a;
(9) [?a=0a;
(10) aAO-a=0;
(11) Les AMT formen una varietat.

13



DEMOSTRACIS:
Des de (1) fins a (9) estan demostrades a [L1],[CM] i [B].
(10): Per (1) tenim que —aV ~Clma=1,inegant a Al~a=0.
(11): Immediat per la definicié. B

Gracies a la dualitat entre A 1 V puc dir que una algebra
A = (A,v,00,-,0) de tipus (2,1,1,0) és AMT si A~ = (4,V,,0) és
algebra de De Morgan i I’operador [0 satisfa 2.2.11 2.2.2.

2.3. ProPosiCi®. L’operador [0 és un operador interior i si defineixo

Poperador 6§ per § = —-[]- aleshores § és un operador clausura i

0(A) = §(A).

DEMOSTRACIO: Fet a [L1].

Si anomeno B el conjunt [CJ(A) aleshores tinc:

2.4. PROPOSICIO. B = (B,A,~,[0,0) és subalgebra d’? i és algebra
de Boole.

DEMOSTRACIO: Que és subalgebra esta fet a [L1], i per tal de comprovar
que és algebra de Boole, és suficient comprovar Cla A ~[Ja = 0, pero
0 =[%aA-0a=0aA-0a per2.1.1i2.2.9. 1

Una questid interessant sobre les AMTs és la seva estreta relaci
amb les algebres de De Morgan, en especial I’estudi de si sobre tota
algebra de De Morgan es pot introduir un operador que la faci AMT,
i en el cas que aixd no sigui possible, quines condicions, necessaries
o suficients, ha de complir ’estructura reticular d’una algebra de De
Morgan per ser suport d’'una AMT.

La resposta a la primera pregunta és negativa; considereu la cadena
de quatre elements 0 <b<a <1 amb -b=a (i per tant ~a=1"). Si

_ volem definir un operador, [J, que la faci AMT, necessariament [11 = 1
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i 00=0. Com UaA—a=0 ha de ser Oa = 0, pero aleshores no es
compleix 2.1.2, perqué =llJaAa=a 1 naAa=b.

Pel que fa a la segona questié, Isabel Loureiro demostra a [L1]
que sobre qualsevol algebra de De Morgan una condicié necessaria i
suficient perqué pugui ser el suport d’'una AMT és que els filtres primers

compleixin la segiient condicié:

() XCY=(@X)=YoX=Y) VX,YEP

En la proposicié seglient demostro que d’existir un operador [J

que faci d’una algebra de De Morgan una AMT, aquest és tnic.

2.5. PRroPosICIO. Sigui A = (A,A,—,[0,0) i A' = (4,A,-,00,0)
dues AMTs sobre la mateixa algebra de De Morgan. Aleshores (0 =1

DEMOSTRACIO: Per2.2.2és aV-a=0aV-a i aV-a=[aV-a don
Oa V -a = 'a V —a, intersecant amb [a obtinc per la distributivitat
1 2.1.1 Oa =0a Aa. De la mateixa manera obtinc ['a = [a A O'a
d’on Oa=0'a. W

L’operador [J no pot expressar-se com un polinomi en el qual
intervinguin només les altres operacions de la AMT (si no, tota algebra
de De Morgan seria AMT), perd sobre les estructures que satisfan la

propietat (%) es comporta com si ho fos, més explicitament:
2.6. ProPOsICIO. Si U és AMT aleshores Con(2) = Con(2U™)

DEMOSTRACIO: Sigui § € Con(™™). Si (a,b) € § aleshores (—a,-b) €
€ 6 don (OaV —a,0aVv-b)edi(aV-abV-b)e€b. Per 2.2.2
(Oa V —a,00b Vv —b) € 6 i per la transitivitat (06 V =b,0a V —b) € 6,
i intersecant amb ([Jb,00b) € 6 obtinc per la distributivitat i 2.1.1.
(00b,0a A Ob) € 8. De la mateixa manera (Ca,Ja A OOb) € 6, d’on
(Oa,00) € 6, o sigui 8 € Con(2U).W
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La condicié de la proposicié anterior no és suficient, per tenir la
propietat (*), perqueé si sobre qualsevol algebra de De Morgan defineixo
Pinterior trivial (Jr = ¢ Vz, la condicié es compleix i en canvi no
tenim necessariament una AMT (de fet 1’obtenim si i només si I’algebra

de De Morgan és també de Boole), pero si és suficient per assegurar :

2.7 PrROPOSICIO. Les AMTs subdirectament irreductibles sén les supor-
tades per algebres de De Morgan subdirectament irreductibles i recipro-
cament, si sobre una algebra de De Morgan subdirectament irreductible

podem afegir un interior que la faci AMT, aquesta sera subdirectament
irreductible. W

2.8. PrROPOSICIO. Sobre B,, M3 i M, podem definir operadors que
satisfan 2.1.11 2.1.2.

DEMOSTRACIO: Sobre totes elles podem definir 001 = 1 i Oz = 0

Vz # 1,1 una comprovacié rutinaria ens assegura que compleixen 2.1.1
1212.1

2.9. DEFINICIO. Anomeno By, , M3m i My, les viniques AMTs tals
que %Z_mz%27 3_m=mt3 i ‘Jﬁ;'m=9ﬁ4

o1 1 1
a a b
®0 0 0
Bom M M

En aquests diagrames els elements oberts estan representats per
®.

Com que B,, M; 1 M, sén algebres de De Morgan subdirec-

tament irreductibles, per la proposicié 2.7 també ho sén Boy, , Maym i

16



Mym , a més les dues primeres sén subalgebres de la tercera. Per tant,
la varietat de les AMTs estd generada per My, , i com a consequencia
d’aquest fet recordem que una equacié sera valida en la varietat de las
AMTs si i només si ho és en 9My,,. La varietat generada per By, és
la varietat de les algebres de Boole considerada sobre algebres de tipus
(2,2,1,1,0) amb operacions (A,V,—,[0,0) en les quals 'operador unari
[ és del tot irrellevant pel fet de ser Llr = 2 Vz . La varietat gene-
rada per M3, ésla deles ATL, doncs és immediat comprovar que M3y,
satisfa Pequacié —[O-(z A y) = -O-z A =O-y. Per tant la varietat de

les AMTs només té dues subvarietats propies, les algebres de Boole i les

ATL.

Isabel Loureiro demostra a [L6] que MMy, és quasiprimal i d’aquest
fet se’n desprén (per a més detalls consulteu [We]) que la varietat de les
AMT:s és congruent regular (o sigui que V8, ¢ € Con(2), si per algun
a €A ag=ay aleshores 8 = ¢) i que té la propietat d’extensié de
les congruéncies (o sigui per a qualsevol & subalgebra d’ % i per a
qualsevol 6 € Con(6), 3¢ € Con(A) tal que $NS%2 =60 on § és
el conjunt que suporta ’algebra & ). Més endavant demostraré aquests
dos resultats d’una forma constructiva, i aquest és un dels motius que
justifica Pestudi del lligam entre les congruéncies i cert tipus de filtres
de les AMTs, els filtres que poden ser la classe del maxim per alguna
congruencia. En els capitols seglients aixd serd generalitzat a un iso-
morfisme entre els sistemes clausura de les 10giques que estudio en la
memoria (cadascuna de les quals donara lloc a una congruéncia) i els

seus tancats més petits.

2.10 DEFINICIO. F C A és filtre obert si és filtre i si a € F' implica
Lae F,Vae A.

Anomenaré F+ = {filtres oberts &’ 2}, F = { filtres &’ A} i
Fm = { filtres de B}. Es immediat comprovar que aquests tres con-
junts sén sistemes clausura. Anomenaré F+, F i Fg els operadors

clausura respectivament associats.

I. Loureiro introdueix en les AMTs una conectiva binaria, —,
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definida per a — b = —=[Ja V b i demostra que els filtres oberts sén
precisament els sistemes deductius d’aquesta implicacid, entenent per
sistemes deductius els conjunts que contenen el maxim i sén tancats
per modus ponens. Per altra banda, A. Monteiro introdueix sobre les
algebres de De Morgan una implicacid, —', definidaper @ — b= -aVb
i també estudia quins sén els seus sistemes deductius. Es curiés observar
que els sistemes deductius associats a — 1 —' sobre una AMT i sobre
. la seva algebra de De Morgan respectivament coincideixen amb els filtre
oberts (vegeu 9.28 de [M2] i més endavant 3.22 d’on en particular es
dedueix que en una AMT els filtres de la forma PN &®(P) amb P € P

sén base dels filtres primers ).
2.11 Prorosicié. F* | F,i Fg sdn algebraics.

DEMOSTRACIO: Trivialment la unié d’una cadena de filtres és un filtre,
i si tots sén oberts és un filtre obert, és a dir que els sistemes clausura

sén tancats per unions de cadenes i per tant (teorema 1.5) algebraics. I

2.12 PrRoOPOSICIO. Sigui A AMT i § € Con() aleshores 1g és un
filtre obert.

DEMOSTRACIO:

(1) Siaelg i a<b,intersecant (a,1) € 6 i (b,b) €  obtinc
(a Ab,b) €8, 0sigui (a,b) € 6 ipertant (b,1) € 6.

(2) Siaclgibely ,(a,1)€81i (b,1) €60 d'on (aAb,1) € 8.
(3) Si (a,1)€6,perser Ol =1, (La,1)cé.M

Més endavant associaré a cada filtre obert una congruéncia i de-

mostraré que aquesta correspondéncia és biunivoca.

2.13 TEOREMA. Ft =FoO

DEMOSTRACIO: Sigui X C A qualsevol. F([J(X)) és un filtre, conté X
jaque La<a Va€ A,iésobert jaque a e F(OX)) & a=1 (don
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Oa=01=1€ F(O(X))) obé Jaj....an € X tals que Ua;A...Ala, <
< a, d’on pel fet de ser [J un operador interior tinc Cay A.... Ala, <
< Oa, és a dir Oa € F(O(X)). Sigui ara F € Ft tal que X C F,
aleshores, (X)) CO(F)C F,iper tant, F(OX)) CFF)=F. 1

A questa relacié entre 'operador clausura associat als filtres oberts
i operador associat a tots els filtres és central en [FV2] on es déna una
definicié de les logiques modals classiques o intuicionistes de tipus S4 o
S5 en termes de dues logiques associades amb operadors clausura C7 i
C que satisfan CT = Co[. En el proxim capitol obtindré un resultat

en aquesta linia.
2.14 CorOL.LARI. F*(a) =F*(b) ssi Oa=015.1
2.15 TEOREMA. Hi ha un isomorfisme d’ordre entre F+ i Feg .

DEMOSTRACIO: Es suficient demostrar que les aplicacions
i Ft — Fag 7V Fg — FF
F-—FnB G — F(G)

estan ben definides, que una és la inversa de l'altra i que conserven

Pordre.

(1) Estan ben definides: Si F € F*t pel fet de ser B tancat per
A, FN B ésfilire de Fy.

Si G € Fs F(G) és filtre obert, perqué G =0(G) i F(L(G)) =
F*(G) € F* pel teorema 2.13.

(2) Les apiicacions ¢ i ¢! sén una inversa de Valtra: FNB C
C F icomque F(F) = F, F(FNnB) C F. Per altra banda, si
a€ FCF*, Oa€e FNB, Dae F(FNB) ipertant a € F(FNB).
O sigui F CF(FN B),ien definitiva, F(FNB)=F.

Altrament, si Oa € G, aleshores a € F(G) i Ua € B o sigui
GCFG)NB.Si aeF(G)NB és a=0Ua i 3 Oay....0a, € G tals
que [la; A ... AOa, <0a, o0sigui Do € G.

(3) Conserven l'ordre: trivialment. l
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En Palgebra de Boole dels oberts cada filtre, que segons la proposi-
ci6 anterior és de la forma FN B amb F € F¥, indueix una con-
gruéncia, 6(FNB), de la forma habitual, o sigui (a,b) € 6x(FNB) ssi
(a = ) A(b — a) € FNB (o equivalentment a «& b € FN B)
Va,b € B, on — és la implicacié sobre una algebra de Boole, definida
per a—»>b=-aVb(iaeb=(a—=bA(b—>a))

La intencié és estendre aquesta congruéncié, a l'algebra 2 i consi-
derar-la associada al filtre obert F. Anomenaré fu(F') ala congruéncia
d’ A generada per 0(F N B) i demostraré que la primera és extensié
de la segona. Per a caracteritzar g (F') introduiré una operacid, {, que
fara en U el mateix paper que fa < en ‘B, en el sentit que explicitara
el lligam entre les congruéncies i els filtres oberts A’ de la mateixa

manera que < ho fa entre les congruéncies i els filtres de B.

2.16 DEFINICIO [L6]. En tota algebra U = (A, A,V,~,0) de tipus

(2,2,1,1) designo per § D'expressié =[] i defineixo el polinomi
atb=(-0O(aVbd)VvO(aAb))A(=8(aVb)Vé(aAb))

La taula de { en My, és:

t 0 a b 1
0 1 0 00O
a 01 00
b 0 010
1 0 0 01

Totes aquelles propietats de { que éiguin equacions seran valides en
la varietat de les AMTs si ho sén en 9M,,,, per tant serd suficient

computar-les en la taula anterior.

Observeu que la taula de { és una generalitzacié de la de « en el
sentit que pren el valor 1 en la diagonal principal i 0 fora; sobre My,
t de dos valors és 1 si i només si sén iguals: més endavant (corol.lari
2.22) veuré que aixé també es cert per a qualsevol AMT.
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2.17 PROPIETATS. En My, per a qualsevols z,y es compleixen:
(1) zty=lez=y;
(2 =ty=ytz;
(3) zty=-zt-y;

(4) ztz=1;
() Ozty)==zty;
6) ztl=0c;

(1) (EiyAz=(zty)Ay.

DEMOSTRACIO: Totes elles es comproven avaluant-les en la taula de 1
€en 93?4,,,..

2.18 LEMA. Sigui F € F*, si (a,b) pertany a una congruéncia d’2
que contingui 6g(F N B) aleshores atb € F' N B per cert F' D F,
F'e Ft.

DEMOSTRACIO: Sigui 6 € Con(frakA) amb Og(F N B) C 6 (i per
tant 6(F) C 8). Si (a,b) €  aleshores (aAb,aVd)€f don

(O(aAb),T(a Vb)) €bi(6(anb),é(aVb))editambé
(O(a AD),0(aVb) €NB2D0g(FNB)i
(8(a Ab),8(aV b)) € 6N B2 2D 6x(F N B)

pel fet de ser oberts. 6N B? és congruéncia de B, i és consequéncia de
1.311 2.15 que 6N B? sigui de la forma 8(F' N B) per cert F' D F,
F' € F* Tenim per tant

[(8(aAb) - O(aVbd)A(O(aVb) — O(aAb)A
A(6(anb) — 6(aVDB)A(6(aVd)— é(anbd))] e F'nB,

pero com [(aAbd) - C(aVbd)=11i é(aAb) — 6(aVb)=1 queda
[(-O(aVvbd)vO(aAb) A(=8(aVDb)Vé(anb)] e F'NnB,
osigui atbe F'NB. 1A
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Si bé la condicié atb€ F'NB equival a atb e F' pel fet de ser
atb obert, he usat la primera expressié perqué per una banda considero
que explicita més graficament el lligam que hi ha entre congruéncies d’
i filtres de B ( F'NB ho és per 2.15) i per altra banda és més coherent

associar a una congruéncia de 8 un filtre de B en lloc d’associar-li un
filtre obert 4’ .

El teorema segiient demostra que per cada F € F+ la condicié
atb € FN B, és suficient per definir una congruéncia en %A, que
aquesta congruéncia és la generada per 8g(F N B) (la congruéncia que
he anomenat Oy(F)) i que a més és la minima extensié de 6x(F N B),
és a dir la minima congruéncia 6 que satisfa § N B = 0y(F). Aquest
resultat sera generalitzat en la proposicié 4.19 per a les congruéncies

d’una algebra qualsevol.que donen AMT en el quocient.

2.19 TEOREMA. Sigui F € F*, aleshores tinc que (a,b) € 8y(F) si i
noméssi atb€ FNB.

DEMOSTRACIO:

A) {(a,b);atbe FN B} ésrelacié d'equivaléncia:
1) afa=1€ FNB.
2) atb=bta.
3)Siatbe FNB i btc€ FN B aleshores afce€ FN B perque en
general (atd)A(btc) < (ate) osigui (atb)A(bic)A(atc) = (atb)A(btc)
pel fet que en My, ,si a = b= ¢ queda 1 =1 ien qualsevol altre cas
0=0.

B) {(a.b);atbe FN B} és congruéncia:
1) Es compatible amb [0 , osigui atbe FNB =0Oat0be FNB

perqueé afb < Oa{0db ssi (afb)A(0Oat0b) =(atb) ien My, , si
a=>bqueda 1=11isi a#b queda 0=0.

2) Es compatible amb — per 2.17.3

3) Per veure la compatibilitat respecte A cal veure quesi atbe FNB
i ctd € FNB aleshores (aAc){(bAd) € FNB. Es suficient demostrar
que (atb)A(ctd)Al(anc)i(bAd)]=(atbd)A(ctd). En My, tinc
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quesi a=bic=4d queda 1=1 ien qualsevol altre cas 0= 0.
Per tant, {(a,b); atbe FNB}NB? és congruéncia.

C) {(a.b);atbe FN B} =604(F).
He de veure que {(a,b);at1d € FNB}NB? = §g(F N B) i que
{(a,b); atb € FN B} és la menor congruéncia amb aquesta propietat.
(Oa,8) € {(a,b);atbe FNB}NB? ssi Uat0b e FNB,iperla
definicié de 1, la definicié de 6 i les propietats de 2.2

[~O(0a v 0Ob) v O(Oa A Ob)] A [-6(0a v 00b) V 6(0a A [I6)] =
= [=(0Oa v 00b) V (Ca A Ob)] A [=(Ca v Ob) v (Oa A Ob)] =
= (-0a A -000) V (Oa A Ob) = (mOe vObB) A (-Ob Vv Oa) € FN B,

si i només si (Oa,[0b) € 6u(F N B). Per la proposicié 2.18 donat
que {(a,b);at b € Fn B} és congruéncia és l'extensié minima de
0x(FNB).NA

2.20 CoOrOL.LARI. Tota congruéncia de B es pot estendre a una con-
gruencia d’ 2 . '

DEMOSTRACIO: Pel teorema anterior si tinc en compte que per 2.15 i
pel teorema 1.31 totes les congruéncies de B sén de la forma 6x(FNB)
percert Fe F+ . 1

A partir d’aqui, si no hi ha confusié, ometré el subindex en les
expressions del tipus fy(F).

El primer resultat que necessitaré per a provar la congruent-re-
gularitat és al mateix temps un classic isomorfisme entre les congruéncies
d’'una AMT i un cert tipus de subconjunts distingits, en aquest cas els
filtres oberts (aquests tipus d’isomorfismes també apareixen en altres
algebres lligades a lestudi de les 1dgiques modals com les algebres de
Boole o les de Heyting topologiques). Al final del capitol 4 donaré una

generalitzacié d’aquest resultat.
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2.21 TEOREMA. Hi ha un isomorfisme entre les congruéncies d’%l i els

filtres oberts, més explicitament, les aplicacions
p:Con(A)— F+ i P71 F+ — Con()
0 — 1g F — 6(F)

sén isomorfismes d’ordre un invers de altre.

DEMOSTRACIO: Recordeu que 1, és filtre obert segons la proposicié
2.12, per tant i esta ben definida. Per comprovar que és una aplicacio
bijectiva, demostraré que tant o ~! com ! o1 sdén la identitat.

Tinc que lgry = F jaque a € 1g(p) ssi (a,1) € O(F) ssi afl =
=0a€ F ssia€e F (FeFT).

Tinc que 6(14) =8 ja que:

C) (a,b) € 6(1p) ssi atb € 15 (1 és filtre obert), o sigui
(a1d,1)€ 8 d’on ((atd)Aa,a)€b ((atb)Abb)€O,iper2.17.7ila
transitivitat, (a,b) € 6.

2) Si (a,b) € 6 aleshores (aVb,aAb) € 8, (O(aVd),(aAb)) € 6
i (ﬁD(aVb);—'D(aVb)) € 0. Siuneixo, (1,0(aAb)V-O(aVd)) € ide
la mateixa manera (1,6(aAb)V-6(aVbd)) € 6. Intersecant, (1,atbd) € 6
osigul atb€ 1y iper2.17.5 atbe 19N B? o sigui (a,b) € §(1p).

¥ és doncs bijeccié i facilment es comprova que conserva l’ordre.

Observeu que en particular si 19 = 1y aleshores 6 = 8' la qual

cosa ens porta a demostrar els segiients corol.laris:

2.22 COROL.LARI. Sobre U AMT, per qualssevol a,b€ A atb=1&
a=b».

DEMOSTRACIO: {1} € FT. iésel minim, per tant per 2.21. té associada

la congruéncia diagonal, d’on a =b ssi atb=1.1

2.23 COROL.LARI. Sigui 2 AMT i B la subalgebra dels seus oberts,
aleshores els reticles Con(20) i Con(B ) sén isomorfs i Iisomorfisme

s’obté restringint les congruéncies I’ a B .
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DEMOSTRACIO: Es suficient tenir present els segiients isomorfismes:
Con(2) = Ft (teorema 2.21), Ft = Fp (teorema 2.15) i Fp =
Con(B) (teorema 1.31 ). M

2.24 LEMA. Per tot a,b € A i per tota § € Con(A),{atb; (a,b) €
€6} = D(lg)

DEMOSTRACIO: (C) Trivialment, perqué de (a,b) € 6 tinc afb€ 1p i
afb és obert per 2.17.5.

(2)Sigui [O0b € [J(14), és suficient comprovar que existeixen
a,c € A tals que atc=0b (don sera per 2.19. (a,c) € §). Consi-
derem per qualsevol a € A ¢ = (a A[Jb) V ((O-a A =b) . Es un cilcul
rutinari el comprovar que atc=0b. 1

2.25 TEOREMA. (Congruent regularitat) Siguin 6,6’ € Con(2). Si
per algun a € A es compleix ag = ag aleshores 6 = 6'.

DEMOSTRACIO: Segons he observat anteriorment, és suficient veure que
1¢ = 1¢ , que equival a demostrar que [J(14) = O(14) pel fet de tractar-
se de filtres oberts (proposicions 2.12 i 2.13). Sigui b € 14, existeix
c tal que atc = [b, o sigui (a,c) € 8 d’on (a,c) € 8’ i per tant
[bely .M

S’ha aconseguit per tant, provar que les AMTs sén congruent-
regulars, és a dir, que tota congruéncia ve determinada per una qual-
sevol de les seves classes d’equivaléncia. Per tal de provar la propietat
d’extensié de les congruéncies recordeu primer el mecanisme que fun-
ciona a les algebres de Boole:

2.26 LEMA. Sigui B’ subalgebra de B algebra de Boole. Tota con-

gruéncia sobre B’ es pot estendre a una congruéncia sobre B .

DEMOSTRACIO: Sigui ' € Con(B'), ve definida per (a,b) € 8' ssi
a <> b € 1p 1 es pot estendre a una congruéncia, 6, de B definint
(a,b) €0 ssi a »be Fg(ly). W
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2.27 TEOREMA. (D’extensié de les congruéncies.) Si ' és subal-
gebra d’% 1 0' € Con('), aleshores 30 € Con() tal que
6N (AN =6

DEMOSTRACIO: Sigui B’ la subalgebra (de ' i de B) dels oberts
d’2'. 6' indueix una congruencia sobre B’ (la seva restriccié) que es
pot estendre (pel lema anterior) a una congruéncia de B, i aquesta (pel
teorema 2.19) s’estén a una congruéncia, 8, sobre 2. Cal veure que
6N A" = 0" perd es suficient comprovar (corol.lari 2.23) que aquestes

dues congruéncies coincideixen sobre B',i aquest fet és immediat doncs
¢'NB?=(6NB*)NB?=6nB~ M

Per 2.6, les congruéncies d’'una AMT venen determinades, com en
les algebres de De Morgan, per families de filtres primers @ -tancades,
per tant hi ha d’haver un lligam entre aquestes i els filtres oberts, en

concret:

2.28 PROPOSICIO.

(1) Si P' C P és una familia de filtres primers ® - tan-
cada, aleshores NP' € F+.

(2) Si F € Ft aleshores P' = {P € P;F C P} és &-
tancada i NP' =F.

DEMOSTRACIO:

(1) Per la proposicié 1.35 P', al ser ®-tancada, déna lloc a
una congrueéncia , la classe de 1’1 de la qual és 14 = NP’', com aquesta
congruéncia també ho és de 'AMT (proposicié 2.6) 15 € F+ (proposicié
2.12) |

(2) Pel fet de ser P basede F, NP'=F. Si z € FCP i
z ¢ ®(P), aleshores Iy € P talque z =-y,com 2 € F,i Fe F+,
Oz =0-y€eFCP don per 22.10 yAO-y=0¢€ P, absurd. W

2.29 COROL.LARI. Per tot PP, PN®(P)e F*.
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DEMOSTRACIO: La familia {P,®(P)} és & -tancada, per tant PN®(P)
és un filtre obert per 2.28.1. W '

Observeu que les families més petites de filtres primers & -tanca-
des sén les de la forma {P,®(P)} amb P € P. A la vista de 2.28 és
clar que tot filtre obert maximal ( dins dels filtres oberts ) sera de la
forma P N ®(P) per cert P € P, perd el reciproc també és cert, és a
dir PN ®(P) és un filtre obert maximal VP € P (aquesta afirmacié
és consequéncia del resultat més general exposat en la proposicié 4.20)
i per tant qualsevol familia {P,®(P)} de filtres primers determinara
una congruéncia maximal (degut a I’isomorfisme d’ordre que estableix la
proposicié 2.21) i el quocient de ’algebra per ella sera una algebra simple
de la varietat, i reciprocament, tota congruéncia maximal vindra deter-
minada per una familia ® -tancada de la forma {P,®(P)} és més, com
Pexpressié d’un filtre obert maximal com interseccié d’una familia @ -
tancada de filtres primers és dnica (pel coro.lari 4.23) i les congruéncies
queden determinades per la classe de I’1, hi ha una bijeccié entre les
families de la forma {P,®(P)} i les congruéncies maximals. En canvi,
(vegeu més endavant la proposicié 3.12) la correspondéncia entre families
de filtres primers @ -tancades i congruéncies de I’algebra no és en general
bijectiva.

Altres propietats d’interés que utilitzaré al capitol seglient sén:

2.30 PROPOSICIO. Pertot PP ipertot a€ A:
(1) a€PN®P) ssi Dae PNE(P);
(2) Oa€P ssi Oa€ ®(P).

DEMOSTRACIO:

(1) Si Oa € PN®(P), pel fet de ser Oa < a, a € PN &(P).
Per 2.28 es compleix 1’altra implicacid.

(2) Si Oa € P i Oa ¢ ®(P), aleshores ~[a € P don
OaA-Ca=0€ P, absurd. B

27



Comprovaré a continuacié que aquestes dues propietats determi-
nen completament "inic operador unari [ que afegit a l'estructura
d’una algebra de De Morgan que satisfaci (*) la converteix en AMT. En

el cas particular de My, tinc:

2.31 ProPOSICIO. Si [J és un operador monari sobre My , que satisfa
la proposicié anterior, aleshores (11 =1, 0 =0Ua=0b=0.

DEMOSTRACIO: Recordeu que en 9, els filtres primers s6n
Fo.={l,a} i F,={1,b},ique ®(F,)=F, i ®(F) = F,.

Per 2.30.1 com que 1 € F, N Fy ha de ser 01 € F, N F} o sigui
O(1) = 1. Per 2.30.2 com a € F,,a ¢ ®(F,),be Fpib ¢ ®(F),
o #a, Oa#b, Ob#biObs#a. SiOa=100b=1o0
000 = 1, per 2.30.1 s’arriba a contradiccié, d’on necessariament [a =
=0b=00=0. W

Sobre una algebra de De Morgan qualsevol tinc les proposicions
seglents:

2.32. PROPOSICIO. Un operador monari [ sobre una algebra de De

'Morgan que satisfaci les dues condicions de 2.30 ha de ser contractiu.

DEMOSTRACIO: [a < a si per tot filtre primer P a € P implica
a € P. Per6 Ua € P ssi [Ja € PN®(P) ssi a € PNP(P) ien
particular a € P.

2.33 PROPOSICIO. Sobre una algebra de De Morgan amb un operador
contractiu [J son equivalents:

(1) a€ PN®(P) & Oa € PN P(P) per qualsevol filtre
primer P ;
(2) OaV-a=aV-a VacA.

DEMOSTRACIO: 2) = 1) Sigui a € P N &(P), per hipdtesi a V —a €
€ PssillaV—-a € P. Si ~a € P, a ¢ ®(P) absurd, per tant
Ua € P. De la mateixa manera, en ser a V —a € ®(P) obtinc Oa €
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€ ®(P) osigui Oa € PN S(P).

1) = 2)Per tal de comprovar aV —a < Oa V —-a sigui aV —~a € P
si wa € P aleshores [JaV-a € P isi a € P i ~a ¢ P aleshores
a € ®(P) osigui a € PNE(P) don Dae PN®(P) i LJaV-a€P.
Per ser O contractiu aV —a < aV -a.M

Observeu que en la definicié de AMT i gracies a les propietats
2.2.3,2.2.5,2.2.7, 2.2.8,1 2.2.9 puc substituir I’equacié ~LaVa =1 per
-[Oa V Oa = 1, equacidé que equival en cert sentit a la propietat 2.30.2
com veuré en la proposicié 2.35. Comprovo primer que una algebra de
De Morgan en la qual la transformacié de Birula-Rasiowa és la identitat

és una algebra de Boole.

2.34 LEMA. Sobre una algebra de De Morgan 2, per cada element

a € A sén equivalents:

(1) a€P ssi a€ ®(P) per qualsevol P filtre primer;
(2) aV-a=1.

DEMOSTRACIO: 1) = 2) Cal veure que per tot filtre primer P aV-a €
€P.Siae€ P jaestaisi a ¢ P perhipotesi a ¢ ®(P) d’on —a € P.
2) = 1)Si a € P aleshores —a ¢ P perd com que aV —a =

= 1€ ®(P) és a € ®(P). De la mateixa manera si a € B(P) aleshores
ac PR

En particular si tinc un operador unari [ i substitueixo ’element
a de la proposicié anterior per Cla tinc:

2.35 PROPOSICIO. Per un operador unari [] sobre una algebra de De
Morgan sén equivalents:

(1) Oa € P ssila € ®(P) per qualsevol P filtre primer;
(2) Oav-Oa=1 VacA.

Per tant les propietats de 2.30 caracteritzen "inic operador [
que permet convertir una algebra de De Morgan adequada en AMT.
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Com que sén propietats que involucren una relacié entre els elements
de lalgebra i els filtres primers ( que recordeu que sén base del sistema
clausura de tots els filtres ) sén facilment generalitzables prenent en
lloc d’una algebra de De Morgan una algebra abstracta que sigui suport
d’una logica de De Morgan i substituint els filtres primers pels elements
de la base de la logica. L’estudi d’aquesta generalitzacié sera 1’objectiu

del proxim capitol.

Observeu per acabar que les dues condicions de 2.30 es poden

combinar en una de sola:

PROPOSICIS 2.36. Es satisfan les condicions de la proposicié 2.30 si i
només si es satisfa a € P& a€e PN®(P) VPeP. A

Malgrat aixd, mantindrem dues condicions separades en correspon-
déncia amb laxiomatica original de les AMTs amb dues equacions,
axiomatica que per altra banda és facil reduir a una tinica equacid, efec-

tivament:

Proposicid 2.37. Sobre 2 algebra de De Morgan i per un operador

unari [ és equivalent satisfer I'equacié
(1) (ObA-b)V(-OaAa)=aA-a Va,be A
a satisfer 2.1.11 2.1.2.

DEMOSTRACIO: Clarament si es satisfa 2.1.1 i 2.1.2 també es satisfa la
primera equacié.

Si es satisfa 2.37.1 Va,b € A aleshores en particular per a = b = 0
obtenim CIOVO = 0 o signi [J0 =0, per a =0 [bA-b =0 i per
b=0 “OaAa=aA-al
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3. Logiques modals tetravalents (LMT)

En aquest capitol introduexio la definicié de logica quasi modal
tetravalent (LQMT, no necessariament finitaria) i de logica modal te-
travalent” (LMT, finitaria). Aquestes dltimes sén logiques obtingudes
a partir de les ldgiques de De Morgan afegint una nova operacié, [, a
I’algebra i imposant que satisfaci les dues propietats de la proposicié 2.30.
L’exemple més senzill de LMT és la logica formada per una AMT i tots
els seus filtres, i en general la logica formada per una AMT i un sistema
clausura generat per qualsevol familia de filtres primers ®— tancada és

una LQMT i si el sistema clausura és finitari una AMT.

Demostro a continuacié que les definicions de LQMT 1 LMT es
conserven per morfismes bilogics (teorema 3.5), la qual cosa permet
caracteritzar-les (teoremes 3.7 i 3.8) com aquelles logiques que a través
d'un morfisme bildgic passen a ser com les descrites més amunt, com les

més senzilles.

Com a corol.laris dels teoremes de caracteritzacié s’obté que una
AMT és Palgebra suport d’una LMT que només té una congruéncia
logica, la identitat, i un resultat algebraic: que en una AMT ( i també
en una algebra de De Morgan) la correspondeéncia entre les families de

filtres primers ®— tancades i les congruéncies no és bijectiva.

Demostro a continuacié que les LMT venen completament deter-
minades pel seu més petit tancat i passo a estudiar com sén les LMTs
sobre una AMT, demostrant (teorema 3.16) que el seu sistema clausura
esta format pet tots els filtres que contenen en el més petit, el qual
necessariament ha de ser un filtre obert.

Estudio en una LMT sobre una AMT com és l’estructura dels
filtres del sistema clausura que a més sén oberts; considero la relacié
6% que identifica a tots aquells elements que pertanyen als mateixos

filtres oberts del sistema clausura, i com sigui que aquesta no és una
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relacié de congruéncia perqué no respecte 'operacié V , introdueixo so-
bre les AMTs i en general sobre les algebres U = (A, A,V,—,0) de tipus
(2,2,1,1) un reducte adequat, At = (A, /\,t,i) sobre el qual 6% és
d’equivaléncia. Anomeno C1 al sistema clausura format pels elements
oberts del sistema C i demostro (teorema 3.23) la relaci6 CoO = C™.
Si s’associa a cada LQMT L = (,C) la logica LT = (A*,Ct),
aleshores resulta que aquesta darrera és una légica classica (teorema

3.25) i si s’agrupen aquests tltims resultats i s’afegeix només una tnica
~ condicié adicional (8.26.4) sobre una base del sistema clausura s’obté
una definicié alternativa de LMT (teorema 3.26) d’un estil diferent a la

donada al principi del capitol.

Sobre una algebra qualsevol % = (A4,A,—,03,0) de tipus (2,1,1,0)
(amb element distingit 0) puc generalitzar la definicié de la transfor-
macié de Birula- Rasiowa prenent per X CA ®(X)={z€ A : -~z ¢
X} i també puc definir a partir de A 1 - la conectiva V de la forma
habitual: aVb=-(-aA=b) Va,be A

3.1 DEFINICIO. L = (2,C) és una logica quasi modal tetravalent
(LQMT) si i només si existeix £ base de C tal que per tot P € & :

(1) Pés A-filtre (o sigui aAb€ P ssi a,b€ P);

(2) ®(P)e€ i dYP)=P;

(3 0¢P;

() Oa€P ssi Da€ &P) Vae P;

(5) a€PNPP) ssi Dae PNP(P) Vac A.
L és una logica modal tetravalent (LMT) si a més el sistema
clausura C és finitari.

3.2 PROPOSICIO. Sobre L = (™A,C) LQMT amb base £ sén certes les
 segiients afirmacions:

(1) —ae€®(P) sinoméssi a ¢ P Yac A VPc€.
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(2) UOa€eP=a€P VYa€ A VP EE ien particular si
0OX € X aleshores C(OX) = C(X).

(3) P#0 VPef.

(4) C(0)=C(1) (on 1=-0).

DEMOSTRACIO: (1) a € P ssi a € ®(®(P)) ssi —a ¢ ®(P) ssi ~ma €
P i per tant la definicié original de ®: —a € ®(P) ssi ~=a ¢ P és
pot escriure —a € ®(P) ssi a ¢ P.

(2) Si Oa € P aleshores Ca € PN®(P) i a € PN ®(P) d’on en
particular a € P. Si [0X C X aleshores C(OX) C C(X) i per altra
banda VP €€ si OX CP és X C P don C(X) C C(OX).

(3) Si P =0 aleshors 0 € (P) = A, en contradiccié amb 3.1.3.

(4) 0 ¢ &(P) VPe € don 1 =-0¢€ $*(P)=PH

Podria haver obtingut una definicié equivalent a 3.1 considerant
una algebra A = (A4,A,-,0) de tipus (2,1,1) i eliminant 3.1.3, ja que
les restants condicions sén suficients per assegurar ’existéncia d’elements
inconsistents, en particular, —a A e ho és Va € A, ja que si [Ja € P
aleshores [la € ®(P) i per tant a € ®(P) o sigui —a ¢ P, per
altra banda, si —a € P aleshores a ¢ ®(P) d’on Ua ¢ ®(P) i per
tant (per 3.1.4) Cla ¢ P. He preferit usar la defincié anterior perqué
aixi la condicié 3.1.3 ja designa en l’algebra un element inconsistent, la

qual cosa posa rapidament de manifest (3.2.4) que les L(Q)MT tindran
teoremes.

El cas trivial de LMT Vobtinc quan £ = @, en aquest cas només

hi ha un tancat, A, i les cinc condicions anteriors es satisfan trivialment.

3.3 EXEMPLES:

* L’exemple més senzill de LMT és L = (A, F) on 2 és una
AMT i F sén tots els seus filtres. En efecte, els filtres primers d’una
algebra de De Morgan satisfan 3.1.1, 3.1.2.(vejeu [FV1]) i 3.1.3, i per la
proposicid 2.30 es tenen 3.1.4 1 3.1.5, a més 'operador associat a tots els

filtres és finitari.

33



* Un cas particular de ’exemple anterior és la logica formada per

Mym 1 tots els seus filtres, logica que anomenaré Ly, .

* Observeu que qualsevol familia de filtres primers ® - tancada
satisfa les condicions de la definicié anterior i per tant, si la prenem com

a base generard una LQMT sobre 2.
* Al capitol 5 veuré altres exemples de LMTs sobre algebres lliures.

* El segiient exemple de LQMT no finitaria estd inspirat en el
comentari final de [BB]. Sigui 2 = UA; x Az x ... on A; = My,
V: € N 1sigui p; la projeccié de A sobre la i-ssima coordenada. El
sistema clausura, C ,de la logica projectivament generada sobre 2 per
{pi : i € N} té per base {p;'(Fj) : i € N,j = 1,2}, és a dir els
conjunts de la forma T = Ty x Ty X ... on Tp = Mypn si i # n
i T, =F; (j=12)si ¢t =n. Sigui axf € A amb p,(ax) = a
sin <k ipplar) =1 si n > k, aleshores és facil comprovar que
(a,qa,...) € C(a,az,...) iqueencanvi (a,a,...) ¢ C(as,...,a,) per
qualsevol n € N, la qual cosa demostra que C no és finitari. Per altra

banda, €l teorema 4.2 assegura que degut a la construccié que s’ha fet

(%,C) és LQMT.

En [FVl] s’anomena logiques de De Morgan a aquelles logiques
finitaries sobre algebres A = (A4, A,—,) de tipus (2,1) que satisfan 3.1.1
i 3.1.2, és a dir a les logiques finitaries que satisfan PC i PBR.

Es de destacar el fet que si 2 és algebra de De Morgan (o AMT)
i L=(2,C) és una logica de De Morgan (0 LMT o LQMT) amb base
£ ,larelacié O¢ associada a C coincideix amb la relacid ~¢ associada

a la base de C, que recordeu que és una familia ®— tancada.

Si en la definicié de LQMT en lloc de 3.1.4 i 3.1.5 s’exigeixen les
condicions més fortes '

(1) e€eP&-ag¢Pi
(2) a€ePslaelP.
s’obté la definicié de logica classica sobre algebres (A4,A,V,0,0) de

tipus (2,2,1,0); la primera condicié diu que ® és la identitat i la segona
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defineix Poperador [J de tal manera que el sistema clausura no separa

cap element del seu interior, motiu pel qual l'operador no té cap interes.

Si a la definicié 3.1 s’ hi afegeix la condicié que VP € £ P i ®(P)
siguin comparables, s’obté una subclasse de les LQMTs que pel fet de
mantenir amb les ATLs la mateixa relacié que mantenen les LQMTs
amb les AMTSs anomenaré logiques (quasi) modals de Lukasiewicz
trivalents (L(Q)MLT). Es facil comprovar que els resultats que se-
gueixen també sén certs per les LQMLT prenent en els enunciats les
ALT en lloc de les AMTs.

En [FV1] es demostra que si sobre ’algebra suport d’una logica de
De Morgan ( i per tant també sobre les algebres suport d’'una LQMT)

es defineix una nova operacié binaria, V, per aV b= —(-aA —-b) es té:

3.4 PROPOSICIO.

(1) 3.1.1 equival a PC;
(2) Tot P €& és V— primer;
(3) Essatisfa PD. R

La definicié de L{(Q)MT és una definicié adequada per una logica

abstracta en el sentit que es conserva per morfismes bilégics, és a dir:

3.5 TEOREMA. Si L i Ly sdn dues logiques abstractesi h: Ly — Lo
és un morfisme bilogic, aleshores L satisfa les condicions de la definicié

3.1 si i només si Ly les satisfa.

DEMOSTRACIO: 3.1.1 per la proposicié 2.5 de [FV2]. 3.1.2 per la propo-
sici6 3 de [FV1], 3.1.3 trivialment i la finitaritat pel corol.lari de la
proposicié 6 de [V].

Per 3.1.4 i 3.1.5 sigui Ly = (%4,C1) i Lo = (2A3,C;) amb bases
respectives & 1 &2, 1sigui h:L; — L2 morfisme bildgic, aleshores
esté que {h™'(P); P € &} ésbasede Cy, {h(P); P € &} ésbase de
Cz, ®1(R7YP)) = h™Y(22(P)) VP €& i ®y(h(P)) = h(2,(P))
VPe€& on ®; i1 ®, sén les transformacions de Birula-Rasiowa de les
algebres ®A; 1 2, respectivament [FV1).
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Suposeu que L; satisfa 3.1.4 i sigui P € & . Si Oa € h(P),
aleshores Tla = h(a) per o € P. Sigui 8 amb h(B) = a, aleshores
R(OB) = h(e) i per tant, OB € P (com h és morfisme bilogic, I3
i o han de partanyer als mateixos tancats). Per hipotesi 03 € ®1(P)
i Oa = h(OP) € h(®1(P)) = ®2(R(P)). Igualment si Ta € ®2(h(P))
s’obté Oa € h(P), o sigui que L, satisfa 3.1.4

Suposeu que L; satisfa 3.1.5, si a € h(P) N ®3(R(P)) = (P N
®,(P)) (recordeu el primer exemple de 1.20 ), aleshores Ja € PN®1(P)
amb h(a) = a, perd com Oa € PN &(P) i h(La) = Oh(a) = Oa,
Ca € (P N &1(P)) = h(P)N®2(h(P)). Si Oa € h(P) N @3(h(P)) =
h(P N ®4(P)), existeix a € PN ®;(P) amb h(a) = Ua; existeix B
amb h(B8) = a, i com h(OB) = Oa = h(a), OB i a pertanyen als
mateixos tancats, o sigui (08 € PN®;(P) i per hipotesi # € PNd(P)
“d’on a € (PN &;(P)) = h(P)N &y(h(P)). Per tant, L, satisfa 3.1.5.

Suposeu que L satisfa 3.1.4 i sigui ara P € & . Ua € h~1(P)
ssi h[d(a) = Oh(a) € P ssi Oh(a) = hO(a) € $o(P) ssi Oa €
h™Y(®,(P)), per tant, L, satisfa 3.1.4.

Suposeu que L, satisfa 3.1.5, a € A~}(P) N &;(A~1(P)) =
= h7YP N @2(P)), ssi h(a) € PN &y(P) ssi [Oh(a) = h(a) €
PN @y(P), ssi Oa € 1 (P NEyP)) = A~ Y(P)N B (A~Y(P)). L,
satisfa, per tant 3.1.5. &

3.6 COROL.LARI. Sigui L; i Ly dues Idgiques abstractes tals que exis-
teix un morfisme bildgic entre elles. Aleshores si una és LQMT o LMT
Paltra també ho és. W

A la relacié d’equivaléncia associada a C que fins ara denotava
per fc, a partir d’ara la denotaré per 6 si no hi ha ambigiiitat. Quan
tingui un morfisme bildgic entre dues logiques que tinguin la propietat
de Birula-Rasiowa, a totes dues transformacions les denotarem indistin-

tament per la mateixa lletra & .

Els dos teoremes seglients pertanyen a la classe dels teoremes

col.loquilament coneguts per ”teoremes del bilogic”, els quals posen de
guts p g q p
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manifest ’estreta relacié entre classes de logiques abstractes i les va-

rietats d’algebres que tenen associades de forma natural.

3.7 TEOREMA. Per tota ldgica abstracta L = (2,C) sén equivalents:
(1) L é LQMT;
(2) 6 € Con(A), A/§ és AMT i C/8 és un sistema
clausura amb una base de filtres primers ® -tancada;
(3) Existeix un morfisme bildgic entre L i L' = (', F')
on U' ésuna AMT i F' és un sistema clausura sobre

2' amb una base de filtres primers ® -tancada.

DEMOSTRACIO: (1) = (2): En [FV1] es demostra que 8 € Con(™U™),
que A~/6 és reticle de De Morgan i que C/8 té una base de filtres

primers @ -tancada, és per tant suficient provar que 8 € Con(2) i que

/6 és AMT.

Sigui (a,b) € 8 i suposeu que Oa € P, aleshores [la € PN &(P)
d’on a € PN ®(P) per 3.1.5 i per ser (a,b) € 8, b € PN P(P)
d’on O0b € PN &(P), en particular [Ib € P, per tant (Ca,[0d) € 0 i
6 € Con().

2A/60 és reticle de De Morgan, i com per 3.1.3 0 és I'infim del
reticle, aquest és algebra de De Morgan. Comprovo que, a més, és AMT,

o sigui que es satisfan:
(2.1.1) Oag A —mag =0 VageA/0,i
(2.1.2) agA—ag=agA-llag Vag € /0

Pel que fa a 2.1.1 tinc ClagA—ag < 0 ssi VP € E UOaA-a ¢ P.
Si Oa € P aleshores [a € PN®(P) d’on a € PN®(P), perd a € &(P)
ssi ma ¢ P,osigui OaA-a ¢ P;isi Oa ¢ P aleshores aA—a ¢ P

ja que P és un filtre.

Pel que fa a 2.1.2 ag A —ap < ag A -Oay ssi a A —a € P implica
aA-Oa € P VP € . Si aA=-a € P i -[a ¢ P, aleshores
Ua € (P) d’on Oa € PN®(P), osigui ~aAOa € P que pel pardgraf
anterior és absurd, o sigui ~Ja € P i a A =[a € P.
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ag A ~Oag < ag A —~ag ssi aA-da € P implica a A ~a € P
VP e &. Sian-0a € Pi -a ¢ P, aleshores a € ®(P) d’on
a € PN®(P) i Ua € PNP(P) que és absurd, perque de —lla € P
tinc Oa ¢ @(P). '

(2) = (3) Preneu L' = (2/6,C/0). El morfisme bilogic és la

projeccié canonica.

(3) = (1) Pel teorema 3.5 en ser L' LQMT.

3.8 TEOREMA. Per tota logica abstracta L = (2A,C) sén equivalents:
(1) L és LMT;
(2) 6€Con(A), A/ és AMT i C/0 sén tots els filtres
d’A/6;
(3) Existeix un morfisme bilogic entre L i L' = (A", F')
on A' és AMT i F' son tots els seus filtres.

DEMOSTRACIO: Pel teorema anterior i pel teorema 3 de [FV1] a on es
demostra pel cas de les 1dogiques de De Morgan que C/8 és el conjunt de
tots els filtres d’ 2 /6 ; en aquesta demostracié només s’usa la finitaritat

de la logica i PC i per tant és aplicable al cas que m’ocupa. B

3.9 COROL.LARI. A és AMT ssi existeix un operador clausura, C,
sobre A tal que (2,C) és LMTi § = Ay . 1R

3.10 DEFINICIO. [BS] Una logica L és simple ssi Iinica congruéncia
Iogica és A . 1

3.11 CoroOL.LARIL. L = (2,C) LMT és simple ssi U és AMT i C sén
tots els seus filtres. M

Un corol.lari purament algebraic dels teoremes 3.7 i 3.8 és:

3.12 PROPOSICIO. En una AMT la correspondéncia entre congruéncies

i families ® -tancades de filtres primers no és sempre biunivoca.
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DEMOSTRACIO: Sigui L = (%U,C) una LQMT no finitaria sobre 2
AMT amb una base de filtres primers £ . Hi ha un morfisme bilogic entre
LiL/6=(/8,C/0) on C/@ té una base de filtres primers & - tan-
cada en la qual no estan tots els filtres primers. Sigui L'/8 = (A/6, F/6)
on F/6 és el sistema clausura de tots els filtres d’2A /8. L'/0 genera
projectivament una certa LMT, sigui £’ la seva base. Clarament les
families ®-tancades £ i &' tenen associada la mateixa congruéncia,

. 8,1 en canvi sén diferents, una és finitaria i I’altra no. B

Degut a 'isomorfisme entre les congruéncies d'una AMT i les de
la corresponent algebra de De Morgan subjacent, la proposicié anterior

també és valida en aquesta tltima varietat d’algebres.

Com ja he comentat en el primer capitol, ’estructura reticular
de tots els sistemes clausura sobre una algebra 2 es trasllada a una
estructura reticular en el conjunt de totes les 1ogiques sobre 2A;si L; =
=(A,C) (¢=1,23) Livly =L3 ssi CiAC; =CiNCy =C3 i
Li ALy =Lj3 ssit C; VCy =C3. Naturalment, si ’estudi es centre sobre
una determinada classe de logiques sobre 2% (LMT, LQMT etc...) es
pot perdre aquesta estructura reticular si el suprem o 'infim de dues
logiques de la classe deixa de ser de la classe. En la proposcié segiient
veuré que aquest no és el cas amb les LMT. El principal problema és
demostrar que si L; (¢ = 1,2) sén LMT aleshores L; VL, també ho és;
la dificultat estd en trobar una base (que compleixi la defincié de LMT)
de C;NC;, jaquesi & ésbasede C; (¢ =1,2) aleshores clarament és
[E1N &) CCiNCy perd el reciproc no és en general cert. Més endavant
(proposicié 4.7) veuré que si L; (¢ =1,2) sén LMT aleshores L1 AL,
també ho és i (proposicié 4.23) que aleshores C;NC, = [€1NE;] . Donades
aquestes dues proposicions per demostrades tinc:

3.13 Proposicié. El conjunt de les LMT sobre I’algebra 2 és un re-
ticle.

DEMOSTRACIO: Siguin (%,C;) i (%,C2) dues LQMT. Com que les

condicions de la definicié 3.1 fan referéncia a propietats de cadascun
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dels elements de la base, i tant els elements de la base de C; com els de
la base de Cy els satisfan, també les satisfaran els elements de la unid

(i trivialment els de la interseccié) de les bases i per tant (A,Cy VCy) i

(,C; NCp) sén LQMT.

El fet que de ser C; i C; algebraics es dedueixi que tant C; VC,
com C; NC; també ho sén (Cy V Cy per [Wo] apartat 1.5.71 C; NC,

facilment pel teorema 1.5) acaba la demostracié. B

Donat que el sistema clausura d’una logica classica (2,C) també
ho és d’una LMT (amb suport I’algebra obtinguda a partir d’ % afegint
Poperador [ definit per Or = ¢ Vz € A) obtinc com a coro.lari de
la proposici6 anterior que el conjunt { logiques classiques sobre 2} és

un reticle.

El teorema 3.8 i el fet que la varietat de les AMTs sigui congruent
regular em permetra demostrar en el proxim teorema que les LMTs
venen completament determinades pel seu més petit tancat, que ja he
assenyalat que coincideix amb el tancat generat pel maxim de lalgebra.
A més a més del seu interés intrinsec, aquest resultat ’usaré en la prova
del teorema 4.6.

3.14 TEOREMA. Si Ly = (2,C;) i Ly = (2,C,) sén dues LMTs sobre
la mateixa algebra 2 tals que C;(0) = Cy(0), aleshores coincideixen.

DEMOSTRACIO: Sigui L = (U,C;VC;); per 3.13 L és LMT. Siguin 6’ i
0 les relacions d’equivaléncia associades a C; VCy i Cy respectivament,
aleshores §' C 0 i ™A/0' i A/0 sén AMT per 3.7. Defineixo en A/’ la
congruencia 9 = /6’ per (ag¢,bg) € 9 ssi (a,b) € 6. La classe de 1g
per la congruéncia ¢ és [la]y = {ag ; (ag,1le) € ¥} = {ag; (a,1) €
€ 0} = {ag'; C2(a) = C2(1)}. Pel fet de ser Cz(1) = Ca(0) = (CyV
VC2)(0) = (C1 V C3)(1) tinc que [lg]y = {l¢} per tant, per la con-
gruent regularitat d’ A/8' (teorema 2.25) 1 és la diagonal, d’on 6 = 6’
(si (a,b) €61 (a,b) ¢ 0',tinc (ag,by) €% ien canvi ag # by), i per
tant A/0 = A/0' i d’aqui dedueixo que C =C' ja que hi ha un mateix

isomorfisme entre cadascuna d’elles i tots els filtres del quocient. De la
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mateixa manera obtinc C; VCy =C; don C; =C2 i L1 =L,

La prova d’aquest teorema no és constructiva, és a dir no déna el
procediment per a, donat C(@}), trobar tots els altres tancats, ni tampoc
una caracteritzacié de quins subconjunts d’ A poden funcionar com a
C(0). Aixd ho faré en dues etapes; primer sobre les AMTs i després, al
capitol 4, en general. El primer pas és trobar totes les L(Q)MT sobre
2A AMT.

3.15 LEMA. Si L és una LQMT sobre A AMT, es compleixen:
(1) C(D) és filtre obert I’ ;
(2) VP eP, P2 C) ssi ®P) 2 C(B), és a dir la
familia de filtres primers que contenen C(0) és & -

tancada.

DEMOSTRACIO:

(1) Per ser L LQMT pel teorema 3.7 existeix un morfisme bilogic
7 : A — A/ que a més és morfisme d’AMTs. Com #(1) =1p i «
identifica els elements que petanyen als mateixos tancats, 7~ 1(14) =
= C(1) = C(0) . Pel corol.lari 3.4 de [L7] 'antiimatge del maxim d’'una
AMT per una homomorfisme d’AMTs és un filtre obert, per tant C(0)
ho és.

(2) Es consequéncia de (1) i de la proposicié 2.28. H

3.16 TEOREMA. Si % és AMT aleshores L. = (2,C) és LMT ssi existeix
Fo e F+ talque C={F € F; F2 F}.

DEMOSTRACIO:

(=) Hi ha un morfisme bildgic, h, entre L i L/ = (”/6,C/6)
on C/f sbn tots els filtres d’A/0 (pel teorema 3.8). Observeu que
h~1(14) = C(#) € F* i que per la congruent regularitat, C(0) deter-
mina la congruéncia, que sera ’associada a la familia {P filtres primers
d’2; C(0) € P} que és ®-tancada (per la proposicicié 3.15.)
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Sigui F un filtre primer &’ tal que C(#) C F, comprovo a
continuacié que F = h~1(h(F)); en general F C h~1(h(F)), i per altra
banda, si a € h7!(h(F)) aleshores h(a) € h(F), o sigui h(a) = h(b)
per algun b € F, per tant (a,b) € 6 i per la caracteritzacié de 6
((a,b) € 6 ssi (a € P ssib € P) VP primer tal que C(#) C P)
a € F.Pertant Fe{FeF:C(0)CF}. Aixd prova que {F € F :
C(0) C F} C C i com Paltra inclusié és immedata, la implicacié esta

provada.

(&) Per les proposicié 2.28 i l'exemple 3.3, 1 observant que si
(T:)ier (amb T; € C) és una cadena, aleshores | J;c;Ti és un filtre i

conté Fp, és a dir la logica generada és finitaria. B
3.17 COROL.LARL. Si /U és AMT, aleshores la LMT més fina sobre 2
és (A, F ).

DEMOSTRACIO: En tota AMT [J1 = 1, per tant {1} és filtre obert i
obviament és el més petit. La LMT que li correspon segons el teorema
3.16, la de tots els filtres, és per tant la més fina. M

3.18 TEOREMA. Si ™A és AMT, hi ha un isomorfisme entre el reticle de

les congruéncies sobre 2 i el de les LMT sobre 2.

DEMOSTRACIO: Donada una 8 € Con(2), considereu Cg = {T €
€ F; 14 C T} . Aleshores les aplicacions:

a :Con(2A) — {LMT sobre A}
6 — Lg=(2,Co)

B : {LMT sobre 2} — Con(2)
L=(AC)— b¢c

Sén una inversa de ’altra. En efecte:

ao f(L) = L. Efectivament, a(fc) té per sistema clausura
Coc ={T €F;1go CT}={T € F; C(#) C T} =C per 3.16
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Boa(f) =86. La classe de I’'l de B(Lg) és NCy = 14, i per la

congruent regularitat la congruéncia associada és 6.

Trivialment conserven ’ordre. B

3.19 COROL.LARI. Hi ha un isomorfisme entre el reticle de les LMTs

sobre una AMT i els seus filtres oberts.

DEMOSTRACIO: Per les proposicions 2.21 1 3.18.

Al final del capitol 4 generalitzaré aquests tipus d’isomorfisme a
algebres qualssevol. Naturalment en tal cas no obtindré totes les con-
gruéncies de ’algebra, sind un subreticle, i en comptes dels filtre oberts

usaré uns subconjunts distingits adequats.

En la resta de la seccid m’ocuparé de les propietats dels filtres
oberts en les AMTs i, per extensié, dels tancats d’una LMT qualsevol

que siguin oberts per 'operacié [J.

Enuna AMT 2, denoto per 8 larelacié d’equivaléncia associada
a Ft: (a,b) € 6%, siinoméssi Ft(a) = F+(b) és a dir (corol.lari
2.14) si i només si Oa = [Ob; per tant, 6% identifica els elements que
tenen el mateix interior. En particular tinc (a,0a) € 6% i (b,00b) € 67
i en canvi no té perque ser cert (aV b,[Ja Vv [Ib) € % doncs en general
O(a Vb) és diferent de (Oa Vv [3b) al no complir-se en My, I'equacié
O(aVb) =0OaVvb. Larelacié 8% no respecta ’operacié V i per tant
no és congruéncia d’ A , per aquest motiu introduiré una nova estructura
sobre A, adequada per fer que % si sigui congruéncia. Resultara que
aquesta nova estructura té propietats logiques interessants i permetra
trobar una caracteritzacié alternativa del conce;;te de LMT.

3.20 DEFINICIO. Si 2 = (A,A,V,~,0) és una algebra qualsevol de

tipus (2,2,1,1) defineixo les operacions aV b i ta per
+
aVb=0OavOb i Ha=-la.
’, 23 + +
Anomenaré At a l'dlgebra (A,A,V,=,0).

43



Si C és un sistema clausura sobre 2 anomenaré C* al sistema
clausura dels tancats que sén oberts per [, é a dir
Ct = {T € C;OT C T}, anomeraré C* a loperador clausura as-
sociat i si L = (U,C) anomenaré Lt ala logica (At,C*).

3.21 ProrosIcIO. Sigui A AMT. La relacié 8% associada a F1, és

relacié de congruéncia en /Ut ila logica (At, Ft) és classica.

DEMOSTRACIO: Recordeu que B és dlgebra de Boolei a més subalgebra
d’ A (proposici6 2.4). L’aplicacié [0 que fa correspondre a cada element
el seu interior és un morfisme entre A+ i B doncs per 2.2.4, 2.2.6, 2.2.7
12.2.8¢és O(aAb) = Oanldb, OO0 =0, D(a¢b) = O(OavOb) = CaVvOb
i D(ia) = [O(-0a) = -Oa, i com que per 2.2.9 és O(a) = Ca és, a
més, epimorfisme. Com he observat abans 6% és el nucli del morfisme

descrit anteriorment i per tant és congruéncia.

Si F € Ft, aleshores és immediat comprovar que [(F) = FN B,
i pel teorema 2.15 tinc un isomorfisme de reticles entre F* i Fp, o
sigui que [J.: At — B és un morfisme bilogic, i com que la logica
(B, Fm) és classica i aquesta propietat, pel teorema 1.18, es trasllada

per morfismes bildgics, (A, FT) és logica classica. B

La implicacié associada a la logica classica (A+,F+) és a 5 b=
= Vb = O-Cavb que sobre una AMT (per 2.28) és —~OVvIb i com
és sabut, per tractar-se d’una logica classica, els elements del sistema
clausura (els filtres oberts en aquest cas) sén tancats per modus ponens
respecte k. Malgrat que en aquesta memoria no no estic interessat en
Pestudi de les implicacions sobre una AMT, és destecable que sobre 2
AMT hi ha tres implicacions: a X b=-Oav b, a > b=-llaVb
i a—'b=-aVb (vegeu pagina ???) cadascuna d’elles més feble que
Panterior perd les tres amb els mateixos sistemes deductius, els filtres
oberts.

3.22 Prorosicro. Sigui L = (A, C) una LQMT, i sigui £ la base de
C . Aleshores la familia £t = {PN&(P); P € £} és una base de C*
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DEMOSTRACIO: Com £ és base de C i Ct C C per VI' € Ct és
T=n{P € &; T C P}. Per comprovar que {PN&®(P); P € &} és
base de Ct és suficient comprovar que si T'C P aleshores T C ®(P).
Sigui T' C P isigui a € T, aleshores Ja € T C P d’on per 3.1.4
Oa € ®(P), o sigui (a € PN ®(P) i per 3.1.5 a € PN ®(P), en
particular a € ®(P). M

3.23 TEOREMA. Sigui L = (2, C) una L(Q)MT, aleshores Cold = C*
DEMOSTRACIO: C([}(X)) =

=({Pe&;O(X)C P}=
=([{Pne(P); Pe£ i OX)C PNO(P)} =
=ﬂ{Pn(I)(P);PGS,XQPO(I)(P)}=C+(X),

perque per 3.1.4, Oa € P ssi Oa € ®(P), i per 3.1.5. aEPﬁ@(P)
sst dae PN@(P). M

3.24 CoRrOL.LARI. Si L = (%,C) és una L(Q)MT aleshores Vx € A
r € C(x). '

DEMOSTRACIO: Com per 3.23 C o [ és operador clausura es té
z € Ct(z) =C(Ozx).M

3.25 TEOREMA. Si L = (2,C) és LMT aleshores Lt = (At,Ct) és
una logica classica.

DEMOSTRACIO: Si L = (%,C) és LMT aleshores és projectivament
generada per un morfisme bilogic, #, a partir de PAMT
L/6 = (%/0,C/6). Si (L/O)t = ((™A/8)*,(C/8)*) és la logica classica
associada filtres oberts d’ /6 veuré que L és projectivament generada
per m a partir de (L/8)T; efectivament, 7 és morfisme per ser a ¢ b
un polinomien V i [ 1 } en - i O. 7 indueix un isomorfisme entre

C i C/6, per tant només cal comprovar quesi P € C i P = o~ }(T)
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amb T € C/6 és a dir si n(P) =T aleshores LJ(P) C P sii només si
C(T) C T, la qual cosa és clara pel fet de ser # morfisme. Per tant
L™ és una logica classica per ser projectivament generada a partir d’una

logica classica.

Aquest caracter classic de Lt és prou important per a caracte-
ritzar, juntament amb el resultat del teorema 3.23, les LMTs. El segiient

teorema ddéna una definicié alternativa de les LMTs.

3.26 TEOREMA. L és LMT ssi
(1) L~ =(A",C) éslogica de De Morgan amb base & ;
(2) Co0O=Ct;
(3) LT =(A*,Ct) és classica;
(4) PN®P)elC*t VPe€.

DEMOSTRACIO:

=) 3.26.1 per definici6 de LMT, 3.26.2 per la proposicié 3.23,
3.26.3 pel teorema 3.25 1 3.26.4 per 3.1.5.

(< Per [FV1], en ser L~ una logica de De Morgan, tinc que
6 € Con(A™), A~/0 és una algebra de De Morgan, i la projeccié
canonica 7 és un morfisme bilogic entre L™ i (/~/0,F), on F sén
tots els filtres del quocient, essent els primers les imatges de la base £ de
C . Pero 3.26.3 implica que Co[J és un operador clausura, i segons les
proposicions 3.2, 3.6 i 3.7 de [FV2] resulta que 8 € Con(A) i que en el
quocient [J és un operador contractiu; a més C satisfa la Propietat de
la Conjuncid, per tant per 3.9, 3.11 1 3.12 de [FV2] dedueixo que [1 ésun
operador interior. La projeccié 7 és doncs morfisme respecte {1, i per
tant morfisme bilogic entre L i (A/6, F). Segons 3.3 de [FV2] aleshores
7w és també morfisme bilogic entre L7, logica classica per hipotesi,
i ((A/6)*F,Ft), essent Ft els filtres oberts del quocient. Com que
aquesta darrera logica també és classica, el seu quocient natural (per %
associada a F1 ) és una algebra de Boole. Ara bé, es compleix també la
propietat 3.26.2 en el quocient (es conserva per morfismes bildgics segons

3.4 de [FV2])i per tant F*(a) =F+(b) & Oa=0b Va,be A/8, per
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tant (2A/6)*/6+ ésisomorf a (B,V, A, %), on B és el conjunt d’oberts
A6, Sa=0-aia Vb= O(Oa v [b). Aquesta darrera algebra
és per tant de Boole, i aleshores Va € 4/, aV -Ua > Oa Vv O-Ua
>OaVvO-ae >0aVO-a)=a Via=1 , cOsa que prova juntament
amb una llei de De Morgan 2.2.1. D’altra banda Va € /6 Oa V —a <
aV =a,1i cal veure Paltra desigualtat. Sigui P un filtre primer tal que
aV -a € P, cal veure que JaV-a € P: Si ma € P no hi ha res a
provar; si ~a ¢ P, per ser P primeri aV —a € P resulta a € P, i
per la definicié de @ resulta a € (P), d'on a € PN ®(P). Per tant

7~ (a) € 77 (P N &(P)) =

=7 {P)Na Y (®(P)) =x H(P)n&(x"}(P)) e F*

per 3.26.4, que també es conserva per morfismes bilogics; per tant
771(0a) = Or~Ya) € #~Y(P N®(P)), don Ta € PN &(P), i aixd
implica Ca V —-a € P, que juntament amb una llei de De Morgan déna
2.2.2. En definitiva hem provat que 2/8 és una algebra modal tetrava-

lent. El teorema 3.8 acaba la demostracié. B

Observeu que la incomoda propietat 3.26.4 no és consequéncia de
les altres tres, com demostra ’exemple format per la logica L = (,C)

on 2 és lalgebra de Boole de quatre elements

0

amb Ul =11 0Oa=0-a¢=00=0 i C sén tots els filtres; per tant
Ct = {{1,a,a,0},{1}} i es compleixen 3.26.1 i 3.26.2 i 3.26.3 i no
3.26.4 doncs {a,1}=T=8(T)=TnN®T) ¢ C*.
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4. Estudi de les LMTs com a logiques tetravaluades

Recordeu que a la pagina ??? he anomenat L4y, a la LMT no

trivial sobre My, .

Sigui A = (A,A,—,0,0) una algebra de tipus (2,1,1,0) en la que
defineixo operacié binaria V per aVb = —(—aA-b). Anomeno Ly ()
a la logica projectivament generada des de L4y per
Hom(A,Mym), Cam al sistema clausura de Ly (), 04m a la relacié
associada a C4, i CJ, als elements del sistema clausura que siguin
tancats respecte l’operacié [, és a dir Cf,, = {T € Cum; O(T) C T}.
Anomeno &4, a la base de (4, formada per les antiimatges dels
dos filtres primers de My, , o sigui &4 = (A7 (FY) 1 =1,2;h €
€ Hom(A,M4mm)} . De la mateixa manera anomeno £ a {h~1({1});
h € Hom(U,Mym)} base de Cf .

En aquest capitol estudio les logiques projectivament generades
des de Lg,, sobre una algebra abstracta A del mateix tipus que 9y,
per families arbitraries d’homorfismes d’ % en My, . Estudio també la
relacié entre aquestes logiques i les L(Q)MT sobre 2. La proposicié 4.1
déna la clau d’aquesta relacié al mostrar que els subconjunts d’ A que
poden ser elements d’una base d’'una L{(Q)MT sén precisament les anti-
imatges per h € Hom(2A, My,,) dels filtres primers de My, . Demostro
a continuacié que qualsevol subconjunt de Hom(2A,My,,) genera pro-
jectivament una LQMT sobre 2 i que la més fina, L4,,(2A), és finitaria.
El teorema 4.6 precisa més la situacidé en determinar quines families
d’homomorfismes sén les que generen projectivament LMTs sobre 2 i
en demostrar que tota LMT sobre 2 és generada per una d’aquestes
families. A continuacié trobo una caracteritzacié dels operadors de les
possibles LMT sobre % en funcié de Cg,,, Poperador més fi, la qual
cosa posara de manifest que el més petit tancat, que demostro que ha de
ser obert, determina l'operador. Aquesta part del capitol acaba amb la
demostracié de 'isomorfisme que hi ha entre sis reticles, la meitat dels

quals es refereixen a conceptes sobre una algebra abstracta 2 (aquests
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reticles sén &7, , el reticle de les LMTs sobre 2, i el reticle de totes les
congruéncies sobre 2 que en el quocient donen AMT) i I’altra meitat
considera els mateixos conceptes perd sobre 'AMT obtinguda fent el

quocient d’ A per la relacié associada a Cyp -

A continuacié demostro que la mateixa caracteritzacié de les con-
gruéncies en una AMT (teorema 2.19) també caracteritza a les con-
gruéncies sobre una algebra abstracta que en el quocient donin AMT
(proposici6 4.18), la qual cosa permet estudiar aquest tipus de relacions

1 les families @ - tancades d’elements de &;,, que les determinen.

4.1 ProposiciO. Si L és LQMT, amb base £ aleshores per VP € &,
dh € Hom(™A, 9My,,) tal que P=h7Y(F) o P=h~Y(F,); és a dir
ECEim.

DEMOSTRACIO: Considereu per cada P € £ la LMT Lp = (2,Cp)
on Cp és el sistema clausura generat per {P,®(P)}; anomeno fp ala
relacié associada a Cp. La proposici6é 4 de [FV1] estudia ’estructura
dels quocients A~ /0p en els tres cassos possibles que surgeixen de les
posicions relatives de P i ®(P), posicions que es demostra que només.
poden ser la igualtat, la inclusié d’un en laltre i la incomparabilitat amb
interseccié diferent del vuit. Queden aixi ja determinades les AMTs
quocient 2A/0p ja que sobre les respectives 2~ /8p només hi ha un
operador [ que les fa AMT (proposicié 2.5).

Cas1l P = ®(P). Segons [FV1] ™A~/6, = B;, ., don A/, =
= By, . Si anomenem ¢ a la injeccié de By, en My,,, aleshores

P =(iom,)"}(F1) (=, és €l pas al quocient).
Cas 2 P & ®(P) (o ®(P) ¢ P). Per [FV1] 2A~/6, = M, , per
tant, A/6, = M3, isi ¢ éslainjeccié de M3y, en My, amb i(a) = a,
‘aleshores P = (iomp) ™ (F;) (P =(iomp) }(F,) respectivament).
Cas 35i P i ®(P) no sén comparables, per [FV1] 2A~/6, = M,

d’on A/0p = M4y, i P=n,1(F1) obé P =n,1(F;). Prenent h =7p
he acabat. H
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Degut a la simetria de My, , per tot h € Hom(A, My,,) existeix
una g € Hom(2, M4,) (que podriem anomonar el seu simetric) definit
Ve € A per: g(z) = h(z) si h(z) =1 o h(z) =0, g(z) = a si
h(z) = b i g(z) = b si h(z) = a. Per la definicié6 de ¢ tinc que
=Y F) = g7} (Fp) i h™Y(Fy) = ¢~Y(F1) i aquest fet permet precisar

Penunciat de la proposicié 4.1 de la segiient manera:

Si L és LQMT amb base & aleshores VP € £, dh €
€ Hom(2A, Myy,) tal que P =h~(Fy).

Usaré aquest enunciat més precis en la segona part de la prova de

4.6.

4.2 TEOREMA. Les seglients propietats son equivalents:
(1) L=(A,C) és LQMT.
(2) Existeix una familia D C Hom (A, My,,) tal que L és
projectivament generada des de L4, per D.

(8) C té una base formada per un subconjunt ® -tancat
de 84m. .

DEMOSTRACIO: 1) = 2) Pel teorema 2 de [FV1] la familia D d’homo-
morfismes de la proposicié anterior genera projectivament la logica L~
1 per tant també genera projectivament la logica L, ja que els sistemes

clausura de les dues 1dgiques coincideixen.

2) = 1) El mateix teorema demostra que L satisfa PC i PBR o
sigui 3.1.11 3.1.2. Sigui € = {h~YF;) ¢ = 1,2 h € D} la base de
L. Com per tot h € D h(0) =0 ¢ F; tinc 3.1.3. Per 3.1.4 tinc que
Oa € h™Y(F;) ssi h(Oa) = Oh(a) € F; ssi Oh(a) = h((Ca) € &(F;) o
sigui (Ja € h~1(®(F;)). Per 3.1.5 tinc que a € A7 (F;) N ®(h~1(F;))
ssi a € R (F; N ®(F;)) ssi h(a) € F; N &(F;) ssi Oh(a) = h(0a) €
€ F;N®(F;) ssi Oa € h—l(F,') N ‘I’(h_l(Fi)).

2) = 3) Sigui E={h"Y(F)i=1,2: he€D} labasede L. &
és una familia @ -tancada (@(h~1(F})) =~ Y F2))i £C Esm -

3) = 2) Sigui ara £ la base de C; per la proposicié 4.1 és € =
= {h7YF;) 1 =1,2 : h € D} per certa familia D C Hom (A, M,,,).A
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4.3 COROL.LARIL. Lynp(A) ésla LQMT més fina sobre A . W

En prendre una familia D arbitraria obtinc una LQMT qualsevol,
ara bé, la més fina, la generada projectivament per tots els homomor-

fismes, té una propietat especial:
4.4 TEOREMA. Ly, () és una logica finitaria.

DEMOSTRACIO: Per ser Lgn () LQMT, i pel teorema 3.7 hi ha un
morfisme bildgic entre ella i una AMT amb un sistema clausura que
tindrd una base de filtre primers @ -tancada. Si L4,,,(2) no és finitaria
no ho serad el sistema clausura citat, que serd, per tant, diferent del
sistema clausura algebraic format per tots els filtres de ’AMT. Pero el
mateix morfisme bilogic sobre la mateixa AMT, prenent ara el sistema
clausura de tots els filtres, genera projectivament una LMT sobre 2
estrictament més fina que Lyp(2A), absurd. W

4.5 COROL.LARIL. L,,(A) és la LMT més fina sobre A. M

Al teorema 4.2 he vist que les LQMT s6n exactament les projec-
tivament generades per families qualsevols d’homomorfismes. Acabo
de veure que si la familia és la de tots els homomorfismes, resulta
que la logica projectivament generada és finitaria. El seglient teorema
caracteritza totes les families d’homomorfismes que generen logiques

finitaries, un problema encara no resolt per les 10giques de De Morgan
(vegeu [FV1)).

NoTACIO: Sigui X C A qualsevol, posem Dx = {¢ € Hom(A, Mypm) :
Y(OX)C {1}},i Lx =(A,Cx) on Cx és operador generat projec-
tivament per Dx des de Ly, .

4.6 TEOREMA. L ésLMT ssi 3X C A talque L =Lx.

DEMOSTRACIO: (<« Sigui £ = {P € E4m; 0X C P} és un conjunt
® -tancat, doncs per 3.1.4 OX C P ssi OX C ®(P) per qualsevol P
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que pertanyi a una base d’'una LQMT' i &4y, ho és. £ ésunabasede L,
doncs estd formada per les antiimatges de Fy i Fy pels homomorfismes
de Dx; efectivament, si ¥ € Dx i ¢~ }(F1) = P aleshores 00X C
C %~1({1}) € P. Per altra banda, si P € £ és per exemple P =
=y~ }F) ide OX C P =¢~(F) tinc (0OX) =0yp(X) C Fy iper
tant (0X) = OP(X) C Fy, és a dir (0(X)) C {1} osigui ¥ € D.

Pel teorema 3.8, existeix un morfisme bilodgic , 7, entre Ly, () 1
Ly =(HF) on § ésuna AMT i F sbn tots els seus filtres. Anomeno

P a la base formada per tots els filtres primers de F .

Considero sobre §j el sistema clausura Fx amb base Px =
={P € P; O(#x(X)) C P}. Lalogica Lg, = ($,Fx) és LMT doncs
O(7w(X)) € P equival a que el filtre generat per [)(7(X)) estigui inclds
dins P i aquest filtre, per 2.13, és un filtre obert 1 per 3.16 el sistema

clausura de tots els filtres que contenen a un filtre obert déna lloc a una

LMT sobre l’algebra.

Per demostrar que 7 : 2 — $) és morfisme bilogic entre L i L g,
és suficient demostrar (pel teorema 4 de [BS]) que Px = {n(P); P € £}
ique 77 (x(P)) = P VP € £. L'ltima afirmacié és certa per ser 7
morfisme bildgic entre L4m() i Lg. Sigui ara P € Px; o }(P) €
€&m 1 OX Cn Y P) don n~YP) € E,amés, n(n"I(P))=P. Per
‘altra banda, si P € £, aleshores P € &, 1 DX C P d’on n(P) € P
i 7(3X) C 7(P), o sigui n(P) € Px.

Com que Lg, és LMT, per teorema 3.8, L també.

=) Sigui L = (2, C) una LMT isigui X = C(§). Sigui Lx =
= (A, Cx) lalogica generada per Dx . Per l'altra implicacié és LMT.
En general tinc que C C Cx, donecs si T € &£, base de C, per la
proposicidé 4‘.1, existeix un morfisme ¢ : ™»A — My, tal que
T =~ (Fy) iper tant (T) = "1(F2). Com que C(#) C TN®(T) =
= ¢ Y F1 NF) = ¢~ }({1}) tinc que »(C(®)) C {1} i com que
OC(8) € C(0) tinc $(OC(B)) C {1}, o sigui ¥ € Dx i per tant
TeCx.
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Si demostro que Cx(0) = C(B), per la proposicié 3.14, tindré que
L=Lx. Comque C CCx és Cx(B) C C(0); per altra banda, si
z € C(0) aleshores h(Oz) C {1} per tot h € Dx, osigui Oz € Cx(0)
i per tant, z € Cx () per 3.24. W

4.7 Proprosicid. Si L; = (2,C;) (¢=1,2) sén LMT aleshores L1VL,

també ho és.

DEMOSTRACIO: Pel teorema anterior és clar que C; NCy = {T € Cam;
(C1 A C2)(0) C T} d’on novament per 4.6 (A4,C;NC,) és LMT. M

Com heu pogut veure, a la prova del teorema anterior uso la relacid
entre una LMT qualsevol sobre 2 ilamésfina, L4, (). En les proposi-
cions técniques que segueixen exploto més aquesta relacid, per a poder

provar els isomorfismes que seguiran després.

4.8 Proposic1d. VI,X C A, Cx(T) = C4n(OX UT), en particular,
CX(@) = C4m(DX) i1Cx= {T € Cum; Cx(w) - T} .

DEMOSTRACIO:

Cx(M)= () {(#7UF); TSy (F) i=1,2)=

YEDx
= (| {v7'(F);OXCy(F), TCy™(F) i=1,2}=
YEHom(A,My)
= Cyn(0X UT).
SiTeCx T=Cx(T)=Cyn(OXUT)D Cy,,(Oz) =Cx(0).
Si T €Cum i Cx(0) =Cyn(0X) C T aleshores T = Cyp(T) =
=Cun(OXUT)=Cx(T).1R

4.9 COROL.LARI. Si L = (2,C) és LMT, aleshores:
(1) c®ect,.
(2) C=Ccgy-
(3) Si X € Cf, aleshores Cx(T) = Cypn(X UT) i
Cx(®) = X.
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DEMOSTRACIO: Per demostrar 4.9.1, pel teorema 4.6 tinc que existeix
X C A tal que L és Ly, aleshores C(f) = Cx(8) = Cy4m(0X) € CS,,
per 3.23.

4.9.2 és a la demostracid del teorema 4.6.

Per provar 4.9.3; Cx(T) = Cyn(OX UT) = Cyn(Cin(CX)U
UT) = Cym(X UT) ien particular Cx(#) = Cyn(X) =X N

4.10 COROL.LARIL. Si L = (A, C) és LMT, aleshores VI' C A C(T) =
= Cyn(C(B)UT).

DEMOSTRACIO: Per 4.9 C(T) = Cg(g)(T) i Cop)(T) = Cum(C(B)U
uT).m

4.9.2 déna un procediment constructiu de determinar el sistema
clausura (algebraic) d'una LMT L = (2,C) quan es coneix el seu
tancat més petit: efectivament, una base d’aquest sistema clausura és

el conjunt format per totes les antiimatges de Fy 1 Fy per tots els
h € Hom(2A, My,,) tals que h(C(0)) C {1}.

Passo finalment a provar isomorfismes entre diferents reticles de
LMTs i de congruencies. La proposicié que segueix estableix I'isomorfis-
me entre el reticle de totes les LMTs sobre una algebra 2l i el de certs
conjunts distingits (C} ). Tindré doncs una generalitzacié del teorema
3.18 a algebres qualsevols, la qual diu que els elements de C;'"m fan el
mateix paper que els filtres oberts en les AMTs.

4.11 TEOREMA. En tota algebra #{ hi ha un isomorfisme d’ordre entre
Ct. iel reticle de totes les LMT sobre 2.

DEMOSTRACIO: Les correspondéncies

a:CtH, — {LMT sobre A} B :{LMT sobre A} — C;,
F—Lp=(%Cr) . L=(%,C)— C)

sén una inversa de ’altra pel fet que:
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(1) Cr(@) = F per 4.9.3.
(2) Co@)(T) = C(T) per 4.9.2.

o conserva l’ordre perqué VF,F' €C},, si FCF' VI €A,és
Cr(T)=Cym(FUT) CCum(F'UT)=Cp(T) osigui Lr <Lp

B conserva l'ordre, perqueé si L < L' aleshores C(0) C C'(0).M

4.12 COROL.LARI. Hi ha un isomorfisme entre {LMT sobre %/0sm} i
{LMT sobre 2}

DEMOSTRACIO: Recordeu que hi ha un isomorfisme entre
{LMT sobre %/0sm} i Con(A/0sm) (teorema 3.18) reticle que és iso-
morf a (C/04m)* pel teorema 2.21, i per la proposicié 3.25 aquests

filtres oberts sén isomorfos a CJ , que és isomorf (pel teorema 4.11) a
{LMT sobre A} . N

NoOTACIO: Anomeno Con,(2)={6 € Con(A); A/6 és AMT }.

4.13 PROPOSICIS. Si 8 € Con,(2A), aleshores 14 € CJ,,, .

DEMOSTRACIO: Considereu la projeccié canonica 7 : A —s 2/6.
Aquest epimorfisme genera projectivament a partir de tots els filtres
del quocient una LMT sobre 2 (el seu sistema clausura estara per tant
inclos dins C4 ). En particular antiimatge de {1} , és el més petit
tancat de la logica projectivament generada sobre ?A i per tant és de

ct.m

4.14 PROPOSICIO. 84, és la congruéncia minima de Conp,(2) .

DEMOSTRACIG: Sigui 3 € Con(2), si U/ és AMT, ¢ és la relacié
d’equivaléncia associada a la logica Ly = (/,Cy) on Cy és el sistema
clausura projectivament generat des de /i prenent tots els seus filtres,
per tant, Ly és LMT. Com Cyy, és el sistema clausura més fi, Cy C Cym
i per tant Cym(a) = Cypn(b) implica Cy(a) = Cy(b), Va,b € A osigui
Osm C . N
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4.15 PrROPOSICIO. Si ¢ € Con() és tal que 84, C ¢ aleshores A/y
és AMT.

DEMOSTRACIS: Pel segon teorema d’isomorfia (vegeu per exemple
[BuS]) /¢ & (A/0sm)/(/0sm), N/0sm és AMT, i el seu quocient

per una congruéncia també ho és. W

4.16 COROL.LARI. Con,(2) és el subreticle principal de Con(®) que
esta generat per 64,

DEMOSTRACIO: Les proposicions 4.14 i 4.15 estableixen que Con, ()
és el segment [04y,,Vu] del reticle Con(2). En particular, aquest
segment és un subreticle principal de Con(A).l

4.17 COROL.LARI. Con,(A) = Con(A/6,,,)

DEMOSTRACIO: Per un conegut resultat d’algebra universal (vegeu per
g g geu p

exemple [BuS] pagina 49) tenim que

a: [0ym,] — Con(A/0sm)
¢ - ¢/04m

és isomorfisme de reticles i [f4m, Vo] = Conn, (™) pel corollari ante-
rior. B

4.18 COROL.LARI. Per una algebra 2 qualsevol es té la segiient cadena
d’isomorfismes:

Cihn 2 {LMT sobre 2} = {LMT sobre %/04,} = Con () =
= Con(2/84m) = (Cam/Oar)*

Dono a continuacié una caracteritzacié de les congruencies de 1’al-
gebra 2 que donen en el quocient una AMT, caracteritzacié que genera-
litza el teorema 2.19'i que permet extreure algin resultat sobre 1’estruc-
tura de les bases de les LMTs.
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4.19 ProrosiC1d. Sigui ¢ € Cony,(2), aleshores (a,b) € ¢ siinomés
siatbe 1y.

DEMOSTRACIO: De ¢ € Cong,(2U) i de la proposicié 4.14 es segueix
que és 04, C ¢, i per definicié (a,b) € ¥ ssi (aq,,,,b6,,) € ¥/6am
que és una congruencia en una AMT, d’on ay,,, t bs,,. € 1y/s,,, ssi
(la10)6,,.16,,.) €E¥/Osm ssi (atbl)€ ssi (atd)ely. M

4.20 COROL.LARI. Dues families ® -tancades T 1 T' de &4, tals que
(7T = (7' donen lloc a la mateixa congruéncia.

DEMOSTRACIO: Una familia @ -tancada de &4, genera un sistema
clausura que déna lloc a una LQMT, la qual té associada una con-
gruéncia (la mateixa associada a la familia) que pel teorema 3.7 és

de Conp, () i que per la proposicié anterior ve deteminada per 1y =

=C(0)=N7.|

Estudio a continuacié de quina forma sén els elements de &4, 1
trobo en el corol.lari 4.22 que "inica possibilitat d’inclusié estricte entre

dos elements de &4, es déna quan un és el transformat per & de laltre.

4.21 ProposiciS. Siguin P,T € &,. Si PN®(P) C T N &(7T),
aleshores P=T o P = ®(T).

DEMOSTRACIO: Considero els sistemes clausura que tenen per bases
{P,T,®(T),®(P)} i {P,®(P)} respectivament. Pel teorema 3.14 els
dos sistemes clausura coincideixen. Si P # T i P # ®(T) aleshores ha
de ser T = P N ®(P) (pel fet de ser T un tancat del sistema clausura
generat per la segona familia) i ®(T) = PN®(P) (per la mateixa rad i
la suposicié feta), la qual cosa és impossible ja que en aplicar la definicié
de & iel fet que T = P N ®(P) obtinc que a € &(T") ssi a € P o
a € ®(P).R

Per tant els elements de C* de la forma PN ®(P) amb P € &4

sén maximals dins Cf;, i com que £, és base de C;, tot maximal de
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C}. és dela forma PN &(P) per cert P € Egm .

4.22 PROPOSICIO. Siguin P,T € &4y, , aleshores P C T implica T' = P
o T = &(T)

DEMOSTRACIO: Si P C T aleshores PN®(P) C T iper3.1.413.15
PN®(P)C®T)iperd2l T=P o T=%(P)M

Per tant les families ® -tancades amb dos elements estan formades
per un element maximal i un element minimal i element de les families
® -tancades unitaries és alhora maximal i minimal (sempre amb 1’ordre
restingit a Cypm).

4.23 ProPOSICIO. Siguin L; = (%,C;) (¢ = 1,2) dues LMT i siguin
&; les seves respectives bases, aleshores [£1 N&;] =C1 NC,

DEMOSTRACIO: (2,C1 NC2) és LMT (per 4.7) i per tant té una base
formada per parelles {P, ®(P)} amb P € C4yp, on P o P(P) sén ma-
ximals (si P = ®(P) aleshores també P és maximal). Tots els elements
maximals (dins Cy,,, ) de C1NCy estan en la base de la definicié de LMT
juntament amb els seus transformats per @, perd aquest maximals han
d’estar tant a la base de & com en la de &; i reciprocament, tots els

maximals que estiguin en &; i & estaran en la base de C; N &; d’one

[51082]=C]_nC2..

De la proposicié 3.12 es desprén que és possible trobar dues families
diferents, ® -tancades, de &;,, que tinguin associada la mateixa con-
gruéncia. La proposicié que segueix i el seu corol.lari demostren que
aquesta familia no pot ser finita. '

~

4.24 COROL.LARI. Sigui 7 una familia finita & -tancada de &4, , i
sigui T' una subfamiliade T & -tancada tal que (T = (7' aleshores
T=T"

DEMOSTRACIO: Siguin C i C' els sistemes clausura generats per 7 i
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7' i L i L' les corresponents logiques, que pel fet de tenir els seus

sistemes clausura finits seran finitaries.

Si T'CT,3dT eT\T'. Per qualsevol T; € T' és T # T; ino
pot ser T' ¢ T; ja que aleshores seria, per exemple T = ®(T;) i ®(T;) €
€ T' amb contradiccié amb ¢t ¢ T'. Per tant Jz; € T\T; VI; € T' i
= ANz; €T\T; VI;€T' don z € T\T; VI;e€(',osigui T ¢ C'
don C'CC.

Per hipotesi els més petits tancats de C i C' coincideixen, i per tant,

pel teorema 3.14, C = (', contradiccié. B

4.25 COROL.LARIL. Sigui 2 finita i sigui F € C}_ . L’tnica familia,
T,de E4m talque YT =F és T ={T €Eym; FCT}.

DEMOSTRACIO: Per la proposicié anterior en ser 7 finita. B

Aixi doncs, en una algebra finita suport d’'una LMT només hi ha

una familia d’elements de €45, que tingui com a interseccié un element
+ ,
donat de CJ, .

Totes aquelles propietats que facin referéncia a D’estructura reti-
cular del sistema clausura C d’una LMT sén també certes pels filtres
d’una AMT ja que aquests juntament amb ’AMT forman una LMT. El
morfisme bilogic del teorema 3.8 assegura que el reciproc tambés és cert;
les propietats reticulars dels filtres d'una AMT sén certes en el sistema

clausura d’una LMT, en particular:

4.26 PROPOSICIO. Si L = (2,C) és ldgica de De Morgan amb element
inconsistent 0 i base £ tal que VP,Q € € PC Q = P = Q o
P = &(Q), aleshores existeix un operador unari, O, en A tal que si
A =(A,A,V,-,00) é (A,C) LMT.

DEMOSTRACIO: Sigui 7 : A — A/6c el morfisme bilogic del teorema,
1de [FV1]. /4/6¢c és dlgebra de De Morgan (amb minim Oy ) i els seus
filtres primers satisfan P C Q@ = P = Q o P = ®(Q) ja que aquesta
propietat es conserva per morfismes bilogics. La proposicié 2.2.11 de [L1]
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assegura que existeix un operador unari, [J, que afegit a l’estructura
d’/0c la converteix en AMT. Sigui ara a € A; defineixo [Ja com
un element qualsevol de 7#~1(CJa/fc). Sigui A’ I’Algebra obtinguda a
partir & al afegir 0. Es facil comprovar que 8¢ € Con(2') i com
que 7 és també un morfisme bilogic entre (', C) i una AMT amb tots
els seus filtres, (/A',C) és LMT.

VA
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5. LMT sentencials i logiques normals.

En aquest darrer capitol dono una nova definicié de LMT que
només fa referéncia a propietats de l’operador clausura i que és equiva-
lent a la del capitol 3. Centro l'estudi de les logiques sobre P’algebra
Jo, algebra absolutament liure de tipus (2,2,1,1,0) amb operacions
(A,V,—,0,0) i faig una traduccié de cadascuna de les propietats de
la nova definicié a un o dos seqlients, afegeixo la traduccié de les pro-
pietats estructurals al calcul de seqiients i obtinc un calcul tipus Gentzen
estretament relacionat amb les LMT: Efectivament, aquestes logiques
sén model (segons la definicié de model d’una. presentacié de [FV3]) del
calcul obtingut, i 'operador associat a aquest sobre una algebra qual-
sevol, 2, de tipus (2,2,1,1,0) déna la LMT més fina sobre ® i per tant
coincideix amb la logica projectivament generada des de Ly, per tots
els homomorfismes.

Estudio com sén les matrius i les matrius generalitzades del calcul
de seqlients sobre l’z‘zlggabra sentencial §o i demostro que la familia de les
matrius formades per una AMT i un filtre com a conjunt ditigit és una
semantica de matrius. En P’estudi de les matrius generalitzades finitaries
determino quines condicions cal afegi’ls-hi per tenir una LMT. Acabo
Pestudi de les ldgiques sentencials demostrant que sobre Fo només hi
ha tres LMT no trivials i estructurals.

Afegeixo al calcul de les LMT una condicié adequada (regla forta
de la necessitat) per tal que les éonsequéncies de qualsevol conjunt de
férmules siguin tancades respecte de 'operador interior, aixi obtinc una
classe de sublogiques de les LMTs que anomeno logiques modals tetrava-
lents normals (LMTN). Faig un rapid estudi similar al fet per les LMTs
en els capitols 3 i 4; obtinc el teorema ”del bildgic” (teorema 5.27) i una
caracteritzacié de les LMTN a partir de la generacidé projectiva des de
l'algebra 9M,,, dotada d’un sistema clausura que la fa LMTN (teorema
5.30).
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La memoria acaba amb un rapid repas els conceptes de logica
algebraizable i protoalgebraica (extrets de [BP1] i [BP2]) i amb la de-
mostracié que la LMT més fina sobre §o és protoalgebraica pero no
algebraizable i que la LMTN més fina sobre §o és algebraizable i pro-
toalgebraica.

5.1 TEOREMA. Sigui 2 = (A, A,-,[1,0) algebra de tipus (2,1,1,0).
L = (A,C) és LMT si i només existeix una operacié binaria, V , tal
que posant A' = (A, A,V,—,[0,0) laldgica L' = (A',C) satisfa les vuit
condicions segiients :

(L’0) L és finitaria;

(L’1)  C(aAb) =C(a,b);

(L'2) C(X,aVb)=C(X,a)NC(X,b);

('3)  C(a) = C(=a);

(L'4) a€eC(b) = -be C(a);

(L5) C(0)=4;

(L’'6) C(a)NC(-Ua)=C(0);

(L’7) C(a,—0a) = C(a,~a).
A més, es dona C(a V b) = C(~(-a A -b)). -

DEMOSTRACIO: Si L és una LMT defineixo aV b = —(-a A =b); he
vist que 8 € Con(2A) i que A/f és una AMT. Perd a Vb= —(-aA —b)
és un polinomi en V i1 -, per tant § € Con('). (L’1) equival a 3.1.1,
(L’2) és 3.3.3 i les restants condicions sén propietats valides (equacions
o implicacions) en A'/#, per tant, valen en 2A'. L' satisfd per tant les
vuit propietats anteriors. Observeu que (L’6) equival a C(a V =[a) =
= C(0) per (L’2).

Reciprocament, per provar 3.1.1 i 3.1.2, observeu que la relacié
6 associada a C és congruéncia en '~ = (4;A,V,-,0) i A'~/8 és
un reticle distributiu (per (L’1) i (L’2)) (vejeu [FV1]) amb una negacié
forta (per (L’3) i (L’4)) i element minim (per (L’5)) que fa que aquest
quocient sigui algebra de De Morgan. Amb la mateixa técnica que a la
demostracié del teorema 3 de [FV1] demostro que C/6 és el conjunt,

F , de tots els filtres d’2'~/0; és suficient mostrar que els operadors
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clausura associats, C/8,1 F .coincideixen. Sigui X C A/ i x € A/6,
z € (C/6)(X) ssi z € (C/0)(0) o bé existeixen z1,...,2, € X amb
z € (C/0){z1,...,z,}, perd z € (C/6)(D) ssi 7~ (z) C C(P) ssi
y <z Vye€ A/f, és a dir z pertany a tots els filtres del quocient o
sigui ¢ € F(0). Per altra banda si « € (C/0){z3,...,2,}, per PC
z € (C/6)(zy A-+-Az,) que equival & z; A--- Az, < 2, per tant
z € F(X). Aixi doncs C/6 és el conjunt de tots els filtres d’A/6. En
particular L'~/ = (2A'~/6,C/0) és una logica de De Morgan i satisfa
PC i PBR, condicions que es traslladen per morfismes bilogics i que

també satisfaran L'~ i L' (només depenen de A,;V,-).

Demostraré a continuacid
(L’8) Vae A, ae€ C(0a).

Efectivament, tinc C(—a) = C(—a,av-Ua) = C(—a,a)NC(—a,~0a) =
= C(a,-Oa) N C(—a,-0a) = C(a V ~a,-0a) fent servir (L’6), (L’2),
(L’7) i (L’2) succesivament. Per tant, —-[Ja € C(-a) d’on per (L’4) i
(L’3) obtinc (L’8).

3.1.3 equival a (L’5).

Per a provar 3.1.4 és suficient provar que si [Ja € P aleshores
Oa € &(P) (ja que ®%(P) = P). Per (L'8), si La € P aleshores
a € P. Si [Ja ¢ ®(P) seria -[a € P d’on per (L’7) —a € P és a
dir a ¢ ®(P). Perd ®(P) € £ i per tant és V -primer, i (L’6) implica
que aV =la € & P) don -Oa € ®(P) que equival a Ta ¢ P,

contradiccid.

Finalment provo 3.1.5: si Cla € P N &(P), per (L’8) resulta que
a € PN ®(P). Reciprocament, observeu que (L’7) diu que si a € P
aleshores —a € P ssi —~[a € P, o sigui, a € ®(P) ssi Oa € &(P); i
també que si a € ®(P) aleshores a € P ssi Ua € P (usant ®%(P) =
= P). Per tant, si a € PN &®(P) aleshores Ta € P N &(P).

Com que el quocient per 8 és AMT, tinc ag V by = =(—ag A —by)
d’on C(aVb) = C(=(-aA-b)). N
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5.2 DEFINICIO. Anomeno Fo = (Form,A,V,~,0, 1) a l’algebra ab-
solutament lliure de tipus (2,2,1,1,0) generada a partir d’un conjunt
numerable de variables. Anomeno férmules o senténcies els elements de

Form .

Anomeno seqiient sobre una algebra 2 a tota parella de la forma
(A,¢) on AC A, A finiti ¢ € A.

El seqiient (A, ¢) el represento
per Ak . :

5.3 DEFINICIO. Anomeno (,bs) la logica definida sobre 2 per:
A ts ¢ siinomés si existeix Ag finit, Ag € A tal que Ag F ¢

és derivable en el calcul que té les regles i axiomes segtients:

(Axioma) a - « (Axioma) F a V ~Oa

(Debilitacid) fﬂL:’Z (Tall) AMAF%QW
on BEERE cogittis
(== A,Aﬁ: f g ) AA:Tfa
S
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Aa,mal Al oA«

(HF) A a,-Oa kg (-0 AF aA-Oa

Per A C A finiti a,8 € A. En particular anomenaré Lg la logica
(Form,tg).

En [FV3] s’introdueix la nocié de logica model d’una presentacié
d’un calcul sobre lalgebra de les férmules de la forma del de la definicié

5.3, és a dir d’un calcul tipus Gentzen format per regles de la forma

{Tit ¢; : i €I}
'+¢ (@)

on I';, I' sén subconjunts de férmules, ¢ és una férmula i I és un
conjunt finit. Es ficil veure que la definicié donada en [FV3] és equivalent

a la segiient:

5.4 DEFINICIO. L = (A, C) és model d’un calcul de tipus Gentzen
si per cada regla del tipus (G) i Vh € Hom(Zo,2A) h(4;) € C(h(T;))
Vi € I implica h(¢) € C(h(T)).

~ Com que Fo és absolutament lliure els homorfismes de Fo a U
s6n substitucions de les férmules de Form pér elements d’ A , per tant
L = (%, C) és model d’una presentacié segons la definicié anterior si

C satisfa les regles al substituir formalment les férmules per elements

dA.

5.5 TEOREMA. L = (A, C) és model de la presentacié donada en 5.3
siinoméssi L és LMT.

DEMOSTRACIO: El primer axioma, debilitacié, tall i la definicié de de-
mostracié equivalen a que C sigui operador clausura finitari. El segon
axioma és (L’6), les regles estructurals juntament amb (A F) i (F A)
equivalen a (L’1), juntament amb (V) i (F V) equivalen a (L’2) etc...
1 pel teorema 5.1 L és LMT. W

5.6 TEOREMA. La logica (2,ts) és la minima LMT sobre 2.
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DEMOSTRACIO: (%,Fg) és LMT pel teorema 5.5. Per tal de veure que
(2,Fs) ésla minima LMT sobre 2 cal comprovar que si C és un altre
operador clausura tal que (A, C) és LMT aleshores VX CA Vz e A
si X kg z aleshores £ € C(X). Suposem X finit i ! la longitud de
la demostracié del seqitent X F 2, si [ = 1 aleshores {z} = X o
z = yV -y per certt y € A iper (L'6) z € C(X). Si suposeu
el resultat cert per tota demostracié de longitud ! — 1 i suposeu, per

exemple, que ’iltima regla aplicada és:

Y,a,btF

(AF) XFax

(X serd YU {aAb}).

Com que Y,aq,btF z tindra una longitud menor que [, =z € C(Y,a,b) i
per (L’2) és C(Y,a,b) = C(Y,aAb) = C(X). De la mateixa manera es

procedeix en els cassos restants. ll

5.7 COROL.LARI. Si % és AMT aleshores tg coincideix amb I'opera-

dor associat al sistema clausura de tots els filtres. B

5.8 TEOREMA (CoMPLETESA). (A,Fs) = Lyn(A), és a dir, Fg=
= Cym .

DEMOSTRACIO: Pel corol.lari 4.5 i el teorema 5.6. B

En particular sobre I’algebra de les férmules tenim L g = L4,,(F0) .
5.9 COROL.LARI. Per VI' C Form i V¢ € Form
TFs¢ ¢ Vh € Hom(Fo,Mym) ML) < h(¢) o sigui
h(¢) € F(A(T)).

DEMOSTRACIC'): Es una conseqliéncia del teorema de completesa que
I'ks ¢ o ¢ € Cyn(l) =AY F:); h € Hom(Fo, Mym), A(T) C F;}
ssi Vh € Hom(Fo,Myn) A(I') C F; implica h($) € F;. Aquesta
ultima condicié equival a A A(T") < h(¢) doncs:

Si (I) = {1} = Fi N F, aleshores h(¢) € FiNF, = {1} i és

66



ART) = h(¢) =1.

Si h(I) = F, aleshores AR(T) = a i com que h(¢) € Fy
A R(T) < h(¢) . De manera semblant es tracta el cas h(I') = F3.

Si 0 € h(T), 0= Ahr(T) < h($) trivialment. B

Si 2 és una algebra del mateix tipus que Fo, FF C A és un
filtre per a Lg (Lg-filtre) si I' kg ¢ implica que per qualsevol
h € Hom(Fo,A) si h(T') C F aleshores h(¢) € F VI'C Form, ¢¢€
€ Form. Una matriu per a Lg és una parella (%, F) on A és una
algebra del mateix tipus que o i F és un filtre per a Lg. Una familia
de matrius M; = (Ql,',Fi) és una semantica de matrius per a Lg
si VI¢ T ks ¢ siinoméssi YVh € Hom(Fo,%;) h(T) C F' =
h(¢) € FiVi. El corol.lari 5.9 demostra que la familia formada per les
dues matrius (Mypm, F1) 1 (Mym, F2) és una semantica de matrius per
a Ls. La proposicié segiient demostra que amb qualsevol de les dues
matrius (per exemple la primera) ja és té una semantica de matrius per

alg.

5.10 PROPOSICIO. La familia formada unicament per la matriu

M = (Myy, F1) és una semantica de matrius per a Lg.

DEMOSTRACIO: Pel corol.lari 5.9, si I'tg ¢, h € Hom(Fo, My4,,) amb
h(I) C Fy aleshores h(¢) € F(h(T') = F;.

Per demostrar el reciproc, suposem que VYh € Hom(Fo, My,,) A(T) C

C F1 = h(¢) € F1 ique T'lf ¢, aleshores degut al fet que (My,,, Fy)
i (Mym, Fy) sén una semantica de matrius Ih € Hom (™A, M) tal
que h(I') C F3 i h(¢) ¢ Fp. Considero ara 'automorfime, k, de
Mym definit per k(0) = 0,k(1) = 1,k(a) = b i k(b) =a; koh €
€ Hom(A,My,), koh(T') C F; ien canvi ko h(¢) ¢ Fi, contradic-
cié.

5.11 PROPOSICIO. La familia de les matrius {(2,P); A€ AMT, P €
€ P} és una semantica de matrius per a Lg.

DEMOSTRACIO: =) Pel lema 4.1 3k € Hom (U, My,,) tal que P =
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= k7Y(Fy). Suposeu que existeix h € Hom(Fo,A); k(') € P i
h(¢) ¢ P, aleshores koh(I') C Fy ien canvi koh(¢) ¢ F;. Com que
koh € Hom(2A,My), per 510 Ti/s ¢.

(< Per ser Fy un filtre primer i (M4, F1) una semantica de matrius

per a Lgs. M

Com és facil veure a partir de la demostracié anterior, qualsevol
familia de matrius formada per AMTs i filtres primers que continguin

la matrius (Mym, F1) és una semantica de matrius pera Lg.

5.12 COROL.LARI. La familia de matrius {(%,F); A és AMT i F € F}

z \ . .
és una semantica de matrius per a Lg.

DEMOSTRACIO: Suposeu que F = (\P; P, € P, "'tg ¢ i h €
€ Hom(Jo,U) tal que h(I') C F, aleshores A(I') C P; Vi d'on
h(¢$) € P; Vi iper tant h(p) € F. W

En general la familia formada per una inica AMT i un filtre no és
una semantica de matrius pera Lg,nohoésfinsi tot si exigim que el fil-
tre sigui primer; efectivament, és suficient considerar la matriu (B2, {1})
i recordar que a + Cla no és teorema de Lg i que a pesar d’aixd, si
h € Hom(§o,B,) aleshores h(a) C {1} = h(Oa) C {1}. Tampoc
és suficient éxigir que el conjunt distingit en la matriu sigui un filtre
primer no obert; efectivament, considereu la matriu (Msm,, {a,1}) i el
seqient a A—a F BV-f, no demostrable en Lg; VA € Homn(Fo, Ma,,)
hlaA-a)=1= h(BV-B)=1 pel fet que M3, satisfd la desigualtat
alA-a< BV-B.

En definitiva, només es pot demostrar la seglient

5.13 PropPosICIO. Sigui & AMT sigui {1,c,d,0} C A el conjunt su-
port d’una subalgebra d’®d isomorfa a M4, isigui T un filtre amb

c€T id¢ T aleshores {(A,T)} és una semantica de matrius per a
Ls.

DEMOSTRACIO: Per 5.10 és suficient demostrar que Vh € Hom(Fo, )
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R(T) C T = h($) € T & Vh € Hom(Fo, Mym) h(T) C F1 = h($) €
€ Fi. ’

=>) Sigui s la injeccié de My, en A. Si b € Hom(Fo, Myy,) amb
h(T') C Fy, aleshores so h(I') C T i per hipdtesi so h(¢) € T d’on
h(4) € Fi. |

(<) Sigui h € Hom(Fo,A) amb h(I') C T isigui k € Hom(™A, Mym)
tal que k~1(Fy) = T, aleshores ko h(T') C F; d’on koh(¢) € Fy i
h(¢) e T.H

L = (2,C) és una matriu generalitzada (g-matriu) pera Lg
si i només si Lg < L(Fo), on L(Fo) és la logica projectivament gene-
rada des de L sobre Fo per Hom(Fo,U), o equivalentment si ' g ¢
aleshores h(¢) € C(h(T)) per tot h € Hom(Fo,A). Observeu que
L = (%,C) ésuna g-matriu pera Lg siinoméssi (A, F) pertot F€C
és una L g-matriu. El teorema de completesa déna el primer exemple
de g-matriu per a Lg, la logica L4, ; altres exemples els proporciona

la segiient proposicio:

5.14 PrRoPOSICIO. Si L és una LQMT aleshores és una g-matriu per a
Ls.

DEMOSTRACIO: Si L és LQMT pel teorema 4.2 L és generada pro-
jectivament des de L4, per D C Hom(2, Msy). Tinc per tant
que L(Jo) és projectivament generada des de L4, per {hoh';h' €
€ Hom(Jo,2),h € D} C Hom(Fo, My,,) i per tant Ls < L(Fo). N

El reciproc de la proposicié 5.14 és fals, la classe de les LQMT no

esgota totes les g-matrius per a Lg ja que:

5.15 COROL.LARI. Si L = (2, C) és una logica més fina que L' i L
és g-matriu per Lg aleshores L també ho és.

DEMOSTRACIO: Si T' kg ¢, aleshores h(¢) € C(h(T')) C C'(A(T')) per
tot h € Hom(go,U). M
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Veuré a continuacié quines de les propietats del teorema 5.1 satis-

fan totes les g-matrius,

5.16 PROPOSICIO. Si L = (¥, C) és g- matriu per L, aleshores satisfa
L’1, C(X,aVb) C C(X,a)NC(X,b) L3, L5, L’7, C(aA(bVc)) =
= C((aAb)V(aAc)) i C(maV-b) = C(—(aAb)) Va,b,cec AiVXCA

DEMOSTRACIS: Donats a,be Ai X CA,sigui a,€ Form, AC
C Form i h € Hom(Fo,%) tal que h(a) =a, h(B)=b1 h(A)=X.

En Lg tinc o,ftsaAB 1 aABFsa,B,1iperser L g- matriu,
h(a A B) =aAb e C(h(a), h(B)) = C(a,b) i h(a),h(B) € C(h(a A B))
o sigui a,b € C(a Ab) per tant C(a,b) =C(aAb), (L1).

En Lg és AjalsAjavVB i ABEs AaVp don h(A,aVp) €
€ C(h(A,a)) NC(h(A,B)) = C(X,a) N C(X,b) osigui C(X,aVd)C
C C(X,a)NC(X,d).

Per (L’3), tinc o kg =~a i =—a kg a en Lg d’on C(a) =
= C(—u—ua) . -

Per (L’5),com lFsa en Lg, a € C(0) Vae A don C(0) = A.

Per (L’7), en Lg és aA-atgaA-Oua i aAﬁDaI-saA—wa;
o sigui C(a A —a) = C(a A-0a).

Per la resta, observeu que en Lg és (maV ) Fgd ~(aAB) i
aAN(BVY)Fsi(aAB)V(aAy) Ya,B,v7 € Form .1

Com he comentat abans, tota sublogica d’una g-matriu ho és, i per
altra banda obviament una LQMT té sublogiques que no sén LQMT les
quals donaran exemples de g-matrius que no satisfaran alguna de les
propietats de 5.1. Demostro a continuacid, mitjancant contraexemples,
que les propietats de 5.1 que no estan recollides en la proposicié anterior

no sén necesariament satisfetes per tota g-matriu de Lg.

C(X,a) N C(X,b) C C(X,aV b) no és sempre certa, ja que si
considereu en My, el sistema C = {{1}, Myn}, C(a) N C(b) = Myp,
i ClaVvbd)={1} i (M4n,C) és g-matriu.
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(L’4) no és necessariament certa; sobre (M4m,C) amb
C={F1,Myn} tinc a € C(1) ien canvi -1 =0 ¢ C(-a).

Per refutar (L’6) considerem I’algebra de Boole de quatre elements,
B, = {0,1,a,—a} i tots els elements oberts. Si la pensem com AMT i
considerem el sistema clausura C = {1, B;}. La logica resultant és g-
matriu i en canvi, C(aV-Ua) = {1} 1 C(a)NC(-Oa) = B, . Observeu
perd que com que en Lg és kg @V =Oa tinc C(aV -Ua) = C(0),
perd al no tenir tampoc (L’2) aixé no implica C(a) N C(~0a) = C(0).

5.17 TEOREMA. Sigui L = (2,C) g-matriu finitaria per a Lg. Si IOVVEARg,,

satisfa VX CA i Va,be A é"f i %%%
(1) C(X,a)NC(X,b) C(X,aVb) i 32 & - g;
(2) a€ C(b) = —be C(—a). "o/?&?pe”me“_‘%)
aleshores L. és LMT. g—ww
MATEMATIQUED

DEMOSTRACIO: Per la proposicié anterior i el teorema 5.1, tenint en
compte que en preséncia de (L’2) (L'6) equival a C(aV-DOa) = C(0).H

5.18 TEOREMA. L = (2,C) és LMT si i només si és g-matriu finitaria
pera Lg i 6c és congruéncia.

DEMOSTRACIO: Per tal de veure que si L és g-matriu finitaria i 8¢
congruéncia aleshores L és LMT és suficient comprovar 5.17.11 5.17.2.
Si z € C(X,a) N C(X,b), per ser C finitari 3z € A tal que 2z €
€ C(zAa)NC(zAb) d’on C(zAaAz) = C(zAa) i C(zAbAz) = C(zAb)
i per ser fc congruéncia C((zAaAz)V(zAbA2Z)) = C((zAa)V(zADb))
o sigui que per 5.16 C(zA((aAz)V(bAz)) = C(zA(aVd)) i com que z
pertany al tancat de I’esquerra, z € C(X,aVb). Si a € C(b) aleshores
C(a Ab) = C(b) i per ser ¢ congruéncia C(—(a A b)) = C(-b) i per
5.16 C(=b) = C(=a V —b) = C(~a) N C(=bd), o sigui C(-b) C C(-a)
és a dir —b € C(—a).

Les proposicié 5.14 i 3.7 acaben la demostracié. W

5.19 ProPOSICIO. Si U és AMT aleshores (A, F) és la g-matriu per
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a Lg¢ més fina sobre %A .

DEMOSTRACIO: Si (2,T) és matriu per a Lg aleshores T és filtre
d’2U, doncs per (L’1) els Lg filtressén A-filtresiamés,si a€ T i a <
<b, beT doncssi a,B € Form i h € Hom(§o,%) tal que h(a)=a
i h(B)=0b, com que atgaVf, perser (A,T) matriu h(a) € T =
havpB)e T osigui a € T=>aVb=>beT. Com que (%,F) és
g-matriu i conté tots els filtres de ’algebra, és la g-matriu més fina. M

5.20 DEFINICIS. Una légica L = (%, C) és estructural si o(C(X)) C
C C(o(X)) pertot 0 € Hom(U,) itot X CA.

5.21 Proposici6 [BS]. Sigui L; = (%;,C;) per i = 1,2. Si Ly és
generada projectivament des de L, per Hom(®2l;,%;) aleshores Ly és
estructural.

Com que L g = L4n(S80) éslaldgica projectivament generada des
de Lyn per Hom(Fo,Mypy) tinc:

5.22 COROL.LARI. Lg és estructural. B

5.23 DEFINICIO. 6 congruéncia de ’dlgebra 2 és plenament invari-
ant si per qualsevol 0 € Hom(», %) i Vz,y € A (2,y) € § =
(o(z),a(y)) € 6.

5.24 PROPOSICIO. Si L = (A,C) és LQMT estructural aleshores 8¢
és una congruéncia plenament invariant.

DEMOSTRACIO: f¢ és congruéncia per 3.7, i per altra banda (z,y) €
€ 0c ssi C(z) =C(y) ssi ¢ € C(y) i y € C(z) ssi Vo € Hom(A,A)
o(z) € C(o(y)) i o(y) € C(o(z)) ssi (a(z),0(y)) € 6c.M

El segiient teorema demostra que la logica sentencial Lg només

té dues extensions propies que siguin alhora estructurals i LMT.
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5.25 TEOREMA. Hi ha exactament tres LMTs estructurals i no trivials
sobre Fo.

DEMOSTRACIO: Es un resultat conegut d’algebra universal que hi ha un
isomorfisme dual entre el reticle de les varietats d’algebres d’un determi-
nat tipus i les congruéncies plenament invariants de I’algebra dels termes
del mateix tipus (capitol IV de [C]). La varietat associada a 84m ésla
de les AMTSs ja que si p,q € Fo, aleshores (p,q) € 04y, si i només si
Cum(p) = Cym(q) siinoméssi Vh € Hom(Fo,My,,) h(p)=h(g) sii
nomsés si 'equacié p =~ ¢ és valida en 9My,, . L’'isomorfisme esmentat a
Pinici de la demostracié fara correspondre a les congruéncies plenament
invariants de [64,,, V] les subvarietats de les AMTs, que recordeu que
son les mateixes AMTs, les algebres de Boole i les ATL, per tant només
hihaen [f4m,V] tres congruéncies plenament invariants propies, que pel
corol.lari 4.18 es corresponen amb tres LMTs que sén respectivament les
projectivament generades per tots els homomorfismes de Fo a My, ,
M3 1 By (prenent en les tres dlgebres el sistema clausura de tots els

filtres) i per tant (proposicié 5.21) sén estructurals i a més sublogiques
de Ls. .

He vist que sobre L = (%,C) LQMT C(0) € CJ,, , és a dir que
si ¢ € C(D) aleshores O¢ € C(P). La presentacié d’aquesta propietat
sobre les logiques sentencials com una regla

Fs ¢
ks O¢

s’anomena regla feble de la necessitat i la seva lectura logica és que si

una proposicié és teorema (consequéncia d’un conjunt buit de férmules)
aleshores la necessitat d’aquesta proposicié també ho és. L’enfortiment
natural de C() € C},, és C(X) € C}, VX € A (o bé OC(X) C
C C(X)) que com a regla s’anomena regla forta de la necessitat
(N) la qual no restringeix la seva aplicacié als teoremes si no que es
aplicable a les consequéncies de qualsevol conjunt, aixi doncs la regla
forta de la necessitat és:

Alrgsd

W) zFso
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Les LQMTs no satisfan aquesta regla, per exemple en L4, es té que
a € C(a) iencanvi 0 =0a ¢ C(a).

El proxim objectiu és trobar les logiques que s’obtenen a P’afegir a
les LQMT la regla (N). Aquestes logiques les anomenaré logiques quasi
modal tetravalents normals (LQMTN).

5.26 DEFINICIO. Sigui L = (A,C) LQMT amb base £ i sigui D el
sistema clausura generat per €t = {P N &(P); P € £}. Anomeno
Iogica quasi modal tetravalent normal a la logica LY = (,D). Si D és
finitari diré que LY ésldgica modal tetravalent normal (LMTN).

El sistema clausura D és 'introduit en la proposicié 3.22 com ct.
Com que OCH(X) C C*(X), les LQMTN satisfan (N). Aixi donecs,
sobre cada L = (2, C) tinc dues logiques associades, L* = (2+,C™)
i LV = (2%,C1) amb el mateix sistema clausura. Els enunciats que

segueixen s6n el resultat d’un estudi paral.lel al fet per les LQMT referit
ara a les LQMTN.

5.27 TEOREMA (DEL BILOGIC). Per una logica LY = (2, D) sén equi-
valents:

(1) LN =(,D) és LQMTN;
(2) Existeix un morfisme bilogic entre LY i L' = (U', F")
on ' ésuna AMTi F' és un sistema clausura generat

per una familia de filtres oberts maximals (maximals
dins dels filtres oberts).

DEMOSTRACIO: (1) = (2) Per definicié existeix una LQMTN L =
= (2, C) talque C* = D. Pel teorema 3.7 existeix un morfisme bilogic,
m,entre L i L"” = (A", F") on A" és AMT i F" estd generada per
una familia de filtres primers @ -tancada, £€". Si prenc F' igual al
sistema clausura generat per &' = {PN&®(P); P € £"}, aleshores 7 és
també un morfisme bildgic entre LY i L' = (A", F'). Com que &' estd
formada per filtres oberts maximals (pel corol.lari 4.21) la demostracié

estd acabada.
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(2) = (1) Pel corol.lari 4.21 la familia de filtres oberts maximals
&' que genera F' és un subconjunt de {PN@®(P); P € P} (P ésel
conjunt de tots els filtres primers d’2). Si sobre ' considero el sis-
tema clausura F'" generat per la familia ® -tancada £ = {P € P; PN
N®(P) € £'} aleshores L" = (A',F") és LQMT i genera projectiva-
ment a partir del mateix morfisme bilogic una logica L = (%, C) que
serd LQMT (proposicié 3.5) i que tindra per base £ = {z~!}(P); P €
€€&"}. Comque € = {x~Y(P)N®(r~1Y(P)); Pe&"}={r"Y(T); T €
&'} és una base de D he acabat. B

La condicié de maximalitat en la segona equivaléncia del teorema
anterior és necessaria; considereu '’exernple de la logica L formada per
lalgebra de Boole de quatre elements amb els sistema clausura C =
= {{1},{1,a,7¢a,0}} i amb Uz =z Vz. La identitat és un morfisme
bilogic que satisfa 5.27.2 si excloc la condicié de maximalitat de la base,
doncs C no té cap base de maximals, i en canvi L no és LMTN doncs
en general sobre una algebra de Boole al ser ®(P) = P per qualsevol
filtre primer P tota LMTN és LMT i a l'inrevés; el sistema clausura
anterior no fa de ’algebra de Boole de quatre elements una LMT, ja que
la relacié que té associada no és congruéncia doncs identifica 0 i a ino

identifica les seves negacions.

Com és natural, si la logica normal és finitaria el morfisme bilogic
ha de ser entre ella i una altra logica finitaria. El segiient resultat és

consequeéncia immediata del teorema anterior i del teorema 3.8:

5.28 TEOREMA. Per una logica LN = (2, D) sén equivalents:

(1) LY =(2,D) és LMTN; ,
(2) Existeix un morfisme bildgic entre LV i L' = (™A', F)
on A' ésuna AMT i F' sdn tots els filtres oberts. l

5.29 PROPOSICIS. Si LN és LQMT amb base £, aleshores VT' € £7,
dh € Hom(™A, Myy); T =h71({1}).

DEMOSTRACIO: T és de la forma PN ®(P) per algun P € £, per la

75



proposicié 4.1 existeix h € Hom(2A, Myp,) tal que P = h~1(Fy) d’on
&®(P) = h™Y(F,) ipertant PN®(P)=hr"Y(F NEF)=~r"1({1}).1

Anomeno L4,y ala LMTN definida sobre My, és a dir ala que
té per sistema clausura {1, My,,}. Tinc l’analeg del teorema 4.2 referit

a les logiques normals:

5.30 TEOREMA. LY = (2,D) és LQMTN si i només si existeix H C
C Hom (U, Mym) que genera LN projectivament des de Lymn -

DEMOSTRACIO: Si LY = (2,D) és LQMTN aleshores existeix . L =
= (™,C) LQMT amb C* = D. Pel teorema 4.2 existeix H C

C Hom(2A,9M4,n) que genera projectivament L. des de L4, i per tant
LY des de Lymn -

El mateix teorema 4.2 demostra que qualsevol H C Hom(2A, Myn,)
genera projectivament una LQMT L = (%, C) des de L4n , i per tant
des de Lymn generard LY = (%,C*) LQMTN. H

5.31 Proposic1é. L’aplicacié

N : {LQMT sobre A} — {LQMTN sobre A}
L=(%C) — LY =(CH)

és bijectiva.

DEMOSTRACIO: Per la definicié de LQMTN Paplicacié N és epijectiva.
Si L # L' aleshores existixen, per exemple, P i ®(P) que estan en la
base de L ino en la base de L', perd aleshores PN ®(P) estard en la
base de LY ino en la base de L'V (doncs pel corol.lari 4.22 no pot ser
PN®P)=P N&P') amb P# P' i &(P) # &(P'))don L # L'

pel fet que les bases estan formades per elements maximals. l

Si la familia d’homomorfismes que genera L = (2,C) és adequada
per obtenir una logica finitaria aleshores també fa que LY = (,C*)

sigui LMTN, doncs el fet que C sigui algebraic implica que Ct també
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ho sigui (es segueix facilment del teorema 1.5). La seglient proposicié
demostra que el conjunt { LMT sobre 2} és un reticle, que és isomorf a
{LMT sobre 2} i en particular estableix el fet que si C¥ és algebraic,

aleshores també C ho és.

5.32 Proposicid. L’aplicacidé

N : {LMT sobre %} — {LMTN sobre %}
L=(0C)—LY=(Ch

és un isomorfisme de reticles.

DEMOSTRACIO: Si L = (A,C) és LMT alehores LY és una logica
finitaria. Per altra banda si LY és LMTN aleshores LT = (A%, C%)
és obviament finitaria i també classica. Pel teorema 1.30 Ct = {T €
€Ct ; CH(0) C T} don C={T € Cyqm; C() C T} jaque els tancats
oberts d’aquest conjunt sén els elements de C* (per 4.9.1 C*(§) =
= C(§)) i per la proposicié anterior només hi ha un sistema clausura
amb aquesta propietat. El fet de ser C algebraic (teorema 4.6) completa

la demostracié que N és una aplicacié bijectiva.

Per tal de demostrar que N és morfisme de reticles és suficient
comprovar que si L; = (%,C;) (: = 1,2) sén LMT aleshores
(C1 ACy)T =Cf A cfi(C;veCy)t=Cfv C;" amb la qual cosa
també es demostra que { LMTN sobre A} és un reticle. Pel fet de ser
(A,C1VC,) i (A, C1AC,) LMTs, (™A+,(C1VCy)*) i (A, (C1AC)T)
sén 1ogiques classiques. Per altra banda, pel fet que L; = (A+,C})
(¢ = 1,2) siguin logiques classiques també ho sén (A+,CHACY) i
(AF,Ct v CF) (vegeu el comentar després de 3.13) i per acabar la de-
mostracié és suficient comprovar que (C}V CF)(0) = (C1V Co)*H (D) i
(CT AC3)(0) = (C1ACy)*(B) perd

(CT vV C3)(0) = CL.(CT(0) N CF(B)) = Can(CH(B)NCF (D)) =

= Cyn(C1(0) N C2(B)) = (C1 V C)(B) = (C; VC)T (D) i

(CT ACT)(0) = Cf(9) N CF(9) = C1(8) N C2(B) = (C1 A C;)(0) =
= (C1 A C2)*(0)
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pel fet de ser CF(#) = C;(#) (i = 1,2) i CJ,.(0X) = Cun(X) si
[0X C X (que es dedueix facilment de 3.2.2 pel fet de ser CJ,,(OX) =
= Cl,(X))H

5.33 ProPOSICIS. LY = (2,D) és LMTN si i només si 3X C A tal
que D = C} .

DEMOSTRACIS: Si LN és LMTN aleshores D = C* per cert operador
C sobre 2 i L = (%A, C) és LMT (proposicié anterior) d’on C = Cgyyp)
. _ + .

El reciproc és per definicié de LMTN i pel fet que Cx (i per tant C} )

és finitari. B

Si anomeno L4mn(2) a la logica projectivament generada des de
Limn per Hom(2, Myy,) tinc:

5.34 PROPOSICIO. Lymn(2A) ésla LQMTN més fina sobre 2, i a més
és finitaria i per tant és també la LM'TN més fina sobre 2.l

Observeu que la mera adjuncié de la regla (N) com un nou seqtient
als de la defincié 5.3 no déna un calcul per a L4,N ja que, com és prou
conegut, (A Fg) i (Fs A) equivalen a PD i Lypn no té aquesta pro-
pietat (en PAMT lliure resultat de fer el quocient de Form per la relacié
associada a CJ.. lequacié [J(aV b) = Oa vV b no és sempre valida).
El fet que 'operador Ct d’una LMTN estigui associat a 1’'operador C
de la respectiva LMT per la relacié C* = C o [J motiva la segiient

5.35 DEFINICIO. Anomeno Lsny = (Fo,bFn) a la logica definida sobre
So per A b ¢ siinomés si existeix Ny finit, Ay C A tal que
OA¢ - ¢ és derivable en el calcul de seqiients de L g de la definicié 5.3
per AC Form i ¢ € Form.

5.36 TEOREMA. (2, Fy) és la minima LMTN sobre 2.

DEMOSTRACIO: Per definicié X Fy = siinoméssi (X g z siinomés
si £ € C4m(0OX) = Cf,(X) i com que Cyp déna lloc a la LQMT
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més fina, C;"m déna lloc a la LQMTN més fina, que en particular és
LMTN. R

5.37 COROL.LARL. Lsy = Lsmn(Fo) i Ly = (Lg)V.

DEMOSTRACIO: Pel teorema, 5.36, la proposicié 5.34 i el teorema 5.8 l

Puc enunciar resultats analegs als de les proposicions 5.10, 5.11
i 5.13 referents ara a les semantiques de matrius per a Lgy; les de-

mostracions sén similars a les ja fetes.

5.38 PROPOSICIO. La familia de matrius {(2,{la)} és una semantica
de matrius per a Lgy.H

5.39 PROPOSICIO. La familia formada unicament per la matriu
{(M4m,{1})} és una semantica de matrius per a Lsy. M

5.40 PrRoOPOSICIO. Sigui A AMT i {0,¢,d,1} C A el conjunt suport
d’una subalgebra d’2 isomorfa a My, 1sigui T € P amb c € T
i d ¢ T, aleshores la familia {(2,T N ®(T))} és una semantica de
matrius per a Lgy.H

A continuacié introdueixo breument els conceptes de logica alge-
brizable ([BP2]) i de logica protoalgebraica ([BP1]) i comprovo que les
logiques Ls i Lsny sén protoalgebraiques, i que la segona, a més, és
algebrizable mentre que la primera no.

5.41 DEFINICIO ([BP2]). Sigui K una classe d’algebres del mateix
tipus. |=K és la relacié que es compleix entre un conjunt I' d’equacions
i una equacié ¢ = ¢, simbolicament T' =k ¢ & v, si i només si per
qualsevol 2 € K i tota interpretacié @ de les variables de T'U {¢ = v}
com a elements d’% ¢*(a) = n*(@) per tota ¢ &~ n € T implica
$%(a) = »%(@) (on ¥*(@) és l'element d’% resultant d’interpretar les
variables de v per a ).
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5.42 DEFINICIO ([BP2]). Sigui L = (Fo,t) una logica estructural i
K una classe d’algebres. K és una semantica algebraica per a L
si existeix un nombre finit d’equacions 6;(p) = €;(p), ¢ <n amb una

variable lliure p tal que per tota ' U {¢} C Form ipercada j <n
I't ¢« {[6:[4/p] ® eilp/p] : i <n ¢ €T} = 65(8/p] = €[¢/p]

(On &;[¢/p] és la férmula obtinguda a partir de é; canviant totes les
aparicions de p per ¢ ).

El conjunt {6; = €;, 1 < n} s’anomena conjunt d’equacions definitories
per F i K.

5.43 TEOREMA ([BP2]). Sigui L = (Fo,l) una ldgica estructural, K
una classe d’lgebres i 6;(p) ~ €;(p) un sistema d’equacions en una

variable. Sén equivalent:

(1) K és una semantica algebraica per a L amb equacions
definitories 6;(p) ~ e;(p).
(2) Laclasse M = {(2, Fj~¢) : % € K)} és una semanti-
- cadematriuspera L on F§¥  ={a€ A : §%a) =
= e%(a)}. M

5.44 PROPOSICIO. La varietat de les AMTs és una semantica algebraica

per a Lgn amb equacié definitoria p~T on T =-1.

DEMOSTRACIO: Si 2 ésuna AMT qualsevol aleshores FE~' = {14} i
per la proposicié 5.38 la familia de matrius (2, {1%}) és una semantica
de matrius per a Lgy la qual cosa equival, pel teorema 5.43, a dir que
la varietat de les AMTs és una semantica algebraica per a Lgy amb
equacid definitdria p~ T.1

5.45 DEFINICIO ([BP2]). Sigui L = (Fo,+) una ldgica estructural i K
una semantica algebraica per a L amb equacions definitories
{6: ¥ e i< n}. K ésunasemintica algebraica equivalent per a
L si existeix un sistema finit Aj(p,q) amb j < m de férmules amb dues

variables tal que per qualsevol equacié ¢ = 1 iqualsevols j <m,i <n

(1) R Yk 6i(0AY) = ei(dAj) ;
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(2) Sl(dAjp) m ei(dAjY) Fr dm P
El conjunt Aj, j < m s’anomena sistema de férmules d’equivalencia

pera L i K.

5.46 DEFINICIO ([BP2)]. Una logica L = (Jo,t) és algebrizable si

té una semantica algebraica equivalent.

El corol.lari 4.8 de [BP2] estableix que una condicié suficient per a
que una logica L = (2, ) sigui algebrizable és que existeixi un sistema
A; 0 < i< n deférmules en dues variables que satisfaci per tot : < n:

1) FéAig;
i)  GAip - YA
i)  dAip,pAiv F dAiv;
iv)  oAitho, . Pn—1AitPn—1 F W(Bo, ., Pr—1)Aiw(Po, -, Pn-1)
per cada conectiva w d’ordre n;
V) ¢, gAML
vi) ¢,k dAY.
En aquestes condicions, A; i p & pA;p sén les férmules d’equivaléncia

i les equacions definitories respectivament.
5.47 TEOREMA. Lgy és algebrizable prenent A = {t}.

DEMOSTRACIO: Cyyp i C;"m sén els operadors clausurade Lg i Lgn
respectivament, com que Cfm(X ) = Cypn(OX) tine X by ¢ sii
només si [1X Fs ¢ siinomés si per tot h € Hom(Fo,Myy) h(é) €
€ F(h(OX)) = F(OAX)) = F*(h(X)). Si h($) = @, h($) = B i
h(v) = v aleshores i), ii) i iii) equivalen a afa =1, atf=81t«
i (atB)A(Bty) < (at?) que apareixen en 'apartat A de la de-
mostracié 2.19. iv) es redueix a comprovar les equacions que apareixen
en 'apartat B) de la mateixa demostracié. v) i vi) sén consequéncia del
fet que OaA(afd) <bi OaAOb < aibd que es poden comprovar
immediatament a partir de la taula de . Per tant {{} és la férmula

d’equivalencia i p = (p { p) P'equacié definitdria. H

En la demostracié he usat el fet que a8 és obert en My,, i que
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en Lgs tenen les mateixes consequéncies [J¢ i [J(LJ¢) per qualsevol
férmula ¢ (degut al fet que en una AMT 02 = [J). Observeu que
pxptpip=x T sbén equivalents sobre la classe de les AMTSs en el
sentit que per qualsevol interpretacié de la variable p com un element
a d’'una AMT, o = afa siinoméssi a =1 (1és la interpretacié
de T en ’AMT), per tant ’equacié definitoria de L gy la puc escriure
prRT.

Observeu que pel fet de ser a 18 = O(a 1 B) les condicions i),
i1), iii) i iv) es compleixen posant tg en lloc de Fn. També és cert
que ¢, 1 ks ¢p doncs per 2.17 (af f) Ao = (af B)A B o sigui
(a1 B)AB < a, perd en canvi ¢, s ¢ 11 no és cert doncs en My,
és 0=1%a ¢ F(aAl)={a,l1}, de fet:

5.48 PROPOSICIS. Lg no és algebrizable i per tant en particular la

varietat de les AMTs no és una semantica algebraica equivalent per a

Ls.
~ Per a la demostracié necessito la definicié d’operador de Leibniz:

5.49 DEFINICIO. 8 € Con(2) és compatible amb F C A si a€ F i
(a,b) € 0 implica a € F. La congruéncia de Leibniz en ¥ sobre F,
QuF , ésla més gran congruéncia d’? compatible amb F . L’operador
de Leibniz, Qg és I'aplicacié de P(A) en Con(2) que associa a cada
F C A la seva congruéncia de Leibniz.

DEMOSTRACGIO: Pel teorema 5.1 de [BP2] una quasivarietat K és una
semantica algebraica equivalent per a Ls si i només si per a qualsevol
algebra A Poperador de Leibniz Qg és un isomorfisme entre els L g -
filtres d’?A iles K- congruéncies d’2. Considereu 1’algebra My, i
recordeu que només té dues congruéncies, la identitat i Vg, . Fy i
F, sén Lg-filtres i Qu(F) = Qu(F,) = Ay, , la identitat, és a dir
{1y no és injectiva. M

5.50 DEFINICIO ([BP1]). Sigui I' C Form. Dues férmules a i 3 sén

I - equivalents si per qualsevol v € Form i per qualsevol variable x
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de v es té T'+ v[a/z] siinoméssi T'F 4[G/z].

Intuitivament, dues férmules sén T -equivalents si no poden ser

distingides des de I'.

5.51 DEFINICIO ([BP1}]). Dues férmules a i B sén I -interderiva-

bles si I'yaF 8 siinoméssi I, a.

5.52 DEFINICIO ([BP1]). Una logica (So,t) és protoalgebraica si i no-
més si per tot. I' C Form , qualsevol parella de formules I'-equivalents

g6n T -interderivables.

Es demostra en [BP1] que tota logica algebrizable és protoalge-
braica, per tant Lgy ho és.

En el lema 2.9 de [BP1] es demostra que una condicié necessaria
per a que una logica (§o,F) sigui protoalgebraica és que existeixi un
nombre finit A;(z,y) ¢ =0,...,n — 1 de férmules en dues variables

que satisfacin les seglients propietats:
i) FAie/z,afz], i=0,...,n—1;
i)  a,{Aifa/z,B8/y]:1=0,...,n—1}}F B
per qualsevol «,8 € Form. Posteriorment, W. Blok ha provat que

aquesta condicid és suficient si admetem A # § (comunicacid al seminari

de logica).
5.53 PROPOSICIO. Lg = (Fo,ts) és protoalgebraica.

DEMOSTRACIO: A(z,y) = = t y satisfa les dues condicions anteriors,
doncsen My, és ztz=11zA(zcty)<y Vz,y€ My, per2.174
i2.17.7.1

Les AMTS sén un exemple de logiques protoalgebraiques i au-
toextensionals (la relaci6 associada al sistema clausura és congruéncia)
i que en canvi no sén algebrizables. Sén també un exemple de logiques no
algebrizables que tenen associades una classe de logiques (les normals)

que si sén algebrizables, situaci6 similar (perd dual) a la que es produeix
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en les algebres de Lukasiewicz infinit-valents estudiades per T.Torrens 1
V.Verdi, aquestes légiques sén algebrizables (amb semantica algebraica

equivalent les algebres de Wajsberg) i tenen una versié feble no algebri-
zable.

Les logiques més estretament relacionades amb les AMTs sén les
LMTNs (les més febles) i potser sén les logiques que més propiament
haurien de denominar-se LMTs, pero aleshores les logiques fortes hau-
rien de ser anomenada LMTs no normals, denominacié sens dubte ade-
quada perd incomoda, per tant, com heu vist, he preferit afegir 'adjectiu

"normal” a les 10ogiques febles en lloc de "no normal” a les logiques fortes.

Per acabar voldria comentar que el calificatiu "modal” en el nom
de les logiques estudiades és degut més a la intencié de batejar a les
logiques amb un nom semblant al de les AMTs que a la idea de destacar
un discutible caracter modal de les 1dgiques, discutible perqué 'operador
modal és veritatiu funcional; el seu valor de veritat estd completament

determinat pel valor de veritat de I’expressié a la que afecta.
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