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I N T R O D U C C I O 

El maxc algebraic en qué es sitúa la memoria (excepte el darrer 
capítol) és l'introduít per Brown i Suzko a [BS], marc que gira entorn 
la definició de lógica abstracta; una lógica abstracta L és una parella 
(21, C) formada per una algebra abstracta 21 i un sistema clausura C 
sobre A , conjunt suport d' 21. La noció clássica de lógica com un con-
junt de formules ben formades sobre les que es té un conjunt d'axiomes i 
unes regles d'inferéncia queda així com un cas particular, prenent com 21 
el conjunt de formules ben formades i com C la familia de subconjunts 
d' A que contenen els axiomes i son tancats per les regles de dedúcelo. 
Els elements de C s'anomenen tancats, si bé A. Monteiro i els seus 
seguidors els anomenen sistemes deductius. 

La noció de lógica abstracta té l'encert de tractar la part al
gebraica, 21, i la part lógica, C, d'una lógica com un únic objecte 
matemátic, i a mes obre un ampli camp investigador a l'intentar rela
cionar classes de lógiques abstractes amb classes d'álgebres. El primer 
treball en aquesta línia és l'estudi de la relació entre lógiques classiques 
(abstractes) i algebres de Boole fet per Blom i Brown a [BB], i a ell 
han seguit una Uarga Uista d'estudis del mateix tipus d'entre els que cal 
destacar, per la seva influencia sobre aquesta memoria, els realitzats per 
J.M. Font i V . Verdú sobre la lógica deis reticles distributius, les lógiques 
de De Morgan i les lógiques modals S4 i S5. 

L'objectiu de la present memoria, que també va en aquesta línia, 
és la definició i l'estudi, el mes complet possible en aquesta perspectiva, 
d'una classe de lógiques que he anomenat lógiques modal tetravalents 
(LMTs) . Les LMTs son \m tipus de lógiques modals (amb operador 
modal • ) sobre lógiques de De Morgan (i per tant tetravalorades) que 
mantenen ima estreta relació amb la varietat de les algebres modals 
tetravalents (AMTs) . 

Les A M T s teñen el seu origen en l'estudi de la independencia de 
la presentado de les algebres de Lukasiewicz trivalents (ALT) que es fa 



a [Mo]. Mes concretament, les A M T es poden definir com retidas de 
De Morgan amb un element distingit (el máxim , 1, o el mínim 0) i una 
operado unaria ( • ) caracteritzada per dues equadons: 

(1) -"Da A a = -la A a; 

(2) Da A -la = 0. 

Si s'afegeix l'equació 

(3) -^•-.(a A 6) = - n D - . a A -^O-^b 

(que sobre una A M T equival a la Uei de Kleene a A-^a < bV ->b) s'obté 
una ALT. 

Les AMTs han estat extensament estudiades per Isabel Loureiro a 
la seva tesi [Ll] i en els altres artides que apareixen en la bibliografía. En 
el capítol segon repassaré els resultats generáis sobre aqüestes algebres 
i establiré nous resultats que usaré en capítols posteriors. Anomenaré 
9K4 a l'álgebra de De Morgan de quatre elements sobre el reticle 

a 

amb (-la = a,-ib — 6,-il = O,-"O = 1 ) . genera la varietat de 
les algebres de De Morgan, i si sobre ella defineixo l'operador • com 
• 1 = l , D a = = DO = O obtinc una A M T , que anomenaré , 
que genera la varietat de les AMTs. 

Sobre les AMTs L Loureiro hi defineix una operado binaria, —>, 
per a —> fe = -lOa V fe ; demostra que satisfá el teorema de la deducció i 
que els filtres de reticle tancats per l'operador • (filtres oberts) també 
son tancats per Modus Ponens respecte —> (en el sentit que si a ^ fe 
i 6 pertanyen a un mateix filtre obert aleshores 6 també hi pertany), 
és a dir son els "sistemes deductius" associats a —> i a la regla Modus 
Ponens. A pesar que no és un deis objectius de la memoria l'estudi 
de les implicacions sobre les AMTs, la implicado anterior ha motivat 
l'elecció del tema d'aquesta memoria. Efectivament, l'origen de l'estudi 



de les LMTs cal comengar-lo a buscar en els treballs de J.M. Font i V. 
Verdú, especialment en [FV2] on els autors obtenen una caracterització 
de les lógiques modals L = (2l,C) tant sobre lógiques clássiques com 
sobre lógiques intuicionistes, de tipus S4 i S5 (de tipus S4 en les quals 
• p V •-••p és teorema). En aquesta caracterització es consideren dues 
lógiques associades a L , L " = {^~,C) i L + = (2 l+ ,C+) ( C + = 
= { T € C; D T C T } , on L ~ és la paxt no modal de la lógica (clássica 
o intuícionista) i 21+ és un reducte adequat de 21 que fa que la relació 
d'equivalencia associada a C"*" sigui congruencia, i s'estableix que els o-
peradors C i C"*" (associats a C i C"*" respectivament) satisfan 
C"*" = C o • i, que peí cas S5, L"*" sempre és clássica independentment 
de com sigui L~ . Situat en aquesta línia d'estudi J.M. Font durant una 
estada a Lisboa amb I. Loureiro, va comprovar que la implicació de les 
AMTs satisfá la Uei de Peirce (({a b) —* a) a = 1) i que per tant 
la lógica associada a ella i ais seus sistemes deductius (que resulta que 
correspon a la lógica L"*" de mes amunt) és clássica. Aquesta observació 
va donar peu a considerar que les AMTs son els models algebraics d'una 
classe de lógiques modals de tipus S5 sobre algebres de De Morgan i a 
iniciar un estudi en aquesta línia comengant per definir de forma ade-
quada l'operador • que cal afegir a les lógiques de De Morgan per tal 
s'obtenir una lógica com les desitjades, és a dir una lógica que generalitzi 
la lógica formada per tuia A M T i tots els seus filtres. 

La motivado de la definició de LMT neix de la demostració de la 
proposició 4 de [FVl] que en la memoria correspon a la proposició 4 .1. 

Aquesta motivació es basa en suposar que de la mateixa manera que el 
quocient de l'álgebra suport d'una lógica de De Morgan per la relació 
associada a la familia { P , $ ( P ) } d'elements de la base és una subálgebra 
de 9JÍ4, el mateix quocient prenent ara l'álgebra suport d'ima L M T 
hauria de donar una subálgebra de 93^4^ . En aquesta subálgebra (com 
en el cas de De Morgan) P D # ( P ) será el máxim i A\(Pn $ ( P ) ) el 
mínim (i si son no buits, P \ $ ( P ) i $ ( P ) \ P els altres dos elements). 
La definició de • ha de ser adequada per que la relació associada a 
la familia sigui congruencia i per qué al passar l'operador al quocient 



(el designo igual) es tingui D i = 1 i = Da = DO = O; aqüestes 
darreres propietats s'obtenen exigint que: 

(1) P n $ ( P ) sigui tancat repecte • ; 
(2) A \ (P n $ (P) ) sigui tancat repecte • i 
(3) Dx e P <^ Ox e $ (P) Wx e A i per tot P de la 

base. 

Efectivament, la primera propietat assegura que DI = 1 , la segona que 
1 ^ {Da,Db,DO} i la tercera que Da a,Db b,na jí b i •& ^ a . 

És fácil veure que aqüestes propietats fan que la relació d'equiva-
léncia associada a {P, $ ( P ) } sigui congruencia i a mes que DI = 
= l , D a = = DO = O, és a dir que el quocient és una subálgebra de 

Les dues primeras propietats equivalen a 

(4) X ePn $ (P) <^nx ePn # ( P ) Wx EAÍ per tot P de la base 

que jvintament amb (3) determina com ha de ser • sobre una lógica de 
De Morgan per obtenir una lógica com la que vuU estudiar. 

Per tant definiré una LMT com una lógica de De Morgan amb un 
operador unari • que satisfá les propietats (3) i (4) anteriors. Seguint, 
pero, el camí de [FV2] també es poden caracteritzar les propietats de 
l'operador • que cal afegir a una lógica de De Morgan per obtenir una 
LMT a partir de la lógica associada L"*"; aquesta presentació va ser la 
utilitzada en [FR] com a definició i en la memoria, al final de capítol 
tercer, demostró que és equivalent a la del inici d'aquest parágraf. 

Hom pot buscar tina motivació pragmática per l'estudi de les LMTs 
seguint la que dona Bebiap a [Bel] . Belnap interpreta els elements 
de l'álgebra ÍJJl^ com les quatre possibles respostes que pot donar un 
ordinador al formulax-li tina pregunta sobre la informado que li ha estat 
introdu'ída; informado emmagatzemada possiblement per persones dife-
rents durant varies époques i que pot contenir contradiccions. Els quatre 
elements (valors) de l'álgebra queden interpretats així: 
T : cert (true). 



F: fals. 
N : ni cert ni fals (none, falta informado, valor de veritat no definit, 0 ). 
B: cert i fals alhora (both, hi han informacions contradictories, valor de 
veritat sobredefinit, {T , F } ) . 

L'estructura reticular d'aquests elements és la donada per la relació 
a < fe si b és mes cert que a o bé a és mes fals que 6 , és a dir si b 
conté xm valor cert (T ) i a no o bé a conté un valor fals (F) i b no. Per 
exemple { T , F } A 0 és mes fals (o menys cert) que ambdos; F és mes 
fals que 0 i també menys cert que { T , F] i és l'únic valor amb aquesta 
propietat, per tant B A N = F... Amb aquesta relació s'obté el reticle 

La negado de cert és fals i la de fals, cert {->T = F, ->F = T); 
la negado d'una proposició no definida és no definida ( -iN = TV ) i la 
d'una sobredefinida és sobredefinida ( -iJ5 = B). En la construcció de 
les proposicions, a mes de les conectives usuals (negació, conjunció i dis-
junció) puc considerar la conectiva de neccesitat, • , que la interpretaré 
com la confirmado de la Veritat (veritat clássica, és a dir no acompa-
nyada de falsedat); es satisfá quan <f> és certa i no falsa i no es 
satisfá en els demés casos ((f> és no definida o és falsa). En l'álgebra 
ÍXÍti defineixo l'operador unari • per HT = T, UF = DN = OB = F 
amb l 'adjimdó del qual obtinc l'álgebra 9714^ • 

Valorant sobre 97Í4m (és a dir prenent homomorfismes des de 
l'álgebra Uitire de totes les proposicions a VJlim ) l'ordinador pot donar 
valors de veritat a sentencies compostes coneixent el valor de veritat de 
les seves parts atómiques i pot treure conclusions a partir d'un conjunt 
de formules usant l'operador conseqüéncia [= definit per Tg \= <f> ssi 
Vv valoració A^gro ^(^) < '^(^) P^^ qualsevol fórmula (j) i qualsevol 



conjunt finit de formules TQ . Per un conjimt qualsevol de formules, F , 
r 1= ^ ssi 3To C r , Fo finit, tal que Fo \= <f> • Veuré que la lógica així 
determinada sobre el conjunt de les formules coincideix amb la LMT mes 
fina sobre l'álgebra sentencial, la qual cosa confirma que la interpretado 
donada és adequada per les lógiques que estudio. 

L'interés teóric per l'estudi de les LMTs está en la seva condició 
simultánia de lógiques de De Morgan i de lógiques modals. És inte-
ressant comprovar com es relacionen aquests dos aspectes en especial la 
unicitat (módul la relació d'equivaléncia associada al sistema clausura) 
de 1'operador modal • degut a qué com a máxim hi ha un operador 
que afegit a una álgebra de De Morgan la fa A M T . Per altra banda, 
si es converteix la lógica de De Morgan sentencial suport d'una LMT 
en una lógica clássica afegint-hi com axioma p V - i p , aleshores la lógica 
obtinguda és una lógica clássica en la qual l'operador modal és la identi-
tat, motiu peí qual no es poden considerar les LMTs com l'análeg de les 
lógigues intiücionistas estudiades per J.M. Font en la seva tesi doctoral, 
ja que aqüestes al convertir la lógica intmcionista en clássica esdevenen 
lógiques modals classiques, amb un operador modal de tipus S5. 

Aquest últim comentan suggereix que una possible continuado 
d'aquest treball sigui la investigado i estudi d'estructures modals mes 
febles sobre lógiques de De Morgan en les quals a l'afegir l'axioma clássic 

->p s'obtingui un sistema modal clássic no degenerat. 

Com que l'objectiu de la memoria és fer vm estudi ampli, i albora 
detallat, de les LMTs no es pot destacar un resultat o uns pocs teoremes 
que resumeixin els objectius a assolir. En la memoria he reservat el 
nom teorema per aquells resultats que per la seva importancia permeten 
que amb la seva lectura hom pugui teñir una rápida idea del treball 
investigador realitzat. 

La memoria está dividida en cinc capítols; el primer está dedi-
cat a introduir la notado que es fará servir i les nocions preliminars 
tant d'álgebra universal com de lógiques abstreictes. Recullo sense de
mostrado tots aquells reultats que faxé servir i que apareixen en diversos 



articles de la bibliografía, només incloc les demostracions en algún cas 
en el que no les he trobades explicitades. 

En el segon capítol introdueixo la defínició de A M T i enuncio les 
principáis propietats d'aquests algebres. Segueixo una línia diferent de la 
de Isabel Loureiro buscant l'estudi d'aquelles propietats que puguin teñir 
mes relleváncia des d'un pimt de vista logic. Estudio especialment el 
sistema clausura associat ais fíltres i ais fíltres oberts i explícito la relació 
que aquests últims mantenen amb les congruéncies. Acabo trobant una 
relació entre els fíltres primers (base del sistema clausura de tots els 
fíltres) i l'operador • (proposició 2.30) que caracteritza aquest i que 
em permetrá fer l'extensió d'aquest operador a algebres qualssevol en les 
que tingui defínida una involució sobre una base del sistema clausura. 

En el tercer capítol introdueixo la noció de L Q M T (no necessária-
ment finitária) i de LMT (fínitária) generalitzant les propietats de la 
proposició 2.30, tal com abans he exposat. Comprovo que les lógiques 
així defínides es conserven per morfísmes bilógics (teorema 3.5) i de
mostró (teorema 3.7) que hi ha un morfísme bilógic entre qualsevol 
L Q M T i la lógica formada per una A M T dotada d'un sistema clausura 
amb una base de filtres primers $ -tancada i que per tant les lógiques 
formades per una A M T i tots els seus filtres son les LMTs simples. En 
el teorema 3.14 demostró que les LMTs venen determinades peí seu mes 
petit tancat, i el teorema 3.16 precisa que si l'álgebra suport d'una LMT 
és tma A M T aleshores el sistema clausura de la lógica está format per 
tots els filtres que contenen el mes petit. El teorema 3.18 estableix un 
isomorfisme entre el reticle de les congruéncies d'una A M T i totes les 
possibles LMTs sobre la mateixa A M T . El capítol acaba (teorema 3.26) 
caxacteritzant una LMTs ( L ) a partir de les lógiques associades L + i 
L - . 

En el capítol quaxt estudio les lógiques sobre una álgebra abstracta 
21 projectivament generades per famílies d'homomoiíismes des de la 
lógica formada per ÍXfi^rn i el sistema clausura de tots els seus filtres. 
Aqüestes lógiques resultaran en general L Q M T (teorema 4.2) i per al-



gunes famílies determinades (les que estableix el teorema 4.6) resultará 
que son, a mes, finitáries. La LMT mes fina sobre 21, que peí teorema 
4.4 és la generada per tots els homomorfismes, permet caracteritzar tots 
els operadors clausura sobre 21 que donen LMTs i demostrar (teorema 
4.11) que l'aplicació que associa a cada operador el seu mes petit tancat 
és un isomorfisme entre el reticle de totes les LMTs sobre 21 i els tancats, 
T , de la L M T mes fina sobre 21 que satisfan D T C T . Estudio deta-
Uadament el conjunt (reticle) de les congruéncies de l'álgebra 21 que en 
el quocient donen A M T i demostró que per aqüestes congruéncies val la 
mateixa caracterització que per a les congruéncies de les AMTs. Acabo 
estudiant les relacions que satisfan els elements de la base de qualsevol 
sistema clausura d'una LMT i trasUadant a les lógiques de De Morgan i 
a les LMTs la condició necessária i suficient (establerta per L Loureiro) 
que ha de complir una álgebra de De Morgan per admetre un operador 
que la faci A M T . 

En el cinqué i últim capítol estudio les LMTs des d'una 
perspectiva mes lógica (en contraposició a la perspectiva algebraica deis 
capítols anteriors). El teorema 5.1 dona una presentado de les LMTs en 
la qual només intervenen propietats de l'operador clausura. Considero, 
a continuado, un cálcul de seqüents i demostró (teorema 5.5) que les 
lógiques model d'aquest cálcul (segons la definido de [FV3]) son pre-
cisament les LMTs, i que per a qualsevol álgebra l'operador clausura 
associat a aquest cálcul és l'operador de la LMT mes fina sobre l'álgebra 
(teorema 5.6). Estudio com son les matrius i les matrius generaJitzades 
del cálcul i quina relació hi ha entre aqüestes ultimes i les LMTs (teo
rema 5.18). Defineixo les lógiques modals tetravalents normáis (LMTNs) 
afegint a les LMTs la condició (regla forta de la necessitat) que les 
conseqüéncies d'un conjunt de formules siguin tancades respecte • . 
Estudio les LMTNs amb les mateixes técniques usades en l'estudi de 
les LMTs demostrant els análegs deis teoremes 3.7 i 4.6 (5.27 i 5.33 
respectívament). Acabo introdmnt els conceptes de lógica algebraitz-
able ([BP2]) i lógica protoalgebraica ( [BPl] ) i demostrant que tant la 
classe de les LMTs com la de les LMTNs son protoalgebraiques i que a-



questa última, a mes, és algebraitzable, propietat de la que no gaudeixen 
les LMTs. 

Les A M T S son un exemple de lógiques protoalgebraiques i au-
toextensionals (la relació associada al sistema clausiira és congruencia) 
i que en canvi no son algebritzables. Son també un exemple de lógiques 
no algebrizables que teñen associades una classe de lógiques (les normáis) 
que si son algebritzables, situació similar (pero dual) a la que es produeix 
en les algebres de Lukasiewicz infinit-valents estudiades per T.Torrens 
i V.Verdú, aqüestes lógiques son algebritzables (amb semántica alge
braica equivalent les algebres de Wajsberg) i teñen una versió feble no 
algebritzable. 

Les lógiques mes estretament relacionades amb les AMTs son les 
LMTNs (les mes febles) i potser son les lógiques que mes propiament 
haurien de denominar-se LMTs, pero aleshores les lógiques fortes hau-
rien de ser anomenada LMTs no normáis, denominado sens dubte ade
quada pero incomoda, per tant, com heu vist, he preferit afegir l'adjectiu 
"normal" a les lógiques febles en Uoc de "no normal" a les lógiques fortes. 

Per acabar voldria comentar que el calificatiu "modal" en el nom 
de les lógiques estudiades és degut mes a la intenció de batejar a les 
lógiques amb un nom semblant al de les AMTs que a la idea de destacar 
un discutible carácter modal de les lógiques, discutible perqué l'operador 
modal és veritatiu funcional; el seu valor de veritat está completament 
determinat peí valor de veritat de l'expressió a la que afecta. 



1. N O T A C I Ó I P R E L I M I N A R S 

Suposo coneguts els conceptes básics d'álgebra universal, com son 
el d'álgebra, morfisme d'álgebres, subálgebra, congruencia, álgebra quo-
cient per una congruencia, producte subdirecte d'álgebres i álgebra sub-
directament irreductible, tots ells exposats en qualsevol obra general 
d'álgebra universal, com per exemple [BuS], [C] i [G]. 

Denotaré les algebres amb Uetres gótiques com 21,95, VJl... (sovint 
amb subíndexs); i en els respectius conjunts que les soporten amb les 
mateixesUetres peromajúscules (A,B,M ...) amb subíndexs si s'escau. 
Donada una álgebra 21, denotaré per Con(2l) el conjunt de les seves 
congruéncies. Si ^ G Con(2l), per expressar que dos elements a,b G A 
están relacionats per 0 escrituré (a, 6) G ^ i denotaré per ag la classe 
de a per la relació 0. Anomenaré Agt a la relació diagonal sobre 
21 i V a a la congruencia máxima (si no hi pot haver confusió ometré 
el subíndex), i fent un abús de Uenguatge denotaré les operacions de 
l'álgebra quocient amb els mateixos símbols que les corresponents o-
peracions sobre l'álgebra original. Donades dues algebres 2li i 2I2 del 
mateix tipus, denotaré per i íom (2l i , 2I2) el conjunt deis homomorfismes 
d '2li en 2I2. 

1 . 1 DEFINICIÓ . Sigui A un conjunt qualsevol, un o p e r a d o r c lausura 
sobre A és una aplicado C : P(A) —> P{A), del conjunt de les parts 
d'A en ell mateix tal que 

(1) XCC(X) \/XCA; 
(2) Si X CY aleshores C{X) C C(Y) >/X,Y C A; 
(3) C(C(X)) = C(X) yxcA. 

Tot operador clausura C sobre un conjtmt A indueix sobre aquest 
una relació d'equivaléncia, 0c , definida per (a, b) E 0c si i només si 
C (a ) = C{b). 



1 .2 DEFINICIÓ. X Q A és un tancat de C si C ( X ) = X . C és un 

sistema clausura sobre A si C C P{A) i és tancat per interseccions 
arbitrarles. 

Cada operador clausiu-a, C , sobre un conjunt A té associada la 
familia C(C) = {X Q A; C{X) = X} que és un sistema clausura sobre 
A i tot sistema clausura , C, sobre A té associat l'operador clausura 
C(C) = Cl{y eC; X QY}; a mes, com C(C{C)) = C i C(C(C)) = C 
hi ha una aplicació bijectiva entre els sistemes clausura i els operadors 
clausura sobre un conjunt A; denotaré en aquests amb Uetres negretes 
com C,F, F"*", C"*"... i els respectius sistemes clausura amb la mateixa 
Uetra pero itálica, C,J^,C+,J^+... 

1.3 DEFINICIÓ . Siguí C un sistema clausura i sigui B C C, B és una 
base de C si tot element de C es pot obtenir com una intersecció 
d'elements de B . El sistema clausura generat per B , [B], és el mes 
petit sistema clausura que conté B . 

1.4 DEFINICIÓ. Un operador ciausura C (i respectivament un sistema 
clausura C ) és algebraic o flnitari si 

c(x) = | J { < ^ ( ^ ) ; ^ ^ ^ y fi^^'O-
1.5 T E O R E M A . Un sistema clausura és algebraic si i només si és tancat 
per unions de cadenes. • 

1.6 DEFINICIÓ. Una lógica abstracta (o simplement una lógica) és 
una parella L = (21, C ) formada per una álgebra 21 i un operador 
clausura sobre A. Dues lógiques abstractes san del mateix tipus si ho 
son les seves respectives algebres. L és lógica trivial si C = {A}. 

Degut a la bijecció entre sistemes clausura i operadors clausura 
sovint substituiré en la definido de lógica abstracta l'operador clausura 
peí sistema clausura associat. 

1 .7 DEFINICIÓ . Siguí L I = ( 2 l , C i ) i L2 = (2 l , C 2 ) dues lógiques sobre 
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21. Li és mes fina que L2 y Li < L 2 , si Ci{X) C C2{X) MX <Z A 
o, equivalentment, si C2 QCi . 

1.8 DEFINICIÓ . Sigui Li = ( 2 l i , C i ) i L2 = (2l2 ,C2) dues lógiques 
abstractes del mateix tipus, un morfisme logic és una aplicado 
f : Al —> A2 tal que: 

( 1 ) / G i y o m ( 2 l i , 2 l 2 ) ; 

(2) Per tot TeC2 f'^T) e Ci. 

Per indicar que / és un morfisme lógic entre Li i L2 , escriuré 
/ : Li —> L2 i diré que / és epimorfisme o isomorfisme lógic si ho és 
de les respectives algebres. Hom{Li,L2) designará el conjunt de tots 
els morfismes lógics entre Li i L2 . 

1.9 DEFINICIÓ . Sigui L = ( 2 1 , C ) , Li = (21.-,C.) i hi e F o m ( 2 l , 2 l ¿ ) , 
amb i G I conjunt no buit de subíndexs. L és projectivament ge
nerada des de { L i } i g j per {hi}i^i si C és el sistema clausura mes 
petit que conté {h'¡'^(V); V G Ci,i 6 1 } . 

1 . 1 0 PROPOSICIÓ. Siguí L i = ( 2 l i , C i ) , L2 = ( 2 l 2 , C 2 ) i 
h e f/"om(2ti, 2Í2) , aleshores son equivalents: 

( 1 ) Li és generada projectivament des de L2 per h ; 
(2) Ci = {h-'(T);TeC2}; 

( 3 ) Ci{X) = h-\C2ÍKX))) WXCAiM 

1 . 1 1 DEFINICIÓ. h £ Hom(Li,L2) és morfisme bilógic, si h genera 
projectivament Lx des de L2 i és epimorfísme. 

Si h és un morfisme bilógic entre Li i L2 , peí fet de ser Li 
projectivament generada per tin sol homomorfisme és Ci = h~^(C2) i 
peí fet de ser h una aplicació epijectiva és h{Ci) = C2 , per tant, si h 
és un morfisme bilógic, indueix una aplicació bijectiva entre els sistemes 
clausura de Li i L2 . Peí fet de ser h una aplicació epijectiva, a mes 
de la relació 1 .10 .3 també es té C2(h(X)) = h{Ci{X)) VX C Ai i 
C2ÍX) = h{Ci{h-\X))) yxcA2. 



1 . 1 2 DEFINICIÓ . Sigui L = (21, C) una lógica abstracta, $ és una 
congruencia lógica si: 

( 1 ) e e Con(QÍ); 
( 2 ) (a,b)eB implica C ( « ) = C(b) Wa,beA. 

1 . 1 3 PROPOSICIÓ . Sigui L = (21, C ) una Jógica, si 6c € Con(21), 
aleshores 9 G Con(2l) és congruencia lógica si i només si 9 C.$c-^ 

1 . 1 4 DEFINICIÓ. Sigui L = ( 2 1 , C) una Jógica, 9 G Con(2l) i 
7r : 21 —> ^/9 la projecció canónica. La lógica quocient de L per 
9 és la lógica L/9 = (^/9,C/9) amb C/9 = {T C Í2Í/9; ir-\T) £ C}. 

Aquesta definido dota a 21/^ de l'estructura lógica adequada que 
possibilita el següent 

1 . 1 5 TEOREMA. Sigui L = (21, C ) una Jógica i 9 una congruencia 
lógica aleshores TT : 21 —>• 21/^ és un morñsme bilógic entre L i L/9.M 

1 . 1 6 DEFINICIÓ. Un operador clausura, C , sobre una álgebra 21 té: 

( 1 ) La propietat de la deducció ( P D E ) respecte d'una 
operado binaria ssi V X C. A , '^x,y £ A , x y £ 
e C ( X ) ssi yeC{X,x). 

( 2 ) La propietat de la reducció a l'absurd ( P R A ) 
respecte d'una operació uñaría -« ssi VX Q A, Va; € A 
X G C ( X ) ssi C(X,-nx) = A. 

( 3 ) La propietat de la conjucció ( P C ) respecte d'una 
operado binaria A ssi yx,y £ A C{x Ay) = C{x, y) . 

( 4 ) La propietat de la disjunció ( P D ) respecte d'una 
operado binaria V ssi \/X C A i yx,y G A C{X,xV 
Vy) = C ( X , x ) n C ( X , í / ) . 

( 5 ) Un element inconsistent si existeix O e A tal que 
C ( 0 ) = A. 

(6) La propietat de Birula-Rasiowa ( P E R ) si existeix 
una base S de C i una involució en £ . 



1.17 DEFINICIÓ. L = (21 ,C) amb 21 = (A,-*,-') de tipus (2,1) és una 
lógica clássica si C és álgebraic i satisfá PDE i PRA. 

Es prou conegut que la propietat de ser lógica clássica es trasUada 
per morfismes bilógics, pero com que en les referéncies bibliográfiques no 
es troba cap demostració que la PRA es conservi per aquest morfismes 
demostró el següent 

1.18 T E O R E M A . Siguin Li = (2li ,Ci) i L2 = (2l2 ,C2) dues lógiques 
abstractes i h : Li — > L2 un morñsme bilógic, aleshores Li és una 
lógica clássica si i només si L2 ho és. 

DEMOSTRACIÓ : Que el carácter algébrale de l'operador clausura i P D E 
es preserven per morfismes bilógics está fet a [V]. Per la resta suposem 
que L2 satisfá P R A , aleshores x E Ci(X) ssi h(x) G h(Ci(X)) = 
= C 2 ( K ^ ) ) ssi C2(h(X),h(-^x)) = A2 ssi h-\C2Íh(X),h(^x))) = 
= Al ssi Ci{X,->x) = Al . Suposem ara que Lj satisfá P R A i sigui 
X € C2ÍX) , existeixen t e Ai i T C Ai tais que x = h{t) i X = h{T) 
i aleshores x G CiiX) ssi h(t) G C2(h{T)) ssi t G h''^(C2(h(T))) = 
= Ci(T) ssi C i (T ,^ í ) = Ai ssi h{Ci{h'^{X),h-\^x))) = h{Ai) ssi 
C2(X,^x) = A2.m 

1.19 DEFINICIÓ . Una álgebra 21 = (A, A, V) de íipus (2,2) és un reticle 
si yx,y,z £ A; 

(1) X V y = y V ar ; 
(2) X Ay = y Ax ; 
(3) X V (y V 2r) = (x V y) V z ; 
(4) xA{yAz) = (xAy)Az; 
(5) xV X = X ; 

(6) X Ax = X ; 

(7) x = xV(xAy); 
(8) x = xA{xyy). 

1.20 EXEMPLES: 



* És fácil comprovar que si {A, A, V) és un reticle i definim a<b 
ssi a A & = a , aleshores (A , < ) és \m conjunt parcialment ordenat i, 
recíprocament, si en un conjunt ordenat (A, < ) existeixen l'ínfim i el 
suprem de cada parella d'elements, aleshores posant a A 6 = inf<{a, b} 
i a V 6 = sup<{a,b} , (A, A, V) és un reticle. (A, A ,V) és un reticle 
complet si VT C A existeixen sup<T = \/T i inf<T = f\T. 

* Tot sistema clausura C és un reticle complet ja que si C C. C , 
aleshores f\C' = f]C' E C i \/C = C{[jC') E C. Es fácil veure que 
l'aplicació bijectiva entre els sistemes clausura de dues lógiques indui'da 
per un morfisme bilógic és isomorfisme de reticles complets. En parti
cular si h és un morfisme bilógic i T i P son dos tancats de la lógica 
de sortida h(T n P ) = h(T) n h(P). 

* El conjunt de tots els sistemes clausura sobre un conjunt A és 
un reticle si definim Ci A C2 = Ci D C2 i Ci V C2 - n{C; Ci C C i 
^2 Q C} = n { C ; Ci U C2 C C} , és a dir el sistema clausura generat per 
Ci U C2 . Aquesta estructura reticular es trasUada de forma natural al 
conjunt de totes les lógiques sobre una álgebra. 

*E1 conjunt de tots els operadors clausura sobre un conjunt A és 
un reticle complet si definim VX C A ( C i A C2){X) = Ci{X) D C2(X) 
i (Ci V C2)(X) = n { T e Ci n C2 : X c r } . 

* L'aplicació bijectiva que associa a cada sistema el seu operador 
és un isomorfisme d'ordre dual entre els dos reticles, és a dir que el 
morfisme respecta la inversió deis ordres deis reticles ( C i C C 2 equival 
a C2 C Ci). 

1 . 2 1 DEFINICIÓ. Sigui 21 un reticle, FCA és un filtre si Va ,6 e A 

( 1 ) P ^ 0 ; 
( 2 ) Si aeF i a<b aleshores beF; 
( 3 ) Si a,beF aleshores a A 6 G P . 

Anomeno J^m {!F si no hi ha ambigüitata ) el conjunt de tots els 
filtres sobre 21. .Fst és un sistema clausura (algébrale) i dona lloc a un 
operador clausura que denoto per Fa (F si no hi ha ambigüitat). 
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1 . 2 2 PROPOSICIÓ. Si 21 és un reticle i a,b E A, aleshores a < b si i 
només si F (6 ) C F ( a ) , és a dir si per qualsevol ñltre P a E P implica 
bEPM 

1 . 2 3 DEFINICIÓ. P e :F és un filtre primer si és propi (P ^ A) i 
aWbeP implica aeP o beP. 

Denoto per P a {V si no hi ha ambigüitat) a la famflia de tots els 
filtres priméis d'un reticle 2 1 . Observen que degut a 1 .21 .2 tot filtre F 
compleix el recíproc de 1 . 21 .3 , és a dir que satisfá a Ab E F ssi a G F 
i b E F, i a, mes també és cert el recíproc de 1 .23 i si el filtre és primer 
es té a V 6 e F ssi aEF o bEF. 

La generalització natural de les definicions 1 .21 i 1 .23 és: 

1 . 2 4 DEFINICIÓ. En una álgebra qualsevol (A,A,V) de tipus ( 2 , 2 ) , 
P C A és A -filtre siP^díiaEPibEP implica a Ab E P. 
P C A e's V -primer si P ^ A i aVbEP implica aEP o bE P . 

1 . 2 5 DEFINICIÓ. ( A , A , V ) álgebra de tipus (2,2) és un reticle dis-

tributiu si a mes de ser reticle satisfá 

X A(y V z) = (x Ay)V (x A z) Vx, y,z E A. 

Com és sabut, aquesta propietat equival a 

xy (y Az) = {xW y) A(xV z) Vx, y,z E A. 

1 . 2 6 T E O R E M A . ([S] pág. 160)Un reticle és distributiu, si i només si els 
ñltres primers son base del sistema clausura T, o sigui si V 5 C A és 
F ( 5 ) = n { P € P ; 5 ' C P } . H 

1 . 2 7 DEFINICIÓ. ( A , A , V, 0 ) áigebra de tipus (2,2,0) és un reticle dis
tributiu amb mínim O si (A, A , V ) és un reticle distributiu i a mes 

a: V O = X Vx € A . 



1 . 2 8 DEFINICIÓ. 21 = ( A , A , V , - . , 0 ) algebra de tipus 

(2,2,1,0) és una álgebra de De Morgan si (A, A , V , 0 ) és un reticle 
distributiu amb mínim O, i l'operació unária, ->, satisfá Wa,b E A 

( 1 ) -i(a A 5) = -la V ^ 6 ; 

( 2 ) - ' - 'a = a . 

Designo per 1 a la negació de l'element distingit (1 = -^0 ) . 
Una álgebra de Boole és una álgebra de De Morgan que satisfá 

a A -la = O Va e A . 

Mes endavant usaré els teoremes següents que fají referencia a 
propietats de les algebres de Boole. 

1 . 2 9 TEOREMA. [BB] La lógica formada per una álgebra de Boole i tots 
els seus ñltres és una lógica clássica. • 

La lógica descrita en el teorema anterior és la lógica clássica mes 
fina sobre una álgebra de Boole; sobre una álgebra del tipus adequat 
també existeix la lógica clássica mes fina i está relacionada amb una 
lógica qualsevol sobre la mateixa álgebra peí següent teorema, adaptació 
del coroLlari 3 .3 de [BB . 

1 . 3 0 TEOREMA . Sigui ( 2 5 , C) la lógica clássica mes ñna sobre l'álgebra 
OS, aJesJiores (53,1)) és una lógica clássica si i només si 3X C B tal 
que V= {T eC : X C T } . B 

1 . 3 1 TEOREMA. En tota álgebra de Boole hi ha un isomorfísme de re
ticle entre ñltres i congruéncies. M 

1 . 3 2 PROPIETATS DE LES ALGEBRES DE D E M O R G A N . 

( 1 ) -n(a V 6) = A - . 6 Va, 6 G A ; 
( 2 ) 1 = -"O és eJ máxim del reticle; 
( 3 ) Les algebres de De Morgan formen una varietat. • 

A la vista de les equacions que es satisfan en una álgebra de De 
Morgan, es pot donar una definició alternativa en la qual l'operació V 

8 



no aparegui en el tipus de l'álgebra; aquesta nova definició és la que faré 
servir d'ara en endavant: 

1.33 DEFINICIÓ. 21 = (A ,A , - i ,0 ) algebra de tipus (2,1,0) és álgebra 

de De Morgan si deñnint a\/b — -i(->a A -'b), 21' = (A, A, V,0) es un 

reticle distributiu amb mínim, O, i satisfá Va, b E A : 

(1) -i-ia = a ; 
(2) -i(a V 6) = -.a A --6 ; 
(3) -.(a A 6) = -la V -.6 . 

1.34 DEFINICIÓ. Sobre ^ álgebra de De Morgan, la transformació 
de Birula-Rasiowa a J'apJicació $ : V —>^ V deñnida per $ ( P ) = 
= {x:^x ^ p] ypev. 

1.35 PROPOSICIÓ. 

(1) $ está ben deñnida, o sigui $ ( P ) eV WP eV; 
(2) $ 2 ^ $ ; 

(3) $ ( P ) = A \ (-.P) . • 

Sobre una álgebra de De Morgan (3) i la definició de $ son equi-
valents, en ser ->-ix = x; 1.35.3 és la definició original de Monteiro a 
[M2], usada també per I. Loureiro tant en la seva tesi com en els seus ar-
ticles. Pendré, pero, $ ( P ) = {x; ->x ^ P } com la generalització de la 
transformació de Birula-Rasiowa a qualsevol álgebra amb negació. Com 
es veurá, el comportament de $ sobre V caracteritza les algebres que 
s'estudiaran en el próxim capítol, i la generalització d'aquests compor
tament a algebres qualssevol permetrá definir l'estructura deis sistemes 
clausura de les LMTs. 

1.36 PROPOSICIÓ. Sobre una álgebra de De Morgan 21 sigui T QV 
una famüia de fíltres primers # -tancada (o sigui, tal que P e T =^ 
$(P) G T VP €V ) . Aleshores la relació ~ T deñnida en A per a ~ r b 
ssi (a G P •«> 6 G P VP G T ) és una relació de congruencia. • 

1.37 PROPOSICIÓ. Sigui 9 G Con{%) i sigui TT : 21 —> %/d la projecció 
canónica. Sigui V = {ñltres primers d'^/9} , aleshores { 7 r ~ ^ ( P ' ) ; P ' G 



e P ' } és una famíUa de fíltres primers d'2l $-tancada i indueix la 

congruencia d.M 

Hi ha per tant una correspondencia entre les congruéncies de l'álge
bra de De Morgan 21 i les famílies de filtres primers $ -tancades; mes en-
davant (corol.lari 3 . 1 2 ) , veuré que aquesta correspondencia no és biuní-
voca. 

1 . 3 8 DEFINICIÓ. 

( 1 ) Anomeno l'álgebra de De Morgan amb dos ele-
znents, el máxizn 1 i el mínim 0. Es una algebra de 
Boole. 

( 2 ) Anomeno VJI3 l'álgebra de De Morgan que a mes del 
máxim i del mínim té im tercer element a (necessá-
riament és -^a = a ) . És una álgebra de Kleene. 

( 3 ) Anomeno 9JÍ4 l'álgebra de De Morgan amb quatre ele
ments, 1,0, a i b, enla qual ->a = a, -ib = b, ayb = 1 
i a A 6 = O . 

Es immediat veure que 952 i son subálgebres de 97Í4 . 

O 
« 2 

•1 

a 

O 

1 . 3 9 TEOREMA. La varietat de les algebres de De Morgan té tres alge
bres subdirectament irreductibles, 952 > ^3 í i és generada per 

. A mes, les úniques subvarietats própies son la de les algebres de 
Boole, generada per 952 , i la de les algebres de Kleene, generada per 

1 . 4 0 DEFINICIÓ . Sobre una áJgebra quaJsevoJ 21 amb al menys una o-
peració binaria A i un ordre < , una operado unária • és un operador 

1 0 



interior si satisfá, Va,b £ A: • 

( 1 ) Da < a (contracció); 
(2) • ( a A 6) = Da A Ob; 
(3) n^a = Da (idempoténcia). 

Sobre una álgebra 21 amb aJ menys una operado binaria V i un ordre 
< , una operado unária S és un operador clausura si satisfá Va, 6 6 
G A : 

( 1 ) a < 6a; 
(2) ¿(a V 6) = (5a V <56; 
(3) S^a = 8a . 

1 . 4 1 DEFINICIÓ. TJn element b E A ésobert repecte l'operador interior 
• ssi Db = b i és tancat repecte l'operador clausura 6 ssi 6b = b . Per 
B CA anomeno D{B) = {Ob;beB} i 6{B) = {6b;bEB} . B CA 
és obert ssi 0(B) C B i és tancat ssi 6{B) C B . 

Si 21 és un reticle, els operadors • i 6 determinen sobre A 
els conjunts 0{A) i 6(A) que fácilment es comprova que son subreti-
cles. Per altre banda, si B C. A és un subreticle relativament supra-
complet (és a dir tal que Va G A existeix máx {b E B; b < a}) indueix 
sobre A un operador interior, • , definit per Da = máx{6 E B; b < a} ; 
dualment, si T C. A és un subreticle relativament inf-complet (és a 
dir tal que ^a E A existeix mín { í G T ; a < í } ) indueix un operador 
clausura, 6, definit per 6a = m m { í G T ; a < í } . 
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2. Algebres modals tetravalents ( A M T ) 

Aquest capítol comenga amb la definició d'álgebra modal tetrava-
lent i amb l'enumeració de les principáis propietats algebraiques d'aques-
tes estructures, la major part de les quals están demostrades a [Ll] , [CM] 

Estudio a continuado la peculiaritat de l'operador unari • , ope
rador interior que cal afegir a una álgebra de De Morgan per tal d'obtenir 
una A M T , peculiaritat que es posa de manifest al comprovar que és 
únic i que la seva incorporado no redueix el nou reticle de congruéncies 
(proposició 2.6). Precisament degut a la unicitat de l'operador • és 
d'esperar que del coneixament que d'ell es pugui obtenir (en particular 
deis seus elements oberts) es dedueixin propietats globals de l'álgebra. 
Demostró que els oberts formen una subálgebra que a mes és álgebra 
de Boole (proposició 2.4) i que hi ha un Uigam entre les congruéncies 
de l 'AMT i les d'aquesta subálgebra, Iligam que expHcito a partir de la 
definició d'un cert polinomi , f (definició 2.16), amb l'ús del qual es 
poden estendre les congruéncies de l'álgebra deis oberts a tota l 'AMT, 
la qual cosa permet demostrar que hi ha im isomorfisme entre el reticle 
de les congruéncies de l 'AMT i una certa familia de filtres de l'álgebra 
(els filtres oberts). La caracterització de les congruéncies també per
met demostrar directament la congruent-regularitat (teorema 2.25) i la 
propietat d'extensió de les congruéncies de les A M T s (teorema 2.27). 

Al final del capítol dono dues propietats que depenen deis filtres 
primers i que caracteritzen l'operador • (proposició 2.30) i que en el 
capítol següent prendré com a definició de l'operador que fará el mateix 
paper que • en les lógiques modals tetravalents. 

2.1. DEFINICIÓ. 21 = (A,A, -> ,D ,0 ) de íipus (2,1,1,0) és álgebra 
modal tetravalent ( A M T ) si 21" = (A ,A , - « , 0 ) és álgebra de De 
Morgan i l'operador • satisfá Va £ A : 

(1) Da A = O ; 
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(2) -iDa A a = -la A a . 

Si afegeixo l'equació 

(3) -••-.(x Ay) = -nD-icc A ->D^y Vx, y eA 

a les equacions de la definició d 'AMT obtinc una álgebra trivalent de 
Lukasiewicz ( A T L ) . Precisament l'origen de les A M T s va estar mo-
tivat per la prova que Luiz Monteiro va fer de la independencia d'una 
axiomatització de les ATL (a [M3]) en la qual apareix l'equació (3) ; 
l'álgebra que dona Luiz Monteiro com exemple per a demostrar la inde
pendencia d'aquest últim axioma és precisament l'álgebra que genera la 
varietat de les AMTs . 

I. Loureiro a [Ll] mostra de quina manera es pot obtenir ima ATL 
a partir d'una A M T ; demostra que la relació binaria = definida en 
una A M T per a = 6 ssi Da = Ub i -iD-ia = -"D-ife és una relació 
d'equivalencia, i que l'álgebra quocient per aquesta relació és una ATL. 

Designo la negació de l'element distingit per 1 ( l a si hi pot haver 
confusió) i com en el cas de les algebres de De Morgan puc definir la 
operació binaria V per a V 6 = -i(-ia A -ib) , aleshores tinc: 

2.2. PROPIETATS. Va,6 6 A es compleixen: 

(1) -.Da V a = 1 ; 
(2) Da V ->a = a V -la ; 
(3) Da < a ; 
(4) 0(a A 6) = Da A ; 
(5) • 1 = 1 ; 
(6) • 0 = 0 ; 
(7) n(a\/Db) = DaVnb; 
(8) • ^ • a = -^Ua; 

(9) n^a = Da; 
(10) a A • - la = O; 
(11) Les AMT formen una varietat. 
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DEMOSTRACIÓ: 

Des de (1) fins a (9) están demostrades a [L1],[CM] i [B]. 

(10): Per (1) tenim que -la V -iD-ia = 1 , i negant a A D-ia = O . 

(11): Immediat per la definido. • 

Grades a la dualitat entre A i V puc dir que una álgebra 
21 = ( A , V , D , - . , 0 ) de tipus (2,1,1,0) és A M T si 21" = ( A , V , - i , 0 ) és 

álgebra de De Morgan i l'operador • satisfá 2.2.1 i 2.2.2. 

2.3. PROPOSICIÓ. L'operador • és un operador interior i si deñneixo 
l'operador 6 per S = - i D - i aleshores 8 és un operador clausura i 
D{A) = 6iA). 

DEMOSTRACIÓ : Fet a [Ll] . • 

Si anomeno B el conjunt • ( A ) aleshores tinc: 

2.4. PROPOSICIÓ . 93 = ( S , A , - . ,D , 0 ) és subálgebra d '2l i és Mgebra 
de Boole. 

DEMOSTRACIÓ : Que és subálgebra está fet a [Ll] , i per tal de comprovar 
que és álgebra de Boole, és suficient comprovar Da A - ' •a = O, pero 
0 = D^a A -.Da = Da A i D a per 2.1.1 i 2.2.9. • 

Una questió interessant sobre les AMTs és la seva estreta relació 
amb les algebres de De Morgan, en especial l'estudi de si sobre tota 
álgebra de De Morgan es pot introduir un operador que la faci A M T , 
1 en el cas que aixó no sigui possible, quines condicions, necessáries 
o suficients, ha de complir l'estructura reticular d'una álgebra de De 
Morgan per ser suport d'una A M T . 

La resposta a la primera pregunta és negativa; consideren la cadena 
de quatre elements O < 6 < a < 1 amb -<b = a (i per tant -la = b). Si 
volem definir un operador, • , que la faci A M T , necessáriament DI = 1 
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i DO = O . Com Da A -"O = O ha de ser Da = O , pero aleshores no es 
compleix 2.1.2, perqué -lOa /\a = a i -la Aa = b. 

Peí que fa a la segona questió, Isabel Loureiro demostra a [Ll 
que sobre qualsevol álgebra de De Morgan una condició necessária i 
suficient perqué pugui ser el suport d'una A M T és que els filtres primers 
compleixin la següent condició: 

(*) X CY =>mX) = Y oX =Y) V X . F G - P 

En la proposició següent demostró que d'existir un operador • 
que faci d'una álgebra de De Morgan una AMT, aquest és únic. 

2.5. PROPOSICIÓ . Sigui 21 = (A ,A , - . ,D , 0 ) i 2Í' = (A, A , -n ,D ' , 0 ) 
dues AMTs sobre la mateixa álgebra de De Morgan. Aleshores • = •' 

DEMOSTRACIÓ : Per 2.2.2 és aV-.a = DaV-ia i aV-ia = • ' a V - ' O d'on 
• a V ->a = D'a V -la , intersecant amb Da obtinc per la distributivitat 
i 2.1.1 Da = Da A D'a . De la mateixa manera obtinc D'a = Da A D'a 
d'on • a = D ' a . B 

L'operador • no pot expressar-se com tm polinomi en el qual 
intervingtiin només les altres operacions de la A M T (si no, tota álgebra 
de De Morgan seria A M T ) , pero sobre les estructures que satisfan la 
propietat (*) es comporta com si ho fos, mes explícitament: 

2.6. PROPOSICIÓ . Si 21 és AMT aleshores Con(2l) = C o n ( 2 l - ) 

DEMOSTRACIÓ : Sigui 0 e C o n ( 2 l ~ ) . Si (a, 6) e 6 aleshores (-ia,-.fe) e 
e e d'on (Da V --a, Da V --6) € ^ i (a V --a, hy ^h) e 6 . Per 2.2.2 
(•a V -la, Uhy ^h) e6 i per la transitivitat (Uh V -.6, Da V -i6) G ^ , 
i intersecant amb (•&, 0 6 ) G 6 obtinc per la distributivitat i 2.1.1. 
{Uh, Da A •&) G 9. De la mateixa manera (Da, Ua A Uh) G B, d'on 
( • a , U h ) e d , o sigui e G Con(2l).H 
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La condició de la proposició anterior no és suficient, per teñir la 
propietat (*), perqué si sobre qualsevol álgebra de De Morgan defineixo 
l'interior trivial Ox = x V x , la condició es compleix i en canvi no 
tenim necessariament una A M T (de fet Tobtenim si i només si l'álgebra 
de De Morgan és també de Boole), pero sí és suficient per assegurar : 

2 . 7 PROPOSICIÓ. Les AMTs subdirectament irreductibles son les supor-
tades per édgebres de De Morgan subdirectament irreductibles i recípro-
cament, si sobre una algebra de De Morgan subdirectament irreductible 
podem afegir un interior que la faci AMT, aquesta será subdirectament 
irreductible. • 

2 . 8 . PROPOSICIÓ. Sobre ^ 2 , ^3 i 9̂ 4 podem deñnir operadors que 
satisfan 2.1.1 i 2.1.2. 

DEMOSTRACIÓ : Sobre totes elles podem definir D i = 1 i Da; = O 
Vx 7¿ 1 , i una comprovació rutinaria ens assegura que compleixen 2 .1 .1 
i 2 .1 .2 . • 

2 . 9 . DEFINICIÓ. Anomeno ^2m, ^3m i les úniques AMTs tais 
que = « 2 , OTg-^ = OT3 i = 9JÍ4 

© 1 ©1 

a 

éo 

^ 2 m A?Í3m ^4m 

En aquests diagrames els elements oberts están representats per 

Com que ^82 , ^3 i 9̂ 4 son algebres de De Morgan subdirec
tament irreductibles, per la proposició 2 .7 també ho son ^2m , i 
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9Jl4m j a mes les dues primeres son subálgebres de la tercera. Per tant, 
la varietat de les AMTs está generada per 97Í4,„ , i com a consequéncia 
d'aquest fet recordem que una equació será válida en la varietat de las 
AMTs si i només si ho és en ^^m- La varietat generada per és 
la varietat de les algebres de Boole considerada sobre algebres de tipus 
(2,2,1,1,0) amb operacions ( A , V , - i , D , 0 ) en les quals l'operador unari 
• és del tot irrellevant peí fet de ser Hx = x Va;. La varietat gene
rada per OJtzm és la de les ATL, dones és immediat comprovar que 2^3,^ 
satisfá l'equació -iD-i(a; A y) = -«•-la; A -lO-iy . Per tant la varietat de 
les AMTs només té dues subvarietats própies, les algebres de Boole i les 
ATL. 

Isabel Loureiro demostra a [L6] que VJl^rn és quasiprimal i d'aquest 
fet se'n desprén (per a mes detalls consulten [We]) que la varietat de les 
AMTs és congruent regular (o sigui que V^, (¡) G Con(2l) , si per algún 
a E A ae = aleshores ^ = ^ ) i que té la propietat d'extensió de 
les congruéncies (o sigui per a qualsevol © subálgebra d' 21 i per a 
qualsevol 9 E Con{e), 3<f> E Con(2l) tal que <̂  n 5^ = ^ on 5 és 
el conjunt que suporta l'álgebra S ) . Mes endavant demostraré aquests 
dos resultats d'una forma constructiva, i aquest és un deis motius que 
justifica l'estudi del Iligam entre les congruéncies i cert tipus de filtres 
de les AMTs, els filtres que poden ser la classe del máxim per alguna 
congruencia. En els capítols següents aixó será generalitzat a im iso
morfisme entre els sistemes clausura de les lógiques que estudio en la 
memoria (cadascuna de les quals donará lloc a una congruencia) i els 
seus tancats mes petits. 

2.10 DEFINICIÓ. F C A és filtre obert si és filtre i si a E F implica 

UaEF, Va e A . 

Anomenaré :F+ = {filtres oberts d' 21} , T = { filtres d' 21} i 
J^f& = { filtres de 55} . Es immediat comprovar que aquests tres con-
junts son sistemes clausura. Anomenaré F"*", F i F<8 els operadors 
clausura respectivament associats. 

I. Loureiro introdueix en les AMTs una conectiva binaria, —»•, 
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definida per a b = -iDa V b i demostra que els filtres oberts son 
precisament els sistemes deductius d'aquesta implicació, entenent per 
sistemes deductius els conjunts que contenen el máxim i son tancats 
per modus ponens. Per altra banda, A. Monteiro introdueix sobre les 
algebres de De Morgan una implicació, —>' , definida per a —>' 6 = ->aVfe 
i també estudia quins son els seus sistemes deductius. És curios observar 
que els sistemes deductius associats a ^ i —+ sobre una A M T i sobre 
la seva álgebra de De Morgan respectivament coincideixen amb els filtre 
oberts (vegeu 9.28 de [M2] i mes endavant 3.22 d'on en particular es 
dedueix que en una A M T els filtres de la forma P fl $ ( P ) amb P E V 
son base deis filtres primers ) . 

2.11 PROPOSICIÓ. F + , F , i F ® son algébrales. 

DEMOSTRACIÓ : Trivialment la unió d'una cadena de filtres és un filtre, 
i si tots son oberts és un filtre obert, és a dir que els sistemes clausura 
son tancats per unions de cadenes i per tant (teorema 1.5) algebraics. • 

2.12 PROPOSICIÓ . Sigui 21 AMT i 6 e Con(21) aleshores le és un 
ñltre obert. 

DEMOSTRACIÓ: 

(1) Si a ele i a <b, intersecant (a, 1) e 6 i {b,b) e $ obtinc 
(a A fe, fe) G ̂  , o sigui (a, 6) € ^ i per tant (6,1) G 6. 

(2) Si a e Itf i 6 e lo , (a, 1) G ^ i (fe, 1) G ^ d'on (a A fe, 1) G 0. 

(3) Si (a, 1) G ^ , per ser D I = 1 , (Da, 1) G ^ . • 

Mes endavant associaré a cada filtre obert ima congruencia i de
mostraré que aquesta correspondencia és biunívoca. 

2.13 TEOREMA. F + = F O D 

DEMOSTRACIÓ : Sigui XCA qualsevol. F ( D ( J \ : ) ) és un filtre, conté X 
ja que Da < a Va G A , i és obert ja que a G F ( D ( X ) ) <^ a = 1 (d 'on 
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• a = D I = 1 e F ( D ( X ) ) ) o b é 3ai. . . .a„ G X tais que •aiA. . .ADa„ < 
< a , d'on peí fet de ser • un operador interior tinc Dai A .... A Dan < 

< D a , és a dir Da G F ( D ( X ) ) . Sigui ara F G :F+ tal que X Q F, 
aleshores, • ( X ) C U{F) C F , i per tant, F ( D ( X ) ) C F (F) = F . • 

Aquesta relació entre l'operador clausura associat ais filtres oberts 
i l'operador associat a tots els filtres és central en [FV2] on es dona una 
definició de les lógiques modals clássiques o intui'cionistes de tipus S4 o 
S5 en termes de dues lógiques associades amb operadors clausura C"*" i 
C que satisfan C"*" = C o • . En el próxim capítol obtindré un resultat 
en aquesta línia. 

2.14 COROL.LARI. F+(a ) = F+(6) ssi Da = •& . • 

2.15 T E O R E M A . HJ h& un isomorñsme d'ordre entre T'^ i . 

DEMOSTRACIÓ: ES suficient demostrar que les aplicacions 
i : : F + —> -.r^B —> 

F—^FnB G^F(G) 

están ben definides, que una és la inversa de l'altra i que conserven 
l'ordre. 

(1) Están ben definides: Si F G peí fet de ser B tancat per 
A , FDB és filtre de J"» . 

Si GeJ^^ F(G) és filtre obert, perqué G = • ( ( ? ) i F(D{G)) = 
F+(G) G J^'^ peí teorema 2.13. 

(2) Les aplicacions i i son una inversa de l'altra: F O B C 
C F i com que F (F) = F , F ( F n B) C F. Per altra banda, si 
a G F C ^ + , UaeFnB , Da e F ( F n B) i per tant a G F ( F n B) . 
O sigui F C F ( F n S ) , i en definitiva, F ( F D B ) = F . 

Altrament, si Da G G , aleshores Da G F(G) i Da E B o sigui 
GCF(G)nB. Si a G F ( G ) n S és a = Da i 3 Doi Dan E G tais 
que Dai A A Dan < Da , o sigui Da E G. 

(3) Conserven l'ordre: trivialment. • 
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En l'álgebra de Boole deis oberts cada filtre, que segons la proposi-
ció anterior és de la forma F H B amb F e .F"*", indueix una con
gruencia, 0tsiFr\B) , de la forma habitual, o sigui (a, b) 6 Ots{Fr\B) ssi 
(a b) A {b a) e F n B ( o equivalentment a ^ b e F H B) 
Va, b E B , on és la implicado sobre una álgebra de Boole, definida 
per a —> fe = -la V 6 ( i a 6 = (a 6) A (6 —> a)) . 

La intenció és estendre aquesta congruencia a l'álgebra 21 i consi
derar-la associada al filtre obert F. Anomenaré 9ÍH{F) a la congruencia 
d' 21 generada per 6(s{F O B) i demostraré que la primera és extensió 
de la segona. Per a caracteritzar 6(n{F) introduiré una operació, f , que 
fará en 21 el mateix paper que fa en 5S , en el sentit que explicitará 
el Uigam entre les congruéncies i els filtres oberts d' 21 de la mateixa 
manera que ho fa entre les congruéncies i els filtres de 05 . 

2 . 1 6 DEFINICIÓ [ L 6 ] . En iota álgebra 21 = ( A , A , V , - i , D ) de tipus 
(2,2,1,1) designo per ¿ l'expressió i defineixo el polinomi 

a t 6 = i-^D{a V 6) V • (a A 6)) A (-^S{a V 6) V S(a A fe)) 

La taula de f en és: 

t 0 a b 1 

0 1 0 0 0 

a 0 1 0 0 

b 0 0 1 0 

1 0 0 0 1 

Totes aquelles propietats de f que siguin equacions serán váUdes en 
la varietat de les AMTs si ho son en OJt^jn , per tant será suficient 
computar-Íes en la taula anterior. 

Observen que la taula de f és una generalització de la de ^ en el 
sentit que pren el valor 1 en la diagonal principal i O fora; sobre 
t de dos valors és 1 si i només si son iguals: mes endavant (corol.lari 
2 . 2 2 ) veuré que aixó també es cert per a qualsevol AMT. 
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2.17 PROPIETATS. En VJl^rn per a qualsevols x,y es compleixen: 

(1) y = 1 ^ X = y ; 
(2) x^y = yU; 
(3) a; t y = -nx t -^y ; 

(4) x\x = l; 
(5) • ( a : t y ) = x t y ; 

(6) a; 11 = D a ; ; 

(7) ( x t y ) A a; = ( x t y ) A y . 

DEMOSTRACIÓ : Totes elles es comproven avaluant-les en la taula de f 
en MirnM 

2.18 L E M A . Sigui F G , si (a,b) pertany a una congruencia d '2l 
que contingui 6^{F D B) aleshores a ^ b e F' H B per cert F' D F, 
F ' G . 

DEMOSTRACIÓ : Sigui 0 G Con{frakA) amb 0fs(F n B) Q 0 (i per 
tant 0sn{F) €6). Si (a, fe) G ^ aleshores (a A fe, a V fe) G ^ d'on 

( • ( a A fe), n(a V fe)) G ^ i ( í (a A fe), 6(a V fe)) G ^ i també 

(• (a A fe), 0 ( 0 V fe)) G ^ n D 0^(F (1 S ) i 

( % A fe),6{a Vb))e0nB^D 0^{F n B) 

peí fet de ser oberts. 0nB'^ és congruencia de 05 , i és conseqüéncia de 
1.31 i 2.15 que 0 D B^ sigui de la forma ^ « ( F ' D B) per cert F' D F , 
F' G :F+ Tenim per tant 

[ (• (a A fe) • ( « V fe)) A ( • ( « V fe) D C a A 6))A 

A (S(a A fe) í ( a V fe)) A (6(a V fe) -> 6(a A fe))] G F ' n 5 , 

pero com 0{a A fe) —>• 0 ( 0 V fe) = 1 i 6(a A 6) —>• ¿(a V fe) = 1 queda 

[ ( - .•(a V fe) V ^ ( 0 A fe)) A (-^S{a V fe) V ¿(a A fe))] G F ' D .B, 

o sigui a f f e G F ' n B . H 
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Si bé la condició b E F' f] B equival a a\b E F' peí fet de ser 
a 16 obert, he usat la primera expressió perqué per una banda considero 
que explícita mes gráficament el Iligam que hi ha entre congruéncies d' 21 
i filtres de 95 {F'ClB ho és per 2.15) i per altra banda és mes coherent 
associar a una congruencia de 95 un filtre de 95 en lloc d'associar-li un 
filtre obert d' 21. 

El teorema següent demostra que per cada F E la condició 
a \ b E F Cl B, és suficient per definir una congruencia en 21, que 
aquesta congruencia és la generada per $<B{F fl B) (la congruencia que 
he anomenat 6^{F)) i que a mes és la mínima extensió de Ots{F D B) , 
és a dir la mínima congruencia 9 que satisfá 9 D B^ = 9%{F) . Aquest 
resultat será generalitzat en la proposició 4.19 per a les congruéncies 
d'una álgebra qualsevol.que donen A M T en el quocient. 

2.19 TEOREMA. Sigui F E T'^ , aleshores tinc que (a,b) E 9^(F) si i 
només si a] b E F r\ B . 

DEMOSTRACIÓ: 

A ) { (g . b): b E FDB} és relació d'equivaléncia: 
1) a^a = lEFnB. 
2) ajb = b^a. 

3) Si a^bEFílB i b^cE FnB aleshores a^cEFHB perqué en 
general {a^b)A(b^c) < {a\c) o sigui (a]b)A{b]c)A{ajc) = {a\b)A(b\c) 
peí fet que en 3JÍ4^ , si a = b = c queda 1 = 1 i en qualsevol altre cas 
0 = 0 . 

B) Ua.b): E FnB] és congruencia: 
1) Es compatible amb • , o sigui a^bEFnB=>Da^nbEFnB 
perqué a^b<Da^Db ssi (a f 6) A (Da f •&) = {a\b) i en ím^m , si 
a = b queda 1 = 1 i si a 7¿ í> queda 0 = 0 . 
2) Es compatible amb -> per 2.17.3 
3) Per veure la compatibilitat respecte A cal veure que si a\b E FDB 

1 c^d E FDB aleshores (aAc)^(bAd)EFnB. Es suficient demostrar 
que (a t fe) A (c t á) A [(a A c) f (6 A d)] = (a f 6) A (c f á) • En tinc 
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que si a = b i c = d queda 1 = 1 i en qualsevol altre cas 0 = 0 . 
Per tant, { ( a , b) ; a ^ b £ F Ci B} H és congruencia. 

C ) {(a,b): ajbG FCiB] =e^(F). 
He de veure que { (a , 6 ) ; a ] b E F D B} n B^ = n B) i que 
{ (a , b); aj¡ b E Ff] B} és la menor congruencia amb aquesta propietat. 
{Da, Db) E {{a, b); a^ b E F n B} n B^ ssi Da f € F D B , i per la 
definició de f , la definició de S i les propietats de 2 .2 

[-.•(•a V Dfe) V • ( • a A • & ) ] A h í ( D a V Ob) V ^CDa A Db)] = 

= h ( D a V Db) V (Da A • & ) ] A h ( D a V V (Da A Db)] = 

= {-^Da A ^üfe) V (Da A Db) = (-IDÍZ V Db) A (->D¿> V Da) EFHB, 

si i només si {Da,Db) E 9tSi{F H B). Per la proposició 2 . 1 8 donat 
que { (a , 6 ) ; a f 6 G F D S } és congruencia és l'extensió mínima de 
d^{FnB)M 

2 . 2 0 COROL.LARI . Tota congruencia de 55 es po í estendre a una con
gruencia d'^. 

DEMOSTRACIÓ : Peí teorema anterior si tinc en compte que per 2 . 1 5 i 
peí teorema 1 .31 totes les congruéncies de 05 son de la forma d^siFOB) 
per cert F € . • 

A partir d'aquí, si no hi ha confusió, ometré el subíndex en les 
expressions del tipus OÍH(F) . 

El primer resultat que necessitaré per a provar la congruent-re-
gularitat és al mateix temps un clássic isomorfisme entre les congruéncies 
d'una A M T i un cert tipus de subconjunts distingits, en aquest cas els 
filtres oberts (aquests tipus d'isomorfismes també apareixen en altres 
algebres Iligades a l'estudi de les lógiques modals com les algebres de 
Boole o les de Heyting topológiques). Al final del capítol 4 donaré una 
generalització d'aquest resultat. 
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2.21 T E O R E M A . Hi ha un isomorñsme entre les congruéncies d'2l i els 

ñltres oberts, mes explícitament, les aplicacions 

i¡) : Con(2l) i : Con(2l) 

e—^U F — > 6{F) 

son isomorñsmes d'ordre un invers de l'altre. 

DEMOSTRACIÓ : Recordeu que 1^ és filtre obert segons la proposició 
2.12, per tant ij; está ben definida. Per comprovar que és una aplicació 
bijectiva, demostraré que tant V' ° V'"'^ com V'"'^ ° son la identitat. 

Tinc que le(F) = F j a q u e a 6 le(F) ssi (o , 1) e 0(F) ssi a f l = 
= OaeF ssi aeF (Fe . 

Tinc que ^(1^) = ^ ja que: 

C ) (a, 6) G ^(1^) ssi a ] b G 1Q ( 1 ^ és filtre obert), o sigui 
(a t &, 1) G ^ d'on ((a ^b)Aa,a)eO ((a f 6) A 6, 6) G ^ , i per 2.17.7 i la 
transitivitat, (a, 6) G 0. 

D) Si (a, 6) G O aleshores (aV6,aA6) G ^ , (•(aV6),•(aA6)) G ^ 
i (^•(aV6) , -^D(aV6)) G ^ . Si uneixo, (1 , •(aA6) V-^a(aV6)) G ^ i de 
la mateixa manera (1, ¿(aA6) V- '¿(aV6)) G 6 . Intersecant, {l,a]b) G O 

o sigui a t fe G le i per 2.17.5 a f 6 G 1© D B^ o sigui (a, 6) G ^(1»). 

^ és dones bijecció i fácilment es comprova que conserva l'ordre. • 

Observeu que en particular si 1^ = l^» aleshores 6 = 9' la qual 
cosa ens porta a demostrar els següents corol.laris: 

2.22 COROL.LARI. Sobre 2t AMT, per qualssevol a,b E A affe = l < ^ 
a = b. 

DEMOSTRACIÓ : { 1 } G i és el mínim, per tant per 2.21. té associada 
la congruencia diagonal, d'on a = b ssi a f 6 = l . B 

2.23 COROL.LARI. Siguí 21 AMT i 05 la subálgebra deis seus oberts, 

aleshores els reticles Con(2 l ) i Con(Q3 ) son isomorfs i l'isomorñsme 

s'obté restringint les congruéncies d '2l a 95 . 
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D E M O S T R A C I Ó : Es suficient teñir present els següents isomorfismes: 
Con(2l) ~ (teorema 2.21), ~ (teorema 2.15) i ~ 
Con(?8) (teorema 1.31 ) . • 

2.24 L E M A . Per tot a,6 e A i per toía Q G Con(2l) ,{a\h \ (a, 6) G 

G ^ } = • ( ! « ) 

D E M O S T R A C I Ó : (C) Trivialment, perqué de (a, 6) G ^ tinc a f & G le i 
a t 6 és obert per 2.17.5. 

( 3 ) Sigui •& G • ( l e ) , és suficient comprovar que existeixen 
a,c E A tais que a f c = (d'on será per 2.19. (a,c) G ^) . Consi-
derem per qualsevol a G A c = (o A •&) V (D-ia A ->&) . És un cálcul 
rutinari el comprovar que a f c = . • 

2.25 T E O R E M A . (Congruent regularitat) Siguin d,B' G C o n ( 2 l ) . 5i 
per aJgun a G A es compleix GQ = agí aleshores 0 = 6'. 

D E M O S T R A C I Ó : Segons he observat anteriorment, és suficient veure que 
1$ = Igi , que equival a demostrar que nil(le) = C](le') pel fet de tractar-
se de filtres oberts (proposicions 2.12 i 2.13). Sigm G le, existeix 
c tal que a \ c = Db, o sigui (a, c) G ^ d'on (a, c) G ^' i per tant 
• 6 G le ' . • 

S'ha aconseguit per tant, provar que les A M T s son congruent-
regulars, és a dir, que tota congruencia ve determinada per una qual
sevol de les seves classes d'eqmvaléncia. Per tal de provar la propietat 
d'extensió de les congruéncies recordeu primer el mecanisme que fun
ciona a les algebres de Boole: 

2.26 L E M A . Sigui 95' subálgebra de 95 álgebra de Boole. Tota con
gruencia sobre 95' es pot estendre a una congruencia sobre 95 . 

D E M O S T R A C I Ó : Sigui 6' G Con(95 ' ) , ve definida per (a, 6) G O' ssi 
a <-> 6 G le ' i es pot estendre a, una congruencia, ^ , de ?B definint 
(a,b)eO ssi a <-* 6 G F<8(le') • • 
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2.27 T E O R E M A . (D'extensió de les congruéncies.) Si 21' és subál
gebra d '2l i 6' e Con{W), aleshores 39 £ Con(2l) tal que 
9n(A>f=9' 

DEMOSTRACIÓ : Sigui 05' la subálgebra (de 21' i de 05) deis oberts 
d' 21'. 9' indueix una congruencia sobre 05' (la seva restricció) que es 
pot estendre (peí lema anterior) a una congruencia de 05 , i aquesta (peí 
teorema 2.19) s'estén a una congruencia, 9 , sobre 21. Cal veure que 
9 n A'^ = 9' pero es suficient comprovar (corol.lari 2.23) que aqüestes 
dues congruéncies coincideixen sobre B', i aquest fet és immediat dones 

^'n s ' 2 = (^ n J52) n B '2 = ^ n s ' 2 .H 

Per 2.6, les congruéncies d'tma A M T venen determinades, com en 
les algebres de De Morgan, per famílies de filtres primers $ -tancades, 
per tant hi ha d'haver im Uigam entre aqüestes i els filtres oberts, en 
concret: 

2.28 PROPOSICIÓ. 

(1) Si V' Q V és una famüia de ñltres primers $ - tan-
cada, aleshores fiV G J^'^ . 

(2) Si F e : F + aJesiiores V = {P E V; F C P} és 

tancada i nV = F . 

DEMOSTRACIÓ: 

(1) Per la proposició 1.35 V, al ser $-tancada, dona Uoc a 
una congruencia , la classe de l ' l de la qual és 1$ = OV , com aquesta 
congruencia també ho és de l 'AMT (proposició 2.6) 1$ E T'^ (proposició 
2.12) 

(2) Peí fet de ser V base áe T, nV = F. Si x E F C P i 
X ^ $ ( P ) , aleshores 3y E P tal que x = ->y , com x e F , i F E , 
Ux = D-ny EFCP d'on per 2.2.10 y A D-^y = OEP, absurd. • 

2.29 COROL.LARI. Per tot P EV, P n $ ( P ) E . 
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DEMOSTRACIÓ : La familia { P , $ ( P ) } és $-tancada, per tant P n $ ( P ) 
és un filtre obert per 2 . 2 8 . 1 . • 

Observeu que les famílies mes petites de filtres primers $ -tanca-
des son les de la forma { P , $ ( P ) } amb P E V. A la vista de 2 . 2 8 és 
ciar que tot filtre obert maximal ( dins deis filtres oberts ) será de la 
forma P D $ ( P ) per cert P E V, pero el recíproc també és cert, és a 
dir P n $ ( P ) és un filtre obert maximal VP E V (aquesta afirmado 
és consequéncia del resultat mes general exposat en la proposició 4 . 2 0 ) 
i per tant qualsevol familia { P , $ ( P ) } de filtres primers determinará 
una congruencia maximal (degut a l'isomorfisme d'ordre que estableix la 
proposició 2 . 2 1 ) i el quocient de l'álgebra per ella será una álgebra simple 
de la varietat, i recíprocament, tota congruencia maximal vindrá deter
minada per una familia $ -tancada de la forma { P , $ ( P ) } és mes, com 
l'expressió d'un filtre obert maximal com intersecció d'una familia $ -
tancada de filtres primers és única (peí coro.lari 4 . 2 3 ) i les congruéncies 
queden determinades per la classe de 1' 1 , hi ha una bijecció entre les 
famílies de la forma { P , $ ( P ) } i les congruéncies maximals. En cajivi, 
(vegeu mes endavant la proposició 3 . 1 2 ) la correspondencia entre famílies 
de filtres primers $ -tancades i congruéncies de l'álgebra no és en general 
bijectiva. 

Altres propietats d'interés que utilitzaré al capítol següent son: 

2 . 3 0 PROPOSICIÓ. Per tot P EV i per tot aEA: 

( 1 ) a 6 P n ^P) ssi UaEPn $ ( P ) ; 
( 2 ) DaEP ssi Da E $ ( P ) . 

DEMOSTRACIÓ: 

( 1 ) Si Da e P n * ( P ) , peí fet de ser Da < a , a G P n $ ( P ) . 
Per 2 . 2 8 es compleix l'altra implicado. 

( 2 ) Si Da G P i Da ^ $ ( P ) , aleshores - .Da G P d'on 
Da A -.Da = O G P , absurd. • 
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Comprovaré a continuació que aqüestes dues propietats determi
nen completament l'únic operador unari • que afegit a l'estructura 
d'una álgebra de De Morgan que satisfaci (*) la converteix en A M T . En 
el cas particular de 9JÍ4ra tinc: 

2.31 PROPOSICIÓ. Si • és un operador monaxi sobre M4 , que satisfá 
la proposició anterior, aleshores DI = 1, DO = Da = = O . 

DEMOSTRACIÓ : Recordeu que en M4 els filtres primers son 
Fa = { l , a } i Ft = {1,6} , i que $(Fa) = Ft i $ ( N ) = F„ . 

Per 2.30.1 com que 1 e fl Ff, ha de ser DI e Fa n Fft o sigui 
•(1) = 1. Per 2.30.2 com a e Fa,a ^ # (Fa) ,6 G F j i 6 ^ ^(Fft) , 
Da ^ a, Da 7¿ 6, Hb ^ b i Db a. Si Da = 1 o Db = 1 o 
•O = 1 , per 2.30.1 s'arriba a contradicció, d'on necessáriament Da = 
= D6 = D0 = 0 . • 

Sobre una álgebra de De Morgan qualsevol tinc les proposicions 
següents: 

2.32 PROPOSICIÓ. Un operador monaxi D sobre una álgebra de De 
Morgají que satisfaci les dues condicions de 2.30 ha de ser contractiu. 

DEMOSTRACIÓ: Da < a si per tot filtre primer P Da e P implica 
a e P. Pero Da G P ssi Da 6 P D $ ( P ) ssi a G P H $ ( P ) i en 
particular a G P . H 

2.33 PROPOSICIÓ. Sobre una álgebra de De Morgan amb un operador 
contractiu • sc5n equivaJenís; 

(1) a G P n $ ( P ) <^ Da G P n $ ( P ) per qualsevol ñltre 
primer P; 

(2) Da V = a V ->a Va G A . 

DEMOSTRACIÓ: 2) =^ 1) Sigui a G P n $ ( P ) , per hipótesi a V -.a G 
G P ssi Da V ^a G P . Si G P , a ^ $ ( P ) absurd, per tant 
Da G P . De la mateixa manera, en ser a V ->a G $ ( P ) obtinc Da G 
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e $ ( P ) o sigui DaePn $ ( P ) . 
1 ) 2 ) Per tal de comprovar aM -^a < Da V -la sigui a\/ -la G P 
si -la e P aleshores Da V ->a e P i si a e P i ->« ^ P aleshores 
a G $ ( P ) o sigui a G P n $ ( P ) d'on Da G P n $ ( P ) i Da V -^a G P . 
Per ser • contractiu Da V -"a < a V -laM 

Observen que en la definició de A M T i grácies a les propietats 
2 . 2 . 3 , 2 .2 .5 , 2 .2 .7 , 2 .2 .8 , i 2 .2 .9 puc substituir l'equació -iDaVa = 1 per 
-iDa V Da = 1 , equació que equival en cert sentit a la propietat 2 . 3 0 . 2 

com veuré en la proposició 2 . 3 5 . Comprovo primer que una álgebra de 
De Morgan en la qual la transformado de Birula-Rasiowa és la identitat 
és una álgebra de Boole. 

2 . 3 4 L E M A . Sobre una algebra de De Morgan 2 1 , per cada element 
a G A son equivaJents; 

( 1 ) a G P ssi a G ^ ( P ) per qualsevol P ñltre primer; 
( 2 ) a V - n a = 1 . 

DEMOSTRACIÓ: 1 ) =^ 2 ) Cal veure que per tot filtre primer P aV-ia e 

G P . Si a G P ja está i si a ^ P per hipótesi a ^ $ ( P ) d'on -la G P . 

2 ) =^ 1 ) Si a £ P aleshores -<a ^ P pero com que ->a = 

= 1 G $ ( P ) és a G ^ ( P ) . De la mateixa manera si a G $ ( P ) aleshores 

aeP.m 

En particular si tinc un operador unari • i substitueixo l'element 
a de la proposició anterior per Da tinc: 

2 . 3 5 PROPOSICIÓ. Per un operador unan • sobre una álgebra de De 

Morgan son equivalents: 

( 1 ) Da G P ssi Da G ^ ( P ) per qualsevol P ñltre primer; 
( 2 ) • a V - i D a = l V a G A . 

Per tant les propietats de 2 . 3 0 caracteritzen l'únic operador • 
que permet convertir una álgebra de De Morgan adequada en A M T . 

2 9 



Com que son propietats que involucren una relació entre els elements 
de l'álgebra i els filtres primers ( que recordeu que son base del sistema 
clausura de tots els filtres ) son fácilment generalitzables prenent en 
lloc d'una álgebra de De Morgan una álgebra abstracta que sigui suport 
d'una lógica de De Morgan i substituint els filtres primers pels elements 
de la base de la lógica. L'estudi d'aquesta generalització será l'objectiu 
del próxim capítol. 

Observen per acabar que les dues condicions de 2 . 3 0 es poden 
combinar en una de sola: 

PROPOSICIÓ 2 . 3 6 . Es satisfan les condicions de la proposició 2.30 si i 

només si es satisfá UaeP-^aePn $ (P) VP G P . • 

Malgrat aixó, mantindrem dues condicions separades en correspon
dencia amb l'axiomática original de les AMTs amb dues equacions, 
axiomática que per altra banda és fácil reduir a una única equació, efec
tivament: 

PROPOSICIÓ 2 . 3 7 . Sobre 21 áJgebra de De Morgan i per un operador 
unari • és equivalent satisfer J'equació 

(1) {Hb A -^b) V (-iDa Aa) = aA^a Va, 6 G A 

a satisfer 2 .1 .1 i 2.1.2. 

DEMOSTRACIÓ : Clarament si es satisfá 2 .1 .1 i 2 .1 .2 també es satisfá la 
primera equació. 
Si es satisfá 2 .37 .1 Va, 6 G A aleshores en particular per a = 6 = O 
obtenim DO V O = O o sigui DO = O, per a = O •& A ^ 6 = O i per 
¿» = O -iDa A a = a A ->a.M 
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3 . Lógiques modals tetravalents ( L M T ) 

En aquest capítol introduexio la definició de lógica quasi modal 
tetravalent (LQMT, no necessáriament finitária) i de lógica modal te-
travalent (LMT, finitária). Aqüestes ultimes son lógiques obtingudes 
a partir de les lógiques de De Morgan afegint una nova operació, • , a 
l'álgebra i imposant que satisfaci les dues propietats de la proposició 2.30. 
L'exemple mes senzill de LMT és la lógica formada per una A M T i tots 
els seus filtres, i en general la lógica formada per una A M T i un sistema 
clausura generat per qualsevol familia de filtres primers tancada és 
una LQMT i si el sistema clausura és finitari una A M T . 

Demostró a continuado que les definicions de LQMT i LMT es 
conserven per morfismes bilógics (teorema 3.5), la qual cosa permet 
caracteritzar-les (teoremes 3.7 i 3.8) com aquelles lógiques que a través 
d'un morfisme bilógic passen a ser com les descrites mes amunt, com les 
mes senzilles. 

Com a corol.laris deis teoremes de caracterització s'obté que una 
A M T és l'álgebra suport d'una LMT que només té una congruencia 
lógica, la identitat, i un resultat algebraic: que en una A M T ( i també 
en una álgebra de De Morgan) la correspondencia entre les famílies de 
filtres primers $— tancades i les congruéncies no és bijectiva. 

Demostró a continuado que les LMT venen completament deter
minades peí seu mes petit tancat i passo a estudiar com son les LMTs 
sobre una AMT, demostrant (teorema 3.16) que el seu sistema clausura 
está format pet tots els filtres que contenen en el mes petit, el qual 
necessáriament ha de ser un filtre obert. 

Estudio en una LMT sobre tma A M T com és l'estructura deis 
filtres del sistema clausura que a mes son oberts; considero la relació 
6'^ que identifica a tots aquells elements que pertanyen ais mateixos 
filtres oberts del sistema clausura, i com sigui que aquesta no és una 
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relació de congruencia perqué no respecte l'operació V , introdueixo so
bre les AMTs i en general sobre les algebres 21 = {A, A , V , -i, • ) de tipus 
(2 ,2 ,1 ,1 ) un reducte adequat, 21+ = (A, A , V , í ) sobre el qual 6+ és 
d'equivaléncia. Anomeno C'^ al sistema clausura format pels elements 
oberts del sistema C i demostró (teorema 3.23) la relació C o • = C"*" . 
Si s'associa a cada L Q M T L = (21, C ) la lógica L + = ( 2 l + , C + ) , 
aleshores resulta que aquesta darrera és una lógica clássica (teorema 
3.25) i si s'agrupen aquests últims resultats i s'afegeix només una única 
condició adicional (3.26.4) sobre una base del sistema clausura s'obté 
una definició alternativa d e LMT (teorema 3.26) d'un estil diferent a la 
donada al principi del capítol. 

Sobre una álgebra qualsevol 21 = (A, A , • , 0) de tipus (2,1,1,0) 
(amb element distingit O ) puc generalitzar la definició de la transfor
mado de Birula- Rasiowa prenent per XCA $ ( X ) = {x E A : -ix ^ 
X} i també puc definir a partir de A i -> la conectiva V de la forma 
habitual: aW b = -i(->a A -^b) Va, b E A 

3.1 DEFINICIÓ. L = ( 2 l ,C) és una lógica quasi modal tetravalent 
( L Q M T ) si i només si existeix € base de C tal que per tot P E S : 

(1) P és A -ñltre (o sigui a Ab E P ssi a,b E P) ; 
(2) $ ( P ) E S i $ 2 ( p ) = p ; 

(3) O ^ P ; 
(4) DaEP ssi na E * ( P ) Va G P ; 

(5) a G P n $ ( P ) ssi Da G P n $ ( P ) Va G A . 

L és una lógica modal tetravalent ( L M T ) si a mes el sistema 

clausura C és ñnitaxi. 

3.2 PROPOSICIÓ . Sobre L = (21,C) LQMT amb base € son certes les 

següents añrmacions: 

( ! ) -na G $ ( P ) si només si a ^ P Va G A VP E S . 
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(2) da e P =^ a e P Va e A \/P e€ ien particular si 
DX e x aleshores C ( D X ) = C ( X ) . 

(3) P^$ VPES. 

(4) C (0 ) = C ( l ) (on 1 = - 0 ) . 

DEMOSTRACIÓ: (1) aeP ssi a e $ ( $ ( P ) ) ssi -.a ^ # ( P ) ssi -i-ia g 

P i per tant la definició original de $ : -la G $ ( P ) ssi -"-•a ^ P és 
pot escriure -"a G $ ( P ) ssi a ^ P . 
(2) Si Da G P aleshores Da G P D $ ( P ) i a G P fl $ ( P ) d'on en 
particular a G P . Si DX C X aleshores C ( D X ) C C(X) i per altra 
banda VP G ¿: si D X C P és X C P d'on C ( X ) C C ( D X ) . 
(3) Si P = 0 aleshors O G $ ( P ) = A., en contradicció amb 3.1.3. 
(4) O ^ # ( P ) VP G 5 d'on 1 = -O G ^^(P) = PM 

Podria haver obtingut una definició equivalent a 3.1 considerant 
una álgebra 21 = (A, A , - i , D ) de tipus (2,1,1) i eliminant 3.1.3, ja que 
les restants condicions son suficients per assegurar l'existéncia d'elements 
inconsistents, en particular, -la A Da ho és Va G A , ja que si Da G P 
aleshores Da G $ ( P ) i per tant a G # ( P ) o sigui ->a ^ P, per 
altra banda, si -^a £ P aleshores a ^ ^ ( P ) d'on Da ^ ^ ( P ) i per 
tant (per 3.1.4) Da ^ P . He preferit usar la definció anterior perqué 
així la condició 3.1.3 ja designa en l'álgebra un element inconsistent, la 
qual cosa posa rápidament de manifest (3.2.4) que les L ( Q ) M T tindran 
teoremes. 

El cas trivial de LMT l'obtinc quan £ = 0 , en aquest cas només 
hi ha un tancat, A , i les cinc condicions anteriors es satisfan trivialment. 

3.3 EXEMPLES: 

* L'exemple mes senzill de LMT és L = (21, .F) on 21 és una 
A M T i T son tots els seus filtres. En efecte, els filtres primers d'una 
álgebra de De Morgan satisfan 3.1.1, 3.1.2.(vejeu [FVl]) i 3.1.3, i per la 
proposició 2.30 es teñen 3.1.4 i 3.1.5, a mes l'operador associat a tots els 
filtres és finitari. 
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* Un cas particular de l'exemple anterior és la lógica formada per 
i tots els seus filtres, lógica que anomenaré i-^m • 

* Observen que qualsevol familia de filtres primers tancada 
satisfá les condicions de la definició anterior i per tant, si la prenem com 
a base generará una LQMT sobre 21. 

* Al capítol 5 veuré altres exemples de LMTs sobre algebres Uiures. 

* El següent exemple de LQMT no finitária está inspirat en el 
comentan final de [BB]. Sigui 21 = 2li x 2I2 x . . . on 2l¿ = VJlim 

Vi G N i sigui pi la projecció de 21 sobre la i-éssima coordenada. El 
sistema clausura, C ,de la lógica projectivament generada sobre 21 per 
{pi : ¿ G N } té per base {p~^{Fj) : i G N, j = 1,2} , és a dir els 
conjunts de la forma T'-' = Ti x T2 X . . . on r„ = M^m s\ i ^ n 
i Tn = Fj ( j = 1,2) si i = n. Sigui Ofe G A amb Pn(ojfc) = a 
si n < k i p„(ajk) = l si n > k, aleshores és fácil comprovar que 
(a, a , . . . ) G C (a i , 0 2 , . . . ) i que en canvi ( a , a , . . . ) ^ C ( a i , . . . , a n ) per 
qualsevol n G iV , la qual cosa demostra que C no és finitari. Per altra 
banda, el teorema 4.2 assegura que degut a la construcció que s'ha fet 
(21, C) és LQMT. 

En [FVl] s'anomena lógiques de De Morgan a aquelles lógiques 
finitáries sobre algebres 2l = (A ,A , - ' , ) de tipus (2,1) que satisfan 3.1.1 
i 3.1.2, és a dir a les lógiques finitáries que satisfan PC i PBR. 

Es de destacar el fet que si 21 és álgebra de De Morgan (o A M T ) 
i L = (21, C) és una lógica de De Morgan (o L M T o LQMT) amb base 
£ , la relació 6c associada a C coincideix amb la relació ~ f associada 
a la base de C , que recordeu que és una familia $— tancada. 

Si en la definició de LQMT en lloc de 3.1.4 i 3.1.5 s'exigeixen les 
condicions mes fortes 

(1) aeP<^^a ^ P i 

(2) aeP<^naeP. 

s'obté la definició de lógica clássica sobre algebres (A, A, V, 0 , 0 ) de 
tipus (2,2,1,0); la primera condició diu que $ és la identitat i la segona 
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defineix l'operador • de tal manera que el sistema clausura no separa 
cap element del seu interior, motiu peí qual l'operador no té cap interés. 

Si a la definició 3.1 s' hi afegeix la condició que VP £ S P i $ ( P ) 
siguin comparables, s'obté una subclasse de les LQMTs que peí fet de 
mantenir amb les ATLs la mateixa relació que mantenen les LQMTs 
amb les AMTs anomenaré lógiques (quasi) modals de Lukasiewicz 
trivalents ( L ( Q ) M L T ) . És fácil comprovar que els resultats que se-
gueixen també son certs per les LQMLT prenent en els enunciats les 
ALT en Uoc de les AMTs. 

En [FVl] es demostra que si sobre l'álgebra suport d'una lógica de 
De Morgan ( i per tant també sobre les algebres suport d'una LQMT) 
es defineix una nova operació binaria, V , per a V 6 = -i(-ia A ~^b) es té: 

3.4 PROPOSICIÓ. 

(1) 3.1.1 equival a PC; 
(2) Tot PeS és V-primer; 
(3) Es satisfá PD. • 

La definició de L (Q)MT és una definició adequada per una lógica 
abstracta en el sentit que es conserva per morfismes bilógics, és a dir: 

3.5 T E O R E M A . Si Lj i L2 son dues Jógiques abstractes i h : Li —> L2 

és un morñsme bilógic, aleshores Li satisfá les condicions de la deñnició 
3.1 si i només si L2 les satisfá. 

DEMOSTRACIÓ : 3.1.1 per la proposició 2.5 de [FV2]. 3.1.2 per la propo
sició 3 de [FVl] , 3.1.3 triviálment i la finitaritat peí corol.lari de la 
proposició 6 de [V . 

Per 3.1.4 i 3.1.5 sigui Li = (2li ,Ci) i L2 = (2l2,C2) amb bases 
respectives Si i S2, i sigui h : Li —> L2 morfisme bilógic, aleshores 
es té que {h-'^(P) ; P G 82} és base de Ci , {h(P) ; P G 5 i } és base de 
C2 , ^i{h-'iP)) = h-\^2(P)) VP G 52 i MKP)) = hi^i(P)) 
VP G 5 i on $ 1 i $ 2 son les transformacions de Birula-Rasiowa de les 
algebres 2li i 2I2 respectivament [FVl ] . 
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Suposeu que Li satisfá 3.1.4 i sigui P £ £i . Si Da £ h{P), 
aleshores Da = h{a) per a £ P. Sigui /3 amb h{/3) = a, aleshores 
h{n/3) = h{a) i per tant, D/3 £ P (com h és morfisme bilógic, 
i a han de partányer ais mateixos tancats). Per hipótesi 0(3 £ $ i ( P ) 
i Da = h{n^) £ / i ( $ i ( P ) ) = ^2{KP)). Igualment si Da £ ^2(KP)) 
s'obté Ua £ h{P) , o sigui que L2 satisfá 3.1.4 

Suposeu que Li satisfá 3.1.5, si a G h(P) n ^2(h(P)) = ^ 
$ i ( P ) ) (recordeu el primer exemple de 1.20 ) , aleshores 3a € P n $ i ( P ) 
amb h{a) = a, pero com D a e P D $ i ( P ) i h(Oa) = • / i ( a ) = D a , 
• a e h{P n * i ( P ) ) = / i (P) n ^2{h{P)). Si Da e h{P) n ^2{h(P)) = 
/ i (P n $ i ( P ) ) , existeix a £ P Ci $ i ( P ) amb h{a) = D a ; existeix ¡3 
amb /i(;5) = a , i com h(n^) = Da = /i(a!) , i o; pertanyen ais 
mateixos tancats, o sigui 0(3 £ P n $ i ( P ) i per hipótesi (3 £ P n $ i ( P ) 
d'on a£h{Pn $ i ( P ) ) = h(P) H ^2{KP)). Per tant, L2 satisfá 3.1.5. 

Suposeu que L2 satisfá 3.1.4 i sigui ara P £ S2 • • « £ h~^{P) 
ssi hU{a) = nh{a) £ P ssi Dh{a) = hn{a) £ $ 2 ( P ) ssi Da £ 
/ i - ^ ( $ 2 ( P ) ) , per tant, Lj satisfá 3.1.4. 

Suposeu que L2 satisfá 3.1.5, a £ /i~^(P) H $ i ( / i - ^ ( P ) ) = 
= h-\p n $ 2 ( P ) ) , ssi ^(a) G p n $ 2 ( P ) ssi • % ) = /*•(« ) e 
p n $ 2 ( P ) , ssi Da G / i -^(P n $ 2 ( P ) ) = h-\p) n # i ( ; i - i ( P ) ) . LJ 
satisfá, per tant 3.1.5. • 

3.6 COROL.LARI . Sigui Li i L2 dues lógiques abstractes tais que exis
teix un morñsme bilógic entre elles. Aleshores si una és LQMT o LMT 
l'altra també ho és. • 

A la relació d'equivaléncia associada a C que fins ara denotava 
per 9c , a partir d'axa la denotaré per 6 si no hi ha ambigüitat. Quan 
tingui im morfisme bilógic entre dues lógiques que tinguin la propietat 
de Birula-Rasiowa, a totes dues transformacions les denotarem indistin-
tament per la mateixa Uetra $ . 

Els dos teoremes següents pertanyen a la classe deis teoremes 
col.loquilament coneguts per "teoremes del bilógic", els quals posen de 
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manifest l'estreta relació entre classes de lógiques abstractes i les va-
rietats d'álgebres que teñen associades de forma natural. 

3.7 T E O R E M A . Per tota lógica abstracta L = (21,C) son equivalents: 

(1) L ésLQMT; 

(2) d G Con(2l) , 21/^ és AMT i C/O és un sistema 

clausura amb una base de ñltres primers # -tancada; 

(3) Existeix un morñsme bilógic entre L i L' = (21', .F') 
on 21' és una A M T i J^' és un sistema clausura sobre 

21' amb una base de ñltres primers $ -tancada. 

DEMOSTRACIÓ : (1) =^ ( 2 ) : En [FVl] es demostra que 6 e C o n ( 2 l ~ ) , 
que 2 l~ /^ és reticle de De Morgan i que C/6 té una base de filtres 
primers $ -tancada, és per tant suficient provar que 6 G Con(2l) i que 
21/^ és A M T . 

Sigui (a, 6) G ^ i suposeu que Da G P , aleshores Da G P D $ ( P ) 
d'on a G P n $ ( P ) per 3.1.5 i per ser (a, 6) G ^ , 6 G P n $ ( P ) 
d'on •& G P n # ( P ) , en particular G P , per tant (Da, Db) e O i 
9 G Con(2 l ) . 

21/^ és reticle de De Morgan, i com per 3.1.3 0^ és l'ínfim del 
reticle, aquest és álgebra de De Morgan. Comprovo que, a mes, és A M T , 
o sigui que es satisfan: 

(2.1.1) Dae A -^ae = Qe Vae G 21 /^ , i 

(2.1.2) ae A ^ae = a^ A -^Dag Vae G 21/^ 

Peí que fa a 2.1.1 tinc DagA-iag < Oe ssi \fP e S DaA-ia ^ P . 
Si Da G P aleshores Da G P n * ( P ) d'on a G P n $ ( P ) , pero a G $ ( P ) 
ssi -«a ^ P , o sigui DaA-ia ^ P ; i si Da ^ P aleshores DaA->a ^ P 
ja que P és un filtre. 

Peí que fa a 2.1.2 ag A -lag <ag A -^Dag ssi a A ->a G P implica 
a A -^Da G P VP E S. Si a A -«a G P i i D a ^ P , aleshores 
Da G ^ ( P ) d'on Da G P n $ ( P ) , o sigui -laADa G P que peí parágraf 
anterior és absurd, o sigui -••a G P i a A -iDa G P. 
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ae A -iDae < ae A -^ag ssi a A -iDa G P implica a A->a £ P 

\/P € £. Si a A -^Da G P i ^ P , aleshores a G $ (P) d'on 
a G P n $ ( P ) i Da G P n $(P) que és absurd, perqué de -^Da G P 
tinc Da ^ $ (P) . 

(2) (3) Preneu L' = (21/^, C /^ ) . El morfisme bilógic és la 
projecció canónica. 

(3) =^ (1) Peí teorema 3.5 en ser L' LQMT. • 

3.8 T E O R E M A . Per tota lógica abstracta L = (21,C) son equivalents: 

(1) L és LMT; 
(2) de Con(2l) , 21/^ és A M T i C/O son tots els fíltres 

d'%/6; 

(3) Existeix un naorfísme bilógic entre L i L ' = (21', .F') 
on 21' és A M T i :F' son tots els seus fíltres. 

DEMOSTRACIÓ : Peí teorema anterior i peí teorema 3 de [FVl] a on es 
demostra peí cas de les lógiques de De Morgan que C/0 és el conjunt de 
tots els filtres d' 21/^ ; en aquesta demostrado només s'usa la finitaritat 
de la lógica i PC i per tant és aplicable al cas que m'ocupa. • 

3.9 COROL.LARI. 21 és AMT ssi existeix un operador clausura, C, 

sobre A tal que (21, C ) és LMT i e = A^.U 

3.10 DEFINICIÓ. [BS] Una lógica L és simple ssi J'única congruencia 
lógica és A . • 

3.11 COROL.LARI . L = (2l,C) LMT és simple ssi 21 és AMT i C son 
tots els seus fíltres. • 

Un corol.lari piuament algébrale deis teoremes 3.7 i 3.8 és: 

3.12 PROPOSICIÓ. En una AMT la correspondencia entre congruéncies 

i famílies $ -tancades de fíltres primers no és sempre biunívoca. 
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DEMOSTRACIÓ : Sigui L = (21,C) una LQMT no finitária sobre 21 
A M T amb una base de filtres primers S . Hi ha un morfisme bilógic entre 
L i V.¡Q = {^ie,C¡B) on CfQ té una base de filtres primers tan-
cada en la qual no están tots els filtres primers. Sigui L ' /d = (21/9, Tj9) 
on J^/9 és el sistema clausura de tots els filtres d' 21/0 . L'/9 genera 
projectivament tina certa LMT, sigui E' la seva base. Clarament les 
famílies $ -tancades S i £ ' teñen associada la mateixa congruencia, 
9 ,i en canvi son diferents, una és finitária i l'altra no. • 

Degut a l'isomorfisme entre les congruéncies d'una A M T i les de 
la corresponent álgebra de De Morgan subjacent, la proposició anterior 
també és válida en aquesta última varietat d'álgebres. 

Com ja he comentat en el primer capítol, l'estructura reticular 
de tots els sistemes clausura sobre una álgebra 21 es trasUada a una 
estructura reticular en el conjunt de totes les lógiques sobre 21; si L¿ = 
= (2l,C¿) (i = 1 , 2 , 3 ) Ll V L2 = L 3 ssi Ci A C2 = Ci n C2 = Ca i 
Ll A L2 = La ssi Ci VC2 = Ca . Naturalment, si l'estudi es centre sobre 
una determinada classe de lógiques sobre 21 (LMT, L Q M T etc . . ) es 
pot perdre aquesta estructura reticular si el suprem o l'ínfim de dues 
lógiques de la classe deixa de ser de la classe. En la proposció següent 
veuré que aquest no és el cas amb les LMT. El principal problema és 
demostrar que si Lj (¿ = 1 , 2 ) son LMT aleshores L1VL2 també ho és; 
la dificultat está en trobar una base (que compleixi la definció de LMT) 
de Ci nC2 , ja que si Ei és base de Cf (¿ = 1 , 2 ) aleshores clarament és 
El n E2] C Ci n C2 pero el recíproc no és en general cert. Mes endavant 

(proposició 4 . 7 ) veuré que si L,- (e = 1 , 2 ) son L M T aleshores Li A L2 
també ho és i (proposició 4 . 2 3 ) que aleshores CinC2 = [Íin52] • Donades 
aqüestes dues proposicions per demostrades tinc: 

3 . 1 3 PROPOSICIÓ. El conjunt de les LMT sobre Védgebra 21 és un re
ticle. 

DEMOSTRACIÓ : Siguin (21,Ci) i (21,C2) dues L Q M T . Com que les 
condicions de la definició 3.1 fan referencia a propietats de cadascun 
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deis elements de la base, i tant els elements de la base de Ci com els de 
la base de C2 els satisfan, també les satisfarán els elements de la unió 
(i triviálment els de la intersecció) de les bases i per tant (21, V C2) i 
(2l ,CinC2) son LQMT. 

El fet que de ser Ci i C2 algebraics es dedueixi que tant Ci V C2 
com Ci n C2 també ho son (Ci V C2 per [Wo] apartat 1.5.7 i CinC2 
fácilment peí teorema 1.5) acaba la demostrado. • 

Donat que el sistema clausura d'una lógica clássica (21, C) també 
ho és d'una LMT (amb suport l'álgebra obtinguda a partir d' 21 afegint 
l'operador • definit per Ox = x Va; G A ) obtinc com a coro.lari de 
la proposició anterior que el conjunt { lógiques classiques sobre 21} és 
un reticle. 

El teorema 3.8 i el fet que la varietat de les AMTs sigui congruent 
regular em permetrá demostrar en el próxim teorema que les LMTs 
venen completament determinades peí seu mes petit tancat, que ja he 
assenyalat que coincideix amb el tancat generat peí máxim de lálgebra. 
A mes a mes del seu interés intrínsec, aquest resultat Tusaré en la prova 
del teorema 4.6. 

3.14 T E O R E M A . Si Li = (21,Ci) i L2 = (21,C2) son dues LMTs sobre 
la mateixa algebra 21 tais que C i ( 0 ) = C2(0) , aleshores coincideixen. 

DEMOSTRACIÓ : Sigui L = (2l,Ci VC2); per 3.13 L és LMT. Siguin 6' i 
6 les relacions d'equivaléncia associades a C1VC2 i C2 respectivament, 
aleshores 6' C 6 i 21/^' i 21/^ son A M T per 3.7. Defineixo en 21/^' la 
congruencia V» = 0/0' per (A0I,bdi) G ^ ssi (a, 6) G ^ . La classe de Ig' 
per la congruencia ip és [le>]f = {0,9'; ( « « ' , ! « ' ) E tp} = {ae'; (a, 1) G 
ee} = {ae.]C2{a) = € 3 ( 1 ) } . Peí fet de ser € 2 ( 1 ) = € 2 ( 0 ) = ( C j V 
VC2)(0) = ( C i V C2 ) ( l ) tinc que [le>]^ = {le>} per tant, per la con
gruent regularitat d' 21/^' (teorema 2.25) V és la diagonal, d'on 6 = 6' 
(si (a, b) e 6 i (a, b) ^ 9', tinc (a^/, 6^') G V" i en canvi :^bg) ,i per 
tant 21/^ = 21/^' i d'aqm' dedueixo que C = C ja que hi ha im mateix 
isomorfisme entre cadascuna d'elles i tots els filtres del quocient. De la 
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mateixa manera obtinc Ci V C2 = Ci d'on Ci =€2 i Li = L 2 . B 

La prova d'aquest teorema no és constructiva, és a dir no dona el 
procediment per a, donat C(0) , trobar tots els aitres tancats, ni tampoc 
una caracterització de quins subconjunts d' A poden funcionar com a 
C(0) . Aixó ho faré en dues etapes; primer sobre les AMTs i després, al 
capítol 4, en general. El primer pas és trobar totes les L ( Q ) M T sobre 
21 A M T . 

3.15 L E M A . Si L és una LQMT sobre 21 AMT, es compleixen: 

(1) C(0) ésfiJtre obert d ' 2 l ; 
(2) yP eV, P D C(0) ssi $ ( P ) D C ( 0 ) , és a dir Ja 

familia de filtres primers que contenen C(0) és $ -
tancada. 

DEMOSTRACIÓ: 

(1) Per ser L LQMT peí teorema 3.7 existeix un morfisme bilógic 
TT : 21 —> 21/^ que a mes és morfisme d 'AMTs. Com 7 r ( l ) = 1^ i TT 
identifica els elements que petanyen ais mateixos tancats, n~^{le) = 
= C ( l ) = C ( 0 ) . Peí corol.lari 3.4 de [L7] l'antiimatge del máxim d'una 
A M T per una homomorfisme d 'AMTs és ua filtre obert, per tant C(0) 
ho és. 

(2) Es consequéncia de (1) i de la proposició 2.28. • 

3.16 T E O R E M A . Si 21 és A M T aJeshores L = (2l,C) és LMT ssi existeix 
FQ EJ^+ talque C={FeT; FD FQ}. 

DEMOSTRACIÓ: 

(=í') Hi ha un morfisme bilógic, / i , entre L i L/d = {^/e,C/9) 
on C/6 son tots els filtres d '21/^ (peí teorema 3.8). Observeu que 
h~^(lff) = C(0) e i que per la congruent regularitat, C(0) deter
mina la congruencia, que será l'associada a la familia {P filtres primers 
d' 21; C(0) C P] que és $ -tancada (per la proposicició 3.15.) 
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Sigui F un filtre primer d' 21 tal que C(0 ) C F, comprovo a 
continuado que F = h~^(h{F)) ; en general F C h~^{h{F)) , i per altra 
banda, si a € h~^{h{F)) aleshores h(a) G h(F) , o sigui h(a) = h(b) 
per algún b E F, per tant (a, b) E 0 i per la caracterització de 0 
( (o, b) E 0 ssi (a E P ssi 6 G P ) VP primer tal que C(0 ) C P ) 
a G P . Per tant F E {F E T : C (0 ) C F} . Aixó prova que {F E T : 
C(0) C P } C C i com l'altra inclusió és immedata, la implicado está 
provada. 

(4=) Per les proposició 2.28 i l'exemple 3.3, i observant que si 
(amb Tj G C ) és una cadena, aleshores Uie/-^» un filtre i 

conté Po 5 és a dir la lógica generada és finitária. I 

3.17 COROL.LARI. Si 2Í és AMT, aleshores la LMT mes fina sobre 21 
és(%T). 

DEMOSTRACIÓ : En tota A M T D I = 1, per tant {1} és filtre obert i 
obviament és el mes petit. La LMT que li correspon segons el teorema 
3.16, la de tots els filtres, és per tant la mes fina. • 

3.18 T E O R E M A . Si 21 és AMT, hi ha un isomorfisme entre el reticle de 
les congruéncies sobre 21 i el de les LMT sobre 21. 

DEMOSTRACIÓ : Donada una 0 E Con (2 l ) , consideren Ce = {T E 
^ ^', le QT} . Aleshores les aplicacions: 

a : Con(2l) — y {LMT sobre 21} 

0—^Le = i%Ce) 

0 : {LMT sobre 21} — > Con(2t) 

L = ( 2 l , C ) - ^ e c 

Son una inversa de l'altra. En efecte: 

a o 0(L) = L . Efectivament, a(0c) té per sistema clausura 
C«c = {r G : F ; lee C T } = { T G :F; C(0 ) C T } = C per 3.16 
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/? o oí{d) = ^ . La classe de l ' l de 0{\-9) és CCe = l e , i per la 
congruent regularitat la congruencia associada és 6 . 

Trivialment conserven l'ordre. • 

3 . 1 9 COROL.LARI. Hi ha un isomorñsme entre el reticle de les LMTs 
sobre una AMT i els seus ñltres oberts. 

DEMOSTRACIÓ : Per les proposicions 2 . 2 1 i 3 . 18 . • 

Al final del capítol 4 generalitzaré aquests tipus d'isomorfisme a 
algebres qualssevol. Naturalment en tal cas no obtindré totes les con
gruéncies de l'álgebra, sino un subreticle, i en comptes deis filtre oberts 
usaré uns subconjunts distingits adequats. 

En la resta de la secció m'ocuparé de les propietats deis filtres 
oberts en les AMTs i, per extensió, deis tancats d'una LMT qualsevol 
que siguin oberts per l'operació • . 

En una A M T 2 1 , denoto per "̂̂  la relació d'equivaléncia associada 
a :F+ : (a, 6) e , si i només si F+(a ) = F+(6) és a dir (corol.lari 
2 . 1 4 ) si i només si Da = Db; per tant, identifica els elements que 
teñen el mateix interior. En particular tinc (a. Da) 6 "̂̂  i (b, Db) € 
i en canvi no té perqué ser cert (a V 6, Da V Db) e dones en general 
• ( a V 6 ) és diferent de • ( • a V D 6 ) al no complir-se en 97Í4m l'equació 
• ( a V fc) = Da V Db. La relació "̂̂  no respecta l'operació V i per tant 
no és congruencia d' 2 1 , per aquest motiu introduiré una nova estructvira 
sobre A , adequada per fer que sí sigui congruencia. Resultará que 
aquesta nova estructura té propietats lógiques interessants i permetrá 
trobar una caracterització alternativa del concepte de LMT. 

3 . 2 0 DEFINICIÓ. Si 21 = ( A , A , V , - . , D ) és una álgebra qualsevol de 

tipus (2,2,1,1) deñneixo les operacions aV b i -la per 

a V 6 = D a V D 6 i ^a = -^Da. 

Anomenaré 21+ a l'álgebra (A, A, V, í , 0 ) . 
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Si C és un sistema clausura sobre 21 anomenaxé C"*" al sistema 
clausura deis tancats que son oberts per és a dir 
C+ = { T e C; D T C T } , anomeraré C + a Voperador clausura as
sociat i si L = (2l, C ) anomenaré L"*" a la lógica (2 l+ ,C" ' ' ) . 

3.21 PROPOSICIÓ. Sigui 21 AMT. La relació 6+ associada a , és 
relació de congruencia en 21'*' i Ja Jógica (21"*", .F"*") és clássica. 

DEMOSTRACIÓ : Recordeu que 95 és álgebra de Boole i a mes subálgebra 
d '2l (proposició 2.4). L'aplicació • que fa correspondre a cada element 
el seu interior és un morfisme entre 21"'' i 93 dones per 2.2.4, 2.2.6, 2.2.7 
i 2.2.8 és •(aA6) = OaADh, DO = O , •(aV6) = •(•aVD6) = DaVDfe 
i • ( í a ) = • ( - ' • a ) = -iDa , i com que per 2.2.9 és • ( • a ) = Da és, a 
mes, epimorfisme. Com he observat abans 6'^ és el nucli del morfisme 
descrit anteriorment i per tant és congruencia. 

Si F G J-^"^ , aleshores és immediat comprovar que ^{F) — FOB , 
i peí teorema 2.15 tinc un isomorfisme de reticles entre .F"^ i .Fgj , o 
sigui que • : 21+ —^ 93 és un morfisme bilógic, i com que la lógica 
(93, .Fas) és clássica i aquesta propietat, peí teorema 1.18, es trasUada 
per morfismes bilógics, (21+,.^''") és lógica clássica. • 

La implicació associada a la lógica clássica (^'^,^'^) és a ^ b = 
= ^aVb = •-iDaVDft que sobre ima A M T (per 2.28) és -iDVD6 i com 
és sabut, per tractar-se d'una lógica clássica, els elements del sistema 
clausura (els filtres oberts en aquest cas) son tancats per modus ponens 
respecte - Í . Malgrat que en aquesta memoria no no estic interessat en 
l'estudi de les implicacions sobre una A M T , és destecable que sobre 21 
A M T hi ha tres implicacions: a - Í 6 = -iDa V , a —> b = ->Da V b 
i a b = -laV b (vegeu página ??? ) cadascuna d'elles mes feble que 
l'anterior pero les tres amb els mateixos sistemes deductius, els filtres 
oberts. 

3.22 PROPOSICIÓ . Sigui L = (21, C ) una LQMT, i sigui € la base de 
C . Aleshores la familia 5+ = { P n $ ( P ) ; P e £} és una base de C+ 
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DEMOSTRACIÓ : Com £ és base de C i C+ C C per VT e C+ és 

T = n { P e 5 ; T C P } . Per comprovar que { P D $ ( P ) ; P € 5 } és 
base de C"*" és suficient comprovar que si T C P aleshores T C $ ( P ) . 
Sigui T C P i sigui a 6 T , aleshores Da G T C P d'on per 3.1.4 
• a e $ ( P ) , o sigui Da e P n # ( P ) i per 3.1.5 a 6 P n $ ( P ) , en 
particular a G Í ' ( P ) . • 

3.23 T E O R E M A . Sigui L = (21, C ) una L(Q)MT, aleshores C o D = C + 

DEMOSTRACIÓ: C ( D ( X ) ) = 

= f]{Pee;nix)cp} = 

= f | { P n $ ( P ) ; p e 5 i • ( X ) c p n $ ( P ) } = 

= f | { p n # ( P ) ; p G 5, c p n $ ( P ) } = c+(X) , 

perqué per 3.1.4, Da G P ssi Da G $ ( P ) , i per 3.1.5. a G P H $ ( P ) 
ssi Da G P n $ ( P ) . • 

3.24 COROL.LARI . Si L = (21, C ) és una L ( Q ) M T aleshores Vx g A 

X G C ( D x ) . 

DEMOSTRACIÓ : Com per 3.23 C o • és operador clausura es té 
X G C + ( x ) = C ( D x ) . B 

3.25 T E O R E M A . Si L = (21, C ) és L M T aleshores L + = ( 2 l + , C + ) és 
una lógica clássica. 

DEMOSTRACIÓ : Si L = (21, C ) és L M T aleshores és projectivament 
generada per un morfisme bilógic, n, a partir de l ' A M T 
L/e = (21/^, C /^) . Si {L/9)+ = ( ( 2 l / ^ ) + , ( C / ^ ) + ) és la lógica clássica 
associada filtres oberts d' 21/^ veuré que L"*" és projectivament generada 
per TT a partir de ( L / ^ ) + ; efectivament, TT és morfisme per ser a V 6 
un polinomi en V i • i í en -i i • . TT indueix un isomorfisme entre 
C i C/6, per tant només cal comprovar que si P E C i P = 7 r ~ ^ ( T ) 

45 



amb T EC/B és a dir si 7r(P) = T aleshores D{P) C P si i només si 
• ( T ) C T , la qual cosa és clara peí fet de ser TT morfisme. Per tant 
L"*" és una lógica clássica per ser projectivament generada a partir d'una 
lógica clássica. • 

Aquest carácter clássic de L"*" és prou important per a caracte
ritzar, juntament amb el resultat del teorema 3.23, les LMTs. El següent 
teorema dona una definició alternativa de les LMTs. 

3.26 T E O R E M A . \-ésLMTssi 

(1) L~ = (2l~, C ) és lógica de De Morgan amb base £ ; 
(2) C o • = C + ; 
(3) L+ = C + ) és cJássica; 
(4) P n $ ( P ) e C + V P G 5 . 

D E M O S T R A C I Ó : 

=4>) 3.26.1 per definició de LMT, 3.26.2 per la proposició 3.23, 
3.26.3 peí teorema 3.25 i 3.26.4 per 3.1.5. 

(<= Per [FVl ] , en ser L~ una lógica de De Morgan, tinc que 
0 6 Con(2l~) , és una álgebra de De Morgan, i la projecció 
canónica TT és tm morfisme bilógic entre L~ i ( 2 l ~ / ^ , . F ) , on T son 
tots els filtres del quocient, essent els primers les imatges de la base £ de 
C . Pero 3.26.3 implica que C o D és un operador clausura, i segons les 
proposicions 3.2, 3.6 i 3.7 de [FV2] resulta que 6 G Con(21) i que en el 
quocient • és un operador contractiu; a mes C satisfá la Propietat de 
la Conjunció, per tant per 3.9, 3.11 i 3.12 de [FV2] dedueixo que • és un 
operador interior. La projecció TT és dones morfisme respecte • , i per 
tant morfisme bilógic entre L i (21/^, . Segons 3.3 de [FV2] aleshores 
TT és també morfisme bilógic entre L"*", lógica clássica per hipótesi, 
1 ( (21/0) ' ' " , .F+), essent els filtres oberts del quocient. Com que 
aquesta darrera lógica també és clássica, el seu quocient nattural (per ^+ 
associada a ) és tma álgebra de Boole. Ara bé, es compleix també la 
propietat 3.26.2 en el quocient (es conserva per morfismes bilógics segons 
3.4 de [FV2]) i per tant F+(a ) = F+(6) <^Oa = nb Va, b £ A/O , per 

46 



tant (^/$)'^/6'^ és isomorfa ( 5 , V, A, , on B és el conjunt d'oberts 
d' 21/^ , = n-ia i a V 6 = • ( • « V Db). Aquesta darrera álgebra 
és per tant de Boole, i aleshores \/a E A/d , a V -iDa > Da V D-iDa 
> Da V D-ia > • ( • a V D-ia) = a V = 1, cosa que prova juntament 
amb una llei de De Morgan 2.2.1. D'altra banda Va G 21/^ Da V -̂ a < 
a V ->a , i cal veure l'altra desigualtat. Sigui P un filtre primer tal que 
a V -la G P , cal veure que Da V -la G P : Si -'a G P no hi ha res a 
provar; si ->a ^ P , per ser P primer i aV -la E P resulta a G P , i 
per la definició de $ resulta a E ^ ( P ) , d'on a G P H $ ( P ) . Per tant 

%-\a) E 7 r - ^ ( P n $ ( P ) ) = 

= 7 r - i ( P ) n 7 r - ^ ( $ ( P ) ) = 7 r - ^ ( P ) D ^w-\P)) E 

per 3.26.4, que també es conserva per morfismes bilógics; per tant 
Tr-\Da) = DTv-\a) C Tr-\P D $ ( P ) ) , d'on Da G' P n $ ( P ) , i aixó 
implica Da V -"a G P , que juntament amb una llei de De Morgan dona 
2.2.2. En definitiva hem provat que 21/^ és una álgebra modal tetrava-
lent. El teorema 3.8 acaba la demostrado. • 

Observen que la incómoda propietat 3.26.4 no és consequéncia de 
les altres tres, com demostra l'exemple format per la lógica L = (21, C) 
on 21 és l'álgebra de Boole de quatre elements 

la 

ÍO 

amb D I = 1 i Da = D-^a = DO = O i C son tots els filtres; per tant 
C+ = { { l , a , - n a , 0 } , { l } } i es compleixen 3.26.1 i 3.26.2 i 3.26.3 i no 
3.26.4 dones { a , 1} = T = $ ( T ) = Tn $ ( T ) ^ C+ . 
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4. Estudi de les L M T s com a lógiques tetravaluades 

Recordeu que a la página ??? he anomenat Lirn a la LMT no 
trivial sobre ÍHJlim • 

Sigui 21 = (A, Aj-ijD, 0) una álgebra de tipus (2,1,1,0) en la que 
defineixo l'operació binaria V per aV6 =-i(-iaA->6) . Anomeno L 4 m ( 2 l ) 

a la lógica projectivament generada des de L^m per 
JEÍom(2l, 90^4^) 5 <^4m al sistema clausura de L 4 ^ ( 2 l ) , ^ 4 ^ a la relació 
associada a C^rn i ais elements del sistema clausura que siguin 
tancats respecte l'operació • , és a dir = {T G Cim; ^{T) C T } . 
Anomeno £ 4 ^ a la base de Cim formada per les antiimatges deis 
dos filtres primers de '^im •, o sigui ¿4^^ = {^~^{Pi) i = 1,2; /i G 
G i í om ( 2 í , 9 J Í 4 m ) } . De la mateixa manera anomeno £ 4 ^ a {^~^({1}) ; 
h G Hom{% OT4m)} base de C+„ . 

En aquest capítol estudio les lógiques projectivament generades 
des de L 4 „ j sobre una álgebra abstracta 21 del mateix tipus que 9JÍ4m 

per famílies arbitrarles d'homorfismes d' 21 en ^im. • Estudio també la 
relació entre aqüestes lógiques i les L ( Q ) M T sobre 2Í . La proposició 4.1 
dona la clau d'aquesta relació al mostrar que els subconjunts d' A que 
poden ser elements d'una base d'una L ( Q ) M T son precisament les anti
imatges per h G i/ 'om(2l, ^4rn) deis filtres primers de dJtém • Demostró 
a continuació que qualsevol subconjunt de Hom(Jíl, ^'ím) genera pro
jectivament una LQMT sobre 21 i que la mes fina, L4r„(2l) , és finitária. 
El teorema 4.6 precisa mes la situació en determinar quines famílies 
d'homomorfismes son les que generen projectivament LMTs sobre 21 i 
en demostrar que tota LMT sobre 21 és generada per ima d'aquestes 
famílies. A continuació trobo una caracterització deis operadors de les 
possibles LMT sobre 21 en funció de Cim 5 l 'operador mes fi, la qual 
cosa posará de manifest que el mes petit tancat, que demostró que ha de 
ser obert, determina l'operador. Aquesta part del capítol acaba amb la 
demostrado de l'isomorfisme que hi ha entre sis reticles, la meitat deis 
quals es refereixen a conceptes sobre una álgebra abstracta 21 (aquests 
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reticles son S^^ , el reticle de les LMTs sobre 21, i el reticle de totes les 
congruéncies sobre 21 que en el quocient donen A M T ) i l'altra meitat 
considera els mateixos conceptes pero sobre l 'AMT obtinguda fent el 
quocient d' 21 per la relació associada 

A continuado demostró que la mateixa caracterització de les con
gruéncies en una A M T (teorema 2 .19 ) també caracteritza a les con
gruéncies sobre una álgebra abstracta que en el quocient donin A M T 
(proposició 4 . 1 8 ) , la qual cosa permet estudiar aquest tipus de relacions 
i les famílies $ - tancades d'elements de Sim que les determinen. 

4 . 1 PROPOSICIÓ. Si L és LQMT, amb base £ aleshores per \/P £8, 

3h E Hom(% m^m) tal que P=h~'^(Fi) o P ^ / i - ^ F a ) ; és a dir 

DEMOSTRACIÓ : Consideren per cada P G 5 la L M T L p = (21,Cp) 
on Cp és el sistema clausura generat per { P , $ ( P ) } ; anomeno 6p a la 
relació associada a Cp. La proposició 4 de [FVl] estudia l'estructura 
deis quocients 'Qi~¡Op en els tres cassos possibles que surgeixen de les 
posicions relatives de P i $ ( P ) , posicions que es demostra que només 
poden ser la igualtat, lá inclusió d'un en l'altre i la incomparabilitat amb 
intersecció diferent del vuit. Queden així ja determinades les AMTs 
quocient 2l /0p j a que sobre les respectives 21""/0p només hi ha un 
operador • que les fa A M T (proposició 2 . 5 ) . 

Cas 1 P = $ ( P ) . Segons [FVl] 21" /^^ = QSJ^ , d'on 2l /0p = 
= ^2m • Si anomenem ¿ a la injecció de en 97Í4m » aleshores 
P = (¿ o 'Kp)~^{Fi) ( TTp és el pas al quocient). 

Cas 2 P £ $ ( P ) (o $ ( P ) £ P ) . Per [FVl] 2 l - / 0 p = Tl'^ , per 

tant, 'Üi/dp = 93Í3m i si i és la injecció de STÍsm en 9JÍ4m amb ¿(a) = a , 
aleshores P = (¿ o 7 r p ) ~ ^ ( p 2 ) ( P = (¿ o 7rp)~^(Pi) respectivament). 

Cas 3 Si P i # ( P ) no son comparables, per [FVl] ^'/Op = DJÍ̂ "̂  
d'on ^/Bp = ^^rn i P = 7 r - i ( P i ) o b é P = 7 r - i ( F 2 ) • Prenent h = T:p 

he acabat. • 
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Degut a la simetria de 9JÍ4m , per tot h G Hom(^, 2JÍ4m) existeix 
una g G Hom{^, dJlim.) (que podriem anomonar el seu simétric) definit 
Vx G A per: g(x) = h(x) si h(x) = 1 o h{x) = O, g{x) = a si 
h(x) = b i g(x) = fe si h{x) = a. Per la definició de g tinc que 
h~^{Fi) = g~^(F2) i h~^(F2) = g~^{Fi) i aquest fet permet precisar 
l'enunciat de la proposició 4.1 de la següent manera: 

Si L és LQMT amb base £ aleshores WP E £, 3h E 

G Hom{%mirn) tal que P = ^ " ^ F i ) . 

Usaré aquest enunciat mes precís en la segona part de la prova de 
4.6. 

4.2 T E O R E M A . Les següents propietats son equivalents: 

(1) L = (2Í,C) ésLQMT. 
(2) Existeix una familia X> C í/'om(21, 3JÍ4^) tal que L és 

projectivament generada des de L^rn per V . 
(3) C té una base formada per un subconjunt $ -tancat 

de £irn • 

DEMOSTRACIÓ: 1) 2) Peí teorema 2 de [FVl] la familia V d'homo-
morfismes de la proposició anterior genera projectivament la lógica L " 
i per tant també genera projectivament la lógica L , ja que els sistemes 
clausura de les dues lógiques coincideixen. 

2) =^ 1) El mateix teorema demostra que L satisfá PC i P B R o 
sigui 3.1.1 i 3.1.2. Sigui £ = {h-^{Fi) ¿ = 1,2 /i G X>} la base de 
L . Com per tot h^V /i(0) = O ^ F¿ tinc 3.1.3. Per 3.1.4 tinc que 
• a G h-'^{Fi) ssi h{na) = nh{a) G Fi ssi Uh{a) = /i(Da) G #(F,) o 
sigui Da G / i - i ($(F¿)) . Per 3.1.5 tinc que a G h-'^{Fi) n $( / i - i (F.)) 
ssi a G h-''{Fi n $(Fi)) ssi h{a) G F¿ n $(F.) ssi Uh{a) = h{na) G 
G Fi n #(F,) ssi Da G h-\Fi) n ^{h-\Fi)). 

2) ^ 3) Sigui £ = {h-^{Fi) i = 1,2 : h eV} \a base de L . £ 
és una famíUa $ -tancada ( $ ( / i - i (Fi) ) = h'^iFi) ) i £ Q £4m • 

3) =^ 2) Sigui ara £ la base de C; per la proposició 4.1 és £ = 
= {h-^(Fi) i = 1,2 : he V} per certa famflia V C Hom{% m^m)^ 
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4.3 COROL.LARI . L 4 r „ ( 2 l ) és la LQMT mes ñna, sobre 21. • 

En prendre una familia V arbitraria obtinc una L Q M T qualsevol, 
ara bé, la mes fina, la generada projectivament per tots els homomor
fismes, té una propietat especial: 

4.4 T E O R E M A . L 4 ^ ( 2 l ) és una lógica ñnitaria. 

D E M O S T R A C I Ó ; Per ser L4m(2l) LQMT, i peí teorema 3.7 hi ha un 
morfisme bilógic entre ella i una A M T amb un sistema clausura que 
tíndrá una base de filtre primers $ -tancada. Si L4TO(21) no és finitaria 
no ho será el sistema clausura citat, que será, per tant, diferent del 
sistema clausura algebraic format per tots els filtres de l ' A M T . Pero el 
mateix morfisme bilógic sobre la mateixa A M T , prenent ara el sistema 
clausura de tots els filtres, genera projectivament una L M T sobre 21 
estrictament mes fina que L 4 , n ( 2 l ) , absurd. • 

4.5 COROL.LARI. L 4 ^ ( 2 l ) és la LMT mes ñna sobre 21. • 

Al teorema 4.2 he vist que les LQMT son exactament les projec
tivament generades per famílies qualsevols d'homomorfismes. Acabo 
de veure que si la familia és la de tots els homomorfismes, resulta 
que la lógica projectivament generada és finitaria. El següent teorema 
caracteritza totes les famílies d'homomorfismes que generen lógiques 
finitáries, un problema encara no resolt per les lógiques de De Morgan 
(vegeu [FVl]) . 

N O T A C I Ó : Sigui X CA qualsevol, posem I>x = G i í om(2 l , 9 }Í4^) : 

x¡}{OX) C { 1 } | , i L x = (21, C x ) on Cx és l'operador generat projec
tivament per Vx des de L^m • 

4.6 T E O R E M A . L és LMT ssi 3X Q A tal que L = L x . 

D E M O S T R A C I Ó : Sigui S = {P e S^miOX c P} és un conjunt 
# - tancat , dones per 3.1.4 OX C P ssi DX C $ ( P ) per qualsevol P 
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que pertanyi a una base d'una LQMT i S^m ho és. £ és una base de L , 
dones está formada per les antiimatges de Fi i F2 pels homomorfismes 
de T>x', efectivament, si V ^ i = P aleshores OX C 
C C P . Per altra banda, si P 6 £ és per exemple P = 
= ^-\Fi) i de D X C P = 7p-\Fi) tinc tp{nX) = nx¡;(X) C Fi i per 
tant r¡>{nX) = Dip{X) C P2 , és a dir ^ ( • ( X ) ) C {1} o sigui ^ eV. 

Peí teorema 3.8, existeix un morfisme bilógic , TT , entre L4TO(21) i 
Lfi = i^,^) on S) és una A M T i ^ son tots els seus filtres. Anomeno 
"P a la base formada per tots els filtres primers de . 

Considero sobre Sj el sistema claustira J^x amb base Vx = 
= {P eV; • ( 7 r ( X ) ) C P } . La lógica L^^ = (^ , .Px ) és LMT dones 
• ( 7 r ( X ) ) C P equival a que el filtre generat per • ( 7 r ( X ) ) estigui inclós 
dins P i aquest filtre, per 2.13, és un filtre obert i per 3.16 el sistema 
clausura de tots els filtres que contenen a un filtre obert dona lloc a una 
LMT sobre l'álgebra. 

Per demostrar que TT : 21 —> Sj és morfisme bilógic entre L i L 
és suficient demostrar (peí teorema 4 de [BS]) que Vx = {"^(P) ; P £ £} 
i que 7 r ~ ^ ( 7 r ( P ) ) = P VP G £ . L'última afirmació és certa per ser TT 

morfisme bilógic entre L 4 m ( 2 l ) i . Sigui ara P e Vx ] 7r~^(P) G 
e £im i OX C 7 r - i ( P ) d'on T T - ^ P ) e £ , arnés, 7 r ( 7 r - H P ) ) = P . Per 
altra banda, si P G £ , aleshores P G £im i OX C P d'on 7r (P) G V 
i 7 r ( D X ) C 7r (P) , o sigui 7 r ( P ) G Vx • 

Com que Lj,^ és LMT, per teorema 3.8, L també. 

Sigui L = (21, C ) una LMT i sigui X = C(0) . Sigui Lx = 
= (21, C x ) la lógica generada per Vx • Per l'altra impUcació és LMT. 
En general tinc que C C. Cx , dones si T £ £ , base de C, per la 
proposició 4.1, existeix un morfisme t/) : 21 —> tal que 
T = ^-\Fi) i per tant $ ( T ) = ^ ' "^-^2) • Com que C(0) C T n $ ( T ) = 
= VH-F^i n P2) = ^ " ^ { 1 } ) tinc que ^ ( C ( 0 ) ) C {1} i com que 
• C ( 0 ) C C(0) tinc V(OC(0)) C {1} , o sigui ^ e Vx i per tant 
TeCx. 
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Si demostró que Cx(0) = C ( 0 ) , per la proposició 3.14, tindré que 
L = Lx . Com que C C Cx és Cx(0) Q C(0) ; per aJtra banda, si 
X e C(0) aleshores h(Ox) C {1} per tot heVx ,o sigui Ox G Cx(0 ) 
i per tant, x G C x ( 0 ) per 3.24. • 

4.7 PROPOSICIÓ. Si L¿ = (2í,Ci) {i = 1,2) son LMT aleshores Li VL2 

íambé ho és. 

DEMOSTRACIÓ : Peí teorema anterior és ciar que Ci n C2 = { T G Cim ] 

(Ci A C2)(0) C T } d'on novament per 4.6 (2l,Ci nC2) és LMT. • 

Com heu pogut veure, a la prova del teorema anterior uso la relació 
entre una L M T qualsevol sobre 21 i la mes fina, L 4 r „ ( 2 l ) . En les proposi
cions técniques que segueixen exploto mes aquesta relació, per a poder 
provar els isomorfismes que seguirán després. 

4.8 PROPOSICIÓ. yT,X CA, C X ( T ) = Cim(OXUT), en paríicuiar, 

Cx(0) = C^miOX) i Cx = {Te C,m ; Cx(0) C T) . 

DEMOSTRACIÓ: 

C x ( T ) = {^-\Fi)-,Tcr\Fi) ¿ = 1,2} = 

f l {^k-\Fi); UX C ^p-\F^\ T C ^-\Fí) i = 1,2} = 
^eHom(2l,aJÍ4m) 

= C 4 4 n ^ u T ) . 

Si R G C x T = Cx{T) = C^n^iDX U T ) D C^m(Ox) = C x ( 0 ) • 
Si T G C4m i C x ( 0 ) = Cim{OX) C T aleshores T = C 4 m ( T ) = 
= c^miax u T) = Cx(T).m 

4.9 COROL.LARI . Si L = (21, C) és LMT, aleshores: 

(1) C ( 0 ) G C + „ . 
(2) C = Cc(0) . 
(3) Si X G aleshores Cx(T) = C^miX U T) i 

C x ( 0 ) = X . 

53 



DEMOSTRACIÓ : Per demostrar 4.9.1, peí teorema 4.6 tinc que existeix 
X C. A tal que L és Lx , aleshores C(0) = C x ( 0 ) = C^mi^X) G 

per 3.23. 

4.9.2 és a la demostrado del teorema 4.6. 

Per provar 4.9.3; C x ( T ) = C4.m{^X U T ) = C 4 r „ ( C 4 ^ ( n X ) U 

UT) = Cim{X U T ) i en particular C x ( 0 ) = C 4 m ( ^ ) = XM 

4.10 COROL.LARI . Si L = (21, C ) és LMT, aleshores VT C A C ( T ) = 

= C 4 „ , ( C ( 0 ) U T ) . 

DEMOSTRACIÓ : Per 4.9 C ( T ) = C c ( 0 ) ( T ) i C c ( 0 ) ( T ) = C 4 ,n (C (0 )U 
u r ) . B 

4.9.2 dona un procediment constructiu de determinar el sistema 
clausura (algebraic) d'ima LMT L = (21, C ) quan es coneix el seu 
tancat mes petit: efectivament, una base d'aquest sistema clausura és 
el conjunt format per totes les antiimatges de Fi i F2 per tots els 
h G Hom{% m^m) tais que /i(C(0)) C { 1 } . 

Passo finalment a provar isomorfismes entre diferents reticles de 
LMTs i de congruéncies. La proposició que segueix estableix l'isomorfis
me entre el reticle de totes les LMTs sobre ima álgebra 21 i el de certs 
conjunts distingits {C"^^ ) . Tindré dones una generalització del teorema 
3.18 a algebres qualsevols, la qual diu que els elements de C ¿ „ fan el 
mateix paper que els filtres oberts en les AMTs. 

4.11 T E O R E M A . En tota áJgebra 21 hi ha un isomorñsme d'ordre entre 

i el reticle de totes les LMT sobre 21. 

DEMOSTRACIÓ : Les correspondéncies 

a:Ctm—^ {LMT sobre 21} ¡3 : {LMT sobre 21} —> C^m 

F-^LF = (<ÍI,CF) L = (21 ,C) ^ C(0) 

son una inversa de l'altra peí fet que: 
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( 1 ) C f ( 0 ) = F per 4 . 9 . 3 . 

( 2 ) C c ( 0 ) ( T ) = C ( T ) per 4 . 9 . 2 . 

a conserva l'ordre perqué V F , F ' G C^^ si F C F ' VT G A , és 
C f ( T ) = C 4 ^ ( F U T ) C C 4 „ , ( F ' U T ) = C f ' ( T ) O sigui L f < L f -

;9 conserva l'ordre, perqué si L < L ' aleshores C ( 0 ) C C ' ( 0 ) . B 

4 . 1 2 C O R O L . L A R I . ífi ha un isomorfisme entre {LiV/T sobre 2 l / ^ 4 „ i } i 
{LMT sobre 0 1 } 

D E M O S T R A C I Ó : Recordeu que hi ha un isomorfisme entre 
{LMT sobre 21 /^4^} i Coníjíi/d^m) (teorema 3 . 1 8 ) reticle que és iso-
morf a {C/d^^rn)'^ pel teorema 2 . 2 1 , i per la proposició 3 . 2 5 aquests 
filtres oberts son isomorfos a , que és isomorf (pel teorema 4 . 1 1 ) a 
{LMT sobre 2 1 } . • 

N O T A C I Ó : Anomeno Con,„(2l) = G Con(2l) ; 21/^ és A M T } . 

4 . 1 3 P R O P O S I C I Ó . Si 9 g C o n ^ ( 2 l ) , aJeshores !«. g . 

D E M O S T R A C I Ó : Consideren la projecció canónica TT : 21 —y 21/^. 
Aquest epimorfisme genera projectivament a partir de tots els filtres 
del quocient una L M T sobre 21 (el seu sistema clausura estará per tant 
inclós dins C^m )• En particular l'antiimatge de { 1 } , és el mes petit 
tancat de la lógica projectivament generada sobre 21 i per tant és de 

4 . 1 4 P R O P O S I C I Ó . d^m és la congruencia mínima de Coumi^) • 

D E M O S T R A C I Ó : Sigtd ^ g C o n ( 2 l ) , si 21/̂ » és A M T , ^ és la relació 
d'equivaléncia associada a la lógica = ( 2 1 ,C^) on és el sistema 
clausura projectivament generat des de 2 1 / ^ prenent tots els seus filtres, 
per tant, és L M T . Com C^^m és el sistema clausura mes fi, C C4,m 
i per tant € 4 ^ ( 0 ) = ^ 4 ^ ( 6 ) implica C^(a) = C ^ ( 6 ) , Va, 6 G A o sigui 
^4m C V . • 
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4.15 PROPOSICIÓ. Si ip e Con(2l) és tal que O^m ^ il) aleshores %/ip 

és AMT. 

DEMOSTRACIÓ : Peí segon teorema d'isomorfia (vegeu per exemple 
[BuS]) ^ ( 2 l / ^ 4 m ) / ( V ' / ^ 4 m ) , 2í /^4m és A M T , i el seu quocient 

per una congruencia també ho és. • 

4.16 COROL.LARI. Coumi^) és el subreticle principal de Con(^) que 

está generat per 

DEMOSTRACIÓ : Les proposicions 4.14 i 4.15 estableixen que Con,„(2l) 
és el segment [^4^5 V21] del reticle Con(2 í ) . En particular, aquest 
segment és un subreticle principal de Con(2l) .B 

4.17 COROL.LARI . Con^(2 l ) s Con{^/64m) 

DEMOSTRACIÓ : Per un conegut resultat d'álgebra universal (vegeu per 
exemple [BuS] página 49) tenim que 

a : [^4m,V] — ^ Con(2l /^4m) 

^ )• V'/^4m 

és isomorfisme de reticles i [^4m)V2i] = Conm{^) peí corol.lari ante
rior. • 

4.18 COROL.LARI. Per una álgebra 21 quaisevoJ es té la següent cadena 
d'isomorñsmes: 

C+m = {LMT sobre 21} S {LMT sobre 2 l / ^4m} = Con„,(2l) ^ 

^ Con(2l /^4,n) = ( C 4 m / ^ 4 m ) + . " 

Dono a continuació ima caracterització de les congruéncies de l'ál
gebra 21 que donen en el quocient una A M T , caracterització que genera-
htza el teorema 2.19 i que permet extreure algún resultat sobre l'estruc
tura de les bases de les LMTs. 
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4.19 PROPOSICIÓ . Sigui r¡> e Conm{^), aleshores (a, b) e ip si i només 

si a f 6 € 1^ . 

DEMOSTRACIÓ : De V G Coumi^) i de la proposició 4.14 es segueix 
que és 04m ^ ^ , i per definició (a,6) 6 rp ssi (ae^^^bg^^) G ^ /04m 

que és una congruencia en una A M T , d'on ae^^ f b$^^ G l v ' / Í 4 m 

([« t b]e,^,le,J e V'/04m ssi (a f 6,1) G V ssi (a f e 1 .̂ • • 

4.20 COROL.LARI. Dues famílies ^-tancades T i T' de E^m tais que 

n^ = f]T' donen Uoc a la mateixa congruencia. 

DEMOSTRACIÓ : Una familia $-tancada de £401 genera un sistema 
clausura que dona Uoc a una LQMT, la qual té associada una con
gruencia (la mateixa associada a la familia) que peí teorema 3.7 és 
de Con^(2l) i que per la proposició anterior ve deteminada per Ig = 

= c(0) = n^-" 
Estudio a continuado de quina forma son els elements de €4^ i 

trobo en el corol.lari 4.22 que l'ünica possibilitat d'inclusió estríete entre 
dos elements de ^ 4 ^ es dona quan un és el transformat per # de l'altre. 

4.21 PROPOSICIÓ. Siguin P,T e E^m- Si P n $ ( P ) C T n # ( T ) , 
aleshores P = T o P = # ( T ) . 

DEMOSTRACIÓ : Considero els sistemes clausura que teñen per bases 
{P,T,^{T),<^(P)} i { P , * ( P ) } respectivament. Peí teorema 3.14 els 
dos sistemes clausura coincideixen. Si P ^ T i P 7»̂  $ ( T ) aleshores ha 
de ser T = PD $ ( P ) (peí fet de ser T un tancat del sistema clausiura 
generat per la segona familia) i $ ( r ) = P fl $ ( P ) (per la mateixa rao i 
la suposició feta), la qual cosa és impossible ja que en aplicar la definició 
de $ i el fet que T = P n $ ( P ) obtinc que a G ^ ( T ) ssi a G P o 
a G $ ( P ) . B 

Per tant els elements de C"*" de la forma P D $ ( P ) amb P G Eim 

son maximals dins i com que 5 ¿ „ és base de tot maximal de 
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Ctm és de la forma P D $ ( P ) per cert P e Sim • 

4 . 2 2 PROPOSICIÓ . Siguin P , T e Sim , aleshores PCT implica T = P 
oT = $ ( T ) 

DEMOSTRACIÓ : Si P C T aleshores P n $ ( P ) C T i per 3 .1 .4 i 3 .1 .5 

P n $ ( P ) C $ ( r ) i per 4 . 2 1 T = P o T = $ ( P ) . H 

Per tant les famílies $ -tancades amb dos elements están formades 
per un element maximal i un element minimal i l'element de les famílies 
$ -tancades unitáries és albora maximal i minimal (sempre amb l'ordre 
restingit a C^m)-

4 . 2 3 PROPOSICIÓ. Siguin L j = (21, C,) {i = 1 , 2 ) dues LMT i siguin 

Si les seves réspedives bases, aleshores [Si D £2] = Ci fl C2 

DEMOSTRACIÓ: (21,Ci n C2) és LMT (per 4 . 7 ) i per tant té una base 
formada per parelles { P , $ ( P ) } amb P € C^rn on P o $ ( P ) s o n ma-
ximals (si P = $ ( P ) aleshores també P és maximal). Tots els elements 
maximals (dins Cém ) de Ci nC2 están en la base de la definició de LMT 
juntament amb els seus transformats per $ , pero aquest maximals han 
d'estar tant a la base de Si com en la de S2 i recíprocament, tots els 
maximals que estiguin en Si i S2 estaran en la base de Ci fl S2 d ' o n í 

[Si n ^2] = Cl n C2 . • 

De la proposició 3 . 1 2 es desprén que és possible trobar dues famflies 
diferents, $ -tancades, de S^m que tinguin associada la mateixa con
gruencia. La proposició que segueix i el seu corol.lari demostren que 
aquesta familia no pot ser finita. 

4 . 2 4 COROL.LARI . Sigui T una familia ñnita $ -tancada de Sim , i 
sigui T' xmasubfamilia de T ^ -tancada tal que f\T = C\T' aleshores 
T = T. 

DEMOSTRACIÓ : Siguin C i C els sistemes clausura generats per T i 
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T ' i L i L' les corresponents lógiques, que pel fet de teñir els seus 
sistemes clausura finits serán finitáries. 

Si T ' C T , 3T eT\T'. Per qualsevol TÍET' és Ti i no 
pot ser T ^Ti ja que aleshores seria, per exemple T = $(R,) i $(R¿) G 
G T ' amb contradicció amb t ^ T'. Per tant 3xieT\Ti VTj G T ' i 
x = /\xieT\Ti yTiET' d'on xeT\Ti VTi G C , o sigui T ^ C 
d'on C ce. 
Per hipótesi els mes petits tancats de C i C coincideixen, i per tant, 
pel teorema 3 . 14 , C = C , contradicció. • 

4 . 2 5 COROL.LARI. Siguí 21 ñnita i sigui F G C^^n • L'única familia, 
T, de e^m tal que f]'^ = F és T = {T E £4:m ; F Q T} . 

DEMOSTRACIÓ : Per la proposició anterior en ser T finita. • 

Així dones, en una álgebra finita suport d'una LMT només hi ha 
una familia d'elements de Sim que tingui com a intersecció un element 
donat de . 

Totes aquelles propietats que facin referencia a l'estructura reti
cular del sistema clausura C d'una LMT son també certes pels filtres 
d'una A M T ja que aquests jtmtament amb l 'AMT forman una L M T . El 
morfisme bilógic del teorema 3.8 assegura que el recíproc tambes és cert; 
les propietats reticulars deis filtres d'ima A M T son certes en el sistema 
clausura d'una LMT, en particular: 

4 . 2 6 PROPOSICIÓ. Si L = (21,C) és lógica de De Morgan amb element 
inconsistent O i base S tal que VP,Q E S PC,Q=^P = Qo 
P = $ ( Q ) , aleshores existeix un operador unari, O, en 21 tal que si 
2l' = ( A , A , V , - , D , 0 ) és (21', C) LMT. 

DEMOSTRACIÓ : Sigui TT : 21 — V i / B e el morfisme bilógic del teorema 
1 de [FVl] . 2 1 / é s álgebra de De Morgan (amb mínim 0^^ ) i els seus 
filtres primers satisfan P C Q =^ P = Q o P = # ( Q ) ja que aquesta 
propietat es conserva per morfismes bilógics. La proposició 2 . 2 . 1 1 de [Ll 
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assegura que existeix un operador unari, • , que afegit a l'estructura 
d 'S l /^c la converteix en A M T . Sigui ara a £ A \ defineixo Da com 
un element qualsevol de 7 r ~^(Da /0c ) • Sigui 21' l'álgebra obtinguda a 
partir d' 21 al afegir • . És fácil comprovar que 9c € Con(2l ' ) i com 
que TT és també un morfisme bilógic entre (21', C) i una A M T amb tots 
els seus filtres, (21', C) és LMT. 

60 



5. L M T sentenciáis i lógiques normáis. 

En aquest darrer capítol dono una nova definició de L M T que 
només fa referencia a propietats de l'operador clausura i que és equiva
lent a la del capítol 3. Centro l'estudi de les lógiques sobre l'álgebra 
^o, álgebra absolutament Uiure de tipus (2,2,1,1,0) amb operacions 
(A,V , - i ,n,0) i faig una tradúcelo de cadascuna de les propietats de 
la nova definició a un o dos seqüents, afegeixo la tradúcelo de les pro
pietats estructuráis al cálcul de seqüents i obtinc un cálcul tipus Gentzen 
estretament relacionat amb les LMT: Efectivament, aqüestes lógiques 
son model (segons la definició de model d'una presentació de [FV3]) del 
cálcul obtingut, i l'operador associat a aquest sobre una álgebra qual
sevol, 21, de tipus (2,2,1,1,0) dona la L M T mes fina sobre 21 i per tant 
coincideix amb la lógica projectivament generada des de Lim per tots 
els homomorfismes. 

Estudio com son les matrius i les matrius generalitzades del cálcul 
de seqüents sobre l'álgebra sentencial So i demostró que la familia de les 
matrius formades per una A M T i im filtre com a conjunt ditigit és una 
semántica de matrius. En l'estudi de les matrius generalitzades finitáries 
determino quines condicions cal afegi'ls-hi per teñir una LMT. Acabo 
l'estudi de les lógiques sentenciáis demostrant que sobre només hi 
ha tres LMT no trivials i estructuráis. 

Afegeixo al cálcul de les LMT una condició adequada (regla forta 
de la necessitat) per tal que les consequéncies de qualsevol conjunt de 
formules siguin tancades respecte de l'operador interior, així obtinc una 
classe de sublógiques de les LMTs que anomeno lógiques modals tetrava-
lents normáis (LMTN). Faig tin rápid estudi similar al fet per les LMTs 
en els capítols 3 i 4; obtinc el teorema "del bilógic" (teorema 5.27) i una 
caracterització de les LMTN a partir de la generado projectiva des de 
l'álgebra 9JÍ4m dotada d'un sistema clausura que la fa LMTN (teorema 
5.30). 
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La memoria acaba amb un rápid repás els conceptes de lógica 
algebraizable i protoalgebraica (extrets de [BPl] i [BP2]) i amb la de
mostrado que la L M T mes fina sobre do és protoalgebraica pero no 
algebraizable i que la LMTN mes fina sobre és algebraizable i pro
toalgebraica. 

5.1 T E O R E M A . Sigui 21 = ( A , A , - - , D , 0 ) álgebra de tipus (2,1,1,0). 

L = (21, C) és LMT si i només existeix una operació binaria, V , tal 

que posant 21' = {A, A , V , -i, • , 0) Ja Jógica L' = (21', C) satisfá les vuit 

condicions següents : 

(L'O) L és finitaria; 

(L ' l ) C ( a A 6 ) = C(a,fe); 
(L'2) C ( X , a V 6 ) = C(J\: ,a)nC(X,6) ; 
(L'3) C(a) = € ( - . - . « ) ; 
(L'4) aeC(fe) =^ - 6 G C ( - a ) ; 

(L'5) C (0 ) = A ; 
(L'6) C(a) n C ( - D a ) = C(0) ; 

(L'7) C(a, -nDa) = C(a, -^a) . 

A mes, es dona C{a V 6) = C(-i(-ia A -^b)). 

DEMOSTRACIÓ : Si L és una LMT defineixo a V 6 = -^(->a A -i6) ; he 
vist que 9 € Con(21) i que 21/5 és tina AMT. Pero a V 6 = -<(-ia A -i6) 
és un poHnomi en V i -•, per tant 9 6 Con(2l ' ) . (L ' l ) equival a 3.1.1, 
(L'2) és 3.3.3 i les restants condicions son propietats valides (equacions 
o imphcacions) en 2l ' /5 , per tant, valen en 21'. L' satisfá per tant les 
vuit propietats anteriors. Observen que (L'6) equival a C(a V -iDa) = 
= C(0) per (L '2) . 

Recíprocament, per provar 3.1.1 i 3.1.2, observen que la relació 
9 associada a C és congruencia en 2l'~ = (A, A , V , -i, 0) i 2 l '~ /5 és 
un reticle distributiu (per ( L ' l ) i (L'2)) (vejeu [FVl]) amb ima negado 
forta (per (L'3) i (L '4) ) i element mínim (per (L'5)) que fa que aquest 
quocient sigui álgebra de De Morgan. Amb la mateixa técnica que a la 
demostrado del teorema 3 de [FVl] demostró que C/9 és el conjunt, 
!F, de tots els filtres d ' 2 l ' ~ / 5 ; és suficient mostrar que els operadors 
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clausura associats, C / ^ , i F coincideixen. Sigui X C A/0 i x G A/9, 
X G {C/9){X) ssi X G (C /^) (0) o bé existeixen xi,...,Xn G X amb 
x G (C/6){xi,...,Xn}, pero a; G (C /E)(0) ssi T r - ^ a ; ) C C(0) ssi 
y < X Vy G A / ^ , és a dir a; pertany a tots els filtres del quocient o 
sigui X G F(0) . Per altra banda si x G ( C / ^ ) { x i , . . . , x „ } , per PC 
X G {C/9){xi A • • • A x „ ) que equival a xi A • • • A x „ < x , per tant 
X G F ( X ) . Així dones C/9 és el conjunt de tots els filtres d' 21/^ . En 
particular L'~/9 = {^'~/9,C/9) és una lógica de De Morgan i satisfá 
P C i PBR, condicions que es trasUaden per morfismes bilógics i que 
també satisfarán L'~ i L' (només depenen de A j V , - ' ) . 

Demostraré a continuació 

(L'8) V a G A , a G C ( D a ) . 

Efectivament, tinc C(-.a) = C(-ia, aV-^Da) - C(-.a,a)nC(-ia,-^Da) = 
= C(a , - .Da ) n C ( - . a ,^Da) = C (a V - . a , ^ D a ) fent servir (L '6) , (L '2) , 
(L'7) i (L'2) succesivament. Per tant, - .Da G C(-^a) d'on per (L'4) i 
(L'3) obtinc (L'8) . 

3.1.3 equival a (L'5). 

Per a provar 3.1.4 és suficient provar que si Da G P aleshores 
Da G $ ( P ) (ja que ^^(P) = P ) . Per (L '8) , si Da G P aleshores 
a G P . Si Da ^ $ ( P ) seria -^Da G P d'on per (L'7) G P és a 
dir a ^ $ ( P ) . P e r o $ ( P ) eS i per tant és V -primer, i (L'6) impUca 
que a V -'Da G $ ( P ) d'on -iDa G $ ( P ) que eqviival a • « ^ P , 
contradicció. 

Finalment provo 3.1.5: si Da G P n $ ( P ) , per (L'8) resulta que 
a G P n $ ( P ) . Recíprocament, observeu que (L'7) diu que si a G P 
aleshores -la G P ssi -iDa G P , o sigui, a G $ ( P ) ssi Da G # ( P ) ; i 
també que si a G # ( P ) aleshores a G P ssi Da G P (usant # ^ ( P ) = 
= P ) . Per tant, si a G P D $ ( P ) aleshores Da G P n $ ( P ) . 

Com que el quocient per 9 és A M T , tinc agV bg = -•(-^ag A -ibg) 
d'on C (a V 6) = C ( - . (^a A ̂ b)) . U 
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5 . 2 DEFINICIÓ. Anomeno = ( F o r m , A, V , - > , D , ± ) a l'álgebra ab-
solutament Iliure de tipus (2,2,1,1,0) generada a partir d'un conjunt 
numerable de variables. Anomeno formules o sentencies els elements de 
Form. 

Anomeno seqüent sobre una álgebra 21 a iota parella de la forma 
{A,4>) on A C Á , A fínit i <f> G A. El seqüent (A ,<^) el represento 

per A\r <j>. 

5 . 3 DEFINICIÓ. Anomeno (2l,|-s) la lógica deñnida sobre 21 per: 
A hs <̂  si i només si existeix AQ ñnit, AQ C A tal que AQ \~ (j) 
és derivable en el cálcul que té les regles i axiomes següents: 

(Axioma) « h a (Axioma) h a V -iDa 

(Debihtacio) (Tall) - — 

^ ^ A , a A ^ h 7 ^ ^ A h a A ^ 

(v4 (Hv) 
A,aV0\-'r ^ ^ A I - a V | 5 A h a V / ? 

A , - i - i a l - | 9 A h - i - ia 

A h a ^ ^ -1^ H - .a 
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(•4 - P ^ ^ ^ ( H ü ) ^ ^ " ^ - - ^ 

Per A C Á ímii i a,^ E A. En particular anomenaré L 5 la lógica 

(Form,hs). 

En [FV3] s'introdueix la noció de lógica model d'una presentado 
d'un cálcul sobre lálgebra de les formules de la forma del de la definició 
5.3, és a dir d'un cálcul tipus Gentzen format per regles de la forma 

T M 

on Ti, r son subconjunts de formules, <f) és una fórmula i I és un 
conjunt finit. És fácil veure que la definició donada en [FV3] és equivalent 
a la següent: 

5.4 DEFINICIÓ. L = (21, C) és model d'un cálcul de tipus Gentzen 
si per cada regla del tipus (G) i Wh £ Hom{!So,í2L) h(<j)i) € C ( / i ( r ¿ ) ) 

Vz € I implica h{<f>) e C(/i(r)). 

Com que és absolutament Iliure els homorfismes de Ŝ o a 21 
son substitucions de les formules de Farm, per elements d ' A , per tant 
L = (21, C) és model d'una presentado segons la definició anterior si 
C satisfá les regles al substituir formalment les formules per elements 
d ' A . 

5.5 TEOREMA. L = (21, C) és model de la presentado donada en 5.3 
si i només si L és LMT. 

DEMOSTRACIÓ : El primer axioma, debilitado, tall i la definido de de
mostrado equivalen a que C sigui operador clausiira finitari. El segon 
axioma és ( L ' 6 ) , les regles estructuráis juntament amb (A h) i ( H A ) 
equivalen a ( L ' l ) , juntament amb (V h) i (h V) equivalen a ( L ' 2 ) e t c . . 
i pel teorema 5.1 L és L M T . • 

5.6 TEOREMA . La lógica (21, h s ) és la mínima LMT sobre 21. 
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DEMOSTRACIÓ: (21, hs ) és LMT peí teorema 5.5. Per tal de veure que 
(21, Ks) és la mínima LMT sobre 21 cal comprovar que si C és un altre 
operador clausura tal que (21, C ) és LMT aleshores VX C. A Vx £ A 

si X \-s X aleshores x € C ( X ) . Suposem X finit i / la longitud de 
la demostració del seqüent X h o;, si 1 = 1 aleshores {x} = X o 

X = y y ->•?/ per cert y £ A \ per (L'6) x e C{X) . Si suposeu 
el resultat cert per tota demostració de longitud / — 1 i suposeu, per 
exemple, que l'última regla aplicada és: 

(Ah) ( X s e r á r u { a A 6 } ) . 

Com que Y,a,b\- x tindrá una longitud menor que l, x E C(Y, a, b) i 
per (L'2) és C(Y, a, fe) = C ( F , a A fe) = C(X) . De la mateixa manera es 
procedeix en els cassos restants. • 

5.7 COROL.LARI. Si 21 és AMT aleshores coincideix amb l'opera
dor associat al sistema clausura de tots els ñltres. • 

5.8 T E O R E M A ( C O M P L E T E S A ) . (21,1-5) = L 4 m ( 2 l ) , és a dir, \-s= 

DEMOSTRACIÓ : Peí corol.lari 4.5 i el teorema 5.6. • 

En particular sobre l'álgebra de les formules tenim L 5 = \-4rn(^o) . 

5.9 COROL.LARI . Per VF C Farm i \/4> e Farm 

T\-s<l><^Vhe Hom{do, m^m) /\ KV) < h{<f>) o sigui 

h{<i>) e Y{h{V)). 

DEMOSTRACIÓ: ÉS una conseqüéncia del teorema de completesa que 
T^s<f><^<¡>^ C4m{T) = (Mh-\Fi); h e Hornija, ^^m), KV) C P¿} 

ssi \/h € Hom{'So,^4m) ^(F) C P,- impHca h{<f)) G Fi. Aquesta 
última condició equival a /\ h{T) < h{<f)) dones: 

Si h{T) = { 1 } = Pi n F2 aleshores h{(l>) € Pi n P2 = { 1 } i és 
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^h{^) = h{cj>) = l. 

Si h{T) = Fl aleshores A^O^) = « i com que h{(f)) e Fi 
/\h{T) < h{4i). De manera semblant es tracta el cas hiV) = F2. 
Si O G / i(r), O = l\h{V) < h{<j>) trivialment. • 

Si 21 és una álgebra del mateix tipus que do, FCA és un 
filtre per a L s ( L s - f i l tre) si F h s <̂  imphca que per qualsevol 
h G Hom{do, 21) si h{T) C F aleshores /i(<^) G F VT C Form, (f> G 
G Form . Una matriu per a L 5 és una parella (21, P ) on 21 és una 
álgebra del mateix tipus que ^o i F és \m filtre per a L 5 . Una familia 
de matrius M j = (2íi,F*) és una semántica de matrius per a L 5 

si VT, <?i r hs <̂  si i només si G Hom{do, 2l¿) /i(r) C 
/i(^) G F^\/i. El corol.lari 5.9 demostra que la familia formada per les 
dues matrius (SJÍ4^,Fi) i (97Í4^,F2) és una semántica de matrius per 
a L s • La proposició següent demostra que amb qualsevol de les dues 
matrius (per exemple la primera) ja és té una semántica de matrius per 
a L s . 

5.10 P R O P O S I C I Ó . La familia formada unicament per la matriu 

M = (OJlim, Fl) és una semántica de matrius per a L s . 

D E M O S T R A C I Ó : Peí corol.lari 5.9, si F l - s í̂ », ^ G Hom{'So, 9JÍ4^) amb 
h{V) C Fl aleshores h{(f>) G F(^(r) = F j . 
Per demostrar el recíproc, suposem que \/h G Hom{do, ^4m) h(r) C 
C Fl =^ h((f>) G Fl i que F 1/ ^ , aleshores degut al fet que (9JÍ4m,Fi) 
i (^4m,F2) son una semántica de matrius 3h G Hom(^,V}l4rn) tal 
que h{T) C F2 i h{(f>) ^ F2 . Considero ara l'automorfime, k, de 
ÜJtirn definit per A;(0) = 0,k{l) = l,k(a) = b i k{b) = a; koh e 

G Hom{^, ^4m) , k o h{T) C Fi i en canvi k o h{(f>) ^ F i , contradic
ció. • 

5.11 P R O P O S I C I Ó . La famüia de les matrius {(21, P ) ; 21 G AMT, P G 

G V} és una semántica de matrius per a L s • 

D E M O S T R A C I Ó : =^) Peí lema 4.1 3k e Hom(%,03t4m) tal que P = 
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= k-^(Fi). Suposeu que existeix h G í í o m ( ^ o , 2 1 ) ; h{T) C P i 
/i(í6) ^ P , aleshores koh(r)C,Fi i en canvi koh{(j)) ^ Pi . Com que 
koh£ Hom{Ql, VJl^rn), per 5.10 T\/s(j>. 

(<= Per ser Fi un filtre primer i (OJlim, P i ) una semántica de matrius 
per a Ls - B 

Com és fácil veure a partir de la demostració anterior, qualsevol 
familia de matrius formada per AMTs i filtres primers que continguin 
la matrius {OJl^rn, P i ) és una semántica de matrius per a Ls • 

5.12 COROL.LARI . La familia de matrius {(21, F); 21 és AMT i P € JF} 
és una semántica de matrius per a L 5 . 

DEMOSTRACIÓ : Suposeu que P = f lP¿ P¿ e "P, P hs ?i i /i G 

e Hom{do,^) tal que h(T) C P , aleshores h{T) C P¿ V¿ d'on 
hi<l>) ePi V¿ i per tant h{(j)) € FM 

En general la familia formada per una única A M T i un filtre no és 
una semántica de matrius per a Ls ? no ho és fins i tot si exigim que el fil
tre sigui primer; efectivament, és suficient considerar la matriu (2S2, { 1 } ) 
i recordar que a h Da no és teorema de Ls i que a pesar d'aixó, si 
h e Hom{So,^2) aleshores h(a) C { 1 } h{Da) C { 1 } . Tampoc 
és suficient exigir que el conjunt distingit en la matriu sigui un filtre 
primer no obert; efectivament, consideren la matriu (Q í̂sm? {a? 1} ) i el 
seqüent ce A - l a h /? V , no demostrable en Ls ; V/i € Hom{So, QKa^) 
h(a A ->a) = 1 ^ V -1^) = 1 peí fet que ÜJl^rn satisfá la desigualtat 
a A-^a < ¡3y ^¡3. 

En definitiva, només es pot demostrar la següent 

5.13 PROPOSICIÓ . Sigui 21 AMT sigui { l , c , d , 0 } C A el conjunt su

port d'una subálgebra d'2l isomorfa a OJt^m i sigui T im ñltre amb 

c E T i d ^ T aleshores {(21, T ) } és una semántica de matrius per a 

L s . 

DEMOSTRACIÓ : Per 5.10 és suficient demostrar que V/i G Hom(5o, 21) 
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h{T) CT=^ h{cf>) eT ^\/he Hom{do, 9JÍ4m) ^(R) CFi=^ h{(f>) E 

Sigui s la injecció de ^Jl^rn en 21. Si he Hom{do., OJl^rn) amb 
KT) C F l , aleshores s o h{T) C T i per hipótesi s o h{(¡>) G T d'on 
Kct>)eFi. 
(4=) Sigui /i G Hom{do, 21) amb ;i(r) C T i sigui G irom(2l, 97Í4^) 
tal que = T , aleshores k o /i(R) C Fi d'on k o /i((^) G Fi i 
h{<j>) G T . B 

L = (21, C ) és una matriu generalitzada (g-matriu) per a Ls 
si i només si Ls < L(S^o), on L(S^o) és la lógica projectivament gene
rada des de L sobre Ŝ o per Hom(do, 21) , o equivalentment si F hs ^ 
aleshores h{(f>) G C(h(r)) per tot h G Hom(So, 21). Observen que 
L = (2Í, C) és una g-matriu per a Ls si i només si (21, F ) per tot F eC 
és una Ls -matriu. El teorema de completesa dona el primer exemple 
de g-matriu per a Ls , la lógica ; altres exemples els proporciona 
la següent proposició: 

5 . 1 4 PROPOSICIÓ. Si L és una LQMT aleshores és una g-matriu per a 

L s . 

DEMOSTRACIÓ : Si L és L Q M T peí teorema 4 . 2 L és generada pro
jectivament des de L 4 ^ per V C Hom{^, VJtirn) • Tinc per tant 
que L ( §o ) és projectivament generada des de Lim per {h o h'; h' G 

G Hom{do, 21), heV} C Hom(do, Mim) i per tant Ls < L(3^o). • 

El recíproc de la proposició 5 . 1 4 és fals, la classe de les L Q M T no 
esgota totes les g-matrius per a Ls ja que: 

5 . 1 5 COROL.LARI. Si L = (21, C ) és una lógica mes ñna que L' i L 

és g-matriu per Ls aleshores L també ho és. 

DEMOSTRACIÓ : Si r\-s <f>, aleshores h{(l>) g C{h(r)) c C'(h(T)) per 
tot h G Hom{do, 21). • 
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Veuré a continuació quines de les propietats del teorema 5.1 satis
fan totes les g-matrius, 

5.16 PROPOSICIÓ. Si L = (21, C) ésg-matdu per L s , aleshores satisfá 

L ' l , C ( X , a V b) C C ( X , a ) n C ( X , 6 ) L'3, L'5, L'7, C{a A (6 V c)) = 
= C((aAfe)V(aAc)) i C(-naV-^6) = C(-n(aA6)) Va,6,c G A i \/X C A 

DEMOSTRACIÓ : Donats a,b e A i X C A, sigui a!,;9 e Farm, A C 

C F o r m i ;̂  G I íom(5o, 21) tal que h{a) = a , ^(^) = b i h{A) = X . 

En Ls tinc a,0bs ocA/3 i a A / 3 a , / 3 , i per ser L g-matriu, 
h{aA/3) = aAbe C{h{a), h{^)) = C(a, b) i h{a), h(l3) G C{h(a A ^)) 
o sigui a, 6 G C(a A 6) per tant C(a, 6) = C(a A 6) , ( L ' l ) . 

En Ls és A , a H s A , aV / ? i A , / 3 Fs A , a d ' o n h{A,a\//3) G 
G C(/ i (A, a)) n C(/i(A, ^)) = C{X, a) D C ( X , 6) o sigui C ( X , a V 6) C 
C C ( X , a ) n C ( X , 6 ) . 

Per (L '3), tinc a hs -<~^0i i -i-iO! hs oi en Ls d'on C(a) = 
= C ( - i ^ a ) . 

Per (L '5), com ± h s a en Ls , a G C (0) Va G A d'on C (0) = A . 

Per (L'7) , en Ls és a A -la hs a A -ida i a A -"Do: hs ct A -la , 
0 sigui C(a A -"a) = C(a A - "na) . 

Per la resta, observen que en Ls és {-<a V -i^) hsH ~'{oc A j3) i 
a A ( ^ V 7 ) hsH (a A / 3 ) V (a A 7 ) ya,/3,j G F o r m . • 

Com he comentat abans, tota sublógica d'una g-matriu ho és, i per 
altra banda obviament una LQMT té sublógiques que no son LQMT les 
quals donaran exemples de g-matrius que no satisfarán alguna de les 
propietats de 5.1. Demostró a continuació, mitjangant contraexemples, 
que les propietats de 5.1 que no están recoUides en la proposició anterior 
no son necesáriament satisfetes per tota g-matriu de Ls-

C{X, a) n C(X, b) C C(X, ay b) no és sempre certa, ja que si 
consideren en 9JÍ4^ el sistema C = {{l},M4rn} , C(a) n C(6) = M^m 

1 C(a V 6) = {1} i (m4rn,C) és g-matriu. 
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(L'4) no és necessáriament certa; sobre ( 2 T Í 4 m , C ) amb 
C = {Fi,Mim] tinc a e C ( l ) i en canvi -.1 = 0 ^ C ( - i a ) . 

Per refutar (L'6) considerem l'álgebra de Boole de quatre elements, 
B4 = {0 ,1 , a,-«a} i tots els elements oberts. Si la pensem com A M T i 
considerem el sistema clausura C = {l,Bi} . La lógica resultant és g-
matriui en canvi, C(aV->Da) = {1} i C(a)nC(-iDa) = B4 . Observeu 
pero que com que en L 5 és I -5 a V -iDa tinc C(a V -'Da) = C(0) , 
pero al no teñir tampoc (L'2) aixó no implica C(a) D C(- 'Da) = C(0) . 

5.17 T E O R E M A . Sigui L = (21, C) g-matriu finitária per a Ls • Si JWJJ*̂ ^ *̂/̂  

satisfá C A i Va, 6 e A ^/.<C::^''%<2. 

(1) C ( X , a) n C ( X , b) C (X, a V b) i 

(2) a e C{b) =^ -'b € C( - .a) . 

aleshores L és LMT. 
MATEMÁTIQU^ 

DEMOSTRACIÓ : Per la proposició anterior i el teorema 5.1, tenint en 
compte que en presencia de (L'2) (L'6) equival a C (a V-iDa) = C(0) . • 

5.18 T E O R E M A . L = (21, C ) és L M T si i només si és g-matriu ñnitária 
per a Ls i Oc és congruencia. 

DEMOSTRACIÓ : Per tal de veure que si L és g-matriu finitária i $c 
congruencia aleshores L és LMT és suficient comprovar 5.17.1 i 5.17.2. 
Si 2r e C{X,a) n C{X,b), per ser C finitari 3x G A tal que z G 
G C(xAa)nC(xA6) d'on C(xAaAz) = C(xAa) i C ( X A 6 A ^ ) = C(xA6) 

i p e r s e r congruencia C( (xAaAz)V(x A 6 A 2 ; ) ) = C((xAa)V(xAfe)) 
o sigui que per 5.16 C(^A((aAx) V ( 6 A x ) ) = C(x A ( aV6 ) ) i com que z 
pertany al tancat de l'esquerra, z G C ( X , a V í>) . Si ct G C(6) aleshores 
C(a A 6) = C(6) i per ser 0c congruencia C(-i(a A 6)) = C(-"6) i per 
5.16 C ( - n 6 ) = C(-na V ^b) = C(-ia) n C ( - i 6 ) , o sigui C ( - . 6 ) C C ( ^ a ) 
és a dir -16 G C(-ia) . 

Les proposició 5.14 i 3.7 acaben la demostrado. • 

5.19 PROPOSICIÓ . Si 21 és AMT aleshores (21,.F) és Ja g-matriu per 
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a L s mes ñna sobre 21. 

DEMOSTRACIÓ : Si (21,T) és matriu per a L s aleshores T és filtre 
d' 21, dones per ( L ' l ) els L s filtres son A -filtres i a mes, si a €.T i a < 
< b, b ET dones si a, 0 G Form i h G Hom(do, 21) tal que h{a) = a 
i h(0) = b, com que a h s a V /3 , per ser (21, T ) matriu h{a) E T 
h{aV 0) E T o sigui aET=^a\/b = bET. Com que (21, J") és 
g-matriu i conté tots els filtres de l'álgebra, és la g-matriu mes fina. • 

5.20 DEFINICIÓ. Una lógica L = (21, C ) és es tructura l si (T(C{X)) C 

C C ( < T ( X ) ) per tot a E Hom(%21) i tot XCA. 

5.21 PROPOSICIÓ [BS]. Sigui Li = (21¿,C¿) per i = 1,2. Si Li és 
generada projectivament des de L2 per fl'om(2li, 2I2) aleshores Li és 
estructural. • 

Com (ÍJo) és la lógica projectivament generada des 
de Lira per Hornija, 93?4ni) tinc: 

5.22 COROL.LARI . L s és estructural. • 

5.23 DEFINICIÓ. 6 congruencia de Válgebra 21 és plenament invari-

ant si per quaisevoi a E írom(2l,2l) i Vx,?/ G A (a;,y) G ^ =^ 

(cr (x) ,cr (y))G^. 

5.24 PROPOSICIÓ . Si L = (21, C ) és LQMT estructural aleshores de 
és una congruencia plenament invariant. 

DEMOSTRACIÓ: 6C és congruencia per 3.7, i per altra banda (a;,y) G 

G 6c ssi C(x) = C ( y ) ssi x G C ( y ) i y G C(a;) ssi Va G irom(2í, 21) 
(7{x) E C( (7 (y ) ) i cr(y) G C(<T(X)) ssi ( a ( x ) , a (y ) ) G ^ c - " 

El següent teorema demostra que la lógica sentencial L s només 
té dues extensions própies que siguin albora estructuráis i LMT. 
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5.25 T E O R E M A . Hi ha exactament tres LMTs estructuráis i no trivials 

sobre ^o. 

DEMOSTRACIÓ: ÉS un resultat conegut d'álgebra universal que hi ha un 
isomorfisme dual entre el reticle de les varietats d'álgebres d'un determi-
nat tipus i les congruéncies plenament invaxiants de l'álgebra deis termes 
del mateix tipus (capítol IV de [C]) . La varietat associada a és la 
de les AMTs ja que si p,q £ Fo, aleshores {p,q) G si i només si 
C 4 m ( p ) = Cimio) si i només si V/i 6 Hom{Fo, OJl^rn) KP) — ^(9) ^ 

només si l'equació p w 5 és válida en QJÍ4m • L'isomorfisme esmentat a 
l'inici de la demostració fará correspondre a les congruéncies plenament 
invariants de [54m5 V ] les subvarietats de les AMTs , que recordeu que 
son les mateixes AMTs, les algebres de Boole i les ATL, per tant només 
hi ha en [54m5 V ] tres congruéncies plenament invariants própies, que pel 
corol.lari 4.18 es corresponen amb tres LMTs que son respectivament les 
projectivament generades per tots els homomorfismes de Fo a 9JÍ4^ , 

i OS2 (prenent en les tres algebres el sistema clausura de tots els 
filtres) i per tant (proposició 5.21) son estructuráis i a mes sublógiques 
de LsM 

He vist que sobre L = (21, C ) LQMT C(0) e Ctm , és a dir que 
si ^ G C(0) aleshores \2<j> G C ( 0 ) . La presentado d'aquesta propietat 
sobre les lógiques sentenciáis com una regla 

s'anomena regla feble de la necessitat i la seva lectura lógica és que si 
una proposició és teorema (consequéncia d'un conjunt buit de formules) 
aleshores la necessitat d'aquesta proposició també ho és. L'enfortiment 
natural de C(0) G C+„ és C{X) G Ctm V X G A (o bé • C ( X ) C 
C C{X) ) que com a regla s'anomena regla forta de la necessitat 
( N ) la qual no restringeix la seva aplicado ais teoremes si no que es 
apHcable a les consequéncies de qualsevol conjunt, així dones la regla 
forta de la necessitat és: 

(iV) A t £ Í _ 
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Les LQMTs no satisfan aquesta regla, per exemple en L^m es té que 
a G C ( a ) i en canvi O = Da ^ C(a) . 

El próxim objectiu és trobar les lógiques que s'obtenen a l'afegir a 
les L Q M T la regla (N) . Aqüestes lógiques les anomenaré lógiques quasi 
modal tetravalents normáis ( L Q M T N ) . 

5.26 DEFINICIÓ. Sigui L = (21,C) LQMT amb base S i sigui V el 
sistema clausura generat per 5+ = { P n $ ( P ) ; P G £} . Anomeno 
lógica quasi modal tetravalent normal a la lógica = (21, D ) . Si D és 
ñxiitari diré que és lógica modal tetravalent normal ( L M T N ) . 

El sistema clausura T> és l'introdúit en la proposició 3.22 com C"'". 
Com que • C + ( X ) C C+{X), les LQMTN satisfan (N) . Així dones, 
sobre cada L = (21, C ) tinc dues lógiques associades, L"*" = (21+, C"*") 
i L ^ = (21, C + ) amb el mateix sistema clausura. Els enunciáis que 
segueixen son el resultat d'un estudi paxal.lel al fet per les L Q M T referit 
ara a les LQMTN. 

5.27 T E O R E M A (DEL BILÓGIC ) . Per una Jógica L ^ = (21, D ) son equi
valents: 

(1) L^ = (21, D ) és LQMTN; 
(2) Existeix un morñsme bilógic entre i L ' = (21', :F') 

on 21' és una AMT i T' és un sistema clausura generat 
per una familia de ñltres oberts maximals (maximals 
dins deis ñltres oberts). 

DEMOSTRACIÓ : (1) =^ (2) Per definició existeix una LQMTN L = 
= (21, C ) tal que C + = D . Peí teorema 3.7 existeix un morfisme bilógic, 
TT, entre L i L " = (21",.F") on 21" és A M T i J^" está generada per 
una faimlia de filtres primers # -tancada, 6". Si preñe J^' igual al 
sistema clausura generat per S' = {PCi $ ( P ) ; P G £"}, aleshores TT és 
també un morfisme bilógic entre L ^ i L ' = ( 2 l " , ^ ' ) . Com que S' está 
formada per filtres oberts maximals (peí corol.lari 4.21) la demostració 
está acabada. 
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(2) =^ (1) Peí corol.lari 4.21 la familia de filtres oberts maximals 
£ ' que genera :F' és un subconjunt de {P D $ ( P ) ; P G V} {V és el 
conjunt de tots els filtres primers d ' 2 l ) . Si sobre 21' considero el sis
tema clausura J^" generat per la familia $ -tancada 5 " = { P 6 P ; Pfl 
n # ( P ) e € ' } aleshores L" = (21', .F") és L Q M T i genera projectiva
ment a partir del mateix morfisme bilógic una lógica L = (21, C ) que 
será LQMT (proposició 3.5) i que tindrá per base £ = {7r~-^ (P) ; P G 
e £'<} . Com que S+ = {Tr-\P)n^ir-\P)) ; P 6 £"} = {7r-\T); T € 

¿^'} és una base de T> he acabat. I 

La condició de maximalitat en la segona equivalencia del teorema 
anterior és necessária; considereu l'exemple de la lógica L formada per 
l'álgebra de Boole de quatre elements amb els sistema clausura C = 
= { { 1 } , { l , a , - i a , 0 } } i amb Da; = x Vx . La identitat és un morfisme 
bilógic que satisfá 5.27.2 si excloc la condició de maximalitat de la base, 
dones C no té cap base de maximals, i en canvi L no és LMTN dones 
en general sobre una álgebra de Boole al ser $ ( P ) = P per qualsevol 
filtre primer P tota LMTN és LMT i a l'inrevés; el sistema clausura 
anterior no fa de l'álgebra de Boole de quatre elements una LMT, ja que 
la relació que té associada no és congruencia dones identifica O i a i no 
identifica les seves negacions. 

Com és natural, si la lógica normal és finitária el morfisme bilógic 
ha de ser entre ella i una altra lógica finitária. El següent resultat és 
consequéncia immediata del teorema anterior i del teorema 3.8: 

5.28 T E O R E M A . Per una lógica L ^ = (21, D ) son equivalents: 

(1) X ^ = (2 l ,D) ésLMTN; 

(2) Existeix un morñsme bilógic entre L ^ i L' = (21', .F') 
on 21' és una AMT i T' son tots els ñltres oberts. • 

5.29 PROPOSICIÓ. Si L ^ és LQMT amb base €+ , aleshores "iT E S^^ , 
3h e Hom(% dJlim); T = h-\{l}). 

DEMOSTRACIÓ: T és de la forma P n $ ( P ) per algún P G f , i per la 
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proposició 4.1 existeix h G Hom{%ÍXÍl4rn) tal que P = h ^(Fi) d'on 
$(P) = h-\F2) i per tant P n $ (P) = h-\Fi n P2) = h-\{l})M 

Anomeno L^mN a la LMTN definida sobre 9JÍ4„i és a dir a la que 
té per sistema clausura { 1 , M^m} . Tinc l'análeg del teorema 4.2 referit 
a les lógiques normáis: 

5.30 T E O R E M A . L ^ = (21, D ) és LQMTN si i només si existeix H C 

C írom(2l, 9Jl4m) que genera L ^ projectivament des de L4mN • 

DEMOSTRACIÓ : Si L ^ = (21 ,D) és LQMTN aleshores existeix L = 
= (21, C ) L Q M T amb C + = D . Peí teorema 4.2 existeix Tí C 
C í/ 'om(2l, Wtirn) que genera projectivament L des de L^m i per tant 
L ^ des de L 4 ^ i v • 

El mateix teorema 4.2 demostra que qualsevol H C ^ o m ( 2 l , 9JÍ4m) 
genera projectivament una LQMT L = (21, C ) des de L^m , i per tant 
desde L4r„iv generará L ^ = ( 2 l ,C+) LQMTN. • 

5.31 PROPOSICIÓ. L'apHcació 

N : {LQMT sobre 21} {LQMTN sobre 21} 

L = ( 2 l , C ) - ^ L ^ = ( 2 l , C + ) 

és bijectiva. 

DEMOSTRACIÓ : Per la definició de LQMTN l'aplicació N és epijectiva. 
Si L 7¿ L ' aleshores existixen, per exemple, P i $ ( P ) que están en la 
base de L i no en la base de L ' , pero aleshores P D $ (P) estará en la 
base de L ^ i no en la base de L ' ^ (dones peí corol.lari 4.22 no pot ser 
P n $ ( P ) = P' n $ (P ' ) amb P 7¿ P' i $ ( P ) ̂  $ (P ' ) ) d'on L ^ L ' 

peí fet que les bases están formades per elements maximals. • 

Si la familia d'homomorfismes que genera L = (21, C) és adequada 
per obtenir ima lógica finitária aleshores també fa que L ^ = (21,C+) 
sigui LMTN, dones el fet que C sigui álgebraic implica que C*" també 
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ho sigui (es segueix fácilment del teorema 1 .5 ) . La següent proposició 
demostra que el conjunt { LMT sobre 21} és un reticle, que és isomorf a 
{ L M T sobre 21} i en particular estableix el fet que si C + és algébrale, 
aleshores també C ho és. 

5 . 3 2 PROPOSICIÓ. L'aplicació 

N : {LMT sobre 21} —> {LMTN sobre 21} 

L = (21, C) L ^ = (21, C+) 

és un isomorñsme de reticles. 

DEMOSTRACIÓ : Si L = (21,C) és LMT alehores L ^ és una lógica 

finitária. Per altra banda si L ^ és LMTN aleshores L+ = (2l+ ,C+) 
és obviament finitária i també clássica. Peí teorema 1 .30 C"*" = { T G 
G ; C+(0) C T } d'on C = {TeC4m; C(0) C T } ja que els tancats 
oberts d'aquest conjunt son els elements de C"*" (per 4 .9 .1 C"'"(0) = 
= C(0) ) i per la proposició anterior només hi ha un sistema clausura 
amb aquesta propietat. El fet de ser C algébrale (teorema 4 . 6 ) completa 
la demostrado que N és una aplicado bijectiva. 

Per tal de demostrar que JV és morfisme de reticles és suficient 
comprovar que si Lj = (21, Cj) {i = 1 , 2 ) son LMT aleshores 
(Cl A C 2 ) + = C+ A C+ i (Ci V C 2 ) + = C + V C+ amb la qual cosa 
també es demostra que { LMTN sobre 21} és im reticle. Peí fet de ser 
( 2 l , C i V C 2 ) i ( 2 l , C i A C 2 ) LMTs, ( 2 1 + , ( C i V C 2 ) + ) i ( 2 1 + , ( C i A C 2 ) + ) 

son lógiques clássiques. Per altra banda, peí fet que L¿ = ( 2 l + , C f ) 
(i = 1 , 2 ) siguin lógiques clássiques també ho son (21"*", C ^ A C^) i 
(2t+, C]*" V C j ) (vegeu el comentar després de 3 . 1 3 ) i per acabar la de
mostrado és suficient comprovar que (Cj" V C^)(0) = (Ci V C 2 ) ' ' ' (0) i 
(C+ A C+)(0) = (Cl A C 2 ) + ( 0 ) pero 

(c+ V c+)(0) = c+„(c+(0) n c+(0)) = C 4^(c+(0) n c+(0)) = 
= C 4 ^ ( C i ( 0 ) n C 2 ( 0 ) ) = (Cl V C 2 ) ( 0 ) = (Cl V C 2 ) + ( 0 ) i 
(c+ A c+)(0) = c+(0) n c+(0) = Ci(0) n C 2 ( 0 ) = (Ci a C 2 ) (0 ) = 
= ( C i A C 2 ) + ( 0 ) 
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pel fet de ser C f ( 0 ) = C¿(0) {i = 1,2) i C + „ ( D X ) = dmiX) si 

nX C X (que es dedueix fácilment de 3.2.2 pel fet de ser C ^ ^ ( n X ) = 

= cUx)).m 
5.33 PROPOSICIÓ. = (21,D) és LMTN si i només si 3X C A tal 

que D = Cj^ . 

DEMOSTRACIÓ : Si és L M T N aleshores D = C+ per cert operador 
C sobre 21 i L = (21, C) és L M T (proposició anterior) d'on C = Cc(0) 

El recíproc és per definició de L M T N i pel fet que C x (i per tant ) 
és finit ári. I 

Si anomeno L 4 ^ A r ( 2 l ) a la lógica projectivament generada des de 

L4mJV per Hom{^, Wl^m) tinc: 

5.34 PROPOSICIÓ. L4,„ÍV(21) és la LQMTN mes ñna sobre 2Í, i a mes 

és ñnitaria i per tant és també la LMTN mes ñna sobre 21. • 

Observen que la mera adjunció de la regla ( N ) com un non seqüent 
ais de la definció 5.3 no dona un cálcul per a L 4 ^ j v ja que, com és prou 
conegut, (A hs) i (hs A) equivalen a PD i L4,„jv no té aquesta pro
pietat (en l ' A M T Iliure resultat de fer el quocient de Farm per la relació 
associada a Cf^ l'equació • ( « V 6) = Da V \3b no és sempre válida). 
El fet que l'operador C+ d'tma L M T N estigui associat a l'operador C 
de la respectiva L M T per la relació C + = C o • motiva la següent 

5.35 DEFINICIÓ. Anomeno Lsn = (do,\-N) a la lógica deñnida sobre 
do per A hjv si i només si existeix Aq ñnit, Aq Q A tal que 
• A o h ̂  és derivable en el cédcul de seqüents de Ls de la deñnició 5.3 
per A C Farm i <j) £ Farm . 

5.36 T E O R E M A . (2t, h^v) és ia mínima LMTN sobre 21. 

DEMOSTRACIÓ : Per definició X \-n x si i només si nX \-s X si i només 
si x € C4m(OX) = Cf^(X) i com que C 4 m dona Uoc a la L Q M T 

78 



mes fina, C^^ dona Uoc a la LQMTN mes fina, que en particular és 
LMTN. • 

5.37 COROL.LARI. Lsn = \-irnN{do) i Lsn = ( L s ) ^ • 

DEMOSTRACIÓ : Peí teorema 5.36, la proposició 5.34 i el teorema 5.8 • 

PUC enunciar resultats análegs ais de les proposicions 5.10, 5.11 
i 5.13 referents ara a les semántiques de matrius per a Lsn ', les de-
mostracions son similars a les ja fetes. 

5.38 PROPOSICIÓ. La familia de matrius {(21, { l a ) } és una semántica 

de matrius per a Lsn-^ 

5.39 PROPOSICIÓ . La familia formada unicament per la matriu 

{{^imi { 1 } ) } és una semántica de matrius per a Lsn-^ 

5.40 PROPOSICIÓ. Sigui 21 AMT i { 0 , c , d , 1} Q A el conjunt suport 
d'una subálgebra c/'2l isomorfa a VJt^rn i sigui T E V amb c £ T 
i d ^ T, aleshores la familia {(21, T n $ (T) ) } és una semántica de 
matrius per a Lsn-^ 

A continuado introdueixo breument els conceptes de lógica alge-
brizable ([BP2]) i de lógica protoalgebraica ( [BPl]) i comprovo que les 
lógiques Ls i Lsn son protoalgebraiques, i que la segona, a mes, és 
algebrizable mentre que la primera no. 

5.41 DEFINICIÓ ( [BP2] ) . Sigui K una classe d'álgebres del mateix 
tipus. és la relació que es compleix entre im conjunt F d'equacions 
i una equació (j) K tp, simbolicament T |=K <j> tp, si i només si per 
qualsevol 2Í e K i íoía interpretado a de les variables de T\j{(pP¿ tp} 

com a elements d ' 2 l ^^(a) = ?7^(a) per tota ^ « 77 G F implica 
4^(a)=tp^(a) (on ip^{á) és l'element d'íil resultant d'interpretar les 
variables de tp per a). 
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5 . 4 2 DEFINICIÓ ( [ B P 2 ] ) . Sigui L = (^o ,h ) una lógica estructural i 

K una classe d'álgebres. K és una semántica algebraica per a L 
si existeix un nombre fínit d'equacions ¿¿(p) « ^¿(p), i < n amb una 

variable Iliure p tal que per tota T U {(/>} C Form i per cada j < n 

rh<^^{[<5i[V ' /í>]»ei[tp/p] : ¿ < n i / » e r } [=K¿j[Hp\ «^Á<f>/P. 

(On 6i[tl;/p] és la fórmula obtinguda a partir de Si canviant totes les 

aparicions de p per tp ) . 

El conjunt {Sf « ej, ¿ < n } s'anomena conjunt d'equacions deñnitóries 

per h i K. 

5 . 4 3 T E O R E M A ( [ B P 2 ] ) . Sigui L = (do,\-) una lógica estructural, K 
una classe d'álgebres i í , (p) « ^i(p) un sistema d'equacions en una 
variable. Son equivalent: 

(1) K és una semántica algebraica per a L amb equacions 
deñnitóries 6i{p) R¿ ej(p). 

( 2 ) La cJasse M = { ( 2 l , F | « ' ) : 21 G K)} és una semánti
ca de matrius per a L on F^^ = {a G A : S^(a) = 

5 . 4 4 PROPOSICIÓ . La varietat de les AMTs és una semántica algebraica 

per a \-sn amb equació deñnitória p « T on T = ->± . 

DEMOSTRACIÓ : Si 21 és una A M T qualsevol aleshores F^**^ = { l a } i 
per la proposició 5 . 3 8 la familia de matrius (21, { l a } ) és una semántica 
de matrius per a Lsn la qual cosa equival, peí teorema 5 . 4 3 , a dir que 
la varietat de les AMTs és una semántica algebraica per a Lsn amb 
equació definitória p « T . B 

5 . 4 5 DEFINICIÓ ( [ B P 2 ] ) . Sigui L = ( S o , h ) una Jógica estructural i K 
una semántica algebraica per a L amb equacions deñnitóries 
{Si « i < n}. K és una semántica algebraica equivalent per a 
L si existeix un sistema ñnit Aj{p, q) amb j <m de formules amb dues 
variables tal que per qualsevol equació (f) a ip i qualsevols j < m, i < n 

(1) <¡>fíi^P |=K Si((f>Aj^) « ei((l>AjiP); 
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(2) Si(<f>Ajt¡;) « ei(<^AyV) NK « 

El conjunt Aj, j < m s'anomena sistema de formules d'equivaléncia 

per a L i K . 

5.46 DEFINICIÓ ( [ B P 2 ) ] . Una lógica L = (5o , l - ) és algebrizable si 
té una semántica algebraica equivalent. 

El corol.lari 4.8 de [BP2] estableix que una condició suficient per a 
que una lógica L = (21,1-) sigui algebrizable és que existeixi un sistema 
Aj O < í < n de formules en dues variables que satisfaci per tot i < n: 

i) y-cf>Aicl>; 

ii) <j>Aitp h í/'A¿<^ ; 
iii) (/«Ai^, tpAiU \- (¡)h.iv ; 

per cada conectiva w d'ordre n ; 
v) (f>, <f>Aiip h 0 ; 

vi) <f>ytp\~ ^ A j ^ . 

En aqüestes condicions, Aj i p « pAjp son les formules d'equivaléncia 
i les equacions definitóries respectivament. 

5.47 T E O R E M A . Lsn és algebrizable prenent A = { f } . 

DEMOSTRACIÓ: Cim i C^"^ son els operadors clausura de Ls i Lsn 

respectivament, com que C^j^(X) = Cim(UX) tinc X t-jv ^ si i 
només si OX \-s <f> si i només si per tot h G Hom(So,ÜJt4^) h{4>) G 
e F ( / i ( D X ) ) = Y{nh{X)) = ¥+{h{X)). Si h{(t>) = a, h{rp) = 0 i 
h{v) = 7 aleshores i ) , ii) i iii) equivalen a a] a = 1, oc \ 0 = 0 \ ct 
i ( a t /^) A (;9 t 7 ) < ( a t 7 ) que apareixen en l'apartat A de la de
mostrado 2.19. iv) es redueix a comprovar les equacions que apareixen 
en l'apartat B) de la mateixa demostrado, v) i vi) son consequéncia del 
fet que Ha A{a\h) < h i Oa A < o f 6 que es poden comprovar 
immediatament a partir de la taula de f . Per tant { f } és la fórmula 
d'equivaléncia i p « (p f P) l'equació definitória. • 

En la demostrado he usat el fet que a\0 és obert en 9!JÍ4m i que 
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en L s teñen les mateixes consequéncies [J(j> i •(•<^) per qualsevol 
fórmula (/> (degut al fet que en una A M T = 0 ) - Observen que 
p « p f p i p K T son equivalents sobre la classe de les A M T s en el 
sentit que per qualsevol interpretado de la variable p com un element 
a d'una A M T , o¿ = a \ a si i només si a = 1 (1 és la interpretado 
de T en l 'AMT) , per tant l 'equadó definitória de L S N la puc escriure 
p « T . 

Observeu que pel fet de ser a \ /3 = D(a f /?) les condicions i ) , 
ii), iii) i iv) es compleixen posant h s en Uoc de \-n . També és cert 
que cl>,(j>\ ip h s dones per 2.17 {a \ ^) /\ a — {a \ ¡3) A ^ o sigui 
(a t ^) A /? < a , pero en canvi <j>,t¡) \- s <l> \ no és cert dones en 
és O = 11 a ^ F(a A 1) = {a , 1} , de fet: 

5.48 PROPOSICIÓ. L s no és algebrizable i per tant en particular la 
varietat de les AMTs no és una semántica algebraica equivalent per a 
L s . 

Per a la demostrado necessito la definició d'operador de Leibniz: 

5.49 DEFINICIÓ. 9 e Con(2l) és compatible amb F C A si a e F i 
(a, b) £ 9 implica a £ F. La congruencia de Leibniz en 21 sobre F, 
Q,<nF, és la mes gran congruencia d ' 21 compatible amb F . L'operador 
de Leibniz, fígt és l'aplicació de V{A) en Con(2l) que associa a cada 
F C A la seva congruencia de Leibniz. 

DEMOSTRACIÓ : Pel teorema 5.1 de [BP2] una quasivarietat K és ima 
semántica algebraica equivalent per a L s si i només si per a qualsevol 
álgebra 21 l'operador de Leibniz í ía és un isomorfisme entre els L s -
filtres d '2l i les K - congruéncies d '21 . Consideren l'álgebra 9JÍ4^ i 
recordeu que només té dues congruéncies, la identitat i V M 4 „ . Fi i 
F2 son Ls-filtres i fia(Fi) = Ü^(F2) = AAÍ4^ , la identitat, és a dir 
ÍÍ21 no és injectiva. • 

5.50 DEFINICIÓ ( [ B P l ] ) . Sigui T C Farm. Dues formules a i 0 son 
F - equivalents si per qualsevol 7 6 Farm i per qualsevol variable x 
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de 7 es íé r h 7 [ a / x ] si i només si T h 7[/?/a;]. 

Intuitivament, dues formules son F-equivalents si no poden ser 
distingides des de F . 

5.51 DEFINICIÓ ( [ B P l ] ) . Dues formules a i ¡3 son F-interderiva-
bles si F, o; h ^ si i només si F, /3 l- a . 

5.52 DEFINICIÓ ( [ B P l ] ) . Una lógica (S^o, h) és protoalgebraica si i no
més si per tot F C Farm , qualsevol parella de formules F -equivalents 
son F -interderivables. 

Es demostra en [BPl] que tota lógica algebrizable és protoalge
braica, per tant Lsn ho és. 

En el lema 2.9 de [BPl] es demostra que una condició necessária 
per a que una lógica (do, h) sigui protoalgebraica és que existeixi un 
nombre finit Ai{x,y) ¿ = O, . . . , n — 1 de formules en dues variables 
que satisfacin les següents propietats: 

i) \- Ai[a/x,a/x], ¿ = 0, . . . , n — 1 ; 
ii) a, {Ai[a/x, Piy] : ¿ = O , . . . , n - 1} h ^ 

per qualsevol a, ¡5 6 Farm. Posteriorment, W . Blok ha provat que 
aquesta condició és suficient si admetem A 7¿ 0 (comunicax;ió al seminan 
de lógica). 

5.53 PROPOSICIÓ. L S = {'So,\-s) és protoalgebraica. 

DEMOSTRACIÓ: A (x ,y) = x \ y satisfá les dues condicions anteriors, 
dones en és a;fa; = l i x A{x\y) <y Vx, y G M^m per 2.17.4 
i 2.17.7. • 

Les AMTS son un exemple de lógiques protoalgebraiques i au-
toextensionals (la relació associada al sistema clausiura és congruencia) 
i que en canvi no son algebrizables. Son també un exemple de lógiques no 
algebrizables que teñen associades una classe de lógiques (les normáis) 
que si son algebrizables, situació similar (pero dual) a la que es produeix 
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en les algebres de Lukasiewicz infinit-valents estudiades per T.Torrens i 
V.Verdú, aqüestes lógiques son algebrizables (amb semántica algebraica 
equivalent les algebres de Wajsberg) i teñen una versió feble no algebri-
zable. 

Les lógiques mes estretament relacionades amb les AMTs son les 
LMTNs (les mes febles) i potser son les lógiques que mes propiament 
haurien de denominar-se LMTs, pero aleshores les lógiques fortes hau-
rien de ser anomenada LMTs no normáis, denominado sens dubte ade
quada pero incomoda, per tant, com heu vist, he preferit afegir l'adjectiu 
"normal" a les lógiques febles en Uoc de "no normal" a les lógiques fortes. 

Per acabar voldria comentar que el calificatiu "modal" en el nom 
de les lógiques estudiades és degut mes a la intenció de batejar a les 
lógiques amb un nom semblant al de les AMTs que a la idea de destacar 
un discutible carácter modal de les lógiques, discutible perqué l'operador 
modal és veritatiu funcional; el seu valor de veritat está completament 
determinat peí valor de veritat de l'expressió a la que afecta. 
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