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En este capitulo mantenemos las mismas hipdtesis respecto al modelo que sigue la
respuesta Y, es decir, un polinomio en cuya parte asociada a los factores ruido aparece
un Unico factor ruido interaccionando con mas de un factor de control, y compararemos
los resultados que se obtienen al trabajar con 3 métricas diferentes asociadas a la
variabilidad: 6*(Y), o(¥) y log(0).

Nosotros presentaremos el estudio con 2 factores de control ya que es mas sencilla
la representacion grafica de las superficies, pudiéndose generalizar los resultados a mas
de 2 factores.

Y=u+bZ +0,X,Z2+0,X,Z+¢ (5.1)
Los objetivos de este capitulo son:

Mostrar que a igual que ocurria con la superficie g A(Y), las superficies 0z(Y) y
log(0z) también necesitan ser aproximadas por modelos mas complejos en
términos de los factores de control X que la superficie Y;

Comparar los efectos significativos que surgen con los modelos asociados a
estas superficies, comparar los factores involucrados en estos y comparar estos
factores con los factores que aparecen interaccionando con los factores ruido en
el modelo para Y.

Notar que hemos cambiado la notacién de V(Y) por o*(Y) para asi poder utilizar

oY) y log(o).

A igual que en los capitulos anteriores introduciremos la problematica a partir de
ejemplos de modelos para la respuesta Y. Estos ejemplos tienen en comin que
involucran, en la parte asociada a la variabilidad, a 1 factor ruido y a 2 factores de
control.
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El método seguido para obtener las expresiones de o(Y) y log(c)ha sido diferente a
cuando estudidbamos la superficie o(Y)en el capitulo anterior ya que en este caso se podia
lograr directamente la expresion de F(Y) a partir del modelo para Y. En la situacion actual
los modelos para g(¥) y log(0) se obtendran, como veremos mas adelante, por estimacion
directa a partir de datos generados segun la respuesta Y.

Asi, el problema que planteamos es el siguiente: Dada una superficie Y que puede ser
representada en funcion de 2 factores de control, X; y X5, y un tnico factor ruido, Z, por un
modelo como en (5.1):

- (Qué efectos aparecen significativos en cada una de las tres métricas? ;Son los
mismos?;

. {Cémo son de complejas las superficies az*(Y), 0z(Y) y log(02)?;

- (Qué ocurre si se experimenta con disenos factoriales a 2 niveles?. ;Qué validez
tienen superficies obtenidas a partir de estos disefios? ;Ocurre lo mismo que lo que
presentamos para o/2(Y) en el capitulo anterior?.

5.1 Efectos significativos en cada métrica

En este apartado pretendemos ilustrar los aspectos mas interesantes del problema con
4 ejemplos seleccionados a tal fin, y en el capitulo 7 se planteard la generalizacion. Estos
ejemplos no pretenden abarcar de forma exhaustiva los posibles escenarios sino acercar al
entendimiento del problema.

Los 4 ejemplos seleccionados siguen la estructura en (5.1) y se ha optado por hacer
nula la parte donde no intervienen los factores ruido ya que esta parte no afecta al analisis
de la variabilidad; por lo tanto son modelos con E(Y) = [l =0 para cualquier condicioén de
los factores de control.

Tabla 5.1 Modelos para el anélisis del comportamiento de g/*(Y), gAY) y log(02)

0 o o, 0-0-& Ecuacion
Modelo 1 0 1 1 -2 Y=0Z+X,Z+X,Z+¢
Modelo 2 1 1 1 -1 Y= Z+X,Z+X,Z+¢
Modelo 3 2 1 1 0 Y=2Z+X,Z+X,Z+¢
Modelo 4 4 1 1 1 Y=4Z+X,Z+X,Z +¢€

La diferencia fundamental entre cada modelo es la magnitud relativa del efecto
principal del factor ruido Z con relacion al resto de efectos: Esto se ha realizado asi de
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forma deliberada ya que, como ya se ha visto en el capitulo anterior, este hecho tiene una
gran influencia, tanto en la estructura de los modelos resultante en el analisis de la
variabilidad, como en la seleccion de condiciones robustas.

Para cada ejemplo, aproximaremos las superficies 07°(Y), 0AY) y log(0z mediante
polinomios de segundo orden con y sin términos cuadraticos puros. Para mantener la
notacion del capitulo anterior, a los primeros modelos les denominamos modelos “Q” y
“L” a los ultimos.

o-é(Y) =ﬂ0i +ﬂ1X1 +ﬂ2X2 +ﬂ12X1X2 -'-ﬂll)(l2 +ﬂ22X22 tE

L

O-Z(Y) :ﬂ*O +51*X1 +ﬁ;X2 +ﬁ1*2X1X2 +ﬂ1*1X12 -I-[;;Z‘XYZ2 +£* (52)

L

log(o,) = :8;* +/81**X1 +/82**X2 +ﬂ1*2*X1X2 +/81*1*X12 +:8;X22 +e”

L

Los modelos los estimaremos a partir de datos generados por disefios en forma de
matriz producto donde en la parte de los factores de control se encuentra un “disefio central
compuesto” y en la parte de los factores ruido un disefio factorial a 2 niveles.

Matriz Producto = Diserio Central Compuesto x Diserio Factorial a 2 niveles

(2° + Punto Central + 4 Puntos Estrella) x 2

18 condiciones experimentales

El disefio central compuesto permite estimar modelos de segundo orden en los factores
de control, no siendo necesario aumentar la complejidad del disefio para el factor ruido.
Hemos seleccionado este disefio porque al poderse ejecutar de forma secuencial partiendo
de disenos factoriales a 2 niveles es la ampliacion “natural” de estos ultimos.

Las respuestas se han generado, sin introducir error experimental. Para cada una de las
9 condiciones experimentales en los factores de control existen 2 valores de respuesta, una
para cada nivel del factor ruido, con los que se obtienen los valores de las distintas medidas
de variabilidad, tal y como se pueden ver en la Tabla 5.2. La varianza y desviacion tipica
calculadas son las de la poblacion ya que se trata de modelos sin error experimental.
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Tabla 5.2 Valores de las respuestas para los 5 modelos y medidas de variabilidad
(se ha tomado g;’(Y), oY) y log(0) de la poblacion)

X, | Xo |Z-1D)|ZED] 62 | o7 |Logo)| | ZCD) | Z+D) | 02 | 0, |Log(oy)

-1 -1 2 -2 4 2 0,69 1 -1 1 1 0
+1 -1 0 0 0 * -1 1 1 1 0
-1 +1 0 0 0 * -1 1 1 1 0
+1 +1 -2 4 2 0,69 -3 3 9 3 1,10
-2 0 V2 -2 2 1,41 0,35 0,41 | -0,41 | 0,17 | 0,41 -0,88
V2 0 -2 V2 2 1,41 0,35 -2,41 | 241 5,83 | 241 0,88
0 V2 | V2 V2 2 1,41 0,35 0,41 | -0,41 | 0,17 | 0,41 -0,88
0 V2 | V2 V2 2 1,41 0,35 -2,41 | 241 5,83 | 241 0,88
0 0 0 0 0 0 * 1 1 1,00 | 1,00 0,00

Xi | Xo |ZCD | ZGD| 08 | o |Log(ag)| | Z(-D) | Z(+1) | o | ou |Log(0u)

1] 1] o 0 0 0 * -1 1 1 1 0
1 1 | 2 | 2 4 2 0,69 3 3 9 3 1,10
1+ | 2 | 2 4 2 0,69 3 3 9 3 1,10
1| +1 | 4 | 4 16 4 1,39 -5 5 25 5 1,61
V2| 0 [-059]059 ] 034 ] 05 [ -053 | |-1,59| 1,59 | 034 | 059 | -0,53
v2 | 0 [-341]341 | 1166 341 | 123 441 | 441 | 11,66 | 341 | 123
0 | v2[-057059] 03405 | 053 |[-1,559] 1,59 | 034 | 0,59 | -0,53
0 | v2 |-341 (341 | 1166 341 | 123 441 | 441 | 11,66 | 341 | 123
0ol o0 | 2] 2 4 2 0,69 3,00 | 3,00 | 400 | 2,00 | 0,69

Ajuste de modelos a los datos y comentarios sobre el contenido de la tabla

Para la aproximacion a las superficies g/ (Y), oY) y log(0z con polinomios de
segundo orden completos, modelos “Q”, se han tomado las 9 condiciones experimentales
en los factores de control; mientras que para los modelos sin términos cuadraticos puros,
modelos “L”, se ha trabajado, tal y como se haria en la mayoria de las situaciones
préacticas, inicamente con las 4 condiciones que representan el disefio factorial 27.

El hecho de que las condiciones experimentales de partida sean diferentes afecta
levemente a la estimacion de los coeficientes de primer orden, ya que los puntos estrella
intervienen en el célculo de los efectos principales de los modelos “Q”, pero no asi al
coeficiente de la interaccion. El hecho de que la constante sea diferente es un problema de
falta de ajuste del modelo “L” ya que recoge la influencia cuadratica del modelo teorico
que no se puede ajustar (E(bg)= o+ PBi1+ [(2).
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Tabla 5.3 Estimacion de los modelos para 6,2(Y), 62(Y) y log(07) a partir de
polinomios de segundo orden.

(“Q” representa el modelo completo y “L” el modelo sin términos cuadraticos puros. Para el modelo
completo, entre paréntesis aparecen los coeficientes estandarizados)

Y=0Z+X,Z+X,Z bo by bz b1z by bz
Varianza (0) 0 0 0 2 1 1
(R’=100%; R*-aj= 100%) Q (0) (0) 0) 4 (1.70) (1.70)
""" L 2 o e T
Desv. Tipica (0z) 0 0 0 1 0.604 0.604
(R’= 94%; R%-aj= 84%) Q (0) (0) 0) (2) (1.03) (1.03)
""" ) VA I R Y’ T R N S R (R R
Loge (02) - - -- - - --
Y= Z+X,Z+X,Z bo by bz biz by bzz
Varianza (0) 1 2 2 2 1 1
Q 1) (5.66) (5.66) ) (1.70) (1.70)
""" L | 3 |2y Ty
Desv. Tipica (0z) 1 0.60 0.60 0.5 0.23 0.23
(R’=97%; R*-aj= 93%) Q O] (1.71) (1.71) O] (0.39) (0.39)
""" L is ] 0 T osT T o T T
Loge (02) 0 0.45 0.45 0.28 0.069 0.069
(R*=85%; R*-aj=59%) Q (0) (1.27) (1.27) (0.55) 0.12) 0.12)
""" L7028 | 028 [T To28 T o2 [T
Y=2Z+X,Z+X,Z bo by bz baz bas b2z
Varianza (6/%) 4 4 4 2 1 1
(R’=100%; R’-aj=100%) Q “4) (11.31) (11.31) “) (1.70) (1.70)
""" | TR Y T R A R B
Desv. Tipica (0z) 2 1 1 0 0 0
(R’=100%; R*-aj=100%) Q ) (2.83) (2.83) (0) (0) (0)
""" | VA IR T A R S R Y R (R R
Loge (02) - - - - - -
Y=4Z+X,Z+X,Z bo by ba baz bas baa
Varianza (0) 16 8 8 2 1 1
(R’=100%; RZ-aj=100%) Q (16) (22.63) (22.63) ) (1.70) (1.70)
""" L TS e T
Desv. Tipica (0z) 4 1 1 0 0 0
(R*= 100%; R%-aj=100%) Q ) (2.83) (2.83) (0) (0) 0)
""" L | 4 | Ty e
Loge (02) 1.386 0.268 0.268 -0.072 -0.04 -0.04
(R?=100%; R-aj=100%) Q (1.386) (0.76) (0.76) (-0.14) (-0.06) (-0.06)
""" L | 1314 | 0275 | 0275 | 0072 [T T[T
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En los modelos completos “Q” se ha trabajado con 9 observaciones y se han estimado
6 parametros, por lo tanto quedan 3 g. 1. que son utilizados para estimar un error que en
este caso no es “error experimental” (ya que no se ha introducido error experimental) sino
“error por falta de ajuste”. Los valores de “R” y “R*-ajustada” nos dan una idea de la
bondad de ajuste de los modelos cuadraticos; no podemos hacer lo mismo con los modelos
sin términos cuadraticos porque no tenemos grados de libertad para estimar el error ya que
el modelo tiene 4 parametros y se parte de 4 condiciones experimentales.

Como los coeficientes en el modelo “Q” tienen diferente error estdndar hemos
incorporado el valor estandarizado de los coeficientes a falta de dividir por el error
experimental. Este valor se halla a partir de,

Cov(B) =(X'X) "o’ con X la matriz del disefio y o el error experimental

b
0 0 0 -05 -05

0
o 0 b, /«/0.125
0 0125 0 0 0 _ , b/w/0.125
; Coeficientes Estandarizados| 2
0 0 025 0 0 b //025
12/
05 0 0 0 0344 0219
b /«/0.344
0 0 0 0219 0344 11
by, /«/0.344

c o -
e
—
)
(9}
o
o

(X'x)" =

Interpretacion de resultados

Con una situacion de partida en la que los modelos para la respuesta Y contenian los
efectos asociados a 1 factor ruido y sus interacciones con 2 factores de control, la mayoria
de experimentadores esperarian encontrar en los modelos para la variabilidad Ginicamente
los efectos principales de los factores X; y X, pero tal y como se puede observar en la
Tabla 5.4 esto no es siempre asi.

Tabla 5.4 Efectos significativos para los modelos asociados a la variabilidad

Y=XZ+X,Z Y=Z+X\Z+X,Z | Y=22+X\Z+X,Z | Y=4Z+X,Z+X,Z
“L” “Q” “L? “Q” “L? “Q” “L? “Q”
oY) bio b1z by by | by by bia | byby | bibabia | bybz | bybzbin
b1 b2 bz | bubp | bz | bubz | b b1 b2
o(Y) bz b2 by by | by bz bz
b1 bz b1z b1z bz | by bz by by by by by bz
Log(0) by by, | by by bz by by | b1 by bio
- - bz b11,b22 - - bz bll,bzz
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Basandonos en los modelos completos “Q” observamos que si se selecciona una
métrica los efectos significativos no son los mismos para cada modelo en Y:

La superficie 0;°(Y) siempre es cuadratica con los términos cuadraticos puros no
nulos y en ocasiones (ejemplo Y = X;Z+X,Z) los efectos principales se anulan;

La superficie gz(Y) puede aparecer como una funcion cuadrética con y sin efectos
principales (Y = Z+X,Z+X,Z y Y = X Z+X,Z respectivamente) y también admite
expresiones muy simplificadas con solo efectos principales;

En los dos ejemplos estudiados la superficie log(g)aparece representada por un
modelo de segundo orden completo.

Ademas, dado un modelo fijo para la respuesta Y, los efectos significativos para cada
métrica pueden ser diferentes. Por ejemplo si Y= 4Z+X,Z+X,Z, en los modelos “Q” para
07 (Y) y log(g) aparecen todos los términos de segundo orden mientras que en el modelo
“Q” para gy(Y) solo los efectos principales.

Por otra parte cuando se ajustan las superficies por modelos “L” al no poder estimar
los términos cuadraticos puros se sobrestima la constante del modelo. Estos modelos si
pueden estimar el término de segundo orden debido a la interaccion entre X; y X, y lo
estiman adecuadamente.

Por lo tanto:

Las superficies g/°(Y), gx(Y) y log(0) son en general méas complejas que lo que en
la practica se presupone necesitando polinomios de segundo orden para
aproximarlas;

Cuando se aproximan estas superficies por polinomios de primer orden como los
que hemos denominado “L”, aparecera con mucha frecuencia el término de la
interaccion X;X, y en ocasiones puede aparecer este término sin los efectos
principales. La presencia de este término puede ser una sefial de la necesidad de
ajustar un modelo mas complejo;

El modelo que cabria esperar para este tipo de superficies, conteniendo so6lo los
efectos principales de aquellos factores que interaccionan con el factor ruido en el
modelo para Y, parece ser poco frecuente; de hecho s6lo lo hemos podido obtener
para la superficie gy(Y),

Que para un modelo fijo los coeficientes significativos sean diferentes dependiendo de
la métrica utilizada es un hecho que no debiera sorprender ya que esta propiedad ha sido
extensamente utilizado a la hora de simplificar modelos con el uso de transformaciones
(Atkinson (1982), Box and Fung (1983) y Fung (1986)).
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Otro hecho que desconcierta es que partiendo de modelos para ¥ muy similares, gz(Y)
se aproxime en ocasiones a superficies de segundo orden, en ocasiones a superficies de
primer orden y por ultimo hay situaciones en que coincide exactamente con una superficie
de primer orden. En el primer caso se necesitaria haber experimentado con disefios de
segundo orden para aproximar la superficie adecuadamente mientras que en los dos
ultimos casos bastaria con los diseflos factoriales a 2 niveles que se utilizan habitualmente.

Por lo tanto nos preguntamos sobre las condiciones bajo las cuales gz(Y) admite una
representacion sencilla por polinomios de primer orden.

5.1.1 Condiciones bajo las cuales gz(Y) se aproxima por planos

Ya vimos en el capitulo anterior que la superficie g;°(Y) asociada a modelos para ¥
como los estudiados admite una representacion exacta por polinomios de segundo orden.
Si 0y(Y) es la raiz cuadrada positiva de 0;°(Y), 0z(Y) se podra expresar como un modelo
simple exacto si 07 (Y) admite una raiz positiva de este tipo; en caso contrario, la
superficie 07’ (Y) no coincidira con el cuadrado de ().

Si el modelo para Y tiene la siguiente estructura,

Y=u+@ +0X,Z+0,X,Z+¢

el modelo para la superficie oz’(Y) puede ser expresado como una potencia al
cuadrado de un polinomio de primer orden,

o, (V) =V(@Z+3,X,Z+5,X,Z)=(0+6,X, +3,X,)’ (5.4)

y para que la expresion entre paréntesis corresponda con 0z(Y) ha de estar definida
positiva; en tal caso

o,(Y)=./0*(Y)=0+J,X, +J,X, si 0+0,X,+9,X, 20 (5.5)

La Tabla 5.5 contiene para los 4 ejemplos anteriores el valor de esta expresion: se
puede ver como en los primeros casos surgen valores negativos en las condiciones de la
parte factorial y en algunas de las condiciones de la “estrella”.

Es evidente que el valor de la expresion “0 + & X; + &, X,” depende de la magnitud
de los coeficientes en el modelo para Yy de la region donde se experimenta. Por lo tanto si
conocemos esta region, podemos encontrar las condiciones, para los coeficientes del
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modelo para Y, bajo las cuales g/°(Y) tiene raiz positiva. Para ello obligaremos a que el
valor minimo de alguna de las dos raices de g/°(Y), + (0 + § X, + 8,Xy), sea positivo.

Tabla 5.5 Valor de la expresion “0+9, X+, X,” para los 4 ejemplos de la Tabla 5.1

X X, Xi+X, 1+X+X, 2+X+X, 4+X+X,
-1 -1 -2,00 -1,00 0,00 2,00
1 -1 0,00 1,00 2,00 4,00
-1 1 0,00 1,00 2,00 4,00
1 1 2,00 3,00 4,00 6,00
-1,41 0 -1,41 -0,41 0,59 2,59
1,41 0 1,41 2,41 3,41 5,41
0 -1,41 -1,41 -0,41 0,59 2,59
0 1,41 1,41 2,41 3,41 5.41
0 0 0,00 1,00 2,00 4,00
Supongamos |0;| = maximo(|&, [®])
Si6=0 Si 6<0

min.(0 + 3X; + 6,X;) = min.(8-|5,-|5,], 6-1,41/3])
Si se cumple
B =0 + |5 cuando |&| 2 0.41 |9,
(0=>1,41 3] cuando |&| < 0.41 |

(6 + § X, + &) es una raiz positiva de JZZW)

min.(-6 = 3X; - $,X;) = min.(-6-|3 |-, -6-1,41|3[)=
Si se cumple:

-0 = |0,] + 5y cuando |&| 2 0.41 |9,
(+6>1,41 |§] cuando |&] < 0.41 |

(-8 — §X, - &,) es una raiz positiva de g;’(¥)

De aqui podemos deducir las condiciones para que o7’(Y) tenga raiz positiva

dependiendo de la region experimental.

Disefio central compuesto

Condiciones para que exista raiz positiva:
06| =2 |8+ |0,  cuando |&] = 0.41 |8
06| = 1,41 |g] cuando |&| < 0.41 |

Diseiio factorial a 2 niveles

Condicion para que exista raiz positiva:

(8] 2 3] + (6,

o,Y)=-c*(Y) =

0+0,X,+o0,X, 620

-0-06,X,-0,X, 6<0

Notar que las condiciones anteriores implican que el efecto del factor ruido domine
sobre los efectos asociados a las interacciones. En tales situaciones, el modelo teérico para
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gy(Y) es exactamente un plano en la zona de experimentacién y puede ser aproximado
mediante disefos factoriales a 2 niveles. Fuera de esta zona no se asegura el ajuste por
planos.

5.2 Geometria de las superficies asociadas a la variabilidad

En el apartado anterior hemos visto que los modelos resultantes al aproximar las
superficies 07°(Y), g,(Y) y log(dy) por polinomios “Q” y “L” difieren en el valor estimado
de la constante y en la presencia de términos cuadraticos puros en los modelos “Q”.

En este apartado, utilizando los mismos ejemplos presentados anteriormente, vamos a
representar graficamente las superficies asociadas a la variabilidad bajo los modelos “Q” y
“L” con el objetivo de ilustrar como las diferencias entre los modelos estimados afectan en
la practica dependiendo de la métrica que se escoja.

Recordemos que cuando en el capitulo anterior se estudiaba o;°(Y¥) habiamos
determinado la ecuacion de la zona de minima varianza teorica, la distancia de esta zona al
centro de la experimentacion y las diferencias entre los valores estimados por “Q” y “L”
cuando se trabajaba con la métrica g/°(Y).

Zona minima varianza 9, X, +0,X,, +6=0

e

\0F +0,

0.-L,. =06 (X} -+ (X; -1

d((Xlg ,0X5, )v (0’0)) =

Como la diferencia entre los valores previstos por “Q” y “L” cuando se trabaja con
07 (Y) no depende del coeficiente 8, que es el que modificamos en los ejemplos que
siguen, los errores de estimacion cuando se trabaja con esta métrica son los mismos en
cada ejemplo, a pesar de que la forma de “Q” y “L” varian notablemente.

Sin embargo cuando se trabaja con las métricas gy(Y) y log(0y) la diferencia entre los
valores de “Q” y “L” no es igual en cada ejemplo.

Y =X,Z+ X,Z

La Figura 5.1 contiene la representacion de las superficies 0;°(Y) y gz(Y) para el caso
en que la relacion de la respuesta Y con los factores es del tipo: Y = X;Z + X,Z, es decir, el
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efecto principal del factor ruido es nulo. (La funcion log(0y) no estd definida en todos los
puntos del disefio y por ello no se ha representado.)

Las superficies tedricas contienen una zona de minima varianza pasando por el centro
(0, 0). Se trata de una recta determinada por las condiciones X;, X, que cumplen,

X]Q + XzQ =0 d[(XlQ 5 X2Q)a(030)] =0

La forma de las superficies “Q” para las dos métricas 0;’(Y) y 0x(Y) son muy
similares; lo mismo ocurre con las aproximaciones “L”. Sin embargo las superficies “Q” y
“L” para una misma métrica son muy diferentes: “L” se adapta de forma ineficiente a la
curvatura existente en la zona de experimentacion mediante una “silla de montar” que se
eleva en el centro. Esto provoca que el experimentador que se guia de este modelo “L”:

- No identifica la zona de condiciones robustas e interpreta esta zona como si se
tratara de una direccion por la que se logra reducir la variabilidad si se la sigue
alejandose del centro de la experimentacion;

- Realiza una estimacion erronea de la variabilidad. En la regién experimental el
error de estimacion es mds acusado en el centro.

Y =7+ X,Z + X,Z

Si aumentamos ligeramente el efecto principal del factor ruido y tomamos el modelo
Y =Z + X, Z + X,Z surgen las superficies representadas en la Figura 5.2.

En este caso la zona de minima varianza para las superficies tedricas cumple,
Xiq+ X +1=0 d[(Xiq , X20),(0,0)] = 12

Esta recta estd ligeramente desviada del centro (0, 0) aunque pasa por el interior del
cubo delimitado por X; = %1, X; = 1.

Comparando este caso con el anterior, ahora la forma de la superficie tedrica “Q” se
“aplana” dentro de la region experimental y por lo tanto la forma de “L” se acomoda mejor
a (13 9’.

Sin embargo, las superficies “L” para las 3 métricas siguen sin identificar la zona de
condiciones robustas que queda algo mas apartada de la region experimental;
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La diferencia entre los valores previstos por “Q” y “L” en la zona central de la region
experimental se va reduciendo para las métricas gz(Y) y log(0y) (para 0°4(Y) se mantiene
constante en todos los ejemplos).

Y =2Z+X\Z+X,ZyY=4Z+ X,Z+ X,Z

Las graficas asociadas a estas superficies se pueden encontrar en la Figura 5.3 y en la
Figura 5.4. Las superficies “Q” y “L” para a(Y) son idénticas en ambos casos ya que “Q”
es una superficie de primer orden (ver Tabla 5.3) y por esto no se han representado.

En el caso del modelo Y = 2Z + X,Z + X,Z no se ha representado la superficie log(0z)
por no estar definida en algunas condiciones. En este caso, la zona de minima varianza
teorica corresponde con la recta que pasa por (-1, -1):

Xig+ X0 +2=0 d[(Xiq » X20),(0,0)] = V2

SiY =47 + X\Z + X,Z, la zona de minima varianza estd mas alejada de la zona de
experimentacion ya que no tiene ningiin punto en comun:

X, + X, +4=0 d[(Xiq », X20),(0,0)] =22

Podemos observar que las superficies “Q” y “L” no difieren apenas en forma, aunque
se siguen observando diferencias en cuanto a los valores previstos. En los dos casos, las
aproximaciones “L” a 0z(Y) son exactas en la regién experimental por lo que el
experimentador puede interpretar que la variabilidad disminuye de forma continua mas alla
de esta region cosa que no es cierto; de hecho en uno de los ejemplos la zona de minima
varianza pasa por una de las condiciones experimentales por lo que si se experimenta mas
alla de este punto la variabilidad comienza a aumentar.
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Aproximacion “Q” Aproximacion “L”
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Figura 5.1 Representacion de UZZO’) y 0z(Y) a partir de polinomios de segundo orden
con (“Q”) y sin (“L”) términos cuadraticos puros. Y = X;Z + X,Z
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Figura 5.2 Representacion de g;4(Y) y 0y(Y) a partir de polinomios de segundo orden
con (“Q”) y sin (“L”) términos cuadraticos puros. Y = Z + X, Z + X,Z
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Figura 2.2 (Continuacion) Representacion de log(0y) a partir de polinomios de
segundo orden con (“Q”) y sin (“L”) términos cuadraticos puros. Y =Z + X Z + X,Z
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Aproximacion “Q” Aproximacion “L”
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Figura 5.3 Representacion de g;(Y) a partir de polinomios de segundo orden con
(“Q”) y sin (“L”) términos cuadraticos puros. Y =27 + X;Z + X,Z
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Figura 5.4 Representacion de g,4(Y) y log(0>) a partir de polinomios de segundo orden

con (“Q”) y sin (“L”) términos cuadraticos puros. Y =4Z + X |Z + X,Z
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5.3 Conclusiones

Suponiendo que la caracteristica a estudio Y puede expresarse como un polinomio de
primer orden con a lo sumo términos cruzados, implicando a un unico factor ruido, Z, y su
interaccion con “k” factores de control, X;, hemos estudiado la superficie asociada a la
variabilidad transmitida por este factor ruido a la respuesta a través de 3 métricas: g/ (Y),

gy(Y) y log(g). Sin pérdida de generalidad el estudio se ha realizado para k = 2 factores de
control.

Las superficies tedricas tienen una zona de minima varianza determinada por la
ecuacion:

0+3,X,,+3,X,, =0

que estd a una distancia del centro de la zona experimental de:

d((X,y, X, ) 0,0)=6/.[57 + &

Del estudio realizado hemos obtenido las siguientes conclusiones:

. Los modelos polinémicos que aproximan las superficies g/ 2(Y), gx(Y) y log(0)
tienen estructuras mas complicadas en los factores de control que el modelo de
partida para Y. Si el modelo para Y contiene interacciones de los factores X; y X»
con el factor ruido, los modelos para las métricas g/ (Y), g«Y) y log(0)
frecuentemente tienen términos de segundo orden en los factores de control: (35,

[311 y [322;

. Como era de esperar, la complejidad de los modelos que aproximan d;°(Y), gx(Y) y
log(a) depende de la estructura original de Y asi como de la regién experimental
seleccionada para realizar la aproximacion;

- En aquellos casos donde 0z(Y) es representada por polinomios de primer orden se
logra un modelo més sencillo con esta métrica que si se trabaja con gz*(¥) o con
log(o7) pero no siempre es asi (notemos que g7(Y) es exactamente un polinomio
de segundo orden y que las aproximaciones a 0z(Y) o a log(0z) por polinomios de
segundo orden pueden no resultar apropiadas);

- La representacion local de g (Y), oY) y log(g) en torno a (0, 0) puede
simplificarse si la zona de minima varianza esta alejada; en este caso, se pueden
aproximar las superficies por polinomios de primer orden: “L”;
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- Si la zona de minima varianza estd proxima a la region experimental, las
superficies g72(Y), 062(Y) y log(d) no son de primer orden en esta region por lo que
las aproximaciones por modelos “L” que se realizan habitualmente a partir de
disefios factoriales a 2 niveles no son adecuadas. (Un signo de esta falta de ajuste
puede estar en el hecho de tener al efecto “B1,”” como significativo);

- En la anterior situacion, la zona de minima varianza no queda bien identificada al
trabajar con los modelos “L” en cualesquiera de las tres métricas: gz%(Y), 02(Y) y
log(g). Los modelos “L” confunden esta zona con una direccion de reduccion de
variabilidad por lo que errdneamente inducen a alejarse de la regidon experimental;

- Conforme la magnitud relativa del efecto principal asociado al factor ruido, 6,
comienza a dominar ocurre que:

- La zona de minima varianza se aleja de la zona de experimentacion;

. Las superficies JZZY log(07) reducen la curvatura en la zona de
g
experimentacioén y pueden ser aproximadas en ocasiones por modelos “L”;

- La superficie 0gz(Y) puede ser representada de forma exacta por un
polinomio de primer orden en la region determinada por el disefio factorial si
18] = (104 + |02;

- Si la aproximacién por modelos “L” no es exacta, “L” estimard adecuadamente la
variabilidad en los puntos del disefio experimental, la sobrestimaré en el interior de
la region experimental y la subestimard fuera. En ocasiones se pueden obtener
valores negativos de variabilidad lo cual es un signo de falta de ajuste del modelo;

. Existe una situacion en la que las tres superficies: UZZ( Y), 0z(Y) y log(0z), pueden
ser representadas por polinomios conteniendo sélo términos de segundo orden.
Esto ocurre si 8 = Oy en este caso (0, 0) es una condicion robusta. En este caso, si
se utiliza las aproximaciones por polinomios “L” en los modelo sélo aparecera el
efecto 312 asociado a la interaccion entre X; y X, y no los efectos principales, B; y

Ba.

En vista de los comentarios anteriores, es razonable suponer que las situaciones en las
que se necesiten términos de segundo orden (interacciones o términos cuadraticos puros)
para aproximar las superficies asociadas a la variabilidad van a ser numerosas y por lo
tanto nos permitimos plantear algunas recomendaciones.
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