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RESUMEN GENERAL DE LA TESIS

La finalidad de egta tesis es la obtencidén de las distribuciones de
velocidades, presiones y temperaturas en la conveccidn forzada de flujos
compresibles en situaciones bidimensionales y de estabilizacién. Es a partir
de estos valores que se determina la friccién y la transferencia de calor
entre el fluido y el contorno o canalizacién.

La tesis consta de cinco capitulos. En el primero, de caracter introductorio,
se plantea la problemdtica de resolucién de las ecuaciones que describen el
comportamiento del flujo. Se analizan dos niveles de modelizacién: 1) En
base al concepto de capa limite introducido por Prandtl, se divide el dominio
por el que circula el flujo en dos zonas: unas delgadas regiones préximas a
los contornos sélidos en las que la friccién y la transferencia de calor son
factores condicionantes, y el resto del dominio en el que el flujo puede
congiderarse como no viscoso pudiéndose despreciar los efectos de la friccién
y de la transferencia de calor; 2) Resolucién directa de las ecuaciones de
continuidad, cantidad de movimiento y energia en todo el dominio.

Los capitulos segundo, tercero y cuarto estén dedicados al primer nivel de
modelizacidén indicado. En el segundo capitulo se resuelve el flujo potencial
compresible en base a la digcretizacién del dominio mediante la generacidn de
sigtemas de coordenadas curvilineas que se adaptan a los contornos; se
analizan diferentes criterios de discretizacién de las ecuaciones, siendo los
resultados numéricos obtenidos contrastados entre si y con los que se derivan
del empleo de mallas de discretizacidn rectangulares.

El tercer capitulo trata de la resolucidn de las capas limites hidrodinadmicas
y térmicas mediante la integracién numérica de las ecuacicnes de conservacifn.
Para el andlisis de las capas limites turbulentas se ha utilizado los
conceptos de viscosidad ¢turbulenta y conductividad térmica turbulenta,
empledndose expresiones semiempiricas para la descripcidn de dichas cantidades
turbulentas. Se estudian diversas situaciones contrastandose los resultados
numéricos obtenidos con los que se derivan de estudios semiempiricos o de
resultados experimentales obtenidos por diferentes autores.

En el cuarto capitulo se efectua la resolucidn conjunta de la zona potencial y
de las capas limites en el marco de un algoritmo global. A modo ilustrativo
se ha realizado el estudio del flujo de aire en una canalizacidn, analizdndose
aspectogs tales como la compresibilidad del flujo y la transferencia de calor
entre el fluido y los contornos limitantes. Los resultados que se derivan de
la resolucién numérica, supuestos los contornos adiabadticos, son contrastados
con log obtenidos experimentalmente en una unidad de soplado disponible en el
Laboratorio.

En el quinto y dltimo capitulo se aborda el segundo nivel de modelizacibn
arriba indicado, dnicamente en lo que se refiere a la ecuacién de la energia.
Asi, partiendo de una distribucién de velocidades y densidades dada, se
realiza la resolucién de la ecuacién de la energia en base a la generacidn de
un sistema de coordenadas curvilineas coincidente con las propias lineas de
corriente del flujo y con sus ortogonales. La precisién y zonas de aplicacién
del método numérico es puesta de manifiesto en situaciones singulares de
solucién analitica conocida. Los resultados obtenidos son satisfactorios en
un amplio rango de n@meros de Peclet, y superiores a los que se derivan del
empleo de mallas de discretizacién rectangulares.
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CAP. 1  INTRODUCCION

Predmbulo

El progresc en numerosos campos de la ingenieria en general, y en el de la
ingenieria mec&nica térmica en particular, estd condicionado en gran medida a
la capacidad de predecir, en la forma mds precisa posible, los procesos de
transferencia de calor y de masa que los caracteriza [11[2].

En la mayor parte de los procesos térmicos y energéticos, uno de los puntos
criticos (en general el mas critico) es el de la resolucién de la
fenomenologia de la transferencia de calor en las zonas de conveccién, Ello
comporta la resolucién de las ecuaciones caracteristicas que describen el
fenémeno, las cuales resultan de los principios de conservacién de la masa, de
la cantidad de movimiento y de la energia [3].

En esta tesis se incide en técnicas numéricas concretas para la resolucién de
la conveccién forzada de flujos subsénicos compresibles en situaciones
bidimensionales y de estabilizacién.

En este capitulo de introduccién plantearemos, a grandes rasgos, la
problemdtica existente para una correcta prediccién de estos fendmenos,
indicando asi mismo la linea de actuacién y objetivos seguidos en esta tesis.

Ecuaciones caracteristicas

Las ecuaciones caracteristicas de la fenomenologia de la conveccién,
formuladas por Navier (1827) y Stokes (1845), expresan los principios de
congervacién de la masa, de la cantidad de movimiento y de 1la energia,
empledndo en su formulacién las leyes bdsicas de la viscosidad de Stokes y de
la conduccidn de calor de Fourier. Dichas ecuaciones de conservacién, para
fluidos nevtonianos, toman la forma [4]:
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Aceptando la validez de estas ecuaciones tanto para flujos en regimen laminar
como en régimen turbulento, la evolucién temporal y espacial de las
condiciones del flujo (distribucién de velocidades, presiones,
temperaturas,...) corresponderian a la solucién de dicho sistema de ecuaciones
de conservacidn para unas condiciones iniciales y de contorno prefijadas.

Problemidtica de resolucién

En este apartado haremos referencia a la problematica existente en 1la
integracién de las ecuaciones de conservacién, asi como a las metodologias de
trabajo normalmente empleadas.

Debido a la notable dificultad de integracién del sistema de ecuacicnes (1.1),
la resolucién en forma analitica de dichas ecuaciones solo ha podido
realizarse para situaciones especificag (flujos laminares bajo hipdtesis
sumamente restrictivas, cf. [51[6]). Es por ello que ha sido, y es adn,
precigo recurrir a técnicas empirico-teéricas basadas en criterios de andlisis
dimensional y de teoria de modelos [71,

En las dltimas décadas, la aparicién de computadores digitales con gran
rapidez de cdlculo y capacidad de memoria estd potenciando la resoclucién de
lag ecuaciones mediante criterios numéricos, constituyendo ello un importante
avance en el dominio de los fenbémenos de transferencia de calor y de mama
[11181191.

Antes de comentar las posibilidades y limitaciones propias de los wmétodos
numéricos normalmente empleados, es conveniente plantear la problemdtica en la
repolucidn de flujoa turbulentog, situacién a la cual corresponden la wmayoria

de los flujos reales.

La resolucién numérica directa de las ecuaciones para el caso de flujos
turbulentos parece poco menos que inviable. Adn para las geometrias mis
sencillas, la naturaleza tridimensional y transitoria del flujo turbulento,
agi como las escalas de longitud y de tiempo caracteristicas de estos flujos,
obligan a unas densidades de malla tales que el tiempo de cdlculo es, para la
mayoria de situaciones prdcticas, prohibitivo [41[10]. Si bien las tentativas
de resolucién directa de las ecuaciones estan actualmente limitadas a
situaciones muy especificas [11), es previsible la notable incidencia que
tendrd en un futuro esta linea de investigacién para una mejor comprensién
fisica del fenémeno de la turbulencia.

El procedimiento ugual para el andlisis del flujo turbulento consiste en
considerar no el comportamiento instantdneo del flujo, sino el comportamiento



promedio sobre un periodo suficiente de tiempo. En las ecuaciones de
congervacién, las cantidades instantdneas son reemplazadas por unas cantidades
medias més las correspondientes de fluctuacién [12]; asi por ejemplo, para una
variable cualquiera 0(6=u;, p, T, p, «...):

B(x;.,t) = 6(x;) + 8 (x;,t) (1.3)

La cantidad média temporal es definida por:

to+At

I (1.4)
80x;) = lim At[ 0(x;,t)dt
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en donde At — o indica que el intérvalo de tiempo es lo suficientemente
grande comparado con la duracién de las fluctuaciones.

De expresar en las ecuaciones (1.1) las cantidades instantdneas segin (1.3), y
de efectuar el promedio temporal a cada una de las ecuaciones resultantes, las
ecuaciones de conservacién quedan expresadas en la forma [4]:
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Estas ecuaciones presentan, regpecto a la versién inicial (1.1), la ventaja de
tratar con cantidades medias del flujo; no obstante el sistema de ecuaciones
eg incompleto por cuanto existen wmds incognitas que ecuaciones. Ello es
debido a 1la aparicién de los términos representados por correlaciones entre



cantidades de fluctuacién. El andlisis de la turbulencia a partir de las
ecuaciones de conservacidén promediadas, se encuentra con la dificultad de
precisar en que forma se relacionan los términos de fluctuacién turbulenta con
las cantidades medias temporales del flujo; ello ha dado lugar ha diferentes
aproximaciones o modelos de turbulencia [131[(141[15].

Los modelos de turbulencia mas -ampliamente utilizados en 1la ingenieria,
emplean en la evaluacién de los términos de fluctuacién turbulenta los
conceptos de viscosidad turbulenta y conductividad térmica  turbulenta,
definidos en la forma (161]:

U 3.
Pul ub = -p (— + 1)+ —z—(u dv v + ok)s
i 75 t 8% g e 3'7¢t ij
(1.7)
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La teoria de la longitud de mezcla de Prandtl constituye uno de los primeros
modelos propuestos para el andlisis de la turbulencia; en dicho modelo se
introducen, para la evaluacién de la viscosidad turbulenta, expresiones
algebrédicas de tipo semiempirico [131].

Modelos de caracter mds general emplean ecuaciones diferenciales, en las que
las variables dependientes son cantidades turbulentas (e.g., la energia
cinética turbulenta). De entre estos, uno de los mas populares es el k-¢
(17); en este modelo la viscosidad turbulenta se obtiene a partir de la
expresién u; = Cup k?/e, mientras que la energia cinética turbulenta k y 1la
energia de disipacién turbulenta ¢ son obtenidas de la resolucién de dos
ecuaciones diferenciales que describen el proceso de conveccidén, difusidn,
generacién y disipacidn de k y ¢ respectivamente.

La conductividad térmica turbulenta es evaluada, en general, de suponer un
valor uniforme para el ndmero de Prandtl turbulento (Pr, = u,/A,).

Los modelos mencionados presentan una importante limitacién por cuanto
congideran una viscosidad turbulenta isotrdpica. Modelos mds sofisticados
introducen ecuaciones diferenciales de transporte para los diferentes términos
de fluctuacién turbulenta [181[19],

Todos estos modelos de turbulencia wutilizan en mayor o menor medida
coeficientes de tipo empirico que ajusten las ecuaciones resultantes, lo cual
limita la generalidad de dichos modelos.

En cualquier caso, la descripcidn matematica del proceso fisico se traduce en
un sgistema de ecuaciones diferenciales, ec. (1.35), en donde los téminos de
fluctuacién turbulenta (nulos para situaciones de flujo laminar) son evaluados
segin un modelo determinado., La i i i i
indicado presenta grandes dificultades debido a 1la no lineeslidad de las
migmag, a los errores de truncamiento y redondeo inherentes a los métodos
numéricos, y a la insuficiencia en cuanto a velocidad de cédlculo de los
actuales ordenadores [201[211122],



Para el analisis numérico es conveniente el empleo de una ecuacién que exprese
de forma general los diferentes principios de conservacidn; esta ecuacién,
denominada ecuacidn de la conveccibn-difusidn, tiene la forma [1):

J ] X
%, (Oui‘¢) = Fyvy (Tq)-a—x—‘) + S¢ (1.8)

1

3
31 (p9) +

en donde ¢ es la variable dependiente general (e.g., componentes de la
velocidad, entalpia & temperatura, energia cinética turbulenta, etc), mientras
que I; y Sy son, respectivamente, el coeficiente de difusién y el término
fuente asociados a dicha variable dependiente. Estos valores resultan de
reordenar convenientemente cada una de las ecuaciones de conservacién (1.5),
previa introduccién de (1.7),

La problemdtica se plantea en dos aspectos: - resolucién en forma general de
la ecuacidn de la conveccibn-difusidn; - obtencién de la distribucién de
velocidades del flujo.

Para el primerc de los aspectos anteriormente enumerados, resolucién de la
ecuacién de la conveccibn-difusién, se han desarrollado una gran variedad de
esquemas numéricos (e.g. [11023)(2411(25)[26)). La problemdtica se plantea en
conseguir esquemas numéricos precisos y estables. Criterios numéricos del
tipo 'upvind difference’ superan la problemdtica de la inestabilidad numérica,
introduciendo en contrapartida errores de truncamiento (denominados de falsa
difusién) que desvirtuan la soluci6n obtenida; ello obliga al empleo de mallas
de discretizacién de gran densidad. El estudio comparativo realizado por
Smith y Hutton [271, de entre diferentes esquema numéricos, demuestra que
ninguno de los métodos ensayados es completamente satisfactorio.

Puesto que las componentes de la velocidad estdn gobernadas por las ecuaciones
de la cantidad de movimiento, y estas ecuaciones representan un caso especial
de la ecuacién de la conveccién-difusidn, podria pensargse que el segundo de
los aspectos anteriormente enumerados queda englobado en el primero. La
problematica se plantea en el término del gradiente de presibn gque aparece en
las ecuaciones de cantidad de movimiento, siendo necesario para su evaluacién
del empleo de la ecuacidn de continuidad. Patankar y Spalding propusieron el
método SIMPLE (’Semi-Implicit Method for Preassure-Linked Equations) [281[1]
para la resolucién conjunta de las ecuaciones de cantidad de movimiento y de
continuidad; en 1la discretizacidn de las ecuaciones de la cantidad de
movimiento se aplican criterios numéricos de caracter general, desarrollados
para la resolucién de 1la ecuacidén de la conveccién-difusién. Diferentes
varianteg del método SIMPLE han sido propuestas, entre otros, por Patankar
(291[1), Raithby y Schneider [30], Van Doormaal y Raithby (311 y Latimer y
Pollard [32].

Para el caso m&s general de flujos con propiedades figicas variables, la
resolucién de las ecuaciones de conservacidn debe realizarse conjuntamente.
Asi, de la resolucién de las ecuaciones cantidad de movimiento y de
continuidad se obtendra la distribucién de velocidades y presiones en el flujo
determinandose, a partir de dichos valores y wediante la resolucién de 1la
ecuacién de la energia, la distribucién de temperaturas. Dicho proceso de
resolucién conjunta tiene un caracter iterativo.



Para ciertas situacionea de flujos es posible simplificar las ecuaciones de
congervacién haciendolas mas abordables. Asi, para flujos permanentes y
bidimensionales el método de la funcién de corriente-vorticidad (cf. Gosman
et al. {33]) permite eliminar el término de presién de las ecuaciones de la
cantidad de movimiento reduciendo, ademds, las dos ecuacicnes de la cantidad
de movimiento y la de continuidad a dos ecuaciones. Aplicaciones de este
método a la resolucién de problemas de conveccién han sido realizadas, entre
otros, por Runchal et al. (341, J.T.Han [35] y Oliva et al. [361.

Otro tipo de aproximacidn consiste en dividir, cuando sea posible, el dominio
de andlisis en zonas en las que el flujo presenta un comportamiento
caracteristico. Entre los modelos de tipo zonal destaca, por su posibilidad
de aplicacién a situaciones practicas de gran interés, el basado en el
concepto de capa limite [{37). Son numerosos los estudios efectuados en esta
linea, siendo ejemplos recientes los trabajos sobre el flujo alrededor de
perfiles aerodinamicos realizados por Longo et al.[38) y Dvorak et al.[39], vy
el trabajo sobre el flujo a través de una tobera realizado por Mikhail [401].
La aplicacién de este tipo de modelos al caso de flu)os confinados ha sido uno
de log objetivos de esta tesis; en el préximo apartado se realizard una
explicacién mas detallada del mismo.

-———-——-Q =----

De los aspectos comentados en este apartado se concluye que, el avance en la
modelizacién de la transferencia de calor y de masa estd fuertemente
condicionado por: - disponer de modelos matemdticos que impliquen un nivel de
cdlculo razonable, y que sean capaces de describir con suficiente generalidad
procesos tales como la turbulencia; - el logro de esquemas numéricos basados
en criterios de discretizacién adecuados, que sorteen los errores de redondeo
y truncamiento inherentes a los métodos numéricos; - el desarrollo de
computadores con mayor capacidad de memoria y velocidad de calculo.

Gran parte del esfuerzo investigador estd dedicado al segundo de los aspectos
anteriormente enumerados, modelizacidn numérica, siendo dentro de esta linea
en la que se ha orientado ésta tesis.

Planteamiento y objetivos de esta tesis

En este apartado describiremos las dos lineas de actuacién que han orientado
esta tesis: por un parte la resolucién de la conveccién forzada en flujos
subsénicos compresibles mediante el emplec del concepto de capa limite (Cap. 2
al 4); de otra parte la elaboracién de un método de resolucién de la ecuacion
de la energia escrita en la forma de la ecuacién de la conveccién-difusidn

(Cap. 95).

Con el fin de hacer mis abordable el sistema de ecuaciones presentado es
admisible, en ciertas situaciones, aplicar la simplificacién propuesta por
Prandtl basada en el concepto de capa limite (371[41), segln el cual es
posible dividir el dominio por el que circula el flujo en dos zonas: - unas
delgadas regiones préximas a los contornos s6lidos, denominadas capas limites,
en lag que la friccién y la transferencia de calor son factores
condicionantes; - y el resto del dominio en el que el flujo puede ser
congideradoc como no viscoso, pudiéndose despreciar los efectos de la friccidn

y de la transferencia de calor.



Para esta situacién, las ecuaciones de conservacidén (1.5) pueden ser

simplificadas notablemente. Asi, para la regién de flujo no viscoso dichas
ecuaciones quedan reducidas a las de Euler:
ap 3 _
at ij (puj) =0
9 3 - _ 9P = (1.9)
3t (pul) + 3X3 (puluj) = axi+ Bl (1—1,2,3 )
¥l 3 _ 3P
ot (PH) + 5= (ouyH) = 5%

J
En estas ecuaciones las variables son realmente valores medios, puesto que el
flujo en dicha regidén es turbulento (se entiende que el grado de turbulencia
de la corriente es bajo). No obstante, se ha evitado indicarlo explicitamente
dado que el modelo de flujo ideal (i.e., flujo no viscoso) no considera esta
posibilidad.

Las regiones del flujo préximag a los contonos (capas limites) se caracterizan
por ser de delgado espesor, lo cual permite simplificar las ecuaciones de
conservacién en base a andligis de érdenes de magnitud. Para la capa limite
tridimensional de wun flujo permanente con fuerzas masicas despreciables,
dichas ecuaciones toman la forma [41]:

2 (B0 + & (GV)+ 22 (pw) = 0
2+ Gve) v L GEn = - R L G- BT
%(55‘;)+%(p—vg)+%(5;¢2)=_%+a—3§(ﬁg—§—5§_"\7‘)(1.10)
L iRy + 2w+ L e = 2@ e .
P (‘-‘22”’2)- PGV - W v
siendo:
v =BV o+t VT, H=h o+ (WD) (1.11)

Como indicamos al inicio de este apartado, un objetivo fundamental de esta
tesis, ha sido 1la resolucidén conjunta de la regién de flujo no viscoso y de
las capas limites en flujos internos subsénicos compresibles.




En una primera parte, se ha abordadc de forma separada la resolucién de ambas
zonas. Asi, en el Cap. 2 se estudia la resolucién numérica de la regién de
flujo no viscoso, con especial incidencia en técnicas de discretizacién de
dominios irregulares, basadas en la generacién de un sistema de coordenadas
curvilineas adaptable a los contornos. El1 andlisis realizado ha permitido
poner de manifiesto aspectos tales como: influencia en la precisién del
esquema numérico del tipo de malla generada; contrastacién entre diferentes
criterios de discretizacién de las ecuaciones gobernantes; criterios de
evaluacién de los coeficientes métricos; etc. Tambien se analiza, de forma
sucinta, 1la resolucién de las ecuaciones en base a la discretizacién del
dominio por mallas rectangulares.

En el Cap. 3 se efectua el andlisis y resolucién del sistema de ecuaciones en
derivadas parciales de la capa limite. Para las capas limites turbulentas se
ha empleado el concepto de viscosidad turbulenta y conductividad térmica
turbulenta; 1la formulacién de dichos coeficientes de transporte turbulento se
ha realizado segin el modelo propuesto por T. Cebeci [4], basado en el empleo
de expresiones algebrdicas de tipo semiempirico. La discretizacidn de las
ecuaciones ha sido realizada segdn el esquema numérico propuesto  por
H.B.Keller [42]. El método empleado es aplicado a diversas situaciones, con
el fin de constatar su validez.

La integracién conjunta de ambas zonas es realizada en el Cap. 4. Debido al
caracter de interdependencia de las dos regiones, el proceso de resolucidn es
de naturaleza iterativa, modificando a cada iteracién la geometria de 1la
regién de flujo no viscoso. Es esta una de las razones que aconsejan el
empleo de mallas de discretizacidn adaptables a 1los contornos; ello ha
permitido el desarrollo de un software de caracter general, facilmente
adaptable a diferentes configuraciones de flujos. La puesta a puntoc del
algoritmo desarrollado se ha realizado para el caso del flujo compresible en
una canalizacién con transferencia de calor en los contornos. La
contrastacién experimental se ha realizado, para el caso de paredes
adiabdticas, en una unidad de soplado disponible en el :Laboratorio. El
algoritmo desarrollado es aplicable a casos de flujo bidimensional o bien con
ligeras modificaciones, al caso de flujos tridimensionales axialsimétricos.

En el Capitulo 5 de esta tesis se aborda la resolucién de la ecuacién de la
energia, escrita en la forma de la ecuacién de la conveccidn-difusidn,
mediante un método numérico [43] basado en la discretizacidn de dicha ecuacifn
sobre volimenes de control coincidentes con las lineas de corriente del flujo
y con sus ortogonales. Los errores de truncamiento que ocasionan la falsa
difusién son reducidos notablemente respecto a los que se derivan, con
criterios numéricos andlogos para la discretizacién de las ecuaciones, del
empleo de mallas de discretizacidn rectangulares.



NOMENCLATURA

Bi Fuerzas masicas por unidad de volumen en la direccién X;e

Cu Constante del modelo de turbulencia.

H Entalpia total.

h Entalpia especifica.

k Energia cinética turbulenta por unidad de masa, k=1/2 ujuj.

p Pregiédn.

q Flujo de calor por unidad de superficie.

So Término fuente de la variable ¢.

T Temperatura

t Tiempo.

u,v,v Componentes de 1la velocidad en lag direcciones ¥, Y z
respectivamente.

u; Componente de la velocidad en la direccibn x;.

v Vector velocidad.

XY 2 Coordenadas cartesianas.

X; Coordenadas cartesianas (x,= X, X,= y, X3 Z).

Iy Coeficiente de difusién de la variable ¢.

8jj Delta de Kronecker; toma el valor 1 si i=) y 0 si i#).

€ Energia de disipacién turbulenta.

[ Segundo coeficiente de 1la viscosidad (para un gas monoatémico
(=-2/3u).

A Conductividad térmica.

Ay Conductividad térmica turbulenta.

U Yiscosidad dinamica.

e Viscosidad dindmica turbulenta.

v Yiscogidad cinemdtica

p Densidad.

Tij Tensor de tensiones.

¢ Variable dependiente en la ecuacién de la conveccidén-difusién (1.11)
Superindices

’ Cantidades de fluctuacién turbulenta.
— Cantidades medias temporales.
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CAP. 2 RESOLUCION NUMERICA DE FLUJOS POTENCIALES SUBSONICOS COMPRESIBLES

RESUMEN

En este capitulo se analizan y contrastan diferentes criterios numéricos para
la resolucién de flujos potenciales subsbnicos compresibles. El estudio se ha
referido a flujos iscentrépicos de gases perfectos en régimen permanente y en
situaciones bidimensionales.

El tema ha sido estructurado en dos apartados. En una primera parte se aborda
el anidlisis wmediante la utilizacién de la funcién de corriente, mientras que
en una segunda parte se emplea el potencial de velocidad.

Los dominios son diascretizados en base a mallas adaptables a loe contornos.
Las ecuaciones de discretizacién son obtenidas a partir de la ecuacién
diferencial, de la funcidén de corriente o del potencial de velocidad, escrita
en coordenadas curvilineas o bien, de efectuar el balance apropiado sobre los
elementos finitos en que se discretiza el dominio.

Se analiza sucintamente la resolucién numérica del flujo potencial en base a
mallas adaptables a los contornos.

A modo de ejemplo y para el andlisis numérico, se estudian dos situaciones
concretag de flujos confinados: a) flujo potencial alrededor de un cilindro;
b) flujo potencial a través de una tobera convergente. Los resultados
presentados ponen de manifiesto la influencia de los diferentes criterios y
paridmetros que intervienen en la resolucién numérica:  discretizacién del
dominio (mallas adaptables al contorno, mallas rectangulares); integracidn de
las ecuaciones en las zonas interiores y en los contornos; evaluacién de los
coeficientes métricos; métodog iterativos de resolucidén del sistema de
ecuaciones discretas, etc. Para el caso del flujo incompresible alrededor de
un cilindro los resultados obtenidos numéricamente son contrastados con la
solucién analitica de las ecuaciones.

2.1 INTRODUCCION: ECUACIONES CARACTERISTICAS.  MALLAS ADAPTABLES A LOS
CONTORNOS.

Las ecuaciones de continuidad, cantidad de movimiento y energia, para el casa
de un flujo en el cual es posible ignorar los efectos de friccién (flujo no
vigcoso) y de transmisién de calor, toman la forma:
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3P = -

LT L (5T = (2.1)
T (ov) 0
_DV | =2 _
° 5% + vp = 0 (2.2)
_DH _ p _
Dﬁg 3T C 0 (2.3)

La guién encima de la variables indica que éstas son dimensionales.

De la ecuacién de cantidad de movimiento (2.2) y de la relacién termodindmica
Tds = dh - (1/p)dp se deduce que:

TVS +Vvxae = vh* +a3v/3F (2.4)
giendo:
® =97 x Vv (2.5)

De la expresidn (2.4) se sigue que para un flujo permanente, irrotacional e
igoentropico, la entalpia egpecifica de estancamiento es uniforme, es decir:
_2
ﬁ=E+V2_=c (2.6)

siendo C una constante. Notese que, para las hipbtesis especificadas, la
expresién anterior satisface la ecuacién de la energia (2.3).

Si el fluido se comporta como un gas perfecto se verifica:

P = oRT (2.7)
dh = Ep dT (2.8)
R = cp - CV (2.9)
k = ¢, / <, (2.10)

En estas circunstancias, de las ecuaciones (2.6) a (2.10) y de la relacién
entre las propiedades isoentrdpicas para un gas perfecto, ﬁlﬁk = constante, se
obtiene:

1
- 2 2 k-1
p k-1)M, ¥V
5, = [ 1 - '("—T)-—Q- (g—: - 1)] (2.1
o

La expresidn (2.11) junto con la ecuacién de conservaci6on de la masa (2.1) vy
la ecuaci6én de la irrotacionalidad [(2.5) con @ = 0] configuran un nuevo
sistema de ecuaciones, suficiente para la determinacidén del comportamiento del
flujo permanente, irrotacional e iscentrépico de un gas perfecto.
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Funcidn de corriente y potencial de velocidad

Bajo ciertas hipétesis es factible la descripcién del flujo mediante el empleo
de funciones escalares de punto, tales como la funcién de corriente o la
funcién potencial de velocidad (o mis brevemente potencial de velocidad). De
esta forma s8e consigue reducir la ecuacidén de continuidad y 1la de la
irrotacionalidad del flujo a una tnica ecuacidn diferencial escrita en base a
dichas funciones escalares.

Para flujos_permanentes y bidimensionales es posible definir wuna funcion de
corriente ¢ [1] tal que satisfaga la ecuacion de continuidad (2.1)., Dicha
funcién viene definida, en coordenadas cartesianas, segin:

3
3

€|

(2.12)

<
#
045”
|2
<
"
]
UII OD'
2l

La ecuacién (2.5), en términos de la funcién de corriente (2.12) y para flujos
irrotacionales, toma la forma:

a2

€]
Q>
€|
—t
Q
fedl
Qo
-~
Q>
Ol

(2.13)
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Para flujos irrotacionales la velogidad puede derivarse de un potencial de
velocidad ¢ , definido por Vv =V¢, tal que satisfaga la ecuacion de la
irrotacionalidad (efectivamente, VxV¢= 0). Para situaciones bidimensionales
y en coordenadas cartesianas:

v = BJI v = —a—i (2.14)
ax ay

La ecuacién de conservacién de la masa (2.1), en términos del potencial de
velocidad (2.14) y para el caso de flujos permanentes y bidimensionales, toma

la forma:

(2.15)

1
ol|—
culw
<jiol
wlm
W 1el

En este capitulo efectuaremos la resolucién numérica del flujo subsénico
compresible de un gas perfecto en el sgupuesto de que sea permanente,
bidimensional, irrotacional e isoentrépico. En estas condiciones, el andlisis
puede realizarse indistintamente mediante el empleo de la funcién de corriente
o del potencial de velocidad.

Para el primer caso, la resolucién de las ecuaciones (2.13) y (2.11),
introduciendo en esta @Gltima la velocidad en términos de de la funcién de
corriente (2.12), nos proporciona la distribucién de ¢ Yy p en el dominio; de
(2.12) s8se determina, finalmente, el mapa de velocidades. Para el segundo
caso, de (2.15) y (2.11), expresando en esta dltima la velocidad en términos
del potencial de velocidad (2.14), se obtiene la distribucién de ¢ y p en el
dominio; de (2.14) se determina el mapa de velocidades.
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A pesar de que para las hipbtegis esgpecificadas la resolucién del £flujo
compresible no viscoso puede realizarse por cualquiera de los dos métodos
indicados, aplicaremos ambos por cuanto:

a) Si bien la utilizacidn de la funcién de corriente estd limitada a flujos
permanentes y bidimensionales (o tridimensionales axialsimétricos)
permite, no obstante, el tratamiento de flujos rotacionales [2]. De otra
parte, la wutilizacién del potencial de velocidad esta limitada a flujos
irrotacionales, sin embargo permite el tratamiento de flujos
tridimensionales y/o en régimen transitorio [31[4].

b) La integracién numérica de las ecuaciones (2.13) o (2.15) presenta una
problematica distinta. Para 1la funcién de corriente las condiciones de
contorno son esencialmente de Dirichlet, mientras que para el potencial de
velocidad son esencialmente de Neuman.

En lo que sigue nos referiremos a la ecuacién de la irrotacionalidad (2.13)
escrita en términos de la funcién de corriente como *ecuacién diferencial de
la funcidén de corriente®, y a la ecuacién de conservacién de la masa (2.15)
egcrita en términos del potencial de velocidad como "ecuacidén diferencial del
potencial de velocidad®. Ambas ecuaciones en derivadas parciales son no
lineales y, en el caso de flujos subsbnicos, de tipo eliptico.

Mallas adaptables a los contornos del dominio

El andlisis anterior nos ha conducido, para las hipétesis enumeradas, a unas
ecuaciones diferenciales cuya resolucién numérica es el objetivo de este
capitulo. Para ello se genera sobre el dominio a andlizar una malla de
discretizacién, de la que resultan un conjunto de puntos coincidentes con los
nodos de dicha malla y con las intersecciones de la misma con los contornos.

La ecuacién diferencial es transformada, para cada punto de la malla, en un
conjunto de ecuaciones algebraicas denominadas ecuaciones de discretizacién.
Estas ecuaciones resultan de sustituir las derivadas de la ecuacién
diferencial por cociente de incrementos o bien, de realizar el balance
apropiado sobre volémenes finitos asignados a cada punto de la malla.

La malla de discretizacién puede @ger (generada mediante coordenadas
cartesianas, cilindricas, esféricas o, en general, mediante coordenadas
curvilineas. Para el caso de dominios irregulares, 1la utilizacidn de
coordenadas curvilineas presenta un .gran interés si se hacen coincidir los
contornos del dominio con superficies coordenadas [5].

Asi pues, para situaciones bidimensionales, la generacién de las coordenadas
cuvilineas €= €(x,y), n = n(x,y) tales que los contornos coincidan con lineas
€ = constante o 7 = constante, hacen que una geometria irregular especificada
en el plano fisico (x,y) (Fig. la), adquiera una forma regular en el. plano
transformado (¢,n) (Fig. 1b). Las ecuaciones caracteristicas, escritas en las
coordenadag curvilineas (¢,7), se resuelven numéricamente de forma mas
conveniente en el plano trangformado y segin criterios de diferencias o
incrementos finitos.
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v A
74
Lineas 0 c*
B €=cte B8 S D
Ct
Lineas . N
C. 7 =cte Ce Cf
A c A cs C
. €

(a) X (b)
Fig. 1 (a) Plano fisico (x,y); (b) Plano transformado (e,7n).

Las técnicas empleadas en la generacién de coordenadas curvilineas adaptables
a los contornos son esencialmente de dos tipos: 1) las coordenadas se generan
mediante la resolucién de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales
{61(71(81; 2) las coordenadas se generan por métodos algebraicos de
interpolaci6én (91010]. En el apartado 2.4, referente a la resolucién de
situaciones concretas se indican, para su posterior aplicacién, algunocs
criterios de generacién de coordenadas curvilineas y pertenecientes a los dos
grupos enumerados.

n4
Los valores asignados a las coordenadas

dentro del dominio s8on, en principio,
arbitrarios; no obstante, y siempre que no
se haga advertencia de lo contrario, los
supondremos uniformemente distribuidos
7 i entre O 'y 1. Asi, para una malla
j Y congtituida por N+1 lineas ¢ = cte y N+l
: lineas n = cte sera:

B D

n =1

mel

[y]
]

R c (i-1)/N i 1,2,...,N+1

7,=0 =€ (2.16)
GI:O.....H‘. ei..........en.l:1 (' 1)/M ) 1 2 M"l

Fig. 2 Malla de discretiza- 3 J J e

cién rectangular y uniforme-

mente distribuida en el plano

transformado.

"

=
"

De esta forma, la geometria irregular indicada en la Fig. la es convertida en
un dominio cuadrado, con una malla de discretizacién rectangular vy
uniformemente distribuida, en el plano transformado (Fig. 2).

La complicacion adicional que representa la integracién de las ecuaciones
caracteristicas escritas en coordenadas curvilineas (ec. 2.22), respecto a su
equivalente en coordenadas cartesianas (ec. 2.17), se ve compensada por la
ventaja que se deriva de la eliminacién de los problemas inherentes al
tratamiento de contornos irregulares: intergecciones malla-contorno;
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aproximacidén numérica de 1las derivadas en el contorno; funciones de
interpolacidn; etc.

El empleo de mallas adaptables a los contornos del dominio puede facilitar 1la
concentracidn de la misma en las zonas de mayores gradientes. No obstante, el
control de la malla en el interior del dominio no siempre es facil, pudiendo
requerir el tipo de problema a resolver y la geometria implicada un estudio
especifico.

En lo que sigue indicaremos losg valores ligados a las coordenadas ¢ y 7
mediante los subindices o superindices 1 y 2 respectivamente; asi por ejemplo,
las componentes contravariantes de la velocidad en la direccidn ¢ y 7 se
repregentan, respectivamente, por v! Y v2, Para indicar la potencia enésima
de un valor se utilizara, si existe ambi%uedad, paréntesis; asi por ejemplo,
el cuadrado de V2 se indicara por (V )2 Finalmente, las derivadas de las
coordenadas (¢,7) respecto de las coordenadas cartesianas (x,y) y viceversa se
indicardn, indistintamente, mediante la notacidn: 3€/3X O €,; 3 X/3€ 0O X,
ﬁ% /ax2 0 €,,; etc.

En el apéndice A se realiza una s8intesis de resultados referentes a
coordenadas curvilineas y que son de utilidad para el desarrollo de este
capitulo.

~—== g =----

En lo que sigue se hard un andlisis de la problemdtica de resolucién numérica
de flujos potenciales subsbnicos compresibles, en base al empleo de la funcidn
de corriente y del potencial de velocidad.

El estudio realizado hace especial énfasis en la discretizacidén del dominio en
base a mallas adaptables a los contornos fisicos (apartados 2.2.1 y 2.3.1),
indicandose diferentes criterios para la obtencién de las ecuaciones de
discretizacidn.

De forma sucinta y con el fin de contrastar resultados, se efectua la
regsolucién numérica en base a mallas rectangulares (apartados 2.2.2 y 2.3.2),
indicandose igualmente diferentes criterios para la obtencién de 1las
ecuaciones de discretizacidén.

En el apartado 2.4 se proponen y analizan dos situaciones especificas de
flujos confinados: a) flujo potencial alrededor de un cilindro y b) flujo
potencial a través de una tobera convergente. Se contrastan los resultados
obtenidos para diferentes mallas y segln los distintos esquemas numéricos
propuestos.
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2.2 RESOLUCION NUMERICA DE FLUJOS POTENCIALES SUBSONICOS COMPRESIBLES
MEDIANTE LA UTILIZACION DE LA FUNCION DE CORRIENTE

El comportamiento del flujo permanente, bidimensional, irrotacional e
isoentrépico de un gas perfecto es descrito, mediante la utilizacién de la
funcién de corriente, por las ecuaciones (2.13) y (2.11). De introducir en

esta dltima el médulo de la velocidad en términos de la funcidn de corriente
(ec. 2.12) y de expresar dichas ecuaciones en forma adimensional, se tiene:

2 2

oy, XY 1203y, 120 2¢ (2.17)

3x dy p dx dx p dy 3y

o 1
2 k-1
(k-1)M 2 2

o = [1 -—° ( 0£ KL AN (l ¥y - 1)] (2.18)

2 p ax p 3Y

(2.19)

Las condiciones de contorno necesarias para la integracidén de 1las ecuaciones
indicadas, para un flujo confinado dado (Fig. 3), son del tipo:

vix,y) e C_ Yix,y) = ¥, (x,y)

vix,y) € c, Y(x,y) = VY.

(2,20
vix,y) € Cs Yix,y) = ?s
vix,y) € Cg Y(x,y) = Y%(x,y),
s L= fixy)

Fig. 3 Flujo a través de una
canalizacién de contornos Ci y Cs.
La zona de entrada y salida del
flujo se representa por Ce y Cf
regpectivamente.

Ce representa la zona de entrada del flujo. En dicha zona se supone conocida
la distribucién de velocidades. El valor de 1la funcién de corriente ,
¢e {(X,7), Be obtiene por integracién de la velocidad a lo largo de Ce.
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Las lineas Ci y Cs simbolizan un .contorno o canalizacidén y coinciden, por
tanto, con lineas de corriente del flujo. La funcidén ¢.(x,y) en los puntos A
y B determina el valor de ¢, y ¢5 en el contorno inferior y superior
respectivamente.

En (2.20) se indican dos posibles situaciones para el contorno de salida Cf:
a) condiciébn de contorno de Dirichlet: se supone conocida la distribucidn de
velocidades (es suficiente la componente normal al contornol); la funcién de
corriente ¢¢(x,y) se obtiene, directamente, por integracitén de la velocidad a
lo largo de Cf; b) condicidén de contorno de Neuman: se supone conocida la
componente tangencial de la velocidad en Cf; asi por ejemplo, si la velocidad
es normal al contorno la componente tangencial sera nula y, por tanto,
fi{x,y)=0 en Cf.

La condicién de contorno para la densidad es la propia ecuacién (2.18). Es
por ello que, a excepci6tn de las zonas en donde la velocidad es conocida {por
ejemplo, en el contorno Ce), dicha condicién de contorno serd de tipo Neuman.

En el apartado 2.2.1 se analiza la resolucién numérica de las ecuaciones en
base a la discretizacidn del dominio wmediante la generacidén de un sistema de
coordenadas curvilineas adaptables a los contornos. En el apartado 2.4 se
comentan algunos métodos de generacidn de estas coordenadas.

En el apartado 2.2.2 se efectua la integracién numérica de las ecuaciones en
base a coordenadas rectangulares.

En ambos casos (discretizacidn del dominio en base a mallas adaptables a los
contornos o en base a mallas rectangulares) se proponen diferentes criterios
numéricos para la integracidén de las ecuaciones y de sus condiciones de
contorno.

2.2.1 Integracion numerica en base a coordenadas curvilineas adaptables a los
contornos.

Como ya indicamos anteriormente, la discretizacidn de la regién del £flujo en
base a coordenadas curvilineas adaptables a los contornos nos permite pasar de
una geometria irregular en el plano fisico (Fig. la) a una geometria regular
en el planc transformado (Fig. 1b).

La integracién numérica de las ecuaciones, escritas en funcién de las
variables independientes ¢ y 7 8e realiza, por tanto, en el plano
tranasformado. En el apartado 2.2.1a se procede a la obtencién de las
ecuaciones de discretizacién de la funcién de corriente y de la densidad para
los puntos interiores de la malla. El tratamiento de los puntos del contorno
es analizado en el apartado 2.2.1b.

De todo ello resulta un sistema de igual ndmero de ecuaciones que de
incognitas. Para la funcién de corriente tendremos MNx(M-1) ecuaciones,
mientras que para la densidad serdn Nx(NM+1). En el apartado 2.2.1c se
comentan las tecnicas empleadas en 1la resolucién de dicho asistema de
ecuaciones algebraicas, ademas de ciertas particularidades del algoritmo
iterativo.
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Una vez calculada la funcién de corriente y la densidad en cada nodo de la
malla se determinan, numéricamente, las componentes de 1la velocidad en
coordenadas cartesianas y/o en coordenadas curvilineas (apartado 2.2.1d).

La distribucién de presiones y temperaturas en el dominio se calculan en base
a las relaciones entre 1las propiedades isoentrdpicas para un gas perfecto.
Asi, para la presién y temperatura adimensional tendremos p=p" y T=pk‘1.

A menog que se indique lo contrario, supondremos que las coordenadas
curvilineas toman 1los valores indicados en (2.16). Asi pues, en el plano
transformado la malla serd rectangular y uniformemente distribuida (Fig. 2).

2.2.1a Ecuaciones de discretizacion para los puntos interiores del dominio.

Las ecuaciones de discretizacidn, para las zonas interiores del dominio, son
obtenidas segun tres criterios distintos:

- Esquema numérico FC-1: Las ecuaciones discretas son obtenidas por
integracién numérica de la ecuacidn diferencial de la funcién de corriente
escrita en coordenadas curvilineas. Dicha ecuacién se determina a partir:
de la ecuacion diferencial de 1la funcion de corriente escrita en
coordenadas cartesianas (ec. 2.17), efectuando los correspondientes cambios
de variable.

- Esquema numérico FC-2: A diferencia del esquema anterior, la ecuacién
diferencial de 1la funcién de corriente, en coordenadas curvilineas, es
obtenida de aplicar la condicién de irrotacionalidad del flujo a elementos
diferenciales tomados en base a las coordenadas curvilineas. Si bien la
ecuacién diferencial asi obtenida es idéntica matemdticamente a la deducida
en FC-1, los esquemas numéricos que se derivan de ambas son distintos.

- Esquema numérico FC-3: Las ecuaciones de discretizacién son obtenidas de
aplicar la condicién de irrotacionalidad a volimenes de control finitos
asignados a cada nodo de la malla.

Esquema numerico FC-1

Para el desarrollo de este primer esquema numérico partiremos de la ecuacidn
de la funcién de corriente, (2.17), expresando los diferentes términos de las
derivadas parciales en funcién de las variables independientes ¢ =¢(x,y),
n=n(x,y). Asl por ejemplo, para las derivadas en ‘x’ tendremos:

oY oY ¥ (2.21a)
Ix " T &t am ™

2 2 2 2
'y 3Ty 2 a3y Y Y ¥ 2 (2,21m)
3x2 - 3¢ € * Je Exx t 2 dedn €xMx? an Max ' 3n2 Ny

dlnp dlnp ., 3lnp . (2.21¢c)

O
%)
MES
l
:4
1
21
%
)
=
x
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De proceder en forma andloga para las derivadas en ’y’, sustituir en (2.17) vy
reordenar adecuadamente, obtendremos la ecuacidn diferencial diferencial de la
funcidén de corriente en coordenadas curvilineas:

2 2 2
11 37V ¥ 12 3° ¢ ¥ 22 7Y _
9 T2ttt gan TPt e It
n (2.22)
- 1131np 12 31lnp 71 9Y 21 31lnp 22 3lnp 7 3Y
[g se 9 an ]ae ¥ [g ae 9 an ] n

en la que, los coeficientes métricos de la transformacién (cf. apéndice A)

son:
11 2 2 12

g = e te, g o =e.nm o +ten, <1=e:xx+s-:YY
(2.23)
21 12 22_ 2 2 g - .
g°" =g 9" =, ¢ ny =N * Ny

La integracién numérica de la ecuacién (2.22) 1la realizaremos en el plano
transformado Yy en base a una malla de discretizacién rectangular vy
uniformemente distribuida (Fig. 2).

- Ae | Ae
] JUR ]
U 1 \
ijel2 An
ni4J~ =12 Jij ‘;ﬁi
U O T ‘
i,j-112 A,’
4 1
n Y T 1
€ € €
Fig. 4 Elemento discreto, en el - ' ol
planc transformado, de la zona
interior del dominio. €

La aproximacién numérica de las derivadas de la ecuacién diferencial (2.22) la
efectuaremos mediante desarrollos en series de Taylor, considerando hasta los
términos de segundo orden. El error de truncamiento sera, por tanto, del
orden de (Ae)2 o (Am?2. A modo de ejemplo se indican algunas de estas
aproximaciones realizadas sobre el elemento discreto de la Fig. 4:

ay Ctier,s TYien (2. 24a)
e . 2A€
i,j]
y . = 2Y, .-V, .
(az\V) L i+l Yis Yo (2. 24b)
2 - 2
e i3 (Ae)

( azw) . ¥ivr,901 7 Yivr5-1 7 ¥io1,90 ~ ¥io1,441 (2. 24c)
. 4AecAn
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De sustituir en (2.22) y de reagrupar adecuadamente los términos, se obtiene
una ecuacién de discretizacién del tipo:

a. . ¥, .=a b4 +a. . Y. . +a b4 +a . . Y +a

i,] 1:3 i+lvj i+lrj 1-113 1'113 iaj+1 icj+1 103—1 ilj"l R
(2.25)
siendo:
11 11 10005,y 5 /051,5) 12 1000y 541/ 0s,5-1)
2g " - Aetig + g -a
R 2A¢€ 247
a =
i+l,3 2
’ (A¢)
~ In(p. P L) In(p, .. ,/P. s_y)
2922 - An g21 i+l,3 i-1,3 . g22 i,j+1 i, ji~-1 _ B]
. 2A¢e 24n
a, . =
i,3+1 2
(4n)
12 (2.26)
s _ (Yoot 5e1 "Yian,5-1 “Yicn, g1 *Ho0,5-0)
R =
Ae An
O I VS UF RS U5 UE B U PS SR O IS
Para los coeficientes 'a;_y; 'y 'a;j-1 ' las expresiones son las escritas
para ‘a;;; ' y ’'ajj4 ' respectivamente, sustituyendo en éstas '-Ae’ y

O_An' por '*AG' y '+A17',

La dengidad se calcula, en el nodo (i,}) de la malla y en el plano
transformado, mediante la expresidén (2.18) convenientemente escrita en funcidn
de las variables independienteg € y 7. Asi pues, de efectuar los cambios de

variables pertinentes (cf. 2.21a) se obtiene: 1
5 k-1
(k-1)M 11 2 12 22 2
o= |1 - o (9 (a¥y)", 29" ¥ ¥ gT" (¥, 1) (2.27)
2 o2 e p2 de 3an 02 an

Esta ecuacidén es discretizada al aproximar numéricamente las derivadas de 1la
funcién de corriente segln el criterio indicado en (2.24a). Como el proceso
de regsolucidén del sistema de ecuaciones discretas es iterativo, la densidad en
cada nodo de la malla 8e evalua introduciendo, dentro del paréntesis, 1la
densidad calculada en la iteracidn anterior.

Los coeficientes métricos (g'l ,a ,p) émpleadoa en (2.26) y (2.27) se evaluan
en cada nodo (i, ) de la malla, previamente al proceso iterativo de resolucidn

de las ecuaciones discretas.

El calculo de dichos coeficientes se efectua, de forma mas sencilla, en el
plano transformado mediante las expresiones (2.A32) y (2,A33/34) dadas en el
apéndice A. La evaluacién numérica de estos coeficientes se realiza por
criterios anadlogos a los indicados en (2.24), A modo de ejemplo efectuaremos
al calculo de g'?; de (2.A32) y (2.A26):

X X +
12 _ 921 [ > o Ys‘yn

g =T = = - -, (2.28)
(x v -xY)
€E N n €

D
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en donde las derivadas son aproximadas numéricamente de forma andloga a la
efectuada en (2.24a). Asi, por ejemplo, para Xe ¥ Xy sera:

X - -
o w _itl.3 *i-1,3 X517 %551
£ 2 Ae n 2An

(2.29)

Esquema numérico FC-2

Procederemos, en primer lugar, a la obtencién de la ecuacién diferencial,
escrita en las coordenadas (¢,7n), de la funcién de corriente. Como indicamos
al inicio de este apartado, la deduccién se basa en aplicar la condicién de
irrotacionalidad a elementos diferenciales de las coordenadas curvilineas.

Segln el teorema de Stcokes, la integral de superficie de la componente normal
del rotacional de 1la velocidad sobre cualquier area A cuyo contorno sea la
trayectoria cerrada C, debe ser igual a la integral curvilinea de 1la
componente del vector velocidad alrededor de dicha trayectoria, es decir:

—

(7x¥). dA = ¥. d1 (2.30)
A c

Para flujos irrotacionales (Vx V = 0) se deduce, de la ecuacién anterior, que
la circulacién I alrededor de cualquier trayectoria cerrada C es nula:

r = v.d1l = 0 (2.31)

C

Consideremos el elemento diferencial, de las coordenadas curvilineas (¢,n), de
la Fig. S. El vector dl, tangente a lag lineas del contorno, se puede
expresar, mediante los vectores de la base local (cf. apéndice A), en la forma
+€ dq' (q'=¢, q2=7); el signo + o - es funcién del sentido elegido para la
circulacién. De aplicar la integral curvilinea (2.31), a dicho elemento
diferencial, se tiene:

- ?.ez dn +¥.é, de + (V.€, + ——g— de) dn -
3({,‘ Py ) {2.32)
T * 1 -
(v.e1 + n dn) de =0
T < La circulacién se ha considerado

positiva en el sentido contrario al

(=cte)
flecte de lag agujas del reloj.

€
(=cte)

Fig. 5 Elemento diferencial en las
coordenadas curvilineas €,7.
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Los productos escalares V.ée; son las componentes covariantes de la velocidad
(V,) en la base local (cf. apartado 2.2.1d). Asi pues, de desarrollar la
expresién anterior se tiene:

2 -1 _9 (2.33)
3¢ an

Expresando, en la ecuacién anterior, las componentes covariantes de la
velocidad en términos de 1la funcién de corriente y en las coordenadas €,7
{(ec. 2.70) y reordenandoc adecuadamente, se obtiene finalmente la siguiente
ecuacidn diferencial de la funcién de corriente en coordenadas curvilineas:

1 21 22
3_(129_‘2’.+_51_f§§ L9 (93 g 3¥Y_ (2.34)
ae pd 3Jde pJ 3dn an pJd 9d¢ oJ dn

En la expresién anterior, las derivadas de las componentes covariantes de la
velocidad en el nodo (i, )) de la malla las aproximaremos numéricamente en base
al valor de las mismas en: a) los puntos (i-1/2,3), (i,3), (i+1/2,3) para la
derivada en ¢ y, b) los puntos (i,3-1/2), (i,3), (i,)+1/2) para la derivada en

n.

Los puntos (ixl/2,3+1/2) se hallan centrados, en el plano transformado, entre
el nodo (i,)) y los nodos adyacentes (Fig. 4). De aplicar un criterio
numérico andlogo al empleado en (2.24a) se tiene:

1 gtl 3y g'? ay gl sy g'? avq -
i [’[ﬁ"' Je * o3 —a_n]i+1/2,j * [Tﬂ‘ Je * oJ ﬁ]i-—l/Z,jJ -
(2.35)
1 [ra®t sy | g% av __gﬁl_a?+gzzaw 1=
h 'A_ﬁ“—ﬁ—’é_e pJ ”]i,j+1/2 [pJ J€ T pJ Tﬁ]i'j_l/z_

En la evaluacién de los derivadas de la funcién de corriente de la expresidn
anterior utilizaremos nuevamente un criterio andlogo al indicado en (2, 24a).
Asi por ejemplo, para las derivadas en (i-1/2, )) sera:

21 LTS L S 5 (2.36a)
de i"%lj AC

(¥:3 5417 %3 541 0-(¥54 51 Yy i-1)
(2% DLl Th L TR L 11,3 L (2. 36b)
afl i‘;flj 4An

Procediendo de forma andloga para los restantes términos, sustituyendo en la
expresgién (2.35) y reagrupando segin la ecuacidn de discretizacion (2.25)
tendremos:
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a . =éﬂ(gﬁ) a =ﬂ(gil_)
i+l,3 Ae pJ iv1/2, i-1,7 Ae pJ i-1/2, ]
1 =%€_(sz_2) a =g(gﬁ’;
1,3+ i, 3~
? NP e RITE Aned T ),
i, T %,y T Rio1,5 %5 350
(2.37)
- + -
a - gl? wi,j+1 ¥ 50 Yi-l,j+l Wi~1,j—l .
R pJ 4
i-1/72,3
(il) ‘yi+1,j+1-wi-l,j+1+\yi+1,j—wi-l,j N
pJ 4
i,j+1/2
(3&2) Yot o0 Vv g0t 5 Y50 _
pJ +1/2,3 ,4
) (g2 ) Wﬁ+1,j —Wi-l,j +wi+l.j~l _\yi—l.j-l
pJ i,j-1/2 4

La densidad en los puntos (i¢1/2,3+1/2) puede calcularse promediando las
obtenidas, en la forma indicada en FC~1, en los nodos adyacentes de la malla.
Asi por ejemplo:

(P} 4 5 * () |

- (2.38)
(P)i_1/2,5 2

En la evaluacién numérica de los coeficientes métricog en los puntos
(i+1/2, 3+1/2) se han considerado dos criterios distintos:

a) Se promedian los obtenidos en los nodos adyacentes y segun el criterio

indicado en el esquema numérico FC-1 (cf. ec. 2.28). Asi, por ejemplo,
para g'2 en (i-1/2,)) tendremos:

12 12
12, (97 4,5 * (97 5

i-172,5 ° —2

(g {2.39)

b) Se calculan segin el mismo esquema numérico utilizado para 1la evaluacién
de las derivadas de la funcién de corriente (2.36). Para el caso indicado
anteriormente sera:

(g? = - (_2921) o [Zedn TYetn, (2.40)
1-1/2.3 DA 172,53 (*e Yn = ¥q¥¢

1-—1/2,j
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aproximandose numéricamente las derivadas en la forma:

) ~ 1:] i-lrj

ei-¥%,j Ae

(x
{(2.41)

X -x, ., X "X, .
(x ) . i,3+1 i,3j-1 i-1,3+1 i-1,73-1

n'i-k,j 4 an

Esquema numerico FC-3

Este tercer esquema numérico se basa en aplicar directamente sobre volGmenes
de control (V.C.) finitos, asignados a cada nodo de la malla, la condicién de
irrotacionalidad del flujo. Los V.C. estan formados por lineas coordenadas
del sgistema de coordenadas curvilineas generado (Fig.6a). Las caras del V.C.
se hallan centradas, en el plano transformado, entre el nodo en cuestién y los
nodos adyacentes (Fig.6b).

De (2.30) se deduce que la condicién de irrotacionalidad del f£flujo queda
satigfecha s8i 1la circulacién a lo largo de cualquier curva cerrada es nula.
Asi pues, aplicando la expresiétn (2.31) al contorno delimitado por el V.C. de
la Fig.6a, se verifica:

< y N €. ¢ N . v N,
fih Ty fiest i ik’ -4 1% Tk
- V.é‘z dn - v. 51 de + v. 32 dn + Q‘.é’l de =0 (2.42)
£ ' e . n
fi-%' "% Ci-kr Mk Tiek "3k Fiek' gk

|

Y.

1

(a) {b)

Fig. 6 Volumen de control (V.C.) finito asignado al nodo (i,3) de
la malla en: a) plano fisico; b) plano transformado.
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De proceder en la forma:

- Expresar las componentes covariantes de la velocidad en la base local, en
términos de la funcidn de corriente y en coordenadas curvilineas. Asi por
ejemplo, de (2.70b):

e:l_%,nﬂ_ﬁ_';5 Ei-%'“]*%
11 12
- - o g - 3Y g-eay
v.e, dn = [DJ Tt % gﬁ]dﬂ (2.43)
“i-%' 5% “i-% "3k

- Aproximar numéricamente las integrales suponiendo que 1la componente
covariante de la velocidad s8se mantiene constante a lo largo de la cara
correspondiente del V.C. Asi, para la integral anterior sera:

11 12
g~ 3¥ g 3Y
3‘[ 03 de * 0J 53‘] An (2.44)
(i-1/2,3)

- Aproximar numéricamente las derivadas de la funcién de corriente segdn el
criterio indicado en (2.36).

Finalmente, de sustituir en (2.42) se obtiene una ecuacién de discretizacién
(del tipo indicado en 2.25) que resulta ser equivalente a la obtenida
anteriormente segln el esquema numérico FC-2. Es por ello que omitiremos su
reproduccion.

La dengidad y los coeficientes métricog en las caras del V.C., se obtienen de

la misma manera que la indicada en FC-2 para los puntos (itl/2, j+1/2).

~———Q -—-=-

En este apartado se han indicado tres esquemas numéricos para el tratamiento
de los puntos interiores del dominio. Los dos primeros, FC-1 y FC-2, son de
tipo diferencial mientras que el tercero, FC-3, es de tipo integral.

Consecuencia del empleo de mallas uniformemente distribuidas (en el plano
transformado) y de los criterios utilizados en la aproximacién numérica de las
derivadas e integrales, se ha constatado que los esquemas FC-2 y FC-3 dan unas
ecuaciones de discretizacién equivalentes.

De los tres esquemas numéricos presentados, el FC-3 es el que permite (seguido
del FC-2) una més facil interpretacién fisica de log criterios numéricos
adoptados. Tambien permite, como se verd en el siguiente apartado, un
tratamiento mds conveniente de condiciones de contorno del tipo Neumann. Para
el tratamiento de posibles puntos singulares (discontinuidades en el contorno,
discontinuidades en puntos interiores de la malla generada,....) el esquema
médg adecuado es el FC-3.
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2.2,1b Ecuaciones de discretizacion para los puntos del contorno

En la zona de entrada del flujo (Fig. 3, contorno Ce) se supone conocida la
distribucién de velocidades. A partir de la componente normal de la velocidad
al contornoc se obtiene, por integracién a lo largo de Ce, la distribucién de
la funcién de corriente. Asi pues, de (2.66a) y (2.76):

E:llnj
/11 pl
¥ 2 , = Y9 v 3 (2. 45)
(i=1,3) (i=1,3=1) J n
ellnl

Si ¢(e,n) es solucién de la ecuacién diferencial de la funcién de corriente,
tambien lo serd ¢ (e,n)+K, giendo K una constante arbitraria. Por tanto, es
posible fijar el valor de la funcién de corriente en un punto cualquiera vy
referenciar el resto a dicho valor. En los ejemplos para la contrastacién de
resultados (apartado 2.4) se ha tomado ¢ = 0 en el punto (i=1, 3=1).

Los contornos laterales Ci y Cs representan zonas impermeables al flujo
coincidiendo, por tanto, con lineas de corriente ( ¢ = cte). E1 valor de la
funcién de corriente en Ci y Cs se obtiene de (2,45). Asi, para el contorno
inferior ¢, = ¢g{1,1), mientras que para el superior ¢, = ¢ 1, H+1).

La densidad en los contornos laterales se determina, en los nodos
correspondientes de la wmalla, mediante la ecuacién (2.27). Para 1la
discretizacién de dicha ecuacién, la derivada de la funcién de corriente en la
direccién ¢ es aproximada numéricamente segin la expresién (2.24a). La
derivada en la direccién n se ha evaluado en base a ajustes polindmicos de la
funcién de corriente (¢ = a+bq*cq2+dq3*...) a los puntos adyacentes del
contorno. Se han ensayado ajustes polinbmicos de primer y de segundo grado.
Asi por ejemplo, para el contorno inferior (Fig. 7a) el ajuste a dos puntos
conduce a:

¥ -¥, .
3y . _i,3+41 1,3
(an i 5e1 n {2. 46a)
Para el caso de que el ajuste se realice a tres puntos serd:
LA YPAL 95 Rl OF 1 Gl OE L7 (2. 46b)
M 2 .
Ae | Ae Ae | Ae
ije2| )
~ An 2 il
<y i]e1 —4% :
)
.
L] i-U2,) 0] LeV2) e,
1 : K
€ (a) € (b)

Fig. 7 Detalle de un elemento discreto del: (a) contorno lateral Ci
(i, 3=1); b) contorno de salida Cf (i=N+l1,)).
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Los coeficientes métricoe en los puntos de los contornos laterales se
determinan en base a las expresiones (2.A32)(2.A26) del apéndice A. La
aproximacidn numérica de x. e y. se realiza segin un criterio andlogo al
efectuado con 1la funcidén de corriente en (2.24a). Los valores de x, e Yn se
han determinado en bage a aproximaciones numéricas del tipo indicado en
(2. 46a) o (2.46b).

Para la zona de salidas (contorno Cf) indicaremos dos posibles situaciones
gegtn ge trate de contorno de Dirichlet o de Neuman:

a) Se supone conocida la distribucién de velocidades. El valor de la funcién
de corriente se determina por integracién de la componente normal de la
velocidad al contorno, de forma andloga a la indicada para Ce, a lo largo de
Cf.

b) Se supone conocida la componente tangencial de la velocidad en Cf. Para
el casc de que dicha componente sea nula (flujo normal al contorno), tambien
lo sera la componente covariante de la velocidad (cf. 2.74), es decir:

V2(i:N+1.j) =0 (3=1,2,...,M+1) (2.47)
El andligis de esta condicién de contorno la efectuaremos segén dos criterios
numéricos:

b1} Un primer criterio numérico se obtiene al discretizar la ecuacién (2.47)
convenientemente expresada en términos de la funciédn de corriente. Asi,
de introducir (2,70b) en dicha ecuacién se tiene:

11 3v + 12 3¢
9 3% Y9 7y

i=N+1,3

(2.48)

0
[

La aproximacidn numérica de las derivadas la efectuaremocs de manera
gimilar a 1la indicada para los contornos laterales. Para la malla de la
Fig. 7b, la derivada en 7 se expresa en la forma:

Y L
(3t . _1,3%1 i,j-1 (2.49)
3N =N+l 24n

Para la derivada en ¢ emplearemos ajustes polinémicos a dos puntos o a
tres puntos, es decir:

¥y, . = ¥. .
3y i,3 i-1,3
(EE)- T (2.50a)
1=N+1,J Ae
3y, . -4y, N FUP
(3¥) L 13 i-1,3 1-2,3 (2. 50b)
€ j=N+1,7 2 Ae

Sustituyendo las aproximaciones numéricas de las derivadas en la expresién
(2.48) y reordenando convenientemente, s8e obtiene una ecuacién de
discretizacién para la funcién de corriente del tipo indicado en (2.25).
Si ge emplea en las derivadas en la direccién ¢ ajustes a dos puntos, ec.
(2.50a), los coeficientes de discretizacién serdn:
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11
341,75 =0 : 331,35 9 /o¢
12 12
aj 541 =9 /(2 4n) aj,5-1= 9 /{24n) (2.51a)
11
3,5 = 9 /u % =0

Para el caso de ajustes a tres puntos, ec. (2.50b), tendremos:

11
i1, = 0 ajy,5 =49 /be
11 11
ai,j = 3g /Ac aR = =g ‘l’i_z'j /A€ (2.51b)
12 12
aj 441 =79 /an 3,3-1 =9 /én

Un segundo criterio numérico es obtenido al aplicar la condicién de
irrotacionalidad a volumenes de control (V.C.) asignados a los nodos de la
malla en el contorno de salida (Fig. 7b). El proceso que se seguird para
la obtencién de las ecuaciones de discretizacidn es andlogo al realizado
para los puntos interiores segin el esquema FC-3. Asi, de aplicar (2.31)
a dicho Y.C. s8e tiene:

fv.é‘z dn +f?;.é’l ds - fv.é*z dn - | V.€; de =0 (2.52)

S. . 5. . S. . S. .

i-%,3 1,3+ 1,3 i,3-%
en donde, por ejemplo, 5i4/; indica que la integral se realiza a lo largo
de la cara del V.C. correspondiente al punto (i-1/2,3). La circulacién
se ha considerado positiva en el sentido contrario al de las agujas del

reloj.

Los productos escalares de la velocidad con los vectores de la base 1local
gson las componentes covariantes de la velocidad en dicha base. Asi pues,
de la condicién expresada en (2.47) se sigue que la integral curvilinea a
lo largo de la cara 5;; del V.C. es nula.

De introducir en (2.52) las componentes covarianteg de la velocidad en
términos de la funcién de corriente, ec. (2.70), y de aproximar las
integrales resultantes segin el criterio indicado en (2.44) se tiene:

11 12 ' 21 22 _
g 23¥ ., 9  3Y¥ An  + g _3¥ , 9 3¥ de  _
pJ 9 pJ 3n opd 3¢ pJd an 2
(i-%,9) (i,3+%)  (2.53)
21 22
- g __3¥ ., g9 a¥ ] be  _ o
opJ 3¢ oJd n 2

T(i, %)

Finalmente, de sustituir las derivadas por cociente de incrementos
(cf. 2.36) y de reordenar segln la ecuacién de discretizacién (2.25) se
obtiene:
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\ 11
a. . 0 . ] Aan P
l+l,J al-l,] € (OJ )i.;2 j
14
A g22 A 922
€ €
a, . = (=—) a. . = =& (2
l;}+l 2An p J i,j+;§ l,]‘l 2An ( od )1'3.‘%
3,5 T &s,3t 3,57 3,5t 35 (2.54)
12 - -
a L Tl Yiger T Y- T Y9 T Y,
R oJ i—%rj 4
+ (g21) wllj+l ‘yi—llj"’l \yl,J - ‘yl-l,J -
PJ i, 54k 4
L G Yig " Yie1,9 Y5 T Y50
pJ llj_;ﬁ 4

NStegse que ¢, en (i, J+1/2) se hanobtenido de promediar las derivadas,
seghn el criterio numérico indicado en (2.50a), en los nodos (i, 3) e
(i, 3+1).

Las densidades y los parametros métricos en las caras del V.C. s8e evaluan
de forma andloga a 1la efectuada segin el esquema FC-3 para los puntos
interiores.

Este segundo criterio numérico wunifica, a diferencia del primero, 1la
condicién impuesta en (2.47) con la condicidn de irrotacionalidad del
flujo. La mayor informacidn implicita en las ecuaciones de discretizacién
hace que este esquema sea, en general, superior al priwmero.

Un esquema numérico equivalente al expuesto puede ser obtenido a partir de
la ecuacién diferencial (2.34) de la funcidén de corriente. Para ello, las
derivadas de las componentes covariantes de la velocidad ({(cf. ec. 2.33)
gon aproximadas numéricamente en la forma:

- . v, .. . -
Vo, T Voukd o Vit - ViGsl o 0 (2.55)
Ae/2 4n

De considerar la condicidén (2.47) y de expresar las componentes
covariantes de 1la velocidad en términos de la funcién de corriente,
obtendremos una ecuacién equivalente a la indicada en (2.353).

En el caso de ger conocida la velocidad en el contorno Cf, la densidad s=e
obtiene directamente de (2.11). Para la situacién indicada en b (contorno
Neuman), la densidad se obtiene de (2.27) al aproximar numéricawente las
derivadas de la funcién de corriente. Los criterios numéricos utilizados son
los ya indicados en (2.49) y en (2.50a) si el ajuste es a dos puntos o (2.50b)
81 es a tres puntos.
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Los coeficientes métricos en los puntos del contorno Cf se determinan en base
a las expresiones (2.A32)(2.A26). En la aproximacidén de las derivadas ge
emplean criterios andlogos a los utilizados para la funcién de corriente en
(2.49) y en (2,50a) o (2.350b).

2.2.1c Resolucion del sistema de ecuaciones discretas. Analisis de la
convergencia,

En los apartados 2.2.1a y 2.2.1b se han cbtenido, para cada nodo de 1la malla
de discretizacidn, dos tipos de ecuaciones discretas: a) la de la funcién de
corriente (ec. 2.25), en la que los coeficientes de discretizacién dependen
del punto de la malla, interior/contorno, y del esquema numérico adoptado;
b} la de la densidad (ec. 2.27) previa sustitucién de las derivadas por
cociente de incrementos.

De esta forma se ha obtenido un sistema de ecuaciones algebraicas no lineales
de igual numero de ecuaciones e incognitas. La resolucién de dicho sistema la
efectuamos por métodos iterativos del tipo:

a) Gauss-Seidel

b) Gauss-Seidel con resolucién directa de las ecuaciones columna a columna
por un TDMA (Tri-Diagonal Matrix Algorithm) [11];

c) Idem aplicando el TDMA fila a fila;

d) Idem aplicando el TDMA alternativamente fila a fila y columna a columna.

Con el fin de acelerar la convergencia del método iterativo, se emplean
técnicas de sobrerrelajacién para la funcidn de corriente.

Durante el procesoc iterativo puede ocurrir que en ciertos puntos de 1la malla
ge den situaciones fisicamente imposibles. Esto sucede cuando al calcular la
densidad mediante la ec. (2.27), la temperatura (p= TV%-1) toma valores
negativos. Ello es debido a que en la evaluacién numérica del término que
representa el wmdédulo de 1la velocidad (cf. 2.62), eate toma valores
excesivamente elevados. La probabilidad de que aparezcan puntos en donde la
temperatura sea menor que cero aumenta al aumentar el némero de Mach Ko y 1la
densidad de la malla. Otros factores que influyen son la geometria del flujo,
los valores supuestos de ¢ y p para el inicio de las iteraciones, criterios de

discretizacién de la ecuaciones, etc.

Para evitar que al aparecer puntos con T < O el proceso iterativo =ge
interrumpa, la densidad en dichos puntos se evalua promediando la obtenida en
los nodos adyacentes. Este criterio por gi solo no asegura la convergencia
del wmétodo iterativo; es por ello que ha sido necesario emplear factores de
subrrelajacién, fv (0 < fv< 1), para las velocidades.

A continuacién realizaremos el andlisis de la convergencia del método
iterativo de Gauss-Seidel para las ecuaciones discretas obtenidas segdn el
esquema numérico FC-1 y para la situacién de flujo incompresible. En este
caso las ecuaciones son lineales.

La ecuacién de discretizacién (2.25) puede escribirse en la forma:

4,5 %, % 3,5 Yies t %io1 Yicr,5 * %50 Yigna (2.56)
' - +
e g Yoot ag Wi a7 Yt Yiongent Yo a0
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: - 2
siendo ap = g'?/ (Ae.An).

En el trascurso del proceso iterativeo y para la iteracion k, tendremos:

k k k
ai,j Wi,j = ai+l,j wi+1,j + ai—l,j wi~1,j P {2.57)

El wvalor de 1la funcién de corriente que satisface las ecuaciones de
discretizacién (2.56) es igual al valor de la funcién de corriente en la
iteracion k del proceso iterativo mas el correspondiente orden de error:

v, .= ¥ sory. L) (2.58)
1,] 1,3 i,]

De sustituir (2.58) en (2,56) y de introducir (2.57) en la ecuacidén resultante
ge obtiene:

a‘,jO(wi,‘)

i 30 T 354,500, 97 )+

i’

a 0( )+ 0¥, s, )% ay s, 0(¢

i,3-1
(2.59)

i-1,37 e, 9T 350 O, ) 2

)+ 0(Y,

+a'y oy U T U NS, i-1,3-1]

i+l,3+1

Suponiendo que los ordenes de error de los puntos adyacentes al nodo (i,))
gean iguales en magnitud y del mismo signo (situacién mas desfavorable),
tendremos:

Ae An 912

A% 11+A%922 ) O(Witl.jtl) (2.60)
g

O(‘t’i'j )= (1+

Del anélisis de la expresién anterior se deduce que, para el caso de
coordenadas ortogonales, g'2= 0, la convergencia del proceso iterativo estd
asegurada, En la sgituacién general de coordenadas no ortogonales, la
convergencia se vera favorecida cuanto mas pequeno sea el término:

Ae An gt?
11

2 2 22
Ang + Aeg
Para las ecuaciones de discretizacién obtenidas segun el esquema numérico FC-2
o el FC-3, y en el caso de flujo incompresible, el andlisis de convergencia
geria andlogo.

La consideracién de la compresibilidad conduce a unas ecuaciones de
discretizacién no lineales, lo cual complica considerablemente el estudio. No
obstante la metodologia del andlisis seria similar.

2,2.1d Determinacion de la veloocidad. Componentes ocovariantes b4
contravariantes,

Una vez que se han obtenido los valores de la funcién de corriente y de 1la
densidad en cada nodo de la malla, se procede a la determinacién de las
velocidades. En este apartado obtendremos las expresiones que definen las
componentes de la velocidad en términos de la funcién de corriente tanto en
coordenadas cartesianas como en coordenadas curvilineas.
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La determinacién numérica de dichas componentes se realiza de forma mas
conveniente en el plano transformado. Por ello, las derivadas seran
expresadas en funcidn de lasg variables independientes ¢ y 7. Dichas derivadas
son sustuituidas por cociente de incrementos segln criterios anélogos a los
empleados en los apartados 2.2.1a y 2.2.1b para los puntos interiores de 1la
malla y para los puntos del contorno. En la evaluacién de los pardmetros
métricos, las derivadas son aproximadas numéricamente seg@in criterios
similares a los empleados para la funcidn de corriente.

Las componentes cartesianas de la velocidad, en términos de ¢ y en funcién de
lag variables independientes ¢ y 7, las obtendremos de adimensionalizar la
expresién (2.12) y de efectuar los correpondientes cambios de de variable
{cf. ec. 2.21a):

1 oY ay
= — — + e
Vx > (5c sy Y y)
(2.61)
1 ,av vy
= - - —_— + —
VY o) (ae ©x an nx)

De las componentes cartesianas de la velocidad se obtiene 1la siguiente

expregién para el médulo de la velocidad: 1/2
2 2
_ 1 oy 12 3y 3y | 22 3Y (2.62)
v —p[g () *+29 5g37*9 (Bn)]

En el apéndice A definimos las componentes contravariantes y covariantes de un
vector en una base dada. A continuacién procederemos a la determinacién de
las componentes contravariantes y covariantes del vector velocidad en la base
local y en la base reciproca. Dichas componentes se expresarén en términos de
¢ y en funcién de las variables independientes ¢ y 7.

a) Las componentes contravariantes Vi, en la base local, del vector velocidad
v estan definidas por:

Lo 2 < (2.63)

<l
1]
<
(14
[™)
+
<
®
N

En (2.A9) demostramos que las componentes contravariantes de un vector en
una base dada coinciden con las componentes covariantes del mismo en la
base reciproca, por tanto:

vi = v.8b (i = 1,2) (2. 64)

De efectuar el producto escalar del vector velocidad V = vxf + vy3 con los
vectores de la base reciproca (2.A25) se obtiene:
Vl = e, Vv, t €y Vy
(2.635)

v2 = ngvye +ong v,
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Finalmente, de sustituir (2.62) en la expresién anterior:

(2.66a)

l

vi=

LR
wlar
o€

(2. 66b)

v2=

° gy
@wlar
m}|-€

Las componentes contravariantes de la velocidad en la base reciproca las
repregentamos por V; y estdn definidas por la expresidn:

v =v, 8 +v,8 (2.67)

Los valores de V, coinciden con las componentes covariantes de la
velocidad en la base local, por tanto:

V., = v.e. (i =1,2) (2.68)

De la expresién anterior, introduciendo (2.A24) y (2.A31), tenemos:

Vi =X Ve by vy =5 (g vy Tong V)
(2.69)
V, = xn v, * yn vy = 3 (eyvx %(vy)
Finalmente, de sustituir (2.62):
321 Y 322 Y
Vl = 0T 3e + 5J an (2.70a)
11 12
v = -9 _3Y _g 23t (2.70b)
2 od 3dc¢ pJd 3n

Las componentes contravariantes de la velocidad en una base dada no coinciden,
en general, con las componentes que resultan de descomponer el vector
velocidad en las direcciones definidas por los vectores de dicha base. De
igual forma, las componentes covariantes de la velocidad en una base dada no
coinciden, en general, con la proyecciones ortogonales de la velocidad en las
direcciones definidas por los vectores de dicha base. Ello es debido a que ni
la base local ni la base reciproca son bases normalizadas.

Notese que en general las componentes contravariantes y covariantes no tienen,
desde un punto de viata dimensional, un sentido de velocidad.

A continuacién relacionaremos las componentes fisicas (es decir, componentes
sobre vectores unitarios) del vector velocidad, con las correspondientes
componentes contravarianteas y covariantes:
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a) Las componentes de la velocidad sobre las direcciones definidas por los
vectores de 1la base local las representaremos por v' (Fig. 8a). Si
indicamos por b; a los vectores normalizados de dicha base, se verifica

que:
1 2
— 1 2 = v — v —
= v b + v b = e + e
v 1 5 7 <1 B (2.71)

De (2.63) y de (2.Al14):

1

A R A N (i=1,2)

La proyeccién ortogonal de Vv sobre la direccién definida por el vector :,
de la base local la represgentaremos por v,. (Fig. 8a). Se verifica que:
V.€e
—_ — 1
v = — =
pi = v.bi~ 5 (i=1,2) (2.73)

|
De (2.68), (2.A14): 1

(2.72)

pi

vu_. = (i:l,2) (2.74)

(a) (b)

Fig. 8 Componentes y proyecciones ortogonales de la velocidad en las
direcciones definidas por los: a) vectores de la base local; b) vectores
de la base reciproca.

b) Sean v; las componentes de la velocidad en las direcciones definidas por
los vectores de la base reciproca, y v la proyeccién ortogonal de V en la
direccién definida por el vector @' de la base reciproca (Fig. 8b). De
proceder de forma anadloga a la indicada anteriormente se tiene:

v, = Vgii v, (i=1,2) (2.75)
o
. (2.76)
R | (i=1,2)

=
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2.2.2 Integracion numerica en base a coordenadas rectangulares

En eate apartado indicaremos los criterios utilizados en la resolucién
numérica del flujo potencial compresible mediante el empleo de la funcién de
corriente y en bage a mallas de discretizacidn rectangulares [14].

Para los puntos interiores de la malla y para los puntos cercanos al contoerno,

indicaremos dos <criterios para la obtencién de 1las ecuaciones de
discretizacién: a) por sustitucién, en la ecuacidn diferencial de la funcidn
de corriente, de las derivadas por cociente de incrementos, b) mediante la
aplicacién de la condicién de irrotacionalidad a volémenes de control finitos:

a) Para el primer criterio, la aproximacién numérica de las derivadas la
efectuamos en base a desarrollos en series de Taylor hasta los términos de
segundo orden. Asi por ejemplo, para la malla representada en la Fig. 9a:

2

y 3y 1 3 ¥ 2
Y, ® wi,j + <ﬁ) d,; + 5T (-—El ‘d+i
i, 3x" 1,3
) (2.77)
1 3%y 2
¥_ vooo - (2 gL+ = (Y d
R 1,) -
3x 1,3 2! 3X2 ir3 *
1R
8 ]
+j d’j £
1 » P il j:ii Rq“ E:Tx\\EL
s - i Y
d. )
s ¥
1P, 74
y di | dy y / d.y | d.i

{a) {b)

Fig. 9 Detalle de la discretizacién en base a wmallas
rectangulares: a) puntos interiores del dominio; b) puntos
cercanog a contornos irregulares.
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Despejando de las expresiones anteriores la derivada primera y segunda, se
obtiene:

2 2
(Y4 ¥i,j )d-j (voy - ¥5,3) dyy
(%—%) = ) - (2.78a)
]_'J d-l d+l (d_l + d+i)
2‘ (¥4 ¥ 2 ) do; + (¥.; - ¥: 5} d,.
AL g *i 1.3 3 ! T M (2.78a)
3% i ] d_j dy; (doy + dys)

’

De proceder de forma andloga para las derivadas en 'y’, y de sustituir en
la ecuacién de la funcidn de corriente (2.17), se obtiene la siguiente

ecuacién de discretizacién:

i, Yi,3 T % Yu tay Yy tay Yy tag Yoy (2,79
en la que:
1 3 31lne -
a = 2 - ) d_.
+i d+i(d+i + d—i) [ IX i,3 1]
a = 1 [ 3ln 1
-3 = )
i d_ (@ +d 7 |2+ (25 )ij a,]
1 [ 3lnp T
a,, = 2 - ( ) a._.
+j a4, +a; | Y i, j (2.80)
1 [ lnp
a . = 2+ (2202, d. . ]
3o dldyyvay) L ay i3 1
a;,y S Ay, *tag +agy toa

Las derivadas del logaritmo neperiano de 1la densidad son aproximadas
numéricamente segdn el criterio indicado en la expresién (2.78a).

Las ecuaciones de discretizacién asi obtenidas son validas tanto para los
puntos interiores de la malla (aun en el caso de mallas rectangulares no
uniformemente distribuidas, Fiq. 9a) como para los puntos cercanos a

contornos irregulares (Fig.

Para la determinacién de la
funciébn de corriente se
indicado en (2.78a).

Un segundo criterio para la
ge tiene de aplicar 1la
control finitos (Fig. 10):

9b).

densidad, ec. (2.18), las derivadas de 1la
han aproximado numéricamente segln el criterio

obtencién de las ecuaciones de discretizacién
condicién de irrotacionalidad a vollmenes de
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. a
fvydy+fvxdx—fvydy-fvxdx =0 (2.81)
d

-i-il2

n
b
s

op Fig. 10 Volumen de control
asignado al punto (i, 3) y centrado
x entre puntos adyacentes.

En la aproximacién numérica de las integrales supondremos que en las caras
del volumen de control la componente correspondiente de la velocidad se
mantiene uniforme. La velocidad se calcula en el punto medio entre nodos
de la malla (suponemos que el volumen de control estd centrado entre
nodos, Fig. 10) y en términos de 1la funcién de corriente (ec. 2.8

adimensionalizada). Asi por ejemplo:
b
d,. + d_. v, .~ v_. d,. + d_.
+ - . - + -
v, dy = (v .23 L . =2 2.8
Y Yooig2 2 P_i/2 -1

a
De proceder de forma andloga para las restantes integrales y reordenando

segin la ecuacién de discretizacién (2.79), se obtienen los siguientes
coeficientes de discretizacién:

.+ . .+
a . = 1 945 d-; a . = 1 dyj + 4y
1 Priz2 Y4y o P_i/2 d_;
(2. 83)
a _ 1 d,; +d_; a _ 1 d+1 * d'i
I VE de; - -2 93
a; 5 = a,; ta_; ¢+ a+j + a—j

Las densidades en las caras del volumen de control son obtenidas
promediando las calculadas en los nodos adyacentes.

Nétese que para la situacidén particular de flujo incompresible (NM=0), las
ecuaciones de discretizacién obtenidas segin el primer criterio y las
obtenidas de este segundo criterio, son equivalentes.

Para los puntos situados en los contornos se procede en la forma indicada en

el apartado 2.2. Para el contorno de salida Cf (Fig. 3), y en el caso de no
ger conocida la distribucién de velocidades, serd necesario indicar alguna
condicidén respecto a la miswma. S5i suponemos, al igual que se hizo en el
apartado 2.2.1b, que la velocidad a la salida es normal al contorno y que éste
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es vertical, se tiene que vy= 0. De aplicar la condicién de irrotacionalidad
al volumen de control de la Fig. 11, teniendo en cuenta la condicién anterior,
ge obtiene una ecuacién de discretizacién del tipo indicado en (2.79), en la
que:

a,; = 0
] vi _ 1 +j+ d_J
a.i T 3 d
.jl2 -i/2 -i
P | 4
O\ 777 Sx¥ 1 -i (2.84)
) a+j = 5 I
_if2 +3/2 +3
y
— P a _ 1 d-l
-j o = d
] P72 %~
* + +
. . = a . - a, . a .
Fig. 11 Volumen de control finito ai,j -i +3 -3

gituado en el contorno de salida Cf.

La densidad ge calcula mediante la ec. (2.18), siendo las derivadas de 1la
funcién de corriente aproximadas numéricamente mediante ajustes polindmicos de
primer grado.

Excepcionalmente y para los puntos obtenidos de la interseccién del contorno
con lineas horizontales de la malla, la densidad se calcula por interpolacién
lineal entre los valores mds proximos del contorno. Asi por ejemplo, para el
punto P,; (Fig. 9b) la interpolacién lineal se realiza con los valores de la
densidad obtenidos en los puntos P_; y E.

——— m—-

Como consecuencia de las discretizaciones propuestas, resulta un gsistema de
ecuaciones algebraicas de igual ntwero de ecuaciones que de incognitas. La
resolucién de dicho sistema se realiza en base a los criterios y wétodos
comentados en el apartado 2.2.1c.
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2.3 RESOLUCION NUMERICA DE FLUJOS POTENCIALES SUBSONICOS COMPRESIBLES
MEDIANTE LA UTILIZACION DEL POTENCIAL DE VELOCIDAD

El comportamiento del flujo permanente, bidimensional, irrotacional e
isoentrdpico de un gas perfecto es descrito, mediante la utilizacién del
potencial de velocidad, por las ecuaciones (2.15) y (2.11). De introducir en
egta ultima el médulo de la velocidad en términos del potencial de velocidad
(ec. 2.14) y de expresar dichas ecuaciones en forma adimensional, se tiene:

32¢ 3 ¢ 1 3p 3¢ 1l 3p 3¢
o P
30, 36_ _ 1 30 30 1 30 3¢ (2. 85)
ax2 ay2 p 93X 23X p 3y 3y 1
(k-1)M° o
= -—_9° ey 36,2 _
. [1 - ((ax + (5D 1)] (2. 86)

siendo las variables adimensionales de la forma:

L, x=X , y=X, v=2X {2.87)
- = = v
o L L o
[¢]
Las condiciones de contorno necesarias para la integracién del sistema de

ecuaciones arriba indicado, y en el caso de un flujo confinado dado (Fig. 3),
son del tipo:

vix,y)e c, *(x,y) = ¢ (x,¥)
vix,y)€ ¢ 3¢/3n =0
v(x,y) € c, 3¢/3n =0 (2.88)
v(ix,y) € ¢ 3e/an = f(x,y)
y/o 23¢/3s = g(x,y)

en donde ‘n’ y ‘s’ representan la direccién normal y  tangencial,
respectivamente, al contorno.

El conjunto presenta, asi pues, condiciones de contorno de Neuman a excepcién
de la zona de entrada Ce, en la que las condiciones son de Dirichelt.

La condicién de contorno para la densidad es la propia ecuacién (2.86). Asi
pues, a excepcidn de las zonas en donde la velocidad es conocida (por ejemplo
en el contorno Ce), dicha condicién de contorno serd de Neuwman.

En el apartado 2.3.1 se analiza la resolucién numérica de las ecuaciones, en
base a discretizar el dominio mediante la generacién de un sistema de
coordenadas curvilineas adaptables a los contornos. En el apartado 2.3.2 se
analiza la resolucién numérica en base a la discretizacién del dominioc por
mallas rectangulares, En ambos casos se hace especial énfasis en el
tratamiento de las condiciones de contorno.

Para el desarrollo de estos apartados se seguird un proceso similar al
efectuado en 2.2.1 y 2.2.2 con la funcién de corriente.
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2.3.1 Integracion numerica en base a coordenadas curvilineas adaptables a los
contornos. '

En egste apartado se proponen diferentes criterios numéricos para la resolucién
del flujo potencial subsdnico compresible, todo ello, en base a discretizar el
dominio mediante la generacién de coordenadas curvilineas adaptables a los
contornos.

Las ecuaciones de discretizacién del potencial de velocidad y de la densidad
son obtenidas, segin diferentes esquemas numéricos, para los puntos interiores
del dominio (apdo. 2.3.1a) y para los puntos del contorno (apdo. 2.3.1b).
Resulta, asi pues, un sistema de 2xNx(M+l) ecuaciones e incognitas. En el
apdo., 2.3.lc se indican los métodos iterativos empleados para su resoluciédn.

Una vez que han sido obtenidos los valores del potencial de velocidad y de 1la
densidad, en cada punto de la malla, se procede a la determinacidén numérica de
las componentes de la velocidad en coordenadas cartesianas y/o en coordenadas
curvilineas (apdo. 2.3.1d).

La distribucién de presiones y temperaturas son obtenidas a partir de 1las
relaciones isoentrdpicas para un gas perfecto.

Al igual que se hizo en el apdo. 2,2.1, supondremos que las coordenadas
curvilineas g¢generadas toman los valores indicados en (2.16). Asi pues, en el
plano transformado la malla de discretizacién serd rectangular y uniformemente
distribuida (Fig. 2).

2.3.1a Ecuaciones de discretizacion para los puntos interiores del dominio.

Las ecuaciones de discretizacidén para los puntos interiores serdn obtenidas
geglin tres esquemas numéricos: los dos primeros de tipo diferencial mientras
que el tercero es de tipo integral. Los esquemas propuestos son:

-  Esquema numérico PV-1: Las ecuaciones discretas son obtenidas por
integracién numérica de la ecuacidn diferencial del potencial de velocidad
escrita en coordenadas curvilineas. Dicha ecuacién es obtenida a partir de
la ecuacién diferencial del potencial de velocidad en coordendas
cartesianas, efectuando los cambios de variable pertinentes.

- Esquewa numérico PY-2: A diferencia del esquema anterior, la ecuacién
diferencial del potencial de velocidad, en coordenadas curvilineas, es
obtenida de aplicar la condicidn de conservacién de la masa a elementos
diferenciales tomadoz en base de dichas coordenadas. Si bien la ecuacién
diferencial obtenida es idéntica matemiticamente a la deducida en PV-}i, los
esquemas numéricos que se derivan de ambas son distintos.

- Esquema numérico PV-3: Las ecuaciones de discretizacion son obtenidas de
aplicar la condicion de conservacién de la masa a volusenes de control
finitos asignados a cada nodo de la malla.
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Esquema numerico PV-1

Para la obtenci6n de este eaquema numérico se seguird un proceso similar al
efectuado, en el apdo. 2.2.1a, en FC-1:

- De la ecuacitn del potencial de velocidad en coordenadas cartesianas (2.85)
y de efectuar los correspondientes cambios de variable (cf. ec. 2.21), se
obtiene la siguiente ecuacién diferencial del potencial de velocidad en
coordenadas curvilineas:

2 2

11 3 b 3 12 3 b 3¢ 22 3 ¢
— 4+ a == + 2 + B — + —s =
d 3*2 de d dean an J an

(2.89)

[ 11 31ne + 12 31lne 30 _ 21 31np + 22 31lnp 739
de an Je de El an ]an

en la que gij,a » 5 son log coeficientes metricos (ec. 2.23).

- La integracion numérica de dicha ecuacién es realizada en el plano
transformado (Fig. 4). De aproximar numéricamente las derivadas gegtn el
criterio indicado en (2.24), sustituir en la ecuacidén anterior y reordenar
adecuadamente, se obtiene la siguiente ecuacidén de discretizacién:

2,3 5,3 T 1,5 %13 T -1,5 %i-1,3 T 24,501 %501 T 24,5-1 04,501
+ag (2.90)
siendo: y ) 1n( y )
1n(p. /P _ . p. [
2911 + Ae f;ll i+l,3°71i-1,) + g12 i,j+1""1i,3-1 + a ]
2 Ae 2An
a. L=
+1 2
el (ae)
1n(e. /P o L) Inle, 5,470 5.9)
2g22 + An [921 iv1,37 8-, g22 i, 3+17%1,3 + BJ
a _ 24¢ 24n
el =
12 e Y v | (2.91)
s R T R R N R Y !
. =
Ae An
%, T3 7 Fay Y Rgn 50

Las expresiones para los coeficientes a;;; y a; ., resultan al sustituir en
8j,1,j ¥ 8jjsre '+Ae' y "+An’ por '-Ae’ y '-An’ respectivamente.

La dengidad se determina, en el nodo (i,3) de la malla y en el plano
transformado, en base a la ecuacifén (2.86) convenientemente escrita en funcién
de las variables independientes ¢y 7. De efectuar los correspondientes cambios
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de variables, se obtiene:

2 .
(k-1)M 11 2 12

©

[~ %4

€

2
22
20, g2 (20, _ 1)] (2.92)
2 an

La ecuacién discretizada de la densidad es obtenida, asi pues, de sustituir en
la ecuacién anterior las derivadas por cociente de incrementos segdn el
criterio numérico empleado en (2.24a).

Los goeficienteg métricos son evaluados, en el nodo (i, J) de la malla, en la
forma indicada en FC-1.

Esquema numerico PV-2

Este gegundo esquema numérico se basa en 1la integracién numérica de la
ecuacion diferencial del potencial de velocidad en coordenadas curvilineas,
obtenida de aplicar la condicién de conservacién de la wmasa a elementos
diferenciales en dichas coordenadas.

Para el caso de un flujo en regimen permanente, de aplicar la condicion de
congservacién de la masa al elemento diferencial de la Fig. 12 se obtiene:

m_ - m€+de+ mn - mmdn= 0 {2.93)

en donde m representa el flujo wasico
por unidad de altura que atraviesa las
superficies del elemento diferencial.

7 (=cte) De desarrollar la expresidn anterior:
am - amp (2.94)
+ —1 =0
de an

Fig. 12 Elemento diferencial en las
coordenadas curvilineas (¢, 7).

Los flujos mésicos a través de las caras del elemento diferencial se expresan
en la forma:

. — —»l . —_ —o2
ms = pv.dS mn = opv.ds {2.95)

en donde dg' repregsenta el vector diferencial de superficie por unidad de
altura. La direccién de dicho vector coincide con la de los vectores de la
base reciproca y el sentido es hacia el exterior del elemento diferencial.
Asi pues, considerando (2.A16):
. -1 1 1 A
as" = - ©®_as =- 95 gai (2.96)
e | /git
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De sustituir el médulo del vector diferencial de superficie (2.A21) en la
expresion anterior y de introducir (2.432) se tiene:

d .
=1 _ _ /g_ll N -] _ dn -1 =2 _ g22de =2 _ _ de =2
das” = —"'Tf‘_ e = - NS e ds = - ——"—2—2— e” = J e

g ’q (2.97)

El producto escalar de la velocidad con los vectores de la base reciproca
define las componentes covariantes V' de la velocidad en dicha base. Asi, de
sustituir (2.97) en (2.95) y las expresiones resultantes en (2.94) se tiene:

wVl/3, wVYI o (2.98)
de an

Expresando V' en términos del potencial de velocidad y en funcidén de las
variables independientes ¢ y 7 (2.126) y sustituyendo en (2.98), obtendremos
la siguiente ecuacidén diferencial del potencial de velocidad en coordenadas
curvilineas:

11 12 21 22
3 (e9__ 3¢ L, 29 " 3¢ ), 3 (097" 36 , 09° 3¢ \ = (2.99)
3e ( J 3 T T3 ) an ( I ac I an 0

Para la integracién numérica de esta ecuacién, en base a elementos discretos
del tipo del de 1la Fig. 4, procederemos de forma andloga a la desarrollada
para la funcién de corriente segtn el esquema numérico FC-2 (apartado 2.2.1la):

- Sustitucién, en (2.99), de las derivadas de las componentes covariantes de
la velocidad por cociente de incrementos (cf. 2.35).

- Evaluacién numérica de las derivadas del potencial de velocidad segln
criterios andlogos a los indicados en las ec. (2.36).

De reordenar la expresidén resultante segln la ecuacién (2.90), se obtienen los
giguientes coeficientes de discretizacién:

a. = ._A_n. (.p_g_i}) a = M (ﬁl_l_)
i+1,3 Ae J i+k, 5 i-1,3 Ae J i-%, 3
et ——— e o n 22
a = E. (_.__.9922) a = .é.e_ (____pg )
i,j+1 an J ‘i,j+% - “i,j-1  4n J i, 5%
. = a, .+ a. + a + a
23,3 i+1,3 i-1,7j i,9+1 i,j-1 (2. 100)
12 -, -, . .
a - RS UE TS T/ U5 S WAL TS UE TS Wi 5 U S5 R
R J i";itj 4
NPT YR U UL TS Ul 05 U TS Rs CS U0 Was TS UE I
J '1IJ+% 4
+(pglz) %i+1,5+417%5+1,5 *0i,5+17%,4-1 _
J i+k,] 4
21 U S -
-9 ®3+1,57%-1,5 *®iv1,5-1 %41, 41
J irj';i 4
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En la evaluacitn de las densidades y de los pardmetros métricos en los puntos
(i+1/2,3¢1/2), s8e han consideradoc 1los mismos criterios expuestos para el

esquema numérico FC-2 del apto. 2.2.1a.

Esquema numerico PV-3

Este esquema numérico se basa en realizar el balance mésico a vollmenes de
control (V.C.) finitos asignados a cada nodo de la malla. Para el V.C. de la
Fig. 6a y en el supuesto de que el flujo 8sea permanente, la condicion de
congservacién de la masa se expresa en la forma:

fpV.dS = 0 (2.101)

SC.

Esta integral se extiende a todas las superficies del volumen de control. El
vector superficie (por unidad de altura) dS' es normal a las caras del V.C. vy
estd dirigido hacia el exterior del mismo. De otra parte, las caras del V.C.
estan delimitadas por superficies coordenadas, por tanto, de (2.96):

ast = + (asi//gith)el (2.102)
El signo positivo o negativo dependeréd de que el sentido del vector de
superficie coincida o no con el de las lineas coordenadas.

De desarrollar (2.101) para las diferentes caras del V.C. y de introducir la
expresidn anterior se tiene:

Sfo Xt ast + [ oY as® 4 [ TSast - [, Y as? =0
/g - /g /g7 /g22 (2.103)
Si-y, j Si, 3+ Si+k, ] Si,3-%

en donde, por ejemplo, Si,; indica que la integral se realiza a lo largo de
la cara del V.C. correspondiente al punto (i-1/2,3).

A modo ilustrativo desarrollaremos una de las integrales de la expresién
anterior:

- De (2.64) y (2.126a):

v e1 1 v1 1 11 12 1
p 22 as’= [ p—57 ds” = ( - 8¢+ 9 3¢ 457 (2,100
/3 /g— /g d¢e @ll an
Sl“%l] Sl";ilj Sl';flj
- Suponiendo que la componente covariante de la velocidad en la base
reciproca (o contravariante en la base local) se mantiene uniforme a lo
largo de la cara del V.C., la integral anterior se puede aproximar en la
forma:
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gll ) giz )
- a¢e 4, 9 3% S_.
~</§ll e '/gll an ) i/2 (2.103)
(i"%lj)

en donde el valor de la superficie (por unidad de altura) en dicha cara se
obtiene de (2.A21) y (2.A32), en la forma:

11 11
_ <1 / - (/9
S /2% fdb = f—%—— dn = (F5—) &n (2.106)

1‘!51].

Si-%,5  Siog,j
- Lag derivadas del potencial de velocidad en (2.105) son evaluadas

numéricamente, en el plano transformado y en el punto medio (i-1/2,3), en
bagse a criterios del tipo indicado en (2.36).

De proceder de forma andloga para las restantes caras del V.C. y de sustituir
en (2.103), obtendriamos unas ecuaciones de discretizacién que resultan ser
equivalentes a las que se derivan del esquema numérico PV-2.

2.3.1b Ecuaciones de discretizacion para los puntos del contorno.

En la zona de entrada del flujo (Fig. 3, contorno Ce), el potencial de
velocidad se obtiene por integracién de 1la componente tangencial de la
velocidad, vpy , al contorno. Asi, de (2.74), (2.127b) y (2.A32), se tiene:

Ey N

13
/gll
v
_ _ v9 vpa (2.107)
o(l=lrj) ®(l=llj-l) - J dn

El:nl
Si ¢(¢,n) es solucidn de la ecuacitén del potencial de velocidad, tambien lo
serd ¢ (e, n)+K, siendo K una constante arbitraria. Es posible, por tanto,
fijar el valor del potencial de velocidad en un punto cualquiera y referenciar
el resto a dicho valor. En los ejemplos para la contrastacién de resultados
(apdo. 2.4) se ha tomado ¢ = 0 en el punto (i=1, 3=1).

Noétese que si la velocidad en Ce es normal al contorno, vp,=0, de (2.107) se
sigue que dicho contorno corresponde a una linea equipotencial.

En los contornos laterales Ci y Cs, la velocidad es tangente al contorno y por
tanto, la componente normal de la velocidad es nula. De (2.76) se sigue que

la componente covariante de la velocidad, en la base reciproca, es tambien

nula; es decir:
v =0 (2.108)

A continuacién se indican dos criterios numéricos para el tratamiento de los
puntos de loa contornos laterales:
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Un primer criterio numérico es obtenido al discretizar la ecuacién
anterior, convenientemente ' expresada en términos del potencial de
velocidad. Asi, de introducir (2.126b) en (2, 108) se tiene:

2lae 22 30 _ (2.109)

El Je an

La aproximacién numérica de las derivadas la efectuaremos de forma analoga
a la indicada en el apdo. 2.2.1b para la funcibn de corriente. Asi por
ejemplo, para el contorno inferior (Fig. 7a) la derivada en ¢ sera:

30 Piv1,3  %u-

de 2
de
Para la derivada en n utilizaremos ajustes polinfmicos a dos o a tres
puntos. Las aproximaciones numéricas son respectivamente:

1.] (2.110)

20 . gn D0 (2.111a)
an An )

4 . =36, . -0 .
9 %9017 %5 T % 5e0 (2.111b)
an 2 An

Sustituyendo las aproximaciones numéricas de las derivadas en la
ec. (2.109) y reordenando de forma conveniente, se obtiene una ecuacién de
discretizacién del tipo indicado en (2.90). En el casoc de emplear para la
derivada en 17 la aproximacién numérica correspondiente al ajuste
polinémico a dos puntos, ec. (2.11la), los coeficientes de discretizacidn
son;

g2Y/(280) a. = 0

921/(2 Ae) a,

ai+l,j
(2.112)
92%/6n a, ., =0 a, .= gzz/An

a, .
i,j+1

En el caso de emplear el ajuste polindmico a tres puntos, ec. (2.111b),
los coeficientes de discretizacién serdn:

21 21
4j+1,5 =9 / Ae ai_l'j=-g / Ae ap =-g / An

(2,113)

22
4" "/ an a 5.1 = 0 a; 5= 3g /an

4,341
Para el contorno de superior Cs, el proceso de obtencién de las ecuaciones
de discretizacidn es andlogo. A diferencia del contorno Ci, las derivadas
indicadas en (2.111a) y (2.111b) serian de la forma:

a0 _ %, T %3m0 . ae L0 5-1 3055 T 05,50
a 7
n An an 2 An

(2.114)
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El segundo criterio numérico se basa en la aplicacién de la ecuacién de
congervacién de la masa a V.C. finitos asignados a los puntos del
contorno. El proceso es andlogo al efectuado para los puntos interiores
del dominio seglin el esquema PV-3.

A modo de ejemplo indicaremos el proceso seguido para el contorno
inferior. De aplicar (2.101) al V.C. de la Fig. 7a se tiene:

1 2 1 2

1 2
- °V g5’ + °Zz as’ + _O_V_ﬁ as’ - oV _4s? =0
/gl /g /g /g2 (2.1

S-i/2 S+j/2 Seif2 Si.j
El flujo mdsico a través de la cara del V.C. correspondiente al punto
(i, 3) es, segln (2.108), nulo y por tanto:

2
PV as® = o (2.116)

/q22

Si 9

Para las restantes integrales el proceso a seguir es similar al realizado
en PV-3. Asi, el calculo del flujo mwésico a través de la cara

correspondiente al punto (i, 3+1/2) es idéntico al realizado para los

puntos interiores. En 1lo que se refiere a las caras correspondientes a

los puntos (itl/2, 3j), existen ligeras variantes. Por ejemplo:

- para la integral expresada en (2.104) y aproximada numéricamente en
(2.105), las derivadas son evaluadas en la forma:

A P R T S

30 . %5 7% e c 2 T %5 T 1,50 T %1 (o9
de Ae an 24n

- de otra parte, la superficie 5,4,  del V.C. correspondiente al punto
(i-1/2,3) seria, a diferencia de la calculada para los puntos interiores

en (2.106), de la forma:

S . :ltn (/611 )
-1/2 2 J i”%:j

De desarrollar la expresién (2.115) en bage a los criterios indicados y de
reordenar segln la ecuacién (2.90), se obtendrian finalmente . los
siguientes coeficientes de discretizacién:

(2.118)

11
a, . . = 4n (» ) a = 4n (9911)
i+1,3 Ae J i+%lj . i-1,3 Ae J i-%lj
2Ae 9322
ai,5+1 T Tan Ik, ek 3,51 = 0
. = , . . .+ , + .
3j, 3 Bien,5 T -1,y T %,5n T a1
12 o T B st Biy sar b (2. 119
aR - - (Qg ) ¢lvj+l ¢1JJ ¢1_113+1 ¢1'1:j44 +
J . . 2
l-%nj
1 - -
2 ®i,9+41 " %i,9 T 0ar1, 941 T %5414
+ ). . +
J l+%v] 2
21 . Y Y A . - & .
+ (Qg ) °1+1,3 ®i-1,9 T ®i+1,541 T %1441

J i, 54k 2
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A partir de la ecuacién diferencial del potencial de velocidad (2.99),
aproximando numéricamente las derivadas de las componentes covariantes de
la velocidad (cf. 2.98) en la forma:

= 0
€2.120)

1 1 2 : - 2
(oV /J)i+!5,j - (pV /J)i-’s.j . (b V /J)i,j+15 (pV /J)i

Ac An/2

y procediendoc de manera andloga a la desarrollada en PV-2 teniendo en
cuenta la condicién indicada en (2.108), resultan unas ecuaciones de
discretizacién equivalentes a las obtenidas anteriormente.

Para el contorno superior Cs el procesc a seguir es similar.

La dengsidad se determina en base a la ecuacién (2.92). La aproximacién
numérica de las derivadas asi{ como la evaluacién de la coeficientes métricos
ge realiza segin los criterios ya indicados para la funcidén de corriente en el
apdo. 2.2.1b,

Para la zona de salida Cf y aun en el caso de ser conocida la distribuci6én de
velocidades, el valor de ¢ no es obtenible directamente. De forma andloga a
la desarrollada para la funcidén de corriente, indicaremos dos posibles
situaciones:

a) Se gupone conocida la distribucién de velocidades. Las ecuaciones de
discretizacién pueden obtenerse de aplicar la ecuacién (2.103) a V.C.
gituados en Cf (Fig. 7b), teniendo en cuenta que las componentes
contravariantes de la velocidad en la base local son conocidas en todo Cf.

b) Se supone que la componente tangencial de la velocidad en Cf es nula, es
decir, el flujo es normal al contorno. Para esta situacifén se ha realizado el
giguiente andlisis:

- De proceder de forma andloga a la efectuada en (2.107) para el contorno de
entrada se sigue que, para vp2=0, el contorno Cf corresponde a una linea
equipotencial y por tanto ¢ (¢,7) = ¢, = cte.

- El flujo midsico total, m,, que atraviesa Cf puede determinarse a partir de
las condiciones del flujo a la entrada, es decir:

m =— pv.ds
Ce

- Para el contorno se salida serd: 11
g

- = Vi o,
hy, = pv.dS = | o dn = p%r ;i dn (2.121)
J €
cf cf cf

- De aproximar numéricamente la integral anterior y de sustituir la derivada
por cociente de incrementos se tiene:

M+1 pgll Qf - ¢N .
Moo= ;Eﬁ (=) £ Nl .4
=

N+1,3 de (2.122)
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- Finalmente, como ¢, es uniforme en todo Cf es posible extraerlo del
sumatorio, por tanto: ’

M+l as.b.. ¢, .
m o+ J N,3
T '=l Ae
6. = J (2.123)
£ M+1 A'bj
1 =1 ¢
- 1 =
en donde b;=(pg /J)N+Lj' J

La dengidad y los coeficientes métricos se evaluan segin los criterios
numéricos indicados en el apto. 2.2.1b.

2.3.1c Resolucion del sistema de ecuaciones discretas.

En los apartados anteriores (2.3.1a y 2.3.1b) se ha obtenido, para cada nodo
de la malla y segin los diferentes esquemas y criterios numéricos, dos
ecuaciones de discretizacidn. Dichag ecuaciones son consecuencia de la
repregentacién numérica de la ecuacibébn de conservacién de la masa y de la
ecuacién de la densidad.

Tenemos pues, un sistema de ecuaciones algebraicas noc lineales de 2xNx(M+l)
ecuaciones e incognitas. La resolucién de dicho sistema de ecuaciones es
efectuada en base a los criterios y métodos indicados en el apto. 2.2.lc.

Como quiera que las condiciones en el contorno son de Neuman (a excepcién del
contorno Ce), la convergencia de los métodos iterativos es considerablemente
mds lenta que para el caso de la funcién de corriente [12].

2.3.1d Determinacion de las velocidades. Componentes covariantes y
contravariantes.

En lo que sigue daremos las expresiones de las componentes de la velocidad en
términos del potencial de velocidad, tanto en coordenadas cartesianas como en
coordenadas curvilineas.

La determinacién numérica de dichas componentes se efectua, una vez calculada
la distribucién de ¢ y p en todo el dominio, de forma més conveniente en el
plano transformado. Es por ello que las derivadas son expresadas en funcién
de las variables ¢ y 7. La aproximacién numérica de las derivadas de la
funcién de corriente asi como las que aparecen en los coeficiente métricos, se
realizan en base a los criterios empleados en los apdos. 2.3.1a y 2.3.1b.

Las componentes cartesianas de la velocidad en términos del potencial de
velocidad y en funcién de las variables (¢,7) se obtienen de adimensionalizar
(2.14) y de efectuar los correspondientes cambios de variables, es decir:
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X 3€€x an nx
(2.124)
v. = 3, L3
Y de Y an Y

De las componentes cartesianas de 1la velocidad se obtiene 1la siguiente
expresién para el médulo de la velocidad:
172
11 59,2 , 12 22 34,2 _ 1] (2.125)

- 3¢ 3¢ 3% 3%
v = [ g (ag) + g YEET) + g ( )

Lags componentes contravariantes v de la velocidad en la base local (o
covariantes en la base reciproca) se obtienen, en términos del potencial de
velocidad, de la expresién dada en (2.65) e introduciendo (2.124):

vio= gt oae 4 g2 2e (2.126a)
3¢e an
2 21 22
ve = g ;{’— +g %ﬁ- (2. 126b)

Las componentes covariantes V; de 1la velocidad en 1la base local (o

contravariantes en la base reciproca) se obtienen, en términos del potencial
de velocidad, de (2.69) indroduciendo (2.124):

v = 3% (2.127a)
1 Je
v. = 2 (2.127b)

La relacién entre las componentes fisicas de 1la velocidad (Fig. 8) y las
correspondientes componentes contravariantes y covariantes, son las indicadas
en las expresiones (2.71) a (2.76).
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2.3.2 Integracion numerica en base a coordenadas rectangulares

En este apartado se indicarédn diversos criterios utilizados en 1la resolucién
numérica del flujo potencial subsénico compresible, mediante el emplec del
potencial de velocidad y en base a wmallas de discretizacién rectangulares [14).

Para los puntos interiores de la malla y para los puntos cercanos a_ los

contornos (Fig. 9), indicaremos dos criterios numéricos para la obtencién de
las ecuaciones de discretizacidn: a) por sgustitucién, en la ecuacién
diferencial del potencial de velocidad, de las derivadas por cociente de
incrementos; b) mediante la aplicacién de la condicién de conservacién de la
masa a voldmenes de control finitos.

al) Para el primer criterio, de aproximar numéricamente las derivadas de la
ecuacidén diferencial del potencial de velocidad (2.85) de forma analoga a
la desarrollada en el apartado 2.2.2, se obtiene la siguiente ecuacién de
discretizacidn:

aj,301,5 T @ag0yy vA 0 TaL 0 a0, (2.128)

en la que, las expregiones de los coeficientes de disgcretizacidén son
idénticas a las indicadas en (2.80), sustituyendo en éstas p por (1/p).

Para la determinacién de la densidad, ec. (2.86), lag derivadas del
potencial de velocidad se aproximan numéricamente segdn el criterio
indicado en (2.78a).

bl) Un segundo criterio para la obtencién de las ecuaciones de discretizacitn
ge obtiene de realizar balances mdsicos a V.C. finitos asignados a los
nodos de la wmalla. Asi pues, para el V.C. de la Fig. 10 se tiene:

fovxdy-/ovydx-f ovd, = | ov,d, = 0 (2.129)

S_i/2 St5/2 Stiy2 S_3/2

En la aproximacién numérica de las integrales supondremos que la velocidad
ge mantiene uniforme a lo largo de la cara del Y.C. cansiderado. Dicha
velocidad se evalua en el punto medio entre nodos de la malla y en
términos del potencial de velocidad. Asi por ejemplo:

d, +d_; p. -¢_. d .+4d_.
i 3T %3 i,37%-1 7437 -3 i
fovxdy = (ovx)-i/z—“--——-—2 LI e 5 (2.130)

-1

S_.
-i/2
Operando de forma andloga para las restantes caras del V.C. y reordenando
segtn la ecuacién (2,128), se obtienen unas expresiones para los
coeficientes de discretizacién que resultan ser idénticas a las indicadas
en (2.83) si se sustituyen en éstas p por (1/p).

Las densidades en las caras del V.C. se obtienen promediando las
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calculadas en los puntos adyacentes.

Para el caso de flujo incompresible, las ecuaciones de discretizacién que
resultan de ambos criterios, al) y bl), son equivalentes.

Para los puntos situados en los contornos lsterales, la velocidad en 1la
direccién normal ‘n’ al contorno es nula y por tanto:

L (2.131)
an
A continuacién indicaremos tres posibles criterios para el tratamiento de
dichos contornos:

a2) Un primer criterio se obtiene de desarrcllar en serie de Taylor el
potencial de velocidad en la direccién normal al contorno (Fig. 13). Asi
pues:
2 2
22y at, + ... (2.132)

3 1
an2 p PN

) d

¢, = 0 —
+(3np PN+2!

Si consideramos t¢Gnicamente hasta los términos de primer orden e
introducimos (2.131), se tiene:

o, = &y (2.133)

El valor de ¢, es determinado por interpolaci6n lineal entre los valores
del potencial de velocidad en los puntos adyacentes, por tanto:

d

AN
‘ 05 0, + =73 (05 - 0,) (2.134)
d..d AN BN
BN —AN
. j A
BN A
—_ -
\
n
p
1"
y 47 y

X X
Fig. 13 Detalle de la malla de discretizacién en el contorno
lateral.

b2) Un segundo criterio se obtiene de realizar balances mésicos sobre V.C.
agignados a los puntos del contorno. Asi, para el V.C. representado en
la Fig. 14, y de proceder de forma andloga a la indicada en (2.130), se
tiene:

o_ - ¢ o - ¢ 6. - ¢
p " %
Oy~ Sy=F, et S, ~b —= TS5 = 0 (2.135)
dpy e dpp € n dpy n ’
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Reordenando términos en la ecuacién anterior se obtiene finalmente:

P, Sw o, Se o Sn
%t g % Yt G %
PE PN (2.136)
oe Se pn Sn
* 3 * 3
PE PN

en donde S; representa la superficie
(por unidad de altura) de la cara
del V.C. correspondiente al punto
*i* de la malla. Asi, Sw=Se=d /2y
Sn=(d,+ dow /2.

Fig. 14 Volumen de control asignado
al punto P del contorno lateral.

c2) La ecuacién del potencial de velocidad en la coordenadas cartesianas

(s,n), cuyo origen esté situado en el punto P y de direcciones tangente y
normal al contorno en dicho punto (Fig. 15), es de la forma:

¢ 370 130 3¢ _13p 3¢ (2.137)

—_ = - e — = L ——

2 2 p 3s 3s p 3n 3an

La derivada en la direccién normal
al contorno es, de (2.131), nula.
411 La derivada segunda en dicha
/1 direccién se obtiene del desarrollo
r\ ﬂ47 en serie de Taylor considerando
E hasta loa términocs de segundo orden.

Asi, de (2.132):
A 3% *n T %p

— =2 =

w
y an de
Fig. 15 Contorno lateral.

X

zV

©

(2.138)

En la direccibn tangencial al contorno, las derivadas se han obtenido en
base a los criterios indicados en_ (2.78).

De sustituir las aproximaciones numéricas en la ec. {(2.137) ge tiene
finalmente:

op = (agog + age, + ayey )/ (ag + a, + ay) (2.139)
giendo:
N ) 2-udpw . ) 2+adpE N _ 2—8dPN

E dPE(dPE+ dPW) W dPW(dPE * dPW) N df’N
2 - g2 (2. 140)
. A 10 (o /o)~ dpeln (o /o) . - 1n (py/op)
N d
dPE dPW (dPE + dPW ) PN
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En la situacién de flujo incompresible, las ecuaciones de discretizacidn
obtenidas segln el criterio b2 y c2 son equivalentes. Notese que en ambos
casos se ha considerado la malla de discretizacién lo suficientemente
densa como para poderse despreciar la curvatura del contorno.

Para los puntos situados en el contorno de salida, en el casc de que la
velocidad sea normal al contorno (cf. apdo. 2.2.2), el potencial de
velocidad serad uniforme en todo el contorno. En el supuesto de que dicho
contorno sea vertical, por tanto vy=0, procediendo de forma similar a la
indicada en el apdo. 2.3.1b se obtiene:

ril
m,d_ .+ p, S, ¢
. = Tomloo; ok ok Nk (2.141)
£ r+1
o Sk

k=1
giendo S, =(d  + d_, )/2 en k=2,3,...,7r; en los extremos sera S5;=d,/2 y
Sra1 T,y 2
d

W

Ny

k=rel
: ' :§d~hu)
(nk)»lpd)ﬁ%td d,y
k-1 d_k

d+1

A;i(:'l
777

y //{:n iznet

X
Fig. 16 Puntos situados en el contorno de salida del flujo.

La densidad en los puntos del contorn6 lateral y en los puntos del contorno de
salida del flujo, se ha obtenidoc de (2.86) aproximando las derivadas segtn los
criterios indicados en el apdo. 2.2.2.

--~ 0 ---

Como consecuencia de las discretizaciones propuestas resulta un sistema de
igual ntmero de ecuaciones que de incognitas. La resolucién de dicho sistema
de ecuaciones algebraicas se realiza en base a los criterios y wmétodos
indicados en el apdo. 2.2.l1c.
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2.4 EJEMPLOS DE RESOLUCION NUMERICA. CONTRASTACION DE RESULTADOS.

Con el fin de contrastar los resultados que se derivan de los diferentes
esquemas numéricos considerados, se han propuesto dos ejemplos de resolucién
numérica de flujos potenciales: a) flujo alrededor de un cilindro; b) flujo a
través de una tobera convergente.

En log apartados 2.4.1 y 2.4.2 se especifican la geometria, las condiciones de
contorno y las mallas de discretizacién empleadas. En el apartado 2.4.3 se
exponen y comentan los resultados numéricos obtenidos.

2.4.1 Flujo potencial alrededor de un cilindro

El primer caso seleccionado corresponde al flujo representado en la Fig. 17.
Lo denominamos "flujo alrededor de un cilindro"” puesto que los contornos
laterales, inferior Ci y superior Cs, corresponden a lineas de corriente del
flujo potencial incompresible alrededor de un cilindro con velocidad uniforme
aguas arriba [ 11[13). Las expresiones que definen dichos contornos son:

* el = (x,y) € C
xX,¥y) € C,
2 2 ’ i

X > He (X—Ht) +y =1

(2.142)
1
y-———-—————y2 5 ~ Ve (1= ———)= 0 (xy) € C,
(x-Ht) +y Ht + Ve

Las variables y pardmetros adimensionales toman como longitud de referencia el
radio del «cilindro, de esta forma la geometria del flujo queda especificada
por los valores de He y Ve. Los resultados numéricos presentados corresponden
a He=1.00 y Ve=0. 25.

yll

\o

Ye

xw

i,
S/

He R=1

Fig.17 Geometria seleccionada para el primer caso de resolucién
numérica: flujo alrededor de un cilindro (He=1.00, Ve=0.23).
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Para el caso de que el flujo se comporte como incompresible, si en las zonas
de entrada Ce y de salida Cf las condiciones del flujo son las que
corresponden al flujo potencial incompresible alrededor de un cilindro, 1la
solucidén analitica de las ecuaciones es conocida. Asi, para la referencia
carlesiana indicada en la Fig. 17 se verifica que:

2 2
(x-H,.) - -
v = 1 - e Y v = 2y (x-Hy) , (2.143)

[x-H)? + v ° Y x4y

De la funcidn de corriente o del potencial de velocidad se obtiene, por
derivacién, las siguientes expresiones para las componentes cartesianas de la
velocidad:

y X - H
t 1
5 $ = x + -——-———5*-——2+ i (2. 144)
(x—Ht) +y t

¥ o=y - >
(x-H) " +y

Las variables han sido adimensionalizadas en base a las propiedades del flujo
(Vg1 Tgs+++) en las zonas alejadas del cilindro.

A pesar de la restriccidén referente a la incompresibilidad del flujo, esta
situacién es de wutilidad por cuanto nos permitira contrastar los resultados
obtenidos numéricamente con los que se derivan de la solucién exacta de las
ecuaciones.

Asl pues, para el caso de flujo incompregible (M=Q) las condiciones de

contorno son las que se derivan de la solucidn exacta. Por tanto, de (2.144)
ge tiene:
2 2
1 H -y 2th : )
v = - Vy, & = ——s5— x,y) € C
X 2 2 Y 2 2.2 ! €
(Ht +v) (Ht +y))

{2.145)

vy = 0 (x,y) € Cq
En la situacidén de flujo compregible no se dispone de la solucién exacta de
las ecuaciones. Para este caso hemos supuesto que las condiciones del flujo
gon wuniformes en la zona de entrada. Las variables = han gido

adimensionalizadas en base a las propiedades del flujo en dicha zona. Para el
contorno de salida se ha supuesto que la componente tangencial de la velocidad
es nula. Asi pues:

v = 1.0 v = 0 (x,y) € C_
(2. 146)

v = 0 (x,y) € Ce
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Generacion de coordenadas curvilineas ada

En la resolucidn numérica del flujo potencial mediante mallas de
discretizacidn adaptables a los contornos, se han empleado diferentes
criterios de generacién de coordenadas curvilineas. Estos han sido:

a) Las coordenadas curvilineas son generadas mediante la resolucién del
siguiente sistema de ecuaciones elipticas [ 71{161]:

e + e = Ple,m)
XX YY (2.147)
r‘xx+ nYY= Qle,m)

en donde las funciones P(€,n) y W(€,n) tienen como objeto el permitir un
control del espaciado de la malla de discretizacidén en el interior del
dominio [151].

Para la resolucidén numérica del sistema de ecuaciones indicado, se
especifican los valores de ¢ y 7 en todo el contorno (contorno de
Dirichlet)., Para el tipo de dominios considerados (Fig. la), estas
condiciones de contorno son:

e =& n = ni{x,y) (x,y) € Cq
€ =€ n = n(x,y) (x,y) € Cg¢
(2. 148)
€ = e(X,Yy) n = ng (x,y) € C,
e =e(x,y) n = n; (x,y) € C

]
La integracién numérica del sistema de ecuaciones indicado y de sus
condiciones de contorno se realiza, de forma mds conveniente, en el plano
transformado. En dicho planc las ecuaciones (2.147) toman la forwa:

2
92 Xee ~ 291, Xt 911 Xy, D™ (P Xt Q xn)
(2.149)

_ _n2
952 Yee ~ 2912 yen + gll ynn =-b" (P ys +Q yn)
giendo las condiciones de contorno:

X i(eoyn) ’
( >=< + (eqm) € CX
Y y(eolﬂ)

x(el,n)
=( ).(el.n)GC;

A
L x
SN—

y&il:n)
(2. 150)
X x(e:no) X x(e,nl)
( >= . (e,no)GC*i ; ( = ).(e,nl)ec*
'¢ y(ern ) y yle ) s

Los valores de € y 5 correspondientes a la malla de discretizacién, se han
tomado uniformemente distribuidos entre 0 y 1 (ec. 2.16). De esta wanera,
la integracién de la ec. (2.149) la efectuaremos en un dominio cuadrado y
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con una malla de discretizacién rectangular y uniformemente distribuida.
Las condiciocnes de contorno, (2.150), vienen determinadas por los valores
de las coordenadas (x,y) de los puntos del contorno, correspondientes a la
distribucién deseada de las coordenadas curvilineas en dichos contornos.

El resultado de la integracidén numérica de las ecuaciones y de sus
condiciones de contorno es una matriz de valores (x,y}), correspondientes a
los puntos de interseccién de las coordenadas curvilineas.

Para la geometria especificada en este primer ejemplo de resolucién
(Fig. 17), la malla generada segin la distribucién fijada de puntos en los
contornos se ha representado en la Fig. 19a. Dicha malla corresponde al
caso de P(e€,m) = Q(e,n) = 0,

La resolucidn numérica de las ecuaciones se ha realizado mediante el
método iterativo de Gauss-Seidel apoyado en un TDMA (cf. apdo. 2.2.1c).
Se han empleado factores de sobrerrelajacién a fin de acelerar la
convergencia.

Una caracteristica inherente a este método de generaciébn de malla es la de
gque proporciona una distribucién de lineas ’suave’ en el interior del
dominio.

Las curvas correspondientes a las coordenadas curvilineas vienen definidas
por las expresicnes [16]):

y = Y. (x)
c, = E% c, = 1 (2.151)
y_(x)= ¥, (x)

en donde Cy y C2 son constantes paramétricas que definen 1la familia de
lineas € = cte y n = cte respectivamente.

Los valores de las variables €y »n correspondientes a las coordenadas
curvilineas podrian ser las mismas constantes paramétricas, es decir,
€ =Cy yn = Cq 0 bien, unos valores arbitrarios tales como los indicados
en (2.16). Para el primer caso, los coeficientes métricos pueden ser
obtenidos analiticamente; de otra parte, la malla de discretizacién no
estard, en general, uniformemente distribuida en el plano transformado.

La malla generada mediante la expresién anterior se ha representado en la
Fig. 19b. La distribucién de 1lineas es tal que los valores de las
coordenadas, correspondientes a la malla de discretizacién, cumplen la
expresién (2,16) ademas de verificar que ¢ = C4 ¥y = C,,

Estogs métodus algebraicos tienen la ventaja, respecto a métodos del tipo
indicado  anteriormente, de que la generacién de las coordenadas
curvilineas se realiza con minimo esfuerzo computacional, No obstante
nétese que, a diferencia del método anterior, la discontinuidad del
contorno es propagada al interior de la malla.

Las coordenadas curvilineas son generadas de forma que coinciden con
lineas de corriente del flujo, supuesto este incompresible, y con sus
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ortogonales. En general, la obtencién de las lineas de corriente se
realizaria mediante 1la resolucién de la ec. {(2.17), para el caso de
p= cte, junto con las corespondientes condiciones de contorno, (2.20). El
haz de curvas ortogonales podria contruirse mediante métodos algebraicos y
segln la distribucidén de lineas deseada.

Para el caso que nos ocupa, la ecuacidén paramétrica de 1las lineas de
corriente y de sus ortogonales es conocida, ec. (2.143). La construccién
de las coordenadas la realizaremos a partir de dichas expresiones. Los
valores asignados a las coordenadas curvilineas correspondientes a la
malla de discretizacidén son los que se derivan de la ec. (2.16}.

Para el estudio numérico hemos generado, basandonos en el criterio
indicado, +tres tipos de coordenadas curvilineas ortogonales. En todos
ellos, las lineas 1 = cte, correspondientes a las lineas de corriente,
estdn distribuidas de forma que 7 = ¢/ ¢ Para el haz de curvas
oriogonales, € = cte, se han ensayado tres criterios:

¢l) Las lineas parten del contorno inferior Ci en puntos distribuidos
segin el criterio: la distancia, medida sobre dicho contorno, entre
dos puntos consecutivos es constante., La malla generada se representa
en la Fig. 19c.

¢2) Las lineas se distribuyen de forma que € = ¢/¢;. La malla asi generada
se representa en la Fig. 19d. Nétese que esta malla, para la
distribucién dada de 1lineas en el contorno, resultaria de la
resolucién del sistema de ecuaciones elipticas (2.147) con P=Q=0.

¢3) Las lineas parten del contorno inferior Ci en puntos distribuidog
segin el criterio: la distancia, medida sobre el eje x, entre dos
puntos consecutivos es constante. La malla generada es representada
en la Fig. 19e.

Las mallas generadas son ortogonales geométricamente no obstante, en la
evaluacién numérica de los coeficientes métricos, el valor de gii no es,
en general, nulo para i # ).

2.4.2 Flujo potencial a traves de una tobera convergente

El segundo caso seleccionado se refiere al flujo a través de la tobera
convergente de la Fig. 18. La simetria del conjunto permite tomar como
dominio para la resolucidén numérica el definido por el contorno inferior y por
la linea de simetria. La geometria de la tobera, asi definida, es:

Hg 2 x y=20
S (x,y) € C
3 2
H,<x< H, +H y =-0.03372 . (x~H_ ) + 0.19724 (x-H)
© © £b ¢ e (2.152)
He + Hyp € X y = 1.0 (x,y) ¢ Cg
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La geometria del conjunto queda especificada por los valores de He, Hs y Ve.
Luos resultados numéricos pesentados corresponden al caso de He=1.00, Hs=1.00 y

Vaz], 50,

Para las condiciones de contorno se ha supuesto que la velocidad en la zona de
entrada era wuniforme, mientras que en la 2zona de salida la componente
tangencial de la velocidad es nula. Fstas condiciones de contorno son las
mismas que las supuestas en (2.146) para el caso del flujo compresible
alrededor de un cilindro.

Iy

y
[ “--~\-\-~“.-‘_
Cs
Ul - - - - - ——
2 Z
Ce ;ﬂ;fi:>",¢f¢—————,
x:

He _J‘ Hib= 3,90 | _Hs
Ht

|
\

Fig. 18 Geometria seleccionada para el segundo ejemplo de
resolucidn: flujo a través de una tobera convergente
(He=Hs=1.00, Ve=1.50).

En la Fig. 19f se representa las coordenadas curvilineas generadas para la
resolucién del flujo potencial. Dichas coordenadas han sido obtenidas de
forma andloga a la indicada anteriormente para el flujo alrededor de un
cilindro en el apdo. b).

En la resolucién numérica del flujo potencial mediante coordenadas
rectangulares, las mallas de discretizacién se han generado uniformemente
distribuidas a lo largo del eje x (0 € x € Ht) y del eje y (0 € y € Ve).

2.4.3 Resultados numéricos

Para indicar los diferentes criterios numéricos empleados en la resolucién del
flujo potencial, mediante mallas adaptables a los contornos, se ha utilizado
la siguiente terminologia:

a) Criterios de discretizacién de los puntos interiores de la malla:

I-1 Funcién de corriente: esq. num. FC-1 (apdo, 2.2.1a).
Potencial de velocidad: esq. num. PV-1 (apdo. 2.3.la).

I-2a Funcidn de corriente: esq. num. FC-2 o FC-3 (apdo. 2.2.1la)l.
Potencial de velocidad: esq. num. PV-2 o PV-3 (apdo. 2.3.1a).
En ambos casos, los coeficientes métricos en las caras del V.C. se
determinan promediando los obtenidos en los nodos (cf. ec. 2.39).

I-2b Idem que I-2a excepto en que los coeficientes métricos en las caras
del V.C. se determinan numéricamente evaluando las derivadas en
dichas caras (cf. ec. 2.41 y 2.42).
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b) Criterios de discretizacidén de los puntos del contorno:

€-1a Funcidn de corriente en contorno Cf: criterio bl (apdo. 2.2.1b).
Patencial de velocidad en contornos Ci y Cs: criterio

(apdo. 2.3.1b).

En ambos casos, las derivadas en la direccién normal al contorno

a

{en

el planc transformado) se evaluan por ajustes polindmicos a dos

puntos (cf.2.50a o 2.111a).

C-1b Idem que C-la, excepto en que la evaluacién de las derivadas

la

direccién normal al contorno se realiza por ajustes polinbmicos a

tres puntos (cf.2.50b o 2.111b).

C-2a Funcidn de corriente en contorno Cf: criterio b2 {(apdo. 2.2.1b)
Potencial de velocidad en contornos Ci y Cs: criterio

(apdo. 2.3.1b).

Los coeficientes métricos en las caras del V.C. se evaluan

forma indicada en I-2a.

b

la

C-2b Idem que C-2a excepto en que la evaluacién de los coeficientes

métricos se realiza segln el criterio indicado en I-2b.

c) Determinacién de la velocidad en los puntos del contorno:

V-1 Las derivadas (de ¢ o ¢ o las correspondientes a los coeficientes
métricos) en la direccién normal al contorno se realizan por ajustes

polindmicos a dos puntos (por ej. 2.46a, 2.50a).

y-2 Las derivadas en la direccién normal se evaluan wmediante

polindmicos a tres puntos (por ej. 2.46b, 2.50b).

d) Coordenadas curvilineas generadas:

ZUEX Generacién mediante resolucién de ec. elipticas (Fig. 19a).

YUEX Generacidén por métodos algebraicos (Fig. 19b y Fig. 19f).
XULT Coordenadas ortogonales (Fig. 19c).
XUFI Coordenadas ortogonales (Fig. 19d).
XUEX Coordenadas ortogonales (Fig. 1Se).

Para el caso de mallas rectangulares, se indican los distintos
numéricos segin la siguiente terminologia:

a) Criterios de discretizacién de los puntos interiores de la malla:
I-1  Funcién de corriente: criterio g (apdo. 2.2.2).
Potencial de velocidad: criterioc gl (apdo. 2.3.2)
I-2 Funcién de corriente: criterio b (apdo. 2.2.2)
Potencial de velocidad: criterio bl (apdo. 2.3.2)

Para el caso de comportamiento incompresible del flujo,
ecuaciones de discretizacién obtenidas de ambos criterios

equivalentes.

b) Criterios de discretizacién de los puntos del contorno:
C-0 Potencial de velocidad: criterio aZg (apdo. 2.3.2)
c-1 Potencial de velocidad: criterio b2 (apdo. 2.3.2)
C-2 Potencial de velocidad: criterio c2 (apdo. 2.3.2).

Para el caso de comportamiento incompresible, las ecuaciones

discretizacién obtenidas segén C-1 o C-2 son equivalentes.

ajustes

criterios

las
son

de
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Flu)o potencial alrededor de un cilindro (Fig. 17)

Los resultados numéricos indicados en las Tablas I a VII han sido obtenidos
para el casc de comportamiento incompresible del flujo. Las condiciones de
contorno empleadas son las indicadas en (2.143). La Tabla VIII y las Fig. 20
y 21 corresponden al caso de flujo potencial compresible. Las condiciones de
contorno empleadas en la integracién numérica de las ecuaciones son las
indicadas en (2.146). Todos estos resultados han sido obtenidos en base a la
discretizacién del dominio por mallas adaptables a los contornos.

En la Tabla I y Tabla I] se indican los resultados obtenidos numéricamente en
funcién del tipo de discretizacién empleado para los puntos interiores del
dominio (I-1, I-2a), del tipo de malla y de la densidad de la malla. Para los
puntos del contorno se han empleado los criteriocs C-2a y V-1.

En general, el incremento de densidad de malla implica una mayor exactitud en
los resultados numéricos. Notese que para 1la malla XUEX, los resultados
obtenidos numéricamente mediante la funcidn de corriente y segn el criterio
I-1, tienden a converger hacia una solucidén incorrecta al incrementarse la

densidad de la malla. Ello es debido, presumiblemente, a errores de
truncamiento ocasionados por la distribucidén irregular de lineas ¢=cte que
parten de las zonas proximas al punto (x=He,y=0). El esquema numérico I-2a

resuelve esta situacidn proporcionando, para este caso, unos resultados mucho
mas precisos.

Los resultados numéricos obtenidos mediante el empleo de la funcién de
corriente indican, a excepcién de la malla XUFI, una superioridad del criterio
de discretizacién I-2a respecto del I-1.

Los resultados obtenidos mediante el empleo del potencial de velocidad indican
guperioridad del esquema I-2a/C-2a respecioc del 1I-1/C-2a.

En ambos casos, funcién de corriente y potencial de velocidad, los resultados
obtenidos en base al empleo de coordenadas curvilineas ortogonales ha sido
superiores a los que se derivan del empleo de mallas no ortogonales.

En la Tabla III se indican, para el caso de flujo incompresible, la
digtribucién de velocidades en el contorno de salida Cf. Para el caso de la

funcién de corriente los resultados obtenidos segtn el criterio C-2a/V-2 o
C-1b/V-280n los mas precisos. El criterio C-1a/V¥-1 da unos resultados muy
imprecisos si bien, tienden a corregirse al aumentar la densidad de la malla.

En lo que se refiere al potencial de velocidad, el criterio de discretizacién
propuesto para la zona Cf proporciona, para log diferentes tipos de mallas
engayadas, una distribucién de velocidades muy proxima a la solucidn exacta.

En la Tabla IV se indica la distribucién de velocidades en los contornos
laterales Ci y Cs obtenidas segGn distintos criterios numéricos.

Para la funcién de corriente, las velocidades en el contorno obtenidas de
emplear el criterio V-2 son, en general, mds precisas que las obtenidas en la
Tabla II segtn el criterio V-1. No obstante, para la malla ZUEX el criterio
I-2a/V-1 ha dado mejores resultados que el I-2a/V-2.

Para el caso del potencial de velocidad se indican diferentes tratamiento de
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los puntos del contorno. El esquema que ha proporcionado unos resultados mas
precisos ha sido el I-2a/C-2a; para dicho esquema, la superioridad del
criterioc V-2 respecto al V-1 ha dependido del tipo de malla. El esquema
I-1/C-1b/V-2 proporciona mejores resultados que el I-1/C-lasV-1.

En la Tabla V se indican algunos resultados referentes a 1la evaluaciédn
numérica de los coeficientes métricos. En los apdos. 1 y 3 se representan
los valores de Dmax obtenidos, mediante el empleo de la funcién de corriente o
del potencial de velocidad, para diferentes tipos de malla y densidades.

De contrastar estos resultados con los indicados en 1la Tabla I se observa,
para el caso de la funcidn de corriente, la superioridad del esquema I-2b/C-2b
respecto del esquema I-2a/C-2a. Para el potencial de velocidad el criterio
mas adecuado ha dependido del tipo de malla empleada.

En el apdo. 2 se representan los valores de Dmax obtenidos para la funcién de
corriente y segin el esquema I-1. La resolucién de la ecuacién de la funcidn
de corriente se realiza para una malla de 16x8; 1los coeficientes métricos
relativos a 1los puntos de dicha malla son obtenidos numéricamente en base a
mallas de igual o de mayor densidad. Para la malla XUFI se tienen expresiones
algebraicas de las lineas coordenadas, lo cual ha permitido la obtencién
analitica de los coeficientes métricos.

Para las mallas XULT y XUFI los resultados numéricos son mids exactos cuanto
mas densa es la malla por medio de la cual se evalltan los coeficientes
métricos. En el caso de emplear la solucién analitica de dichos coeficientes
para la malla XUFI, el mapa de obtenido se corresponde con la solucién
exacta. Notese gque en esta situacidn, los valores de las coordenadas
generadas se corresponden con la propia variable a determinar. Para las
mallas YUEX y XUEX, los resultados obtenidos son mds imprecisos a medida que
la densidad de la malla para el calculo de los coeficientes métricos se hace
mas densa. Para la malla XUEX se llega incluso a provocar la divergencia del
método iterativo a pesar del emplec de bajos factores de subrrelajacién.

Los resultados presentados ponen de manifiesto 1la importancia del criterio
utilizado en 1la evaluacién de los coeficientes métricos. En general parece
mas apropiado emplear coeficientes métricos evaluados numéricamente para la
malla en cuestién y, segln el wismo criterio de aproximacién de las derivadas
que el empleado para la variable dependiente.

En la Tabla V]I se indica el ntmero de  iteraciones requerido para obtener wuna
determinada  precisién del método iterativo. Los resultados numéricos
obtenidos toman como mapa inicial de ¢ o ¢ el correspondiente a la solucién
analitica.

La convergencia de los métodos iterativos para el potencial de velocidad
(contorno HNeumann), es considerablemente wmés lenta que para la funcién de
corriente. En ambos casos, el nGmero de iteraciones empleado por el método de
Gaugs-Seidel o por el TDMAi son del mismo orden. La convergencia del método
TDMAj es mucho mds rapida que la de los dos anteriores; ello es debido al
valor de los coeficientes en las ecuaciones de discretizacién al ser

a1 2> sy,

Para la malla XUFI y para el caso de la funcién de corriente, el nlmero de
iteraciones requerido segén los esquemas I-1/C-2a o I-2a/C-2a son similares.
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Para la malla ZUEX (Tabla VII) el nimero de iteraciones requerido segln ambos
esquemas es identico sin embargo, para la malla XULT la convergencia del
método numérico segin el esquema I-1/C-2a es mds lenta que con el esquema
I-2a/C-2a.

Para el potencial de velocidad y para la malla XUFI, la convergencia de los
métodos iterativos segln el esquema I-2a/C-2a es mas ripida que con el esquema
I-1/C-2a.

Los resultados indicados ponen de manifiesto 1la influencia del factor de
sobrerrelajacién f en la rapidez de convergencia del método iterativo. En los
apdos. 2 y 3 se indican algunos resultados en funcién del método iterativo,
densidad de malla y tipo de esquema numérico. En el apdo. 3 se ensayan, para
el potencial de velocidad y en base al método iterativo de Gauss-Seidel,
factores de relajacidén diferenciados para los puntos del contornc lateral
(fcl) y para los puntos del contorno de salida (fcs). Para los puntos
interiores de la malla se ha empleado un valor constante de f.

En la Tabla VII se indica, para la funcién de corriente, el valor de Dmax y el
ntmero de iteraciones requerido por el método iterativo TDMAJ a diferentes
precisiones ¢€,. Se observa la mayor rapidez de convergencia del método
iterativo para la malla ZUEX que para la malla XULT.

En la Tabla VIII se indica, para el caso de flujo compresible con Mo=.225, el
namero de iteraciones requerido en funcién del factor de subrrelajacién fc
empleado (cf. apdo. 2.2.1c) y para diferentes mallas. El empleo de valores
de fv adecuados reduce el nimero de iteraciones. Los resultados presentados
toman para el inicio de las iteraciones el mapa de ¢ y p correspondiente a la
solucién numérica del flujo a Mo=,001. El empleo de mapas iniciales
arbitrarios y el incremento de la densidad de malla dificulta la convergencia

del método iterativo.

En las Fig. 20 y Fig. 21 se representan la distribucién de v y Cp en los
contornos laterales del flujo compresible alrededor de un cilindro. Los

resultados han sido obtenidos numéricamente mediante la funcién de corriente,
gsegln el criterio numérico I-2b/C-2b/V-2 y con una malla del tipo XULT de
densidad 128x64. La precisidén del método iterativo ha sido de .000001. En el
contorno lateral Ci, la velocidad en el punto (x=He,y=0) es nula. Con el fin
de realizar la grafica se ha introducido este valor conocido de la velocidad.

Flujo potencial a través de una tobera (Fig.18)

Los resultados numéricos presentados en las Tablas X a XIII Y las
Fig. 22, 23 y 24, han s8ido obtenidos en base a la discretizacién del dominio
mediante coordenadas curvilineas adaptables a los contornos. La malla
empleada es la indicada en 1la Fig. 191 En la Tabla X1V se indican los
regsultados obtenidos mediante mallas rectangulares.

En la Jabla X se representa la distribucién de velocidades en los contornos
laterales Ci y Cs. Los resultados han sidoc obtenidos numéricamente, para
Mo=.001 y Mo=.19, mediante la funcidén de corriente. El criterio numérico
empleado ha sido el I-2b/C-2b/V-1, con una densidad de malla de 128x64.

En la Tabla XI se representa, para distintas densidades de malla y segin los
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criterios indicados anteriormente, la velocidad en los contornos laterales asi
como la diferencia en tanto por ciento respecto a los valores indicados en la
Tabla X. Nétese que los resultados numéricos obtenidos para diferentes
densidades de malla tienden, a medida que aumenta la densidad de la malla, a
los valores indicados en la Tabla X. Es por ello que estos resultados han
gido tomados como referencia correcta de la distribucién de velocidades.

En la Tabla XII se indican las velocidades obtenidas en los contornos
laterales segun diferentes criterios numéricos.

Para el caso de la funcidn de corriente, los resultados obtenidos con Mo=.001
y Mo=.19 presentan un grado de error similar. No aparecen diferencias
significativas entre los criterios I-2b/C-2b y I-1/C-2a. El esquema numérico
I-2a/C-2a ha dado resultados algo menos precisos.

Para el potencial de velocidad, los resultados obtenidos con Mo=.001 han sido
mids precisos que para el casoc de Mo=.19. En la situacién de comportamiento
incompresible del flujo (No=.001), los esquemas numericos I-2Zb/C-2b vy
I-2a/C-2a proporcionan unos resultados similares; la precisién del esquema
I-1/C-2a es algo inferior. Para el caso de Mo=.19, no aparecen diferencias
significativas entre los resultados obtenidos segtn los esquemas numéricos
I-2b/C-2b y I-2a/C-2a.

En la Tabla X]JI se expone la distribuciébn de¢ , ¢ , p, v, M y Cp, para
Mo=.19 k=1.4, correspondiente a los puntos de la malla cuyas coordenadas se

especifican. El potencial de velocidad y la funcidén de corriente han sido
obtenidos con wuna densidad de malla de 64x32 y segtn el esquema numérico
I-2b/C-2b/V-1. La precisidn exigida para finalizar las iteraciones fue de
. 000001. La distribucién de velocidades (y por tanto de M y Cp) ha sido
obtenida mediante la funcién de corriente.

En las Fig, 22. Fig. 23 y Fig. 24 se representa la distribucién de v, Cp y M

en los contornos laterales a diferentes Mo. Estos resultados han sido
obtenidos numéricamente mediante la funcién de corriente, segln el esquema
numérico I-2b/C-2b/V-1, malla de 128x64, y con una precisi6n del método
iterativo de .000001.

En la Tabla XIV se indican los resultados obtenidos de discretizar el dominio
mediante mallas rectangulares. Se representan las velocidades en los
contornos laterales y la diferencia en tanto por ciento respecto a las
velocidades de referencia indicadas en la Tabla X.

Para el caso de la funcién de corriente los resultados obtenidos son muy
precisos, tanto para el caso de Mo=.001 como para Mo=.19. No se observan
diferencias significativas entre los esquemas numéricos I-1 e I-2.

Para el caso del potencial de velocidad los resultados numéricos obtenidos son
bastante imprecisos, no obstante la situacién mejora al incrementarse la
dengidad de malla. El error en la determinacién de las velocidades es
guperior para Mo=.19 que para Mo=.00l. Los esquemas numéricos I-1/C-1 y
I-2/C-2 (identicos para el caso de comportamiento incompresible del flujo!) dan
unos resultados similares y mds precisos que los obtenidos con I-1/C-0.
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TABLA I:
indica:

(1,)) de 1la mwalla en
medio de las diferencias,
la solucidn exacta.

en valor absoluto,

Flujo potencial incompresible alrededor de un cilindro (Fig.17).
- el valor absoluto de la diferencia mdxima entre los valores de ¢ o
¢ obtenidos numéricamente y los que se derivan de la soluciédn exacta; el punto
donde se produce dicha diferencia mixima,
entre los resultados numéricos
Téngase presente que 0.00 € ¢ < 0.1885 y 0.00 < ¢ < 2.30,

Discret. ptos. cont.: C-2a. €, =. 000001
Funcion de corriente
Tipo Discre- Densidad malla
de tizacion
malla | ptos.int. 16x8 32x16 64x32
I-1 .015183 (9,3) | .006263 (17,3) | .002718 (33,2)
. 001131 . 000330 . 000079
ZUEX
I-2a . 020257 (9,3) | .008660 (17,3) ] .003088 (33,2)
. 001575 . 000452 . 000102
I-1 . 020399 (9,5) | .012637 (17,9) | .009072 (33, 16)
. 002247 . 000943 . 000502
YUEX
I-2a .028761 (9,5) | .017406 (17,9) | .010695 (34, 22)
. 001884 . 000772 . 000294
I-1 .003768 (8,3) | .002458 (14,5) | .000779 (25,6)
. 000627 . 000354 . 000105
XULT
I-2a . 001434 (7,3) | .000765 (33,9) | .000411 (65,17)
. 000233 . 000088 . 000026
I-1 .001792 (5,4) | .002149 (7,3) | .000802 (14,2)
. 000184 . 000116 . 000021
XUFI
I-2a .007337 (4,4) | .002356 (7,7)| .002167 (14,6)
. 000633 . 000189 . 000066
I-1 .021776 (9,3) | .022632 (17,5) | .025197 (33,9)
. 002569 . 002268 . 002361
XUEX
I-2a .011098 (9,3) | .005160 (17,3) -
. 000910 . 000286

- el valor




Potencial de velocidad
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Tipo Discre- Densidad malla
de tizacion
malla ptos. int. 16x8 32x16
I-1 .317462 (9,2) | .284155 (17, 2)
. 216512 . 203089
ZUEX
I-2a .032985 (10,4) | . 019998 {18, 4)
. 013362 . 008305
I-1 . 113287 (16,9} | .051665 (31, 1)
. 072508 . 033100
XULT
I-2a .026997 (11,9) | .012694 (20,17}
. 014531 . 007196
I-1 . 029969 (16,1) | .022618 (32,1)
. 018844 . 015641
XUFI
I-2a . 019201 (4,1) | .008315 (7,1)
. 003902 . 001344
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TABLA II: Flujo potencial incompresible alrededor de un cilindro. Se represen-

tan las velocidades obtenidas numéricamente

en los

contornos laterales, Ci y

Cs, correspondientes a los casos indicados en la Tabla I. Los resultados
referentes al contorno Cs se han sefialado con un asterisco. Entre paréntesis
se indica el tanto por ciento de error respecto de la solucibén exacta. Crite-
rios discret.: C-2a/V-1. ¢,=.000001
1. Funcién de corriente. Malla ZUEX
coord | sol. 16x8 32x16
X exacta
vel, I-1 I-2a I-1 I-2a
0.00 | 0.7500 | 0.7500 (0.00%) } 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%)
0.25 | 0.6735 | 0.6737 (0.04%) | 0.6727 (0.11%4) | 0.6736 (0.01%) ] 0.6733 (0.03%)
0.50 | 0.5556 | 0.5582 (0.46%) | 0.5339 (0.30%) | 0.5565 (0.17%) | 0.5553 (0.04%)
0.75 | 0.3600 | 0.3793 (5.37%) | 0.3677 (2.14%) | 0.3681 (2.24%) | 0.3636 (0.99%)
0.88 | 0.2099 | 0.2558 (21.9%) | 0.2562 (22.1%) | 0.2328 (10.9%) | 0.2226 (6.06%)
1.1310.9682 | 1.1586 (19.7%) | 0.9853 (1.76%) { 0.9603 (0.82%) | 0.9469 (2.21%)
1.25 [ 1.3229 | 1.3142 (0.66%) | 1.3099 (0.98%) | 1.3343 (0.86%) | 1.3238 (0.07%)
1.50 | 1.7321 | 1.7325 (0.02%) | 1.7310 (0.06%) | 1.7320 (0.01%) | 1.7319 (0.01%)
1.75 11,9365 | 1.9277 (0.46%) | 1.9312 (0.27%) | 1.9319 (0.24%) | 1.9342 (0.12%)
2.00 | 2.0000 | 2.0246 (1.23%) | 2.0232 (1.16%) | 2.0218 (1.09%) | 2.0187 (0.94%)
#0.00 ( 0.7638 | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) { 0.7638 (0.00%)
%¥0.25 1 0.7038 | 0.7013 (0.35%) | 0.7038 (0.02%) | 0.7025 (0.19%) | 0.7036 (0.04%)
%¥0.50 | 0.6392 | 0.6314 (1.23%) | 0.6380 (0.20%) | 0.6352 (0.63%) | 0.6379 (0.21%)
0,75 | 0.68592 | 0.6137 (6.91%) | 0.6060 (8.06%) | 0.6402 (2.88%) | 0.6367 (3.41%)
%0.88 | 0.7730 | 0.6748 (12.7%) | 0.6550 (15.3%) | 0.7430 (3.88%) | 0.7382 (4.50%)
#1.13 | 1,1576 | 1.2589 (8.75%) | 1.3380 (15.6%) | 1.1505 (0.61%) | 1.1463 (0.97%)
¥1,251.3414 | 1.3381 (0.25%) | 1.3165 (1.86%) | 1.3392 (0.16%) | 1.3433 (0.14%)
#1,50 | 1.6187 | 1.6246 (0.37%) } 1.6245 (0.36%) | 1.6207 (0.13%) ] 1.6203 (0.10%)
1,75 1.7771 | 1.7857 (0.48%) | 1.7835 (0.36%) | 1.7813 (0.24%) | 1.7795 (0.14%)
2,00 | 1.8285 ] 1.8102 (1.00%) | 1.8112 (0.94%) | 1.8098 (1.02%) | 1.8125 (0.87%)
2. Funcion de corriente. Malla YUEX
coord | sol. 16x8 32x16
x exacta
vel, I-1 I-2a I-1 I-2a
0.00 | 0.7500 | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0,00%) | 0.7500 (0.00%)
0.25 | 0.6735 | 0.6738 (0.05%) | 0.6734 (0.02%} { 0.6737 (0.03%) | 0.6735 (0.00%)
0.50 {1 0.5556 | 0.3591 (0.64%) | 0.5566 (0.19%) | 0.5577 (0,38%) | 0.5560 (0.09%)
0.75 { 0.3600 | 0.3826 (6.28%) ] 0.3626 (0.73%) | 0.3741 (3.92%) | 0.3622 (0.60%)
0.88 | 0.2099 | 0.2575 (22.7%) | 0.1928 (8.12%) | 0.2393 (14.0%) | 0.2044 (2,59%)
1.13 | 0.9682 | 1.1828 (22,2%) | 1.0123 (4.55%) | 0.9720 (0.39%) | 0.9636 (0.48%)
1.2511.3229 | 1.3084 (1.09%) | 1.3427 (1.50%) | 1.3252 (0.17%) | 1.3335 (0.80%)
1.50 | 1.7321 |{ 1.7323 (0.01%) | 1.7343 (0.13%) | 1.7321 (0.00%) | 1.7324 (0.02%)
1.75 [ 1.9365 | 1.9274 (0.477%) | 1.9272 (0.48%) | 1.9318 (0.24%) | 1.9318 (0. 24%)
2.00 | 2.0000 | 2.0265 (1.33%) | 2.0246 (1.22%) | 2.0263 (1.32%) | 2.0217 (1.08%)
%¥0.00 | 0.7638 | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) } 0.7638 (0.00%)
%¥0.25 | 0.7038 | 0.7011 (0.38%) | 0.7020 (0.26%) | 0.7023 (0.21%) | 0.7027 (0. 16%)
¥0.50 | 0.6392 ] 0.6291 (1.58%) ; 0.6326 (1.03%) | 0.6329 (0.98%) | 0.6356 (0.58%)
0,75 | 0.6592 | 0.5976 (9.34%) | 0.6091 (7.60%4) | 0.6211 (5.78%) | 0.6365 (3. 44%)
%¥0,88 | 0.7730 | 0.6400 (17.2%) | 0.6510 (15.8%) | 0.7008 (9.34%) | 0.7242 (6.31%)
#1.13 | 1.1576 | 1.3351 (15.3%) | 1.4726 (27.2%) | 1.1743 (1.44%) | 1.1290 (2.47%)
¥1.25[1.3414 | 1.3589 (1.30%) ] 1.3199 (1.60%) | 1.3410 (0.03%) | 1.3387 (0.20%)
%¥1,50 | 1.6187 | 1.6251 (0.39%) | 1.6246 (0.37%4) | 1.6208 (0.13%) | 1.6208 (0.13%)
#1.75 [ 1.7771 | 1.7835 (0.47%) | 1.7865 (0.54%) | 1.7812 (0.23%) | 1.7812 (0.23%)
2,00 [1.8285 | 1.8083 (1.10%) | 1.8098 (1.02%) | 1.8056 (1.25%) | 1.8096 (1.03%)
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3. Funcion de corriente. Malla XULT
coord sol. 16x8 32x%16
X exacta
vel. I-1 I-2a I-1 I1-2a
0.00 | 0.7500 | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%)
0.32 | 0.6451 | 0.6455 (0.06%) | 0.6425 (0.40%) | 0.6454 (0.04%) | 0.6444 (0.11%)
0.48 | 0.5660 | 0.5681 (0.38%) | 0.5622 (0.68%) | 0.5673 (0.23%) | 0.5648 (0.20%)
0.64 | 0.4572 | 0.4659 (1.89%) | 0.4561 (0.23%) | 0.4622 (1.10%) | 0.4558 (0.30%)
0.80 1 0.3016 | 0.3340 (10.7%) | 0.3177 (5.32%) | 0.3183 (5.55%) | 0.3028 (0.38%)
1.01 | 0.2488 | 0.3093 (24.3%) | 0.2804 (12.7%) | 0.2808 (12.9%) | 0.2575 (3.51%)
1.10 | 0.8629 | 0.8554 (0.87%) | 0.8475 (1.78%) | 0.8588 (0.47%) | 0.8572 (0.66%)
1.28 1 1.3886 | 1.3771 (0.82%) | 1.3826 (0.43%) | 1.3828 (0.42%) | 1.3857 (0.21%)
1.54 { 1.7721 | 1.7609 (0.63%) | 1.7676 (0.25%) | 1.7664 (0.32%) | 1.7696 (0.14%)
1.84 | 1.9742 | 1.9642 (0.50%) | 1.9518 (1.13%) | 1.9689 (0.27%) | 1.9703 (0.20%)
2.00 | 2.0000 [ 2.0381 (1.91%) | 2.0371 (1.86%) | 2.0338 (1.69%) | 2.0306 (1.53%)
¥0.00 { 0.7638 | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) { 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%)
¥0.30 | 0.6912 | 0.6865 (0.68%) | 0.6903 (0.13%) | 0.6887 {0.37%) | 0.6904 (0.11%)
x0.44 | 0.6532 | 0.6432 (1.52%) | 0.6473 (0.90%) | 0.6479 (0.82%) | 0.6508 (0.37%)
%¥0,70 | 0.6371 [ 0.5961 (6.44%) | 0.6300 (1.11%) | 0.6111 (4.07%) | 0.6365 (0.09%)
¥0.80 | 0.6965 | 0.6681 (4.08%) | 0.6712 (3.63%) | 0.6827 (1.99%) | 0.6871 (1.35%)
0,92 | 0.8325 | 0.8258 (0.81%) | 0.8333 (0.09%) | 0.8291 (0.41%) | 0.8327 (0.02%)
¥1,18 ] 1.2483 | 1.2550 (0.54%) | 1.2525 (0.33%4) { 1.2515 (0.25%) | 1.2498 (0.12%)
¥1,33 [ 1.4447 | 1.4529 (0.56%) | '1.4475 (0.19%) | 1.4488 (0.28%) | 1.4461 (0.09%)
¥1.49 4§ 1.6077 | 1.6166 (0.55%) | 1.6103 (0.16%) | 1.6122 (0.28%) | 1.6091 (0.09%)
¥1.8211.8034 | 1.8117 (0.46%) } 1.8218 (1.02%) | 1.8078 (0.24%) | 1.8060 (0.14%)
%¥2,00(1.8285 | 1.8033 (1.38%) | 1.8040 (1.34%) | 1.8002 (1.59%) { 1.8029 (1.40%)
4, Funcion de corriente. Malla XUFI
coord sol. 16x8 32x16
X exacta
vel. I-1 I-2a I-1 I-2a
0.00 | 0.7500 | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%)
0.22 ] 0.6854 | 0.6841 (0.18%) ] 0.6770 (1.22%) | 0.6850 (0.06%) | 0.6834 (0.29%)
0.46 | 0.5766 | 0.5710 (0.97%) 0.5480 (4.96%) | 0.5738 (0.49%) | 0.5655 (1.92%)
0.81 | 0.2975 { 0.3111 (4.56%) ] 0.3854 (29.5%) | 0.2801 (5.86%) | 0.3362 (13.0%)
1.06 | 0.6960 | 0.6604 (5.11%)| 0.5995 (13.8%) | 0.6785 (2.51%) | 0.6505 (6.53%)
1.14 11.0227 | 1.0035 (1.88%)| 0.9834 (3.84%) | 1.0147 (0.78%) | 1.0135 (0.90%)
1.30 1} 1.4221 | 1.4097 (0.88%)] 1.4170 (0.36%) | 1.4161 (0.42%) | 1.4195 (0.18%)
1.53 | 1.7667 | 1.7550 (0.66%) ] 1.7617 (0.28%) | 1.7608 (0.33%) | 1.7640 (0.15%)
1.77 { 1.9443 | 1.9327 (0.60%)| 1.9388 (0.28%) | 1.9385 (0.30%) | 1.9415 (0. 14%)
1.8411.9754 ] 1.9642 (0.57%)| 1.9688 (0.34%) | 1.9697 (0.29%) | 1.9725 (0. 15%)
2.00 ] 2.0000 j 2.0273 (1.37%)| 2.0246 (1.23%) | 2.0226 (1.13%) | 2.0170 (0.85%)
#0.00 | 0.7638 | 0.7638 (0.00%)| 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%)
%¥0.20 | 0.7171 | 0.7156 (0.21%)| 0.7229 (0.81%) | 0.7159 (0.16%) | 0.7186 (0.20%)
#0.42 | 0.6572 | 0.6556 (0.24%)| 0.6643 (1.08%) | 0.6562 (0.16%) | 0.6622 (0.76%)
¥0.66 | 0.6280 | 0.6099 (2.89%) 0.5574 (11.3%) | 0.6255 (0.40%) | 0.6052 (3.64%)
#0.85 | 0.7447 | 0.7511 (0.86%)| 0.7765 (4.28%) | 0.7458 (0.14%) | 0.7373 (1.67%)
#¥0.99 | 0.9416 | 0.9494 (0.83%) | 0.9718 (3.20%) | 0.9439 (0.24%) | 0.9300 (0.89%)
¥1.10] 1.1244 | 1.1318 (0.65%)| 1.1343 (0.88%) | 1.1273 (0.26%) | 1.1271 (0.24%)
#1.48 | 1.6025 ] 1.6115 (0.56%) 1.6062 (0.23%) | 1.6070 (0.28%) | 1.6045 (0.13%)
#1.74 1 1.7742 | 1.7837 (0.54%) | 1.7786 (0.25%) | 1.7790 (0.27%) | 1.7765 (0.13%)
¥1.83(1.8045 | 1.8138 (0.51%)| 1.8101 (0.31%) | 1.8092 (0.26%) | 1.8069 (0.13%)
¥2,00 | 1.8285 | 1.8060 (1.23%)) 1.8083 (1.10%) | 1.8090 (1.07%) | 1.8140 (0.79%)
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5. Funcion de corriente. Malla XUEX
coord sol. malla 16x8 malla 32x16
X exacta
vel. I-1 I-2a I-1 I-2a
0.00 | 0.7500 | 0.7301 (0.01%) | 0.7501 (0.01%) { 0.7300 (0.00%) | 0.7500 {(0.00%)
0.25] 0.6735 | 0.6747 (0.18%) | 0.6728 (0.10%) | 0.6746 (0.17%) | 0.6733 (0.03%)
0.50 | 0.5556 | 0.5685 (2.32%) | 0.3568 (0.23%) | 0.5686 (2.33%) | 0.5561 (0.09%)
0.75 ] 0.3600 | 0.4424 (22.9%) | 0.3882 (7.82%) | 0.4430 (23.1%) | 0.3707 (2.97%)
0.88 | 0.2099 [ 0.3883 (85.0%) | 0.2838 (35.2%) | 0.3855 (86.7%) | 0.2494 (18.8%)
1.13 ] 0.9682 | 0.9663 (0.20%) | 0.8799 (9.12%) | 0.9656 (0.27%) | 0.9449 (2.41%)
1.2511.3229 | 1.3082 (1.11%) | 1.3089 (1.06%) | 1.3163 (0.30%) | 1.3200 (0.22%)
1.50 ] 1.7321 | 1.7203 (0.68%) ] 1.7291 (0.17%) | 1.7262 (0.34%) | 1.7299 (0.13%)
1.75]1 1.9365 | 1.9231 (0.59%) | 1.9317 (0.25%) | 1.9307 (0.30%) { 1.9340 (0.13%)
2.00 | 2.0000 | 2.0349 (1.74%) | 2.0335 (1.67%) | 2.0303 (1.51%) | 2.0262 (1.31%)
x0.00 4 0.7638 | 0.7631 (0.09%) | 0.7631 (0.09%) | 0.7634 (0.03%) | 0.7634 (0.05%)
#0.23 1 0.7090 | 0.7042 (0.67%) | 0.7072 (0.25%) | 0.7039 (0.43%) | 0.7080 (0.15%)
¥0.45 ] 0.6495 | 0.6282 (3.28%) | 0.6395 (1.54%) | 0.6316 (2.75%) | 0.6457 (0.38%)
x0.68 | 0.6324 | 0.5047 (20.2%) | 0.5923 (6.34%) | 0.5035 (20.3%) | 0.6251 (1.16%)
¥0.97 | 0.9021 | 0.9044 (0.25%) | 0.9387 (4.06%) | 0.8987 (0.37%) | 0.9208 (2.08%)
¥1.15( 1.1894 | 1.1990 (0.81%) | 1.2044 (1.26%) | 1.1931 (0.31%) { 1.1924 (0.25%)
x1.30 1] 1.4074 | 1.4166 (0.65%) | 1.4096 (0.16%) { 1.4116 (0.30%) | 1.4084 (0.07%)
¥1.59 | 1.6867 | 1.6961 (0.56%) ! 1.6885 (0.11%) | 1.6914 (0.28%) | 1.6879 (0.07%)
¥1.86 ] 1.8132 ] 1.8211 (0.43%) | 1.8301 (0.93%) | 1.8174 (0.23%) | 1.8139 (0.15%)
%2.00 | 1.8285 [ 1.8021 (1.44%) | 1.8031 (1.39%) | 1.8024 (1.43%) | 1.8059 (1.23%)
6. Potencial de velocidad. Malla ZUEX
coord sol. malla 16x8 malla 32x16
X exacta
vel. I-1 I-2a I-1 I-2a
0.00 | 0.7500 | 0.7500 (0.00%) { 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%)
0.25 | 0.6735 | 1.0287 (52.8%) | 0.6710 (0.37%) | 0.9947 (47.7%) | 0.6727 (0. 12%)
0.50 | 0.5556 | 0.8454 (52.2%) | 0.5462 (1.68%) | 0.8256 (48.6%) | 0.5535 (0.38%)
0.75 1 0.3600 | 0.5192 (44.2%) | 0.3144 (12.6%) | 0.5584 (55.1%) { 0.3490 (3.05%)
0.88 1 0.2099 | 0.3969 (89.1%) | 0.2447 (16.6%) | 0.3061 {(45.8%) i 0.1675 (20.1%)
1.13 1 0.9682 | 0.7240 (25.2%) | 0.6921 (28.5%) | 0.8733 (9.80%) | 0.9167 (5.32%)
1.2511.3229 | 1.2167 (8.03%4) | 1.2797 (3.27%4) | 1.3001 (1.72%4) | 1.3091 (1,04%)
1.5011.7321 | 1.7064 (1.48%) | 1.7240 (0.46%) | 1.7233 (0.51%) | 1.7299 (0.12%)
1.75] 1.9365 | 1.9305 (0.31%4) | 1.9332 (0.17%) | 1.9334 (0.16%) ] 1.9348 (0.09%)
2.00 ] 2.0000 | 1.9999 (0.00%) | 1.9999 (0.01%) | 1.9992 (0.04%) { 1.9992 (0.04%)
0,00 | 0.7638 ] 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%)
¥0.25| 0.7038 | 1.0828 (53.8%) | 0.7065 (0.38%) ; 1.0414 (47.9%) | 0.7041 (0.03%)
¥0.50 | 0.6392 | 0.9767 (52.8%){ 0.6577 (2.89%) | 0.9343 (46.2%4) | 0.6427 (0.54%)
%0,75 | 0.6592 | 0.8794 (33.4%) | 0.6747 (2.36%) | 0.8415 (27.7%) | 0.6494 (1. 48%)
0,88 0.7730 ] 0.8509 (10.1%) | 0.7215 (6.66%) | 0.8348 (8.00%) | 0.7236 (6.39%)
¥1.13 | 1.1576 | 1.0799 (6.71%){ 1.1238 (2.91%) | 1.1487 (0.76%) | 1.1597 (0. 18%)
x1.25]1 1.3414 1 1.3134 (2.09%) | 1,3627 (1.58%) | 1.3324 (0.67%) | 1.3402 (0.09%)
¥1.501] 1.6187 | 1.6021 (1.03%) | 1.6152 (0.22%) | 1.6121 (0.41%) | 1.6172 (0.09%)
#1,7511.7771 ) 1.7711 (0.34%) | 1.7727 (0.25%) | 1.7743 (0.16%) | 1.7752 (0. 10%)
¥2,00 [ 1.8285( 1.8266 (0.10%) ] 1.8266 (0.10%) { 1.8273 (0.06%) | 1.8273 (0.06%)




75

7. Potencial de velocidad. Malla XULT
coord sol. malla 16x8 malla 32x16
X exacta
vel. I-1 I-2a I-1 I-2a
0.00 | 0.7500 | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%)
0.32 ] 0.6451 | 0.5636 (12.8%) | 0.6384 (1.04%) | 0.6088 (5.64%) | 0.6436 (0.23%)
0.48 | 0.5660 | 0.4892 (13.6%) | 0.5522 (2.44%) | 0.5323 (5.95%) | 0.5626 {(0.60%)
0.64 | 0.4572 | 0.3885 (15.0%) | 0.4575 (6.350%) | 0.4274 (6.52%) | 0.4497 (1l.64%)
0.80 ] 0.3016 | 0.2418 (19.9%) | 0.2617 (13.2%) { 0.2753 (8.73%) | 0.2818 (6.57%)
1.01 | 0.2488 | 0.2578 (3.62%) | 0.2646 (6.37%) | 0.2275 (8.57%) | 0.2189 (11.9%)
1.10 1 0.8629 | 0.7984 (7.47%) | 0.8383 (2.84%) | 0.8360 (3.12%) { 0.8572 (0.66%)
1.28 |1 1.3886 | 1.3457 (3.08%) | 1.3882 (0.03%) | 1.2462 (1.77%) | 1.3887 (0.01%)
1.54 11,7721 1 1.7568 (0.86%) | 1.7738 (0.09%) | 1.7645 (0.43%) | 1.7725 (0.02%)
1.84 ) 1.9742 } 1.9734 (0.04%) | 1.9755 (0.06%) | 1.9736 (0.03%) ) 1.9745 (0.02%)
2.00 { 2.0000 | 2.0012 (0.06%) | 2.0012 (0.06%) | 2.0003 (0.02%) | 2.0003 (0.02%)
*0.00 | 0.7638 | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) { 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%)
¥0.30 { 0.6912 { 0.6067 (12.2%) | 0.6890 (0.33%) { 0.6527 (5.57%) | 0.6924 (0.15%)
%x0.44 | 0.6532 | 0.5706 (12.6%) | 0.6429 (1.57%) | 0.6147 (5.89%) | 0.6524 (0.20%)
#¥0,70 | 0.6371 | 0.6388 (0.27%) | 0.7814 (22.7%) | 0.7018 (10.2%) | 0.7677 (16.1%)
#0.80 | 0.6965 | 0.6228 (10.6%) | 0.6212 (10.8%) | 0.6672 (4.21%) | 0.6835 (2.85%)
#0.92 | 0.8325 | 0.7802 (6.28%) | 0.8206 (1.42%) | 0.8073 (3.02%) | 0.8337 (0.02%)
¥1.18|1.2483 | 1.2112 (2.97%) | 1.2513 (0.24%) | 1.2311 (1.38%) | 1.2499 (0.06%)
#1.33 | 1.4447 {1.4188 (1.80%) | 1.4454 (0.04%) | 1.4324 (0.85%) | 1.4433 (0.01%)
¥1.49 | 1.6077 ] 1.5920 (0.98%) | 1.6074 (0.02%) | 1.6001 (0.48%) | 1.6077 (0.01%)
¥1.82 | 1.8034 [ 1.8007 (0.15%) | 1.8026 (0.04%) | 1.8023 (0.06%) | 1.8029 (0.01%)
¥2.00 | 1.8285 11.8277 (0.04%) { 1.8277 (0.04%) | 1.8283 (0.01%) | 1.8283 (0.01%)
8. Potencial de velocidad. Malla XUFI
coord sol. malla 16x8 malla 32x16
X exacta
vel, I-1 I-2a I-1 I-2a
0.00 | 0.7500 | 0.7500 (0.00%) | 0.7300 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) } 0.7500 (0.00%)
0.2210.6854 | 0.6781 (1.07%) | 0.6833 (0.30%) | 0.6736 (1.73%) | 0.6816 (0.55%)
0.46 | 0.5766 | 0.5029 (12.8%) | 0.4917 (14.7%) | 0.5521 (4.25%) | 0.5672 (1.60%)
0.81 | 0.2975 | 0.4672 (S7.1%) | 0.4460 (49,9%) | 0.3698 (24.3%) | 0.3450 (15.9%)
1.06 ] 0.6960 | 0.5191 (25.4%) | 0.5405 (22.3%) | 0.5787 (16.9%) | 0.6386 (8.24%)
1.14 ] 1.0227 | 0.8929 (12.7%) | 0.9871 (3.47%) | 0.9858 (3.61%) | 1.0174 (0.52%)
1.30 ] 1.4221 | 1.3801 (2.96%) | 1.4242 (0.15%) | 1.4044 (1.25%) | 1.4226 (0.03%)
1.53 | 1.7667 | 1.7512 (0.88%) | 1.7680 (0.07%) | 1.7597 (0.40%) | 1.7670 (0.02%)
1.77 1 1.9443 | 1.9412 (0.16%) | 1.9450 (0.04%) { 1.9430 (0.07%) | 1.9445 (0.01%)
1.84 ] 1.9754 | 1.9743 (0.06%) | 1.9761 (0.03%) | 1.9748 (0.03%) | 1.9756 (0.01%)
2.00 | 2.0000 | 2.0007 (0.03%) | 2.0006 (0.03%) | 2.0002 (0.01%) | 2.0002 (0.01%)
*0.00 | 0.7638 | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%)
¥0,20 | 0.7171 ] 0.7270 (1.38%) | 0.7336 (2.30%) } 0.7076 (1.32%) | 0.7150 (0. 28%)
*#0.42 ] 0.6572 | 0.6610 (0.58%) | 0.6491 (1.23%) | 0.6500 (1.10%) | 0.6626 (0.82%)
%¥0.66 | 0.6280 | 0.6372 (1.46%) | 0.6121 (2.53%) | 0.6240 (0.65%) | 0.6113 (2.66%)
#0.85 | 0.7447 | 0.7145 (4.04%) | 0.7397 (0.67%) | 0.7232 (2.62%4) | 0.7527 (1.08%)
#0.99 | 0.9416 | 0.8896 (5.52%) | 0.9679 (2.77%) | 0.9174 (2.57%) | 0.9503 (0.92%)
¥1.10 1 1.1244 | 1.0769 (4.23%) | 1.1359 (1.02%) | 1.1035 (1,86%) | 1.1264 (0.18%)
#1,.48 |1 1.6025 | 1.5867 (0.98%) | 1.6019 (0.04%) | 1.5959 (0.41%) | 1.6023 (0.01%)
%¥1.74 |1 1.7742 | 1.7701 (0.23%) | 1.7738 (0.03%) | 1.7724 (0.10%) | 1.7741 (0.01%)
¥1.83 | 1.8045 | 1.8024 (0.16%) | 1.8041 (0.02%) | 1.8038 (0.04%) | 1.8044 (0.01%)
¥2,00 | 1.8285 | 1.8281 (0.02%) | 1.8281 (0.02%) | 1.8284 (0.01%) | 1.8284 (0.01%)
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TABLA III: Flujo potencial incompresible alrededor de un cilindro. Se
representan las velocidades obtenidas numéricamente, seglin distintos criterios
numéricos, en los puntos (x=Ht,y) del contorno de salida Cf. Entre paréntesis
se indica el tanto por ciento de error respecto de la solucidn exacta,
€, =. 000001,

Funcion de corriente. Malla XULT, 16x8. Discret. ptos. int,: I-1.

sol.
y exacta C-las V-1 C-1b/ V-2 C-2a/ V-1 C-2a/ V-2
vel.
1.099 | 1.8285 | 0.7526 (58.8%) | 1.8011 (1.49%) | 1.8033 (1.37%) | 1.8296 (0.06%)
1.073 | 1.8686 ] 1.5035 (19.5%) | 1.8683 (0.01%) | 1.8541 (0.77%) | 1.8693 (0.04%)
1.048 | 1.9104 | 1.7492 (8.44%) | 1.9105 (0.00%) | 1.91385 (0.27%) | 1.9105 (0.00%)
1.024 ] 1.9542 | 1.5431 (21.0%) | 1.9547 (0.02%) | 1.9804 (1.34%) | 1.9535 (0.03%)
1.000 | 2.0000  5.1548 (157.%) | 2.0293 (1.46%) | 2.0381 (1.91%) | 1.9981 (0.10%)

Funcion de corriente. HMalla XULT, 32x16. Discret. ptos. int.: I-1.

s0l.
y exacta C-las V-1 C-1bs V-2 C-2a/ V-1 C-2a/ V-2
vel.
1.099 ) 1.8285 ) 1.1211 (38.7%) | 1.8250 (0.19%) | 1.8002 (1.54%) | 1.8287 (0.01%)
1.073 1 1.8686 | 1.8360 (1.74%) | 1.8684 (0.01%) | 1.85335 (0.81%) | 1.8687 (0.01%)
1.048 | 1.9104 } 1.901) (0.49%) | 1.9104 (0.00%) | 1.9113 (0.05%) | 1.9104 (0.00%)
1,024 | 1.9542 ] 1.9556 (0.07%) | 1.9543 (0.01%) | 1.9724 (0.93%) | 1.9541 (0.01%)
1.000 | 2.0000 | 3.4277 (71.4%) | 2.0037 (0.19%) | 2.0338 (1.69%) | 1.9996 (0.02%)

Potencial de velocidad., Criterios numéricos: I-2a/ C-2a/ V-1. Malla: 16x8.

sol.
b exacta XULT XUFI X ZUEX

vel.
1.099 | 1.8285 1.8277 (0.04%) | 1.8280 (0.02%) 1.099 | 1.8266 (0.10%)
1.073 | 1. 8686 1.8681 (0.03%)| 1.8680 (0.01%) 1.074 | 1.8666 (0.02%)
1.048 | 1.9104 1.9104 (0.00%) | 1.9101 (0.00%) 1.049 | 1.9087 (0.03%)
1.024 ] 1.9542 1.9547 (0.03%) | 1.9542 (0.01%) 1.0251] 1.9531 (0.03%)
1.000 | 2.0000 { 2.0012 (0.06%) | 2.0006 (0.03%) 1.000 | 1.9999 (0.00%)




TABLAIV: Flujo potencial incompresible alrededor de un cilindro.

Cs, y el tanto por ciento de error respecto de la solucién exacta.
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dad en Cs se indica con un asterisco.

Se represen-
tan las velocidades obtenidas numericamente en los contornos laterales, Ci y

La veloci-

1. Funcidn de corriente. Malla 'ZUEX. Esq. num.: A=I-1/V-2; B=I-2a/V-2.
coord sol, 16x8 32x16
X exacta
vel, A B A B
0.00 | 0.7500 | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7300 (0.00%) | 0.7500 (0.00%)
0.25) 0.6735 | 0.6734 (0.02%) | 0.6730 (0.07%) | 0.6735 (0.00%) | 0.6734 (0.01%)
0.50 | 0.5556 | 0.5573 (0.31%) | 0.5561 (0.11%) | 0.5563 (0.13%) | 0.5569 (0. 24%)
0.75 | 0.3600 | 0.3774 (4.83%) | 0.3758 (4.40%) | 0.3672 (2.00%) | 0.3735 (3.76%)
0.88 | 0.2099 | 0.2520 (20.1%) | 0.2825 (34.6%) | 0.2318 (10.4%) | 0.2401 (14.4%)
1.13] 0.9682 | 1.0141 (4.74%) | 0.8337 (13.9%) | 0.8944 (7.63%) | 0.8853 (8.356%)
1,25} 1.3229 1 1.2599 (4.76%)  1.2610 (4.67%) | 1.3164 (0.49%) | 1.3110 (0.90%)
1.50 | 1.7321 | 1.7315 (0.03%) | 1.7293 (0.16%) | 1.7319 (0.01%) | 1.7316 (0.02%)
1.75| 1.9365 | 1.9369 (0.02%) | 1.9360 (0.02%) | 1.9366 (0.01%) | 1.9365 (0.00%)
2.00 | 2.0000 | 1.9994 (0.03%) | 1.9995 (0.02%) | 2.0000 (0.00%) | 2.0005 (0.03%)
*0.00 | 0.7638 | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7500 (0.00%)
#0.25] 0.7038 | 0.7039 (0.00%) [ 0.7052 (0.19%) | 0.7038 (0.00%) | 0.7041 (0.04%)
*0.50 | 0.6392 | 0.6373 (0.30%) | 0.6370 (0.34%) | 0.6383 (0.14%) | 0.6370 (0.35%)
¥0.75 | 0.6592 | 0.6305 (4.35%) | 0.5878 (10.8%) ] 0.6495 (1.46%) | 0.6261 (5.02%)
x0.88 | 0.7730 | 0.7029 (9.06%) | 0.6326 (18.2%) | 0.7581 (1.893%){ 0.732%1 (5.29%)
¥1.13( 1.13576 | 1.2897 (11.4%) | 1.3929 (20.3%) | 1.1398 (0.19%) | 1.1506 (0.60%)
¥1.25] 1.3414 | 1.3454 (0.30%) | 1.3152 (1.96%) | 1.3447 (0.24%) | 1.3464 (0.37%)
#1.50 | 1.6187 | 1.6229 (0.26%)  1.6240 (0.33%) | 1.6197 (0.07%) | 1.6199 (0.08%)
¥1.75 1.7771 | 1.7778 (0.04%) | 1.7787 (0.09%) { 1.7773 {0.01%Z) { 1.7775 (0.02%)
¥2,00( 1,8285 | 1.8286 (0.00%) | 1.8285 (0.00%) | 1.8285 (0.00%) | 1.8280 (0.03%)
2 Funcion de corriente. Malla XULT. Esq. num.: A=I-1/V-2; B=I-2a/V-2.
coord sol. 16x8 32x16
ble exacta
vel. A
0.00 | 0.7500 | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) { 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%)
0.32| 0.6451 | 0.6444 (0.11%) | 0.6423 (0.44%) | 0.6451 (0.00%) | 0.6444 (0.12%)
0.48 | 0.5660 | 0.3658 (0.04%) | 0.5613 (0.84%) | 0.5667 (0.13%) | 0.5648 (0.21%)
0.64 | 0.4572 | 0.4590 (0.40%) | 0.4523 (1.07%) | 0.4604 (0.70%) | 0.4556 (0.36%)
0.80 | 0.3016 { 0.3111 (3.13%) | 0.3035 (0.63%) | 0.3090 (2.44%) | 0.2979 (1.23%)
1.01] 0.2488 | 0.2798 (12.5%) | 0.2594 (4.24%) | 0.2613 (5.01%) | 0.2453 (1.39%)
1.10 | 0.8629 | 0.8627 (0.02%) ] 0.8522 (1.23%) | 0.8636 (0,09%) | 0.8602 (0.31%)
1.28( 1.3886 | 1.3882 (0.03%) | 1.3884 (0.01%) | 1.3885 (0.01%) | 1.3886 (0.00%)
1.54 | 1.7721 { 1.7725 (0.02%) | 1.7732 (0.06%) | 1.7722 (0.01%) | 1.7724 (G.02%)
1.84 | 1.9742 | 1.9747 (0.027%) | 1.9747 (0.03%) | 1.9744 (0.01%) | 1.9744 (0.01%)
2.00 2.0000 | 1.9981 (0.10%) { 1.9981 (0.10%) | 1.9996 (0.02%) | 1.9996 (0.02%)
%¥0.00 | 0.7638 | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%)
%¥0.30 | 0.6912 | 0.6911 (0.02%) | 0.6932 (0.29%) | 0.6S10 (0.03%) | 0.6919 (0. 10%)
¥0.44 | 0.6532 | 0.6509 (0.34%) | 0.6508 (0.37%) | 0.6518 (0.21%) | 0.6529 (0.05%)
¥0,70} 0,6371 | 0.6099 (4.267%) | 0.6396 (0.41%4) | 0.6172 (3.12%) | 0.6414 (0.68%)
0,80 | 0.6965 | 0.6777 (2.70%) | 0.6733 (3.33%) | 0.6880 (1.23%) | 0.6894 (1.03%)
%¥0.92 | 0.8325 | 0.8273 (0.62%) | 0.8345 (0.24%) | 0.8305 (0.24%) | 0.8337 (0.15%)
1,181 1.2483 | 1.2481 (0.01%) ] 1.2506 (0.19%) | 1.2482 (0,00%) | 1.2488 (0.05%)
1,33 1.4447 | 1.4445 (0.01%) | 1.4446 (0.01%) | 1.4447 (0.00J) ] 1.4447 (0.01%)
%1.49( 1.6077 | 1.6074 (0.02%) | 1.6068 (0.06%) | 1.6077 (0.00%) | 1.6075 (0.02%)
%1.82 | 1.8034 | 1.8031 (0.02%) | 1.8025 (0.05%) | 1.8033 (0.00%) | 1.8031 (0.02%)
¥2.00 | 1.8285 1.8296 (0.06%) | 1.8296 (0.06%) ] 1.8287 (0.01%) | 1.8287 (0.01%)




3. Potencial de velocidad. Esq.
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num. : A=I-},

B=1-2a

coord sol. Malla ZUEX, 16x8.
X exacta
vel. A/C-la/Vv-1 A/C-1b/V-2 A/C-2a/V-2 B/C-2a/V-2
0.00 | 0.7500 | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%)
0.25] 0.6735 | 0.8834 (31.2%) | 0.7481 (11.1%) ] 0.7586 (12.7%) | 0.6711 (0.36%)
0.50 | 0.5556 | 0.7192 (29.5%) | 0.6178 (11.2%) | 0.6222 (12.0%) | 0.5440 (2.08%)
0.75 ] 0.3600 | 0.4946 (37.4%) | 0.4159 (15.5%) | 0.3743 (3.98%) | 0.2960 (17.8%)
0.88 | 0.2099 ] 0.1821 (13.2%) | 0.1569 (25.2%) | 0.2547 (21.4%) | 0.1799 (14.3%)
1,13 ] 0.9682 | 0.3471 (43.5%) | 0.5893 (39.1%) | 0.6086 (37.1%) ) 0.7699 (20.5%)
1,251 1.3229 [ 1.0342 (21.8%) | 1.1484 (13.2%) ] 1.1720 (11.4%) | 1.3248 (0. 14%)
1.50 1 1.7321 { 1.6189 (6.33%) | 1.7102 (1.26%) | 1.712%1 (1.15%) | 1.7311 (0.06%)
1,751 1.9365 4 1.9081 (1.47%) | 1.9335 (0.15%) | 1.9337 (0.14%) | 1.9370 (0.03%)
2.00 | 2.0000 { 2.0003 (0.02%) | 2.0002 (0.01%){ 1.9998 (0.01%) | 1.9992 (0.04%)
#0,00 (| 0.7638 | 0.7638 (0.00%) { 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%)
¥0,.25( 0.7038 | 0.9231 (31.1%){ 0.7843 (1.43%) | 0.7969 (13.2%) | 0.7075 (0.51%)
¥0.50 | 0.6392 | 0.7986 (24.9%) | 0.7045 (0.21%) | 0.7217 (12.9%) | 0.6657 (4.13%)
%¥0,75 ] 0.6592 | 0.6511 (1.21%) | 0.6370 (3.35%) | 0.6694 (1.56%) | 0.7158 (8.60%)
¥0,88 | 0.7730 | 0.6200 (19.8%) | 0.6427 (6.86%) | 0.6765 (12.5%) | 0.7871 (1.83%)
¥1,13 11,1576 1 0.9017 (22.1%) | 0.9916 (4.33%) | 1.0144 (12.4%) | 1.1783 (1.79%)
¥1,251 1.3414 | 1.1769 (12.3%){ 1.2899 (3.84%) 1.3011 (3.01%) ]| 1.3765 (2.61%)
¥1.50 | 1.6187 | 1.35365 (5.07%) | 1.6065 (0.75%) | 1.6079 (0.66%) | 1.6202 (0.09%)
¥1.75 | 1.7771 | 1.7545 (1.28%) | 1.7734 (0.21%) | 1.7734 (0.21%) | 1.7758 (0.07%)
¥2,00 1 1.8285 1} 1.8272 (0.07%) | 1.8300 (0.08%) | 1.8266 (0.10%) | 1.8295 (0.06%)
4, Potencial de velocidad.
coord so0l. Malla XULT, 16x8.
b exacta
vel. A/C-1a/V-1 A/C-1b/V-2 A/C-2a/V-2 B/C-2a/V-2
0.00 ] 0.7500 | 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%) { 0.7500 (0.00%) | 0.7500 (0.00%)
0.32 ] 0.6451 | 0.4999 (22.5%) | 0.5928 (8.11%) | 0.610% (5.43%) | 0.6428 (0.36%)
0.48 | 0.5660 | 0.4336 (23.4%) | 0.5190 (8.31%) | 0.3323 (5.93%) | 0.5570 (1.59%)
0.64 | 0.4572 | 0.3456 (24.4%) | 0.4198 (8.18%) | 0.4262 (6.77%4) | 0.4347 (4.92%)
0.80 ] 0.3016 | 0.2021 (33.0%) | 0.2587 (14.2%) | 0.2681 (11.1%) | 0.2734 (9.37%)
1.01 ] 0.2488 ; 0.2034 (18.3%) | 0.2646 (6.36%) ] 0.2848 (14.5%) | 0.2840 (14.1%)
1.10 | 0.8629 | 0.7521 (12.8%) | 0.8513 (1.34%) | 0.8467 (1.87%) | 0.8553 (0.85%)
1.28]1.3886 | 1.3039 (6.10%) | 1.3909 (0.17%) | 1.3912 (0.19%) | 1.4008 (0, 88%)
1.54 | 1.7721 | 1.7384 (1.90%) | 1.7893 (0.97%) | 1.7885 (0.93%) | 1.7851 (0.73%)
1.84 | 1.9742 | 1.9714 (0.14%) | 1.9969 (1.15%) ] 1.9962 (1.11%) | 1.9920 (0.90%)
2.00 ) 2.0000 | 2.0013 (0.07%) | 2.0234 (1.17%) | 1.9976 (0.12%4) | 2.0284 (1,42%)
¥0.00 ! 0.7638 | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%) | 0.7638 (0.00%)
¥0,30 | 0.6912 | 0.5351 (22.6%) | 0.6381 (7.69%) | 0.6581 (4.79%) | 0.6939 (0.39%)
%0.44 | 0.6532 | 0.4973 (23.9%) | 0.6029 (7.69%) | 0.6233 (4,58%) | 0.6499 (0.50%)
¥0,70 ] 0.6371 | 0.5013 (21.3%) | 0.6190 (2.84%) | 0.7079 (11.1%) | 0.8236 (29.3%)
#0.80 ] 0.6965 | 0.5741 (17.6%) | 0.6875 (1.29%) | 0.6760 (2.95%) | 0.6520 (6.38%)
x0,92 | 0.8325 | 0.7231 (13.1%) | 0.8272 (0.64%) | 0.8309 (0.19%) | 0.8399 (0. 88%)
1,18 1.2483 | 1.1725 (6.07%) | 1.2515 (0.26%) | 1.2524 (0.33%) | 1.2625 (1, 14%)
¥1.33 | 1.4447 | 1.3912 (3.71%) | 1.4538 (0.63%) | 1.4537 (0.62%) | 1.4559 (0.77%)
%¥1.49 | 1.6077 | 1.5753 (2.02%) | 1.6215 (0.86%) { 1.6208 (0.81%) | 1.6176 (0.62%)
%¥1,82 ] 1.8034 ] 1.7989 (0.25%) ] 1.8222 (1.04%) ] 1.8215 (1.01%) { 1.8177 (0.79%)
#¥2,00| 1.8285 | 1.8278 (0.04%) | 1.8543 (1.41%) | 1.8305 (0.11%) ] 1.8586 (1.65%)




TABLA V:
coeficientes

los

métricos.
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Se ind

ica: -

Flujo potencial incompresible alrededor de un cilindro.
la diferencia maxima entre los
el punto

valores obtenidos numéricamente, de ¢ o ¢, y la solucibn exacta;

(i, 3) de la malla en donde se produce dicha diferencia. €,
1. Funcidn de corriente. Criterio discretizacién: I-2b/C-2b,
16x8 32x16
2UEX | 0.015790 (9,3) 0. 006646 (17,3)
YUEX | 0.01474S (9,5) 0.006839 (17,8)
XULT | 0.002426 (7,2) 0.000785 (13,2)
XUFI | 0.003042 (5,4) 0.002116 (8,4)
XUEX | 0.010490 (9, 2) 0.004998 (17,2)

2. Funcion de corriente.

Criterio discretizacion:

I-1.

La resolucidn de ¢
Los coeficientes métricos relativos a los

Estudio de

=, 0000001.

se realiza para una malla de 16x8.
puntos de la malla indicada son obtenidos numéricamente de distintas
densidades de malla o de la solucién exacta.
Coeficientea métricos de malla:
sol.
16x8 32x16 64x32 128x64 exacta
XUFI | .001792 (5,4) | .001873 (4,2) | .000795 (4,2) | .000147 (4,2) | .000000
XULT | .003769 (8,3) | .002179 (7,3) | .001274 (7,4) | .000322 (7, 4) -
YUEX | .020399 (9,5) | .021015 (9,7) | .069043 (9,8){ .139352 (9,8) -
XUEX {.021777 (9,3) | .022339 . 043081 div.
3. Potencial de velocidad. Criterio discretizacion: I-2b/C-2b.

16x8

32x16

ZUEX

XULT

XUFI

0.079403 (17, 1)
0.011105 (15,9)

0.026647 (4,1)

0.031354 (33, 1)
0.002773 (29,17)

0.019362 (8, 1)
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TABLA VI: Flujo potencial incompresible alrededor de un cilindro. Se indica
el ndmero de iteraciones requerido para €, =.0000001, segtn los distintos
métodos numéricos y factores de sobrerrelajacién utilizados. El mapa de ¢ o ¢
empleado para el inicio de las iteraciones es el correspondiente a la solucién
analitica.

1. Funcion de corriente. Malla XUFI., A=I-1/C-2a. B=I-2a/C-2a.

Gausg-Seidel, f: TDMAL, f: TDMA), f:
1.00 1.40 1.80 | 1.00 1.40 1.80 | 1.00 1,10 1.20 1.25
16x8 46 18 44 45 17 43 6 9 15 33
A 8x16 | 183 84 47 183 84 47 4 13 49 div
32x16 | 142 656 39 138 64 42 10 14 div
16x8 48 19 52 48 18 47 6 10 17 37
B 8x16 182 a3 47 182 83 47 4 13 43 div
32x16 | 138 65 43 136 63 43 10 16 div

2. Potencial de velocidad. Malla XUFI. Esq. num.: A=I-1/C-2a; B=I-2a/C-2a.

Gauss-Seidel, f: TDMA), f£:

1.00 1.60 1.70 1.80 1.90| 1.00 1.05 1.10 1.125 1.130 1.40

16x8 | 18461 6183 4654 3181 div | 913 673 444 348 - div
A

32x16 | 46984 18028 13858 9688 -~ |2764 1831 892 div

16x8 |[13386 4913 3755 2611 div | 781 580 386 296 450 div
B

32x16 - 8444 7085 5410 -div {1849 1270 630 div

3. Potencial de velocidad. Factores de sobrerrelajacion en contornos. Malla
XUFI, 16x8. Esq. num.: 1I-1/C-2a. Gauss-Seidel. £=1.60 (ptos. int.).

fcl fcs it fcl fcs it fcl fcs it

1.40 1.60 6628 1.60 1.40 6188 1.40 1.40 6632
1.60 6138 1.60 6138 1.60 1.60 6138
1.80 5831 1.80 6179 1.80 1.80 5827
1.90 5681




TABLA VII:
Resultados

Flujo
numéric

potencial
os

incompresible
a diferentes precisiones ¢,.
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alrededor
Se indica:

de

un
a)

cilindro.
diferencia

maxima entre el valor numérico de ¢ y el valor exacto; b) punto (i, ) donde se

produce dicha diferencia; c) nUmero de iteraciones. Mallas 32x16; TDMAj3;
inicio iteraciones ¢ =1.0; discr. cont.: C-2a.
1. Funcidén de corriente
XULT ZUEX
€0
I-1 I-2a I-1 I-2a
.1 . 85771 113,8) . 78866 (13,8) . 31070 (13,8) . 30778 (13,8)
It = 4 3 6 6
.01 .13020 (13,9) .09717 (13,9) .02611 (12,9) .02603 (12,9)
33 29 15 15
. 001 .01534 (13,8) .00983 (13,9) . 00673 (17,3) .01404 (17,3)
63 54 23 23
. 0001 .00350 (13,7} .00124 (11,7) .00631 (17,3) .01359 (17, 3)
98 79 31 31
. 00001 . 00256 (14,5) . 00076 (33,9 . 00627 (17,3) .01355 (17,3)
130 104 39 39
. 000001 . 00248 (14,5) . 00077 (33,9 . 00626 (17,3) .01355 (17,3)
163 129 47 47
. 0000001 . 00247 (14,5) . 00077 (33,9) . 00626 (17,3) .01355 (17,3)
195 154 55 55
TABLA VIII: Flujo potencial compresible alrededor de un cilindro. Se indica
el ntmero de iteraciones en funcién del factor de subrrelajacién fv empleado.

Los valores de ¢ y p empleados para el inicio de las iteraciones, corresponden
a la solucién numérica obtenida para Mz.001.

1. Funcidn de corriente. Mo=.225; mallas 32x16; TDMA);
num: I-2a/C-2a.
fv
1.00 .75 . 50 .25 .10
XUF1 371 43 41 58 175
XULT no conv. 62 60 80 179
ZUEX - 57 41 79 176

€, =-0000001;

esq.
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Fig. 20 Flujo potencial compresible alrededor de un cilindro (Fig. 17).
Velocidad adimensional a diferentes Mo en: a) contorno lateral Ci;

b) contorno lateral Cs.
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Fig. 21 Flujo potencial compresible alrededor de un cilindro (Fig. 17).

Coeficiente de presibén a diferentes Mo en: a) contorno lateral Ci;
b) contorno lateral Cs.



TABLA X:
oblenidas
corriente.

Flujo potencial a
en los contornos laterales mediante la utilizacién de la funcidn de
Malla YUEX 128x64. ¢4

Esq.

num, 2

84

través de

I-2b/C-2b/V-1.

una

tobera

(Fig. 18).

Mo=.001, k=1.4 Mo=.190, k=1.4
X
Vi Vs Vi Vs
0. 000 1.0000 1.0000 1. 0000 1. 0000
0. 369 0.9884 1.0099 0. 9886 1.0098
0.738 0. 9665 1.0245 G. 9667 1.0245
1.106 0. 8974 1.0496 0. 8969 1.0503
1. 475 0.9112 1.0916 0.9115 1.0940
1.844 0.9834 1.1574 0.9860 1.1633
2.213 1.0979 1.2537 1.1050 1.2661
2,581 1.2559 1.3875 1.2718 1.4120
2.950 1.4636 1.5670 1.4991 1.6139
3.319 1.7388 1.7999 1.8083 1.8891
3.688 2.0846 2.0887 2.2293 2.2597
4.056 2. 4923 2.4176 2.7947 2.7459
4, 425 2.8971 2.7299 3. 5090 3.3355
4.794 3.1275 2.9296 4.1585 3. 8550
5.162 3.0107 2.9905 3.9922 3.9828
5.531 3.0010 2.9990 3.9875 3.9873
5. 900 3. 0002 2.9998 3.9874 3.9874

Velocidades

=. 000001.
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TABLA XI: Flujo potencial a través de una tobera (Fig. 18). Velocidades en
los contornos laterales Ci y Cs. ©Se indica, entre paréntesis, la diferencia
en tanto por ciento respecto a las velocidades dadas en 1la tabla X. Esq.
num.: I-2b/C-2b/V-1; malla YUEX; €, =.000001.

1. Funcién de corriente,. Mo=.001 k=1,4.

X 16x8 32x16 64x32 96x48
0.000 | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 ¢0.00%)
0.369 | 0.9884 (0.00%) | 0.9885 (0.01%) { 0.9885 (0.01%) | 0.98835 (0.01%)
0.738 | 0.9673 (0.08%) | 0.9666 (0.01%) | 0.9666 (0.01%) [ 0.9666 (0.01%)
1.106 | 0.9224 (2.79%) | 0.9087 (1.26%) | 0,9014 (0.45%) | 0.8987 (0. 14%)
1.475 | 0.9350 (2.61%){ 0.9215 (1.13%) | 0.9147 (0.38%) | 0.9124 (0.13%)
1.844 | 1.0064 (2.34%)| 0.9934 (1.02%) | 0.9868 (0.35%) | 0.9846 (0.12%)
2.213 | 1,1209 (2,09%) | 1.1080 (0.92%) | 1.1013 (0.31%) | 1.0991 (0.11%)
2.581 1.2792 (1.86%) | 1.2661 (0.81%) | 1.2594 (0.28%) | 1.2571 (0.10%)
2.950 | 1.4886 (1.57%) | 1.4757 (0.69%) | 1.4690 (0.23%) [ 1.4667 (0.08%)
3.319 | 1.7595 (1.19%) | 1.7480 (0.53%) | 1.7419 (0.18%) | 1.7398 (0.06%)
3.688 | 2.0993 (0.71%) | 2.0912 (0.32%) | 2.0868 (0.11%) | 2.0833 (0.03%)
4.056 | 2.4952 (0.12%)| 2.4938 (0.06%4) | 2.4928 (0.02%) | 2.4924 (0.00%)
4,425 | 2.8808 (0.56%) | 2.8906 (0.22%) | 2.8950 (0.07%) | 2.8964 (0.02%)
4,794 | 3.0848 (1.37%) | 3.1098 (0.57%) | 3.1221 (0.17%) | 3.1258 (0.03%)
5.162 | 3.0153 (0.15%) | 3.0121 (0.05%) | 3.0109 (0.01%) | 3.0108 (0.00%)
5.531 | 3.0019 (0.03%) | 3.0012 (0.01%) | 3.0011 (0.00%) | 3.0010 (0.00%)
5.900 | 3.0005 (0.01%) | 3.0003 (0.00%) | 3.0002 (0.00%) | 3.0002 (0.00%)

*0.000 | 1.0000 (0.00%)| 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (Q.00%)
¥0.369 | 1.0096 (0.03%) | 1.0097 (0.02%) | 1.0098 (0.01%) | 1.0098 (0Q.01%)
%¥0.738 | 1.0238 (0.07%){ 1.0242 (0.03%) | 1.0244 (0.01%) | 1.0244 (0.01%)
¥1.106 | 1.0481 (0.14%)| 1.04S1 (0.05%) | 1.0494 (0.02%) | 1.0495 (0.01%)
%1.475 | 1.0895 (0.19%)| 1.0910 (0.05%) | 1.0914 (0.02%) } 1.0915 (0.01%)
%1.844 | 1.1550 (0.21%)| 1.1567 (0.06%) | 1.1572 (0.02%) | 1.1573 (0.01%)
¥2.213 | 1.2512 (0.20%)| 1.2530 (0.06%) | 1.2535 (0.02%) | 1.2536 (0.01%)
%2.581 1.3850 (0.18%) | 1.3869 (0.04%) { 1.3873 (0.01%) | 1.3875 (0.00%)
%2.950 | 1.5645 (0.16%) | 1.5664 (0.04%) | 1.5669 (0.01%) | 1.5670 (0.00%)
%¥3.319 | 1.7975 (0.13%)| 1.7993 (0.03%) | 1.7998 (0.01%) | 1.7999 (0.00%)
%¥3.688 | 2.0857 (0.10%) | 2.0893 (0.02%) | 2.0886 (0.00%) | 2.0887 (0.00%)
%4,056 | 2.4167 (0.04%) | 2.4174 (0.01%) | 2.4175 (0.00%) | 2.4176 (0.00%)
*4,425 | 2.7318 (0.07%) | 2.7303 (0.01%) | 2.7300 (0.00%) | 2.7299 (0.00%)
*4.794 | 2.9351 (0.19%)| 2.9305 (0.03%) | 2.9298 (0.01%) | 2.9297 (0.00%)
¥5.162 | 2.9888 (0.06%)! 2.9899 (0.02%) | 2.9914 (0.00%) | 2.9904 (0.00%) .
%¥5,531 | 2.9983 (0.02%) | 2.9988 (0.01%) | 2.9990 (0.00%) | 2.9990 (0.00%) ’
%5.900 | 2.9998 (0.01%) | 2.9997 (0.00%) | 2.9998 (0.00%) | 2.9998 (0.00%)

{#) Velocidad en contorno superior Cs.
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2. Funcion de corriente. Mo=0.19 k=1.4.

P4 16x8 32x16 64x32
0. 000 1.0000 (0.00%) { 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%)
0.369 0.9885 (0.01%) | 0.9886 (0.00%) | 0.9886 (0.00%)
0.738 0.9673 (0.06%) | 0.9667 (0.00%) | 0.9668 (0.01%)
1.106 0.9217 (2.77%) | 0.9081 (1.25%) | 0.9008 (0. 43%)
1.475 0.9351 (2.59%) | 0.9217 (1.12%) { 0.9149 (0.37%)
1.844 1.0088 (2.31%) | 0.9959 (1.00%) | 0.98394 (0.34%)
2.213 1.1282 (2.10%) | 1.1152 (0.92%) | 1.1085 (0.32%)
2.981 1.2957 (1.88%) | 1.2823 (0.83%) | 1.2754 (0.28%)
2.950 1.5234 (1.62%) ] 1.5098 (0.71%) | 1.5028 (0.25%)
3.319 1.8314 (1.28%) { 1.8183 (0.96%) | 1.8118 (0.19%)
3.688 2.2484 (0.86%) | 2.2378 (0.38%) | 2.2321 (0.13%)
4,056 2.8050 (0.37%) | 2.7992 (0.16%) | 2.7962 (0.05%)
4,425 3.5036 (0.15%) | 3.5069 (0.06%) | 3.5083 (0.02%)
4,794 4.0919 (1.60%) | 4.1339 (0.359%) | 4.1527 (0.14%)
5.162 4.0022 (0.25%) | 3.9947 (0.06%) | 3.9926 (0.01%)
2.531 3.9881 (0.02%) | 3.9876 (0.00%) | 3.9875 (0.00%)
5.900 3.9875 (0.00%) ; 3.9874 (0.00%) | 3.9874 (0.00%)
*0, 000 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%)
x0. 369 1.0096 (0.02%) | 1.0097 (0.01%) | 1.0097 (0.01%)
%0, 738 1.0239 (0.06%) | 1.0243 (0.02%) | 1.0244 (0.01%)
*1,106 1.0488 (0.14%) ] 1.0498 (0.05%) | 1.0501 (0.02%)
%1.475 1.0919 (0.19%) | 1.0934 (0.05%) | 1.0938 (0.02%)
%1.844 1.1609 (0.21%) | 1.1626 (0.06%) | 1.1630 (0.03%)
%¥2,213 1.2636 (0.20%) | 1.2654 (0.06%) | 1.2639 (0.02%)
*¥2,581 1.4095 (0.18%) ! 1.4113 (0.05%) | 1.4118 {(0.01%)
*2,9350 1.6112 (0.17%) | 1.6132 (0.04%) | 1.6137 (0.01%)
*¥3, 319 1.8864 (0.14%) | 1.8884 (0.04%) | 1.8889 (0.01%)
%3, 688 2.2571 (0.12%) | 2.2590 (0.03%) | 2.2595 (0.01%)
x4, 056 2.7434 (0.09%) | 2.7453 (0.02%) | 2.7438 (0.00%)
*¥4,425 3.3345 (0.03%) | 3.3352 (0.01%) | 3.3354 (0.00%)
%4,794 3.8722 (0.45%) | 3.8585 (0.09%) | 3.8557 (0.02%)
%5, 162 3.9778 (0.13%) | 3.9811 (0.04%) | 3.9825 (0.01%)
#5, 331 3.9868 (0.01%) | 3.9872 (0.00%) | 3.9873 (0.00%)
%5, 900 3.9873 (0.00%) | 3.9874 (0.00%) | 3.9874 (0.00%)

(%) Velocidad en contorno superior Cs.



TABLA XII:

Flujo a través de
Contrastacién entre diferentes criterios numéricos.

laterales Ci y Cs.
YUEX, €, =.000001.

87

una

tobera.

Velocidades en

los contornos

Malla

1. Funcidn de corriente. 1Mo=,001 k=1.4.
I-2a/C-2a I-1/C-2a
X 16x8 32x16 16x%8 32x16
0. 000 1.0000 (0.00%) ] 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%)
0.738 0.9608 (0.59%) | 0.9639 (0.27%) | 0.9673 (0.08%) | 0.9666 (0.01%)
1.475 0.9413 (3.30%) | 0.9230 (1.29%) | 0.9352 (2.63%) | 0.9126 (1.14%)
2.213 1.1225 (2.24%) ] 1.1084 (0.96%) | 1.1210 (2.10%) | 1.1080 (0.92%)
2.950 1.4899 (1.66%) | 1.4761 (0.72%) | 1.4886 (1.57%) | 1.4757 (0.69%)
3.688 2.1003 (0.75%) { 2.0915 (0.33%) | 2.0994 (0.71%) | 2.0912 (0.32%)
4,056 2.4944 (0.08%) | 2.4937 (0.06%) | 2.4954 (0.12%) | 2.4938 (0.06%)
4,425 2.8692 (0.96%) | 2.8890 (0.28%) | 2.8812 (0.55%) | 2.8908 (0.22%)
4,794 3.0653 (1.99%) | 3.0925 (1.12%) ] 3.0852 (1.35%) | 3.1101 (0. 36%)
S.162 3.0327 (0.73%) ] 3.0185 (0.26%) | 3.0153 (0.15%) ] 3.0121 (0.05%)
5,931 3.0050 (0.13%) | 3.0017 (0.02%) | 3.0019 (0.03%) | 3.0012 (0.01%)
5.900 3.0012 (0.03%) | 3.0004 (0.01%) | 3.0003 (0.01%) | 3.0003 (0.00%)
%0, 000 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (O0.00%){ 1.0000 (0.00%)
0,738 1.0256 (0.11%) | 1.0248 (0.03%) | 1.0237 (0.08%) | 1.0242 (0.03%)
*¥1,475 1.0865 (0.47%) ! 1.0903 (0.12%) ] 1.0895 (0.19%) | 1.0910 (0.05%)
2,213 1.2501 (0.29%)1{ 1,2527 (0.08%) | 1.2511 (0.21%) | 1.2530 (0.06%)
2,950 1.5637 (0.21%) | 1.5662 (0.05%) | 1.5670 (0.17%) | 1.5664 (0.04%)
%3, 688 2.0864 (0.11%) ] 2.0881 (0.03%) | 2.0867 (0.10%) | 2.0882 (0.02%)
%4, 056 2.4178 (0.01%) | 2.4175 (0.00%) | 2.4166 (0.04%) | 2.4173 (0.01%)
*#4, 425 2.7385 (0.32%4) | 2.7317 (0.07%) | 2.7316 (0.06%) { 2.7303 (0.01%)
¥4, 794 2.9451 (0.53%) | 2.9363 (0.23%) | 2.9350 (0.18%) | 2.9304 (0.03%)
3,162 2.9801 (0.35%) | 2.9870 (0.12%) | 2.9888 (0.06%) | 2.9899 (0.02%)
#3, 531 2.9961 (0.10%) | 2.9984 (0.02%) | 2.9983 (0.02%) | 2.9988 (0.01%)
x3. 900 2.9989 (0.03%) | 2.9996 (0.01%) | 2.9995 (0.01%) | 2.9997 (0.00%)

(%)

Yelocidad en

contorno guperior Cs.



2. Potencial de velocidad.
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Mo=.001 k=1.4.

X I-2b/C-2b 1-2a/C-2a I-1/C-2a
0. 000 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0,00%) | 1.0000 (0.00%)
0.738 | 0.9508 (1.62%) | 0.9510 (1.60%) | 0.9480 (1.31%)
1.475 | 0.9270 (1.73%) | 0.9281 (1.85%) | 0.9240 (1.40%)
2.213 1.1039 (0.55%) | 1.1070 (0.83%) | 1.0998 (0.17%)
2. 950 1.4702 (0.31%) | 1.4798 (0.97%) | 1.4644 (0.08%)
3.688 | 2.0826 (0.10%) | 2.1017 (0.82%) | 2.0758 (0. 42%)
4.056 | 2.4756 (0.67%) | 2.4953 (0.12%) | 2.4698 (0.390%)
4,425 | 2.8422 (1.89%) | 2.8557 (1.43%) | 2.8387 (2.02%)
4,794 | 3.0339 (2.99%) | 3.0389 (2.83%) | 3.0330 (3.02%)
5.162 | 3.0360 (0.84%) | 3.0366 (0.86%) | 3.0360 (0.84%)
5.9531 3.00S5 (0.15%) | 3.0054 (0.15%) | 3.0055 (0.15%)
5.900 | 3.0013 (0.04%) | 3.0012 (0.03%) | 3.0013 (0.04%)
16x8
*0. 000 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%)
x0.738 1.030% (0.55%) | 1.0304 (0.58%) | 1.0270 (0.24%)
¥1, 475 1.0969 (0.49%) | 1.0980 (0.59%) | 1.0931 (0. 14%)
*2,213 1.2597 (0.48%) | 1.2642 (0.84%) | 1.2548 (0.09%)
%2, 950 1.5720 (0.32%) | 1.5835 (1.05%) | 1.5658 (0.08%)
%¥3.688 | 2.0838 (0.23%) | 2.1034 (0.70%) | 2.0777 (0.33%)
%¥4,056 | 2.3991 (0.77%) | 2.4179 (0.01%) { 2.3942 (0.97%)
%4.425 | 2.6939 (1.32%) | 2.7055 (0.89%) | 2.6910 (1.42%)
¥4,794 | 2.8935 (1.23%) ] 2.8971 (1.11%) | 2.8926 (1.26%)
*¥5,162 | 2.9767 (0.46%) | 2.9772 (0.44%) | 2.9767 (0. 46%)
x5, 531 2.9960 (0.10%) | 2.9961 (0.10%) | 2.9960 (0. 10%)
%¥5.900 | 2.9988 (0.03%) | 2.9989 (0.03%) | 2.9988 (0.03%)
0. 000 1.0000 (0.00%) | 1.0000 ¢0.00%) | 1.0000 (0.00%)
0.738 | 0.9597 (0.70%) | 0.9595 (0.72%) | 0.9589 (0.79%)
1.475 | 0.9118 (0.07%) | 0.9119 (0.08%) | 0.9109 (0.03%)
2.213 1.0969 (0.09%) ] 1.0975 (0.04%) | 1.0957 (0.20%)
2.950 1.4643 (0.09%) | 1.4665 (0.06%) | 1.4625 (0.21%)
3.688 | 2.0826 (0.10%) | 2.0874 (0.13%) | 2.0804 (0.20%)
4,056 | 2.4880 (0.17%) | 2.4932 (0.04%) | 2.4861 (0.25%)
4,425 | 2.8866 (0.36%) | 2.8900 (0.25%) | 2.8853 (0.41%)
4,794 | 3.0893 (1.22%) | 3.0905 (1.18%) | 3.0890 (1.23%)
5.162 | 3.0194 (0.29%) | 3.0193 (0.29%) | 3.0194 (0.29%)
5.531 3.0017 (0.02%) | 3.0017 (0.02%) | 3.0017 (0.02%)
5.900 | 3.0004 (0.01%)} 3.0004 (0.01%) | 3.0004 (0.01%)
32x16
%0, 000 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%)
%0, 738 1.0278 (0.32%) | 1.0278 (0.32%) | 1.0270 (0.24%)
*¥1.475 1.0933 (0.16%) ]| 1.0935 (0.17%) | 1.0923 (0.06%)
%2, 213 1.2552 (0.12%) ] 1.2563 (0.21%) | 1.2839 (0.02%)
%2, 950 1.5683 (0.08%) | 1.5711 (0.26%) | 1.5665 (0.03%)
%¥3.688 | 2.0876 (0.05%) | 2.0926 (0.19%) | 2.0856 (0.15%)
4,056 | 2.4129 (0.19%) | 2.4178 (0.01%) | 2.4112 (0. 26%)
%4,425 | 2.7204 (0.35%) | 2.7234 (0.24%) | 2.7194 (0.38%)
%4,794 2.9199 (0.33%) | 2.9205 (0.31%) | 2.9196 (0. 34%)
%5,162 | 2.9870 (0.12%) | 2.9870 (0.12%) | 2.9870 (0.12%)
%3, 531 2.9984 (0.02%) | 2.9984 (0.02%) [ 2.9984 (0.02%)
%#5.900 | 2.9996 (0.01%) | 2.9996 (0.01%){ 2.9997 (0.00%)

(%) Velocidad en contorno superior Cs.




3. Funcién de corriente. Mo=0.19 k=1.4.

89

X

0. 000
0.738
1.475
2.213
2.930
3.688
4.056
. 425
. 794
. 162
. 531
. 900

[S 0N BN Y I S

*0, 000
%0, 738
*1.475
x2,213
%¥2,950
%3, 688
*4, 056
*#4, 425
x4,794
%5.162
%5, 531
*5. 900

I-2a/C-2a I-1/C-2a
16x8 32x16 16x8 32x16
1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%} { 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%)
0.9606 (0.63%) | 0.9640 (0.28%) | 0.9673 (0.06%) } 0.9667 (0.00%)
0.9415 (3.29%) | 0.9232 (1.28%) | 0.9353 (2.61%) | 0.9217 (1.12%)
1.1298 (2.24%) | 1.1156 (0.96%) | 1.1283 (2.11%) | 1.1152 (0.92%)
1.5249 (1.,72%) | 1.5102 (0.74%) | 1.5234 (1.624) | 1.5088 (0.71%)
2.2501 (0.93%) | 2.2382 (0.40%) | 2.2482 (0.85%) | 2.2377 (0.38%)
2.8055 (0.39%) | 2.7995 (0.17%) | 2.8045 (0.35%) | 2.7991 (0.16%)
3.4888 (0.58%) { 3.5039 (0.09%4) | 3.5038 (0.15%); 3.5068 (0.06%)
4.0570 (2.44%) | 4.0991 (1.43%) | 4.0944 (1.54%) | 4.1352 (0.56%)
4.0331 (1.02%) | 4.0049 (0.32%) | 4.0012 (0.23%) | 3.9941 (0.05%)
3.9917 (0.11%) | 3.9878 (0.01%) | 3.9871 (0.01%) | 3.9870 (0.01%)
3.9878 (0.01%) | 3.9874 (0.00%) | 3.9864 (0.03%) | 3.9868 (0.02%)
1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) { 1.0000 (0.0Q0%)
1.0258 (0.13%) | 1.0249 (0.04%) | 1.0238 (0.07%) | 1.0243 (0.02%)
1.0887 (0.48%) | 1.0926 (0.13%4) | 1.0918 (0.20%) | 1.0934 (0.05%)
1.2625 (0.28%) | 1.2651 (0.08%) | 1.2635 (0.21%) | 1,2654 (0.06%)
1.6104 (0.22%) | 1.6130 (0.06%) | 1.6112 (0.17%) | 1.6132 (0.04%)
2.2563 (0.15%) | 2.2588 (0.04%) | 2.2572 (0.11%) | 2.2591 (0.03%)
2.7438 (0.08%) | 2.7452 (0.03%) | 2.7436 (0.08%) | 2.7453 (0.02%)
3.3425 (0.21%) | 3.3363 (0.02%) | 3.3345 (0.03%) ] 3.3352 (0.01%)
3.8882 (0.86%) | 3.8707 (0.41%) | 3.8707 (0.41%)| 3.8580 (0.08%)
3.9623 (0.51%) | 3.9759 (0.17%) | 3.9773 (0.14%) | 3.9809 (0.05%)
3.9845 (0.07%) | 3.9870 (0.01%) | 3.9864 (0.02%) | 3.9871 (0.01%)
3.9870 (0.01%) | 3.9874 (0.00%) ; 3.9870 (0.01%)| 3.9873 (0.00%)

(%) Velocidad en contorno superior Cs.




4, Potencial de velocidad.
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Mo=0.19 k=1.4.

I-2b/C-2b I-2a/C-2a
X 16x8 32x16 16x8 32x16
0. 000 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%)
0.738 | 0.9517 (1.55%) | 0.9598 (0.71%) { 0.9519 (1,53%) | 0,9598 (0.71%)
1.475 | 0.9288 (1.90%) | 0.9123 (0.09%) | 0.9299 (2.02%) | 0.9125 (0.11%)
2.213 1.1131 (0.73%) | 1.1042 (0.07%) | 1.1163 (1.02%) | 1,1050 (0.00%)
2,950 1.5089 (0.65%) | 1.4986 (0.03%) | 1.5197 (1.37%) | 1.5012 (0. 14%)
3.688 | 2.2450 (0.70%) | 2.2307 (0.06%) | 2.2703 (1.84%) | 2.2371 (0.35%)
4,056 | 2.8002 (0.20%) | 2.7967 (0.07%) | 2.8302 (1,27%) | 2.8048 (0.36%)
4,425 3.4155 (2.66%) | 3.4939 (0.43%) | 3.4407 (1.95%) | 3.5010 (0.23%)
4,794 3.8481 (7.46%) | 4.0086 (3.60%) | 3.8610 (7.15%) | 4.0121 (3.52%)
5.162 3.9761 (0.40%) | 3.9991 (0.17%) | 3.9796 (0.32%) | 3.9993 (0. 18%)
5.531 3.9831 (0.11%) | 3.9867 (0.02%) | 3.9835 (0.10%) | 3.9868 (0.02%)
5.900 | 3.9871 (0.01%) | 3.9873 (0.00%) | 3.9870 (0.01%) | 3.9873 (0.00%)
*0. 000 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%)
%0, 738 1.0311 (0.64%) | 1.0277 (0.31%) | 1.0313 (0.66%) | 1.0278 (0.32%)
%1,475 1.1009 (0.63%) { 1.0957 (0.16%) | 1,1020 (0.73%) | 1.0960 (0.18%)
¥2,213 1.2750 (0.70%) | 1.2680 (0.15%) | 1.2798 (1.08%) | 1.2692 (0. 24%)
*¥2,950 1.6255 (0.72%) | 1.6164 (0.15%) | 1.6388 (1,54%) | 1.6197 (0.36%)
%¥3,688 | 2.2710 (0.50%) | 2.2625 (0.12%) | 2.2975 (1.67%) | 2.2693 (0.42%)
%4,056 | 2.7387 (0.26%) | 2.7456 (0.01%) | 2.7679 (0.80%) | 2.7536 (0.28%)
%x4,425 | 3.2532 (2.47%) | 3.3133 (0.67%) | 3.2756 (1.80%4) | 3.3197 (0.47%)
*4,794 3.6756 (4.65%) | 3.7843 (1.83%) | 3.6863 (4.38%) | 3.7868 (1.77%)
%5,162 | 3.9009 (2.06%) | 3.9641 (0.47%) | 3.9042 (1.97%) | 3.9646 (0. 46%)
%5, 531 3.9740 (0.33%) | 3.9868 (0.01%) | 3.9747 (0.32%) | 3.9869 (0.01%)
%¥5.900 | 3.9876 (0.01%) | 3.9875 (0.00%) | 3.9876 (0.01%) | 3.98735 (0.00%)

(%) VYelocidad en

contorno superior Cs.
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TABLA XIII: Flujo potencial a través de una tobera (Fig. 18). Se representa
la matriz de resultados numéricos de ¢, ¢, p, v, My Cp para el caso de
Mo=.19 k=1.4; esq. num.: I-2b/C-2b/V-1; densidad malla: 64x32; ¢, =.000001.
La velocidad ha sido obtenida de la funcién de corriente. Las tablas de
resultados corresponden a los puntos de la malla (cf. Fig. 19f) de coor-
denadas:

Coordenada x:

0.0000 0.7375 1.4750 2.2125 2.9500 3.6875 4.4250 5.1625 5.9000

Coordenada y:

1.5000 1.5000 1.5000 1.S000 1.5000 1.5000 1.5000 1.5000 1i.5000
1.3125 1.3125 1.3176 1.3412 1.3750 1.4088 1.4324 1.4375 1.4375
1.1250 1.1250 1.1352 1.1825 1.2500 1.3175 1.3648 1.3750 1.3750
0.9375 0.9375 0.9528 1.0237 1.1250 1.2263 1.2972 11,3125 1.3125
0.7500 0.7500 0.7704 0.8649 1.0000 1.1351 1.2296 1.2500 1.2500
0.5625 0.5625 0.5881 0.7062 0.8750 1.0438 1.1619 1.1875 1.1875
0.3750 0.3750 0.4057 0.5474 0.7500 0.9526 1.0943 1.1250 1.1250
0.1875 0.1875 0.2233 0.3886 0.6250 0.8614 1.0267 1.0625 1.0625
0.0000 ©0.0000 0.0409 0.2299 0.5000 0.7701 0.9591 1.0000 1.0000
Potencial de velocidad:
0.0000 0.7496 1.5272 2.3893 3.4374 4.8420 6.8792 9.6601 12.560
0.0000 0.7488 1.5248 2.3853 3.4329 4.8381 6.8770 9.6601 12.560
0.0000 O0.7465 1.5178 2.3736 3.4194 4.8264 6.8706 9.6600 12.560
0.0000 0.7429 1.5064 2.3541 3.3970 4.8069 6.8598 9.6599 12.560
0.0000 0.7383 1.4909 2.3273 3.3658 4.7795 6.8445 9.6597 12.560
0.0000 0.7333 1.4717 2.2934 3.3261 4.7441 6.8246 9.6595 12.560
0.0000 0.7284 1.4496 2.2528 3.2781 4.7008 6.7998 9.6594 12.560
0.0000 0.7247 1.4252 12,2062 3.2221 4.6494 6.7697 9.6593 12.560
0.0000 0.7232 1.3990 2.1540 3.1586 4.5899 6.7342 9.6593 12.560

Funcion de corriente:

1.5000 1.5000 1.5000 1.5000 1.5000 1.5000 1.5000 1.5000 1.5000
1.3125 1.3082 1.3014 1.3014 1.3042 1.3088 1.3135 1.3126 1.3125
1.1250 1.1168 1.1038 1.1038 1.1092 1.1180 1.1268 1.1252 1.1250
0.9375 0.9264 0.9083 0.9084 0.9158 0.9278 0.9400 0.9377 0.9375
0.7500 0.7374 0.7159 0.7163 0.7247 0.7386 0.7528 0.7502 0.7500
0.5625 0.5502 0.5277 0.5284 0.5368 0.5508 0.5653 0.5627 0.5625
0.3750 0.3650 0.3448 0.3458 0.3528 0.3648 0.3774 0.3752 0.3730
0.1875 0.1818 0.1684 0.1693 0.1737 0.1810 0.1890 0.1876 0.1875
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 O.0000



Densidad:

. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000
. 0000

b b pet b et e e s

Mddulo de

1. 0000
1. 0000
1.0000
1. 0000
1, 0000
1.0000
1.0000
1. 0000
1. 0000

Numero de

PLeLPPeLeP
[
Y1)
Q
o

0.9991
0.9992
0.9993
0.9995
0.9999
1.0002
1.0006
1.0010
1.0012

0. 9965
. 9966
. 9969
. 9974
. 9981
. 9991
. 0002
. 0016
. 0029

== 00000

la velocidad:

1.0244
1,0231
1.0192
1.0128
1. 0041
0.9936
0.9820
0.9716
0. 9668

Mach:

0.1947
0.1944
0.1937
0.1925
0. 1808
0.1888
0. 1866
0. 1846
0.1836

1.0938
1.0911
1.0831
. 0697
. 0506
. 0256
. 9940
. 9552
. 9149

QOO - =

. 2080
. 2075
. 2059
. 2033
. 1997
. 1949
. 1889
. 1814
. 1737

[=NeNoNeoRoNeNoNoNe

Coeficiente de presion:

0. 0000
0. 0000
0. 0000
0. 0000
0. 0000
0. 0000
0. 0000
0. 0060
0. 0000

-0. 0494
-0. 0468
-0. 0388
-0.0258
-0.0083
0.0129
0. 0357
0. 0561
0. 0654

-0. 1960
-0. 1902
-0. 1729
-0. 1441
-0. 1037
-0.0518
0.0119
0. 0877
0. 1631

0.9892
0.9893
0. 9896
0.9902
0.9910
0.9921
0.9933
0.9946
0.9959

1.2659
1.2632
1.2553
1.2422
1.2239
1.2005
1.1721
1,1391
1.1085

0. 2410
0. 2405
0. 2390
0. 2365
0.2330
0.2285
0.2230
0. 2167
0. 2108

-0. 3991
-0. 5925
-0.5729
-0. 5404
-0. 4956
-0. 4393
-0.3726
-0. 2967
-0.2282

g2

0.9713
0.9714
0.9717
0.9722
0.9729
0.9739
0.9750
0.9763
0.9774

1.6137
1.6119
1.6065
1.5974
1.5847
1.5682
1.5478
1.5236
1.5028

0. 3084
0. 3080
0. 3070
0. 3052
0. 3027
0. 2995
0. 2956
0. 2909
0. 2868

-1.5809
-1.5753
-1.5584
-1.5302
-1.4907
-1.4400
-1.3783
-1.3058
-1.2441

0.9275
0.9276
0.9276
0.9278
0.9280
0.9283
0.9288
0.9293
0.9297

2.2595
2,2592
2.2582
2.2563
2.2535
2.2495
2.2439
2.2364
2.2321

0. 4358
0. 4358
0. 4355
0. 4352
0. 4346
0. 4338
0. 4327
0.4312
0. 4303

-3. 9556
-3.9542
-3.9499
-3.9422
-3.9305
-3.9136
-3. 8902
-3. 8589

0.8271
0. 8269
0.8260
0. 8246
0. 8225
0.8199
0. 8166
0.8127
0. 8082

3.3354
3. 3381
3. 3460
3.3594
3.3781
3. 4024
3.4324
3. 4682
3.5083

0.6583
0.6588
0. 6605
0.6634
. 6674
. 6727
. 6791
. 6869
. 6956

[oNwNaleoNo

-9.2335
-9.2481
~9. 2920
-9. 3657
-9. 4698
-9. 6031

0.7330
0.7529
0.7528
0.7526
0.7524
0.7521
0.7519
0.7518
0. 7517

3.9825
3.9828
3.9838
3.9854
. 9873
. 9892
. 9910
. 9922
. 9926

WWWwWww

. 8009
. 8009
8012
8015
. 8019
. 8024
. 8028
. 8031
. 8032

OOOOO_0.000

-12.973
~-12.9735
-12.981
-12.9%0
-13.002
-13.013

0.7524
.7524
. 7524
. 7524
. 7524
. 7524
. 7524
. 7524
.7524

OCO0OO0OOOCOO0O

3.9874
3.9874
3.9874
3.9874
3.9874
3.9874
3.9874
3.9874
3.9874

0.8020
0. 8020
0. 8020
0. 8020
0.8020
0. 8020
0. 8020
0.8020
0. 8020

-13. 002
-13.002
-13. 002
-13.002
-13.002
-13. 002

-9.7728 -13.024 -13.002

-9.9740

-13.031

-13.002

-3.8414 -10.201 -13.034 -13.002
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TABLA XIV: Flujo potencial a través de wuna
los «contornos laterales mediante la discretizacidn del dominio
diferencia en

obtenidas en

por mallas rectangulares.

Se representa,

tobera (Fig. 18

entre parentesis, la

).

Velocidades

tanto por ciento respecto a las velocidades indicadas en 1la
€,=. 000001.
1. Funcidn de corriente. Mo=.001 k=1.4.
1-1/2
X
16x8 32x16 64x32

0. 000 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%)
0.738 | 0.9668 (0.04%) | 0.9665 (0.01%) | 0.9667 (0.03%)
1.475 | 0.9216 (1.13%) | 0.9116 (0.03%) | 0.9068 (0.49%)
2.213 | 1.1011 (0.29%) | 1.0944 (0.32%) | 1.0910 (0.63%)
2.950 | 1.4516 (0.96%) | 1.4627 (0.20%) | 1.4591 (0. 44%)
3.688 | 2.0932 (0.41%) | 2.0816 (0.07%) | 2.0823 (0.11%)
4.056 | 2.4838 (0.26%) | 2.4922 (0.00%) | 2.4907 (0.06%)
4.425 | 2.8719 (0.87%) | 2.8887 (0.29%) } 2.8966 (0.01%)
4.794 | 3.0742 (1.65%) | 3.1160 (0.32%) | 3.1153 (0.34%)
5.162 | 3.0135 (0.08%) | 3.0117 (0.02%) | 3.0108 (0.01%)
5.531 | 3.0018 (0.03%) | 3.0012 (0.01%) | 3.0011 (0.00%)
5.800 | 3.0005 (0.01%) | 3.0003 (0.00%) | 3.0002 (0.00%)
¥0.000 | 1.0000 (0.00%) ( 1.0000 (0.00%) { 1.0000 (0.00%)
¥0.738 | 1.0241 (0.05%) | 1.0243 (0.03%) | 1.0243 (0.03%)
¥1.475 | 1.0905 (0.10%) ] 1.0913 (0.03%) | 1.0914 (0.02%)
¥2.213 | 1.2521 (0.12%) | 1.2532 (0.03%) | 1.2535 (0.01%)
¥2,950 | 1.5644 (0.17%) | 1.5664 (0.04%) | 1.5668 (0.01%)
%¥3,688 | 2.0850 (0.18%) | 2.0878 (0.04%) | 2.0885 (0.01%)
#4,056 | 2.4163 (0.05%) | 2.4172 (0.02%) | 2.4175 (0.00%)
¥4,425 | 2.7359 (0.22%) | 2.7314 (0.05%) | 2.7303 (0.01%)
¥4,794 | 2.9418 (0.40%) | 2.9324 (0.08%) | 2.9303 (0.01%)
¥5.162 | 2.9903 (0.00%) | 2.9903 (0.00%) | 2.9905 (0.01%)
¥5,531 | 2.9985 (0.02%) | 2.9988 (0.01%) | 2.9990 (0.00%)
5,900 | 2.9996 (0.01%) | 2.9997 (0.00%) | 2.9998 (0.00%)

(%) Velocidad en contorno

superior Cs.

tabla X.



2. Funcién de corriente.
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HD=O.}9 k=1.4.

I-1 I-2
X
16x8 32x16 16x8 32x16
0. 000 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0G.00%)
0.738 0.9668 (0.01%) | 0.9666 (0.01%) | 0.9668 (0.01%) | 0.9666 (0.01%)
1.475 0.9216 (1.11%) | 0.9118 (0.03%) | 0.9216 (1,10%) | 0.9118 (0.03%)
2.213 1.1079 (0.26%) | 1.1012 (0.34%) | 1.1078 (0.25%) { 1.1012 (0.34%)
2.950 1.4843 (0.99%) | 1.4960 (0.21%) | 1.4838 (1,02%) | 1.4960 (0.21%)
3.688 2.2431 (0.62%) | 2.2327 (0.15%) | 2.2431 (0.62%) | 2.2327 (0.15%)
4. 056 2.7879 (0.24%) | 2.7988 (0.15%) | 2.7905 (0.15%) | 2.7994 (0.17%)
4,425 | 3.5151 (0.17%) § 3.5151 (0. 17%)} 3.5164 (0.21%) | 3.5163 (0.21%)
4,794 4,1036 (1.32%) | 4.1461 (0.30%) | 4.1058 (1.27%) | 4.1524 (0.15%)
3.162 4,0024 (0.26%) | 3.9945 (0.06%) | 4.0019 (0.24%) | 3.9944 (0.06%)
5.531 3.9883 (0.02%) | 3.9873 (0.01%) | 3.9880 (0.01%) | 3.9876 (0.00%)
5.900 | 3.9876 (0.01%) | 3.9872 (0.0G1%) | 3.9874 (0.00%) | 3.9874 (0.00%)
*0, 000 1,0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%) | 1.0000 (0.00%)
*0. 738 1.0242 (0.03%) | 1.0244 (0.01%) | 1.0242 (0.03%) | 1.0244 (0.01%)
1,475 1.0928 (0.11%) { 1.0936 (0.04%) | 1.0929 (0.10%) | 1.0936 (0.04%)
2,213 1.2645 (0.13%) | 1.2656 (0.04%) | 1.2646 (0.12%4) | 1.2656 (0.04%)
*2.950 1.6111 (0.17%) | 1.6131 (0.05%) | 1.6113 (0.16%) | 1.6132 (0.03%)
¥3.688 2.2545 (0.23%) | 2.2583 (0.06%) | 2.2545 (0.23%) | 2.2583 (0.06%)
x4, 056 2.7409 (0.18%) | 2.7445 (0.05%) | 2.7408 (0.19%) | 2.7445 (0.05%)
*4, 425 3.3373 (0.05%) | 3.3359 (0.01%) | 3.3370 (0.04%) | 3.3358 (0.01%)
x4,794 3.8808 (0.67%) | 3.8617 (0.17%) | 3.8813 (0.68%) | 3.8621 (0.18%)
¥5. 162 3.9782 (0.12%) | 3.9809 (0.05%) [ 3.9781 (0.12%) | 3.9811 (0.04%)
¥5. 531 3.9866 (0.02%) | 3.9870 (0.01%) | 3.9864 (0.02%) | 3.9872 (0.00%)
¥5.900 | 3.9871 (0.01%) | 3.9872 (0.01%) | 3.9867 (0.02%) { 3.9874 (0.00%)

(*¥) Velocidad en contorno superior Cs.




3. Potencial de velocidad.
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Mo=.001 k=1.4.

X 16x8 32x16 64x32
0.000 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%)
0.738 0.8428 (12.8%) 0.9193 (4.87%) 0.9434 (2.38%)
1. 475 0.7657 (16.0%) 0.8521 (6.50%) 0.8806 (3.37%)
2.213 0.9181 (16.4%) 1.0175 (7.32%) 1.0654 (2.96%)
2.950 1.2122 (17.3%) 1.3528 (7.70%) 1.4116 (3.68%)
3.688 1.7113 (17.9%) 1.9272 (7.35%) 2.0020 (3.96%)
4,056 2.1369 {(14.3% 2.3103 (7.30%) 2.4213 (2.85%)
4,425 2.5053 (13.5%) 2.7179 (6.18%) 2.8378 (2.04%)
4.7%94 3.0084 (3.76%) 3.0837 (1.35%) 3.1213 (0.13%)
5. 162 3.0581 (1.56%) 3.0174 (0.21%) 3.0118 (0.03%)
5.531 3.0017 (0.02%) 3.0014 (0.01%) 3.0009 (0.00%)

1-1/2 5.900 3.0002 (0.00%) 3.0001 (0.00%) 3.0001 (0.00%)
C-0 x0. 000 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%)
*¥0, 738 0.8779 (14.3%) 0.9665 (5.67%4) 0.9978 (2.62%)

%1,4795 0.9347 (14.4%) 1.0282 (5.81%) 1.0612 (2.78%)

%¥2.213 1.0828 (13.6%) 1.1862 (5.38%) 1.2211 (2.59%)

£2.950 1.3749 (12.2%) 1.4979 (4.41%) 1.5330 (2.17%)

x3. 688 1.9130 (8.41%) 2.0286 (2.88%) 2.0605 (1.33%)

*4, 056 2.2760 (5,86%) 2.3714 (1.91%) 2.3991 (0.77%)

x4, 425 2.6550 (2.75%) 2.7074 (0.83%) 2.7252 (0.18%)

%x4,794 2.9151 (0.51% 2.9293 (0.03%) 2.9333 (0. 11%)

x5.162 2.9919 (0.05%) 2.9917 (0.05%) 2.9922 (0.06%)

%5, 531 2.9992 (0.01%) 2.9993 (0.01%) 2.9993 (0.01%)

%5, 900 2.9999 (0. 00%) 2.9999 (0.00%) 2.9999 (0.00%)

0.000 1. 0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%)

0.738 1.0460 (8.24%) 1.0119 (4.71%) 0.9888 (2.32%)

1.475 0. 9746 (6.95%) 0.9460 (3.81%) 0.9272 (1.74%)

2.213 1.1383 (3.68%) 1.1213 (2.13%) 1.1126 (1.34%)

2.950 1.4607 (0.33%) 1.4673 (0.12%) 1.4667 (0.08%)

3.688 1.9691 (5.54%) 2.0333 (2.46%) 2.0544 (1.45%)

4, 056 2.3253 (6.70%) 2.3975 (3.80%) 2.4522 (1.61%)

4,425 2.6785 (7.54%) 2.7799 (4.04%) 2.8471 (1.72%)

4,794 3.0211 (3.35%) 3.0864 (1.26%) 3.1161 (0.31%)

5.162 3.0553 (1.47%) 3.0224 (0.38%) 3.0146 (0.12%)

5.531 3.0062 (0.17%) 3.0022 (0.04%) 3.0004 (0.02%)

I-1/2 5. 900 3.0010 (0.03%) 3.0003 (0.00%) 3.0002 (0.00%)
c-1/2 *0. 000 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%)
*0, 738 1.1025 (7.60%) 1.0703 (4. 46%) 1.0489 (2.37%)

*1,475 1.1695 (7.14%) 1.1366 (4.12%) 1.1145 (2.10%)

2,213 1.3316 (6.22%) 1.2995 (3.66%) 1.2767 (1.84%)

*2, 950 1.6361 (4.41%) 1.6111 (2.81%) 1.5888 (1.39%)

%3, 688 2.1323 (2.09%) 2.1193 (1.47%) 2.1043 (0.75%)

#4, 056 2.4364 (0.78%) 2.4341 (0.68%) 2.4274 (0.41%)

%4, 425 2.7231 (0.25%) 2.7319 (0.07%) 2.7337 (0.14%)

x4, 794 2.9121 (0.61%) 2.9263 (0. 13%) 2.9299 (0.01%)

*5, 162 2.9824 (0.26%) | 2.9885 (0.06%) 2.9901 (0.01%)

%3, 531 2.9969 (0.07%) 2.9985 (0.02%) 2.93989 (0.00%)

%3, 900 2.9990 (0.03%) 2.9997 (0.00%) 2.9998 (0.00%)

(%) Velocidad en contorno

superior Cs.




4. Potencial de velocidad.
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Mo=0.19 k=1.4.

b4 I-1/C-0 I-1/C-1 I1-2/C-2
0. 000 1. 0000 (0.00%) 1. 0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%)
0.738 0.8519 (11.9%) 1.0615 (9.81%) 1.0639 (10.0%)
1.475 0.7741 (15.1%) 0.9891 (8.51%) 0.9914 (8.76%)
2.213 0.9318 (15.7%) 1.1615 (5.11%) 1.1641 (3.35%)
2.950 1.2435 (17.0%) 1.5122 (0.87%) 1.5166 (1.17%)
3.688 1.8040 (19.1%) 2.1072 (5. 48%) 2.1129 (5.22%)
4, 056 2.3363 (16.4%) 2.5841 (7.354%) 2.5954 (7.13%)
4, 425 2.8741 18.1%) 3.1247 (11.0%) 3.1226 (11.0%)
4,794 3.3968 (11i.1%) 3.7479 (9.87%) 3.7463 (9.91%)
5.162 3.9623 (0.75%) 3.9752 (0.43%) 3.9744 (0. 45%)
5.531 3.9707 (0.42%) 3.9813 (0. 16%) 3.9812 (0.16%)
5. 800 3.8872 (0.01%) 3.9869 (0.01%) 3.9869 (0.01%)
16x8
%0, 000 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%)
¥0.738 0.8873 (13.4%) 1.1169 (9.02%) 1.1194 (9.26%)
¥1,.475 0.9463 (13.5%) 1.1863 (8.44%) 1.1890 (8.68%)
2,213 1.1029 (12.9%) 1.3609 (7.49%) 1.3641 (7.74%)
%¥2.950 1.4217 (11.9%) 1.7045 (5.61%) 1.7087 (5.87%)
%3, 688 2.0671 (8.52%) 2.3383 (3. 48%) 2.3441 (3.74%)
*4, 056 2.5687 (6.45%) 2.7992 (1.94%) 2.8027 (2.07%)
*¥4, 425 3.1762 (4.69%) 3.3158 (0.59%) 3.3160 (0.58%)
4,794 3.6913 (4.25%) 3.7289 (3.27%4) 3.7281 (3.29%)
*S. 162 3.9196 (1.59%) 3.9240 (1.48%) 3.9235 (1.49%)
5. 531 3.9776 (0. 24%) 3.9785 (0.22%) 3.9784 (0.22%4)
¥5, 900 3.9876 (0.01%) 3.9875 (0.00%) 3.9874 (0.00%)
0. 000 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%)
0.738 0.9234 (4.48%) 1.0200 (5.51%) 1.0229 (5.81%)
1.475 0. 8560 (6.09%) 0.9535 (4.60%) 0.9562 (4.90%)
2,213 1.0272 (7.04%) 1.1369 (2.89%) 1.1401 (3.18%)
2,930 1.3840 (7.68%) 1.5105 (0.76%) 1.5150 (1.06%)
3.688 2.0447 (8.28%) 2.1763 (2.38%) 2.1832 (2.07%)
4. 056 2.5471 (8.86%) 2.6693 (4, 49%) 2.6778 (4.18%)
4,425 3.1973 (8.88%) 3.2993 (5.98%) 3.2992 (5.98%)
4.794 3.9513 (4.98%) 3.9672 (4.60%) 3.9669 (4.61%)
9.162 3.9948 (0.07%) 4.0052 (0.33%) 4.0050 (0.32%)
5.531 3.9863 (0.03%) 3.9868 (0.02%) 3.9868 (0.02%)
5.900 3.9874 (0.00%) 3.9870 (0.01%) 3.9870 (0.01%)
32x16
*0. 000 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%) 1.0000 (0.00%)
%0, 738 0.9705 (S5.27%) 1.0779 (5.21%) 1.0810 (5.51%)
¥1.475 1.0344 (5.45%) 1.1470 (4. 84%) 1.1503 (5.13%)
¥2, 213 1.2018 (5.08%) 1.3218 (4.40%) 1.3256 (4.70%)
*¥2,.950 1.5452 (4. 26%) 1.6718 (3.59%) 1.6767 (3.89%)
%¥3. 688 2.1919 (3.00%) 2.3105 (2.25%) 2.3171 (2.54%)
x4, 056 2.6846 (2.23%) 2.7831 (1.35%) 2.7895 (1.59%)
¥4, 425 3.2838 (1.35%) 3.3403 (0.14%) 3.3439 (0. 25%)
*4, 794 3.7983 (1.47%) 3.8071 (1.24%) 3.8080 (1.22%)
%5, 162 3.9718 (0.28%) 3.9713 (0.29%) 3.9713 (0.29%)
¥5. 531 3.9873 (0.00%) 3.9875 (0.01%) 3.9875 (0.01%)
%¥5. 900 3.9875 (0.00%) 3.9876 (0.01%) 3.9876 (0.01%)

(%) Velocidad en contorno

superior Cs.




100

CONCLUSIONES

Los resultados numéricos obtenidos en base a la discretizacién del dominio por
mallas adaptables a los contornos ponen de manifiesto:

LLa mayor precisidén en los resultados obtenidos para el caso del flujo a
través de wuna tobera que para el caso del flujo alrededor de un cilindro.
Ello es consecuencia de la geometria mucho mas irregular de este Gltimo.
No obstante, los resultados obtenidos para el caso del flujo alrededor de
un cilindro han permitido poner mas claramente de manifiesto las
diferencias existentes entre los criterios numéricos empleados.

En la resolucién del flujo potencial mediante el empleoc de la funcién de
corriente, el esquema numérico que ha dado los resultados mas precisos ha
sido el I-2b/C-2b.

Para el flujo a través de una tobera, los resultados obtenidos segln el
esquema 1-1/C-2a son comparables a los obtenidos segén I-2b/C-2b y algo
mejores que los que se derivan de I-2a/C-2a.

Para el flujo alrededor de un cilindro el esquema I-2a/C-2a praporciona, en
general, resultados wmds precisos que 1-1/C-2a. Para la malla XUEX, al
incrementar la densidad de malla los resultados numéricos que se derivan
del esquema I-1/C-2a convergen a una golucidn incorrecta. Ello es
atribuible a errores de truncamiento del wmétodo, consecuencia de 1la
distribucién irregular de las lineas de la malla.

Para el potencial de velocidad, los resultados obtenidos segln los esquemas
I-2a/C-2a y 1-2b/C-2b han sido los mds precisos.

En el caso del flujo a través de una tobera, ambos esquemas han dado
resultados parecidos. Las velocidades calculadas en el contorno presentan
un orden de error similar al obtenido mediante la funcidn de corriente.

En el caso del flujo alrededor de un cilindro, la superioridad del esquema
I-2a/C-2a sobre el esquema I-2b/C-2b ha dependido del tipo de malla
empleada. Las velocidades calculadas en el contorno presentan, en general,
un mayor grado de error que las calculadas mediante 1la funcidn de
corriente.

Para el caso del flujo alrededor de un cilindro, los resultados numéricos
obtenidos ponen de manifiesto la influencia de la malla de discretizacién
generada. El empleo de mallas con discontinuidades (YUEX) o c¢on wuna
distribucién irregular de 1lineas (XUEX) incrementa el orden de error del
esquema numérico utilizado, El ewpleo de. mallas ortogonales ha
proporcionado resultados numéricos was precisos que los obtenidos con
mallas no ortogonales.

La convergencia de losg métodos iterativos es congiderablemente wmas rapida
para el caso de la funcidén de corriente que para el potencial de velocidad.

El empleo del método de Gauss-Seidel apoyado en un TDMA en la direccién de
los coeficientes de discretizacién mayores (en nuestro caso la direccidn
n), junto con la utilizacién factores de sobrerrelajacién £ adecuados,
reduce de manera sensible el ndwero de iteraciones necesario.
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A medida que aumenta el ndmero de Mach pueden darse, durante el proceso
iterativo, valores negativos de la temperatura. En estos casos la densidad
en el nodo en cuestidn se evalua como promedic de la obtenida en los nodos
adyacentes. Este criterio ha provocado en ciertas ocasiones
inestabilidades numéricas, siendo preciso recurrir al empleo de factores de
subrrelajacién fv para las velocidades. Para unas condiciones del flujo
dadas, la dificultad de convergencia debido a este hecho aumenta con 1lsa
densidad de la malla. El inicio del proceso iterativo con valores de las
variables a determinar proximos a la solucién buscada, y el empleo de
factores fv adecuados, reducen el nGmero de iteraciones y evitan la
posibilidad de la no convergencia del proceso.

Los resultados obtenidos mediante la discretizacién del dominio por mallas
rectangulares, en el caso del flujo a través de una tobera, ponen de
manifiesto:

- Para el caso de la funcién de corriente se han obtenido unos resultados muy
precisos, siendo comparables a los que se derivan del empleo de mallas
adaptables a los contornos. No se han observado diferencias significativas
entre los esquemas numéricos ensayados (I-1 e I-2),

- Los resultados obtenidos mediante el potencial de velocidad presentan un
grado de error muy superior que los que se derivan del empleo de la funcién
de corriente. Los esquemas numéricos I-1/C-1 y 1-2/C-2 han dado wunos
regultados similares. El esquewma I-1/C-0 es el que presenta unos
resultados mas imprecisos.

Para egste caso, el empleo de mallas de discretizacibén adaptables a los
contornos proporciona unos resultados mas precisos que los obtenidos
mediante mallas rectangulares.
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APENDICE A: COORDENADAS CURVILINEAS

En este apéndice realizamos una sintesis de resultados referentes a
coordenadas curvilineas y que son de wutilidad para el desarrollo de este
capitulo. Se indican las expresiones que relacionan, en el espacio
tridimensional euclideo, la referencia cartesiana (x',x2,x3) con un sistema de
coordenadas curvilineas (q‘,q2,q3). En un dltimo apartado se dan las
expresiones que resultan de aplicar lo expuesto al caso bidimensional.

Para una mayor informacién constGltese la obra de cardcter general de VWylie
{A1] o bien, si se desea profundizar en este tema, las obras especificas sobre
andlisis tensorial y geometria diferencial de Synge y Schild [A2] o]
Lichnerowicz [A3].

Introduccion

En un espacio puntual euclideo tridimensional designaremos por
r=x'd+ x?)+ x3k al vector posicién de un punto genérico P en una
referencia cartesiana con vectores de base wunitarios (4,3, k). Sean las
funciones de variables q',q?, q°:

1 1 1 2 3

x = x (9,9, q)

x2 = x2 (ql, q2, q3) (2.A1)
3

x~ = x> (ql. q2, q3)

Si en un cierto dominio R’ de variacién de las q' 1las funciones (2.Al)
establecen una correspondencia biunivoca entre los puntos de R’ y los puntos
de la regién R de sus imdgenes (dominio de variacién de las x'), diremos que
la transformacién (2.A1) define, .en la regién R, el sistema de coordenadas
curvilineas (q',q2,q%.

La posicién de un punto P de R estd definida por la terna de valores
(q‘,qQ,q3) correspondientes a la interseccién de las tres superficies
coordenadas S' (i=1,2,3). Estas superficies representan el lugar geométrico
de, los puntos en los que uno de los pardmetros q' es constante. Las
guperficies coordenadas se cortan dos a dos segdn lineas coordenadas, a lo
largo de las cuales Onicamente varia una de lasg coordenadas q' (Fig. 1).
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curva coord g2 | g3
(q'.q%ctes)

curva coord q‘
(q2.q3 ctes)

curva coord q3
(q'.q2ctes)

Fig. 1 Coordenadas curvilineas (q',q%, gq3).

Dencminaremos jacobiano de la transformacidén (2.Al) al determinante D de la

matriz jacobiana de esta transformacidn, es decir:
axl axl axl

aql aq2 aq3

___a(xl. x?, x> ax?  ax®  ax? (2. A2)
1 2 3
aq ., 9 q’) aqt  ag® aq’

3X3 ax3 ax3
aql aq2 aq3
Supondremos que la transformacién (2.A1) es diferenciable con continuidad vy
que D # 0 en R’. En este supuesto se demuestra que la transformacién inversa:

1 1 1 2 3
g =4qg (x7, x, x)
@ = q’ (x', &, %) (2.A3)
3 3 1 2 3
qg =q (x, x, x)

es diferenciable con continuidad en R y que su matriz jacobiana es la inversa
de la que corresponde a (2.Al). Si designamos por J al jacobiano de la

transformacién (2.A3), es decir: L 1 1
3q 3gq 3g

Bxl 3X2 ax3
1 2 3 2 2 2

J = a(ql. qz' q3> - aql 3q 3q (2. A4)
(x", x7, x7) ax ax? x>

3 3 3

3q 3q 39
1

X 3X2 3X3
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ge verifica, como consecuencia de que ambas matrices jacobianas son inversas,
que:

D.J =1 (2. A5)

Por comodidad supondremos en lo sucesivo que, ademas de D # 0, se cumple que
D > 0, lo cual no resta generalidad.

Componentes contravariantes y covariantes de un vector

Sea (a;,a,,83) una base del espacio vectorial euclideo tridimensional.
Cualquier vector de este espacio puede ser expresado como combinacidén lineal
de los vectores de la base.

Se denominan componentes contravariantes, en la base (31,32;33), de un vector
¥ a los valores w'!' tales que: 3 i

w o= a. (2. A6)

"= 3w

i=1

Las componentes covariantes de ¥ en dicha base son, por definicién, los
valores v; tales que:

W, = w.aj _ (2.47)

- = - 2o st sk : : . s L

Dos bases (a,,a,,a;) y (a7, 8,,83) se denominan reciprocas si se verifica que:

—

ax = i ] = (2.4A8)
ai'aj Gij (1,3 1,2,3)
Como veremos seguidamente las componentes covariantes de un vector en una base
dada coinciden con las componentes contravariantes del mismo en la base
. . . P . bd
reciproca. 5i denominamos w; a las componentes covariantes de ¥ en la base

a’, sera:

3 . 3 .
* = 2 Tk = ] 2\ % = J =
w¥ = w.al ( §1 wo a;).ajl jél Wi, w (2. 49)

Por comodidad en la notacién se escribirdn, en lo que sigue, dos bases
. = —lp — - — .
reciprocas como (a@,,a,,a85) y (3',32,3%),

Base local y base reciproca

En el sistema de coordenadas curvilineas q' dado por (2.A1), los vectores e
definidos por:

g8 = JIC (i =1,2,3) (2.A10)
i o.i

q

ge denominan vectores de la base local y son tangentes a las lineas
coordenadas. Notese que el determinante de los vectores (e,,@,,#;) de la base
local en el punto P es igual al determinante jacobiano D de la transformacidn
(2.A1), y que la no anulacion de D asequra que dichos vectores forman
efectivamente una base.
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Se demuestra que los vectores de.la base reciproca €l vienen expresados por:

—i

e = vq' (i =1,2,3) (2.A11)

y son, por tanto, normales a las superficies coordenadas s'. El determinante
de los vectores (€',@2,€3) de la base reciproca en P es igual al determinante
jacobiano J de la transformacidén (2, A3).

Tensor métrico covariante y tensor métrico contravariante

La diferencial del vector posicién T en P es:
1

3 — , 3 .
£ = ar i ~ i
ar = i; - dg i>=:1 e. dq (2.A12)

El cuadrado de la longitud ds del vector diferencial dr sera:

w

3
2 — — i - i
(ds)” = df . af = ( g, dql).(Zlej dgl) =

1=1 i= (2.A13)

3 i ; 3 . .

— — 1 ]

= 2 (8.8 dq dq = . Z 9,5 dq dq

l,]-“'—l l'j=l

De la expresién anterior se sigue que la medida de distancias en el dowminio R
de variacién de las x' y en las coordenadas curvilineas q' es funcién de los
productos escalares gif? {(i,3 = 1,2,3) 1los cuales determinan la matriz
gimétrica:

G

llgijll = |le,.e. || (2.A14)
Dicha matriz define, por tanto, la wmétrica del espacio en el siptema de
coordenadas curvilineas considerado. La matriz G se denomina tensor métrico o
mas explicitamente tensor métrico covariante.

Las componentes del tensor métrico G se expresan, de (2.A10), segtn:

3 k k :
9X- 89X (2. A15)

g.. = - .
+ k=1 Bql 3ql

En el caso de coordenadas ortogonales g = 0 para i # j.

La inversa de la matriz G se denomina tensor wmétrico contravariante y la

designaremos por G =||g”n . Se demuestra que las componentes de dicho tensor
se pueden expresar mediante los vectores de la base reciproca en la forma:
_l PR . .
= llg* |l = lle*.e’]l (2.A16)

De (2.A11): 3 i i
gij _ z aq 99
- k

5 k 4 (2. A17)
k=1 3X X
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Nbétese que el jacobiano de la transformacidn (2.A1) y (2.A3) y el determinante
del tensor métrico covariante y contravariante estén relacionados segn:

D = +|G] J= Vet (2. A18)

Elemento de arco, elemento de superficie y elemento de volumen

De (2.A13), el elemento de arco ds a lo largo de la linea coordenada q' serd:

as? = VE, - €, dg” =\/gi_i dqt (2.419)

El elemento de superficie dS' determinade por los vectores e dql, &.dq* (i,3,k
permutacién circular de 1,2,3) vendra dado por:

—

= J
ej. . ek[ dq dq (2.A20)

El cuadrado del mddulo del producto vectorzal de dos vectores a y b se puede

expresar en la forma: (8.3)(b.B)-(a.B)2. De sustituir este resultado en la
expregidén anterior, teniendo en cuenta (2.A15), se gigue:
= - q° I gqk (2. A21)
= ‘\/gjj Ik x gjk dg-” dq

giendo i, ),k una permutacién circular de 1,2,3. Nétese que el termino
afectado por la raiz cuadrada es el determinante de la matriz adjunta del
elemento g;; de G.

El elemento de volumen dV determinado por los vectores 01dq , @ dq , € dq viene
dado por su determinante, es decir:

av = |18, &,, &1 aq' aq’ daq’ (2. A22)

Como ya indicamos el determinante de los vectores de la base local es igual al
jacobiano D de la transformacién. Ademas, de (2.A18):

av = p daq’ daq? aq® = Viel daqt daq? 4q° (2.423)

Por la transformacién (2.A1), el elemento de volumen dV’=dq'dq?dg® de 1la
regién R’ del espacio de las q' se aplica al elemento de volumen dV de la
region R del espacio de las x'., De la expresidn anterior egs dV/dV’= ~/§'= D.
Este resultado nos permite interpretar geométricamente el jacobiano de la
transformacién, y por tanto la raiz cuadrada del determinante del tensor
métrico G, como un factor de dilatacién de volumen correspondiente a dicha
transformacién.

De igual wmanera los términos 9 I~ Tk Y Vg, de las expreaiones (2.422)
y (2.A19) podrian interpretarse como factores de dilatacidn de superficie y de
longitud respectivamente.
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Caso bidimensional

A continuacidén indicaremos las expresiones que se derivan de aplicar los
resultados obtenidos anteriormente a la transformacién bidimensional entre las
coordenadas cartesianas (x',x2,x3) y las coordenadas curvilineas (q',q?2,q?3).
Si dicha transformacién se define entre los planos (x',x?) y (q',q2), ser&

q3= x5,

Por conveniencia nos referiremos a las coordenadas cartesianas por (x%,y,z) en
lugar de (x',x2,x3). Las coordenadas curvilineas las indicaremos por (€,n,2)
en lugar de (q',q2,gq3). Los subindices o superindices 1 y 2 hacen referencia
a las coordenadas curvilineas ¢ y 7 respectivamente.

- Vectores de la base local, de (2.A10):

e = xel + Yej e, = an +yn Jj e3 =k (2. A24)
- VYectores de la base recipraca, de (2.411):
-1 —~2 -3
= = ¥ 3 = k (2-A25)
e exi + gyj e n, i +ny 3 e
- Componentes del tensor métrico covariante, de (2.A15):
2 2 - -
9= Xt Y, 9y, = xexn+ yeyn 9,3 =0
2 2
g21= 912 922' Xn + Yn 923 = 0 {2.A26)
93;= 0 93, 0 933 = 1
- Componentes del tensor métrico contravariante, de (2,A17):
911= ei +€§ gl?= Ex Ny +Ey Ny g!3 = o
21 12 22_ 2 2 23 -9 (2. A27)
9 =49 g9 nx + ny g
g3= 0 g32= 0 g3’ = 1

- E1 jacobiano de la transformacidén (2.A1) o (2.A3) pueden determinarse de la
expresién (2.A2) o (2,A4) respectivamente:

D = Xe Yp = X, ¥, J =& Ny & Mx (2. A28)

o bien, de (2.A18):

1122 12 21
D = a1, 95 - 95 9 3 =/t gt - g g (2.429)

- Del hecho de que son inversas las wmatrices jacobianas correspondientes a

trangformaciones inversas, es decir:

X X € € 1 0
€ n X Y

{2.A30)
Y, Y nx ny 0 1l
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se sigue: x x
e - m e - _n he-Ye % @i

X D Yy D x D y D
De igual forma, del hecho de que las matrices g,.ny ng”n son inversas, se

gigue: g g ! g
11_ 22 22 11 12 21 _ 12 (2.432)

g = 5 d = g9 =g = '”:;
D D D

En la ecuacién diferencial en coordenadas curvilineas de la funcién de
corriente (2.22) o del potencial de velocidad (2.89) aparecen, adem&s de los
coeficientes métricos g, los parédmetros €xx * €yy ¥ Txx*Tyy. Al igual que
hicimos en (2.A32) es conveniente expresar estos pardmetros mediante
términos que involucren derivadas parciales respecto a las coordenadas
curvilineas en lugar de las coordenadas cartesianas. Asi por ejemplo, de la
ecuacién matricial (2.A30) y por derivacién respecto de la variable ’x’ se
obtiene ¢, Yy 71, - Para el calculo de ¢, y 7,, 8e procede de forma
analoga por derivacién de (2.A30) respecto de la variable ’'y’. De sumar los
términos correspondientes resulta:

X + 2 X + b'd X
g22 €E 912 en gll nn n
S
Q = 8XX+€YY = D3
2
92¥ce T 9% T _ynn Yq
{2.A33)
+ 2 + X
92 *ee 92 *en T 911 %nn Xe
= . 4
B Nex *Nyy = o3 ,
+ +
g22 yee g12 yen gllynn Ye

La deduccién de la ecuacidn de la irrotacionalidad del flujo en términos de
la funcidén de corriente ha sido realizada de dos formas distintas, lo cual
nos ha conducido a las ecuaciones diferenciales, idénticas matematicamente,
(2.22) y (2.34). Una segunda forma para determinar los parédmetros a y 8 en
términos de g.. se tiene de desarrollar convenientemente (2.34) y comparar
la expresién resultante con (2,22), De esta forma, de aplicar ademas
(2.A32), se obtiene:

a = 3 (Ei.lﬂ + ﬂ.lz_/_il)= 1(3922/13_3912/13)
3¢€ an D de an

(2. A34)

6 - g (agzl/J N 3922/J)= l(ag2l/D_agll/D)

de an ._5 d¢ an
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NOMENCLATURA

A Area caracteristica.

aj; Coeficientes de las ecuaciones de discretizacibdn (2.25), (2.79),
R (2.90) y (2.128),

21,22 Vectores unitarios de la base reciproca.

by, b, Vectores unitarios de la base local.

Ce,Cf,Ci,Cs Contorno de entrada, salida, inferior y superior ,respectivamente,
+ % % » del dominio en el plano fisico.
Ce,Cf,Ci,Cs Idem en el plano transformado.

Cp Calor especifico a presidn constante.

Cy Calor especifico a volumen constante.

Cp Coeficiente de presidn, Cp = (ﬁ-ﬁo)/(.Sjiﬁg) = (p-l)/(.SkHi).

D Jacobiano de la transformacién (2.Al).

Dmax Valor absoluto de 1la diferencia méxima entre 1los resultados

obtenidos numéricamente, de ¢ o ¢, y los que se derivan de la
solucidbn exacta.

Dmed Media aritmética de los valores absolutos de la diferencia entre
los resultados numéricos, de ¢ o ¢, y la solucidbn exacta.

d Distancia entre puntos.

E“,32 Vectores de la base reciproca.

EG,32 Vectores de la base local.

f Factor de relajacién para la funcién de corriente o el potencial
de velocidad; K= f-g%-(t-1).gk"N =9 o 4.

fv Factor de relajacién para las velocidades.

gli Componentes del tensor métrico contravariante.

g9; Componentes del tensor métrico covariante,

h Entalpia especifica.

H Entalpia especifica de estancamiento.

J Jacobiano de la transformacidn (2.A3).

k Relacién entre los calores especificos, k = cp/c,.

L Longitud caracteristica.

| Ntmero de Mach, M = VA/KRT = M vA/T. .

n Flujo mdsico adimensional (por unidad de altura), w=m/(pgv,L).

Flujo masico adimensional total que entra en el dominio.
NxHM Densidad de la malla. N indica el no. de tramos en la direccidn
i; M idem en direccién j.

p Presién adimensional, p=p/p,.

(q',q2 Coordenadas curvilineas: q'= €, q2= 7

R Constante del gas.

r Vector posicion

S Superficie caracteristica adimensional por unidad de altura,
S=5S/L.

s Entropia especifica. o

T Temperatura adimensional, T=T/T,.

t Tiempo.

TDMAi Método iterativo de Gauss-Seidel apoyado en un TDMA en la
direccién "i",

TDMA) Idem en direccién *3".

TDMAL/) Idem pero alternativamente en la direccidn "i" y *3~.

v Vector velocidad.

Vg r Vy Componentes cartesgianas de la velocidad.

Vi Componentes covariantes de la velocidad en la base local (i=1,2).
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Componentes contravariantes de la velocidad en la base local
(i=1,2).

Componentes de la velocidad en las direcciones definidas por los
vectores de la base local (i=1,2).

Idem en direcciones definidas por los vectores de la base
reciproca (i=1,2).

Proyecciones de la velocidad en las direcciones definidas por los
vectores de la base local (i=}, 2).

Idem en direcciones definidas por 1los vectores de la base
reciproca (i=}1,2).

Coordenadas cartesianas.

Funcidén que define el contorno lateral Ci.

Funcién que define el contorno lateral Cs.

Circulacién.

Delta de Kronecker, &1 si i=j, &;=0 si i#}.

Incrementos de la malla en las direcciones ‘i’ y ')

transformado.

Coordenadas curvilineas.

Erezisign exigida para finalizar las iteraciones: méx|{K- %< ¢,.
= o .

Densidad.

Funcidn potencial.

Funcién de corriente. ,

Valor de ¢ en el punto (i, 3) de la malla y en la iteracidn k.

Vector vorticidad.

’

en el plano

El guién encima de las variables indica que estas son
dimensionales.

Los valores v,, T,, M, etc. son los correspondientes a un punto
arbitrario 'o’ del dominio; en general indica aguas arriba o la
zona de entrada del flujo al dominio.

La terminologia referente a los criterios numéricos empleados,
I-1/C-1a ......, esta comentada al inicio del apdo. 2.4.3.
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CAP, 3 RESOLUCION DE LAS CAPAS LIMITES HIDRODINAMICAS Y TERMICAS

RESUMEN

Se efectua la resolucién numérica de las ecuaciones de la capa limite laminar
y turbulenta en situaciones de flujo compresible, permanente y bidimensional.
El andlisis de la capa limite turbulenta se ha realizado en base a los
conceptos de viscosidad turbulenta y conductividad térmica turbulenta,
formulandose estos coeficientes de transporte turbulento mediante expresiones
semiempiricas de tipo algebraico. La integracién de las ecuaciones de la capa
limite se realiza mediante un esquema numérico de tipo implicito propuesto por
H.B.Keller. Con el objeto de corroborar la validez del método empleado se
resuelven numéricamente diversas situaciones de flujos, en los que se supone
conocida la distribucién de velocidad, presién y temperatura en el contorno
exterior de la capa limite.

3.1 INTRODUCCION

La finalidad de este capitulo es 1la resolucién del flujo en las =zonas
contiguas al contorno en las que, a diferencia de 1la regién de flujo
potencial, los efectos de la friccién y de la transferencia de calor no pueden
despreciarse debido a los acentuados gradientes de velocidad y temperatura.

Estas zonas, denominadas capas limites, se caracterizan por ser de delgado
espesor, lo cual permite simplificar, en base a analisis de ordenes de
magnitud, las ecuaciones de conservacidn (continuidad, cantidad de movimiento
y energia). Las ecuaciones resultantes de estas simplificaciones, denominadas
ecuaciones de la capa 1limite, presentan caracteristicas distintas de las
originales; asi, mientras que las ecuaciones iniciales de conservacién son de
tipo eliptico, las ecuaciones de la capa limite son de tipo parabélico. Este
hecho tiene una gran importancia en el momento de desarrollar un algoritmo
numérico de resclucibn, posibilitando la aplicacién de esquemas numéricos del
tipo de 1los empleados en situaciones de régimen transitorio (esquemas
explicito, implicito, Crank-Nicolson,....) [S].

Para la integracién de las ecuaciones de la capa limite es necesario
especificar la distribucién de velocidades, presiones y temperaturas en el
contorno exterior de la capa limite (contorno potenciall. Tal y como se
indicd en el primer capitulo, la obtencién de dichos valores se realiza a
partir de la resolucién de la regién de flujo potencial (cap. 2), debiendose
efectuar la integracién conjunta zona potencial-capas limites en el marco de
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un algoritmo global de resolucion (cap. 4). En este capitulo centraremos el
estudioc en la resolucién de las capas limites, suponiendo unos valores
conocidos de la velocidad, presidén y temperatura en el contorno potencial.

El andlisis de las capas limites turbulentas se realiza en base a los
conceptos de viscosidad turbulenta y conductividad térmica turbulenta,
utilizandose expresiones gemiempiricas de tipo algebraico para la formulacién
de dichas cantidades turbulentas; el modelo de turbulencia empleado se debe a
T.Cebeci y A.M.0.Smith ({1]. Para la integracién de las ecuaciones de la capa
limite se ha wutilizado el esquema numérico de tipo implicito, denominado
"box-method", propuesto por H.B.Keller [2].

La validez del método utilizado es puegta de manifiesto en diversas
situaciones de flujo laminar y turbulento. Se estudian aspectos tales como la
compresibilidad del flujo, los gradientes de presién, la transferencia de
calor entre el fluido y las paredes limitantes, etc. En ocasiones los
resultados numéricos obtenidos son contrastados con los que se derivan de
estudios semiempiricos o con los resultados experimentales obtenidos por
diferentes autores.

3.2 ECUACIONES GOBERNANTES

Las ecuaciones de la capa limite para situaciones de régimen permanente,
bidimensicnal y con fuerzas masicas despreciables son [1]:

3 (5O) + 2 (pv) =
ax (PU) *+ g3 (ov) =0

—- 3y — 80 _ _dp . 3 r=-20u == (3.1)
pu E-)_; + oV —ay = dx+ay[118—y Pu V')]

-— 3H _ — 9H _ 3 . < OT —— d =,- du = .
PV gy TPV gy Tay [Ray - G PTTVIr gy luti gy - puTv )

Estas ecuaciones han sido escritas para el caso de flujo turbulento, no
obstante son validas para flujo laminar si anulamos los términos que
involucran velocidades y/o temperaturas de fluctuacién. Por comodidad se ha
empleado la notacién pv para indicar-pv + p’'v’.

Las condiciones de contorno a considerar en la integracién de las ecuaciones
de la capa limite son:

u (x,0) =0
v (x,0) =0
= = . = 3T . (3.2)
T L0y =T (A +— = (x)
(x,0) w (x) o) ( 9Y)(x,o> a,
lim u (x,y) = ﬁe (x)
y>®
lim T (x,y) = Te (x)

y+oo
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Las ecuaciones de la capa limite son de tipo parabblico; es por ello que,
adem&s de las condiciones de contorno indicadas en (3.2), deben explicitarse
lag distribuciones iniciales de velocidades y temperaturas en alguna
localizacidén  arbitraria x = x4 En particular podria emplearse como
condiciones iniciales, las correspondientes al punto x, = 0 de inicio de 1la
capa limite.

Para la integracién del sistema de ecuaciones (3.1) y de sus condiciones de
contorno (3.2) es necesario dar una informacién adicional respecto a los
términos turbulentos u'v’ y T’'v’., El problema se plantea en la forma con que
se relacionan estas cantidades turbulentas con las distribuciones medias de
velocidades y temperaturas del flujo. El modelo de turbulencia empleado se
basa en el concepto de viscosidad/conductividad térmica turbulenta introducido
por Boussinesq (41, segin el cual:

(3.3)
Thv “h 3y ~ Pr, oy

De introducir estas expresiones en lag ecuaciones (3.1), y de reemplazar el
gradiente de presién por el de velocidad mediante la ecuacidn de Euler
{dp/dx +pou.du./dx = 0), las ecuaciones de la capa limite quedan en la forma:

= (PU) + g% (V) = 0

Bﬁ-g—% +5—*§% = PeUe %ie*‘% [(g+5gm)g~§—‘} (3.4)

Er =—§§[<-pﬁ;+5—€£“-t—>§—§l+
+§§[a(;+5em—-§f-5%>§—§3

Estas ecuaciones pueden ser escritas de una forma mds conveniente mediante 1la
transformacidén de Levy-Lees (cf. [11]):

u
e o)
o Ay

an =
X P, (3.5)

f(x,N) = ¥Y(X,Y)/4/Pe He Ve X

en donde la funcién de corriente ¢ esta definida de forma que satisfaga la
ecuacién de continuidad, esto es:

ou = - _ oY (3.6)

@l
gl
°
<
I
'
|

De introducir en (3.4), ademds de las variables indicadas, la variable
dependiente g(x,n) = H(x,y)/He(x), dichas ecuaciones toman la forma:

x(f' %)fx—'- £" %5 ) = (bf") + m (c-f'f') + my £ £" (3.7a)
x(f' %}% - g g_}fc. ) = (eg' + df'f")' + m,fg’ (3.7b)
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giendo: . 5 .
b C 1 et Cle et Em
= (1+€), da = He(l+m~P_f—f’—i)
g ol €
e = C ( 4+ =Ty c =2 c-_ouw o t_ " (38
Pr Prt p peue m v
m = ._}.<_. due m., = l (1+m+ X _(i_ (p U ))
U dx ' 1 2 0, Mg adx e Fe

Con estas nuevas variables las condiciones de contorno (3.2) quedan expresadas
de la siguiente manera:

H
£(x,0) = 0, £'(x,0) =0, g(x,0) = g,(x) = ;rw" 6
e
c p.X
g'(x,0) = - (=)  —=——— §, (x)
PA(x,0) \/Rx He(x)
(3.9)
lim £'(x,n) = 1 lim g(x,n) =1
n->eo n->e

La transformacidén de las ecuaciones de la capa limite en la forma expresada en
(3.7, presenta las siguientes ventajas: 1) el sistema de ecuaciones
diferenciales es reducido de tres a dos ecuaciones; 2) se elimina la
singularidad en el punto x = O de inicio de la capa limite; 3) la coordenada
ne{x), correspondiente al contorno exterior de la capa limite, varia con x
mucho menos que la coordenada ye(x) =68 (x).

Evaluacién de los coeficientes de transporte turbulento

El modelo de turbulencia empleado, basado en el concepto de viscosidad
turbulenta y conductividad térmica  turbulents, utiliza expresiones
gsemiempiricas de tipo algebraico para la evaluacién de estos coeficientes de
transporte turbulento.

Debido al diferente comportamiento del flujo turbulento a través de 1la capa
limite, es wusual considerar que ésta se halla dividida en dos regiones:
a) una regién préxima a la pared, denominada "inner region", cuyo espesor se
situa entre un 10 y un 20% del espesor total de la capa limite y b) una regién
exterior, denominada “cuter region", cuyo espegsor es un 80 a un 90% del
espesor total de la capa limite.

Para la "inner region", la expresién de ¢ es obtenida de aplicar la teoria de
la longitud de mezcla de Prandtl [4], con una longitud de mezcla modificada
segin la aproximacién de Van Driest [6] a fin de congiderar el efecto de la
subcapa limite laminar. La generalizacién de estas teorias semiempiricas al
caso de flujos compresibles fue realizada por T.Cebeci [7]1, dando como
resultado la siguiente expresidn:

- 2 3u
(en), = (ky)? T 1 - &Y/ 7 |2 v, 02 Y2 Ye (3.10
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Zl<

siendo: 1
k = .40 A =265 — /&
UT [e)

Hy Pe 2 + VeUe dug
1 - 11.8 (—)(— =
\/7 (Ue)(pw) o P 3 ax

Ut

Para la "outer region" se emplea una viscosidad turbulenta definida en la
forma [11:

(3.11)

N

m- "o

[ee]
(e ) =a|v/(ue—u) dletrY Y.<y €8 (3.12)
(o}

El valor de a es funcidn de Rg,, y esta dado por la siguiente formula empirica
[11:

RS, > 5000 ——=a = .0168
(3.13)
425 < Rg, <5000=a = .0168 22
giendo: Rs, 3. 14)
m= .55 [ 1 - exp(-.243Y'z; - .298 z;)], z; = 5= -1

El pardmetro Y es el factor de intermitencia de Klebanoff [8] y considera el
hecho de que en la "outer region®”, debido al efecto de la corriente libre, el
flujo es turbulento de forma intermitente, i.e., solo wuna fraccién Y del
tiempo el flujo es turbulento. Este factor de intermitencia viene dado por la
expresion:

Y=2 [1-erfs (L-0.78)] (3.15)
1.0 4 e En la Fig. 1 se ha representado esgta
*ﬁ\\\\\ funcidn. La zona de intermitencia se
8 \ extiende de y/6 = 0.4 a 1.20. Para
; una determinacién wmas sencilla del
6. \. factor de intermitencia, T.Cebeci 17)
y ' \ propone la aproximacién:

44 y 3 1

. \ Y = 3 (3.16)
\ . 1 + 5.5 (y/98)
2 - \
0 E— ,\, Fig. 1 Distribucién del factor de
0 2 4 6 8 10 12 intermitencia de Klebanoff a través de
v18 la capa limite, segn ec. (3.15).

El pardmetro Ytr es un factor de intermitencia obtenido por K.Chen y N.Thyson
{9], con el fin de considerar la regién de transicién de flujo laminar a flujo
turbulento. Dicho factor viene expresado por:

Yep = 1 - exp (- G, (x - x, ) u, ) (3.17)
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en donde x,, indica la coordenada correspondiente al inicio de la transicién.
El parametro Gy, es evaluado en el punto de transicién mediante la expresidn:

3
G o1 e g 1-34 (3.18)
¥y ~ 1200 2

La expresidn indicada en (3.17) no considera el efecto de 1la transmisién de
calor entre el fluido y 1los contornogs, es por ello que su validez estd
condicionada por el grado de adiabaticidad del flujo.

X

La coordenada vy , que separa la “"inner region" de la “outer region”®,
corresponde al punto en que (e,)i = (ey)lo. En la Fig. 2 se representa la
relacién entre la viscosidad turbulenta y la molecular vs. y/8; esta gréafica
ha sido obtenida numéricamente de la resolucién del flujo longitudinal en una
placa lisa, con unos valores de Rx =5,5x10° y Rs, = 8500.

200 _
——
/ ~
N
150 / N\
| \
€ / \
—7-100 ¢/ .
A
/ AN
50 4 J
Fig. 2 Distribucién de ¢, obtenida /
del flujo longitudinal en una placa, i
con Rx = 5.5x10° y Rg, = 8500. 0 T — T
o .2 4 .6 .8 1.0 ¥/8

La conductividad térmica turbulenta se ha determinado de suponer un nGmero de
Prandtl turbulento constante. En estas condiciones la conductividad térmica
turbulenta resulta proporcional a la viscosidad turbulenta. Para el caso de
que el fluido sea aire, resulta adecuado un valor de Pr, = 0.90 [31.

Trangsicién de la capa limite laminar a la turbulenta.

Un aspecto fundamental para el cdlculo de la capa limite es la prediccién de
la transicién del régimen laminar al turbulento. Ademds del namero de
Reynolds, el inicio de la turbulencia se ve fuertemente afectada por: el
grado de turbulencia y el gradiente de presion de la corriente exterior, la
transferencia de calor entre el fluido y la pared, la compresibilidad del
flujo, 1la rugosidad de las superficies, etc. Dado el gran ntmero de
parametros que influyen en este fenOmeno, es muy dificil predecir con
exactitud el inicio de la transicién. A continuacidn indicaremos dos métodos,
de caracter empirico, para la prediccién de la zona de transicién en flujos
incompresibles y con un bajo grado de turbulencia en la corriente exterior:

1) Método de Michel [10]: experimentalmente obtuvo una curva que relaciona
el namero de Reynolds referido al espesor de cantidad de movimiento en el
punto de transicidn, con el némero de Reynolds referido a la coordenada

longitudinal, Cebeci et al. {111 ajustaron a la curva cbtenida por
Michel la siguiente expresidn: v
22400 0.46 5 7
(Réz)tr= 1.174 (1 + T-) RX o 10 < Rx € 4x10 (3.19)

tr
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2) Método de Granville [121: experimentalmente obtuvo una curva que
relaciona (Rg,)tr-(Rg }in con el parametro medio de Pohlhausen [4]:
X
- 1
k = X=X k dx (3. 20)
in
X.
in

estando k definido en la forma: k = (éflv)due/dx.

Previamente al cdlculo del punto de transicién debe determinarse el punto
de inestabilidad laminar x,,. Dicho punto indica aquella posicién a
partir de la cual ciertas perturbaciones en el flujo laminar son
susceptibles de amplificarse; este punto 8e determina teoricamente
mediante la resolucidén de la ecuacién de Orr-Sommerfeld, suponiendo

ajustes polindmicos de sexto grado para el perfil de la velocidad (cf.

[41). Los resultados obtenidos fueron ajustados por Gorodia
(cit., en ref.[13]) mediante la expresién:
4
(R§ ) = exp ( §J Aj; k), -.1567 ¢ k < .0767 (3.21)
2 in
i=1

en donde Ay= 5.46963, Ay= 43.37438, A,=218.28, A3=-1934.6 y A,=-23980.

Para grados de turbulencia elevados de la corriente exterior
(Tu =,02+.03), el punto de transicién coincide con el punto de
inestabilidad. A medida que disminuye Tu el punto de transicidén se aleja
aguas abajo del punto de inestabilidad laminar. '

Los resultados experimentales de Granville corresponden a grados de
turbulencia muy bajos de 1la corriente exterior (Tu =.0008); dichos
regultados fueron ajustados por Goradia (cit. en ref.[13)) mediante 1la

expresién:

3
(R6) - (RS&.) = ) B k¥, -.05¢k ¢.0767 (3.22)
2 tr 2%in -

en donde B,=825.45, B,=28183.5, B,=721988 y B3=6317380.

Estos dos métodos son aplicables a flujos compresibles en el caso de nlmeros
de Mach moderados y en ausencia de intercambioc calorifico entre la pared y el
fluido (cf.[41).

3.3 RESOLUCION NUMERICA DE LAS ECUACIONES DE LA CAPA LINITE

La resolucién de las ecuaciones de la capa limite y de s8us condiciones de
contorno se ha realizado mediante el denominado "box-method® de H.B.Keller
[(2). En este apartado describiremos brevemente los puntos mas destacados del
método, no obstante para un seguimiento mds detallado consdltese cualquiera de
las referencias (11, (2] o (3],

Una idea fundamental del método consiste en transformar el sistema de
ecuaciones en derivadas parciales de la capa 1limite, en un sistema de
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ecuaciones de primer orden. Con este fin son definidas las siguientes
variables dependientes: )

u(x,n) = £'(x,n) (3.23a)
v{x,n) = u'{x,n) (3. 23b)
p(x,n) = g'(x,n) (3.23c)

Introduciendo las nuevas variables en las ecuaciones de la capa limite (3.7),
estas toman la forma:

9 £ 2
x(u 22 -y g;): (bv)' + m (c-u”) + m, fv (3.23d)
x(u 22 - p )— (ep + duv )' + m_ fp (9. 23¢)
9x Bx 1

mientras que las condiciones de contorno (3.9) seran:

f(x,0) = 0; u(x,0) = 0; g(x,0) = g, (x) = Hw(x)/He(x) ¢
= = _lz q, (x)
p{x,0) P, (x) A ;7§§F;§;(§3 . 2a)
u(x, n)) = 1; glx,n) =1

ademas de las condiciones iniciales en x,, en donde debe explicitarse los
valores de £, u, v, g, p.

En la discretizacién del dominio se han ewmpleado N+l puntos en la direccién
'x' y M+l puntos en la direccién n. Las coordenadas correspondientes a los
puntos de discretizacidn seran:

X, = 0; X,00= X 4+ Axn, n=1, 2,....,N
. (3.29)
1’“ no - Ol T'IJ “nj_l +Anj: J - l, 2,.-..,M
Nz en donde los incrementos en ambas
M e direcciones son tomados
arbitrariamente (Fig. 3j.
Axp
1] .
i a7,
-1
Fig. 3 Ejemplo de malla de
/R » discretizacién a emplear en la
X, ot *n x resolucidn numérica.

La naturaleza parabélica de las ecuaciones respecto de la coordenada x
caracteriza un flujo cuyas condiciones en una posicién dada x no son
afectadas por lo que ocurre aguas abajo. La integracién numérica de las
ecuaciones se realiza avanzando incremento a incremento, y en la direccién del
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flujo, a lo largo de la coordenada x; para ello, partiendo de unos valores
conocidos de [f,u,v,g,pl en x,_4 se determinan los valores de dichas variables
en la posicidén inmediatamente anterior x,.

La discretizacién de las ecuaciones (3.23) la realizaremos sobre el elemento
discreto determinado por las coordenadas Xn_1,» X5 7j-¢ Y 7; (cf. Fig.3), en
la forma:

- Las derivadas son aproximadas numéricamente, en Mj-1/2 =(r)j_1 1, V/2,
mediante cociente de incrementos; asi, si ¢ indica una variable cualquiera
{¢ =u, £, g bv, ep 0 duv), se tiene:

n n-1 n n n-1 n-1

[QQJ N ?;—1/2—¢j—1/2 : E¢'f] 5 ¢j - ¢j~1. [¢ ,]n—l . ¢j _¢j—1
X 5-1/2 Axn 5-1/2 Eﬂj ’ 172 An

{3.26)

- Los restantes términos de las ecuaciones se determinan en Nj-1j2 Y 3
excepcidén de las derivadas en x, pueden ser evaluados en cualquier posicién
entre n-1 y n. En general y para la variable genérica ¢ (¢ =u, v, (bv)’,
mc, m,fv, etc) serd:

n-1
[0)5 1/0% wlolj g, + (l-w)[<t>]’j‘_l/2 (3.27)

en donde w representa un factor de interpolacién que define el tipo de
formulacién empleada; asi, una formulacidn de tipo explicito, implicito o
Crank-Nicolson emplearian valores uniformes de w e iguales al, 0 y 0.5
respectivamente.

El método propuestoc por H.B.Keller toma un valor de w=0 para las
ecuaciones (3.23a), (3.23b) y (3.23c), mientras que para las ecuaciones
{3.23d) y (3.23d) emplea w=0.50. Asi por ejemplo, la discretizacién de
las ecuaciones (3.23a) y (3.23d) segln los criterios indicados serj:

n n n
ujerz = Uy -y )/ Any
n n-1 fn fn-l
x (un—1/2 Yy 172 “Y5-12 n-172 Fj-172 T tj-172 -
n-172 YY5_1,2 Bx, T V12 AX (3.28)
n-1 b n
1 (bV)J - (bV)j-l 1 (bV)J - ( V)j—l
= 5 A + 'i' An +
"3 j
1 2 n-1 1 2 n
+ 5 [m{c-u”) + mlfv]j_l/2 5 [m({c-u”) + mlfv]j_l/2

en donde X, /2= (X +X,-1)/2; los valores de las diferentes variables en
n-1/2 y/o 3-1/2 se obtienen promediando las correspondientes a los nodos
adyacentes; asi por ejemplo:

n n-1 un N un un—l f u n-1
n-1/2 _ Si-172 %172 D _ 3 3=t -l 7S j-1
j-1/2 2 " Ti-1y2 2 *oT3-1/2 2

(3.29)
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- De proceder de forma andloga para las restantes ecuaciones se obtiene para
cada nodo (x,, 7n;) cinco ecuaciones discretas (cf. Apéndice A). Estas
ecuaciones, conjuntamente con las condiciones de  contorno (3.24),
configuran un sistema de 5(M+l) ecuaciones algebraicas no lineales con
5(M+1) incognitas: f£],uj,v{,g],p] (3=0,1,....,M.

La resolucidn de dicho sgistema de  ecuaciones discretas se  efectua
iterativamente mediante un TDMA de bloques, previa linearizacién de lasg
ecuaciones por el método de Newton (cf. Ref. [1+31). El inicio del proceso
iterativo se realiza suponiendo unos valores de las variables en x, iguales a
los calculados en x,.4. El proceso iterativo finaliza cuando, en la iteracién
k, se satisface- el siguiente criterio de convergencia sugerido por Cebeci y
Smith [11]:

n K n k-1
[ (Vv ) = (V) |< e (3. 30)
en donde v, = vix, 7n9)= f''{x,,No), mientras que e indica la precisién

exigida.

Las condiciones iniciales en x,=0 son generadas a partir de la resolucibn
numérica de las ecuaciocnes (3.23). Notese que en las ecuaciones (3.23d) y
(3.23e) los términos de la izquierda desaparecen, quedando un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias. El método de resolucidn empleado es el
anteriormente descrito particularizado a esta situaciédn.

3.4 EJEMPLOS DE RESOLUCION NUMERICA

En egte apartado presentamos diferentes resultados obtenidos de aplicar los
criterios anteriormente indicados, al andlisis de las capas limites. Con ello
se pretende corroborar la validez del wmétodo empleado, asi como poner de
manifiesto algunos detalles del mismo.

La concentracién de los puntos de la malla a través de la capa limite se ha
realizado mediante la expresidn [14):

n =An K =1 (3.31)

en donde An, es el incremento inicial de la malla y K es una constante igual
al cociente entre dos incrementos consgecutivos cualesquiera de la malla. Para
la resolucién de la capa limite laminar resulta adecuada wuna distribucién
uniforme de puntos (en este caso K = 1), siendo 0.1 un valor apropiado de An,.
Para la capa limite turbulenta es conveniente densificar la malla en las zonas
préximas a la pared (en este caso K > 1), siendo 0.005 y 1.10 unos valores
apropiados de A7n, y K respectivamente.

En general, el valor de 17.(x) se mantiene practicamente constante para la capa
limite laminar, mientras que para la capa limite turbulenta aumenta con x. El
fijar a priori un valor de 7,(x) constante y que englobe en todas las
posiciones a la capa limite, comporta la realizacién de cdlculos innecesarios;
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es por ello que dicho valor es estimado, en cada posicién x,, incrementandose
el ntmero de puntos de la- malla s8i ello fuese necesario. Asi, una vez
calculadag las distintas variables en la posicién x,, se comprueba que
[vgle 1077 [153; si se satisface este criterio entonces ngxn,1)= 7elX,), en
caso contrario el nGmero de puntos en x es incrementado (lo cual comporta, de
(3.31), un nuevo valor %.x,)), efectuindose de nuevo el cdlculo de las
variables en dicha posicién.

En las ecuaciones de discretizacidn de la capa limite (cf. Apéndice A), los
pardametros m y m, deben evaluarge en cada posicién x,. En general y para
distribuciones arbitrarias de velocidad, presién y temperatura en el contorno
exterior de la capa limite, los valores duo/dx y d{peue)/dx que aparecen en
dichos parametros, son evaluados numéricamente de derivar el polinomio de
interpolacién de Lagrange a los valores de la variable en la posicién dada y
en las adyacentes. Asl por ejemplo, para todas las posiciones ’'n’, excepto la
de los extremos, sera:

du X -X X l—2x +X
n

( e)~ n-n-1 un+l+ n+ n-1 un _
dx 'n (Xmi—xn)(xnﬂ_xn—l) ¢ (xmdfxn)(xn~xn~l) ©
(3.32)
Xn+l_xn n-1

)

(Xn‘xn~l)(xnﬂfxn-l
Los ejemplos numéricos presentados han sido realizados para aire seco,
evaluandose las propiedades fisicas en la forma indicada en el Apéndice B del
Cap. 4.

En todos los caso presentados, excepto los correspondientes a la Fig. 7, se ha
supuesto la sgiguiente distribucidén de velocidades en el contorno exterior de
la capa limite:

m
u (x = C.x 2 3.33
e( ) 2 ( )

Para flujos laminares con propiedades fisicas constantes, la anterior
digtribucién potencial de velocidad da scluciones semejantes de las ecuaciones
de la capa limite. De esta forma, la ecuacion (3.7a) es reducida a una
ecuacién diferencial ordinaria (ecuacién de Falkner-Skan [4]), de cuya
resolucién se tiene:
B

VRx X VRx X VRx VvV Rx
en donde los coeficientes j; son funci6n del parametro m,; Cebeci y Bradshav
{31 dan la siguiente tabulacidén de dichos coeficientes:

S B

jed
™

Tabla I: ﬂ'l2 Bo ﬁ1 ,32 ﬁ3
1 1.23259 0.64791  0.29234
1/3 0.75745 0.98536  0.42900
0 0.33206 1.72074 0.66412 3.30
-.05 0.21351 2.11740 0.75148

Los resultados numéricos obtenidos para el caso de capa limite laminar, son
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los indicados en 1las Tablas II, III, IV y en las Fig. 4, 5 y 6. En todos
ellos se ha empleado una distribucién potencial de velocidad del tipo indicado
en (3.33).

En las Tablas II, III y IV, los resultados numéricos corresponden a un némero
de Mach lo suficientemente bajo como para poder considerar un comportamiento
incompresible del flujo. En las Tablas II y 1III los resultados ponen de
manifiesto, para el caso de paredes adiab&ticas, la influencia de la densidad
de malla y el efecto del parametro m, regpectivamente; dichos resultados son
contrastadog con los que se derivan de las expresiones (3.34), en donde los
coeficientes ; son evaluados segtn se indica en la Tabla I. En la Tabla 1V
se indica el ndmero de Nusselt obtenido numéricamente para el casc del flujo
longitudinal (m_ =0) en una placa isoterma, a diferentes valores de Rx; dichos
resultados son contrastados con los que se derivan de la expresién [18]:

~ ~ 3 ~1/3
Nu_ = 0.332 Rx : o/ (3. 35)

en donde ~ indica que las propiedades fisicas son evaluadas a la temperatura
promedio entre la temperatura de la pared (Tw) y la temperatura del flujo en

el contorno exterior de la capa limite (Te).

En las Fig. 5, 6 y 7, se representan algunas distribuciones tipicas de
velocidades vy temperaturas a través de la capa limite laminar [4]. La Fig. 5
corregponde al caso del flujo laminar, con comportamiento incompresible, en
una placa adiabdtica, considerando diferentes valores del pardmetro m de la
distribucidn potencial de velocidad. En las Fig. 6 y 7 s8se representa, a
diferentes nGmeros de Mach, el caso del flujo laminar a través de una placa
adiabatica e isoterma respectivamente; en ambos casog queda de manifiesto el
efecto del calor generado por friccién en la capa limite.

En la Tabla V ge indican algunos resultados obtenidos, para diferentes valores
del parédmetro m, de la distribucién de velocidad potencial (3.33), segdn los
distintos criterios de transicidn de la capa limite laminar a 1la turbulenta.
Ademds de 1los criterios de Granville y Michel, aplicables al caso de
corrienteg con un bajo grado de turbulencia, se ha indicado tambien el punto
de inestabilidad laminar, el cual aplicable al casoc de corrientes con un alto
grado de turbulencia. Noétese que para m,=1/3 los resultados obtenidos de
aplicar el criterio de Michel estdn fuera de su zona de validez.

En la Fig. 6 se representan los valores de Cf y H,, correspondientes al flujo
laminar vy turbulento en una placa de L=1 m, con una distribucién potencial de
velocidad de la forma [43:

u  (x) = ug [1 - C3(x/0) ] (3.36)

con una valor de m. =1 (caso de un canal con paredes convergente (C,<0) 6
divergentes (C >0?. El criterio de transicién empleado ha sido el de Michel.
En dichas figuras se observa el efecto de los diferentes gradientes de
presién. Notese que un ligero gradiente de presion favorable retrasa
considerablemente el punto de transicién; para el caso de gradientes de
presién desfavorables el punto de transicién se adelanta. Para C,=.75 se
produce, en x/L=.68, la separacién de la capa limite turbulenta. En estas
figuras es puesta de manifiesto la influencia del factor Yo ec. (3.17), en
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la evaluacidén de la viscosidad turbulenta en la zona de transicién.

Finalmente, en las Tablas VI, VII, VIII y en las Fig. 8 y 9 se representan
los resultados correspondientes al caso del flujo turbulento en una placa, con
una distribucidén de velocidades uniforme (m =0) en el contorno exterior de la
capa limite.

En las Tablas VI y VII se indican los resultados numéricos obtenidos, para el
cagsoc de una placa adiab&tica, a diferentes precisiones y densidades de malla
respectivamente. .

En las Fig. 8 y 9 se representan los resultados numéricos obtenidos, para el
caso del flujo turbulento en una placa adiabatica, de considerar o no en la
evaluacién de las viscosidades turbulentas, el factor de intermitencia vy. En
la Fig. 8 se representa, en funcidén de Rx, la distribucién del coeficiente Cf;
en la Fig. 9 se representa la distribucién de velocidad a través de 1la capa
limite en dos posiciones x dadas. Conjuntamente con los resultados numéricos
se representan los resultados experimentales obtenidos por P.S.Klebanoff
{cf. [141) para unas situaciones similares.

En la Tabla VIII se indican log valores numéricos de Nux para el caso de la
capa limite turbulenta en una placa isoterma con flujo longitudinal (m,=0), y
para diferentes situaciones de enfriamiento y calentamiento del £flujo. Se
indica igualmente, para unas condiciones andlogas del flujo, los valores de
Nux que se derivan de diferentes - expresiones semiempiricas. Estas expresiones
corresponden al casoc de la capa limite turbulenta de un gas en una placa
isoterma; las expresiones seleccionadas son:

- De W.C.Reynolds et al.[16]):

0.8 _0.60 0.40
Nu, = 0.0296.Rx  Pr (T, /T,) (3.37)
X
- De V.P.Isachenko et al.[17]:
0.8
_ 0.0296 Rx Pr (EEJQ (3.38)
X -0.1 T

0.93 + 2.151 Rx (p£/3 -1) “‘w

Para casos de calentamiento del flujo (Tw > Te) q =.25; a falta de otra
informacién se ha empleado este mismo valor para el caso de enfriamiento
del flujo. :

- De H.Y.Wong (181]:
~ ~ 0.8~1/3
Nu, = 0.029.Rx Pr/ (3.39

X

- De E.R.G.Eckert [19]:

0.0297 Rx' 2B
~ . X r (3.40)

Nu, =
1 4 1.48 Bx %1 B8 (Br-1)
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TABLA II: Capa limite laminar en una placa. Resultados numéricos cobtenidos con
una malla uniformemente distribuida (K=1), a diferentes Ay,. Entre paréntesis
se indica la diferencia, en tanto por ciento, entre la solucién numérica y la
que se deriva de (3.34)-Tabla I. M, =.0f, m,=0, Rx=2.18x105, €= 1x10°°,

An, | NP cf (x10%) 8/x (x10°)  8y/x (x10°)  85/% (x10%) Hyo

0.4 |21 [1.4147 (.44%) 1.1982 (5.7%) 3.6960 (.37%4) 1.4146 (.45%) 2.6128 (.84%)
0.3 27 [1.4152 (.41%) 1.1354 (1.9%) 3.6841 (.06%) 1.4152 (.41%) 2.6032 (.47%)
0.2]141 |1.4156 (.38%) 1.1554 (1.9%) 3.6756 (.17%) 1.4156 (.38%) 2.5965 (.21%)

C.1 181 11.4158 (.37%) 1.1340 (.00%) 3.6705 (.31%) 1.4158 (.36%) 2.5925 (.06%)

.05 | 161[1.4159 (.36%) 1.1340 (.00%) 3.6692 (.347%) 1.4158 (.36%) 2.5916 (,02%)

TABLA III: Capa limite laminar. Resultados numéricos obtenidos para diferentes
valores del parametro wm,, y en distintas posiciones x. Entre paréntesis se
indica la diferencia, en tanto por ciento, entre la solucién numérica Y, la que
se deriva de (3.34)-Tabla I. My =.01, T, =300 K, An,=.2, K=1, ¢=1x10 ".

m, | x (m Cf (x10%) 5,/% (x10%)  8,/x (x10°) Hyo
0.1 52.401 (.66%) 13.914 (.37%) 6.1438 (1.8%) 2.2647 (2.2%)
' 1.0 5.2404 (.65%) 1.3914 (.37%) 0.6144 (1.8%) 2.2647 (2.2%)
0.1 14.974 (.47%) 9.7882 (.02%) 4.2243 (.85%) 2.3171 (.88%)
H3 1.0 3.2261 (.47%) 2.1088 (.02%) 0.9101 (.85%) 2.3171 (.88%)
0.1 4.4765 (.38%) 11.623 (.17%) 4.4765 (.38%) 2.5964 (.21%)
° 1.0 1.4156 (.38%) 3.6756 (.17%) 1.4156 (.38%) 2.5965 (.21%)
0.1 2.7178 (.36%) 13.498 (.20%) 4.7846 (.33%) 2.7178 (.36%)
o 1.0 0.9104 (.36%) 4.5211 (.21%) 1.6026 (.33%) 2.8211 (.12%)

TABLA IV: Capa limite laminar en una placa isoterma. Se representa el ndmero de
Nusselt, Nux, obtenido a diferentes Rx, para el caso de calentamiento (g, >1) o
de enfriamento del flujo (g, <1). Entre paréntesis se indica la diferencia, en
tanto por ciento, entre la solucién numérica y la que se deriva de la expresién
(3.35). My =.05, my=0, Pr=.70, A4p=.1, K=1, ¢ =1x107",

Rx
Iw 5 5 5 5 6
2.403x10 4, 805x10 7.208x10 9.611x10 1.201x10
.90 147.8 (.46%) 208.8 (.57%) 255.7 (.61%) 295.2 (.62%4) 330.0 (.63%)
2.0 135.7 (1.0%) 192.3 (.81%) 235.7 (.75%) 272.2 (.71%) 304.4 (.69%)
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TABLA V: NUmero de Reynolds en el punto de transiciébn de la capa limite
laminar a la turbulenta, segin distintos criterios y para el caso de
uel{x)= C,x™M2% Se supone flujo incompresible y pared adiabdtica.
Criterios m,=-,05 m,= 0 m,= 1/3
Rx | .12912x10°  .12776x10°  .67260x10°
Pto. inestab. -
RS, | .24060x10°  .61505x10°  .80811x10*
ec. (3.21)
RS, | .85391x10°  .23738x10°  .35183x10°
Rx .34155x10°  .20197x10°  .85168x10"
Michel .
RS, | .12375x10 .24455x10° . 28756x10°
ec. (3.19)
RS, | .43918x10°  .94383x10°  .12520x10°
Rx .53268x10°  .25612x107  .S57074x10°
Granville
RS, | .15454x10° .27538x10°  .23540x10°
ec. (3. 22)
RS, | .54847x10°  .10628x10°  .10249x10°
k,= k, = -. 028236 0.0 . 061347
TABLA VI: Capa limite turbulenta sobre una placa adiab&tica. Se indican los

valores de

Cf, Hyy

y el

nlmero de

iteraciones requeridas,

a diferentes

precisiones . M =.05, m,=0, Ap,=.001, K=1.075.
Rx=1.2013x10°,  NP=97 Rx=1.2013x10’, NP=113
€ Cf (x10°) Hyp It Cf (x10°) Hio It
10” 3.5197 1.4672 .2 2.2863 1.3289 2
10 3.5771 1.4512 3 2.2802-  1.3293 3
10 3.5774 1.4518 4 2.2825 1.3293 6
10° 3.5781 1.4515 11 2.2632 1.3293 24
10° 3.5784 1.4515 23 2.2834  1.3292 52
10° 3.5784 1.4515 39 2.2834 1.3292 113
10”7 3.5785 1.4515 63 2. 2836 1.3293 142
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TABLA VII: Capa limite turbulenta sobre una placa adiabatica.
valores de Cf, Hyp y el ntmero puntos de la malla, para diferentes valores del

parametro K.

Mo =05, m,=0, An,=.001, €, =.00005.

Se indican los

Rx=1.2013x10° Rx=1.2013x10’
K

Cf (x10°) H,, NP Cf (x10*) H,, NP
1.150 3.6030 1.4410 39 2.2892 1.7370 65
1,100 3.5976 1.4447 77 2.2850 1.3286 91
1.073 3.5783 1.4515 97 2.2832 1.3293 113
1.050 3.5804 1.4518 135 2.2802 1.3315 159
1.025 3.5831 1.4516 237 2.2773 1.3344 281
1.020 3. 5800 1.4526 283 2.2762 1. 3350 339
1.015 3.5801 1.4528 357 2.2739 1.3358 431
1.0125 3.5768 1.4537 412 2.2745 1, 3360 500
1,010 3.5776 1.4537 492 2.2740 1.3363 600

TABLA VIII: Capa limite turbulenta sobre una placa. Se indica el nGmero de

Nugselt obtenido
semiempiricas, a distintos Rx y g,.

numéricamente y el que se deriva de diferentes expresiones
Ny =.20, Pr=.70, m,=0, Ag,=.005, K=1.075,

€=, 0001,
sol. ec. ec. ec. ec.

Rx Ow num. (3.37) {3.38) (3.39) (3.40)
0.6 3522 4060 3950 4129 3717

2.68x10° 0.8 3401 3618 3676 3823 3451
1.5 2780 2814 3141 3079 2798

2.0 2568 2508 2923 2726 2487

0.6 7690 8450 8132 8593 7660

6.71x10° 0.8 7377 7531 7568 7958 7109
1.5 5976 5857 6467 6408 5759

2.0 5473 5220 6018 5674 5118

0.6 14015 14712 14052 14962 13244

1.34x10’ 0.8 13421 13113 13077 13855 12289
1.5 10735 10198 11175 11156 9952

2.0 9835 9089 10400 9879 8841

0.6 30960 30622 28982 31141 27335

3. 35x10’ 0.8 29631 27293 26971 28838 25360
1.5 23548 21225 23049 23220 20526

2.0 21404 18918 21449 20561 18229
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Fig.5 Distribuciones de velocidad y temperatura en la capa limite
laminar de una placa adiabatica, a diferentes ntmeros de Mach. Pr=,70,
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Fig.6 Distribuciones de velocidad y temperatura de la capa limite
laminar de una placa isoterma, con gv=Te, a diferentes nUmeros de Mach.
Pr=.70, m,=0, Any=.10, K=1, ¢ =1x10"".
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Fig.7 Valores del coeficiente de rozamiento superficial Cf y del factor de
forma H;,, para el caso de la capa limite laminar y turbulenta con corriente
potencial del tipo wue(x) = u f1-C,(x/L)J1. El punto de transicion se ha
estimado segln el criterio de Michel, ec. (3.19). Linea continua: segan
expresién (3.17);%linea a trazos: ¥ir =1.0. Mg =.25, To = 300 K, 4n, =.001,
K=1.075, €, = 1x10", €= 1x10 .
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Fig.8 Coeficiente de friccién superficial para el caso de capa 1limite
turbulenta en wuna placa. Linea continua: segdn expresién (3.16); linea a
trazos: § =1.0;0,0,e: valores experimentales segin P.S.Klebanoff (cit. en

[141); My =.05, m,=0, Anmy =.001, K=1.10, ¢=1x10"".
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Fig.9 Distribucién de velocidad a través de la capa limite turbulenta en wuna

placa. Linea continua: segln expresién (3.16); linea a trazos: § =1.
0,®: valores experimentales segln P.S.Klebanoff (cit. en [14}1); M, =.05,
m,=1.0, Ap,=.001, K=1.05, € =1x10"".
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3.5 CONCLUSIONES

El método empleado es bastante general por cuanto permite el tratamiento de la
capa limite laminar y turbulenta en flujos con propiedades fisicas variables,
con distribuciones arbitrarias de velocidades y temperaturas en el contorno
exterior de 1la capa liwmite, y con distribuciones arbitrarias de temperaturas
y/0 flujos calorificos en la pared.

El esquema numérico presenta una rapida convergencia y proporciona unos
resultados suficientemente precisos, con mallas relativamente poco densas y
valores relativamente bajos de la precisién exigida para finalizar las
iteraciones.

Los resultados obtenidos numericamente del coeficiente Cf, para el casoc de
capa limite turbulenta en una placa adiabatica, son ligeramente inferiores a
los obtenidos experimentalmente; la no consideracién del factor de
intermitencia de Klebanoff en las expresiones de la viscosidad turbulenta,
aproximan la solucién numérica a la experimental. En lo que se refiere al
perfil de velocidad a travég de la capa limite, el ajuste entre los resultados
numéricos y los obtenidos experimentalemente es superior cuando se considera
dicho factor de intermitencia.

Para el caso del flujo en una placa isoterma, de la contrastacidén entre los
resultados numéricos y los que se derivan de expresiones semiempiricas se
tiene: - para el caso de capa limite laminar, el grado de ajuste es notable;
- para el caso de capa limite turbulenta existe un cierto grado de dispersién
no solo entre los resultados numéricos y los correspondientes a las diferentes
expresiones sino tambien entre éstas mismas; a3 bajos Rx los valores numéricos
tienden a situarse, en general, por debajo de log correspondientes a las
expresiones semiempiricas mientras que a elevados Rx sucede lo contrario.
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APENDICE A: ECUACIONES DISCRETAS DE LA CAPA LIMITE.

La discretizacién de las ecuaciones (3.23) segtn los criterios indicados en el
apdo. 3.3 conduce, para cada nodo (x,,7;) de la malla, al siguiente sistema de
ecuaciones algebraicas:

n n n

£. - f - =0
(f5 5o1 )/Anj Y12
n n n
(uj - uj-1 )/Anj - V3—1/2 =0
n n n
g - = 0
(9J 93_‘1)/Ar1j pj_l/z
n n n n n 2 n
_ — +
[(bv)j (bV)j—I]/AIH + (m1 *a,) (fv)j~1/2 (m +an) (u )j-l/z
n-1 n n-1 n _ n-1
e (Vyas2fy 0,07 Bl Vi) T Ryl

n

n n
[(ep); - (ep); ; 1/hany+ [(du")? - (duv), 4 1/ ang?

n-1 n n-1 n

n n
tmy e (fp)J 127 @lU9) gt Yy 9502 79 g, Y00 Y

n-1 n-1 n _ n-1
+ fia0 pj 172 - Pi-12 B350 1= Ti-1/2
giendo:
on = ¥n-1/2 / AXn
n-1 n-1 -1 e n-1
n 1 n-1 n n-1 2
-1 2 n-1 n n
+ q F(fv)J 1/2 -{u )j—1/2 J-m 4172

- - - : - -1
737 =- Ltep) P ~(ep)T Y an, - [eaw)™h —(auw) 1T /80, - m(£p) [T, +

n-1 n-1
+ czn[(fp)j_l/2 (ug)j_1/2]

Para los puntos del contorno, 3=0 y 3=M, ge verifica:
n n n . n

£,=0 ; u_=0 ; g 5= g,x) O p, = b, (X))

o}
n n
M i 1

1
—
Q
=
i
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NOMENCLATURA

c Velocidad del sonido

Cf Coeficiente de rozamiento superficial, Cf=1, /peu/2)

Cp» ©y Calor especifico a presitén y volumen constante respectivamente.

C,, C; Coeficientes en las ec. (3.33) y (3.36) respectivamente.

erf(x) Funcién error.

exp(z) Notacién para indicar e?.

f Funcién de corriente adimensional, ec. {(3.5).

g Relacidén entre entalpias especificas totales, g=H/He.

h Entalpia especifica.

H Entalpia especifica total, H=h+u2/2.

Hyo Factor de forma del perfil de velocidad, Hyp =8,/65.

It Nimero de iteraciones requeridas para obtener la precisibne .

k Parametro de Pohlhausen, k =(5§/v)due/dx; relacién entre capacidades
calorificas, k=cp/cy; ndmero de iteracién.

K Relacidn entre dos intérvalos de n consecutivos, ec. (3.31).

m, my Pardmetros de la corriente exterior, ec. (3.8)

m,, m,; Parametros en las ecuaciones (3.33) y (3.36) de velocidad potencial.
Némero de Mach, M=u/c.

Nu Namero de Nusselt local, Nu=q,x/(Tw-Te)/ A,

NP Nimero de puntos de la malla en la direccitnny.

P Presién.

Pr Ndmero de Prantl, Pr=pucp/A.

Pr, Namero de Prantl turbulento, Pr;=e€,/¢€,.

g Flujo de calor por unidad de superficie.

Rx Nimero de Reynolds, Rx=uex/ve.

R4, Némero de Reynolds, R&,=ued5/ve .

St Numero de Staton, St=Nu/(Rx.Pr).

T Temperatura absoluta.

Tu Grado de turbulencia de la corriente libre.

Ugo Velocidad del flujo aguas arriba, Ug = MgpVCp(k-1)T

u, v Componentes de la velocidad en la direccidn x e y respectivamente.

XYy Coordenadas cartesianas; la coordenada x es medida desde el punto de
inicio de 1la capa limite. En caso de superficies curvas, la
coordenada x se toma en la direccién del flujoy a 1lo largo de la
superficie.

P Densidad.

v Viscogidad cinemdtica.

I Viscosidad dindmica. .

7 Coordenada ’‘y’ transformada, ec. (3.3).

n* Coordenada 'y’ transformada, 7* = y 4/u,/u,x.

Any Incremento inicial de la malla de discretizacién en la direccién n,
ec. (3.31).

A Conductividad térmica.

€ Precisién exigida para finalizar el proceso iterativo, ec. (3.30).
Indicaremos por € la precisién si flujo laminar, y por € si
turbulento.

€m Viscosidad turbulenta.

et Viscosidad turbulenta adimensional, €, = €,/v.

€h Conductividad térmica turbulenta.

S Espesor de la capa limite correspondiente a u=.995u..

- e

5, Espesor de desplazamiento, 61 =f(l— ppli )dy

e e

(-]
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0
Espesor de la cantidad de movimiento, § = ,iEL_(l—.ll)dy
2 Deue ue
o
Factor de intermitencia de Klebanoff, ec. (3.15),
Factor de intermitencia de Chen y Thyson, ec. (3.17).
Velocidad de friccidn, uc= (Tw/p,)"2.
Funcién de corriente, ec. (3.6).
Tensidn cortante.

Subindices

Contorno exterior de la capa limite o contorno potencial.
Condiciones aguas arriba.

"Inner region®”.

Punto de inestabilidad laminar.

"Outer region”.

Inicio de la transicién del régimen laminar al turbulento.
Pared (y=0).

Superindices

Indica cantidades de fluctuacién turbulenta ([ec. (3.1) y (3.3)], o
bien diferenciacidn con respecto a la variable independiente y.

Indica cantidades medias temporales.

Indica que las propiedades fisicas han sido evaluadas a una
temperatura de referencia, igual a la wmedia aritmética entre la
temperatura de la pared (Tw) y la temperatura del fluido (Te) en el
contorno exterior de la capa limite.
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CAP. 4 RESOLUCION CONJUNTA DE LA ZONA POTENCIAL Y DE LAS CAPAS LIMITES

RESUMEN

En este capitulo se describe un método numérico para la integracién conjunta
de la =zona potencial y de las capas limites en flujos internos subsbnicos
compresibles. La aplicacién numérica del esquema desarrollado se ha realizado
para el caso del flujo a través de una canalizacién de seccién transversal
rectangular. Se han obtenido los resultados numéricos correspondientes a
diferentes sgituaciones con el objeto de poner de manifiesto la influencia de
la compresibilidad del flujo y de la transferencia de calor entre el fluido vy
las paredes del conducto. Para ciertos casos los resultados que se derivan de
la resolucién numérica son contrastados con los obtenidos experimentalmente en
una unidad de soplado dispon:ible en el Laboratorio.

4.1 INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es la obtencién de la distribucién de
velocidades, presiones y temperaturas en flujos subsénicos compresibles en
gituaciones bidimensionales y en régimen de estabilizacién. Para ello se da
empleado el concepto de capa limite introducido por Prandtl [1], el cual se
basa en dividir el dominio por el que circula el flujo en dos regiones:
a) una regiétn en la que el fluido puede tratarse comoc no viscoso, siendo los
efectos de la friccidn y de la transferencia de calor despreciables, y b) una
delgada regién préxima a los contornos sélidos, en donde los gradientes de
velocidad y temperatura son tales que los efectos de friccién y de
transferencia de calor deben ser considerados.

Esta aproximacién al comportamiento del flujo permite simplificar notablemente
las ecuaciones de conservacién., Asi, para la regién no viscosa las ecuaciones
gobernantes gon las de Euler, mientras que para las zonas préximas a los
contornos sbélidos las ecuaciones gobernantes son las de la capa limite.

Para la regién no viscosa se ha supuesto que el flujo es irrotacional, o
potencial, e isoentrépico. Las ecuaciones gobernantes, escritas en términos de
la funciédn de corriente o del potencial de velocidad, son las indicadas en
(2.17)-(2.18) o (2.85)-(2.86) respectivamente. La integracidén de dichas
ecuaciones se efectua sobre un dominio delimitado por contornos ficticios 1los
cuales se hallan desplazados, respecto a los contornos sdlidos, una distancia
igual al espesor de desplazamiento de la capa 1limite en cada punto. La
integracién numérica de las ecuaciones se realiza en base a la generacién de
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un sistema de coordenadas curvilineas adaptables a dichos contornos (cf.
cap. 2). Esta técnica de discretizacién del dominio se muestra muy eficaz
gobre todo teniendo en cuenta que durante el proceso iterativo la geometria de
esta regién ira variando.

Para las zonas proximas a los contornos sélidos las ecuaciones gobernantes son
las de la capa limite; en el supuesto de fuerzas masicas despreciables dichas
ecuaciones son las indicadas en (3.1). El1 modelo de turbulencia wutilizado
para la formulacién de las cantidades turbulentas asi como los criterios
empleados en la discretizacién y resolucién numérica de las ecuaciones, son
los descritos en el tercer capitulo.

La resolucién de la regitén de flujo potencial y de las capas limites se
realiza en el marco de un algoritmo global. Asi, mientras que la resolucién
de la zona potencial proporciona la distribucién de velocidades, presicnes vy
temperaturas en la zona exterior de la capa limite, la resolucién de las capas
limites proporciona los espesores de desplazamiento que condicionan el dominio
de la regién de flujo potencial. Debido al caracter de interdependencia
existente entre las dos regiones, el procegso de resolucidén conjunta es de
naturaleza iterativa.

La puesta a punto de la metodologia comentada se ha concretado al flujo a
través de una canalizacién de secci6n transversal rectangular (Fig. 1). Para
las zonas de andlisis el flujo no se halla atn completamente desarrollado
siendo adecuado, por tanto, el tratamiento efectuado de zona potencial-capas
limites. Los resultados numéricos obtenidos ponen de manifiesto la influencia
de la compresibilidad del flujo y de la transferencia de calor entre el fluido
y los contornos. Para el caso de contornos supuestos adiabdticos, 1los
resultados que se derivan de la resolucidén numérica son contrastados con los
obtenidos experimentalmente en una wunidad de soplado disponible en el
Laboratorio [21].

4,2 FLUJO A TRAVES DE UNA CANALIZACION

La gituacién seleccionada para la puesta a punto y verificacién de los
criterios empleados, corresponde al flujo de aire a través de una canalizacidn
de seccitn transversal rectangular. La geometria del canal se ha representado
en la Fig. 1; los perfiles correspondientes a los contornos laterales Co y Cs
son definidos por las siguientes expresiones:

(x,y) e G, Y (x) = 0.0

Yy (x) = Le x ¢ He
2 3
Ys (x) = Le ~-4.93097(x-He) +21.0725 (x~-He) (4.1)
(x, Y) € C
s He < x < He + th
Y (x) = Ls X » He + H,g

estando las coordenadas x e y expresadas en m.
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Fig. 1 Geometria corregpondiente a la canalizacién de ensayo.

Procesoc de resolucién conjunta zona potencial-capas limites

En la introduccién de este capitulo indicamos lag lineas generales del
algoritmo empleado en la resolucidén conjunta de la zona potencial y de las
capas limites. A continuacidn pasaremos a detallar los pasos seguidos asi
como los criterios utilizados en el proceso iterativo:

1) Al inicio del proceso iterativo se supone que en todo el dominio el flujo
ge comporta como potencial. La resolucidn numérica se realiza mediante el
empleo de la funcidn de corriente ¢ o del potencial de velocidad ¢, y en
base a la discretizacién del dominio por un sistema de coordenadas
curvilineas (¢,n) adaptables a los contornos. Las ecuaciones de
discretizacién son obtenidas de aplicar la condicién de irrotacionalidad a
voldmenes de control finitos asignados a cada punto de la malla; en el
cap. 2 se empled la notacién I-2b/C-2b para designar a dicho esquema
numérico {(cf. apdo. 2.4.3).

La malla de discretizacién generada consta de N+1 lineas e=cte y N+l
lineag 7n=cte; los valores de dichas coordenadas se suponen uniformemente
distribuidos entre 0 y 1. La malla de discretizacién empleada es de tipo
algebraico (Fig. 2).

JIJIITIT]

1111117
INEsRNNEsj
lARRRRNES)
ISFBRaNNI;
IX88822474
igassans)

Fig. 2 Coordenadas curvilineas empleadas, al inicio del proceso
iterativo, para la resolucién de la regibén de flujo potencial.
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La coordenada = cte corresponde a las lineas verticales, las cuales ge
hallan distribuidas arbitrariamente seglin una funcién dada ¢= fi{x); la
coordenada 7 = cte se ha definido de forma que 7 = y/y (x).

La resolucién del flujo potencial proporciona los valores de velocidad,
presion y temperatura en la zona exterior de las capas limites formadas en
los contornos laterales Co y Cs.

La resolucién numérica de las capas limites hidrodindmicas y térmicas .en
dichos contornos se efectua de acuerdo con los criterios ya expuestos en
el Cap. 3.

Notese que el contorno Cs corresponde a una superficie curva, por 1lo que
las ecuaciones de la capa limite alli indicadas no son estrictamente
validas. No obstante y para casos como el presente en que 8/ R << 1, el
error que ello introduce no es de consideracién (cf. (31[41). Las
coordenadas (x,y) indicadas en el cap. 3 las designaremos, para evitar
confugiones, por (s,n); la coordenada s es medida a lo largo de la
superficie en la direccidn del flujo mientras que la coordenada n es
normal, en cada punto, a la superficie en cuestidn. Para el contornoc Co
es evidente que dichas coordenadas (s,n) coinciden con las (x,y) indicadas
en la Fig. 1.

La resolucién de las capas limites proporciona, para cada punto del
contorno Co y Cs, los valores del espesor de desplazamiento 8i,(X) y 8i5(x)
corregpondientes a la direccidén normal 'n’ a dichos contornos,
condicionando un nuevo dominio para la regidén de flujo potencial.

La resolucién numérica de esta regién se efectua segin los criterios ya
indicados en el punto 1. Para la discretizacién del dominio emplearemos
el siguiente sistema de coordenadas:

£(x) y =810(x) (4.2)
€ = x), n = — = .
ys(x)—(cslo(x)ns1S (x))

en la que §1°(x) Yy 31s(x) indican el espesor de  desplazamiento
corregpondiente a 1la direccién vertical en los contornos Co y Cs
respectivamente. Para el contorno Co la coordenada n coincide con la
direccién vertical, por lo que §&,,(x) = §;,(x).

La distribucién de lineas ¢ = cte se mantiene a lo largo del proceso
iterativo conjunto, mientras que las lineas 75 = cte son modificadas con el
fin de adaptarlas a las geometrias que asume la reglbn de flujo potencial
en cada iteracién.
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El proceso iterativo es repetido desde el apartado 2) hasta que se
verifique en la iteracién k que:

. <k - k-1
max |8, (x)- 8] (x) ] < e (4.3)

Notege que en el esquema numérico descrito, los valores de §;(x) tendran
tendencia a aproximarse a los valores "correctos® (i.e., aquellos a los
que convergeria el proceso iterativo), oscilando alrededor de los mismos.
As! por ejemplo si en la iteracién k, y de la resolucién de la zona
potencial, se han obtenido unos valores ue(x) inferiores a los correctos,
los valores de é4¢{x) que se obtendrdn de la resolucién de las capas
limites serdn superiores a los correctos, por lo que en la siguiente
iteracidn u.(x) aumentard con la consiguiente disminucién de &§¢(x).

En general el proceso iterativo es convergente, Se ha observado que
cuanto mayores son los espesores de desplazamiento a los que ha de
converger la solucién, mayor es el nimero de iteraciones requerido. Para
acelerar la convergencia del método podria pensarse en efectuar promedios
ponderados entre log valores de &61(x) de wuna iteracién dada con los
obtenidos en 1la iteracién anterior. Esta idea nos conduce al empleo de
factores de subrrelajacidén fv para los espesores de desplazamiento:

~k k-1
Sy(x) = fw.81(x)-(fw-1)8; (x) (4.4)

Un factor de subrrelajac:i6n adecuado corrige los valores de los espesores
de desplazamiento obtenidos de 1la resolucidén de las capas limites,
procurando una aproximacién gradual a los valores de convergencia. De
esta forma se consigue la disminucidn del ndémero de iteraciones requerido
asi como la convergencia de ciertas situaciones que resultan divergentes
con fw=1.
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El proceso iterativo descrito se ha representado esquemidticamente en

siguiente organigrama:

Entrada datos

Valores supuestos &5, y o5 de los
espesores de desplazamiento:

eg. 8¥x) =0
y
it = 0
it = it+l

el

SHx) = §4(x)

Resolucién flujo potencial
Yy ';go
€= f{x), 7= — —
y - ‘6:0' *is )
] r
Resolucién capas limites Resolucién capas limites
en contorno Co. en contorno Cs.

Si

max | 84(x) - &%(x)|< €y

51(x) = fw-8(x) - (1-£fw) - &(x)

»! Impresién resultados
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4.3 RESULTADOS NUMERICOS. CONTRASTACION EXPERIMENTAL

En este apartado se presentan los resultados que se derivan de aplicar, para
la canalizacién de la Fig. 1, el esquema numérico descrito. El estudio se ha
realizado para dos situaciones caracteristicas:

1) Situacién A: Se supone que la altura de la canalizacién es lo
suficientemente grande como para que el efecto de las tapas sea
despreciable, siendo admisible la hipétesis de bidimensionalidad del
flujo. Para este caso se han obtenido diferentes resultados con el objeto
de poner de manifiesto la influencia de la compresibilidad del flujo y de
la transferencia de calor entre el fluido y los contornos de 1la
canalizacién, Se presentan algunos resultados ilustrativos de 1la
convergencia del método en diversos casos.

2) ©Situacidn B: En la unidad de soplado disponible en el Laboratorio (2], la
altura de la canalizacién es del mismo orden de magnitud que la anchura
del canal condicionando, por tanto, una egtructura de flujo
tridimensional. Para este caso y con el fin de considerar las capas
limitesa desarrolladas en las tapas, se ha realizado un modelo simplificado
basado en el esquema numérico descrito. Los resultados numéricos asi
calculados, supuestos los contornos adiabaticos, son contrastados con los
obtenidos experimentalmente en la unidad de soplado.

En ambas situaciones los resultados numéricos presentados se han obtenido para
la regién del flujo comprendida entre las coordenadas x = 0.0 y x =.91 m. En
la zona de entrada del canal se consideran condiciones uniformes para la
velocidad, presidén y temperatura. Se ha supuesto que las capas limites que se
inician en ambos bordes de ataque son laminares, convirtiendose a turbulentas
a una corta distancia de los mismos. En la zona de salida se ha considerado,
en lo que se refiere al calculo de la zona potencial, que la componente de 1la
velocidad en la direccién 'y’ es nula; por tanto, 3¢/9x = 0 o bien 36/3y = O.
En los resultados presentados (a menos que se indique lo contrario) la regién
de flujo potencial ha sido calculada, debido a la mayor rapidez de
convergencia, mediante el empleo de la funcién de corriente.

Los regultados numéricos han gido obtenidos empleando, para la regién de flujo
potencial, wuna wmalla de discretizacién de 122x41 puntos. En la direccién
las lineas se han distribuido uniformemente en +tres =zonas: x=0+.41 m,
Ax = 10 mm; x =.41+.71m, Ax = S mm; x =.71 +.91 m, Ax = 10 mm. En 1la
direccién 7 las lineas son distribuidas seglin la expresidén indicada en (4.2).
Para las capas limites, ios contornos se han discretizado de forma que la
digtribucién de puntos coincida con la distribucién de lineas ¢ =cte del flujo
potencial; la densidad de malla en la direccién normal al contorno se ha
obtenido segin el criterio indicado en la expresién (3.31), haciendo A7,=.005
y K = 1.075.

Las propiedades fisicas del aire se han determinado segln las expresiones
indicadas en el Apéndice B.
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Situacién A

La influencia de la compresibilidad del flujo, para el caso de contornos
adiabaticos (py = 0), es puesta de manifiesto en la Fig. 4. En esta figura se
representa, para diferentes valores del ntmero de Mach a la entrada del canal,
la distribucién de M, ue/v,, Cp, Cf, 8y/Le y §2/Le en los contornos Cs y Co.
Los cdlculos se han realizado para el caso de: po, = 110.000 N/m2, To = 300 K,
h=0 Pr =70 k=1.4. En 1la Tabla I se indica el nimero de iteraciones
globales requerido, a diferentes Mo y fw, para la obtencién de la precisién
exigida.

La influencia de la transferencia de calor entre el fluido y los contornos,
para el caso de contornog isotermos (gw = cte), es puesta de manifiesto en la
Fig. 3. En dicha figura se representa, para diferentes valores de g, la
distribucién de Cp, Nu, St, Cf, &,/Le y d5/Le en los contornos Cs y Co. Los
calculos han sido realizados para el caso de: Po = 110000 N/m2, To = 400 K,
h=0 Pr =70, Mo=.140 y k = 1l.4. Como quiera que las velocidades no son
elevadas, el caso de g, = 1.0 es equivalente al de pared adiabatica (p., = 0);
valores de gy > 1.0 indican calentamiento del flujo (Tw > Te) mientras que el
caso de gy < 1.0 indica enfriamiento del flujo (Tw < Te). En la Tabla II se
indican el ntmero de iteraciones necesarios, a diferentes valores de g, y fv,
para obtener la precisidn exigida.

Situacidén B. Verificacién experimental

En este apartado efectuaremos la contrastacién entre los resultados obtenidos
experimentalmente en la unidad de soplado (cf. Apéndice A) y los que resultan
de la modelizacidén numérica. Dado que la altura del canal es de 31.1 mm, la
influencia de 1los contornos superior e inferior (tapas) debe congiderarse en
la modelizacidn efectuada; para ello se han introducido ciertas correciones en
el modelo descrito basadas en las siguientes hipétesis:

a) Se gupone que la variacién de 1la altura de la zona potencial en la
direccién del flujo es moderada, siendo admisible el considerar que la
velocidad, presién, etc, son funciones dnicamente de las coordenadas
{(x,y).

b) Para los contornos laterales Co y Cs y para los contornos superior e
inferior, se supone que los esgpesores de desgplazamiento en una seccifn
transversal cualquiera se mantienen uniformes en cada una de las caras del
contorno correspondientes a dicha seccién tranversal.

Basados en el esquema de calculo descrito en el apdo 4.2 y en las hipédtesis
comentadas, se indican a continuacién dos posibles modelos para la descripcién
del flujo en la canalizacidn:

1) Modelo C-1: Se determina la distribucién de velocidades v(x,y),
correspondientes a la regién de flujo potencial, 8in considerar la
influencia de las capas limites desarrolladas en las tapas. En estas
condiciones 1la altura de la regién potencial geria uniforme en todo el
dominio, con un valeor Lz correspondiente a la altura de la canalizacion.
Si en una determinada seccidn tranaversal disminuimos la altura de esta
regién potencial hasta un valor Lz’, y suponemos que al efectuar este
proceso la distribucién del flujo mésico y la direccién del vector
velocidad no varian, se verificard para la nueva distribucién de
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veloc:dades v’ (x,y) que:

pviLz = p'v'Lz' (4.3)

Si dicho proceso es iscentrépico se cumplird que:

2 1
(k-1)M v o2 k-1
p'=p, [1- _._2__‘?_ ((%_) -1 (4.6)

Para el espesor de desplazamiento en las tapas supondremos un valor
promedio a los obtenidos, en cada seccién transversal, en los contornos Co
y Cs. Asi pues:

Lz'(x) = Lz = (8 (x) +8_ (x)) (4.7)

El proceso de calculo es exactamente el descrito en el apdo. 4.2, excepto
en que las velocidades calculas en la zona potencial son modificadas, en
cada iteracién, de acuerdo con las expresiones (4.5) (4.6) y (4.7).

2) Modelo C-2: La velocidad en la zona potencial se determina numéricamente
mediante el empleo del potencial de velocidad y segtn un esquema numérico
andlogo al PV-3 descrito en el apdo. 2.3.1la. A diferencia de dicho
esquema numérico, en este modelo las ecuaciones de discretizacién han sido
obtenidag de efectuar los balances magicos sobre volGmenes de control
(V.C.), cuyas caras t:enen asignada una altura Lz’ definida por la
expresién (4.7). Como en las caras superior e inferior de los V.C. el
flujo masico es nulo, el proceso de obtencidén de las ecuaciones de
discretizacién es similar al descrito en el esquema PV-3, multiplicando la
superficie por unidad de altura de cada cara del V.C. (cf. 2.106) por la
altura correspondiente.

Indicaremos mediante la notacién C-3 la modelizacién corespondiente de
congiderar tGnicamente las capas limites laterales (situacién A). La
modelizacién correspondiente de considerar toda la regién del flujo como zona
potencial se indicari mediante la notacidn C-4.

De las pruebas experimentales realizadas se han seleccionado dos situaciones
caracteristicas. La primera, que denominaremos Prueba A, corresponde a un
flujo con velocidades relativamente bajas, siendo los valores del no. de Mach
a la entrada y salida de la zona de ensayo de .0818 y .2880 respectivamente;
la segunda, que denominaremos Prueba B, corresponde al maximo caudal obtenido
en la instalacién de soplado, con unos valores de .1227 y .4590 para el no.
de Mach a la entrada y galida de la zona de ensayo respectivamente.

En la Tabla III se indican, para la Prueba A y la Prueba B, los valores de las
diferencias de presién, respecto a un punto de referencia dado, obtenidos
experimentalmente y los que se derivan de los diferentes wmodelos numéricos
empleados: C-1, C-2, C~-3 y C-4. En dicha tabla se indica la localizacién de
los puntos de lectura de presiodn.
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En la Fig. 6 y Fig. 7 se representan graficamente, para la Prueba A y 1la
Prueba B  respectivamente, Ya distribucién de velocidad adimensional vy
coeficientes de presién, en los contornos Co y Cs, corregpondientes a los
modelos numéricos €-i, C-3 y C-4.

En la Fig. 8 y Fig. 9 se representa, para 1la Prueba A y 1la Prueba B
regpectivamente, la distribucién de velocidades adimensicnales y del
coeficiente de presidn, en los contornos Co y Cs, correspondientes al esquema
numérico C-1 y a los valores obtenidos experimentalmente (%),

Finalmente en la Fig. 10 se representan, para ambas pruebas y segin el modelo
C-1, los valores de Cf, §;/Le y &,/Le correspondientes a los contornos Co y
Cs.

Los resultados numéricos presentados han sido obtenidos de suponer contornos
adiabdticos (g,=1.0). Para el caso de que la temperatura de la pared del
canal fuese igual a la del ambiente (s8ituacidn wmds desfavorable), el valor de
gy correspondiente a la Prueba A y a la Prueba B seria de 0.99 y 0.97
respectivamente. AGn para este caso, el efecto de la transferencia de calor
no es importante giendo admisible, por tanto, la hipbtesis de adiabaticidad.

TABLA I: Namero de iteraciones globales requerido a diferentes Mo y fv para
el caso de contornos adiabaticos; €. =.000001,

fw
Mo
1.0 .90 .70 .50 .30 .10
.05 - 202 22 17 16 33
.14 14 12 9 12 11 30
.18 i1 11 16 13 12 31

TABLA II: Namero de iteraciones globales requerido a diferentes g, y Zfv;
contornos isotermos; €. =.000001.

fw
Gw
1.0 .90 .70 .50 .30 .10
1.50 - - 22 8 13 29
1.00 - 21 8 8 13 29
.65 10 10 6 9 12 24

(¥) Los valoregs de la velocidad han sido estimados a partir de la distribu-
cién de presiones obtenida experimentalmente (cf. Tabla III).



TABLA III: Valores de las diferencias de presibén Apj= pj-pref,

experimentalmente

contornos Ce y Co;
Entre paréntesis
{Apjlexp-{Apj)num,

PRUEBA A:  po
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obtenidag

Y segbn los distintos modelos numéricos, a lo largo de los
pref es la correspondiente al punto 1
representan,

se

10712 Kp/m?

en

valor

absoluto,

del

contorno Cs.

los valores de

To = 289 K
m =.06460 Kg/s
vo = 27.48 wm/s
h =.00669 Kg vapor agua/Kg aire seco
Pto | Coord | Apj Apj (Kp/m?) segtin los modelos:
Cont X exp.
3 (m) | (Kp/m?2) c-4 c-3 c-2 c-1
1 . 3597 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
2 |.4468 2.0 1.7 (0.3) 2.3 (0.2) 1.2 (0.8) 1.5 (0.9)
3 |.4690 6.5 8.1 (1.6) 6.7 (0.2) 6.1 (0.4) 6.6 (0. 1)
4 |.4928 1.5 0.3 (1.2) 0.3 (1.2) -0.6 (2. 1) 0.0 (1.5
5 |[.5253 | -30.0 | -32.4 (2,4)] -32.8 (2.8)| -33.4 (3.4)| -33.0 (3.0
6 |.5414 | -65.0 | -65.6 (0.6)| -66.7 (1.7)| -66.8 (1.8)| -67.0 (2.0)
Cs | 7 |.5573 |-119.5 {-118.2 (1.3)-120.6 (1.1)]-120.1 (0.6)]-121.1 (1.6)
8 |.5530 {-201.0 | -198.6 (2.4)|-202.9 (1.9)]-202.0 (1.0)|-204.2 (3.2)
9 |.5892 {-322.0 |-313.4 (8.6)|-321.0 (1.0)|-320.3 (1.7)|-324.0 (2.0)
10 |.6049 |-438.5 |-423.6 (15.)|-435.6 (2.9)(-435.4 (3.1)!-441.1 (2.6)
11 .6109 |-462.5 | -444.8 (18.)-457.8 (4.7)|-4535.3 (7.2)]-463.0 (0.3)
12 1.6170 |-459.5 |-428.3 (31.)|-445.8 (14.)|-451.2 (8.3){~-455.5 (4.0)
13 [.6302 |-437.0 |-409.5 (28.)(-431.2 (5.8)|-438.3 (1.3){-441.1 (4.1)
14 ;.7217 1-480.5 | -407.8 (73.)|-452.9 (28.)|-477.0 (3.5)|-477.0 (3.95)
15 }.7966 [-509.0 |-407.8 (101) (-469.6 (39.){-504.9 (4.1){-503.9 (5.1)
1t ].3593 0.0 -0.0 (.02) -0.0 (.06) -0.1 (0. 1) -0.1 (0.1)
2 |.4648 ~7.0 -3.2 (3.8) -5.9 (1. 1) -9.8 (2.8) -9.7 (2.7)
3 |[.5105 | -30.0 | -29.2 (0.8)} -31.2 (1.2)] -33.7 (3.7)] -34.0 (4.0)
4 |.5557 [-124.0 |[-120.6 (3.4){-123.2 (0.8)(-122.9 (1.1)[-124.2 (0.2)
5 |[.5855 |-270.0 |-261.9 (8.1) {-268.4 (1.6){-266.8 (3.2)-270.2 (0.2)
Co | 6 |.6156 |-415.0 |-394.7 (20.) |-410.6 (4.4)|-411.6 (3.4)|-416.7 (1.7)
7 |.6407 |-436.0 |-407.6 (29.)]|-432.4 (3.6)|-440.6 (4.6)(-444.0 (8.0)
8 |.6511 |-446.0 |-407.8 (38.) |-435.5 (10.)|-446.1 (0.1){~-449.0 (3.0}
9 |.6708 |-435.0 |-407.8 (47.)|-440.8 (14.)|-455.3 (0.3)(-457.5 (2.9)
10 |.7203 |-482.0 [-407.8 (74.) |-452.9 (29.)(-476.5 (5.5)|-477.0 (5.0)
11 .7943 |-511.0 |-407.8 (103) [-469.5 (42.)|-504.1 (6.9)-503.8 (7.2)
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.

PRUEBA B: po = 11787 Kp/m?
To = 297 K
m =.10556 Kg/s
vo = 41.93 wm/s
h =,00814 Kg vapor agua/Kg aire seco
Pto | Coord | Apj Ap) (Kp/m?2) segtn los modelos:
Cont b exp.
3 (m) | (Kp/m?) C-4 c-3 c-2 c-1
1 . 3597 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
2 | .4468 5.0 4.3 (0.7) 6.2 (1.2) 3.7 (1.3 4.2 (0.8)
3 | .4690 17.0 20.2 (3.2) 18.0 (1.0) 16.2 (0.8) 17.1 (0. 1)
4 1.4928 4.5 0.7 (3.8) 1.4 (3.1) -0.8 (5.3} -0.3 (4.2)
5 [.5253] -76.5 | -81.7 (5.2); -82.4 (5.9)| -83.5 (7.0)| -83.0 (6.5)
& | .5414} -162.5 | -166.0 (3.5)|-168.7 (6.2)|-168.7 (6.2)|-169.2 (6.7)
Cs| 7 |.5373| -300.0 | -301.0 (1.0)|-306.7 (6.7)|-305.6 (5.6)|-307.8 (7.8)
& |.5530| -512.0 | -510.8 (1.2){-521.3 (9.3)] -519.7 (7.7})]-524.3 (12.)
9 [.5892} -832.0 | -818.8 (13.)|-837.7 (5.7)| -836.9 (4.9)|-845.1 (13.)
10 | .6049 [-1146.0 | -1125. (20.)|-1156. (10.)|-1156. (10.)|-1171. (25.)
11 .6109 {-1216.0 | -1186. (30.){-1221. (5.2)]-1214, (2.2)|-1235. (19.)
12 | .6170 1-1211.0 | -1144. (67.)]-1190. (21.)]-1205. (5.6)|-1216. (5.2)
13 | .6302 |-1165.0 | -1093. (70.)|-1152. (13.)}|-1172. (7.1)|-1178. (13.)
14 | .7217 |-1285.0 | ~1091. (194);-1211. (74.);-1277. (8.1)]-1276. (8.5)
15 | .7966 {~1365.0 | -1091. (274)]-1257. (108)|-1354. (11.)|-1351. (14.)
1 . 3593 0.0 0.0 (.04) -0.2 (.23) -0.2 (0.2) -0.2 (0.2)
2 ) .4648| -16.0 -8.0 (8.0)| -15.8 (0.2)] -23.4 (7.4)| -23.3 (7.3)
3 j.5105| -78.0 | -73.5 (4.5)| -78.6 (0.6)| -83.7 (5.7)] -84.35 (6.5)
4 | .5557| -313.0 | -308.3 (4.7)[-314.2 (1.2)]-314.0 (1.0)|-316.5 (3.5)
5 |.5855| -694.0 | -685.4 (8.6)(-701.3 (7.3)]|-698.7 (4.7)|~-706.1 (12.)
Co| 6 | .6156[-1100.0 | -1057. (43.))-1098. (2.2){-1102. (2.1)]-1115. (15.)
7 | .6407 |-1161.0 | -1091, (70.)|-1155. (5.8)|-1179. (18.)]-1187. (26.)
8 | .6511 j-1195.0 | -1091. (104)|-1164. (31.)]-1194. (1.3)|-1201. (5.8)
9 | .6708 |-1217.0 | -1091. (126)-1178. (39.,){-1218. (1.5);-1224. (6.8)
10 | .7203 |-1289.0 | -1091, (198)-1211. (79.)}-1275. (14,)|-1277. (12.)
11 .7943 ]-1367.0 | -1091, (276)|-1256. (111)}|-1351. (15.)|~-1351. (16.)
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Fig. 7 Disgtribucién de la velocidad adimensional y del coeficiente de presién
en los contornos Co y Cs, correspondientes a las condiciones del flujo
de la Prueba B y segdn los modelos: (a) C-1; (b) C-3; (c) C-4.
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CONCLUSIONES

Referentes al esquema numérico:

El método resulta potente por cuanto permite la . obtencién de la
distribucién de velocidades, presiones y temperaturas en todo el dominio
del flujo; ello posibilita la determinacién de 1la friccién y de 1la
transferencia de calor en los contornos.

La resolucién de la regién de flujo potencial wmediante la generacién de
coordenadas curvilineas adaptables a los contornos, confiere gran
flexibilidad al esquema numérico; esta caracteristica ha permitido el
desarrollo de un software de caracter general, facilmente adaptable a
diferentes configuraciones de flujos.

El sistema de coordenadas curvilineas empleado en 1la discretizacién del

dominio (cf. ec. (4.2)), es aplicable a la mayoria de las geometrias de
flujos que normalmente se presentan, y para las cuales es adecuada una
formulacién como la indicada. Este tipo de coordenadas, ademds de

proporcionar una adecuada discretizacién del dominio, permiten una facil vy
rapida generacién.

Debido al tipo de interaccién que se establece entre la zona potencial vy
las capas limites durante el procesc iterativo de resolucién, el empleo de
adecuados factores de subrrelajacidn para la evaluacién de los espesores de
desplazamiento acelera la convergencia del método (cf. Tabla I y II).

Referentes a los resultados del caso de flujo bidimensional (Situacién A):

La aplicacién del esquema numérico al flujo bidimensional a través de una
canalizacién (Fig. 1), ha permitido poner de manifiesto la influencia de la
compresibilidad del flujo (Fig. 4) y de la transferencia de calor entre el
fluido y los contornos, supuestos estos isotermos (Fig. 35).

Asi, se observa una disminucién de los valores de &8y, 65 y Cf en los
contornos a medida que aumenta Mo (con g,, constante).

Los resultados obtenidos a diferentes g, (con Mo constante), reflejan unos
valores de &1 inferiores para el caso de enfriamiento del flujo que para el
de calentamiento, mientras que &5, Nu y St son mayores en el primer caso
que en el segundo; el coeficiente Cf presenta un comportamiento similar a
estog Gltimos, a excepcién de una zona donde invierte esta caracteristica
{cf. Fig. 9).

Referentes a los resultados correspondientes al caso con verificacidn
experimental (Situacidén B):

En la Tabla III y en las Fig. 6 y 7, queda reflejada la superioridad de los
esquemas numéricos que consideran la formacién de las capas limites
(C-1/C-2/C-3), respecto de aquel que supone un comportamiento potencial del
flujo en todo el dominio (C-4). Laa diferencias de presiones en la zona
recta de salida (x > He+Htb), son mds satisfactoriamente interpretadas por
los modelos que consideran las capas limites desarrolladas en las tapas
(C-1/C-2).

El modelo C-1 presenta la ventaja, respecto al C-2, de una mas rapida
convergencia en la resolucién de la zona potencial, puesto que permite el
empleo de la funcién de corriente. El modelo C-2 es, no obstante, mas
general; de hecho, la situacidén analizada no es sino un caso particular de
resolucién tridimensional, con una malla de un solo tramo en la
direccién z.
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El grado de ajuste entre los resultados numéricos (modelo C-1 y C-~2) y los
obtenidos experimentalmente  es notable (Fig. 8 y 9); para las velocidades
los errores han resultado inferiores al 2%. No obstante, cabria esperar un
nivel de correlacidn mads elevado, de haberse podido realizar las pruebas en
una canalizacién realmente bidimensional.

Para la situacién analizada, un mayor grado de ajuste entre los resultados
numéricos y los experimentales requeriria de: - una modelizacién que
considerase la naturaleza tridimensional del flujo (especialmente las capas
limites desarrolladas en las esquinas); - una adecuada instrumentacidén para
una mejor estimacién de las condiciones del flujo (distribuciones de
velocidades a la entrada del dominio; formacidn de las capag limites;
inicio de las capas limites turbulentas; grado de turbulencia de 1la
corriente; etc.).
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APENDICE A: CARACTERISTICAS GENERALES DE LA INSTALACION DE SOPLADO ENMPLEADA
PARA LA CONTRASTACION EXPERIMENTAL DE RESULTADOS.

Los resultados experimentales obtenidos en el caso del flujo a través de wun
canal de seccién transversal rectangular (Fig. 1), han sido realizados en una
ingtalacién de soplado existente en el Laboratorio, Dicha instalacién,
concebida dinicialmente como unidad de ensayo de rejilla de &labes (2], se ha
adaptado para el ensayo de la canalizacidn indicada.

La instalacidn es de circuito abierto y estd constituida por los siguientes
elementos:

- Compresor a ldébulos con capacidad de caudales hasta 22 Kg/min y de presién
absoluta maxima de 2.1 atm. El accionamiento del compresor se realiza por
un motor Diesel de 70 CV.

- Depdsito de 1.15 m para el amortiguamiento del flujo pulsatorio producido
por el compresor.

- Zona de ensayo propiamente dicha. El plano xy de la canalizacién {cf.
Fig. 1) estd dispuesto horizontalmente con tapas inferior y superior
distantes 31.1 mm.

- Elementos auxiliares de regulacién y control, y elementos de medida.

La medida del caudal de aire se ha realizado mediante una placa orificioc de
55.21 mm de diémetro, c¢olocada en wuna tuberia de 158 mm de diametro. El
diseno de dicha placa se ha efectuado segln la norma BS-1042 [S5]. El flujo
mdsico ha sido determinado, segltn los criterios indicados por E.Over y
R.C.Pankhurst [6], mediante la expresién:

20,(p1-pPy)

m = o€ A (4. A1)
2 2
1-n
siendo:
2
2 2 D, v, Dy
= Dy Ap= -——i Re, =
n D, /Dy 2 i 5 v
¢ .75
1.25, 10
¢ = .5959 +.0312n%%- 1840 n* + .0029n ()
2
p
2
e = 1 -B(1l- —)
Py
n .50 .10 .20 .30 . 40 .80 .60 .70

B .31 .31 .32 .33 .35 .37 .40 .45
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En la medicién de presiones absolutas y diferencias de presiones se han
empleado columnas de mercurio y agua respectivamente. La localizacién en los
contornos laterales de las diferentes sondas de presidn se indican en la
Tabla III. Para el estudio realizado 1la precisién derivada del empleo de
columnas ha resultado suficiente.

Para la medicién de la temperatura del aire en la placa orificio y en la 2zona
de  ensayo, se han empleado termopares tipo Chromel-Alumel; para las
condiciones de trabajo, los posibles errores producidos por el intercambio
energético entre la sonda termométrica y el wedio circundante se han
determinado como despreciables {[71].
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APENDICE B: PROPIEDADES FISICAS DEL AIRE

Para la evaluacibén de las propiedades termodinamicas y de transporte del aire
gse han empleado las siguientes expresiones:

a)

b}

c)

d)

De
la

Densidad; de la ecuacién de los gases ideales:

p‘Mah
R'T

Viscogidad dindmica; de la formula de Sutherland:
3/2
T

-6
o= . —
1.4818-10 T+ 166

en donde la temperatura debe expresarse en grados Kelvin, resultando la
vigcogidad dindmica en Kg/ms,

Calor especifico: se ha supuesto un valor de c, constante e igual a
1010 J/Kg.K.

Nomero de Prandtl: se supone constante e igual a 0.69. En estas
condiciones la conductividad térmica resulta proporcional a la viscosidad

dinadmica.

comparar los valores experimentales de las propiedades fisicas del aire a
presién atmosférica (cf. [8)), con los que se derivan de las expresiones

anteriores ge tiene:

Para la viscosidad dindmica los errores cometidos en un intervalo de
temperaturas de 250 K a 1000 K son inferiores al 1%.

Para el calor especifico, los errores son menores al 1% en el intervalo de
temperaturas de 250 K a 450 K; a medida que aumenta la temperatura el
error aumenta siendo, por ejemplo, de un 4% a 600 K y de un 12% a 1000 K.
Para en namero de Prandtl, el error es inferior al 1.6% en un intervalo de
temperaturas de 3350 K a 1000 K; a temperaturas inferiores el error
aumenta, asi por ejemplo, a 300 K el error es del 2.35%.

Para la conductividad térmica el error es del orden del 2.54 en un
intervalo de temperaturas de 250 K a 450 K; a medida que aumenta la
temperatura el error aumenta siendo, por ejemplo, del 3.6%4 a 450 K y del
11% a 1000 K.

Para el intevalo de temperaturas de trabajo, la precisién en la evaluacién de
las propiedades fisicas obtenida de las expresiones anteriores es suficiente;
no obstante a temperaturas elevadas seria conveniente emplear expresiones méas
ajustadas para el calor especifico y para la conductividad térmica.
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NOMENCLATURA

(054 Coeficiente de rozamiento superficial, szrw/(peu§/2).
Co, Cs Contornog laterales de la canalizacién (Fig. 1).

Cp Capacidad calorifica a presién constante.

Cp Coeficiente de presgién, Cp=(p-po)/(pov3/2).

D;,D, Diametro interior de la tuberia correspondiente a la placa orificio vy
diametro de la placa orificio, respectivamente.

fw Factor de subrrelajacién para los espesoreg de desplazamiento.

Gw Relacién entre entalpias especificas totales, ec. (3.24).

h Humedad en masa (Kg. de vapor de agua/Kg aire seco).

He, Htb Dimensiones caracteristicas de la canalizacién (Fig. 1).

k Relacion entre calores especificos, k=cp/c,.

K PParametro de densidad de malla de la capa limite, ec. (3.31).

Le,Ls Dimensiones caracteristicas de la canalizacidén (Fig., 1).

m Flujo masico.

M Namero de Mach, M=u/c.

Mo Ndmero de Mach a la entrada de la canalizacién.

Mah Pego molecular del aire himedo, Mah=(1+h)/((1/Mas)+(h/Mv)].

Mas Peso molecular del aire seco, Mas=28.9653 gr/mol.

Mv Peso molecular del vapor de agua, Mv=18.0153 gr/mol.

Nu Namero de Nusselt, Nu=q s/(Tw-Te)/A,.

p Presién.

Pi»P, Presitn a la entrada y salida respectivamente de la placa orificio.

p Presién a la entrada de la canalizacién,

Pr Numero de Prandtl, Pr=ucp/A.

Pw Variable representativa del flujo de calor en la pared, ec. (3.24).

q Flujo de calor por unidad de superficie.

R Radio de curvatura del contorno.

R’ Constante universal de los gases, R’ = 8.31432 J/K.mol.

Re Ndmero de Reynolds a la salida de la placa orificio.

Rs Namero de Reynolds referido a la coordenada 8, Re=u.s/v,.

St Némero de Staton, St=Nu/(Rs.Pr).

g,n Coordenadas curvilineas; el eje s es medido a lo largo del contorno vy
en la direccién del flujo, el eje n es normal en cada punto a dicho
contorno.

T Temperatura absoluta.

To Temperatura a la entrada de la canalizacién.

ue, Te  Velocidad y temperatura en el contorno exterior de la capa limite.
v Médulo de la velocidad.

Vo Velocidad a la entrada de la canalizacién.

X,y Coordenadas cartesianas.

Yo(x) Funcién que define el contorno lateral Co, ec. (4.1).

Ys(x) Funcién que define el contorno lateral Cs, ec. (4.1).

] Espesor de la capa limite.
84 Espesor de desplazamiento (cf. nomenclatura cap.3). De no indicar

expresamente que se trata del contorno Cs (J815) o Co (684),
entenderemos que se refiere indistintamente a ambos.

5} Espesor de desplazamiento correspondiente a la direccion de la
coordenada y.
8% Valor supuesto, o correspondiente a la iteracion anterior, del espesor

de desplazamiento durante el proceso iterativo.
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82 Espesor de la cantidad de movimiento (cf. nomenclatura cap.3).

Any Iacremento inicial de la malla en la capa limite (cf. cap. 3)

€,1) Coordenadas curvilineas empleadas en la resolucidén de la regidén de
flujo potencial (ec. 4.2).

€ Precisidn exigida . para la finalizacién del proceso iterativo de

resolucién conjunta zona potencial-capas limites.
Conductividad térmica.

Vigcogidad dinamica.

Vigcosidad cinematica.

Densidad

Tensién cortante.

Potencial de velocidad.

Funcién de corriente.

< 0 HdD v o
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