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Introducción

En este trabajo se desarrolla un cálculo vectorial sobre estructuras discretas, análogo al de
los modelos continuos. Para alcanzar este fin, se considera como espacio subyacente un
multigrafo finito dotado de una estructura Riemanniana. Esto permite construir los ope-
radores en diferencias básicos y plantear problemas de contorno, que formalmente son el
equivalente discreto de problemas de contorno sobre variedades Riemannianas compactas.
Además de estudiar la resolubilidad de tales problemas, se construyen los operadores inte-
grales que proporcionan su solución y se analizan las propiedades de los correspondientes
núcleos. Asimismo, para un extensa familia de problemas de contorno, se obtienen fórmulas
expĺıcitas de tales núcleos integrales, en términos de las soluciones de los denominados pro-
blemas de equilibrio, que están ı́ntimamente relacionados con las propiedades geométricas
de la estructura Riemanniana discreta.

El tema planteado en este trabajo tiene conexiones con diferentes áreas de la Matemática,
como son la Geometŕıa Diferencial, en la medida en que se construye un cálculo diferencial
e integral sobre una variedad discreta y el operador fundamental es el operador de Laplace-
Beltrami asociado a la estructura Riemanniana, y la Teoŕıa de Ecuaciones en Derivadas
Parciales y más concretamente con los problemas de contorno autoadjuntos para operadores
eĺıpticos de segundo orden. Por otra parte, son innegables las conexiones existentes con
la Combinatoria, con la teoŕıa de Redes Eléctricas y con los Métodos de Aproximación,
fundamentalmente con los esquemas en diferencias finitas para la resolución de problemas
de contorno. Finalmente, debemos remarcar la especial conexión que este trabajo mantiene
con la Teoŕıa del Potencial. Aunque inicialmente dicha relación pueda parecer natural, ya
que la Teoŕıa de Formas de Dirichlet es una herramienta fundamental en el tratamiento de
problemas de contorno sobre variedades Riemannianas y sobre redes infinitas, el enfoque que
presentamos aqúı es diferente y está enmarcado en el contexto de la Teoŕıa del Potencial
respecto de un núcleo. Para aclarar el sentido de este planteamiento, será ilustrativo hacer
una breve reflexión sobre sus antecedentes.

El punto de partida lo constituye la obtención de potenciales de equilibrio en espacios
abstractos y respecto de un núcleo general. Una metodoloǵıa de resolución de tal problema
consiste en utilizar exclusivamente medidas discretas y construir su solución como ĺımite de
una sucesión de medidas discretas cuyos puntos soporte están localizados por propiedades de
optimalidad. Éste es un método clásico de resolución del problema que tuvo sus oŕıgenes en
los trabajos pioneros de M. Fekete, G. Polya y G. Szegö sobre la determinación del Diámetro
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iv Problemas de contorno discretos

Transfinito de un conjunto y su culminación con los de O. Frostman, que marcan el comienzo
de lo que se ha dado en llamar Teoŕıa Moderna del Potencial. A lo largo de los años estas
técnicas, agrupadas bajo la denominación de método de Puntos Extremales, se han aplicado
a problemas de distinto carácter, tanto de ı́ndole teórica como aplicada. Aśı por ejemplo, los
puntos extremales han sido utilizados para resolver problemas de Dirichlet sobre compactos
de IR2 y IR3 y también en problemas de los ámbitos de la Teoŕıa de la Aproximación y de
los Polinomios Ortogonales. Todos los resultados anteriores se basan en la construcción de
medidas discretas cuyos puntos de soporte se obtienen mediante procesos de optimización
y con igual masa en cada uno de ellos. El hecho de que la función objetivo en el proceso
de optimización sea no lineal, hace que el cálculo expĺıcito de los puntos extremales sea
muy complicado, hasta tal punto que recientemente S. Smale ha propuesto la búsqueda de
puntos extremales sobre la esfera como uno de los retos matemáticos para el siglo XXI, en
el contexto de la complejidad computacional.

La idea clave de nuestra aportación en la resolución del problema de equilibrio, estriba
en la incorporación de la distribución de masa como una variable más a tener en cuenta en el
proceso de obtención de la sucesión de medidas discretas que convergen a la solución. Esta
metodoloǵıa ha sido denominada método de Cargas Extremales. Si bien la incorporación de
la optimización de la masa no introduce nuevas complicaciones técnicas, desde un punto de
vista operativo, fijar adecuadamente los puntos de soporte y optimizar la distribución de
masa sobre ellos, es un problema de optimización lineal cuya solución es una aproximación
de la medida de equilibrio. Cuando el espacio subyacente es finito, el problema de equilibrio
sigue estando bien planteado mientras que la búsqueda de los puntos extremales carece de
sentido. Por tanto, la única herramienta disponible para resolver el problema de equilibrio
es el método de cargas extremales que establece aśı un puente entre los métodos de los casos
continuo y discreto.

Sin duda, entre las estructuras finitas más relevantes figuran los multigrafos. En este
caso, su matriz Laplaciana es la que posee mayor información sobre el multigrafo y un gran
número de trabajos se centran en el estudio de sus propiedades. Como en un espacio finito las
matrices cuadradas, cuyo orden es el cardinal del espacio, están identificadas de forma natural
con los núcleos, nuestro planteamiento en el estudio de este tipo de estructuras discretas,
consiste en considerar la matriz Laplaciana como un núcleo en el contexto de la Teoŕıa
del Potencial Discreto, aunque en este ámbito los núcleos con signo como el Laplaciano no
hab́ıan merecido suficiente atención. No obstante, el núcleo Laplaciano satisface principios
relevantes que, en particular, permiten resolver el problema de equilibrio, de manera que el
método de cargas extremales tiene viabilidad en este marco.

Por otra parte, un problema de equilibrio sobre un conjunto es un problema de Dirich-
let particular, muy conectado con los problemas de Dirichlet que caracterizan a la función
de Green del conjunto y esta conexión nos ha permitido expresarla fácilmente en términos
de medidas de equilibrio. Esta v́ıa de resolución de algunos problemas de contorno nos ha
conducido a construir el marco de problemas de contorno discretos cuya solución puede ser
expresada en términos de medidas de equilibrio. Tales problemas resultan ser el análogo dis-
creto de los problemas de contorno autoadjuntos relativos a operadores eĺıpticos de segundo
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orden con condiciones de contorno mixtas.

Una de las principales aportaciones del presente trabajo consiste en presentar la formu-
lación de los aludidos problemas de contorno, dotando al espacio subyacente de estructura
de variedad Riemanniana discreta, de manera que la parte principal del operador en diferen-
cias es el operador de Laplace-Beltrami relativo a la estructura métrica considerada. Esta
metodoloǵıa extiende el tratamiento de problemas de contorno sobre multigrafos y redes
realizado hasta la fecha, que en nuestra terminoloǵıa correspondeŕıa a la elección de una
estructura Riemanniana sobre el multigrafo cuyo campo de matrices asociado es diagonal.
La noción fundamental para llevar a cabo esta formulación es la de espacio tangente a un
punto, que nosotros definimos en términos de adyacencia. Una vez establecido este concep-
to, el guión proporcionado por la Geometŕıa Diferencial nos permitirá construir un cálculo
vectorial sobre un multigrafo, cuya culminación es la formulación y análisis de resolubilidad
de problemas de contorno relativos al operador asociado a la estructura Riemanniana.

Además de su posible interés teórico, la consideración de métricas generales sobre los
multigrafos tiene consecuencias desde el punto de vista de las aplicaciones. Por una parte,
los esquemas en diferencias finitas para la resolución de problemas de contorno eĺıpticos
pueden ser vistos como problemas de contorno discretos relativos a operadores de Laplace-
Beltrami asociados a determinadas métricas. A modo de ejemplo, en este trabajo se obtienen
las métricas que corresponden a los esquemas en diferencias consistentes con el operador de
Laplace sobre ret́ıculas uniformes. Por otra parte, los problemas formulados con una Ley de
Ohm generalizada en el ámbito de los circuitos eléctricos, quedan naturalmente recogidos al
utilizar este tipo de métricas.

En otro orden de cosas, debemos señalar que en este trabajo se obtienen expresiones de
las funciones de Green asociadas a los diferentes problemas de contorno, lo que representa
quizá la herramienta más operativa para el análisis de este tipo de problemas.

Este trabajo se ha estructurado en cinco caṕıtulos y en él se han mantenido las notaciones
del modelo continuo con el propósito de simplificar la presentación y de hacer patente la
analoǵıa con el caso continuo.

En el primer caṕıtulo se describe la estructura local de un multigrafo. Las nociones
geométricas como vértice, rama, adyacencia y frontera de un conjunto son las habituales
en este contexto. Para hacer más patente el propósito de este trabajo, en lo sucesivo los
multigrafos se denominarán variedades discretas. El concepto fundamental introducido es
el de espacio tangente en un vértice de la variedad, que consiste en el espacio generado por
las combinaciones formales de las ramas incidentes en el vértice. Aunque la construcción
del espacio tangente es similar a la realizada en el caso continuo por medio de los vectores
tangentes a las curvas coordenadas, la naturaleza discreta de nuestro caso, hace aflorar aqúı
la mayor discrepancia entre ambas situaciones: La ausencia de sistemas coordenados que
parametricen la variedad discreta hace que la dimensión del espacio tangente cambie de un
vértice a otro. No obstante, el comportamiento formal de las variedades discretas responde
a la situación unidimensional, como queda patente en el desarrollo del presente trabajo.
La noción de espacio tangente permite introducir de forma natural los conceptos locales
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habituales en el caso diferencial. De esta manera, damos las nociones de campos vectoriales,
de formas, de campos de aplicaciones lineales y bilineales y de campos de matrices. Una
caracteŕıstica del caso discreto, que será importante en la construcción de los operadores en
diferencias, reside en el hecho de que todo campo puede ser descompuesto de forma única
como suma de un campo simétrico y de otro antisimétrico.

El segundo caṕıtulo comienza introduciendo el concepto de variedad Riemanniana discre-
ta asignando a una variedad una estructura métrica, consistente en un campo de bilineales
simétricas definidas positivas y un peso que regula la importancia de cada vértice y que en
cierta forma emula el papel del determinante de la métrica en el caso continuo. El siguiente
paso consiste en la introducción de un producto interno en el espacio de campos sobre la
variedad y también de un producto interno con peso en el espacio funciones sobre los vértices.
Una vez establecido el marco adecuado, abordamos la construcción de un cálculo en diferen-
cias sobre la variedad. Para ello tomamos la derivada como operador básico y a partir de él
se definen el gradiente y la divergencia en términos de dualidad respecto de los productos
internos establecidos. La composición del gradiente con la divergencia da lugar al operador
de Laplace-Beltrami o Laplaciano de la variedad. La consideración de campos y métricas
generales tiene su reflejo en las propiedades de los operadores en diferencias: el hecho de
que el soporte de la parte simétrica o de la parte antisimétrica de un campo contenga los
vértices adyacentes al soporte del campo, determina que tanto el gradiente como la diver-
gencia son operadores de primer orden, mientras que el Laplaciano es de segundo orden, lo
que es compatible con ser composición de dos operadores de primer orden. Esta propiedad
tiene como consecuencia que la expresión del Laplaciano de una función en un vértice involu-
cra no sólo a los vértices adyacentes, sino también a los vértices a distancia 2. Cuando se
consideran métricas generales sobre ret́ıculas en el espacio eucĺıdeo, se obtienen expresiones
del Laplaciano que formalmente son idénticas a los esquemas en diferencias para el operador
de Laplace, construidos mediante plantillas que involucran a los nodos a distancia menor
o igual que 2 del punto de evaluación. En particular, mostramos que todos los esquemas
en diferencias de tipo positivo sobre ret́ıculas uniformes y consistentes con el operador de
Laplace, coinciden con el operador de Laplace-Beltrami asociado a métricas uniformes sobre
la ret́ıcula. La última parte del caṕıtulo está destinada a reproducir en el caso discreto la
construcción de los grupos de cohomoloǵıa de De Rham. Para ello, atendiendo a la estruc-
tura estrictamente unidimensional de la variedad, consideramos que el espacio de n-formas,
n ≥ 1, coincide con el de las formas y se definine el complejo de De Rham considerando
como operadores las proyecciones simétrica y antisimétrica alternativamente. Esta elección
recupera la caracteŕıstica de Euler de la variedad por medio de la suma alternada de los
números de Betti y al trabajar en dualidad permite definir el Laplaciano de Hodge sobre las
formas o los campos. Obtenemos aśı un teorema de descomposición de campos, análogo al
teorema de descomposición de Hodge.

El cálculo integral en variedades Riemannianas discretas es el objetivo del tercer caṕıtulo.
Nuevamente seguimos el guión que nos proporciona la Geometŕıa Diferencial y por ello
comenzamos elaborando el concepto de curva sobre la variedad, que debe ser el análogo
de la noción de curva diferenciable. Recuperamos las operaciones habituales con curvas y
en particular establecemos las condiciones para que el producto o composición de curvas
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tenga sentido. A continuación, definimos la noción de circulación de un campo a lo largo
de una curva y a partir de ella obtenemos la contrapartida discreta del Teorema de Stokes-
Ampère. También caracterizamos los campos conservativos y en particular mostramos que
los únicos campos irrotacionales y conservativos son los campos gradiente. Nuestro estudio
de curvas concluye con la definición de longitud y de geodésica y el estudio de algunas de
sus propiedades. Para abordar los resultados de integración sobre un conjunto es necesario
precisar los conceptos de frontera y de campo normal. Una vez establecidos ambos se de-
muestra un teorema de la Divergencia mimético al del caso continuo. Este resultado permite
establecer directamente las identidades de Green para el caso de métricas ortogonales. Para
desarrollar el caso general, es necesario describir en detalle la expresión del operador de
Laplace-Betrami cuando se aplica a funciones soportadas en una subvariedad. Obtenemos
que, sobre estas funciones, el Laplaciano se expresa como suma de un operador de segundo
orden, su parte principal, y de otro de orden 0. La hipótesis de positividad del coeficiente
de la parte principal, permite identificar ésta con un operador de Laplace-Beltrami asociado
a una métrica ortogonal y reducir la demostración de las Identidades de Green al caso an-
terior. El estudio llevado a cabo es lo suficientemente general como para permitir incluir en
la formulación variaciones no tangenciales de las funciones involucradas.

En el caṕıtulo cuarto, utilizamos los conceptos y técnicas desarrollados en los anteriores
para plantear problemas de contorno sobre subvariedades. Los problemas abordados son los
análogos de los problemas de contorno eĺıpticos autoadjuntos y de segundo orden del caso
continuo. Aunque en el caso discreto cabe la posibilidad de contemplar términos de primer
orden sin perder el carácter autoadjunto, con vistas a seguir conservando, en la medida de
lo posible, la analoǵıa con el caso continuo, nos restringimos aqúı a trabajar con operadores
en diferencias que son suma del operador de Laplace-Betrami y un término de orden 0. La
aplicación de las Identidades de Green sobre una subvariedad conduce a la descripción de las
condiciones de contorno que pueden considerarse para que el correspondiente problema sea
autoadjunto. El problema de contorno que trataremos será por tanto el denominado proble-
ma Mixto Dirichlet-Robin con derivada obĺıcua, que contiene como casos particulares a los
problemas de contorno clásicos y también a la ecuación de Poisson para una componente
conexa de la variedad. La hipótesis básica que es preciso asumir es la de la positividad de
la función coeficiente de la estructura Riemanniana, esto es, de los coeficientes del operador
de Laplace-Beltrami. Esta hipótesis es necesaria para aplicar la técnica de integración por
partes y puede interpretarse como la contrapartida discreta de la condición de elipticidad
uniforme. Asumiéndola se pueden determinar resultados de existencia y unicidad de solu-
ciones y también permite, en muchas circunstancias, presentar una formulación variacional
de todos los problemas de contorno planteados. Nuestro tratamiento de los problemas de
contorno discretos presenta algunas particularidades respecto del efectuado en el caso conti-
nuo. La primera de ellas concierne al análisis del término de orden 0, que permite introducir
una relajación de las condiciones de existencia y unicidad de soluciones. Si bien para el pro-
blema de Dirichlet, esta técnica puede asimilarse a la relajación del término de orden cero
que proporciona la constante de Poincaré en el caso continuo, no parece existir un equivalente
para el resto de problemas. Otra peculiaridad de nuestro planteamiento, que tiene relación
impĺıcita con la anterior, consiste en que los problemas de contorno pueden ser reformulados
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para dar lugar a un nuevo problema que incorpora las condiciones de Robin al operador.
Resulta aśı que todo problema de contorno es equivalente, o bien a un problema de Dirichlet,
o bien a una ecuación de Poisson definidos sobre una nueva variedad Riemanniana y cuyo
operador en diferencias tiene como parte principal el operador de Laplace-Betrami asociado
a esa nueva variedad. Esta metodoloǵıa es por tanto similar a la habitual en el tratamiento
de los esquemas en diferencias, con los cuales mantenemos una estrecha relación como se ha
observado anteriormente. De hecho, nuestro enfoque permitiŕıa aplicar el cálculo vectorial
en diferencias desarrollado aqúı a esquemas definidos sobre redes completamente irregulares.
Este planteamiento tiene además la ventaja de contener un tratamiento sistemático de las
condiciones de contorno que, en el contexto de los esquemas en diferencias, siempre es un
problema delicado. Una vez analizadas las condiciones de existencia y unicidad de soluciones
de los problemas planteados, nos preocupamos de la obtención de los operadores lineales que
pueden ser considerados como inversos de los problemas semihomogéneos asociados a un
problema de contorno. Siguiendo la analoǵıa con el caso continuo, tales operadores serán
tratados como operadores integrales e incluyen las versiones discretas de los operadores de
Green y de Poisson. Naturalmente, cuando se satisfacen las condiciones de existencia y
unicidad de soluciones, tales operadores están uńıvocamente determinados, mientras que en
general no son más que inversos a la derecha de la restricción de los operadores en dife-
rencias sobre determinados subespacios. Siguiendo la nomenclatura clásica, la situación se
corresponde con la construcción de operadores de Green generalizados. El caṕıtulo finaliza
con la descripción de los núcleos de los anteriores operadores integrales. En particular, in-
terpretándolos desde el punto de vista del álgebra lineal, resulta que los núcleos asociados
a los operadores integrales no son más que matrices inversas a la derecha de la matriz de
coeficientes del sistema lineal correspondiente al problema de contorno. En este sentido, los
resultados finales del caṕıtulo pueden interpretarse en términos de la obtención de todas las
matrices inversas a la derecha de las matrices de coeficientes de los sistemas lineales asociados
a problemas de contorno, lo que incluye además la caracterización de aquellas que poseen
propiedades adicionales como por ejemplo, la de simetŕıa.

En el último caṕıtulo se aborda la resolución efectiva de los problemas de contorno trata-
dos en el caṕıtulo anterior. Para ello, se utiliza nuevamente la hipótesis de positividad del
coeficiente de la estructura Riemanniana y dado que en estas circunstancias, todo problema
de contorno es equivalente a un problema de Dirichlet o a una ecuación de Poisson, estu-
diamos sólo estos casos. El resultado fundamental consiste en la obtención de expresiones
expĺıcitas de las funciones de Green correspondientes y con este fin planteamos el problema
desde el contexto de la Teoŕıa del Potencial. Por una parte nos preocupamos de demostrar
que el operador en diferencias que define el problema de contorno, es decir el operador de
Laplace-Beltrami más un término de orden 0, es un operador monótono o, de forma equi-
valente, satisface el principio del mı́nimo. Esta propiedad, que en términos de los esquemas
en diferencias es más general que la de ser de tipo positivo, puede ser usada para establecer
nuevamente las condiciones de existencia y de unicidad de soluciones de los problemas de
contorno y para resolver el denominado problema de condensadores. Desde el punto de vista
de la Teoŕıa del Potencial, estos resultados suelen estar relacionados con el uso de las técnicas
de Formas de Dirichlet. Nosotros adoptamos aqúı otro enfoque a partir de la observación de
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que en el caso finito dimensional todo operador lineal puede interpretarse como un operador
integral y tiene asociado un núcleo integral, lo que no es más que una interpretación de que
todo endomorfismo sobre un espacio vectorial de dimensión finita tiene asociada una matriz,
una vez fijada una base. Con esta idea, el operador que define el problema de contorno,
puede interpretarse como un núcleo sobre el espacio de vértices de la variedad. Nos preo-
cupamos entonces de mostrar que, interpretado como núcleo, dicho operador satisface los
principios de enerǵıa y del máximo, que son suficientes para asegurar la resolubilidad del
problema de equilibrio para cualquier subconjunto propio de vértices. Aplicamos entonces
los resultados de Teoŕıa del Potencial respecto de un núcleo que se exponen al comienzo del
caṕıtulo. En particular, resulta que las soluciones del problema de equilibrio, las medidas de
equilibrio, pueden hallarse mediante algoritmos de programación lineal. Además, las carac-
teŕısticas especiales del núcleo Laplaciano implican que el soporte de la medida de equilibrio
de un conjunto es el propio conjunto. Esta propiedad, que también es una consecuencia
de la monotońıa del operador en diferencias, resulta transcendental para poder expresar la
solución de cada problema de contorno en términos exclusivamente de medidas de equilibrio.
Nuevamente, los resultados son válidos sin necesidad de exigir que el término de orden 0 sea
positivo. En particular, interpretado desde el punto de vista de los esquemas en diferencias,
la metodoloǵıa que desarrollamos puede aplicarse cuando la matriz del sistema lineal corres-
pondiente es una matriz de Stieltjes, sin que sea necesaria la hipótesis de dominancia en la
diagonal. Abordamos también el problema de encontrar la función de Green para la ecuación
de Poisson cuando el problema homogéneo tiene soluciones no triviales, o en el lenguaje de
los esquemas, cuando la matriz del sistema correspondiente es singular. La resolución de
este problema nos permite generalizar a variedades Riemannianas discretas generales el con-
cepto de resistencia efectiva entre dos vértices. Obtenemos que son válidos los resultados
habituales para la resistencia efectiva, entre los que se encuentran el Teorema de Foster y
la expresión de la función de Green del complementario de cada vértice en términos de las
resistencias efectivas entre los vértices.
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Caṕıtulo 1

Variedades discretas

El objetivo final de este trabajo, consistente en resolver problemas de contorno sobre es-
tructuras Riemannianas discretas, requiere el desarrollo de un guión proporcionado por la
Geometŕıa Diferencial sobre Variedades Riemannianas.

La consideración de los multigrafos, y más generalmente de las redes eléctricas, como
la contrapartida discreta de las Variedades Riemannianas, está totalmente consolidada en
la literatura sobre el tema. No obstante, las herramientas básicas de carácter diferencial
e integral suelen estar descritas en el contexto de la Topoloǵıa Algebraica, de manera que
son habituales conceptos como cadenas, co-cadenas, borde y co-borde. En este trabajo,
sustituiremos conceptos como los anteriores por los habituales en Geometŕıa Diferencial,
como por ejemplo, campos, formas, métricas, gradiente y divergencia. Como se intentará
demostrar a lo largo de esta memoria, este punto de vista es más operativo desde el momento
que permite tratar sistemáticamente problemas sobre redes, planteados de forma análoga a
los del continuo, por ejemplo, caracterización de campos conservativos, Identidades de Green,
problemas de contorno mixtos, funciones de Green y de Poisson.

En este caṕıtulo se introduce la estructura local sobre un multigrafo finito, previa a la
consideración de los análogos discretos de los operadores diferenciales. Por tanto, el concepto
fundamental a introducir es el de espacio tangente en un vértice. Para ello, es preciso no
hacer transcender el carácter unidimensional que tiene todo grafo cuando se considera como
complejo simplicial, pues en tal caso el espacio tangente debeŕıa ser también unidimensional,
lo que conduciŕıa a una pérdida de información sobre la conexión de un vértice con el resto
del grafo. En consecuencia, la dimensión del espacio tangente en un vértice estará dada
por el número de ramas incidentes en él y por tanto, en general, variará de un vértice a
otro. Ésta es de hecho la diferencia más sustancial entre los casos discreto y continuo. A
pesar de ello, todas las herramientas construidas sobre el espacio tangente son consistentes
con sus análogos del caso continuo, en el sentido de que formalmente verifican las mismas
propiedades.

Un modelo adecuado para el espacio tangente, permite considerar métricas generales so-
bre la variedad discreta, descritas localmente de forma análoga al caso continuo. El análisis de

1
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las transformaciones lineales asociadas a tales métricas, requiere la introducción de espacios
de funciones más ricos que los que son habitualmente considerados en este contexto. Con-
cretamente, aparecen de forma natural funciones que dependen conjuntamente de vértices y
ramas, lo que conduce directamente a la noción de función componente de un campo y de
una forma.

1.1 Estructura geométrica

En esta sección introducimos la estructura geométrica básica determinada por un multigrafo
finito. Dado que uno de los objetivos fundamentales es establecer sobre estos objetos un
cálculo en diferencias y un cálculo integral, pasaremos a denominar variedades discretas a
tales multigrafos. Como la topoloǵıa natural de estas estructuras es la topoloǵıa discreta,
evitaremos el tratamiento topológico y lo sustituiremos por una lectura geométrica de algunos
conceptos topológicos básicos. Aunque también cabe situar estas estructuras discretas dentro
del marco de la Topoloǵıa Algebraica, nuestro tratamiento de los problemas seguirá un
modelo más acorde con las herramientas de la Geometŕıa Riemanniana y de hecho, los
conceptos y métodos desarrollados en este trabajo intentan ser la contrapartida discreta de
nociones y técnicas de Geometŕıa Diferencial.

Dado que en el modelo discreto las cuestiones dimensionales dejan de ser relevantes, una
de las diferencias más notables entre los modelos continuo y discreto radica en el concepto
de frontera de un conjunto. Hemos optado por definir frontera de un conjunto como el
conjunto de puntos no pertenecientes al conjunto y adyacentes a él y por tanto, la frontera
de un conjunto no coincide jamás con la frontera de su complementario. La utilidad de
esta elección se hará patente en caṕıtulos posteriores. Además, aparece un nuevo tipo de
frontera asociada a un conjunto, la frontera de ramas, que justamente pone en relación la
frontera de un conjunto con la de su complementario. Un hecho remarcable, que diferencia
los casos discreto y continuo, es que en general, un conjunto está estrictamente contenido
en su adherencia. Esta propiedad de naturaleza claramente geométrica, permitirá introducir
más adelante el concepto de orden de los operadores en diferencias.

Por otra parte, nuestro tratamiento también tiene diferencias con el realizado habitual-
mente en combinatoria. En esta sección la más importante es el concepto de camino, que para
nosotros responde a la contrapartida discreta del concepto de camino continuo en Geometŕıa.

Fijado un conjunto no vaćıo V , denotaremos por V (2) al subconjunto de ℘(V ) constitúıdo
por los subconjuntos de V con exactamente dos elementos. La nomenclatura fundamental
empleada en esta sección es estándard y coincide, por ejemplo, con la utilizada en [10], [11]
y [56].

Denominaremos multigrafo a una terna Γ = (V,E, θ) donde V y E son conjuntos no
vaćıos y θ es una aplicación θ:E −→ V (2). Cada elemento de V será denominado vértice
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de Γ y representado de forma genérica por x, y ó z. Cada elemento de E será denominado
rama de Γ y representado de forma genérica por e ó e′. En general, si x, y ∈ V con x 6= y,
el conjunto θ−1({x, y}) puede constar de más de un elemento (ramas), lo que justifica la
denominación de multigrafo para Γ.

Dos vértices distintos, x, y ∈ Γ, se denominan adyacentes, y lo representaremos por x ∼ y,
si θ−1({x, y}) 6= ∅, es decir si existe una rama e tal que θ(e) = {x, y}. En este caso, las
ramas en θ−1({x, y}) y los vértices x, y se denominan incidentes. Dos ramas e y e′ de Γ se
denominan adyacentes si θ(e) ∩ θ(e′) 6= ∅, es decir, si existe al menos un vértice incidente
con ambas.

Para cada vértice x ∈ V , denotaremos por Ex al conjunto de ramas incidentes con x y
denominaremos grado de x a k(x), el cardinal de Ex. Si k(x) = 0, x se denominará vértice
aislado. Diremos que Γ es un multigrafo localmente finito si para cada x ∈ V, k(x) <∞, es
decir, si cada vértice de Γ tiene una cantidad finita de ramas incidentes con él. En particular,
esto implica que para cada vértice, el conjunto de vértices adyacentes a él es también finito.
Diremos que Γ es regular de grado k si es localmente finito y para cada x ∈ V , k(x) = k.

Si x, y ∈ V , denotaremos por Exy al conjunto de ramas incidentes con x e y y por κ(x, y)
al cardinal de Exy. Es claro que se satisface que Exy = Eyx, Ex =

⋃
y∈V

Exy, κ(x, y) > 0 sii

x ∼ y y k(x) =
∑
y∈V

κ(x, y).

Diremos que Γ es un multigrafo numerable si V y E son conjuntos numerables. En
particular, diremos que Γ es un multigrafo finito cuando V y E sean finitos. Observar que
si Γ no tiene puntos aislados, cuando E es numerable, necesariamente V también lo es y lo
mismo ocurre si E es finito. Cuando Γ es finito, los enteros |V |, |E| y χ(Γ) = |V | − |E|
se denominan orden, tamaño y caracteŕıstica de Euler de Γ, respectivamente. Además, se
satisface que

∑
x∈V

k(x) = 2|E| y, en particular, si Γ es regular de grado k, se tiene que

k |V | = 2|E|, lo que también implica que χ(Γ) =
|V |
2

(2− k).

Diremos que Γ es un grafo si la aplicación θ es inyectiva, es decir, si dos vértices distintos
de Γ sólo pueden ser incidentes con una rama. En este caso, si x ∼ y, κ(x, y) = 1, la
única rama incidente con x e y puede ser identificada con el conjunto {x, y} y el valor k(x)
representa también el cardinal del conjunto de vértices adyacentes a x. Por tanto, cuando Γ
es un grafo finito se tiene que |E| ≤ 1

2
|V |(|V | − 1).

Denominaremos grafo subyacente a Γ al grafo Γ
#

= (V
#
, E

#
, θ

#
), donde V

#
= V ,

E
#

= {{x, y} ∈ V (2) : x ∼ y} y θ
#

es la inclusión de E
#

en V (2). Por supuesto, Γ
#

coin-
cide con Γ sii Γ es un grafo. Además, si k

#
(x) denota el grado de x en Γ

#
, resulta que

k
#

(x) ≤ k(x) con igualdad en todo vértice sii Γ = Γ
#

. En particular Γ
#

es localmente finito
si Γ lo es. Obsérvese que un grafo dado es el grafo subyacente de una gran cantidad de
multigrafos diferentes y que χ(Γ) ≤ χ(Γ

#
), con igualdad sii Γ = Γ

#
.

Si n ∈ N∗ y consideramos el conjunto I(n) = {0, . . . , n} ⊂ N, un camino de longitud n
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en Γ es una aplicación c: I(n) −→ V tal que para cada j = 0, . . . , n− 1, c(j) ∼ c(j + 1). Se
denominan extremos de c a los vértices c(0) y c(n) y vértices interiores de c a los vértices
c(1), . . . , c(n − 1). Un camino cuyos extremos coinciden se denomina camino cerrado. Un
camino cuyos vértices interiores son diferentes entre śı y diferentes de los extremos se de-
nomina internamente disjunto. En particular, todo camino de longitud 1 es internamente
disjunto.

Si c es un camino, denominaremos traza de c, tr c, a la imagen de c.

Si c es un camino de longitud n, se denomina camino opuesto a c al camino −c dado por
−c(j) = c(n − j), j = 0, . . . , n. Claramente, −c tiene la misma traza, los mismos extremos
y la misma longitud que c. Además, −c es cerrado sii c lo es.

Si c1 y c2 son caminos de longitudes n y m respectivamente y satisfacen que c1(n) = c2(0),
se denomina producto de ambos a c1 ∗ c2, el camino de longitud n + m, dado por la asig-
nación (c1 ∗ c2)(j) = c1(j) cuando j = 0, . . . , n y por (c1 ∗ c2)(j) = c2(j − n) cuando
j = n+ 1, . . . , n+m. Claramente, se satisface que tr(c1 ∗ c2) = trc1 ∪ trc2. Si c1, c2 y c3

son caminos tales que tienen sentido los productos c1 ∗ c2 y c2 ∗ c3, entonces los productos
(c1 ∗ c2) ∗ c3 y c1 ∗ (c2 ∗ c3) tienen sentido y además (c1 ∗ c2) ∗ c3 = c1 ∗ (c2 ∗ c3). Esta
propiedad permitirá designar por c1 ∗ c2 ∗ c3 al camino (c1 ∗ c2) ∗ c3. Más generalmente, si
los productos sucesivos tienen sentido, al producto de los caminos c1, . . . , cm lo denotaremos
por c1 ∗ · · · ∗ cm. Es claro que todo camino puede ser expresado como producto de caminos
e incluso de caminos internamente disjuntos. Por ejemplo, si c es un camino de longitud n,
entonces c puede expresarse como producto de n caminos de longitud 1.

Es claro que si dos vértices distintos x, y de Γ pueden ser unidos por un camino de
longitud n, es decir existe un camino de longitud n cuyos extremos son precisamente x e y,
entonces existe un camino internamente disjunto de longitud menor o igual a n que une x e
y.

La relación definida sobre V como

xRy sii existe un camino de extremos x e y,

es una relación de equivalencia sobre V , cuyas clases son las componentes conexas (o sim-
plemente componentes) de Γ. Un multigrafo Γ se denomina conexo sii consta de una única
componente conexa, es decir, sii cualesquiera de sus vértices pueden ser unidos por un camino.
Sobre cada componente de Γ definimos la distancia entre dos de sus vértices, x 6= y, como

d(x, y) = inf{m : existe un camino de longitud m que une x e y}.

Claramente, tal ı́nfimo es de hecho un mı́nimo. Denominaremos camino corto entre x e y
a cualquier camino que una x e y y cuya longitud sea mı́nima, es decir, igual a d(x, y).
Desde luego, todo camino corto es internamente disjunto. Por otra parte, si para cada
x ∈ V , designamos d(x, x) = 0, y definimos d(x, y) = +∞ cuando x e y pertenecen a
diferentes componentes conexas de Γ, entonces la aplicación d es una distancia sobre V ,
cuya topoloǵıa inducida no es otra que la topoloǵıa discreta. Cuando Γ es un multigrafo
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finito, denominaremos diámetro de Γ a d(Γ) = máx {d(x, y) : xRy}, es decir al mayor de los
diámetros de las componentes conexas de Γ.

Si Γ es un multigrafo finito y conexo, entonces χ(Γ) ≤ 1. Por tanto, si Γ es finito y tiene
m componentes conexas, se satisface que χ(Γ) ≤ m. Diremos que un multigrafo finito Γ con
m componentes conexas es un bosque si χ(Γ) = m, lo que en particular implica que Γ es un
grafo. Cada componente conexa de un bosque se denomina árbol. Por tanto un grafo finito
es un árbol sii es conexo y además χ(Γ) = 1, (ver [46]). Es conocido que un grafo finito Γ es
un bosque sii no posee caminos cerrados internamente disjuntos de longitud mayor o igual
a 3. En particular, esto implica que en un árbol, dos vértices distintos cualesquiera pueden
ser unidos por un único camino internamente disjunto.

Denominaremos variedad discreta a todo multigrafo finito. En particular, denominaremos
variedad discreta simple a todo grafo finito. Si Γ es una variedad discreta, Γ

#
se denomi-

nará variedad discreta simple subyacente a Γ. Por simplicidad en el lenguaje habitualmente
eliminaremos el término discreta en las definiciones anteriores.

Sea pues Γ = (V,E, θ) una variedad discreta. Para cada x ∈ V y para cada j ∈ N
denotaremos por Sj(x) y por Bj(x) a la esfera y la bola de centro x y radio j, es decir, a los
conjuntos Sj(x) = {y ∈ V : d(x, y) = j} y Bj(x) = {y ∈ V : d(x, y) ≤ j}. Es claro que para
cada x ∈ V se satisface que S0(x) = {x}, que S1(x) es el conjunto de vértices adyacentes a x

y que Bj(x) =
j⋃
i=0

Si(x), para cada j ∈ N∗. Además, para cada x ∈ V el conjunto
∞⋃
j=0

Bj(x)

coincide con la componente conexa que contiene a x y para cada j > d(Γ), Sj(x) = ∅ y por
tanto Bj(x) = Bd(Γ)(x).

Fijado un subconjunto F de vértices de Γ, denotaremos por F c a su complementario en
V y consideraremos también los siguientes subconjuntos de vértices y de ramas asociados a
F (ver [15], [40], [54] y [56]):

i) Interior de F :
◦
F= {x ∈ V : B1(x) ⊂ F}.

ii) Frontera de vértices de F : δ(F ) = {x ∈ F c : B1(x) ∩ F 6= ∅}.

iii) Adherencia de F : F̄ = F ∪ δ(F ).

iv) Exterior de F : Ext(F ) = (F̄ )c.

v) Frontera de ramas de F : ∂(F ) = {e ∈ E : θ(e) ∩ F 6= ∅ y θ(e) ∩ F c 6= ∅}.

Debe observarse que con excepción del concepto de frontera de ramas de un subconjunto
de vértices, todas las nociones y propiedades anteriores son relativas a la variedad simple
subyacente a Γ y por tanto son idénticas para cualquier par de variedades discretas Γ1,Γ2

tales que Γ
#

1 = Γ
#

2 . En la siguiente figura se ilustran los conceptos anteriores sobre una
variedad discreta simple.
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Figura 1.1: Ejemplo de variedad simple

Por otra parte, las nociones de componente conexa de una variedad discreta y de interior,
adherencia, frontera y exterior de un conjunto son de naturaleza exclusivamente geométrica
o combinatoria y no de naturaleza topológica, puesto que todo espacio discreto es totalmente
desconectado, es decir sus componentes conexas son los puntos del espacio y en la topoloǵıa
discreta, el interior y la adherencia de un conjunto coinciden con él, mientras que la frontera
de todo conjunto es vaćıa. Las siguientes propiedades, cuya comprobación es prácticamente
inmediata, establecen algunas de las analoǵıas y algunas de las diferencias entre las nociones
geométricas y sus correspondientes topológicas.

Lema 1.1.1 Si Γ es una variedad discreta, se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si x ∈ V y j ∈ N, entonces δ(Bj(x)) = δ(Bc
j+1(x)) = Sj+1(x), B̄j(x) = Bj+1(x),

Ext(Bj(x)) =
∞⋃

i=j+2
Si(x) y Bj(x) ⊂

◦
Bj+1(x).

ii) Si F ⊂ V , entonces F̄ =
⋃
x∈F

B1(x), δ(Ext(F )) ⊂ δ(F ) y F ⊂ Ext(Ext(F )). Además,

se satisface que δ(F ) = {x ∈ V : d(x, F ) = 1}, F̄ = {x ∈ F : d(x, F ) ≤ 1} y
δ(F̄ ) = {x ∈ V : d(x, F ) = 2}.

iii) Si F es conexo, entonces cada subconjunto F1 ⊂ V tal que F ⊂ F1 ⊂ F̄ es también

conexo. En general
◦
F no es conexo cuando F lo es.

iv) Si F1, F2 ⊂ V y F1 ⊂ F2, entonces
◦
F1⊂

◦
F2, F̄1 ⊂ F̄2 y Ext(F2) ⊂ Ext(F1).

v) Si Fi ⊂ V, i ∈ I, entonces δ(
⋃
i
Fi) ⊂

⋃
i
δ(Fi),

◦︷ ︸︸ ︷⋂
i

Fi=
⋂
i

◦
Fi y

⋃
i
Fi =

⋃
i
F̄i.
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vi) Si ∅ 6= F ⊂ V , entonces F es unión de componentes conexas de V sii ocurre una, y

por tanto todas, las identidades δ(F ) = ∅, δ(F c) = ∅, F̄ = F ,
◦
F= F . En particular,

δ(V ) = ∅ y
◦
V= V = V̄ .

vii) Si F ⊂ V , entonces ∂(F ) = ∂(F c), ∂(F ) = {e ∈ E : θ(e) ∩ F 6= ∅ y θ(e) ∩ δ(F ) 6= ∅},
◦︷ ︸︸ ︷

δ(F )= ∅, δ(
◦
F ) ⊂ δ(F c),

◦
F ∩ δ(F c) = ∅, F =

◦
F ∪ δ(F c),

◦
F ⊂ F ⊂

◦
F̄ , F c = (

◦
F )c y

◦
F c = (F̄ )c.

Diremos que una variedad discreta Γ′ = (V ′, E ′, θ′) es una subvariedad de Γ si se verifica
que V ′ ⊂ V, E ′ ⊂ E y θ′ es la restricción de θ sobre E ′. Si además Γ′ es una variedad simple,
entonces será denominada subvariedad simple de Γ.

Si Γ1 = (V1, E1, θ1) y Γ2 = (V2, E2, θ2) son subvariedades de Γ, diremos que Γ1 ≤ Γ2 sii Γ1

es un subvariedad de Γ2, o de forma equivalente sii V1 ⊂ V2 y E1 ⊂ E2. Dada una familia de
subvariedades de Γ, {Γj = (Vj, Ej, θj)}j∈J , denominaremos subvariedad unión de la familia
a la subvariedad de Γ,

⋃
j∈J

Γj = (V ′, E ′, θ′) dada por V ′ =
⋃
j∈J

Vj, E
′ =

⋃
j∈J

Ej, y por θ′, la

restricción de θ sobre E ′.

Si F ⊂ V , denominaremos variedad generada o inducida por F a Γ(F ), la subvariedad de
Γ cuyo conjunto de vértices es F y cuyo conjunto de ramas es E(F ) = {e ∈ E : θ(e) ⊂ F}.
Obsérvese que si E ′ es un subconjunto arbitrario de ramas y consideramos F =

⋃
e∈E′

θ(e),

entonces la subvariedad generada por F tiene a E ′ como conjunto de ramas. Diremos que F
es conexo si la subvariedad inducida por F es conexa, es decir, si dos vértices cualesquiera
de F pueden ser unidos por un camino cuya traza está totalmente contenida en F . Es claro
que cada componente conexa de Γ es un conjunto conexo y de hecho, cualquier camino de
extremos en una componente conexa tiene también la traza contenida en tal componente.

Si F ⊂ V , denominaremos variedad frontera de F a Γ(δ(F )), la subvariedad generada por
δ(F ) y variedad adherencia de F a Γ̄(F ), la subvariedad de Γ cuyo conjunto de vértices es F̄
y cuyo conjunto de ramas es Ē(F ) = {e ∈ E : θ(e)∩F 6= ∅}, es decir, Ē(F ) = E(F )∪ ∂(F ).

La siguiente figura muestra los grafos Γ(F ), Γ(δ(F )), Γ(F̄ ) y Γ̄(F ) para el subconjunto
F del ejemplo constrúıdo en la Figura 1.1.

Más generalmente, si Γ′ = (V ′, E ′, θ′) es una subvariedad de Γ, denominaremos frontera
de Γ′ a la subvariedad Fr(Γ′) = Γ(δ(V ′)) y adherencia de Γ′ a Γ̄′ = (V̄ ′, E ′ ∪ ∂(V ′), θ′).

Lema 1.1.2 Se satisfacen las siguientes propiedades:
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Figura 1.2: Subvariedades Γ(F ), Γ(δ(F )), Γ(F̄ ) y Γ̄(F )

i) Si F ⊂ V , entonces Γ(F ) ≤ Γ̄(F ) ≤ Γ(F̄ ) = Γ̄(F ) ∪ Γ(δ(F )). Además, se satisface la
igualdad en cualquiera de las dos desigualdades sii F es una componente conexa de Γ.

ii) Si F1, F2 ⊂ V y F1 ⊂ F2, entonces Γ(F1) ≤ Γ(F2) y Γ̄(F1) ≤ Γ̄(F2).

iii) Si Γ′ es una subvariedad de Γ cuyo conjunto de vértices es F , entonces Γ′ ≤ Γ(F ),
Γ̄′ ≤ Γ̄(F ) y Fr(Γ′) = Γ(δ(F )).

Finalizaremos esta sección construyendo variedades y subvariedades simples asociadas
a funciones definidas sobre el conjunto V × V , donde V es el conjunto de vértices de una
variedad discreta Γ. Este estudio incluye como caso particular la noción de función admisible
sobre un grafo, desarrollada por A. Ancona en [1] y también la noción de grafo determinado
por una matriz de orden |V | (ver [59]).

Consideremos a:V × V −→ IR una función simétrica y nula en la diagonal, es decir tal
que a(x, y) = a(y, x) y a(x, x) = 0, para cada x, y ∈ V . Denominaremos variedad discreta
generada por a, y la denotaremos por Γa, a la variedad simple cuyo conjunto de vértices es
V y cuyas ramas están identificadas con los subconjuntos {x, y} ∈ V (2) tales que a(x, y) 6= 0.
Observar que es la simetŕıa de a la que permite definir sin ambigüedad el conjunto de ramas
de Γa y que formalmente Γa = (V,Ea, θa), donde Ea = {{x, y} : a(x, y) 6= 0} y θa es la
identidad.

Aunque Γa y Γ
#

son variedades simples relacionadas con la variedad Γ, en general no
tienen por qué estar relacionados entre śı. Por otra parte, si F ⊂ V tienen sentido las



Espacios de funciones 9

nociones geométricas de frontera, de adherencia y de frontera de ramas de F , relativas
a la nueva variedad Γa. Sin embargo, nosotros consideraremos aqúı una estructura que
relacione este tipo de nociones cuando se tienen presentes ambas variedades Γa y Γ

#
. Aśı,

consideraremos los siguientes conjuntos

inta(F ) = {x ∈ F : a(x, y) 6= 0⇒ y ∈ F},

δa(F ) = {x ∈ δ(F ) : a(x, y) 6= 0, para algún y ∈ F},

∂a(F ) = {{x, y} ∈ Ea : x ∈ F, y ∈ δ(F )},

ada(F ) = F ∪ δa(F ),

denominados respectivamente interior, frontera de vértices, frontera de ramas, y adherencia
de F respecto de a. Obsérvese que para cada F ⊂ V , inta(F ) es el interior de F en Γa,
mientras que δa(F ) es la intersección de δ(F ) con la frontera de vértices de F en Γa y ada(F )
es la intersección de F̄ con la adherencia de F en Γa. Por otra parte, inta(F ) y ∂a(F ) no

contienen ni están contenidos en
◦
F y ∂(F ), respectivamente.

Denotaremos por Γ̄a(F ) a la subvariedad de Γa cuyo conjunto de vértices es ada(F ) y
cuyo conjunto de ramas es {{x, y} ∈ Ea : x ∈ F, y ∈ ada(F )}, que por supuesto contiene a
∂a(F ). Nuevamente, Γ̄a(F ) no contiene ni está contenido en Γ̄

#
(F ).

Diremos que la función a es semi-compatible con Γ sobre F ⊂ V si se satisface que para
cada x ∈ F e y ∈ F̄ , d(x, y) = 1 ⇒ a(x, y) 6= 0 y diremos que a es compatible con Γ sobre
F ⊂ V si para cada x ∈ F e y ∈ F̄ , d(x, y) = 1⇔ a(x, y) 6= 0.

Observar que cuando V es conexo y a(x, y) = π(x) p(x, y) con p la matriz de transición
de un camino aleatorio reversible sobre V , si a es semicompatible con V , entonces el camino
aleatorio es uniformemente irreducible, mientras que a es compatible sii el camino aleatorio
es uniformememente irreducible y de tipo vecino más próximo (ver [62]). Por otra parte,
si a es semi-compatible con Γ sobre F , lo es también sobre cualquier subconjunto de F y

se satisface que δa(F ) = δ(F ), ada(F ) = F̄ , mientras que inta(F ) ⊂
◦
F , ∂(F ) ⊂ ∂a(F ) y

Γ̄
#

(F ) ≤ Γ̄a(F ). Además, si F es conexo en Γ, también lo es en Γa(F ). Por otra parte,
si a es compatible con F , es semi-compatible con F , también es compatible con cualquier

subconjunto de F y además inta(F ) =
◦
F , ∂a(F ) = ∂(F ) y Γ̄

#
(F ) = Γ̄a(F ). En definitiva, a

es semicompatible con F sii los grafos Γ̄
#

(F ) y Γ̄a(F ) tienen el mismo conjunto de vértices
y dos vértices adyacentes en Γ̄

#
(F ) también son adyacentes en Γ̄a(F ). Por otra parte, a es

compatible con F sii los grafos Γ̄
#

(F ) y Γ̄a(F ) tienen los mismos conjuntos de vértices y de
ramas, es decir sii Γ̄

#
(F ) = Γ̄a(F ). Un ejemplo inmediato de función compatible sobre V , y

por tanto sobre cualquier subconjunto de vértices, es κ. Cuando Γ es una variedad simple,

otro ejemplo de función compatible está dado por a(x, y) =

 1, si x ∼ y

0, en otro caso,
de manera

que p(x, y) = 1
k(x)

a(x, y) es la matriz de transición del camino aleatorio simple sobre V .
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1.2 Espacios de funciones

En esta sección introduciremos los espacios de funciones en una variedad discreta. Supon-
dremos nuevamente que Γ = (V,E, θ) es una variedad discreta y consideremos Γ

#
su variedad

simple subyacente. Como los objetos que aparecen en una variedad discreta son vértices y
ramas, es natural considerar funciones definidas en unos y otros conjuntos. Básicamente
estos son los únicos espacios de funciones que aparecen en aquellos trabajos en los que se
incide en la naturaleza combinatoria de las variedades discretas (ver, por ejemplo [10, 11]).
Cuando se introducen herramientas de Topoloǵıa Algebraica, el espacio de funciones de ra-
mas suele ser sustitúıdo por el espacio de funciones sobre el producto cartesiano de vértices
(ver, por ejemplo [27, 56]). En este caso, la variedad discreta ha de ser simple y además
las funciones consideradas son antisimétricas, es decir, su valor cambia de signo cuando se
cambia el orden de sus argumentos. Este tipo de funciones son entonces suficientes para
describir las operaciones “diferenciales”básicas. No obstante, estas funciones antisimétricas
pueden ser identificas con las funciones sobre las ramas si previamente se ha dotado a éstas
de una orientación, con lo que en definitiva ambas estructuras corresponden a herramientas
equivalentes.

El hecho de que uno de los objetivos de esta memoria sea desarrollar una estructura
métrica sobre las variedades discretas para poder realizar sobre ellas un cálculo integral y en
diferencias a semejanza del cálculo en variedades Riemannianas, nos ha llevado a introducir
espacios de funciones que expresen adecuadamente las componentes de dichas métricas o, de
forma equivalente, de las transformaciones lineales que se corresponden con ellas. Además,
como se pondrá de manifiesto en la siguiente sección, la actuación sobre funciones de ramas
de las transformaciones lineales asociadas a métricas generales, producen funciones que de-
penden de las ramas y de los vértices donde se valora la métrica. Esta propiedad motiva la
introducción de funciones que toman valores sobre las ramas que inciden en cada vértice.

Denotaremos por C(V ), C(V ×V ), C(V ×V ×V ), por C(E), C(V ×E) y por C(V ×E×E) a
los conjuntos de funciones reales definidas sobre los conjuntos que se indica en cada expresión.
En todos los casos el supeŕındice + denotará el correspondiente subconjunto formado por las
funciones no negativas.

Con las operaciones usuales, todos los conjuntos anteriores son espacios vectoriales reales
y anillos unitarios y conmutativos, siendo la función constantemente igual a 1 la unidad
en todos los casos. Además, cada función f ∈ C(V ) puede identificarse con la función
f̂ ∈ C(V × E) dada por f̂(x, e) = f(x). Identificaciones análogas permiten considerar
también las inclusiones

C(V ) ⊂ C(V × V ) ⊂ C(V × V × V ),

C(E) ⊂ C(V × E) ⊂ C(V × E × E),

que permiten interpretar a C(V ) y a C(V ×V ) como subespacios vectoriales y como subanillos
de C(V × V × V ) y a C(V ), C(E) y C(V × E) como subespacios vectoriales y subanillos de
C(V × E × E).



Espacios de funciones 11

Consideremos el subconjunto de C(V × E) dado por

C(Γ) = {f ∈ C(V × E) : f(x, e) = 0, si e /∈ Ex}

y también el conjunto C+(Γ) = C(Γ) ∩ C+(V × E). Claramente, C(Γ) es un subespacio
vectorial y también un ideal de C(V × E). Por otra parte, si consideramos la aplicación 1
dada por 1(x, e) = 1 si e ∈ Ex y por 1(x, e) = 0 en otro caso, resulta que para cada f ∈ C(Γ),
f1 = 1f = f . En definitiva, C(Γ) tiene estructura de anillo unitario y conmutativo y por
ello será denominado anillo de funciones reales sobre Γ.

Si f ∈ C(Γ), denominaremos soporte de vértices de f , o simplemente soporte de f , al
subconjunto de V dado por

sop(f) = {x ∈ V : f(x, e) 6= 0, para algún e ∈ Ex}.

Es fácil comprobar que si f, g ∈ C(Γ), se satisfacen que

sop(fg) = sop(f) ∩ sop(g) y sop(f + g) ⊂ sop(f) ∪ sop(g).

Denominaremos funciones simétricas o antisimétricas sobre Γ a los elementos de los
subconjuntos de C(Γ), definidos respectivamente como

Cs(Γ) = {f ∈ C(Γ) : f(x, e) = f(y, e) si e ∈ Exy},

Ca(Γ) = {f ∈ C(Γ) : f(x, e) = −f(y, e) si e ∈ Exy}.

Claramente, Cs(Γ) ∩ Ca(Γ) = {0} y dada f ∈ C(Γ), si consideramos f s y fa dadas respecti-
vamente por

f s(x, e) =
1

2

(
f(x, e) + f(y, e)

)
y fa(x, e) =

1

2

(
f(x, e)− f(y, e)

)
, donde θ(e) = {x, y},

resulta que f s ∈ Cs(Γ), fa ∈ Ca(Γ), lo que implica que C(Γ) = Cs(Γ) ⊕ Ca(Γ). Si f ∈ C(Γ),
las funciones f s y fa definidas anteriormente serán denominadas parte simétrica y parte
antisimétrica de f , respectivamente y la función f̌ = f s − fa, reflejada de f . Observar que
para cada x ∈ V y cada e ∈ Exy, f̌(x, e) = f(y, e), que

sop(f s), sop(fa), sop(f̌) ⊂ sop(f) (1.1)

y que si f ∈ C+(Γ) entonces f s, f̌ ∈ C+(Γ), mientras que Ca(Γ) ∩ C+(Γ) = {0}.

De las propias definiciones se deduce de forma inmediata que para cada f ∈ C(Γ) se

tienen las identidades (f̌)s = f s, (f̌)a = −fa, (f̌)s = ˇ(f s), (f̌)a = − ˇ(fa), ˇ̌f = f y también

(fg)s = f sgs + faga, (fg)a = fags + f sga, para cada f, g ∈ C(Γ). (1.2)

Observar que si f, g ∈ Ca(Γ), entonces fg ∈ Cs(Γ) mientras que si f, g ∈ Cs(Γ), entonces
fg ∈ Cs(Γ). Como además 1 ∈ Cs(Γ), resulta que Cs(Γ) es un subanillo unitario de C(Γ), que
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puede identificarse con C(E) mediante la aplicación que asigna a cada f ∈ C(E) la función
r ∈ Cs(Γ) dada por r(x, e) = f(e) cuando e ∈ Ex y por r(x, e) = 0, en otro caso. También,
podemos identificar el anillo C(V ) con {f ∈ C(Γ) : f(x, e) = f(x, e′) si e, e′ ∈ Ex}. En lo
sucesivo, haremos uso de estas identificaciones e interpretaremos los elementos de C(V ) y de
C(E) como funciones reales sobre Γ. Con esta identificación, si u ∈ C(V ), el soporte de u
como elemento de C(Γ) coincide con el soporte de u como elemento de C(V ), mientras que
si f ∈ C(E) entonces sop(f) =

⋃
e∈S

θ(e), donde S = {e : f(e) 6= 0} es el soporte de f como

elemento de C(E). Además, si f ∈ C(E), entonces f s = f y fa = 0, lo que concuerda con
la identificación de C(E) con Cs(Γ); mientras que al interpretar u ∈ C(V ) como un elemento
de C(Γ), tienen sentido us, ua y ǔ, sus partes simétrica, antisimétrica y reflejada, que están

dadas, respectivamente, por us(x, e) = 1
2

(
u(x) + u(y)

)
, por ua(x, e) = 1

2

(
u(x)− u(y)

)
y por

ǔ(x, e) = u(y), cuando e ∈ Exy. Es claro que si u ∈ C(V ), entonces us, ǔ ∈ C(Γ) − C(V ),
salvo cuando u sea constante; mientras que ua ∈ C(V ) sii u(V ) = {a,−a} con a ∈ IR y
u(x)u(y) = −a2 cuando x ∼ y. En particular, esto implica que si Γ tiene caminos cerrados
de longitud impar, entonces C(V ) ∩ Ca(Γ) = {0}.

Es fácil comprobar que se satisfacen las siguientes identidades

dim C(V ) = |V |, dim C(E) = |E|, dim C(Γ) =
∑
x∈V

k(x) = 2|E|, (1.3)

y por tanto dim Cs(Γ) = dim Ca(Γ) = |E|.

Denominaremos funciones equilibradas sobre Γ a los elementos del subconjunto de C(Γ),
definido como

C#

(Γ) = {f ∈ C(Γ) : f(x, e) = f(x, e′) si existe y ∈ V, tal que e, e′ ∈ Exy}.

Si f ∈ C#
(Γ), es claro que para cada x ∈ V y e ∈ Ex, el valor f(x, e) sólo depende del vértice

y ∈ V tal que θ(e) = {x, y}. Por tanto, podemos considerar la identificación

C#

(Γ) = {f ∈ C(V × V ) : f(x, y) = 0, si d(x, y) 6= 1},

a partir de la cual resulta sencillo comprobar que C#
(Γ) es un subespacio vectorial y un

subanillo unitario de C(Γ), que además contiene a C(V ).

Si f ∈ C(Γ), denominaremos reducida de f a la función f
# ∈ C#

(Γ) dada por

f
#

(x, y) =
1

κ(x, y)

∑
e′∈Exy

f(x, e′), si d(x, y) = 1.

Es claro que si f ∈ C(Γ) y h ∈ C(V ), entonces (hf)
#

= h f
#

, mientras que si f ∈ C+(Γ),
entonces f

# ∈ C+(Γ). Además, para cada f ∈ C(Γ), se satisfacen las identidades f
#s = f s

#
,

f
#a = fa

#
y f̌

#
= f̌# , que implican que f

# ∈ Cs(Γ) (respectivamente f
# ∈ Ca(Γ)) cuando

f ∈ Cs(Γ) (respectivamente cuando f ∈ Ca(Γ)). Por otra parte, f ∈ C(Γ) es equilibrada sii
f

#
= f , lo que, en particular, implica que f

##
= f

#
, para cada f ∈ C(Γ).
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Consideremos ahora el subconjunto de C(V × E × E) dado por

C(Γ× Γ) = {f ∈ C(V × E × E) : f(x, e, e′) = 0, si (e, e′) /∈ Ex × Ex}

y también el conjunto C+(Γ×Γ) = C(Γ×Γ)∩C+(V ×E×E). Nuevamente, C(Γ×Γ) es un
subespacio vectorial y un subanillo de C(V × E × E) y además dim C(Γ× Γ) =

∑
x∈V

k2(x).

Si f ∈ C(Γ×Γ), diremos que f es compatible, si se verifica que f(x, e, e′) = f(y, e, e′) para
cada e, e′ ∈ Exy y diremos que f es equilibrada, si f(x, e, e′) = f(x, ê, ẽ) para cada e, ê ∈ Exy
y cada e′, ẽ ∈ Exz. Denotaremos por C#

(Γ × Γ) al conjunto de funciones equilibradas de
C(Γ×Γ). De nuevo, si f ∈ C#

(Γ×Γ), para cada x ∈ V y cada par (e, e′) ∈ Ex×Ex, el valor
f(x, e, e′) sólo depende de los vértices y, z ∈ V tales que θ(e) = {x, y} y θ(e′) = {x, z}. Por
tanto, podemos considerar la identificación

C#

(Γ× Γ) = {f ∈ C(V × V × V ) : f(x, y, z) = 0, si d(x, y) · d(x, z) 6= 1}.

Si f ∈ C(Γ× Γ), denominaremos reducida de f a la función
#
f ∈ C#

(Γ× Γ) dada por

#

f(x, y, z) =
1

κ(x, y)

1

κ(x, z)

∑
e∈Exy

∑
e′∈Exz

f(x, e, e′) si d(x, y) · d(x, z) = 1.

Además, f ∈ C(Γ× Γ) es equilibrada sii
#
f = f , lo que, en particular, implica que

##
f =

#
f ,

para cada f ∈ C(Γ× Γ).

Por otra parte, C(Γ) puede identificarse, como subespacio vectorial y como subanillo,
con el subconjunto de C(Γ × Γ) dado por {f ∈ C(Γ × Γ) : f(x, e, e′) = 0, si e 6= e′}. Con
esta identificación, resulta que f ∈ C(Γ) es compatible como elemento de C(Γ × Γ) sii f es
simétrica y además, κ · #

f = f
#

.

Cuando Γ es una variedad simple, todas las funciones de C(Γ) y de C(Γ× Γ) son equili-
bradas y por tanto tenemos las identificaciones

C(Γ) = {f ∈ C(V × V ) : f(x, y) = 0, si d(x, y) 6= 1},

C(Γ× Γ) = {f ∈ C(V × V × V ) : f(x, y, z) = 0, si d(x, y) · d(x, z) 6= 1}.

Teniendo presente estas identificaciones, resulta que si Γ es una variedad simple y considera-
mos f ∈ C(Γ) y g ∈ C(Γ × Γ), entonces sop(f) = {x ∈ V : f(x, y) 6= 0, para algún y ∈ V },
f es simétrica (respectivamente antisimétrica) sii f(x, y) = f(y, x) (respectivamente sii
f(x, y) = −f(y, x)), para cada x, y ∈ V y g es compatible sii g(x, y, y) = g(y, x, x) para
cada x, y ∈ V . Además, f s(x, y) = 1

2
(f(x, y) + f(y, x)), fa(x, y) = 1

2
(f(x, y)− f(y, x)) y

f̌(x, y) = f(y, x).

Por último, si V ′ ⊂ V y E ′ ⊂ E, los espacios C(V ′), C(V ′ × V ′), C(V ′ × V ′ × V ′), C(E ′),
C(V ′ × E ′) y C(V ′ × E ′ × E ′) están identificados como subespacios vectoriales y subanillos
con subconjuntos de C(V ), C(V × V ), C(V × V × V ), C(E), C(V × E) y de C(V × E × E)
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respectivamente. Por tanto, si Γ′ = (V ′, E ′, θ′) es una subvariedad de Γ, entonces tenemos
también las identificaciones, como subespacios vectoriales y como subanillos

C(Γ′) = {f ∈ C(Γ) : sop(f) ⊂ V ′ y f(x, e) = 0 si e /∈ E ′x, para cada x ∈ V ′},

C(Γ′ × Γ′) = {f ∈ C(Γ) : f(x, e, e′) = 0 si (x, e, e′) /∈ V ′ × E ′x × E ′x}.

En particular, si Γ
#

es la variedad simple subyacente a Γ, C(Γ#
) puede identificarse con

C#
(Γ) y también C(Γ# × Γ

#
) con C#

(Γ× Γ).

Observar que si para una subvariedad discreta Γ′ = (V ′, E ′, θ′) definimos 1
Γ′

como la
función caracteŕıstica de E ′ y 1

Γ′
⊗ 1

Γ′
como (1

Γ′
⊗ 1

Γ′
)(e, e′) = 1

Γ′
(e)1

Γ′
(e′), entonces se

verifica que 1
Γ′
∈ Cs(Γ′), 1

Γ
⊗ 1

Γ′
es compatible y equilibrada y además, se satisface que

C(Γ′) = 1
Γ′
· C(Γ) y C(Γ′ × Γ′) = (1

Γ′
⊗ 1

Γ′
) · C(Γ× Γ).

1.3 Campos sobre una variedad discreta

El objetivo de esta sección es introducir algunas de las herramientas básicas para el estudio
de variedades discretas, análogas a las consideradas en variedades diferenciables; herramien-
tas que deben tener el mismo carácter local que las correspondientes del caso continuo. Aśı,
definiremos los conceptos de espacio tangente en un punto, de campo, de forma y de campos
de transformaciones lineales y bilineales. Estas nociones crean además un contexto adecuado
para la utilización de los espacios de funciones introducidos en la sección anterior y permiten
dotar a las variedades discretas de la estructura suficiente para establecer sobre ellas los
operadores diferenciales que posibilitan la construcción de un cálculo vectorial, aśı como el
desarrollo de los teoremas integrales.

Para la introducción de todos estos conceptos es clave la descripción del espacio tangente
en un punto. Aśı como en el caso continuo el espacio tangente tiene la misma dimensión que el
espacio de parámetros, la ausencia de entornos coordenados en el caso de variedades discretas
impide una asignación de este tipo. Puesto que en términos topológicos una variedad discreta
es un objeto unidimensional, pareceŕıa razonable dotar a cada vértice de un espacio tangente
unidimensional. Una asignación de este tipo no es operativa, puesto que cada vértice está
conectado con todos sus adyacentes y esta conexión debe quedar reflejada como grados de
libertad en el espacio tangente. En definitiva, puesto que el estacio tangente en cada vértice
de una variedad discreta debe discriminar el acceso a diferentes vértices adyacentes y también
las distintas maneras de acceder al mismo vértice, su dimensión debe coincidir con el grado
del vértice.

1.3.1 Campos de vectores y de covectores

Definiciones 1.3.1 Para cada vértice x ∈ V , denominaremos espacio tangente en x al
espacio vectorial real de las combinaciones lineales formales de las ramas incidentes con x,
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es decir a

Tx(Γ) =

∑
e∈Ex

a(e)e : a(e) ∈ IR


y espacio cotangente en x a T ∗x (Γ), el dual de Tx(Γ).

Denotaremos por T (Γ) y por T ∗(Γ) a los conjuntos T (Γ) =
⋃
x∈V

Tx(Γ) y T ∗(Γ) =
⋃
x∈V

T ∗x (Γ),

respectivamente.

Es claro que para cada x ∈ V , el conjunto Ex de ramas incidentes con x constituye una
base de Tx(Γ), que denominaremos base coordenada de Tx(Γ). Por tanto, dimTx(Γ) = k(x)
y en particular, si Γ es regular de grado k, el espacio tangente en cualquier vértice tiene
dimensión igual a k. Por otra parte, si x es un vértice aislado, entonces Tx(Γ) = {0}.

Definiciones 1.3.2 Denominaremos campo de vectores sobre Γ o campo vectorial sobre Γ o
simplemente campo sobre Γ a toda aplicación f:V −→ T (Γ) tal que f(x) ∈ Tx(Γ) para cada
x ∈ V . En particular, el campo vectorial t

Γ
dado por t

Γ
(x) =

∑
e∈Ex

e, será denominado campo

caracteŕıstico de Γ y lo denotaremos simplemente por t cuando no haya lugar a confusión.

Denominaremos campo de covectores sobre Γ o simplemente forma sobre Γ a toda apli-
cación Φ:V −→ T ∗(Γ) tal que Φ(x) ∈ T ∗x (Γ) para cada x ∈ V .

Los conjuntos de campos y de formas sobre Γ serán denotados por X (Γ) y Λ(Γ), respec-
tivamente.

Si f es un campo vectorial sobre Γ, f está uńıvocamente determinado por sus componentes
en cada base coordenada. Aśı podemos asociar a f la función f ∈ C(Γ) tal que para cada
x ∈ V , f(x) =

∑
e∈E

f(x, e) e. Es claro que f está uńıvocamente determinado por f .

Por otra parte, si Φ es una forma sobre Γ, Φ está uńıvocamente determinada por sus
componentes en la base dual de cada base coordenada. Aśı podemos asociar a Φ la función
φ ∈ C(Γ) tal que para cada x ∈ V , Φ(x) =

∑
e∈E

φ(x, e) e∗. Es claro que Φ está uńıvocamente

determinada por φ.

En particular, si x ∈ V , un vector arbitrario de Tx(Γ) y una forma lineal arbitraria en
T ∗x (Γ) pueden identificarse, respectivamente, con un campo y una forma sobre Γ. Concre-
tamente, si v =

∑
e∈Ex

a(e) e y ` =
∑
e∈Ex

b(e) e∗, v y ` pueden identificarse con el campo fv y la

forma Φ` definidos por las asignaciones

fv(y) =

{
0, si y 6= x,
v, si y = x,

y Φ`(y) =

{
0, si y 6= x,
`, si y = x,

(1.4)

es decir, con el campo y la forma cuyas funciones componentes son, respectivamente

f(y, e) =

{
0, si y 6= x ó e /∈ Ex,
a(e), si y = x y e ∈ Ex;

y φ(y, e) =

{
0, si y 6= x ó e /∈ Ex,
b(e), si y = x y e ∈ Ex.
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Las siguientes nociones relativas a campos y formas hacen uso de las correspondientes a
sus funciones componentes.

Definiciones 1.3.3 Si Φ ∈ Λ(Γ) y f ∈ X (Γ), las funciones φ, f ∈ C(Γ) definidas anterior-
mente se denominan funciones componentes de Φ y f, respectivamente.

Denominaremos soporte de Φ y soporte de f al soporte de sus funciones componentes.
Los soportes de Φ y f serán denotados por sop(Φ) y sop(f), respectivamente.

Diremos que Φ ∈ Λ(Γ), respectivamente f ∈ X (Γ), es una forma simétrica, antisimétrica
o equilibrada, respectivamente un campo simétrico, antisimétrico o equilibrado, si su función
componente φ, respectivamente f , es simétrica, antisimétrica o equilibrada. Los conjuntos
de formas simétricas, antisimétricas y equilibradas y los de campos simétricos, antisimétricos
y equilibrados serán denotados por Λs(Γ), Λa(Γ), Λ

#
(Γ), X s(Γ), X a(Γ) y X#

(Γ), respecti-
vamente.

Si Φ ∈ Λ(Γ), respectivamente si f ∈ X (Γ), denominaremos forma reducida de Φ, res-
pectivamente campo reducido de f, a la forma equilibrada Φ

#
cuya función componente es

la reducida de la función componente de Φ, respectivamente al campo equilibrado f
#

cuya
función componente es la reducida de la función componente de f.

Obsérvese que si Φ ∈ Λ(Γ) y f ∈ X (Γ), entonces

sop(Φ) = {x ∈ V : Φ(x) 6= 0} y sop(f) = {x ∈ V : f(x) 6= 0}.

Por otra parte, los conjuntos Λ(Γ) y X (Γ) tienen estructrura de espacios vectoriales reales
con las cuales Λs(Γ), Λa(Γ) y Λ

#
(Γ) son subespacios vectoriales de Λ(Γ), mientras que X s(Γ),

X a(Γ) y X#
(Γ) son subespacios vectoriales de X (Γ).

Consideraremos ahora la aplicación de C(Γ) × X (Γ) en X (Γ) que a cada par (r, f) le
asigna el campo r · f, dado por

(r · f)(x) =
∑
e∈E

r(x, e)f(x, e) e, x ∈ V, (1.5)

donde f ∈ C(Γ) es la función componente de f y análogamente consideraremos la aplicación
de C(Γ)× Λ(Γ) en Λ(Γ) que a cada par (r,Φ) le asigna la forma r · Φ, dada por

(r · Φ)(x) =
∑
e∈E

r(x, e)φ(x, e) e∗, x ∈ V, (1.6)

donde φ ∈ C(Γ) es la función componente de Φ.
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Las anteriores aplicaciones son homomorfismos de espacios vectoriales, pero como C(Γ)
es un anillo unitario, confieren a Λ(Γ) y X (Γ) de estructura de C(Γ)-módulos. Además,
como C(V ), C(E) y C#

(Γ) son subanillos unitarios de C(Γ), las anteriores aplicaciones dotan
a Λ(Γ) y a X (Γ) de estructura de C(V )-módulos, de C(E)-módulos y de C#

(Γ)-módulos.

Proposición 1.3.4 Las aplicaciones

P : C(Γ) −→ X (Γ),

f −→ f · t

˜ : Λ(Γ) −→ X (Γ)

Φ −→ φ · t

son isomorfismos de espacios vectoriales y de C(Γ)-módulos.

Demostración. De la definición de la operación · se deduce inmediatamente que P es un
homomorfismo de espacios vectoriales. Además, si P (f) = 0, entonces, para cada x ∈ V
y para cada e ∈ Ex, necesariamente f(x, e) = 0, lo que implica que f ≡ 0 y en definitiva
la inyectividad de P . Por otra parte, si f ∈ X (Γ) y f ∈ C(Γ) es su función componente,
entonces f = f · t, lo que demuestra que P es sobreyectiva y en conclusión un isomorfismo.

La demostración del segundo isomorfismo, se apoya en el resultado anterior y, por lo
demás, es análoga a él.

El inverso del isomorfismo˜ , que será también denotado por˜ , permite definir el concepto
de forma caracteŕıstica de Γ como t̃, la imagen por ˜ del campo caracteŕıstico de Γ. Es claro
que tanto el campo como la forma caracteŕısticos de Γ tienen a 1 como función componente,
lo que implica que t ∈ X s(Γ) ∩ X#

(Γ), t̃ ∈ Λs(Γ) ∩ Λ
#

(Γ) y que sop(t) = sop(t̃) = V .

Por otra parte, si f ∈ X (Γ) tiene a f ∈ C(Γ) como componente, entonces f̃ = f ·t̃. Además,
para cada Φ ∈ Λ(Γ) y cada f ∈ X (Γ) se satisface que sop(Φ̃) = sop(Φ), sop(f̃) = sop(f) y

que
˜̃
Φ = Φ y

˜̃
f = f. Por otra parte, la composición de P con ,̃ que será denotada por P̃ ,

establece un isomorfismo entre C(Γ) y Λ(Γ) como espacios vectoriales y como C(Γ)-módulos
y además se tiene que P̃ (φ) = φ · t̃, para cada φ ∈ C(Γ). En definitiva, los conjuntos Λ(Γ),
X (Γ) y C(Γ) están identificados de forma natural como espacios vectoriales y como módulos.
Aśı pues, las propiedades del espacio de funciones sobre una variedad discreta se traducen
inmediatamente en propiedades de los espacios de campos y de formas.

Corolario 1.3.5 Se tienen las descomposiciones

X (Γ) = X s(Γ)⊕X a(Γ) y Λ(Γ) = Λs(Γ)⊕ Λa(Γ).

Además, P (C(E)) = X s(Γ), P (Ca(Γ)) = X a(Γ), P (C#
(Γ)) = X#

(Γ) y por tanto se satisface
que P̃ (C(E)) = Λs(Γ), P̃ (Ca(Γ)) = Λa(Γ), P̃ (C#

(Γ)) = Λ
#

(Γ). Más generalmente, si Γ′ es
una subvariedad de Γ, se verifica que P̃ (C(Γ′)) = Λ(Γ′), P (C(Γ′)) = X (Γ′).
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Demostración. Si f = f · t, entonces f ∈ X s(Γ)∩X a(Γ) sii f ∈ Cs(Γ)∩ Ca(Γ), es decir, sii
f ≡ 0 y por tanto sii f ≡ 0.

Además, como P es homomorfismo, f = P (f s + fa) = P (f s) + P (fa) = f s · t + fa · t, de
donde X (Γ) = X s(Γ)⊕X a(Γ). Por otra parte, la igualdad P (C(E)) = X s(Γ) es consecuencia
de la identificación de C(E) con Cs(Γ) y las identidades P (Ca(Γ)) = X a(Γ) y P (C#

(Γ)) =
X#

(Γ) son consecuencia de las definiciones de campo antisimétrico y campo equilibrado. Por
otra parte, obtenemos que P (C(Γ′)) = X (Γ′) si más que tener en cuenta que f ∈ X (Γ′) sii su
función componente pertenece a C(Γ′).

Las demostraciones de las igualdades para la aplicación P̃ son análogas.

Partiendo de la identificación de C#
(Γ) con C(Γ#

), del corolario anterior se concluyen
también las identificaciones Λ

#
(Γ) = Λ(Γ

#
) y X#

(Γ) = X (Γ
#

) y además, tanto t como t̃
pueden interpretarse, respectivamente, como el campo y la forma caracteŕısticos de Γ

#
.

Del mismo modo, si Γ′ es una subvariedad de Γ, entonces Λ(Γ′) y X (Γ′) están también
identificados con subespacios vectoriales de Λ(Γ) y X (Γ), respectivamente y si denotamos
por t

Γ′
y t̃

Γ′
al campo y la forma caracteŕısticos de Γ′, entonces t

Γ′
= P (1

Γ′
) y t̃

Γ′
= P̃ (1

Γ′
).

Si f ∈ X (Γ), Φ ∈ Λ(Γ) y f, φ ∈ C(Γ) son sus respectivas funciones componentes, los
campos vectoriales fs = f s·t y fa = fa·t y las formas Φs = φs ·̃t y Φa = φa ·̃t se denominan parte
simétrica y parte antisimétrica de f y de Φ, respectivamente. Además, denominaremos campo
reflejado de f, respectivamente forma reflejada de Φ, y lo denotaremos por f̌, respectivamente
Φ̌, al campo cuya función componente es f̌ , es decir al campo f̌ = fs − fa, respectivamente
a la forma Φ̌ = Φs − Φa.

Después de la proposición anterior, es claro que se satisfacen las identidades

dimX (Γ) = dim Λ(Γ) = 2|E| y dimX s(Γ) = dimX a(Γ) = dim Λs(Γ) = dim Λs(Γ) = |E|.

La proposición anterior también implica que X (Γ) y Λ(Γ) son C(Γ)-módulos libres uni-
dimensionales con {t} y {t̃} como bases respectivamente, y permite asimismo concluir que
X#

(Γ) y Λ
#

(Γ) son C#
(Γ)-módulos libres unidimensionales con {t} y {t̃} como bases, respec-

tivamente y que X s(Γ) y Λs(Γ) son C(E)-módulos libres unidimensionales con {t} y {t̃} como
bases, respectivamente. Desde luego, como dimX s(Γ) = dimX a(Γ), los espacios X s(Γ) y
X a(Γ), respectivamente Λs(Γ) y Λa(Γ), son isomorformos. De hecho, puede demostrarse,
mediante la introducción de una orientación sobre Γ, que en ambos casos los subespacios
son naturalmente isomorfos. Esto permite identificar también a X a(Γ) y a Λa(Γ) con C(E)
y por tanto conferirles estructura de C(E)-módulos libres unidimensionales, de manera que
C(Γ), X (Γ) y Λ(Γ) resultan ser C(E)-módulos libres bidimensionales.
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1.3.2 Campos de aplicaciones bilineales

Definiciones 1.3.6 Para cada x ∈ V , sean Fx(Γ) y Bx(Γ), los espacios vectoriales de endo-
morfismos y de aplicaciones bilineales sobre Tx(Γ), respectivamente y consideraremos tam-
bién los conjuntos F (Γ) =

⋃
x∈V

Fx(Γ) y B(Γ) =
⋃
x∈V

Bx(Γ).

Denominaremos campo de endomorfismos sobre Γ a toda aplicación F:V −→ F (Γ) tal
que para cada x ∈ V , F(x) ∈ Fx(Γ). El conjunto de campos de aplicaciones lineales sobre Γ
será denotado por F(Γ).

Denominaremos campo de aplicaciones bilineales sobre Γ a toda aplicación B:V −→ B(Γ)
tal que para cada x ∈ V , B(x) ∈ Bx(Γ). El conjunto de campos de aplicaciones bilineales
sobre Γ será denotado por B(Γ).

Diremos que el campo B de aplicaciones bilineales es no degenerado, respectivamente
ortogonal, si para cada x ∈ V , B(x) es no degenerada, respectivamente la base coordenada
de Tx(Γ) es ortogonal respecto de B(x). En particular, si para cada x ∈ V , B(x) es un
producto interno sobre Tx(Γ), entonces B se denominará campo de productos internos o
métrica sobre Γ.

Denominaremos métrica canónica sobre Γ y la representaremos por 〈·, ·〉, a la única
métrica sobre Γ tal que para cada x ∈ V , la base coordenada de Tx(Γ) es ortonormal.

Es claro que con las operaciones habituales F(Γ) y B(Γ) son espacios vectoriales reales.

Definiciones 1.3.7 Para cada x ∈ V , sea Mx(Γ), el espacio de matrices cuadradas de orden
k(x) y consideremos el conjunto M(Γ) =

⋃
x∈V

Mx(Γ).

Denominaremos campo de matrices sobre Γ a toda aplicación M:V −→ M(Γ) tal que
para cada x ∈ V , M(x) ∈Mx(Γ). El conjunto de campos de matrices sobre Γ será denotado
por M(Γ).

Diremos que M es un campo diagonal o campo de matrices diagonales sobre Γ, respecti-
vamente campo simétrico, campo no singular o campo definido positivo, si para cada x ∈ V ,
M(x) es una matriz diagonal, respectivamente simétrica, no singular o definida positiva. El
conjunto de campos diagonales de matrices sobre Γ será denotado por D(Γ).

Es claro que con las operaciones habituales, M(Γ) es un espacio vectorial que contiene
a D(Γ) como subespacio vectorial. Por otra parte, si M es un campo de matrices sobre Γ,
para cada x ∈ V y para cada e, e′ ∈ Ex, podemos considerar la función m ∈ C(Γ×Γ) tal que
si e, e′ ∈ Ex, m(x, e, e′) es la componente de M(x) correspondiente a la fila e-ésima y a la
columna e′-ésima. Es claro que el campo M está uńıvocamente determinado por la función
m, que en lo sucesivo denominaremos función componente de M. Aśı pues, M(Γ) puede
identificarse con el espacio vectorial C(Γ× Γ) y por tanto, D(Γ) con el subespacio C(Γ).
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Definiciones 1.3.8 Si M ∈ M(Γ) y m ∈ C(Γ × Γ) es su función componente, diremos
que M es un campo de matrices compatible o equilibrado si m es una función compatible o
equilibrada, respectivamente. Denominaremos campo reducido de M al campo de matrices
#

M, cuya función componente es
#
m, la función reducida de m.

Después de las definiciones e identificaciones anteriores, resulta que el conjunto de campos
de matrices diagonales y compatibles puede identificarse con el anillo C(E). Por otra parte,
M es un campo simétrico sii m(x, e, e′) = m(x, e′, e) para cada x ∈ V y cada e, e′ ∈ E. En
este caso

#
M es también un campo simétrico, es decir

#
m(x, y, z) =

#
m(x, z, y) para cada

x, y, z ∈ V .

Por otra parte, si F ∈ F(Γ), entonces existe un campo de matrices, M, que denominaremos
campo de matrices asociado a F, tal que para cada v ∈ Tx(Γ), F(x)(v) = M(x)v, donde se
ha utilizado la identificación de v con sus componentes en la base coordenada de Tx(Γ).
Rećıprocamente, todo campo de matrices define uńıvocamente un campo de aplicaciones
lineales sobre Γ. En definitiva, podemos identificar los campos de endomorfismos sobre Γ
con los campos de matrices sobre Γ.

También, si B ∈ B(Γ), entonces existe un campo de matrices, M, que denominaremos
campo de matrices asociado a B, cuya función componente está determinada por la asignación
m(x, e, e′) = B(x)(e, e′) para cada e, e′ ∈ Ex, es decir, M es tal que para cada v,w ∈ Tx(Γ),
B(x)(v,w) = 〈M(x)v,w〉(x). Rećıprocamente, cada campo de matrices sobre Γ determina
uńıvocamente, mediante la relación anterior, un campo de aplicaciones bilineales sobre Γ.
Además, un campo de aplicaciones bilineales, B es ortogonal, simétrico, no degenerado o
una métrica sobre Γ sii su campo de matrices asociado, M, es diagonal, simétrico, no sin-
gular o simétrico y definido positivo, respectivamente. Por tanto, el conjunto de campos de
aplicaciones bilineales ortogonales está identificado con C(Γ) y el conjunto de campos de apli-
caciones bilineales ortogonales y compatibles con C(E). En particular, la métrica canónica
está identificada con la aplicación 1. Además, cuando B es no degenerado, el campo de
aplicaciones bilineales determinado por el campo de matrices M−1, dado por la asignación
M−1(x) para cada x ∈ V , será denotado por B−1 y se verifica que B es ortogonal, simétrico
o una métrica sii B−1 lo es.

Las identificaciones anteriores permiten a su vez identificar cada campo de endomorfis-
mos, F, con un campo de aplicaciones bilineales, B, y viceversa, por medio de los campos de
matrices determinados por ellos.

Definición 1.3.9 Sean F y B campos de endomorfismos y de aplicaciones bilineales sobre Γ,
respectivamente. Diremos que F ó B son equilibrados o compatibles si sus correspondientes
campos de matrices asociados son equilibrados o compatibles, respectivamente. Denominare-
mos campo de endomorfismos reducido de F y campo de aplicaciones bilineales reducido de
B a los campos de aplicaciones lineales

#
F y de aplicaciones bilineales,

#
B correspondientes

a
#

M.

Si B es un campo ortogonal y m ∈ C(Γ) es la función componente del campo de matrices
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asociado, entonces B es no degenerado si m(x, e) 6= 0 para cada x ∈ V y cada e ∈ Ex. Por
tanto, la función componente asociada a B−1 está dada por m−1(x, e) para cada x ∈ V y cada
e ∈ Ex. Además, B es compatible sii m ∈ C(E) y por tanto, B es ortogonal, no degenerado
y compatible sii B−1 lo es. En general, si B es un campo no degenerado de aplicaciones bili-
neales, B−1 no tiene por qué ser compatible si B lo es. También debe observarse que aunque
la métrica canónica es compatible, en general, una métrica ortogonal no es necesariamente
compatible. Por otra parte, si F es el campo de endomorfismos identificado con B, es claro
que F es compatible sii B lo es.

Si F ∈ F(Γ) y f ∈ X (Γ), la aplicación F(f):V −→ T (Γ), dada por F(f)(x) = F(x)(f(x))
define un campo vectorial sobre Γ. Análogamente, si B ∈ B(Γ), y f, g ∈ X (Γ), podemos
considerar B(f, g) ∈ C(V ), la aplicación dada por B(f, g)(x) = B(x)(f(x), g(x)). Además, si M
es el campo de matrices asociado a F y B, el campo F(f) y la aplicación B(f, g) serán también
denotados como Mf y 〈Mf, g〉, respectivamente. En definitiva, si F ∈ F(Γ), B ∈ B(Γ) y
M ∈M(Γ) están asociados, para cada f, g ∈ X (Γ), denotaremos indistintamente por B(f, g),
por 〈F(f), g〉 y por 〈Mf, g〉 al elemento de C(V ) definido por las identidades

B(f, g)(x) = B(x)(f(x), g(x)) = 〈F(f), g〉(x) = 〈Mf, g〉(x) = 〈M(x)f(x), g(x)〉(x), x ∈ V.

Por otra parte, si Φ ∈ Λ(Γ), entonces para cada f ∈ X (Γ) podemos definir la función

Φ(f) ∈ C(V ) mediante la asignación Φ(x)
(

f(x)
)
, para cada x ∈ V . También, si B ∈ B(Γ) y

f ∈ X (Γ), podemos definir la forma B(f) asignando a cada x ∈ V la aplicación

B(f)(x) : Tx(Γ) −→ IR
v −→ B(x)(f(x), v).

Observando que cuando B es la métrica canónica esta forma sobre Γ es precisamente f̃,

tenemos que, en el caso general la forma B(f) coincide con F̃(f) = M̃f y por tanto se satisfacen
las identidades

B(f, g) = B(f)(g) = F̃(f)(g) = M̃f(g).

A continuación expondremos las principales propiedades y relaciones de los objetos
definidos anterioremente. Omitiremos las demostraciones pues en todos los casos se reducen
a una mera comprobación.

Proposición 1.3.10 Supongamos que F ∈ F(Γ), B ∈ B(Γ) y M ∈ M(Γ) están asociados
y consideremos f, g ∈ X (Γ) y Φ ∈ Λ(Γ). Sean también m ∈ C(Γ × Γ), f, g, φ ∈ C(Γ),
las funciones componentes de M, f, g y Φ, respectivamente. Se satisfacen los siguientes
resultados:

i) Para cada x ∈ V , Φ(f)(x) =
∑
e∈E

φ(x, e) f(x, e). En particular, sop(Φ(f)) ⊂ sop(f).

ii) El campo F(f) y la forma B(f) tienen como función componente a la determinada por
la expresión

r(x, e) =
∑
e′∈E

m(x, e, e′)f(x, e′), x ∈ V, e ∈ E.
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En particular, sop(F(f)) = sop(B(f)) ⊂ sop(f).

iii) Si h ∈ C(V ), entonces F(h · f) = h · F(f).

iv) Si f ∈ X#
(Γ), entonces F(f)

#
=

#
F(f), mientras que si F es un campo equilibrado de

aplicaciones lineales, entonces F(f) = F(f
#

) para cada f ∈ X (Γ). En particular, si F y
f son equilibrados, entonces F(f) también lo es.

v) Si M es diagonal, entonces F(f) = m · f y F(X (Γ′)) ⊂ X (Γ′) para cualquier subvariedad
Γ′. Si además F es compatible, entonces se tienen las inclusiones F(X s(Γ)) ⊂ X s(Γ) y
F(X a(Γ)) ⊂ X a(Γ). En general, esto no ocurre si M no es diagonal.

vi) La función B(f, g) está dada por B(f, g)(x) =
∑

e,e′∈E
m(x, e, e′)f(x, e′)g(x, e), x ∈ V . En

particular, si B es ortogonal, entonces B(f, g)(x) =
∑
e∈E

m(x, e)f(x, e)g(x, e), x ∈ V y

además, para cada h ∈ C(Γ) se tiene que B(h · f, g) = B(f, h · g).

vii) Si B es no degenerado, entonces h = F−1(Φ̃) es el único campo tal que Φ = B(h). En
particular, h = Φ̃ si B es la métrica canónica.

viii) Si h ∈ C(V ), entonces B(h · f, g) = B(f, h · g) = hB(f, g) y en particular, si h(x) > 0
para cada x ∈ V , entonces B es una métrica sii B′ = hB es una métrica.

ix) Si f, g ∈ X#
(Γ), entonces B(f, g) =

#
B(f, g). Además, para cada x ∈ V se tiene que

B(f, g)(x) =
∑
y,z∈V

#

m(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z) f(x, y) g(x, z).

x) Si B es equilibrada, entonces B(f, g) = B(f
#
, g

#
).

La parte (vii) de la anterior proposición establece que todo campo no degenerado de
aplicaciones bilineales, y en particular toda métrica sobre Γ, determina un isomorfismo
natural entre X (Γ) y Λ(Γ), que coincide con ˜ cuando B es la métrica canónica.

De las partes (i) y (ii) de la proposición anterior se concluye que toda forma y todo campo
de endomorfismos sobre Γ pueden ser interpretados, respectivamente, como un homorfismo
de X (Γ) sobre C(V ) y como como un endomorfismo sobre X (Γ), con la particularidad en
ambos casos de que no aumenta el soporte. Como veremos al final de esta sección, no
todo endomorfismo tiene este mismo carácter local, de manera que podemos clasificar dichos
endomorfismo atendiendo a la relación, en términos de contención de conjuntos, entre el
soporte del objeto inicial y de su imagen.

Definición 1.3.11 Consideremos V1 y V2 subespacios vectoriales de X (Γ) y C(V ), respec-
tivamente y las aplicaciones lineales

F:V1 −→ X (Γ), G:V2 −→ X (Γ), H:V1 −→ C(V ) y J:V2 −→ C(V ).
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Diremos que F, G, H ó J son operadores locales si para cada f ∈ V1 y cada u ∈ V2, se
verifica que sop(F(f)) ⊂ sop(f), sop(G(u)) ⊂ sop(u), sop(H(f)) ⊂ sop(f) ó sop(J(u)) ⊂ sop(u),
respectivamente.

Diremos que F, G, H y J son operadores de orden n si n es el menor número natural tal
que, para cada f ∈ V1 y cada u ∈ V2 se satisface que

sop(F(f)), sop(H(f)) ⊂ {x ∈ V : d(x, sop(f)) ≤ n},
sop(G(u)), sop(J(u)) ⊂ {x ∈ V : d(x, sop(u)) ≤ n}.

Se pueden definir conceptos análogos a los anteriores sustituyendo en el enunciado de
la definición anterior, X (Γ) por Λ(Γ). Aśı por ejemplo, diremos que una aplicación lineal
G:V2 −→ Λ(Γ) tiene orden n, si n es el menor natural tal que para cada u ∈ V2, se verifica
sop(G(u)) ⊂ {x ∈ V : d(x, sop(u)) ≤ n}.

Es claro que un homomorfismo es local sii es de orden 0 y que todo homomorfismo es
de orden menor o igual que d(Γ). Por otra parte, la composición de dos homomorfismos de
órdenes n y m respectivamente, es un endomorfismo de orden menor o igual que n + m y,
en particular, la composición de homomorfismos locales es nuevamente un homomorfismo
local. Además, la noción de orden es hereditaria, en el sentido de que la restricción de un
operador a un subespacio tiene orden menor o igual que el del operador, lo que no excluye
que, en algunos casos, el orden de la restricción pueda ser estrictamente menor.

Obsérvese que si F, G, H y J son operadores de orden 1, u operadores de primer orden,
entonces para cada f ∈ V1 y cada f ∈ V2 se satisface que

sop(F(f)), sop(H(f)) ⊂ sop(f) y sop(G(f)), sop(J(f)) ⊂ sop(f),

mientras que si son operadores de orden 2, u operadores de segundo orden, entonces para
cada f ∈ V1 y cada f ∈ V2 se satisface que

sop(F(f)), sop(H(f)) ⊂ sop(f) y sop(G(f)), sop(J(f)) ⊂ sop(f).

Después de estas definiciones, resulta que toda forma sobre Γ puede interpretarse como
un endomorfismo local de X (Γ) sobre C(V ), mientras que todo campo de endomorfismos
sobre Γ puede interpretarse como un endomorfismo local sobre X (Γ). Rećıprocamente, si
H:X (Γ) −→ C(V ) y F:X (Γ) −→ X (Γ) son homomorfismos locales, entonces H y F pueden
interpretarse como la forma y el campo de endomorfismos sobre Γ dados respectivamente por
Φ(x)(f(x)) = H(f)(x) y F(x)(f(x)) = F(f)(x). En definitiva, tenemos el siguiente resultado:

Proposición 1.3.12 Las formas y los campos de endomorfismos sobre Γ están identificados
con los homomorfismos locales de X (Γ) sobre C(V ) y con los endomorfismos locales sobre
X (Γ), respectivamente.
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Definición 1.3.13 Denotaremos por πs, πa, π̌ y por π
#

a los endomorfismos en X (Γ) dados
por πs(f) = fs, πa(f) = fa, π̌(f) = f̌ y por π

#
(f) = f

#
, respectivamente.

Si g ∈ C(Γ), denotaremos por Tg al endomorfismo sobre X (Γ) dado por Tg(f) = g · f.

Si Γ′ es una subvariedad de Γ, denotaremos por π
Γ′

al endomorfismo π
Γ′

= Tg donde
g = 1

Γ′
.

Lema 1.3.14 Los endomorfismos πs, πa, π̌, π
#

y π
Γ′

son idempotentes y conmutan entre śı.

Además, π
#

y π
Γ′

son locales y πs, πa y π̌ son de primer orden.

Si g ∈ C(Γ), entonces Tg es local y conmuta con π
Γ′

y si g ∈ C#
(Γ), Tg conmuta con

π#. En particular, si g ∈ C(V ), Tg puede también considerarse como un endomorfismo local
sobre C(V ). Además, si h ∈ C(Γ), entonces Tg ◦ Th = Th ◦ Tg = Tgh.

El caso de los operadores πs y πa muestra que operadores de cierto orden pueden ser de
menor orden cuando se restringen a determinados subespacios. Concretamente, πs y πa son
locales sobre X s(Γ) y sobre X a(Γ) pues en cada caso son la identidad o el endomorfismo
nulo.

Después de las definiciones de los operadores πs, πa, π
#

y π
Γ′

y Tg, podemos reescribir
los resultados de la proposición 1.3.10 en función de los mismos.

Proposición 1.3.15 Sea F un endomorfismo local sobre X (Γ) y consideremos B el campo
de aplicaciones bilineales determinado por él. Si f, g ∈ X (Γ), se satisfacen los siguientes
resultados:

i) Si h ∈ C(V ), entonces F ◦ Th = Th ◦ F y B(Th(f), g)) = B(f,Th(g)) = Th ◦ B(f, g).

ii) π
# ◦ F ◦ π#

=
#

F. En particular, si F es equilibrado, entonces F ◦ π#
= F.

iii) Si B es ortogonal, entonces F = Tm, donde m ∈ C(Γ) es la componente de F y por
tanto, para cada h ∈ C(Γ), Thm = F ◦ Th = Th ◦ F y B(Th(f), g) = B(f,Th(g)). En
particular, para cada subvariedad Γ′, F ◦ π

Γ′
= π

Γ′
◦ F y si B es además compatible,

entonces F ◦ πs = πs ◦ F y F ◦ πa = πa ◦ F.

A la vista de los resultados (iv) y (ix) de la Proposición 1.3.10, si F ∈ F(Γ), podemos
interpretar a

#
F, el campo reducido de F, como un endomorfismo sobre X#

(Γ), es decir como
un campo de aplicaciones lineales sobre Γ

#
. Además,

#
B puede identificarse con un campo

de aplicaciones bilineales sobre Γ
#

y con la restricción de B sobre X#
(Γ). Observemos que,

en virtud de la parte (ix) de la Proposición 1.3.10, si M es el campo de matrices asociado a
B, entonces el campo de matrices asociado a

#
B como métrica sobre X#

(Γ) es
#

M, mientras
que como métrica sobre Γ

#
su campo de matrices asociado es D

#
M D, donde D es la matriz

diagonal cuya función componente es κ.
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Por otra parte, si Γ′ es un submultigrafo seguiremos denotando por B a la restricción de
B al subespacio X (Γ′).

Con las anteriores notaciones, tenemos el siguiente resultado, cuya importancia se pondrá
de manifiesto en las secciones posteriores.

Corolario 1.3.16 Si B es una métrica sobre Γ, entonces
#

B es una métrica sobre Γ
#

y para
cada subvariedad Γ′, B es una métrica sobre Γ′.

Como veremos en el caṕıtulo siguiente, la elección de una métrica sobre una variedad
Riemanniana discreta determina la expresión de importantes operadores en diferencias so-
bre ella. Con vistas a las aplicaciones, la mayor o menor utilidad de una métrica estará
relacionada con las propiedades algebraicas del campo de matrices asociado. Para describir
estas propiedades necesitaremos algunas nociones y resultados provenientes de la Teoŕıa de
Matrices. Las definiciones y los resultados que aparecen a continuación pueden encontrarse
en [7, 22, 45, 59].

Definiciones 1.3.17 Consideremos M = (mij) una matriz cuadrada de orden n y simétrica.

Diremos que M es no negativa y lo denotaremos por M ≥ 0 si mij ≥ 0 para cada
i, j = 1, . . . , n.

Diremos que M es una Z-matriz si mij ≤ 0 para cada i, j = 1, . . . , n con i 6= j.

Diremos que M es diagonalmente dominante si |mii| ≥
n∑
j=1
j 6=i

|mij|, para cada i = 1, . . . , n.

Si además la desigualdad es estricta para todo i = 1, . . . , n, entonces M se denomina diago-
nalmente dominante de forma estricta.

Diremos que M es ultramétrica si es no negativa y satisface que mij ≥ min{mik,mkj} para
cada i, j, k = 1, . . . , n. Si además se verifica que mii > max

1≤j≤n
j 6=i

{mij} para cada i = 1, . . . , n,

entonces M se denomina estrictamente ultramétrica.

Diremos que M es una matriz de Stieltjes si es una Z-matriz definida positiva.

Como se muestra a continuación, los conceptos de matrices de Stieltjes diagonalmente
dominantes y de matrices ultramétricas están relacionados entre śı. Ésto se hace aún más
patente en matrices de segundo orden, pues en este caso toda matriz de Stieltjes diagonal-
mente dominante es la inversa de una matriz ultramétrica y de hecho, una matriz de segundo
orden definida positiva es o bien una matriz ultramétrica o bien una matriz de Stieltjes.

Lema 1.3.18 Consideremos M = (mij) una matriz cuadrada de orden n y simétrica. En-
tonces se satisfacen las siguientes propiedades:
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i) Si M es una Z-matriz, y mii ≥ 0 para cada i = 1, . . . , n, M es diagonalmente dominante

sii
n∑
j=1

mij ≥ 0, para cada i = 1, . . . , n y diagonalmente dominante de forma estricta

sii la anterior desigualdad es estricta para cada i = 1, . . . , n. En este último caso, M
es una matriz de Stieltjes.

ii) Si M es una matriz de Stieltjes, entonces M−1 ≥ 0.

iii) Si M es ultramétrica, es no singular sii todas sus columnas son diferentes. En este
caso M−1 es una matriz de Stieltjes diagonalmente dominante.

iv) Si M es estrictamente ultramétrica, es no singular, M−1 = (aij) es una matriz de
Stieltjes diagonalmente dominante de forma estricta y además aij = 0 sii mij = 0.

Definiciones 1.3.19 Consideremos M un campo de matrices simétricas sobre la variedad
discreta Γ y F ⊂ V un conjunto no vaćıo.

Diremos que M es un campo diagonalmente dominante, diagonalmente dominante de
forma estricta, ultramétrico, estrictamente ultramétrico o de Stieltjes sobre F , si para cada
x ∈ F , M(x) es una matriz diagonalmente dominante, diagonalmente dominante de forma
estricta, ultramétrica, estrictamente ultramétrica o de Stieltjes, respectivamente.

El siguiente resultado muestra como las anteriores propiedades para el campo de matrices
asociado a una métrica B sobre Γ pueden ser heredadas por la métrica

#
B cuando ésta se

considera como una métrica sobre la variedad simple subyacente Γ
#

.

Proposición 1.3.20 Consideremos F ⊂ V no vaćıo, B una métrica sobre Γ y denotemos
por M al campo de matrices determinado por B. Si M es un campo de Stieltjes sobre F ,
entonces D

#
M D es un campo de Stieltjes sobre F en Γ

#
y si además M es diagonalmente

dominante o diagonalmente dominante de forma estricta, lo mismo ocurre con D
#

M D.

Demostración. Si m ∈ C(Γ × Γ) es la función componente de M, entonces la función
componente de D

#
M D, r ∈ C(V × V ), está dada por

r(x, y, z) =
#

m(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z) =
∑
e∈Exy

∑
e′∈Exz

m(x, e, e′), x, y, z ∈ V.

De esta expresión se deduce directamente que si M(x) es una Z-matriz, lo mismo ocurre
con D

#
M D(x). Como además, en virtud del Corolario 1.3.16, D

#
M D es un campo definido

positivo, conclúımos que es un campo de Stieltjes sobre F . Por otra parte, para cada x ∈ F
se satisface que

∑
z∈V

r(x, y, z) =
∑
e∈Exy

∑
z∈V

∑
e′∈Exz

m(x, e, e′) =
∑
e∈Exy

∑
e′∈E

m(x, e, e′),
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para cada y ∈ V , y como
∑
e′∈E

m(x, e, e′) ≥ 0 para cada e ∈ E, la parte (i) del Lema 1.3.18

implica las últimas afirmaciones.

Concluiremos este caṕıtulo presentado algunos casos concretos de métricas. Espećıfica-
mente, consideraremos como variedades discretas ret́ıculas uniformes en IRn y sobre ellas
métricas generales coherentes con la uniformidad de la variedad.

Supondremos fijados h > 0, n ∈ N∗, m1, . . . ,mn ≥ 3, los subconjuntos de IRn

Vn =
{
h(i1, . . . , in) : 0 ≤ ij ≤ mj, j = 1, . . . , n e ij = 0 ó mj para un ı́ndice a lo sumo

}
,

Rn =
{
h(i1, . . . , in) ∈ Vn : 1 ≤ ij ≤ mj − 1, j = 1, . . . , n

}
,

δ(Rn) =
{
h(i1, . . . , in) ∈ Vn : ij = 0 ó mj, para algún j

}
y la variedad discreta simple Γn (ret́ıcula uniforme n-dimensional de tamaño h) cuyo con-
junto de vértices es Vn y donde dos vértices son adyacentes sii su distancia eucĺıdea es igual
a h y al menos uno de ellos pertenece a Rn. Una representación gráfica de una ret́ıcula
bidimensional está dada en la Figura 1.3.

t t t t
t t t t t t
t t t t t t
t t t t t t
t t t t t t
t t t t

(0,m2 − 1)

(m1 − 1, 0)

p p p p p p
p p p p p p
p p p p p p
p p p p p p

pppppp pppppp pppppp pppppp

Figura 1.3: Ret́ıcula bidimensional
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Las métricas definidas sobre este tipo de ret́ıculas que sean coherentes con el carácter uni-
forme de las mismas, deben asignar la misma matriz a cada punto de Rn. A continuación
describiremos una familia suficientemente rica de tales matrices y analizaremos las condi-
ciones para que se satisfagan las propiedades establecidas en la Definición 1.3.17 y a las
cuales pueden, por tanto, aplicarse los resultados del Lema 1.3.18.

Lema 1.3.21 Para cada n ∈ N∗ con n ≥ 2 y cada a, b, c, d ∈ IR la matriz de orden 2n
definida por la expresión

M(n; a, b, c, d) =



a b
n−1· · · b d

n−1· · · d c
b a · · · b d · · · c d
...

...
. . .

...
...

...
...

b b · · · a c · · · d d
d d · · · c a · · · b b
...

...
...

...
. . .

...
...

d c · · · d b · · · a b
c d · · · d b · · · b a


satisface las siguientes propiedades:

i) det M(n; a, b, c, d) =
(
a+c+(n−1)(b+d)

)(
a+c−(b+d)

)n−1(
a−c+(n−1)(b−d)

)(
a−c−(b−d)

)n−1

.

ii) M(n; a, b, c, d) es semidefinida positiva sii

a ≥ max
{
b+ d− c, b− d+ c,−(n− 1)(b+ d)− c, (n− 1)(d− b) + c

}
y definida positiva sii la anterior desigualdad es estricta.

iii) Si det M(n; a, b, c, d) 6= 0, entonces M−1(n; a, b, c, d) = M(n;A,−B,−C,−D), donde

A =
a
(
a2 − c2 + b2 − d2

)
+ 2(ab− cd)

(
(n− 2)a− (n− 1)b

)
+ (n− 1)(n− 2)(a− b)(b2 − d2)(

a+ c+ (n− 1)(b+ d)
)(

a+ c− (b+ d)
)(
a− c+ (n− 1) (b− d)

)(
a− c− (b− d)

)

B =
b(a− c)2 + 2ac(b− d) + (b2 − d2)

(
(n− 2)a− (n− 1)b

)
(
a+ c+ (n− 1)(b+ d)

)(
a+ c− (b+ d)

)(
a− c+ (n− 1) (b− d)

)(
a− c− (b− d)

)

D =
d(a− c)2 − 2ac(b− d) + (b2 − d2)

(
(n− 1)d− (n− 2)c

)
(
a+ c+ (n− 1)(b+ d)

)(
a+ c− (b+ d)

)(
a− c+ (n− 1) (b− d)

)(
a− c− (b− d)

)

C =
c
(
a2 − c2 + b2 − d2

)
+ 2(ab− cd)

(
(n− 2)c− (n− 1)d

)
+ (n− 1)(n− 2)(c− d)(b2 − d2)(

a+ c+ (n− 1)(b+ d)
)(

a+ c− (b+ d)
)(
a− c+ (n− 1) (b− d)

)(
a− c− (b− d)

)
iv) M(n; a, b, c, d) es de Stieltjes sii b, c, d ≤ 0 y además a+ c+ (n− 1) (b+ d) > 0.
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v) Si n ≥ 3, M(n; a, b, c, d) es ultramétrica, sii o bien c = d y a ≥ b ≥ c ≥ 0 o bien d = b
y a ≥ c ≥ b ≥ 0, mientras que M(2, a, b, c, d) es ultramétrica sii o bien se satisface una
de las dos posiblidades anteriores o bien c = b y a ≥ d ≥ c ≥ 0. En cualquier caso,
M(n; a, b, c, d) es estrictamente ultramétrica sii en las expresiones anteriores se verifica
además que la primera desigualdad es estricta.

Demostración. (i) Consideremos los escalares α = det M(n; a, b, c, d) y

λ1 = a+ c+ (n− 1)(b+ d), λ2 = a+ c− (b+ d),

λ3 = a− c+ (n− 1)(b− d), λ4 = a− c− (b− d).

Sumando a la primera el resto de filas de M(n; a, b, c, d), obtenemos que

α = λ1 det



1 1
n−1
· · · 1 1

n−1
· · · 1 1

b a · · · b d · · · c d
...

...
. . .

...
...

...
...

b b · · · a c · · · d d
d d · · · c a · · · b b
...

...
...

...
. . .

...
...

d c · · · d b · · · a b
c d · · · d b · · · b a


= λ1 det



1 1
n−1
· · · 1 1

n−1
· · · 1 1

0 a− b · · · 0 d− b · · · c− b d− b
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 · · · a− b c− b · · · d− b d− b
0 0 · · · c− d a− d · · · b− d b− d
...

...
...

...
. . .

...
...

0 c− d · · · 0 b− d · · · a− d b− d
c− d 0 · · · 0 b− d · · · b− d a− d


.

Sumando ahora a la fila j la fila 2n− j + 1, para cada j = 2, . . . , n, obtenemos que

α = λ1 λ
n−1
2 det



1 1
n−1· · · 1 1

n−1· · · 1 1
0 1 · · · 0 0 · · · 1 0
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 · · · 1 1 · · · 0 0
0 0 · · · c− d a− d · · · b− d b− d
...

...
...

...
. . .

...
...

0 c− d · · · 0 b− d · · · a− d b− d
c− d 0 · · · 0 b− d · · · b− d a− d


y por tanto restando a la primera la fila j-ésima j = 2, . . . , n, resulta que

α = λ1 λ
n−1
2 det



1 0
n−1· · · 0 0

n−1· · · 0 1
0 1 · · · 0 0 · · · 1 0
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 · · · 1 1 · · · 0 0
0 0 · · · c− d a− d · · · b− d b− d
...

...
...

...
. . .

...
...

0 c− d · · · 0 b− d · · · a− d b− d
c− d 0 · · · 0 b− d · · · b− d a− d


A continuación, si a la fila 2n− j + 1-ésima le sumamos la j-ésima multiplicada por d− c,



30 Variedades discretas

para cada j = 1, . . . , n, obtenemos que

α = λ1 λ
n−1
2 det



1 0
n−1· · · 0 0

n−1· · · 0 1
0 1 · · · 0 0 · · · 1 0
...

...
. . .

...
...

...
...

0 0 · · · 1 1 · · · 0 0
0 0 · · · 0 a− c · · · b− d b− d
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 b− d · · · a− c b− d
0 0 · · · 0 b− d · · · b− d a− c


= λ1 λ

n−1
2 det


a− c b− d · · · b− d
b− d a− c · · · b− d

...
...

. . .
...

b− d b− d · · · a− c



Finalmente, sumando a la primera el resto de filas,

det


a− c b− d · · · b− d
b− d a− c · · · b− d

...
...

. . .
...

b− d b− d · · · a− c

 = λ3 det


1 1 · · · 1

b− d a− c · · · b− d
...

...
. . .

...
b− d b− d · · · a− c

 = λ3 det


1 1 · · · 1
0 λ4 · · · 0
...

...
. . .

...
0 · · · 0 λ4



obtenemos que α = λ1λ
n−1
2 λ3λ

n−1
4 .

(ii) Teniendo en cuenta que el polinomio caracteŕıstico de la matriz M(n; a, b, c, d) es
det M(n; a − x, b, c, d), resulta que sus autovalores son precisamente λ1, λ2, λ3 y λ4 y por
tanto M(n; a, b, c, d) es semidefinida positiva o definida positiva sii los anteriores escalares
son no negativos o positivos, respectivamente.

(iii) Después de (i), la matriz M(n; a, b, c, d) es invertible sii λ1, λ2, λ3, λ4 6= 0 y en este
caso, si suponemos que M−1(n; a, b, c, d) = M(n; â, b̂, ĉ, d̂), los escalares â, b̂, ĉ y d̂ deben ser
solución del sistema


a (n− 1)b (n− 1)d c
b a+ (n− 2)b c+ (n− 2)d d
d c+ (n− 2)d a+ (n− 2)b b
c (n− 1)d (n− 1)b a



â

b̂

d̂
ĉ

 =


1
0
0
0

 [S].

Si hacemos el cambio de variable


1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 1 1



ã

b̃

d̃
c̃

 =


â

b̂

d̂
ĉ

, el sistema [S] se convierte

en el sistema


a a+ (n− 1)b c+ (n− 1)d c
b a+ (n− 1)b c+ (n− 1)d d
d c+ (n− 1)d a+ (n− 1)b b
c c+ (n− 1)d a+ (n− 1)b a



ã

b̃

d̃
c̃

 =


1
0
0
0

 [S’].
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Restando a las filas segunda y tercera la primera y cuarta respectivamente, obtenemos que


a a+ (n− 1)b c+ (n− 1)d c

b− a 0 0 d− c
d− c 0 0 b− a
c c+ (n− 1)d a+ (n− 1)b a



ã

b̃

d̃
c̃

 =


1
−1
0
0


y sumando ahora la fila tercera a la segunda


a a+ (n− 1)b c+ (n− 1)d c
1 0 0 1

d− c 0 0 b− a
c c+ (n− 1)d a+ (n− 1)b a



ã

b̃

d̃
c̃

 =


1
1
λ2

0
0

 .

Tenemos pues que el sistema [S’] puede expresarse como


0 a+ (n− 1)b c+ (n− 1)d c− a
1 0 0 1
0 0 0 1
0 c+ (n− 1)d a+ (n− 1)b a− c



ã

b̃

d̃
c̃

 =



λ2−a
λ2

1
λ2

d−c
λ2λ4

− c
λ2


y, sumando a la primera la cuarta fila,


0 1 1 0
1 0 0 1
0 0 0 1
0 c+ (n− 1)d a+ (n− 1)b a− c



ã

b̃

d̃
c̃

 =



λ2−(a+c)
λ1λ2

1
λ2

d−c
λ2λ4

− c
λ2

 .

En definitiva, restando a la segunda fila la tercera y sumando a la cuarta la tercera multi-
plicada por c− a, obtenemos que [S’] queda expresado como


0 1 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 c+ (n− 1)d a+ (n− 1)b 0



ã

b̃

d̃
c̃

 =



λ2−(a+c)
λ1λ2

λ4+c−d
λ2λ4

d−c
λ2λ4

−

(
cλ4+(c−d)(c−a)

)
λ2λ4


=

−1
λ1λ2λ4


λ4(b+ d)

λ1(b− a)

λ1(c− d)

λ1(ad− bc)

 .

Por tanto, el sistema [S’] tiene como única solución la dada por

ã =
1

λ2λ4

(a− b), b̃ =

[(
c+ (n− 1)d

)
(ad− bc) +

(
a+ (n− 1)b

) (
b(b− a) + d(c− d)

)]
λ1λ2λ3λ4

,

c̃ =
1

λ2λ4

(d− c), d̃ =

[(
c+ (n− 1)d

) (
b(a− b) + d(d− c)

)
−
(
a+ (n− 1)b

)
(ad− bc)

]
λ1λ2λ3λ4

.
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lo que implica que el sistema [S] tiene como solución la dada por

â =
1

λ1λ2λ3λ4

[
a
(
a2 − c2 + b2 − d2

)
+ 2(ab− cd)

(
(n− 2)a− (n− 1)b

)
+ (n− 1)(n− 2)(a− b)(b2 − d2)

]
,

b̂ =
−1

λ1λ2λ3λ4

[
b(a− c)2 + 2ac(b− d) + (b2 − d2)

(
(n− 2)a− (n− 1)b

)]
,

d̂ =
−1

λ1λ2λ3λ4

[
d(a− c)2 − 2ac(b− d) + (b2 − d2)

(
(n− 1)d− (n− 2)c

)]
,

ĉ =
−1

λ1λ2λ3λ4

[
c
(
a2 − c2 + b2 − d2

)
+ 2(ab− cd)

(
(n− 2)c− (n− 1)d

)
+ (n− 1)(n− 2)(c− d)(b2 − d2)

]
.

(iv) Recordemos que una matriz simétrica es de Stieltjes sii es una Z-matriz definida
positiva. Es claro que M(n; a, b, c, d) es una Z-matriz sii b, c, d ≤ 0 y cuando esto ocurre,
su menor autovalor es λ1. Por tanto, si M(n; a, b, c, d) es una Z-matriz, es de Stieltjes sii
a+ c+ (n− 1)(b+ d) = λ1 > 0.

(v) Es sencillo comprobar que la matriz M(n; a, b, c, d) es ultramétrica sii se satisfacen las
desigualdades

a, b, c, d ≥ 0, a ≥ b, a ≥ c, a ≥ d, b ≥ min{c, d}, c ≥ min{b, d}, d ≥ min{b, c}.

y además b ≥ d cuando n ≥ 3.

Si n ≥ 3, las anteriores desigualdades implican que o bien a ≥ c ≥ b = d ≥ 0 o bien a ≥
b ≥ c = d ≥ 0; mientras que si n = 2 a éstas debe añadirse la posibilidad a ≥ d ≥ b = c ≥ 0.
Por último en cualquiera de las situaciones, M(n; a, b, c, d) es estrictamente ultramétrica sii
además de las anteriores se verifican las desigualdades a > b, a > c y a > d.

Obsérvese que si M(n; a, b, c, d) es ultramétrica, es invertible sii es estrictamente ul-
tramétrica, mientras que M(n; a, b, c, d) es de Stieltjes sii es diagonalmente dominante de
forma estricta y b, c, d ≤ 0.

La definición de la familia de matrices M(n; a, b, c, d) puede extenderse al caso n = 1,

tomando M(1; a, b, c, d) =

[
a c
c a

]
. Si adoptamos el convenio de que cuando n = 1 entonces

b = d = 0, todas las propiedades descritas en el lema anterior siguen vigentes en el caso
unidimensional.

A continuación utilizaremos el tipo de matrices que acabamos de describir para definir
una métrica, o de forma equivalente un campo de matrices simétricas y definidas positivas,
sobre Γn, la ret́ıcula uniforme de tamaño h.

Observemos primero que si x ∈ δ(Rn), entonces k(x) = 1, mientras que si x ∈ Rn,
entonces k(x) = 2n. Aśı pues, si x ∈ δ(Rn) tomaremos M(x) = hα, donde α > 0, mientras
que para cada x ∈ Rn consideraremos la asignación M(x) = hM(n; a, b, c, d), donde

a > max
{
b+ d− c, b− d+ c,−(n− 1)(b+ d)− c, (n− 1)(d− b) + c

}
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y donde el valor de la función componente de M está dada por la expresión:

Para cada x = h(i1, . . . , in),

m(x, y, z) = h



a, si y = z = h(i1, . . . , il ± 1, . . . , in), 1 ≤ l ≤ n;

b, si y = h(i1, . . . , il ± 1, . . . , in); z = h(i1, . . . , is ± 1, . . . , in);

1 ≤ l, s ≤ n, l 6= s;

c, si y = h(i1, . . . , il ± 1, . . . , in); z = h(i1, . . . , il ∓ 1, . . . , in);

1 ≤ l ≤ n;

d, si y = h(i1, . . . , il ± 1, . . . , in); z = h(i1, . . . , is ∓ 1, . . . , in);

1 ≤ l, s ≤ n, l 6= s.

En lo sucesivo, este tipo de métricas sobre Γn serán denominadas métricas uniformes.
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Caṕıtulo 2

Cálculo en diferencias sobre
variedades Riemannianas discretas

Aśı como las ret́ıculas uniformes constituyen un modelo discreto de subconjuntos apropiados
del espacio eucĺıdeo, un grafo finito puede ser considerado como un análogo discreto de una
variedad diferenciable compacta. Por otra parte, el operador de Laplace es el operador dife-
rencial con el que se modelan un gran número de fenómenos de interés. Entonces, cuando se
considera su discretización sobre una ret́ıcula uniforme se obtiene un operador en diferencias
que corresponde a un esquema en diferencias de 2n + 1 puntos, donde n es la dimensión
del espacio ambiente. De la misma forma, un grafo finito tiene asociado el denominado
Laplaciano combinatorio, que por tanto puede interpretarse como un análogo discreto del
operador de Laplace-Beltrami sobre una variedad Riemanniana compacta.

Aunque el Laplaciano combinatorio hab́ıa sido profusamente utilizado en relación con
los caminos aleatorios simples, son las herramientas introducidas por J. Dodziuk ([24, 25]),
las que permiten interpretarlo verdaderamente como una versión discreta del operador de
Laplace-Beltrami. Para ello, se dota de productos internos adecuados a los espacios de
funciones definidas sobre los vértices y sobre las ramas de un grafo y entonces el Laplaciano
combinatorio puede obtenerse formalmente como la composición de dos operadores en dife-
rencias relacionados entre śı por ser uno el opuesto del dual del otro, y que por tanto juegan
el mismo papel que el gradiente y la divergencia en el caso continuo. Desde el punto de vista
combinatorio, estos operadores están relacionados con la denominada matriz de incidencia
vértice-rama, tanto en el caso de redes finitas (ver por ejemplo [10, 15]) como infinitas (ver
por ejemplo [40, 60]).

Una caracteŕıstica común de todos los trabajos previamente citados es que el papel de
la métrica está simplificado, ya que sólo se consideran o bien la métrica canónica o bien
una métrica que, en nuestra terminoloǵıa, es ortogonal y compatible. Por tanto, las métricas
consideradas están asociadas a funciones positivas sobre las ramas del grafo, lo que conduce a
la noción de redes puramente resistivas. Otra coincidencia en todos los modelos anteriores es
la necesidad de introducir una orientación sobre el grafo para aśı poder definir las operaciones

35
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en diferencias, lo que es más evidente desde el punto de vista combinario ya que sólo es
posible definir la matriz de incidencia si previamente se considera una orientación sobre el
grafo. De cualquier forma, todos los autores coinciden en la independencia de la expresión
del Laplaciano respecto de la orientación escogida.

En este caṕıtulo consideraremos las métricas generales sobre una variedad discreta que
fueron introducidas en el caṕıtulo anterior, lo que nos conducirá al concepto de variedad
Riemanniana discreta. En tales variedades se consideran productos internos sobre el espacio
de funciones sobre los vértices y sobre el espacio de campos, lo que permite introducir los
operadores en diferencias mediante técnicas de dualidad. Un hecho importante de esta
construcción es que se efectúa sin necesidad de introducir previamente una orientación sobre
la variedad. La consideración de una orientación sobre el modelo aqúı presentado, cambiaŕıa
las expresiones de los operadores en diferencias, pero no modificaŕıa los resultados cualitativos
obtenidos y por ello en esta memoria no se definirá ninguna orentación sobre la variedad.

Un aspecto relevante de la consideración de métricas generales radica en que los esquemas
en diferencias habituales sobre ret́ıculas uniformes corresponden a una elección adecuada de
los coeficientes de determinadas métricas. En particular, este es el caso para los esquemas
en diferencias de 5 puntos en la recta, de 9 y 13 puntos en el plano y de 19 y 25 puntos
en el espacio tridimensional. Esto indica que los esquemas en diferencias provenientes de
desarrollos de Taylor de orden superior, pueden ser abordados desde la consideración de
determinadas métricas no ortogonales. Además, este tipo de estructuras métricas pueden
modelar situaciones de inhomogeneidad y de anisotroṕıa del espacio subyacente mediante
esquemas en diferencias consistentes. En particular, nuestro modelo discreto recoge buena
parte de los desarrollos de esquemas en diferencias sobre redes lógicamente rectangulares
debidos a M. Shashkov y colaboradores (ver [38, 44]).

Por último, la definición de los operadores en diferencias sobre una variedad Riemanniana
discreta, permite considerar el Laplaciano de Hodge sobre los campos de la variedad. Aunque
esta situación no es nueva, (ver por ejemplo [23, 25, 55]), en todos los trabajos se obtiene
interpretando la variedad discreta (grafo) como el esqueleto 1-dimensional de un complejo
simplicial cuya dimensión es la del espacio ambiente. En contraste, los resultados presentados
en este caṕıtulo sólo utilizan la estructura unidimensional de la variedad, sin necesidad de
interpretarla como parte de un complejo de dimensión superior. En particular, se obtiene
una definición del rotacional de un campo, completamente acorde con la teoŕıa del continuo
y que responde a los requerimientos que para tal operador se plantean en [36].

2.1 Variedades Riemannianas discretas

El objetivo de esta sección es definir, a partir de una métrica sobre una variedad discreta,
productos internos en el espacio de funciones sobre los vértices de la variedad y en el espacio
de campos de la variedad para, a continuación, definir el concepto de operador adjunto aso-
ciado a una aplicación lineal entre estos espacios. Comenzaremos estableciendo las nociones
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básicas y los resultados fundamentales en un contexto abstracto, adecuado para nuestros
propósitos.

Los siguientes resultados son de tipo estándar en la teoŕıa de operadores en espacios con
producto interno y serán de utilidad en las secciones posteriores. Además, como el caso
que nos ocupa es el de dimensión finita, todos ellos tienen demostraciones elementales que
provienen del Álgebra Lineal.

Sean H1 y H2 espacios vectoriales reales de dimensión finita y supongamos que sobre
cada uno de ellos está dado un producto interno, que denotaremos por 〈 , 〉1 y 〈 , 〉2, respecti-
vamente. La notación H1 = H2 significará no sólo que los espacios vectoriales coinciden sino
que también lo hacen los productos internos.

Definición 2.1.1 Si F :H1 −→ H2 es un operador lineal, denominaremos adjunto de F a
todo operador G:H2 −→ H1 tal que 〈F (v), w〉2 = 〈v,G(w)〉1 para cada v ∈ H1 y cada
w ∈ H2.

Cuando H1 = H2, diremos que F es autoadjunto si es adjunto de śı mismo.

Es fácil comprobar que en las condiciones anteriores F posee un único adjunto, que en lo
sucesivo denotaremos por F ∗. Por tanto, si H1 = H2, F es autoadjunto sii F ∗ = F . Además,
de la propia definición se obtiene que F es el adjunto de F ∗, es decir se satisface que F ∗∗ = F .

Proposición 2.1.2 Sean H1 y H2 espacios vectoriales de dimensión finita con producto
interno. Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si F,G:H1 −→ H2 son lineales, entonces (aF + bG)∗ = aF ∗+ bG∗ para cada a, b ∈ IR.

ii) Si H3 es otro espacio vectorial con producto interno y F :H1 −→ H2 y G:H2 −→ H3

son lineales, entonces (G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗.

iii) (Alternativa de Fredholm). Si F :H1 −→ H2 es lineal, entonces ImgF = [kerF ∗]⊥.

iv) Si H3 es un subespacio de H2 y F :H1 −→ H3 es lineal, entonces el adjunto de F es la
restricción de F ∗ a H3, donde F ∗ denota el adjunto de F interpretado como operador
de H1 en H2.

A continuación, describiremos los espacios con producto interno que aparecen en una
variedad discreta Γ = (V,E, θ). Consideraremos fundamentalmente los espacios vectoriales
C(V ) y X (Γ), aunque es claro que las identificaciones de X (Γ) con C(Γ) y con Λ(Γ) permiten
transcribir las operaciones sobre X (Γ) en operaciones sobre estos últimos.

Antes de definir productos internos sobre los espacios C(V ) y X (Γ), será preciso establecer
el siguiente concepto.
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Definición 2.1.3 Diremos que una medida positiva µ ∈M+(V ) es una µ medida densa en
V o simplemente una medida densa si sop(µ) = V .

Si para cada x ∈ V , εx denota la medida de Dirac en x, denominaremos medida cardinal

sobre V a λ =
∑
x∈V

εx.

La medida cardinal debe su nombre a que si F ⊂ V , entonces λ(F ) = |F |. Por otra parte,
es claro que λ es una medida densa en V y que cualquier otra medida sobre V , positiva
o no, puede identificarse con su densidad respecto de λ, es decir si ν ∈ M(V ), entonces
ν =

∑
x∈V

ν(x) εx = ν · λ donde ahora ν se interpreta como un elemento de C(V ). Con esta

identificación, una medida es positiva sii su densidad es no negativa, es densa sii su densidad
es positiva en todo punto y el soporte de la medida coincide con el de su densidad. En lo
sucesivo utilizaremos estas identificaciones y por tanto interpretaremos las medidas sobre V
como tales o como elementos de C(V ). En particular, la medida cardinal está identificada
con la función 1.

La noción de medida densa permite introducir el producto interno natural sobre C(V )
asociado a cada una de ellas.

Proposición 2.1.4 Si Γ es una variedad discreta y ν es una medida densa, la expresión∫
V
fg dν, para cada f, g ∈ C(V ),

define un producto interno sobre C(V ).

Definición 2.1.5 Sean Γ una variedad discreta y ν una medida densa. Denominaremos

producto interno inducido por ν al dado por
∫
V
fg dν. El espacio vectorial C(V ) junto con

este producto interno será denotado por L(ν) y simplemente por L cuando ν = λ.

Es claro que la estructura del espacio L(ν) no depende más que del conjunto de vértices
de Γ y no de la variedad discreta. Por otra parte, la restricción del producto interno de L(ν)
a cualquier subespacio de C(V ), sigue siendo un producto interno sobre tal subespacio. En
particular, si para cada F ⊂ V denotamos por C(F ) al subconjunto dado por

C(F ) = {f ∈ C(V ) : sop(f) ⊂ F},

resulta que C(F ) es un subespacio vectorial de L(ν) y la expresión
∫
F
fg dν, f, g ∈ C(F ),

no es más que la restricción del producto interno de L(ν) a dicho subespacio y por tanto,
un producto interno sobre él. Obsérvese que además, el subespacio C(F ) está identificado
canónicamente con el espacio vectorial de funciones reales definidas sobre F , ya que cada
aplicación f :F −→ IR se considera extendida por 0 a F c.

Para cumplir el objetivo de definir un producto interno sobre el espacio de los campos
vectoriales de una variedad discreta, será útil definir antes el siguiente concepto.
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Definición 2.1.6 Denominaremos variedad Riemanniana discreta a toda terna (Γ,B, µ)
donde Γ es una variedad discreta, B una métrica sobre Γ y µ una medida densa. En este
caso, Γ se denomina variedad discreta subyacente a la variedad Riemanniana y el par (B, µ)
estructura Riemanniana o estructura métrica de la variedad.

Denominaremos variedad Riemanniana simple a aquélla cuya variedad subyacente sea
simple. Cuando B sea la métrica canónica y µ = λ, la estructura Riemanniana (B, µ) se
denominará canónica.

Cuando B es una métrica ortogonal y compatible y µ es la medida cardinal, el concepto de
variedad Riemanniana discreta aqúı introducido coincide con el que aparece en la literatura
bajo la denominación de red finita o, en el contexto de redes eléctricas, de red puramente
resistiva, (ver por ejemplo, [11, 28, 53, 56]). Por otra parte, en el desarrollo del resto de esta
memoria, se hará patente el papel de la medida densa µ introducida en la definición anterior.
En primera instancia cabe decir que su función puede asimilarse a la del determinante Jaco-
biano de la parametrización de una variedad diferenciable en el caso continuo, como queda
reflejado en el resultado siguiente.

Proposición 2.1.7 Si (Γ,B, µ) es una variedad Riemanniana discreta, la expresión

1

2

∫
V

B(f, g) dµ, para cada f, g ∈ X (Γ),

define un producto interno sobre X (Γ).

Definición 2.1.8 Si (Γ,B, µ) es una variedad Riemanniana discreta, denominaremos pro-
ducto interno inducido por la estructura Riemanniana (B, µ), al determinado por la expresión
1

2

∫
V

B(f, g) dµ. El espacio vectorial X (Γ) junto con este producto interno será denotado por

HHHHHHHHHHHHHH(B, µ), por HHHHHHHHHHHHHH(B) cuando µ = λ y por HHHHHHHHHHHHHH cuando la estructura Riemanniana sea la canónica.

A diferencia de los productos internos definidos sobre C(V ), el anterior producto interno
sobre X (Γ) depende de la estructura de la variedad discreta. Por otra parte, el producto in-
terno inducido sobre X (Γ) por la estructura Riemanniana (B, µ) coincide con el producto in-
terno inducido sobre X (Γ) por la estructura Riemanniana (µB, λ). Por tanto, las variedades
Riemannianas (Γ,B, µ) y (Γ, µB, λ) y los espacios HHHHHHHHHHHHHH(B, µ) y HHHHHHHHHHHHHH(µB), pueden considerarse
equivalentes a efectos de la métrica inducida sobre X (Γ).

Nuevamente, la restricción del producto interno de HHHHHHHHHHHHHH(B, µ) a cualquier subespacio de
X (Γ) sigue siendo un producto interno sobre tal subespacio. En particular, si Γ′ es una
subvariedad de Γ, resulta que X (Γ′) es un subespacio de HHHHHHHHHHHHHH(B, µ). Si V ′ es el conjunto

de vértices de Γ′, en virtud del Corolario 1.3.16, la expresión
1

2

∫
V ′

B(f, g) dµ, para cada

f, g ∈ X (Γ′), no es más que la restricción del producto interno de HHHHHHHHHHHHHH(B, µ) al subespacio X (Γ′).
Aśı pues, si (Γ,B, µ) es una variedad Riemanniana discreta y Γ′ es una subvariedad de Γ,
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(Γ′,B, µ) tiene estructura de variedad Riemanniana discreta y será denominada subvariedad
Riemanniana de (Γ,B, µ).

Por otra parte, si consideramos X#
(Γ), el subespacio de campos equilibrados sobre Γ,

nuevamente la aplicación del Corolario 1.3.16, permite obtener el siguiente resultado:

Corolario 2.1.9 Si (Γ,B, µ) es una variedad Riemanniana discreta, la expresión

1

2

∫
V

#

B(f, g) dµ, para cada f, g ∈ X#

(Γ),

define un producto interno sobre X (Γ
#

).

En las condiciones del corolario, (Γ
#
,

#
B, µ) será denominada variedad Riemanniana simple

subyacente a (Γ,B, µ).

La razón de la aparición del factor 1
2

en la expresión de los productos internos definidos
anteriormente, es debida a que cada rama del multigrafo subyacente a la variedad discreta
aparece contada dos veces, una por cada vértice incidente con ella. Por otra parte, si B es
una métrica ortogonal y m ∈ C(Γ) es su función componente, entonces para cada f, g ∈ X (Γ)
se tiene que

1

2

∫
V

B(f, g) dµ =
1

2

∑
x∈V

∑
e∈Ex

m(x, e)f(x, e)g(x, e)µ(x)

=
1

2

∑
e∈E

∑
x∈θ(e)

m(x, e)f(x, e)g(x, e)µ(x) =
∑
e∈E

(mfgµ)s(e),

donde f, g ∈ C(Γ) son las funciones componentes de f y de g, respectivamente. En particular,
si f, g ∈ X s(Γ) y consideramos la función r = (mµ)s ∈ C+(E), entonces

1

2

∫
V

B(f, g) dµ =
∑
e∈E

r(e) f(e) g(e) =
∫
E
fg dr =

∫
E
fg r dλ̂,

donde λ̂ es la medida cardinal sobre E. En definitiva, el producto escalar inducido en X s(Γ)
como subespacio de HHHHHHHHHHHHHH(B, µ), corresponde al producto escalar estándar en C(E), respecto
del peso r, que en este contexto suele denominarse resistencia. Rećıprocamente, si r es un
peso sobre E y consideramos el producto interno sobre C(E) respecto de r, éste coincide con
el inducido por HHHHHHHHHHHHHH(B) cuando consideramos sobre Γ la métrica ortogonal B de componente
r. Aśı pues, los productos internos sobre X (Γ) definidos en este trabajo incluyen aquellos
productos internos sobre C(E) que han sido utilizados habitualmente en los trabajos sobre
redes, tanto finitas como infinitas (ver, a modo de ejemplo, [15, 27, 42, 54, 56, 58, 60]).

Por otra parte, como C(V ) puede ser considerado como un subespacio de X (Γ), también
puede ser considerado como un subespacio de HHHHHHHHHHHHHH(B, µ). En este caso, si consideramos la
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función p(x) = 1
2

B(t, t)(x) = 1
2

∑
e,e′∈E

m(x, e, e′) y la medida ν = p µ, entonces si f, g ∈ C(V ),

obtenemos que
1

2

∫
V

B(f, g) dµ =
1

2

∫
V
fg B(t, t) dµ =

∫
V
fg dν.

Por tanto, interpretado como subespacio de HHHHHHHHHHHHHH(B, µ), C(V ) coincide con L(ν). Rećıproca-

mente, si ν es cualquier medida densa y tomamos µ =
2

B(t, t)
ν, entonces µ es también una

medida densa y considerado C(V ) como un subespacio de HHHHHHHHHHHHHH(B, µ), coincide con L(ν). En
particular, si B es la métrica canónica y µ = αλ con α > 0, resulta que las restricciones del

producto escalar
1

2

∫
F

B(f, g) dµ a los subespacios C(E) y C(V ) estan dadas, respectivamente
por

α
∫
E
fg dλ̂, para f, g ∈ C(E) y

α

2

∫
V
fgk dλ, para f, g ∈ C(V ).

Definición 2.1.10 Consideremos (Γ,B, µ) una variedad Riemanniana discreta, ν una me-
dida densa y las aplicaciones lineales

K:X (Γ) −→ X (Γ), G: C(V ) −→ X (Γ), H:X (Γ) −→ C(V ) y J: C(V ) −→ C(V ).

Denotaremos por K∗µ, G∗νµ, H∗µν y J∗ν a los correspondientes operadores adjuntos, cuando sobre
C(V ) se considera el producto interno inducido por ν y en X (Γ) el producto interno inducido
por la estructura Riemanniana (B, µ).

Cuando µ = ν = λ, eleminaremos los sub́ındices en las expresiones de los operadores
adjuntos y cuando la estructura Riemanniana sea la canónica, el operador K∗ será denotado
por Kt.

En las condiciones anteriores, resulta que K∗µ, G∗νµ, H∗µν y Jν están caracterizados por las
identidades∫

V
B(K(f), g) dµ =

∫
V

B(f,K∗µ(g)) dµ,
1

2

∫
V

B(G(f), g) dµ =
∫
V
fG∗νµ(g) dν,

∫
V
gH(f) dν =

1

2

∫
V

B(H∗µν(g), f) dµ,
∫
V

J(f) g dν =
∫
V
f J∗ν(g) dν,

para cada f, g ∈ C(V ) y cada f, g ∈ X (Γ).

Proposición 2.1.11 Consideremos (Γ,B, µ) una variedad Riemanniana discreta, ν una me-
dida densa y F el isomorfismo sobre X (Γ) determinado por B. Entonces se satisfacen las
siguientes propiedades:

i) Ft = F y si K es un endomorfismo sobre X (Γ), entonces K∗ = F−1 ◦ Kt ◦ F.

ii) Para cada p ∈ C(Γ), Tp es autoadjunto sobre HHHHHHHHHHHHHH(B, µ).
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iii) Si p ∈ C(V ), Tp es autoadjunto sobre L(ν) y sobre HHHHHHHHHHHHHH(B, µ). Si además p(x) 6= 0 para
cada x ∈ V , entonces Tp es un isomorfismo sobre C(V ) y sobre X (Γ) y T−1

p = T 1
p
.

iv) Sean las aplicaciones lineales K:X (Γ) −→ X (Γ), G: C(V ) −→ X (Γ), H:X (Γ) −→ C(V )
y J: C(V ) −→ C(V ). Entonces se satisface que

K∗µ = T−1
µ ◦ K∗ ◦ Tµ, G∗νµ = T−1

ν ◦ G∗ ◦ Tµ, H∗µν = T−1
µ ◦ H∗ ◦ Tν y J∗ν = T−1

ν ◦ J∗ ◦ Tν .

v) Si B es ortogonal y compatible, entonces T−1
µ ◦ πs y T−1

µ ◦ πa son autoadjuntos y los
subespacios 1

µ
X s(Γ) y X a(Γ) (respectivamente X s(Γ) y 1

µ
X a(Γ)) son ortogonales. En

particular, si µ es múltiplo de λ, πs y πa son autoadjuntos y además los subespacios
X s(Γ) y X a(Γ) son ortogonales.

Demostración. (i) Como B es simétrica, para cada f, g ∈ X (Γ) se verifica que∫
V
〈F(f), g〉 dµ =

∫
V

B(f, g) dµ =
∫
V

B(g, f) dµ =
∫
V
〈F(g), f〉 dµ =

∫
V
〈f,F(g)〉 dµ,

y por tanto F es autoadjunto en HHHHHHHHHHHHHH(B′, µ) para cualquier estructura métrica en la que B′ sea
la métrica canónica y en particular, para la estructura métrica canónica. Por otra parte,∫

V
B(K(f), g) dλ =

∫
V
〈F(K(f)), g〉 dλ =

∫
V
〈f,Kt(F(g))〉 dλ =

∫
V

B(f,F−1Kt(F(g))) dλ,

lo que implica que K∗ = F−1 ◦ Kt ◦ F.

(ii) Aplicando la parte (vi) de la Proposición 1.3.10, tenemos que para cada f, g ∈ X (Γ),∫
V

B(Tp(f), g) dµ =
∫
V

B(p f, g) dµ =
∫
V

B(f, p g) dµ =
∫
V

B(f,Tp(g)) dµ,

es decir, Tp es autoadjunto sobre HHHHHHHHHHHHHH(B, µ).

(iii) Si f, g ∈ C(V ), se satisface que∫
V

Tp(f) g dν =
∫
V
p f g dν =

∫
V
f p g dν =

∫
V
f Tp(g) dν,

lo que implica que Tp es autoadjunto sobre L(ν).

Si p(x) 6= 0 para cada x ∈ V , entonces Tp ◦T 1
p

= T 1
p
◦Tp = T1 que es la identidad tanto

en C(V ) como en X (Γ).

(iv) Observemos primero que para cada f, g ∈ C(V ) y para cada f, g ∈ X (Γ), tenemos
que ∫

V
f g dν =

∫
V
f g ν dλ =

∫
V

Tν(f) g dλ =
∫
V
f Tν(g) dλ,

∫
V

B(f, g) dµ =
∫
V

B(f, g)µ dλ =
∫
V

B(Tµ(f), g) dλ =
∫
V

B(f,Tµ(g)) dλ.
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Por tanto,∫
V

B(K(f), g) dµ =
∫
V

B(K(f),Tµ(g)) dλ

=
∫
V

B(f,K∗(Tµ(g)) dλ =
∫
V

B(f,T−1
µ (K∗(Tµ(g)))) dµ.

∫
V

J(f) g dν =
∫
V

J(f) Tν(g) dλ =
∫
V
f J∗(Tν(g)) dλ =

∫
V
f T−1

ν (J∗(Tν(g))) dν

lo que implica que K∗µ = T−1
µ ◦ K∗ ◦ Tµ y que J∗ν = T−1

ν ◦ J∗ ◦ Tν ; y también∫
V
f(Tν ◦ G∗νµ)(g) dλ =

∫
V
fG∗νµ(g) dν =

1

2

∫
V

B(G(f), g) dµ =
1

2

∫
V

B((Tµ ◦ G)(f), g) dλ

∫
V
f(Tν ◦ H)(g) dλ =

∫
V
fH(g) dν =

1

2

∫
V

B(H∗µν(f), g) dµ =
1

2

∫
V

B((Tµ ◦ H∗µν))(f), g) dλ

y por tanto, que Tν ◦ G∗νµ = (Tµ ◦ G)∗ = G∗ ◦ Tµ y que Tµ ◦ H∗µν = (Tν ◦ H)∗ = H∗ ◦ Tν .

(v) Para la estructura métrica canónica tenemos que si f ∈ X s(Γ), g ∈ X a(Γ) y f, g ∈ C(Γ)
son sus respectivas componentes, entonces∫

V
〈f, g〉 dλ =

∑
x∈V

∑
e∈Ex

f(x, e) g(x, e) =
∑
x∈V

∑
y∈V

∑
e∈Exy

f(x, e) g(x, e)

=
∑
y∈V

∑
x∈V

∑
e∈Exy

f(y, e) g(y, e) = −
∑
y∈V

∑
x∈V

∑
e∈Exy

f(x, e) g(x, e)

= −
∑
x∈V

∑
y∈V

∑
e∈Exy

f(x, e) g(x, e) = −
∫
V
〈f, g〉 dλ,

lo que implica que
∫
V
〈f, g〉 dλ = 0 y por tanto que X s(Γ) y X a(Γ) son ortogonales en HHHHHHHHHHHHHH.

Además, si f, g ∈ X (Γ), entonces∫
V
〈πs(f), g〉 dλ =

∫
V
〈πs(f), πs(g)〉 dλ =

∫
V
〈f, πs(g)〉 dλ,

∫
V
〈πa(f), g〉 dλ =

∫
V
〈πa(f), πa(g)〉 dλ =

∫
V
〈f, πa(g)〉 dλ,

de donde se deduce que πs y πa son autoadjuntos en HHHHHHHHHHHHHH.

Por otra parte, como B es ortogonal, F = Tm donde m es la función componente de B.
Como (πs)t = πs, aplicando ahora las expresiones obtenidas en (i) y en (iv), resulta que

(πs)∗µ = T−1
µ ◦ T−1

m ◦ πs ◦ Tm ◦ Tµ

y como πs y T−1
m conmutan por ser B compatible, obtenemos que (πs)∗µ = T−1

µ ◦ πs ◦ Tµ,
lo que teniendo en cuenta que Tµ es autoadjunto, implica que T−1

µ ◦ πs también lo es. Si
tomamos f ∈ X s(Γ) y g ∈ X a(Γ), entonces πs(f) = f, πs(g) = 0 y∫

V
B(f,

1

µ
g, ) dµ =

∫
V

B(
1

µ
f, g) dµ =

∫
V

B(T−1
µ (πs(f)), g) dµ =

∫
V

B(f,T−1
µ (πs(g))) dµ = 0,
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es decir 1
µ
X s(Γ) y X a(Γ) (respectivamente X s(Γ) y 1

µ
X a(Γ)) son ortogonales en HHHHHHHHHHHHHH(B, µ). El

resultado cuando µ es un múltiplo de la medida canónica es consecuencia de que en este caso
T−1
µ conmuta con πs y πa y además, 1

µ
X s(Γ) = X s(Γ) y 1

µ
X a(Γ) = X a(Γ).

Observar que, con las notaciones de la proposición anterior, para cada f ∈ C(V ) y para
cada f ∈ X (Γ) se tiene que

K∗µ(f) =
1

µ
· K∗(µ · f), G∗νµ(f) =

1

ν
· G∗(µ · f), H∗µν(f) =

1

µ
· H∗(ν · f) y J∗ν =

1

ν
· J∗(ν · f).

2.2 Operadores en diferencias

El objetivo de esta sección es definir los análogos discretos de los operadores diferenciales
fundamentales en una variedad Riemanniana, concretamente los operadores derivada, gra-
diente, divergencia y laplaciano. Debido al carácter discreto de los objetos involucrados, este
tipo de operadores serán denominados de forma genérica operadores en diferencias sobre una
variedad Riemanniana discreta. Aunque en la mayor parte de la sección consideraremos una
variedad discreta Γ junto con una estructura métrica (B, µ), en la definición de cada uno
de los operadores en diferencias la influencia de la estructura métrica de la variedad es más
o menos relevante. En particular, la noción de operador derivada es válida también para
variedades discretas, en el concepto de gradiente sólo interviene la métrica B y no la medida
µ y en la expresión de la divergencia aparece sólo la medida µ.

Definición 2.2.1 Consideremos Γ = (V,E, θ) una variedad discreta. Denominaremos ope-
rador derivada en Γ a la aplicación d: C(V ) −→ Λ(Γ) que a cada función u le asigna la forma
du cuya función componente es −2ua. Para cada u ∈ C(V ), la forma du se denominará
derivada de u.

Si w es un campo vectorial sobre Γ, denominaremos operador derivada según w a la

aplicación
∂

∂w
: C(V ) −→ C(V ) que a cada u ∈ C(V ) le asigna la función

∂u

∂w
= du(w). Para

cada u ∈ C(V ), la función
∂u

∂w
se denominará derivada de u según w.

Si w es un campo vectorial cuya función componente es w ∈ C(Γ), entonces, para cada

u ∈ C(V ), la forma du y la función
∂u

∂w
están dados, respectivamente, por las expresiones

(du)(x) =
∑
y∼x

∑
e∈Exy

(
u(y)− u(x)

)
e∗,(

∂u

∂w

)
(x) =

∑
y∈V

(
u(y)− u(x)

) ∑
e∈Exy

w(x, e).
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De la definición del operador d se deduce fácilmente que la derivada de u es una forma
antisimétrica y equilibrada, es decir que d(C(V )) ⊂ Λa(Γ) ∩ Λ

#
(Γ). Por otra parte, de la

expresión de la función de la derivada de u según w, obtenemos que

∂u

∂w
=

∂u

∂w#

y también que para cada x ∈ V ,(
∂u

∂w

)
(x) =

∑
y∈V

κ(x, y)w
#

(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
,

utilizando la interpretación habitual de las funciones equilibradas como elementos del espacio
C(V × V ). Además, si consideramos sobre Λ(Γ) la estuctura de C(V )-módulo, resulta que

para cada u ∈ C(V ), la aplicación
∂u

∂ ·
:X (Γ) −→ C(V ) es un endomorfismo de C(V )-módulos.

La aplicación ˜ que identifica Λ(Γ) con X (Γ) permite considerar también la aplicación

d̃: C(V ) −→ X (Γ) dada por la asignación d̃u = d̃u = −2ua · t. Nuevamente se satisface que
d̃(C(V )) ⊂ X a(Γ) ∩ X#

(Γ) y además, si suponemos que Γ está dotada con la estructura

métrica canónica, resulta que para cada w ∈ X (Γ),
∂u

∂w
= 〈w, d̃u〉.

Proposición 2.2.2 Sea w ∈ X (Γ). Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Los operadores d y
∂

∂w
son lineales y de primer orden.

ii) Si u ∈ C(V ), entonces du = 0 sii u es constante en cada componente conexa de V .

iii) Regla de Leibnitz: Si u, v ∈ C(V ), entonces

d(uv) = vs · du+ us · dv = v du+ u dv + 4 (uava) · t̃,

∂(uv)

∂w
=

∂u

∂(vs · w)
+

∂v

∂(us · w)
= v

∂u

∂w
+ u

∂v

∂w
− ∂u

∂(va · w)
− ∂v

∂(ua · w)
.

Demostración. (i) La linealidad de los operadores es inmediata. Para concluir el carácter
local de ambos, observemos que aplicando (1.1), resulta que sop(du) = sop(ua) ⊂ sop(u) y
que por otra parte, sop(du(w)) ⊂ sop(du) ⊂ sop(u).

(ii) Es claro que si u es constante en cada componente conexa de Γ, entonces du = 0.
Rećıprocamente, consideremos x, y ∈ V con x ∼ y y e ∈ Exy. Entonces, si du = 0 ne-
cesariamente u(y) = u(x). Si fijamos x ∈ V y consideramos y ∈ V perteneciente a la
componente conexa de x, existe un camino, c, de longitud n cuyos extremos son x e y.
Como c(j) ∼ c(j + 1), resulta que u(x) = u(c(0)) = u(c(1)) = · · · = u(c(n)) = u(y).
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(iii) Por la identidad (1.2) tenemos que (uv)a = vsua + usva, lo que implica que

d(uv) = −2(uv)a · t̃ = −2(vsua) · t̃− 2(usva) · t̃ = vs(−2ua) · t̃ + us(−2va) · t̃

y como us = u−ua y vs = v−va, resulta que vs du+us dv = v du+2(va ua)·t̃+u dv+2(ua va)·t̃.
Por otra parte,

∂(uv)

∂w
= 〈w, d̃(uv)〉 = 〈w, vs · d̃u+ us · d̃v〉 = 〈(vs · w), d̃u〉+ 〈(us · w), d̃v〉

= v 〈w, d̃u〉 − 〈(va · w), d̃u〉+ u 〈w, d̃v〉 − 〈(ua · w), d̃v〉.

La Regla de Leibnitz que aparece en la parte (iii) de la proposición anterior es una
generalización de la obtenida en [54], e independientemente en [55], en el caso de, en nuestra
nomenclatura, variedades Riemannianas simples con estructura métrica canónica.

Definición 2.2.3 Si Γ es una variedad discreta y sobre ella consideramos la estructura
Riemanniana canónica, denominaremos operador divergencia en Γ al operador div = −d̃∗,
cuando d̃ es considerado como operador de L en HHHHHHHHHHHHHH.

Para cada f ∈ X (Γ), la función div f será denominada divergencia de f. Un campo f se
denomina solenoidal si div f = 0.

De la definición se deduce directamente que div: HHHHHHHHHHHHHH −→ L está caracterizado por la iden-
tidad

1

2

∫
V
〈d̃u, f〉 dλ = −

∫
V
u div(f) dλ, para cada u ∈ C(V ) y cada f ∈ X (Γ).

En particular, tomando u constante en la anterior identidad, obtenemos que∫
V

div(f) dλ = 0, para cada f ∈ X (Γ). (2.1)

Proposición 2.2.4 Sean f ∈ X (Γ) y f ∈ C(Γ) su función componente. Entonces,

div(f)(x) =
∑
e∈E

fa(x, e), para cada x ∈ V.

Demostración. Sea x ∈ V y consideremos u = εx. Entonces,

div(f)(x) =
∫
V
u div(f) dλ = −1

2

∫
V
〈d̃u, f〉 dλ.

Por otra parte, para cada y ∈ V tenemos que −〈d̃u, f〉(y) = 2
∑
e∈Ey

ua(y, e)f(y, e) y como

2ua(y, e) =


1, si y = x,
−1, si y 6= x y e ∈ Eyx,

0, en otro caso,
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resulta que −〈d̃u, f〉(y) =


∑
e∈Ex

f(x, e), si y = x,

−
∑
e∈Exy

f(y, e), si y 6= x.

En definitiva, −
∫
V
〈d̃u, f〉 dλ =

∑
y∈V

∑
e∈Eyx

(
f(x, e) − f(y, e)

)
=
∑
y∈V

∑
e∈Eyx

2 fa(x, e) y por

tanto,

div(f)(x) =
∑
e∈Ex

fa(x, e).

Corolario 2.2.5 Se verifican las siguientes propiedades:

i) Para cada f ∈ X (Γ), div(f) = 〈fa, t〉 = div(fa) = div(f
#

) y además

div(f)(x) =
∑
y∈V

κ(x, y) f
#a(x, y) para cada x ∈ V.

En particular, todo campo simétrico es solenoidal y div(u) = −1

2

∂u

∂t
para cada función

u ∈ C(V ).

ii) El operador div es de primer orden sobre X (Γ) y su restricción a X a(Γ) es de orden 0.

iii) Para cada u ∈ C(V ) y para cada f ∈ X (Γ),

u div(f) = div(us · f)− 1

2

∂u

∂fa
= div(u · f) +

1

2

∂u

∂ f̌
.

Demostración. (i) Observemos primero que si h ∈ X (Γ) y h es su función componente,
para cada x ∈ V se tienen las identidades

〈h, t〉(x) =
∑
e∈E

h(x, e) =
∑
y∈V

∑
e∈Exy

h(x, e) =
∑
y∈V

κ(x, y)h
#

(x, y) = 〈h#

, t〉(x).

La primera igualdad de (i) se deduce entonces de la primera identidad anterior sustituyendo
h por ha, la tercera se deduce de la identidad f

#a = fa
#

, mientras que para la segunda
basta tener en cuenta que faa = fa. Las últimas afirmaciones se deducen de que la parte
antisimétrica de una función simétrica es nula y de que si u ∈ C(V ) se considera como una
función de C(Γ), es decir identificada al campo u · t, entonces ua está identificada al campo
−1

2
d̃u.

(ii) De la expresión de div(f) obtenida en la proposición anterior, resulta que div(f)(x) = 0
cuando fa(x, e) = 0 para cada e ∈ Ex y por tanto, sop(div(f)) ⊂ sop(fa). En general,
sop(fa) ⊂ sop(f), pero cuando f es antisimétrico, entonces sop(fa) = sop(f).
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(iii) En virtud de las identidades 1.2 tenemos que

(usf)a = usfa = ufa − uafa,
(uf)a = usfa + uaf s = u fa + ua

(
f s − fa

)
= u fa + ua f̌ ,

y por tanto

div(us · f) = u div(f) +
1

2
〈d̃u, fa〉,

div(u · f) = u div(f)− 1

2
〈d̃u, f̌〉.

Para cada w ∈ X (Γ), el operador
∂

∂w
puede considerarse como endomorfismo en L y por

tanto tiene sentido considerar su operador adjunto.

Proposición 2.2.6 El operador

(
∂

∂w

)∗
está dado por la asignación

(
∂

∂w

)∗
(u) = −2 div(u · w),

para cada u ∈ C(V ). En particular,
∂

∂w
es autoadjunto sii w

# ∈ X s(Γ).

Demostración. Si denotamos por H: HHHHHHHHHHHHHH −→ L al operador 〈w, ·〉, entonces
∂

∂w
= H ◦ d̃ y

por tanto,

(
∂

∂w

)∗
= d̃∗ ◦ H∗ = −div ◦ H∗. Para hallar H∗ observemos que si u ∈ C(V ), para

cada f ∈ X (Γ) se tiene que

1

2

∫
V
〈H∗(u), f〉 dλ =

∫
V
uH(f) dλ =

∫
V
〈u · w, f〉 dλ,

lo que implica que H∗(u) = 2u · w y, en definitiva que

(
∂

∂w

)∗
(u) = −2 div(u · w). Por otra

parte, aplicando el apartado (iii) de la proposición anterior se tiene que para cada u ∈ C(V )(
∂

∂w

)∗
(u) = −2u div(w) +

∂u

∂w̌

y como
∂

∂w
=

∂

∂ws
+

∂

∂wa
, resulta que

∂

∂w
es autoadjunto sii para cada u ∈ C(V ) se satisface

que
∂u

∂ws
+

∂u

∂wa
= −2u div(w) +

∂u

∂ws
− ∂u

∂wa
,
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es decir, sii para cada u ∈ C(V ), u div(w) +
∂u

∂wa
= u div(v) +

∂u

∂va
= 0, donde v = w

#
.

Desde luego, si v ∈ X s(Γ), entonces div(v) =
∂

∂va
= 0, por lo que la condición es suficiente.

Rećıprocamente, si para cada u ∈ C(V ), u div(v)+
∂u

∂va
= 0, tomando u constante, la identidad

anterior implica que div(v) = 0 y por tanto que
∂u

∂va
= 0 para cada u ∈ C(V ). Tomando

ahora u = εx, v la componente de v y teniendo en cuenta que si x 6= y,

∂u

∂va
(y) = κ(x, y)va(y, x) = −κ(x, y)va(x, y),

obtenemos que va(x, y) = 0 para cada y ∈ V , y por tanto que va = 0.

Supongamos ahora que, en lugar de considerar la estructura Riemanniana canónica sobre
Γ, la dotamos de una estructura métrica (B, µ). En este caso, denotaremos por F al campo
de aplicaciones lineales determinado por B, por M y por A a los campos de matrices deter-
minados, respectivamente, por F y por F−1, y por m y a a las funciones componentes de M
y de A respectivamente.

Definición 2.2.7 Denominaremos operador gradiente, respecto de B, a ∇
B
: C(V ) −→ X (Γ),

dado por F−1 ◦ d̃. Para cada u ∈ C(V ), el campo ∇
B
u será denominado gradiente de

u, respecto de B, y un campo f se denominará campo gradiente, respecto de B, si existe
u ∈ C(V ) tal que f = ∇

B
u.

Cuando no haya lugar a confusión, eliminaremos la expresión respecto de B y suprimire-
mos en las notaciones el sub́ındice B.

En virtud de la parte (vii) de la Proposición 1.3.10, si u ∈ C(V ), entonces ∇u es el único
campo que satisface que para cada f ∈ X (Γ), du(f) = B(∇u, f). En particular, si B es la
métrica canónica ∇u = d̃u. Por supuesto, esta caracterización del campo ∇u podŕıa haberse
utilizado como su definición.

Por otra parte, para cada u ∈ C(V ), el gradiente de u está dado por ∇u = Ad̃u, es decir
por la expresión

(∇u)(x) =
∑
e∈E

∑
z∈V

(
u(z)− u(x)

) ∑
e′∈Exz

a(x, e, e′)

 e.
Por tanto, si denotamos por h ∈ C(Γ) a la componente de ∇u, entonces

h(x, e) =
∑
z∈V

(
u(z)− u(x)

) ∑
e′∈Exz

a(x, e, e′), para cada (x, e) ∈ V × E

lo que implica que

h
#

(x, y) =
∑
z∈V

#

a(x, y, z)κ(x, z)
(
u(z)− u(x)

)
, para cada x, y ∈ V. (2.2)
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En particular, si Γ es una variedad simple, utilizando las identificaciones habituales para
las funciones de C(Γ) y de C(Γ× Γ), obtenemos que

h(x, y) =
∑
z∈V

(
u(z)− u(x)

)
a(x, y, z), para cada x, y ∈ V. (2.3)

A diferencia del operador derivada, el operador gradiente depende de la métrica escogida.
Cuando B es ortogonal, entonces m, a ∈ C(Γ) y para cada u ∈ C(V ), tenemos que

∇u = a · d̃u = −(2 aua) · t. (2.4)

En particular, los operadores derivada y gradiente coinciden si B es la métrica canónica sobre
Γ, pues en este caso a ≡ 1.

En el caso de variedades Riemannianas simples cuya métrica es ortogonal y compatible,
nuestra definición de gradiente y de divergencia coincide básicamente con la que aparece en
[40], si bien en este caso se considera previamente una orientación sobre la variedad. En
particular, si la estructura métrica es la canónica, estas expresiones con idénticas a las dadas
en [26, 54, 55].

Describiremos a continuación algunas propiedades del operador ∇, análogas a las del
operador derivada.

Proposición 2.2.8 Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) El operador gradiente es lineal y de primer orden.

ii) Si B es ortogonal y compatible, entonces ∇(C(V )) ⊂ X a(Γ).

iii) Si B es equilibrada, entonces ∇(C(V )) ⊂ X#
(Γ).

iv) Si u ∈ C(V ), entonces ∇u = 0 sii u es constante en cada componente conexa de V .

v) Regla de Leibnitz: Si B es ortogonal y u, v ∈ C(V ), entonces

∇(uv) = vs · ∇u+ us · ∇v.

vi) Si f es un campo gradiente, necesariamente Mf ∈ X a(Γ) ∩ X#
(Γ).

Demostración. Las demostraciones de las partes (i), (iv) y (v) se deducen directamente
de las correspondientes propiedades para el operador derivada y (vi) es consecuencia directa
de la definición de campo gradiente. Para demostrar (ii), observemos que si B es ortogonal,
entonces teniendo en cuenta (2.4), ∇u ∈ X a(Γ) sii aua ∈ Ca(Γ). Por la identidad (1.2), esto
ocurre cuando a ∈ Cs(Γ), o de forma equivalente, cuando B es compatible. Por último, como
d̃u ∈ X#

(Γ), (iii) se concluye aplicando la parte (iv) de la Proposición 1.3.10.
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Si w es un campo vectorial sobre Γ, podŕıamos definir el operador derivada según w y

respecto de B, mediante la asignación
∂u

∂
B
w

= B(w, d̃u), pero es claro que esta definición

no aportaŕıa nada nuevo puesto que
∂u

∂
B
w

= B(w, d̃u) = 〈F(w), d̃u〉 y por tanto el operador

derivada según w, respecto de B, coincide con el operador derivada según F(w).

Supongamos ahora que además de la estructura métrica (B, µ) consideramos también una
medida densa ν y los espacios espacios L(ν) y HHHHHHHHHHHHHH(B, µ).

Definición 2.2.9 Denominaremos operador divergencia, respecto de ν y (B, µ) y lo deno-
taremos por divνµ a −∇∗ cuando ∇ se interpreta como operador entre los espacios L(ν) y
HHHHHHHHHHHHHH(B, µ).

Denotaremos por HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ) al subespacio de HHHHHHHHHHHHHH(B, µ) formado por los campos solenoidales,
es decir al núcleo de divνµ. El espacio HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ) será denotado simplemente por HHHHHHHHHHHHHH0(B) cuando
µ sea la medida cardinal y por HHHHHHHHHHHHHH0 si además B es la métrica canónica.

De la definición se deduce directamente que divνµ: HHHHHHHHHHHHHH(B, µ) −→ L(ν) está caracterizado
por la identidad

1

2

∫
V
〈d̃u, f〉 dµ =

1

2

∫
V

B(∇u, f) dµ = −
∫
V
u divνµ(f) dν, para cada u ∈ C(V ), f ∈ X (Γ).

En particular, observamos que divνµ no depende la métrica B y por tanto, si ν = µ = λ,

−∇∗ = −d̃∗ = div. Por otra parte, de la identidad que caracteriza divνµ obtenemos si

f ∈ HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ), entonces para cada u ∈ C(V ),
∫
V

∂u

∂f
dµ =

∫
V

B(∇u, f) dµ = 0.

Proposición 2.2.10 Supongamos que V1, · · · , Vm son las componentes conexas de Γ. En-
tonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si h ∈ C(V ), la condición necesaria y suficiente para que exista f ∈ X (Γ) tal que

divνµ(f) = h es que
∫
Vj
h dν = 0 para cada j = 1, · · · ,m. En particular, para cada

f ∈ X (Γ),
∫
Vj

divνµ(f) dν = 0, j = 1, · · · ,m.

ii) dim Img divνµ = |V | −m y dim HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ) = |E|+m− χ(Γ) ≥ |E|. En particular, Γ es
un bosque sii dim HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ) = |E|.

Demostración. En virtud de la Alternativa de Fredholm, tenemos que Img divνµ = [ker∇]⊥

y que HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ) = [Img∇]⊥. Por tanto, (i) es consecuencia de la primera identidad y de que
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ker∇ está constitúıdo por las funciones constantes en cada componente conexa de Γ. Por
otra parte, las dos indentidades anteriores implican también que

dim Img divνµ = dim C(V )− dim ker∇ = |V | −m;
dim HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ) = dimX (Γ)− dim Img∇ = 2|E|+m− |V | = |E|+m− χ(Γ).

Por último, como Γ es un bosque sii χ(Γ) = m, la igualdad anterior muestra que Γ es un
bosque sii dim HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ) = |E|.

Proposición 2.2.11 Se verifican las siguientes propiedades:

i) Si f ∈ X (Γ) y f ∈ C(Γ) es su función componente, entonces para cada x ∈ V ,

divνµ(f)(x) =
1

ν(x)

∑
e∈E

(µf)a(x, e) =
1

ν(x)

∑
y∈V

κ(x, y) (µf
#

)a(x, y).

ii) Para cada f ∈ X (Γ), divνµ(f) = divνµ(f
#

) y divνµ(f) =
µ

ν
div(f) +

1

2ν

∂µ

∂ f̌
.

iii) El operador divνµ es de primer orden sobre X (Γ) y su restricción al subespacio 1
µ
X a(Γ)

es de orden 0.

iv) El espacio HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ) es independiente de la medida ν y sólo depende de la estructura
métrica (B, µ). En general 1

µ
X s(Γ) ⊂ HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ) y se satisface la igualdad sii Γ es un

bosque. En este caso, la condición necesaria y suficiente para que un campo f sea
gradiente es que Mf ∈ X a(Γ).

Demostración. Las tres primeras partes se deducen directamente de la aplicación de
las Proposiciones 2.1.11 y 2.2.4 y del Corolario 2.2.5. Por otra parte, la expresión de
la divergencia obtenida en (i), implica que divνµ(f) = 0 sii divλµ(f) = 0 y también que
1
µ
X s(Γ) ⊂ HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ). Como dim 1

µ
X s(Γ) = dimX s(Γ) = |E|, la aplicación de la parte (ii) de

la Proposición 2.2.10, conduce a la igualdad de ambos espacios sii Γ es un bosque. Además,
como si Mf ∈ X a(Γ), para cada g ∈ X s(Γ) tenemos que∫

V
B(f,

1

µ
g) dµ =

∫
V
〈Mf, g〉 dλ = 0

pues X a(Γ) y X s(Γ) son ortogonales para la estructura métrica canónica. Aśı pues, cuando

Γ es un bosque, si Mf ∈ X a(Γ) entonces f ∈
(

1
µ
X s(Γ)

)⊥
= HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ)⊥ = Img∇.

Obsérvese que como un bosque es una variedad simple, todo campo es reducido. Por
tanto, la parte (iv) de la proposición anterior establece que en un bosque la condición nece-
saria y suficiente para que un campo f sea gradiente es que Mf ∈ X a(Γ) ∩ X#

(Γ), lo que
concuerda con la condicón necesaria establecida en la parte (vi) de la Proposición 2.2.8.
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Definición 2.2.12 Consideremos (Γ,B, µ) una variedad Riemanniana discreta y ν una me-
dida densa. Denominaremos operador de Laplace o Laplaciano, respecto de ν y (B, µ), al
operador lineal ∆

ν,B,µ
: L(ν) −→ L(ν) dado por ∆

ν,B,µ
= divνµ ◦ ∇B

. Para cada u ∈ C(V ), la
función ∆

ν,B,µ
u será denominada Laplaciano de u, respecto de ν y (B, µ). En particular, el

Laplaciano respecto de λ y (B, µ) se denomina el Laplaciano de la variedad Riemanniana
discreta.

En lo sucesivo, y cuando no haya lugar a confusión eliminaremos los sub́ındices ν, µ y
B en la escritura de los operadores en diferencias que han sido definidos en esta sección, aśı
como las expresiones respecto de ν y (B, µ).

Antes de obtener su expresión expĺıcita, podemos concluir algunas propiedades del ope-
rador de Laplace directamente de su propia definición.

Proposición 2.2.13 Si (Γ,B, µ) es una variedad Riemanniana y ν es una medida densa,
se satisfacen las siguientes propiedades:

i) El operador de Laplace tiene a lo sumo orden 2 y es autoadjunto, es decir, para cada

par de funciones u, v ∈ C(V ), se satisface que
∫
V
u∆v dν =

∫
V
v∆u dν.

ii) (Identidad de Green): Para cada u, v ∈ C(V ),
∫
V
v∆u dν = −1

2

∫
V

B(∇u,∇v) dµ.

iii) (Teorema de Gauss): para cada u ∈ C(V ),
∫
V

∆u dν = 0.

iv) La expresión −
∫
V
u∆u dν define una forma cuadrática semidefinida positiva sobre

C(V ) cuyos elementos isótropos son y sólo son las funciones constantes en cada com-
ponente conexa de Γ.

v) Si u ∈ C(V ), entonces ∆u = 0 sii u es constante en cada componente conexa de Γ.

Demostración. Que ∆ es un operador de segundo de orden menor o igual a 2 es conse-
cuencia de que se obtiene como composición de dos operadores de orden menor o igual que
1.

Además, si u, v ∈ C(V ), de las definiciones del Laplaciano, de la divergencia y de la
simetŕıa de B, obtenemos que∫

V
u∆v dν = −1

2

∫
V

B(∇u,∇v) dµ = −1

2

∫
V

B(∇v,∇u) dµ =
∫
V
v∆u dν

expresión que demuestra el carácter autoadjunto de ∆, aśı como la identidad de Green. En
particular, el Teorema de Gauss se obtiene tomando v constante no nula en la identidad de
Green.
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La expresión anterior muestra también que −
∫
V
u∆u dν =

1

2

∫
V

B(∇u,∇u) dµ y es claro

que esta última expresión define una forma cuadrática semidefinida positiva sobre C(V ),

dado que B es una métrica. Por tanto,
∫
V
u∆u dν = 0 sii ∇u = 0 y por tanto sii u es

constante en cada componente conexa de Γ.

Para finalizar, si u es constante en cada componente conexa de Γ, entonces ∆u = 0
pues ∇u = 0. Rećıprocamente, si ∆u = 0, entonces u es isótropo para la anterior forma
cuadrática y por tanto u es constante en cada componente conexa de Γ.

El siguiente resultado será útil para obtener la expresión expĺıcita del operador de Laplace.

Lema 2.2.14 Sean (B, µ) una estructura Riemanniana sobre Γ, a la función coeficiente de
B−1 y consideremos la función c ∈ C(V × V ) dada por c(x, x) = 0 para todo x ∈ V y por

c(x, y) =
1

2

∑
z∈V

[
#

a(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z)µ(x) +
#

a(y, x, z)κ(y, x)κ(y, z)µ(y)
]

− 1

2

∑
z∈V

#

a(z, x, y)κ(z, x)κ(z, y)µ(z), si x 6= y.

Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) La función c es simétrica y c(x, y) = 0, cuando d(x, y) > 2. Además, si d(x, y) = 2,

entonces c(x, y) = −1

2

∑
z∈V

#

a(z, x, y)κ(z, x)κ(z, y)µ(z), mientras que si d(x, y) = 1 y

x e y no son vértices de un triángulo, entonces

c(x, y) =
1

2

∑
z∈V

[
#

a(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z)µ(x) +
#

a(y, x, z)κ(y, x)κ(y, z)µ(y)
]

ii) Para cada x ∈ V ,
∫
V
c(x, y) dλ(y) > 0.

iii) Si B es ortogonal, c = κ (µ a
#

)s. En particular, c ∈ Cs(Γ#
) y es compatible con V .

Demostración. (i) Basta observar que fijado z ∈ V , la simetŕıa de B implica que, para
cada x, y ∈ V se tiene que

#
a(z, x, y) =

#
a(z, y, x).

Por otra parte, como
#
a ∈ C#

(Γ × Γ), resulta que
#
a(x, y, z) = 0 si d(x, y) · d(x, z) 6= 1.

Por tanto, si d(x, y) > 2, entonces d(x, z) · d(y, z) 6= 1 para cada z ∈ V , lo que implica que
#
a(x, y, z) =

#
a(y, x, z) =

#
a(z, y, x) = 0 y en definitiva que c(x, y) = 0.

Si d(x, y) = 2, entonces
#
a(x, y, z) =

#
a(y, x, z) = 0 para cada z ∈ V , de manera que los

dos primeros sumandos en la expresión de c son nulos.
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Si d(x, y) = 1, el que x e y no sean vértices de ningún triángulo en Γ significa que no
existe z ∈ V simultáneamente adyacente a ambos vértices o de forma equivalente tal que
d(x, y) = d(x, z) = d(y, z) = 1. Esto implica que

#
a(z, x, y) = 0 para cada z ∈ V y por tanto

el tercer sumando en la expresión de c es nulo.

(ii) De la expresión dada para c obtenemos que para cada x ∈ V ,

2
∑
y∈V

c(x, y) =
∑
y,z∈V

#

a(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z)µ(x) +
∑
y,z∈V

#

a(y, x, z)κ(x, y)κ(y, z)µ(y)

−
∑
y,z∈V

#

a(z, x, y)κ(x, z)κ(y, z)µ(z) +
∑
z∈V

#

a(z, x, x)κ(x, z)κ(x, z)µ(z)

=
∑
y,z∈V

#

a(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z)µ(x) +
∑
z∈V

#

a(z, x, x)κ(x, z)κ(x, z)µ(z)

+
∑
y,z∈V

#

a(y, x, z)κ(x, y)κ(y, z)µ(y)−
∑
y,z∈V

#

a(z, x, y)κ(x, z)κ(y, z)µ(z)

=
∑
y,z∈V

#

a(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z)µ(x) +
∑
z∈V

#

a(z, x, x)κ(x, z)κ(x, z)µ(z)

+
∑
y,z∈V

#

a(y, x, z)κ(x, y)κ(y, z)µ(y)−
∑
z,y∈V

#

a(y, x, z)κ(x, y)κ(y, z)µ(y)

= µ(x)〈At, t〉(x) +
∑
z∈V

#

a(z, x, x)κ2(x, z)µ(z) > 0.

(iii) Si B es ortogonal, entonces a ∈ C(Γ) y κ
#
a = a

#
. Además, si x 6= y, entonces

#
a(z, x, y) = 0, para cada z ∈ V , lo que implica que c = (κµ a

#
)s. El resultado se deduce

directamente, teniendo en cuenta que κ ∈ Cs(Γ).

Definición 2.2.15 Si (B, µ) es una estructura Riemanniana sobre Γ, denominaremos fun-
ción coeficiente de (B, µ) o simplemente coeficiente a la función c determinada en el lema
anterior.

Proposición 2.2.16 Si (Γ,B, µ) es una variedad Riemanniana discreta, c es la función
coeficiente de su estructura Riemanniana y ν es una medida densa, entonces para cada
u, v ∈ C(V ) y cada x ∈ V , se satisface que

(∆u)(x) =
1

ν(x)

∑
y∈V

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
=

1

ν(x)

∫
V
c(x, y)

(
u(y)− u(x)

)
dλ(y),

−
∫
V
v∆u dν =

1

2

∫
V×V

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y).
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Además,

(∆uv)(x) = u(x) (∆v)(x) + v(x) (∆u)(x) +
1

ν(x)

∫
V
c(x, y)

(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
dλ(y)

y en particular,

(∆u2)(x) = 2u(x) (∆u)(x) +
1

ν(x)

∫
V
c(x, y)

(
u(y)− u(x)

)2
dλ(y).

Demostración. (i) Llamando h ∈ C(Γ) a la función componente del campo ∇u y aplicando
la parte (i) de la Proposición 2.2.11 tenemos que para cada x ∈ V ,

∆(u)(x) = div((∇u)
#

)(x) =
1

ν(x)

∑
y∈V

κ(x, y) (µh
#

)a(x, y).

Por otra parte, de la expresión (2.2), obtenemos que

h
#

(x, y) =
∑
z∈V

#

a(x, y, z)κ(x, z)
(
u(z)− u(x)

)
y por tanto, para completar la expresión de ∆, resta calcular (µh

#
)a(x, y), para cada x, y ∈ V .

Para ello, observemos primero que

(µh
#

)a(x, y) =
1

2

(
µ(x)h

#

(x, y)− µ(y)h
#

(y, x)
)

=
1

2

∑
z∈V

[
#

a(x, y, z)κ(x, z)µ(x)
(
u(z)− u(x)

)
− #

a(y, x, z)κ(y, z)µ(y)
(
u(z)− u(y)

)]
=

1

2

∑
z∈V

[
#

a(x, y, z)κ(x, z)µ(x)
(
u(z)− u(x)

)
+

#

a(y, x, z)κ(y, z)µ(y)
(
u(y)− u(x)

)]
− 1

2

∑
z∈V

#

a(y, x, z)κ(y, z)µ(y)
(
u(z)− u(x)

)
De aqúı, obtenemos que∑

y∈V
κ(x, y) (µh

#

)a(x, y) =
1

2

∑
z∈V

(
u(z)− u(x)

) ∑
y∈V

#

a(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z)µ(x)

+
1

2

∑
y∈V

(
u(y)− u(x)

) ∑
z∈V

#

a(y, x, z)κ(x, y)κ(y, z)µ(y)

− 1

2

∑
z∈V

(
u(z)− u(x)

) ∑
y∈V

#

a(y, x, z)κ(x, y)κ(y, z)µ(y)

=
1

2

∑
y∈V

(
u(y)− u(x)

) ∑
z∈V

#

a(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z)µ(x)

+
1

2

∑
y∈V

(
u(y)− u(x)

) ∑
z∈V

#

a(y, x, z)κ(y, x)κ(y, z)µ(y)

− 1

2

∑
y∈V

(
u(y)− u(x)

) ∑
z∈V

#

a(z, x, y)κ(z, x)κ(z, y)µ(z),
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donde se ha utilizado que para cada x ∈ V ,
#
a(x, y, z) =

#
a(x, z, y), para cada y, z ∈ V .

En definitiva, teniendo en cuenta la expresión de c, la función coeficiente de la estructura
Riemanniana, obtenida en el Lema 2.2.14, resulta que∑

y∈V
κ(x, y) (µh

#

)a(x, y) =
∑
y∈V

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
=
∫
V
c(x, y)

(
u(y)− u(x)

)
dλ(y).

Si ahora tomamos u, v ∈ C(V ) y x ∈ V , de la identidad

(uv)(y)− (uv)(x) = v(x)
(
u(y)− u(x)

)
+ u(x)

(
v(y)− v(x)

)
+
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
,

aplicando la expresión integral del Laplaciano, obtenemos que para cada x ∈ V

(∆uv)(x) = u(x)(∆v)(x) + v(x)(∆u)(x) +
1

ν(x)

∫
V
c(x, y)

(
u(y)− u(x)

)(
v(y)− v(x)

)
dλ(y)

y en particular que para cada u ∈ C(V ) y cada x ∈ V ,

(∆u2)(x) = 2u(x)(∆u)(x) +
1

ν(x)

∫
V
c(x, y)

(
u(y)− u(x)

)2
dλ(y).

Para finalizar, teniendo en cuenta la simetŕıa de c, de la expresión integral del Laplaciano,
se deduce que∫

V
v∆u dν =

∫
V
v(z)

(∫
V
c(z, w)

(
u(w)− u(z)

)
dλ(w)

)
dλ(z)

=
1

2

∫
V
v(x)

(∫
V
c(x, y)

(
u(y)− u(x)

)
dλ(y)

)
dλ(x)

+
1

2

∫
V
v(y)

(∫
V
c(y, x)

(
u(x)− u(y)

)
dλ(x)

)
dλ(y)

=
1

2

∫
V×V

c(x, y) v(x)
(
u(y)− u(x)

)
d(λ× λ)(x, y))

− 1

2

∫
V×V

c(x, y) v(y)
(
u(y)− u(x)

)
d(λ× λ)(x, y))

= −1

2

∫
V×V

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y).

De la expresión de la forma cuadrática −
∫
V
u∆u dν que acabamos de obtener, resulta

que la restricción del producto escalar inducido por la estructura Riemanniana sobre X (Γ)
al subespacio de campos gradientes está dada por∫

V
B(f, g) dµ = −2

∫
V
v∆u dν =

∫
V×V

c(x, y)
(
u(y)−u(x)

) (
v(y)−v(x)

)
d(λ×λ)(x, y) (2.5)
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donde f = ∇u y g = ∇v. En particular, para cada u ∈ C(V ),∫
V

B(∇u,∇u) dµ = −2
∫
V
u∆u dν =

∫
V×V

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)2
d(λ× λ)(x, y) (2.6)

Por otra parte, si sobre V × V consideramos la medida γ cuya densidad respecto de λ × λ
es la función c(x, y), entonces para cada u, v ∈ C(V ),∫

V
B(∇u,∇v) dµ =

∫
V×V

(
u(x)− u(y)

) (
v(x)− v(y)

)
dγ(x, y) (2.7)

y en particular ∫
V

B(∇u,∇u) dµ =
∫
V×V

(
u(x)− u(y)

)2
dγ(x, y)

formulación acorde con la Teoŕıa de Formas de Dirichlet (ver, por ejemplo [33, 39]).

Obsérvese que aunque en general γ no es una medida positiva, para cada u ∈ C(V ) se

verifica que
∫
V×V

(
u(x) − u(y)

)2
dγ(x, y) ≥ 0 y además el valor de la integral es nulo sii

u es constante en cada componente conexa de Γ. En particular, obtenemos que para que
una función u sea constante en cada componente conexa es necesario y suficiente que sea
constante sobre el conjunto {x ∈ V : existe y ∈ V tal que c(x, y) 6= 0}. Por supuesto, esta
condición no aporta ninguna novedad cuando c es semi-compatible con V , pero es interesante
cuando esta condición no se satisface.

El siguiente resultado constituye la particularización de los anteriores al caso contem-
plado hasta ahora en la literatura que, en nuestra terminoloǵıa, resulta ser el de variedades
Riemannianas, generalmente simples, tales que la estructura métrica está determinada por
una métrica ortogonal y la medida canónica. En particular, obtendremos las expresiones que
aparecen en [39] y en [40] relativas al Laplaciano del producto de funciones.

Corolario 2.2.17 Si B es una métrica ortogonal, entonces ∆ es un operador de primer
orden. Si además, B es compatible y µ = λ, entonces para cada u, v ∈ C(V ) se verifica que

∆(uv) = u∆v + v∆u+
1

ν
B(∇u,∇v) y ∆u2 = 2u∆u+

1

ν
B(∇u,∇u)

y además que B(∇u,∇v)(x) =
∫
V
c(x, y)

(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
dλ(y).

Demostración. Cuando B es ortogonal, la parte (iii) del Lema 2.2.14 asegura que cuando
d(x, y) 6= 1, entonces c(x, y) = 0 . Como para cada x ∈ V , se tiene que

(∆u)(x) =
1

ν(x)

∑
y∼x

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
,

si x /∈ sop(u) entonces u(x) = 0 y además u(y) = 0 para cada y ∼ x, lo que implica que
(∆u)(x) = 0 y por tanto, que ∆ es un operador de primer orden.
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Cuando µ = λ, aplicando la Regla de Leibnitz y la parte (iii) del Corolario 2.2.5, obte-
nemos que

∆(uv) = div(∇(uv)) = div(us · ∇v) + div(vs · ∇u)

= u∆v +
1

2ν
〈d̃u, (∇v)a〉+ v∆u+

1

2ν
〈d̃v, (∇u)a〉

= u∆v + v∆u+
1

2ν
B(∇u,∇v) +

1

2ν
B(∇v,∇u),

donde se ha tenido en cuenta que por ser B ortogonal y compatible ∇u,∇v ∈ X a(Γ).

Para concluir, el corolario basta observar que si B es ortogonal y compatible y µ = λ, el
coeficiente de la estructura Riemanniana es c = κ a

#
y por tanto, para cada u, v ∈ C(V ) y

cada x ∈ V , se satisface que

B(∇u,∇v)(x) = 〈d̃u,∇v〉 = 〈d̃u, (a · d̃v)〉 =
∑
e∈E

a(x, e)(d̃u)(x, e) (d̃v)(x, e)

=
∑
y∈V

(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

) ∑
e∈Exy

a(x, e)

=
∑
y∈V

(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
κ(x, y) a

#

(x, y)

=
∑
y∈V

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
.

Podŕıamos haber demostrado directamente, sin acudir a la expresión expĺıcita del Lapla-
ciano, que bajo las hipótesis del corolario, ∆ es un operador de primer orden. Observemos
que en este caso, para cada u ∈ C(V ),

∆u = div(a · d̃u) =
1

ν
〈(µ a · d̃u)a, t〉 =

1

ν
〈(µa)s · d̃u, t〉 =

1

ν
〈d̃u, (µa)s · t〉.

Si consideramos el campo w de componente (µa)s, resulta que w ∈ X s(Γ) y satisface que
para cada u ∈ C(V )

∆u =
1

ν

∂u

∂w
=

1

ν

∂u

∂w# . (2.8)

Rećıprocamente, si w ∈ X s(Γ) y su función componente w satisface que w(x, e) > 0 para
cada e ∈ Ex, entonces w−1 puede interpretarse como la función coeficiente de una métrica
ortogonal sobre Γ, tal que si consideramos µ = λ y ν una medida densa, el Laplaciano
correspondiente satisface la identidad (2.8). En definitiva como operador en diferencias, los
Laplacianos correspondientes a estructuras Riemannianas cuya métrica sea ortogonal no sólo
son de primer orden sino que además son indistinguibles de los operadores derivadas según

campos simétricos y positivos. Recuérdese que si w ∈ X s(Γ), el operador
∂

∂w
es autoadjunto

en L y por tanto, el operador
1

ν

∂

∂w
es autoadjunto en L(ν).
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Llegados a este punto, es conveniente hacer algunas puntalizaciones sobre la terminoloǵıa
empleada. En primer lugar, cuando ν = µ = λ, la definición de operador de Laplace de una
variedad Riemanianna discreta es el análogo discreto del concepto de operador de Laplace-
Beltrami de una variedad Riemanniana continua, mientras que el caso ν = µ correspondeŕıa
a la expresión de este operador en coordenadas, donde µ tiene el papel del determinante de
la métrica.

Por otra parte, con excepción hecha de las aplicaciones a la construcción de esquemas
en diferencias finitas para problemas de contorno eĺıpticos, los casos abordados en la litera-
tura corresponden a la situación en la que la estructura Riemanniana (B, µ) satisface que
µ = λ y que B es ortogonal y compatible. El caso particular ν = λ conduce al denominado
Laplaciano combinatorio (ver fundamentalmente [11] y [15]). Si tomamos ν la medida densa

definida como ν(x) =
∫
V
c(x, y) dλ(y), entonces el Laplaciano determinado por ν y por (B, λ)

es precisamente el denominado Laplaciano probabiĺıstico asociado a un camino aleatorio
reversible cuya distribución estacionaria es ν (ver por ejemplo [11, 15, 18, 28, 35]). Por
supuesto, esta noción puede ser generalizada: si suponemos que la función coeficiente de
la estructura Riemanniana (B, µ) es no negativa, podemos definir Laplaciano probabiĺıstico

considerando de nuevo ν(x) =
∫
V
c(x, y) dλ(y). En este caso el Laplaciano probabiĺıstico

está asociado a caminos aleatorios reversibles que no son necesariamente del tipo “entorno
más cercano” (ver por ejemplo, [1, 42, 62]). Esta elección también puede interpretarse como
el análogo discreto de la noción de variedad Riemanniana pesada utilizada en [3, 34].

Por último, señalaremos que la noción de Laplaciano normalizado, que ha sido introducida
recientemente en los trabajos [16, 18], será abordada en el siguiente caṕıtulo, donde además
se la relacionará con la noción de operador de Laplace dada en esta memoria. Solamente
diremos aqúı que este concepto se corresponde no con un operador de Laplace-Beltrami sino
con un operador en diferencias que contiene un término de orden 0 y cuya parte principal es
nuestro operador de Laplace.

Concluiremos esta sección determinando la expresión del operador de Laplace sobre la
ret́ıcula uniforme n-dimensional, Γn, asociado a las métricas uniformes descritas al final del
primer caṕıtulo. Supondremos que el tamaño de la ret́ıcula es h > 0 y en este caso tomaremos
µ = λ, ν = hλ y denotaremos por A(x) a la inversa de la matriz de la métrica en el vértice x
y por a su función componente. Por tanto, la función coeficiente de la estructura métrica está

dada por la expresión c(x, y) =
1

2

∑
z∈V

(
a(x, y, z) + a(y, x, z) − a(z, x, y)

)
, si x 6= y y como

además Γn no tiene triángulos, c(x, y) =
1

2

∑
z∈V

(
a(x, y, z) + a(y, x, z)

)
cuando d(x, y) = 1.

De acuerdo con las asignaciones establecidas al final del caṕıtulo precedente, considera-
remos A(x) = a0

h
con a0 > 0 si x ∈ δ(Rn), mientras que si x ∈ Rn, haremos la asignación
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A(x) = 1
h

M(n; a, b, c, d), es decir

A(x) =
1

h



a b
n−1· · · b d

n−1· · · d c
b a · · · b d · · · c d
...

...
. . .

...
...

...
...

b b · · · a c · · · d d
d d · · · c a · · · b b
...

...
...

...
. . .

...
...

d c · · · d b · · · a b
c d · · · d b · · · b a


,

donde a > max
{
b+ d− c, b− d+ c,−(n− 1)(b+ d)− c, (n− 1)(d− b) + c

}
. Por supuesto,

según la propiedad (iii) del Lema 1.3.21, el campo de matrices asociado a la métrica está dado
por las identidades M(x) = h

a0
si x ∈ δ(Rn) y M(x) = hM(n;A,−B,−C,−D) si x ∈ Rn,

donde A,B,C y D están descritos en el mencionado lema. En lo sucesivo denominaremos
estructura Riemanniana uniforme de tamaño h a la determinada por la medida cardinal y
por la métrica uniforme asociada al anterior campo de matrices. Además, denotaremos por
∆

A
al operador de Laplace asociado a esta estructura métrica y a ν = hλ.

De especial importancia en el desarrollo de esta memoria serán las estructuras uniformes
correspondientes al caso en el que b, c, d ≤ 0, para el cual la condición sobre los coeficientes
es equivalente a que a + c + (n − 1)(b + d) > 0, es decir el caso en el que A(n; a, b, c, d) es
una matriz de Stieltjes diagonalmente dominante de forma estricta.

Para determinar la expresión de ∆
A
, es necesario analizar con un poco de detalle Vn, el

conjunto de vértices de la ret́ıcula uniforme n-dimensional Γn. Recordemos que

Vn =
{
h(i1, . . . , in) : 0 ≤ ij ≤ mj, j = 1, . . . , n e ij = 0 ó mj para un ı́ndice a lo sumo

}
,

y observemos que se tienen las identidades

Vn =
◦
Rn ∪ δ(Rc

n) ∪ δ(Rn) =
◦
Rn ∪

(
n⋃
r=1

Lrn

)
∪ δ(Rn) =

◦
Rn ∪

(
n⋃
r=1

r⋃
t=0

Lr,tn

)
∪ δ(Rn),

donde

Rn =
{
h(i1, . . . , in) ∈ Vn : 1 ≤ ij ≤ mj − 1, j = 1, . . . , n

}
,

δ(Rn) =
{
h(i1, . . . , in) ∈ Vn : ij = 0 ó mj, para exactamente un ı́ndice j

}
◦
Rn=

{
h(i1, . . . , in) ∈ Vn : 2 ≤ ij ≤ mj − 2, j = 1, . . . , n

}
,

δ(Rc
n) =

{
h(i1, . . . , in) ∈ Vn : 1 ≤ ij ≤ mj − 1 para todo j

e ij = 1 ó mj − 1, para algún j
}
,

Lrn =
{
h(i1, . . . , in) ∈ δ(Rc

n) : existen exactamente r sub́ındices j1, . . . , jr,

tales que ijs = 1 ó mjs − 1, , s = 1, . . . , r
}
, r = 1, . . . , n;

Lr,tn =
{
h(i1, . . . , in) ∈ Lrn : existen exactamente t sub́ındices j1, . . . , jt,

tales que ijs = 1, s = 1, . . . , t
}
, t = 0, . . . , r.
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Además, para cada x = h(i1, . . . , in) ∈ Vn, definimos los conjuntos

V 1(x) =
{
y ∈ Vn : y = h(i1, . . . , ij ± 1, . . . , in), j = 1, . . . , n

}
;

V 2,c(x) =
{
y ∈ Vn : y = h(i1, . . . , ij ± 2, . . . , in), j = 1, . . . , n

}
;

V 2,b(x) =
{
y ∈ Vn : y = h(i1, . . . , ir ± 1, . . . , is ± 1, . . . , in), r, s = 1, . . . , n, r 6= s

}
;

V 2,d(x) =
{
y ∈ Vn : y = h(i1, . . . , ir ± 1, . . . , is ∓ 1, . . . , in), r, s = 1, . . . , n, r 6= s

}
.

Si x ∈
◦
Rn, entonces |V 1(x)| = |V 2,c(x)| = 2n, |V 2,b(x)| = |V 2,d(x)| = n(n − 1) y si

u ∈ C(Vn), el laplaciano de u en x está dado por la expresión

∆
A
u(x) =

1

h2

(
a+ c+ (n− 1)(b+ d)

) ∑
y∈V 1(x)

u(y)

− 1

2h2

c ∑
y∈V 2,c(x)

u(y) + 2b
∑

y∈V 2,b(x)

u(y) + 2d
∑

y∈V 2,d(x)

u(y)


− n

h2

(
2a+ c+ (n− 1)(b+ d)

)
u(x)

(2.9)

Si x ∈ δ(Rn), entonces |V 1(x)| = |V 2,c(x)| = 1, |V 2,b(x)| = |V 2,d(x)| = n − 1 y si
u ∈ C(Vn), el laplaciano de u en x está dado por la expresión

∆
A
u(x) =

1

2h2

(
a+ c+ a0 + (n− 1)(b+ d)

) ∑
y∈V 1(x)

u(y)

− 1

2h2

c ∑
y∈V 2,c(x)

u(y) + b
∑

y∈V 2,b(x)

u(y) + d
∑

y∈V 2,d(x)

u(y)


− 1

2h2
(a+ a0)u(x)

Si x ∈ Lr,tn , entonces |V 1(x)| = 2n, |V 1(x) \ δ(Rn)| = |V 2,c(x)| = 2n− r, mientras que

|V 2,b(x) \ δ(Rn)| = 2

(
n− r

2

)
+ r(n− r) +

(
t
2

)
+

(
r − t

2

)

= (n− 1)(n− r) +
1

2

(
t(t− 1) + (r − t)(r − t− 1)

)
;

|V 2,b(x) ∩ δ(Rn)| = r(n− r) + 2t(r − t);

|V 2,d(x) \ δ(Rn)| = 2

(
n− r

2

)
+ r(n− r) + t(r − t) = (n− 1)(n− r) + t(r − t)

|V 2,d(x) ∩ δ(Rn)| = r(n− r) + 2

[(
t
2

)
+

(
r − t

2

)]
= r(n− r) + t(t− 1) + (r − t)(r − t− 1).
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Por tanto, si u ∈ C(Vn), el laplaciano de u en x está dado por la expresión

∆
A
u(x) =

1

h2

(
a+ c+ (n− 1)(b+ d)

) ∑
y∈V 1(x)\δ(Rn)

u(y)

+
1

2h2

(
a+ c+ a0 + (n− 1)(b+ d)

) ∑
y∈V 1(x)∩δ(Rn)

u(y)

− 1

2h2

c ∑
y∈V 2,c(x)

u(y) + b
∑

y∈V 2,b(x)∩δ(Rn)

u(y) + d
∑

y∈V 2,d(x)∩δ(Rn)

u(y)


− 1

h2

b ∑
y∈V 2,b(x)\δ(Rn)

u(y) + d
∑

y∈V 2,d(x)\δ(Rn)

u(y)


− 1

2h2

(
2n
(
2a+ c+ (n− 1)(b+ d)

)
+ r(a0 − a)

)
u(x)

La expresión que acabamos de obtener para el operador de Laplace sobre ret́ıculas n-
dimensionales, es similar, al menos desde el punto de vista formal, a la de los esquemas en
diferencias finitas sobre la ret́ıcula utilizados en la discretización de los operadores eĺıpticos
de segundo orden. Mostraremos a continuación que esta semejanza no es sólo formal y
que de hecho, el laplaciano asociado a la estructura métrica anterior se corresponde con la
discretización mediante esquemas consistentes en diferencias finitas del operador diferencial
con coeficientes constantes

L(u) = â
n∑
i=1

uxixi + 2b̂
∑

1≤i<j≤n
uxixj ,

donde â, b̂ ∈ IR deben satisfacer que â > max
{
b̂,−(n− 1)b̂

}
para que L sea eĺıptico. Sobre

cuestiones generales acerca de la construcción de esquemas en diferencias finitas para oper-
adores eĺıpticos, pueden consultarse por ejemplo [31] y [48]. Siguiendo la terminoloǵıa alĺı
establecida, un esquema en diferencias para el operador L sobre los puntos de Rn, medi-

ante una plantilla centrada en un nodo x ∈
◦
Rn que involucre a aquellos otros nodos de Rn

que disten a lo más 2 de x, es decir a los puntos de los conjuntos V 1(x), V 2,c(x), V 2,b(x) y
V 2,d(x) y que sea consistente de orden k, estriba en encontrar escalares αj, j = 0, . . . , 2n,
γj, j = 1, . . . , 2n y βj, δj, j = 1, . . . , n(n − 1), tales que si u es una función suficientemente
regular y consideramos el operador en diferencias dado por la expresión

Lh(u)(x) = α0u(x) +
∑

xj∈V 1(x)

αju(xj) +
∑

yj∈V 2,c(x)

γju(yj) +
∑

zj∈V 2,b(x)

βju(zj) +
∑

wj∈V 2,d(x)

δju(wj),

entonces L(u)− Lh(u) = O(hk).

La hipótesis de consistencia con el operador L antes definido, conduce a un sistema de
ecuaciones que deben verificar los coeficientes αj, βj, γj, δj. Cuando k = 2, dichas ecuaciones
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implican la existencia de escalares α, β, γ, δ ∈ IR tales que

αj = α, j = 1, . . . , 2n;
βj = β, j = 1, . . . , n(n− 1);
γj = γ, j = 1, . . . , 2n;
δj = δ, j = 1, . . . , n(n− 1);

α0 + 2n(α + γ) + n(n− 1)(β + δ) = 0;

h2
(
α + 4γ + (n− 1) (β + δ)

)
= â;

2h2 (β − δ) = b̂.


(2.10)

Por tanto, todos los esquemas consistentes de segundo orden para el operador L, están
dados por los valores

β =
b̂

2h2
+ δ;

α =
1

2h2

(
2â− (n− 1) b̂

)
− 4γ − 2(n− 1) δ;

α0 = − n

2h2

(
4â− (n− 1) b̂

)
+ 6nγ + 2n (n− 1) δ,


(2.11)

donde γ, δ ∈ IR.

Por otra parte, para que un esquema en diferencias finitas para el operador L que sea de
la forma

Lh(u)(x) = α0u(x) +α
∑

y∈V 1(x)

u(y) +γ
∑

y∈V 2,c(x)

u(y) +β
∑

y∈V 2,b(x)

u(y) + δ
∑

y∈V 2,d(x)

u(y), (2.12)

coincida, en los puntos interiores de la ret́ıcula con ∆
A
, el operador de Laplace sobre Γn

relativo a la métrica uniforme cuyo campo de matrices sobre
◦
Rn es hM−1(n; a, b, c, d), han

de satisfacerse, en virtud de la expresión (2.9), las identidades

a = h2
(
α + 2γ + (n− 1) (β + δ)

)
b = −h2β;

c = −2h2γ;

d = −h2δ,

(2.13)

junto con α0 = −n
(
2(α + γ) + (n− 1)(β + δ)

)
. Además como

a > max
{
b+ d− c, b− d+ c,−(n− 1)(b+ d)− c, (n− 1)(d− b) + c

}
,

es también necesario que se verifiquen las condiciones

α > 0

α > −n(β + δ);

α > −4γ − nβ − (n− 2)δ;

α > −4γ − 2(n− 1)δ.


(2.14)
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Las anteriores condiciones son también suficientes ya que si son satisfechas entonces basta
tomar la métrica uniforme determinada por hM−1(n; a, b, c, d) donde a, b, c y d están dados
por las identidades (2.13). En particular, las desigualdades (2.14) se cumplen si α > 0 y
β, γ, δ ≥ 0. Este tipo de esquemas, denominados a veces esquemas de tipo positivo, son los
más utilizados en la práctica (ver por ejemplo [37] y [48]) y además, la correspondiente matriz
1
h

M(n, a, b, c, d) es de Stieltjes y diagonalmente dominante de forma estricta, propiedades
que serán de utilidad en nuestro trabajo, como se pondrá de manifiesto en los siguientes
caṕıtulos. Sin embargo, los resultados anteriores tienen una utilidad muy limitada si no se
tiene en cuenta la consistencia del esquema Lh con el operador L. El siguiente resultado
establece las conclusiones anteriores para esquemas consistentes de segundo orden.

Proposición 2.2.18 Consideremos en IRn el operador diferencial eĺıptico con coeficientes
constantes

L(u) = â
n∑
i=1

uxixi + 2b̂
∑

1≤i<j≤n
uxixj ,

donde â, b̂ ∈ IR satisfacen que â > max
{
b̂,−(n− 1)b̂

}
, el esquema en diferencias finitas

sobre la ret́ıcula uniforme de tamaño h > 0

Lh(u)(x) = α0u(x) + α
∑

y∈V 1(x)

u(y) + γ
∑

y∈V 2,c(x)

u(y) + β
∑

y∈V 2,b(x)

u(y) + δ
∑

y∈V 2,d(x)

u(y)

y supongamos que Lh es consistente de segundo orden con L. Entonces, la condición nece-
saria y suficiente para que sobre Γn exista una una estructura Riemanniana uniforme de

tamaño h cuyo laplaciano es tal que ∆
A

= Lh sobre
◦
Rn, es que se satisfagan las desigual-

dades

b̂ <
2â

n− 1
, 2γ + (n− 1) δ <

1

4h2

(
2â− (n− 1) b̂

)
y 2γ − δ < 1

4h2

(
2â+ b̂

)
en cuyo caso

A(x) =
1

2h
M(n; 2â− 4h2γ,−b̂− 2h2δ,−4h2γ,−2h2δ), x ∈

◦
Rn .

Demostración. Los comentarios anteriores determinan que la condición necesaria y sufi-

ciente para que Lh = ∆
A

sobre
◦
Rn es que se satisfagan las desigualdades (2.14). Además, si

el esquema (2.12) es consistente de segundo orden entonces, aplicando las identidades (2.11),
resulta que las desigualdades (2.14) son equivalentes a las desigualdades

2γ + (n− 1) δ <
1

4h2

(
2â− (n− 1) b̂

)
;

2γ − δ < 1

4h2

(
2â+ b̂

)
;

0 <
1

2h2

(
2â+ b̂

)
;

0 <
1

2h2

(
2â− (n− 1)b̂

)
;


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Como L es eĺıptico, entonces â > |b̂| y por tanto la tercera desigualdad siempre se satisface,
de manera que la verificación de las otras tres desigualdades constituye la condición necesaria
y suficiente para que Lh = ∆

A
. En este caso, teniendo en cuenta las identidades (2.11) y

(2.13) resulta que

a = h2

(
1

2h2

(
2â− (n− 1) b̂

)
− 4γ − 2(n− 1) δ + 2γ +

(n− 1)b̂

2h2
+ 2(n− 1)δ

)
= â− 2h2γ;

b = −h2β = − b̂
2
− h2δ; c = −2h2γ, y d = −h2δ.

Las condiciones establecidas en la proposición anterior son de distinta naturaleza: mien-
tras que la primera depende sólo del operador diferencial L, las otras dos dependen del
tamaño de la ret́ıcula. Es por ello que en la práctica, la única restricción está dada por
la desigualdad (n − 1)b̂ < 2â, ya que supuesta ésta satisfecha, las otras dos condiciones se
verifican para toda ret́ıcula de tamaño suficientemente pequeño. Además, dicha condición
se satisface automáticamente si b̂ ≤ 0 o si n = 2, 3, en virtud de la elipticidad de L, para
cualquier valor de b̂. Aśı pues, en los casos bi y tridimensionales, todo esquema consistente

de segundo orden para un operador eĺıptico de la forma L(u) = â
n∑
i=1

uxixi + 2b̂
∑

1≤i<j≤n
uxixj ,

coincide, en el interior de cada ret́ıcula de tamaño suficientemente pequeño, con el operador
de Laplace relativo a una métrica uniforme.

Aunque la condición (n − 1)b̂ < 2â puede parecer algo restrictiva, se observa fácilmente
que es necesaria para el esquema (2.12) sea consistente y de tipo positivo.

Proposición 2.2.19 Consideremos en IRn el operador diferencial eĺıptico con coeficientes
constantes

L(u) = â
n∑
i=1

uxixi + 2b̂
∑

1≤i<j≤n
uxixj ,

donde â, b̂ ∈ IR satisfacen que 2â > max
{

2b̂,−2(n− 1)b̂, (n− 1)b̂
}

.

Existen γ, δ ≥ 0, tales que si α =
1

2h2

(
2â− (n− 1) b̂

)
− 4γ − 2(n− 1) δ, β =

b̂

2h2
+ δ y

α0 = − n

2h2

(
4â− (n− 1) b̂

)
+ 6nγ + 2n(n− 1) δ, entonces el esquema en diferencias finitas

Lh(u)(x) = α0u(x) + α
∑

y∈V 1(x)

u(y) + γ
∑

y∈V 2,c(x)

u(y) + β
∑

y∈V 2,b(x)

u(y) + δ
∑

y∈V 2,d(x)

u(y)

es consistente de segundo orden sobre
◦
Rn y de tipo positivo. Además, la matriz

A =
1

2h
M(n; 2â− 4h2γ,−b̂− 2h2δ,−4h2γ,−2h2δ)

es de Stieltjes diagonalmente dominante de forma estricta y Lhu(x) = ∆
A
u(x) para cada

x ∈
◦
Rn.
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Demostración. En virtud de las identidades (2.11), la definición de α y β implican que
el esquema Lh es consistente de segundo orden. Además, si el esquema es de tipo positivo
entonces A es de Stieltjes diagonalmente dominante y Lh = ∆

A
.

Si b̂ ≥ 0, para que el esquema Lh sea de tipo positivo es suficiente considerar γ, δ ∈ IR
tales que

0 ≤ γ <
1

8h2

(
2â− (n− 1) b̂

)
y 0 ≤ δ <

1

4(n− 1)h2

(
2â− (n− 1) b̂− 8h2γ

)
.

Si b̂ < 0 para que Lh sea de tipo positivo es suficiente consideramos γ, δ ∈ IR tales que

0 ≤ γ ≤ â

8h2
y − b̂

2h2
≤ δ ≤ 1

4(n− 1)h2

(
â− 2(n− 1)b̂− 8h2γ

)
,

pues en este caso β =
b̂

2h2
+ δ ≥ 0 y

2h2α = 2â− (n− 1)b̂− 8h2γ − 4h2(n− 1) δ

= â− 2(n− 1)b̂− 8h2γ − 4h2(n− 1)δ + a+ (n− 1)b̂ ≥ â+ (n− 1)b̂ > 0.

Cuando L es un múltiplo del operador de Laplace en IRn, es decir L(u) = â
n∑
i=1

uxixi con

â > 0 la elección de determinados valores de los parámetros γ, δ corresponde a esquemas en
diferencias finitas sobre la ret́ıcula n-dimensional de uso frecuente. Más concretamente, si
γ = δ = 0, Lh es el esquema estándar de 2n+1 puntos (5 y 7 en los casos bi y tridimensional,

respectivamente) y además Lh = ∆
A

sobre
◦
Rn, donde A =

â

h
M(n; 1, 0, 0) =

â

h
Id; mientras

que si γ = 0 y δ =
â

6(n− 1)h2
, Lh es el esquema estándar de 2n2 + 1 puntos (9 y 19

en los casos bi y tridimensional, respectivamente) y además Lh = ∆
A

sobre
◦
Rn, donde

A =
â

6h(n− 1)
M(n; 6(n− 1),−1, 0,−1)

En resumen, hemos demostrado que en los puntos interiores de la ret́ıcula n-dimensional,
todo esquema consistente con un operador eĺıptico con coeficientes constantes de la forma

L(u) = â
n∑
i=1

uxixi +2b̂
∑

1≤i<j≤n
uxixj , que sea de segundo orden y de tipo positivo, coincide con

un Laplaciano relativo a una estructura métrica uniforme y además hemos establecido una
condición necesaria y suficiente para L admita un esquema de este tipo. Sin embargo, esto no
excluye el que existan esquemas consistentes que no sean de tipo positivo y que sin embargo
coincidan, en el interior de la ret́ıcula, con el Laplaciano relativo a una estructura uniforme;
es decir, esquemas cuyos coeficientes satisfagan las identidades (2.11) y las desigualdades
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que aparecen en la Proposición 2.2.18. Por ejemplo, si b̂ <
2â

n− 1
y tomamos δ = − b̂

4h2

y γ <
â

4h2
, entonces 2γ + (n − 1) δ = 2γ − (n− 1)b̂

4h2
<

1

4h2

(
2â − (n − 1) b̂

)
y también

2γ − δ = 2γ +
b̂

4h2
<

1

4h2

(
2â + b̂

)
, por lo que aplicando la Proposición 2.2.18, el esquema

(2.12) coincide en los puntos interiores de la ret́ıcula con ∆
A
, donde

A =
1

4h
M(n; 4â− 8h2γ,−b̂,−8h2γ, b̂).

En particular, si n = 2 ó 3 y A = 1
4h

M(n; 4â,−b̂, 0, b̂), entonces ∆
A

es un esquema consistente
de segundo orden para el operador eĺıptico L, (cuando n = 2, éste es el esquema considerado
en [2]).

Hasta ahora hemos estudiado esquemas para el operador L que son consistentes de se-
gundo orden. Si consideramos esquemas que tengan un orden de consistencia mayor, nece-
sariamente k ≥ 4 y en este caso, además de las ecuaciones (2.10), deben también satisfacerse
las siguientes

β + δ = 0;
β − δ = 0;

α + 16γ = 0.

Aśı pues, la posibilidad de que el esquema (2.12) sea consistente de cuarto orden sólo puede
presentarse si b̂ = 0, pues en otro caso el anterior sistema es incompatible, lo que implica que

el operador L es un múltiplo del operador de Laplace en IRn. Por tanto, si L(u) = â
n∑
i=1

uxixi ,

el esquema en diferencias finitas Lh es consistente de cuarto orden sii β = δ = 0 y α0, α y γ
verifican las ecuaciones

α0 = −2n(α + γ);
h2 (α + 4γ) = â;

α + 16γ = 0,

 (2.15)

lo que implica que

α0 = − 5n

2h2
â, α =

4

3h2
â, γ = − 1

12h2
â.

En definitiva, los operadores eĺıpticos de la forma L(u) = â
n∑
i=1

uxixi + 2b̂
∑

1≤i<j≤n
uxixj , sólo

pueden adimtir esquemas consistentes de cuarto orden cuando b̂ = 0 y en este caso poseen un
único esquema con tal propiedad. Además, como δ = 0 y γ < 0, se satisfacen las condiciones

de la Proposición 2.2.18, de manera que si consideramos A =
â

6h
M(n; 7, 0, 1, 0), entonces

Lh = ∆
A

sobre
◦
Rn. Obsérvese que en este caso, la matriz A es ultramétrica y diagonalmente

dominante de forma estricta, lo que implica que el campo de matrices asociado a la métrica
uniforme es un campo de Stieltjes.
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2.3 La cohomoloǵıa de una variedad discreta

El objetivo de esta sección es obtener algunos resultados acerca de variedades Riemannianas
discretas que tradicionalmente pertenecen al campo de la Topoloǵıa Algebraica. Algunos
conceptos de este ámbito, como por ejemplo el de caracteŕıstica de Euler, ya han sido uti-
lizados tanto en el presente caṕıtulo como en el anterior. Un tratamiento de la homoloǵıa de
las variedades discretas, consideradas como CW complejos unidimensionales o como espacios
triangulables unidimensionales, puede encontrarse por ejemplo en [46].

El uso de la terminoloǵıa y de las técnicas de la topoloǵıa algebraica en el análisis de
las redes proporcionó un tratamiento riguroso de las redes infinitas y se ha convertido en
estándar (ver por ejemplo [24, 30, 56]). Sin embargo, este no es el caso para redes finitas y
la única mención de este lenguaje parece ser la definición de cohomoloǵıa de un multigrafo
que se encuentra en [10].

Nuestra intención es mostrar que la situación en variedades Riemannianas discretas es
totalmente mimética al caso de variedades Riemannianas compactas: El análogo discreto de
la cohomoloǵıa de De Rham proporciona las propiedades fundamentales de la cohomoloǵıa
ordinaria en el ámbito de la Topoloǵıa Algebraica. Por otra parte, este desarrollo confirmará
hasta que punto son adecuadas las definiciones que se han establecido en la sección anterior
para los operadores en diferencias sobre una variedad discreta.

Para cada n ∈ N, consideremos el espacio vectorial Λn(Γ) definido como Λ0(Γ) = C(V ) y
como Λn(Γ) = Λ(Γ) para n ≥ 1 y también la aplicación lineal dn: Λn(Γ) −→ Λn+1(Γ) dada
por

dn =

 −2 π̃a, si n = 2k, k ≥ 0;

2 π̃s, si n = 2k + 1, k ≥ 0.

Si además, definimos d−1: {0} −→ Λ0(Γ) como la aplicación nula, es inmediato compro-
bar que para cada n ∈ N se satisface que dn ◦ dn−1 = 0 o, de forma equivalente, que
Img dn−1 ⊂ ker dn. Además, el operador d0 coincide con d, el operador derivada introducido
en la Definición 2.2.1.

Definición 2.3.1 Denominaremos complejo de De Rham de la variedad discreta Γ a

{0} d−1−→ Λ0(Γ)
d0−→ Λ1(Γ)

d1−→ · · · dn−→ Λn+1(Γ)
dn+1−→ · · ·

Para cada n ∈ N, denominaremos n-ésimo grupo de cohomoloǵıa de De Rham de Γ y n-ésimo
número de Betti de Γ a Hn(Γ) = ker dn/Img dn−1 y βn = dimHn(Γ), respectivamente.

Proposición 2.3.2 Si Γ es una variedad discreta con m componentes conexas, entonces
β0 = m, β1 = |E| − |V |+m y βn = 0 para cada n ≥ 2. En particular, se satisface que

χ(Γ) =
∞∑
n=0

(−1)nβn.
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Demostración. Para cada n ∈ N se tiene que βn = dim ker dn − dim Img dn−1, lo que en
particular implica que β0 = dim ker d0.

Si n = 0 y consideramos u1, . . . , um, las funciones caracteŕısticas de las componentes
conexas de Γ, es claro que dichas funciones son linealmente independientes y además en
virtud de la parte (i) de la Proposición 2.2.2, forman un sistema generador de ker d. En
definitiva, β0 = m.

Si n = 1, ker d1 = ker π̃s = Λa(Γ), lo que implica que dim ker d1 = |E|. Por otra parte,

dim Img d0 = dim Λ0(Γ)− dim ker d0 = dim C(V )− dim ker d = |V | −m,

lo que implica que β1 = |E| − |V |+m.

Si n = 2k con k ≥ 1, entonces, ker dn = ker π̃a = Λs(Γ) = Img π̃s = Img dn−1 y por tanto
βn = 0.

Si n = 2k + 1 con k ≥ 1, entonces, ker dn = ker π̃s = Λa(Γ) = Img π̃a = Img dn−1 y por
tanto βn = 0.

Para finalizar,
∞∑
n=0

(−1)nβn = β0 − β1 = m− (|E| − |V |+m) = |V | − |E| = χ(Γ).

Corolario 2.3.3 La variedad discreta Γ es un bosque sii H1 = {0}.

Supongamos que ahora consideramos sobre Γ una estructura métrica (B, µ) y una medida
densa ν. Entonces, si denotamos por F al campo de aplicaciones lineales asociado a B y
teniendo en cuenta la identificación de cada forma Φ con el campo F−1(Φ̃) (parte (vii) de la
Proposición 1.3.10), resulta que cada endomorfismo H: Λ(Γ) −→ Λ(Γ) puede interpretarse
como el endomorfismo Ĥ:X (Γ) −→ X (Γ) dado por Ĥ = F−1◦H◦F y de manera análoga todo
endomorfismo J: C(V ) −→ Λ(Γ) puede interpretarse como el endomorfismo Ĵ: C(V ) −→ X (Γ)
dado por Ĵ = F−1 ◦ J.

Teniendo en cuenta las identificaciones anteriores, podemos reinterpretar el complejo de
De Rham en términos del complejo

{0} 0−→ C(V )
d̂0−→ X (Γ)

d̂1−→ · · · d̂n−→ X (Γ)
d̂n+1−→ · · ·

donde es claro que se satisface que d̂n ◦ d̂n−1 = 0, para cada n ∈ N.

De la propia definición se deduce que d̂0 coincide con ∇, el operador gradiente respecto
de la métrica B y además, si definimos d̂−1 = 0, entonces para cada n ∈ N se tienen
las identificaciones Img d̂n−1 ' Img dn−1 y ker d̂n ' ker dn y por tanto la identificación
Hn(Γ) ' ker d̂n/Img d̂n−1.

Por otra parte, como podemos interpretar d̂0 como un opertador de L(ν) en HHHHHHHHHHHHHH(B, µ) y
para cada n ∈ N∗, d̂n como un endomorfismo sobre HHHHHHHHHHHHHH(B, µ), tiene sentido considerar para
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cada n ∈ N, δn, el operador adjunto de d̂n. Aśı pues, si definimos δ−1 = 0, se tiene el
siguiente complejo

{0} δ−1←− L(ν)
δ0←− HHHHHHHHHHHHHH(B, µ)

δ1←− · · · δn←− HHHHHHHHHHHHHH(B, µ)
δn+1←− · · ·

que satisface que δn−1 ◦ δn = 0, para cada n ∈ N. Aplicando la Proposición 2.1.11, resultan
las identidades

δ0 = −divνµ, δ2k−1 = 2 T−1
µ ◦ πs ◦ Tµ y δ2k = −2 T−1

µ ◦ πa ◦ Tµ, k ≥ 1

y por tanto, para cada n ∈ N∗ también se satisface que

Tµ ◦ δn ◦ F = F ◦ d̂n ◦ Tµ.

Observar que para cada n ≥ 1, el operador δn depende sólo de la estructura métrica y no de
la medida densa ν.

En el resto de la sección supondremos fijadas sobre Γ una estructura Riemannianna (B, µ)
y una medidad densa ν y denotaremos por F al campo de aplicaciones lineales determinado
por B.

La analoǵıa con el caso continuo permite introducir el siguiente concepto relativo al caso
n = 1.

Definición 2.3.4 Denominaremos operador rotacional, respecto de (B, µ) al endomorfismo
rot

B,µ
: HHHHHHHHHHHHHH(B, µ) −→ HHHHHHHHHHHHHH(B, µ) determinado por la identidad rot

B,µ
= δ1 ◦ F ◦ T−1

µ .

Si f ∈ X (Γ), el campo rot
B,µ

f será denominado rotacional de f y un campo g ∈ X (Γ) se
denominará campo irrotacional si rot

B,µ
g = 0.

En lo sucesivo, puesto que la estructura métrica está fijada, eliminaremos en la escritura del
rotacional los sub́ındices B y µ y la expresión respecto de (B, µ).

Proposición 2.3.5 El rotacional es un operador autoadjunto que satisface las siguientes
identidades:

rot = 2T−1
µ ◦ πs ◦ F = T−1

µ ◦ F ◦ d̂1, div ◦ rot = 0 y rot ◦ ∇ = 0.

Además, ker rot = ker d̂1 = F−1(X a(Γ)).

Demostración. Como δ1 = 2 T−1
µ ◦ πs◦Tµ, entonces rot = 2 T−1

µ ◦ πs◦F y de esta identidad
y de la Proposición 2.1.11, se deduce que

rot∗ = 2T−1
µ ◦ F−1 ◦ F ◦ πs ◦ T−1

µ ◦ F ◦ Tµ = 2 T−1
µ ◦ πs ◦ F = rot.
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Por otra parte, div ◦ rot = −δ0 ◦ δ1 ◦ F ◦ T−1
µ = 0, mientras que

rot ◦ ∇ =
(
2T−1

µ ◦ πs ◦ F
)
◦ F−1 ◦ d̃0 = −4T−1

µ ◦ πs ◦ πa = 0.

Por otra parte, como T−1
µ ◦ F es un automorfismo, resulta que ker rot = ker d̂1 y como

d̂1(f) = 2F−1((F(f))s), resulta que f ∈ ker d̂1 sii F(f) ∈ X a(Γ).

Corolario 2.3.6 Una variedad Riemanniana discreta Γ es un bosque sii todo campo irrota-
cional es gradiente o de forma equivalente todo campo solenoidal es el rotacional de otro
campo.

Demostración. Aplicando el Corolario 2.3.3, Γ es un bosque sii H1(Γ) = {0} y esta
condición es equivalente a la identidad Img d̂0 = ker d̂1. Como ker d̂1 = ker rot, resulta que
un campo f es irrotacional sii f ∈ Img d̂0 = Img∇, es decir sii f es gradiente. Por otra
parte teniendo en cuenta que δ0 y δ1 son adjuntos de d̂0 y d̂1 respectivamente, aplicando la
Alternativa de Fredholm, la identidad Img d̂0 = ker d̂1 es a su vez equivalente a la identidad
Img δ1 = ker δ0. Como δ0 = −div, resulta que si div(f) = 0, existe g ∈ X (Γ) tal que tal que
δ1(g) = f. Tomando ahora h = µ · F−1(g), resulta que rot(h) = δ1(g) = f.

Obsérvese que el resultado anterior estaba ya contenido en la parte (iv) de la Proposición
2.2.11, pues rot(f) = 0 sii F(f) ∈ X a(Γ), o de forma equivalente, sii Mf ∈ X a(Γ) donde M es
el campo de matrices determinado por F.

Definición 2.3.7 Para cada n ∈ N, denominaremos Laplaciano de Hodge al operador ∆n

determinado por la identidad

∆n = δn ◦ d̂n + d̂n−1 ◦ δn−1.

Obsérvese que ∆0 es un endomorfismo sobre L(ν), mientras que para cada n ∈ N∗, ∆n es un
endomorfismo sobre HHHHHHHHHHHHHH(B, µ).

Proposición 2.3.8 Se satisface que ∆0 = −∆ y ∆1 = rot◦T2
µ ◦F−2 ◦ rot−∇◦div. Además,

para cada n ∈ N∗, ∆n es un operador autoadjunto semidefinido positivo y si f ∈ X (Γ),
entonces ∆n(f) = 0 sii δn−1(f) = d̂n(f) = 0. En particular, ∆1(f) = 0 sii div(f) = 0 y
rot(f) = 0.

Demostración. Si n = 0, como δ−1 = 0 y d̂−1 = 0, resulta que

∆0 = δ0 ◦ d̂0 = −div ◦ ∇ = −∆.
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Si n = 1, la expresión para ∆1 se deduce de las identidades

δ0 = −div, d̂0 = ∇, δ1 = rot ◦ F−1 ◦ Tµ y d̂1 = Tµ ◦ F−1 ◦ rot.

Si n ≥ 1, el que ∆n es autoadjunto es consecuencia de ser δn y d̂n adjunto uno de otro.
Por otra parte, si f ∈ X (Γ), entonces∫

V
B(∆n(f), f) dµ =

∫
V

B(δn ◦ d̂n(f), f) dµ+
∫
V

B(d̂n−1 ◦ δn−1(f), f) dµ

=
∫
V

B(d̂n(f), d̂n(f)) dµ+
∫
V

B(δn−1(f), δn−1(f)) dµ,

lo que implica simultáneamente que ∆n es semidefinido positivo y que además que ∆n(f) = 0

sii
∫
V

B(d̂n(f), d̂n(f)) dµ =
∫
V

B(δn−1(f), δn−1(f)) dµ = 0, es decir sii se satisface que d̂n(f) = 0

y δn−1(f) = 0. Por último, la particularización a n = 1 se obtiene observando que δ0 = −div
y que d̂1(f) = 0 sii rot(f) = 0.

La proposición anterior sigue siendo válida en el caso n = 0, concretamente la Proposición
2.2.13, muestra que ∆0 = −∆ es un operador autoadjunto y que si u ∈ C(V ), entonces
∆0(u) = 0 sii 0 = ∇(u) = d̂0(u).

Proposición 2.3.9 (Teorema de descomposición de Hodge). Para cada n ∈ N∗ se tiene la
descomposición ortogonal

X (Γ) = ker ∆n ⊕ Img d̂n−1 ⊕ Img δn.

Demostración. Supongamos en principio que n ≥ 2. Probaremos primero que la descom-
posición es ortogonal. Consideremos pues f, g, h ∈ X (Γ) y supongamos que f = d̂n−1(f ′),
g = δn(g′) con f ′, g′ ∈ X (Γ). Si h ∈ X (Γ) es tal que ∆n(h) = 0, entonces d̂n(h) = 0 y
δn−1(h) = 0, lo que implica que∫

V
B(h, f) dµ =

∫
V

B(h, d̂n−1(f ′)) dµ =
∫
V

B(δn−1(h), f ′) dµ = 0,

∫
V

B(h, g) dµ =
∫
V

B(h, δn(g′)) dµ =
∫
V

B(d̂n(h), g′) dµ = 0.

Como además
∫
V

B(f, g) dµ =
∫
V

B(d̂n−1(f ′), δn(g′)) dµ =
∫
V

B(d̂n(d̂n−1(f ′)), g′) dµ = 0, resul-

ta que los subespacios ker ∆n, Img d̂n−1 y Img δn son ortogonales entre śı. En particular,

Img d̂n−1 ⊕ Img δn ⊂
(
ker ∆n

)⊥
. Por otra parte, de la definición del operador ∆n se obtiene

que Img ∆n ⊂ Img d̂n−1 ⊕ Img δn y como ∆n es autoadjunto, resulta que

Img d̂n−1 ⊕ Img δn ⊂
(
ker ∆n

)⊥
= Img ∆n ⊂ Img d̂n−1 ⊕ Img δn,
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lo que implica que Img ∆n = Img d̂n−1 ⊕ Img δn y en definitiva que

X (Γ) = ker ∆n ⊕
(
ker ∆n

)⊥
= ker ∆n ⊕ Img d̂n−1 ⊕ Img δn.

La demostración para el caso n = 1 es análoga a la anterior, sustituyendo el campo f ′ ∈ X (Γ)

por la función u ∈ C(V ) e
∫
V

B(δn−1(h), f ′) dµ por
∫
V
δ0(h)u dν = −

∫
V

div(h)u dν.

Nuevamente el resultado de la proposición anterior sigue siendo válido para el caso n = 0,
sustituyendo X (Γ) por C(V ). Concretamente, aplicando la Alternativa de Fredholm, tenemos
que

C(V ) = ker∇⊕
(
ker∇

)⊥
= ker ∆⊕ Img div = ker ∆0 ⊕ Img δ0 = ker ∆0 ⊕ Img d̂−1 ⊕ Img δ0.

Por otra parte, el Teorema de descomposición de Hodge en el caso n = 1 representa, no
sólo una solución efectiva sino el contexto adecuado a la cuestión principal esbozada en
[36], relativa a la descomposición de un grafo o una red (puramente resistiva) en una parte
irrotacional, otra solenoidal y otra simultáneamente irrotacional y solenoidal. De hecho,
tenemos el siguiente resultado, que es mucho más concreto que el planteado en el trabajo
mencionado.

Corolario 2.3.10 Para cada f ∈ X (Γ) existen una función, u ∈ C(V ) y campos g, h ∈ X (Γ),
tales que f = ∇u+ rot(g) + h y donde div(h) = 0 y rot(h) = 0. Además, los campos h, ∇u y
rot(g) están uńıvocamente determinados.

Demostración. Aplicando la descomposición de Hodge a f, existen unos únicos campos
h, f1, g1 tales que f = h+ f1 +g1 y que además satisfacen que ∆1(h) = 0, f1 = ∇u y g1 = δ1(g′)
para ciertos u ∈ C(V ) y g′ ∈ X (Γ). Como ∆1(h) = 0 es equivalente a que div(h) = 0 y
rot(h) = 0 y además δ1 = rot ◦ T−1

µ ◦ F−1, para concluir basta tomar g = 1
µ
· F−1(g′).

Proposición 2.3.11 Para cada n ∈ N se verifica que ker d̂n = ker ∆n ⊕ Img d̂n−1 y por
tanto que Hn(Γ) ' ker ∆n. En particular,

H1(Γ) '
{

f ∈ X (Γ) : div(f) = 0 y rot(f) = 0
}

y para cada n ≥ 2, ∆n es un automorfismo sobre HHHHHHHHHHHHHH(B, µ). Además, ∆1 es un automorfismo
sii Γ es un bosque.

Demostración. Si suponemos demostrado que dado n ∈ N, ker d̂n = ker ∆n ⊕ Img d̂n−1,
entonces Hn(Γ) ' ker d̂n/Img d̂n−1 ' ker ∆n. Como para cada n ≥ 2, Hn = {0} esta iden-
tidad implica que ∆n es inyectivo y por tanto un automorfismo, mientras que la conclusión
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para n = 1 se deduce de que ∆1(f) = 0 sii div(f) = 0 y rot(f) = 0. Por otra parte, ∆1 es un
automorfismo sii H1(Γ) = {0}, es decir sii Γ es un bosque, en virtud del Corolario 2.3.3.

Si n = 0, la igualdad ker d̂0 = ker ∆0 ⊕ Img d̂−1 es consecuencia de ser ker∇ = ker ∆,
mientras que si n ≥ 1 la identidad ker d̂n = ker ∆n ⊕ Img d̂n−1 se deduce de las igualdades

ker d̂n ⊕ Img δn = ker d̂n ⊕
(
ker d̂n

)⊥
= X (Γ) = ker ∆n ⊕ Img d̂n−1 ⊕ Img δn

y de ser los subespacios de la derecha de la última igualdad ortogonales entre śı.

El que ∆n sea un automorfismo para n ≥ 2, permite contemplar el Teorema de descom-
posición de Hodge como una generalización de la descomposición de un campo en parte
simétrica y parte antisimétrica.

Corolario 2.3.12 Para cada f ∈ X (Γ) existen únicos campos f1, f2 ∈ X s(Γ) y g1, g2 ∈ X a(Γ)
tales que

f = µ · f1 + F(g1) = F(f2) + µ · g2.

Además, f = 0 sii (µ · f)s = F(f)a = 0 o, de forma equivalente, sii (µ · f)a = F(f)s = 0.

Demostración. Sea k ≥ 1 y consideremos n = 2k y m = 2k + 1. Entonces, se satisfacen
las identidades ker ∆n = ker ∆m = {0}, Img d̂n−1 = F−1(X s(Γ)), Img d̂m−1 = F−1(X a(Γ)),
Img δn = 1

µ
X a(Γ) y Img δm = 1

µ
X s(Γ). Si consideramos el campo 1

µ
·F−1(f), la aplicación del

Teorema de descomposición de Hodge establece la existencia de únicos campos f1, f1 ∈ X s(Γ)
y g1, g2 ∈ X a(Γ) tales que

1

µ
· F−1(f) = F−1(f1) +

1

µ
g1 = F−1(g2) +

1

µ
f2.

Por otra parte, como f = 0 sii ∆n(f) = 0, o equivalentemente sii ∆m(f) = 0, del resultado
de la Proposición 2.3.8 obtenemos que f = 0 sii d̂n−1(f) = δn(f) = 0 o equivalentemente, sii
d̂m−1(f) = δm(f) = 0. Como

d̂n−1(f) = F−1(F(f)s), δn(f) =
1

µ
· (µ · f)a, d̂m−1(f) = F−1(F(f)a) y δm(f) =

1

µ
· (µ · f)s,

obtenemos que f = 0 sii F(f)s = (µ · f)a o, de forma equivalente, sii F(f)a = (µ · f)s = 0.

El resultado del corolario anterior podŕıa haberse expresado de forma equivalente medi-
ante las identidades

X (Γ) = µX s(Γ)⊕ F(X a(Γ)) = F(X s(Γ))⊕ µX a(Γ),

donde las descomposiciones no son, en general, ortogonales. Obsérvese que sin embargo,
las anteriores descomposiciones son ortogonales respecto al producto interno inducido por la
estructura Riemmanniana (B−1, µ−1).
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Finalizaremos esta sección particularizando los resultados anteriores al caso en el que B
es una métrica ortogonal y compatible y µ = λ, es decir a redes puramente resistivas. Esta
situación incluye el caso en el que la estructura métrica es la canónica y puede considerarse
como una extensión de los resultados relativos a la descomposición ortogonal de un multigrafo
y a su cohomoloǵıa que aparecen en [10]. En dicho trabajo se presenta el siguiente complejo

{0} 0−→ C(V )
d̂−→ C(E)

0−→ {0},

donde d̂ representa el operador derivada relativo a una orientación sobre Γ. En nuestro
lenguaje, el anterior complejo resultaŕıa de sustituir el complejo de De Rham por

{0} d−1−→ C(V )
d0−→ Λa(Γ)

d1−→ {0},

teniendo en cuenta que como Λa(Γ) = ker d1, la restricción de d1 a Λa(Γ) es la aplicación
nula y que además este espacio puede identificarse con C(E).

La propiedad fundamental que aparece cuando B es una métrica ortogonal y compatible,
es que en este caso πs y πa conmutan con F (parte (iii) de la Proposición 1.3.15) y por tanto
para cada n ∈ N∗ se satisface que d̂n = d̃n. Además, como µ = λ, para cada n ∈ N∗, d̃n es
autoadjunto y por tanto δn = d̃n. En particular, esto implica que rot = 2 πs ◦ F = 2 F ◦ πs,
ker rot = X a(Γ), rot2 = 2 F ◦ rot y además que

∆1 = δ1 ◦ d̂1 + d̂0 ◦ δ0 = F−2 ◦ rot2 −∇ ◦ div.

Por otra parte, para cada n ≥ 2,

∆n = δ2
n + δ2

n−1 = 2
(
δn + δn−1

)
= 4 (πs + πa) = 4 Id

y el Teorema de descomposición de Hodge se reduce en este caso a la descomposición de un
campo en parte simétrica y antisimétrica.

En particular, si B es la métrica canónica, entonces para cada k ≥ 0, d̃2k = δ2k = −2πa,
d̃2k+1 = δ2k+1 = 2 πs y además rot = 2 πs. Además, se obtiene la siguiente identidad análoga
a la correspondiente al caso continuo

rot2 = ∆1 +∇ ◦ div,

que tiene la particularidad de que en el caso discreto rot2 = 2 rot.



Caṕıtulo 3

Integración sobre variedades
Riemannianas discretas

Una vez definidas las variedades Riemannianas discretas y desarrollado un cálculo en di-
ferencias sobre ellas, para cubrir los objetivos generales de esta memoria, será necesario
abordar un cálculo integral sobre dichos objetos. Como el fin último es el planteamiento y
resolución de problemas de contorno discretos, pondremos especial énfasis en la construcción
de los análogos discretos de las Identidades de Green. De todas formas, una reproducción
fidedigna de las herramientas de la Geometŕıa Diferencial en el contexto de las variedades
discretas, requiere detenerse en la cuestión de la integración sobre curvas y recuperar aśı
el concepto de circulación de un campo sobre una curva, lo que conduce además a una
interpretación discreta del Teorema de Stokes-Ampère o del Rotacional.

El primer paso corresponde a la noción de curva en una variedad discreta. Una curva
consta de dos componentes: un camino, es decir una sucesión finita de vértices adyacentes,
y un campo, el campo tangente a la curva, soportado por el camino y con divergencia nula
excepto, quizá, en los extremos del mismo. Cuando la curva es cerrada, su campo tangente
es, en el contexto de redes eléctricas, un ciclo. La verificación de la Ley de ciclos de Kirchhoff
en tales redes, nos ha inspirado la noción de circulación de un campo sobre una curva. Una
vez establecido este concepto, se deduce de forma inmediata el Teorema del Rotacional y
también la caracterización de los campos conservativos. En particular, se demuestra que
la única posibilidad de verificación de un análogo del Teorema de Poincaré sólo es posible
si la variedad discreta es un bosque, lo que concuerda con el hecho de que éstas son las
únicas variedades discretas cuya homoloǵıa es trivial. Debe observarse además, que desde
el punto de vista geométrico, los bosques son los únicos dominios con forma de estrella.
Estos resultados contrastan con los obtenidos, por ejemplo en [38, 55], donde todo campo
conservativo es gradiente, debido a que la red se considera como el esqueleto unidimensional
de un complejo simplicial de dimensión superior.

La búsqueda de un Teorema de la Divergencia, hace aparecer de forma natural el concepto
de campo normal a un subconjunto de vértices de una variedad discreta. La particulariza-
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ción del Teorema de la Divergencia al caso del operador de Laplace, conduce al concepto
de campo conormal al conjunto, relativo a la estructura Riemanniana. La consideración
de estos campos será básica para la obtención de las Identidades de Green. La falta de
referentes generales en este contexto nos ha conducido a modular la presentación de tales
identidades desarrollándolas primero para métricas ortogonales, conteniendo aśı los resulta-
dos establecidos hasta la fecha y discriminando los diferentes tipos de identidades en términos
de las distintas elecciones de la frontera del dominio de integración. La demostración del
caso general requiere la positividad del coeficiente de la estructura métrica y se basa en la
construcción de una nueva variedad Riemanniana discreta para la cual su correspondiente
operador de Laplace contiene al operador de Laplace y al operador derivada conormal de la
variedad discreta original. Esta construcción tiene similitudes con la técnica de resolución
de las ecuaciones en diferencias asociadas a problemas de contorno, donde las condiciones
que involucran derivadas se incorporan al sistema en diferencias.

3.1 Integración sobre curvas

En esta sección desarrollaremos los resultados básicos de integración sobre curvas en varieda-
des Riemannianas discretas. Nuestro objetivo es definir y obtener propiedades de conceptos
tales como curvas, longitud de curvas, geodésicas e integración de campos vectoriales a lo
largo de curvas.

El resultado más relevante de la sección consiste en obtener el análogo discreto de la ca-
racterización, en el modelo continuo, de los campos conservativos como campos gradientes.
Para ello, será preciso establecer las versiones discretas de los conceptos de curva diferencia-
ble y de circulación de un campo a lo largo de una curva. La diferencia fundamental entre
ambos modelos estriba en que mientras que en el caso continuo todo campo conservativo es
irrotacional, esto no ocurre en el discreto, de manera que quedarán caracterizados como cam-
pos gradientes aquellos campos irrotacionales que sean conservativos. Esta caracterización
se simpifica en el caso de métricas ortogonales y compatibles, que es el único considerado
en la literatura, donde además sólo intervienen campos antisimétricos. En este contexto, los
campos conservativos coinciden con los campos gradientes, pues hemos de tener en cuen-
ta que si una métrica es ortogonal y compatible todo campo antisimétrico es irrotacional.
Por otra parte, en el ámbito de las redes eléctricas puramente resistivas, la noción de circu-
lación permitiŕıa una descripción sencilla de las leyes de Kirchhoff, al estilo de la formulación
presentada en [42].

A lo largo de la sección consideraremos fijados (Γ,B, µ), una variedad Riemanniana dis-
creta, ν una medida densa y los espacios con producto interno inducidos, L(ν) y HHHHHHHHHHHHHH(B, µ).
Asimismo, consideraremos F el campo de aplicaciones lineales determinado por la métrica
B, M y A los campos de matrices asociados a F y a F−1 respectivamente y a ∈ C(Γ × Γ) la
función componente de A. Supondremos también que Γ tiene m componentes conexas, que
denotaremos por V1, . . . , Vm, respectivamente.
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A menos que se especifique otra cosa, todos los operadores en diferencias que considera-
remos en esta sección serán los inducidos por ν y la estructura Riemanniana (B, µ), por lo
que como es habitual, evitaremos en su expresión los sub́ındices relativos a estos datos.

Consideraremos también fijada la aplicación E :V × V −→ C(V ) determinada por la
asignación

E(x, y) =
1

ν

 εx − εy, si x, y ∈ Vj para algún j = 1, · · · ,m;

0, en otro caso.

Es claro que para cada x, y, z ∈ V se satisface que

E(x, x) = 0, E(y, x) = −E(x, y), E(x, y) + E(y, z) = E(x, z)

y además si x, y ∈ Vj, para cada f ∈ C(V ),∫
Vj
E(x, y)(z) f(z) dν(z) = f(x)− f(y). (3.1)

Definición 3.1.1 Si n ∈ N∗, denominaremos curva en Γ parametrizada en I(n) o simple-
mente curva a toda aplicación γ: I(n) −→ V × T (Γ) tal que sus funciones componentes c y
.
c, satisfacen las siguientes propiedades:

i) c es un camino.

ii)
.
c(n) = 0 ∈ Tc(n)(Γ) y para cada j = 0, . . . , n− 1,

.
c(j) ∈ Tc(j)(Γ) ∩ Tc(j+1)(Γ).

iii) Existe r(γ) ≥ 0 tal que para todo j ∈ I(n− 1), µ(c(j)) 〈 .c(j), t(c(j))〉 = 2 r(γ).

El camino c, el vector
.
c(j) y el campo

.
γ =

n∑
j=0

.
c(j), donde cada vector se identifica con un

campo según la asignación (1.4), serán denominados soporte de γ, vector tangente a γ en j
y campo tangente de γ, respectivamente.

Denominaremos inicio y final de γ a los vértices c(0) y c(n) respectivamente y vértices
interiores de γ a los vértices interiores de su camino soporte. Diremos que γ es una curva
cerrada si su inicio y su final coinciden y simple si su soporte es un camino internamente
disjunto.

Si x, y ∈ V , denotaremos por Cxy al conjunto de curvas con inicio en x y final en y y para
cada r ≥ 0 por Crxy al conjunto de curvas con inicio en x y final en y tales que r(γ) = r.

Obsérvese que si γ ∈ Cxy y c es su camino soporte, entonces sop(
.
γ) ⊂ trc ⊂ Vj para algún

j = 0, · · · ,m. Además, si h denota la función caracteŕıstica de sop(
.
γ), entonces la propiedad

(iii) es equivalente a la identidad µ 〈 .γ, t〉 = 2 r(γ)h.
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Con objeto de clarificar el significado de la condición (iii) en la definición de curva,
supongamos ahora que una función γ: I(n) −→ V × T (Γ) de componentes c y

.
c, satisface

las condiciones (i) y (ii) de tal definición. Entonces, fijado j ∈ I(n − 1) resulta que el
vector tangente a γ en j está dado por

.
c(j) =

∑
e∈Ec(j)c(j+1)

α(e) e, lo que implica que la función

componente del campo
.
c(j) está dada por

fj(x, e) =

{
α(e) si x = c(j) y e ∈ Ec(j)c(j+1);
0, en otro caso,

de donde se obtiene que

2(µfj)
a(x, e) = µ(c(j))


α(e), si x = c(j) y e ∈ Ec(j)c(j+1);

−α(e), si x = c(j + 1) y e ∈ Ec(j)c(j+1);

0, en otro caso.

Si para cada j ∈ I(n− 1) consideramos el escalar r(j) = µ(c(j))
2

∑
e∈Ec(j)c(j+1)

α(e), la identidad

anterior asegura que para cada x ∈ V se satisface que

div(
.
c(j))(x) =

1

ν(x)

∑
e∈Ex

(µ · .c(j))a(x, e) =
r(j)

ν(x)

(
εc(j)(x)− εc(j+1)(x)

)
,

es decir que div(
.
c(j)) = r(j) E(c(j), c(j + 1)). Aśı pues, la condición (iii) de la definición de

curva establece que div(
.
c(j)) = r(γ) E(c(j), c(j + 1)) para cada j ∈ I(n − 1). Esto implica

que si γ ∈ Cxy entonces div(
.
γ) = r(γ) E(x, y) y que en particular, si γ es una curva cerrada

entonces
.
γ es un campo solenoidal, es decir,

.
γ ∈ HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ).

En la terminoloǵıa de las redes puramente resistivas, la función E(x, y) se denomina dipolo
de polos x e y (ver [56]), mientras que un campo f tal que div(f) = r E(x, y) con r ≥ 0, se
denomina flujo de intensidad r de x a y (en la denominación estándar, se requiere además
que f ∈ X a(Γ)). Más generalmente, dados F1, F2 ⊂ V , f ∈ X (Γ) es un flujo de intensidad
r(f) de F1 a F2 si div(f) ≥ 0 sobre F1, div(f) ≤ 0 sobre F2, div(f) = 0 sobre V − (F1 ∪ F2)
y r(f) =

∑
z∈F1

div(f)(z) (ver [42]). Con esta nomenclatura, si γ ∈ Cxy, entonces
.
γ es un

flujo de intensidad r(γ) de x a y que “localmente” es también un flujo de intensidad r(γ),
en el sentido de que si γ está parametrizada en I(n) y c es su camino soporte, para cada
j ∈ I(n− 1), el vector tangente a γ en j es un flujo de intensidad r(γ) de c(j) a c(j + 1).

Por otra parte, la noción de flujo de F1 a F2, y en particular la de flujo de x a y, lleva
asociada impĺıcitamente una cierta direccionalidad en el sentido de que f ∈ X (Γ) es un flujo
de intensidad r de F1 a F2 si y sólo si −f es un flujo de intensidad r de F2 a F1. En particular,
para cada r ≥ 0 si γ1 ∈ Crxy y γ2 ∈ Cryx, entonces div(

.
γ1) = r E(x, y) = −r E(y, x) = div(− .

γ2),
por lo que cabe preguntarse por la existencia de alguna relación entre las curvas en Cxy y las
curvas en Cyx.

Para ello, supongamos que la aplicación γ: I(n) −→ V × T (Γ) de componentes c y
.
c, es

una curva en Γ. Consideremos ahora la aplicación γ− : I(n) −→ V × T (Γ) de componentes
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−c y
.
c−, donde −c es el camino opuesto a c,

.
c−(n) = 0 ∈ Tc(0) = T−c(n)(Γ) y para j ∈ I(n−1),

.
c−(j) = µ(c(n−j−1))

µ(c(n−j))
.
c(n − j − 1) ∈ Tc(n−j)(Γ) ∩ Tc(n−j−1)(Γ) = T−c(j)(Γ) ∩ T−c(j+1)(Γ). Como

además para cada j ∈ I(n− 1) se satisfacen las identidades

µ(−c(j)) 〈 .c−(j), t(−c(j))〉 = µ(c(n− j)) µ(c(n− j − 1))

µ(c(n− j))
〈 .c(n− j − 1), t(c(n− j))〉

= µ(c(n− j − 1)) 〈 .c(n− j − 1), t(c(n− j − 1))〉 = 2 r(γ),

resulta que γ− es una curva con inicio en c(n) y final en c(0).

Lema 3.1.2 Para cada x, y ∈ V y cada r ≥ 0 se satisface que Cryx =
{
γ− : γ ∈ Crxy

}
.

Además, si γ es una curva en Γ, entonces (µ
.
γ)a = −(µ

.
γ−)a.

Demostración. La definición de γ− dada anteriormente implica que
{
γ− : γ ∈ Crxy

}
⊂ Cryx

y la igualdad de ambos conjuntos se concluye de la identidad γ−− = γ.

Por otra parte, para cada j ∈ I(n− 1) se satisface que

µ(−c(j)) .
c−(j) = µ(c(n− j − 1)

.
c(n− j − 1),

lo que implica que
(
µ
.
c−(j)

)a
= −

(
µ
.
c(n− j − 1)

)a
y en definitiva que

(µ
.
γ−)a =

n−1∑
j=0

(
µ
.
c−(j)

)a
= −

n−1∑
j=0

(
µ
.
c(n− j − 1)

)a
= −

n−1∑
j=0

(
µ
.
c(j)

)a
= −(µ

.
γ)a.

A continuación construiremos curvas elementales entre vértices adyacentes, lo que con
posterioridad nos permitirá asegurar la existencia de curvas entre cualesquiera vértices de la
misma componente conexa de Γ.

Lema 3.1.3 Sean x, y ∈ V vértices adyacentes, e ∈ Exy y c el camino de longitud 1 con

extremos x e y. Entonces, si consideramos
.
c(0) =

2

µ(x)
e, el par γxe = (c,

.
c) es una curva

simple perteneciente a C1
xy. Además, se satisface que γxe− = γye y que C1

xy puede identificarse

con el conjunto

{ ∑
e∈Exy

α(e) e : µ(x)
∑

e∈Exy
α(e) = 2

}
. En particular, si Γ es una variedad

simple entonces, C1
xy = {γxe}.

Demostración. Desde luego, se satisfacen las propiedades (i) y (ii) de la Definición 3.1.1
donde, como n = 1, I(n− 1) = {0}. Si consideramos j = 0, resulta que

µ(c(0)) 〈 .c(0), t(c(0))〉 = µ(x)
2

µ(x)
〈e, t(x)〉 = 2,
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lo que implica que r(γxe) = 1. Además, la construcción de γxe− asegura que

.
c−(0) =

µ(c(0))

µ(c(1))

.
c(0) =

µ(x)

µ(y)

2

µ(x)
e =

2

µ(y)
e,

de donde se concluye que γxe− = γye.

Si γ ∈ C1
xy, necesariamente su camino soporte es c y además

.
γ(y) = 0, lo que implica que

cada elemento de C1
xy quedan identificado con el vector

.
γ(x) ∈ Tx(Γ) ∩ Ty(Γ).

Si
.
γ(x) =

∑
e∈Exy

α(e) e = v, como 2 = µ(x) 〈 .γ(x), t(x)〉 = µ(x)
∑

e∈Exy
α(e), resulta que v

pertenece al conjunto descrito en el enunciado. Rećıprocamente, si v es un tal elemento de
Tx(Γ) y consideramos la aplicación γ de componentes (c,

.
c) donde

.
c(0) = 2

µ(x)
v y

.
c(1) = 0,

entonces el razonamiento efectuado para γxe demuestra que γ ∈ C1
xy. Por último, cuando Γ

es simple, Exy = {e}, por lo que C1
xy está identificado con

{
2

µ(x)
e
}

, es decir, C1
xy = {γxe}.

Ahora, introduciremos las operaciones básicas entre curvas, que junto con la construcción
anterior serán las herramientas para determinar curvas entre vértices arbitrarios de la misma
componente conexa de V .

Definición 3.1.4 Sean α ∈ IR y γ1: I(n1) −→ V × T (Γ), γ2: I(n2) −→ V × T (Γ) curvas en
Γ cuyas componentes son c1 y

.
c1 y c2 y

.
c2, respectivamente.

Denominaremos producto de α por γ1 a la aplicación αγ1: I(n1) −→ V × T (Γ) determi-
nada por (αγ1)(j) = (c1(j), α

.
c1(j)), para cada j ∈ I(n1) cuando α ≥ 0 y por αγ1 = |α|γ1−

cuando α < 0.

Si c1 = c2, lo que implica que n1 = n2, denominaremos suma de γ1 y γ2 a la aplicación
γ1 +γ2: I(n1) −→ V × T (Γ) dada por (γ1 +γ2)(j) = (c1(j),

.
c1(j)+

.
c2(j)) para cada j ∈ I(n1).

Si c1(n) = c2(0), la aplicación γ1 ∗ γ2: I(n1 + n2) −→ V × T (Γ) dada por

(γ1 ∗ γ2)(j) =


(c1(j),

.
c1(j)), si 0 ≤ j < n1,

(c2(0),
.
c2(0)), si j = n1,

(c2(j),
.
c2(j)), si n1 < j ≤ n1 + n2,

será denominada producto de γ1 y γ2.

Observar γ1 +γ2 = γ2 +γ1 y que la primera componente de γ1 ∗γ2 es precisamente el camino
producto c1 ∗ c2. Además, −γ = γ− y por tanto si α < 0, el camino soporte de αγ es el
opuesto del camino soporte de γ.

Por otra parte, es claro que si γ3 es otra curva entonces (γ1 + γ2) + γ3 = γ1 + (γ2 + γ3)
y (γ1 ∗ γ2) ∗ γ3 = γ1 ∗ (γ2 ∗ γ3), entendiendo que, en cada caso, el término derecho de la
identidad tiene sentido sii el izquierdo tiene sentido y entonces se satisface la igualdad. De
esta forma podemos definir, cuando sea posible, γ1 + · · ·+ γn y γ1 ∗ · · · ∗ γn.
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Proposición 3.1.5 Consideremos Vj, j = 1, · · · ,m, una componente conexa de Γ. En-
tonces, se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si γ1, γ2 son curvas con el mismo camino soporte, entonces γ1 + γ2 es una curva y
además r(γ1 + γ2) = r(γ1) + r(γ2).

ii) Si x, y ∈ Vj y r > 0, entonces Crxy = rC1
xy y por tanto rCxy = Cxy. Además, para cada

α ≥ 0, r(αγ) = αr(γ).

iii) Si x, y, z ∈ Vj y consideramos γ1 ∈ Cxy, γ2 ∈ Cyz, entonces γ1 ∗ γ2 es una curva sii
r(γ1) = r(γ2). En este caso, γ1 ∗ γ2 ∈ Cxz y además r(γ1 ∗ γ2) = r(γ1).

Demostración. (i) Sean γ1 y γ2 curvas cuyo camino soporte es c y cuyas segundas compo-
nentes son

.
c1 y

.
c2. Es claro que la primera componente de γ1 + γ2 es precisamente c y que

además la segunda satisface la propiedad (ii) de la Definición 3.1.1. Por otra parte, si I(n)
es el intervalo de parametrización de ambas curvas, entonces para cada j ∈ I(n− 1) se tiene
que

µ(c(j)) 〈 .c1(j) +
.
c2(j), t(c(j))〉 = µ(c(j)) 〈 .c1(j), t(c(j))〉+ µ(c(j)) 〈 .c2(j), t(c(j))〉

= 2 r(γ1) + 2 r(γ2),

lo que implica simultáneamente que γ1 + γ2 es una curva y que r(γ1 + γ2) = r(γ1) + r(γ2).

(ii) Un argumento análogo al anterior, muestra que rC1
xy ⊂ Crxy, para cada r ≥ 0. Además,

si r > 0, el mismo razonamiento concluye que que 1
r
Crxy ⊂ C1

xy y por tanto que Crxy ⊂ rC1
xy.

Que r(αγ) = α r(γ) para cada α ≥ 0, se deduce también con los mismos argumentos de (i).

(iii) Sea γ = γ1 ∗γ2 y supongamos que I(n1) e I(n2) son los intervalos de definición de γ1

y γ2, respectivamente. Desde luego, la primera componente de γ es una curva de extremos
x y z, concretamente c1 ∗ c2. Si denotamos por

.
c a su segunda componente, entonces se

satisfacen las propiedades (i) y (ii) de la Definición 3.1.1 y además,

µ(c(j)) 〈 .c(j), t(c(j))〉 = µ(c1(j)) 〈 .c1(j), t(c1(j))〉 = 2 r(γ1), 0 ≤ j ≤ n1 − 1,

µ(c(j)) 〈 .c(j), t(c(j))〉 = µ(c2(n1 − j)) 〈
.
c2(n1 − j), t(c2(n1 − j))〉 = 2 r(γ2), n1 ≤ j ≤ n2 − 1,

de manera que se satisface la propiedadad (iii) sii r(γ1) = r(γ2).

Observar que si γ1, γ2 son curvas y r ∈ IR, entonces el campo tangente a la curva rγ1 es
r
.
γ1, mientras que el campo tangente a las curvas γ1 + γ2 y γ1 ∗ γ2, cuando las operaciones

tengan sentido, es
.
γ1 +

.
γ2.

Proposición 3.1.6 Se satisfacen las siguientes propiedades:
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i) Si x, y son vértices distintos pertenecientes a la misma componente conexa de Γ, en-
tonces para cada r ≥ 0, Crxy 6= ∅. Además, dada γ ∈ Crxy, si c es su camino soporte e
I(n) es su intervalo de parametrización, entonces para cada z ∈ {c(j) : 1 ≤ j ≤ n− 1}
existen γ1 ∈ Crxz y γ2 ∈ Crzy tales que γ1 ∗ γ2 = γ. En particular, toda curva es producto
de curvas simples.

ii) Para cada x ∈ V , Tx(Γ) está generado por el conjunto { .γxe(x) : e ∈ Ex}. Más general-
mente, X (Γ) está generado por el conjunto { .γxe : x ∈ V, e ∈ Ex}.

Demostración. (i) Si r = 0, la curva γ = (c, 0), donde c es cualquier camino que une x e
y, es un elemento de Crxy. Si r > 0, para concluir que Crxy 6= ∅ basta demostrar que C1

xy 6= ∅,
en virtud de la parte (ii) de la Proposición 3.1.5. Para ello consideremos c: I(n) −→ V un
camino de extremos x e y y para cada j ∈ I(n − 1), ej ∈ Ec(j)c(j+1) y la curva γj = γc(j)ej
definida en la proposición anterior. La parte (iii) de la Proposición 3.1.5 muestra ahora que
γ1 ∗ · · · ∗ γn−1 ∈ C1

xy.

Supongamos ahora que γ ∈ Crxy, y consideremos z ∈ {c(j) : 1 ≤ j ≤ n− 1} y el conjunto

I(z) = {j ∈ I(n) : j > 0 y c(j) = z}.

Como I(z) 6= ∅, podemos considerar i ∈ I(n), el primer elemento de I(z). Definimos en-
tonces las aplicaciones γ1: I(i) −→ V × T (Γ) y γ2: I(n− i) −→ V × T (Γ) cuyas componentes
(c1,

.
c1) y (c2,

.
c2) están dadas respectivamente por c1(j) = c(j),

.
c1(j) =

.
c(j) si j ∈ I(i − 1),

c1(i) = c(i),
.
c1(i) = 0 y por c2(j) = c(j + i),

.
c2(j) =

.
c(j + i), j ∈ I(n − i). Es claro que

γ1 y γ2 satisfacen las condiciones de la Definición 3.1.1 y por tanto γ1 ∈ Cxz y γ2 ∈ Czy.
Además, necesariamente r(γ1) = r(γ) = r(γ2) y por tanto tiene sentido el producto γ1 ∗ γ2

que coincide con γ, pues c1 ∗ c2 = c y además (c2(0),
.
c2(0)) = (c(i),

.
c(i)).

Para finalizar, supongamos que c = c1 ∗ c2, donde c1 es un camino internamente disjunto
con dominio de definición I(i). Entonces, si z = c(i), resulta que i es el primer elemento
de I(z) y basta construir γ1 ∈ Cxz y γ2 ∈ Czy según el criterio anterior. Además, como el
camino soporte de γ1 es precisamente c1, resulta que γ1 es una curva simple. El resultado
general se deduce entonces por descomposición de c en producto de caminos internamente
disjuntos.

(ii) Si v ∈ Tx(Γ), entonces v =
∑
e∈Ex

v(e)e =
µ(x)

2

∑
e∈Ex

v(e)
.
γxe(x). Por otra parte, si

f ∈ X (Γ) y consideramos f ∈ C(Γ) su función componente, resulta que

f =
1

2

∑
x∈V

µ(x)
∑
e∈Ex

f(x, e)
.
γxe.

Corolario 3.1.7 Si para cada j = 1, . . . ,m fijamos zj ∈ Vj, entonces el conjunto de fun-

ciones
{
{E(x, z1)}x∈V1

x6=z1
, . . . , {E(x, zm)} x∈Vn

x6=zm

}
es una base del espacio vectorial Img div.
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Demostración. Como para cada x ∈ Vj, C1
xzj
6= ∅, si tomamos γ ∈ C1

xzj
, obtenemos que

div(
.
γ) = E(x, zj). Por tanto, el conjunto de funciones dado en el enunciado pertenece al

espacio Img div y además es fácil comprobar que es un sistema libre. Como por otra parte,
consta de |V | −m elementos y este valor coincide con la dimensión de Img div (parte (i) de
la Proposición 2.2.10), resulta que el sistema en cuestión es base de Img div.

Supongamos que h ∈ C(V ) satisface que
∫
Vj
h dν = 0 para cada j = 1, . . . ,m. Por la

parte (i) de la Proposición 2.2.10, esta condición es equivalente a que exista f ∈ X (Γ) tal que
h = div(f). Desde luego, tal campo no es único, pues si f ∈ X (Γ) satisface que div(f) = h,
cualquier campo g en el conjunto f + HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ) satisface también que div(g) = h (recordemos
que dim HHHHHHHHHHHHHH0(B, µ) ≥ |E|). Los resultados anteriores permiten encontrar campos que satisfacen
tal propiedad:

Como h ∈ Img div, el corolario anterior implica que h =
m∑
j=1

∑
x∈Vj
x6=zj

αx E(x, zj), con αx ∈ IR.

Además, si x ∈ Vj−{zj} valorando los dos términos de la identidad anterior en x, resulta que
αx = ν(x)h(x). Por tanto, si para cada j = 1, . . . ,m y cada x ∈ Vj consideramos γx ∈ C1

xzj
,

resulta que el campo f =
m∑
j=1

∑
x∈Vj
x6=zj

ν(x)h(x)
.
γx satisface que div(f) = h. Desde luego, para

cada x ∈ V , la curva γx puede escogerse en C1
xzj

de forma arbitraria.

Definición 3.1.8 Si f ∈ X (Γ) y γ es una curva, denominaremos circulación de f sobre γ al
número real ∫

γ
f =

1

2

∫
V
〈(Mf)a,

.
γ〉 dµ.

Diremos que f es un campo conservativo si la circulación de f sobre cualquier curva cerrada
es nula.

Si γ es una curva en Γ y consideramos los campos tγ = (µ
.
γ)a y nγ = −1

4
(µ

.
γ)s, es sencillo

establecer el siguiente análogo discreto del Teorema del Rotacional.

Proposición 3.1.9 Si f ∈ X (Γ) y γ es una curva, entonces
∫
γ

f =
1

2

∫
V

B(f, tγ) dλ. Además,

si los soportes de f y de
.
γ son disjuntos también se satisface que∫

sop(f)
〈rot f, nγ〉 dµ =

∫
γ

f.

Demostración. Como, respecto de la estructura métrica canónica, los subespacios X a(Γ)
y X s(Γ) son ortogonales, se satisfacen las identidades∫

γ
f =

1

2

∫
V
〈(Mf)a,

.
γ〉 dµ =

1

2

∫
V
〈(Mf)a, (µ

.
γ)a〉 dλ =

1

2

∫
V
〈Mf, tγ〉 dλ =

1

2

∫
V

B(f, tγ) dλ.
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Por otra parte, si sop(f) ∩ sop(
.
γ) = ∅, entonces

∫
V

B(f,
.
γ) dµ =

∫
sop(f)

B(f,
.
γ) dµ = 0 y por

tanto,

0 =
1

2

∫
V

B(f,
.
γ) dµ =

1

2

∫
V
〈(Mf)a,

.
γ〉 dµ+

1

2

∫
V
〈(Mf)s,

.
γ〉 dµ

=
∫
γ

f +
1

2

∫
V
〈(Mf)s,

.
γ〉 dµ =

∫
γ

f − 2
∫
V
〈(Mf)s, nγ〉 dλ

=
∫
γ

f −
∫
V
〈rot f, nγ〉 dµ.

El siguiente resultado establece las propiedades básicas de la circulación.

Proposición 3.1.10 Si f ∈ X (Γ) y γ es una curva, entonces se satisface que
∫
γ−

f = −
∫
γ

f,

que
∫
αγ

f = α
∫
γ

f para cada α ∈ IR y que
∫
γ

f =
1

2

∫
V

B(f,
.
γ) dµ cuando rot f = 0. Además, si

g ∈ X (Γ) entonces
∫
γ
(f + g) =

∫
γ

f +
∫
γ

g y si γ1 es otra curva entonces
∫
γ+γ1

f =
∫
γ

f +
∫
γ1

f

y
∫
γ∗γ1

f =
∫
γ

f +
∫
γ1

f cuando las curvas γ + γ1 y γ ∗ γ1 tengan sentido.

Demostración. Como (µγ)a = −(µγ−)a, en virtud del Lema 3.1.2, de la ortogonalidad
entre los campos simétricos y antisimétricos, respecto de la métrica canónica, obtenemos
que ∫

γ
f =

1

2

∫
V
〈(Mf)a, µ

.
γ〉 dλ =

1

2

∫
V
〈(Mf)a, (µ

.
γ)a〉 dλ

= −1

2

∫
V
〈(Mf)a, (µ

.
γ−)a〉 dλ = −1

2

∫
V
〈(Mf)a,

.
γ−〉 dµ = −

∫
γ−

f.

Por otra parte, como rot f = 0 sii Mf ∈ X a(Γ), resulta que

∫
γ

f =
1

2

∫
V
〈(Mf)a,

.
γ〉 dµ =

1

2

∫
V
〈Mf,

.
γ〉 dµ =

1

2

∫
V

B(f,
.
γ) dµ.

Por último, teniendo en cuenta que, cuando las curvas γ+γ1 y γ ∗γ1 tienen sentido su campo
tangente es

.
γ+

.
γ1 y que si α < 0, el campo tangente de αγ es −α .

γ− ; el resto de propiedades
se deducen directamente de la linealidad de las operaciones involucradas en la definición de
circulación.

Proposición 3.1.11 Un campo f es conservativo sii (Mf)a ∈ Img d̃. En particular, los
únicos campos simultáneamente irrotacionales y conservativos son los campos gradiente.
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Demostración. Consideremos u ∈ C(V ) y f = d̃u. Entonces, si γ ∈ Cxy en virtud de la
expresión (3.1) tenemos que

1

2

∫
V
〈d̃u, .γ〉 dµ = −

∫
V
u div(

.
γ) dν = −r(γ)

∫
V
u E(x, y) dν = r(γ)

(
u(y)− u(x)

)
.

Por tanto, si f ∈ X (Γ) es tal que (Mf)a ∈ Img d̃, entonces
∫
γ

f = r(γ)
(
u(y) − u(x)

)
y en

particular, f es conservativo.

Rećıprocamente, supongamos que f es un campo conservativo y fijemos zj ∈ Vj, para

cada j = 1, · · · ,m. Entonces, para cada x ∈ Vj y para cada γ ∈ C1
zjx

, el valor
∫
γ

f no depende

más que de x y zj, puesto que si γ1, γ2 ∈ C1
zjx

, entonces γ1 ∗ (−γ2) ∈ C1
zjzj

y por tanto

0 =
∫
γ1∗(−γ2)

f =
∫
γ1

f −
∫
γ2

f.

Podemos pues considerar la función uj ∈ C(Vj) dada por

uj(x) =
∫
γ

f, para cada x ∈ Vj,

donde γ es cualquier elemento de C1
zjx

. La demostración concluirá si probamos que la función

u =
m∑
j=1

uj satisface que d̃u = (Mf)a, o de forma equivalente, que para cada g ∈ X (Γ),∫
V
〈d̃u, g〉 dµ =

∫
V
〈(Mf)a, g〉 dµ. Para ello, en virtud de la segunda parte del Corolario 3.1.6,

será suficiente demostrar la anterior identidad para los campos vectoriales de la forma
.
γ,

donde γ es una curva con r(γ) = 1 o, de forma equivalente, que
∫
γ

f = u(y)−u(x) para cada

curva tal que r(γ) = 1.

Si γ ∈ C1
xy con x, y ∈ Vj y consideramos γ1 ∈ C1

zjx
, entonces se satisface que γ1 ∗ γ ∈ C1

zjy

y por tanto que

uj(y) =
∫
γ1∗γ

f =
∫
γ1

f +
∫
γ

f = uj(x) +
∫
γ

f.

Para finalizar, si f ∈ X (Γ) es irrotacional entonces Mf ∈ X a(Γ), aśı que f es conservativo sii
existe u ∈ C(V ) tal que Mf = d̃u, es decir sii f = ∇u.

Obsérvese que si f es irrotacional y conservativo, la función u ∈ C(V ) tal que ∇u = f
constrúıda en la proposición anterior está caracterizada por esa propiedad y por satisfacer
además que u(zj) = 0 para cada j = 1, · · · ,m.

Por otra parte, la proposición anterior permite discriminar los campos irrotacionales que
no son gradientes: son precisamente los campos irrotacionales no conservativos. En el caso
particular de que la variedad discreta sea un árbol, la igualdad entre campos gradientes
y campos irrotacionales implica que en un árbol todo campo irrotacional es conservativo.
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Para obtener una demostración directa de este hecho, observemos que si Γ es un bosque y
para cada j = 1, · · · ,m fijamos zj ∈ Vj entonces, para cada x ∈ Vj con x 6= zj, existe un
único camino internamente disjunto de extremos zj y x. Si x = x0, x1, · · · , xn+1 = zj son
los vértices de la traza de tal camino y denotamos por ej la única rama incidente con xj y
xj+1, entonces γzjx = γx0e0 ∗ · · · ∗γxnen es la única curva simple en C1

zjx
. El mismo argumento

utilizado al final de la demostración de la proposición anterior muestra que si para cada

f ∈ X (Γ) definimos u ∈ C(V ) como u(zj) = 0 y u(x) =
∫
γzjx

f, para cada x ∈ Vj con x 6= zj,

entonces d̃u = (Mf)a, lo que concuerda con la propiedad de que, en un bosque, f es gradiente
sii Mf ∈ X a(Γ), es decir sii rot f = 0.

El resultado de la proposición anterior permite caracterizar de forma sencilla los campos
conservativos cuando la métrica es ortogonal y compatible.

Corolario 3.1.12 Si B es una métrica ortogonal y compatible, entonces los campos conser-
vativos coinciden con los campos cuya parte antisimétrica es gradiente.

Demostración. Si f ∈ X (Γ), entonces el razonamiento anterior muestra que f es conserva-
tivo sii existe u ∈ C(V ) tal que d̃u = (Mf)a. Además, si B es ortogonal y compatible, como
(Mf)a = Mfa, la anterior identidad implica que ∇u = fa.

Definición 3.1.13 Si γ es una curva cuyas componentes son c y
.
c, denominaremos longitud

de γ al número real

`(γ) =
1

2

n∑
j=0

√
B(

.
c(j),

.
c(j))µ(c(j)).

Si x 6= y, diremos que γ ∈ C1
xy es una geodésica entre x e y si `(γ) ≤ `(γ̂) para cada

γ̂ ∈ C1
xy.

Proposición 3.1.14 Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si γ es una curva y `(γ) = 0, entonces
.
γ = 0.

ii) Si γ es una curva simple, entonces `(γ) =
1

2

∫
V

√
B(

.
γ,

.
γ) dµ.

iii) Si γ1 y γ2 son curvas con el mismo camino soporte, entonces `(rγ1) = |r|`(γ1), para
cada r ∈ IR, y `(γ1 + γ2) ≤ `(γ1) + `(γ2). Además, en este caso se verifica la igualdad
sii para cada j, los vectores tangentes a γ1 y γ2 en j son proporcionales.

iv) Si γ1 ∈ Crxy y γ2 ∈ Cryz, entonces `(γ1 ∗ γ2) = `(γ1) + `(γ2).

v) Si x 6= y, toda geodésica entre x e y es una curva simple.
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vi) Si Γ es una variedad discreta simple y B es la estructura métrica canónica, entonces
las geodésicas están identificadas con los caminos cortos.

Demostración. (i) Es claro que si `(γ) = 0, entonces
.
c(j) = 0 para cada j, lo que implica

que γ = 0.

(ii) Si γ: I(m) −→ V × T (Γ) es simple, entonces
.
γ(x) =

.
c(j) si x = c(j) y

.
γ(x) = 0 en

otro caso. Por tanto,

`(γ) =
1

2

n∑
j=0

√
B(

.
c(j),

.
c(j))µ(c(j)) =

1

2

n∑
j=0

√
B(

.
γ(c(j)),

.
γ(c(j)))µ(c(j))

=
1

2

∑
x∈V

√
B(

.
γ(x),

.
γ(x))µ(x) =

1

2

∫
V

√
B(

.
γ,

.
γ) dµ.

(iii) Basta tener en cuenta las propiedades de las bilineales definidas positivas.

(iv) Basta observar que
.
c(j) =

.
c1(j) cuando j ∈ I(n − 1) mientras que

.
c(j) =

.
c2(j)

cuando j = n, . . . , n+m.

(v) Sea γ ∈ C1
xy y supongamos que γ: I(m) −→ V × T (Γ) con componentes c y

.
c. Si γ no

es simple, existe j ∈ I(m) con j 6= 0,m tal que c(j) = c(i) para algún i ∈ I(j). Consideremos

ahora γ̂: I(m+ i− j) −→ V × T (Γ) de componentes ĉ y
.

ĉ definidas por

(ĉ(k),
.

ĉ(k)) =

 (c(k),
.
c(k)), si k < i,

(c(j + k − i), .c(k + j − i)), si k ≥ i.

Es claro que γ ∈ C1
xy y que

.
c(i) 6= 0 pues div(

.
c(i)) = E(c(i), c(i + 1)). Entonces, se satisface

que

`(γ̂) =
1

2

m+i−j∑
j=0

√
B(

.

ĉ(j),
.

ĉ(j))µ(ĉ(j)) <
1

2

m∑
j=0

√
B(

.
c(j),

.
c(j))µ(c(j)) = `(γ)

(vi) Sea γ: I(m) −→ V × T (Γ) una curva simple de componentes c y
.
c. Si para cada

j ∈ I(m−1) consideramos ej la única rama entre c(j) y c(j+1), necesariamente
.
c(j) = αj ej

con αj ∈ IR, lo que implica que γ ∈ C1
c(0)c(m) sii αj =

2

µ(c(j))
para cada j ∈ I(m − 1) y

además que `(γ) = m. Rećıprocamente, si c: I(m) −→ V es un camino internamente disjunto

y consideramos
.
c: I(m) −→ T (Γ) definida por

.
c(m) = 0 y

.
c(j) =

2

µ(c(j))
e si j ∈ I(m− 1),

entonces la aplicación γ de componentes c y
.
c es una curva simple perteneciente a C1

c(0)c(m)

y satisface que `(γ) = m. En definitiva, cuando B es la métrica canónica, toda curva
simple tiene la longitud de su camino soporte. Como toda geodésica es una curva simple,
el razonamiento anterior muestra que las geodésicas están entonces identificadas con los
caminos cortos.
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3.2 El Teorema de la Divergencia

Supongamos que Γ = (V,E, θ) es una variedad discreta. Nuestra intención en esta sección es
reproducir el análogo discreto del Teorema de la Divergencia, sobre un subconjunto F ⊂ V
y su frontera de vértices δ(F ). El resultado debe ser compatible con el hecho de que cuando

F = V , entonces δ(F ) = ∅ y por tanto
∫
V

div(f) dν = 0, para cada f ∈ X (Γ) (ver la parte (i)

de la Proposición 2.2.10).

Recordemos (ver la Sección 1.1) que el interior, la frontera de vértices, la adherencia y la
frontera de ramas de F ⊂ V , están definidos respectivamente por

◦
F= {x ∈ F : S1(x) ⊂ F},

δ(F ) = {x ∈ F c : S1(x) ∩ F 6= ∅} = {x ∈ V : d(x, F ) = 1},

F̄ = F ∪ δ(F ) = {x ∈ V : d(x, F ) ≤ 1},

∂(F ) = {e ∈ E : θ(e) ∩ F 6= ∅ y θ(e) ∩ δ(F ) 6= ∅},

donde S1(x) denota el conjunto de vértices adyacentes a x. Por otra parte, denotamos por
E(F ) al conjunto de ramas cuyos extremos son vértices de F y por Ē(F ) a la unión de E(F )
con ∂(F ).

En la Sección 1.1 definimos también tres subvariedades asociadas a cada F ⊂ V . Con-
cretamente, consideramos la subvariedad generada por F , que denotábamos por Γ(F ), la
subvariedad generada por δ(F ), que denominamos frontera y que denotábamos por Γ(δ(F ))
y por último la subvariedad adherencia de F , que denotábamos por Γ̄(F ) cuyo conjunto de
vértices es F̄ y cuyo conjunto de ramas es Ē(F ). A continuación, asociaremos dos campos
vectoriales a las subvariedades frontera y adherencia de F .

En el resto de la sección consideraremos fijada (B, µ) una estructura Riemanniana sobre Γ
y como es habitual, denotaremos por F el campo de aplicaciones lineales determinado por B,
por M y por A los campos de matrices determinados, respectivamente, por F y por F−1, por m
y a las correspondientes funciones componentes de M y de A y por c la función coeficiente de la
estructura Riemanniana. Consideraremos también fijada una medida densa ν y denotaremos
por div, ∇ y ∆, los operadores divergencia, gradiente y laplaciano determinados por la
estructura métrica y por ν.

Definición 3.2.1 Sea F ⊂ V . Denominaremos campo tangente a δ(F ) al campo t
F

, restric-
ción del campo caracteŕıstico a δ(F ), es decir del campo caracteŕıstico de Γ(δ(F )). Denomi-
naremos campo normal a F , y lo denotaremos por n

F
, al opuesto del campo derivada de la

función caracteŕıstica de F .
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Lema 3.2.2 Para cada F ⊂ V , la función componente de n
F

está dada por

n
F

(x, e) =


−1, si x ∈ δ(F ) y e ∈ ∂(F ),

1, si x ∈ δ(F c) y e ∈ ∂(F ),

0, en otro caso.

Por tanto, t
F
∈ X s(Γ) ∩ X#

(Γ), n
F
∈ X a(Γ) ∩ X#

(Γ), n
F

= −n
Fc

y 〈n
F
, t
F
〉 = 0. Además,

t
V

= n
V

= 0 y más generalmente sop(n
F

) = δ(F ) ∪ δ(F c) y sop(t
F

) = δ(F ).

Proposición 3.2.3 (Teorema de la Divergencia). Dado F ⊂ V , para cada f ∈ X (Γ) se
tiene que ∫

F
div(f) dν =

∫
δ(F c)
〈n

F
, (µ · f)a〉 dλ =

∫
δ(F )
〈n

F
, (µ · f)a〉 dλ.

Demostración. Si g denota la función caracteŕıstica de F , entonces∫
F

div(f) dν =
∫
V
g div(f) dν = −1

2

∫
V
〈d̃g, f〉 dµ =

1

2

∫
V
〈n

F
, f〉 dµ =

1

2

∫
V
〈n

F
, (µ · f)a〉 dλ

=
1

2

∫
δ(F c)
〈n

F
, (µ · f)a〉 dλ+

1

2

∫
δ(F )
〈n

F
, (µ · f)a〉 dλ.

Por otra parte, si f es la componente de f, tenemos que∫
δ(F c)
〈n

F
, (µ · f)a〉 dλ =

∑
x∈δ(F c)

∑
e∈∂(F )

(µ · f)a(x, e) =
∑

x∈δ(F c)

∑
y∈δ(F )

∑
e∈Exy

(µ · f)a(x, e)

= −
∑

y∈δ(F )

∑
x∈δ(F c)

∑
e∈Exy

(µ · f)a(y, e) = −
∑

y∈δ(F )

∑
e∈∂(F )

(µ · f)a(y, e)

=
∫
δ(F )
〈n

F
, (µ · f)a〉 dλ.

El resultado se deduce sumando ambas expresiones.

Observar que si f ∈ 1
µ
X a(Γ), el Teorema de la Divergencia se expresa en la forma∫

F
div(f) dν =

∫
δ(F c)
〈n

F
, f〉 dµ =

∫
δ(F )
〈n

F
, f〉 dµ.

En particular, cuando Γ es una variedad discreta simple, B es la métrica canónica y las
medidas µ y ν están dadas por µ = λ y ν = k · λ, esta expresión coincide con la obtenida en
[54].

Concluiremos esta sección con una consecuencia del Teorema de la Divergencia en el
caso de métricas ortogonales, que es el único caso contemplado hasta ahora en la literatura.
Además, este resultado servirá de introducción al análisis de las Fórmulas de Green que
abordaremos en la próxima sección.
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Corolario 3.2.4 (Teorema de Gauss). Supongamos que B es ortogonal y consideremos el

campo nnnnnnnnnnnnnnF =
1

ν
· (µa)s · n

F
. Entonces, para cada F ⊂ V y cada u ∈ C(V ) se verifica que

∫
F

(∆u) dν =
∫
δ(F c)

∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
dν =

∫
δ(F )

∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
dν.

Demostración. Como ∆u = div(∇u), una aplicación directa del Teorema de la Divergencia
conduce a la expresión∫

F
(∆u) dν =

∫
δ(F c)
〈(µ∇u)a, n

F
〉 dλ =

∫
δ(F )
〈(µ∇u)a, n

F
〉 dλ.

En este caso, se tiene además que ∇u = a · d̃u, por lo que (µ∇u)a = (µa)sd̃u y para concluir,
basta observar que

〈(µ∇u)a, n
F
〉 = 〈(µa)s · d̃u, n

F
〉 = 〈d̃u, (µa)s · n

F
〉 = ν

∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
.

Debe observase que el Teorema de Gauss mantiene su validez si consideramos la variedad
simple subyacente. De hecho, para cada x ∈ V(

∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF

)
(x) =

(
∂u

∂nnnnnnnnnnnnnn#

F

)
(x) =

1

ν(x)

∑
y∈V

κ(x, y)nnnnnnnnnnnnnn
#

F
(x, y)

(
u(y)− u(x)

)

=
1

ν(x)

∑
y∈V

c(x, y) n
F

(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
,

resulta que si sobre Γ
#

consideramos el campo ηηηηηηηηηηηηηη
F

= κ ·nnnnnnnnnnnnnn#

F
=

1

ν
· c ·n

F
, entonces

∂u

∂ηηηηηηηηηηηηηη
F

=
∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
,

donde la primera derivada direccional se considera en la variedad Γ
#

y la segunda en Γ. Por
tanto, para cada u ∈ C(V ) se satisface que∫

F
(∆u) dν =

∫
δ(F c)

∂u

∂ηηηηηηηηηηηηηη
F

dν =
∫
δ(F )

∂u

∂ηηηηηηηηηηηηηη
F

dν.

3.3 Identidades de Green

En esta sección desarrollaremos teoremas integrales que representarán la contrapartida dis-
creta de los correspondientes al caso continuo. Los antecedentes de estos resultados aparecen
en la literatura de forma dispersa y un tanto incompleta y siempre referidos al caso de grafos
y métricas ortogonales y compatibles. Uno de los primeros resultados en esta dirección puede
encontrarse en [27] aunque la versión de las identidades de Green sea un tanto rudimentaria
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e ineficaz para nuestros objetivos posteriores. En esta misma ĺınea, quizá la versión más ade-
cuada de las identidades de Green sea la presentada en [40] aunque, como quedará reflejado
posteriormente, no se ajuste a nuestros propósitos.

El principal objetivo de esta sección es elaborar versiones de las identidades de Green
que nos permitan abordar con eficacia la resolución de problemas de contorno. Como an-
tecedentes debemos destacar [21] y [29], donde sólo se contemplan ret́ıculas en IR2 y IR3, [15]
y [17]. A nuestro entender la versión más completa de las fórmulas de Green y que engloba a
todas las anteriores, es la desarrollada en [5]. En otro ámbito, también debemos señalar que
las identidades de Green están presentes en algunos tratamientos de esquemas en diferencias
finitas, sobre todo por lo que hace referencia a condiciones de contorno tipo Dirichlet (ver
por ejemplo, [43]).

Comenzaremos esta sección presentando las versiones de las identidades de Green que
aparecen en [5] y en [40]. Cabe destacar que, en primera instancia, la obtención de las
identidades se realiza aqúı de forma simultánea y empleando una técnica diferente a las
utilizadas en ambos trabajos. Concretamente, utilizaremos la idea apuntada en [54] que
consiste en seguir las pautas del caso continuo y aprovechar las propiedades del operador div
para hacer aparecer las identidades como consecuencia del Teorema de la Divergencia.

En el resto del apartado, consideraremos fijados una variedad discreta Γ = (V,E, θ),
(B, µ) una estructura métrica sobre Γ, ν una medida densa en V y mantendremos el resto
de notaciones de la sección anterior.

Proposición 3.3.1 Supongamos que B es ortogonal y consideremos F ⊂ V , el campo vec-

torial nnnnnnnnnnnnnnF =
1

ν
· (µa)s · n

F
y la función b ∈ C(F̄ × F̄ ) dada por

b(x, y) =

 c(x, y), si (x, y) /∈ δ(F )× δ(F ),

0, en otro caso.

Entonces, para cada u, v ∈ C(V ) se verifica que

−
∫
F
v(∆u) dν =

1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

)(
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y)−

∫
δ(F )

v
∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
dν

=
1

2

∫
F×F

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)(
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y)−

∫
δ(F c)

v
∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
dν.

Demostración. Si consideramos la función h ∈ Cs(Γ) dada por h = (µa)s, entonces en
virtud de la parte (iii) del Corolario 2.2.5,

v(∆u) = v div(∇u) = div(vs∇u)− 1

2
〈d̃v, (µ∇u)a〉 = div(vs∇u)− 1

2
〈d̃v, h · d̃u〉,
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y aplicando el Teorema de la Divergencia obtenemos que∫
F
v(∆u) dν = −1

2

∫
F
〈d̃v, h · d̃u〉 dλ+

∫
δ(F )
〈(vsh) · d̃u, n

F
〉 dλ

= −1

2

∫
F
〈d̃v, h · d̃u〉 dλ+

∫
δ(F c)
〈(vsh) · d̃u, n

F
〉 dλ

Como vs = v − va, resulta que 〈(vsh) · d̃u, n
F
〉 = ν v

∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
− ν 〈va · d̃u,nnnnnnnnnnnnnnF 〉 y las identidades

del enunciado se concluyen de las igualdades

1

2

∫
F
〈d̃v, h · d̃u〉 dλ =

1

2

∑
x,y∈F

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)

+
1

2

∑
x∈δ(F c)

∑
y∈δ(F )

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
,

∫
δ(F )
〈va · d̃u,nnnnnnnnnnnnnnF 〉 dν =

1

2

∑
y∈δ(F c)

∑
x∈δ(F )

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)

=
1

2

∑
x∈δ(F c)

∑
y∈δ(F )

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
= −

∫
δ(F c)
〈va · d̃u,nnnnnnnnnnnnnnF 〉 dν.

Es importante destacar que en las dos identidades obtenidas en la proposición anterior
sólo intervienen los valores de las funciones u y v en los puntos de F̄ y por tanto se puede
suponer que u, v ∈ C(F̄ ).

Cuando Γ es una variedad simple, las dos identidades obtenidas corresponden a las de-
sarrolladas en [5] y [40], respectivamente. Además, la expresión de la fórmula de Green que

aparece en [27], corresponde exactamente a tomar la métrica canónica y el conjunto
◦
F en

la segunda igualdad de la proposición. Por otra parte, aunque ambas igualdades pueden ser
consideradas como versiones discretas de la Primera Identidad de Green, a nuestro juicio es
la primera de ellas la que se ajusta con más fidelidad al caso continuo. Observemos que en
ambas identidades parece lógico asimilar F a un abierto del continuo por lo que las expre-
siones obtenidas sugieren dos versiones para su frontera: δ(F c) y la frontera de vértices δ(F ).
El hecho de que δ(F c) ⊂ F mientras que F ∩δ(F ) = ∅, es ya un indicio de que la versión que
involucra a F, F̄ y δ(F ) se corresponde de forma más idónea con el caso continuo. Además,
la propia definición del campo normal a F y de derivada normal de una función también
sugieren que ésta es la interpretación más adecuada, pues si x ∈ δ(F ) para cada e ∈ ∂(F ),

el vector nnnnnnnnnnnnnnF (x, e) denota una dirección de salida desde F y
∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
(x) tiene en cuenta todos los

valores que toma u en un entorno de x contenido en F , mientras que si x ∈ δ(F c), nnnnnnnnnnnnnnF (x, e)

denota una dirección hacia F c y
∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
(x) no tiene en cuenta más valor de u sobre F que el
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que toma en el punto x, lo que implica que si u ∈ C(F ),
∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
(x) es un término de orden 0.

Por último, teniendo como objetivo el análisis de problemas de contorno, que será abordado
en el siguiente caṕıtulo, comprobaremos a continuación que la versión de la identidad de
Green que involucra a F̄ y a δ(F ) permitirá integrar la derivada normal en una formulación
compacta, lo que conducirá a un tramiento más operativo de los problemas de contorno.

Fijados F ⊂ V y Γ̄(F ), la subvariedad adherencia determinada por F , consideraremos
la restricción de la métrica B a dicha variedad y de las medidas µ y ν a F̄ . Por abuso de
notación seguiremos denotando tales restricciones por B, µ y ν respectivamente. Si ∆̄ es el
operador de Laplace determinado por B, µ y ν sobre Γ̄(F ) y b ∈ C(F̄ × F̄ ) es la función
definida en la proposición anterior, resulta que para cada u ∈ C(F̄ ) y cada x ∈ F̄

(∆̄u)(x) =
1

ν(x)

∑
y∈F̄

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
=


(∆u)(x), si x ∈ F ;

−
(
∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF

)
(x), si x ∈ δ(F ).

Con esta identidad, la primera igualdad de la Proposición 3.3.1 se reduce a la Identidad de
Green de la Proposición 2.2.13 aplicada sobre la variedad Γ̄(F ), es decir a∫

F̄
u∆̄v dν = −1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y)

y el Teorema de Gauss a la propiedad (iii) de la Proposición 2.2.13 aplicada sobre Γ̄(F ), es

decir a
∫
F̄

(∆̄u) dν = 0.

Consideremos ahora Γ(F ) la variedad generada por F y denotemos nuevamente por B,
µ y ν a las restricciones de la métrica B y de las medidas µ y ν sobre ella. Si denotamos
por ∆

F
al operador de Laplace determinado por B, µ y ν sobre Γ(F ), resulta que para cada

u ∈ C(F̄ ) y cada x ∈ F ,

(∆
F
u)(x) =

1

ν(x)

∑
y∈F

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
= (∆u)(x)−


0, si x ∈

◦
F(

∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF

)
(x), si x ∈ δ(F c).

Análogamente al caso anterior, la segunda igualdad de la Proposición 3.3.1 se reduce a la
Identidad de Green de la Proposición 2.2.13 aplicada sobre la variedad Γ(F ), es decir a∫

F
u∆

F
v dν = −1

2

∫
F×F

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y)

y el Teorema de Gauss a la propiedad (iii) de la Proposición 2.2.13 aplicada sobre Γ(F ), es

decir a
∫
F

(∆
F
u) dν = 0, donde además debe tenerse en cuenta que se verifica que

∫
F
v
∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
dν =

∫
δ(F c)

v
∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF
dν
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ya que sop

(
∂u

∂nnnnnnnnnnnnnnF

)
⊂ δ(F c) ∪ δ(F ).

Por otra parte, si en lugar de considerar Γ̄(F ), consideramos la subvariedad generada por
F̄ , la primera expresión de la Proposición 3.3.1 quedaŕıa alterada por la introducción de un
sumando correspondiente a los valores c(x, y), x, y ∈ δ(F ), lo que permitirá introducir en las
identidades de Green términos que correspondan a variaciones tangenciales de las funciones.

Concretamente, si consideramos el campo (no tangencial) w = nnnnnnnnnnnnnnF +
1

ν
· (µa)s · t

F
, tenemos

la igualdad

−
∫
F
v(∆u) dν =

1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y)

−
∫
δ(F )

v
∂u

∂wwwwwwwwwwwwww
dν.

En definitiva, de las dos versiones discretas de la Primera Identidad de Green que aparecen
en la Proposición 3.3.1, la primera de ellas puede ser obtenida mediante la Primera Identidad
de Green aplicada a la totalidad de una nueva variedad. En otras palabras, la primera
identidad de Green del caso discreto para una “variedad con frontera” aparece como un caso
particular de la primera identidad de Green para una “variedad sin frontera”. Este punto
de vista es también el adoptado en [5] y en los trabajos de Chung y Yau (principalmente en
[15] y [17]) y será seguido en el resto de esta memoria. Aśı, nuestro próximo objetivo será
extender la primera identidad de la Proposición 3.3.1 al caso general, es decir para métricas
no ortogonales, para lo cual será preciso generalizar la técnica que permite obtener tales
identidades desde la primera identidad de Green aplicada a cierta variedad sin frontera.
Para determinar dicha variedad, necesitaremos conocer como se comporta el operador de
Laplace cuando se aplica a funciones cuyo soporte es la adherencia de un conjunto dado.
Concretamente, sea c ∈ C(V ×V ) la función coeficiente de la estructura Riemanniana (B, µ),
es decir la dada por c(x, x) = 0 y por

c(x, y) =
1

2

∑
z∈V

[
#

a(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z)µ(x) +
#

a(y, x, z)κ(y, x)κ(y, z)µ(y)
]

− 1

2

∑
z∈V

#

a(z, x, y)κ(z, x)κ(z, y)µ(z), si x 6= y

y supongamos que F es un subconjunto no vaćıo de V . Si x ∈ F , es fácil comprobar que si
y1 ∈ F , y2 ∈ δ(F ) e y3 ∈ δ(F̄ ) se satisfacen las siguientes identidades
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c(x, y1) =
1

2

∑
z∈F̄

[
#

a(x, y1, z)κ(x, y1)κ(x, z)µ(x) +
#

a(y1, x, z)κ(y1, x)κ(y1, z)µ(y1)
]

− 1

2

∑
z∈F̄

#

a(z, x, y1)κ(z, x)κ(z, y1)µ(z);

c(x, y2) =
1

2

∑
z∈F̄

[
#

a(x, y2, z)κ(x, y2)κ(x, z)µ(x) +
#

a(y2, x, z)κ(y2, x)κ(y2, z)µ(y2)
]

− 1

2

∑
z∈F̄

#

a(z, x, y2)κ(z, x)κ(z, y2)µ(z) +
1

2

∑
z∈δ(F̄ )

#

a(y2, x, z)κ(y2, x)κ(y2, z)µ(y2);

c(x, y3) = −1

2

∑
z∈δ(F )

#

a(z, x, y3)κ(z, x)κ(z, y3)µ(z).

Por otra parte, si u ∈ C(V ), de la expresión de ∆u, obtenemos que para cada x ∈ F

(∆u)(x) =
1

ν(x)

∑
y∈V

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)

=
1

ν(x)

∑
y∈F̄

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
+

1

ν(x)

∑
y∈δ(F̄ )

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
.

Consideremos ahora la función q
F
∈ C(F ) dada por

q
F

(x) =
∑

y∈δ(F̄ )

c(x, y) = −1

2

∑
y∈δ(F̄ )

∑
z∈δ(F )

#

a(z, x, y)κ(z, x)κ(z, y)µ(z), x ∈ F.

Entonces, si u ∈ C(F̄ ), para cada x ∈ F tenemos que

(∆u)(x) =
1

ν(x)

∑
y∈F̄

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
− 1

ν(x)
q
F

(x)u(x). (3.2)

Podemos observar que si u ∈ C(F̄ ), en la expresión de la restricción de ∆u a F dada en (3.2),
aparecen dos términos de distinta naturaleza. El primero de ellos, que podŕıamos denominar
la parte principal, tiene un aspecto semejante al del propio Laplaciano de u e involucra todos
valores de c en F y δ(F ), mientras que el segundo, que podŕıamos interpretarlo como un
término complementario de orden cero, corresponde a conexiones de F con Ext(F ). Por otra
parte, la simetŕıa de la función c permite desarrollar los conceptos expuestos al final de la
Sección 1.1 y considerar Γc la variedad generada por c y para cada F ⊂ V los conjuntos δc(F ),
adc(F ), ∂c(F ) y la subvariedad de Γc, Γ̄c(F ). Con estas notaciones, (3.2) queda expresado
como

(∆u)(x) =
1

ν(x)

∑
y∈adc(F )

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
− 1

ν(x)
q
F

(x)u(x), (3.3)

para cada x ∈ F .
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Nuestro próximo objetivo será demostrar que, bajo ciertas hipótesis, la parte principal
de (3.2) puede a su vez considerarse como la actuación de un Laplaciano relativo a una
métrica ortogonal constrúıda sobre una subvariedad ajustada al conjunto F . Esto motiva la
introducción de los siguientes conceptos.

Definición 3.3.2 Supongamos que c es no negativa sobre F × F̄ . Diremos que la estructura
métrica (B, µ) es semi-compatible o compatible sobre F si la función c es semi-compatible o
compatible con F , respectivamente.

Es claro que las propiedades anteriores tienen carácter hereditario en el sentido de que si se
satisfacen para F también son ciertas en cada subconjunto de F .

Antes de continuar, mostraremos que estas nociones incluyen una amplia gama de situa-
ciones y, en particular, el caso en el que la métrica B es ortogonal. Recordemos que si
D denota al campo de matrices cuya función componente es κ, entonces la métrica

#
B−1

inducida sobre Γ
#

tiene como campo de matrices asociado D
#
AD.

Proposición 3.3.3 Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si para cada x ∈ F̄ ,
#
A(x) es una Z-matriz, entonces para cada x ∈ F y cada y ∈ V

tales que d(x, y) = 2, se tiene que c(x, y) ≥ 0. En particular, q
F
≥ 0.

ii) Si para cada x ∈ F̄ , D(x)
#
A(x)D(x) es una matriz de Stieltjes diagonalmente domi-

nante, entonces c es no negativa sobre F × F̄ .

iii) Si para cada x ∈ F̄ , D(x)
#
A(x)D(x) es una matriz de Stieltjes diagonalmente domi-

nante de forma estricta, entonces (B, µ) es semi-compatible sobre F .

iv) Si para cada x ∈ F̄ , B(x) es ortogonal, entonces (B, µ) es compatible sobre F y además
q
F

= 0.

Demostración. Si x, y ∈ V son tales que x ∈ F y d(x, y) = 2, necesariamente

c(x, y) = −1

2

∑
z∈V

#

a(z, x, y)κ(z, x)κ(z, y)µ(z) = −1

2

∑
z∈F̄

#

a(z, x, y)κ(z, x)κ(z, y)µ(z),

que cuando y ∈ δ(F̄ ) se reduce a

c(x, y) = −1

2

∑
z∈δ(F )

#

a(z, x, y)κ(z, x)κ(z, y)µ(z).

En cualquier caso, como x 6= y y
#
A(z) es Z-matriz para cada z ∈ F̄ , tenemos que

#
a(z, x, y)κ(z, x)κ(z, y) ≤ 0 y por tanto c(x, y) ≥ 0. En particular, q

F
≥ 0 pues cada

sumando que interviene en la construcción de q
F

es no negativo.
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Supongamos ahora que x ∈ F e y ∈ V son tales que d(x, y) = 1. Entonces,
#
a(z, x, y) = 0

si z /∈ F̄ y por tanto,

c(x, y) =
µ(x)

2

∑
z∈V

#

a(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z) +
µ(y)

2

∑
z∈V

#

a(y, x, z)κ(y, x)κ(y, z)

− 1

2

∑
z∈F̄

#

a(z, x, y)κ(z, x)κ(z, y)µ(z).

Ahora bien, como x 6= y, para cada z ∈ F̄ ,
#
a(z, x, y) ≤ 0 el tercer sumando en la expresión

anterior es no negativo y como por otra parte∑
z∈V

#

a(x, y, z)κ(x, y)κ(x, z) y
∑
z∈V

#

a(y, x, z)κ(y, x)κ(y, z)

corresponden a la suma de la filas y-ésima y x-ésima de D(x)
#
A(x)D(x) y D(y)

#
A(y)D(y)

respectivamente, y ambas son Z-matrices y diagonalmente dominantes, resulta que los
dos primeros sumandos son no negativos y estrictamente positivos en el caso en el que
D(x)

#
A(x)D(x) y D(y)

#
A(y)D(y) sean diagonalmente dominantes de forma estricta.

Por último, si para cada x ∈ F̄ , B(x) es ortogonal, entonces c(x, y) = 0 cuando x ∈ F e
y ∈ δ(F̄ ) lo que implica que q

F
= 0. Además, si identificamos a con un elemento de C(Γ),

entonces para cada (x, y) ∈ F × F̄ , se tiene que

c(x, y) =
1

2
κ(x, y)

[
µ(x) a

#

(x, y) + µ(y) a
#

(y, x)
]
,

lo que implica que c es no negativa sobre F × F̄ y compatible con F .

Obsérvese que como para cada x ∈ V , D(x)
#
A(x)D(x) es simétrica y definida positiva,

entonces es una matriz de Stieltjes sii es una Z-matriz y además esto ocurre sii
#
A(x) es una

Z-matriz.

Por otra parte, en virtud del resultado de la Proposición 1.3.20, para que se satisfagan
las condiciones (i), (ii) o (iii) de la proposición anterior es suficiente que se satisfaga que A
es un campo de Stieltjes, un campo de Stieltjes diagonalmente dominante o un campo de
Stieltjes diagonalmente dominante de forma estricta sobre F̄ , respectivamente.

Definición 3.3.4 Sea F ⊂ V , denominaremos campo conormal a F , respecto de la es-
tructura métrica (B, µ) o simplemente campo conormal a F a ηηηηηηηηηηηηηη

F
∈ X (Γc) cuya función

componente está dada por la expresión

η
F

(x, y) =
1

ν(x)


−c(x, y), si (x, y) ∈ δc(F )× F,

c(x, y), si (x, y) ∈ F × δc(F ),

0, en otro caso.



100 Integración sobre variedades Riemannianas discretas

Diremos que un campo vectorial v ∈ X (Γc) es obĺıcuo o no tangencial a F , respecto de la
estructura métrica(B, µ) o simplemente obĺıcuo o no tangencial a F , si existe p ∈ C+(δc(F )×
δc(F )) tal que p es simétrica y v = ηηηηηηηηηηηηηη

F
− 1

ν
· p · tc, donde tc denota el campo caracteŕıstico en

Γc.

Denominaremos operador derivada conormal respecto de la estructura métrica (B, µ), o

simplemente operador derivada conormal a
∂

∂ηηηηηηηηηηηηηη
F

. Si v ∈ X (Γc) es no tangencial, denom-

inaremos operador derivada obĺıcua, respecto de la estructura métrica (B, µ) o simplemente

operador derivada obĺıcua a
∂

∂v
.

Si u ∈ C(F̄ ) y v ∈ X (Γc) es obĺıcuo, las funciones
∂u

∂ηηηηηηηηηηηηηη
F

y
∂u

∂v
serán denominadas derivada

conormal de u y derivada obĺıcua de u, respectivamente.

Obsérvese que si B es una métrica ortogonal, entonces Γc = Γ
#

y el campo conormal a F
es realmente un campo (equilibrado) sobre Γ, que además coincide con el campo que con la
misma notación fue introducido después del Corolario 3.2.4.

Por otra parte, si p ∈ C+(δc(F )× δc(F )) y consideramos v = ηηηηηηηηηηηηηη
F
− 1

ν
· p · tc, los operadores

∂

∂ηηηηηηηηηηηηηη
F

y
∂

∂v
pueden considerarse como operadores de C(adc(F )) en C(δc(F )). Además, si

u ∈ C(adc(F )), para cada x ∈ δc(F ) se tiene que

(
∂u

∂ηηηηηηηηηηηηηη
F

)
(x) = − 1

ν(x)

∑
y∈F

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
;

(
∂u

∂v

)
(x) = − 1

ν(x)

∑
y∈F

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
− 1

ν(x)

∑
y∈δ(F )
c(x,y) 6=0

p(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
.


(3.4)

Proposición 3.3.5 Sean F ⊂ V , p ∈ C+(δc(F )× δc(F )) simétrica y el campo no tangencial

v = ηηηηηηηηηηηηηη
F
− 1

ν
·p ·tc. Supongamos que c es no negativa sobre F × F̄ y consideremos b ∈ C(F̄ × F̄ )

dada por

b(x, y) =


c(x, y), si x, y ∈ F o {x, y} ∈ ∂c(F ),

p(x, y), si x, y ∈ δc(F ) y c(x, y) 6= 0,

0, en otro caso.

Entonces, b es simétrica, no negativa y se satisfacen las siguientes propiedades:
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i) (Primera Identidad de Green): Para cada u, v ∈ C(F̄ ),

−
∫
F
v (∆u) dν =

1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y)

+
∫
F
q
F
u v dλ −

∫
δ(F )

v
∂u

∂v
dν.

ii) (Segunda Identidad de Green): Para cada u, v ∈ C(F̄ ),∫
F

(
v (∆u)− u (∆v)

)
dν =

∫
δ(F )

(
v
∂ u

∂ v
− u ∂ v

∂ v

)
dν.

Demostración. Es claro que la Segunda Identidad de Green es consecuencia inmediata de
la Primera. Para demostrar ésta, consideremos los conjuntos

Vδ = {x ∈ δc(F ) : p(x, y) > 0 para algún y ∈ δc(F )}

Eδ = {{x, y} ∈ Vδ × Vδ : p(x, y) > 0}

y también Γδ la variedad cuyo conjunto de vértices es Vδ y cuyo conjunto de ramas es Eδ.
Observemos que si consideramos la subvariedad de Γ

#
generada por δc(F ), entonces Γδ

coincide con la variedad generada por p en tal subvariedad.

Por otra parte, como c y b son simétricas, podemos considerar Γb y Γc, las variedades
generadas por b y c respectivamente. Es fácil comprobar que Γδ y Γ̄c(F ) son subvariedades
de Γ̄b(F ) y que de hecho, Γ̄b(F ) = Γ̄c(F ) ∪ Γδ ≤ Γc((adc(F )). Además, b ∈ C(Γ̄b(F )) y

es estrictamente positiva. Por tanto, si consideramos r =
1

b
, podemos identificar r con la

función componente de una métrica ortogonal, R, sobre Γ̄b(F ). Entonces, el Laplaciano sobre
Γ̄b(F ), respecto de R, λ y ν está dado por(

∆̄u
)
(x) =

1

ν(x)

∑
y∈adc(F )

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
=

1

ν(x)

∑
y∈F̄

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
,

para cada u ∈ C(adc(F )) y cada x ∈ adc(F ). Por tanto,

(
∆̄u

)
(x) =

1

ν(x)



∑
y∈F̄

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
, si x ∈ F ;

∑
y∈F

c(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
+

∑
y∈δ(F )

p(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
, si x ∈ δc(F ).

Teniendo presentes las expresiones 3.2 y 3.4, obtenemos que

(
∆̄u

)
(x) =



(
∆u

)
(x) +

1

ν(x)
q
F

(x)u(x), si x ∈ F ;

−
(
∂u

∂v

)
(x), si x ∈ δc(F ).
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Aplicando la Identidad de Green (Proposición 2.2.13) al Laplaciano sobre la variedad Γ̄b(F ),
respecto de la métrica R y las medidas λ y ν, y teniendo en cuenta la expresión 2.7, resulta
que para cada u, v ∈ C(F̄ ),∫

adc(F )
v (∆̄u) dν = −1

2

∫
adc(F )×adc(F )

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y)

= −1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y).

Por otra parte, de la relación entre los valores de ∆̄u, ∆u y la derivada obĺıcua de u,
obtenemos que ∫

adc(F )
v (∆̄u) dν =

∫
F
v (∆u) dν +

∫
F
q
F
v u dλ−

∫
δc(F )

v
∂u

∂v
dν

y la Primera Identidad de Green resulta de despejar el valor de
∫
F
v (∆u) dν en la expresión

anterior.

Debemos observar que como el término de la izquierda en la Segunda Identidad de Green
no depende del campo no tangencial escogido, el término de la derecha tampoco debe de-

pender de éste último. De hecho, si v = ηηηηηηηηηηηηηη
F
− 1

ν
· p · tc, como

∑
x∈δ(F )

v(x)
∑

y∈δ(F )

p(x, y)
(
u(y)− u(x)

)
−

∑
y∈δ(F )

u(y)
∑

x∈δ(F )

p(x, y)
(
v(x)− v(y)

)
=

∑
x∈δ(F )

∑
y∈δ(F )

p(x, y)
[
v(x)

(
u(y)− u(x)

)
− u(y)

(
v(x)− v(y)

)]
=

∑
x∈δ(F )

v(x)u(x)
∑

y∈δ(F )

p(x, y)−
∑

y∈δ(F )

v(y)u(y)
∑

x∈δ(F )

p(x, y) = 0,

resulta que ∫
δ(F )

(
v
∂ u

∂ v
− u ∂ v

∂ v

)
dν =

∫
δ(F )

(
v
∂ u

∂ ηηηηηηηηηηηηηη
F

− u ∂ v

∂ ηηηηηηηηηηηηηηF

)
dν.

Por otra parte, no se excluye la posibilidad de que p sea nula, en cuyo caso v = ηηηηηηηηηηηηηη
F

y por

tanto Γ̄b(F ) = Γ̄c(F ) y
∂u

∂ηηηηηηηηηηηηηη
F

=
∂u

∂v
.



Caṕıtulo 4

Problemas de Contorno Discretos

Disponiendo del concepto de variedad Riemanniana discreta, de los operadores en diferencias
sobre ellas y de las operaciones integrales que relacionan los dominios de integración con
tales operadores, resulta natural plantear problemas de contorno sobre subvariedades. Los
problemas abordados corresponden a los problemas de contorno eĺıpticos autoadjuntos de
segundo orden del caso continuo. En esta situación, si Ω ⊂ IRn, el operador diferencial es
necesariamente de la forma L(u) = −div(A∇u) + qu, u ∈ C2(Ω), donde A es un campo de
matrices simétricas y definidas positivas, de manera que, al menos si n ≥ 3, su parte principal
puede interpretarse, salvo un factor multiplicativo, como el operador de Laplace-Beltrami
relativo a una métrica sobre Ω, cuyo campo de matrices asociado tiene como inverso un
múltiplo adecuado de A. Por esta razón, consideraremos operadores en diferencias cuya parte
principal sea el análogo discreto del operador de Laplace-Beltrami, es decir el operador de
Laplace, relativo a la estructura Riemanniana discreta. Debe observase que en contraposición
con el caso continuo, un operador en diferencias de segundo orden y autoadjunto puede
contener términos de primer orden con coeficientes que no están relacionados con los de la
parte principal. Sin embargo, para mantener la analoǵıa con el caso continuo, los operadores
en diferencias que consideraremos serán los de la forma L = −∆ + q. Las identidades de
Green aplicadas a este operador, caracterizan el tipo de condiciones de contorno que pueden
considerarse para que el correspondiente problema sea autoadjunto.

Los problemas de contorno aqúı planteados aparecen en distintos ámbitos. Por ejemplo,
en el contexto de redes eléctricas, la consideración de diferentes aparatos o multipuertos, con-
duce a una expresión de la Ley de Ohm que involucra una matriz de admitancias no diagonal
(ver por ejemplo [13, 41, 53]), de manera que la aplicación de las leyes de Kirchhoff produce
una ecuación en diferencias análoga a las aqúı consideradas. Además, las condiciones de
contorno naturales están ı́ntimamente ligadas con los fenómenos f́ısicos que modelan tales
redes. Otro contexto en el que aparecen los problemas aqúı abordados es el de variedades
Riemannianas, donde las propiedades de las funciones de Green de determinados problemas
de contorno relativos al esqueleto unidimensional de una triangulación de la variedad, per-
miten establecer criterios de clasificación de las mismas. Asimismo, la aplicación de técnicas
de discretización de problemas de contorno autoadjuntos en el continuo, conduce a esquemas
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en diferencias recogidos como casos particulares de la formulación que aqúı se presenta. La
generalidad de nuestra metodoloǵıa, permite extender el cálculo formal a esquemas definidos
sobre redes completamente irregulares. Además este planetamiento tiene la ventaja de ofre-
cer un tratamiento sistemático de las condiciones de contorno, cuestión siempre delicada
en el ámbito de los esquemas en diferencias, sobre todo en redes irregulares y/o fronteras
alabeadas.

4.1 Problemas de contorno autoadjuntos

En esta sección nos plantearemos la versión discreta de los problemas de contorno autoadjun-
tos de segundo orden relativos a operadores lineales eĺıpticos. Los operadores en diferencias
considerados serán los operadores de Laplace, respecto de estructuras Riemannianas, com-
pletados con un término de orden cero. Las condiciones de contorno consideradas serán las
denominadas condiciones naturales de contorno, que son las que aparecen por aplicación de
las Identidades de Green.

El análisis aqúı realizado sigue un esquema similar al que se efectúa en los problemas de
contorno eĺıpticos del caso continuo. Para ello, es preciso asumir la hipótesis de positividad
de la función coeficiente de la estructura Riemanniana, que aparece aqúı sustituyendo a la
condición de elipticidad uniforme del operador en el caso continuo. Esta hipótesis no sólo
es necesaria para utilizar las Identidades de Green, sino que también es fundamental en el
análisis de la unicidad de solución de los problemas y permite asimismo plantearlos desde el
punto de vista variacional.

La diferencia más significativa de nuestro tratamiento de los problemas de contorno,
respecto de los métodos del caso continuo, consiste en la incorporación de las condiciones
de contorno al operador, lo que por otra parte constituye la metodoloǵıa habitual en la
resolución de los esquemas en diferencias. De esta manera, el análisis de un problema de
contorno general se reduce al de un problema de Dirichlet o al de una ecuación de Poisson y
es por ello que en el estudio de la unicidad de solución de los problemas de contorno podrán
relajarse los requerimientos sobre los coeficientes de orden cero, de forma análoga a lo que
ocurre en el caso continuo, donde para concluir la unicidad de solución del problema de
Dirichlet no es necesario exigir la positividad del término de orden cero.

En esta sección mantendremos fijada una variedad discreta Γ = (V,E, θ), B una métrica
sobre ella, µ y ν medidas densas, c la función coeficiente de la estructura Rienmanniana y
F un subconjunto no vaćıo de V .

Consideraremos también fijados los siguientes datos:

◦ Una partición, {F1, F2}, de δc(F ), es decir, F1 ∪ F2 = δc(F ) y F1 ∩ F2 = ∅.

◦ Las funciones q ∈ C(F ) y h ∈ C(F1), p ∈ C+(δc(F )× δc(F )).
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◦ La función b definida como b(x, y) =


c(x, y), si x, y ∈ F o {x, y} ∈ ∂c(F ),

p(x, y), si x, y ∈ δc(F ) y c(x, y) 6= 0,

0, en otro caso.

◦ La función q
F
∈ C(F ) dada por q

F
(x) =

∑
y∈δ(F̄ )

c(x, y), x ∈ F .

◦ Los campos conormal y no tangencial a F , ηηηηηηηηηηηηηη
F

y v = ηηηηηηηηηηηηηη
F
− 1

ν
· p · tc, respectivamente.

Denotaremos por L y por U a los operadores en L(ν) dados por

L(u) = −∆u+
1

ν
q u y por U(u) =

∂u

∂v
+

1

ν
h u.

Observemos que se satisface que adc(F ) = F ∪ δc(F ) = F ∪ F1 ∪ F2 y que en virtud de las
identidades (3.3) y (3.4), para cada u ∈ C(adc(F )) las expresiones de los anteriores operadores
están dadas por

L(u)(x) =
1

ν(x)

∑
y∈adc(F )

c(x, y)
(
u(x)− u(y)

)
+

1

ν(x)

(
q
F

(x) + q(x)
)
u(x), si x ∈ F

U(u)(x) =
1

ν(x)

∑
y∈V

b(x, y)
(
u(x)− u(y)

)
+

1

ν(x)
h(x)u(x), si x ∈ F1.

Claramente, U(u) se reduce a
∂u

∂v
sobre F2. Por otra parte, si u ∈ C(F2) el hecho de que los

soportes de q y u y de h y u sean disjuntos implica que L(u) = −∆(u) y que U(u) =
∂u

∂v
. De

hecho, L(u)(x) =
1

ν(x)

∑
y∈V

c(x, y)
(
u(x) − u(y)

)
= − 1

ν(x)

∑
y∈F2

c(x, y)u(y) para cada x ∈ F ,

mientras que si x ∈ F1, U(u)(x) = − 1

ν(x)

∑
y∈F2

p(x, y)u(y). En particular, si sop(p) ⊂ F1×F1,

∂u

∂v
= U(u) = 0 sobre F1.

Obsérvese que la hipótesis sop(p) ⊂ F1 × F1 implicaŕıa evaluar derivadas tangenciales
sólo entre puntos donde se evalúa la derivada conormal, mientras que la hipótesis general,
sop(p) ⊂ δc(F )× δc(F ), permite evualuar derivadas tangenciales en puntos de F1 conectados
con puntos de F2.

Un problema de contorno sobre F consiste en:

Dadas f ∈ C(F ), g1 ∈ C(F1) y g2 ∈ C(F2), decidir si existe u ∈ C(adc(F )) que satisfaga

L(u)(x) = f(x), si x ∈ F,

U(u)(x) = g1(x), si x ∈ F1,

u(x) = g2(x), si x ∈ F2

 [PC]
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y en caso afirmativo, encontrar tales funciones, que serán denominadas soluciones del pro-
blema.

Consideraremos también los problemas de contorno homogéneo y semihomogéneos aso-
ciados a [PC]. Estos problemas corresponden respectivamente a tomar las tres funciones dato
f , g1 y g2 nulas y a tomar dos de ellas nulas. Denotaremos por [PH] al problema homogéneo
y por [PS]0, [PS]1 y [PS]2 a los problemas semihomogéneos correspondientes a tomar g1 y g2

nulas, f y g2 nulas y f y g1 nulas, respectivamente, es decir a los problemas

L(u)(x) = 0, si x ∈ F,

U(u)(x) = 0, si x ∈ F1,

u(x) = 0, si x ∈ F2

 [PH]

L(u)(x) = f(x), si x ∈ F,

U(u)(x) = 0, si x ∈ F1,

u(x) = 0, si x ∈ F2

 [PS]0

L(u)(x) = 0, si x ∈ F,

U(u)(x) = g1(x), si x ∈ F1,

u(x) = 0, si x ∈ F2

 [PS]1

L(u)(x) = 0, si x ∈ F,

U(u)(x) = 0, si x ∈ F1,

u(x) = g2(x), si x ∈ F2

 [PS]2

También, denotaremos por V
H

al conjunto de soluciones del problema [PH] y por K,K0,
K1 y K2 a los conjuntos de soluciones de los problemas [PC], [PS]0, [PS]1 y [PS]2, respectiva-
mente. Como todos los problemas descritos son lineales, V

H
es un espacio vectorial y K, K1,

K2 y K3 o son vaćıos o bien espacios afines con variedad de direcciones dada por V
H

, es decir
si u, u0, u1 y u2 son soluciones de los problemas [PC], [PS]0, [PS]1 y [PS]2, respectivamente,
entonces

K = u+ V
H

; K0 = u0 + V
H

; K1 = u1 + V
H

y K2 = u2 + V
H

y además u0 + u1 + u2 ∈ K. Por otra parte, es claro que V
H
, K0, K1 ⊂ C(F ∪ F1), mientras

que si consideramos el espacio af́ın Kg2 = {u ∈ C(adc(F )) : u = g2 sobre F2} , entonces
K,K2 ⊂ Kg2 y además, la variedad de direcciones de Kg2 es C(F ∪ F1), es decir se satisface
la identidad Kg2 = g2 + C(F ∪ F1).

Con la generalidad con la que ha sido formulado, el problema de contorno [PC] se de-
nomina Problema Mixto Dirichlet-Robin con derivada obĺıcua y sumariza diferentes tipos
de problemas de contorno que aparecen en la literatura con nombre propio y que serán de-
tallados a continuación. En la descripción que haremos asumiremos que, a menos que se
especifique lo contrario, los conjuntos F1 y F2 son no vaćıos y la función h no nula.

i) Ecuación de Poisson: F1 = F2 = ∅ y por tanto, F es una componente conexa de Γc.

ii) Problema de Dirichlet: F1 = ∅.
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iii) Problema de Robin: F2 = ∅.

iv) Problema de Neumann: F2 = ∅ y h ≡ 0.

v) Problema Mixto Dirichlet-Neumann: h ≡ 0.

La primera etapa en la resolución de [PC] consiste en reducirlo al caso en el que F
es conexo como subconjunto de vértices de la variedad Γc(F ). Antes de comenzar el ra-
zonamiento, debemos observar que las variedades Γc(F ), Γ̄c(F ) y Γ̄b(F ) tienen las mismas
componentes conexas. Si suponemos ahora que F tiene m componentes conexas, entonces
es sencillo comprobar que las soluciones de [PC] se obtienen por superposición de soluciones
de problemas del mismo tipo sobre cada una de las m componentes conexas. En particular,
[PC] tiene solución sii cada uno de los m problemas inducidos sobre sus componentes conexas
tiene solución. Además, la solución de [PC] es única sii cada uno de dichos m problemas
tiene solución única.

La segunda etapa en la resolución del problema de contorno [PC] consiste en transformarlo
en otro problema equivalente cuyo tratamiento es más sencillo. Concretamente utilizaremos
la técnica habitual, que se demuestra mediante comprobación directa, que permite reducir
la resolución del problema [PC] a otro con dato Dirichlet homogéneo.

Lema 4.1.1 Dadas las funciones f ∈ C(F ), g1 ∈ C(F1) y g2 ∈ C(F2), el problema de
contorno [PC] es equivalente al problema de contorno consistente en decidir si existe una
función u ∈ C(F ∪ F1) que satisfaga

L(u)(x) = f(x) + ∆(g2)(x), si x ∈ F,

U(u)(x) = g1(x)− ∂g2

∂v
(x), si x ∈ F1,

 [PCE]

en el sentido de que u es solución de [PCE] sii u+ g2 es solución de [PC].

Demostración. Basta observar que de hecho, el problema [PCE] es el problema

L(u)(x) = f(x)− L(g2)(x), si x ∈ F,

U(u)(x) = g1(x)− U(g2)(x), si x ∈ F1,


que claramente satisface la propiedad enunciada.

Para obtener resultados tanto cualitativos como cuantitativos en relación al problema
[PC], o su equivalente [PCE], será necesario establecer las hipótesis suficientes que permitan
aplicar los teoremas integrales establecidos en el caṕıtulo precedente. En definitiva, en el
resto de la sección supondremos que se verifican las dos hipótesis siguientes:

[H1] F es conexo como subconjunto de vértices de la variedad Γc(F )
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[H2] La función c es no negativa sobre F × F̄ .

y además tendremos presente la siguiente consideración

[C] El espacio vectorial C(adc(F )) y todos sus subespacios vectoriales son a su vez, subes-
pacios de L(ν) y por tanto están dotados del producto interno inducido por este último.

La hipótesis [H2] permite aplicar las identidades de Green a las funciones del espacio
C(adc(F )). Concretamente, con la nomenclatura introducida, la Primera y Segunda Identi-
dades de Green se expresan como∫

F
vL(u) dν =

1

2

∫
adc(F )×adc(F )

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y)

+
∫
F

(q
F

+ q)u v dλ +
∫
F1

hu v dλ −
∫
F1∪F2

v U(u) dν.

∫
F

(vL(u)− uL(v)) dν =
∫
F1∪F2

(uU(v)− v U(u)) dν.

(4.1)

Por otra parte, asumiendo [C], todas las situaciones en las que se consideren nociones tales
como subespacios ortogonales, operadores adjuntos, etc., estarán referidas a considerar en el

espacio de funciones que corresponda el producto interno
∫

adc(F )
u v dν.

Los siguientes resultados utilizarán las versiones que acabamos de obtener de las identi-
dades de Green para concluir propiedades de simetŕıa de los problemas de contorno.

Proposición 4.1.2 El operador lineal F : C(F ∪ F1) −→ C(F ∪ F1) definido por la expresión

F(u) =

 L(u), sobre F,

U(u), sobre F1,

es autoadjunto y además kerF = V
H

.

Demostración. Si u, v ∈ C(F ∪ F1), entonces aplicando la Segunda Identidad de Green
tenemos que∫

F∪F1

vF(u) dν =
∫
F
vL(u) dν +

∫
F1

v U(u) dν

=
∫
F
uL(v) dν +

∫
F1

uU(v) dν =
∫
F∪F1

uF(v) dν.

Por último, v ∈ V
H

sii L(v) = 0 sobre F , U(v) = 0 sobre F1 y v = 0 sobre F2, es decir, sii
v ∈ C(F ∪ F1) y F(v) = 0.
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Proposición 4.1.3 El problema [PC] es formalmente autoadjunto, es decir,∫
F
vL(u) dν =

∫
F
uL(v) dν,

para cada u, v ∈ C(adc(F )) tales que U(u) = U(v) = 0 sobre F1 y u = v = 0 sobre F2.

Además, si f ∈ C(F ), g1 ∈ C(F1) y g2 ∈ C(F2) la condición necesaria y suficiente para
que el problema [PC] tenga solución es que f g1 y g2 satisfagan que∫

F
f v dν +

∫
F1

g1 v dν =
∫
F2

g2
∂v

∂v
dν, para cada v ∈ V

H

y en este caso existe una única u ∈ K tal que
∫

adc(F )
u v dν = 0 para cada v ∈ V

H
.

Demostración. Si u, v ∈ C(adc(F )), son tales que U(u) = U(v) = 0 sobre F1 y u = v = 0
sobre F2, entonces u, v ∈ C(F ∪ F1), F(u),F(v) ∈ C(F ) y como F es autoadjunto,

0 =
∫
F∪F1

(
vF(u)− uF(v)

)
dν =

∫
F

(
vF(u)− uF(v)

)
dν =

∫
F

(
vL(u)− uL(v)

)
dν,

con lo que se concluye la demostración de la primera afirmación.

Por otra parte, aplicando el Lema 4.1.1, [PC] tiene solución sii [PCE] tiene solución. Si
consideramos la función f̂ ∈ C(F ∪ F1) dada por la expresión

f̂(x) =


f(x) + ∆(g2)(x), si x ∈ F,

g1(x)− ∂g2

∂v
(x), si x ∈ F1,

resulta que [PCE] tiene solución sii f̂ ∈ ImgF y como F es autoadjunto, aplicando la
Alternativa de Fredholm, obtenemos que [PCE] tiene solución sii para cada v ∈ kerF , es
decir para cada v ∈ V

H
, se verifica que

0 =
∫
F∪F1

f̂ v dν =
∫
F∪F1

(f + g1) v dν +
∫
F
v∆(g2) dν −

∫
F1

v
∂g2

∂v
dν

=
∫
F
f v dν +

∫
F1

g1v dν +
∫
F
v∆(g2) dν −

∫
F1

v U(g2) dν.

Aplicando ahora la versión (4.1) de la Segunda Identidad de Green, obtenemos que∫
F
v∆(g2) dν = −

∫
F
vL(g2) dν = −

∫
F
g2 L(v) dν

+
∫
F1∪F2

(
v U(g2)− g2 U(v)

)
dν =

∫
F1

v U(g2) dν −
∫
F2

g2 U(v) dν,

donde se ha tenido presente que v ∈ V
H

.
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Es claro que si consideramos (kerF)⊥, el subespacio de C(adc(F )) ortogonal a kerF , se
tiene la descomposición C(adc(F )) = kerF ⊕ (kerF)⊥ y por tanto, para cada u ∈ C(adc(F )),
u = u0 + u1 con u0 ∈ kerF y u1 ∈ (kerF)⊥. Ahora, si u ∈ K, como u1 = u − u0,
necesariamente u1 ∈ K con lo que para concluir basta demostrar que u1 es la única solución
de [PC] en (kerF)⊥. Para ello, supongamos que û verifica también esta propiedad y tomemos
u1 − û. Como u1 − û ∈ VH ∩ (kerF)⊥ = kerF ∩ (kerF)⊥ = {0}, resulta que u1 = û.

Es importante observar que el operador F considera simultáneamente el operador L y la
condición de contorno de tipo Robin, U . De hecho, como veremos a continuación, F puede
interpretarse en términos de un operador de Laplace sobre una variedad convenientemente
escogida. Concretamente, consideremos la variedad Γ̄b(F ) y sobre ella la métrica ortogonal

determinada por
1

b
, que tiene sentido ya que la hipótesis [H2] implica que b es no negativa,

tal y como se define en la demostración de la Proposición 3.3.5. Además, si denotamos por
∆̄ al laplaciano determinado por tal métrica y por las medidas ν y µ, en dicha demostración
también se concluye que si u ∈ C(adc(F )), entonces

−∆̄(u)(x) =


−∆(u)(x)− 1

ν(x)
q
F

(x)u(x) si x ∈ F,
(∂u
∂v

)
(x) si x ∈ F1.

Por tanto, si consideramos las funciones q̄ = q
F

+ q + h, f̄ = f + g1 y el operador
L̄: C(adc(F )) −→ C(adc(F )) determinado por la expresión

L̄(u) = −∆̄(u) +
1

ν
q̄ u,

resulta que el problema [PC] se reescribe en la forma

L̄(u)(x) = f̄(x), si x ∈ F ∪ F1,

u(x) = g2(x), si x ∈ F2

 [PC]

y el problema [PCE] lo hace en la forma

L̄(u)(x) = f̄(x) + ∆(g2)(x), si x ∈ F ∪ F1,

u(x) = 0, si x ∈ F2

 [PCE]

donde se ha utilizado que −L̄(g2) = ∆̄(g2) = ∆(g2). Si tenemos en cuenta que en la
variedad Γ̄b(F ) la frontera de vértices de F ∪F1 coincide con F2, resulta que sobre Γ̄b(F ), el
problema [PC] no es más que un problema del tipo de los descritos al comienzo de la sección,
concretamente una ecuación de Poisson o un problema de Dirichlet, dependiendo de si F2 es
vaćıo o no. Por tanto, pueden aplicarse los resultados obtenidos relativos al problema [PC]
y en particular la Proposición 4.1.3. Esta situación la podemos sumarizar como sigue:
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Proposición 4.1.4 Todo problema Mixto Dirichlet-Robin puede interpretarse como un pro-
blema de Dirichlet en la variedad Γ̄b(F ), mientras todo problema de Robin puede interpretarse
como una ecuación de Poisson sobre Γ̄b(F ).

El siguiente resultado será de utilidad para establecer la existencia y unicidad de solu-
ción de los problemas semihomogéneos. Concretamente obtendremos condiciones sobre las
funciones que determinan las partes de orden cero de los operadores en diferencias para que
el problema homogéneo o bien tenga como única solución la trivial, o bien posea soluciones
positivas.

Proposición 4.1.5 Consideremos σ ∈ C(adc(F )) tal que σ(x) > 0 para cada x ∈ adc(F ) y
las funciones qσ ∈ C(adc(F )) y hσ ∈ C(F1) definidas por las expresiones

qσ(x) =
ν(x)

σ(x)
∆σ(x), x ∈ F, y hσ(x) = −ν(x)

σ(x)

∂σ

∂v
(x), x ∈ F1.

Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si δc(F ) 6= ∅ y h ≥ hσ, entonces C(δc(F )) ∩ V
H

= {0}.

ii) Si q ≥ qσ, entonces C(F )∩V
H

= {0} a menos que δc(F ) = ∅ y q = qσ simultáneamente,
en cuyo caso V

H
= {a σ : a ∈ IR}.

iii) Si q ≥ qσ y h ≥ hσ, entonces V
H

= {0} a menos que se satisfaga simultáneamente que
F2 = ∅, q = qσ y h = hσ, en cuyo caso V

H
= {a σ : a ∈ IR}.

Demostración. Comenzamos observando que si u ∈ V
H

, aplicando la versión 4.1 de la
Primera Identidad de Green al caso u = v, resulta que

0 =
1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

)2
d(λ× λ)(x, y) +

∫
F

(q
F

+ q)u2 dλ +
∫
F1

hu2 dλ

=
1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

)2
d(λ× λ)(x, y)

+
∫
F

(q
F

+ q − qσ)u2 dλ +
∫
F1

(h− hσ)u2 dλ+
∫
F
qσ u

2 dλ +
∫
F1

hσ u
2 dλ.

Por otra parte, aplicando la Primera Identidad de Green, resulta que

∫
F
qσ u

2 dλ =
∫
F

u2

σ
∆σ dν = −

∫
F
q
F
u2 dλ +

∫
F1

u2

σ

∂σ

∂v
dν

− 1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)
(
σ(y)− σ(x)

) (u2(y)

σ(y)
− u2(x)

σ(x)

)
d(λ× λ)(x, y)
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y teniendo en cuenta la identidad

(
u(x)− u(y)

)2
−
(
σ(y)− σ(x)

) (u2(y)

σ(y)
− u2(x)

σ(x)

)
= σ(x)σ(y)

(
u(y)

σ(y)
− u(x)

σ(x)

)2

,

obtenemos que

0 =
1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)σ(x)σ(y)

(
u(y)

σ(y)
− u(x)

σ(x)

)2

d(λ× λ)(x, y)

+
∫
F

(q − qσ)u2 dλ +
∫
F1

(h− hσ)u2 dλ.

(4.2)

(i) Si u ∈ C(δc(F )), la expresión (4.2) se reduce a

0 =
1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)σ(x)σ(y)

(
u(y)

σ(y)
− u(x)

σ(x)

)2

d(λ× λ)(x, y) +
∫
F1

(h− hσ)u2 dν

y como h ≥ hσ, los dos sumandos deben ser nulos, lo que implica que
u

σ
es constante en

adc(F ) y como u se anula sobre F , necesariamente u = 0.

(ii) En este caso, tenemos que

0 =
1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)σ(x)σ(y)

(
u(y)

σ(y)
− u(x)

σ(x)

)2

d(λ× λ)(x, y) +
∫
F

(q − qσ)u2 dν

lo que implica que ambos sumandos son nulos. La anulación del primero implica que u = a σ
con a ∈ IR y la del segundo que a2 (q − qσ) = 0 sobre F . Por tanto, a = 0 a menos que
δc(F ) = ∅ y q = qσ simultáneamente.

(iii) En este caso, todos los sumandos que aparecen en la expresión (4.2) son nulos.
Nuevamente, la anulación del primer sumando implica que u = a σ con a ∈ IR, mientras que
la anulación de los otros dos implica que a2 (h − hσ) = 0 y que a2 (q − qσ) = 0. Si F2 6= ∅,
entonces como u se anula en F2, a debe ser nula. Finalmente, si F2 = ∅ y o bien q 6= qσ o
bien h 6= hσ, las dos últimas identidades impleican que a = 0.

Los valores de las funciones qσ y hσ definidas en la proposición anterior, están dados
respectivamente por

qσ(x) =
1

σ(x)

∑
y∈F̄

c(x, y)
(
σ(y)− σ(x)

)
− q

F
(x), x ∈ F,

hσ(x) =
1

σ(x)

∑
y∈F

c(x, y)
(
σ(y)− σ(x)

)
+

∑
y∈δc(F )
c(x,y) 6=0

p(x, y)
(
σ(y)− σ(x)

) , x ∈ F1.
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En particular, cuando σ es constante, tenemos que qσ = −q
F

y hσ = 0. Además, a la vista
de las expresiones anteriores, concluimos que en la formulación de la proposición anterior
es fundamental la hipótesis de positividad de σ pero no lo es la de que σ ∈ C(adc(F )) o
más generalmente que σ ∈ C(F̄ ). Si por ejemplo, σ ∈ C(V ) la definición de hσ quedaŕıa

inalterada, mientras que la de qσ debeŕıa cambiarse a qσ(x) = ν(x)
σ(x)

∆σ|F̄ (x), x ∈ F para
obtener aśı la expresión anterior.

Por otra parte, la definición de hσ depende de los valores de las derivadas tangenciales
de σ. Podŕıa sustituirse esta definición por la de

ĥσ(x) = −ν(x)

σ(x)

∂σ

∂ηηηηηηηηηηηηηη
F

(x) =
1

σ(x)

∑
y∈F

c(x, y)
(
σ(y)− σ(x)

)
, x ∈ F1,

que es independiante de los valores de las derivadas tangenciales. En este caso, el sumando∫
F1

(h− hσ)u2dλ de (4.2) se transforma en

∫
F1

(h− hσ)u2dλ =
∫
F1

(h− ĥσ)u2dλ+
∫
F1

(ĥσ − hσ)u2dλ =
∫
F1

(h− ĥσ)u2dλ

+
1

2

∫
F1×δc(F )

p(x, y)
u2(x)

σ(x)

(
σ(x)− σ(y)

)
d(λ× λ)(x, y)

+
1

2

∫
F1×δc(F )

p(x, y)
u2(y)

σ(y)

(
σ(y)− σ(x)

)
d(λ× λ)(x, y)

=
1

2

∫
F1×δc(F )

p(x, y)
(
σ(y)− σ(x)

) (u2(y)

σ(y)
− u2(x)

σ(x)

)
d(λ× λ)(x, y)

+
∫
F1

(h− ĥσ)u2dλ.

En definitiva, si consideramos la función b̂ ∈ C(F̄ × F̄ ) definida por

b̂(x, y) =

 b(x, y), si (x, y) /∈ (δc(F )× F1) ∪ (F1 × δc(F )),

0, en otro caso,
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en lugar de (4.2) tendŕıamos la identidad

0 =
1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)σ(x)σ(y)

(
u(y)

σ(y)
− u(x)

σ(x)

)2

d(λ× λ)(x, y)

+
1

2

∫
F1×δc(F )

p(x, y)
(
σ(y)− σ(x)

) (u2(y)

σ(y)
− u2(x)

σ(x)

)
d(λ× λ)(x, y)

+
∫
F

(q − qσ)u2 dν +
∫
F1

(h− ĥσ)u2 dν

=
1

2

∫
F̄×F̄

b̂(x, y)σ(x)σ(y)

(
u(y)

σ(y)
− u(x)

σ(x)

)2

d(λ× λ)(x, y)

+
1

2

∫
δc(F )×F1

p(x, y)σ(x)σ(y)

(
u(y)

σ(y)
− u(x)

σ(x)

)2

d(λ× λ)(x, y)

+
1

2

∫
F1×δc(F )

p(x, y)
(
u(x)− u(y)

)2
d(λ× λ)(x, y)

+
∫
F

(q − qσ)u2 dν +
∫
F1

(h− ĥσ)u2 dν.

(4.3)

En este caso, la conclusión (i) es idéntica sustituyendo hσ por ĥσ, mientras que las conclu-
siones (ii) y (iii) deben modificarse como sigue:

ii)’ Si q ≥ qσ, entonces C(F ) ∩ V
H

= {0} a menos que se satisfaga simultáneamente que
δc(F ) = ∅, q = qσ y σ(x) = σ(y) para cada (x, y) ∈ F1 × δc(F ) tales que p(x, y) > 0,
en cuyo caso V

H
= {a σ : a ∈ IR}.

iii)’ Si q ≥ qσ y h ≥ ĥσ, entonces V
H

= {0} a menos que se satisfaga simultáneamente

que F2 = ∅, q = qσ, h = ĥσ y σ(x) = σ(y) para cada (x, y) ∈ F1 × δc(F ) tales que
p(x, y) > 0, en cuyo caso V

H
= {a σ : a ∈ IR}.

Podemos utilizar la interpretación del problema de contorno [PC] como un problema de
contorno sobre Γ̄b(F ) para justificar la introducción de las funciones qσ y hσ en la Proposición
4.1.5. Concretamente, si u ∈ C(F̄ ), entonces

∆u(x)− 1

ν(x)
qσ(x)u(x) =

1

σ(x) ν(x)

∑
y∈adc(F )

c(x, y)σ(x)σ(y)

(
u(y)

σ(y)
− u(x)

σ(x)

)
, x ∈ F,

∂u

∂v
(x) +

1

ν(x)
hσ(x)u(x) =

−1

σ(x) ν(x)

∑
y∈adc(F )

b(x, y)σ(x)σ(y)

(
u(y)

σ(y)
− u(x)

σ(x)

)
, x ∈ δc(F ).

Si consideramos b̂ ∈ C(adc(F )× adc(F )) dada por b̂ = (σ ⊗ σ) b es claro que Γ̄b̂(F ) = Γ̄b(F ).

Además, si sobre Γ̄b(F ) consideramos la métrica ortogonal R̂ cuya función componente es
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r̂ =
1

b̂
, entonces el Laplaciano asociado a esa métrica está dado por

∆̂v(x) =
1

ν(x)

∑
y∈adc(F )

b̂(x, y)
(
v(y)− v(x)

)
, x ∈ adc(F )

para cada v ∈ C(adc(F )), por lo que

1

σ(x)
∆̂
u

σ
(x) =


∆u(x)− 1

ν(x)
qσ(x)u(x), x ∈ F,

−∂u
∂v

(x)− 1

ν(x)
hσ(x)u(x), x ∈ δc(F ).

Si ahora consideramos la función q̂ ∈ C(adc(F ) y el operador L̂: C(adc(F )) −→ C(adc(F ))
dados respectivamente por q̂ = σ2(q − qσ + h− hσ) y por L̂(v) = −∆̂(v) + 1

ν
q̂ v, resulta que

el problema [PC] es equivalente al problema de Dirichlet o la ecuación de Poisson

L̂(v)(x) = σ(x)
(
f(x) + g1(x)

)
, x ∈ F ∪ F1,

v(x) =
g2(x)

σ(x)
, x ∈ F2


̂[PC]

en el sentido de que v es solución de ̂[PC] sii u = σ v es solución de [PC] y, en particular,
el conjunto de soluciones del correspondiente problema homogéneo está dado por 1

σ
V
H

.
Además, se satisface que sobre la variedad discreta Γ̄b(F ) los laplacianos asociados a ν y a
las estructuras Riemannianas (R, λ) y (R̂, λ) están relacionados por las identidades

L̄ = T 1
σ
◦ L̂ ◦ T 1

σ
y L̂ = Tσ ◦ L̄ ◦ Tσ.

En particular, si σ es constante, entonces L̂ = σ2L̄.

De esta manera, L̂ aparece como el operador normalizado de L̄ y rećıprocamente, L̄ es el

operador normalizado de L̂ y por ello ̂[PC] será denominado problema normalizado del pro-
blema de contorno [PC]. Desde luego pueden obtenerse resultados de existencia y unicidad de
soluciones para el problema normalizado análogos a los desarrollados para el problema [PC]
o su equivalente [PC]. Esto puede hacerse directamente siguiendo un razonamiento similar
al empleado en el caso del problema [PC] y utilizando ahora las identidades de Green para la
variedad Riemaniana sin frontera (Γ̄b(F ),R, λ), o bien a partir de la relación entre L̂ y L̄. De
todas formas, la única situación a la que sacaremos un rendimiento espećıfico, y por tanto la
única que analizaremos expĺıcitamente, será descrita en la siguiente proposición. La noción
de Laplaciano normalizado fue introducida por Chung y Langlands en [16] y corresponde a
siguiente situación:

Sobre una variedad discreta, se consideran la medida densa ν = λ, la estructura Rie-
manniana (B, λ), donde B es ortogonal y compatible y el laplaciano asociado, que supon-

dremos dado por la expresión ∆u(x) =
∑
y∈V

c(x, y)
(
u(y) − u(x)

)
. Entonces, si tomamos
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σ(x) =
1√ ∑

y∈V
c(x, y)

, el Laplaciano normalizado asociado a ∆ es ∆̂ = Tσ ◦∆ ◦Tσ, (ver tam-

bién [15, 18]). Obsérvese que para la estructura Riemanniana canónica, σ =
1√
k

, situación

que en el caso de variedades simples también está descrita en [19].

En definitiva, los problemas de contorno planteados en esta sección incluyen tanto los
problemas de contorno para el Laplaciano normalizado analizados en los trabajos ante-
riormente citados, como también los estudiados en [5, 6], todos ellos referidos a métricas
ortogonales y compatibles. Como se verá en las secciones posteriores, en esta memoria
extenderemos las técnicas utilizadas en dichos trabajos al caso de métricas no ortogonales,
lo que en particular implicará la introducción de nuevos métodos en el tratamiento de los
problemas de contorno para el Laplaciano normalizado.

Proposición 4.1.6 Supongamos que existe σ ∈ C(F̄ ) tal que σ(x) > 0 para cada x ∈ F̄ ,
q ≥ qσ y h ≥ hσ y consideremos f ∈ C(F ), g1 ∈ C(F1), g2 ∈ C(F2). Entonces, los problemas

de contorno [PC] y su normalizado ̂[PC] con datos f , g1 y g2 tienen una única solución
excepto cuando se satisface simultáneamente que F2 = ∅, q = qσ y h = hσ. En este caso, se
verifican los siguientes resultados:

i) El problema [PC] tiene solución sii f y g1 verifican que
∫
F
f σ dν +

∫
F1

g1 σ dν = 0; la

solución es única salvo adición de un múltiplo de σ; existe una única solución u tal

que
∫

adc(F )
uσ dν = 0, y si F1 6= ∅, también existen únicas soluciones u0 y u1 tales que∫

F
u0 σ dν =

∫
F1

u1 σ dν = 0.

ii) El problema ̂[PC] tiene solución sii f y g1 verifican que
∫
F
f dν +

∫
F1

g1 dν = 0;

la solución es única salvo constante aditiva, y existe una única solución v tal que∫
adc(F )

v dν = 0.

Demostración. En virtud de la Proposición 4.1.5, sabemos que cuando q ≥ qσ y h ≥ hσ,
entonces v ∈ V

H
sii existe a ∈ IR tal que v = a σ, con a = 0 si además no ocurre que F2 = ∅,

q = qσ y h = hσ simultáneamente. Esto implica además que el espacio de soluciones del

problema homogéneo asociado a ̂[PC] es trivial excepto cuando F2 = ∅, q = qσ y h = hσ
simultáneamente, en cuyo caso es el conjunto de funciones constantes.

(i) Supongamos que se satisface que F2 = ∅, q = qσ y h = hσ. En este caso, la condición
necesaria y suficiente de resolubilidad y la existencia de una única solución en V⊥

H
se deduce

de la Proposición 4.1.3 y además si u es solución del problema [PC] entonces el conjunto
de todas las soluciones del problema es K = {u + a σ : a ∈ IR}. Por otra parte, si además

F1 6= ∅, basta tomar a0 = −
( ∫

F
σ2 dν

)−1
∫
F
uσ dν y a1 = −

( ∫
F1

σ2 dν
)−1

∫
F1

uσ dν para que
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u0 = u + a0 σ y u1 = u + a1 σ satisfagan las propiedades requeridas. Además si ũ0, ũ1 ∈ K
satisfacen tales propiedades, entonces u0 − ũ0 = b0 σ y u1 − ũ1 = b1 σ con b0, b1 ∈ IR y como∫
F
b0 σ

2 dν =
∫
F1

b1 σ
2 dν = 0, necesariamente b0 = b1 = 0.

(ii) En virtud de (i) y de la equivalencia entre los problema [PC] y ̂[PC], este último tiene

solución para el dato f+g1 = σ
( 1

σ
(f+g1)

)
sii 0 =

∫
F∪F1

( 1

σ
(f+g1)

)
σ dν =

∫
F∪F1

(f+g1) dν.

Como en este caso el espacio de soluciones del problema homogéneo consiste en las funciones

constantes, la solución del problema ̂[PC] es única salvo constante aditiva, es decir, si v es
una solución, el conjunto de todas las soluciones está dado por K = {v+a : a ∈ IR}. Ahora,

basta considerar a = − 1

ν(adc(F ))

∫
adc(F )

v dν para que v+a satisfaga la propiedad requerida

y es claro que es la única solución de ̂[PC] con esa caracteŕıstica.

A continuación abordaremos la formulación variacional del problema [PC] en el caso en
el que q ≥ qσ y h ≥ hσ, para alguna función σ ∈ C(adc(F )) estrictamente positiva en todo
punto.

Proposición 4.1.7 (Principio de Dirichlet). Supongamos que existe σ ∈ C(F̄ ) tal que
σ(x) > 0 para cada x ∈ F̄ , q ≥ qσ y h ≥ hσ y consideremos las funciones f ∈ C(F ),
g1 ∈ C(F1), y g2 ∈ C(F2), el convexo Kg2 = {u ∈ C(adc(F )) : u = g2 sobre F2} y el
funcional cuadrático J : C(adc(F )) −→ IR determinado por la expresión

J (u) =
1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

)2
d(λ× λ)(x, y)

+
∫
F

(q
F

+ q)u2 dλ+
∫
F1

hu2 dλ− 2
∫
F
f u dν − 2

∫
F1

g1 u dν.

Entonces u ∈ Kg2 es solución de [PC] sii minimiza J sobre Kg2.

Demostración. Observemos primero que Kg2 = g2 + C(F ∪ F1) y que usando las misma
técnicas que en la demostración de la Proposición 4.1.5, el funcional J puede expresarse
como

J (u) =
1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)σ(x)σ(y)

(
u(y)

σ(y)
− u(x)

σ(x)

)2

d(λ× λ)(x, y)

+
∫
F

(q − qσ)u2 dλ +
∫
F1

(h− hσ)u2 dλ− 2
∫
F
f u dν − 2

∫
F1

g1 u dν.

lo que implica, teniendo en cuenta que q ≥ qσ y h ≥ hσ, que J es convexo sobre Kg2 . Por
tanto, u ∈ Kg2 minimiza J sii satisface la Identidad de Euler asociada, que en este caso se
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expresa en la forma∫
F
f v dν +

∫
F1

g1 v dν =
∫
F

(q
F

+ q)u v dλ+
∫
F1

hu v dλ

+
1

2

∫
F̄×F̄

b(x, y)
(
u(y)− u(x)

) (
v(y)− v(x)

)
d(λ× λ)(x, y),

para cada v ∈ C(F ∪F1). Utilizando ahora la versión (4.1) de la Primera Identidad de Green,
obtenemos que u ∈ Kg2 minimiza J sii satisface la denominada Identidad de Euler-Lagrange,
es decir, sii ∫

F
f v dν +

∫
F1

g1 v dν =
∫
F
vL(u) dν +

∫
F1

v U(u) dν,

para cada v ∈ C(F ∪ F1). El resultado se concluye ahora aplicando la Identidad de Euler-
Lagrange las funciones v = εx, x ∈ F ∪ F1, que constituyen una base del espacio vectorial
C(F ∪ F1).

Obsérvese que, en virtud de la versión (4.1) de la Primera Identidad de Green, el funcional
J puede expresarse también como

J (u) =
∫
F
uL(u) dν +

∫
F1∪F2

uU(u) dν − 2
∫
F
f u dν − 2

∫
F1

g1 dλ

=
∫

adc(F )
u L̄(u) dν − 2

∫
F∪F1

f̄ u dν.

Finalizaremos esta sección definiendo subespacios vectoriales de C(adc(F )) en cuyos
términos podremos reescribir los resultados generales de existencia establecidos en la Proposi-
ción 4.1.3, lo cual además será de utilidad en el desarrollo del resto de este trabajo.

Consideraremos los subespacios vectoriales V
F
⊂ C(F ), V

F1
⊂ C(F1) y V

F2
⊂ C(F2)

definidos por las identidades

V
F

=
{
v|F : v ∈ V

H

}
, V

F1
=
{
v|F1

: v ∈ V
H

}
, y V

F2
=

∂v∂v
∣∣∣
F2

: v ∈ V
H

 .
Si V

F
, V

F1
o V

F2
son triviales entonces, V

H
⊂ C(δc(F )), V

H
⊂ C(F ) y U(V

H
) ⊂ C(F ),

respectivamente. Por otra parte, tenemos las siguientes descomposiciones ortogonales

C(F ) = V
F
⊕ (C(F ) ∩ V⊥

F
), C(F1) = V

F1
⊕ (C(F1) ∩ V⊥

F1
), y C(F2) = V

F2
⊕ (C(F2) ∩ V⊥

F2
)

y además las identidades

C(F ) ∩ V⊥
F

= C(F ) ∩ V⊥
H
, C(F1) ∩ V⊥

F1
= C(F1) ∩ V⊥

H
, y C(F2) ∩ V⊥

F2
= C(F2) ∩ U(V

H
)⊥.

Corolario 4.1.8 Consideremos los problemas semihomogéneos [PS]0, [PS]1 y [PS]2 con datos
f ∈ C(F ), g1 ∈ C(F1), g2 ∈ C(F2), respectivamente. Se satisfacen los siguientes resultados:
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i) Si V
F

es trivial, entonces K0 6= ∅. Si V
F

no es trivial, la condición necesaria y suficiente
para que [PS]0 tenga solución es que f ∈ V⊥

F
y en este caso, K0 ∩V⊥F 6= ∅ y se reduce a

un elemento si además, δc(F ) 6= ∅ y existe σ ∈ C(F̄ ) tal que σ(x) > 0 para cada x ∈ F̄
y h ≥ hσ. En cualquier caso, u|F = û|F para cada u, û ∈ K0 ∩ V⊥F .

ii) Si V
F1

es trivial, entonces K1 6= ∅. Si V
F1

no es trivial, la condición necesaria y

suficiente para que [PS]1 tenga solución es que g1 ∈ V⊥F1
y en este caso, K1 ∩V⊥F1

6= ∅ y

se reduce a un elemento si además existe σ ∈ C(F̄ ) tal que σ(x) > 0 para cada x ∈ F̄
y q ≥ qσ. En cualquier caso, u|F1

= û|F1
para cada u, û ∈ K1 ∩ V⊥F1

.

iii) Si V
F2

es trivial, entonces K2 6= ∅. Si V
F2

no es trivial, la condición necesaria y

suficiente para que [PS]2 tenga solución es que g2 ∈ V⊥F2
y en este caso se verifica que

K2 ⊂ V⊥F2
y que U(K2) ∩ V⊥

F2
6= ∅. Además,

∂u

∂v
∣∣∣
F2

=
∂û

∂v
∣∣∣
F2

para cada u, û ∈ K2 tales

que
∂u

∂v
,
∂û

∂v
∈ V⊥

F2
.

Demostración. Como las demostraciones de los apartados (i) y (ii) son análogas, desarro-
llaremos sólo la del primero de ellos. Aplicando la proposición anterior al caso en el que g1

y g2 son nulas, resulta que [PS]0 tiene solución sii f ∈ V⊥
H

y como C(F ) ∩ V⊥
F

= C(F ) ∩ V⊥
H

,
sii f ∈ V⊥

F
. Por otra parte, sabemos que C(F ) = V

F
⊕ (C(F ) ∩ V⊥

F
), de donde resulta que

si V
F

es trivial, entonces C(F ) ⊂ V⊥
H

y por tanto [PS]0 tiene solución. Si V
F

no es trivial
y consideramos u ∈ K0 y w ∈ V

H
tal que w|F es la proyeción ortogonal de u sobre V

F
,

entonces u0 = u−w ∈ K0∩V⊥F . Si û ∈ K0 satisface también la propiedad descrita, entonces

v = u0 − û ∈ VH ∩ V⊥F , lo que implica que
∫
F
v2 dν = 0, es decir que v ∈ C(δc(F )) ∩ V

H
. La

unicidad se deduce entonces de la Proposición 4.1.5 (i).

Por otra parte, las dos primeras afirmaciones de (iii) se demuestran de forma similar a

las anteriores. Además, si u ∈ K2, entonces
∫

adc(F )
u
∂v

∂v
∣∣∣
F2

dν =
∫
F2

g2
∂v

∂v
dν = 0, para cada

v ∈ V
H

, lo que implica que K2 ⊂ V⊥F2
.

Si u ∈ K2 y consideramos w ∈ V
H

tal que
∂w

∂v
∣∣∣
F2

es la proyección ortogonal de
∂u

∂v
sobre

V
F2

, entonces u0 = u − w ∈ K2 y además U(u0) ∈ V⊥
F2

. Por último, si û ∈ K2 satisface que

U(û) ∈ V⊥
F2

, entonces,
∂(u− û)

∂v
∣∣∣
F2

∈ V
F2
∩ V⊥

F2
y por tanto,

∂u

∂v
∣∣∣
F2

=
∂û

∂v
∣∣∣
F2

.
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4.2 Operadores de Green, de Robin y de Poisson

En esta sección describiremos operadores lineales que pueden ser considerados como inversos
de los problemas de contorno abordados en la sección anterior, en el sentido de que para
cada dato que satisfaga la condición de resolubilidad, proporcionan una solución del corres-
pondiente problema. Más concretamente, construiremos operadores que son inversos a la
derecha de la restricción de L al subespacio de funciones de C(F ∪ F1) que satisfacen la
condición U(u) = 0 sobre F1; operadores que son inversos a la derecha de la restricción de
U al subespacio de funciones de C(F ∪ F1) que satisfacen la condición L(u) = 0 sobre F ,
y operadores que son inversos a la derecha de la restricción de la identidad al subespacio
de funciones de C(adc(F )) que satisfacen que L(u) = 0 sobre F y U(u) = 0 sobre F1.
Designaremos a cada una de las familias de operadores inversos mediante la denominación
de operadores de Green, de Robin y de Poisson, respectivamente.

Cuando el problema de contorno homogéneo tiene soluciones no triviales, existen infinitos
operadores del tipo mencionado que, en su equivalente en el caso continuo para los dos
primeros problemas semihomogéneos referidos, son denominados de forma genérica, opera-
dores de Green generalizados. La unicidad de solución ortogonal al espacio de soluciones
del problema homogéneo de cada uno de los problemas semihomogéneos, queda reflejada
en la unicidad del correspondiente operador inverso que asigna a cada dato dicha solución
única. Estos operadores, denominados ortogonales, satisfacen entonces la propiedad de ser
formalmente autoadjuntos sobre un subespacio de C(F ) en el caso de operadores de Green,
sobre un subespacio de C(F1) en el caso de operadores de Robin y sobre C(F2) en el caso de
los operadores de Poisson. Además, el operador de Poisson ortogonal se expresa en términos
del operador de Green ortogonal, lo que recupera una conocida propiedad de estos operadores
en el caso continuo. Por otra parte, la búsqueda de operadores de Green y de Robin que
sean autoadjuntos sobre C(F ) y C(F1) respectivamente, conduce a la noción de operadores
ortogonales sobre F y F1, que coinciden con los anteriores si el problema homogéneo tiene
como única solución la trivial.

Como un problema general de contorno es equivalente o bien a un problema de Dirichlet
o bien a una ecuación de Poisson, tiene sentido considerar los operadores de Green del
problema equivalente y analizar su relación con los operadores de Green y de Robin de los
problemas semihomogéneos asociados al problema general. Debemos señalar que el concepto
de operador de Green del problema equivalente puede considerarse una generalización del
operador asociado a la denominada función de Kuramochi que, en el caso discreto, ha sido
estudiada por Yamasaki y colaboradores (ver por ejemplo [49, 50]).

Nuevamente consideraremos fijada una variedad Γ = (V,E, θ), B una métrica sobre él,
µ y ν medidas densas y c la función coeficiente de la estructura Riemanniana. También
consideraremos fijados F un subconjunto no vaćıo de V , {F1, F2}, una partición de δc(F ),
las funciones q ∈ C(F ) y h ∈ C(F1), p ∈ C+(δc(F ) × δc(F )), y los operadores sobre L(ν)

dados por L(u) = −∆u+
1

ν
q u y por U(u) =

∂u

∂v
+

1

ν
h u, respectivamente.
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En toda la sección supondremos vigentes las hipótesis [H1] y [H2] y la consideración [C]
introducidas en la sección anterior, esto es que F es conexo como subconjunto de vértices
de la variedad Γc(F ), que la función c es no negativa sobre F × F̄ y que el producto interno
que se considerará en todos los espacios de funciones involucrados será el inducido por L(ν).

Nuestro punto de partida será considerar las funciones f ∈ C(F ), g1 ∈ C(F1) y g2 ∈ C(F2),
el problema de contorno

L(u)(x) = f(x), si x ∈ F,

U(u)(x) = g1(x), si x ∈ F1,

u(x) = g2(x), si x ∈ F2

 [PC],

y los problemas de contorno homogéneo [PH] y semihomogéneos [PS]0, [PS]1 y [PS]2 asociados
a [PC]. Como ya mencionamos, nuestra pretensión es encontrar operadores que puedan ser
consideramos como inversos de cada uno de los problemas de contorno semihomogéneos en
el sentido de que si el dato no nulo presente en cada uno de ellos satisface la condición
necesaria y suficiente de resolubilidad descrita en el Corolario 4.1.8, el operador construido
asigne a tal función una solución del problema de contorno semihomogéneo con el que se está
trabajando. Tales operadores recibirán la denominación de operador de Green en el caso del
problema [PS]0, operador de Robin en el caso del problema [PS]1 y operador de Poisson en
el caso del problema [PS]2.

Interpretaremos L y U como operadores lineales definidos sobre C(adc(F )) y considera-
remos los subespacios de C(adc(F ))

V0 = {u ∈ C(F ∪ F1) : U(u) = 0 en F1}

V1 = {u ∈ C(F ∪ F1) : L(u) = 0 en F}

V2 = {u : L(u) = 0 en F y U(u) = 0 en F1}

relacionados con la verificación de las condiciones homogéneas en los problemas semihomo-
géneos [PS]0, [PS]1 y [PS]2 respectivamente; V

H
el espacio de soluciones de [PH] y también

los subespacios V
F

, V
F1

y V
F2

que fueron introducidos en la sección anterior.

Es claro que V
H

= V0∩V1 = V2∩C(F ∪F1). Además, si V⊥
H

es el subespacio de C(adc(F ))
ortogonal a V

H
, tenemos las identidades

C(adc(F )) = V
H
⊕ V⊥

H
, V0 = V

H
⊕ (V0 ∩ V⊥H ), V1 = V

H
⊕ (V1 ∩ V⊥H ) y V2 = V

H
⊕ (V2 ∩ V⊥H )

que se añaden a las ya conocidas

C(F ) = V
F
⊕ (C(F )∩V⊥

H
), C(F1) = V

F1
⊕ (C(F1)∩V⊥

H
) y C(F2) = V

F2
⊕ (C(F2)∩U(V

H
)⊥).
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Si consideramos el endomorfismo sobre C(adc(F )), definido por la expresión

F(u) =



L(u), sobre F,

U(u), sobre F1,

u, sobre F2

entonces, el Corolario 4.1.8 nos asegura que

i) Si f ∈ C(F ) ∩ V⊥
H

, existen funciones u0 ∈ V0 ∩ V⊥H y û0 ∈ V0 ∩ V⊥F soluciones de [PS]0,
es decir tales que F(u0) = F(û0) = f . Además, u0 es la única solución de [PS]0 en V⊥

H
.

ii) Si F1 6= ∅ y g1 ∈ C(F1)∩V⊥
H

, existen funciones u1 ∈ V1 ∩V⊥H y û1 ∈ V1 ∩V⊥F1
soluciones

de [PS]1, es decir tales que F(u1) = F(û1) = g1. Además, u1 es la única solución de
[PS]1 en V⊥

H
.

iii) Si F2 6= ∅ y g2 ∈ C(F2) ∩ U(V
H

)⊥, existen funciones u2 ∈ V2 ∩ V⊥H y û2 ∈ V2 ∩ V⊥F2

soluciones de [PS]2, es decir tales que F(u2) = F(û2) = g2. Además, u2 es la única
solución de [PS]2 en V⊥

H
.

Por otra parte, en virtud de la versión (4.1) de la Segunda Identidad de Green, obtenemos

que si v ∈ V
H

, entonces
∫
F2

g2
∂v

∂v
dν = 0 sii

∫
adc(F )

F(g2) v dν = 0 y por tanto, la condición

(iii) puede reescribirse como

iii)’ Si F2 6= ∅ y F(g2) ∈ V⊥
H

, existen funciones u2 ∈ V2 ∩ V⊥H y û2 ∈ V2 ∩ V⊥F2
soluciones de

[PS]2, es decir tales que F(u2) = F(û2) = g2. Además, u2 es la única solución de [PS]2
en V⊥

H
.

Debe observarse que a pesar de que ker F = V
H

, la condición (iii)’, y por tanto la condición
(iii), no es trivial, ya que aunque la restricción de F a C(F ∪ F1) es un endomorfismo au-
toadjunto (Proposición 4.1.2), su extensión a C(adc(F )), que es la que estamos considerando
en esta sección, no lo es.

En definitiva, si denotamos por F0, F1, y F2 a las restricciones de F a V0 ∩ V⊥H , V1 ∩ V⊥H
y a V2 ∩ V⊥H respectivamente, las aplicaciones

F0 : (V0 ∩ V⊥H ) −→ (C(F ) ∩ V⊥
H

),

F1 : (V1 ∩ V⊥H ) −→ (C(F1) ∩ V⊥
H

),

F2 : (V2 ∩ V⊥H ) −→ (C(F2) ∩ U(V
H

)⊥),

son isomorfismos. Por supuesto, la notación se simplifica cuando [PH] tiene una única
solución, pues en este caso V

H
es trivial y por tanto, V⊥

H
= V⊥

F
= V⊥

F1
= U(V

H
)⊥ = C(adc(F ))
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y los isomorfismos anteriores quedan expresados, respectivamente, como

F0, :V0 −→ C(F ), F1:V1 −→ C(F1) y F2:V2 −→ C(F2).

Por otra parte, en el caso en el que F1 = ∅, es decir cuando [PC] es o bien un problema de
Dirichlet o bien una ecuación de Poisson, se tiene que C(F ∪ F1) = C(F ) = V0, V

H
= V

F
y

por tanto F0 es un automorfismo sobre C(F ) ∩ V⊥
H

.

Definiciones 4.2.1 Diremos que una aplicación lineal G̃: (C(F ) ∩ V⊥
H

) −→ C(adc(F )) es un
operador de Green del problema de contorno [PC]0 o por extensión un operador de Green de
[PC] si para cada f ∈ C(F ) ∩ V⊥

H
, G̃(f) es solución del problema semihomogéneo [PC]0 con

dato f .

Si F1 6= ∅, diremos que una aplicación lineal R̃: (C(F1) ∩ V⊥
H

) −→ C(adc(F )) es un opera-
dor de Robin del problema de contorno [PC]1 o por extensión un operador de Robin de [PC]
si para cada g1 ∈ C(F1)∩V⊥

F
, R̃(g1) es solución del problema semihomogéneo [PC]1 con dato

g1.

Si F2 6= ∅, diremos que una aplicación lineal P̃ : (C(F2) ∩ V⊥
H

) −→ C(adc(F )) es un ope-
rador de Poisson del problema de contorno [PC]2 o por extensión un operador de Poisson
de [PC] si para cada g2 ∈ C(F2) ∩ U(V

H
)⊥, P̃(g2) es solución del problema semihomogéneo

[PC]2 con dato g2.

Es importante señalar que siempre existen operadores de Green, de Robin y de Poisson. Con-
cretamente, si denotamos por G: (C(F ) ∩ V⊥

H
) −→ (V0 ∩ V⊥H ), R: (C(F1) ∩ V⊥

H
) −→ (V1 ∩ V⊥H )

y P : (C(F2) ∩ U(V
H

)⊥) −→ (V2 ∩ V⊥H ) a los inversos de los isomorfismos F0, F1 y F2, es claro
que G, R y P son, respectivamente, operadores de Green, de Robin y de Poisson del problema
[PC] y de hecho, están caracterizados por asignar a cada dato la única solución en V⊥

H
del

correspondiente problema semihomogéneo. Aśı pues, estos operadores están uńıvocamente
determinados y en lo sucesivo serán denominados ortogonales sobre adc(F ) o simplemente
ortogonales y denotados por G, R y P , respectivamente.

Desde luego, si V
H

es trivial, existe un único operador de Green, un único operador de
Robin y un único operador de Poisson, que por tanto, coinciden con G, R y P , respecti-
vamente. Sin embargo, si V

H
no es trivial, existen infinidad de operadores de Green, de

operadores de Robin y de operadores de Poisson, puesto que si G̃, R̃ y P̃ son unos de el-
los, entonces, por ejemplo G̃ + v, R̃ + v y P̃ + v con v ∈ V

H
y G̃ + v ⊗ w, R̃ + v ⊗ w y

P̃+v⊗w con v ∈ V
H

y w ∈ C(adc(F )), también lo son. Por otra parte, utilizando el Corolario

4.1.8, podemos definir operadores de Green, Ğ , de Robin, R̆, y de Poisson P̆ , tales que
Ğ(C(F ) ∩ V⊥

H
) ⊂ V⊥

F
, R̆(C(F1) ∩ V⊥

H
) ⊂ V⊥

F1
y P̆(C(F ) ∩ V⊥

H
) ⊂ U−1(V⊥

F2
), respectivamente.

En lo sucesivo, este tipo de operadores serán denominados ortogonales sobre F , sobre F1

y sobre F2, respectivamente. Observemos que aplicando nuevamente el Corolario 4.1.8, si
δc(F ) 6= ∅ y además h ≥ hσ, existe un único operador de Green ortogonal sobre F ; si F1 6= ∅
y q ≥ qσ, existe un único operador de Robin ortogonal sobre F1, y por último, si F2 6= ∅,
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q ≥ qσ y h ≥ hσ, también existe un único operador de Poisson ortogonal sobre F2 (aqúı
σ ∈ C(adc(F )) es estrictamente positiva en cada punto).

Podemos extender la definición de G̃, de R̃ y de P̃ a los espacios C(F ), C(F1) y C(F2)
respectivamente, considerando para cada f ∈ C(F ), cada g1 ∈ C(F1) y cada g2 ∈ C(F2), las
asignaciones

G̃(f) = G̃(f − π0(f)), R̃(g1) = R̃(g1 − π1(g1)) y P̃(g2) = P̃(g2 − π2(g2)),

donde π0, π1 y π2 denotan las proyecciones sobre los subespacios V
F

, V
F1

y V
F2

respecti-
vamente. Tenemos pues que si f ∈ C(F ), g1 ∈ C(F1) y g2 ∈ C(F2), entonces se satisface
que

L(G̃(f)) = f − π0(f), en F,

U(G̃(f)) = 0, en F1,

G̃(f) = 0, en F2

 y

L(R̃(g1)) = 0, en F,

U(R̃(g1)) = g1 − π1(g1), en F1,

R̃(g1) = 0, en F2


mientras que

L(P̃(g2)) = 0, en F,

U(P̃(g2)) = 0, en F1,

P̃(g2) = g2 − π2(g2), en F2.


Además, si u ∈ C(adc(F )) y consideramos f = L(u)|F , g1 = U(u)|F1

y g2 = u|F2
se

satisface que

u ∈ V0 =⇒

 f ∈ V⊥
H
,

G(f) = u− π(u),
u ∈ V1 =⇒

 g1 ∈ V⊥H ,

R(g1) = u− π(u),

y también que

u ∈ V2 =⇒

 g2 ∈ V⊥H ,

P(g2) = u− π(u),

donde π denota la proyección ortogonal sobre V
H

.

También es claro que cuando se satisfacen las condiciones que aseguran la unicidad de
soluciones en V⊥

F
, V⊥

F1
y V⊥

F2
(Corolario 4.1.8), es decir cuando los operadores de Green,

de Robin y de Poisson ortogonales sobre F , F1 y F2 respectivamente, están uńıvocamente
determinados, se satisface un resultado análogo al anterior sustituyendo G, R y P por Ğ, R̆
y P̆ y π por π0, π1 o π2 respectivamente.
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Proposición 4.2.2 Cualquier operador de Green, de Robin o de Poisson es formalmente
autoadjunto, es decir se satisface que∫

F
g G̃(f) dν =

∫
F
f G̃(g) dν, para cada f, g ∈ C(F ) ∩ V⊥

H
,

∫
F1

g R̃(f) dν =
∫
F1

f R̃(g) dν, para cada f, g ∈ C(F1) ∩ V⊥
H
,

∫
F2

g P̃(f) dν =
∫
F2

f P̃(g) dν, para cada f, g ∈ C(F2).

En particular, si G̃ y R̃ son ortogonales sobre F y F1, respectivamente, se satisface que∫
F
g G̃(f) dν =

∫
F
f G̃(g) dν, para cada f, g ∈ C(F ),

∫
F1

g R̃(f) dν =
∫
F1

f R̃(g) dν, para cada f, g ∈ C(F1).

Además, si sop(p) ⊂ F1 × F1, entonces P = (I − π
F2

) + G ◦ N ◦ (I − π
F2

), donde I
es el operador identidad en C(F2) y N : C(F2) −→ C(F ) es el operador que asigna a cada
g2 ∈ C(F2) la restricción a F de ∆(g2).

Demostración. Si f, g ∈ C(F )∩V⊥F y consideramos u = G̃(f), v = G̃(g), entonces u, v ∈ V0

y sobre F , L(u) = f y L(v) = g. Como el problema [PC] es formalmente autoadjunto, se
verifica que ∫

F
f G̃(g) dν =

∫
F
vL(u) dν =

∫
F
uL(v) dν =

∫
F
g G̃(f) dν.

Si G̃ es ortogonal sobre F , f, g ∈ C(F ) y consideramos u = G̃(f), v = G̃(g), entonces
u, v ∈ V0 ∩ V⊥F y sobre F , L(u) = f − π0(f) y L(v) = g − π0(g) y además se satisface que∫

F
f G̃(g) dν =

∫
F

(
f − π0(f)

)
v dν =

∫
F
vL(u) dν

=
∫
F
uL(v) dν =

∫
F

(
g − π0(g)

)
u dν =

∫
F
g G̃(f) dν.

Si f, g ∈ C(F1) ∩ V⊥
H

y consideramos u = R̃(f) y v = R̃(g), entonces se verifica que
u, v ∈ V1 y además, sobre F1, U(u) = f y U(v) = g. De la versión (4.1) de la Segunda
Identidad de Green deducimos que

0 =
∫
F

(
vL(u)− uL(v)

)
dν =

∫
F1∪F2

(
uU(v)− v U(u)

)
dν =

∫
F1

(
uU(v)− v U(u)

)
dν

=
∫
F1

(
u g − v f

)
dν =

∫
F1

(
g R̃(f) dν − f R̃(g)

)
dν.
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Si R̃ es ortogonal sobre F1, f, g ∈ C(F1) y consideramos u = R̃(f) y v = R̃(g), entonces
se verifica que u, v ∈ V1 ∩ V⊥F1

y además, sobre F1, U(u) = f − π1(f), U(v) = g − π1 y
además,

0 =
∫
F

(
vL(u)− uL(v)

)
dν =

∫
F1

(
uU(v)− v U(u)

)
dν

=
∫
F1

(
u (g − π1(g))− v (f − π1(f))

)
dν

=
∫
F1

(
u g − v f)

)
dν =

∫
F1

(
g R̃(f) dν − f R̃(g)

)
dν.

Si f, g ∈ C(F2), entonces sobre F2 se tiene que P̃(f) = f −π2(f) y P̃(g) = g−π2(g). Por
tanto, ∫

F2

f P̃(g) dν =
∫
F2

f
(
g − π2(g)

)
dν =

∫
F2

(
f − π2(f)

) (
g − π2(g)

)
dν

=
∫
F2

(
f − π2(f)

)
g dν =

∫
F2

g P̃(f) dν.

Para finalizar, si g̃2 = g2− π2(g2) y suponemos que sop(p) ⊂ F1×F1, entonces U(g̃2) = 0
sobre F1 y por tanto, el problema [PS]2 con dato g̃2 es equivalente al problema de contorno

L(u) = ∆(g̃2), sobre F,

U(u) = 0, sobre F1

u = 0, sobre F2

 .

Además como g̃2 ∈ V⊥F2
, para cada v ∈ V

H
,

∫
F
v∆(g̃2) dν =

∫
F1

v U(g̃2) dν −
∫
F2

g̃2 U(v) dν = −
∫
F2

g̃2
∂v

∂v
dν = 0.

Por tanto, G(∆(g̃2)|F ) es la única solución del problema anterior en V⊥
H

y como también se
verifica que C(F2) ⊂ V⊥

H
, obtenemos que P(g2) = g̃2 + G(∆(g̃2)|F ).

Hasta ahora hemos reformulado la condición necesaria y suficiente de existencia de solu-
ción del problema [PC] para cada uno de los problemas semihomogéneos asociados a él y en
base a dichas condiciones hemos definido el concepto de operadores de Green, de Robin y
de Poisson. Sin embargo, también podemos plantearnos el problema de contorno

L(u)(x) = f(x), si x ∈ F,

U(u)(x) = g1(x), si x ∈ F1,

u(x) = 0, si x ∈ F2

 [PS]0,
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para el cual la condición necesaria y suficiente de resolubilidad es que f + g1 ∈ V⊥H y en

este caso existe una única solución de [PS]0 en V⊥
H

. Desde luego, esto nos lleva a concluir
que si consideremos V3 = C(F ∪ F1) ∩ V⊥

H
y denominamos F3 a la restrición de F sobre V3,

entonces F3:V3 −→ V3 es un automorfismo. Además sobre el subespacio de V3 dado por
(C(F ) ∩ V⊥

H
) ⊕ (C(F1) ⊕ V⊥

H
), es claro que F−1(f + g1) = G(f) + R(g1). Sin embargo, es

posible la situación en la que f + g1 ∈ V⊥H pero f /∈ V⊥
H

y g1 /∈ V⊥H . En este caso, ni [PS]0 ni

[PS]1 tienen solución mientras que [PS]0 śı la tiene.

Por otra parte, utilizando los resultados de la sección anterior, resulta que [PS]0 no es más
que un problema de Dirichlet o una ecuación de Poisson. Concretamente, si consideramos

las funciones q̄ = q
F

+ q + h, f̄ = f + g1 y el operador L̄ = −∆̄ +
1

ν
q̄, entonces [PS]0 se

reescribe como el problema de contorno sobre Γ̄b(F )

L̄(u)(x) = f̄(x), si x ∈ F ∪ F1,

u(x) = 0, si x ∈ F2

 ,
es decir, como un problema semihomogéneo asociado a [PC]. Obsérvese que el problema
de contorno homogéneo [PH] asociado a [PC] es a su vez equivalente a [PH], por lo que su
espacio de soluciones es nuevamente V

H
, mientras que el problema semihomogéneo [PS]0 no

es equivalente a [PS]0 a menos que g1 = 0.

Tiene sentido considerar tanto operadores de Green como operadores de Poisson del pro-
blema [PC]. En estas circunstancias, es claro que los operadores de Poisson del problema
[PC] son los mismos que los operadores de Poisson del problema [PC], pues los problemas
semihomogéneos correspondientes son idénticos, mientras que las restricciones de cualquier
operador de Green del problema [PC] a los subespacios C(F ) ∩ V⊥

H
y C(F1) ∩ V⊥

H
son, res-

pectivamente, operadores de Green y de Robin de los problemas semihomogéneos [PS]0 y
[PS]1. Obsérvese que, en este caso, la noción análoga a la de operador ortogonal sobre F es
la operador ortogonal sobre F ∪F1 y por tanto coincide con la de operador ortogonal. En lo
sucesivo, denotaremos por Ḡ al único operador de Green de [PC] ortogonal, es decir a aquél
caracterizado por asignar a cada f̄ ∈ V3 la única solución de [PS]0 en V3. En otras palabras,
Ḡ:V3 −→ V3 es el operador inverso del automorfismo F3.

Si
≈
G :V3 −→ C(adc(F )) es cualquier operador de Green de [PC] y volvemos a considerar π,

la proyección ortogonal sobre V⊥
H

, nuevamente podemos extender el operador
≈
G a C(F ∪F1)

definiendo
≈
G (f̄) =

≈
G (f̄ − π(f̄)). En definitiva, para cada f̄ ∈ C(F ∪ F1) se tiene que

L̄(
≈
G (f̄)) = f̄ − π(f̄), sobre F ∪ F1,

≈
G (f̄) = 0, sobre F2

 (4.4)

y además, si u ∈ C(F ∪ F1), entonces f̄ = L̄(u)|F∪F1
∈ V⊥

H
y por tanto, tenemos que

Ḡ(f̄) = u− π(u).
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A continuación, analizaremos la relación entre los operadores de Green, de Robin y de
Poisson asociados al problema [PC] y el operador de Green asociado al problema [PC].

Proposición 4.2.3 Cualquier operador de Green del problema de contorno [PC], es formal-
mente autoadjunto, es decir∫

F∪F1

f̄
≈
G (ḡ) dν =

∫
F∪F1

ḡ
≈
G (f̄) dν para cada f̄ , ḡ ∈ V3

y en particular,∫
F∪F1

f̄ Ḡ(ḡ) dν =
∫
F∪F1

ḡ Ḡ(f̄) dν para cada f̄ , ḡ ∈ C(F ∪ F1).

Además, sobre el subespacio (C(F ) ∩ V⊥
H

) ⊕ (C(F1) ∩ V⊥
H

) se verifica que Ḡ = G ⊕ R
y, en particular, Ḡ y G coinciden sobre C(F ) ∩ V⊥

H
y Ḡ y R coinciden sobre C(F1) ∩ V⊥

H
;

mientras que P = (I −π
F2

) + Ḡ ◦ N̄ ◦ (I −π
F2

), donde I es el operador identidad en C(F2) y

N̄ : C(F2) −→ C(F ∪ F1) es el operador que asigna a cada g2 ∈ C(F2) la restricción de ∆̄(g2)
a F ∪ F1.

Demostración. La demostración del carácter autoadjunto de
≈
G y la particularización a Ḡ

son análogas a la realizadas para los operadores de Green del problema [PC] (Proposición
4.2.2). Por otra parte, si f̄ = f ∈ C(F ) ∩ V⊥

H
o si f̄ = g1 ∈ C(F1) ∩ V⊥

H
, entonces Ḡ(f̄) es la

única solución solución de [PS]0 o [PS]1, respectivamente, perteneciente a V⊥
H

. Como G(f) y
R(g1) verifican la misma propiedad y las soluciones de este tipo son únicas, necesariamente
Ḡ(f̄) = G(f) en el primer caso y Ḡ(f̄) = R(g1) en el segundo.

Por último, la demostración de la relación entre P y Ḡ sigue los mismos pasos, con las
modificaciones pertinentes, que la desarrollada en la Proposición 4.2.2.

Debemos señalar que cuando V
H

no es trivial, Ḡ y G no coinciden sobre el subespacio
C(F ), puesto que G(f) = f−π0(f) mientras que Ḡ(f) = f−π(f) y, en general, π0(f) 6= π(f),
a menos que F1 = ∅. Por último, si sop(p) ⊂ F1 × F1, entonces Img (N̄ ) ⊂ C(F ) ∩ V⊥

H
y

aplicando el resultado anterior, Ḡ ◦ N̄ = G ◦ N .

Concluiremos esta sección describiendo las propiedades del operador de Green asociado

al problema de contorno normalizado de [PC]. Para ello, sea V4 = C(F ∪ F1) ∩
(

1
σ
V
H

)⊥
, el

subespacio constitúıdo por las funciones de C(F ∪ F1) ortogonales al espacio de soluciones

del problema homogéneo asociado a ̂[PC]. Denotaremos por Ĝ al único operador de Green

de ̂[PC] ortogonal, es decir a la aplicación determinada por asignar a cada f̂ ∈ V4 la única

solución en V4 del problema ̂[PC] con dato f̂ .

Si denotamos por π̂ a la proyección ortogonal sobre 1
σ
V
H

y Ǧ:V4 −→ C(adc(F )) es un

operador de Green de ̂[PC], Ǧ puede extenderse a C(F ∪F1) definiendo Ǧ(f̂) = Ǧ(f̂ − π̂(f̂)).
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Aśı pues, para cada f̂ ∈ C(F ∪ F1) se tiene que

L̂(Ǧ(f̂)) = f̂ − π̂(f̂), sobre F ∪ F1,

Ǧ(f̂) = 0, sobre F2

 (4.5)

y además, si u ∈ C(F ∪ F1), entonces f̂ = L̂(u)|F∪F1
∈ V4 y Ĝ(f̂) = u− π̂(u).

Proposición 4.2.4 Cualquier operador de Green, Ǧ, del problema de contorno ̂[PC] es for-
malmente autoadjunto, es decir∫

F∪F1

f̂ Ǧ(ĝ) dν =
∫
F∪F1

ĝ Ǧ(f̂) dν para cada f̂ , ĝ ∈ V4

y, en particular,∫
F∪F1

f̂ Ĝ(ĝ) dν =
∫
F∪F1

ĝ Ĝ(f̂) dν para cada f̂ , ĝ ∈ C(F ∪ F1).

Además, se satisfacen las relaciones

Ḡ = (I − π) ◦ Tσ ◦ Ĝ ◦ Tσ ◦ (I − π) y Ĝ = (I − π̂) ◦ T 1
σ
◦ Ḡ ◦ T 1

σ
◦ (I − π̂),

donde I es el operador identidad en C(F ∪ F1).

Demostración. La demostración de la primera parte de la proposición es nuevamente
análoga a la efectuada para los operadores de Green del problema [PC] (Proposición 4.2.2).

Sean ahora f̄ ∈ C(F ∪F1) y u = Ḡ(f̄). Entonces L̄(u) = f̄−π(f̄) y como L̄ = T 1
σ
◦L̂◦T 1

σ
,

resulta que L̂(u
σ
) = σ

(
f̄−π(f̄)

)
. Además, como f̄−π(f̄) ∈ V3 entonces, σ

(
f̄−π(f̄)

)
∈ V4 y

por tanto se satisface que Ĝ(σ (f̄−π(f̄))) = u
σ
−π̂(u

σ
), es decir, σ Ĝ(σ (f̄−π(f̄))) = u−σ π̂(u

σ
),

pero como σ π̂(u
σ
) ∈ V

H
y u ∈ V⊥

H
, tenemos que (I − π)(u − σ π̂(u

σ
)) = u. La demostración

de la segunda identidad es análoga.

4.3 Núcleos de Green, de Robin y de Poisson

En esta sección mantendremos las hipótesis y notaciones de la precedente y construiremos
los núcleos asociados a los operadores de Green, de Robin y de Poisson introducidos en ella.
Nuestro objetivo es demostrar que, de forma análoga a lo que ocurre en el caso continuo,
dichos operadores son de hecho operadores integrales. Más generalmente, demostramos que
cualquier endomorfismo en C(adc(F )) es un operador integral que tiene asociado un núcleo,
lo que en cierta manera, puede ser interpretado como la versión discreta del Teorema de los
Núcleos de L. Schwartz. Desde otro punto de vista, entendiendo un problema de contorno
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discreto como un sistema lineal y un núcleo integral como una matriz, resulta que los núcleos
de Green, de Robin y de Poisson son matrices inversas a la derecha de la matriz de coeficientes
del sistema correspondiente. En estos términos, uno de los resultados de esta sección es la
obtención de todas las matrices inversas a la derecha de las matrices de coeficientes de los
sistemas lineales anteriormente mencionados y además, la caracterización de aquéllas que
verifican propiedades adicionales, como por ejemplo la simetŕıa.

De momento, sólo nos preocuparemos de establecer las definiciones precisas de estos
conceptos y de demostrar aquellas propiedades que serán necesarias para el desarrollo de
esta sección. Un estudio más detallado de algunas propiedades de los núcleos, sus operadores
integrales asociados y de su repercusión en la resolución de problemas de contorno, será
desarrollado en el siguiente caṕıtulo.

Definición 4.3.1 Denominaremos núcleo sobre C(adc(F )) o simplemente núcleo a cualquier
función K ∈ C(adc(F ) × adc(F )) y para cada x, y ∈ adc(F ), denotaremos por Kx y por Ky

a las funciones de C(adc(F )) definidas como Kx(y) = Ky(x) = K(x, y).

Si K es un núcleo, denominaremos operador integral asociado a K, respecto de ν, o
simplemente operador integral asociado a K, al operador

K : C(adc(F )) −→ C(adc(F ))

f −→
∫

adc(F )
K(x, y) f(y) dν(y), x ∈ adc(F ).

Proposición 4.3.2 Todo endomorfismo sobre C(adc(F )) es un operador integral y su núcleo
está uńıvocamente determinado.

Si A ⊂ adc(F ) es no vaćıo, cualquier operador lineal H: C(A) −→ C(adc(F )) puede
extenderse de forma única a un operador integral H̃ tal que C(Ac) ⊂ ker H̃. Además, el
núcleo H de H̃ satisface que H ∈ C(adc(F )× A) y por tanto para cada f ∈ C(adc(F )),

H̃(f)(x) =
∫
A
H(x, y) f(y) dν(y), x ∈ adc(F ).

Demostración. De las propias definiciones obtenemos que si K es el operador integral
asociado al núcleo K, entonces para cada y ∈ adc(F ), se tiene que ν(y)Ky = K(εy), es
decir K(x, y) ν(y) = K(εy)(x). Rećıprocamente, si K es un endomorfismo sobre C(adc(F ))

y definimos el núcleo K mediante la asignación K(x, y) =
1

ν(y)
K(εy), entonces K es el

operador integral determinado por K.

Por otra parte, si H: C(A) −→ C(adc(F )) es un operador lineal y para cada f ∈ C(adc(F ))
definimos H̃(f) = H(f|A), H queda extendido a un endomorfismo sobre C(adc(F )), es decir

a un operador integral, que claramente satisface que C(Ac) ⊂ ker H̃. Si H es el núcleo de
tal extensión como H̃(εy) = ν(y)Hy, si tomamos y ∈ Ac, entonces H̃(εy) = 0 y por tanto
H(x, y) = 0, para cada x ∈ adc(F ).
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Es claro que la noción de operador integral asociado a un núcleo depende de la medida ν
considerarada y rećıprocamente, fijado un endomorfismo sobre C(adc(F )), considerado como
operador integral, su núcleo depende la medida considerada. Aśı pues, sea K un operador
sobre C(adc(F )) con núcleo K, respecto de ν y consideramos K como operador integral,
respecto de la medida cardinal λ. Si denominamos Kλ al núcleo de K respecto de λ, tenemos
la siguiente relación entre ambos núcleos:

Kλ(x, y) = K(εy)(x) = K(x, y) ν(y).

Recordemos que los operadores de Green, de Robin y de Poisson asociados al problema
[PC] los considerábamos extendidos a aplicaciones

G̃: C(F ) −→ C(adc(F )), R̃: C(F1) −→ C(adc(F )) y P̃ : C(F2) −→ C(adc(F )),

mientras que los operadores de Green del problema [PC] y de su normalizado ̂[PC] los consi-

derábamos extendidos a aplicaciones lineales
≈
G , Ǧ: C(F ∪ F1) −→ C(adc(F )). Por tanto, en

virtud de la proposición anterior, los operadores de Green, de Robin y de Poisson asociados

al problema de contorno [PC] y los operadores de Green asociados a [PC] y a ̂[PC], son todos
operadores integrales.

Definiciones 4.3.3 Denominaremos núcleo o función de Green del problema de contorno
[PS]0 o por extensión núcleo o función de Green de [PC], al núcleo de cualquier operador
de Green de [PC]. Diremos que un núcleo de Green es ortogonal u ortogonal sobre F si es
el núcleo del operador de Green ortogonal o el de un operador de Green ortogonal sobre F ,
respectivamente.

Denominaremos núcleo de Green del problema de contorno [PS] y núcleo de Green del

problema de contorno ̂[PS] a los núcleos de cualquier operador de Green de [PS] o de ̂[PS],

respectivamente. Diremos que un núcleo de Green de [PS] o de ̂[PS] es ortogonal sobre adc(F )
o simplemente ortogonal si el núcleo de un operador de Green ortogonal.

Denominaremos núcleo de Robin del problema de contorno [PS]1 o por extensión núcleo
de Robin de [PC] al núcleo de cualquier operador de Robin de [PC]. Diremos que un núcleo
de Robin es ortogonal u ortogonal sobre F1 si es el núcleo del operador de Robin ortogonal
o el de un operador de Robin ortogonal sobre F1, respectivamente.

Denominaremos núcleo de Poisson del problema de contorno [PS]2 o por extensión núcleo
de Poisson de [PC] al núcleo de cualquier operador de Poisson de [PC]. Diremos que un núcleo
de Poisson es ortogonal u ortogonal sobre F2 si es el núcleo del operador de Poisson ortogonal
o el de un operador de Poisson ortogonal sobre F2, respectivamente.

En general, los núcleos de Green, de Robin y de Poisson de problema [PC] serán denotados
por G̃, R̃ y P̃ , respectivamente mientras que los núcleos de Green de los problemas [PC] y
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̂[PC] serán denotados por
≈
G y por Ǧ, respectivamente. En particular, denotaremos por G,

Ḡ y Ĝ a los núcleos de Green ortogonales de [PC], [PC] y ̂[PC], respectivamente y por R y
P a los núcleos de Robin y de Poisson ortogonales de [PC], respectivamente.

Observemos que para los problemas [PC] y ̂[PC] la noción análoga a la núcleo de Green
de [PC] ortogonal sobre F , seŕıa la de núcleo ortogonal sobre F ∪F1, que en este caso coincide
con la de núcleo ortogonal.

En virtud de la Proposición 4.3.2, tenemos que, en qualquier caso,

≈
G, Ǧ ∈ C(adc(F )× (F ∪F1)), G̃ ∈ C(adc(F )×F ), R̃ ∈ C(adc(F )×F1) y P̃ ∈ C(adc(F )×F2)

y para cada f̄ ∈ C(F ∪ F1), f ∈ C(F ), g1 ∈ C(F1) y g2 ∈ C(F2), las funciones

ū(x) =
∫
F∪F1

≈
G (x, y) f̄(y) dν(y), x ∈ adc(F ),

û(x) =
∫
F∪F1

Ǧ(x, y) f̄(y) dν(y), x ∈ adc(F ),

u0(x) =
∫
F
G̃(x, y) f(y) dν(y), x ∈ adc(F ),

u1(x) =
∫
F1

R̃(x, y) g1(y) dν(y), x ∈ adc(F ),

u2(x) =
∫
F2

P̃ (x, y) g2(y) dν(y), x ∈ adc(F ),

(4.6)

son soluciones de los problemas semihomogéneos [PS]0, ̂[PC]0, [PS]0, [PS]1 y [PS]2 con datos
f̄ − π(f̄), f̄ − π̂(f̄), f − π0(f), g1 − π1(g1) y g2 − π2(g2), respectivamente.

Consideremos nuevamente V
H

el espacio de soluciones del problema [PH] y los espacios
vectoriales

V
F

= {v|F : v ∈ V
H
}, V

F1
= {v|F1

: v ∈ V
H
} y V

F2
=

∂v∂v
∣∣∣
F2

: v ∈ V
H

 .
El siguiente resultado nos permite considerar en tales subespacios, bases adecuadas que
faciliten la expresión de las proyecciones π0, π1 y π2.

Lema 4.3.4 Supongamos que V
H

no es trivial, es decir, no se reduce a la función nula y
consideremos J = {1, · · · , dimV

H
}. Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Existen {v0j}j∈J , una base de V
H

y J0 ⊂ J , tales que {v0j |F }j∈J0 es base ortonormal de

V
F

y v0j |F = 0, si j ∈ J − J0. Si además existe σ ∈ C(F̄ ) tal que σ(x) > 0 para cada

x ∈ F̄ y h ≥ hσ, entonces J0 = J .
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ii) Existen {v1j}j∈J , una base de V
H

y J1 ⊂ J , tales que {v1j |F1
}j∈J1 es base ortonormal

de V
F1

y v1j |F1
= 0, si j ∈ J − J1. Si además existe σ ∈ C(F̄ ) tal que σ(x) > 0 para

cada x ∈ F̄ y q ≥ qσ, entonces J1 = J .

iii) Existen {v2j}j∈J , una base de V
H

y J2 ⊂ J , tales que
{∂v2j

∂v
∣∣∣
F2

}
j∈J2

es base de V
F2

y

∂v2j

∂v
= 0 sobre F2, si j ∈ J − J2. Si además existe σ ∈ C(F̄ ) tal que σ(x) > 0 para

cada x ∈ F̄ , q ≥ qσ y h ≥ hσ, entonces J2 = ∅ y VF2 = {0}.

Demostración. Como las demostraciones de los tres resultados son análogas, sólo desa-
rrollaremos una de ellas, concretamente (i).

Si V
F

es trivial y {v0j}j∈J es cualquier base de V
H

, entonces v0j |F = 0, j ∈ J y por tanto

basta tomar J0 = ∅.

Si V
F

no es trivial y {vj}j∈J es una base de V
H

, es claro que el conjunto {vj |F }j∈J
es generador de V

F
, por lo que de él puede extraerse una base. Aśı pues existe J0 ⊂ J

tal que {vj |F }j∈J0 es base de V
F

. Si a esta base de V
F

le aplicamos el proceso de Gram-

Schmidt, obtenemos un sistema, {v0j}j∈J0 ⊂ VH tal que {v0j |F }j∈J0 es base ortonormal de

V
F

. Desde luego, {v0j}j∈J0 es un sistema libre en V
H

y por tanto ampliable a una base
{v0j}j∈J0 ∪ {wj}j∈J−J0 de V

H
.

Por otra parte, si j /∈ J0, existen escalares aij, i ∈ J0, tales que wj |F =
∑
i∈J0

aij v0i|F , por

lo que si para cada j ∈ J − J0 tomamos v0j = wj −
∑
i∈J0

aij v0i, resulta que v0j se anula sobre

F y además {v0j}j∈J es base de V
H

.

Por último, si se satisface la hipótesis del enunciado sobre σ y suponemos que j ∈ J−J0,
entonces v0j ∈ C(δc(F )) ∩ V

H
y como además h ≥ hσ, la parte (i) de la Proposición 4.1.5

asegura que v0j = 0, lo cual es absurdo pues v0j forma parte de una base de VH .

Cuando V
H

es trivial, necesariamente V
F

, V
F1

y V
F2

son también triviales, aśı que podemos
extender la situación del lema anterior también a este caso, tomando J = J0 = J1 = J2 = ∅.

En lo que sigue, consideraremos fijadas {vj}j∈J una base ortonormal de VH y {vij}j∈J ,
con i = 0, 1, 2, bases de V

H
verificando, respectivamente, las propiedades (i), (ii) y (iii) del

lema anterior.

Si π, π0, π1 y π2 denotan, respectivamente, las proyecciones sobre los subespacios V
H

,
V
F

, V
F1

y V
F2

, entonces si f̄ ∈ C(F ∪ F1), f ∈ C(F ), g1 ∈ C(F1) y g2 ∈ C(F2) se tiene que
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π(f̄) =
∑
j∈J

(∫
adc(F )

f̄ vj dν

)
vj,

π0(f) =
∑
j∈J0

(∫
F
f v0j dν

)
v0j |F =

∑
j∈J

(∫
F
f v0j dν

)
v0j |F ,

π1(g1) =
∑
j∈J1

(∫
F1

g1 v1j dν
)
v1j |F1

=
∑
j∈J

(∫
F1

g1 v1j dν
)
v1j |F1

,

π2(g2) =
∑
j∈J2

(∫
F2

g2
∂v2j

∂v
dν

)
∂v2j

∂v
∣∣∣
F2

=
∑
j∈J2

(∫
F2

g2
∂v2j

∂v
dν

)
∂v2j

∂v
∣∣∣
F2

,

donde se adopta el convenio de que si el conjunto de ı́ndices es vaćıo, la suma correspondiente
es nula. Obsérvese que cuando V

F
ó V

F1
ó V

F2
son triviales, las expresiones de la segunda

igualdad dadas para π0, π1 y π2 en términos de estas bases, son compatibles con el hecho de
que, en estos casos, dichas proyecciones son nulas.

Proposición 4.3.5 Un núcleo G̃ ∈ C(adc(F ) × F ) es una función de Green del problema
[PC] sii para cada y ∈ F satisface que

L(G̃y) =
1

ν(y)
εy −

∑
j∈J

v0j(y) v0j, en F,

U(G̃y(f)) = 0, en F1,

G̃y = 0, en F2.


(4.7)

Además, para cada x, y ∈ F se satisface que

G̃(x, y)−
∑
j∈J

v0j(x)
∫
F
G̃(z, y) v0j(z) dν(z) = G̃(y, x)−

∑
j∈J

v0j(y)
∫
F
G̃(z, x) v0j(z) dν(z) (4.8)

y H ∈ C(adc(F ) × F ) es otro núcleo de Green del problema [PC] sii existen funciones
fj ∈ C(F ), j ∈ J , tales que

H = G̃+
∑
j∈J

v0j ⊗ fj. (4.9)

Demostración. Sean G̃ una función de Green y G̃ su operador de Green asociado. En-

tonces, para cada y ∈ F se tiene que G̃y =
1

ν(y)
G̃(εy), lo que implica que G̃y es una

solución del problema [PS]0 con dato
1

ν(y)

(
εy−π0(εy)

)
. Como π0(εy) = ν(y)

∑
j∈J

v0j(y) v0j |F ,

obtenemos que el núcleo de Green G̃, satisface las ecuaciones (4.7).

Rećıprocamente, para cada y ∈ F tiene sentido plantearse el problema de contorno (4.7).
Si para cada y ∈ F , escogemos una de las soluciones del problema y la denotamos por
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G̃(x, y), podemos definir el operador G̃: C(F ) −→ C(adc(F )) asignando a cada f ∈ C(F ) la
función

u(x) =
∫
F
G̃(x, y) f(y) dν(y), x ∈ adc(F ).

Entonces, G̃ será un operador de Green sii para cada f ∈ C(F ), la función G̃(f) es solución
de [PS]0 con dato f − π0(f). Para comprobar este hecho, observemos que

L(u)(x) =
∫
F
L(G̃y)(x) f(y) dν(y)

=
∫
F

( 1

ν(y)
εy(x)−

∑
j∈J

v0j(y) v0j(x)
)
f(y) dν(y),

= f(x)−
∑
j∈J

(∫
F
v0j f dν

)
v0j(x) = f(x)− π0(f)(x), x ∈ F,

U(u)(x) =
∫
F
U(G̃y)(x) f(y) dν(y) = 0 x ∈ F1,

u(x) =
∫
F
G̃y(x) f(y) dν(y) = 0, x ∈ F2, .

Por otra parte, si x, y ∈ F , tenemos que∫
F
G̃y L(G̃x) dν =

∫
F
G̃y

( 1

ν(x)
εx −

∑
j∈J

v0j(x) v0j

)
dν = G̃y(x)−

∑
j∈J

v0j(x)
∫
F
G̃y v0j dν,

y como problema de contorno [PC] es formalmente autoadjunto, resulta que

G̃y(x)−
∑
j∈J

v0j(x)
∫
F
G̃y v0j dν =

∫
F
G̃y L(G̃x) dν

=
∫
F
G̃x L(G̃y) dν = G̃x(y)−

∑
j∈J

v0j(y)
∫
F
G̃x v0j dν.

Por último, supongamos que H ∈ C(adc(F )× F ) es otro núcleo de Green para el problema
[PC]. Entonces para cada f ∈ C(F ) tenemos que∫

F

(
H(x, y)− G̃(x, y)

)
f(y) dν(y) ∈ V

H
.

Aplicando esta relación a f = εy con y ∈ F , obtenemos que Hy − G̃y ∈ VH y por tanto que
Hy − G̃y =

∑
j∈J

fj(y) v0j.

Rećıprocamente, si H está determinado por la relación (4.9), es claro que para cada
y ∈ F , Hy satisface las ecuaciones (4.7) y es por tanto un núcleo de Green.

Cuando V
H

es trivial, la proposición muestra que existe un único operador de Green que,
por tanto, está caracterizado por las ecuaciones (4.7) y que además, es simétrico sobre F .
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La técnica usada en la demostración de la proposición anterior permite obtener núcleos
de Green con propiedades particulares. Los siguientes resultados constituyen una buena
muestra de esta afirmación.

Corolario 4.3.6 Los núcleos de Green ortogonales sobre F están caracterizados por satis-
facer para cada y ∈ F , las ecuaciones

L(Ğy) =
1

ν(y)
εy −

∑
j∈J

v0j(y) v0j, en F,

U(Ğy(f)) = 0, en F1,

Ğy = 0, en F2,∫
F
v0j Ğy dν = 0, j ∈ J.


(4.10)

Además, Ğ es simétrico sobre F , es decir Ğ(x, y) = Ğ(y, x) para cada x, y ∈ F , y para cada

f ∈ C(F ), la función u(x) =
∫
F
Ğ(x, y) f(y) dν(y), x ∈ adc(F ), es una solución de [PS]0 con

dato f − π0(f) que satisface que
∫
F
u v0j dν = 0, j ∈ J .

En particular, si V
F

es trivial, toda función de Green es ortogonal sobre F y por tanto,
simétrica sobre F , mientras que si δc(F ) 6= ∅ y existe σ ∈ C(F̄ ) tal que σ(x) > 0 para cada
x ∈ adc(F ) y h ≥ hσ, entonces existe una única función de Green ortogonal sobre F , que
está caracterizada por las ecuaciones (4.10). En este caso, para cada f ∈ C(F ), la función

u(x) =
∫
F
Ğ(x, y) f(y) dν(y), x ∈ adc(F ), es la única solución de [PS]0 con dato f − π0(f)

que satisface que
∫
F
u v0j dν = 0, j ∈ J .

Demostración. Si Ğ es una función de Green ortogonal sobre F , satisface las tres primeras

ecuaciones de (4.10), en virtud de la Proposición 4.3.5. Además, como Ğy =
1

ν(y)
Ğ(εy), te-

nemos que Ğy ∈ V⊥F .

Rećıprocamente si Ğ satisface las ecuaciones (4.10), aplicando nuevamente la Proposición

4.3.5, Ğ es un núcleo de Green y además para f ∈ C(F ), u(x) =
∫
F
Ğ(x, y) f(y) dν(y) es

solución del problema [PS]0 con dato f − π0(f). Si ahora tomamos j ∈ J , tenemos que∫
F
u(x)v0j(x) dν(x) =

∫
F
v0j(x)

(∫
F
Ğ(x, y) f(y) dν(y)

)
dν(x)

=
∫
F
f(y)

(∫
F
v0j(x) Ğ(x, y) dν(x)

)
dν(y) = 0.

con lo que se concluye que u ∈ V⊥
F

.
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Por otra parte, el que Ğy ∈ V⊥F para cada y ∈ F , implica, después de aplicar a Ğ la

expresión (4.8), que Ğ es simétrico sobre F . En particular, cuando V
F

es trivial, cualquier
función de Green satisface las condiciones de ortogonalidad sobre F , puesto que v|F = 0 para
cada v ∈ V

H
, y por tanto es ortogonal sobre F y en definitiva, simétrica sobre F .

Por último, si se satisface que δc(F ) 6= ∅ y h ≥ hσ, el Corolario 4.1.8 asegura que las
ecuaciones (4.10) determinan uńıvocamente Ğy y la unicidad de u.

Corolario 4.3.7 El único núcleo de Green ortogonal, G, está caracterizado por satisfacer,
para cada y ∈ F , las ecuaciones

L(Gy) =
1

ν(y)
εy −

∑
j∈J

v0j(y) v0j, en F,

U(Gy(f)) = 0, en F1,

Gy = 0, en F2,∫
adc(F )

v0j Gy dν = 0, j ∈ J.


(4.11)

Además, para cada f ∈ C(F ), la función u(x) =
∫
F
G(x, y) f(y) dν(y), x ∈ adc(F ), es la

única solución de [PS]0 con dato f − π0(f) que satisface que
∫

adc(F )
u v0j dν = 0, j ∈ J .

Demostración. La demostración sigue los pasos de la del corolario anterior. A pesar
de ello, daremos aqúı una demostración diferente de la unicidad de este tipo de núcleos.
Supongamos pues que K es otro núcleo de Green satisfaciendo las ecuaciones (4.11). En-
tonces, K = G+H con Hy ∈ VH para cada y ∈ F . Como por otra parte, Hy = Ky−Gy ∈ V⊥H ,
obtenemos que Hy = 0 para cada y ∈ F y en definitiva que K = G.

Después de todos estos resultados y dado que sin hipótesis adicionales, el único núcleo de
Green que está completamente caracterizado es G, podemos utilizarlo para obtener el resto
de núcleos de Green a partir de la expresión (4.9).

Proposición 4.3.8 Consideremos Ğ ∈ C(adc(F )× F ) la función definida por la expresión

Ğ(x, y) = G(x, y)−
∑
j∈J

v0j(x)
∫
F
G(z, y) v0j(z) dν(z), x ∈ adc(F ), y ∈ F.

Entonces, Ğ es un núcleo de Green ortogonal sobre F y una función G̃ ∈ C(adc(F )× F ) es
un núcleo de Green sii existen funciones fj ∈ C(F ), j ∈ J , tales que

G̃ = Ğ+
∑
i∈J

v0i ⊗ fi. (4.12)

Además, se tienen las siguientes propiedades:
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i) G̃ es simétrico sobre F sii existe una matriz simétrica de orden |J0|, A = (aij), tal que
para cada i ∈ J0 se verifica que fi(y) =

∑
j∈J0

aij v0j(y), y ∈ F.

ii) G̃ es ortogonal sobre F sii fi = 0, para cada i ∈ J0.

Demostración. Que Ğ es un núcleo de Green es consecuencia de aplicar la expresión (4.9)
a G. Además, se comprueba directamente que Ğ es simétrico y, de hecho, ortogonal sobre
F . Además, como Ğ es un núcleo de Green, cualquier otro núcleo de Green puede obtenerse
de él mediante la expresión (4.9) aplicada a Ğ, que es justamente (4.12).

(i) Después de la expresión anterior, como Ğ es simétrica resulta que G̃ es simétrica sobre
F sii se satisface que∑

i∈J0

v0i(x) fi(y) =
∑
i∈J0

v0i(y) fi(x) para cada x, y ∈ F.

Ahora, fijado y ∈ F , y teniendo en cuenta que {v0j |F }j∈J0 es ortonormal, obtenemos que
para cada i ∈ J0

fi(y) =
∑
i∈J0

v0i(y)
∫
F
fi(x) v0i(x) dν(x) = π0(fi)(y)

lo que implica que fi ∈ VF y por tanto, la existencia de una matriz A de orden |J0| tal que
fi(y) =

∑
j∈J0

aij v0j(y) para cada y ∈ F . En definitiva, G̃ es simétrica sii

∑
i,j∈J0

aij v0i(x) v0j(y) =
∑
i,j∈J0

aij v0i(y) v0j(x) para cada x, y ∈ F

lo que es equivalente a que aij = aji, ya que el sistema {v0i|F ⊗v0j |F }i,j∈J0 es base ortonormal
de V

F
× V

F
.

(ii) Como Ğ es ortogonal sobre F , resulta que G̃ es ortogonal sobre F sii
∑
i∈J0

v0i ⊗ fi es

ortogonal sobre F y esto ocurre sii para cada j ∈ J0 y cada y ∈ F ,

fj(y) =
∫
F

∑
i∈J0

v0i(x) fi(y))

 v0j(x) dν(x) = 0.

Obsérvese que la proposición anterior resume los resultados relativos a funciones de Green,
obtenidos en la Proposición 4.3.5 y en el Corolario 4.3.6. Por ejemplo, si V

H
es trivial,

entonces J0 = ∅ con lo que las condiciones (i) y (ii) se satisfacen automáticamente y resulta
que bajo esa hipótesis, todo núcleo de Green es ortogonal sobre F . Por otra parte, si
δc(F ) 6= ∅ y existe σ ∈ C(F̄ ) tal que σ(x) > 0 para cada x ∈ adc(F ) y h ≥ hσ, entonces
J0 = J y por tanto la condición (ii) implica que existe una única función de Green ortogonal
sobre F . Es importante señalar que en este caso, salvo que V

H
sea trivial, existen infinitas

funciones de Green simétricas.
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Los resultados que expondremos a continuación, corresponden a las propiedades que sa-
tisfacen los núcleos de Robin y de Poisson de [PC] y los núcleos de Green de [PC]. Aunque los
tres tipos de núcleos tienen propiedades análogas a las desarrolladas en la Proposición 4.3.5
y en el Corolario 4.3.6, sólo nos preocuparemos de presentar, en cada caso, un resultado del
tipo de la Proposición 4.3.8 que sumarice todas las posibilidades. Nuevamente omitiremos
las demostraciones pues, con las modificaciones pertinentes, son análogas a las efectuadas
para el caso de los núcleos de Green.

Proposición 4.3.9 Si F1 6= ∅, existe un único núcleo de Robin ortogonal del problema [PC],
R ∈ C(adc(F )× F1), que está caracterizado por satisfacer para cada y ∈ F , las ecuaciones

L(Ry) = 0, en F,

U(Ry) =
1

ν(y)
εy −

∑
j∈J

v1j(y) v1j, en F1,

Ry = 0, en F2,∫
adc(F )

v1j Ry dν = 0, j ∈ J.


(4.13)

Además, se verifican las siguientes propiedades:

i) Para cada g1 ∈ C(F1) la función u(x) =
∫
F1

R(x, y) g1(y) dν(y), x ∈ adc(F ), es la única

solución de [PS]1 con dato g1 − π1(g1), tal que
∫

adc(F )
u v1j dν = 0, j ∈ J .

ii) Si R̆ ∈ C(adc(F )× F1) es la función definida por la expresión

R̆(x, y) = R(x, y)−
∑
j∈J

v1j(x)
∫
F1

R(z, y) v1j(z) dν(z), x ∈ adc(F ), y ∈ F1

entonces, R̆ es un núcleo de Robin ortogonal sobre F1. Además, R̆ es simétrico sobre

F1 y para cada g1 ∈ C(F1), la función u(x) =
∫
F1

R̆(x, y) g1(y) dν(y), es una solución

de [PS]1 con dato g1 − π1(g1), que satisface que
∫
F1

u v1j dν = 0, j ∈ J . Si existe

σ ∈ C(F̄ ) tal que σ(x) > 0 para cada x ∈ adc(F ) y q ≥ qσ, entonces R̆ es el único
núcleo de Robin ortogonal sobre F1 y para cada g1 ∈ C(F1), la función u es la única

solución de [PS]1 con dato g1 − π1(g1), que satisface que
∫
F1

u v1j dν = 0, j ∈ J .

iii) Una función R̃ ∈ C(adc(F )× F1) es un núcleo de Robin sii existen g1j ∈ C(F1), j ∈ J ,
tales que

R̃ = R̆ +
∑
i∈J

v1i ⊗ g1i. (4.14)
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iv) Un núcleo de Robin, R̃, es simétrico sobre F1 sii existe una matriz simétrica de orden
|J1|, A = (aij), tal que para cada i ∈ J1 se verifica que g1i(y) =

∑
j∈J1

aij v1j(y), y ∈ F1.

v) Un núcleo de Robin, R̃, es ortogonal sobre F1 sii g1i = 0, para cada i ∈ J1 y por tanto,
todo núcleo de Robin ortogonal sobre F1 es simétrico sobre F1. En particular, si V

F1

es trivial, J1 = ∅ y por tanto todo núcleo de Robin es simétrico y, de hecho, ortogonal
sobre F1.

Antes de proceder a la obtención de los resultados relativos a los núcleos de Poisson,
será cómodo introduccir las siguientes notaciones: Si K ∈ C(adc(F )× adc(F )), la expresión
∂

∂v
K(x, y) representa a

(
∂Ky

∂v

)
(x), mientras que

∂

∂vy
K(x, y) representa a

(
∂Kx

∂v

)
(y).

Proposición 4.3.10 Si F2 6= ∅, existe un único núcleo de Poisson ortogonal del problema
[PC], P ∈ C(adc(F ) × F2), que está caracterizado por satisfacer, para cada y ∈ F2, las
ecuaciones

L(Py) = 0, en F,

U(Py) = 0, en F1,

Py =
1

ν(y)
εy −

∑
j∈J

∂v2j

∂v
(y)

∂v2j

∂v
, en F2,∫

adc(F )
v2j Py dν = 0, j ∈ J.


(4.15)

Además, se verifican las siguientes propiedades:

i) Para cada g2 ∈ C(F2) la función u(x) =
∫
F2

P (x, y) g2(y) dν(y), x ∈ adc(F ), es la única

solución de [PS]2 con dato g2 − π2(g2), tal que
∫

adc(F )
u v2j dν = 0, j ∈ J .

ii) Si P̆ ∈ C(adc(F )× F2) es la función definida por la expresión

P̆ (x, y) = P (x, y)−
∑
j∈J

v2j(x)
∫
F2

∂

∂v
P (z, y)

∂v2j

∂v
(z) dν(z), x ∈ adc(F ), y ∈ F2

entonces, P̆ es un núcleo de Poisson ortogonal sobre F2. Además, para cada x, y ∈ F2,
∂

∂v
P̆ (x, y) =

∂

∂v
P̆ (y, x) y para cada g2 ∈ C(F2), u(x) =

∫
F2

P̆ (x, y) g2(y) dν(y), es una

solución de [PS]2 con dato g2 − π2(g2), que satisface que
∫
F2

∂u

∂v

∂v2j

∂v
dν = 0, j ∈ J .

iii) Una función P̃ ∈ C(adc(F ) × F2) es un núcleo de Poisson sii existen g2j ∈ C(F2),
j ∈ J , tales que

P̃ = P̆ +
∑
i∈J

v2i ⊗ g2i. (4.16)
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iv) Un núcleo de Poisson, P̃ , satisface que
∂

∂v
P̃ es simétrico sobre F2 sii existe una matriz

simétrica de orden |J2|, A = (aij), tal que g2i(y) =
∑
j∈J2

aij v2j(y), y ∈ F2, para cada

i ∈ J2.

v) Un núcleo de Poisson, P̃ , es ortogonal sobre F2 sii g2i = 0, para cada i ∈ J2. En
particular, si V

F2
es trivial, J2 = ∅ y por tanto todo núcleo de Poisson es ortogonal

sobre F2.

Proposición 4.3.11 Existe un único núcleo de Green ortogonal del problema [PC], Ḡ, que
está caracterizado por satisfacer para cada y ∈ F ∪ F1, las ecuaciones

L̄(Ḡy) =
1

ν(y)
εy −

∑
j∈J

vj(y) vj, en F ∪ F1,

Ḡy = 0, en F2,∫
adc(F )

vj Ḡy dν = 0, j ∈ J.


(4.17)

Además, se verifican las siguientes propiedades:

i) Ḡ ∈ C(adc(F )× (F ∪ F1)) y Ḡ(x, y) = Ḡ(y, x) para cada x, y ∈ adc(F ). En particular,
para cada y ∈ adc(F ), Ḡy satisface las ecuaciones (4.17).

ii) Para cada f̄ ∈ C(F ∪F1) la función u(x) =
∫
F∪F1

Ḡ(x, y) f̄(y) dν(y), x ∈ adc(F ), es la

única solución de [PS]0 con dato f̄ − π(f̄), tal que
∫

adc(F )
u vj dν = 0, j ∈ J .

iii) Una función
≈
G∈ C(adc(F ) × (F ∪ F1)) es un núcleo de Green del problema [PC] sii

existen f̄i ∈ C(F ∪ F1), i ∈ J , tales que

≈
G= Ḡ+

∑
i∈J

vi ⊗ f̄i. (4.18)

iv) Un núcleo de Green de [PC],
≈
G, es simétrico sobre adc(F ) sii existe una matriz

simétrica de orden |J |, A = (aij), tal que f̄i(y) =
∑
j∈J

aij vj(y), y ∈ F ∪ F1, para

cada i ∈ J .

El siguiente resultado traduce en términos de los núcleos correspondientes, la relación
entre los operadores de Green, de Robin y de Poisson del problema [PC] con el operador de
Green del problema [PC], que fue presentada en la proposición 4.2.3.

Proposición 4.3.12 Se satisfacen las siguientes propiedades:
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i) Las relaciones entre el núcleo de Green ortogonal del problema [PC], el núcleo de Green
ortogonal sobre F del problema [PC] y Ḡ están dadas respectivamente por

G(x, y) = Ḡ(x, y)−
∑
j∈J

v0j(y)
∫
F
Ḡ(x, z) v0j(z) dν(z),

Ğ(x, y) = Ḡ(x, y)−
∑
j∈J

v0j(y)
∫
F
Ḡ(x, z) v0j(z) dν(z)

−
∑
i∈J

v0i(x)
∫
F
Ḡ(w, y) v0i(w) dν(w)

+
∑
i,j∈J

v0i(x) v0j(y)
∫
F×F

Ḡ(w, z) v0i(w) v0j(z) d(ν × ν)(w, z),

para cada (x, y) ∈ adc(F )× F .

ii) Si F1 6= ∅, las relaciones entre el núcleo de Robin ortogonal del problema [PC], el núcleo
de Robin ortogonal sobre F1 del problema [PC] y Ḡ están dadas respectivamente por

R(x, y) = Ḡ(x, y)−
∑
j∈J

v1j(y)
∫
F1

Ḡ(x, z) v1j(z) dν(z),

R̆(x, y) = Ḡ(x, y)−
∑
j∈J

v1j(y)
∫
F1

Ḡ(x, z) v1j(z) dν(z)

−
∑
i∈J

v1i(x)
∫
F1

Ḡ(w, y) v1i(w) dν(w)

+
∑
i,j∈J

v1i(x) v1j(y)
∫
F×F

Ḡ(w, z) v1i(w) v1j(z) d(ν × ν)(w, z),

para cada (x, y) ∈ adc(F )× F1.

iii) Si F2 6= ∅, la relación entre el núcleo de Poisson ortogonal del problema [PC] y Ḡ está
dada por

P (x, y) =
1

ν(y)
εy(x)− ∂

∂vy
Ḡ(x, y)

−
∑
j∈J

∂v2j

∂v
(y)

∫
F2

∂v2j

∂v
(z)

( 1

ν(x)
εx(z)− ∂

∂vy
Ḡ(x, z)

)
dν(z).

para cada (x, y) ∈ adc(F ) × F2. En particular, si V
F

es trivial y sop(p) ⊂ F1 × F1

entonces, para cada (x, y) ∈ adc(F )× F2,

P (x, y) =
1

ν(y)
εy(x)− ∂

∂vy
G(x, y)

−
∑
j∈J

∂v2j

∂v
(y)

∫
F2

∂v2j

∂v
(z)

( 1

ν(x)
εx(z)− ∂

∂vy
G(x, z)

)
dν(z).
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Demostración. (i) Si para cada y ∈ F , si consideramos f =
1

ν(y)
εy −

∑
j∈J

v0j(y) v0j |F ,

resulta que f ∈ C(F )∩ V⊥
H

. Como Gy está determinada por las ecuaciones (4.11), aplicando
la propiedad (ii) de la Proposición 4.3.11, resulta que

Gy(x) =
∫
F∪F1

Ḡ(x, z) f(z) dν(z) =
∫
F
Ḡ(x, z) f(z) dν(z)

= Ḡ(x, y)−
∑
j∈J

v0j(y)
∫
F
Ḡ(x, z) v0j(z) dν(z).

La relación entre Ğ y Ḡ se deduce directamente de esta expresión, teniendo en cuenta que

Ğ(x, y) = G(x, y)−
∑
i∈J

v0i(x)
∫
F
G(w, y) v0i(w) dν(w), (x, y) ∈ adc(F )× F.

(ii) La demostración de este apartado es análoga a la de (i) teniendo ahora en cuenta que
para cada y ∈ F1, Ry está determinada por las ecuaciones (4.13).

(iii) Si para cada y ∈ F2, consideramos las funciones g2 =
1

ν(y)
εy −

∑
j∈J

∂v2j

∂v
(y)

∂v2j

∂v
∣∣∣
F2

y f̄ = −L̄(g2)|F∪F1
, resulta que f̄ ∈ C(F ∪ F1) ∩ V⊥

H
. Como Py está determinada por las

ecuaciones (4.15), que son equivalentes a las ecuaciones

L̄(u) = f̄ sobre F ∪ F1, u = 0 sobre F2 e
∫

adc(F )
u vj = 0, j ∈ J,

en el sentido de que Py = g2 + u, obtenemos que Py(x) = g2(x)−
∫
F∪F1

Ḡ(x, z) L̄g2(z) dν(z),

para cada x ∈ adc(F ), después de aplicar la propiedad (ii) de la Proposición 4.3.11.

Si ahora tenemos en cuenta que Ḡz satisface las ecuaciones (4.17) para cada z ∈ adc(F ),
y aplicamos la versión (4.1) de la Segunda Identidad de Green, resulta que

Py(x) = g2(x)−
∫
F∪F1

Ḡ(x, z) L̄g2(z) dν(z) = g2(x)−
∫
F2

g2(z)
∂

∂vy
Ḡ(x, z) dν(z)

=
1

ν(y)
εy(x)− ∂

∂vy
Ḡ(x, y)−

∑
j∈J

∂v2j

∂v
(y)

∂v2j

∂v
∣∣∣
F2

(x)

+
∑
j∈J

∂v2j

∂v
(y)

∫
F2

∂v2j

∂v
(z)

∂

∂vy
Ḡ(x, z) dν(z)

=
1

ν(y)
εy(x)− ∂

∂vy
Ḡ(x, y)

−
∑
j∈J

∂v2j

∂v
(y)

∫
F2

∂v2j

∂v
(z)

( 1

ν(x)
εx(z)− ∂

∂vy
Ḡ(x, z)

)
dν(z), x ∈ adc(F ), y ∈ F2.
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Cuando V
F

es trivial, la parte (i) de la proposición muestra que G(x, y) = Ḡ(x, y) para cada
(x, y) ∈ adc(F )×F . Si además sop(p) ⊂ F1×F1, resulta que para cada (x, z) ∈ adc(F )×F2,

∂

∂vy
Ḡ(x, z) = − 1

ν(z)

∑
w∈F

c(x,w) Ḡ(x,w) = − 1

ν(z)

∑
w∈F

c(x,w)G(x,w) =
∂

∂vy
G(x, z).

El siguiente resultado analiza las propiedades de los núcleos de Green del problema

normalizado ̂[PC] y traduce la relación entre los operadores de Green ortogonales de los

problemas [PC] y ̂[PC] que fue presentada en la Proposición 4.2.4, en términos de los núcleos
correspondientes.

Proposición 4.3.13 Sea σ ∈ C(adc(F )) tal que σ(x) > 0 para cada x ∈ adc(F ) y conside-

remos ̂[PC] el problema normalizado de [PC] correspondiente a σ.

Existe un único núcleo de Green ortogonal del problema ̂[PC], Ĝ, que está caracterizado
por satisfacer para cada y ∈ F ∪ F1, las ecuaciones

L̂(Ĝy) =
1

ν(y)
εy − π̂(εy), en F ∪ F1,

Ĝy = 0, en F2,∫
adc(F )

vj
σ
Ĝy dν = 0, j ∈ J.


(4.19)

Además, se verifican las siguientes propiedades:

i) Ĝ ∈ C(adc(F )× (F ∪ F1)) y Ĝ(x, y) = Ĝ(y, x) para cada x, y ∈ adc(F ). En particular,
para cada y ∈ adc(F ), Ĝy satisface las ecuaciones (4.19).

ii) Para cada f̂ ∈ C(F ∪ F1) la función û(x) =
∫
F∪F1

Ĝ(x, y) f̂ dν(y), x ∈ adc(F ), es la

única solución del problema semihomogéneos asociado a ̂[PS] con dato f̂ − π̂(f̂), tal

que
∫

adc(F )

vj
σ
û dν = 0, j ∈ J .

iii) Una función Ǧ ∈ C(adc(F ) × (F ∪ F1)) es un núcleo de Green del problema ̂[PC] sii
existen f̂i ∈ C(F ∪ F1), i ∈ J , tales que

Ǧ = Ĝ+
∑
i∈J

vi
σ
⊗ f̂i. (4.20)

iv) Un núcleo de Green de ̂[PC], Ǧ, es simétrico sobre adc(F ) sii existe una matriz

simétrica de orden |J |, A = (aij), tal que f̂i(y) =
1

σ(y)

∑
j∈J

aij vj(y), y ∈ F ∪ F1,

para cada i ∈ J .
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v) Para cada x, y ∈ adc(F ),

Ḡ(x, y) = Ĝ(x, y)σ(x) σ(y)

−
∑
j∈J

vj(y)
∫

adc(F )
Ĝ(x, z)σ(x)σ(z) vj(z) dν(z)

−
∑
j∈J

vj(x)
∫

adc(F )
Ĝ(y, z)σ(y)σ(z) vj(z) dν(z)

+
∑
i,j∈J

vj(x) vj(y)
∫

adc(F )×adc(F )
Ĝ(w, z)σ(w)σ(z) vj(w) vj(z) d(ν × ν)(w, z).

Demostración. Excepto la propiedad (v), la demostración es análoga a las realiazadas en
el caso de los núcleos de Green del problema [PC]. Para demostrar (v), como se satisface
que Ḡ = (I − π) ◦ Tσ ◦ Ĝ ◦ Tσ ◦ (I − π), resulta que

Ḡy =
1

ν(y)
(I − π)

(
σ Ĝ(σ εy − ν(y)

∑
j∈J

vj(y)σ vj)
)
.

Por otra parte, para cada y ∈ F ∪ F1

σ(x) Ĝ
(
σ εy − ν(y)

∑
j∈J

vj(y)σ vj
)
(x)

=
∫

adc(F )
σ(x) Ĝ(x, z)

(
σ(z) εy(z)− ν(y)

∑
j∈J

vj(y)σ(z) vj(z)
)
dν(z)

= ν(y) Ĝ(x, y)σ(x)σ(y)− ν(y)
∑
j∈J

vj(y)
∫

adc(F )
Ĝ(x, z)σ(x)σ(z) vj(z) dν(z),

lo que implica que

Ḡ(x, y) = Ĝ(x, y)σ(x) σ(y)−
∑
j∈J

vj(y)
∫

adc(F )
Ĝ(x, z)σ(x)σ(z) vj(z) dν(z)

−
∑
j∈J

vj(x)
∫

adc(F )
Ĝ(y, z)σ(y)σ(z) vj(z) dν(z)

+
∑
i,j∈J

vi(x) vj(y)
∫

adc(F )×adc(F )
Ĝ(w, z)σ(w)σ(z) vi(w) vj(z) d(ν × ν)(w, z).

Finalizaremos esta sección especificando los resultados anteriores al caso en el que está
en vigor la hipótesis

[H3] Existe una función σ ∈ C(F̄ ) tal que σ(x) > 0 para cada x ∈ adc(F ) y además se
satisface que q ≥ qσ y h ≥ hσ.
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Por lo que respecta a las funciones de Green, los resultados que mostraremos constituyen una
generalización de los que obtenidos en [5] para métricas ortogonales definidas sobre variedades
discretas simples y donde ν = µ = λ y σ es constante, y también de los que aparecen en [18]
relativos al problema de Dirichlet y a la ecuación de Poisson para el Laplaciano normalizado
(recuérdese que en todos estos casos, q

F
= 0).

Proposición 4.3.14 Si se satisface la hipótesis [H3], la función de Green ortogonal del
problema [PC], G ∈ C(adc(F ) × F ), está caracterizada por verificar para cada y ∈ F las
siguientes propiedades:

L(Gy) =
1

ν(y)
εy − a0 σ(y)σ, en F,

U(Gy) = 0, en F1,

Gy = 0, en F2,

a0

∫
adc(F )

σ Gy dν = 0,


(4.21)

donde a0 = 0, excepto cuando se satisface simultáneamente que F2 = ∅, q = qσ y h = hσ, en

cuyo caso a0 =
(∫

F
σ2 dν

)−1

. Además, se verifican las siguientes propiedades:

i) Para cada f ∈ C(F ), la función u(x) =
∫
F
G(x, y) f(y) dν(y), x ∈ adc(F ), es la única

solución de [PS]0 con dato f − a0 σ
∫
F
f σ dν que satisface que a0

∫
adc(F )

uσ dν = 0.

ii) Si Ğ ∈ C(adc(F )× F1) es la función definida por la expresión

Ğ(x, y) = G(x, y)− a0 σ(x)
∫
F
G(z, y)σ(z) dν(z), x ∈ adc(F ), y ∈ F

entonces, Ğ es el único núcleo de Green ortogonal sobre F . Además, Ğ es simétrico

sobre F y para cada f ∈ C(F ), la función u(x) =
∫
F
Ğ(x, y) f(y) dν(y), es la única

solución de [PS]0 con dato f − a0 σ
∫
F
f σ dν que satisface que a0

∫
F
uσ dν = 0.

iii) Una función G̃ ∈ C(adc(F ) × F ) es un núcleo de Green sii existe φ ∈ C(F ), tal que
G̃ = Ğ+ a0 (σ ⊗ φ).

iv) Un núcleo de Green, G̃, es simétrico sobre F sii G̃ = Ğ+ a0 b (σ ⊗ σ), con b ∈ IR.

Demostración. Aplicando la Proposición 4.1.5, V
H

es trivial o bien se reduce a los múltiplos
de σ cuando F = ∅, q = qσ y h = hσ simultáneamente. En este caso,

√
a0 σ|F es base ortonor-

mal de V
F

y el resultado se concluye de las proposiciones 4.3.7 y 4.3.8.
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Proposición 4.3.15 Si F1 6= ∅ y se satisface la hipótesis [H3], el núcleo de Robin ortogonal
del problema [PC], R ∈ C(adc(F )× F1), está caracterizado por verificar para cada y ∈ F las
siguientes propiedades:

L(Ry) = 0, en F,

U(Ry) =
1

ν(y)
εy − a1 σ(y)σ, en F1,

Ry = 0, en F2,

a1

∫
adc(F )

σ Ry dν = 0,


(4.22)

donde a1 = 0, excepto cuando se satisface simultáneamente que F2 = ∅, q = qσ y h = hσ, en

cuyo caso a1 =
(∫

F1

σ2 dν
)−1

. Además, se verifican las siguientes propiedades:

i) Para cada g1 ∈ C(F1) la función u(x) =
∫
F1

R(x, y) g1(y) dν(y), x ∈ adc(F ), es la única

solución de [PS]1 con dato g1 − a1 σ
∫
F1

g1 σ dν tal que a1

∫
adc(F )

uσ dν = 0.

ii) Si R̆ ∈ C(adc(F )× F1) es la función definida por la expresión

R̆(x, y) = R(x, y)− a1 σ(x)
∫
F1

R(z, y)σ(z) dν(z), x ∈ adc(F ), y ∈ F1

entonces, R̆ es el único núcleo de Robin ortogonal sobre F1. Además, R̆ es simétrico

sobre F1 y para cada g1 ∈ C(F1), la función u(x) =
∫
F1

R̆(x, y) g1(y) dν(y), es la única

solución de [PS]1 con dato g1 − a1 σ
∫
F1

g1 σ dν, que satisface que a1

∫
F1

uσ dν = 0.

iii) Una función R̃ ∈ C(adc(F ) × F1) es un núcleo de Robin sii existe φ ∈ C(F1) tal que
R̃ = R̆ + a1 (σ ⊗ φ).

iv) Un núcleo de Robin, R̃, es simétrico sobre F1 sii R̃ = R̆ + a1 b (σ ⊗ σ), con b ∈ IR.

Proposición 4.3.16 Si F2 6= ∅ y se satisface la hipótesis [H3], existe un único núcleo de
Poisson del problema [PC], P ∈ C(adc(F ) × F2), que está caracterizado por verificar para
cada y ∈ F las siguientes propiedades:

L(Py) = 0, en F,

U(Py) = 0, en F1,

Py =
1

ν(y)
εy, en F2.


(4.23)

Además,
∂P

∂v
es simétrico sobre F2 y para cada g2 ∈ C(F2), u(x) =

∫
F2

P (x, y) g2(y) dν(y),

x ∈ adc(F ), es la única solución de [PS]2 con dato g2.
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Proposición 4.3.17 Si se satisface la hipótesis [H3], la función de Green ortogonal del pro-
blema [PC], Ḡ ∈ C(adc(F )×(F∪F1)), está caracterizada por satisfacer para cada y ∈ F ∪ F1,
las ecuaciones

L̄(Ḡy) =
1

ν(y)
εy − a σ(y)σ, en F ∪ F1,

Ḡy = 0, en F2,

a
∫

adc(F )
σ Ḡy dν = 0,


(4.24)

donde a = 0, excepto cuando se satisface simultáneamente que F2 = ∅, q = qσ y h = hσ, en

cuyo caso a =

(∫
adc(F )

σ2 dν

)−1

. Además, se verifican las siguientes propiedades:

i) Ḡ es simétrica en adc(F ).

ii) Para cada f̄ ∈ C(F ∪F1) la función u(x) =
∫
F∪F1

Ḡ(x, y) f̄(y) dν(y), x ∈ adc(F ), es la

única solución de [PS]0 con dato f̄ − a σ
∫

adc(F )
f̄ σ dν, tal que a

∫
adc(F )

uσ dν = 0.

iii) Una función
≈
G∈ C(adc(F ) × (F ∪ F1)) es un núcleo de Green del problema [PC] sii

existe φ ∈ C(F ∪ F1), tal que
≈
G= Ḡ+ a (σ ⊗ φ).

iv) Un núcleo de Green de [PC],
≈
G, es simétrico sobre adc(F ) sii existe b ∈ IR tal que

≈
G= Ḡ+ a b (σ ⊗ σ).

Proposición 4.3.18 Supongamos que se satisface la hipótesis [H3] y consideremos, Ḡ la
función de Green ortogonal del problema [PC] y H, H̄ ∈ C(adc(F )4) las funciones determi-
nadas, respectivamente por las expresiones

H(x, y;w, z) = Ḡ(x, y)σ(w)σ(z)− Ḡ(x, z)σ(y)σ(w),

H̄(x, y;w, z) = H(x, y;w, z)−H(w, y;x, z).

Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

i) Para cada (x, y) ∈ adc(F )×F se tiene que Ḡ(x, y) = G(x, y) = Ğ(x, y), excepto cuando
se satisface simultáneamente que F1 6= ∅, F2 = ∅, q = qσ y h = hσ, en cuyo caso

G(x, y) =
(∫

F
σ2 dν

)−2 ∫
F×F

H(x, y;w, z)σ(w)σ(z) d(ν × ν)(w, z);

Ğ(x, y) =
(∫

F
σ2 dν

)−2 ∫
F×F

H̄(x, y;w, z)σ(w)σ(z) d(ν × ν)(w, z).
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ii) Si F1 6= ∅, para cada (x, y) ∈ adc(F ) × F1 se tiene que Ḡ(x, y) = R(x, y) = R̆(x, y),
excepto cuando se satisface simultáneamente que F2 = ∅, q = qσ y h = hσ, en cuyo
caso

R(x, y) =
(∫

F1

σ2 dν
)−2 ∫

F1×F1

H(x, y;w, z)σ(w)σ(z) d(ν × ν)(w, z);

R̆(x, y) =
(∫

F1

σ2 dν
)−2 ∫

F1×F1

H̄(x, y;w, z)σ(w)σ(z) d(ν × ν)(w, z).

iii) Si F2 6= ∅, para cada (x, y) ∈ adc(F )× F2 se tiene que

P (x, y) =
1

ν(y)
εy(x)− ∂

∂vy
Ḡ(x, y).

En particular, si sop(p) ⊂ F1 × F1, para cada (x, y) ∈ adc(F )× F2 se tiene que

P (x, y) =
1

ν(y)
εy(x)− ∂

∂vy
G(x, y).

Proposición 4.3.19 Supongamos que se satisface la hipótesis [H3], sea Ĝ la función de

Green ortogonal del problema ̂[PC] y consideremos Ĥ ∈ C(adc(F )4) la función determinada
por la expresión

Ĥ(x, y;w, z) =
(
Ĝ(x, y)− Ĝ(x, z)− Ĝ(y, w) + Ĝ(w, z)

)
σ(x)σ(y)σ(z)σ(w).

Entonces, para cada y ∈ F ∪ F1 se verifican las ecuaciones:

L̄(Ĝy) =
1

ν(y)
εy − a, en F ∪ F1,

Ĝy = 0, en F2,

a
∫

adc(F )
Ĝy dν = 0,


(4.25)

donde a = 0, excepto cuando se satisface simultáneamente que F2 = ∅, q = qσ y h = hσ, en
cuyo caso a = (ν(F ) + ν(F1))−1. Además, se verifican las siguientes propiedades:

i) Ĝ es simétrica en adc(F ).

ii) Para cada f̂ ∈ C(F ∪F1) la función u(x) =
∫
F∪F1

Ĝ(x, y) f̂(y) dν(y), x ∈ adc(F ), es la

única solución del problema semihomogéneo asociado a ̂[PS] con dato f̂−a
∫

adc(F )
f̂ dν,

tal que a
∫

adc(F )
u dν = 0.

iii) Una función Ǧ ∈ C(adc(F ) × (F ∪ F1)) es un núcleo de Green del problema ̂[PC] sii
existe φ ∈ C(F ∪ F1), tal que Ǧ = Ĝ+ a⊗ φ.
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iv) Un núcleo de Green de ̂[PC], Ǧ, es simétrico sobre adc(F ) sii existe b ∈ IR tal que
Ǧ = Ĝ+ a b.

v) Si no se satisface simultáneamente que F2 = ∅, q = qσ y h = hσ, entonces

Ḡ(x, y) = Ĝ(x, y)σ(x)σ(y) para cada x, y ∈ adc(F ).

vi) Si F2 = ∅, q = qσ y h = hσ, entonces para cada x, y ∈ adc(F ) se satisface que

Ḡ(x, y) =

(∫
adc(F )

σ2 dν

)−2 ∫
adc(F )×adc(F )

Ĥ(x, y;w, z)σ(w)σ(z) d(ν × ν)(w, z).

Obsérvese que con las hipótesis de la proposición anterior, cuando V
H

no es trivial, V
F

es
no trivial, J0 = J = {1} y si F1 6= ∅ también V

F1
es no trivial y J1 = J = {1}. Sin embargo,

el caso σ constante muestra que V
F2

puede ser trivial cuando V
H

no lo es.



Caṕıtulo 5

Solución de problemas de contorno
mediante medidas de equilibrio

El objetivo principal de este caṕıtulo consiste en obtener una metodoloǵıa de resolución
común a todos los problemas de contorno autoadjuntos que han sido tratados en los caṕıtulos
anteriores. Como todos estos problemas son equivalentes o bien a problemas de Dirichlet o
bien a ecuaciones de Poisson, será suficiente desarrollar dicha metodoloǵıa en estos casos.
La idea básica consiste en expresar la solución de cualquiera de los anteriores problemas
en términos de las denominadas medidas de equilibrio, que son las soluciones de proble-
mas de Dirichlet semihomogéneos, con segundo miembro constante. Estas soluciones están
ı́ntimamente relacionadas con la geometŕıa de la variedad, concretamente con la función
coeficiente de la estructura Riemanniana, y permiten obtener expresiones muy sencillas de
los diferentes núcleos de Green y de Poisson. Además, cuando la variedad tiene suficientes
propiedades de simetŕıa, es posible calcular directamente las medidas de equilibrio y por tan-
to los núcleos de Green ([5]). En el caso general, las medidas de equilibrio pueden obtenerse
o bien mediante algoritmos de programación cuadrática y convexa, o bien mediante algorit-
mos de programación lineal. La posibilidad de resolver los problemas de equilibrio utilizando
estos algoritmos de optimización, proviene de la aplicación de los métodos de la Teoŕıa del
Potencial. Bajo la hipótesis básica de que la función coeficiente de la estructura Rieman-
niana es no negativa, el operador de Laplace-Beltrami o más generalmente la suma de tal
operador y un término conveniente de orden cero, se interpreta como un núcleo que satisface
principios suficientes, enerǵıa y máximo, para que el problema de equilibrio tenga solución
para cada subconjunto propio del conjunto de vértices. En este sentido, nuestras técnicas se
sitúan entre las dos visiones tradicionales de la Teoŕıa del Potencial: la desarrollada a partir
de los núcleos y la desarrollada a partir de las formas de Dirichlet. Por una parte, nuestros
núcleos no tienen que satisfacer todos los principios clásicos, y de hecho no son ni siquiera
positivos, y por otra sólo en algunos casos la forma cuadrática asociada al operador es una
forma de Dirichlet. Si interpretamos los problemas de contorno en términos de sistemas
lineales, el caso en el que śı existe una forma de Dirichlet corresponde a la situación en la
cual la matriz de coeficientes del sistema es una matriz de Stieltjes diagonalmente dominante
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([8]). Nuestro tratamiento incluye situaciones para las cuales la forma cuadrática asociada
se corresponde con una matriz de Stieltjes. Este tipo de sistemas lineales aparecen con fre-
cuencia en la resolución numérica de problemas de contorno del continuo, tanto aquéllos que
provienen de la consideración de esquemas en diferencias como de otros que surgen de la
aplicación del método de los elementos finitos. Como estos sistemas suelen resolverse por
medio de métodos iterativos (ver por ejemplo [7]), nuestra metodoloǵıa constituye un método
alternativo a dichas técnicas.

5.1 Teoŕıa del Potencial en espacios finitos

En esta sección desarrollaremos algunos aspectos de la Teoŕıa Discreta del Potencial, y más
concretamente de la teoŕıa del potencial respecto de un núcleo, que serán de utilidad en el
resto del caṕıtulo. En general, la Teoŕıa del Potencial respecto de un núcleo se centra en el
análisis de los principios que satisface dicho núcleo y que conciernen a las propiedades de
sus potenciales asociados. Un tratamiento sistemático de la Teoŕıa del Potencial respecto
de un núcleo se encuentra en los trabajos de B. Fuglede [32] y de M. Ohtsuka [51]. Aunque
en ambos el caso particular en el que espacio subyacente es finito no está expĺıcitamente
contemplado, los resultados fundamentales en este contexto pueden deducirse sin dificultad
del caso general. El caso finito ha sido considerado expĺıcitamente en algunos trabajos
clásicos debidos a G. Choquet y J. Deny (ver por ejemplo [14]). Sin embargo, tanto en
ellos como en otros trabajos posteriores, siempre se consideran núcleos no negativos, lo
que corresponde a desarrollar una Teoŕıa del Potencial respecto de los núcleos de Green.
Por otra parte, el análisis del comportamiento de los funcionales de enerǵıa en un espacio
finito, respecto de ciertas transformaciones, condujo a la creación de la Teoŕıa de Formas de
Dirichlet, llevada a cabo por A. Beurling y J. Deny en [8].

Como en un espacio finito los núcleos y las formas cuadráticas están identificados con
matrices, tanto los principios de la Teoŕıa del Potencial como las propiedades de las Formas
de Dirichlet, pueden ser expresados como propiedades de las matrices correspondientes. Esta
visión ya está contenida en los trabajos [8, 14] y a estos efectos también puede consultarse
[47]. En cualquier caso, son las matrices de Stieltjes diagonalmente dominantes o sus inversas
las que tienen el papel fundamental en toda esta teoŕıa.

La introducción de la Teoŕıa Discreta del Potencial respecto de un núcleo, que desarro-
llamos a continuación es muy simple pues, para nuestros fines, sólo necesitamos comprobar
la verificación de dos principios fundamentales, enerǵıa y máximo, para concluir el principio
de equilibrio que resultará ser la herramienta básica en nuestro tratamiento de los problemas
de contorno. Cabe mencionar, no obstante, que no imponemos aqúı ninguna hipótesis de
positividad sobre el núcleo.

En toda la sección, V denotará un conjunto finito de puntos y M(V ) el espacio de las
medidas de Radon sobre él. Al igual que los núcleos sobre V están identificados con las
matrices cuadradas de orden |V |, el espacio M(V ) está identificado con C(V ) y por tanto
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con IR|V |.

Definiciones 5.1.1 Si τ ∈ M(V ), denominaremos soporte de τ y masa de τ al conjunto y
al número real dados respectivamente por

sop(τ) = {x ∈ V : τ(x) 6= 0}, |τ | =
∫
V
dτ =

∑
x∈V

τ(x).

Si F es un subconjunto no vaćıo de V , denotaremos por M+(F ) al conjunto de medidas

positivas cuyo soporte está contenido en F y porM1(F ) al conjunto
{
τ ∈M+(F ) : |τ | = 1

}
.

Denominaremos núcleo sobre V a cualquier función K : V × V −→ IR que sea simétrica,
es decir tal que K(x, y) = K(y, x) para cada x, y ∈ V .

Dados τ ∈ M(V ) y K un núcleo sobre V , denominaremos potencial y enerǵıa de τ
respecto de K, a la función y al número real dados respectivamente por

U τ (x) =
∫
V
K(x, y)dτ(y), x ∈ V e I(τ) =

∫
V
U τ (x)dτ(x).

Obsérvese que la aplicación U :M(V ) −→ C(V ) dada por U(τ) = U τ es lineal, mientras
que la aplicación I:M(F ) −→ IR que a cada medida le asigna su enerǵıa, es un funcional
cuadrático cuya bilineal asociada, que como es habitual será denotada por I(·, ·), está dada
por la igualdad

I(τ1, τ2) =
∫
V
U τ1(y) dτ2(y) =

∫
V×V
K(x, y) dτ1(x) dτ2(y) =

∫
V
U τ2(x) dτ1(x).

Definiciones 5.1.2 Sean K un núcleo sobre V y F un subconjunto no vaćıo de V .

Diremos que K satisface el principio del máximo de Frostman, o simplemente el principio
del máximo, si max

x∈V
{U τ (x)} = max

x∈sop(τ)
{U τ (x)}, para cada τ ∈M+(V ).

Diremos que K satisface el principio de enerǵıa sobre F si I(τ1 − τ2) ≥ 0, para cada
τ1, τ2 ∈M1(V ) y se satisface la igualdad sii τ1 = τ2.

Proposición 5.1.3 Para cada F , subconjunto no vaćıo de V , el conjunto M1(F ) es con-
vexo y compacto. Además, la condición necesaria y suficiente para que un núcleo K sobre
V satisfaga el principio de enerǵıa es que I sea un funcional estrictamente convexo sobre
M1(V ) o, de forma equivalente, que la bilineal I(·, ·) sea definida positiva sobre el subespacio
de las medidas de masa nula.

Demostración. Es inmediato comprobar las dos primeras afirmaciones. Por otra parte, el
funcional cuadrático I es estrictamente convexo sobre M1(V ) sii la bilineal asociada a él,
I(·, ·), es estrictamente definida positiva sobre el subespacio generado porM1(V )−M1(V ),
que coincide con el conjunto {τ ∈ M(V ) : |τ | = 0}. Para finalizar basta observar que si
τ1, τ2 ∈M1(V ), entonces I(aτ1 + bτ2) ≥ 0 para cada a, b ∈ IR sii I(τ1 − τ2) ≥ 0.
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Proposición 5.1.4 Sea K un núcleo sobre V . Entonces, para cada F , subconjunto no vaćıo
de V , se satisface que

min
τ∈M1(F )

{I(τ)} = min
τ∈M1(F )

max
x∈sop(τ)

{U τ (x)}

y ambos problemas de minimización tienen las mismas soluciones. Si además K satisface el
principio de enerǵıa, entonces ambos problemas tienen una única solución.

Demostración. Como todos los conjuntos involucrados son compactos y los funcionales
continuos los problemas de optimización planteados tienen solución.

Si τ ∈M1(F ), como para cada x ∈ sop(τ), U τ (x) ≤ max
x∈sop(τ)

{U τ (x)}, integrando respecto

de τ resulta que I(τ) ≤ max
x∈sop(τ)

{U τ (x)}, lo que implica que

min
τ∈M1(F )

{I(τ)} ≤ min
τ∈M1(F )

max
x∈sop(τ)

{U τ (x)}.

Por otra parte, sea γ ∈ M1(F ) tal que I(γ) = min
τ∈M1(F )

{I(τ)}. Como I es un funcional

cuadrático yM1(F ) es convexo, γ debe satisfacer la desigualdad de Euler asociada, es decir
I(γ, τ − γ) ≥ 0 para cada τ ∈M1(F ). En particular, si z ∈ F y tomamos τ = εz, resulta

I(γ) ≤
∫
V
Uγ(x) dτ(x) = Uγ(z),

que es la desigualdad de Euler-Lagrange asociada.

Integrando la desigualdad de Euler-Lagrange respecto de γ y teniendo en cuenta que
|γ| = 1, resulta que Uγ = I(γ) sobre sop(γ), de donde se deduce que

min
τ∈M1(F )

max
x∈sop(τ)

{U τ (x)} ≤ I(γ)

y en definitiva que min
τ∈M1(F )

max
x∈sop(τ)

{U τ (x)} = I(γ). Además, las medidas solución de ambos

problemas coinciden.

Por último, si se satisface el principio de enerǵıa, el funcional I es estrictamente convexo
y por tanto el problema de minimización de la enerǵıa tiene solución única.

Corolario 5.1.5 Sea K un núcleo sobre V y supongamos que satisface el principio del
máximo. Entonces, para cada F , subconjunto no vaćıo de V , se verifica que

min
τ∈M1(F )

{I(τ)} = min
τ∈M1(F )

max
x∈F
{U τ (x)};

ambos problemas de minimización tienen las mismas soluciones y éstas satisfacen que su
potencial es constante sobre F . Si además K satisface el principio de enerǵıa, entonces
ambos problemas tienen una única solución que está caracterizada porque su potencial es
constante sobre F .
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Demostración. La primera parte se deduce inmediatamente de la proposición anterior y
de que

min
τ∈M1(F )

max
x∈F
{U τ (x)} = min

τ∈M1(F )
max

x∈sop(τ)
{U τ (x)}.

Por otra parte, si γ es una medida optimal, también se probó que Uγ = I(γ) sobre
sop(γ). Además, la desigualdad de Euler-Langrange implica que I(γ) ≤ Uγ(z) para cada
z ∈ F y como se satisface el principio del máximo, resulta que I(γ) ≤ Uγ(z) ≤ I(γ) para
cada z ∈ F . Rećıprocamente, si γ ∈ M1(F ) es tal que Uγ = a sobre F , necesariamente
a = I(γ) ≤ 0. Entonces, para cada τ ∈ M1(F ) tenemos que I(γ, τ − γ) = 0, por lo que γ
satisface la desigualdad de Euler. La conclusión se obtiene observando que si se satisface el
principio de enerǵıa, I es un funcional convexo sobre M1(F ), y por tanto la verificación de
la desigualdad de Euler caracteriza las medidas que producen su mı́nimo valor.

Desde el punto de vista del cálculo efectivo, el problema de minimización de la enerǵıa
sobre el conjunto M1(F ) es un problema de Programación Cuadrática. Concretamente,
si suponemos que F = {x1, . . . , xn}, y definimos aij = K(xi, xj), se trata de resolver el
problema

min


n∑

i,j=1

aijqiqj


q1 ≥ 0

...
qn ≥ 0

q1 + · · ·+ qn = 1

Además, si se satisface el principio de enerǵıa, el problema es de Programación Cuadrática
y Convexa y tiene solución única.

Por otra parte, si se satisface el principio del máximo, el problema anterior es equiva-
lente a calcular min

τ∈M1(F )
max
x∈F
{U τ (x)} que es de hecho un problema de Programación Lineal.

Concretamente, si introducimos la variable a ∈ [0,+∞), el anterior problema se reescribe
como

min {a}
τ ∈M1(F )
U τ ≤ a,
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es decir, como
min {a}
q1 ≥ 0

...
qn ≥ 0

a−
n∑
j=1

a1,jqj ≥ 0

...

a−
n∑
j=1

an,jqj ≥ 0

q1 + · · ·+ qn = 1

Supongamos ahora que el núcleo K satisface los principios de enerǵıa y del máximo.
Consideremos también F un subconjunto no vaćıo de V tal que I(τ) > 0 para cada medida
τ ∈ M1(F ). Entonces existe una única medida γF ∈ M+(F ), denominada medida de
equilibrio, solución del denominado problema de equilibrio:

Encontrar γF ∈M+(F ) tal que UγF (x) = 1 sobre F.

Con estas hipótesis, si γ ∈M1(F ) es la única medida que satisface I(γ) = min
τ∈M1(F )

{I(τ)},

resulta que I(γ) > 0 y por tanto, γF = (I(γ))−1γ. Rećıprocamente, si γF es la medida de
equilibrio, entonces I(γF ) = |γF | y por tanto γ = |γF |−1γF .

5.2 El núcleo asociado a los operadores en diferencias

autoadjuntos

En el caṕıtulo anterior demostramos que la resolución de problemas de contorno autoadjuntos
sobre una variedad Riemanniana discreta pod́ıa abordarse desde la resolución de problemas
de Dirichlet o de la ecuación de Poisson sobre una nueva variedad Riemanniana discreta.
El objetivo de esta sección es analizar precisamente este tipo de problemas. A pesar de
que están inclúıdos entre los tratados en el caṕıtulo precedente, el estudio que desarrolla-
remos aqúı es de naturaleza diferente y resulta ser también el análogo discreto de técnicas
del caso continuo. Concretamente, asumiendo que la función coeficiente de la estructura
Riemanniana es no negativa, deduciremos resultados de existencia y unicidad de solución a
partir de las propiedades de monotońıa del operador de Laplace o más generalmente, de los
operadores autoadjuntos construidos sumando un término de orden cero al Laplaciano. La
monotońıa de estos operadores está ı́ntimamente relacionada con los principios del mı́nimo,
de manera análoga a la situación del caso continuo. Aqúı, mostramos la verificación de estos
principios ante la presencia de términos de orden cero, lo que constituye una extensión en
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relación con el caso continuo. En particular, los esquemas en diferencias construidos a partir
de tales operadores, satisfacen estos principios.

Una vez establecidas las propiedades fundamentales de los operadores considerados, des-
cribimos las principales propiedades de los núcleos de Green y de Poisson correspondien-
tes, aśı como la relación existente entre ellos. También generalizamos, utilizando técnicas
análogas, los resultados de Yamasaki (ver [61]) sobre la convergencia monótona de los núcleos
de Green, respecto de variaciones monótonas del término de orden cero del operador.

Las propiedades de monotońıa descritas anteriormente se transfieren al núcleo asociado
a los operadores, lo que permite construir una Teoŕıa del Potencial sobre el conjunto de
vértices de la variedad. Concretamente, el núcleo Laplaciano satisface los principios de
enerǵıa y del máximo, lo que en particular implica la existencia de medidas de equilibrio
para cualquier subconjunto propio de vértices y también para el conjunto total, salvo que la
ecuación de Poisson homogénea tenga solución no trivial. El resultado fundamental de esta
sección consiste en expresar en términos de medidas de equilibrio los núcleos de Green y de
Poisson asociados a cualquier subconjunto. Esto incluye también el caso del núcleo de Green
ortogonal asociado a la ecuación de Poisson cuando la correspondiente ecuación homogénea
tiene soluciones no triviales.

La consideración del Laplaciano como un núcleo al que aplicar las técnicas de la Teoŕıa
del Potencial, apareció por vez primera en [4, 5]. Aqúı, se generalizan las técnicas utilizadas
en ambos trabajos, al contexto de operadores de Laplace-Beltrami asociados a métricas ge-
nerales. Además, en esta memoria se muestra la verificación de los principios de enerǵıa y
del máximo para una gama más amplia de operadores, concretamente los obtenidos como
normalizados de los operadores de Laplace-Beltrami, lo que en términos matriciales significa
que dichos principios son satisfacechos no sólo por las matrices de Stieltjes diagonalmente
dominantes, sino también por la totalidad de las matrices de Stieltjes e incluso por las
Z-matrices simétricas y semidefinidas positivas.

No abordaremos aqúı la construcción expĺıcita, en términos de medidas de equilibrio, de
las funciones de Green asociadas a variedades con un alto grado de homogeneidad e isotroṕıa.
Una gama suficientemente amplia de tales variedades la constituyen los denominados grafos
distancia-regulares, cuyas funciones de Green fueron construidas en [5].

La profunda relación entre las funciones de Green y las medidas de equilibrio, permite
expresar en términos de estas últimas algunas propiedades de las soluciones de problemas de
tipo fuente-sumidero. Concretamente, obtenemos una expresión expĺıcita de la resistencia
efectiva entre nodos de una variedad y generalizamos a este contexto el Teorema de Foster
(ver por ejemplo [11]), utilizando para ello una extensión de las técnicas empleadas en [6].
También expresamos la función de Green de cualquier subvariedad cuyo complementario se
reduce a un vértice, en términos de las resistencias efectivas, lo que constituye una gene-
ralización de los resultados obtenidos por Coppersmith et al. (ver [20] y [52]) y por tanto,
puede utilizarse en la resolución del denominado problema inverso, es decir en la obtención
del coeficiente de la estructura Riemanniana a partir del conocimiento de las resistencias
efectivas.
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En esta sección mantendremos las notaciones de los caṕıtulos precedentes. Aśı pues,
consideraremos fijada (Γ,B, µ) una variedad Riemanniana discreta, c la función coeficiente
de la estructura Riemanniana, λ la medida cardinal y ∆ el operador de Laplace determinado
por λ y la estructura Riemanniana (B, µ). La razón de utilizar la medida cardinal en lugar
de otra arbitraria ν, es debida a nuestro interés por mantener la simetŕıa de los núcleos
considerados. No obstante, el caso general puede obtenerse a partir del aqúı considerado, o
bien a partir de las relación entre las soluciones de los problemas de contorno o bien de las
relación entre los núcleos integrales correspondientes. Por supuesto, nuestro estudio incluye
el caso en el que la estructura métrica corresponde a los casos estudiados hasta ahora en
el ámbito de la Teoŕıa de Redes, es decir a los casos en los que µ = λ y B es ortogonal y
compatible.

Consideraremos también fijados la función q ∈ C(V ), donde V es el conjunto de vértices
de Γ, y el operador en diferencias sobre el espacio L dado por L(u) = −∆u+ q u.

Para cada subconjunto no vaćıo F plantearemos en Γ el problema de contorno consistente
en, dadas las funciones f ∈ C(F ), g ∈ C(F c) encontrar, si es posible, las funciones u ∈ C(V )
que satisfacen que

L(u)(x) = f(x), si x ∈ F,

u(x) = g(x), si x ∈ F c.

 [PC]

Cuando F 6= V , tiene sentido considerar los siguientes problemas semihomogéneos asociados
a [PC]

L(u)(x) = f(x), si x ∈ F,

u(x) = 0, si x ∈ F c.

 [PC]0,
L(u)(x) = 0, si x ∈ F,

u(x) = g(x), si x ∈ F c.

 [PC]2.

Es claro que si u0 y u1 son soluciones de [PC]0 y [PC]2 respectivamente, entonces u = u0 +u1

es solución de [PC]. Además, el problema [PC] es equivalente al problema semihomogéneo
[PC]0 con dato f − L(g), es decir al problema

L(u)(x) = f(x)− L(g)(x), si x ∈ F,

u(x) = 0, si x ∈ F c.


en el sentido de que u es solución de este problema sii u + g es solución de [PC]. Aśı pues
además de [PC] consideraremos también los problemas de contorno homogéneo, [PH], y
semihomogéneos [PS]0 y [PS]2 asociados a [PC].

Obsérvese que cuando F 6= V , este problema corresponde a uno de los analizados en el
caṕıtulo precedente, concretamente al caso F1 = ∅, con la salvedad de que como en general
no se satisface que δc(F ) = F c, no es exactamente un problema de Dirichlet. Sin embargo,
si u ∈ C(V ) y consideramos v = u|adc(F )

, es claro que u es una solución de [PC] sii u = g
sobre F c − δc(F ) y v es solución del problema de Dirichlet

L(v)(x) = f(x), si x ∈ F,

v(x) = g(x), si x ∈ δc(F ).

 .



El núcleo asociado a los operadores en diferencias autoadjuntos 159

Aśı pues, cuando F 6= V , consideraremos a [PC] y a sus problemas semihomogéneos asociados
como problemas de Dirichlet a los que puede aplicarse por tanto los resultados de existencia
y unidad establecidos en el caṕıtulo precedente. De acuerdo con las notaciones alĺı utilizadas,

si σ ∈ C(V ) es tal que σ(x) > 0 para cada x ∈ V y consideramos la función qσ =
1

σ
∆σ,

entonces para cada u ∈ C(V ) y cada x ∈ V , la expresión de L(u)(x) está dada por

L(u)(x) =
1

σ(x)

∑
z∈V

c(x, z)σ(x)σ(z)

(
u(x)

σ(x)
− u(z)

σ(z)

)
+
(
q(x)− qσ(x)

)
u(x) (5.1)

y en particular, L(u)(x) = −
∫
V
c(x, y)u(y) dλ(y) para cada x /∈ sop(u). Esta última ex-

presión implica que si u tiene signo constante, entonces L(u) tiene signo constante sobre
V \ sop(u) y L(u)(x) = 0 para x /∈ sop(u) sii c(x, y) = 0 para cada y ∈ sop(u), es decir si
sobre la variedad Γc(V ), d(x, sop(u)) > 1.

Por otra parte, L(σ) = (q − qσ)σ lo que implica que L(σ) = 0 cuando q = qσ. Además,

si para cada subconjunto F ⊂ V definimos q
F,σ
∈ C(F ) como q

F,σ
(x) =

1

σ(x)

∑
z /∈F̄

c(x, z)σ(z)

cuando x ∈ F , entonces para cada u ∈ C(F̄ ) se satisface que

L(u)(x) =
1

σ(x)

∑
z∈F̄

c(x, z)σ(x)σ(z)

(
u(x)

σ(x)
− u(z)

σ(z)

)
+
(
q(x) + q

F,σ
(x)− qσ(x)

)
u(x), x ∈ F.

En toda la sección, supondremos que se satisfacen las siguientes hipótesis:

[H1] V conexo como conjunto de vértices de Γc(V ).

[H2] El coeficiente de la estructura Riemanniana, c, es una función no negativa sobre V ×V .

[H3] Existe σ ∈ C(V ) tal que σ > 0 y q ≥ qσ.

Obsérvese que las hipótesis [H1] y [H2] implican que dados x, y ∈ V , existen vértices
x0, · · · , xn ∈ V con x0 = x, xn = y y tales que c(xj−1, xj) > 0 para cada j = 1, · · · , n.
En particular, la hipótesis [H1] implica que si u es una función que no cambia de signo,
necesariamente L(u)(x) 6= 0 para algún x ∈ sop(u), pues en otro caso d(sop(u), sop(u)c) > 1
y por tanto, V queda desconectado en Γc(V ).

Por otra parte, qσ = 0 sii σ es constante y cuando σ no es constante, necesariamente qσ

cambia signo en V pues
∫
V
σ qσ dλ =

∫
V

∆σ dλ = 0. Aśı pues, cuando q = 0, es decir cuando

L coincide con ∆, el operador de Laplace de la variedad Riemanniana discreta (Γ,B, µ), se
satisface la condición [H3] con σ = 1 y no existe ninguna función positiva no constante tal
que q ≥ qσ.
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De acuerdo con las hipótesis anteriores, los resultados de las proposiciones 4.1.5, parte
(iii), y 4.1.3 y del Corolario 4.1.8 permiten concluir que [PC] y sus problemas semihomogéneos
asociados, tienen una única solución excepto cuando se satisface simultáneamente que F = V
y q = qσ. En este último caso el problema [PC] corresponde a la ecuación de Poisson

sobre V y existe solución de [PC] sii se verifica que
∫
V
f σ dλ = 0. Además, cuando esta

condición se satisface, la solución es única salvo adición de un múltiplo de σ, lo que implica

la existencia de una única solución u de [PC] tal que
∫
V
uσ dλ = 0. Estos resultados pueden

también interpretarse en términos de la función de Green y del núcleo de Poisson asociados
al problema [PC]. Aśı, existe una única función de Green del problema [PC], excepto cuando
se satisface simultáneamente que F = V y q = qσ, en cuyo caso existe una única función de
Green ortogonal; mientras que si F es propio, existe un único núcleo de Poisson del problema
[PC], que en virtud de los comentarios efectuados anteriormente en torno al problema de
Dirichlet, debe coincidir con εy(x) para cada y ∈ F c \δc(F ) y cada x ∈ V . El hecho de que el
problema de contorno [PC] está completamente determinado por la elección del subconjunto
F , tanto en el caso F 6= V (problema de Dirichlet) como en el caso F = V (problema de
Poisson) motiva los siguientes conceptos.

Definición 5.2.1 Si F es un subconjunto no vaćıo de V , denominaremos función de Green
de F a la función de Green ortogonal del problema [PC]. En general, la función de Green
de F será denotada por GF , excepto en los casos F = V y F = V − {x} en los cuales será
denotada por G y por Gx, respectivamente.

Si F es propio, denominaremos núcleo de Poisson de F al núcleo de Poisson del problema
[PC]. En general, el núcleo de Poisson de F será denotado por P F excepto en los casos
F = V − {x} y F = V − {x, y} con x 6= y en los que será denotado por P x y por P xy,
respectivamente.

Es claro que si F 6= V , GF es la única función de Green de [PC], mientras que si F = V , G
coincide con la función de Green ortogonal asociada a la ecuación de Poisson y además G es
la única función de Green de este problema si q 6= qσ.

Si observamos que cuando F es un subconjunto no vaćıo V y f ∈ C(F ), la solución
del problema [PC]0 con dato f , si F 6= V , y del problema [PC] con dato f , si F = V ,
es una función perteneciente a C(F ), resulta que los resultados anteriores establecen que
para cada F ⊂ V no vaćıo, L|F es un automorfismo sobre C(F ), excepto cuando se satisface
simultáneamente que F = V y q = qσ. Los siguientes resultados están encaminados a obtener
esta conclusión a partir del análisis de las propiedades de monotońıa del operador L.

Proposición 5.2.2 Supongamos que F es un subconjunto no vaćıo de V y que no se satis-
facen simultáneamente que F = V y q = qσ. Si u ∈ C(V ) es tal que L(u) ≥ 0 sobre F y
u ≥ 0 sobre F c, entonces u ∈ C+(V ).

Demostración. Como por hipótesis, u ≥ 0 sobre F c, basta demostrar que u(z) ≥ 0 para

cada z ∈ F . Si v =
u

σ
, para concluir que u ∈ C+(F ), basta demostrar que v ∈ C+(F ) y
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para ello, si x ∈ F es tal que v(x) = min
z∈F
{v(z)} será suficiente demostrar que v(x) ≥ 0, o de

forma equivalente, que si v(x) ≤ 0, entonces v(x) = 0.

Supongamos pues que v(x) ≤ 0. Entonces v(x) ≤ v(z) para cada z ∈ V y por tanto de
la expresión (5.1), deducimos que

0 ≤ L(u)(x) =
1

σ(x)

∑
z∈V

c(x, z)σ(x)σ(z)
(
v(x)− v(z)

)
+
(
q(x)− qσ(x)

)
σ(x) v(x) ≤ 0,

lo que implica que v(x) = v(z) para cada z ∈ F tal que c(x, z) 6= 0. Desde luego, si
c(x, z) > 0 para algún z ∈ F c, como v(z) ≥ 0, necesariamente v(x) = 0.

Si F 6= V y consideramos y ∈ F c, como se satisfacen [H1] y [H2], existen n ∈ N∗ y
x0, · · · , xn ∈ V , tales que x0 = x, xn = y y además c(xj−1, xj) > 0 para cada j = 1, · · · , n.
Sean ahora J = {j = 1, · · · , n : xj /∈ F} y j0 el primer elemento de J . Si j0 = 1, el
razonamiento anterior prueba que v(x) = 0, mientras que si j0 > 1, el mismo razonamiento
concluye que x1 es un punto de mı́nimo de v sobre F , aśı que podemos repitir el razonamiento
anterior tomando el punto x1 en lugar de x0. Un simple razonamiento inductivo concluye
que v(x0) = · · · = v(xj0) = 0.

Si F = V , un razonamiento análogo al anterior concluye que v debe ser constante sobre
F . Por tanto, 0 = L(u) = (q − qσ)u y como q 6= qσ, necesariamente u = 0.

Cuando q = qσ, aplicando un razonamiento análogo al de la demostración anterior o bien
teniendo en cuenta que, en este caso, para cada u ∈ C(V ) necesariamente L(u) debe cambiar
de signo, resulta que la condición L(u) ≥ 0 sobre V es equivalente a que L(u) = 0 sobre
V y por tanto a que u = a σ con a ∈ IR. Por otra parte, como veremos a continuación
esta propiedad de monotońıa de los operadores del tipo L = −∆ + q puede extenderse a
propiedades de monotońıa respecto de q.

Corolario 5.2.3 Consideremos σ, q1, q2 ∈ C(V ) tales que sobre V , σ > 0 y q1 ≥ q2 ≥ qσ;
los operadores en diferencias L1 = −∆ + q1 y L2 = −∆ + q2 y F un subconjunto propio de
V . Si u, v ∈ C(V ) satisfacen que L2(v) ≥ L1(u) ≥ 0 sobre F y que v ≥ u ≥ 0 sobre F c,
entonces v ≥ u ≥ 0 sobre V .

Demostración. Si aplicamos la proposición anterior al operador L1 y a la función u, obte-
nemos que u ≥ 0 sobre V . Por otra parte, teniendo en cuenta la identidad L2 = L1−(q1−q2),
si consideramos la función w = v − u, resulta que

L2(w) = L2(v)− L2(u) = L2(v)− L1(u) + (q1 − q2)u ≥ 0 sobre F.

Como w ≥ 0 sobre F c, conclúımos que w ∈ C+(V ) tras una nueva aplicación de la proposición
anterior.

Nuevamente, el resultado del corolario anterior sigue siendo válido cuando F = V siempre
y cuando no se satisfaga que q2 = qσ.
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A continuación, la propiedad de monotońıa del operador L será aprovechada para volver
a obtener los resultados ya conocidos de existencia y unicidad de solución de los problemas
semihomogéneos asociados a [PC]. De hecho, en virtud de la equivalencia del problema [PC]2
con dato g y el problema [PC]0 con dato −L(g), será suficiente establecer los resultados para
el caso del problema semihomogéneo [PC]0.

Corolario 5.2.4 Sea F un subconjunto no vaćıo de V y supongamos que no se satisface
simultáneamente que F = V y que q = qσ. Entonces, para cada f ∈ C(F ) existe una
única u ∈ C(F ) tal que L(u) = f sobre F . Además, si f ∈ C+(F ), entonces u ∈ C+(F ) y
sop(f) ⊂ sop(u).

Demostración. Consideremos el endomorfismo F : C(F ) −→ C(F ) dado por la asignación
F(u) = L(u)|F y supongamos que F es monótono, es decir satisface que F(u) ≥ 0⇒ u ≥ 0.
Entonces F es biyectivo ya que es inyectivo, pues si F(u) = 0, entonces F(u), F(−u) ≥ 0
lo que implica que u, −u ≥ 0, es decir que u = 0. Esto prueba que si f ∈ C+(F ), existe
una única u ∈ C+(F ) tal que F(u) = f , es decir tal que L(u) = f sobre F . Además, si
consideramos u ∈ C+(F ), en virtud de la expresión (5.1) si x ∈ F es tal que u(x) = 0, como
c, σ y u son no negativas, resulta que L(u)(x) ≤ 0. Por tanto si f ∈ C+(F ) y u ∈ C+(F ) son
tales que L(u) = f sobre F , necesariamente f(x) = 0 cuando u(x) = 0, lo que implica que
sop(f) ⊂ sop(u).

Aśı pues la proposición quedará probada si demostramos que F es un operador monótono.
Pero esta propiedad es consecuencia directa de la proposición anterior, pues si u ∈ C(F ), y
F(u) ≥ 0, entonces u ≥ 0 sobre F c y L(u) ≥ 0 sobre F , lo que implica que u ∈ C+(V ), lo
que en nuestro caso es equivalente a que u ∈ C+(F ).

Corolario 5.2.5 (Principio de condensadores). Sean F es subconjunto propio de V , {A,B}
una partición de F c y u ∈ C(V ) la única solución del problema de contorno

L(u)(x) = 0, si x ∈ F,

u(x) = σ(x), si x ∈ A,

u(x) = 0, si x ∈ B.


Entonces, u satisface que 0 ≤ u ≤ σ sobre V , L(u) ≥ 0 sobre A y L(u) ≤ 0 sobre B.

Demostración. Si A = ∅, como F c 6= ∅, la única solución del problema de contorno del
enunciado es u = 0, que satisface las conclusiones de la proposición. Si A 6= ∅, entonces
el problema planteado es equivalente al problema de encontrar v ∈ C(F ) tal que L(v) = f
sobre F , donde f = −L(σ|A)|F , en el sentido de que u es solución de sii u = v+σ|A . Además,

en virtud de la identidad (5.1) se tiene que f(x) =
∫
A
c(x, y)σ(y) dλ(y) y por tanto f ≥ 0.
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Aplicando ahora el Corolario 5.2.4, resulta que el problema equivalente tiene una única
solución que además es no negativa, lo que implica que el problema inicial tiene también una
única solución, u, que además verifica que u ≥ 0.

Por otra parte, si tomamos w = σ − u, entonces w ≥ 0 en F c y como además se tiene
que L(w) = L(σ) = (q − qσ)σ ≥ 0, la aplicación de la Proposición 5.2.2 concluye que w ≥ 0
sobre V .

La propiedad de monotońıa del operador L a la que hace referencia la Proposición 5.2.2,
puede interpretarse como un principio del mı́nimo para el operador en diferencias L, (ver
por ejemplo [24, 61]), que es una versión discreta del conocido principio del mı́nimo para
operadores eĺıpticos de segundo orden (ver por ejemplo [12, Proposición IX.29]). De hecho,
mostraremos a continuación que dicha propiedad corresponde realmente a un principio fuerte
del mı́nimo. Antes de demostrar la propiedad anterior será conveniente considerar F como
un subconjunto de vértices de la variedad discreta Γc(V ) y aśı, δ(F ) y F̄ denotarán ahora
la frontera y la adherencia de F en esta variedad.

Proposición 5.2.6 Supongamos que q = qσ y consideremos F un subconjunto propio. Si
u ∈ C(F̄ ) es tal que L(u) ≥ 0 sobre F , entonces

min
x∈δ(F )

{
u(x)

σ(x)

}
≤ min

x∈F

{
u(x)

σ(x)

}

y se satisface la igualdad sii u coincide sobre cada componente conexa de F̄ con un múltiplo
de σ.

Demostración. Consideremos el escalar m = min
x∈δ(F )

{
u(x)
σ(x)

}
y la función w = u − mσ|F̄ .

Desde luego, L(w) = L(u) ≥ 0 sobre F y w ≥ 0 sobre F c, lo que en virtud de la Proposición

5.2.2, implica que w ≥ 0 sobre V , aśı que m = min
x∈F̄

{
u(x)
σ(x)

}
.

Si consideramos la función v = w
σ

= u
σ
−m, entonces v ≥ 0 sobre F̄ y si x∗ ∈ F es tal

que m = u(x∗)
σ(x∗)

, resulta que v(x∗) = 0. Repitiendo el razonamiento de la Proposición 5.2.2,

necesariamente v(z) = 0 para cada z ∈ F̄ tal que c(x∗, z) > 0. Nuevamente un argumento
de conexión concluye que v = 0 sobre cada componente conexa de F y por tanto sobre cada
componente conexa de F̄ .

Como es habitual, el anterior principio del mı́nimo es equivalente a un principio del
máximo para L, que es nuevamente una versión discreta del principio del máximo para
operadores eĺıpticos de segundo orden. El siguiente resultado es pues un análogo discreto de
los principos del máximo y del mı́nimo para funciones tales que L(u) = 0.
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Corolario 5.2.7 Supongamos que q = qσ y consideremos F un subconjunto propio. Si
u ∈ C(F̄ ) es tal que L(u) = 0 sobre F , entonces para cada x ∈ F se tiene que

min
z∈δ(F )

{
u(z)

σ(z)

}
≤ u(x)

σ(x)
≤ max

z∈δ(F )

{
u(z)

σ(z)

}

y se satisface cualquiera de las igualdades sii u coincide con un múltiplo de σ sobre cada
componente conexa de F̄ .

Demostración. Como L(u) ≥ 0 sobre F , la primera desigualdad es consecuencia directa
del corolario anterior. Por otra parte, si v = −u, como L(v) ≥ 0 sobre F , nuevamente la
aplicación del corolario anterior conduce a que

− max
z∈δ(F )

{
u(z)

σ(z)

}
= min

z∈δ(F )

{
−u(z)

σ(z)

}
≤ −u(x)

σ(x)
.

Debe observarse que los anteriores principios del mı́nimo o del máximo son más finos que
sus análogos continuos: mientras que en el caso continuo debe exigirse que el término de
orden cero sea nulo, la condición en el caso discreto es que q = qσ. En particular, si F̄ 6= V ,
no existe, a priori, inconveniente para que qσ sea no positiva en F̄ , lo que implicaŕıa que el
principio del mı́nimo (o el del máximo) discreto se satisface contanto con la presencia de un
término de orden cero no positivo.

Aunque aqúı se ha demostrado, es bien conocido(ver por ejemplo [7]), que la monotońıa
de un operador lineal implica su invertibilidad y la positividad del operador inverso. Los
siguientes resultados dan cuenta de esta propiedad en el lenguaje de los problemas de con-
torno. Para ello si F es un subconjunto propio de V será útil considerar para cada y ∈ F̄ el
conjunto Fy definido de la siguiente manera:

i) Si y ∈ δ(F ), Fy es el conjunto de vértices de F pertenecientes a la componente conexa
de F̄ que contiene a y.

ii) Si y ∈ F , Fy la componente conexa de F que contiene a y.

Proposición 5.2.8 Si F es un subconjunto propio de V , para cada y ∈ F c se verifica que

0 ≤ P F
y ≤

σ

σ(y)
. Además, si F = V − {y} y q = a εy + qσ con a ≥ 0, entonces P F

y =
σ

σ(y)
y

L(P F
y )(y) > 0 cuando a > 0. En otro caso, para cada y ∈ F c se tiene que L(P F

y )(y) > 0 y

si y ∈ δ(F ), entonces 0 < P F
y <

σ

σ(y)
sobre Fy y P F

y = 0 sobre F − Fy.

Demostración. Si y ∈ F c, y consideramos u = σ(y)P F
y , entonces u satisface que L(u) = 0

sobre F , u(y) = σ(y) y u = 0 sobre F c−{y}. Si tomamosA = {y} yB = F c−{y} y aplicamos
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el principio de los condensadores, obtenemos que 0 ≤ u ≤ σ y además que L(u)(y) ≥ 0.

Como
∫
V
L(u)u dλ = L(u)(y)σ(y), resulta que L(u)(y) = 0 sii L(u) = 0 y por tanto sii o bien

u = 0 cuando q 6= qσ o bien u = ασ cuando q = qσ. Como la primera posibilidad es imposible,
pues u(y) = σ(y) > 0, necesariamente q = qσ. Además, como σ(y) = u(y) = ασ(y),
necesariamente α = 1 y como también u se anula en F c − {y} conclúımos que esta última
posibilidad sólo puede darse si F c−{y} = ∅, es decir sii F = V −{y}. Aśı pues, L(u)(y) > 0
a menos que q = qσ y F = V − {y} simultáneamente.

Si F = V − {y}, como L(σ) = (q − qσ)σ, resulta que si q = a εy + qσ, entonces L(σ) = 0

sobre F , lo que implica directamente que P F
y =

σ

σ(y)
.

Si las dos condiciones anteriores no se satisfacen simultáneamente y considamos y ∈ δ(F )
y la función v = u|Fy∪{y} , entonces L(v) = 0 sobre F y v = u sobre F c, por lo que v = u.

Rećıprocamente, si x ∈ Fy, necesariamente u(x) > 0, pues en otro caso el principio del
mı́nimo implicaŕıa que u seŕıa nula sobre F̄y y por tanto nula en y. Este mismo razonamiento
aplicado a la función w = u− σ, concluye que w > 0 sobre Fy.

Proposición 5.2.9 Sea F un subconjunto no vaćıo de V y supongamos que no se satisface
simultáneamente que F = V y q = qσ. Entonces GF es simétrica y para cada y ∈ F se

verifica que GF
y (y) > 0, que P F−{y}

y =
GF
y

GF
y (y)

y que 0 ≤ GF
y ≤ GF

y (y)
σ

σ(y)
.

Además, GF
y =

σ

a σ(y)
sii F = V y q = aεy + qσ con a > 0. En otro caso, GF

y = 0 sobre

F − Fy y 0 < GF
y < GF

y (y)
σ

σ(y)
sobre Fy − {y}.

Demostración. En estas condiciones GF existe, es simétrica y además no negativa, en
virtud de la monotońıa de L. Además, si y ∈ F , necesariamente GF

y (y) > 0 pues en otro

caso L(GF
y )(y) = −

∫
V
c(y, z)GF

y (z) dλ(z) ≤ 0, lo que contradice que L(GF
y ) = εy. Por

otra parte si consideramos u =
1

GF
y (y)

GF
y , resulta que u(y) = 1, u = 0 sobre F c y además

L(u) = εy sobre F , lo que implica que L(u) = 0 sobre F−{y}, u = 0 sobre (F−{y})c−{y} y
que u(y) = 1. En definitiva, u = P F−{y}

y y por tanto los resultados del enunciado se obtienen
aplicando la proposición anterior.

Una consecuencia importante del resultado anterior es que cuando F es conexo como
conjunto de vértices de Γc, entonces para cada y ∈ F , la función 1

σ
GF
y es estrictamente

positiva sobre F , alcanza su máximo en {y} y tal máximo es estricto a menos que se sat-
isfagan simultáneamente que F = V y que q = a εy + qσ, en cuyo caso 1

σ
GF es constante.

A continuación describiremos propiedades de monotońıa de las funciones de Green, respec-
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to del término de orden 0, que generalizan las obtenidas en [61] y que pueden fácilmente
reformularse en términos de los núcleos de Poisson, en virtud de la relación entre ambos.

Proposición 5.2.10 Sea F un subconjunto no vaćıo de V y supongamos que no se satisface

simultáneamente que F = V y q = qσ. Entonces
∫
V
GF
y q dλ ≤ 1, para cada y ∈ F con

desigualdad estricta si F es propio. Además, si {qk}∞k=1 satisface que qk ↓ q (respectivamente
qk ↑ q con q1 ≥ qσ y q1 6= qσ si F = V ) y para cada k ∈ N∗ denotamos por GF

k a la función de
Green de F para el operador Lk = −∆+ qk, entonces GF

ky ↑ GF
y (respectivamente GF

ky ↓ GF
y ),

para cada y ∈ V .

Demostración. Si v = GF
y , entonces sop(v) ⊂ F y además v ∈ C+(V ). Por tanto, cuando

F es propio, L(v) ≤ 0 sobre F c y como V es conexo necesariamente L(v)(x) < 0 para algún
x ∈ F c. Por otra parte,

1−
∫
V
v q dλ =

∫
V
εy dλ−

∫
V
v q dλ =

∫
V
L(v) dλ−

∫
F c
L(v) dλ−

∫
V
v q dλ

=
∫
V

∆(v) dλ−
∫
F c
L(v) dλ = −

∫
F c
L(v) dλ,

y el primer resultado se concluye observando que el valor
∫
F c
L(v) dλ es nulo cuando F = V

y negativo cuando F es propio.

Por otra parte, si para cada k ∈ N∗ consideramos vk = GF
ky y fijado x ∈ F tomamos

u = GF
x , aplicando las identidades de Green resulta que

vk(x) =
∫
F
L(u) vk dλ = −

∫
F

∆(u) vk dλ+
∫
F
q u vk dλ = −

∫
F

∆(vk)u dλ+
∫
F
q u vk dλ,

u(y) =
∫
F
Lk(vk)u dλ = −

∫
F

∆(vk)u dλ+
∫
F
qk vk u dλ.

Teniendo en cuenta que la simetŕıa de GF implica que u(y) = v(x), las identidades anteriores

conducen a la igualdad v(x)− vk(x) =
∫
V

(qk − q) vk u dλ.

Si qk ↓ q , como u, vk ∈ C+(V ), obtenemos que v ≥ vk . Además, si α ≥ 0 es tal que

GF ≤ α, entonces u, v ≤ α y por tanto 0 ≤ v(x) − vk(x) ≤ α2
∫
V

(qk − q) dλ, de donde se

concluye que vk ↑ v.

Si ahora suponemos que qk ↑ q, la hipótesis q1 ≥ qσ con q1 6= qσ cuando F = V , asegura
que para cada k tiene sentido GF

k y además podemos aplicar el Corolario 5.2.3 para concluir
que, con las notaciones anteriores, v ≤ vk ≤ vk−1. Por tanto, si α ≥ 0 es tal que GF

1 ≤ α,

entonces 0 ≤ vk(x)− v(x) ≤ α2
∫
V

(q − qk) dλ, y en consecuencia , vk ↓ v.

Hasta ahora, hemos seguido un desarrollo análogo al del caso continuo: el operador L
es tratado como un análogo discreto de un operador diferencial y su inverso como análogo
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discreto de un operador integral. Sin embargo, en nuestro caso, cualquier endomorfismo sobre
C(V ), inclúıdo el operador en diferencias L, puede ser considerado como un operador integral.
Esta nueva interpretación de los operadores en diferencias como operadores integrales será
fundamental en el desarrollo de esta sección y conducirá a la aplicación al estudio de las
soluciones del problema [PC], de la Teoŕıa del Potencial desarrollada en la sección precedente.

Definición 5.2.11 Denominaremos núcleo asociado al operador en diferencias L y lo deno-
taremos por L, al núcleo asociado al operador integral L. En particular, cuando L = ∆, el
núcleo L se denominará núcleo de la variedad Riemanniana discreta (Γ,B, µ) y será denotado
por Lc.

A continuación describiremos las relaciones entre el problema de contorno [PC]0 y la
Teoŕıa del Potencial respecto del núcleo asociado a él. Durante todo el desarrollo, utilizare-
mos la identificación de cada medida sobre V con su densidad respecto de la medida cardinal.
Además, como no hay lugar a confusión, omitiremos la expresión respecto de L en todas las
nociones relativas a la Teoŕıa del Potencial desarrollada para L.

Proposición 5.2.12 El núcleo L es simétrico y para cada x, y ∈ V está dado por

L(x, y) =


−c(x, y), si x 6= y,

1

σ(x)

∫
V
c(x, z)σ(z) dλ(z) + q(x)− qσ(x), si x = y;

Además, para cada γ ∈ M(V ), el potencial de γ coincide con L(γ) y la enerǵıa de γ está
dada por

I(γ) =
1

2

∫
V×V

c(x, y)σ(x)σ(y)

(
γ(y)

σ(y)
− γ(x)

σ(x)

)2

d(λ× λ)(x, y) +
∫
V

(q − qσ) γ2 dλ.

Demostración. Como para cada u ∈ C(V ),

L(u)(x) =
1

σ(x)

∑
z∈V

c(x, z)σ(x)σ(z)

(
u(x)

σ(x)
− u(z)

σ(z)

)
+
(
q(x)− qσ(x)

)
u(x)

de la relación entre un operador integral y su núcleo asociado, obtenemos que para cada
y ∈ V , Ly = L(εy) y por tanto

Ly(x) = L(x, y) =


−c(x, y), si x 6= y,

1

σ(x)

∑
z∈V

c(x, z)σ(z) + q(x)− qσ(x), si x = y,

donde la simetŕıa de c implica además la simetŕıa de L.
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Si γ ∈ M(V ), teniendo en cuenta que L es el núcleo del operador L, el potencial de γ
está definido por la expresión

Uγ(x) =
∫
V
L(x, y) dγ(x) =

∫
V
L(x, y) γ(x) dλ(x) = L(γ)(x),

mientras que la enerǵıa de γ está dada por

I(γ) =
∫
V
Uγ dγ =

∫
V
γ L(γ) dλ.

Aplicando ahora la versión (4.1) de la Segunda Identidad de Green y utilizando un razona-
miento análogo al empleado en la demostración de la Proposición 4.1.5 obtenemos que∫

V
γ L(γ) dλ =

1

2

∫
V×V

c(x, y)σ(x)σ(y)

(
γ(y)

σ(y)
− γ(x)

σ(x)

)2

d(λ× λ)(x, y)

+
∫
V

(q − qσ) γ2dλ.

Observar que con las notaciones de la proposición anterior, el funcional J definido en
la Proposición 4.1.7 con motivo de la descripción variacional del problema [PC], se expresa
como

J (γ) = I(γ)− 2
∫
F
f γ dλ

de manera que J es un Funcional de Gauss cuya parte cuadrática es la enerǵıa respecto del
núcleo L.

El siguiente resultado es una relectura de la proposición anterior en el caso en el que σ
es constante y q = 0.

Corolario 5.2.13 El núcleo de la de la variedad Riemanniana discreta (Γ,B, µ) está dado
por la expresión

Lc(x, y) =


−c(x, y), si x 6= y,∫

V
c(x, z) dλ(z), si x = y.

Además, para cada x, y ∈ V se tiene que L(x, y) = Lc(x, y) + q(x) εy(x).

Proposición 5.2.14 El núcleo L satisface los principios de enerǵıa y del máximo.

Demostración. Después de la expresión de I(γ) obtenida en la proposición anterior, es
claro que I es semidefinida positiva (ver también la demostración de la convexidad del
funcional J en la Proposición 4.1.7). Por otra parte, I(γ) = 0 sii γ = a σ con a ∈ IR y si

además
∫
V
dγ =

∫
V
γ dλ = 0, necesariamente a = 0. Por tanto, I es definida positiva sobre

el subespacio
{
γ ∈M(V ) :

∫
V
dγ = 0

}
, es decir, L satisface el principio de enerǵıa.
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Consideremos ahora γ ∈M+(V ) y F = sop(γ). Como para cada x ∈ V se verifica que

Uγ(x) =
1

σ(x)

∑
z∈V

c(x, z)σ(x)σ(z)

(
γ(x)

σ(x)
− γ(z)

σ(z)

)
+
(
q(x)− qσ(x)

)
γ(x),

y las funciones γ, c y σ son no negativas, resulta que Uγ(x) ≤ 0 si x /∈ F . Si tomamos x ∈ F

tal que
γ(x)

σ(x)
= max

z∈F

{
γ(z)

σ(z)

}
, como también q ≥ qσ, entonces Uγ(x) ≥ 0 y en definitiva,

obtenemos que max
z∈V
{Uγ(z)} = max

z∈F
{Uγ(z)}, aśı que L satisface el principio del máximo.

Corolario 5.2.15 Sea F un subconjunto no vaćıo de V y supongamos que no se satisface
simultáneamente que F = V y que q = qσ. Entonces, existe una única medida positiva γF

tal que sop(γF ) = F y L(γF ) = 1 sobre F .

Demostración. Como el núcleo L satisface los principios de enerǵıa y del máximo, también
satisface el principio de equilibrio sobre cualquier subconjunto F de V tal que I(F ) > 0.

Si γ ∈ M1(F ) es tal que I(γ) = 0, necesariamente γ = 0 excepto cuando se satisface
simultáneamente que F = V y que q = qσ, en cuyo caso γ = a σ, para cierto a > 0. En
definitiva, I(F ) > 0 a menos que F = V y q = qσ simultáneamente, en cuyo caso I(F ) = 0.

Supongamos pues que no se satisface simultáneamente que F = V y que q = qσ y
consideremos γF ∈ M+(F ) la medida de equilibrio de F , respecto de L. Esta medida está
uńıvocamente determinada por satisfacer que UγF = 1 sobre F , es decir por satisfacer que
L(γF ) = 1 sobre F . Como 1|F ∈ C+(F ), entonces sop(1|F ) ⊂ sop(γF ), lo que implica que
sop(γF ) = F .

Definición 5.2.16 Si F un subconjunto no vaćıo de V y no se satisface simultáneamente
que F = V y que q = qσ, denominaremos medida de equilibrio de F a la única medida
positiva γF que satisface que sop(γF ) = F y que L(γF ) = 1 sobre F .

Cuando F se reduce a un punto, por ejemplo {x}, la medida de equilibrio de F debe ser un
múltiplo de εx. Como

L(εx)(x) = L(x, x) =
1

σ(x)

∫
V
c(x, y)σ(y) dλ(y) + q(x)− qσ(x),

resulta que en este caso γF = 1
L(x,x)

εx.

Sin embargo, si F = V y se satisface que q = qσ +
a

σ
con a > 0, entonces γF =

1

a
σ. En

particular, cuando σ y q son constantes (q > 0), γV es constante.
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Obsérvese que si F ⊂ V está en las condiciones de la Definición 5.2.16, entonces para

cada x ∈ F c se verifica que L(γF )(x) = −
∫
F
c(x, y) γF (y) dλ(y). Por otra parte, al igual

que hicimos para los núcleos de Green y de Poisson utilizaremos notaciones especiales para
designar a las medidas de equilibrio de los subconjuntos de V cuyo complementario tiene
cardinal 1 ó 2. Aśı, designaremos por γx y por γxy a las medidas de equilibrio de los
subconjuntos F = V − {x} y V − {x, y} con x 6= y, respectivamente. Además, la aplicación
de la alternativa de Fredholm implica que para cada x ∈ V se satisface

L(γx) = 1− 1

σ

(∫
V
γx σ(q − qσ) dλ+

∫
V
σ dλ

)
εx. (5.2)

En general, la medida de equilibrio no es aditiva respecto de la unión de conjuntos aunque
estos sean disjuntos. A continuación, caracterizaremos los casos en los que se satisface dicha
aditividad, lo que será de utilidad al final de esta sección. Nuevamente, el resultado que
presentamos constituye una generalización del obtenido en [4] para el caso de variedades
simples y métricas ortogonales.

Proposición 5.2.17 Sean F1 y F2 subconjuntos no vaćıos de V , consideremos F = F1 ∪F2

y supongamos que F 6= V . Entonces, la condición necesaria y suficiente para que se verifique
que γF = γF1 +γF2 es que F1 y F2 sean disjuntos y además se satisfaga que c(x, y) = 0, para
cada x ∈ F1 e y ∈ F2.

Demostración. Es claro que γF = γF1 + γF2 sii L(γF1) = 0 sobre F2 y L(γF2) = 0 sobre
F1, lo que implica que además F1 y F2 deben ser disjuntos.

Por otra parte, si F1 y F2 son disjuntos, aplicando la expresión (5.1), tenemos que si
x ∈ F1, como x /∈ sop(γF2), entonces

L(γF2)(x) = −
∫
V
c(x, z) γF2(z) dλ(z) = −

∫
F2

c(x, z) γF2(z) dλ(z).

Por tanto, L(γF2) = 0 sobre F1 sii c(x, z) = 0 para cada z ∈ F2 debido a la positividad de
γF2 .

Obsérvese que si F1 y F2 son subconjuntos disjuntos y no vaćıos de V y se satisface que
c(x, y) = 0, para cada x ∈ F1 e y ∈ F2, entonces necesariamente F 6= V , pues en otro caso V
seŕıa desconectado como conjunto de vértices de Γc(V ), lo que contradice la hipótesis [H1].

Aunque el resultado del Corolario 5.2.15 se ha obtenido mediante técnicas de la Teoŕıa
del Potencial, también es consecuencia de la aplicación de la Proposición 5.2.2 a la función
f = 1|F . Sin embargo, es importante resaltar que la aplicación de la Teoŕıa del Potencial
desarrollada en la sección precedente asegura que si F ⊂ V satisface las condiciones del coro-
lario anterior, su medida de equilibrio puede obtenerse mediante algoritmos de Programación
Cuadrática y/o de Programación Lineal. Concretamente, si n = |F |, F = {x1, · · · , xn}, y
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consideramos para cada i, j = 1, · · · , n el escalar cij = c(xi, xj) y para cada j = 1, · · · , n
los escalares σj, qj, pj tales que σ =

n∑
j=1

σj εxj , q − qσ =
n∑
j=1

qj εxj y pi =
n∑
j=1

cij σj, en-

tonces γF =
1

a0

n∑
j=1

aj εxj , donde (a1, · · · , an) es la solución del problema de Programación

Cuadrática convexa

min
z1 ≥ 0

...
zn ≥ 0

z1 + · · ·+ zn = 1


n∑
i=1

1

σi

(
σi qi + pi

)
z2
i −

n∑
i,j=1

cij zi zj



y a0 es el valor de tal mı́nimo. Además, (a0, a1, · · · , an) es también solución del problema de
Programación Lineal

min
z1 ≥ 0

...
zn ≥ 0

n∑
j=1

σ1 c1j zj − (σ1 q1 + p1) z1 + σ1 z0 ≥ 0

...
n∑
j=1

σn cnj zj − (σn qn + pn) zn + σn z0 ≥ 0

z1 + · · ·+ zn = 1

{z0}

Por otra parte, la utilización de las medidas de equilibrio permite obtener una expresión
expĺıcita de la función de Green de cada subconjunto no vaćıo F , siempre y cuando no se
satisfaga simultáneamente que F = V y q = qσ y también del núcleo de Poisson de cada
subconjunto propio.

Proposición 5.2.18 Si F es un subconjunto no vaćıo de V , se verifican las siguientes pro-
piedades:

i) Si no se satisface simultáneamente que F = V y q = qσ, entonces la función de Green
de F está dada por las expresiones

GF (x, y) =
(

1 +
∫
V
c(y, z) dγF−{y}(z)

)−1 (
γF (x)− γF−{y}(x)

)
,

=
(
|γF | − |γF−{y}|

)−1
γF (y)

(
γF (x)− γF−{y}(x)

)
;

para cada x, y ∈ V .
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ii) Si F es propio y no se satisface simultáneamente que |F | > |V | − 2 y q = qσ, entonces
el núcleo de Poisson de F está dado por la expresión

P F (x, y) =
(
γF∪{y}(y)

)−1 (
γF∪{y}(x)− γF (x)

)
; x, y ∈ V.

Demostración. (i) Teniendo en cuenta la Proposición 4.3.5 y las ecuaciones (4.11), re-
sulta que la función de Green de F , es decir la función de Green del problema [PC] está
caracterizada por satisfacer, para cada y ∈ F , las ecuaciones

L(GF
y ) = εy, sobre F

GF
y = 0, sobre F c,

 .

Consideremos K ∈ C(V × F ) el núcleo dado por K(x, y) = γF (x) − γF−{y}(x). Fijado
y ∈ F , es claro que Ky = 0 sobre F c, puesto que sop(γF ), sop(γF−{y}) ⊂ F . Además, se
satisface que

L(Ky)(x) = L(γF )(x)− L(γF−{y})(x) =

 0, si x 6= y,

1− L(γF−{y})(y), si x = y

y basta ahora tener en cuenta que L(γF−{y})(y) = −
∫
V
c(y, z) dγF−{y}(z).

Por otra parte, aplicando la segunda identidad de Green a γF−{y} y γF , obtenemos que∫
V
γF−{y} dλ =

∫
V
γF−{y} L(γF ) dλ =

∫
V
L(γF−{y}) γF dλ

=
∫
V
γF dλ− γF (y)

(
1− L(γF−{y})(y)

)
.

(ii) Como GF
y (y) = γF (y)

(
1− L(γF−{y})(y)

)−1
, resulta que

GF
y

GF
y (y)

=
(
γF (y)

)−1(
γF − γF−{y}

)
,

aśı que el resultado se deduce de la relación entre P F
y y GF∪{y}

y determinada en la Proposición
5.2.9.

Debe observarse que cuando y ∈ F c, γF−{y} = γF , mientras que si y ∈ F , γF∪{y} = γF .
Por tanto, las expresiones dadas en (i) y (ii) para GF y P F son compatibles con el hecho
de ser GF ∈ C(V × F ) y P F ∈ C(V × F c), respectivamente. Además, si y ∈ F c − δc(F ), la
medida de equilibrio de F ∪{y} es la suma de las medidas de equilibrio de F y de {y} y por

tanto P F (x, y) =
γ{y}(x)

γ{y}(y)
= εy(x).
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Por otra parte, de la expresión de la función de Green obtenida en la proposición anterior
y de sus propiedades de anulación, descritas en la Proposición 5.2.9, podemos deducir algunas
relaciones entre las medidas γF y γF−{y} con y ∈ F .

Corolario 5.2.19 Supongamos que F es un subconjunto no vaćıo de V y que no se satisface
simultáneamente que F = V y q = qσ. Entonces para cada y ∈ V se tiene que

γF−{y} ≤ γF ≤ γF (y)

σ(y)
σ + γF−{y}

Además, γF−{y} = γF sobre F − Fy y si q − qσ 6= aεy, entonces

γF−{y} < γF <
γF (y)

σ(y)
σ + γF−{y} sobre Fy − {y}.

En particular, si F es conexo como conjunto de vértices de Γc(V ), entonces

γF−{y} < γF <
γF (y)

σ(y)
σ + γF−{y} sobre F − {y}.

Por supuesto, pueden obtenerse expresiones análogas para γF y γF∪{y} con y ∈ δ(F ),
aplicando la expresión del núcleo de Poisson obtenida en la Proposición 5.2.18 y teniendo en
cuenta sus propiedades de anulación descritas en la Proposición 5.2.8.

La expresión de la función de Green del conjunto F obtenida en la proposición anterior
es análoga a la que aparece en [5], que corresponde al caso de una métrica ortogonal y
compatible y donde además σ es constante. En ese trabajo, las medidas de equilibrio de
los conjuntos V − {y} con y ∈ F permitieron también obtener directamente una expresión
de la función de Green de V cuando q = 0, o de forma equivalente, del caso F = V
y L = −∆. El siguiente resultado muestra la correspondiente generalización al caso de
métricas no ortogonales.

Proposición 5.2.20 La función de Green ortogonal para la ecuación de Poisson asociada
al operador de Laplace de una variedad Riemanniana discreta está dada por la expresión

G(x, y) = |V |−2
(
|γy| − |V | γy(x)

)
, x, y ∈ V.

En particular, para cada y ∈ V , Gy(x) < Gy(y) para cada x ∈ V con x 6= y.

Demostración. Como para cada y ∈ V se satisface que

−∆(γy)(x) =


1, si x 6= y

−
∫
V
c(x, z) dγy(z), si x = y,
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aplicando la alternativa de Fredholm obtenemos que
∫
V
c(x, z) dγy(z) = |V | − 1 y por tanto

que −∆(−γy) = |V |
(
εy −

1

|V |
)
.

Como para cada y ∈ V , la función Green ortononal está caracterizada por las ecuaciones
(4.11), resulta que Gy = a(y)− |V |−1γy donde a(y) ∈ IR. Como se satisface que

0 =
∫
V
Gy dλ = a(y) |V | − 1

|V |

∫
V
γy dλ

necesariamente a(y) =
1

|V |2
|γy|, con lo que se concluye la expresión de G.

Por último, la acotación para Gy es consecuencia de que como γy(x) ≥ 0 para cada
x ∈ V , entonces |V |2G(x, y) = |γy| − |V | γy(x) ≤ |γy| = |V |2 G(y, y), con desigualdad
estricta si x 6= y.

En la demostración anterior, la identidad −∆(γy) = 1 sobre V −{y} ha sido fundamental
para demostar que Gy coincide, salvo constante, con la medida −γy, (de hecho, −γy es
una función de Green de la ecuación de Poisson). Por tanto, cuando L = −∆ + qσ la
técnica anterior no puede aplicarse para obtener una expresión de la función de Green de V
en términos de medidas de equilibrio. Sin embargo, mostraremos a continuación que tales
expresiones pueden obtenerse a partir de un estudio en profundidad de las propiedades de los
núcleos de Poisson de los subconjuntos de V cuyo complemento tiene cardinal 2. Obsérvese
que aplicando el resultado de la Proposición 5.2.18, para cada x, y ∈ V con x 6= y se tiene
que

P xy
x =

(
γy(x)

)−1
(γy − γxy) y P xy

y =
(
γx(y)

)−1
(γx − γxy).

El primer resultado que obtendremos muestra que cuando q = qσ, cualquier expresión que
involucre medidas de equilibrio puede reducirse a otra donde sólo intervengan medidas de
equilibrio del tipo γx con x ∈ V . Más concretamente, para cada F , subconjunto propio de
V , la medida de equilibrio de F puede obtenerse a partir de las medidas de equilibrio de los
conjuntos F ∪ {y} con y ∈ F c, con lo que basta aplicar a estos últimos el mismo resultado
de forma iterativa.

Proposición 5.2.21 Supongamos que q = qσ y consideremos F ⊂ V tal que |F | < |V | − 1.
Entonces,

γF =

∑
y∈F c

σ(y)

γF∪{y}(y)

−1∑
y∈F c

σ(y)

γF∪{y}(y)
γF∪{y} − σ

 .
En particular, para cada x, y ∈ V con x 6= y, se tiene que

γxy =
(
σ(x) γx(y) + σ(y) γy(x)

)−1(
σ(x) γx(y) γy + σ(y) γy(x) γx − γx(y) γy(x)σ

)
.
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Demostración. Como |F c| ≥ 2, para cada y ∈ F c, F ∪ {y} es propio y por tanto tiene
sentido la medida de equilibrio de F ∪ {y}. Consideremos {A,B} una partición de F c de
manera que tanto A como B sean no vaćıos, y también u, v ∈ C(V ) las únicas soluciones de
los problemas

L(u) = 0, sobre F

u = σ, sobre A

u = 0 sobre B,

 y

L(v) = 0, sobre F

v = 0 sobre A

v = σ sobre B,


respectivamente. Entonces, ambas funciones están determinadas por las identidades

u(x) =
∫
F c
P F (x, y)σ|A(y) dλ(y) =

∫
A
P F (x, y)σ(y) dλ(y),

v(x) =
∫
F c
P F (x, y)σ|B(y) dλ(y) =

∫
B
P F (x, y)σ(y) dλ(y).

Teniendo en cuanta la expresión de P F obtenida en la Proposición 5.2.18, obtenemos que

u =
∑
a∈A

σ(a)

γF∪{a}(a)
γF∪{a} −

(∑
a∈A

σ(a)

γF∪{a}(a)

)
γF ,

v =
∑
b∈B

σ(b)

γF∪{b}(b)
γF∪{b} −

∑
b∈B

σ(b)

γF∪{b}(b)

 γF ,

respectivamente. Por otra parte, como se satisface que u+v = σ, sumando las dos expresiones
anteriores resulta que

σ =
∑
y∈F c

σ(y)

γF∪{y}(y)
γF∪{y} −

 ∑
y∈F c

σ(y)

γF∪{y}(y)

 γF ,

lo que implica el resultado sin más que despejar γF en la igualdad anterior.

En particular, si F = V − {x, y}, F ∪ {y} = V − {x}, F ∪ {x} = V − {y} y por tanto la
identidad anterior queda expresada como

γxy =

(
σ(y)

γx(y)
+

σ(x)

γy(x)

)−1 (
σ(y)

γx(y)
γx +

σ(x)

γy(x)
γy − σ

)

=
γx(y) γy(x)

σ(x) γx(y) + σ(y) γy(x)

(
σ(y)

γx(y)
γx +

σ(x)

γy(x)
γy − σ

)
.

En vista de la fórmula obtenida en la proposición anterior, será cómodo considerar la
función ρ:V × V −→ IR definida como

ρ(x, y) = σ(x) γx(y) + σ(y) γy(x); x, y ∈ V.
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Es claro que ρ es una función simétrica que se anula en la diagonal de V y que es estrictamente
positiva fuera de ella. En el contexto de redes eléctricas resistivas, es decir cuando Γ es una
variedad Riemanniana simple cuya métrica es ortogonal y compatible y σ es constante, el

valor ρ(x, y)
(∫

V
σ dλ

)−1

coincide con la resistencia efectiva entre los vértices x e y. La

expresión dada aqúı generaliza la obtenida en [6], que a su vez generaliza la dada en [9] para
el caso de grafos distancia-regulares. Por otra parte, el siguiente resultado es también una
generalización del denominado Teorema de Foster, del cual se han dado diferentes tipos de
demostraciones (ver por ejemplo, [52] y [57]). La que presentamos aqúı sigue los pasos de la
realizada en [6].

Proposición 5.2.22 Si q = qσ, entonces se satisface que∫
V×V

ρ(x, y) c(x, y) d(λ× λ)(x, y) = 2
(∫

V
σ dλ

)
(|V | − 1).

Demostración. La identidad∫
V
σ(x)

∫
V
γx(y) c(x, y) dλ(y) dλ(x) =

∫
V
σ(y)

∫
V
γy(x) c(y, x) dλ(x)λ(y)

y la simetŕıa de c implican que∫
V×V

ρ c d(λ× λ) = 2
∫
V
σ(x)

∫
V
γx(y) c(x, y) dλ(y)λ(x).

Por otra parte, como para cada x ∈ V , se satisface que

−
∫
V
γx(y) c(x, y) dλ(x) = L(γx)(x) = 1− 1

σ(x)

∫
V
σ dλ,

se concluye que∫
V
σ(x)

∫
V
γx(y) c(x, y) dλ(y)λ(x) =

∫
V

(∫
V
σ dλ− σ

)
dλ.

Como veremos a continuación esta función está ı́ntimamente relacionada con las propiedades
de los núcleos de Poisson de los subconjuntos de V cuyo complemento tiene cardinal 2.

Corolario 5.2.23 Supongamos que q = qσ y consideremos x, y ∈ V con x 6= y. Entonces,

P xy
x =

(
ρ(x, y)

)−1(
σ(y) (γy − γx) + γx(y)σ

)
y P xy

y =
(
ρ(x, y)

)−1(
σ(x) (γx − γy) + γy(x)σ

)
y se satisfacen las identidades

(i) σ = σ(x)P xy
x + σ(y)P xy

y

(ii) L(P xy
x ) =

(
σ(x) ρ(x, y)

)−1
(∫

V
σ dλ

) (
σ(y) εx − σ(x) εy

)
(iii)

∫
V
σ dλ = ρ(x, y)

σ(x)

σ(y)
I(P xy

x ) = −ρ(x, y) I(P xy
x , P xy

y )

(iv) Gx
y =

(∫
V
σ dλ

)−1 σ(y)

σ(x)
ρ(x, y)P xy

y .
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Además, si u verifica que L(u) = σ(y) εx − σ(x) εy, entonces

u(x)

σ(x)
− u(y)

σ(y)
= ρ(x, y)

(∫
V
σ dλ

)−1

.

Demostración. Teniendo en cuenta la expresión de γxy obtenida en la Proposición 5.2.21,
resulta que

γy − γxy =
γy(x)

ρ(x, y)

(
σ(y) (γy − γx) + γx(y)σ

)
,

γx − γxy =
γx(y)

ρ(x, y)

(
σ(x) (γx − γy) + γy(x)σ

)
y en consecuencia

P xy
x =

1

ρ(x, y)

(
σ(y) (γy − γx) + γx(y)σ

)
,

P xy
y =

1

ρ(x, y)

(
σ(x) (γx − γy) + γy(x)σ

)
.

De estas expresiones se deduce directamente la identidad σ = σ(x)P xy
x +σ(y)P xy

y y teniendo

en cuenta que para cada x ∈ V , L(γx) = 1− 1

σ

(∫
V
σ dλ

)
εx, también obtenemos que

L(P xy
x ) =

(∫
V
σ dλ

)
σ(y)

ρ(x, y)

(
1

σ(x)
εx −

1

σ(y)
εy

)
.

Como σ(y)P xy
y = σ − σ(x)P xy

x y σ es isótropo para I, se tiene las identidades

I(σ(y)P xy
y ) = I(σ(x)P xy

x ) y 0 = I(σ(y)P xy
y ) + I(σ(x)P xy

x ) + 2I(σ(x)P xy
x , σ(y)P xy

y ),

por lo que σ(x)σ(y) I(P xy
x , P xy

y ) = −σ2(x) I(P xy
x ). Aśı pues, para demostrar las identidades

de (iii) basta calcular I(P xy
x ) y para ello, utilizando la expresión de L(P xy

x ),

I(P xy
x ) =

∫
V
L(P xy

x )P xy
x dλ = L(P xy

x )(x) =
(∫

V
σ dλ

)
σ(y)

σ(x)

1

ρ(x, y)
.

Para demostrar (iv), aplicando la Proposición 5.2.18 (i), la expresión de Gx está dada por

Gx
y =

(
1−L(γxy)(y)

)−1(
γx−γxy

)
y por tanto, Gx

y = aP xy
y con a = γy(x)

(
1−L(γxy)(y)

)−1
.

El resultado se concluye razonando directamente con la expresión de γxy o bien teniendo

en cuenta que como L(Gx
y)(y) = 1 y L(P xy

y )(y) =
(∫

V
σ dλ

)
σ(x)

σ(y)

1

ρ(x, y)
, necesariamente

a =
(∫

V
σ dλ

)−1 σ(y)

σ(x)
ρ(x, y).

Por otra parte, si para x ∈ V consideramos el escalar α =
1

σ(x) ρ(x, y)

(∫
V
σ dλ

)
, como se

verifica que L(P xy
x ) = α

(
σ(y) εx−σ(x) εy

)
, si u ∈ C(V ) satisface que L(u) = σ(y) εx−σ(x) εy,
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entonces P xy
x = αu+ a σ. Además, como

0 = P xy
x (y) = αu(y) + a σ(y) y 1 = P xy

x (x) = αu(x) + a σ(y),

resulta que a = −αu(y)

σ(y)
y en definitiva que 1 =

α

σ(y)

(
σ(y)u(x)− σ(x)u(y)

)
.

Proposición 5.2.24 Supongamos que q = qσ y consideremos α =
(∫

V
σ dλ

)−1 (∫
V
σ2dλ

)−1

y β =
(∫

V
σ dλ

)−1 (∫
V
σ2dλ

)−2

. Entonces, la función de Green de V está dada por la

expresión

G(x, y) = ασ(x)σ(y)
∫
V
σ(z) γy(z) dλ(z)− σ(y) γy(x)

(∫
V
σ dλ

)−1

+ ασ(y)
∫
V
σ2(z) γz(x) dλ(z)− β σ(x)σ(y)

∫
V×V

σ2(z)σ(w) γz(w) d(λ× λ)(z, w).

En particular, para cada y ∈ V , se satisface que Gy ≤ Gy(y)
σ

σ(y)
.

Demostración. Consideremos los escalares a =
∫
V
σ dλ y b =

∫
V
σ2 dλ y fijemos y ∈ V .

Como según la parte (ii) del Corolario 5.2.23, para cada z ∈ V el núcleo de Poisson del
conjunto V − {y, z} satisface que

L(σ(z) ρ(z, y)P zy
z ) = a

(
σ(y) εz − σ(z) εy

)
.

Por tanto, si consideramos v =
∫
V
σ2(z) ρ(z, y)P zy

z dλ(z), entonces

L(v) =
∫
V
σ(z)L(σ(z) ρ(z, y)P zy

z ) dλ(z) = a (σ(y)σ − b εy) = −a b (εy − b−1σ(y)σ).

Como la función de Green de V está caracterizada por las ecuaciones (4.11), necesariamente

v = −a bGy + k(y)σ y además k(y) = b−1
∫
V
v σ dλ, lo que implica que

Gy =
σ

a b2

∫
V
v σ dλ− 1

a b
v = β

(∫
V
v σ dλ

)
σ − α v.

Si tenemos en cuenta que v ≥ 0, la identidad anterior implica que Gy ≤ β
(∫

V
v σ dλ

)
σ.

Como por otra parte, v(y) = 0, resulta que Gy(y) = β
(∫

V
v σ dλ

)
σ(y) y por tanto, la

desigualdad

Gy ≤
σ

σ(y)
G(y, y).
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El resultado se concluye ahora de las identidades

v(x) =
∫
V
σ2(z)

(
σ(y) (γy(x)− γz(x)) + γz(y)σ(x)

)
dλ(z)

= b σ(y) γy(x) + σ(x)
∫
V
σ2(z) γz(y) dλ(z)− σ(y)

∫
V
σ2(z) γz(x) dλ(z);

∫
V
σ v dλ = b σ(y)

∫
V
σ(x) γy(x) dλ(x) + b

∫
V
σ2(z) γz(y) dλ(z)

− σ(y)
∫
V
σ(x)

(∫
V
σ2(z) γz(x) dλ(z)

)
dλ(x)

= b σ(y)
∫
V
σ(z) γy(z) dλ(z) + b

∫
V
σ2(z) γz(y) dλ(z)

− σ(y)
∫
V×V

σ2(z)σ(w) γz(w) d(λ× λ)(z, w).

Obsérvese que cuando σ es constante, α = σ−3 |V |−2, β = σ−5 |V |−3 y la expresión de la
función de Green de V dada en la proposición anterior se reduce a

G(x, y) = ασ3 |γy| − σ γy(x) (|V |σ)−1 + ασ3|γz| − β σ5
∫
V
|γz|(w) dλ(z)

=
1

|V |2
(|γy| − |V | γy(x))− 1

|V |3
∫
V

(|γz| − |V | γz(x)) dλ(z).

Por otra parte, como para cada x, z ∈ V , |γz| − |V | γz(x) = |γx| − |V | γx(z), resulta que∫
V

(|γz| − |V | γz(x)) dλ(z) =
∫
V

(|γx| − |V | γx(z)) dλ(z) = 0

y en definitiva,

G(x, y) =
1

|V |2
(
|γy| − |V | γy(x)

)
con lo que la expresión de la función de Green de V coincide con la obtenida, para este caso,
en la Proposición 5.2.20.

Corolario 5.2.25 Para cada x, y, z ∈ V se satisface que

σ(z)Gz(x, y) =
1

2

(∫
V
σ dλ

)−1 (
σ(y) ρ(x, z) + σ(x) ρ(z, y)− σ(z) ρ(x, y)

)

y además que Gz
y ≤

(∫
V
σ dλ

)−1

ρ(z, y)
σ

σ(z)
.

En particular,
ρ

σ ⊗ σ
es una distancia sobre V .
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Demostración. De la definición de la función ρ, obtenemos que para cada x, y, z ∈ V ,

σ(y) ρ(x, z) + σ(x) ρ(z, y)− σ(z) ρ(x, y) = σ(y)
(
σ(x) γx(z) + σ(z) γz(x)

)
+ σ(x)

(
σ(z) γz(y) + σ(y) γy(z)

)
− σ(z)

(
σ(x) γx(y) + σ(y) γy(x)

)
.

Tomando a−1 =
∫
V
σ2 dλ, de la expresión de la función de Green de V obtenida en la

proposición anterior y teniendo en cuenta su simetŕıa, resulta que para cada x, y ∈ V ,

σ(x) γx(y) = σ(y) γy(x) + a σ(x)σ(y)
∫
V
σ (γx − γy) dλ

+ a
∫
V
σ2(w)

(
σ(x) γw(y)− σ(y) γw(x)

)
dλ(w).

y por tanto que,

σ(y)σ(x) γx(z) + σ(x)σ(z) γz(y)− σ(z)σ(x) γx(y)

= σ(y)σ(z) γz(x) + σ(x)σ(y) γy(z)− σ(z)σ(y) γy(x)

+ a σ(x)σ(y)σ(z)
∫
V
σ
(
(γx − γz) + (γz − γy)− (γx − γy)

)
dλ

+ a
∫
V
σ2(w)

(
σ(x)σ(y) γw(z)− σ(y)σ(z) γw(x)

)
dλ(w)

+ a
∫
V
σ2(w)

(
σ(x)σ(z) γw(y)− σ(x)σ(y) γw(z)

)
dλ(w)

− a
∫
V
σ2(w)

(
σ(x)σ(z) γw(y)− σ(y)σ(z) γw(x)

)
dλ(w)

= σ(y)σ(z) γz(x) + σ(x)σ(y) γy(z)− σ(z)σ(y) γy(x).

lo que implica que,

σ(y)ρ(x, z) +σ(x)ρ(z, y)−σ(z)ρ(x, y) = 2
(
σ(y)σ(z)γz(x) +σ(x)σ(y)γy(z)−σ(y)σ(z)γy(x)

)
Por otra parte, en virtud de la expresión de Gx

y obtenida en la parte (iv) del Corolario 5.2.23,

Gz(x, y) =
(∫

V
σ dλ

)−1 σ(y)

σ(z)

(
σ(z) (γz(x)− γy(x)) + γy(z)σ(x)

)

=
1

σ(z)

(∫
V
σ dλ

)−1 (
σ(y)σ(z) γz(x) + σ(x)σ(y) γy(z)− σ(y)σ(z) γy(x))

)
.

Si aplicamos a Gz la desigualdad obtenida en la parte (i) de la Proposición 5.2.18 tenemos
que para cada y ∈ V , σ(y)Gz

y ≤ Gz(y, y)σ. La desigualdad del enunciado se obtiene

directamente de ésta sin más que observar que σ(z)Gz(y, y) =
(∫

V
σ dλ

)−1

σ(y) ρ(z, y).
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Para finalizar, como
ρ

σ ⊗ σ
es simétrica, nula en la diagonal de V y estrictamente positiva

fuera de ella, determina una distancia sobre V sii satisface la desigualdad triangular. Ahora
bien, como

ρ(x, z)

σ(x)σ(z)
+

ρ(z, y)

σ(y)σ(z)
− ρ(x, y)

σ(x)σ(y)
= 2

Gz(x, y)

σ(x)σ(y)

∫
V
σ dλ

el resultado es consecuencia de la no negatividad de la función de Green.

Desde luego, la cota superior para Gz
y obtenida en la proposición anterior es la mejor

posible pues Gz(y, y) =
(∫

V
σ dλ

)−1 σ(y)

σ(z)
ρ(y, z).

Por otra parte, se satisface que
ρ(x, y)

σ(x)σ(y)
=

ρ(x, z)

σ(x)σ(z)
+

ρ(z, y)

σ(y)σ(z)
sii Gz

y(x) = 0, es decir

sii V − {z} no es conexo y x e y están separados por z, es decir si x /∈ Fy.
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Conclusiones y desarrollos futuros

En este trabajo se ha desarrollado un cálculo vectorial sobre estructuras discretas, análogo
al de los modelos continuos. En él se ha introducido el concepto de espacio tangente a cada
punto de un multigrafo o variedad discreta y a partir de esta noción se han definido también
los distintos conceptos de campo sobre la variedad: de vectores, de covectores, de bilineales
y de matrices. Asimismo, se ha introducido la estructura de variedad Riemanniana discreta
y sobre ella se han considerado los operadores en diferencias que son la contrapartida dis-
creta de los correspondientes operadores del caso continuo, es decir los operadores derivada,
gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano. Se ha demostrado que estas definiciones son
coherentes en el sentido que satisfacen los teoremas fundamentales del cálculo diferencial,
como son la irrotacionalidad del gradiente y el que todo campo que sea rotacional de otro
es solenoidal. Además, el operador divergencia es el opuesto del adjunto del gradiente y
el Laplaciano y el rotacional son operadores autoadjuntos. Por otra parte, a lo largo del
trabajo se ha mostrado que los diferentes operadores de Laplace considerados en la literatura,
como el probabiĺıstico o el correspondiente a una variedad pesada, son casos particulares del
operador de Laplace-Beltrami que hemos presentado aqúı. También hemos probado que
conceptos como el de Laplaciano normalizado, se corresponden con operadores autoadjuntos
completos cuya parte principal es nuestro operador de Laplace-Betrami.

Otro aspecto desarrollado dentro del cálculo en diferencias, ha sido la introducción del
complejo de De Rham de una variedad discreta. Hemos demostrado que en el caso de
variedades Riemannianas también es posible definir un Laplaciano de Hodge y obtener un
teorema de descomposición totalmente similares a los del caso continuo.

El aspecto formal de los operadores discretos constrúıdos, ha permitido identificarlos co-
mo operadores en diferencias y en particular se ha demostrado que todos los esquemas en
diferencias sobre ret́ıculas uniformes del espacio eucĺıdeo que son de tipo positivo y consis-
tentes con perturbaciones del operador de Laplace, coinciden con el operador de Laplace-
Beltrami para una determinada métrica sobre la ret́ıcula. También se ha demostrado que
una condición suficiente para que el esquema sea de tipo positivo es que la métrica esté dada
por un campo de matrices de Stieltjes diagonalmente dominantes. Este resultado también
se satisface en el caso de una variedad abstracta.

Se ha desarrollado un cálculo integral sobre subvariedades discretas que incluye la in-
tegración sobre curvas y los análogos de los teoremas integrales del caso continuo, a saber
el Teorema de la Divergencia y las Identidades de Green. En relación con la integración
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sobre curvas, se ha definido también el concepto de circulación y con él se ha desarrolla-
do una versión discreta del Teorema de Stokes-Ampère y se han caracterizado los campos
gradientes.

El desarrollo de los teoremas integrales y más concretamente de las Identidades de Green,
ha permitido formular correctamente el concepto de problema de contorno autoadjunto so-
bre una subvariedad. Bajo la hipótesis fundamental de la positividad del coeficiente de la
estructura Riemanniana, se ha realizado un análisis de existencia y de unicidad de solu-
ciones de tales problemas y en particular, se han determinado condiciones sobre el término
de orden 0 del operador en diferencias para asegurar, no sólo la existencia y unicidad de
soluciones, sino también que los problemas admiten una formulación variacional. Además,
se ha demostrado que cada problema de contorno autoadjunto es equivalente o bien a un
problema de Dirichlet, o bien a una ecuación de Poisson sobre una nueva variedad Rieman-
niana, donde la parte principal del nuevo operador en diferencias sigue siendo un operador de
Laplace-Beltrami. También se ha demostrado cómo nuestra formulación engloba el estudio
de aquellos problemas cuyo operador en diferencias es un Laplaciano normalizado.

En el desarrollo del trabajo se ha abordado el estudio de los operadores integrales y
sus correspondientes núcleos, asociados a cada uno de los problemas de contorno semiho-
mogéneos tratados. Este análisis se efectúa en el caso general, es decir incluso cuando dicho
problema de contorno no tiene unicidad de soluciones y describimos todos los operadores inte-
grales que son inversos del problema de contorno considerado. Además, logramos identificar
los que tienen propiedades especiales, como por ejemplo aquéllos cuyo núcleo es simétrico.

Asumiendo nuevamente la positividad del coeficiente de la estructura métrica y tenien-
do presentes las mismas circunstancias que permit́ıan una interpretación variacional de los
problemas de contorno, demostramos que el operador en diferencias es monótono o de for-
ma equivalente que satisface el principio del mı́nimo, lo cual permite precisar los resultados
de existencia y unicidad de soluciones de los problemas de contorno, incluyendo cuestiones
relativas al soporte de la solución.

El hecho de que en un espacio finito todo operador lineal puede interpretarse como un
operador integral, nos ha permitido entender los operadores en diferencias que determinan
los problemas de contorno como núcleos sobre el espacio de vértices de la variedad. Hemos
demostrado que desde el punto de vista de la Teoŕıa del Potencial estos núcleos satisfacen los
principios de enerǵıa y del máximo, que son suficientes para que tenga sentido el problema
de equilibrio sobre cada subconjunto. Además las peculiaridades de estos núcleos nos han
permitido probar que el soporte de la medida de equilibrio de cada subconjunto coincide
con él. Esta propiedad conduce a demostrar que la función de Green de cada subconjunto,
es decir la asociada al problema de Dirichlet si el subconjunto es propio o a la ecuación de
Poisson si el subconjunto coincide con la totalidad de los vértices, se expresa en términos de
medidas de equilibrio. Como cada una de estas medidas puede obtenerse mediante algoritmos
de programación lineal, con vistas a las aplicaciones, esta técnica puede considerarse como
alternativa a otras, como por ejemplo a los métodos iterativos.

Finalmente, en este trabajo se ha generalizado el concepto de resistencia efectiva entre
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vértices de una variedad discreta, al caso del operadores en diferencias de segundo orden,
cuya parte principal es un Laplaciano normalizado de un operador de Laplace-Beltrami
asociado a una métrica no necesariamente ortogonal. Se ha demostrado que se satisfacen
las mismas propiedades que en el caso clásico y, en particular, se ha obtenido una expresión
sencilla de la resistencia efectiva en términos de medidas de equilibrio.

Muchos de los temas abordados en este trabajo han merecido y merecen la atención de un
gran número de investigadores. Sin embargo, la mayor parte de la metodoloǵıa presentada
aqúı no sigue pautas preestablecidas y por tanto consideramos de interés seguir avanzando
en su desarrollo.

Desde el punto de vista de la estructura que soporta la formulación de los problemas, será
interesante definir el concepto de aplicación entre variedades y asignarle una transformación
lineal entre los espacios tangentes. El análisis de los automorfismos de una variedad discreta
permitirá tratar en un contexto adecuado propiedades tales como la homogeneidad o isotroṕıa
de la variedad. Desde luego, esta es un área de gran interés en el marco de la Combinatoria y
más concretamente en el de la Teoŕıa de Grafos. Por ejemplo, importantes familias de grafos,
como son los grafos vértice-transitivos, los grafos simétricos o los grafos distancia-regulares,
están caracterizados por su comportamiento ante su grupo de automorfismos.

Otro aspecto ı́ntimamente relacionado con la estructura de las variedades discretas es
la definición de una orientación sobre ellas. Durante el desarrrollo de este trabajo hemos
sopesado su consideración, de manera que estamos en condiciones de comentar los cambios
fundamentales que reportaŕıa. El más notable está producido por el hecho de que la derivada
de una función debeŕıa ser una forma simétrica y por tanto cambiaŕıan las expresiones de
los operadores divergencia y laplaciano, constrúıdos a partir de ella. Si bien la obtención de
una condición suficiente para que el coeficiente de la estructura Riemanniana sea positivo
se vuelve algo más delicada, otros aspectos estructurales se benefician de la introducción de
una orientación, como por ejemplo el complejo de De Rham, que tiene aún más similitudes
con el caso continuo pues en esta situación, la composición de la derivada consigo misma es
nula.

La relación que hemos establecido entre los operadores de Laplace-Beltrami y los esque-
mas en diferencias destinados a la resolución de problemas de contorno eĺıpticos, sugiere
planear la relación entre las propiedades del medio continuo y las métricas discretas. Es-
to permitiŕıa establecer una discretización no de las ecuaciones de estado sino del compor-
tamiento del modelo continuo mismo. Algunos de los trabajos referenciados en esta memoria
tienen ya presente esta ĺınea de trabajo, de manera que la primera tarea en esta dirección
debe ser traducir a nuestro lenguaje los resultados de esos autores. Por otra parte, nuestros
desarrollos siguen siendo válidos aun cuando la matriz que juega el papel de inversa de la
métrica es singular, de manera que es factible abordar también el análisis de problemas de
contorno con operadores eĺıpticos degenerados.

Una vez establecida la relación entre los problemas de contorno del continuo y los pro-
blemas de contorno discretos, el siguiente paso debeŕıa contemplar la utilización de nuestras
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técnicas para demostrar la convergencia de las soluciones discretas a la solución del problema
continuo, cuando el tamaño de las redes consideradas tiende a 0. También, desde el punto
de vista de la resolución efectiva de los problemas discretos, otra de las tareas que deben
ser abordadas es la de contrastar el método de cargas extremales, es decir el de obtención
de medidas de equilibrio, con otros métodos de resolución de las ecuaciones en diferencias
como los métodos iterativos. En este sentido deberán escogerse problemas tipo y comparar
las velocidades de convergencia y la estabilidad numérica de los métodos.

A lo largo de este trabajo también se han establecido las bases para la formulación de
problemas de contorno no autoadjuntos. La diferencia básica, respecto de los problemas
autoadjuntos, consistiŕıa en la adición al operador en diferencias de un operador de primer
orden que contenga la derivada según un campo no simétrico. La reducción de estos proble-
mas a problemas de Dirichlet o a ecuaciones de Poisson debeŕıa seguir pasos análogos a los
establecidos aqúı. Sin embargo, lo que cambiará sustancialmente es la Teoŕıa del Potencial
que aplicar en este caso, que deberá ser la constrúıda respecto de núcleos no simétricos.
Afortunadamente existen sólidos desarrollos en este campo, establecidos alrededor de los
años setenta, de manera que parece factible adecuar a nuestras necesidades las técnicas
ya establecidas, de forma similar a lo que se ha realizado para núcleos simétricos. En el
caso no simétrico la diferencias substancial es que el problema de equilibrio no admite un
planteamiento variacional, por lo que las medidas de equilibrio no pueden obtenerse a partir
de la minimización de la enerǵıa, de manera que para asegurar su existencia debe hacerse
uso de teoremas más delicados.

Otro aspecto a tener en cuenta es el posible planteamiento de problemas no lineales.
Desde el punto de vista del caso discreto ya se han contemplado algunos intentos en esta
dirección, de forma que es factible plantear estos problemas desde nuestras técnicas. Desde
el punto de vista de la reducción de los problemas a problemas de equilibrio, podŕıamos
utilizar versiones discretas de la Teoŕıa no Lineal del Potencial que ha tenido un enorme
desarrollo en los últimos años, aunque hemos de reconocer que la situación en este caso nos
es mucho menos familiar que la correspondiente al caso lineal.

Por último, una prolongación natural de los trabajos desarrollados en esta memoria,
aśı como de las extensiones que acabamos de mencionar, consiste en la consideración de
redes infinitas, lo que desde el punto de vista continuo se corresponde con las variedades no
compactas. Hay que decir que la mayor parte de las referencias que aparacen en este trabajo
corresponden a desarrollos en este ámbito y que una de las técnicas más utilizadas es la de
la exhaución, que consiste en considerar una sucesión creciente de subvariedades compactas,
subvariedades como las estudiadas en nuestro trabajo, y cuya unión es la red total. Nosotros
ya hemos obtenido algunos resultados en esta dirección aplicando la técnica anterior, concre-
tamente hemos obtenido la expresión de la función de Green de un grafo distancia-regular
infinito a partir del ĺımite de funciones de Green de grafos distancia-regulares finitos, cons-
trúıdas a partir de medidas de equilibrio.



Bibliograf́ıa

[1] A. Ancona, Positive harmonic functions and hyperbolicity, in Potential Theory-Surveys
and Problems, Lect. Notes in Math. 1344, Springer-Verlag, 1988, 1-23.

[2] T. Arbogast, M.F. Wheeler y I. Yotov, Mixed finite elements for elliptic problems with
tensor coefficients as cell-centered finited differences, SIAM J. Numer. Anal. 34 (1997),
828-852.

[3] M. Barlow, T. Coulhon y A. Grigor’yan, Manifolds and graphs with slow heat kernel
decay, Invent. Math. 144 (2001), 609-649.

[4] E. Bendito, A. Carmona y A. M. Encinas, Shortest paths in distance-regular graphs,
European Journal of Combinatorics 21 (2000), 153-166.

[5] E. Bendito, A. Carmona y A. M. Encinas, Solving boundary value problems on net-
works using equilibrium measures, J. Funct. Anal. 171 (2000), 155-176.

[6] E. Bendito, A. Carmona y A. M. Encinas, Solving Dirichlet and Poisson problems on
graphs by means of equilibrium measures, sometido en Combinatorica.

[7] A. Berman y R. Plemmons, “Nonnegative Matrices in the Mathematical Sciences”,
Classics in Applied Mathematics 9, SIAM, Philadelphia, 1994.

[8] A. Beurling y J. Deny, Espaces de Dirichlet I. Le cas élémentaire, Acta Math. 99
(1958), 203-224.

[9] N. Biggs, Potential Theory on distance-regular graphs, Combin. Probab. Comput. 2
(1993), 243-255.

[10] N. Biggs, Algebraic Potential Theory on graphs, Bull. London Math. Soc. 29 (1997),
641-682.

[11] B. Bollobás, “Modern Graph Theory”, Springer, 1998.
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enerǵıa, 153
esquema en diferencias, 63

de tipo positivo, 65
espacio tangente, 14
espacio cotangente, 15
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