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Introduccion

En este trabajo se desarrolla un célculo vectorial sobre estructuras discretas, analogo al de
los modelos continuos. Para alcanzar este fin, se considera como espacio subyacente un
multigrafo finito dotado de una estructura Riemanniana. Esto permite construir los ope-
radores en diferencias basicos y plantear problemas de contorno, que formalmente son el
equivalente discreto de problemas de contorno sobre variedades Riemannianas compactas.
Ademas de estudiar la resolubilidad de tales problemas, se construyen los operadores inte-
grales que proporcionan su soluciéon y se analizan las propiedades de los correspondientes
nucleos. Asimismo, para un extensa familia de problemas de contorno, se obtienen férmulas
explicitas de tales nicleos integrales, en términos de las soluciones de los denominados pro-
blemas de equilibrio, que estan intimamente relacionados con las propiedades geométricas
de la estructura Riemanniana discreta.

El tema planteado en este trabajo tiene conexiones con diferentes areas de la Matematica,
como son la Geometria Diferencial, en la medida en que se construye un célculo diferencial
e integral sobre una variedad discreta y el operador fundamental es el operador de Laplace-
Beltrami asociado a la estructura Riemanniana, y la Teoria de Ecuaciones en Derivadas
Parciales y més concretamente con los problemas de contorno autoadjuntos para operadores
elipticos de segundo orden. Por otra parte, son innegables las conexiones existentes con
la Combinatoria, con la teoria de Redes Eléctricas y con los Métodos de Aproximacién,
fundamentalmente con los esquemas en diferencias finitas para la resolucién de problemas
de contorno. Finalmente, debemos remarcar la especial conexién que este trabajo mantiene
con la Teoria del Potencial. Aunque inicialmente dicha relaciéon pueda parecer natural, ya
que la Teoria de Formas de Dirichlet es una herramienta fundamental en el tratamiento de
problemas de contorno sobre variedades Riemannianas y sobre redes infinitas, el enfoque que
presentamos aqui es diferente y estd enmarcado en el contexto de la Teoria del Potencial
respecto de un ntucleo. Para aclarar el sentido de este planteamiento, sera ilustrativo hacer
una breve reflexion sobre sus antecedentes.

El punto de partida lo constituye la obtencién de potenciales de equilibrio en espacios
abstractos y respecto de un ntcleo general. Una metodologia de resolucién de tal problema
consiste en utilizar exclusivamente medidas discretas y construir su soluciéon como limite de
una sucesion de medidas discretas cuyos puntos soporte estéan localizados por propiedades de
optimalidad. Este es un método clésico de resolucién del problema que tuvo sus origenes en
los trabajos pioneros de M. Fekete, G. Polya y G. Szego sobre la determinacion del Diametro
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v Problemas de contorno discretos

Transfinito de un conjunto y su culminacién con los de O. Frostman, que marcan el comienzo
de lo que se ha dado en llamar Teoria Moderna del Potencial. A lo largo de los anos estas
técnicas, agrupadas bajo la denominacion de método de Puntos Fxtremales, se han aplicado
a problemas de distinto cardcter, tanto de indole tedrica como aplicada. Asi por ejemplo, los
puntos extremales han sido utilizados para resolver problemas de Dirichlet sobre compactos
de IR? y IR? y también en problemas de los 4ambitos de la Teorfa de la Aproximacién y de
los Polinomios Ortogonales. Todos los resultados anteriores se basan en la construccion de
medidas discretas cuyos puntos de soporte se obtienen mediante procesos de optimizacion
y con igual masa en cada uno de ellos. El hecho de que la funciéon objetivo en el proceso
de optimizacién sea no lineal, hace que el calculo explicito de los puntos extremales sea
muy complicado, hasta tal punto que recientemente S. Smale ha propuesto la bisqueda de
puntos extremales sobre la esfera como uno de los retos matematicos para el siglo XXI, en
el contexto de la complejidad computacional.

La idea clave de nuestra aportacion en la resolucién del problema de equilibrio, estriba
en la incorporaciéon de la distribucion de masa como una variable més a tener en cuenta en el
proceso de obtencién de la sucesion de medidas discretas que convergen a la solucion. Esta
metodologia ha sido denominada método de Cargas Fxtremales. Si bien la incorporacién de
la optimizacion de la masa no introduce nuevas complicaciones técnicas, desde un punto de
vista operativo, fijar adecuadamente los puntos de soporte y optimizar la distribucion de
masa sobre ellos, es un problema de optimizacion lineal cuya solucion es una aproximacion
de la medida de equilibrio. Cuando el espacio subyacente es finito, el problema de equilibrio
sigue estando bien planteado mientras que la busqueda de los puntos extremales carece de
sentido. Por tanto, la tnica herramienta disponible para resolver el problema de equilibrio
es el método de cargas extremales que establece asi un puente entre los métodos de los casos
continuo y discreto.

Sin duda, entre las estructuras finitas méas relevantes figuran los multigrafos. En este
caso, su matriz Laplaciana es la que posee mayor informacion sobre el multigrafo y un gran
nimero de trabajos se centran en el estudio de sus propiedades. Como en un espacio finito las
matrices cuadradas, cuyo orden es el cardinal del espacio, estan identificadas de forma natural
con los ntcleos, nuestro planteamiento en el estudio de este tipo de estructuras discretas,
consiste en considerar la matriz Laplaciana como un ntcleo en el contexto de la Teoria
del Potencial Discreto, aunque en este ambito los nicleos con signo como el Laplaciano no
habian merecido suficiente atencién. No obstante, el nticleo Laplaciano satisface principios
relevantes que, en particular, permiten resolver el problema de equilibrio, de manera que el
método de cargas extremales tiene viabilidad en este marco.

Por otra parte, un problema de equilibrio sobre un conjunto es un problema de Dirich-
let particular, muy conectado con los problemas de Dirichlet que caracterizan a la funcién
de Green del conjunto y esta conexion nos ha permitido expresarla facilmente en términos
de medidas de equilibrio. Esta via de resolucién de algunos problemas de contorno nos ha
conducido a construir el marco de problemas de contorno discretos cuya solucion puede ser
expresada en términos de medidas de equilibrio. Tales problemas resultan ser el analogo dis-
creto de los problemas de contorno autoadjuntos relativos a operadores elipticos de segundo
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orden con condiciones de contorno mixtas.

Una de las principales aportaciones del presente trabajo consiste en presentar la formu-
lacién de los aludidos problemas de contorno, dotando al espacio subyacente de estructura
de variedad Riemanniana discreta, de manera que la parte principal del operador en diferen-
cias es el operador de Laplace-Beltrami relativo a la estructura métrica considerada. Esta
metodologia extiende el tratamiento de problemas de contorno sobre multigrafos y redes
realizado hasta la fecha, que en nuestra terminologia corresponderia a la eleccién de una
estructura Riemanniana sobre el multigrafo cuyo campo de matrices asociado es diagonal.
La nocién fundamental para llevar a cabo esta formulacion es la de espacio tangente a un
punto, que nosotros definimos en términos de adyacencia. Una vez establecido este concep-
to, el guién proporcionado por la Geometria Diferencial nos permitird construir un calculo
vectorial sobre un multigrafo, cuya culminacion es la formulacion y andlisis de resolubilidad
de problemas de contorno relativos al operador asociado a la estructura Riemanniana.

Ademas de su posible interés tedrico, la consideracién de métricas generales sobre los
multigrafos tiene consecuencias desde el punto de vista de las aplicaciones. Por una parte,
los esquemas en diferencias finitas para la resolucién de problemas de contorno elipticos
pueden ser vistos como problemas de contorno discretos relativos a operadores de Laplace-
Beltrami asociados a determinadas métricas. A modo de ejemplo, en este trabajo se obtienen
las métricas que corresponden a los esquemas en diferencias consistentes con el operador de
Laplace sobre reticulas uniformes. Por otra parte, los problemas formulados con una Ley de
Ohm generalizada en el ambito de los circuitos eléctricos, quedan naturalmente recogidos al
utilizar este tipo de métricas.

En otro orden de cosas, debemos senalar que en este trabajo se obtienen expresiones de
las funciones de Green asociadas a los diferentes problemas de contorno, lo que representa
quiza la herramienta més operativa para el andlisis de este tipo de problemas.

Este trabajo se ha estructurado en cinco capitulos y en €l se han mantenido las notaciones
del modelo continuo con el propdsito de simplificar la presentacion y de hacer patente la
analogia con el caso continuo.

En el primer capitulo se describe la estructura local de un multigrafo. Las nociones
geométricas como vértice, rama, adyacencia y frontera de un conjunto son las habituales
en este contexto. Para hacer mas patente el propdsito de este trabajo, en lo sucesivo los
multigrafos se denominaran variedades discretas. El concepto fundamental introducido es
el de espacio tangente en un vértice de la variedad, que consiste en el espacio generado por
las combinaciones formales de las ramas incidentes en el vértice. Aunque la construcciéon
del espacio tangente es similar a la realizada en el caso continuo por medio de los vectores
tangentes a las curvas coordenadas, la naturaleza discreta de nuestro caso, hace aflorar aqui
la mayor discrepancia entre ambas situaciones: La ausencia de sistemas coordenados que
parametricen la variedad discreta hace que la dimension del espacio tangente cambie de un
vértice a otro. No obstante, el comportamiento formal de las variedades discretas responde
a la situacién unidimensional, como queda patente en el desarrollo del presente trabajo.
La nocion de espacio tangente permite introducir de forma natural los conceptos locales
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habituales en el caso diferencial. De esta manera, damos las nociones de campos vectoriales,
de formas, de campos de aplicaciones lineales y bilineales y de campos de matrices. Una
caracteristica del caso discreto, que sera importante en la construccién de los operadores en
diferencias, reside en el hecho de que todo campo puede ser descompuesto de forma tnica
como suma de un campo simétrico y de otro antisimétrico.

El segundo capitulo comienza introduciendo el concepto de variedad Riemanniana discre-
ta asignando a una variedad una estructura métrica, consistente en un campo de bilineales
simétricas definidas positivas y un peso que regula la importancia de cada vértice y que en
cierta forma emula el papel del determinante de la métrica en el caso continuo. El siguiente
paso consiste en la introduccion de un producto interno en el espacio de campos sobre la
variedad y también de un producto interno con peso en el espacio funciones sobre los vértices.
Una vez establecido el marco adecuado, abordamos la construccion de un calculo en diferen-
cias sobre la variedad. Para ello tomamos la derivada como operador basico y a partir de él
se definen el gradiente y la divergencia en términos de dualidad respecto de los productos
internos establecidos. La composicién del gradiente con la divergencia da lugar al operador
de Laplace-Beltrami o Laplaciano de la variedad. La consideracién de campos y métricas
generales tiene su reflejo en las propiedades de los operadores en diferencias: el hecho de
que el soporte de la parte simétrica o de la parte antisimétrica de un campo contenga los
vértices adyacentes al soporte del campo, determina que tanto el gradiente como la diver-
gencia son operadores de primer orden, mientras que el Laplaciano es de segundo orden, lo
que es compatible con ser composiciéon de dos operadores de primer orden. Esta propiedad
tiene como consecuencia que la expresion del Laplaciano de una funcién en un vértice involu-
cra no solo a los vértices adyacentes, sino también a los vértices a distancia 2. Cuando se
consideran métricas generales sobre reticulas en el espacio euclideo, se obtienen expresiones
del Laplaciano que formalmente son idénticas a los esquemas en diferencias para el operador
de Laplace, construidos mediante plantillas que involucran a los nodos a distancia menor
o igual que 2 del punto de evaluacion. En particular, mostramos que todos los esquemas
en diferencias de tipo positivo sobre reticulas uniformes y consistentes con el operador de
Laplace, coinciden con el operador de Laplace-Beltrami asociado a métricas uniformes sobre
la reticula. La ultima parte del capitulo esta destinada a reproducir en el caso discreto la
construcciéon de los grupos de cohomologia de De Rham. Para ello, atendiendo a la estruc-
tura estrictamente unidimensional de la variedad, consideramos que el espacio de n-formas,
n > 1, coincide con el de las formas y se definine el complejo de De Rham considerando
como operadores las proyecciones simétrica y antisimétrica alternativamente. Esta eleccion
recupera la caracteristica de Euler de la variedad por medio de la suma alternada de los
niumeros de Betti y al trabajar en dualidad permite definir el Laplaciano de Hodge sobre las
formas o los campos. Obtenemos asi un teorema de descomposicion de campos, analogo al
teorema de descomposicién de Hodge.

El célculo integral en variedades Riemannianas discretas es el objetivo del tercer capitulo.
Nuevamente seguimos el guién que nos proporciona la Geometria Diferencial y por ello
comenzamos elaborando el concepto de curva sobre la variedad, que debe ser el analogo
de la nocion de curva diferenciable. Recuperamos las operaciones habituales con curvas y
en particular establecemos las condiciones para que el producto o composicién de curvas
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tenga sentido. A continuacion, definimos la nocién de circulacién de un campo a lo largo
de una curva y a partir de ella obtenemos la contrapartida discreta del Teorema de Stokes-
Ampere. También caracterizamos los campos conservativos y en particular mostramos que
los inicos campos irrotacionales y conservativos son los campos gradiente. Nuestro estudio
de curvas concluye con la definicion de longitud y de geodésica y el estudio de algunas de
sus propiedades. Para abordar los resultados de integracion sobre un conjunto es necesario
precisar los conceptos de frontera y de campo normal. Una vez establecidos ambos se de-
muestra un teorema de la Divergencia mimético al del caso continuo. Este resultado permite
establecer directamente las identidades de Green para el caso de métricas ortogonales. Para
desarrollar el caso general, es necesario describir en detalle la expresién del operador de
Laplace-Betrami cuando se aplica a funciones soportadas en una subvariedad. Obtenemos
que, sobre estas funciones, el Laplaciano se expresa como suma de un operador de segundo
orden, su parte principal, y de otro de orden 0. La hipdtesis de positividad del coeficiente
de la parte principal, permite identificar ésta con un operador de Laplace-Beltrami asociado
a una métrica ortogonal y reducir la demostraciéon de las Identidades de Green al caso an-
terior. El estudio llevado a cabo es lo suficientemente general como para permitir incluir en
la formulacién variaciones no tangenciales de las funciones involucradas.

En el capitulo cuarto, utilizamos los conceptos y técnicas desarrollados en los anteriores
para plantear problemas de contorno sobre subvariedades. Los problemas abordados son los
analogos de los problemas de contorno elipticos autoadjuntos y de segundo orden del caso
continuo. Aunque en el caso discreto cabe la posibilidad de contemplar términos de primer
orden sin perder el caracter autoadjunto, con vistas a seguir conservando, en la medida de
lo posible, la analogia con el caso continuo, nos restringimos aqui a trabajar con operadores
en diferencias que son suma del operador de Laplace-Betrami y un término de orden 0. La
aplicacion de las Identidades de Green sobre una subvariedad conduce a la descripcién de las
condiciones de contorno que pueden considerarse para que el correspondiente problema sea
autoadjunto. El problema de contorno que trataremos serd por tanto el denominado proble-
ma Mixto Dirichlet-Robin con derivada oblicua, que contiene como casos particulares a los
problemas de contorno clasicos y también a la ecuacién de Poisson para una componente
conexa de la variedad. La hipdtesis bésica que es preciso asumir es la de la positividad de
la funcién coeficiente de la estructura Riemanniana, esto es, de los coeficientes del operador
de Laplace-Beltrami. Esta hipotesis es necesaria para aplicar la técnica de integracion por
partes y puede interpretarse como la contrapartida discreta de la condicion de elipticidad
uniforme. Asumiéndola se pueden determinar resultados de existencia y unicidad de solu-
ciones y también permite, en muchas circunstancias, presentar una formulacién variacional
de todos los problemas de contorno planteados. Nuestro tratamiento de los problemas de
contorno discretos presenta algunas particularidades respecto del efectuado en el caso conti-
nuo. La primera de ellas concierne al analisis del término de orden 0, que permite introducir
una relajacion de las condiciones de existencia y unicidad de soluciones. Si bien para el pro-
blema de Dirichlet, esta técnica puede asimilarse a la relajaciéon del término de orden cero
que proporciona la constante de Poincaré en el caso continuo, no parece existir un equivalente
para el resto de problemas. Otra peculiaridad de nuestro planteamiento, que tiene relacién
implicita con la anterior, consiste en que los problemas de contorno pueden ser reformulados
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para dar lugar a un nuevo problema que incorpora las condiciones de Robin al operador.
Resulta asi que todo problema de contorno es equivalente, o bien a un problema de Dirichlet,
o bien a una ecuacién de Poisson definidos sobre una nueva variedad Riemanniana y cuyo
operador en diferencias tiene como parte principal el operador de Laplace-Betrami asociado
a esa nueva variedad. Esta metodologia es por tanto similar a la habitual en el tratamiento
de los esquemas en diferencias, con los cuales mantenemos una estrecha relaciéon como se ha
observado anteriormente. De hecho, nuestro enfoque permitiria aplicar el calculo vectorial
en diferencias desarrollado aqui a esquemas definidos sobre redes completamente irregulares.
Este planteamiento tiene ademas la ventaja de contener un tratamiento sistematico de las
condiciones de contorno que, en el contexto de los esquemas en diferencias, siempre es un
problema delicado. Una vez analizadas las condiciones de existencia y unicidad de soluciones
de los problemas planteados, nos preocupamos de la obtencion de los operadores lineales que
pueden ser considerados como inversos de los problemas semihomogéneos asociados a un
problema de contorno. Siguiendo la analogia con el caso continuo, tales operadores seran
tratados como operadores integrales e incluyen las versiones discretas de los operadores de
Green y de Poisson. Naturalmente, cuando se satisfacen las condiciones de existencia y
unicidad de soluciones, tales operadores estan univocamente determinados, mientras que en
general no son mas que inversos a la derecha de la restriccién de los operadores en dife-
rencias sobre determinados subespacios. Siguiendo la nomenclatura clésica, la situacién se
corresponde con la construccién de operadores de Green generalizados. El capitulo finaliza
con la descripcion de los niicleos de los anteriores operadores integrales. En particular, in-
terpretandolos desde el punto de vista del algebra lineal, resulta que los nicleos asociados
a los operadores integrales no son mas que matrices inversas a la derecha de la matriz de
coeficientes del sistema lineal correspondiente al problema de contorno. En este sentido, los
resultados finales del capitulo pueden interpretarse en términos de la obtencion de todas las
matrices inversas a la derecha de las matrices de coeficientes de los sistemas lineales asociados
a problemas de contorno, lo que incluye ademés la caracterizacién de aquellas que poseen
propiedades adicionales como por ejemplo, la de simetria.

En el ultimo capitulo se aborda la resolucion efectiva de los problemas de contorno trata-
dos en el capitulo anterior. Para ello, se utiliza nuevamente la hipétesis de positividad del
coeficiente de la estructura Riemanniana y dado que en estas circunstancias, todo problema
de contorno es equivalente a un problema de Dirichlet o a una ecuacion de Poisson, estu-
diamos solo estos casos. El resultado fundamental consiste en la obtencién de expresiones
explicitas de las funciones de Green correspondientes y con este fin planteamos el problema
desde el contexto de la Teoria del Potencial. Por una parte nos preocupamos de demostrar
que el operador en diferencias que define el problema de contorno, es decir el operador de
Laplace-Beltrami més un término de orden 0, es un operador mondtono o, de forma equi-
valente, satisface el principio del minimo. Esta propiedad, que en términos de los esquemas
en diferencias es mas general que la de ser de tipo positivo, puede ser usada para establecer
nuevamente las condiciones de existencia y de unicidad de soluciones de los problemas de
contorno y para resolver el denominado problema de condensadores. Desde el punto de vista
de la Teoria del Potencial, estos resultados suelen estar relacionados con el uso de las técnicas
de Formas de Dirichlet. Nosotros adoptamos aqui otro enfoque a partir de la observacion de
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que en el caso finito dimensional todo operador lineal puede interpretarse como un operador
integral y tiene asociado un nucleo integral, lo que no es mas que una interpretacién de que
todo endomorfismo sobre un espacio vectorial de dimension finita tiene asociada una matriz,
una vez fijada una base. Con esta idea, el operador que define el problema de contorno,
puede interpretarse como un ntcleo sobre el espacio de vértices de la variedad. Nos preo-
cupamos entonces de mostrar que, interpretado como ntcleo, dicho operador satisface los
principios de energia y del maximo, que son suficientes para asegurar la resolubilidad del
problema de equilibrio para cualquier subconjunto propio de vértices. Aplicamos entonces
los resultados de Teoria del Potencial respecto de un nticleo que se exponen al comienzo del
capitulo. En particular, resulta que las soluciones del problema de equilibrio, las medidas de
equilibrio, pueden hallarse mediante algoritmos de programacién lineal. Ademads, las carac-
teristicas especiales del nucleo Laplaciano implican que el soporte de la medida de equilibrio
de un conjunto es el propio conjunto. Esta propiedad, que también es una consecuencia
de la monotonia del operador en diferencias, resulta transcendental para poder expresar la
solucién de cada problema de contorno en términos exclusivamente de medidas de equilibrio.
Nuevamente, los resultados son validos sin necesidad de exigir que el término de orden 0 sea
positivo. En particular, interpretado desde el punto de vista de los esquemas en diferencias,
la metodologia que desarrollamos puede aplicarse cuando la matriz del sistema lineal corres-
pondiente es una matriz de Stieltjes, sin que sea necesaria la hipétesis de dominancia en la
diagonal. Abordamos también el problema de encontrar la funcién de Green para la ecuacién
de Poisson cuando el problema homogéneo tiene soluciones no triviales, o en el lenguaje de
los esquemas, cuando la matriz del sistema correspondiente es singular. La resolucion de
este problema nos permite generalizar a variedades Riemannianas discretas generales el con-
cepto de resistencia efectiva entre dos vértices. Obtenemos que son véalidos los resultados
habituales para la resistencia efectiva, entre los que se encuentran el Teorema de Foster y
la expresion de la funcién de Green del complementario de cada vértice en términos de las
resistencias efectivas entre los vértices.
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Capitulo 1

Variedades discretas

El objetivo final de este trabajo, consistente en resolver problemas de contorno sobre es-
tructuras Riemannianas discretas, requiere el desarrollo de un guién proporcionado por la
Geometria Diferencial sobre Variedades Riemannianas.

La consideracién de los multigrafos, y méas generalmente de las redes eléctricas, como
la contrapartida discreta de las Variedades Riemannianas, estd totalmente consolidada en
la literatura sobre el tema. No obstante, las herramientas basicas de caracter diferencial
e integral suelen estar descritas en el contexto de la Topologia Algebraica, de manera que
son habituales conceptos como cadenas, co-cadenas, borde y co-borde. En este trabajo,
sustituiremos conceptos como los anteriores por los habituales en Geometria Diferencial,
como por ejemplo, campos, formas, métricas, gradiente y divergencia. Como se intentara
demostrar a lo largo de esta memoria, este punto de vista es mas operativo desde el momento
que permite tratar sistematicamente problemas sobre redes, planteados de forma analoga a
los del continuo, por ejemplo, caracterizacion de campos conservativos, Identidades de Green,
problemas de contorno mixtos, funciones de Green y de Poisson.

En este capitulo se introduce la estructura local sobre un multigrafo finito, previa a la
consideracién de los analogos discretos de los operadores diferenciales. Por tanto, el concepto
fundamental a introducir es el de espacio tangente en un vértice. Para ello, es preciso no
hacer transcender el cardcter unidimensional que tiene todo grafo cuando se considera como
complejo simplicial, pues en tal caso el espacio tangente deberia ser también unidimensional,
lo que conduciria a una pérdida de informacioén sobre la conexién de un vértice con el resto
del grafo. En consecuencia, la dimension del espacio tangente en un vértice estara dada
por el nimero de ramas incidentes en él y por tanto, en general, variara de un vértice a
otro. Esta es de hecho la diferencia més sustancial entre los casos discreto y continuo. A
pesar de ello, todas las herramientas construidas sobre el espacio tangente son consistentes
con sus analogos del caso continuo, en el sentido de que formalmente verifican las mismas
propiedades.

Un modelo adecuado para el espacio tangente, permite considerar métricas generales so-
bre la variedad discreta, descritas localmente de forma andloga al caso continuo. El anélisis de
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las transformaciones lineales asociadas a tales métricas, requiere la introduccién de espacios
de funciones mas ricos que los que son habitualmente considerados en este contexto. Con-
cretamente, aparecen de forma natural funciones que dependen conjuntamente de vértices y
ramas, lo que conduce directamente a la nociéon de funcién componente de un campo y de
una forma.

1.1 Estructura geométrica

En esta seccién introducimos la estructura geométrica basica determinada por un multigrafo
finito. Dado que uno de los objetivos fundamentales es establecer sobre estos objetos un
calculo en diferencias y un cédlculo integral, pasaremos a denominar variedades discretas a
tales multigrafos. Como la topologia natural de estas estructuras es la topologia discreta,
evitaremos el tratamiento topoldgico y lo sustituiremos por una lectura geométrica de algunos
conceptos topologicos basicos. Aunque también cabe situar estas estructuras discretas dentro
del marco de la Topologia Algebraica, nuestro tratamiento de los problemas seguird un
modelo més acorde con las herramientas de la Geometria Riemanniana y de hecho, los
conceptos y métodos desarrollados en este trabajo intentan ser la contrapartida discreta de
nociones y técnicas de Geometria Diferencial.

Dado que en el modelo discreto las cuestiones dimensionales dejan de ser relevantes, una
de las diferencias mas notables entre los modelos continuo y discreto radica en el concepto
de frontera de un conjunto. Hemos optado por definir frontera de un conjunto como el
conjunto de puntos no pertenecientes al conjunto y adyacentes a €l y por tanto, la frontera
de un conjunto no coincide jamés con la frontera de su complementario. La utilidad de
esta eleccion se hara patente en capitulos posteriores. Ademads, aparece un nuevo tipo de
frontera asociada a un conjunto, la frontera de ramas, que justamente pone en relacién la
frontera de un conjunto con la de su complementario. Un hecho remarcable, que diferencia
los casos discreto y continuo, es que en general, un conjunto esta estrictamente contenido
en su adherencia. Esta propiedad de naturaleza claramente geométrica, permitira introducir
mas adelante el concepto de orden de los operadores en diferencias.

Por otra parte, nuestro tratamiento también tiene diferencias con el realizado habitual-
mente en combinatoria. En esta seccidon la mas importante es el concepto de camino, que para
nosotros responde a la contrapartida discreta del concepto de camino continuo en Geometria.

Fijado un conjunto no vacio V, denotaremos por V2 al subconjunto de o(V') constituido
por los subconjuntos de V' con exactamente dos elementos. La nomenclatura fundamental
empleada en esta seccién es estandard y coincide, por ejemplo, con la utilizada en [10], [11]

y [56].

Denominaremos multigrafo a una terna I' = (V, E,6) donde V' y E son conjuntos no
vacios y 6 es una aplicacién 6: E — V(). Cada elemento de V serd denominado vértice
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de I' y representado de forma genérica por z,y 6 z. Cada elemento de F sera denominado
rama de T" y representado de forma genérica por e 6 €. En general, si x,y € V con x # v,
el conjunto 0~'({x,y}) puede constar de méas de un elemento (ramas), lo que justifica la
denominacién de multigrafo para I'.

Dos vértices distintos, x,y € I', se denominan adyacentes, y lo representaremos por x ~ vy,
si 071 ({z,y}) # 0, es decir si existe una rama e tal que 6(e) = {z,y}. En este caso, las
ramas en 0~ ({z,y}) y los vértices x,y se denominan incidentes. Dos ramas e y €’ de I se
denominan adyacentes si 6(e) N 6(e’) # (), es decir, si existe al menos un vértice incidente
con ambas.

Para cada vértice z € V', denotaremos por E, al conjunto de ramas incidentes con x y
denominaremos grado de x a k(z), el cardinal de E,. Si k(z) = 0, z se denominard vértice
aislado. Diremos que I' es un multigrafo localmente finito si para cada x € V, k(x) < oo, es
decir, si cada vértice de I' tiene una cantidad finita de ramas incidentes con él. En particular,
esto implica que para cada vértice, el conjunto de vértices adyacentes a él es también finito.
Diremos que T es regular de grado k si es localmente finito y para cada x € V, k(x) = k.

Si z,y € V, denotaremos por E,, al conjunto de ramas incidentes con = e y y por k(x,y)

al cardinal de F,,. Es claro que se satisface que F,, = E,,, £, = UV E.y, k(z,y) > 0 sii
ye
ryy k(r) =% w(z,y)
yeVv

Diremos que I' es un multigrafo numerable si V' y E son conjuntos numerables. En
particular, diremos que I' es un multigrafo finito cuando V' y E sean finitos. Observar que
si [ no tiene puntos aislados, cuando E es numerable, necesariamente V' también lo es y lo
mismo ocurre si F es finito. Cuando I' es finito, los enteros |V|, |E| v x(I') = |V]| — |E|
se denominan orden, tamano y caracteristica de Euler de I', respectivamente. Ademas, se
satisface que ka(x) = 2|E| y, en particular, si I' es regular de grado k, se tiene que

xe

_ Wl
2

Diremos que I' es un grafo si la aplicacién 6 es inyectiva, es decir, si dos vértices distintos
de T" s6lo pueden ser incidentes con una rama. En este caso, si ¢ ~ y, s(z,y) = 1, la
tnica rama incidente con x e y puede ser identificada con el conjunto {x,y} y el valor k(x)
representa también el cardinal del conjunto de vértices adyacentes a x. Por tanto, cuando I"
es un grafo finito se tiene que |E| < $|V[(|V| - 1).

k|V] = 2|E], lo que también implica que x(I") (2 —k).

Denominaremos grafo subyacente a I' al grafo I = (V#,E#,Q#), donde V¥ =V,
E ={{z,y} e V@ :z~y} y 6" es la inclusién de E en V@, Por supuesto, I coin-
cide con I' sii I' es un grafo. Ademas, si k#(:c) denota el grado de = en F#, resulta que
k” (2) < k(z) con igualdad en todo vértice sii I' = I'". En particular I’ es localmente finito
si I' lo es. Obsérvese que un grafo dado es el grafo subyacente de una gran cantidad de
multigrafos diferentes y que x(T") < X(F#), con igualdad sii I' =T,

Si n € N* y consideramos el conjunto /(n) = {0,...,n} C N, un camino de longitud n
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en I' es una aplicacién ¢: I(n) — V tal que para cada j =0,...,n— 1, ¢(j) ~c(j + 1). Se
denominan eztremos de ¢ a los vértices ¢(0) y ¢(n) y vértices interiores de ¢ a los vértices
¢(1),...,¢(n —1). Un camino cuyos extremos coinciden se denomina camino cerrado. Un
camino cuyos vértices interiores son diferentes entre si y diferentes de los extremos se de-
nomina internamente disjunto. En particular, todo camino de longitud 1 es internamente
disjunto.

Si ¢ es un camino, denominaremos traza de c, trc, a la imagen de c.

Si ¢ es un camino de longitud n, se denomina camino opuesto a ¢ al camino —c¢ dado por
—c(j) =e¢(n—17),j =0,...,n. Claramente, —c tiene la misma traza, los mismos extremos
y la misma longitud que c¢. Ademés, —c es cerrado sii ¢ lo es.

Si ¢1 y ¢2 son caminos de longitudes n y m respectivamente y satisfacen que ¢1(n) = ¢2(0),
se denomina producto de ambos a ¢y * ¢y, el camino de longitud n + m, dado por la asig-
nacion (c; * ¢2)(j) = c1(j) cuando j = 0,...,n y por (¢; * ¢3)(j) = co(j — n) cuando
j=n+1,...,n+m. Claramente, se satisface que tr(c; % cy) = tre; Utrea. Sicp,c v ¢3
son caminos tales que tienen sentido los productos c; * co y ¢y * c3, entonces los productos
(1 % ) * c3 y €1 % (¢ * ¢c3) tienen sentido y ademds (c; % ¢3) * c3 = ¢1 * (¢ * ¢3). Esta
propiedad permitird designar por c¢; * ¢o % ¢3 al camino (¢ * ¢g) * c3. Mds generalmente, si
los productos sucesivos tienen sentido, al producto de los caminos ¢, ..., ¢, lo denotaremos
por ¢ x - - - x ¢,,. Es claro que todo camino puede ser expresado como producto de caminos
e incluso de caminos internamente disjuntos. Por ejemplo, si ¢ es un camino de longitud n,
entonces ¢ puede expresarse como producto de n caminos de longitud 1.

Es claro que si dos vértices distintos z,y de I' pueden ser unidos por un camino de
longitud n, es decir existe un camino de longitud n cuyos extremos son precisamente x e y,
entonces existe un camino internamente disjunto de longitud menor o igual a n que une z e

Y.

La relacién definida sobre V' como
2Ry sii existe un camino de extremos x e v,

es una relacién de equivalencia sobre V| cuyas clases son las componentes conexas (o sim-
plemente componentes) de I'. Un multigrafo I se denomina conezo sii consta de una tnica
componente conexa, es decir, sii cualesquiera de sus vértices pueden ser unidos por un camino.
Sobre cada componente de I' definimos la distancia entre dos de sus vértices, x # y, como

d(x,y) = inf{m : existe un camino de longitud m que une z e y}.

Claramente, tal infimo es de hecho un minimo. Denominaremos camino corto entre x e y
a cualquier camino que una x e y y cuya longitud sea minima, es decir, igual a d(z,y).
Desde luego, todo camino corto es internamente disjunto. Por otra parte, si para cada
r € V, designamos d(z,x) = 0, y definimos d(z,y) = +o0o cuando x e y pertenecen a
diferentes componentes conexas de I', entonces la aplicacién d es una distancia sobre V/,
cuya topologia inducida no es otra que la topologia discreta. Cuando I' es un multigrafo
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finito, denominaremos didmetro de I a d(I') = méx {d(z,y) : vRy}, es decir al mayor de los
diametros de las componentes conexas de I'.

Si I" es un multigrafo finito y conexo, entonces x(I') < 1. Por tanto, si I" es finito y tiene
m componentes conexas, se satisface que x(I') < m. Diremos que un multigrafo finito I" con
m componentes conexas es un bosque si x(I') = m, lo que en particular implica que I" es un
grafo. Cada componente conexa de un bosque se denomina drbol. Por tanto un grafo finito
es un arbol sii es conexo y ademds x(I') = 1, (ver [46]). Es conocido que un grafo finito I" es
un bosque sii no posee caminos cerrados internamente disjuntos de longitud mayor o igual
a 3. En particular, esto implica que en un arbol, dos vértices distintos cualesquiera pueden
ser unidos por un unico camino internamente disjunto.

Denominaremos variedad discreta a todo multigrafo finito. En particular, denominaremos
variedad discreta simple a todo grafo finito. Si I' es una variedad discreta, I'" se denomi-
nard variedad discreta simple subyacente a I'. Por simplicidad en el lenguaje habitualmente
eliminaremos el término discreta en las definiciones anteriores.

Sea pues I' = (V, E,0) una variedad discreta. Para cada z € V y para cada j € N
denotaremos por S;(z) y por Bj(z) a la esfera y la bola de centro x y radio j, es decir, a los
conjuntos Sj(z) ={y € V :d(z,y) =j} y Bj(z) ={y € V : d(z,y) < j}. Es claro que para
cada z € V se satisface que Sp(z) = {z}, que S1(x) es el conjunto de vértices adyacentes a x

J
y que B;(z) = U Si(x), para cada j € N*. Ademds, para cada = € V el conjunto OLj B;(x)
i=0 =0
coincide con la componente conexa que contiene a x y para cada j > d(T"), S;(z) = 0 y por
tanto B;(x) = Bar)(z).

Fijado un subconjunto F' de vértices de I', denotaremos por F'° a su complementario en
V' y consideraremos también los siguientes subconjuntos de vértices y de ramas asociados a

F (ver [15], [40], [54] y [56]):
i) Interior de F': F= {zr eV :B(x) C F}.
ii) Frontera de vértices de F: §(F) = {x € F°: Bi(x)NF # 0}.
iii) Adherencia de F: F = FUJ§(F).
i) Exterior de F: Ext(F) = (F)°.
v) Frontera de ramas de F: O(F) ={e € E:0(e)NF # 0y 0(e) N F # 0}.
Debe observarse que con excepcién del concepto de frontera de ramas de un subconjunto
de vértices, todas las nociones y propiedades anteriores son relativas a la variedad simple
subyacente a I' y por tanto son idénticas para cualquier par de variedades discretas I'y,I's

tales que I'7 = I';. En la siguiente figura se ilustran los conceptos anteriores sobre una
variedad discreta simple.
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Figura 1.1: Ejemplo de variedad simple

Por otra parte, las nociones de componente conexa de una variedad discreta y de interior,
adherencia, frontera y exterior de un conjunto son de naturaleza exclusivamente geométrica
o combinatoria y no de naturaleza topoldgica, puesto que todo espacio discreto es totalmente
desconectado, es decir sus componentes conexas son los puntos del espacio y en la topologia
discreta, el interior y la adherencia de un conjunto coinciden con él, mientras que la frontera
de todo conjunto es vacia. Las siguientes propiedades, cuya comprobacion es practicamente
inmediata, establecen algunas de las analogias y algunas de las diferencias entre las nociones
geométricas y sus correspondientes topolédgicas.

Lema 1.1.1 Si ' es una variedad discreta, se satisfacen las siguientes propiedades:

i)

Sixz eV yjeN, entonces 5(Bj(ox)) = 0(BS,,(z) = Sjm(x), Bj(x) = Bj(x),
Ext(B;(z)) = Z,ZLJJ“ Si(x) y Bj(z) C Bjy(x).

Si F CV, entonces ' = |J By(x), §(Ext(F)) C 6(F) y F C Ext(Ext(F)). Ademds,
zel

se satisface que 6(F) = {x € V : d(x,F) =1}, F = {x € F : d(z,F) < 1} y
S(F)={zx eV :d(z,F) =2}

Si F es conexo, entonces cada subconjunto Fy C V tal que F C Fy C F es también

[¢]
conexo. En general F' no es conexo cuando F' lo es.

Si Fy,F, CV y Fy C F,, entonces 1421 C 1422, Fy C By y Ext(Fy) C Ext(FY).

[¢]

——
Si F; CV,i€l, entonces 6(U F;) C Ud(Fy), ﬂFZ: .y U

A A 7

o

~

>
|
~C
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vi) Si ) # F CV, entonces F es unidn de componentes conexas de V' sii ocurre una, y
por tanto todas, las identidades 5(F) = (), 6(F°) =0, F = F, F= F. En particular,
S(V)=0yV=V =V,

vii) Si F C 'V, entonces O(F) = 0(F¢), O(F) ={e€ E:0(e)NF #£0yfl(e)NF) # 0},

S(F)= 0, 6(F) C 6(F%), FAo(F) =0, F = PUSF), Fc Fc P, Fo=(F)y
Fe = (F)

Diremos que una variedad discreta I = (V/, E', 0’) es una subvariedad de T si se verifica
que V' CV, E' C Ey ¢ eslarestriccién de 6 sobre E’. Si ademés I es una variedad simple,
entonces sera denominada subvariedad simple de I'.

Sil'y = (Wi, By, 60,) y Ty = (Va, Es, 05) son subvariedades de I, diremos que I'; < I'y sii I'y
es un subvariedad de I'y, o de forma equivalente sii Vi C Vo y By C E5. Dada una familia de
subvariedades de I', {I'; = (V}, E;,0;)};es, denominaremos subvariedad unidon de la familia
a la subvariedad de T, .UJFJ = (V,E,0) dada por V' = U V;, ' = U Ej, y por ¢, la

VIS

jed jedJ
restriccién de 6 sobre E'.

Si F' C V, denominaremos variedad generada o inducida por F a I'(F), la subvariedad de
I cuyo conjunto de vértices es F' y cuyo conjunto de ramas es E(F) ={e € E:f0(e) C F}.

Obsérvese que si F/ es un subconjunto arbitrario de ramas v consideramos F' = O(e
)
ecE’

entonces la subvariedad generada por F' tiene a E' como conjunto de ramas. Diremos que F
es conexo si la subvariedad inducida por F' es conexa, es decir, si dos vértices cualesquiera
de F' pueden ser unidos por un camino cuya traza estd totalmente contenida en F'. Es claro
que cada componente conexa de I' es un conjunto conexo y de hecho, cualquier camino de
extremos en una componente conexa tiene también la traza contenida en tal componente.

Si F' C V, denominaremos variedad frontera de F' a I'(0(F)), la subvariedad generada por
6(F) y variedad adherencia de I a I'(F), la subvariedad de I' cuyo conjunto de vértices es F
y cuyo conjunto de ramas es E(F) = {e € E: 0(e)NF # (0}, es decir, E(F) = E(F)U0(F).

La siguiente figura muestra los grafos I'(F), T'(6(F)), I'(F) y T'(F) para el subconjunto
F' del ejemplo construido en la Figura 1.1.

!

(

Mas generalmente, si IV = (V
r

,E',0") es una subvariedad de I'; denominaremos frontera
de T a la subvariedad Fr(T") = T'(6(V")

) v adherencia de T" a T' = (V',E'Ud(V'),0).

Lema 1.1.2 Se satisfacen las siguientes propiedades:
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I(F) ¢ I'(F)

Figura 1.2: Subvariedades I'(F), I'(6(F)), ['(F) y I'(F)

i) Si F CV, entonces I'(F) <T(F) <T(F)=T(F)UT(§(F)). Ademds, se satisface la

wqualdad en cualquiera de las dos desigualdades sii F' es una componente conexa de I'.
i) Si Fy,Fy CV y Fy C Fy, entonces I'(Fy) < T(Fy) y T(Fy) < T(F).

iii) Si I es una subvariedad de T cuyo conjunto de vértices es F, entonces IV < T'(F),

[' < D(F) y Fr(I") = T(5(F)).

Finalizaremos esta seccién construyendo variedades y subvariedades simples asociadas
a funciones definidas sobre el conjunto V' x V| donde V es el conjunto de vértices de una
variedad discreta I". Este estudio incluye como caso particular la nocién de funcion admisible
sobre un grafo, desarrollada por A. Ancona en [1] y también la nocién de grafo determinado
por una matriz de orden |V| (ver [59]).

Consideremos a: V' x V' — IR una funcién simétrica y nula en la diagonal, es decir tal
que a(z,y) = a(y,z) y a(z,x) = 0, para cada =,y € V. Denominaremos variedad discreta
generada por a, y la denotaremos por I'y, a la variedad simple cuyo conjunto de vértices es
V y cuyas ramas estén identificadas con los subconjuntos {z,y} € V? tales que a(x,y) # 0.
Observar que es la simetria de a la que permite definir sin ambigiiedad el conjunto de ramas
de I', y que formalmente I, = (V, E,,6,), donde E, = {{x,y} : a(z,y) # 0} y 0, es la
identidad.

# . . . .
Aunque I', y I'" son variedades simples relacionadas con la variedad I', en general no
tienen por qué estar relacionados entre si. Por otra parte, si ' C V tienen sentido las
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nociones geométricas de frontera, de adherencia y de frontera de ramas de F', relativas
a la nueva variedad I',. Sin embargo, nosotros consideraremos aqui una estructura que
relacione este tipo de nociones cuando se tienen presentes ambas variedades I'y y r*. Asi,
consideraremos los siguientes conjuntos

int,(F {r e F:a(r,y) #0=y € F},

3o (F {r € 6(F) : a(x,y) # 0, para algin y € F'},

) =
) =

0u(F)= {{z,y} € E,:x € F,y € §(F)},
(F) =

ad,(F) = FUG,(F),

denominados respectivamente interior, frontera de vértices, frontera de ramas, y adherencia
de F respecto de a. Obsérvese que para cada F C V| int,(F) es el interior de F' en [,
mientras que ,(F') es la interseccién de §(F) con la frontera de vértices de F en I', y ad,(F)
es la intersecciéon de F' con la adherencia de F' en I',. Por otra parte, int,(F) y 9,(F) no

[¢]
contienen ni estan contenidos en F'y 9(F'), respectivamente.

Denotaremos por [',(F) a la subvariedad de T', cuyo conjunto de vértices es ad,(F) y
cuyo conjunto de ramas es {{r,y} € E, : ¥ € F, y € ad,(F)}, que por supuesto contiene a
94(F). Nuevamente, I',(F) no contiene ni esté contenido en I'™ (F).

Diremos que la funcién a es semi-compatible con I' sobre ' C V' si se satisface que para
cadar € Fey€ F,d(z,y) =1= a(r,y) # 0y diremos que a es compatible con I' sobre
FCcVsiparacadaz e Feye F,d(x,y) =1<%< a(z,y) #0.

Observar que cuando V' es conexo y a(x,y) = m(x) p(z,y) con p la matriz de transicion
de un camino aleatorio reversible sobre V', si a es semicompatible con V| entonces el camino
aleatorio es uniformemente irreducible, mientras que a es compatible sii el camino aleatorio
es uniformememente irreducible y de tipo wvecino mds prézimo (ver [62]). Por otra parte,
si a es semi-compatible con I' sobre F, lo es también sobre cualquier subconjunto de F'y
se satisface que 0,(F) = 0(F), ad,(F) = F, mientras que int,(F) C}%, O(F) C 0u(F) y
I7(F) < T,(F). Ademas, si F es conexo en I, también lo es en I'y(F). Por otra parte,
si a es compatible con F', es semi-compatible con F', también es compatible con cualquier
subconjunto de F'y ademads int,(F) :}%, 9u(F) = O(F) y T"(F) = ['y(F). En definitiva, a
es semicompatible con F sii los grafos I (F) y [y(F) tienen el mismo conjunto de vértices
y dos vértices adyacentes en I’ (F') también son adyacentes en I'y(F). Por otra parte, a es
compatible con F' sii los grafos f‘#(F )y To(F) tienen los mismos conjuntos de vértices y de
ramas, es decir sii I (F) = Ty(F). Un ejemplo inmediato de funcién compatible sobre V', y
por tanto sobre cualquier subconjunto de vértices, es k. Cuando I' es una variedad simple,

1, siz~y
otro ejemplo de funcién compatible estda dado por a(zx,y) = de manera
0, en otro caso,

que p(x,y) = ﬁ a(x,y) es la matriz de transicién del camino aleatorio simple sobre V.
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1.2 Espacios de funciones

En esta seccion introduciremos los espacios de funciones en una variedad discreta. Supon-
dremos nuevamente que I' = (V, F, #) es una variedad discreta y consideremos I'* su variedad
simple subyacente. Como los objetos que aparecen en una variedad discreta son vértices y
ramas, es natural considerar funciones definidas en unos y otros conjuntos. Basicamente
estos son los tnicos espacios de funciones que aparecen en aquellos trabajos en los que se
incide en la naturaleza combinatoria de las variedades discretas (ver, por ejemplo [10, 11]).
Cuando se introducen herramientas de Topologia Algebraica, el espacio de funciones de ra-
mas suele ser sustituido por el espacio de funciones sobre el producto cartesiano de vértices
(ver, por ejemplo [27, 56]). En este caso, la variedad discreta ha de ser simple y ademés
las funciones consideradas son antisimétricas, es decir, su valor cambia de signo cuando se
cambia el orden de sus argumentos. Este tipo de funciones son entonces suficientes para
describir las operaciones “diferenciales”bésicas. No obstante, estas funciones antisimétricas
pueden ser identificas con las funciones sobre las ramas si previamente se ha dotado a éstas
de una orientacion, con lo que en definitiva ambas estructuras corresponden a herramientas
equivalentes.

El hecho de que uno de los objetivos de esta memoria sea desarrollar una estructura
métrica sobre las variedades discretas para poder realizar sobre ellas un calculo integral y en
diferencias a semejanza del calculo en variedades Riemannianas, nos ha llevado a introducir
espacios de funciones que expresen adecuadamente las componentes de dichas métricas o, de
forma equivalente, de las transformaciones lineales que se corresponden con ellas. Ademas,
como se pondra de manifiesto en la siguiente seccion, la actuacién sobre funciones de ramas
de las transformaciones lineales asociadas a métricas generales, producen funciones que de-
penden de las ramas y de los vértices donde se valora la métrica. Esta propiedad motiva la
introduccion de funciones que toman valores sobre las ramas que inciden en cada vértice.

Denotaremos por C(V),C(V xV),C(VxV xV), por C(E),C(VXE)yporC(VxEXE) a
los conjuntos de funciones reales definidas sobre los conjuntos que se indica en cada expresion.
En todos los casos el superindice * denotara el correspondiente subconjunto formado por las
funciones no negativas.

Con las operaciones usuales, todos los conjuntos anteriores son espacios vectoriales reales
y anillos unitarios y conmutativos, siendo la funcién constantemente igual a 1 la unidad
en todos los casos. Ademads, cada funciéon f € C(V) puede identificarse con la funcién
f € C(V x E) dada por f(z,e) = f(z). Identificaciones andlogas permiten considerar
también las inclusiones

CV)ycC(VxV)ycC(VxVxV),
C(E)CC(VXE)CC(VxEXE),

que permiten interpretar a C(V') y a C(V x V') como subespacios vectoriales y como subanillos
de C(VxV xV)yaC(V),C(E)yC(V x E) como subespacios vectoriales y subanillos de
C(Vx EXxXE).
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Consideremos el subconjunto de C(V x E) dado por
C)={feC(VXE): f(r,e)=0, si e¢ E,}

y también el conjunto C*(T') = C(I') NCT(V x E). Claramente, C(I") es un subespacio
vectorial y también un ideal de C(V x E). Por otra parte, si consideramos la aplicacién 1
dada por 1(z,e) = 1sie € E, y por 1(x,e) = 0 en otro caso, resulta que para cada f € C(I'),
fl1=1f = f. En definitiva, C(T") tiene estructura de anillo unitario y conmutativo y por
ello sera denominado anillo de funciones reales sobre I'.

Si f € C(I'), denominaremos soporte de vértices de f, o simplemente soporte de f, al
subconjunto de V' dado por

sop(f) ={z €V : f(z,e) #0, para algin e € E,}.

Es facil comprobar que si f,g € C(I'), se satisfacen que

sop(fg) = sop(f) Nsop(g) 'y sop(f+g) C sop(f)Usop(g).

Denominaremos funciones simétricas o antisimétricas sobre I' a los elementos de los
subconjuntos de C(I"), definidos respectivamente como

C(T)={feCl): f(z,e) = fly,e) si e € Eyy},
C'I)= {feCl): f(z,e) = —f(y,e) si e € E,y}.
Claramente, C*(I') N C*(I") = {0} y dada f € C(I'), si consideramos f° y f* dadas respecti-

vamente por

F(re) = 5 (£ e) + F(.0)) v F (@) = 5 (F(r.) ~ f(y,0)), donde 6(e) = {9},

resulta que f* € C*(T"), f* € C%(T'), lo que implica que C(I") = C*(I") & C*("). Si f € C(TI"),
las funciones f° y f® definidas anteriormente seran denominadas parte simétrica y parte
antisimétrica de f, respectivamente y la funcién f = f* — 9, reflejada de f. Observar que
para cada z € V y cada e € E,,, f(z,e) = f(y,e), que

sop(f®), sop(f*), sop(f) C sop(f) (1.1)
y que si f € CH(T) entonces f°, f € C*(I'), mientras que C*(I') N C*(I') = {0}.

De las propias definiciones se deduce de forma inmediata que para cada f € C(I') se

tienen las identidades (f)* = f*, (f)* = —f2 (f)* = (f*), (f)* = —(f*), f = f y también
(f9)" = f°g°+ %", (f9)* = ["9°+ [°¢", paracada f,g€ C(T). (1.2)

Observar que si f,g € C*(I"), entonces fg € C*(I') mientras que si f,g € C*(I'), entonces
fg € C*(T). Como ademds 1 € C5(T"), resulta que C*(T") es un subanillo unitario de C(T"), que
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puede identificarse con C(E) mediante la aplicacién que asigna a cada f € C(FE) la funcién
r € C*(I") dada por r(x,e) = f(e) cuando e € E, y por r(z,e) = 0, en otro caso. También,
podemos identificar el anillo C(V) con {f € C(T') : f(x,e) = f(z,€) si e,e’ € E,}. Enlo
sucesivo, haremos uso de estas identificaciones e interpretaremos los elementos de C(V') y de
C(E) como funciones reales sobre I'. Con esta identificacién, si u € C(V'), el soporte de u

como elemento de C(I') coincide con el soporte de u como elemento de C(V'), mientras que
si f € C(E) entonces sop(f) = U 6(e), donde S = {e : f(e) # 0} es el soporte de f como
ecS

elemento de C(F). Ademas, si f € C(E), entonces f* = fy f* =0, lo que concuerda con
la identificacién de C(E) con C*(I'); mientras que al interpretar u € C(V') como un elemento
de C(T"), tienen sentido u®, u® y w, sus partes simétrica, antisimétrica y reflejada, que estén
dadas, respectivamente, por u®(z,e) = %(u(x) + u(y)), por u®(x,e) = %(u(m) - u(y)) y por
u(z,e) = u(y), cuando e € E,,. Es claro que si u € C(V), entonces v®, 4 € C(I') — C(V),
salvo cuando u sea constante; mientras que u* € C(V) sii u(V) = {a,—a} cona € Ry
u(r) u(y) = —a® cuando x ~ y. En particular, esto implica que si " tiene caminos cerrados

de longitud impar, entonces C(V) N C*I") = {0}.

Es facil comprobar que se satisfacen las siguientes identidades

dimC(V) = |V|, dimC(E) = |E|, dimC(T)= Y k(z) =2|E|, (1.3)

eV
y por tanto dim C*(I") = dim C*(I") = |E|.

Denominaremos funciones equilibradas sobre I' a los elementos del subconjunto de C(I),
definido como

C#(F) ={feCl): f(x,e) = f(z,€) siexiste y €V, tal que e, e’ € E,,}.

Sife C#(F), es claro que para cadax € V y e € E,, el valor f(z, ) sélo depende del vértice
y € V tal que 0(e) = {z,y}. Por tanto, podemos considerar la identificacién

C'(D)={feC(VxV): flz,y) =0, si d(z,y)#1},

a partir de la cual resulta sencillo comprobar que C#(F) es un subespacio vectorial y un
subanillo unitario de C(I"), que ademds contiene a C(V).

Si f € C(I'), denominaremos reducida de f a la funcién e C#(F) dada por

f(xy > flx,€), sid(z,y) =1

(LU, y) e/EFyy

Es claro que si f € C(T') y h € C(V), entonces (hf)” = h f*, mientras que si f € C*(T),
entonces 7 € C*( ). Ademds, para cada f € C(I), se satisfacen las identidades f*5 = f"
Fra = fa* v ¥ — £# que implican que f* € C*(T) (respectivamente f* € C*(I)) cuando
f € C*(I') (respectivamente cuando f € C“( )) Por otra parte, f € C(I") es equilibrada sii
f = f, lo que, en particular, implica que f = f#7 para cada f € C(I).
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Consideremos ahora el subconjunto de C(V x E x E) dado por
COxT)={feC(VxEXE): f(z,e,e) =0, si (e,e) ¢ E, X E,}

y también el conjunto CT(I'x I') = C(I' x ') NCT(V x E' x E). Nuevamente, C(I' x I') es un
subespacio vectorial y un subanillo de C(V x E x E) y ademés dimC(I' x I') = ZV k().
HAS

Si f € C(I'xT"), diremos que f es compatible, si se verifica que f(x,e,e’) = f(y,e,€e') para
cada e, e’ € E,, y diremos que f es equilibrada, si f(z,e,e') = f(z,é,€) para cada e, é € E,,
y cada €¢,é € E,,. Denotaremos por C#(F x I") al conjunto de funciones equilibradas de
C(I'xT). De nuevo, si f € C*(I'xT), para cada = € V y cada par (e, ¢') € E, x E,, ¢l valor
f(z,e,€) sélo depende de los vértices y,z € V tales que 6(e) = {z,y} y 0(¢') = {x, z}. Por
tanto, podemos considerar la identificacion

C'OxT)={feCVxVxV):flz,y,2) =0, si d(z,y)-d(z,z)#1}.
Si f € C(T' x I), denominaremos reducida de f a la funcién “f € C*(I' x I') dada por

! ! Y flze€) sid(zy)-d(z,z) =1

#
fl@,y,2) =
K/('r, y) /{}(SC, Z) EeEzy E,EExz

Ademas, f € C(I' x I) es equilibrada sii #f = f, lo que, en particular, implica que ##f = #f ,
para cada f € C(I' x I').

Por otra parte, C(I') puede identificarse, como subespacio vectorial y como subanillo,
con el subconjunto de C(I' x I') dado por {f € C(I' x I') : f(z,e,¢’) =0, si e # ¢'}. Con
esta identificacion, resulta que f € C(I') es compatible como elemento de C(I" x I') sii f es
simétrica y ademas, x - #f =f 7

Cuando T es una variedad simple, todas las funciones de C(I') y de C(I" x I') son equili-
bradas y por tanto tenemos las identificaciones

CT) = {f €C(V X V): f(r,y) =0, si d(z,y) £ 1},
COxD)=A{feC(VxVxV):flx,y,2) =0, sid(z,y)-d(z,z)#1}.

Teniendo presente estas identificaciones, resulta que si I' es una variedad simple y considera-
mos f € C(I') y g € C(I' x I'), entonces sop(f) ={x € V: f(x,y) # 0, paraalginy € V},
f es simétrica (respectivamente antisimétrica) sii f(x,y) = f(y,x) (respectivamente sii
f(z,y) = —f(y,z)), para cada z,y € V y g es compatible sii g(z,y,y) = ¢g(y,x,z) para
cada z,y € V. Ademds, f*(z,y) = 5 (f(z,y) + f(y,2)), f*(z,y) = 5 (f(x,y) — f(y,x)) ¥

f(x,y) = fy, z).

Por tltimo, si V' C V 'y E' C E, los espacios C(V'), C(V' x V'), C(V' x V' x V'), C(E'),
C(V'x E') y C(V' x E' x E') estan identificados como subespacios vectoriales y subanillos
con subconjuntos de C(V'), C(V x V), C(V xV x V), C(E), C(V x E) y de C(V x E x E)
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respectivamente. Por tanto, si IV = (V' E,0') es una subvariedad de I', entonces tenemos
también las identificaciones, como subespacios vectoriales y como subanillos

C(IMy={fecC):sop(f) cV'y f(x,e) =0 sie¢ E' paracada z € V'},
CI"xI"M)y= {feCl): f(zx,e,e') =0 si (z,e,e') ¢ V' x El. x E.}.

En particular, si I'" es la variedad simple subyacente a I', C (I‘#) puede identificarse con
C*(I') y también C(I'" x ') con C*(T' x T).

Observar que si para una subvariedad discreta I" = (V', £, ') definimos 1, como la
funcién caracteristica de ' y 1, ® 1., como (1, ® 1,)(e,€’) = 1_(e)1_(€'), entonces se
verifica que 1_, € C*(I''), 1, ® 1, es compatible y equilibrada y ademds, se satisface que

cIr)y=1,-CT) y CI'xI)=(1,®1,)-CI xT).

1.3 Campos sobre una variedad discreta

El objetivo de esta seccion es introducir algunas de las herramientas basicas para el estudio
de variedades discretas, analogas a las consideradas en variedades diferenciables; herramien-
tas que deben tener el mismo caracter local que las correspondientes del caso continuo. Asi,
definiremos los conceptos de espacio tangente en un punto, de campo, de forma y de campos
de transformaciones lineales y bilineales. Estas nociones crean ademés un contexto adecuado
para la utilizacién de los espacios de funciones introducidos en la seccién anterior y permiten
dotar a las variedades discretas de la estructura suficiente para establecer sobre ellas los
operadores diferenciales que posibilitan la construcciéon de un calculo vectorial, asi como el
desarrollo de los teoremas integrales.

Para la introduccion de todos estos conceptos es clave la descripcién del espacio tangente
en un punto. Asi como en el caso continuo el espacio tangente tiene la misma dimension que el
espacio de parametros, la ausencia de entornos coordenados en el caso de variedades discretas
impide una asignacién de este tipo. Puesto que en términos topologicos una variedad discreta
es un objeto unidimensional, pareceria razonable dotar a cada vértice de un espacio tangente
unidimensional. Una asignacion de este tipo no es operativa, puesto que cada vértice esta
conectado con todos sus adyacentes y esta conexién debe quedar reflejada como grados de
libertad en el espacio tangente. En definitiva, puesto que el estacio tangente en cada vértice
de una variedad discreta debe discriminar el acceso a diferentes vértices adyacentes y también
las distintas maneras de acceder al mismo vértice, su dimension debe coincidir con el grado
del vértice.

1.3.1 Campos de vectores y de covectores

Definiciones 1.3.1 Para cada vértice z € V, denominaremos espacio tangente en x al
espacio vectorial real de las combinaciones lineales formales de las ramas incidentes con z,
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es decir a

T.(T) = { > a(e)e: ale) € ]R}

GEEI

y espacio cotangente en x a T ("), el dual de T,(T).
Denotaremos por T'(I") y por T*(T") a los conjuntos T(I') = U T.(I') y T*(I") = U Tx(T),

eV zeV
respectivamente.

Es claro que para cada x € V, el conjunto E, de ramas incidentes con = constituye una
base de T,(I"), que denominaremos base coordenada de T,(I"). Por tanto, dim T, (T") = k(z)
y en particular, si I' es regular de grado k, el espacio tangente en cualquier vértice tiene
dimensién igual a k. Por otra parte, si x es un vértice aislado, entonces T,(I") = {0}.

Definiciones 1.3.2 Denominaremos campo de vectores sobre I' o campo vectorial sobre I" o
simplemente campo sobre I' a toda aplicacion f: V' — T(I') tal que f(x) € T,(I") para cada

x € V. En particular, el campo vectorial t. dado por t.(z) = Y e, serd denominado campo
eclE,

caracteristico de I' y lo denotaremos simplemente por t cuando no haya lugar a confusién.

Denominaremos campo de covectores sobre I' o simplemente forma sobre I' a toda apli-
cacion ¢:V — T*(T") tal que ®(x) € T(T") para cada z € V.

Los conjuntos de campos y de formas sobre I' serdan denotados por X (I") y A(T"), respec-
tivamente.

Si f es un campo vectorial sobre I, f esta univocamente determinado por sus componentes
en cada base coordenada. Asi podemos asociar a f la funcién f € C(I') tal que para cada
x eV, f(x) =X f(x,e)e. Es claro que f estd univocamente determinado por f.

ecl

Por otra parte, si ® es una forma sobre I', & esta univocamente determinada por sus
componentes en la base dual de cada base coordenada. Asi podemos asociar a ® la funcién
¢ € C(I') tal que para cada x € V, ®(x) = X ¢(x,e)e*. Es claro que ® estd univocamente

eck

determinada por ¢.

En particular, si z € V', un vector arbitrario de T,(I") y una forma lineal arbitraria en
T*(T") pueden identificarse, respectivamente, con un campo y una forma sobre I'. Concre-

tamente, siv= Y a(e)ey = Y b(e)e*, vy ¢ pueden identificarse con el campo f, y la
6€Ez €€Ez
forma ®, definidos por las asignaciones

v ={ 0 SvEn s e ={y Guze (14)

v, siy=ux, l, siy=ux,
es decir, con el campo y la forma cuyas funciones componentes son, respectivamente

B 0, siy#xdbded E,, B 0, siy#zdeéE,,
f(y’e)_{a(e), siy=xye€ FE,; Y qb(y,e)—{b(e)’ siy=xyeé€kE,.
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Las siguientes nociones relativas a campos y formas hacen uso de las correspondientes a
sus funciones componentes.

Definiciones 1.3.3 Si & € A(I') y f € X(I'), las funciones ¢, f € C(I') definidas anterior-
mente se denominan funciones componentes de ® y f, respectivamente.

Denominaremos soporte de ® y soporte de f al soporte de sus funciones componentes.
Los soportes de @ y f serdn denotados por sop(®) y sop(f), respectivamente.

Diremos que ® € A(I"), respectivamente f € X'(I"), es una forma simétrica, antisimétrica
o equilibrada, respectivamente un campo simétrico, antisimétrico o equilibrado, si su funcién
componente ¢, respectivamente f, es simétrica, antisimétrica o equilibrada. Los conjuntos
de formas simétricas, antisimétricas y equilibradas y los de campos simétricos, antisimétricos
y equilibrados serén denotados por A*(T'), A*(T"), A" (T'), X*(T"), X%(T) y X" (I), respecti-
vamente.

Si & € A(T"), respectivamente si f € X(I'), denominaremos forma reducida de ®, res-
pectivamente campo reducido de f, a la forma equilibrada " cuya funciéon componente es
la reducida de la funcion componente de ®, respectivamente al campo equilibrado " cuya
funciéon componente es la reducida de la funcién componente de f.

Obsérvese que si & € A(T") y f € X(I"), entonces
sop(®) ={x eV :®(x)#0} y sop(f)={xeV:f(x)+#0}.

Por otra parte, los conjuntos A(I") y X'(I") tienen estructrura de espacios vectoriales reales
con las cuales AS(T"), A%(T") y A" (T') son subespacios vectoriales de A(T"), mientras que X*(T'),
X*(T') y X7 (I) son subespacios vectoriales de X(T').

Consideraremos ahora la aplicacién de C(I') x X(I') en X(I') que a cada par (r,f) le
asigna el campo r - f, dado por

(r-f)(x) = Z r(z,e)f(z,e)e, v eV, (1.5)

eeE

donde f € C(I") es la funcién componente de f y andlogamente consideraremos la aplicacién
de C(I') x A(T") en A(T") que a cada par (r, ®) le asigna la forma r - &, dada por

(r-®)(x) = Z r(z,e)p(z,e)e*, z eV, (1.6)

ecE

donde ¢ € C(I') es la funcién componente de ®.
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Las anteriores aplicaciones son homomorfismos de espacios vectoriales, pero como C(I")
es un anillo unitario, confieren a A(I') y X(I") de estructura de C(I')-mddulos. Ademsés,
como C(V), C(E) y C*(I') son subanillos unitarios de C(I), las anteriores aplicaciones dotan
a A(T') y a X(I') de estructura de C(V)-médulos, de C(E)-médulos y de C* (I')-médulos.

Proposicién 1.3.4 Las aplicaciones
P:C(I) — X(I), ~:AT) — X(I)
;o= e ® — ot

son isomorfismos de espacios vectoriales y de C(I')-mddulos.

Demostracién. De la definicién de la operacion - se deduce inmediatamente que P es un
homomorfismo de espacios vectoriales. Ademads, si P(f) = 0, entonces, para cada = € V
y para cada e € E,, necesariamente f(z,e) = 0, lo que implica que f = 0 y en definitiva
la inyectividad de P. Por otra parte, si f € X(I') y f € C(I') es su funcién componente,
entonces f = f - t, lo que demuestra que P es sobreyectiva y en conclusién un isomorfismo.

La demostracion del segundo isomorfismo, se apoya en el resultado anterior y, por lo
demas, es andloga a él. 1

El inverso del isomorfismo~, que sera también denotado por~, permite definir el concepto
de forma caracteristica de I' como t, la imagen por ~ del campo caracteristico de I'. Es claro
que tanto el campo como la forma caracteristicos de I' tienen a 1 como funcién componente,
lo que implica que t € X*(I') N X™(I), T € A*(T) N A (") y que sop(t) = sop(f) = V.

Por otra parte, si f € X'(T") tiene a f € C(I") como componente, entonces f = f-t. Ademds,
para cada ® € A(T) y cada f € X(T') se satisface que sop(®) = sop(®), sop(f) = sop(f) y
que ® =Dy f = f. Por otra parte, la composicién de P con ~, que serd denotada por P,
establece un isomorfismo entre C(I') y A(I") como espacios vectoriales y como C(I')-mddulos
y ademds se tiene que ﬁ(qﬁ) = ¢ - t, para cada ¢ € C(T'). En definitiva, los conjuntos A(T),
X(I") y C(I") estan identificados de forma natural como espacios vectoriales y como médulos.
Asi pues, las propiedades del espacio de funciones sobre una variedad discreta se traducen
inmediatamente en propiedades de los espacios de campos y de formas.

Corolario 1.3.5 Se tienen las descomposiciones
XTO)=xT)exy(I") y A)=A*T)aAY).
Ademds, P(C(E)) = X3(I"), P(C*(I)) = X*(I'), P(C*(I")) = X™(I) y por tanto se satisface
(T

que P(C(E)) = A*(T), P(C*(I')) = A*(T"), P(C" (D)) ().
una subvariedad de T', se verifica que P(C(I")) = A(I), P(C(I")) = X (I").
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Demostracién. Sif = f-t, entonces f € X*(I') N X*(I) sii f € C*(I") N C¥(I'), es decir, sii
f =0y por tanto sii f = 0.

Ademds, como P es homomorfismo, f = P(f*+ f*) = P(f*)+ P(f*) = f*-t+ f*-t, de
donde X (I') = X*(I") @ X*(T"). Por otra parte, la igualdad P(C(F)) = S( ) es consecuencia
de la identificacién de C(E) con C*(T') y las identidades P(C*(T')) = X(I') y P(C*(T)) =
x” (I") son consecuencia de las definiciones de campo antisimétrico y campo equilibrado. Por
otra parte, obtenemos que P(C(I")) = X(I") si mas que tener en cuenta que f € X (IV) sii su
funcion componente pertenece a C(I").

Las demostraciones de las igualdades para la aplicacion P son andlogas. 1

Partiendo de la identificacién de C*(T') con C(I'™), del corolario anterior se concluyen
también las identificaciones A* () = A(I™) y X7(T) = X(I') y ademds, tanto t como t
pueden interpretarse, respectivamente, como el campo y la forma caracteristicos de r*.

Del mismo modo, si I es una subvariedad de I', entonces A(I") y X'(I") estdn también
identificados con subespacios vectoriales de A(I') y X'(I"), respectivamente y si denotamos
port., yt, al campo y la forma caracteristicos de I", entonces t, = P(1,) y t., = P(1_,).

SifeX[I), ®e A(l') y f,¢ € C(I') son sus respectivas funciones componentes, los
campos vectoriales f* = f5ty f? = fo-ty las formas ®° = ¢*-t y ®* = ¢*-t se denominan parte
simétrica y parte antisimétrica de f y de @, respectivamente. Ademads, denominaremos campo
reflejado de f, respectivamente forma reflejada de @, y lo denotaremos por f, respectivamente
®, al campo cuya funcién componente es f, es decir al campo f = f* — %, respectivamente
a la forma ® = & — .

Después de la proposicién anterior, es claro que se satisfacen las identidades

dim X(T) = dim A(T) = 2|E| y dim X3(T) = dim X*(T") = dim A*(T") = dim A%(T) = |E].

La proposicién anterior también implica que X' (I") y A(T") son C(I')-mddulos libres uni-
dimensionales con {t} y {t} como bases respectivamente, y permite asimismo concluir que
X7 () y A*(I) son C* (I')-médulos libres unidimensionales con {t} y {t} como bases, respec-
tivamente y que X*(T") y A*(T") son C(E)-mé6dulos libres unidimensionales con {t} y {t} como
bases, respectivamente. Desde luego, como dim X*(I") = dim X*(I"), los espacios X*(I") y
X(I"), respectivamente A*(I') y A%("), son isomorformos. De hecho, puede demostrarse,
mediante la introduccion de una orientacion sobre I', que en ambos casos los subespacios
son naturalmente isomorfos. Esto permite identificar también a X*(I") y a A*(I") con C(FE)
y por tanto conferirles estructura de C(E)-médulos libres unidimensionales, de manera que
C(I'), X(I') y A(T') resultan ser C(F)-médulos libres bidimensionales.
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1.3.2 Campos de aplicaciones bilineales

Definiciones 1.3.6 Para cada x € V, sean F,(I') y B,(I'), los espacios vectoriales de endo-
morfismos y de aplicaciones bilineales sobre T, (I"), respectivamente y consideraremos tam-
bién los conjuntos F(I') = U F.(I') y B(T') = U B.(I).

zeV zeV

Denominaremos campo de endomorfismos sobre I a toda aplicaciéon F: V' — F(I') tal
que para cada x € V|, F(x) € F,(I'). El conjunto de campos de aplicaciones lineales sobre I'
serd denotado por F(I).

Denominaremos campo de aplicaciones bilineales sobre I' a toda aplicacién B: V' — B(T")
tal que para cada = € V, B(x) € B,(I'). El conjunto de campos de aplicaciones bilineales
sobre I serd denotado por B(I').

Diremos que el campo B de aplicaciones bilineales es no degenerado, respectivamente
ortogonal, si para cada = € V, B(x) es no degenerada, respectivamente la base coordenada
de T,(T") es ortogonal respecto de B(x). En particular, si para cada x € V, B(x) es un
producto interno sobre T,(I'), entonces B se denominard campo de productos internos o
métrica sobre I'.

Denominaremos métrica candnica sobre I' y la representaremos por (-,-), a la tunica
métrica sobre I' tal que para cada x € V| la base coordenada de T,(I") es ortonormal.

Es claro que con las operaciones habituales F(I') y B(I") son espacios vectoriales reales.

Definiciones 1.3.7 Para cada z € V, sea M,(I"), el espacio de matrices cuadradas de orden
k(x) y consideremos el conjunto M(I') = U M, (I).
eV
Denominaremos campo de matrices sobre I' a toda aplicaciéon M: V' — M(T") tal que
para cada x € V, M(z) € M,(T"). El conjunto de campos de matrices sobre I' serd denotado

por M(I').

Diremos que M es un campo diagonal o campo de matrices diagonales sobre I', respecti-
vamente campo simétrico, campo no singular o campo definido positivo, si para cada z € V,
M(x) es una matriz diagonal, respectivamente simétrica, no singular o definida positiva. El
conjunto de campos diagonales de matrices sobre I serd denotado por D(I").

Es claro que con las operaciones habituales, M(T") es un espacio vectorial que contiene
a D(I") como subespacio vectorial. Por otra parte, si M es un campo de matrices sobre T,
para cada z € V y para cada e, ¢’ € E,, podemos considerar la funcién m € C(I' x I') tal que
si e, e € E,, m(xz,e,e) es la componente de M(x) correspondiente a la fila e-ésima y a la
columna ¢’-ésima. Es claro que el campo M estd univocamente determinado por la funcién
m, que en lo sucesivo denominaremos funcidn componente de M. Asi pues, M(T") puede
identificarse con el espacio vectorial C(I" x I') y por tanto, D(I") con el subespacio C(T").
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Definiciones 1.3.8 Si M € M(I') y m € C(I' x I') es su funcién componente, diremos
que M es un campo de matrices compatible o equilibrado si m es una funciéon compatible o
equilibrada, respectivamente. Denominaremos campo reducido de M al campo de matrices
#M, cuya funcién componente es #m, la funcién reducida de m.

Después de las definiciones e identificaciones anteriores, resulta que el conjunto de campos
de matrices diagonales y compatibles puede identificarse con el anillo C(E). Por otra parte,
M es un campo simétrico sii m(z, e, e’) = m(z, €’ e) para cada x € V' y cada e, ¢’ € E. En

# . S . # #
este caso "M es también un campo simétrico, es decir "m(z,y,z) = "m(x, z,y) para cada
x,y,z € V.

Por otra parte, si F € F(I"), entonces existe un campo de matrices, M, que denominaremos
campo de matrices asociado a F, tal que para cada v € T, ('), F(z)(v) = M(x)v, donde se
ha utilizado la identificaciéon de v con sus componentes en la base coordenada de T,(I).
Reciprocamente, todo campo de matrices define univocamente un campo de aplicaciones
lineales sobre I'. En definitiva, podemos identificar los campos de endomorfismos sobre I'
con los campos de matrices sobre I'.

También, si B € B(I'), entonces existe un campo de matrices, M, que denominaremos
campo de matrices asociado a B, cuya funcion componente esta determinada por la asignacién
m(z,e,e) = B(x)(e, ') para cada e, ¢’ € E,, es decir, M es tal que para cada v,w € T,(T),
B(z)(v,w) = (M(z)v,w)(z). Reciprocamente, cada campo de matrices sobre I" determina
univocamente, mediante la relaciéon anterior, un campo de aplicaciones bilineales sobre T'.
Ademads, un campo de aplicaciones bilineales, B es ortogonal, simétrico, no degenerado o
una métrica sobre I' sii su campo de matrices asociado, M, es diagonal, simétrico, no sin-
gular o simétrico y definido positivo, respectivamente. Por tanto, el conjunto de campos de
aplicaciones bilineales ortogonales estd identificado con C(I") y el conjunto de campos de apli-
caciones bilineales ortogonales y compatibles con C(FE). En particular, la métrica candnica
estd identificada con la aplicacién 1. Ademas, cuando B es no degenerado, el campo de
aplicaciones bilineales determinado por el campo de matrices M~!, dado por la asignacién
M~!(z) para cada x € V, serd denotado por B™! y se verifica que B es ortogonal, simétrico
o una métrica sii B™! lo es.

Las identificaciones anteriores permiten a su vez identificar cada campo de endomorfis-
mos, F, con un campo de aplicaciones bilineales, B, y viceversa, por medio de los campos de
matrices determinados por ellos.

Definicién 1.3.9 Sean F y B campos de endomorfismos y de aplicaciones bilineales sobre I',
respectivamente. Diremos que F 6 B son equilibrados o compatibles si sus correspondientes
campos de matrices asociados son equilibrados o compatibles, respectivamente. Denominare-
mos campo de endomorfismos reducido de F y campo de aplicaciones bilineales reducido de
B 2 los campos de aplicaciones lineales “F y de aplicaciones bilineales, "B correspondientes
a M.

Si B es un campo ortogonal y m € C(I') es la funcién componente del campo de matrices
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asociado, entonces B es no degenerado si m(x,e) # 0 para cada x € V y cada e € E,. Por
tanto, la funcién componente asociada a B™! estd dada por m~!(z, ) para cada x € V' y cada
e € E,. Ademds, B es compatible sii m € C(E) y por tanto, B es ortogonal, no degenerado
y compatible sii B~! lo es. En general, si B es un campo no degenerado de aplicaciones bili-
neales, B~! no tiene por qué ser compatible si B lo es. También debe observarse que aunque
la métrica candnica es compatible, en general, una métrica ortogonal no es necesariamente
compatible. Por otra parte, si F es el campo de endomorfismos identificado con B, es claro
que F es compatible sii B lo es.

SiFeFI)yfe X)), laaplicacién F(f):V — T(I'), dada por F(f)(z) = F(z)(f(x))
define un campo vectorial sobre I". Andlogamente, si B € B(I'), y f,g € X(I'), podemos
considerar B(f, g) € C(V), la aplicacién dada por B(f, g)(z) = B(x)(f(x), g(z)). Ademés, si M
es el campo de matrices asociado a F y B, el campo F(f) y la aplicacién B(f, g) seran también
denotados como Mf y (Mf, g), respectivamente. En definitiva, si F € F(T'), B € B(T') y
M € M(T") estdn asociados, para cada f,g € X(I'), denotaremos indistintamente por B(f, g),
por (F(f),g) y por (Mf,g) al elemento de C(V') definido por las identidades

B(f,g)(x) = B(2)(f(z),g(x)) = (F(F), g)(z) = (Mf, g)(z) = (M(2)f(), g(x))(x), =€V

Por otra parte, si ® € A(T"), entonces para cada f € X(I") podemos definir la funcién
®(f) € C(V) mediante la asignacién ®(z) (f(x)), para cada = € V. También, si B € B(I') y
f € X(I'), podemos definir la forma B(f) asignando a cada x € V' la aplicacién

B(f)(z): T.(I') — R
v  — B(x)(f(x),v).

Observando que cuando B es la métrica canonica esta forma sobre I' es precisamente [3
tenemos que, en el caso general la forma B(f) coincide con F(f) = Mf y por tanto se satisfacen
las identidades

B(f,g) = B(f)(g) = F(f)(g) = Mf(g).

A continuacion expondremos las principales propiedades y relaciones de los objetos
definidos anterioremente. Omitiremos las demostraciones pues en todos los casos se reducen
a una mera comprobacion.

Proposicién 1.3.10 Supongamos que F € F(I'), B € B(I') y M € M(T") estan asociados
y consideremos f,g € X(I') y & € A(I'). Sean también m € C(I' x I'), f,g,¢ € C(I'),
las funciones componentes de M, f, g y ®, respectivamente. Se satisfacen los siquientes
resultados:

i) Para cada x € V, ®(f)(x) = X ¢(x,e) f(z,e). En particular, sop(®(f)) C sop(f).
eclk
ii) El campo F(f) y la forma B(f) tienen como funcion componente a la determinada por
la expresion
r(z,e) = > m(z,ee)f(z,e), zeV,eckE.

e'ck
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En particular, sop(F(f)) = sop(B(f)) C sop(f).
iii) Si h € C(V'), entonces F(h-f) = h - F(f).

) Sif e X7(T), entonces F(f)* = "F(f), mientras que si F es un campo equilibrado de
aplicaciones lineales, entonces F(f) = F(f*) para cada f € X(T). En particular, si F y
f son equilibrados, entonces F(f) también lo es.

v) Si M es diagonal, entonces F(f) =m-f y F(X(I")) C X(I") para cualquier subvariedad
IV, Si ademds F es compatible, entonces se tienen las inclusiones F(X*(I')) C X*(") y
F(x«I")) c X*(I'). En general, esto no ocurre si M no es diagonal.

vi) La funcion B(f,g) estd dada por B(f,g)(x) = > m(z,e €)f(x,€e)g(x,e), z € V. En
e,e/€E
particular, si B es ortogonal, entonces B(f,g)(x) = > m(x,e)f(x,e)g(z,e), x €V y
cE

ademds, para cada h € C(T") se tiene que B(h - f,g) = B(f,h - g).

vii) Si B es no degenerado, entonces h = F_I(CT)) es el unico campo tal que ® = B(h). En
particular, h = ® si B es la métrica canonica.

viti) Si h € C(V), entonces B(h - f,g) = B(f,h-g) = hB(f,g) y en particular, si h(z) >0
para cada x € 'V, entonces B es una métrica sii B = hB es una métrica.

i) Sif,g e X#(F), entonces B(f, g) = #B(f,g). Ademds, para cada x € V' se tiene que

B(f.g)(x) = > "m(z,y,2)k(z,y) k(z, 2) f(z,y) g(x, 2).

y,z€V

z) Si B es equilibrada, entonces B(f,g) = B(f", g").

La parte (vii) de la anterior proposicién establece que todo campo no degenerado de
aplicaciones bilineales, y en particular toda métrica sobre I', determina un isomorfismo
natural entre X'(I") y A(T"), que coincide con ~ cuando B es la métrica candnica.

De las partes (i) y (ii) de la proposicién anterior se concluye que toda forma y todo campo
de endomorfismos sobre I pueden ser interpretados, respectivamente, como un homorfismo
de X(T") sobre C(V') y como como un endomorfismo sobre X'(I'), con la particularidad en
ambos casos de que no aumenta el soporte. Como veremos al final de esta seccién, no
todo endomorfismo tiene este mismo caracter local, de manera que podemos clasificar dichos
endomorfismo atendiendo a la relacion, en términos de contenciéon de conjuntos, entre el
soporte del objeto inicial y de su imagen.

Definicién 1.3.11 Consideremos V; y Vs subespacios vectoriales de X' (') y C(V'), respec-
tivamente y las aplicaciones lineales

F-V) — X(), GV, — X(T), HHVy —C(V) vy L1V, — C(V).
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Diremos que F, G, H 6 J son operadores locales si para cada f € V; y cada u € Vs, se
verifica que sop(F(f)) C sop(f), sop(G(u)) C sop(u), sop(H(f)) C sop(f) 6 sop(J(u)) C sop(u),
respectivamente.

Diremos que F, G, H y J son operadores de orden n si n es el menor niimero natural tal
que, para cada f € V; y cada u € Vs se satisface que

sop(G(u)), sop(J(u)) C {x €V :d(z,sop(u)) <n}.

sop(F(f)), sop(H(f)) € {x €V :d(z,s0p(f)) < n},

Se pueden definir conceptos analogos a los anteriores sustituyendo en el enunciado de
la definicién anterior, X'(I') por A(T'). Asi por ejemplo, diremos que una aplicacién lineal
G:V, — A(D) tiene orden n, si n es el menor natural tal que para cada u € Vs, se verifica
sop(G(u)) C {x € V : d(z,sop(u)) < n}.

Es claro que un homomorfismo es local sii es de orden 0 y que todo homomorfismo es
de orden menor o igual que d(I'). Por otra parte, la composicién de dos homomorfismos de
ordenes n y m respectivamente, es un endomorfismo de orden menor o igual que n + m vy,
en particular, la composicién de homomorfismos locales es nuevamente un homomorfismo
local. Ademads, la nocién de orden es hereditaria, en el sentido de que la restriccién de un
operador a un subespacio tiene orden menor o igual que el del operador, lo que no excluye
que, en algunos casos, el orden de la restricciéon pueda ser estrictamente menor.

Obsérvese que si F, G, H y J son operadores de orden 1, u operadores de primer orden,
entonces para cada f € V; y cada f € Vs, se satisface que

sop(F(f)), sop(H(f)) Csop(f) 'y sop(G(f)), sop(J(f)) C sop(/f),

mientras que si son operadores de orden 2, u operadores de sequndo orden, entonces para
cada f € V; y cada f € Vs se satisface que

sop(F(f)), sop(H(f)) Csop(f) y sop(G(f)), sop(J(f)) C sop(f).

Después de estas definiciones, resulta que toda forma sobre I' puede interpretarse como
un endomorfismo local de X (I') sobre C(V'), mientras que todo campo de endomorfismos
sobre I' puede interpretarse como un endomorfismo local sobre X'(I'). Reciprocamente, si
H:X(T) — C(V) y F: X(I') — X(I") son homomorfismos locales, entonces H y F pueden
interpretarse como la forma y el campo de endomorfismos sobre I' dados respectivamente por
O(x)(f(z)) = H(f)(x) y F(x)(f(x)) = F(f)(x). En definitiva, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.3.12 Las formas y los campos de endomorfismos sobre I' estan identificados
con los homomorfismos locales de X (I') sobre C(V') y con los endomorfismos locales sobre
X (), respectivamente.
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Definicién 1.3.13 Denotaremos por 7, 7%, 7 y por 7" alos endomorfismos en X (T') dados
por w5 (f) = 5, 7o(f) = f* %(f) = f y por ©” (f) = f*, respectivamente.

Si g € C(I'), denotaremos por T, al endomorfismo sobre X' (I') dado por T,(f) =g -f.

Si I es una subvariedad de I', denotaremos por 7, al endomorfismo 7, = T, donde
g=1,.

~ # . 7/
Lema 1.3.14 Los endomorfismos n°, %, %, 7" y m_, son idempotentes y conmutan entre si.
L # . :
Ademads, 7 w ., son locales y ©°, ® y 7 son de primer orden.
) r’ )

Si g € C(I'), entonces T, es local y conmuta con 7, y si g € C#(F), T, conmuta con
7#. En particular, si g € C(V'), T, puede también considerarse como un endomorfismo local
sobre C(V'). Ademds, si h € C(I'), entonces Tgo T, =TpoT, = Ty

El caso de los operadores 7° y m® muestra que operadores de cierto orden pueden ser de
menor orden cuando se restringen a determinados subespacios. Concretamente, 7° y 7 son
locales sobre X*(I") y sobre X*(I") pues en cada caso son la identidad o el endomorfismo
nulo.

, o o # 1.
Después de las definiciones de los operadores 7, 7%, 7" y 7, y T4, podemos reescribir
los resultados de la proposicion 1.3.10 en funcién de los mismos.

Proposicién 1.3.15 Sea F un endomorfismo local sobre X (') y consideremos B el campo
de aplicaciones bilineales determinado por él. Sif,g € X(I'), se satisfacen los siguientes
resultados:

i) SiheC(V), entonces FoT, =TpoF yB(T(f),g)) =B(f, Tr(g)) = Tx o B(f, g).

i1) " oFon” = "F. En particular, si F es equilibrado, entonces F o ™ =F.

iii) Si B es ortogonal, entonces F = T,,, donde m € C(') es la componente de F y por
tanto, para cada h € C(T'), Ty = Fo Ty, = TpoF y B(Tx(f),g) = B(f, Ti(g)). En
particular, para cada subvariedad I', Form , = m, oF y si B es ademds compatible,
entonces Fon® =n*oF yFon®=7n%0oF.

A la vista de los resultados (iv) y (ix) de la Proposicién 1.3.10, si F € F(I"), podemos
interpretar a * F, el campo reducido de F, como un endomorfismo sobre X’ * (T"), es decir como
un campo de aplicaciones lineales sobre . Ademsds, "B puede identificarse con un campo
de aplicaciones bilineales sobre I' * y con la restriccién de B sobre X #(F). Observemos que,
en virtud de la parte (ix) de la Proposicién 1.3.10, si M es el campo de matrices asociado a
B, entonces el campo de matrices asociado a * B como métrica sobre X (I') es “M, mientras
que como métrica sobre ' su campo de matrices asociado es D M D, donde D es la matriz
diagonal cuya funcién componente es k.
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Por otra parte, si IV es un submultigrafo seguiremos denotando por B a la restriccién de
B al subespacio X'(I").

Con las anteriores notaciones, tenemos el siguiente resultado, cuya importancia se pondra
de manifiesto en las secciones posteriores.

. : o # o #
Corolario 1.3.16 5i B es una métrica sobre I', entonces " B es una métrica sobre I'" y para
cada subvariedad I, B es una métrica sobre I".

Como veremos en el capitulo siguiente, la eleccion de una métrica sobre una variedad
Riemanniana discreta determina la expresion de importantes operadores en diferencias so-
bre ella. Con vistas a las aplicaciones, la mayor o menor utilidad de una métrica estara
relacionada con las propiedades algebraicas del campo de matrices asociado. Para describir
estas propiedades necesitaremos algunas nociones y resultados provenientes de la Teoria de
Matrices. Las definiciones y los resultados que aparecen a continuacién pueden encontrarse
en [7, 22, 45, 59].

Definiciones 1.3.17 Consideremos M = (m,;) una matriz cuadrada de orden n y simétrica.

Diremos que M es no negativa y lo denotaremos por M > 0 si m;; > 0 para cada
,j=1,...,n.

Diremos que M es una Z-matriz si m;; < 0 para cada ,j =1,...,n con i # j.
. . . . L .
Diremos que M es diagonalmente dominante si |m;;| > > |m;;|, para cada i =1,...,n.
=1
. . . . J#Z . .
Si ademas la desigualdad es estricta para todo i = 1,...,n, entonces M se denomina diago-

nalmente dominante de forma estricta.

Diremos que M es ultramétrica si es no negativa y satisface que m;; > min{m;, my;} para
cada 7,7,k = 1,...,n. Si ademads se verifica que my;; > max {m;;} para cadai =1,...,n,
SJsn
. . i#i
entonces M se denomina estrictamente ultramétrica.

Diremos que M es una matriz de Stieltjes si es una Z-matriz definida positiva.

Como se muestra a continuacion, los conceptos de matrices de Stieltjes diagonalmente
dominantes y de matrices ultramétricas estan relacionados entre si. Esto se hace ain més
patente en matrices de segundo orden, pues en este caso toda matriz de Stieltjes diagonal-
mente dominante es la inversa de una matriz ultramétrica y de hecho, una matriz de segundo
orden definida positiva es o bien una matriz ultramétrica o bien una matriz de Stieltjes.

Lema 1.3.18 Consideremos M = (m;;) una matriz cuadrada de orden n y simétrica. En-
tonces se satisfacen las siguientes propiedades:
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i) StM es una Z-matriz, y my; > 0 para cadai = 1,...,n, M es diagonalmente dominante
n

sit Y, my; > 0, para cada i = 1,...,n y diagonalmente dominante de forma estricta
j=1

sit la anterior desigualdad es estricta para cada v = 1,...,n. En este ultimo caso, M

es una matriz de Stieltjes.
i) Si M es una matriz de Stieltjes, entonces M~ > 0.

ii1) Si M es ultramétrica, es no singular sii todas sus columnas son diferentes. En este
caso M~ es una matriz de Stieltjes diagonalmente dominante.

w) Si M es estrictamente ultramétrica, es no singular, M~ = (a;;) es una matriz de
Stieltjes diagonalmente dominante de forma estricta y ademds a;; = 0 sii m;; = 0.

Definiciones 1.3.19 Consideremos M un campo de matrices simétricas sobre la variedad
discreta I' y F' C V un conjunto no vacio.

Diremos que M es un campo diagonalmente dominante, diagonalmente dominante de
forma estricta, ultramétrico, estrictamente ultramétrico o de Stieltjes sobre F, si para cada
xr € F, M(z) es una matriz diagonalmente dominante, diagonalmente dominante de forma
estricta, ultramétrica, estrictamente ultramétrica o de Stieltjes, respectivamente.

El siguiente resultado muestra como las anteriores propiedades para el campo de matrices
. Ly s # .
asociado a una métrica B sobre I'" pueden ser heredadas por la métrica "B cuando ésta se
. Yo . . #
considera como una métrica sobre la variedad simple subyacente I'".

Proposicién 1.3.20 Consideremos F' C V' no vacio, B una métrica sobre I' y denotemos
por M al campo de matrices determinado por B. Si M es un campo de Stieltjes sobre F,
entonces D*MD es un campo de Stieltjes sobre F' en r* y st ademds M es diagonalmente
dominante o diagonalmente dominante de forma estricta, lo mismo ocurre con D*MD.

Demostracién. Si m € C(I' x I') es la funcién componente de M, entonces la funcién
componente de D*MD, r € C(V x V), estd dada por

r(x,y,z):#m(x,y,z)ﬁ( Z Z m(x,ee), wzy,z€V.

eeEzy (& EElz

De esta expresiéon se deduce directamente que si M(z) es una Z-matriz, lo mismo ocurre
con D*M D(z). Como ademas, en virtud del Corolario 1.3.16, D "M D es un campo definido
positivo, concluimos que es un campo de Stieltjes sobre F'. Por otra parte, para cada z € F
se satisface que

ny, ZZZ m(z,e,e) ZZ m(z,e,e)

zeV e€Eyy 2€V '€l e€Eb.y e'cE
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para cada y € V, y como Y m(x,e,e’) > 0 para cada e € E, la parte (i) del Lema 1.3.18
e'ek
implica las 1ultimas afirmaciones. 1

Concluiremos este capitulo presentado algunos casos concretos de métricas. Especifica-
mente, consideraremos como variedades discretas reticulas uniformes en IR" y sobre ellas
métricas generales coherentes con la uniformidad de la variedad.

Supondremos fijados h > 0, n € N*, mq,...,m, > 3, los subconjuntos de IR"
Vn:{h(il,...,z’n):()gij <mj, j=1,....,nei; =0 6 m; para un indice a lo sumo},
Ry ={h(ir,....in) € Vo : 1 <iy <my—1, j=1,...,n},

(R,) = {h(il, cooyiy) € Vi 15 =0 6 my, para algin j}

y la variedad discreta simple '), (reticula uniforme n-dimensional de tamarnio h) cuyo con-
junto de vértices es V,, y donde dos vértices son adyacentes sii su distancia euclidea es igual
a h y al menos uno de ellos pertenece a R,,. Una representacién gréafica de una reticula
bidimensional estd dada en la Figura 1.3.

I

(0, mo — 1)

I

° ' ® °
(mp —1,0)

Figura 1.3: Reticula bidimensional
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Las métricas definidas sobre este tipo de reticulas que sean coherentes con el cardcter uni-
forme de las mismas, deben asignar la misma matriz a cada punto de R,. A continuacién
describiremos una familia suficientemente rica de tales matrices y analizaremos las condi-
ciones para que se satisfagan las propiedades establecidas en la Definicion 1.3.17 y a las
cuales pueden, por tanto, aplicarse los resultados del Lema 1.3.18.

Lema 1.3.21 Para cada n € N* con n > 2 y cada a,b,c,d € R la matriz de orden 2n
definida por la expresion

(e b "1 b oa Y a e ]

b b d ¢ d
M(n;a,bed)=| b b e e dd
c d b a b

L c d d b b a |

satisface las siguientes propiedades:

n—1

i) detM(n;a,b,¢,d) = (a+e+(n—1)(b+d)) <a+c—(b+d))n71(a—c+(n—1)(b—d)) (a—c—(b-a)
ii) M(n;a,b,c,d) es semidefinida positiva sii
a2max{b+d—c,b—d+c,—(n— b+d)—c (n— 1)(d—b)+c}
y definida positiva sii la anterior desiqualdad es estricta.
iii) Si det M(n;a,b,c,d) # 0, entonces M1 (n;a,b,c,d) = M(n; A, —B, —C,—D), donde

a(a2 - d2) + 2(ab — cd)((n —2)a—(n— 1)b) +(n—1)(n—2)(a—b)(b? — d?)

N T (rer o Dor ) (ot e— Grd) (a- et - 16— ) (a- e (o-0)
o b(a - ¢)? + 2ac(b — d) + (8 — @) ((n = 2)a — (n — 1)b)
(a+c+(n—1)(b+d)) (a+c—(b+d))(a—c+(n—l)(b—d)) (a—c—(b—d))
b d(a —¢)? — 2ac(b — d) + (b? —dg)((n— 1)d — (n—2)c)
(a+c+(n71)(b+d)) (a+c—(b+d))<afc+(nfl)(bfd)) (afcf(b—d)>
. c(a2—c2+b2—d2) +2(ab—cd)<(n—2)c—(n—1)d) +(n—1)(n—2)(c—d)(b? - &)

(a—|—c+(n—1)(b—|—d)> (a—|—c—(b+d))(a—c—|—(n—1)(b—d)) (a—c—(b—d))

w) M(n;a,b,c,d) es de Stieltjes sii b,c,d <0 y ademds a+c+ (n—1) (b+d) > 0.
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v) Sin >3, M(n;a,b,c,d) es ultramétrica, sii o bienc=dya>b>c>0 o0 biend=1>
ya>c>b>0, mientras que M(2,a,b, c,d) es ultramétrica sii o bien se satisface una
de las dos posiblidades anteriores o bien c =bya >d > c > 0. En cualquier caso,
M(n;a,b,c,d) es estrictamente ultramétrica sii en las expresiones anteriores se verifica

ademds que la primera desigualdad es estricta.

Demostracién. (i) Consideremos los escalares a = det M(n;a,b,c,d) y

A
As

a+c+(n—1)(b+d),
a—c+(n—1)(b—d),

A
Aq

a+c—(b+d),
a—c—(b—d).

Sumando a la primera el resto de filas de M(n;a, b, ¢, d), obtenemos que

n—1 n—1 n—1 n—1
11 o1 1 1 1 | 1 1
b a -+ b d c d 0 a—2>b 0 d—b c—b
azz\ldet b b a C d d :Aldet 0 O afb C*b d*b
d d - ¢ a b b 0 0 c—d a-—d b—d
d c d b a b O c—.d 0 b—.d a;d
[ ¢ d d b b a | L c—d 0 0 b-d b—d
Sumando ahora a la fila j la fila 2n — j 4+ 1, para cada j = 2,...,n, obtenemos que
F o1 1 nrl 1 1 nrl 1 1]
0 1 0 0 1 0
aj)\l)\g—ldet 0 O 1 1 O 0
0 0 c—d a-—d b—d b-—d
0 c—d 0 b— a—d b—d
c—d 0 0 b— b—d a-—d |

=AM \) tdet

A continuacién, si a la fila 2n — j 4+ 1-ésima le sumamos la j-ésima multiplicada por d — ¢,

1 o "t
0 1
0 0
0 0
0 c—d
L c—d 0

0 0

0 0

1 1
c—d a—d

0

0

., n, resulta que

nl 0 1]
1
0 0
b—d b-d
a—d b—d
b—d a—d |
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para cada j = 1,...,n, obtenemos que
10 " 0 0o 50 1]
0 1 0 0 1 0
: a—c b—d -+ b—d
oo : : i i b—d a—c -+ b—d
a=MA et | 00 o L L 00y AL et , ,
o0 -+ 0 a—c -+ b—d b-—d :
Do : : : : b—d b—-d a—c
0 0 0 vb—d a—c b—d
L0 O 0 vb—d b—d a-—c |
Finalmente, sumando a la primera el resto de filas,
a—c b—d -+ b—d 1 1 1 1 1 1
b—d a—c¢c --- b—d b—d a—c --- b—d 0 M\ 0
det . . ) . = Az det . . ) . = A3 det .
b—d b—d -+ a—c b—d b—d -+ a-—c 0 -+ 0 M\

obtenemos que a = A ALY AN L

(ii)) Teniendo en cuenta que el polinomio caracteristico de la matriz M(n;a,b,c,d) es
det M(n;a — z,b,¢,d), resulta que sus autovalores son precisamente A, Ao, A\3 y Ay y por
tanto M(n;a,b,c,d) es semidefinida positiva o definida positiva sii los anteriores escalares
son no negativos o positivos, respectivamente.

(iii) Después de (i), la matriz M(n;a, b, c,d) es invertible sii A1, A2, A3, Ay # 0 y en este
caso, si suponemos que M~*(n;a,b,c,d) = M(n;a,b,¢,d), los escalares a,b,¢ y d deben ser
solucién del sistema

a (n—1)b (n—1d ¢ a 1
b a+(n—2b c+(n—-2)d d bl |0 5
d c+(n—2)d a+(n—2)b b dl |0 '
¢c  (n—1)d (n—1b a ¢ 0
1100 a a
Si hacemos el cambio de variable 8 (1) (1) 8 g = g , el sistema [S] se convierte
0011 ¢ ¢
en el sistema
a a+(n—1b c+(n—1)d c a 1
b a+(n—1)0b c+(n—-1)d d bl |0 S
d c+(n—1d a+(n—-1)b b d| |0 '
c c+(n—1)d a+(n—-1)0> a ¢ 0
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Restando a las filas segunda y tercera la primera y cuarta respectivamente, obtenemos que

a a+m—=10>b c+(n—-1)d ¢ a 1
b—a 0 0 d—c b | | -1
d—c 0 0 b—a||d| | O
¢c c+(n—-1d a+(n—-10>b a ¢ 0
y sumando ahora la fila tercera a la segunda
a a+n—1b c+(n—-1)d ¢ a 1
1 0 0 1 b | %
d—c 0 0 b—al|l|ld| |0
¢c c¢c+n—-1d a+(n—-10>b a ¢ 0
Tenemos pues que el sistema [S’] puede expresarse como
A2—a
0 a+(n—1)b c+(n—1)d c—a a ’\12
1 0 0 1 b | | x
0 0 0 1 d| | &
0 c+(n—1d a+(n—1)b a—c ¢ o
Y
y, sumando a la primera la cuarta fila,
A2—(a+c)
0 1 1 0 a At
1 0 0 1 bl | N
0 0 0 1 d| | &
0 c+(n—1d a+(n—=1b a—c ¢ o
Y

En definitiva, restando a la segunda fila la tercera y sumando a la cuarta la tercera multi-
plicada por ¢ — a, obtenemos que [S’] queda expresado como

r A2—(a+c)
0 1 1 077 a Akord M+
1 0 0 0l |b]_ s S Malb=a)
0 0 0 1 d A2y A1\ A(c—d)
0 c+(n—1d a+m-1b 0 || ¢ (CMHC_d)(C_a)) A (ad — be)
L A2 g J

Por tanto, el sistema [S’] tiene como tnica solucién la dada por

1 o [(c+ (n=1)d) (ad — be) + (a+ (n — 1)b) (b(b — a) + d(c — d))]
= e b= Ao s !
.1 p i {(c—i—(n—l)d) (b(a—b)—l—d(d—c))—(a—i—(n—l)b) (ad—bc)}
= A Ay (d=c), B A A2 A3y .
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lo que implica que el sistema [S] tiene como solucién la dada por

i= m :a(a2—02+b2 —d2) +2(ab—cd)<( ~ %) (n—l)b) +(n—1)(n—2)(a—b)(b2—d2)} :
b= ﬁim b(a— ¢)” +2ac(b — d) + (8~ ) ((n —2)a — (n — 1)p)] .

d:ﬁ d(a =) —2ac(b—d) + (0* — &) ((n - D — (n—2)c)]

&= ﬁ :c(a 2 d2)+2(ab—cd)(( 2)c—(n—1)d)+(n—1)( 2)(c—d)(b dZ)]

(iv) Recordemos que una matriz simétrica es de Stieltjes sii es una Z-matriz definida
positiva. Es claro que M(n;a,b,c,d) es una Z-matriz sii b,¢,d < 0 y cuando esto ocurre,
su menor autovalor es A\;. Por tanto, si M(n;a,b,c,d) es una Z-matriz, es de Stieltjes sii
at+c+(n—1)(b+d) =X >0.

(v) Es sencillo comprobar que la matriz M(n;a, b, ¢, d) es ultramétrica sii se satisfacen las
desigualdades

a,b,c,d>0, a>b, a>c, a>d, b>min{c,d}, ¢>min{b,d}, d > min{b,c}.
y ademas b > d cuando n > 3.

Sin > 3, las anteriores desigualdades implican que o bien a > ¢>b=d > 0 o bien a >
b > ¢ =d > 0; mientras que si n = 2 a éstas debe anadirse la posibilidad a > d > b =¢ > 0.
Por ultimo en cualquiera de las situaciones, M(n;a, b, ¢, d) es estrictamente ultramétrica sii
ademds de las anteriores se verifican las desigualdades a > b, a >cy a > d. I

Obsérvese que si M(n;a,b,c,d) es ultramétrica, es invertible sii es estrictamente ul-
tramétrica, mientras que M(n;a,b,c,d) es de Stieltjes sii es diagonalmente dominante de
forma estricta y b, ¢, d < 0.

La definicién de la familia de matrices M(n;a,b, ¢, d) puede extenderse al caso n = 1,
tomando M(1;a,b,c,d) = CCL 2 ] . Si adoptamos el convenio de que cuando n = 1 entonces
b = d = 0, todas las propiedades descritas en el lema anterior siguen vigentes en el caso
unidimensional.

A continuacién utilizaremos el tipo de matrices que acabamos de describir para definir
una métrica, o de forma equivalente un campo de matrices simétricas y definidas positivas,
sobre I',,, la reticula uniforme de tamano h.

Observemos primero que si ¢ € 6(R,), entonces k(x) = 1, mientras que si z € R,,
entonces k(x) = 2n. Asi pues, si z € §(R,) tomaremos M(x) = ha, donde « > 0, mientras
que para cada x € R,, consideraremos la asignacién M(z) = hM(n;a,b, ¢, d), donde

a>max{b—i—d—c,b—d—l—c,—(n—1)(b+d)—c,(n—1)(d—b)+c}
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y donde el valor de la funcién componente de M estd dada por la expresion:

Para cada © = h(iy, ..., i,),

a, si y=z="h(iy,...,5£1...,4,), 1<I<mn

b, si y=nh(iy,...,0E£1,...,0,); 2=h(i1,...,is £ 1,...,0,);
1<l,s<n, |+#s;

m(z,y,z) =hs ¢, st y=h(i,...,5+1,...,0,); 2=h(i1,..., 0 F1, ... 0,);
1<l <n;

d, st y=h(iy,...,5£1,...,0,); 2=h(i1,...,is F1,...,0,);
1<l,s<n, | #s.

En lo sucesivo, este tipo de métricas sobre I',, seran denominadas métricas uniformes.

33



34

Variedades discretas



Capitulo 2

Calculo en diferencias sobre
variedades Riemannianas discretas

Asi como las reticulas uniformes constituyen un modelo discreto de subconjuntos apropiados
del espacio euclideo, un grafo finito puede ser considerado como un analogo discreto de una
variedad diferenciable compacta. Por otra parte, el operador de Laplace es el operador dife-
rencial con el que se modelan un gran nimero de fenémenos de interés. Entonces, cuando se
considera su discretizacién sobre una reticula uniforme se obtiene un operador en diferencias
que corresponde a un esquema en diferencias de 2n + 1 puntos, donde n es la dimensién
del espacio ambiente. De la misma forma, un grafo finito tiene asociado el denominado
Laplaciano combinatorio, que por tanto puede interpretarse como un analogo discreto del
operador de Laplace-Beltrami sobre una variedad Riemanniana compacta.

Aunque el Laplaciano combinatorio habia sido profusamente utilizado en relaciéon con
los caminos aleatorios simples, son las herramientas introducidas por J. Dodziuk ([24, 25]),
las que permiten interpretarlo verdaderamente como una version discreta del operador de
Laplace-Beltrami. Para ello, se dota de productos internos adecuados a los espacios de
funciones definidas sobre los vértices y sobre las ramas de un grafo y entonces el Laplaciano
combinatorio puede obtenerse formalmente como la composicién de dos operadores en dife-
rencias relacionados entre si por ser uno el opuesto del dual del otro, y que por tanto juegan
el mismo papel que el gradiente y la divergencia en el caso continuo. Desde el punto de vista
combinatorio, estos operadores estan relacionados con la denominada matriz de incidencia
vértice-rama, tanto en el caso de redes finitas (ver por ejemplo [10, 15]) como infinitas (ver
por ejemplo [40, 60]).

Una caracteristica comin de todos los trabajos previamente citados es que el papel de
la métrica esta simplificado, ya que solo se consideran o bien la métrica candnica o bien
una métrica que, en nuestra terminologia, es ortogonal y compatible. Por tanto, las métricas
consideradas estan asociadas a funciones positivas sobre las ramas del grafo, lo que conduce a
la nocién de redes puramente resistivas. Otra coincidencia en todos los modelos anteriores es
la necesidad de introducir una orientacién sobre el grafo para asi poder definir las operaciones
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en diferencias, lo que es méas evidente desde el punto de vista combinario ya que sélo es
posible definir la matriz de incidencia si previamente se considera una orientacion sobre el
grafo. De cualquier forma, todos los autores coinciden en la independencia de la expresién
del Laplaciano respecto de la orientaciéon escogida.

En este capitulo consideraremos las métricas generales sobre una variedad discreta que
fueron introducidas en el capitulo anterior, lo que nos conducira al concepto de variedad
Riemanniana discreta. En tales variedades se consideran productos internos sobre el espacio
de funciones sobre los vértices y sobre el espacio de campos, lo que permite introducir los
operadores en diferencias mediante técnicas de dualidad. Un hecho importante de esta
construccion es que se efectia sin necesidad de introducir previamente una orientaciéon sobre
la variedad. La consideracion de una orientacion sobre el modelo aqui presentado, cambiaria
las expresiones de los operadores en diferencias, pero no modificaria los resultados cualitativos
obtenidos y por ello en esta memoria no se definird ninguna orentacion sobre la variedad.

Un aspecto relevante de la consideracién de métricas generales radica en que los esquemas
en diferencias habituales sobre reticulas uniformes corresponden a una elecciéon adecuada de
los coeficientes de determinadas métricas. En particular, este es el caso para los esquemas
en diferencias de 5 puntos en la recta, de 9 y 13 puntos en el plano y de 19 y 25 puntos
en el espacio tridimensional. Esto indica que los esquemas en diferencias provenientes de
desarrollos de Taylor de orden superior, pueden ser abordados desde la consideraciéon de
determinadas métricas no ortogonales. Ademas, este tipo de estructuras métricas pueden
modelar situaciones de inhomogeneidad y de anisotropia del espacio subyacente mediante
esquemas en diferencias consistentes. En particular, nuestro modelo discreto recoge buena
parte de los desarrollos de esquemas en diferencias sobre redes logicamente rectangulares
debidos a M. Shashkov y colaboradores (ver [38, 44]).

Por ultimo, la definicién de los operadores en diferencias sobre una variedad Riemanniana
discreta, permite considerar el Laplaciano de Hodge sobre los campos de la variedad. Aunque
esta situacién no es nueva, (ver por ejemplo [23, 25, 55]), en todos los trabajos se obtiene
interpretando la variedad discreta (grafo) como el esqueleto 1-dimensional de un complejo
simplicial cuya dimensién es la del espacio ambiente. En contraste, los resultados presentados
en este capitulo solo utilizan la estructura unidimensional de la variedad, sin necesidad de
interpretarla como parte de un complejo de dimensién superior. En particular, se obtiene
una definicién del rotacional de un campo, completamente acorde con la teoria del continuo
y que responde a los requerimientos que para tal operador se plantean en [36].

2.1 Variedades Riemannianas discretas

El objetivo de esta seccion es definir, a partir de una métrica sobre una variedad discreta,
productos internos en el espacio de funciones sobre los vértices de la variedad y en el espacio
de campos de la variedad para, a continuacion, definir el concepto de operador adjunto aso-
ciado a una aplicacion lineal entre estos espacios. Comenzaremos estableciendo las nociones
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bésicas y los resultados fundamentales en un contexto abstracto, adecuado para nuestros
propésitos.

Los siguientes resultados son de tipo estandar en la teoria de operadores en espacios con
producto interno y seran de utilidad en las secciones posteriores. Ademads, como el caso
que nos ocupa es el de dimension finita, todos ellos tienen demostraciones elementales que
provienen del Algebra Lineal.

Sean H, y H, espacios vectoriales reales de dimension finita y supongamos que sobre
cada uno de ellos estd dado un producto interno, que denotaremos por (,); y (, )2, respecti-
vamente. La notacion H; = Hj significard no sélo que los espacios vectoriales coinciden sino
que también lo hacen los productos internos.

Definicién 2.1.1 Si F: Hi — H, es un operador lineal, denominaremos adjunto de F' a
todo operador G: Hy — H; tal que (F(v),w)s = (v,G(w)); para cada v € H; y cada
w € HQ.

Cuando H; = H,, diremos que F' es autoadjunto si es adjunto de si mismo.

Es facil comprobar que en las condiciones anteriores F' posee un tnico adjunto, que en lo
sucesivo denotaremos por F*. Por tanto, si H; = H,, F es autoadjunto sii F* = F. Ademas,
de la propia definicion se obtiene que F' es el adjunto de F™*, es decir se satisface que F** = F.

Proposicion 2.1.2 Sean H; y Hs espacios vectoriales de dimension finita con producto
interno. Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si F,G: Hi — Hy son lineales, entonces (aF + bG)* = aF*+bG* para cada a,b € R.

ii) Si Hj es otro espacio vectorial con producto interno y F: Hy — Hy y G: Hy — Hj
son lineales, entonces (G o F)* = F* o G*.

iii) (Alternativa de Fredholm). Si F: Hy — H, es lineal, entonces Img F = [ker F*] "

iv) Si Hs es un subespacio de Hy y F: Hi — Hj es lineal, entonces el adjunto de F' es la
restriccion de F* a Hs, donde F* denota el adjunto de F' interpretado como operador
de Hl en HQ.

A continuacion, describiremos los espacios con producto interno que aparecen en una
variedad discreta I' = (V| E, ). Consideraremos fundamentalmente los espacios vectoriales
C(V) y X(I'), aunque es claro que las identificaciones de X(I") con C(I") y con A(T") permiten
transcribir las operaciones sobre X' (I') en operaciones sobre estos tltimos.

Antes de definir productos internos sobre los espacios C(V') y X' (I"), serd preciso establecer
el siguiente concepto.
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Definicién 2.1.3 Diremos que una medida positiva p € M* (V) es una u medida densa en
V' o simplemente una medida densa si sop(u) = V.

Si para cada x € V, €, denota la medida de Dirac en x, denominaremos medida cardinal

sobre Va A = st.

zeV

La medida cardinal debe su nombre a que si F' C V, entonces A\(F) = |F|. Por otra parte,
es claro que A es una medida densa en V' y que cualquier otra medida sobre V', positiva
o no, puede identificarse con su densidad respecto de A, es decir si v € M(V), entonces

v =Y v(zr)e, = v- X donde ahora v se interpreta como un elemento de C(V'). Con esta
eV
identificacién, una medida es positiva sii su densidad es no negativa, es densa sii su densidad

es positiva en todo punto y el soporte de la medida coincide con el de su densidad. En lo
sucesivo utilizaremos estas identificaciones y por tanto interpretaremos las medidas sobre V'
como tales o como elementos de C(V'). En particular, la medida cardinal estéd identificada
con la funciéon 1.

La nocién de medida densa permite introducir el producto interno natural sobre C(V')
asociado a cada una de ellas.

Proposicién 2.1.4 5i " es una variedad discreta y v es una medida densa, la expresion

/fgdu, para cada f,g € C(V),
.

define un producto interno sobre C(V').

Definicién 2.1.5 Sean I' una variedad discreta y v una medida densa. Denominaremos
producto interno inducido por v al dado por / fgdv. El espacio vectorial C(V') junto con
1%

este producto interno serd denotado por L(v) y simplemente por L cuando v = A.

Es claro que la estructura del espacio L(v) no depende més que del conjunto de vértices
de I y no de la variedad discreta. Por otra parte, la restriccion del producto interno de L(v)
a cualquier subespacio de C(V'), sigue siendo un producto interno sobre tal subespacio. En
particular, si para cada F' C V denotamos por C(F') al subconjunto dado por

C(F) ={f eC(V):sop(f) C F},

resulta que C(F') es un subespacio vectorial de L(v) y la expresion / fgdv, f,g € C(F),
F

no es mas que la restricciéon del producto interno de L(v) a dicho subespacio y por tanto,
un producto interno sobre él. Obsérvese que ademds, el subespacio C(F’) esté identificado
candnicamente con el espacio vectorial de funciones reales definidas sobre F', ya que cada
aplicacion f: F' — IR se considera extendida por 0 a F*.

Para cumplir el objetivo de definir un producto interno sobre el espacio de los campos
vectoriales de una variedad discreta, sera 1til definir antes el siguiente concepto.
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Definicién 2.1.6 Denominaremos variedad Riemanniana discreta a toda terna (I', B, u)
donde I' es una variedad discreta, B una métrica sobre I' y p una medida densa. En este
caso, I' se denomina variedad discreta subyacente a la variedad Riemanniana 'y el par (B, u)
estructura Riemanniana o estructura métrica de la variedad.

Denominaremos variedad Riemanniana simple a aquélla cuya variedad subyacente sea
simple. Cuando B sea la métrica canénica y u = A, la estructura Riemanniana (B, 1) se
denominara canodnica.

Cuando B es una métrica ortogonal y compatible y u es la medida cardinal, el concepto de
variedad Riemanniana discreta aqui introducido coincide con el que aparece en la literatura
bajo la denominacién de red finita o, en el contexto de redes eléctricas, de red puramente
resistiva, (ver por ejemplo, [11, 28, 53, 56]). Por otra parte, en el desarrollo del resto de esta
memoria, se hard patente el papel de la medida densa p introducida en la definicién anterior.
En primera instancia cabe decir que su funcién puede asimilarse a la del determinante Jaco-
biano de la parametrizacion de una variedad diferenciable en el caso continuo, como queda
reflejado en el resultado siguiente.

Proposicién 2.1.7 Si (I',B, 1) es una variedad Riemanniana discreta, la expresion

1
5/ B(f,g)du, paracada f,ge X(I),
%

define un producto interno sobre X (T').

Definicién 2.1.8 Si (I',B, ) es una variedad Riemanniana discreta, denominaremos pro-
ducto interno inducido por la estructura Riemanniana (B, i), al determinado por la expresion

1
3 / B(f,g) duu. El espacio vectorial X(I") junto con este producto interno serd denotado por
1%

H(B, 1), por H(B) cuando i = A y por H cuando la estructura Riemanniana sea la candnica.

A diferencia de los productos internos definidos sobre C(V), el anterior producto interno
sobre X (I') depende de la estructura de la variedad discreta. Por otra parte, el producto in-
terno inducido sobre X' (I") por la estructura Riemanniana (B, i) coincide con el producto in-
terno inducido sobre X'(I') por la estructura Riemanniana (u B, \). Por tanto, las variedades
Riemannianas (I',B,u) v (I', B, \) y los espacios H(B, 1) v H(xB), pueden considerarse
equivalentes a efectos de la métrica inducida sobre X (I').

Nuevamente, la restriccién del producto interno de H(B, u) a cualquier subespacio de
X(T') sigue siendo un producto interno sobre tal subespacio. En particular, si IV es una
subvariedad de I, resulta que X' (I") es un subespacio de H(B,u). Si V' es el conjunto

1
de vértices de IV, en virtud del Corolario 1.3.16, la expresiéon 3 / B(f,g) du, para cada
V/

f,g € X(I"), no es mas que la restriccién del producto interno de H(B, 1) al subespacio X (I').
Asi pues, si (I',B, ) es una variedad Riemanniana discreta y I” es una subvariedad de T,
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(I, B, ) tiene estructura de variedad Riemanniana discreta y serd denominada subvariedad
Riemanniana de (', B, u).

Por otra parte, si consideramos X #(F), el subespacio de campos equilibrados sobre T,
nuevamente la aplicacién del Corolario 1.3.16, permite obtener el siguiente resultado:

Corolario 2.1.9 Si (I',B, i) es una variedad Riemanniana discreta, la expresion

1
5/#B(f,g)d,u, para cada f,geX#(F),
.

define un producto interno sobre X (I'7).

En las condiciones del corolario, (F#, #B, 1) serd denominada variedad Riemanniana simple
subyacente a (T',B, p).

La razén de la aparicién del factor % en la expresién de los productos internos definidos
anteriormente, es debida a que cada rama del multigrafo subyacente a la variedad discreta
aparece contada dos veces, una por cada vértice incidente con ella. Por otra parte, si B es
una métrica ortogonal y m € C(I") es su funcién componente, entonces para cada f, g € X' (I)
se tiene que

1 1
— [ B(f,g)du= = m(z,e)f(x,e)g(x,e)u(x
> [ Blf.g)du ?xez;ee%( )/ (@, )g(z, )u(w)
= 5 < ( )m(fL’, e)f($7€)9($>€)ﬂ<x) = ZE(mfg:U’)s(e)a

donde f, g € C(T') son las funciones componentes de f y de g, respectivamente. En particular,
sif,ge X%(T) y consideramos la funcién r = (mu)®* € CT(E), entonces

%/V_B(f,gmu— S r(e) f(e)o(e) = [ fodr = [ fgras.

ecE

donde A es la medida cardinal sobre E. En definitiva, el producto escalar inducido en X (T)
como subespacio de H(B, u), corresponde al producto escalar estandar en C(FE), respecto
del peso r, que en este contexto suele denominarse resistencia. Reciprocamente, si r es un
peso sobre E'y consideramos el producto interno sobre C(E) respecto de r, éste coincide con
el inducido por H(B) cuando consideramos sobre I' la métrica ortogonal B de componente
r. Asi pues, los productos internos sobre X (I") definidos en este trabajo incluyen aquellos
productos internos sobre C(E) que han sido utilizados habitualmente en los trabajos sobre
redes, tanto finitas como infinitas (ver, a modo de ejemplo, [15, 27, 42, 54, 56, 58, 60]).

Por otra parte, como C(V') puede ser considerado como un subespacio de X (I"), también
puede ser considerado como un subespacio de H(B, ). En este caso, si consideramos la
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funcién p(z) = % B(t,t)(z) =35 > m(z,e€)ylamedida v = pu, entoncessi f,g € C(V),

ee'€E
obtenemos que

1 1

—/ B(f,9)du = —/ ng(t,t)du=/ fgdv.

2Jv 2Jv 14
Por tanto, interpretado como subespacio de H(B, 1), C(V) coincide con L(v). Reciproca-
B(t, t)

medida densa y considerado C(V') como un subespacio de H(B, u1), coincide con L(v). En
particular, si B es la métrica canénica y ;4 = a A con a > 0, resulta que las restricciones del

mente, si v es cualquier medida densa y tomamos p = v, entonces p es también una

1
producto escalar 5 / B(f, g) du a los subespacios C(E) y C(V') estan dadas, respectivamente
F
por

o [ fgdi, para figec(B) y 5[ fokdh para figec(v).
E 2 Jv

Definicién 2.1.10 Consideremos (I', B, i) una variedad Riemanniana discreta, v una me-
dida densa y las aplicaciones lineales

Kix(T) — X(I), GCV)—X([I), HXT) —CV) y JCV)—C(V).
Denotaremos por K, G",ju, . ¥ 4, alos correspondientes operadores adjuntos, cuando sobre
C(V) se considera el producto interno inducido por v y en X (I') el producto interno inducido
por la estructura Riemanniana (B, p).

Cuando 4 = v = A, eleminaremos los subindices en las expresiones de los operadores
adjuntos y cuando la estructura Riemanniana sea la candnica, el operador K* seréd denotado
por K¢.

*

En las condiciones anteriores, resulta que K7, Gy ,, H

identidades

/ BK(F).8)du = /V B K (8)) i 5 [ BG(), @) d = [ G, (@) dv

[ or@yar =2 [ B0 0du [ W gdv= [ 1509

para cada f,g € C(V) y cada f,g € X(I).

o ¥ Ju estdn caracterizados por las

Proposicién 2.1.11 Consideremos (I, B, ) una variedad Riemanniana discreta, v una me-
dida densa y F el isomorfismo sobre X (I') determinado por B. Entonces se satisfacen las
siguientes propiedades:

i) F' =F y si K es un endomorfismo sobre X(T'), entonces K* = F~ ' oK' oF.

ii) Para cada p € C(I'), T, es autoadjunto sobre H(B, ).
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iii) Sip e C(V), T, es autoadjunto sobre L(v) y sobre H(B, u). Si ademds p(x) # 0 para
cada © € V, entonces T, es un isomorfismo sobre C(V') y sobre X(I') y T;* =T

i) Sean las aplicaciones lineales K: X(I') — X (T"), G:C(V) — X(I'), H: X(I') — C(V)
y J:C(V) — C(V'). Entonces se satisface que

K =T, oK' 0T, G, =T,'0G 0T, Hj, =T, loHoT, y J,=T, 00 0T,

o ju 2

v) Si B es ortogonal y compatible, entonces T;l om vy T;l om* son autoadjuntos y los
subespacios iXS(F) y X%T) (respectivamente X*(T') y %X“(F)) son ortogonales. En
particular, si i es maultiplo de A, ©° y ©® son autoadjuntos y ademdas los subespacios
X3(T) y X%T) son ortogonales.

Demostracién. (i) Como B es simétrica, para cada f,g € X'(I') se verifica que

| FO.g du= [ BE.g)du= [ Blefdu= | (Flg)fydn= [ (.F(e))dp.

y por tanto F es autoadjunto en H(B', 1) para cualquier estructura métrica en la que B’ sea
la métrica candnica y en particular, para la estructura métrica canénica. Por otra parte,

/|, BK().g)dx = [ (FK(f)).g) dA= [ (F.K'(F(g))dr= [ B(F.F'K'(F(g)))d

lo que implica que K* = F"1 o K! o F.

(ii) Aplicando la parte (vi) de la Proposicién 1.3.10, tenemos que para cada f, g € X(I'),

| B8 du= | Bofg)du= [ Bf.pe)du= | BT, (g)du

es decir, T, es autoadjunto sobre H(B, ).

(iii) Si f,g € C(V), se satisface que

/‘/Tp(f)gd’/:/fong:/prgdl/:/Vpr(g)dy’

lo que implica que T, es autoadjunto sobre L(v).

Si p(x) # 0 para cada x € V, entonces T,0oT1 =T1 0T, =T; que es la identidad tanto
en C(V) como en X(I').

(iv) Observemos primero que para cada f,g € C(V) y para cada f,g € X ('), tenemos
que

[ rgav=[ fovax= [ T.(f)gar= [ T.(9)ax,

J Bf.g)dn= [ Bif.g)ndr= [ B(T,().6)dr= [ B(f.T,(g))dA.



Variedades Riemannianas discretas 43

Por tanto,

= [ BEK (Tu(g)dr = [ BT, (K (T,(e)) du.
[angar= [ IDTdgar= [ F3Tg)ar= [ FT10(T(e)) dv

lo que implica que K = T, ' oK*o T, y que J; =T, 0 J* o T,; y también

[ To6 @ ar= [ 16, (g dv = [ BGU),@)di =5 [ B(TuoG)/).g)dA

1 ) 1 .
| (T ot dx= [ fH(g)dv =5 [ BlH;,(f).g)du = /V B((T, o Hy,))(f). &) d\
y por tanto, que T, 0 G}, = (T,0G)" =G oT,yque T,oH; = (T,oH)"=H"oT,.

(v) Para la estructura métrica canénica tenemos que sif € X*(I'), g € X*(I') y f,g9 € C(I")
son sus respectivas componentes, entonces

[Eea= X ¥ faeogrea=3 Y ¥ fe)ge)

eV eck, eV yeV ecEyy
= ZZ Z f(yae)g(y7e):_zz Z f(l',e)g<37,€)
yeV x€V e€Eyy yeV x€V e€lyy

= - XY ¥ eyl = [ (fe)dn

€V yeV e€Eyy

lo que implica que /(f,g) d\ = 0 y por tanto que X*(I') y X%T") son ortogonales en H.
v
Ademas, si f,g € X(I"), entonces

[ @@y dr= [ @67 @)dr = [ £.7(&) d,
J @@ dr = | @ (6.7 () dh = [ (F.7(g) .

de donde se deduce que 7° y 7® son autoadjuntos en H.

Por otra parte, como B es ortogonal, F = T,, donde m es la funcién componente de B.
Como (7%)" = 7%, aplicando ahora las expresiones obtenidas en (i) y en (iv), resulta que

(WS);‘; = T;l o T; om®oT,oT,
y como 7 y T 1 conmutan por ser B compatible, obtenemos que (m°)y, = T;l om®oT,,

lo que teniendo en cuenta que T, es autoadjunto, implica que T;l o m® también lo es. Si

tomamos f € X*(I") y g € X*(I"), entonces 7°(f) =f, 7°(g) =0y

[ B e dn = [ BCfgydu= [ BT, () dn = [ BT, (=" (&) diu =0,
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es decir I%XS(F) y X%T) (respectivamente X*(I") y %X“(F)) son ortogonales en H(B, 1t). El
resultado cuando p es un multiplo de la medida candnica es consecuencia de que en este caso

T, conmuta con 7° y 7 y ademds, - A*(I') = X*(I') y (') = x*(T). 1

Observar que, con las notaciones de la proposicién anterior, para cada f € C(V) y para
cada f € X(I") se tiene que

1 1 1 1
Ku0) = K6, Gl = -G f), HL ()= - f) y S= 1 F (-],

2.2 Operadores en diferencias

El objetivo de esta seccion es definir los analogos discretos de los operadores diferenciales
fundamentales en una variedad Riemanniana, concretamente los operadores derivada, gra-
diente, divergencia y laplaciano. Debido al cardcter discreto de los objetos involucrados, este
tipo de operadores seran denominados de forma genérica operadores en diferencias sobre una
variedad Riemanniana discreta. Aunque en la mayor parte de la seccién consideraremos una
variedad discreta I' junto con una estructura métrica (B, u), en la definiciéon de cada uno
de los operadores en diferencias la influencia de la estructura métrica de la variedad es més
o menos relevante. En particular, la nocion de operador derivada es valida también para
variedades discretas, en el concepto de gradiente sélo interviene la métrica B y no la medida
1 v en la expresion de la divergencia aparece sélo la medida pu.

Definicién 2.2.1 Consideremos I' = (V, E, ) una variedad discreta. Denominaremos ope-
rador derivada en I' a la aplicacién d: C(V') — A(I") que a cada funcién u le asigna la forma
du cuya funcién componente es —2u®. Para cada u € C(V), la forma du se denominara
derivada de u.

Si w es un campo vectorial sobre I', denominaremos operador derivada segun w a la
0 0
aplicacién s C(V) — C(V) que a cada u € C(V) le asigna la funcién 8_u = du(w). Para
w w

., Ou DR )
cada u € C(V), la funcién — se denominard derivada de u segin w.

ow

Si w es un campo vectorial cuya funcién componente es w € C(I"), entonces, para cada

0
u € C(V), la forma du y la funcién a—u estan dados, respectivamente, por las expresiones
W
(du)(@) = > > (u(y) —u(x))e,
Y~z eeEzy

(2\3) (1) = 3 (uly) —u(2)) 3 w(ze).

yeVv e€ by
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De la definicion del operador d se deduce facilmente que la derivada de u es una forma
antisimétrica y equilibrada, es decir que d(C(V)) € A*() N A* (). Por otra parte, de la
expresion de la funcién de la derivada de u segin w, obtenemos que

ou ou

ow  ow”
y también que para cada x € V,
ou #
o | (@) =2 sy’ (@,y) (u(y) - u(@)),
yeVv

utilizando la interpretacion habitual de las funciones equilibradas como elementos del espacio
C(V x V). Ademés, si consideramos sobre A(T") la estuctura de C(V')-médulo, resulta que

para cada u € C(V'), la aplicacién %: X (') — C(V) es un endomorfismo de C(V')-médulos.

La aplicacién ~ que identifica A(T") con X (I') permite considerar también la aplicacién

g: C(V) — X(I') dada por la asignacién du = du = —2u® - t. Nuevamente se satisface que
d(C(V)) c x«) N X*(T) y ademés, si suponemos que I' esté dotada con la estructura
métrica canodnica, resulta que para cada w € X (T'), au_ (w, au)

ow

Proposicién 2.2.2 Sea w € X(I'). Se satisfacen las siguientes propiedades:

0
i) Los operadores d y o son lineales y de primer orden.

ii) Siu e C(V), entonces du =0 sii u es constante en cada componente coneza de V.
iii) Regla de Leibnitz: Siu,v € C(V'), entonces

d(uwv) = v®-du+u®-dv=vdu+udv+4(uv?) -t

O(uv) ou N i N dv  Ou v
ow  Os-w)  Ous-w) ow " ow A(ve-w)  O(us-w)

Demostracién. (i) La linealidad de los operadores es inmediata. Para concluir el cardcter
local de ambos, observemos que aplicando (1.1), resulta que sop(du) = sop(u®) C sop(u) y
que por otra parte, sop(du(w)) C sop(du) C sop(u).

(ii) Es claro que si u es constante en cada componente conexa de I'; entonces du = 0.
Reciprocamente, consideremos z,y € V con x ~ y y e € E,,. Entonces, si du = 0 ne-
cesariamente u(y) = wu(x). Si fijamos x € V y consideramos y € V perteneciente a la
componente conexa de x, existe un camino, ¢, de longitud n cuyos extremos son x e y.
Como ¢(j) ~ c(j + 1), resulta que u(z) = u(c(0)) = u(c(1)) = - = u(c(n)) = u(y).
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(iii) Por la identidad (1.2) tenemos que (uv)® = v*u® + u*v%, lo que implica que
d(uv) = =2(uv)* -t = =2(v°u®) - t — 2(u’v?) - t = v°(—2u”) - t + u®(—20%) - t

y como u® = u—u®y v* = v—ov?, resulta que v* du+u® dv = v du+2(v* u®)-t+u dv+2(u® v%)-t.
Por otra parte,

% = (w,d(uv)) = (w,v* - du +u* - dv) = ((v° - w), du) + ((u* - w), dv)

= o(w,du) — (0% - w), du) +u (w,dv) — ((u® - w),dv). 1

La Regla de Leibnitz que aparece en la parte (iii) de la proposicién anterior es una
generalizacién de la obtenida en [54], e independientemente en [55], en el caso de, en nuestra
nomenclatura, variedades Riemannianas simples con estructura métrica canénica.

Definicién 2.2.3 Si I' es una variedad discreta y sobre ella consideramos la estructura
Riemanniana canodnica, denominaremos operador divergencia en I' al operador div = —d*,
cuando d es considerado como operador de L en H.

Para cada f € X(I'), la funcién divf serd denominada divergencia de f. Un campo f se

denomina solenoidal si divf = 0.

De la definicién se deduce directamente que div:H — L esta caracterizado por la iden-
tidad

1/ ~
5/ (du, f) d\ = —/ udiv(f)d\, paracadaueC(V) ycada feX(I).
v v
En particular, tomando u constante en la anterior identidad, obtenemos que

/ div(f)d\ =0, paracada fe X (D). (2.1)
v

Proposicién 2.2.4 Sean f € X(I') y f € C(I") su funcion componente. Entonces,

div(f)(z) = > f*(=z,e), para cada z € V.

eckE

Demostraciéon. Sea x € V' y consideremos u = ¢,. Entonces,
1 [ ~
div(f)(z) = / wdiv(f) dA = —f/ (du, f) dA.
1% 2Jv
Por otra parte, para cada y € V' tenemos que —(au, f)(y) =2 > u(y,e)f(y,e) y como
ecky

1, siy=u=,
2ut(y,e) =4 —1, sty#xyec Ey,,
0, en otro caso,
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Z f(x,e), sty =z,

resulta que —(du, f)(y) = c€E, |
— > fly,e), siy#ua.
e€lyy
En deﬁnitiva, _/ (au,f> d\ = Z Z (f(a:,e) — f(y,e)) — Z Z 2]m<.’13,€) y por
v YV ecEy, e

tanto,

div(f)(z) = Y f*(x,e). 1

ecFE,

Corolario 2.2.5 Se verifican las siguientes propiedades:
i) Para cada f € X(T), div(f) = (f*,t) = div(f*) = div(f*) y ademds
div(f)(z) = > k(z,y) f#a(:c,y) para cada x € V.
yeVv

) 1 0u L,
En particular, todo campo simétrico es solenoidal y div(u) = —= — para cada funcion

2 0t
uecC(V).
ii) El operador div es de primer orden sobre X(I') y su restriccion a X*(I") es de orden 0.
iii) Para cada u € C(V) y para cada f € X(T'),

() = ) = = (1) g?.

Demostracién. (i) Observemos primero que si h € X(I') y h es su funcién componente,
para cada x € V se tienen las identidades

(ht)(@) = Y h(woe) = > D hlw,e) = Y wla,y) b (,y) = (W, ) ().

eckE yeV e€lyy yev

La primera igualdad de (i) se deduce entonces de la primera identidad anterior sustituyendo
h por h®, la tercera se deduce de la identidad f#“ = f“#, mientras que para la segunda
basta tener en cuenta que f® = f¢ Las ultimas afirmaciones se deducen de que la parte
antisimétrica de una funcién simétrica es nula y de que si u € C(V') se considera como una
funcién de C(T'), es decir identificada al campo u - t, entonces u® estd identificada al campo
—% du.

(ii) De la expresién de div(f) obtenida en la proposicién anterior, resulta que div(f)(z) =0
cuando f%(z,e) = 0 para cada e € E, y por tanto, sop(div(f)) C sop(f*). En general,
sop(f*) C sop(f), pero cuando f es antisimétrico, entonces sop(f*) = sop(f).
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(iii) En virtud de las identidades 1.2 tenemos que

(usf>a usfa — ufa _ uafa’ )
(uf)* = w'f*+utf =ufotur(f = f) =uf+uf,

y por tanto
1 ~
div(u® - f) = wudiv(f) + §<du, ),

div(u-f) = wudiv(f) — %(du,f). |

0
Para cada w € X(T"), el operador B puede considerarse como endomorfismo en L y por
W

tanto tiene sentido considerar su operador adjunto.

@ *
Proposicién 2.2.6 El operador <8_> esta dado por la asignacion
W

o\ :
<a—w> (u) = —2div(u - w),

0
para cada u € C(V'). En particular, 3w & autoadjunto sii w* € X*(T).
w
.. . 0 ~
Demostracién. Si denotamos por H:H — L al operador (w, ), entonces w Hody
W
por tanto, | — | = d* o H* = —div o H*. Para hallar H* observemos que si u € C(V), para

ow
cada f € X(I") se tiene que

%/V<|-|*(u),f>d,\:/VuH(f)dAz/Vw-w,f)dA,

ow

parte, aplicando el apartado (iii) de la proposicién anterior se tiene que para cada u € C(V)

8 *
lo que implica que H*(u) = 2w - w y, en definitiva que (—) (u) = —2div(u - w). Por otra

2\" . ou
(8—W> (u) = —2udiv(w) + v
0 0 0 . .. .
y como — = + ——, resulta que — es autoadjunto sii para cada u € C(V) se satisface
que ow  Ow* Owe ow
ou ou . ou ou
ows® + owe ~2udiv(w) + ows  owe’
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. 0 : 0
es decir, sii para cada u € C(V), udiv(w) + 8_u = udiv(v) + a_u = 0, donde v = w”.
w v@
Desde luego, si v € X*(I"), entonces div(v) = Bva = 0, por lo que la condicién es suficiente.
V(l
Reciprocamente, si para cadau € C(V), udiv(v)+a—u = 0, tomando u constante, la identidad
Va

anterior implica que div(v) = 0 y por tanto que % = 0 para cada u € C(V). Tomando
ahora u = €,, v la componente de v y teniendo en cuenta que si x # y,
ou
ove
obtenemos que v*(x,y) = 0 para cada y € V, y por tanto que v* = 0. 1

(y) = k(x, y)v*(y,z) = —r(z,y)v"(z,y),

Supongamos ahora que, en lugar de considerar la estructura Riemanniana canénica sobre
', la dotamos de una estructura métrica (B, u). En este caso, denotaremos por F al campo
de aplicaciones lineales determinado por B, por M y por A a los campos de matrices deter-
minados, respectivamente, por F y por F~1, y por m y a a las funciones componentes de M
y de A respectivamente.

Definicién 2.2.7 Denominaremos operador gradiente, respecto de B, a V :C(V') — X/(I'),
dado por F7! o d. Para cada u € C(V), el campo V u serd denominado gradiente de
u, respecto de B, y un campo f se denominara campo gradiente, respecto de B, si existe
u e C(V) tal que f = Vu.

Cuando no haya lugar a confusién, eliminaremos la expresion respecto de B y suprimire-
mos en las notaciones el subindice B.

En virtud de la parte (vii) de la Proposicién 1.3.10, si u € C(V'), entonces Vu es el tinico
campo que satisface que para cada f € X(I'), du(f) = B(Vu,f). En particular, si B es la
métrica canénica Vu = du. Por supuesto, esta caracterizacion del campo Vu podria haberse
utilizado como su definicion.

Por otra parte, para cada u € C(V), el gradiente de u estd dado por Vu = Aau, es decir
por la expresion

(Vu)(z) =Y | (u(z) — u(:z:)) > alz,e )] e
e€E |zeV e'€ly,
Por tanto, si denotamos por h € C(I') a la componente de Vu, entonces
h(z,e) = (u(z) - u(x)) > a(z,e ), paracada (v,e) €V x E
zeV '€l
lo que implica que

K (z,y) = > “alz,y, 2) K(z, 2) (u(z) - u(:p)), para cada x,y € V. (2.2)

zeV
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En particular, si I' es una variedad simple, utilizando las identificaciones habituales para
las funciones de C(I") y de C(I" x I'), obtenemos que

h(z,y) =Y (u(z) - u(x))a(x,y, z), para cada x,y € V. (2.3)

zeV

A diferencia del operador derivada, el operador gradiente depende de la métrica escogida.
Cuando B es ortogonal, entonces m,a € C(I') y para cada u € C(V), tenemos que

Vu=a du=—(2au?) -t (2.4)

En particular, los operadores derivada y gradiente coinciden si B es la métrica candnica sobre
I', pues en este caso a = 1.

En el caso de variedades Riemannianas simples cuya métrica es ortogonal y compatible,
nuestra definicion de gradiente y de divergencia coincide basicamente con la que aparece en
[40], si bien en este caso se considera previamente una orientacién sobre la variedad. En
particular, si la estructura métrica es la candnica, estas expresiones con idénticas a las dadas
en [26, 54, 55].

Describiremos a continuacién algunas propiedades del operador V, analogas a las del

operador derivada.

Proposicién 2.2.8 Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) El operador gradiente es lineal y de primer orden.
ii) Si B es ortogonal y compatible, entonces V(C(V')) C X*(I').
iii) Si B es equilibrada, entonces V(C(V)) c X7 (D).
i) SiueC(V), entonces Vu = 0 sii u es constante en cada componente conexa de V.

v) Regla de Leibnitz: Si B es ortogonal y u,v € C(V'), entonces

V(w) =v*- Vu+u® - Vo,

vi) Sif es un campo gradiente, necesariamente Mf € X*(I) N X7 (I).

Demostracién. Las demostraciones de las partes (i), (iv) y (v) se deducen directamente
de las correspondientes propiedades para el operador derivada y (vi) es consecuencia directa
de la definicién de campo gradiente. Para demostrar (ii), observemos que si B es ortogonal,
entonces teniendo en cuenta (2.4), Vu € X%(I) sii au® € C*(I"). Por la identidad (1.2), esto
ocurre cuando a € C*(I"), o de forma equivalente, cuando B es compatible. Por tltimo, como
du e X*(I), (iii) se concluye aplicando la parte (iv) de la Proposicién 1.3.10. 1
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Si w es un campo vectorial sobre I', podriamos definir el operador derivada segin w y

u ~
respecto de B, mediante la asignacién Tw B(w,du), pero es claro que esta definicién
w
B
ou ~ ~
no aportaria nada nuevo puesto que w B(w,du) = (F(w),du) y por tanto el operador
w
B

derivada segin w, respecto de B, coincide con el operador derivada segin F(w).

Supongamos ahora que ademas de la estructura métrica (B, i) consideramos también una
medida densa v y los espacios espacios L(v) y H(B, u).

Definicién 2.2.9 Denominaremos operador divergencia, respecto de v y (B, p) y lo deno-
taremos por div,, a —V* cuando V se interpreta como operador entre los espacios L(v) y

H(B, 1).

Denotaremos por Hy(B, 1) al subespacio de H(B, 1) formado por los campos solenoidales,
es decir al nicleo de div,,,. El espacio Hy(B, i) serd denotado simplemente por Hy(B) cuando
1 sea la medida cardinal y por Hy si ademds B es la métrica canoénica.

De la definicién se deduce directamente que div,,,: H(B, ) — L(v) esta caracterizado
por la identidad

2/ (du,f)d / B(Vu,f)du —/Vudww(f) dv, para cadau € C(V), fe X(I).

En particular, observamos que div,,, no depende la métrica B y por tanto, si v = pu = A,
—V* = —d* = div. Por otra parte, de la identidad que caracteriza div,, obtenemos si

f € Hy(B, ), entonces para cada u € C(V), (3? dp = / (Vu,f)du = 0.

Proposicién 2.2.10 Supongamos que Vi,---,V,, son las componentes conexas de I'. FEn-
tonces se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si h € C(V), la condicion necesaria y suficiente para que ezista f € X (') tal que
div,,(f) = h es que / hdv = 0 para cada j = 1,---,m. FEn particular, para cada
Vi

fe &), [ dv(fdr=0,j=1,m

) dim Imgdiv,, = [V| —m y dimHy(B, u) = |E| + m — x(I') > |E|. En particular, " es
un bosque sii dimHy(B, pu) = | E|.

Demostracién. En virtud de la Alternativa de Fredholm, tenemos que Imgdiv,,, = [ker V]*
y que Hy(B, 1) = [Img V]*. Por tanto, (i) es consecuencia de la primera identidad y de que
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ker V esta constituido por las funciones constantes en cada componente conexa de I'. Por
otra parte, las dos indentidades anteriores implican también que

dim Imgdiv,, = dimC(V) — dim kerV = |V| — m;
dimHy(B, u) = dim X(I") — dim ImgV = 2|E| +m — |V| = |E| + m — x(I).

Por tltimo, como I' es un bosque sii x(I') = m, la igualdad anterior muestra que I' es un
bosque sii dimHy(B, 1) = |E|. I
Proposicion 2.2.11 Se verifican las siguientes propiedades:

i) Sife X(I') y f € C(T') es su funcion componente, entonces para cada x €V,
1

diviu(f)(@) = o5 S f) (@,e) = o 3wl y) (uf ) ()
i) Para cada £ € (L), divy,(F) = iy, (F°) g div(£) = 2 div(f) + 2—‘;

iii) El operador div,,, es de primer orden sobre X(I') y su restriccion al subespacio iX“(F)
es de orden 0.

iv) El espacio Hy(B, i) es independiente de la medida v y sdlo depende de la estructura
métrica (B, ). En general iXS(F) C Ho(B, i) y se satisface la igualdad sii I' es un
bosque. FEn este caso, la condicion necesaria y suficiente para que un campo f sea
gradiente es que Mf € X*(T").

Demostracion. Las tres primeras partes se deducen directamente de la aplicacién de
las Proposiciones 2.1.11 y 2.2.4 y del Corolario 2.2.5. Por otra parte, la expresiéon de
la divergencia obtenida en (i), implica que div,,(f) = 0 sii divy,(f) = 0 y también que
5 A°(I) C Ho(B, ). Como dim , A*(T") = dim &*(I') = |E|, la aplicacién de la parte (i) de
la Proposicién 2.2.10, conduce a la igualdad de ambos espacios sii I' es un bosque. Ademas,
como si Mf € X%(T"), para cada g € X*(T") tenemos que

/VB(f,;gmu:/V(Mf,g)dA:o

pues X*(I') y X%(I") son ortogonales para la estructura métrica canénica. Asi pues, cuando
L
' es un bosque, si Mf € X%(I") entonces f € (iXS(F)) =Hy(B, )t =ImgV. I

Obsérvese que como un bosque es una variedad simple, todo campo es reducido. Por
tanto, la parte (iv) de la proposicién anterior establece que en un bosque la condicién nece-
saria y suficiente para que un campo f sea gradiente es que Mf € X*(I") N X#(F), lo que
concuerda con la condicén necesaria establecida en la parte (vi) de la Proposicién 2.2.8.



Operadores en diferencias 53

Definicién 2.2.12 Consideremos (I', B, ) una variedad Riemanniana discreta y v una me-
dida densa. Denominaremos operador de Laplace o Laplaciano, respecto de v y (B, u), al
operador lineal A , :L(v) — L(v) dado por A ; = div,, oV,. Para cada u € C(V), la
funcién A, u serd denomlnada Laplaciano de u, respecto de v y (B, ). En particular, el
Laplacnano respecto de Ay (B, 1) se denomina el Laplaciano de la variedad Riemanniana
discreta.

En lo sucesivo, y cuando no haya lugar a confusién eliminaremos los subindices v, u y
B en la escritura de los operadores en diferencias que han sido definidos en esta seccion, asi
como las expresiones respecto de v y (B, p).

Antes de obtener su expresién explicita, podemos concluir algunas propiedades del ope-
rador de Laplace directamente de su propia definicion.

Proposicién 2.2.13 Si (I', B, i) es una variedad Riemanniana y v es una medida densa,
se satisfacen las siguientes propiedades:

i) El operador de Laplace tiene a lo sumo orden 2 y es autoadjunto, es decir, para cada

par de funciones u,v € C(V'), se satisface que / uAvdy = / vAudy.
v v

ii) (Identidad de Green): Para cada u,v € C(V), /

1
vAudy = ——/ B(Vu, Vo) dpu.
v 2

|4

iii) (Teorema de Gauss): para cada u € C(V), / Audy = 0.
v

i) La expresion —/ uAudv define una forma cuadrdtica semidefinida positiva sobre
1%

C(V) cuyos elementos isdtropos son y sélo son las funciones constantes en cada com-
ponente coneza de .

v) Siu e C(V), entonces Au = 0 sii u es constante en cada componente conexa de I'.

Demostracién. Que A es un operador de segundo de orden menor o igual a 2 es conse-
cuencia de que se obtiene como composicién de dos operadores de orden menor o igual que
1.

Ademas, si u,v € C(V), de las definiciones del Laplaciano, de la divergencia y de la
simetria de B, obtenemos que

1 1
/ uAvdy = _7/ B(Vu, Vou)dp = —7/ B(Vv, Vu)dp = / v Audy
1% 2Jv 2 Jv 1%
expresion que demuestra el cardcter autoadjunto de A, asi como la identidad de Green. En
particular, el Teorema de Gauss se obtiene tomando v constante no nula en la identidad de
Green.
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1
La expresion anterior muestra también que — / uAudy = 3 / B(Vu, Vu) du y es claro
v v

que esta ultima expresién define una forma cuadratica semidefinida positiva sobre C(V),
dado que B es una métrica. Por tanto, / uAudry = 0 sii Vu = 0 y por tanto sii u es

1%

constante en cada componente conexa de I'.
Para finalizar, si u es constante en cada componente conexa de I', entonces Au = 0

pues Vu = 0. Reciprocamente, si Au = 0, entonces u es isétropo para la anterior forma
cuadratica y por tanto u es constante en cada componente conexa de I'. 1

El siguiente resultado sera util para obtener la expresion explicita del operador de Laplace.

Lema 2.2.14 Sean (B, i) una estructura Riemanniana sobre ', a la funcion coeficiente de
B~! y consideremos la funcién ¢ € C(V x V) dada por c¢(x,z) = 0 para todo x € V y por

clw,y) = —ZV Tax,y, 2) w(w,y) vz, 2) plo) + Taly, 2, 2) Ky, @) Ky, 2) ply)]
— ; v#a(z,x,y)n(z,x)/—i(z,y),u(z), six £ y.

Se satisfacen las siquientes propiedades:

i) La funcion c es simétrz’ca y c(a: y) = 0, cuando d(z,y) > 2. Ademds, si d(x,y) = 2,

entonces c(z,y) = —= Z (z,z,y) k(z, ) K(z,y) u(z), mientras que si d(z,y) =1y
zeV
x ey no son vértices de un tridngulo, entonces

clz,y) = ; > Talw,y, 2) k(x,y) iz, 2) w(w) + aly, 2, 2) 5y, 7) £y, 2) p(y)]

zeV
ii) Para cada x €V, / c(z,y) dA(y) > 0.
v

iii) Si B es ortogonal, ¢ = Kk (1 a#)s. En particular, ¢ € CS(F#) y es compatible con V.

Demostracién. (i) Basta observar que fijado z € V, la simetria de B implica que, para
cada x,y € V se tiene que #a(z,x, y) = #a(z,y, ).

Por otra parte, como "a € C* (' x ), resulta que “a(z,y, 2) = 0 si d(x,y) - d(z, 2) # 1.
Por tanto, si d(z,y) > 2, entonces d(z, z) - d(y, z) # 1 para cada z € V, lo que implica que
# # # »

a(x,y,z) = "a(y,z,z) = "a(z,y,z) = 0y en definitiva que ¢(z,y) = 0.

Si d(z,y) = 2, entonces #a(x,y, 2) = a(y,z,z) = 0 para cada z € V, de manera que los
dos primeros sumandos en la expresion de ¢ son nulos.
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Si d(z,y) = 1, el que x e y no sean vértices de ningun tridngulo en I" significa que no
existe z € V simultaneamente adyacente a ambos vértices o de forma equivalente tal que
d(xz,y) =d(x,z) = d(y,z) = 1. Esto implica que #a(z, x,y) = 0 para cada z € V' y por tanto
el tercer sumando en la expresion de ¢ es nulo.

(ii) De la expresion dada para ¢ obtenemos que para cada x € V,

23 c(zy)= Y Talz,y,2) Kz, y) sle, 2) p(r) + Z aly, , z) k(z,y) Ky, 2) W(y)

- > #a(z,x,y)/f(x,z) )+ Z (z,z,2) k(x, 2) K(z, 2) p(z)
y,2€V zeV

— Zv#a(x,y, 2) k(z, y) K( )+ z‘; z,x,1) Kk(x, 2) k(x, 2) u(z)
+ ZV Ya(y, x, 2) k(@ y) Ky, 2) ply) - ZV “a(z,2,y) K(x,2) K(y, 2) p(2)
— Zv#a(g;,y, 2) k(z, ) K( —|—Z‘:/ z,x,1) Kk(x, 2) k(x, 2) u(z)
+ ZV “a(y, x, 2) k(@ y) (Y, 2) ply) - ZV “a(y, x, 2) w(w,y) Ky, 2) p(y)
= u(x)(At, t)(z) + Z a(z,z,x) K*(x, 2) u(z) > 0.

(iii) Si B es ortogonal, entonces a € C(I') y x7a = a”. Ademds, si  # y, entonces
#a(z,x, y) = 0, para cada z € V, lo que implica que ¢ = (/{,ua#)s. El resultado se deduce
directamente, teniendo en cuenta que x € C*(T"). 11

Definicién 2.2.15 Si (B, 1) es una estructura Riemanniana sobre I', denominaremos fun-
cion coeficiente de (B, ) o simplemente coeficiente a la funcién ¢ determinada en el lema
anterior.

Proposicién 2.2.16 Si (I',B, 1) es una variedad Riemanniana discreta, ¢ es la funcion
coeficiente de su estructura Riemanniana y v es una medida densa, entonces para cada
u,v € C(V) y cada x € V, se satisface que

1 1
(@a)a) = 55 32 olo) (uly) = ) = .75 | el (uty) —u@)) x)

- /VvAu dv = %/vac(:v,y) (u(y) - u(:v)) (v(y) - v(a:)) d(A x N)(z,y).
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Ademds,
(Auv)(x) = u(@) (Av)(z) + v(z) (Au)(z) + % /V oz, ) (u(y) —u(x)) (v(y) —v(z)) dA(y)

y en particular,

(Avw?)(z) = 2u(2) (Au)(z) +

o7, ele ) () — u(@)” A,

Demostracién. (i) Llamando h € C(I") a la funcién componente del campo Vu y aplicando
la parte (i) de la Proposicién 2.2.11 tenemos que para cada z € V,

A(u)(x) = div((Vu)")(z) = ﬁ vaﬁ(l’,y) (uh")"(, y).
Por otra parte, de la expresién (2.2), obtenemos que
W (z,y) = Zv#a(%y,Z) r(x, 2) (u(z) — u(x))

y por tanto, para completar la expresién de A, resta calcular (uh#)“(:c, y), paracadaz,y € V.
Para ello, observemos primero que

1

(uh")*(2,9) = 5 (p)h” (2.9) — p(y)h” (v, 2))
= 5 X [t 0,2, o) (162) = ) = . 2) (0,2 ) (162) — )]
= 5 3 ot ) w2 o) (1) — ) + 000, 2) (0,2 ) (1) — ()]
LS a2 w2 ) () — ()

ISy
m
<

De aqui, obtenemos que

3 wtr) (") () = P CORTE) yev#a@:, y.2) () w(x, 2) p(a)
n %yev (uly) - u(2)) > Yaly, ., 2) (@, y) Ky, 2) uly)
- %ZGV (u1) (@) 32 "aly.:2) o) w0 2) o)
_ ;yev (uly) - u(a)) “a(w,y, 2) K(x,y) (3, 2) pl)
+ %yev (u(y) — u(z)) 2 “aly, x,2) Ky, x) Ky, 2) p(y)
- % (uly) — u(@)) X "alz.2,9) 5(z,2) K(z, ) pl2),

<
m
<
w
m
<
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donde se ha utilizado que para cada = € V, #a(a:,y, z) = #a(x, z,1), para cada y,z € V.
En definitiva, teniendo en cuenta la expresion de ¢, la funcién coeficiente de la estructura
Riemanniana, obtenida en el Lema 2.2.14, resulta que

>l y) (uh" ) (y) = X elay) (u(y) — u(@) = [ ela.y)(uly) - ul2)) dA).

yeVv yeVv

Si ahora tomamos u,v € C(V) y x € V, de la identidad
(w0)(y) — (wo)(z) = v(@) (uly) — (@) +u(@) (v(y) —v(@)) + (uly) = u(@)) (v(y) — v(2)),
aplicando la expresion integral del Laplaciano, obtenemos que para cada x € V

(Au)() = u(e)(A0)(w) +0(o)(Au)(w) + s [ o) (uly) = u(e) (v10) = v(o))dAw)

y en particular que para cada u € C(V) y cada z € V,

(A)(w) = 2u(a) (Au)(a) + s [ elo.y)(uty) = u(a) @A)

Para finalizar, teniendo en cuenta la simetria de ¢, de la expresién integral del Laplaciano,
se deduce que

/VvAu dv = /VU(Z) (/V c(z,w)(u(w) - U(Z>> dA(w)) dA(2)
= ;/Vv(x) (/v c(x,y) (u(y) - u(x)) d)\(y)> dA(z)
+ ;/Vv(y) (/V oy, ) (u(z) - u(y)) CD\(@) dA(y)

1

= c(z,y)v(z) (u(y) — U(ﬂﬁ)) d(A X A)(z,9))

5 VXV
= 5 ) e) (ul) - ul@)) O x N, 0)
= 5 [ ele) (uly) — ul®) (005) — (@) O x Nz y).

De la expresion de la forma cuadratica — / u Au dv que acabamos de obtener, resulta

que la restriccién del producto escalar inducido por la estructura Riemanniana sobre X'(T")
al subespacio de campos gradientes esta dada por

/VB(f,g) du = —Q/VUAudu = /V><V c(x,y) (u(y)—u(:v)) (v(y)—v(x)) dAxN)(z,y) (2.5)
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donde f = Vu y g = Vou. En particular, para cada u € C(V),

/v B(Vu, Vu) du = —2/VUAU dv = /vac(x,y) (u(y) - u(ac)>2d()\ X \)(z,y) (2.6)

Por otra parte, si sobre V' x V' consideramos la medida ~ cuya densidad respecto de A x A
es la funcién ¢(z,y), entonces para cada u,v € C(V),

[ Buvodu= [ (u@) - uy) (o) - o) dr(r,y) (27)

y en particular
2
| BVuVwydu= [ (u@) - u()” dr(z,y)
1% VXV
formulacién acorde con la Teorfa de Formas de Dirichlet (ver, por ejemplo [33, 39]).

Obsérvese que aunque en general v no es una medida positiva, para cada u € C(V) se
2
verifica que / (u(m) — u(y)) dvy(z,y) > 0y ademds el valor de la integral es nulo sii
VxV

u es constante en cada componente conexa de I'. En particular, obtenemos que para que
una funcién u sea constante en cada componente conexa es necesario y suficiente que sea
constante sobre el conjunto {x € V' : existe y € V' tal que c¢(x,y) # 0}. Por supuesto, esta
condicién no aporta ninguna novedad cuando ¢ es semi-compatible con V', pero es interesante
cuando esta condicién no se satisface.

El siguiente resultado constituye la particularizacién de los anteriores al caso contem-
plado hasta ahora en la literatura que, en nuestra terminologia, resulta ser el de variedades
Riemannianas, generalmente simples, tales que la estructura métrica esta determinada por
una métrica ortogonal y la medida candnica. En particular, obtendremos las expresiones que
aparecen en [39] y en [40] relativas al Laplaciano del producto de funciones.

Corolario 2.2.17 Si B es una métrica ortogonal, entonces A es un operador de primer
orden. Si ademds, B es compatible y u = X\, entonces para cada u,v € C(V') se verifica que

A(uv) = uAv + vAu + % B(Vu,Vv) y Au?=2ulu+ % B(Vu, Vu)
y ademds que B(Vu, Vv)(z) = /Vc(a:,y) (u(y) - u(m)) (U(y) - v(x)) d\(y).

Demostracién. Cuando B es ortogonal, la parte (iii) del Lema 2.2.14 asegura que cuando
d(x,y) # 1, entonces ¢(x,y) = 0 . Como para cada z € V, se tiene que

(Qu)(w) = o5 3 el (u(y) — ().

y~zx

si ¢ sop(u) entonces u(x) = 0y ademés u(y) = 0 para cada y ~ z, lo que implica que
(Au)(x) = 0 y por tanto, que A es un operador de primer orden.
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Cuando p = A, aplicando la Regla de Leibnitz y la parte (iii) del Corolario 2.2.5, obte-
nemos que

A(uv) =div(V(uv)) = div(u® - Vo) + div(v® - Vu)
L~ a L~ a
= ulv+ % (du, (Vv)*) + vAu + % (dv, (Vu)®)
1 1
= uwAv+vAu+ % B(Vu, Vov) + % B(Vu, Vu),

donde se ha tenido en cuenta que por ser B ortogonal y compatible Vu, Vv € X*(T").

Para concluir, el corolario basta observar que si B es ortogonal y compatible y = A, el
coeficiente de la estructura Riemanniana es ¢ = ka” y por tanto, para cada u,v € C(V) y
cada x € V, se satisface que

B(Vu, Vo)(z) = (du, Vv) = (du, (a - dv)) = > alz, e)(du)(z, e) (dv)(z, e)

= 2‘:/ (u(y) - U(IE)) (v(y) - v(x)) EE: a(x,e)
= 2‘:/ (u(y) — u(x)) (v(y) — v(x)) k(z,y)a” (z,y)
= Z;C(x, y) (u(y) — w(@)) (v(y) —v(x)). B

Podriamos haber demostrado directamente, sin acudir a la expresion explicita del Lapla-
ciano, que bajo las hipotesis del corolario, A es un operador de primer orden. Observemos
que en este caso, para cada u € C(V),

~ 1 ~ 1 ~ 1~

Au =div(a-du) = = ((pa-du)* t) = —((pna)® - du, t) = —(du, (na)® - t).
v v v

Si consideramos el campo w de componente (ua)®, resulta que w € X*(I") y satisface que

para cada u € C(V)
_1ouw _1 8_“#. (2.8)
vow v ow

Reciprocamente, si w € X*(I") y su funcién componente w satisface que w(z,e) > 0 para
cada e € E,, entonces w~! puede interpretarse como la funcién coeficiente de una métrica
ortogonal sobre I', tal que si consideramos g = A y v una medida densa, el Laplaciano
correspondiente satisface la identidad (2.8). En definitiva como operador en diferencias, los
Laplacianos correspondientes a estructuras Riemannianas cuya métrica sea ortogonal no sélo
son de primer orden sino que ademas son indistinguibles de los operadores derivadas segin

Au

campos simétricos y positivos. Recuérdese que siw € X*(T"), el operador ™ es autoadjunto
w

10
en L y por tanto, el operador o es autoadjunto en L(v).
v Ow
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Llegados a este punto, es conveniente hacer algunas puntalizaciones sobre la terminologia
empleada. En primer lugar, cuando v = u = A, la definicién de operador de Laplace de una
variedad Riemanianna discreta es el andlogo discreto del concepto de operador de Laplace-
Beltrami de una variedad Riemanniana continua, mientras que el caso v = u corresponderia
a la expresion de este operador en coordenadas, donde p tiene el papel del determinante de
la métrica.

Por otra parte, con excepciéon hecha de las aplicaciones a la construccién de esquemas
en diferencias finitas para problemas de contorno elipticos, los casos abordados en la litera-
tura corresponden a la situacién en la que la estructura Riemanniana (B, u) satisface que
1= Ay que B es ortogonal y compatible. El caso particular v = A conduce al denominado
Laplaciano combinatorio (ver fundamentalmente [11] y [15]). Si tomamos v la medida densa

definida como v(z) = / c(x,y) dA\(y), entonces el Laplaciano determinado por v y por (B, \)
v

es precisamente el denominado Laplaciano probabilistico asociado a un camino aleatorio
reversible cuya distribucién estacionaria es v (ver por ejemplo [11, 15, 18, 28, 35]). Por
supuesto, esta nocién puede ser generalizada: si suponemos que la funcién coeficiente de
la estructura Riemanniana (B, ) es no negativa, podemos definir Laplaciano probabilistico

considerando de nuevo v(z) = / c(x,y)d\(y). En este caso el Laplaciano probabilistico
v

estd asociado a caminos aleatorios reversibles que no son necesariamente del tipo “entorno
més cercano” (ver por ejemplo, [1, 42, 62]). Esta eleccién también puede interpretarse como
el andlogo discreto de la nocién de variedad Riemanniana pesada utilizada en [3, 34].

Por 1ltimo, senalaremos que la nocién de Laplaciano normalizado, que ha sido introducida
recientemente en los trabajos [16, 18], serd abordada en el siguiente capitulo, donde ademads
se la relacionara con la nocién de operador de Laplace dada en esta memoria. Solamente
diremos aqui que este concepto se corresponde no con un operador de Laplace-Beltrami sino
con un operador en diferencias que contiene un término de orden 0 y cuya parte principal es
nuestro operador de Laplace.

Concluiremos esta seccién determinando la expresion del operador de Laplace sobre la
reticula uniforme n-dimensional, I',,, asociado a las métricas uniformes descritas al final del
primer capitulo. Supondremos que el tamano de la reticula es h > 0 y en este caso tomaremos
=\, v =hA\y denotaremos por A(z) a la inversa de la matriz de la métrica en el vértice x
y por a su funcion componente. Por tanto, la funcion coeficiente de la estructura métrica esta

1
dada por la expresién c(z,y) = : > <a(x,y,z) +a(y,x, z) — a(z,a:,y)), sixz # y y como
zeV
1
ademads I, no tiene tridngulos, c(z,y) = 5 > (a(:z:,y, z) +aly, x, z)) cuando d(z,y) = 1.
zeV

De acuerdo con las asignaciones establecidas al final del capitulo precedente, considera-

remos A(x) = 9 con ag > 0 si x € §(R,), mientras que si z € R,, haremos la asignacién
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A(z) = + M(n;a,b,c,d), es decir

(e b "0 b a T od e

b b d ¢ d

1 b b : d d

A I a c

@) =714 4 ¢ a b b |’

c o d b - a b

e d - db - b oal

donde a > max {b +d—cb—d+c,—(n—1)b+d)—c,(n—1)(d—b) + c}. Por supuesto,
segun la propiedad (iii) del Lema 1.3.21, el campo de matrices asociado a la métrica estd dado
por las identidades M(x) = % siz € §(R,) vy M(z) = hM(n; A, —B,—C,—D) si x € R,
donde A, B,C y D estan descritos en el mencionado lema. En lo sucesivo denominaremos
estructura Riemanniana uniforme de tamano h a la determinada por la medida cardinal y
por la métrica uniforme asociada al anterior campo de matrices. Ademas, denotaremos por
A, al operador de Laplace asociado a esta estructura métrica y a v = hA.

De especial importancia en el desarrollo de esta memoria seran las estructuras uniformes
correspondientes al caso en el que b, c,d < 0, para el cual la condicion sobre los coeficientes
es equivalente a que a + ¢+ (n — 1)(b+ d) > 0, es decir el caso en el que A(n;a,b, c,d) es
una matriz de Stieltjes diagonalmente dominante de forma estricta.

Para determinar la expresion de A,, es necesario analizar con un poco de detalle V,,, el
conjunto de vértices de la reticula uniforme n-dimensional I",,. Recordemos que

Vn:{h(il,...,in):ogijgmj, j=1,...,nei; =0 06 m; para un indice a lo sumo},

y observemos que se tienen las identidades

V, = Ry U 8(RS)US(R,) = Ry U (O L;) US(R,) = R, U <O U L:f) US(R,),

r=1 r=14=0
donde
Ry = {h(ir,...,in) € Vo :1<i; <my—1, j=1,...,n},
(R,) = {h(z’l, oo yip) € Vi, 145 =0 6 my, para exactamente un indice j}
Ry= {h(ir,... i) €Vi:2<iy<m;—2, j=1,...n},
I(RS) = {h(il,...,in) eV, :1<i; <m;—1 para todo j
e i, =106 m; — 1, para algin j},
LT = {h(z’l, <oy in) € 0(RS) - existen exactamente r subindices jy, ..., jr,
tales que i;, =1 6 m;, — 1, ,s:l,...,r}, r=1,...,n;
Lnt = {h(z’l, ..., iy) € L' : existen exactamente ¢ subindices ji, ..., ji,

tales que i;, = 1, s:l,...,t}, t=0,...,r
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Ademas, para cada x = h(iy,...,i,) € V,, definimos los conjuntos
Via)= {yeViiy=hlin,....i; %1, i), j=1,...n}f
Vi) = {yeViry=hlin,....i;£2,...,in), j=1...,n}
V2(z) = {ern y=h(i,....5, £1,...;i,£1,...)4,), ms=1,...,n, 7"7&8};
V3(a) = {yeViiy=hlis,....ir £ 1, i F 1. in), rs=1,....n, r#sh

Six E}%n, entonces [V1(z)| = |V*¢(z)| = 2n, |[V*(z)| = |V?4(z)| = n(n — 1) y si
u € C(V,), el laplaciano de u en x esta dado por la expresién

A u(r) = f;(a+c+(n—1)(b~l—d)) > u(y)

yeVi(z)
1
~ o (c S ou(y)+20 D uly)+2d D u(y)) (2.9)
yeV2:e(x) yeV2b(z) yeV2d(z)

n

3 (2a+c+ (n—1)(b+ d)) u(x)

Si x € §(R,), entonces |V1(z)| = |V>(z)] = 1, |[V*(x)| = [V?¢(z)] = n — 1y si
u € C(V,), el laplaciano de u en z esta dado por la expresién

A u(r) = 2—22 (a +ct+ag+ (n—1)(b+ d)) yeg;(m) u(y)

— 222(0 Souly)+b D> uly)+d D u(y))

yeV2e(x) yeV2:b(x) yeV2d(z)

1
~ o (a + ag) u(x)

Si z € L7 entonces |[Vi(z)| = 2n, |V1(z) \ §(R,)| = |V*(z)| = 2n — r, mientras que

V20 (x) \ 0(Rn)| = 2 (n;r) +r(n—r)+ (;) + <T5t>

_ (n—1)(n—r)—|—%(t(t—l)—i—(r—t)(r—t—l));
[V22() VO(R)| = r(n — 1) + 2t(r — 1);

n—r

V24(2)\ §(R,)| = 2 ( 9 > +rn—r)+tlr—t)=(n—-1)(n—r)+t(r—1t)

V24(2) N §(R,)| = r(n—r) +2 Kg) + (7" ) t)] (=)t —1) 4+ (=) —t—1).
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Por tanto, si u € C(V,,), el laplaciano de u en z estd dado por la expresién

1
Au(r) = o5 (atet(n=D0+d) > uly)
) YV (2)\d(Rn)
+ W(a—kc%—ag—l—(n—l)(b—kd)) u(y)
yeV(z)N§(Ry)

—#(czu@)w > utd Y u<y>>
(Rn)

yeV2:c(x) yeV2:b(2)NS(Ry) yeV2:4d(z)N§

—%(h > uwyrd Y u<y>)
\6(Rn)

yeV2:b(z)\6(Rn) yeV2d(z)

_ # (2n(2a+ ¢+ (n = 1)(b+d)) + r(ao — a)) u(x)

La expresién que acabamos de obtener para el operador de Laplace sobre reticulas n-
dimensionales, es similar, al menos desde el punto de vista formal, a la de los esquemas en
diferencias finitas sobre la reticula utilizados en la discretizacion de los operadores elipticos
de segundo orden. Mostraremos a continuacién que esta semejanza no es sélo formal y
que de hecho, el laplaciano asociado a la estructura métrica anterior se corresponde con la
discretizacion mediante esquemas consistentes en diferencias finitas del operador diferencial
con coeficientes constantes

n

i=1 1<i<j<n

donde a,b € IR deben satisfacer que a > max {l;, —(n— 1)?)} para que L sea eliptico. Sobre
cuestiones generales acerca de la construccion de esquemas en diferencias finitas para oper-
adores elipticos, pueden consultarse por ejemplo [31] y [48]. Siguiendo la terminologia alli
establecida, un esquema en diferencias para el operador L sobre los puntos de R,,, medi-
ante una plantilla centrada en un nodo z Eﬁin que involucre a aquellos otros nodos de R,
que disten a lo més 2 de x, es decir a los puntos de los conjuntos V(x), V2¢(x), V2*(z) y
V24(x) y que sea consistente de orden k, estriba en encontrar escalares aj, j=0,...,2n,
v, j=1,....2ny B;,0;, 5 =1,...,n(n — 1), tales que si u es una funcién suficientemente
regular y consideramos el operador en diferencias dado por la expresion

Lip(u)(x) = agu(r) + Z aju(z;) + Z ’VJ u(y;) + Z 6] u(z;) + Z dju(wy),

z;€V(z) y; €V2e( z2;€V2:b(g w;EV2:d(z)

entonces L(u) — Ly(u) = O(h*).

La hipdtesis de consistencia con el operador L antes definido, conduce a un sistema de
ecuaciones que deben verificar los coeficientes «a, 3;,7;,6;. Cuando k = 2, dichas ecuaciones
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implican la existencia de escalares «, 3,7,0 € IR tales que

aj= o, J=1,...

ﬂj: 6, ]:17

Vi= ]: A

6= 0, j=1,...
oo+ 2n(a+7) +n(n —1)(B+8) = 0;

hQ(a—l—4'y+(n—1)(ﬁ+5)) =
2h (5~ 8) =

o

,2n;
;n(n —1);
, 2n;
;n(n—1);

(2.10)

Por tanto, todos los esquemas consistentes de segundo orden para el operador L, estan

dados por los valores

~

(2.11)

u(y), (2.12)

b
1 . ~
a= o (2@—(n—1)b) — 4y —2(n—1)4;
= — > (4a—(n—1)b) +6ny +2n(n—1)5
= —53(da—(n ny + 2n (n ,
donde 7,6 € IR.
Por otra parte, para que un esquema en diferencias finitas para el operador L que sea de
la forma
Ly(u)(z) = agu(@) +a Y uly)+y Do uy)+8 D uly)+s Y
yeVi(z) yeV2e(z) yeV2L(x) yeV2d(z)

coincida, en los puntos interiores de la reticula con A,, el operador de Laplace sobre I',

(o]
relativo a la métrica uniforme cuyo campo de matrices sobre R, es hM~1(n;a,b,c,d), han

de satisfacerse, en virtud de la expresién (2.9), las identidades

a= h2(0z+27+(n—1)(5+5))

b= —h*p;
c= —2h%y;
d= —h%,

junto con ay = —n(Q(a +79)+(n—=1)(0+ 5)) Ademas como

a>rnax{b—|—d—c,b—d+c,—(n—1)(b—|—d)—c,(n—l)(d—b)—l—c},

es también necesario que se verifiquen las condiciones
a> 0
a> —n(B+90);
a> —4y—nf—(n—2)d;
a> —4y—2(n—1)d

(2.13)

(2.14)
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Las anteriores condiciones son también suficientes ya que si son satisfechas entonces basta
tomar la métrica uniforme determinada por hM~1(n;a,b, c,d) donde a,b,c y d estdn dados
por las identidades (2.13). En particular, las desigualdades (2.14) se cumplen si a > 0y
G,7,0 > 0. Este tipo de esquemas, denominados a veces esquemas de tipo positivo, son los
maés utilizados en la practica (ver por ejemplo [37] y [48]) y ademas, la correspondiente matriz
%M(n,a, b,c,d) es de Stieltjes y diagonalmente dominante de forma estricta, propiedades
que seran de utilidad en nuestro trabajo, como se pondra de manifiesto en los siguientes
capitulos. Sin embargo, los resultados anteriores tienen una utilidad muy limitada si no se
tiene en cuenta la consistencia del esquema L, con el operador L. El siguiente resultado
establece las conclusiones anteriores para esquemas consistentes de segundo orden.

Proposicién 2.2.18 Consideremos en IR" el operador diferencial eliptico con coeficientes
constantes "
L{u) =a) Upe +2b D U,
i=1 1<i<j<n
donde &,IA) € R satisfacen que a > max{i),—(n — 1)6}, el esquema en diferencias finitas
sobre la reticula uniforme de tamano h > 0

Ly(u)(z) = agu(z) + o D> uly)+y >, uly)+8 D, uly)+d >, uly)

yeVi(z) yev<(z) yevb(z) yeV2d(z)

y supongamos que Ly es consistente de sequndo orden con L. Entonces, la condicion nece-
saria y suficiente para que sobre I',, exista una una estructura Riemanniana uniforme de

tamano h cuyo laplaciano es tal que A, = Lj, sobre R,, es que se satisfagan las desigual-
dades

- 2a 1 A ~ 1 .
b<m, 27+(n—1)(5<4—h2(2a—(n—1)b> Yy 27—6<4—h2(2a+b>

en cuyo caso
1 N 2 7 2 2 2 2
A(z) = 2hM(n; 24 — 4h*y, —b — 2h*6, —4h*y, —2h75), 1z €R, .

Demostraciéon. Los comentarios anteriores determinan que la condicién necesaria y sufi-

ciente para que L, = A, sobre R, es que se satisfagan las desigualdades (2.14). Ademas, si
el esquema (2.12) es consistente de segundo orden entonces, aplicando las identidades (2.11),
resulta que las desigualdades (2.14) son equivalentes a las desigualdades

29+ (n—1)0 < 4}112(2&—(71—1)6);
2y —§ < #(mw),
0< %(2@%);

0 < 2%2(2&—("—1)5)7
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Como L es eliptico, entonces a > |ZA)] y por tanto la tercera desigualdad siempre se satisface,
de manera que la verificacion de las otras tres desigualdades constituye la condicién necesaria
y suficiente para que L, = A,. En este caso, teniendo en cuenta las identidades (2.11) y
(2.13) resulta que

~

1 - —1)b
a:h2<2h2 (2a—(n—1)b)_4’7—2(71—1)5+27+W2T)+2(n—1)5> =i —2h*y;

b
—h23 = —3 = h25; c= —2h2’y, y d= —h2%5. 1

Las condiciones establecidas en la proposicion anterior son de distinta naturaleza: mien-
tras que la primera depende sélo del operador diferencial L, las otras dos dependen del
tamano de la reticula. Es por ello que en la préactica, la tnica restriccién estd dada por
la desigualdad (n — 1)5 < 2a, ya que supuesta ésta satisfecha, las otras dos condiciones se
verifican para toda reticula de tamano suficientemente pequeno. Ademas, dicha condicién
se satisface autométicamente si b<0osin= 2,3, en virtud de la elipticidad de L, para

cualquier valor de b. Asf pues, en los casos bi y tridimensionales, todo esquema consistente
de segundo orden para un operador eliptico de la forma L(u) = a Z Uy, z; + 2b > Uga;,

1<i<j<n
coincide, en el interior de cada reticula de tamano suﬁcientemente pequeno, con el operador
de Laplace relativo a una métrica uniforme.

Aunque la condicién (n — 1)13 < 2a puede parecer algo restrictiva, se observa facilmente
que es necesaria para el esquema (2.12) sea consistente y de tipo positivo.

Proposicién 2.2.19 Consideremos en IR" el operador diferencial eliptico con coeficientes

constantes
=a Z Uy, + 2b Z uaczac] )

1<i<j<n
donde a,b € R satisfacen que 2a > max {2(), —2(n —1)b, (n — 1)(;}
! (2@—(72—1)[3) —4y—-2(n—-1)0, f=— b +dy
. 212 2h2
a0 =~ (4@ —(n—1) b) + 6nvy + 2n(n — 1) 9, entonces el esquema en diferencias finitas

FExisten v,6 > 0, tales que si o =

Ly(u)(z) = aqu(z) + o Y u(y)+7 Z U(y)+ﬂ doouly)+d > uly)

yeVi(z) yeV2e( yeV2:b(x) yeV2d(z)
es consistente de sequndo orden sobre R, y de tipo positivo. Ademds, la matriz
1 .
A= %M(n; 24 — 4h*y, —b — 2h*6, —4h*~y, —2h?6)

es de Stieltjes diagonalmente dominante de forma estricta y Lyu(x) = A,u(z) para cada

r ER,.
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Demostracién. En virtud de las identidades (2.11), la definicién de a y  implican que
el esquema Lj, es consistente de segundo orden. Ademsds, si el esquema es de tipo positivo
entonces A es de Stieltjes diagonalmente dominante y L;, = A, .

Sib > 0, para que el esquema L, sea de tipo positivo es suficiente considerar v, € IR
tales que

1 . - 1 . - 2

Sib<0 para que Lj, sea de tipo positivo es suficiente consideramos v, d € IR tales que

a b 1 ) .
s __§5§7>h2 (a—2(n—1)b—8h%y),

0<~<
=7= 2N Aln—1

~

b
t =—+4+02>0
pues en este caso [3 oh2 +02>0y

oh2a = 24— (n—1)b— 8h%y — 4h%(n —1)4§
= a—2(n—1)b—8h*y—4h*(n—1)0+a+(n—1)b>a+(n—1b>0. 1

n
Cuando L es un multiplo del operador de Laplace en IR", es decir L(u) = @ Y uy,,, con
i=1

a > 0 la eleccion de determinados valores de los parametros v, d corresponde a esquemas en
diferencias finitas sobre la reticula n-dimensional de uso frecuente. Mas concretamente, si
v =06 =0, L es el esquema estdndar de 2n+ 1 puntos (5 y 7 en los casos bi y tridimensional,

respectivamente) y ademds Lj = A, sobre I%Ln, donde A = % M(n;1,0,0) = %Id; mientras

~

que siy =0y d = #, Ly, es el esquema estdndar de 2n? + 1 puntos (9 y 19
6(n —1)h?
en los casos bi y tridimensional, respectivamente) y ademdas L, = A, sobre R,, donde
a
A=———M(n;6(n—-1),—-1,0,—1

En resumen, hemos demostrado que en los puntos interiores de la reticula n-dimensional,
todo esquema consistente con un operador eliptico con coeficientes constantes de la forma
L(u)=a i Ug,a; + 2% X Uz,z;, que sea de segundo orden y de tipo positivo, coincide con

i=1 1<i<j<n
un Laplaciano relativo a una estructura métrica uniforme y ademas hemos establecido una
condicién necesaria y suficiente para L admita un esquema de este tipo. Sin embargo, esto no
excluye el que existan esquemas consistentes que no sean de tipo positivo y que sin embargo
coincidan, en el interior de la reticula, con el Laplaciano relativo a una estructura uniforme;
es decir, esquemas cuyos coeficientes satisfagan las identidades (2.11) y las desigualdades
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~

- 2a b
que aparecen en la Proposicion 2.2.18. Por ejemplo, si b < _al y tomamos § = e
n —
7 b 1 A
y < é, ento?ces 2y+(n—1)d =2y — % < e (2&— (n — 1)b) y también
b 1 -
2v — 6 =2y + 2 < e (2& + b), por lo que aplicando la Proposicion 2.2.18, el esquema

(2.12) coincide en los puntos interiores de la reticula con A,, donde

1 . .
A = —M(n;4a — 8h*y, —b, —8h*y,b).
4h
En particular, sin =263y A= ﬁM(n; 4a, —l;, 0, IS), entonces A, es un esquema consistente
de segundo orden para el operador eliptico L, (cuando n = 2, éste es el esquema considerado
en [2]).

Hasta ahora hemos estudiado esquemas para el operador L que son consistentes de se-
gundo orden. Si consideramos esquemas que tengan un orden de consistencia mayor, nece-
sariamente k > 4 y en este caso, ademés de las ecuaciones (2.10), deben también satisfacerse
las siguientes

B+0= 0;
B—o= 0
a+ 16y = 0.

Asf pues, la posibilidad de que el esquema (2.12) sea consistente de cuarto orden sélo puede
presentarse si b = 0, pues en otro caso el anterior sistema es incompatible, lo que implica que

el operador L es un miltiplo del operador de Laplace en IR™. Por tanto, si L(u) = a Y uy,q,,
i=1

el esquema en diferencias finitas L;, es consistente de cuarto orden sii =0 =0y ag, @ y 7y
verifican las ecuaciones

ag= —2n(a+7);
h? (a+4v) = a; (2.15)
a4+ 16y = 0,
lo que implica que
. on 4 B 1
A =—550 a= %a, V=g O

n ~
En definitiva, los operadores elipticos de la forma L(u) = @ 3 Ug,e; +2b > Us,a,, s6lo
i=1 1<i<j<n

pueden adimtir esquemas consistentes de cuarto orden cuando b = 0 y en este caso poseen un
unico esquema con tal propiedad. Ademéds, como 6 = 0y v < 0, se satisfacen las condiciones

de la Proposicién 2.2.18, de manera que si consideramos A = @ M(n;7,0,1,0), entonces

6h
L, = A, sobre R,. Obsérvese que en este caso, la matriz A es ultramétrica y diagonalmente
dominante de forma estricta, lo que implica que el campo de matrices asociado a la métrica
uniforme es un campo de Stieltjes.
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2.3 La cohomologia de una variedad discreta

El objetivo de esta seccién es obtener algunos resultados acerca de variedades Riemannianas
discretas que tradicionalmente pertenecen al campo de la Topologia Algebraica. Algunos
conceptos de este ambito, como por ejemplo el de caracteristica de Euler, ya han sido uti-
lizados tanto en el presente capitulo como en el anterior. Un tratamiento de la homologia de
las variedades discretas, consideradas como C'W complejos unidimensionales o como espacios
triangulables unidimensionales, puede encontrarse por ejemplo en [46].

El uso de la terminologia y de las técnicas de la topologia algebraica en el analisis de
las redes proporcioné un tratamiento riguroso de las redes infinitas y se ha convertido en
estdndar (ver por ejemplo [24, 30, 56]). Sin embargo, este no es el caso para redes finitas y
la Uinica mencién de este lenguaje parece ser la definicién de cohomologia de un multigrafo
que se encuentra en [10].

Nuestra intencion es mostrar que la situacion en variedades Riemannianas discretas es
totalmente mimética al caso de variedades Riemannianas compactas: El analogo discreto de
la cohomologia de De Rham proporciona las propiedades fundamentales de la cohomologia
ordinaria en el ambito de la Topologia Algebraica. Por otra parte, este desarrollo confirmara
hasta que punto son adecuadas las definiciones que se han establecido en la seccién anterior
para los operadores en diferencias sobre una variedad discreta.

Para cada n € N, consideremos el espacio vectorial A"(T") definido como A°(T") = C(V) y
como A"(T') = A(T') para n > 1 y también la aplicacién lineal d,,: A"(T') — A"™(T") dada
por

J =27 si n =2k, k> 0;
" 27, sin=2k+1, k>0.

Si ademés, definimos d_1:{0} — A°(T") como la aplicacién nula, es inmediato compro-
bar que para cada n € N se satisface que d, od,_; = 0 o, de forma equivalente, que
Imgd, 1 C kerd,. Ademas, el operador dy coincide con d, el operador derivada introducido
en la Definicién 2.2.1.

Definicién 2.3.1 Denominaremos complejo de De Rham de la variedad discreta I" a
{0} 425 AO(T) 2o AN s ... o, gnei(p)dun

Para cada n € N, denominaremos n-ésimo grupo de cohomologia de De Rham de I" y n-ésimo
numero de Betti de I a H"(I') = kerd,,/Imgd,,_; y (3, = dim H"(I"), respectivamente.

Proposicién 2.3.2 5i ' es una variedad discreta con m componentes conexas, entonces
Bo=m, 1 =|E|—|V|+m y B, =0 para cada n > 2. En particular, se satisface que

oo

X(F) = Z(_Unﬁn

n=0
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Demostracion. Para cada n € N se tiene que 3, = dimkerd,, — dimImgd,_1, lo que en
particular implica que By = dim ker d,.

Si n = 0y consideramos uyq,...,u,, las funciones caracteristicas de las componentes
conexas de I, es claro que dichas funciones son linealmente independientes y ademas en
virtud de la parte (i) de la Proposicién 2.2.2, forman un sistema generador de kerd. En
definitiva, Gy = m.

Sin =1, kerd; = ker 7 = A%(I"), lo que implica que dimkerd; = |E|. Por otra parte,
dim Imgdy = dim A°(T") — dimkerdy = dim C(V) — dimkerd = |V/| — m,
lo que implica que 8, = |E| — |[V| + m.

Sin =2k con k > 1, entonces, kerd,, = ker 7 = A*(T") = Img 7° = Imgd,,_; y por tanto

Sin =2k+ 1 con k > 1, entonces, kerd,, = ker 7 = A*(T") = Img7* = Imgd, 1 y por
tanto (3, = 0.

Para finalizar, i(—l)"ﬁn =0o—bi=m—(|E|—|V|+m)=|V|—|E|]=x(). }

n=0

Corolario 2.3.3 La variedad discreta T es un bosque sit H' = {0}.

Supongamos que ahora consideramos sobre I" una estructura métrica (B, ) y una medida
densa v. Entonces, si denotamos por F al campo de aplicaciones lineales asociado a B y
teniendo en cuenta la identificacién de cada forma ® con el campo F~(®) (parte (vii) de la
Proposicién 1.3.10), resulta que cada endomorfismo H: A(I') — A(I") puede interpretarse
como el endomorfismo H: X(I') — X(I") dado por H = FLoHoF y de manera andloga todo
endomorfismo J: C(V') — A(I") puede interpretarse como el endomorfismo Jc(V) — x(T)

dado por J=F~ 1o J.

Teniendo en cuenta las identificaciones anteriores, podemos reinterpretar el complejo de
De Rham en términos del complejo

o~ o~ -~ -~

(0 -5 c(v) 2 xm) 2 S ()
donde es claro que se satisface que an o an_l =0, para cada n € N.

De la propia definicién se deduce que 80 coincide con V, el operador gradiente respecto
de la métrica B y ademas, si definimos d, = 0, entonces para cada n € N se tienen
las identificaciones Img dpq ~ Imgd,_1 y ker d, ~ kerd, y por tanto la identificacién
H™T) ~ kerd, /Imgd,_;.

Por otra parte, como podemos interpretar do como un opertador de L(v) en HB,pu) y
para cada n € N*, d,, como un endomorfismo sobre H(B, 1), tiene sentido considerar para
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cada n € N, ¢,, el operador adjunto de d,. As pues, si definimos 6_; = 0, se tiene el
siguiente complejo

{0} &5 L(y) S H(B, ) 2 oo 2 H(B, ) &

que satisface que 6,,_1 0 9, = 0, para cada n € N. Aplicando la Proposicién 2.1.11, resultan
las identidades

dp = —divy,, o1 = 2'1';1 om®oT, vy O = —2 T;l or®oT,, k>1
y por tanto, para cada n € N* también se satisface que
T,o06,0F = FoanoTu.

Observar que para cada n > 1, el operador ¢,, depende sélo de la estructura métrica y no de
la medida densa v.

En el resto de la seccién supondremos fijadas sobre I' una estructura Riemannianna (B, )
y una medidad densa v y denotaremos por F al campo de aplicaciones lineales determinado
por B.

La analogia con el caso continuo permite introducir el siguiente concepto relativo al caso
n = 1.

Definicién 2.3.4 Denominaremos operador rotacional, respecto de (B, u) al endomorfismo
rot, - H(B, ) — H(B, 1) determinado por la identidad rot, , = d; 0 Fo T 1.

Si f € X(I'), el campo rot, f serd denominado rotacional de f y un campo g € X(I') se
denominara campo irrotacional si rot, g =0.

En lo sucesivo, puesto que la estructura métrica esté fijada, eliminaremos en la escritura del
rotacional los subindices B y p y la expresion respecto de (B, p).

Proposicién 2.3.5 El rotacional es un operador autoadjunto que satisface las siguientes
identidades:

rot:2lelo7rsoF:T;10Foal, divorot=0 y rotoV =0.
Ademids, ker rot = kerd, = F~1(x*(I)).
Demostraciéon. Como §; = 2 T;l om*oT,, entonces rot = 2 T;l o m®*oF y de esta identidad
y de la Proposicion 2.1.11, se deduce que

rot*:2T;1oF_1oFo7rsoT;loFoT“:2T;10 7% o F = rot.
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Por otra parte, divorot = —dgo0d; 0F o T;l = 0, mientras que
rotoV = <2T;107TSOF> oF 'od, = —4T;107r807ra =0.

Por otra parte, como T;l o F es un automorfismo, resulta que kerrot = kerd; y como

di(f) = 2F1((F(f))*), resulta que f € kerd, sii F(f) € X%(T). 1

Corolario 2.3.6 Una variedad Riemanniana discreta I' es un bosque sii todo campo irrota-
cional es gradiente o de forma equivalente todo campo solenoidal es el rotacional de otro
campo.

Demostracién. Aplicando el Corolario 2.3.3, T es un bosque sii H'(I') = {0} y esta
condicion es equivalente a la identidad Img dy = kerd;. Como kerd; = ker rot, resulta que
un campo f es irrotacional sii f € Img dy = Img V., es decir sii f es gradiente. Por otra
parte teniendo en cuenta que dg y d; son adjuntos de do y d respectivamente, aplicando la
Alternativa de Fredholm, la identidad Img dy = kerd; es a su vez equivalente a la identidad
Img §; = ker &yg. Como §y = —div, resulta que si div(f) = 0, existe g € X'(I") tal que tal que
41(g) = f. Tomando ahora h = - F~!(g), resulta que rot(h) = §;(g) =f. 1

Obsérvese que el resultado anterior estaba ya contenido en la parte (iv) de la Proposicién
2.2.11, pues rot(f) = 0 sii F(f) € X%(I'), o de forma equivalente, sii Mf € X*(I") donde M es
el campo de matrices determinado por F.

Definicién 2.3.7 Para cada n € N, denominaremos Laplaciano de Hodge al operador A,
determinado por la identidad

An - 6n o an + an—l o 571—1-

Obsérvese que Aq es un endomorfismo sobre L(v), mientras que para cada n € N*, A, es un
endomorfismo sobre H(B, ).

Proposicién 2.3.8 Se satisface que Ay = —A y Ay = rotoTio F~2orot — Vodiv. Ademds,
para cada n € N*, A, es un operador autoadjunto semidefinido positivo y si f € X)),
entonces Ap(f) = 0 sii 6,—1(f) = dp(f) = 0. En particular, A;(f) = 0 sii div(f) = 0 y
rot(f) = 0.

Demostraciéon. Sin=0,comod ;1 =0y d_, = 0, resulta que

AOZ(S()OHO:—C“VOV:—A.



La cohomologia de una variedad discreta 73

Sin =1, la expresion para A; se deduce de las identidades

5o = —div, do =V, Sp=rotoF 'oT, vy alzTMoF’lorot.

Sin > 1, el que A, es autoadjunto es consecuencia de ser d,, y d, adjunto uno de otro.
Por otra parte, si f € X(I'), entonces

[ B dn= [ B, odu(f).f)dp+ | B(duiob,i(f).F)du

= [ B, du6)) du+ [ B(du-(F).duoa(F))

lo que implica simultdneamente que A,, es semidefinido positivo y que ademés que A, (f) =0

o~

sii /v B(d,(f), dn(f)) dpu = /v B(0n_1(f), 0,_1(f)) dw = 0, es decir sii se satisface que d,,(f) = 0

Y 0n—1(f) = 0. Por ltimo, la particularizacién a n = 1 se obtiene observando que § = —div
y que dy(f) = 0 sii rot(f) = 0.

La proposicion anterior sigue siendo valida en el caso n = 0, concretamente la Proposicion
2.2.13, muestra que Ag = —A es un operador autoadjunto y que si u € C(V'), entonces
Ag(u) =0sii 0= V(u) =do(u).

Proposicién 2.3.9 (Teorema de descomposicién de Hodge). Para cada n € N* se tiene la
descomposicion ortogonal

X () =ker A, & Img d, 1@ Imgd,,.
Demostracion. Supongamos en principio que n > 2. Probaremos primero que la descom-
posicién es ortogonal. Consideremos pues f,g,h € X(I') y supongamos que f = d,—1(f'),

g = 0,(g') con f',g € X(I'). Sihe X() es tal que A,(h) = 0, entonces d,(h) =0y
dn—1(h) =0, lo que implica que

/‘/B(h,f)du: /VB(h,an_l(f'))dM:/VB(an_l(h),f')dM:o,
/| Blhg)du= [ Bihou(g)) du= [ B(du(h).g)dn=0.

Como ademds /v B(f,g) du = /‘/B(an,l(f'),én(g’))d,u = /v B(d,.(d_1(f)), &) dpu = 0, resul-

ta que los subespacios ker A,,, Img dp1 y Imgd, son ortogonales entre si. En particular,
~ i
Imgd,,_1 & Img), C (ker An> . Por otra parte, de la definicién del operador A,, se obtiene

que Img A,, C Img dp1 @ Imgd,, y como A, es autoadjunto, resulta que

Img d, 1@ Imgé,, C (ker An)L =Img A, C Img dpoy @ Img d,,,
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lo que implica que Img A, = Imgd,,_; @ Imgd, v en definitiva que
1 .
X(T) =kerA, ® (ker An) =ker A, ® Imgd,,_; & Imgd,,.

La demostracién para el caso n = 1 es andloga a la anterior, sustituyendo el campo f' € X'(I)

por la funcién v € C(V) e / B(d,—1(h),f") du por / do(h)udy = —/ div(h) udv. 1
v v v

Nuevamente el resultado de la proposicion anterior sigue siendo vélido para el caso n = 0,
sustituyendo X' (I') por C(V'). Concretamente, aplicando la Alternativa de Fredholm, tenemos
que

C(V)=kerVe& (ker V)L = ker A & Img div = ker Ay @ Img dy = ker Ag & Imgd_; & Img 6.

Por otra parte, el Teorema de descomposicion de Hodge en el caso n = 1 representa, no
s6lo una solucion efectiva sino el contexto adecuado a la cuestién principal esbozada en
[36], relativa a la descomposicién de un grafo o una red (puramente resistiva) en una parte
irrotacional, otra solenoidal y otra simultaneamente irrotacional y solenoidal. De hecho,
tenemos el siguiente resultado, que es mucho més concreto que el planteado en el trabajo
mencionado.

Corolario 2.3.10 Para cadaf € X(I") ezisten una funcion, u € C(V) y campos g,h € X (),
tales que f = Vu +rot(g) + h y donde div(h) =0 y rot(h) = 0. Ademds, los campos h, Vu y
rot(g) estdn univocamente determinados.

Demostraciéon. Aplicando la descomposicién de Hodge a f, existen unos unicos campos
h,f1, g1 tales que f = h+f; +g; v que ademés satisfacen que Aj(h) =0, f; = Vuy g1 = d1(g’)
para ciertos u € C(V) y g € X(I'). Como A;(h) = 0 es equivalente a que div(h) = 0y
rot(h) = 0 y ademds d; = roto T, o F~!, para concluir basta tomar g = i F(g). 1

Proposicién 2.3.11 Para cada n € N se verifica que kerd, = ker A, & Img d1 y por
tanto que H"(I') ~ ker A,,. En particular,

H'Y(T) ~ {f € X(I') : div(f) =0 y rot(f) =0}

y para cada n > 2, A, es un automorfismo sobre H(B, u). Ademds, Ay es un automorfismo
sit I' es un bosque.

Demostraciéon. Si suponemos demostrado que dado n € N, ker an = ker A,, ® Img an,l,
entonces H"(I") ~ kerd, /Imgd,,_1 ~ ker A,,. Como para cada n > 2, H" = {0} esta iden-
tidad implica que A,, es inyectivo y por tanto un automorfismo, mientras que la conclusién
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para n = 1 se deduce de que A;(f) = 0 sii div(f) = 0 y rot(f) = 0. Por otra parte, A; es un
automorfismo sii H*(T') = {0}, es decir sii I" es un bosque, en virtud del Corolario 2.3.3.

Sin = 0, la igualdad ker dy = ker Ao @ Imgd 1 es consecuencia de ser ker V = ker A,
mientras que si n > 1 la identidad kerd, = ker A, @ Img d,,_1 se deduce de las igualdades

~ ~ ~ 1 ~
kerd, @ Imgd, = kerd, ® (ker dn> =X(T") = ker A, ®Imgd,,_; ® Imgd,

y de ser los subespacios de la derecha de la ultima igualdad ortogonales entre si. 1

El que A,, sea un automorfismo para n > 2, permite contemplar el Teorema de descom-
posicién de Hodge como una generalizacién de la descomposicién de un campo en parte
simétrica y parte antisimétrica.

Corolario 2.3.12 Para cadaf € X(I') existen unicos campos f1,f € X*(I') y g1, g2 € X*(I)
tales que
Ademas, f =0 sii (- f)* =F(f)® =0 o, de forma equivalente, sii (u-f)* = F(f)* = 0.

Demostraciéon. Sea k > 1 y consideremos n = 2k y m = 2k + 1. Entonces, se satisfacen
las identidades ker A, = ker A,,, = {0}, Imgd,_; = F~1(X*(I)), Imgd,,_; = F~1(x*(I)),
Img 6,, = %X“(F) y Img d,, = %XS(F). Si consideramos el campo i -F~1(f), la aplicacién del
Teorema de descomposicién de Hodge establece la existencia de uinicos campos f1,f; € X¥(T")
y 81,8 € X% tales que

1

1
; . Fil(f) = Fil(fl) + ;gl = Fil(gz) + pfg

Por otra parte, como f = 0 sii A,,(f) = 0, o equivalentemente sii A,,(f) = 0, del resultado
de la Proposicién 2.3.8 obtenemos que f = 0 sii d,,_1(f) = 6,(f) = 0 o equivalentemente, sii
dp—1(f) = 6, (f) = 0. Como
_ s 1 a T3 — a 1 s
dn1(f) = FTH(F(F)*), d0u(f) = p (- £)% dna(F) = FH(F()Y) v (f) = o (k- 17,

obtenemos que f = 0 sii F(f)* = (u - f)® o, de forma equivalente, sii F(f)* = (u-f)* =0. 1

El resultado del corolario anterior podria haberse expresado de forma equivalente medi-
ante las identidades

A(I) = p&x*() ® F(&*(T)) = F(&*([)) ® p (),

donde las descomposiciones no son, en general, ortogonales. Obsérvese que sin embargo,
las anteriores descomposiciones son ortogonales respecto al producto interno inducido por la
estructura Riemmanniana (B!, u~1).
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Finalizaremos esta seccién particularizando los resultados anteriores al caso en el que B
es una métrica ortogonal y compatible y u = A, es decir a redes puramente resistivas. Esta
situacion incluye el caso en el que la estructura métrica es la candénica y puede considerarse
como una extension de los resultados relativos a la descomposicion ortogonal de un multigrafo
y a su cohomologia que aparecen en [10]. En dicho trabajo se presenta el siguiente complejo

~

{0} > (V) % ¢(B) - {0},

donde d representa el operador derivada relativo a una orientacién sobre I'. En nuestro
lenguaje, el anterior complejo resultaria de sustituir el complejo de De Rham por

{0} &5 o(v) 2% Av(r) 2 {0},

teniendo en cuenta que como A%(I') = kerds, la restriccién de d; a A%(I") es la aplicacién
nula y que ademds este espacio puede identificarse con C(E).

La propiedad fundamental que aparece cuando B es una métrica ortogonal y compatible,
es que en este caso m° y m conmutan con F (parte (iii) de la Proposicién 1.3.15) y por tanto
para cada n € N* se satisface que an =d,. Ademaés, como pu = A, para cada n € N*, d,, es
autoadjunto y por tanto 9, = d,,. En particular, esto implica que rot = 27°oF = 2F o 7*,
ker rot = X%(T'), rot> = 2F o rot y ademds que

A1:510814—80050:FfzorotQ—Vodiv.

Por otra parte, para cada n > 2,
Ay =02+00 =200+ 0n1) =4(r" +7°) = 41d

y el Teorema de descomposicion de Hodge se reduce en este caso a la descomposicion de un
campo en parte simétrica y antisimétrica.

En particular, si B es la métrica candnica, entonces para cada k > 0, do, = 9o, = —2 7%,
dogr1 = dory1 = 27° y ademas rot = 27°. Ademas, se obtiene la siguiente identidad analoga
a la correspondiente al caso continuo

rot> = Ay + V o div,

que tiene la particularidad de que en el caso discreto rot? = 2rot.



Capitulo 3

Integracion sobre variedades
Riemannianas discretas

Una vez definidas las variedades Riemannianas discretas y desarrollado un célculo en di-
ferencias sobre ellas, para cubrir los objetivos generales de esta memoria, sera necesario
abordar un calculo integral sobre dichos objetos. Como el fin ultimo es el planteamiento y
resolucion de problemas de contorno discretos, pondremos especial énfasis en la construccién
de los andlogos discretos de las Identidades de Green. De todas formas, una reproduccién
fidedigna de las herramientas de la Geometria Diferencial en el contexto de las variedades
discretas, requiere detenerse en la cuestion de la integracién sobre curvas y recuperar asi
el concepto de circulaciéon de un campo sobre una curva, lo que conduce ademas a una
interpretacion discreta del Teorema de Stokes-Ampere o del Rotacional.

El primer paso corresponde a la nocién de curva en una variedad discreta. Una curva
consta de dos componentes: un camino, es decir una sucesion finita de vértices adyacentes,
y un campo, el campo tangente a la curva, soportado por el camino y con divergencia nula
excepto, quizd, en los extremos del mismo. Cuando la curva es cerrada, su campo tangente
es, en el contexto de redes eléctricas, un ciclo. La verificacion de la Ley de ciclos de Kirchhoff
en tales redes, nos ha inspirado la nocién de circulacién de un campo sobre una curva. Una
vez establecido este concepto, se deduce de forma inmediata el Teorema del Rotacional y
también la caracterizacién de los campos conservativos. En particular, se demuestra que
la tnica posibilidad de verificacion de un analogo del Teorema de Poincaré sélo es posible
si la variedad discreta es un bosque, lo que concuerda con el hecho de que éstas son las
unicas variedades discretas cuya homologia es trivial. Debe observarse ademés, que desde
el punto de vista geométrico, los bosques son los tinicos dominios con forma de estrella.
Estos resultados contrastan con los obtenidos, por ejemplo en [38, 55|, donde todo campo
conservativo es gradiente, debido a que la red se considera como el esqueleto unidimensional
de un complejo simplicial de dimensién superior.

La busqueda de un Teorema de la Divergencia, hace aparecer de forma natural el concepto
de campo normal a un subconjunto de vértices de una variedad discreta. La particulariza-

7
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cién del Teorema de la Divergencia al caso del operador de Laplace, conduce al concepto
de campo conormal al conjunto, relativo a la estructura Riemanniana. La consideraciéon
de estos campos sera bdsica para la obtencién de las Identidades de Green. La falta de
referentes generales en este contexto nos ha conducido a modular la presentacién de tales
identidades desarrollandolas primero para métricas ortogonales, conteniendo asi los resulta-
dos establecidos hasta la fecha y discriminando los diferentes tipos de identidades en términos
de las distintas elecciones de la frontera del dominio de integraciéon. La demostracion del
caso general requiere la positividad del coeficiente de la estructura métrica y se basa en la
construccién de una nueva variedad Riemanniana discreta para la cual su correspondiente
operador de Laplace contiene al operador de Laplace y al operador derivada conormal de la
variedad discreta original. Esta construccion tiene similitudes con la técnica de resolucién
de las ecuaciones en diferencias asociadas a problemas de contorno, donde las condiciones
que involucran derivadas se incorporan al sistema en diferencias.

3.1 Integracion sobre curvas

En esta seccién desarrollaremos los resultados basicos de integracién sobre curvas en varieda-
des Riemannianas discretas. Nuestro objetivo es definir y obtener propiedades de conceptos
tales como curvas, longitud de curvas, geodésicas e integracion de campos vectoriales a lo
largo de curvas.

El resultado maés relevante de la seccion consiste en obtener el analogo discreto de la ca-
racterizacion, en el modelo continuo, de los campos conservativos como campos gradientes.
Para ello, serd preciso establecer las versiones discretas de los conceptos de curva diferencia-
ble y de circulaciéon de un campo a lo largo de una curva. La diferencia fundamental entre
ambos modelos estriba en que mientras que en el caso continuo todo campo conservativo es
irrotacional, esto no ocurre en el discreto, de manera que quedaran caracterizados como cam-
pos gradientes aquellos campos irrotacionales que sean conservativos. Esta caracterizacion
se simpifica en el caso de métricas ortogonales y compatibles, que es el tnico considerado
en la literatura, donde ademas sélo intervienen campos antisimétricos. En este contexto, los
campos conservativos coinciden con los campos gradientes, pues hemos de tener en cuen-
ta que si una métrica es ortogonal y compatible todo campo antisimétrico es irrotacional.
Por otra parte, en el ambito de las redes eléctricas puramente resistivas, la nociéon de circu-
laciéon permitiria una descripcién sencilla de las leyes de Kirchhoff, al estilo de la formulacién
presentada en [42].

A lo largo de la seccién consideraremos fijados (I, B, i), una variedad Riemanniana dis-
creta, v una medida densa y los espacios con producto interno inducidos, L(v) y H(B, u).
Asimismo, consideraremos F el campo de aplicaciones lineales determinado por la métrica
B, M y A los campos de matrices asociados a F y a F~! respectivamente y a € C(I' x I') la
funciéon componente de A. Supondremos también que I' tiene m componentes conexas, que
denotaremos por Vi, ..., V,,, respectivamente.
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A menos que se especifique otra cosa, todos los operadores en diferencias que considera-
remos en esta seccién serdn los inducidos por v y la estructura Riemanniana (B, u1), por lo
que como es habitual, evitaremos en su expresion los subindices relativos a estos datos.

Consideraremos también fijada la aplicacién £:V x V. — C(V) determinada por la
asignacion

— &y, siz,y€Vyparaalgin j=1,---,m;

1 €

Es claro que para cada x,y,z € V se satisface que

en otro caso.

S(x,x) =0, €(y7x) = _g(xay)a 5(1‘,3/) + 5(9) Z) = E(x, Z)

y ademads si x,y € V;, para cada f € C(V),

/, E(x,y)(2) [(2) dv(2) = f(x) = f(y). (3.1)

Vj

Definicién 3.1.1 Si n € N, denominaremos curva en I' parametrizada en I(n) o simple-
mente curva a toda aplicaciéon v: I(n) — V' x T(I") tal que sus funciones componentes ¢ y
¢, satisfacen las siguientes propiedades:

i) ¢ es un camino.
ii) ¢(n) =0 € Tym)(I') y paracada j =0,...,n — 1, ¢(j) € Te)(I') N Toj41)(T).

iii) Existe r(y) > 0 tal que para todo j € I(n — 1), u(c(j)) (¢(4),t(c(4))) = 27(y).

n
El camino c, el vector ¢(j) y el campo 4 = Y _ ¢(j), donde cada vector se identifica con un
=0
campo segun la asignacion (1.4), serdn denominados soporte de vy, vector tangente a 7y en j
y campo tangente de 7y, respectivamente.

Denominaremos inicio y final de v a los vértices ¢(0) y ¢(n) respectivamente y vértices
interiores de v a los vértices interiores de su camino soporte. Diremos que 7 es una curva
cerrada si su inicio y su final coinciden y simple si su soporte es un camino internamente
disjunto.

Six,y € V, denotaremos por C,, al conjunto de curvas con inicio en z y final en y y para
cada r > 0 por Cj, al conjunto de curvas con inicio en z y final en y tales que r(vy) = 7.

Obsérvese que si v € C,y, v ¢ es su camino soporte, entonces sop(y) C tre C V; para algin
j=0,---,m. Ademas, si h denota la funcién caracteristica de sop(%), entonces la propiedad
(iii) es equivalente a la identidad u (7,t) = 2r(7) h.
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Con objeto de clarificar el significado de la condicién (iii) en la definicién de curva,
supongamos ahora que una funcién ~: I(n) — V x T(I") de componentes ¢ y ¢, satisface
las condiciones (i) y (ii) de tal definicién. Entonces, fijado j € I(n — 1) resulta que el

vector tangente a 7y en j estd dado por ¢(j) = 3 a(e) e, lo que implica que la funcién
e€Ec(j)e(j+1)
componente del campo ¢(j) estd dada por

, _Jale) st x=cj) v e€ Eqeyri;
Jilw,e) = { 0, en otro caso,

de donde se obtiene que
ale), si x=c(j) ¥ €€ B

2(pf)"(z,e) = ple(g)) § —ale), si z=c(j+1) y €€ Eet);
0, en otro caso.

Si para cada j € I(n — 1) consideramos el escalar r(j) = M(CQ(J')) . > afe), la identidad
€& e(j)e(i+1)
anterior asegura que para cada x € V se satisface que

1
div(e(s))(x) = (b - ()" (2, €) =
V) 2z o)
es decir que div(¢(j)) = r(7) E(c(4),c(j + 1)). Asi pues, la condicién (iii) de la definicién de
curva establece que div(¢(y)) = r(v) E(e(y),c(j + 1)) para cada j € I(n — 1). Esto implica
que si v € Cyy, entonces div(y) = () E(x,y) y que en particular, si v es una curva cerrada
entonces 4 es un campo solenoidal, es decir, 4 € Hy(B, p).

(e () = £egin (@),

En la terminologia de las redes puramente resistivas, la funcién £(z, y) se denomina dipolo
de polos = e y (ver [56]), mientras que un campo f tal que div(f) = rE(x,y) con r > 0, se
denomina flujo de intensidad r de x a y (en la denominacién estandar, se requiere ademas
que f € X%(I")). Més generalmente, dados Fy, Fy C V, f € X(I") es un flujo de intensidad
r(f) de Fy a F; si div(f) > 0 sobre Fi, div(f) < 0 sobre Fy, div(f) = 0 sobre V — (F} U F3)
y r(f) = z}; div(f)(z) (ver [42]). Con esta nomenclatura, si 7 € C,,, entonces 4 es un

zZEl

flujo de intensidad r(v) de x a y que “localmente” es también un flujo de intensidad r(7),
en el sentido de que si v estd parametrizada en I(n) y ¢ es su camino soporte, para cada
j € I(n — 1), el vector tangente a v en j es un flujo de intensidad r(v) de ¢(j) a ¢(j + 1).

Por otra parte, la nocién de flujo de F} a F,, y en particular la de flujo de x a y, lleva
asociada implicitamente una cierta direccionalidad en el sentido de que f € X(I") es un flujo
de intensidad r de F7 a F; si y solo si —f es un flujo de intensidad r de F3 a Fy. En particular,
para cada r > 0siy € Cp, vy 72 € Cy,, entonces div(y,) = rE(x,y) = —rE(y, x) = div(—7,),
por lo que cabe preguntarse por la existencia de alguna relacién entre las curvas en Cyy y las

curvas en Cy,.

Para ello, supongamos que la aplicacién v: I(n) — V x T(I") de componentes ¢ y ¢, es
una curva en I'. Consideremos ahora la aplicacién v :I(n) — V x T(I") de componentes
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—cy ¢_, donde —c es el camino opuesto ac, ¢_(n) =0 € Ty = T_con)(I') y para j € I(n—1),

¢ (f) = Mt i(n — j = 1) € Ton)(T) N Ty 1y(T) = Toe(y(T) N Ty (T). Como

ademds para cada j € I(n — 1) se satisfacen las identidades

—c(7))(c_(g —c(7))) = c(n—7 ple(n —j — 1)) cn—jy— c(n—7
p(—c(5)) (e (5) t(=c(4))) = ple(n —j)) M) (¢n—j—1),t(c(n = 7))

= ple(n—j—=1))(e(n—j—1)tlc(n —j—1))) = 2r(7),

resulta que 7 es una curva con inicio en ¢(n) y final en ¢(0).

Lema 3.1.2 Para cada z,y € V y cada r > 0 se satisface que C), = {7_ 1y € C;y}.
Ademds, si~y es una curva en I, entonces (u¥y)* = —(uy_ )®.

Demostracién. La definicién de v_ dada anteriormente implica que {’yf 1y € C;y} CCp
y la igualdad de ambos conjuntos se concluye de la identidad v__ = ~.

Por otra parte, para cada j € I(n — 1) se satisface que
p(—=c(j)) e_(j) = ple(n —j = 1) e(n —j — 1),

lo que implica que (,u ¢ (j))a = —(u en—j— 1))a y en definitiva que

(w7_)° = z (ne_()" = —Z (nétn—j—1))" = —Z (o))" = — ().

A continuacién construiremos curvas elementales entre vértices adyacentes, lo que con
posterioridad nos permitira asegurar la existencia de curvas entre cualesquiera vértices de la
misma componente conexa de .

Lema 3.1.3 Sean z,y € V wvértices adyacentes, e € E,, y c el camino de longitud 1 con

extremos x e y. Entonces, si consideramos ¢(0) = @) e, el par v = (c,¢) es una curva
p(z

simple perteneciente a C;y. Ademds, se satisface que Ype = Vye Y que Ci,y puede identificarse

con el conjunto { > oale)e:pu(z) ¥ ale)= 2}. En particular, si T' es una variedad

€€ By e€Clyy
simple entonces, C;y = {Vze}-

Demostracién. Desde luego, se satisfacen las propiedades (i) y (ii) de la Definicién 3.1.1
donde, como n =1, I(n — 1) = {0}. Si consideramos j = 0, resulta que
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lo que implica que r(7,.) = 1. Ademas, la construccién de v,. asegura que

) p@) 22
<O = e Y= w) w@ ¢ aw)

de donde se concluye que Vze = Yye.

€,

Sivye Ci,y, necesariamente su camino soporte es ¢ y ademas §(y) = 0, lo que implica que
cada elemento de C,, quedan identificado con el vector (z) € T(I') N T, (T").

Siq(z) = X ale)e = v, como 2 = p(x) (Y(x),t(x)) = plx) X ale), resulta que v

EeEzy ec Ty
pertenece al conjunto descrito en el enunciado. Reciprocamente, si v es un tal elemento de
T.(T") y consideramos la aplicacién v de componentes (¢, ¢) donde ¢(0) = ﬁ vy ¢e(l) =0,

entonces el razonamiento efectuado para ~,. demuestra que v € C;y. Por ltimo, cuando I
es simple, E,, = {e}, por lo que C;y est4 identificado con {ﬁ e}, es decir, C;y = {Vze}. 1

Ahora, introduciremos las operaciones basicas entre curvas, que junto con la construccion
anterior seran las herramientas para determinar curvas entre vértices arbitrarios de la misma
componente conexa de V.

Definicién 3.1.4 Sean a« € Ry v1: [(ny) — V x T(I'), v9: [(ng) — V x T(I") curvas en
I' cuyas componentes son ¢; y ¢; v ¢2 ¥ ¢, respectivamente.

Denominaremos producto de a por v, a la aplicaciéon ay;: I(ny) — V x T(I') determi-
nada por (ay1)(j) = (c1(j), @¢1(j)), para cada j € I(ny) cuando aw > 0 y por ay; = ||y
cuando a < 0.

Si ¢y = ¢, lo que implica que ny; = ny, denominaremos suma de y; y - a la aplicacion
4721 (m) — V x T(T) dada por (11+72)(j) = (e1(7), é1(j) + () para cada j € I(ny).

Si c1(n) = c2(0), la aplicacion vy * ya: I(ny +ny) — V' x T(I') dada por
(Cl(j),él(j)), si 0 S.] <Ny,
(71 72)(7) = § (€2(0),¢2(0)), si j=na,

(c2(7),¢2(4)), st mi <j < mny+no,

serd denominada producto de v1 y s.

Observar v; 4+, = ¥2 +71 y que la primera componente de 7, * ¥, es precisamente el camino
producto c¢; * co. Ademds, —y = v_ y por tanto si a < 0, el camino soporte de a7 es el
opuesto del camino soporte de 7.

Por otra parte, es claro que si 3 es otra curva entonces (71 + 72) + 73 = 71 + (72 + 73)
y (71 % 72) * 73 = 71 * (72 * 73), entendiendo que, en cada caso, el término derecho de la
identidad tiene sentido sii el izquierdo tiene sentido y entonces se satisface la igualdad. De
esta forma podemos definir, cuando sea posible, v1 + -+ 7, ¥ 71 * -+ * Ya.
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Proposicién 3.1.5 Consideremos V;, j = 1,---,m, una componente conexa de I'. En-
tonces, se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si Y1,72 son curvas con el mismo camino soporte, entonces vy, + Y2 €s una curva y
ademds r(y1 +v2) = () +r(72).

i) Sixz,y € V; yr >0, entonces Cy, = TC;y y por tanto rCyy = Cyy. Ademds, para cada
a>0, r(ay) =ar(y).

ii) St x,y,z € V; y consideramos v1 € Cyy, V2 € Cy, entonces v, * 2 €s una curva sii
r(y1) = r(v2). En este caso, 71 * vy € Cypy y ademds r(y1 * Y2) = r(m).

Demostracién. (i) Sean 7y; y 72 curvas cuyo camino soporte es ¢ y cuyas segundas compo-
nentes son ¢; y ¢o. Es claro que la primera componente de v; + 7, es precisamente ¢ y que
ademés la segunda satisface la propiedad (ii) de la Definicién 3.1.1. Por otra parte, si I(n)
es el intervalo de parametrizaciéon de ambas curvas, entonces para cada j € I(n — 1) se tiene
que

plc(d)) (e1(G) + ea(d), tc(d))) = pled)) (e (h), 1(e(h))) + pled)) (e2(5), te(h)))
= 2r(m) +2r(),

lo que implica simultdneamente que y; + 742 es una curva y que 7(y1 + 72) = r(y1) + r(72)-

(ii) Un argumento andlogo al anterior, muestra que TC;y C C;,, para cadar > 0. Ademds,

si r > 0, el mismo razonamiento concluye que que %C;y C C;y y por tanto que Cy, C TC;y.
Que 7(ay) = ar(y) para cada a > 0, se deduce también con los mismos argumentos de (i).

(iii) Sea v = 7, * 72 y supongamos que I(n;) e I(nsy) son los intervalos de definicién de 7,
y 79, respectivamente. Desde luego, la primera componente de 7y es una curva de extremos
x 'y z, concretamente ¢ % ¢co. Si denotamos por ¢ a su segunda componente, entonces se
satisfacen las propiedades (i) y (ii) de la Definicién 3.1.1 y ademsés,

pu(e(9)) {e(4), t(c(3))) = uler(d)) (1(h), tler(h)) = 2r(n), 0 <j <m —1,

p(e(5)) (e(d): 1(e(h))) = plea(na = 7)) (ealm = 5), tea(m = ))) = 27(72), ma <j <mp — 1,

de manera que se satisface la propiedadad (iii) sii (1) = 7(72). B

Observar que si 71,7, son curvas y r € R, entonces el campo tangente a la curva rv; es
77,, mientras que el campo tangente a las curvas y; + 72 v 71 * 72, cuando las operaciones
tengan sentido, es y; + 5.

Proposicién 3.1.6 Se satisfacen las siguientes propiedades:
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i) St x,y son vértices distintos pertenecientes a la misma componente conexa de I', en-
tonces para cada r > 0, Cy, # (). Ademds, dada v € C.,, Si c es su camino soporte e
I(n) es su intervalo de parametrizacion, entonces para cada z € {c(j): 1 <j<n-—1}
ezisten y1 € Cy, y 2 € CJ, tales que 1 %2 = 7. En particular, toda curva es producto
de curvas simples.

ii) Para cada x € V', T, (') estd generado por el conjunto {,.(z) : e € E,}. Mds general-
mente, X (I") estd generado por el conjunto {¥,. :x € V, e € E,}.

Demostracién. (i) Sir =0, la curva v = (¢,0), donde ¢ es cualquier camino que une z e
y, es un elemento de Cy,. Sir > 0, para concluir que C;, # () basta demostrar que Ciy #£ 0,
en virtud de la parte (ii) de la Proposicién 3.1.5. Para ello consideremos ¢: I(n) — V un
camino de extremos x e y y para cada j € I(n — 1), ¢; € Eyjeirn) ¥ la curva 55 = Ye(je,
definida en la proposicién anterior. La parte (iii) de la Proposicién 3.1.5 muestra ahora que
VLK E Y EC;y.

(s
xy’

I(z) ={j € 1l(n):j>0yc(j) = z}.

Como I(z) # 0, podemos considerar i € I(n), el primer elemento de I(z). Definimos en-
tonces las aplicaciones v1: I (i) — V x T'(I") y y2: I(n — i) — V' x T(I") cuyas componentes
(c1,¢1) y (c2,¢2) estan dadas respectivamente por ¢1(j) = ¢(j), ¢1(j) = ¢(j) sij € I(i — 1),
c1(i) = (i), ¢1(i) = 0y por c2(j) = c(j +1), ca(j) = ¢(j +1i), j € I(n—1i). Es claro que
7 Y 72 satisfacen las condiciones de la Definicién 3.1.1 y por tanto v € Cp. ¥y 72 € Cuy.
Ademsds, necesariamente r(vy;) = r(vy) = r(72) y por tanto tiene sentido el producto 7y * o
que coincide con v, pues ¢1 * ¢ = ¢ y ademads (c(0), ¢2(0)) = (c(i), ¢(i)).

Supongamos ahora que v € Cl, , y consideremos z € {¢(j) : 1 < j <n— 1} y el conjunto

Para finalizar, supongamos que ¢ = ¢y % ¢o, donde ¢; es un camino internamente disjunto
con dominio de definicién I(7). Entonces, si z = ¢(i), resulta que i es el primer elemento
de I(z) y basta construir 74 € C,, ¥y 72 € C,, segun el criterio anterior. Ademads, como el
camino soporte de v, es precisamente ¢y, resulta que 7; es una curva simple. El resultado
general se deduce entonces por descomposicion de ¢ en producto de caminos internamente
disjuntos.

(i) Si v € T(T), entonces v = > v(e)e = ,u(2x) > v(e)Y,e(z). Por otra parte, si

ecE, ecE,
f € X(I') y consideramos f € C(I') su funcién componente, resulta que

f= 23 ue) Y f(r ), |

xzeV ecelE,

Corolario 3.1.7 Si para cada j = 1,...,m fijamos z; € V;, entonces el conjunto de fun-

ciones {{S(x, 21) aeviy .o {E(T, 2m) } eeva } es una base del espacio vectorial Img div.
TFz]

T#zZm
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Demostracién. Como para cada z € Vj, C;Zj # (0, si tomamos v € C;Zj, obtenemos que
div(y) = &(z, 2;). Por tanto, el conjunto de funciones dado en el enunciado pertenece al
espacio Imgdiv y ademas es facil comprobar que es un sistema libre. Como por otra parte,
consta de |V| — m elementos y este valor coincide con la dimensién de Imgdiv (parte (i) de

la Proposicién 2.2.10), resulta que el sistema en cuestion es base de Imgdiv. 1

Supongamos que h € C(V') satisface que / hdv = 0 para cada j = 1,...,m. Por la
Vj

parte (i) de la Proposicién 2.2.10, esta condicién es equivalente a que exista f € X (T") tal que
h = div(f). Desde luego, tal campo no es tnico, pues si f € X'(I") satisface que div(f) = h,
cualquier campo g en el conjunto f + Hg(B, 1) satisface también que div(g) = h (recordemos
que dim Hy(B, 1) > |E|). Los resultados anteriores permiten encontrar campos que satisfacen
tal propiedad:

Como h € Imgdiv, el corolario anterior implica que h =Y Y a, &(x, z;), con a, € IR.

j=1 zev;

z;£2j
Ademss, si x € V;—{z;} valorando los dos términos de la identidad anterior en z, resulta que
a, = v(z) h(x). Por tanto, si para cada j =1,...,m y cada z € V; consideramos 7, € C;Zj,

resulta que el campo f = > Y~ v(z) h(z) 7, satisface que div(f) = h. Desde luego, para
j:l IEEV]'
:L‘;éZj

cada xz € V, la curva 7, puede escogerse en C;Zj de forma arbitraria.
Definicién 3.1.8 Sif € X(I') y 7y es una curva, denominaremos circulacion de f sobre v al
numero real 1
fo = / MF)®. 4 d.
[£=5 (a0 5) dy

Diremos que f es un campo conservativo si la circulacion de f sobre cualquier curva cerrada
es nula.

Siy es una curva en I' y consideramos los campos t, = (uy)* y n, = —
establecer el siguiente analogo discreto del Teorema del Rotacional.

T (19)*, es sencillo

1
Proposicién 3.1.9 Sif € X(I') y v es una curva, entonces / f= 5/ B(f,t,) d\. Ademas,
¥ \%4

si los soportes de f y de v son disjuntos también se satisface que

rotf,n.) d :/f.
/Sop(f)< 7> K .

Demostracién. Como, respecto de la estructura métrica candnica, los subespacios X%(T")
y X*(T") son ortogonales, se satisfacen las identidades

[£=5 by du =5 [P ity dx = 5 [ (Me)dx = [ Bif) dx
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Por otra parte, si sop(f) Nsop(y) = ), entonces / B(f,¥) du = / B(f,%)du = 0 y por
\% sop(f)
tanto,

0= [ BEAdi= o [ (MO 5 d+ 5 [ (MF).5) du
_ Af+%/v<(Mf)S,7> duz/wf—2/v((Mf)s,n7)d/\

= /f—/(rotf, n,) dp.
¥ %4

El siguiente resultado establece las propiedades bésicas de la circulacion.

Proposicién 3.1.10 Sif € X(I') y v es una curva, entonces se satisface que / f=— / f,
gl

v
1
que f= a/f para cada o € IR y que / f= 5/ B(f, ) du cuando rotf = 0. Ademds, si
ary Y ¥ |4

g € X(I') entonces /(f+g) :/f—i-/g Y sty es otra curva entonces/ f:/f + / f
v v 8! T+ gl v

1

Yy f= /f + f cuando las curvas v+ v, y v * 11 tengan sentido.
Y*Y1 Y !

Demostracién. Como (uy)* = —(uy_ )% en virtud del Lema 3.1.2, de la ortogonalidad
entre los campos simétricos y antisimétricos, respecto de la métrica candnica, obtenemos
que

[f- 5 [Aman i) ax = 5 [ (e, (s ax

1

- _% V<(Mf)a7 (:u/y,)a> dA = _5 V<(Mf)a7;>/7> d,U, - _A f.

Por otra parte, como rotf = 0 sii Mf € X*(I"), resulta que

[£=5 J e ) du= 5 [ (M3 dn = 5 [ BEA)

Por tultimo, teniendo en cuenta que, cuando las curvas v+ y 7*7; tienen sentido su campo
tangente es ¥+, y que si a < 0, el campo tangente de ay es —ay_; el resto de propiedades
se deducen directamente de la linealidad de las operaciones involucradas en la definicién de
circulaciéon. 1

Proposicién 3.1.11 Un campo f es conservativo sii (Mf)* € Imgd. En particular, los
unicos campos simultaneamente irrotacionales y conservativos son los campos gradiente.
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Demostracién. Consideremos u € C(V) y f = du. Entonces, si v € C,y, en virtud de la
expresién (3.1) tenemos que

5 @A d = = [ wdvi) v = —r() [ wgep)dv = () (uly) = ula)

Por tanto, si f € X(T') es tal que (Mf)* € Imgd, entonces /f = r(7) (u(y) - u(x)) y en
v
particular, f es conservativo.

Reciprocamente, supongamos que f es un campo conservativo y fijemos z; € Vj, para

1

23 el valor / f no depende

cada j =1,---,m. Entonces, para cada x € V; y para cada y € C

1
25T

o=/ t=[f-]%
y1x(—"2) 71 Y2

Podemos pues considerar la funcién u; € C(V;) dada por

v
mas que de x y zj, puesto que si yy,7 € C, ,, entonces vy * (—72) € Czljzj y por tanto

uj(x) = /vf’ para cada x € V},

donde 7 es cualquier elemento de Czljx. La demostracion concluira si probamos que la funcién

u = f: u; satisface que du = (Mf)?, o de forma equivalente, que para cada g € X(I),

j=1
/V<au, g) du = /V((Mf)a, g) du. Para ello, en virtud de la segunda parte del Corolario 3.1.6,
serd suficiente demostrar la anterior identidad para los campos vectoriales de la forma 7,
donde «y es una curva con r(y) = 1 o, de forma equivalente, que / f = u(y) —u(z) para cada
curva tal que r(y) = 1. !

1
Zjx?

uj(y):/wwf:/nf—i_/vf:uj(x)—i_/vf.

Para finalizar, si f € X(I') es irrotacional entonces Mf € X%(I'), asi que f es conservativo sii
existe u € C(V) tal que Mf = du, es decir sii f = Vu. 1

Siy e C;y con z,y € V; y consideramos v, € C
y por tanto que

entonces se satisface que v, x v € Czljy

Obsérvese que si f es irrotacional y conservativo, la funcién v € C(V') tal que Vu = f
construida en la proposicion anterior estd caracterizada por esa propiedad y por satisfacer
ademds que u(z;) =0 para cada j =1,---,m.

Por otra parte, la proposicion anterior permite discriminar los campos irrotacionales que
no son gradientes: son precisamente los campos irrotacionales no conservativos. En el caso
particular de que la variedad discreta sea un arbol, la igualdad entre campos gradientes
y campos irrotacionales implica que en un arbol todo campo irrotacional es conservativo.
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Para obtener una demostracién directa de este hecho, observemos que si I' es un bosque y
para cada j = 1,---,m fijamos z; € V; entonces, para cada x € V; con x # z;, existe un
tnico camino internamente disjunto de extremos z; y . Si ¢ = xp, 21, "+, Tpp1 = 2 SON
los vértices de la traza de tal camino y denotamos por e; la inica rama incidente con z; y
Tjt1, €NLONCES Yz 0w = Vageg * ** * * Vane, €5 la Unica curva simple en Czlﬂ. El mismo argumento
utilizado al final de la demostracion de la proposicién anterior muestra que si para cada

f € X(I') definimos v € C(V') como u(z;) =0y u(z) = / f, para cada z € V; con x # z;j,

_ Vzjx
entonces du = (Mf)?, lo que concuerda con la propiedad de que, en un bosque, f es gradiente
sii Mf € X*(I"), es decir sii rotf = 0.

El resultado de la proposicién anterior permite caracterizar de forma sencilla los campos
conservativos cuando la métrica es ortogonal y compatible.

Corolario 3.1.12 S5i B es una métrica ortogonal y compatible, entonces los campos conser-
vativos coinciden con los campos cuya parte antisimétrica es gradiente.

Demostracién. Sif € X(I'), entonces el razonamiento anterior muestra que f es conserva-
tivo sii existe u € C(V) tal que du = (Mf)*. Ademds, si B es ortogonal y compatible, como
(Mf)® = Mf®, la anterior identidad implica que Vu = f*. 11

Definicién 3.1.13 Si v es una curva cuyas componentes son ¢ y ¢, denominaremos longitud
de v al namero real
1 & N .
() = 5 2 VB(E(), ¢4)) ple())-
Jj=0

Si x # y, diremos que y € C,, es una geodésica entre x e y si £(y) < {(§) para cada

Proposicién 3.1.14 Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Sivy es una curva y l(y) =0, entonces 4 = 0.

1
i) Siy es una curva simple, entonces ((7y) = 3 /V /B, ) dp.

ii1) Si 1 y 2 son curvas con el mismo camino soporte, entonces £(ry1) = |r|(y1), para
cadar € R, y l(y1 +v2) < l(m) + (). Ademds, en este caso se verifica la igualdad
st para cada j, los vectores tangentes a v1 y y2 en j son proporcionales.

w) Siy € Cy, yye €C,,, entonces £(y1 xv2) = £(71) + £(72).

v) Six #y, toda geodésica entre x ey es una curva simple.
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vi) Si I' es una variedad discreta simple y B es la estructura métrica canénica, entonces
las geodésicas estdn identificadas con los caminos cortos.

Demostracién. (i) Es claro que si ¢(y) = 0, entonces ¢(j) = 0 para cada j, lo que implica
que v = 0.

(ii) Si y:I(m) — V x T(T") es simple, entonces ¥(x) = ¢(j) si x = ¢(j) y Y(x) = 0 en
otro caso. Por tanto,

l\DIH

t(y) = B(c(5), ¢(4)) 1

1M

= 5.2 VBGE) A0 pleti)
%ﬂ/ 2/V (%,9)d

[\3|,_. N | —

(iii) Basta tener en cuenta las propiedades de las bilineales definidas positivas.

(iv) Basta observar que ¢(j) = ¢1(j) cuando j € I(n — 1) mientras que ¢(j) = é2(7)
cuando j =n,...,n+ m.

(v) Sea v € C,, y supongamos que : I(m) — V x T(T") con componentes ¢y ¢. Siy no
es simple, existe j € I(m) con j # 0, m tal que ¢(j) = ¢(i) para algin ¢ € I(j). Consideremos
ahora 4: I(m+1i— j) — V x T'(I") de componentes ¢ y ¢ definidas por

(c(k),e(k)), si k<,
(c(j+k—i),elk+j—1i), si k>i

Es claro que v € C;, v que ¢(i) # 0 pues div(¢(i)) = €(c(7), c(i + 1)). Entonces, se satisface

que
m+z 7

«“ BE(). 7)) u(els %iﬁm(y»:w

(vi) Sea v:I(m) — V x T(I') una curva simple de componentes ¢ y ¢. Si para cada
J € I(m—1) consideramos e; la tinica rama entre ¢(j) y ¢(j+ 1), necesariamente ¢(j) = «; e,

p(c(7))

ademés que ¢(y) = m. Reciprocamente, si ¢: I(m) — V es un camino internamente disjunto

con a; € IR, lo que implica que v € Ccl(O)c(m) sii oj = para cada j € I(m — 1)y

2
y consideramos ¢: [(m) — T'(I") definida por ¢(m) =0y ¢(j) = ) esijel(m-—1),
pu(c(j
entonces la aplicacién v de componentes ¢ y ¢ es una curva simple perteneciente a C 0)c(m)
y satisface que ¢(y) = m. En definitiva, cuando B es la métrica candnica, toda curva

simple tiene la longitud de su camino soporte. Como toda geodésica es una curva simple,
el razonamiento anterior muestra que las geodésicas estan entonces identificadas con los
caminos cortos. I
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3.2 El Teorema de la Divergencia

Supongamos que I' = (V, E, #) es una variedad discreta. Nuestra intencién en esta seccién es
reproducir el analogo discreto del Teorema de la Divergencia, sobre un subconjunto F C V'
y su frontera de vértices d(F'). El resultado debe ser compatible con el hecho de que cuando

F =V, entonces 6(F) = () y por tanto / div(f) dv = 0, para cada f € X(I") (ver la parte (i)
v
de la Proposicién 2.2.10).

Recordemos (ver la Seccién 1.1) que el interior, la frontera de vértices, la adherencia y la
frontera de ramas de F' C V, estan definidos respectivamente por

F={ze€F:S(z)C F),
S(F)={zecF:Si(x)NF#0}={zx eV :d(z F) =1},
F=FUG§F)={z eV dxF) <1},

IF)={ecE:0e)NF #0ybe)NiF)# 0},

donde S;(z) denota el conjunto de vértices adyacentes a x. Por otra parte, denotamos por
E(F) al conjunto de ramas cuyos extremos son vértices de F'y por E(F) a la unién de E(F)
con 0(F).

En la Seccién 1.1 definimos también tres subvariedades asociadas a cada F' C V. Con-
cretamente, consideramos la subvariedad generada por F', que denotabamos por I'(F), la
subvariedad generada por §(F'), que denominamos frontera y que denotabamos por I'(6(F))
y por ultimo la subvariedad adherencia de F, que denotdbamos por I'(F) cuyo conjunto de

vértices es I’y cuyo conjunto de ramas es E(F). A continuacién, asociaremos dos campos
vectoriales a las subvariedades frontera y adherencia de F.

En el resto de la seccién consideraremos fijada (B, pt) una estructura Riemanniana sobre I'
y como es habitual, denotaremos por F el campo de aplicaciones lineales determinado por B,
por M y por A los campos de matrices determinados, respectivamente, por F y por F~1, por m
y a las correspondientes funciones componentes de M y de A y por ¢ la funcién coeficiente de la
estructura Riemanniana. Consideraremos también fijada una medida densa v y denotaremos
por div, V y A, los operadores divergencia, gradiente y laplaciano determinados por la
estructura métrica y por v.

Definicién 3.2.1 Sea F' C V. Denominaremos campo tangente a 6(F') al campo t,., restric-
cién del campo caracteristico a 0(F'), es decir del campo caracteristico de I'(6(F')). Denomi-
naremos campo normal a F', y lo denotaremos por n,, al opuesto del campo derivada de la
funcién caracteristica de F.
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Lema 3.2.2 Para cada F C V', la funcion componente de n, estd dada por
—1, si xz€d(F) y ee€d(F),
n,(x,e)= 1, si x€d(F°) y ee€d(F),
0, en otro caso.

X*(T), n, = —n,. y (n,,t,) = 0. Ademds,

Por tanto, t, EXS(F)QX#(F) xeI)n
=0(F)UJ(F°) ysop(t,) =d(F).

t, =n, =0 y mds generalmente sop( )

Proposicién 3.2.3 (Teorema de la Divergencia). Dado F C V, para cada f € X(T') se
tiene que

/Fdiv(f) du:/é(Fc)mF,(u.fm dA:/é(F)<nF,(u-f)“) d).

Demostracién. Si g denota la funciéon caracteristica de F', entonces

/Fdiv(f)dl/: /gdlv 1/ (dg, f) 2/ n.,f)du= /V( n,., (p-)*dA

_ 2/pc n, (u- ) d)\+2/ (n., (i~ )% d.

Por otra parte, si f es la componente de f, tenemos que

UL YD SR ECOEED VD SR SEVEN L

z€8(F¢) ecd(F) xE€H(F°) yed(F) e€ELyy
== > D> > (- Hye)== > D (k- f)ye
yES(F) 2€6(F<) €€ Eny yeo(F) ecd(F)

= [ e G 1 A

El resultado se deduce sumando ambas expresiones. 1

Observar que si f € ié’( “(T"), el Teorema de la Divergencia se expresa en la forma

d'fd:/ ,fd:/ ) dp.
JLa@ydv=[ (o fdu= [ o6 dp

En particular, cuando I' es una variedad discreta simple, B es la métrica canénica y las
medidas @y v estdan dadas por p = Ay v = k- A, esta expresion coincide con la obtenida en
[54].

Concluiremos esta seccién con una consecuencia del Teorema de la Divergencia en el
caso de métricas ortogonales, que es el tinico caso contemplado hasta ahora en la literatura.
Ademas, este resultado servird de introduccién al andlisis de las Férmulas de Green que
abordaremos en la préxima seccion.
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Corolario 3.2.4 (Teorema de Gauss). Supongamos que B es ortogonal y consideremos el

1
campon, = — - (ua)® - n_. Entonces, para cada F' CV y cada u € C(V) se verifica que
F H F Y
v

/F(Au) dv = /5(Ff an N / S5(F) % dv.

Demostracién. Como Au = div(Vu), una aplicacién directa del Teorema de la Divergencia
conduce a la expresion

/F (Au) dv = /6 o (V0 ) N = /5 o ()" n, ) 0

En este caso, se tiene ademds que Vu = a-du, por lo que (uWVu)* = (,ua)sau y para concluir,
basta observar que

ou

.
on,

(nVu)*,n,) = ((pa)® - du,n,) = (du, (pa)® -n,.) = v

Debe observase que el Teorema de Gauss mantiene su validez si consideramos la variedad
simple subyacente. De hecho, para cada z € V

(&)o- ()0 23

1

v(x) Je

Kz, y)n, (2, y) (u(y) — u(z))

<M <M

e, y)n(z,9)(uly) — (),

. # . # 8u 8u
resulta que si sobre I'" consideramos el campo 9, = k-m,_ = —-c-n,, entonces — =

v r on. On,’
donde la primera derivada direccional se considera en la variedad r” y la segunda en I". Por
tanto, para cada u € C(V') se satisface que

/F(AU)dl/—/FC 877 /F)@anV

3.3 Identidades de Green

En esta seccion desarrollaremos teoremas integrales que representaran la contrapartida dis-
creta de los correspondientes al caso continuo. Los antecedentes de estos resultados aparecen
en la literatura de forma dispersa y un tanto incompleta y siempre referidos al caso de grafos
y métricas ortogonales y compatibles. Uno de los primeros resultados en esta direcciéon puede
encontrarse en [27] aunque la versién de las identidades de Green sea un tanto rudimentaria
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e ineficaz para nuestros objetivos posteriores. En esta misma linea, quiza la version mas ade-
cuada de las identidades de Green sea la presentada en [40] aunque, como quedard reflejado
posteriormente, no se ajuste a nuestros propdsitos.

El principal objetivo de esta seccién es elaborar versiones de las identidades de Green
que nos permitan abordar con eficacia la resoluciéon de problemas de contorno. Como an-
tecedentes debemos destacar [21] y [29], donde sélo se contemplan reticulas en IR* y IR?, [15]
y [17]. A nuestro entender la versiéon mas completa de las férmulas de Green y que engloba a
todas las anteriores, es la desarrollada en [5]. En otro dmbito, también debemos senalar que
las identidades de Green estan presentes en algunos tratamientos de esquemas en diferencias
finitas, sobre todo por lo que hace referencia a condiciones de contorno tipo Dirichlet (ver
por ejemplo, [43]).

Comenzaremos esta seccion presentando las versiones de las identidades de Green que
aparecen en [5] y en [40]. Cabe destacar que, en primera instancia, la obtencién de las
identidades se realiza aqui de forma simultdnea y empleando una técnica diferente a las
utilizadas en ambos trabajos. Concretamente, utilizaremos la idea apuntada en [54] que
consiste en seguir las pautas del caso continuo y aprovechar las propiedades del operador div
para hacer aparecer las identidades como consecuencia del Teorema de la Divergencia.

En el resto del apartado, consideraremos fijados una variedad discreta I' = (V. E,0),
(B, 1) una estructura métrica sobre I', ¥ una medida densa en V' y mantendremos el resto
de notaciones de la secciéon anterior.

Proposicién 3.3.1 Supongamos que B es ortogonal y consideremos F C V', el campo vec-

torial m, = ~ - (ua)® - n, y la funcion b € C(F x F) dada por

14

c(z,y), si (z,y) € 6(F) x o(F),
b(z,y) =

0, en otro caso.

Entonces, para cada u,v € C(V') se verifica que

—/F v(Au) dv = ; e b(x,y) (u(y) — u(x)) (v(y) — v(x)) A\ x A)(z,y) —/6(F) v ;::L dv
=5 o o) (a(0) = u(@) (o) = o)) AN x o) = [0S

Demostracién. Si consideramos la funcién h € C*(I') dada por h = (ua)®, entonces en
virtud de la parte (iii) del Corolario 2.2.5,

v(Au) = vdiv(Vu) = div(v*Vu) — %(811, (uVu)?*) = div(v*Vu) — %(81;, h - du),
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y aplicando el Teorema de la Divergencia obtenemos que

/FU(AU) dv = —%/F@v,h-am d/\+/6(F)<(USh) -du,n,)dX

1 — ~ ~
= 5 [ uh-dwyar+ [ ((@h)-du,n,)dr
2JF 5(F)

N P -
Como v* = v — v, resulta que ((v°h) - du,n,) =vv a—u — v (v* - du,n,) y las identidades
n

del enunciado se concluyen de las igualdades )

%/F@)? h - du) d\ = > c(z,y) (u(y) — u(:x)) (v(y) — v(a:))

) (u(y) = u(@)) (v(y) —v(@)),

8
<
7 g
(]
o)
=
<

+

“.d dv =
/5(F)(v u,m,) dv

NI = N~ N~ N =

Es importante destacar que en las dos identidades obtenidas en la proposiciéon anterior
solo intervienen los valores de las funciones u y v en los puntos de F'y por tanto se puede
suponer que u,v € C(F').

Cuando IT" es una variedad simple, las dos identidades obtenidas corresponden a las de-
sarrolladas en [5] y [40], respectivamente. Ademads, la expresién de la férmula de Green que

aparece en [27], corresponde exactamente a tomar la métrica candnica y el conjunto F' en
la segunda igualdad de la proposicién. Por otra parte, aunque ambas igualdades pueden ser
consideradas como versiones discretas de la Primera Identidad de Green, a nuestro juicio es
la primera de ellas la que se ajusta con méas fidelidad al caso continuo. Observemos que en
ambas identidades parece logico asimilar F' a un abierto del continuo por lo que las expre-
siones obtenidas sugieren dos versiones para su frontera: 6(F') y la frontera de vértices 0(F).
El hecho de que 6(F°) C F mientras que F'No(F) = (), es ya un indicio de que la versién que
involucra a F, F' y 6(F) se corresponde de forma més idénea con el caso continuo. Ademds,
la propia definicién del campo normal a 'y de derivada normal de una funcién también
sugieren que ésta es la interpretacion més adecuada, pues si x € §(F') para cada e € O(F),

u

el vector m . (z, e) denota una direccién de salida desde F'y a—(x) tiene en cuenta todos los
nF

valores que toma w en un entorno de x contenido en F', mientras que si x € 6(F°), n,(z,e)

u _ )
() no tiene en cuenta més valor de u sobre F' que el
F

denota una direccién hacia F*° 'y
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ﬂ(x) es un término de orden 0.
on,

Por tltimo, teniendo como objetivo el analisis de problemas de contorno, que serd abordado
en el siguiente capitulo, comprobaremos a continuacién que la version de la identidad de
Green que involucra a F' y a §(F) permitird integrar la derivada normal en una formulacién

compacta, lo que conducira a un tramiento mas operativo de los problemas de contorno.

que toma en el punto x, lo que implica que si u € C(F),

Fijados F C V y I'(F), la subvariedad adherencia determinada por F, consideraremos
la restriccién de la métrica B a dicha variedad y de las medidas p y v a F. Por abuso de
notacién seguiremos denotando tales restricciones por B, 1 v v respectivamente. Si A es el
operador de Laplace determinado por B, p y v sobre F(F )y b€ C(F x F) es la funcién
definida en la proposicién anterior, resulta que para cada u € C(F) y cada x € F

(Au)(x), si x € F;
(o) =

(NM@:}@gE?@WX“w_“@): _(;f)@%sixeﬂﬂ.

Con esta identidad, la primera igualdad de la Proposicion 3.3.1 se reduce a la Identidad de
Green de la Proposicién 2.2.13 aplicada sobre la variedad I'(F'), es decir a

[udvdy =~ [ bla,y)(uly)  ul@)) (vl) — o) dOx X))

y el Teorema de Gauss a la propiedad (iii) de la Proposicién 2.2.13 aplicada sobre I'(F), es
decir a /(Au) dv = 0.
F

Consideremos ahora I'(F') la variedad generada por F' y denotemos nuevamente por B,
1y v a las restricciones de la métrica B y de las medidas p y v sobre ella. Si denotamos
por A, al operador de Laplace determinado por B, p y v sobre I'(F'), resulta que para cada
ueC(F)ycadaz € F,

) 0, si x EZ%
(Apu)(w) = oo 2; y)(uly) — ul@)) = (Au)@) = § /5,
<8nF

)@LsimeﬂF%

Andlogamente al caso anterior, la segunda igualdad de la Proposiciéon 3.3.1 se reduce a la
Identidad de Green de la Proposicién 2.2.13 aplicada sobre la variedad I'(F'), es decir a

[utsodr =3 [ e,y (ul) ~ u@)) (v(0) = v(a)) dA x Nz, 9)

y el Teorema de Gauss a la propiedad (iii) de la Proposicién 2.2.13 aplicada sobre I'(F'), es

decir a / (A, u)dv =0, donde ademés debe tenerse en cuenta que se verifica que
F

ou ou

v
on, s(Fe)y Om,,
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ya que sop <8u> CO(F)UI(F).
on,

Por otra parte, si en lugar de considerar I'(F'), consideramos la subvariedad generada por

F, la primera expresién de la Proposicién 3.3.1 quedaria alterada por la introduccién de un

sumando correspondiente a los valores ¢(x,y), z,y € §(F), lo que permitird introducir en las

identidades de Green términos que correspondan a variaciones tangenciales de las funciones.

Concretamente, si consideramos el campo (no tangencial) w = n, + — - (ua)® - t,., tenemos
v

la igualdad

En definitiva, de las dos versiones discretas de la Primera Identidad de Green que aparecen
en la Proposicién 3.3.1, la primera de ellas puede ser obtenida mediante la Primera Identidad
de Green aplicada a la totalidad de una nueva variedad. En otras palabras, la primera
identidad de Green del caso discreto para una “variedad con frontera” aparece como un caso
particular de la primera identidad de Green para una “variedad sin frontera”. Este punto
de vista es también el adoptado en [5] y en los trabajos de Chung y Yau (principalmente en
[15] y [17]) y sera seguido en el resto de esta memoria. Asi, nuestro préximo objetivo serd
extender la primera identidad de la Proposicion 3.3.1 al caso general, es decir para métricas
no ortogonales, para lo cual serd preciso generalizar la técnica que permite obtener tales
identidades desde la primera identidad de Green aplicada a cierta variedad sin frontera.
Para determinar dicha variedad, necesitaremos conocer como se comporta el operador de
Laplace cuando se aplica a funciones cuyo soporte es la adherencia de un conjunto dado.
Concretamente, sea ¢ € C(V x V) la funcién coeficiente de la estructura Riemanniana (B, ),
es decir la dada por ¢(z,x) =0y por

c(x,y) = Calw,y, 2) iz, y) w(e, 2) plz) + aly, o 2) wly. o) (Y, 2) ply)]

w
m
<

N~ N~

“alz,wy) w(z,0) k() pl2), six#y

w
m
<

y supongamos que F' es un subconjunto no vacio de V. Si x € F, es facil comprobar que si
y1 € F, ys € 0(F) e y3 € §(F) se satisfacen las siguientes identidades
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MW%WW@MMWWM%%MWMWMMM
= 5 X ) w0 ) )
mw%%wmmwmwm%mmwmmmmﬂ
- % > Ta(z, @, y0) (2, ) Kz, y2) p(2) +% > Talye. v, 2)k(y2, ) K(ys, 2) p(ye);
z€F 2€8(F)
)=~ X alz . ys)nlz0) w2, ) p(2).

ISy
m
=
3

Por otra parte, si u € C(V), de la expresion de Au, obtenemos que para cada x € F'

mm:j>@MWww

1

v(w) o

@W@%Mﬁ%@ﬂ@ﬂ@-
Yy (F)

ﬁj\M g

Consideremos ahora la funcién ¢, € C(F') dada por

g (z) = Y clz,y) = —3 Z Z a(z,z,y)k(z,2) k(z,y) u(z), =€ F.
)

yes(F 2 Jéa(r) =ea(F)

Entonces, si u € C(F), para cada € F tenemos que

mm*izmmme-—mmw (3.2)

V(@) o F

Podemos observar que si u € C(F), en la expresién de la restriccién de Au a F' dada en (3.2),
aparecen dos términos de distinta naturaleza. El primero de ellos, que podriamos denominar
la parte principal, tiene un aspecto semejante al del propio Laplaciano de u e involucra todos
valores de ¢ en F'y 6(F'), mientras que el segundo, que podriamos interpretarlo como un
término complementario de orden cero, corresponde a conexiones de F' con Ext(F'). Por otra
parte, la simetria de la funcién ¢ permite desarrollar los conceptos expuestos al final de la
Seccién 1.1y considerar I, la variedad generada por ¢ y para cada F' C V los conjuntos d.(F),
ad.(F), 0.(F) y la subvariedad de T, T.(F). Con estas notaciones, (3.2) queda expresado
como

S el y) (uly) - ul@) - —

V(ZL‘) y€adc(F) V(ZL‘)

(Au)(z) = qp () u(x), (3.3)

para cada x € F.
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Nuestro préoximo objetivo serd demostrar que, bajo ciertas hipotesis, la parte principal
de (3.2) puede a su vez considerarse como la actuacién de un Laplaciano relativo a una
métrica ortogonal construida sobre una subvariedad ajustada al conjunto F'. Esto motiva la
introduccion de los siguientes conceptos.

Definicién 3.3.2 Supongamos que c es no negativa sobre ' x F. Diremos que la estructura
métrica (B, u) es semi-compatible o compatible sobre F si la funcién ¢ es semi-compatible o
compatible con F', respectivamente.

Es claro que las propiedades anteriores tienen caracter hereditario en el sentido de que si se
satisfacen para F' también son ciertas en cada subconjunto de F'.

Antes de continuar, mostraremos que estas nociones incluyen una amplia gama de situa-
ciones y, en particular, el caso en el que la métrica B es ortogonal. Recordemos que si
D denota al campo de matrices cuya funcién componente es x, entonces la métrica Bt
inducida sobre I'” tiene como campo de matrices asociado D “AD.

Proposicion 3.3.3 Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si para cada v € F, #A(x) es una Z-matriz, entonces para cada v € F' y cada y € V
tales que d(x,y) = 2, se tiene que c(x,y) > 0. En particular, q, > 0.

i) Si para cada x € F, D(x) "A(2)D(x) es una matriz de Stieltjes diagonalmente domi-
nante, entonces ¢ es no negativa sobre I x F'.

ii) Si para cada © € F, D(z) "A(x)D(z) es una matriz de Stieltjes diagonalmente domi-
nante de forma estricta, entonces (B, ) es semi-compatible sobre F.

) Si para cada v € F, B(x) es ortogonal, entonces (B, 1) es compatible sobre F y ademds

q. = 0.
Demostracién. Si z,y € V son tales que x € F' y d(z,y) = 2, necesariamente
1 # 1 #
C(l’, y) = _5 Z CL(Z? xz, y)’%(za Q?) ’%(’Z? y) :u(z) = _5 Z a(z, T, y)"ﬁ;(zv iL‘) H(’Z? y) M(’Z)a
2€V 2€F

que cuando y € §(F) se reduce a

o) = =3 3 “aleshn(ea) wle) (o)

En cualquier caso, como = # y y #A(z) es Z-matriz para cada z € F, tenemos que
#a(z,x,y)n(z,x) k(z,y) < 0y por tanto c¢(z,y) > 0. En particular, ¢, > 0 pues cada
sumando que interviene en la construccién de ¢, es no negativo.
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Supongamos ahora que x € F'e y € V son tales que d(z,y) = 1. Entonces, #a(z, x,y) =0
si z ¢ F'y por tanto,

o) = P55 ol 2pnla) e, ) + L0 Sty )i o) )

Y alz (e, o) Kz ) ().

z2€F

Ahora bien, como z # y, para cada z € F, #a(z, z,y) < 0 el tercer sumando en la expresién
anterior es no negativo y como por otra parte

> Talwy k() r(z,2) vy Y Ta(y.,2)k(y, @) K(y, 2)

zeV zeV

corresponden a la suma de la filas y-ésima y z-ésima de D(z)"A(z)D(z) y D(y)"A(y)D(y)
respectivamente, y ambas son Z-matrices y diagonalmente dominantes, resulta que los
dos primeros sumandos son no negativos y estrictamente positivos en el caso en el que
D(z)*A(z)D(z) v D(y)"A(y)D(y) sean diagonalmente dominantes de forma estricta.

Por tltimo, si para cada x € F, B(z) es ortogonal, entonces c(x,y) = 0 cuando z € F e
y € §(F) lo que implica que g, = 0. Ademads, si identificamos a con un elemento de C(I'),
entonces para cada (x,y) € F' X F, se tiene que

clay) = 5 w(r.y) [ple) o (,) + uly) " (3, 7)]

lo que implica que ¢ es no negativa sobre F' x F'y compatible con F. 1

Obsérvese que como para cada 2 € V, D(z)"A(x)D(z) es simétrica y definida positiva,
entonces es una matriz de Stieltjes sii es una Z-matriz y ademads esto ocurre sii #A(x) es una
Z-matriz.

Por otra parte, en virtud del resultado de la Proposicién 1.3.20, para que se satisfagan
las condiciones (i), (ii) o (iii) de la proposicién anterior es suficiente que se satisfaga que A
es un campo de Stieltjes, un campo de Stieltjes diagonalmente dominante o un campo de
Stieltjes diagonalmente dominante de forma estricta sobre F, respectivamente.

Definicién 3.3.4 Sea F' C V, denominaremos campo conormal a F, respecto de la es-
tructura métrica (B, p) o simplemente campo conormal a F' an_ € X(I';) cuya funcién
componente esta dada por la expresion

—c(z,y), si (x,y) € 6.(F) X F,
n.(x,y) = ﬁ c(x,y), si (x,y) € F xi.(F),

0, en otro caso.
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Diremos que un campo vectorial v € X (I'.) es oblicuo o no tangencial a F, respecto de la
estructura métrica(B, ) o simplemente oblicuo o no tangencial a F' | si existe p € CT(0.(F) x

d.(F)) tal que p es simétricay v=mn
r..

. — — Pt donde t. denota el campo caracteristico en
v

Denominaremos operador derivada conormal respecto de la estructura métrica (B, pu), o

. . 0 . :
simplemente operador derivada conormal a I Siv € X(T.) es no tangencial, denom-

inaremos operador derivada oblicua, respecto de la estructura métrica (B, ) o simplemente

0
operador derivada oblicua a N
v

_ 0 0
Siu€eC(F)yve X(T,) es oblicuo, las funciones Tu y 8_u seran denominadas derivada
v
F

conormal de u 'y deriwada oblicua de u, respectivamente.

, . Sy #
Obsérvese que si B es una métrica ortogonal, entonces I'. = I'" y el campo conormal a F
es realmente un campo (equilibrado) sobre I', que ademds coincide con el campo que con la
misma notacion fue introducido después del Corolario 3.2.4.

1
Por otra parte, si p € C*(0.(F) x 0.(F)) y consideramos v =1, — —-p-t,, los operadores
v

8?7 (‘;9\/ pueden considerarse como operadores de C(ad.(F')) en C(0.(F")). Ademas, si

u € C(ad.(F)), para cada x € 0.(F') se tiene que

ou 1

(W) 1=~ Z el ) (1) — ) N
3.4

(&)=~ S v ()~ o) ~ gy 3 o) uls) — (),

c(z,y)#0

Proposicién 3.3.5 Sean F C V, p € CT(.(F) x 0.(F)) simétrica y el campo no tangencial
1 _ L

v=mn_——p-t. Supongamos que c es no negativa sobre F'x I y consideremos b € C(F x I)
v

dada por

c(x,y), si v,y € F o {x,y} € 0.(F),

b(z,y) =S plz,y), si 2,y €0.(F) y c(x,y) #0,

0, en otro caso.

Entonces, b es simétrica, no negativa y se satisfacen las siguientes propiedades:
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i) (Primera Identidad de Green): Para cada u,v € C(F),

—/FU(Au) dv = ;/FXFb(Ly) (u(y ( (93)> d(A x A)(z,y)
Ju

d)\—/ v g
+ /Funv 5(F)U3v v

ii) (Segunda Identidad de Green): Para cada u,v € C(F),
ou ov
/F(U(Au)—u(Av))du—/ (va—ua> dv.

Demostracién. Es claro que la Segunda Identidad de Green es consecuencia inmediata de
la Primera. Para demostrar ésta, consideremos los conjuntos

= {x €d.(F):p(x,y) >0 para algin y € 6.(F)}

{{z,y} € Vs x Vs : p(z,y) > 0}

y también I's la variedad cuyo conjunto de vértices es Vs y cuyo conjunto de ramas es Ej.
Observemos que si consideramos la subvariedad de r* generada por J.(F'), entonces I's
coincide con la variedad generada por p en tal subvariedad.

Por otra parte, como ¢ y b son simétricas, podemos considerar I'y, y I';, las variedades

generadas por by ¢ respectivamente. Es facil comprobar que I's y ['.(F) son subvariedades
de T',(F) y que de hecho, I'y(F) = I'o(F) UTs < T'o((ado(F)). Ademas, b € C(I'y(F)) y

es estrictamente positiva. Por tanto, si consideramos r = b podemos identificar r con la

funciéon componente de una métrica ortogonal, R, sobre [',(F). Entonces, el Laplaciano sobre
[y (F), respecto de R, A y v estd dado por
_ 1 1
Au)(z) = — b(x,y)(uly) —u(x)) = —= > bz, y)(uly) — u(z)),
(A= o5 5 b a) - ate) = s 5t k)

y€ad.(F)

m
sl

para cada u € C(ad.(F)) y cada = € ad.(F'). Por tanto,
> oz, y) (uly) — u(x)), si x € F
1 yeF

Au)(z) =
( ) v(x) ZC(I‘,y)(U(y )_|_ Z p(z,y ( —u(x )), si x € 6.(F).

yer yEI(F)

Teniendo presentes las expresiones 3.2 y 3.4, obtenemos que

(Au) (x) +

¢ (z)u(z), si zeF,;

b
v(z)

(Au) (x) = B
— (8\/) (x), si x € 0.(F).
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Aplicando la Identidad de Green (Proposicién 2.2.13) al Laplaciano sobre la variedad T'y(F),
respecto de la métrica R y las medidas A y v, y teniendo en cuenta la expresion 2.7, resulta
que para cada u,v € C(F),

/adC(F) v(Au)dv = ! b(z,y) (u(y) - u(x)) (v(y) - v(x)) d(A x N)(z,y)

2 Jado(F)xade(F)
= — [ b(ay) (uly) —u@)) (v(y) — o)) dO x N (@, y).

Por otra parte, de la relacién entre los valores de Au, Au y la derivada oblicua de u,
obtenemos que

/ U(Au)dU:/v(Au)dV—l—/quud)\—/ v—dv
ad.(F) F F 5.(F) OV

y la Primera Identidad de Green resulta de despejar el valor de / v (Au) dv en la expresién
F

anterior. 1

Debemos observar que como el término de la izquierda en la Segunda Identidad de Green
no depende del campo no tangencial escogido, el término de la derecha tampoco debe de-

pender de éste ultimo. De hecho, siv=9_— —-p-t., como
v

> (@) Y play)(uly) —ul@) = > uy) X play)(v(z) — o))

z€4(F) y€E§(F) yEI(F) z€§(F)

=YY ple )o@ (ul) - u@) - u(w) (o) — o()]

2€8(F) yed(F)

= > w(@ulx) > plzy)— D vyuly) Y, pley) =0,

2€8(F) yed(F) yed(F) 2€8(F)

ou dv ou dv

Por otra parte, no se excluye la posibilidad de que p sea nula, en cuyo caso v =mn,_ y por

tanto Ty(F) = T.(F) v ;T“ - %.

resulta que



Capitulo 4

Problemas de Contorno Discretos

Disponiendo del concepto de variedad Riemanniana discreta, de los operadores en diferencias
sobre ellas y de las operaciones integrales que relacionan los dominios de integraciéon con
tales operadores, resulta natural plantear problemas de contorno sobre subvariedades. Los
problemas abordados corresponden a los problemas de contorno elipticos autoadjuntos de
sequndo orden del caso continuo. En esta situacién, si €2 C IR", el operador diferencial es
necesariamente de la forma L(u) = —div(AVu) + qu, u € C*(Q2), donde A es un campo de
matrices simétricas y definidas positivas, de manera que, al menos si n > 3, su parte principal
puede interpretarse, salvo un factor multiplicativo, como el operador de Laplace-Beltrami
relativo a una métrica sobre {2, cuyo campo de matrices asociado tiene como inverso un
multiplo adecuado de A. Por esta razon, consideraremos operadores en diferencias cuya parte
principal sea el andlogo discreto del operador de Laplace-Beltrami, es decir el operador de
Laplace, relativo a la estructura Riemanniana discreta. Debe observase que en contraposicion
con el caso continuo, un operador en diferencias de segundo orden y autoadjunto puede
contener términos de primer orden con coeficientes que no estan relacionados con los de la
parte principal. Sin embargo, para mantener la analogia con el caso continuo, los operadores
en diferencias que consideraremos seran los de la forma £ = —A + ¢. Las identidades de
Green aplicadas a este operador, caracterizan el tipo de condiciones de contorno que pueden
considerarse para que el correspondiente problema sea autoadjunto.

Los problemas de contorno aqui planteados aparecen en distintos ambitos. Por ejemplo,
en el contexto de redes eléctricas, la consideracién de diferentes aparatos o multipuertos, con-
duce a una expresién de la Ley de Ohm que involucra una matriz de admitancias no diagonal
(ver por ejemplo [13, 41, 53]), de manera que la aplicacién de las leyes de Kirchhoff produce
una ecuacién en diferencias andloga a las aqui consideradas. Ademads, las condiciones de
contorno naturales estan intimamente ligadas con los fenémenos fisicos que modelan tales
redes. Otro contexto en el que aparecen los problemas aqui abordados es el de variedades
Riemannianas, donde las propiedades de las funciones de Green de determinados problemas
de contorno relativos al esqueleto unidimensional de una triangulacién de la variedad, per-
miten establecer criterios de clasificacién de las mismas. Asimismo, la aplicacién de técnicas
de discretizacion de problemas de contorno autoadjuntos en el continuo, conduce a esquemas

103
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en diferencias recogidos como casos particulares de la formulacién que aqui se presenta. La
generalidad de nuestra metodologia, permite extender el calculo formal a esquemas definidos
sobre redes completamente irregulares. Ademas este planetamiento tiene la ventaja de ofre-
cer un tratamiento sistematico de las condiciones de contorno, cuestion siempre delicada
en el ambito de los esquemas en diferencias, sobre todo en redes irregulares y/o fronteras
alabeadas.

4.1 Problemas de contorno autoadjuntos

En esta seccién nos plantearemos la versién discreta de los problemas de contorno autoadjun-
tos de segundo orden relativos a operadores lineales elipticos. Los operadores en diferencias
considerados seran los operadores de Laplace, respecto de estructuras Riemannianas, com-
pletados con un término de orden cero. Las condiciones de contorno consideradas seran las
denominadas condiciones naturales de contorno, que son las que aparecen por aplicacién de
las Identidades de Green.

El analisis aqui realizado sigue un esquema similar al que se efectiia en los problemas de
contorno elipticos del caso continuo. Para ello, es preciso asumir la hipdtesis de positividad
de la funcion coeficiente de la estructura Riemanniana, que aparece aqui sustituyendo a la
condicién de elipticidad uniforme del operador en el caso continuo. Esta hipdtesis no sélo
es necesaria para utilizar las Identidades de Green, sino que también es fundamental en el
analisis de la unicidad de solucién de los problemas y permite asimismo plantearlos desde el
punto de vista variacional.

La diferencia mas significativa de nuestro tratamiento de los problemas de contorno,
respecto de los métodos del caso continuo, consiste en la incorporacion de las condiciones
de contorno al operador, lo que por otra parte constituye la metodologia habitual en la
resolucién de los esquemas en diferencias. De esta manera, el andlisis de un problema de
contorno general se reduce al de un problema de Dirichlet o al de una ecuacién de Poisson y
es por ello que en el estudio de la unicidad de solucién de los problemas de contorno podran
relajarse los requerimientos sobre los coeficientes de orden cero, de forma analoga a lo que
ocurre en el caso continuo, donde para concluir la unicidad de solucién del problema de
Dirichlet no es necesario exigir la positividad del término de orden cero.

En esta seccién mantendremos fijada una variedad discreta I' = (V, E,#), B una métrica
sobre ella, ;1 y v medidas densas, ¢ la funcion coeficiente de la estructura Rienmanniana y
F un subconjunto no vacio de V.

Consideraremos también fijados los siguientes datos:

o Una particién, {Fy, Fp}, de 0.(F), es decir, F1 U Fy = §.(F) y Fi N Fy = 0.

o Las funciones g € C(F) y h € C(F1), p € CT(6(F) x §.(F)).
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c(z,y), si z,y€F o {x,y} € d(F),
o La funcién b definida como b(x,y) =< p(x,y), si x,y € 0.(F) y c(z,y) # 0,
0, en otro caso.

o La funcién ¢, € C(F) dada por ¢,(z) = Y  c(z,y), =€ F.
yes(F)

o Los campos conormal y no tangencial a F',n_yv =19, — —-p-t., respectivamente.
v

Denotaremos por £ y por U a los operadores en L(v) dados por
1
L(u)=—-Au+—qu ypor Uu)=—+—hu.
v

Observemos que se satisface que ad.(F) = FU.(F) = FU F; U Fy y que en virtud de las
identidades (3.3) y (3.4), para cada u € C(ad.(F)) las expresiones de los anteriores operadores
estan dadas por

L) = s 3 clry)(ule) — uly) + o (0,(0) + a(e)) ule), sz F
v(z) y€ad.(F) V(@)
Uu)(z) = V(lz) bz, y) (u(e) - uly)) + Véx) hz) u(z), S zeh,.

0
Claramente, U (u) se reduce a I sobre F5. Por otra parte, si u € C(F3) el hecho de que los

ov
soportes de ¢ y u 'y de h y u sean disjuntos implica que L(u) = —A(u) y que U (u) = % De
1 1
hecho, L(u)(z) = —— ) c(z,y)(u(z) —u(y)) = ——— c(x,y)u(y) para cada x € F,
v(x) y%‘:, ( ) v(x) y;Q

1
mientras que six € Fy, U(u)(z) = ) > p(z,y) u(y). En particular, si sop(p) C Fy X F},
v(x
yeF;
ou

=
Obsérvese que la hipétesis sop(p) C F; x F; implicaria evaluar derivadas tangenciales
s6lo entre puntos donde se evalia la derivada conormal, mientras que la hipotesis general,

sop(p) C 0.(F) x 6.(F'), permite evualuar derivadas tangenciales en puntos de F conectados
con puntos de F5.

U(u) = 0 sobre F.

Un problema de contorno sobre F' consiste en:
Dadas f € C(F), g1 € C(F1) y g2 € C(Fy), decidir si existe u € C(ad.(F')) que satisfaga
L(u)(z)= f(z), si z€F,
U(u)(z) = gi(x), si ze€F, [PC]
(x) =

u(z)

T
i

T
g2(x), si zeF,
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y en caso afirmativo, encontrar tales funciones, que seran denominadas soluciones del pro-
blema.

Consideraremos también los problemas de contorno homogéneo y semihomogéneos aso-
ciados a [PC]. Estos problemas corresponden respectivamente a tomar las tres funciones dato
f, g1y g2 nulas y a tomar dos de ellas nulas. Denotaremos por [PH] al problema homogéneo
y por [PS]o, [PS]1 v [PS]2 a los problemas semihomogéneos correspondientes a tomar ¢; y ga
nulas, f y g nulas y f y ¢ nulas, respectivamente, es decir a los problemas

L(u)(z)= 0, si x€F, L(u)(z)= f(z), si x€F
U(u)(x)= 0, si z € F, [PH  U(u)(z)= 0, si oz € F, [PS],
u(x)= 0, si xze€F, u(z) = 0, siox e Fy

(x)= 0, si z€F, L(u)(z)= 0, si x€F,
() = qi(x), s z€F, PS], U(u)(z)= O, si x € F, [PS],

u(z) = 0, si z ek u(zr) = go(x), si z€Fy

También, denotaremos por V,, al conjunto de soluciones del problema [PH] y por K, Ky,
K, y K5 alos conjuntos de soluciones de los problemas [PC], [PS]o, [PS]; ¥ [PS]2, respectiva-
mente. Como todos los problemas descritos son lineales, V,, es un espacio vectorial y K, K7,
K, y K3 o son vacios o bien espacios afines con variedad de direcciones dada por V,,, es decir
si u, ug, w1 y ug son soluciones de los problemas [PC]J, [PS]y, [PS]; vy [PS]s, respectivamente,
entonces

K=u+V,; Ki=u+V,; Ki=w+V, v Ky=u+YV,

y ademas ug + u; + us € K. Por otra parte, es claro que V,,, Ko, K1 C C(F U F}), mientras
que si consideramos el espacio afin Ky, = {u € C(ad.(F)) : u = go sobre Fb} , entonces
K, K, C K,, y ademas, la variedad de direcciones de K,, es C(F U F}), es decir se satisface
la identidad K, = g2 + C(F U FY).

Con la generalidad con la que ha sido formulado, el problema de contorno [PC]| se de-
nomina Problema Mixto Dirichlet-Robin con derivada oblicua y sumariza diferentes tipos
de problemas de contorno que aparecen en la literatura con nombre propio y que seran de-
tallados a continuacién. En la descripcién que haremos asumiremos que, a menos que se
especifique lo contrario, los conjuntos I} y F5 son no vacios y la funcién h no nula.

i) Ecuacidn de Poisson: Fy = Fy =) y por tanto, F es una componente coneza de T...

ii) Problema de Dirichlet: Fy = ().
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iii) Problema de Robin: Fy = ().
iv) Problema de Neumann: Fy =0 y h = 0.

v) Problema Mixto Dirichlet-Neumann: h = 0.

La primera etapa en la resolucién de [PC] consiste en reducirlo al caso en el que F
es conexo como subconjunto de vértices de la variedad I'.(F). Antes de comenzar el ra-
zonamiento, debemos observar que las variedades I'.(F), T'.(F) y T',(F) tienen las mismas
componentes conexas. Si suponemos ahora que F' tiene m componentes conexas, entonces
es sencillo comprobar que las soluciones de [PC] se obtienen por superposicion de soluciones
de problemas del mismo tipo sobre cada una de las m componentes conexas. En particular,
[PC] tiene solucién sii cada uno de los m problemas inducidos sobre sus componentes conexas
tiene solucién. Ademds, la solucién de [PC]| es tnica sii cada uno de dichos m problemas
tiene solucion unica.

La segunda etapa en la resolucién del problema de contorno [PC] consiste en transformarlo
en otro problema equivalente cuyo tratamiento es mas sencillo. Concretamente utilizaremos
la técnica habitual, que se demuestra mediante comprobacién directa, que permite reducir
la resolucién del problema [PC] a otro con dato Dirichlet homogéneo.

Lema 4.1.1 Dadas las funciones f € C(F), g1 € C(F\) y g2 € C(Fy), el problema de
contorno [PC| es equivalente al problema de contorno consistente en decidir si existe una
funcion u € C(F' U Fy) que satisfaga

L(u)(x) = flz)+Alg)(x), si zeF,
dgs ‘ [PCE]
U@ = 0l - 2@, S veh,

en el sentido de que u es solucion de [PCE] sii u + go es solucion de [PC].

Demostracién. Basta observar que de hecho, el problema [PCE] es el problema
L(u)(r) = [flz) = L(g)(x), si zeF, }
Uu)(x) = gi(x) —U(g)(x), si z €,

que claramente satisface la propiedad enunciada. 1

Para obtener resultados tanto cualitativos como cuantitativos en relacién al problema
[PC], o su equivalente [PCE], seré necesario establecer las hipdtesis suficientes que permitan
aplicar los teoremas integrales establecidos en el capitulo precedente. En definitiva, en el
resto de la seccién supondremos que se verifican las dos hipotesis siguientes:

[H1] F es conexo como subconjunto de vértices de la variedad T'.(F)



108 Problemas de Contorno Discretos
[H2] La funcidén c es no negativa sobre F x F.
y ademas tendremos presente la siguiente consideracién

[C] El espacio vectorial C(ad.(F')) y todos sus subespacios vectoriales son a su vez, subes-
pacios de L(v) y por tanto estdn dotados del producto interno inducido por este ultimo.

La hipdtesis [H2] permite aplicar las identidades de Green a las funciones del espacio
C(ad.(F")). Concretamente, con la nomenclatura introducida, la Primera y Segunda Identi-
dades de Green se expresan como

foe@ar= 5[ ) (ul) = @) (o) = o@) d3 x V(a9

+ /(qF+q)uvdA+ huvdr — [ otd(u)dv. (4.1)

P FiUF,

/F (v L(w) —uLl(v)) dv = / (uUd(v) —ovU(u)) dv.

F1lUFy

Por otra parte, asumiendo [C], todas las situaciones en las que se consideren nociones tales
como subespacios ortogonales, operadores adjuntos, etc., estaran referidas a considerar en el

espacio de funciones que corresponda el producto interno / uvdy.
ad.(F)

Los siguientes resultados utilizaran las versiones que acabamos de obtener de las identi-
dades de Green para concluir propiedades de simetria de los problemas de contorno.

Proposicién 4.1.2 El operador lineal F:C(F U Fy) — C(F U F}) definido por la expresion

L(u), sobre F,
F(u) =
U(u), sobre Fi,

es autoadjunto y ademds ker F =V,

Demostracién. Si u,v € C(F U F}), entonces aplicando la Segunda Identidad de Green
tenemos que

/FUFIU:F<U> dv = /FUE(U) dv+ | vU(u)dv

Py

- /Fuﬁ(u)dz/+ uZ/{(v)dV:/ uF(v)dv.

Fi FUF

Por ultimo, v € V,, sii L(v) = 0 sobre F', U(v) = 0 sobre F} y v = 0 sobre Fy, es decir, sii
veC(FUF)y Fv)=0.1
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Proposicién 4.1.3 El problema [PC] es formalmente autoadjunto, es decir,

/Fvﬁ(u) dl/:/ uL(v)dv,

F
para cada u,v € C(ad.(F)) tales que U(u) = U(v) = 0 sobre Fy y u=v =0 sobre Fs.

Ademds, si f € C(F), g1 € C(F1) y g2 € C(F») la condicion necesaria y suficiente para
que el problema [PC]| tenga solucion es que f g1 y ga satisfagan que

/fvdu+/ glvdl/:/ gg@dl/, para cada v €V,
F i ROV

y en este caso existe una unica u € K tal que / uvdv =0 para cadav € V,,.
adc(F)

Demostracién. Siu,v € C(ad.(F)), son tales que U(u) = U(v) = 0 sobre F} y u=v =0
sobre Fy, entonces u,v € C(F U Fy), F(u),F(v) € C(F) y como F es autoadjunto,

():/FUF1 (v}_(u)—u}"(v)) dV:/F(vJ:(u)—u}"(v))dV:/F(vﬁ(u)—uﬁ(v)) dv,

con lo que se concluye la demostracién de la primera afirmacién.

Por otra parte, aplicando el Lema 4.1.1, [PC] tiene solucién sii [PCE] tiene solucién. Si
consideramos la funcién f € C(F' U Fy) dada por la expresién

f(@) + Alga)(2), stz € F,
flz) =
o@) - @), s weh,
resulta que [PCE] tiene solucién sii f € ImgF y como F es autoadjunto, aplicando la

Alternativa de Fredholm, obtenemos que [PCE] tiene solucién sii para cada v € ker F, es
decir para cada v € V,,, se verifica que

:/ fody = /FUFl(f—l—gl)vdl/jL/FvA(gg)dV—/Flv%%2dy

= /fvdy+/ glvdu+/vA(gg)dl/—/ vU(g2) dv.
F F1 F Fl

Aplicando ahora la version (4.1) de la Segunda Identidad de Green, obtenemos que

/FUA(gz)dy :—/Fvﬁ(gg)du:—/Fggﬁ(v) dv

+ (vu(gz)—gzU(v))dV=Alvu(gz)dv—4292u(v)dv,

FiUFy

donde se ha tenido presente que v € V,,.
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Es claro que si consideramos (ker F)L, el subespacio de C(ad.(F')) ortogonal a ker F, se
tiene la descomposicién C(ad.(F)) = ker F & (ker F)* y por tanto, para cada u € C(ad.(F)),
u = ug + u; con ug € kerF y u; € (ker F)-. Ahora, si u € K, como u; = u — u,
necesariamente u; € K con lo que para concluir basta demostrar que u; es la tinica solucién
de [PC] en (ker F)*. Para ello, supongamos que 4 verifica también esta propiedad y tomemos
up — 4. Como uy —a € V,, N (ker F)L = ker F N (ker F)+ = {0}, resulta que u; = 4. B

Es importante observar que el operador F considera simultaneamente el operador £ y la
condicién de contorno de tipo Robin, U. De hecho, como veremos a continuacion, F puede
interpretarse en términos de un operador de Laplace sobre una variedad convenientemente
escogida. Concretamente, consideremos la variedad [',(F) y sobre ella la métrica ortogonal

1
determinada por —, que tiene sentido ya que la hipétesis [H2] implica que b es no negativa,

tal y como se define en la demostracion de la Proposicién 3.3.5. Ademas, si denotamos por

A al laplaciano determinado por tal métrica y por las medidas v y i, en dicha demostracion
también se concluye que si u € C(ad.(F')), entonces

) - —A(u)(z) — @) ¢p(x)u(z) si xe€F,
~A(u)(x) =
(%)(x) si x € Fy.
ov
Por tanto, si consideramos las funciones § = ¢, +q + h, f = f + g1 v el operador

L:C(ad.(F)) — C(ad.(F)) determinado por la expresion

resulta que el problema [PC] se reescribe en la forma

L) (z)= f(z), si xEFUFl,} e

u(z) = go(x), si z€Fy

y el problema [PCE] lo hace en la forma

L(u)(z) = £($)+A(gg)(l’), si xe€ FUF, } PCE]

u(z) = 0, si x € Fy

donde se ha utilizado que —L(g2) = A(ga) = A(ge). Si tenemos en cuenta que en la
variedad I',(F) la frontera de vértices de F'U F} coincide con Fy, resulta que sobre I'y(F), el
problema m no es mas que un problema del tipo de los descritos al comienzo de la seccion,
concretamente una ecuacion de Poisson o un problema de Dirichlet, dependiendo de si F5 es
vacio o no. Por tanto, pueden aplicarse los resultados obtenidos relativos al problema [PC]

y en particular la Proposicion 4.1.3. Esta situacion la podemos sumarizar como sigue:
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Proposicion 4.1.4 Todo problema Mizto Dirichlet-Robin puede interpretarse como un pro-
blema de Dirichlet en la variedad Fb(F), mientras todo problema de Robin puede interpretarse
como una ecuacion de Poisson sobre I'y(F).

El siguiente resultado sera de utilidad para establecer la existencia y unicidad de solu-
cién de los problemas semihomogéneos. Concretamente obtendremos condiciones sobre las
funciones que determinan las partes de orden cero de los operadores en diferencias para que
el problema homogéneo o bien tenga como tunica solucion la trivial, o bien posea soluciones
positivas.

Proposicién 4.1.5 Consideremos o € C(ad.(F)) tal que o(x) > 0 para cada x € ad.(F) y
las funciones q, € C(ad.(F)) y hy € C(F}) definidas por las expresiones

v(z) do
o(x) Ov

¢@o(r) = —=Ao(z), € F, y hy(r)=— (x), x € F.

Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Si0.(F)# 0 yh > h,, entonces C(6.(F)) NV, = {0}.

i) Siq > q,, entonces C(F)NV,, = {0} a menos que 0.(F) =0 y q = q, simultdneamente,
en cuyo caso ¥V, ={ao:a € R}.

iii) Siq > qy y h > h,, entonces V,, = {0} a menos que se satisfaga simultdineamente que
F,=0,9=q, y h=h,, en cuyo caso V,, ={aoc :a € R}.

Demostracién. Comenzamos observando que si v € V,,, aplicando la versién 4.1 de la
Primera Identidad de Green al caso u = v, resulta que

0= % L CUICOR u(@))"d(A x V) (z.y) + /F(qF +a)utdd + | hutd)
= % [ by (uly) — u(@) A x N(z.y)

—l—/(qF—l-q—qg)qu)\—i- (h—ho)uzd)\+/qgu2d>\+ ho 12 dA.
F F

Fy P

Por otra parte, aplicando la Primera Identidad de Green, resulta que

/Fqqud/\: Fu;Aadu:—/Fqufd)\ + s U;g—idy
g Lot (o) - o) (2= S8 Yt e
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y teniendo en cuenta la identidad

obtenemos que

1

0= -
2 JExF

b, y) o(2) o) (“(y -

n /(q—qa)UQd)\ 4 [ (b= hy)u2dn
F

F
(1) Siu € C(6.(F)), la expresion (4.2) se reduce a

b(x,y)o(x)o(y) (% - %) dA x N)(x,y) + Fl(h — hy) u? dv

1

0=-
2 JExF

. . u
y como h > h,, los dos sumandos deben ser nulos, lo que implica que — es constante en
o

ad.(F) y como u se anula sobre F', necesariamente u = 0.

(ii) En este caso, tenemos que

1

0= -
2 JExF

b(z,y) o() o (y) (:EZ% _ m) A\ % N)(z,y) + /F (g — g0) 2 dv

lo que implica que ambos sumandos son nulos. La anulacién del primero implica que u = a o
con a € R y la del segundo que a®(q — g,) = 0 sobre F. Por tanto, a = 0 a menos que
0(F) =0y q = q, simultdneamente.

(iii) En este caso, todos los sumandos que aparecen en la expresiéon (4.2) son nulos.
Nuevamente, la anulacién del primer sumando implica que © = a o con a € IR, mientras que
la anulacién de los otros dos implica que a? (b — h,) = 0y que a*(q — q,) = 0. Si Fy # 0,
entonces como u se anula en F,, a debe ser nula. Finalmente, si F, = () y o bien ¢ # ¢, o
bien h # h,, las dos tltimas identidades impleican que a = 0. 1

Los valores de las funciones ¢, y h, definidas en la proposicién anterior, estan dados
respectivamente por

0le) = = 3 ) (o(0) ~ 7(0) = a,), veF,
ho(z) = ﬁ Fc(x,y) (c(y) — o(2)) + Z( | p(z,y) (o(y) —o(@))|, =€ FR.

c(z,y)#0
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En particular, cuando o es constante, tenemos que ¢, = —¢, y h, = 0. Ademas, a la vista
de las expresiones anteriores, concluimos que en la formulaciéon de la proposicién anterior
es fundamental la hipétesis de positividad de o pero no lo es la de que o € C(ad.(F)) o
més generalmente que o € C(F). Si por ejemplo, o € C(V) la definicién de h, quedaria
inalterada, mientras que la de ¢, deberia cambiarse a q,(z) = Zgg (x), x € F para
obtener asi la expresion anterior.

Por otra parte, la definiciéon de h, depende de los valores de las derivadas tangenciales
de 0. Podria sustituirse esta definiciéon por la de

bow) = —23 2 :%2 9 (o) — o)), v ek,

que es independiante de los valores de las derivadas tangenciales. En este caso, el sumando
/ (h — hy) ud\ de (4.2) se transforma en
Py

/(h—mnﬁmz /(h—mﬁﬁﬂ+ (hy — ho)u?d)\ = [ (h— hy)ud)
n

1 u?(z)

+ 2 JFixsu(F) P(@,y) o(x) (a(x) —aly )) d(A x A)(z,y)
1 u’(y)

+ 2 leac(F)p(I’y) a(y) (U(y> ~ol >) ANy

= 5 20 ()=o) (5 = ) )

2 JFixs.(F) oly)  olx)

+!/M—%m%x
n
En definitiva, si consideramos la funcién b € C(F x F) definida por

@.9) { b(x,y), si (z,y) & (6.(F) x F1) U (Fy x 0.(F)),
T,y) =

0, en otro caso,
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en lugar de (4.2) tendriamos la identidad

1 uly)  u(@))
0= 3 Jor b(w,y)o(x)o(y) (@ - m) d(A X N)(z,y)
! wy) ()
* 2 i MY (o) = (@) (a(y) - a(w)) )

+ /(q—qg)quV—i- (h—ﬁg)zfdy
F

1y u(y)  u2))®

= 5 FXpb(x,y) o(z)o(y) (W — W) d(\ x N)(z,y) (4.3)
1 uly)  u(x)\”

b Ly Mm@ ot (42 - 50 aox e

e 5 S P (u@) = ) A x V)

+ /(q—qg)u2du + [ (h—hy)u*dv.
F

1

En este caso, la conclusién (i) es idéntica sustituyendo h, por h,, mientras que las conclu-
siones (ii) y (iii) deben modificarse como sigue:

ii)’ Si ¢ > q,, entonces C(F) NV, = {0} a menos que se satisfaga simultdneamente que
0(F)=10,q=q, y o(x) = o(y) para cada (z,y) € F; x 0.(F) tales que p(z,y) > 0,
en cuyo caso V,, = {aoc :a € R}.

i)’ Siqg > ¢,y h > h,, entonces YV, = {0} a menos que se satisfaga simultdneamente
que F, =0, g = q,, h = h, y o(z) = o(y) para cada (x,y) € Fy x §.(F) tales que
p(x,y) > 0, en cuyo caso V,, = {ao :a € R}.

Podemos utilizar la interpretacion del problema de contorno [PC] como un problema de
contorno sobre I',(F) para justificar la introduccion de las funciones ¢, y h, en la Proposicién
4.1.5. Concretamente, si u € C(F'), entonces

Aule) = @) = s 3 dagoiat) (U5 - 40 e,

o(z)v(z) yead.(F) (y (z
(

S~—
g

I~

~—

Q
Q

~—
£

I~

X

@)+ e u(a) = S S daotoaly) (4 - 40 v am)

o(x)v(z) yeade(F) a(y (z

~—

Q

Si consideramos b € C(ad.(F) x ad.(F)) dada por b= (0 ® o) b es claro que T;(F) = Ty(F).

~

Ademas, si sobre I'y(F') consideramos la métrica ortogonal R cuya funcién componente es
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r= 5 entonces el Laplaciano asociado a esa métrica estd dado por

Av(w) = —— 3 bz y)(v(y) - (), @ € adu(F)

V(I) yeadc(F)

para cada v € C(ad.(F)), por lo que

o@ ) L0 L L yute), o e ().
ov v(z) ° ’ ‘

Si ahora consideramos la funcién ¢ € C(ad.(F) y el operador L: C(ad.(F )) — C(ad.(F))
dados respectivamente por § = 0%(¢ — ¢, +h — h,) y por E( ) = A( )+ 1 > quv, resulta que
el problema [PC] es equivalente al problema de Dirichlet o la ecuacién de Poisson

LE)(z) = o(@) (f(2) + q(2)), z€ FUR,
[PC]
= s r € F,

en el sentido de que v es solucién de [156] sii u = o es solucién de [PC] y, en particular,
el conjunto de soluciones del correspondiente problema homogéneo estd dado por %VH.
Ademss, se satisface que sobre la variedad discreta I'y(F) los laplacianos asociados a v y a
las estructuras Riemannianas (R, A) y (R, \) estén relacionados por las identidades

L=Tio0LoT: y ﬁ:TJoEoTU.

En particular, si o es constante, entonces £ = o2L.

De esta manera, L aparece como el opemdor normalizado de L y reciprocamente, L es el
operador normalizado de L y por ello [PC] serd denominado problema normalizado del pro-
blema de contorno [PC]J. Desde luego pueden obtenerse resultados de existencia y unicidad de
soluciones para el problema normalizado andlogos a los desarrollados para el problema [PC|
o su equivalente [PC]. Esto puede hacerse directamente siguiendo un razonamiento similar
al empleado en el caso del problema [PC] y utilizando ahora las identidades de Green para la
variedad Riemaniana sin frontera (Iy(F), R, \), o bien a partir de la relacién entre £y £. De
todas formas, la tinica situacién a la que sacaremos un rendimiento especifico, y por tanto la
unica que analizaremos explicitamente, serd descrita en la siguiente proposicion. La nocién
de Laplaciano normalizado fue introducida por Chung y Langlands en [16] y corresponde a
siguiente situacion:

Sobre una variedad discreta, se consideran la medida densa v = A, la estructura Rie-
manniana (B, \), donde B es ortogonal y compatible y el laplaciano asociado, que supon-
dremos dado por la expresion Au(z) = Y c(x,y) (u(y) — u(m)) Entonces, si tomamos

yeVv
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o(r) = —————, el Laplaciano normalizado asociado a A es A = T, 0 Ao T,, (ver tam-
J 2 el y)
yeVv
bién [15, 18]). Obsérvese que para la estructura Riemanniana canénica, 0 = — , situacién

vk

que en el caso de variedades simples también estd descrita en [19].

En definitiva, los problemas de contorno planteados en esta seccion incluyen tanto los
problemas de contorno para el Laplaciano normalizado analizados en los trabajos ante-
riormente citados, como también los estudiados en [5, 6], todos ellos referidos a métricas
ortogonales y compatibles. Como se verd en las secciones posteriores, en esta memoria
extenderemos las técnicas utilizadas en dichos trabajos al caso de métricas no ortogonales,
lo que en particular implicara la introduccién de nuevos métodos en el tratamiento de los
problemas de contorno para el Laplaciano normalizado.

Proposicién 4.1.6 Supongamos que existe o € C(F) tal que o(z) > 0 para cada x € F,
q>qs yh>h, y consideremos f € C(F), g1 € C(F1), g2 € C(Fy). Entonces, los problemas
de contorno [PC] y su normalizado [15(\]] con datos f, g1 y go tienen una unica solucion
excepto cuando se satisface simultdineamente que Fy =0, ¢ = q, y h = h,. En este caso, se

verifican los siquientes resultados:

i) El problema [PC] tiene solucion sii f y g1 verifican que / fodv +/ grodv =0; la
F jo)
solucion es unica salvo adicion de un maultiplo de o; existe una unica solucion u tal

que / uodv =0, y si Fy # 0, también existen tinicas soluciones ug y u; tales que
ad.(F)

uoadyz/ uy odrv = 0.
F F

ii) El problema [P/’a] tiene solucion sit f vy g1 verifican que /Ffdl/ + /F grdv = 0;
1

la solucion es unica salvo constante aditiva, y existe una unica solucion v tal que
/ vdv = 0.
ad.(F)

Demostracion. En virtud de la Proposicion 4.1.5, sabemos que cuando ¢ > ¢, v h > h,,
entonces v € V,, sii existe a € R tal que v = a0, con a = 0 si ademds no ocurre que Fy = (),
¢ = 4o y h = h, simultdneamente. Esto implica ademds que el espacio de soluciones del
problema homogéneo asociado a [PC] es trivial excepto cuando F» =0, ¢ = ¢, y h = h,
simultaneamente, en cuyo caso es el conjunto de funciones constantes.

(i) Supongamos que se satisface que Fo =0, ¢ = ¢, y h = h,. En este caso, la condicién
necesaria y suficiente de resolubilidad y la existencia de una tinica solucién en Vﬁ se deduce
de la Proposicién 4.1.3 y ademés si u es solucién del problema [PC] entonces el conjunto
de todas las soluciones del problema es K = {u+ aoc : a € IR}. Por otra parte, si ademads

-1 -1
Fl%@,bastatomara0:—</02du> /uaduyalz—(/ O'gdl/) / u o dv para que
F F Py Fy
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Uy = u+ ago y u; = u + ay o satisfagan las propiedades requeridas. Ademas si g, 11 € K
satisfacen tales propiedades, entonces uy — g = bgo y u; — 4y = by o con by, b; € IR y como

/ boo?dy = by 02 dv = 0, necesariamente by = by = 0.
F Fy

(ii) En virtud de (i) y de la equivalencia entre los problema [PC] y [P/’E], este dltimo tiene
1 1

solucién para el dato f+g¢; :0(— (f—irgl)) siiO:/ (— (f—l—gl))adz/:/ (f+g1)dv.
o o

FUF FUF
Como en este caso el espacio de soluciones del problema homogéneo consiste en las funciones

constantes, la solucién del problema [PC] es tinica salvo constante aditiva, es decir, si v es

una solucién, el conjunto de todas las soluciones estd dado por K = {v+a : a € R}. Ahora,

1
basta considerar a = —————— / v dv para que v + a satisfaga la propiedad requerida
ad.(F)

v(3do(F)) Jaaucr)
y es claro que es la tnica solucién de [PC]| con esa caracteristica. I

A continuacién abordaremos la formulacién variacional del problema [PC] en el caso en
el que ¢ > ¢, y h > h,, para alguna funcién o € C(ad.(F')) estrictamente positiva en todo
punto.

Proposicién 4.1.7 (Principio de Dirichlet). Supongamos que existe o € C(F) tal que
o(x) > 0 para cada v € F, ¢ > q, y h > h, y consideremos las funciones f € C(F),
g1 € C(F1), y g2 € C(F), el convero Ky = {u € C(ad(F)) : u = g2 sobre Fy} y el
funcional cuadrdtico J:C(ad.(F)) — IR determinado por la expresion

T = 2 [ by (uly) - u@) dOx N(a.y)

2 JixF
+ /(qF+q)u2dA+/ huzd)\—Q/fudu—Q/ g ud.
F " F n

Entonces u € Ky, es solucion de [PC] sit minimiza J sobre Kg,.

Demostracién. Observemos primero que K,, = g» + C(F U F}) y que usando las misma
técnicas que en la demostracion de la Proposicién 4.1.5, el funcional J puede expresarse
como

Tw)= L medmdm(“”—“@)duxmww

2 JrxF oly) olx)

+ /(q—qg)UZd/\qL (h—hU)UQd)\—Q/fudV—Q/ grudv.
F F 131

I

lo que implica, teniendo en cuenta que ¢ > ¢, y h > h,, que J es convexo sobre Kg,. Por
tanto, u € Ky, minimiza J sii satisface la Identidad de Euler asociada, que en este caso se
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expresa en la forma

/fvdz/+/ grvdy = /(qF+q)uvd>\—|— huvd\
F A F

P
1

+ =
2 JExF

b, y) (uly) = u(x)) (v(y) = v(2))dA x A)(z,y).
para cada v € C(FUF}). Utilizando ahora la versién (4.1) de la Primera Identidad de Green,
obtenemos que u € K 4, minimiza J sii satisface la denominada Identidad de Euler-Lagrange,
es decir, sii
/fvdu—l—/ glvduz/vﬁ(u)du+ vU(u)dy,
F i F Py
para cada v € C(F U Fy). El resultado se concluye ahora aplicando la Identidad de Euler-

Lagrange las funciones v = ¢,, * € F'U F}, que constituyen una base del espacio vectorial
C(FUF). 1

Obsérvese que, en virtud de la versién (4.1) de la Primera Identidad de Green, el funcional
J puede expresarse también como

J(u) = /Fuﬁ(u)du—i— uU(u)du—Q/Ffudl/—Q/F g1 dA

FilUFy

= / ul(u)dv —2 fudv.
ad.(F)

FUF,

Finalizaremos esta secciéon definiendo subespacios vectoriales de C(ad.(F')) en cuyos
términos podremos reescribir los resultados generales de existencia establecidos en la Proposi-
cién 4.1.3, lo cual ademas sera de utilidad en el desarrollo del resto de este trabajo.

Consideraremos los subespacios vectoriales V,, C C(F), V,, C C(F1) y V,, C C(F3)
definidos por las identidades

VF:{U|F:UEVH}, VFlz{U|F13U€VH}v y VF2{23 SUEVH}.

Si V., V,, 0oV, son triviales entonces, V, C C(d.(F)), V, C C(F) y U(V,) C C(F),

respectivamente. Por otra parte, tenemos las siguientes descomposiciones ortogonales
C(F) =V, @ (C(F)NVY), C(R) =V, & (CF)NVE), v C(Fy) =V, & (C(F)NV:)
y ademas las identidades

C(F)NV, =C(F)NV,, C(F)NV, =C(F)NV,, v C(F)NV, =C(FR)NUV,)"

Corolario 4.1.8 Consideremos los problemas semihomogéneos [PS]o, [PS]y y [PS]2 con datos
f€C(F), g1 € C(F1), go € C(Fy), respectivamente. Se satisfacen los siguientes resultados:
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i) SiV,. es trivial, entonces Ko # (). SiV, no es trivial, la condicién necesaria y suficiente
para que [PS|y tenga solucion es que f € VL y en este caso, K ﬁVL # 0 y se reduce a
un elemento si ademds, 0.(F) # 0 y existe o € C(F) tal que o(z) > "0 para cada x € F
y h > hs. En cualquier caso, u, = U, para cada u,d € KoM Vi.

i) Si V, es trivial, entonces Ky # 0. Si V, no es trivial, la condicion necesaria y
suficiente para que [PS|; tenga solucion es que g1 € VL y en este caso, K ﬁVL #0y

se reduce a un elemento si ademds existe o € C(F) tal que o(x) > 0 para cada r€F
Yq 2> qo- En cualquier caso, v, = U, para cada u,t € KqN V;.

ii) Si Vy, es trivial, entonces Ko # 0. Si V, no es trivial, la condicion necesaria y
. ., 1 .
suficiente para que [PSly tenga solucion es que gs € VF2 y en este caso se verifica que

., Ou ou .
Ky C Viz y que U(Ky) N VFL2 #+ (. Ademds, Nl = 3y Par cada u, 0 € Ky tales
Fy Py
au ou n
“ov v €V

Demostracién. Como las demostraciones de los apartados (i) y (ii) son analogas, desarro-
llaremos sélo la del primero de ellos. Aplicando la proposicién anterior al caso en el que g;
y g2 son nulas, resulta que [PS]o tiene solucion sii f € Vi y como C(F)NV+ =C(F)N Vi,
sii f € V. Por otra parte, sabemos que C(F) =V, & (C(F) NVE), de donde resulta que
si V, es trivial, entonces C(F) C V.- y por tanto [PS]y tiene solucién. Si V, no es trivial
y consideramos u € Koy w € V, tal que wy, es la proyecién ortogonal de u sobre V,,
entonces ug =u—w € KyN Vﬁ. Siu € K satisface también la propiedad descrita, entonces

v=uy—u €V, N VP%, lo que implica que / v?>dv = 0, es decir que v € C(6.(F))NV,. La
F
unicidad se deduce entonces de la Proposicion 4.1.5 (i).
Por otra parte, las dos primeras afirmaciones de (iii) se demuestran de forma similar a

ov
las anteriores. Ademas, si u € K», entonces /

0
u—, dv = 92 9 dv = 0, para cada
ade(F) OV F

ov

Fa

v € V,, lo que implica que Ky C VFt.

ow ou
Siu € Ky y consideramos w € V,, tal que — | es la proyeccion ortogonal de —— sobre

ov Ov
Fa
V,,, entonces ug = u —w € Ky y ademds U(uy) € VL Por ultimo, si @ € K, satisface que
O(u — u) ou ou
A~ L n o
U e VF2, entonces, v € VFZ N VF2 y por tanto, wl Tl |
Fa Fy Fy
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4.2 Operadores de Green, de Robin y de Poisson

En esta seccion describiremos operadores lineales que pueden ser considerados como inversos
de los problemas de contorno abordados en la seccién anterior, en el sentido de que para
cada dato que satisfaga la condicion de resolubilidad, proporcionan una solucién del corres-
pondiente problema. Mas concretamente, construiremos operadores que son inversos a la
derecha de la restriccion de £ al subespacio de funciones de C(F' U Fy) que satisfacen la
condicién U(u) = 0 sobre Fi; operadores que son inversos a la derecha de la restriccién de
U al subespacio de funciones de C(F U F}) que satisfacen la condicién L(u) = 0 sobre F,
y operadores que son inversos a la derecha de la restriccion de la identidad al subespacio
de funciones de C(ad.(F')) que satisfacen que L£(u) = 0 sobre F'y U(u) = 0 sobre F}.
Designaremos a cada una de las familias de operadores inversos mediante la denominacién
de operadores de Green, de Robin y de Poisson, respectivamente.

Cuando el problema de contorno homogéneo tiene soluciones no triviales, existen infinitos
operadores del tipo mencionado que, en su equivalente en el caso continuo para los dos
primeros problemas semihomogéneos referidos, son denominados de forma genérica, opera-
dores de Green generalizados. La unicidad de soluciéon ortogonal al espacio de soluciones
del problema homogéneo de cada uno de los problemas semihomogéneos, queda reflejada
en la unicidad del correspondiente operador inverso que asigna a cada dato dicha soluciéon
unica. Estos operadores, denominados ortogonales, satisfacen entonces la propiedad de ser
formalmente autoadjuntos sobre un subespacio de C(F) en el caso de operadores de Green,
sobre un subespacio de C(F}) en el caso de operadores de Robin y sobre C(F3) en el caso de
los operadores de Poisson. Ademas, el operador de Poisson ortogonal se expresa en términos
del operador de Green ortogonal, lo que recupera una conocida propiedad de estos operadores
en el caso continuo. Por otra parte, la bisqueda de operadores de Green y de Robin que
sean autoadjuntos sobre C(F') y C(F}) respectivamente, conduce a la nocién de operadores
ortogonales sobre F'y Fi, que coinciden con los anteriores si el problema homogéneo tiene
como Unica solucion la trivial.

Como un problema general de contorno es equivalente o bien a un problema de Dirichlet
o bien a una ecuacién de Poisson, tiene sentido considerar los operadores de Green del
problema equivalente y analizar su relaciéon con los operadores de Green y de Robin de los
problemas semihomogéneos asociados al problema general. Debemos senalar que el concepto
de operador de Green del problema equivalente puede considerarse una generalizacion del
operador asociado a la denominada funcion de Kuramochi que, en el caso discreto, ha sido
estudiada por Yamasaki y colaboradores (ver por ejemplo [49, 50]).

Nuevamente consideraremos fijada una variedad I' = (V, E, 0), B una métrica sobre él,
iy v medidas densas y ¢ la funcién coeficiente de la estructura Riemanniana. También
consideraremos fijados F' un subconjunto no vacio de V', {Fj, Fy}, una particién de 6.(F),

las funciones ¢ € C(F) y h € C(F1), p € CT(d.(F) x 0.(F)), y los operadores sobre L(v)
1
dados por L(u) = —Au + —quy por U(u) = % + > h u, respectivamente.
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En toda la seccién supondremos vigentes las hipétesis [H1] y [H2] y la consideracién [C]
introducidas en la secciéon anterior, esto es que F' es conexo como subconjunto de vértices
de la variedad T'.(F'), que la funcién ¢ es no negativa sobre F' x F'y que el producto interno
que se considerard en todos los espacios de funciones involucrados sera el inducido por L(v).

Nuestro punto de partida serd considerar las funciones f € C(F'), g1 € C(F1)y g2 € C(F3),
el problema de contorno

(#) = [flz), st zeF
Uu)(z) = ¢gi(x), si z€Fy, ;[PC],

u(z) = golz), si z€Fy
y los problemas de contorno homogéneo [PH] y semihomogéneos [PS]y, [PS]; y [PS]2 asociados
a [PC]. Como ya mencionamos, nuestra pretension es encontrar operadores que puedan ser
consideramos como inversos de cada uno de los problemas de contorno semihomogéneos en
el sentido de que si el dato no nulo presente en cada uno de ellos satisface la condicién
necesaria y suficiente de resolubilidad descrita en el Corolario 4.1.8, el operador construido
asigne a tal funciéon una solucién del problema de contorno semihomogéneo con el que se esta
trabajando. Tales operadores recibiran la denominacién de operador de Green en el caso del

problema [PS]y, operador de Robin en el caso del problema [PS]; y operador de Poisson en
el caso del problema [PS]s.

Interpretaremos £ y U como operadores lineales definidos sobre C(ad.(F')) y considera-
remos los subespacios de C(ad.(F))

Vo= {ueC(FUF): :U(u)=0en F}
Vi= {uelC(FUF):L(u)=0en F}

Vo= {u:L(u)=0en FyU(u)=0en F}

relacionados con la verificacion de las condiciones homogéneas en los problemas semihomo-
géneos [PS]y, [PS]1 y [PS]s respectivamente; V,, el espacio de soluciones de [PH| y también
los subespacios V.., V.. v V., que fueron introducidos en la seccion anterior.

Es claro que V,, = VNV = V,NC(FUF,). Ademds, si Vi es el subespacio de C(ad.(F))
ortogonal a V,,, tenemos las identidades

Clado(F)) =V, Vs Vo=V, e (VonVo), V=V, aVinNVo)ym=V,&V.NV))
que se anaden a las ya conocidas

C(F) =V, ®(C(F)NVy), C(F) =V, ®&CF)NY;) v C(F) =V, & (C(F)NUV,)").
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Si consideramos el endomorfismo sobre C(ad.(F)), definido por la expresién
L(u), sobre F,
Flu) = U(u), sobre F7,

u, sobre F,

entonces, el Corolario 4.1.8 nos asegura que

i) Si f e C(F)NV;, existen funciones ug € Vo N V; y tig € Vo N V.- soluciones de [PS]y,
es decir tales que F(ug) = F(i) = f. Ademds, ug es la tinica solucién de [PS]y en Vi

i) SiFi#0yg €C(F)N V}f, existen funciones u; € V; N V; yu; € VN Vlfl soluciones
de [PS]y, es decir tales que F(uy) = F(iy) = ¢g1. Ademds, u; es la tnica solucién de
[PS]l €1 VIJ{'

i) Si Fy # 0y go € C(Fo) NU(V,, )", existen funciones uy € Vo NVE y iy € Vo N VFLQ

soluciones de [PS]y, es decir tales que F(uz) = F(u2) = ¢go. Ademads, uy es la unica
solucién de [PS]; en Vi

Por otra parte, en virtud de la versién (4.1) de la Segunda Identidad de Green, obtenemos

ov
que si v € V,,, entonces | g¢go — dv = 0 sii / F(g2)vdv = 0y por tanto, la condicién
P70 0v ad.(F)

(iii) puede reescribirse como

i) Si Fy A0y F(ge) € V}f, existen funciones us € Vo N V; y Uy € Vo N Vé soluciones de

[PS]a, es decir tales que F(ug) = F(tUg) = go2. Ademés, us es la inica solucién de [PS];
en V.

Debe observarse que a pesar de que ker F = V,., la condicién (iii)’, y por tanto la condicién
(iii), no es trivial, ya que aunque la restriccién de F a C(F' U F}) es un endomorfismo au-
toadjunto (Proposicién 4.1.2), su extensién a C(ad.(F)), que es la que estamos considerando
en esta seccién, no lo es.

En definitiva, si denotamos por Fy, F1, y F2 a las restricciones de F a Vy N V;, VN V;
ya Vo V; respectivamente, las aplicaciones

Fo :(VonVi) — (C(F)NVi),
f‘l . (Vl N V;)

!

(C(F)NV,),
(C(F)NUV,)"),

!

fz (VgﬂV$)

son isomorfismos. Por supuesto, la notacién se simplifica cuando [PH] tiene una tnica
solucién, pues en este caso V,, es trivial y por tanto, Vi- = V- = Vﬁl =UV, )t =C(ad.(F))
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y los isomorfismos anteriores quedan expresados, respectivamente, CcOomo
fo,IVO —>C(F), f11V1 —>C(F1> y .,F22V2 —>C(F2)

Por otra parte, en el caso en el que F; = (), es decir cuando [PC] es o bien un problema de
Dirichlet o bien una ecuacién de Poisson, se tiene que C(F U Fy) =C(F) =V, V, =V, ¥
por tanto Fy es un automorfismo sobre C(F) N Vi

Definiciones 4.2.1 Diremos que una aplicacién lineal G: (C(F) N Vi) — C(ad.(F)) es un
operador de Green del problema de contorno [PC]o o por extensién un operador de Green de
[PC] si para cada f € C(F) NV, G(f) es solucién del problema semihomogéneo [PC]y con
dato f.

Si Fy # (), diremos que una aplicacién lineal R: (C(F}) N Vi) — C(ad.(F)) es un opera-
dor de Robin del problema de contorno [PCJ; o por extensién un operador de Robin de [PC]
si para cada g; € C(F1)NV,-, R(g1) es solucién del problema semihomogéneo [PC]; con dato

g1.

Si F, # (), diremos que una aplicacién lineal P: (C(Fy) N V) — C(ad.(F)) es un ope-
rador de Poisson del problema de contorno [PCly o por extension un operador de Poisson
de [PC] si para cada gy € C(Fy) NUV,)*", P(gs) es solucién del problema semihomogéneo
[PC]s con dato gs.

Es importante senalar que siempre existen operadores de Green, de Robin y de Poisson. Con-
cretamente, si denotamos por G: (C(F) NVy) — (Vo NVi), R: (C(F1)NVr) — (VN Vi)
y P:(C(Fo) NUV,)*") — (V2N Vi) alos inversos de los isomorfismos Fy, Fy y Fa, es claro
que G, R y P son, respectivamente, operadores de Green, de Robin y de Poisson del problema
[PC] y de hecho, estédn caracterizados por asignar a cada dato la tnica solucién en Vﬁ del
correspondiente problema semihomogéneo. Asi pues, estos operadores estan univocamente
determinados y en lo sucesivo serdn denominados ortogonales sobre ad.(F') o simplemente
ortogonales y denotados por G, R y P, respectivamente.

Desde luego, si V,, es trivial, existe un unico operador de Green, un unico operador de
Robin y un unico operador de Poisson, que por tanto, coinciden con G, R vy P, respecti-
vamente. Sin embargo, si V, no es trivial, existen infinidad de operadores de Green, de
operadores de Robin y de operadores de Poisson, puesto que si G, R v P son unos de el-
los, entonces, por ejemplo G+ v, R+vy P+ v con v € V, yGFruvw R+v@uwy
P+v@wconv € V, yw € C(ad.(F)), también lo son. Por otra parte, utilizando el Corolario
4.1.8, podemos definir operadores de Green, G , de Robin, R, y de Poisson P, tales que
G(C(F) N Vi) c v, R(C(F) N Vi) C VL y P(C( )N Vl) cUu- (VL), respectivamente.
En lo sucesivo, este tipo de operadores seran denominados ortogonales sobre F', sobre F
y sobre Iy, respectivamente. Observemos que aplicando nuevamente el Corolario 4.1.8, si
0.(F) # 0 y ademds h > h,, existe un unico operador de Green ortogonal sobre F'; si Fy # ()
Yy ¢ > ¢, existe un tnico operador de Robin ortogonal sobre F}, y por tltimo, si Fy # 0,
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q > q, y h > h,, también existe un unico operador de Poisson ortogonal sobre F» (aqui
o € C(ad.(F)) es estrictamente positiva en cada punto).

Podemos extender la definicién de G, de R y de P a los espacios C(F), C(F)) y C(F)
respectivamente, considerando para cada f € C(F), cada g1 € C(Fy) y cada go € C(F3), las
asignaciones

G(f)=G6(f—m(f), Rg)=R(g—mlg) v Plg)="Plg—mg)),

donde mo, m y 7y denotan las proyecciones sobre los subespacios V., V. y V,, respecti-
vamente. Tenemos pues que si f € C(F), g1 € C(F1) y g2 € C(F3), entonces se satisface
que

LG(f)= f—molf), en F, L(R(q)) = 0, en F,
U(é(f)) = 0, en Iy, y U(ﬁ(gl)) = g1 — 7T1(91), en [,
Q~(f) = 0, en Fy 7~2(g1) = 0, en Iy

mientras que

L(P(g2)) = 0, en F,
U(P(g2)) = 0, en F,
P(g) = go — ma(ga), en Fi.

Ademds, si u € C(ad.(F)) y consideramos f = L(u),, g1 = U(u),, v g2 = uj,, se
satisface que

fGVjI_? (51 EV;;»
UEVO:> u€E Y —
G(f) = u—m(u), R(g1) = u—m(u),
y también que
g2 GVIJ{_7
u € VQ -
P(g2) = u—m(u),

donde 7 denota la proyeccion ortogonal sobre V,,.

También es claro que cuando se satisfacen las condiciones que aseguran la unicidad de
soluciones en VFL, V; y Vé (Corolario 4.1.8), es decir cuando los operadores de Green,
de Robin y de Poisson ortogonales sobre F', F} y F, respectivamente, estdn univocamente
determinados, se satisface un resultado analogo al anterior sustituyendo G, R y P por G, R
y P y T por Ty, T O My respectivamente.
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Proposicion 4.2.2 Cualquier operador de Green, de Robin o de Poisson es formalmente
autoadjunto, es decir se satisface que

/gg(f)dyz /fé(g)dv, para cada f,gEC(F)ﬁVi,
F F
s gﬁ(f) dv = s f7~2(g) dv, paracada f,g € C(F}) ﬁVﬁ,

Fgﬁ(f)du: Ffﬁ(g)du, para cada f,g € C(Fy).

En particular, si G Y R son ortogonales sobre F' y F, respectivamente, se satisface que

/FgQN(f)dV: /ng(g>dl/, para cada f,g € C(F),

gR(f)dv = fR(g)dv, paracada f,g € C(F}).
Fy Py

Ademds, si sop(p) C Fy x Fy, entonces P = (L —7,)+GoNo(ZT~—m,), donde T
es el operador identidad en C(Fy) y N:C(Fy) — C(F) es el operador que asigna a cada
g2 € C(Fy) la restriccion a F de A(gs).

Demostracién. Si f,g € C(F)NVg y consideramos v = G(f), v = G(g), entonces u,v € V,
y sobre F', L(u) = fy L(v) = ¢g. Como el problema [PC] es formalmente autoadjunto, se
verifica que

/ng(g)dl/:/Fvﬁ(u)dyz/FUE(U)CZUZ/F‘qg(f)dV'

Si G es ortogonal sobre F, f,g € C(F) y consideramos u = G(f), v = G(g), entonces
u,v € VoNVE ysobre F, L(u) = f —mo(f) y L(v) = g — mo(g) y ademds se satisface que

[ 16 = [ (r=m(n)vdr= [ ve(dy
= /Fuﬁ(v)dyz/F(g—wo(g))udV:/Fgg(f)dl/.

Si f,g € C(Fy) NV: y consideramos u = R(f) y v = R(g), entonces se verifica que
u,v € V; y ademas, sobre Fi, U(u) = f y U(v) = g. De la versién (4.1) de la Segunda
Identidad de Green deducimos que

0= /F<v£(u) —uﬁ(v)) dl/:/FIUF2 (uL{(v) —vb{(u)) dl/:/Fl (uL{(v) —vb{(u)) dv

— /F1 (ug—vf) alz/:/F1 (g?i(f)du—ffz(g)) du.
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Si R es ortogonal sobre F, f,qg € C(F}) y consideramos u = 7@(]‘) y v = R(g), entonces
se verifica que u,v € V; N VFll y ademads, sobre Fy, U(u) = f—m(f), Ulv) = g—m ¥y
ademas,

0= /F(vﬁ(u)—uﬁ(v))dl/:/Fl (ul/{(v)—vl/{(u))dl/
= [ (ulg=m) ~v(f = m()) dv
= [ (wg—vD)dv= [ (gR()dv~ FR(g)dv.

Si f,g € C(F,), entonces sobre F; se tiene que 75(f) = f—m(f)y P(g) = g—ma(g). Por
tanto,

[ 1P@dv= [ f(g=ml)dv= [ (f=mD)(s-mls)d

= [ (1-mn)gdr = [ gP()dv

Para finalizar, si o = g2 — m2(g2) y suponemos que sop(p) C Fy x Fy, entonces U(gz) =0
sobre F} y por tanto, el problema [PS], con dato g, es equivalente al problema de contorno

L(u) = A(g2), sobre F,
U(u) = 0, sobre F
u = 0, sobre Fj

Ademas como gy € Vé, para cada v € V,,

0
/UA(gg)dV:/ vU(G)dv — | GpUW)dv = — EIQ—/Udy:O.
F F1 Fy I aV
Por tanto, G(A(gs)|,) es la tnica solucién del problema anterior en V- y como también se
verifica que C(F») C Vi, obtenemos que P(g2) = g2 + G(A(g2)},)- B

Hasta ahora hemos reformulado la condicién necesaria y suficiente de existencia de solu-
ci6én del problema [PC]| para cada uno de los problemas semihomogéneos asociados a él y en
base a dichas condiciones hemos definido el concepto de operadores de Green, de Robin y
de Poisson. Sin embargo, también podemos plantearnos el problema de contorno

L(u)(z)= f(z), si z€F,
Uu)(xz) = gi(x), si xeFy, o[PS,

u(z) = 0, si x € Fy
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para el cual la condiciéon necesaria y suficiente de resolubilidad es que f + g1 € Vj y en

este caso existe una unica solucién de [PS], en V;. Desde luego, esto nos lleva a concluir
que si consideremos V3 = C(F U F}) N V; y denominamos F3 a la restricion de F sobre Vs,
entonces F3: V3 — V3 es un automorfismo. Ademds sobre el subespacio de V5 dado por
(C(F)NVE) @ (C(F1) ® Vi), es claro que F(f + g1) = G(f) + R(g1). Sin embargo, es
posible la situacién en la que f 4 gy € Vi pero f ¢ V- y g1 ¢ V.. En este caso, ni [PS]y ni

[PS]; tienen solucién mientras que [PS], si la tiene.

Por otra parte, utilizando los resultados de la secciéon anterior, resulta que [PS], no es mas
que un problema de Dirichlet o una ecuacién de Poisson. Concretamente, si consideramos

- = - 1
las funciones ¢ = q, + ¢+ h, f = f+ g1 y el operador L = —A + — g, entonces [PS], se
v

reescribe como el problema de contorno sobre I'y(F')

L(u)(z) = f(z), si z€ FUF,
u(z) = 0, six € Fy 7

es decir, como un problema semihomogéneo asociado a [PC]. Obsérvese que el problema

de contorno homogéneo [PH| asociado a [PC]| es a su vez equivalente a [PH]|, por lo que su

espacio de soluciones es nuevamente V,,, mientras que el problema semihomogéneo [PS], no

es equivalente a [PS]y a menos que g; = 0.

Tiene sentido considerar tanto operadores de Green como operadores de Poisson del pro-
blema m En estas circunstancias, es claro que los operadores de Poisson del problema
[PC] son los mismos que los operadores de Poisson del problema [PC], pues los problemas
semihomogéneos correspondientes son idénticos, mientras que las restricciones de cualquier
operador de Green del problema m a los subespacios C(F') N V; y C(F1) N V; son, res-
pectivamente, operadores de Green y de Robin de los problemas semihomogéneos [PS]y y
[PS];. Obsérvese que, en este caso, la nocién andloga a la de operador ortogonal sobre F' es
la operador ortogonal sobre F'U F} y por tanto coincide con la de operador ortogonal. En lo
sucesivo, denotaremos por G al tnico operador de Green de [PC] ortogonal, es decir a aquél
caracterizado por asignar a cada f € Vs la tinica solucién de WO en V3. En otras palabras,

G: V3 — Vs es el operador inverso del automorfismo Fs.

Si 5 : V3 — C(ad.(F')) es cualquier operador de Green de [PC] y volvemos a considerar 7,

la proyeccion ortogonal sobre V;, nuevamente podemos extender el operador QN aC(FUF)

~

definiendo 5 (f) -G (f — 7(f)). En definitiva, para cada f € C(F U F}) se tiene que

5(5( )= f—=(f), sobre FUF],
(4.4)

g (f) = 0, sobre [}

y ademds, si u € C(F U Fy), entonces f = L(u)
9(f) = u—m(u).

lror, € V}i y por tanto, tenemos que
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A continuacién, analizaremos la relacién entre los operadores de Green, de Robin y de
Poisson asociados al problema [PC] y el operador de Green asociado al problema [PC].

Proposicién 4.2.3 Cualquier operador de Green del problema de contorno [PC], es formal-
mente autoadjunto, es decir

/ f&(g)du:/ gg(f)du para cada  f,§ € Vs
FUF
y en particular,

/ fG(g)dv :/ GG(f)dv para cada f,5€C(FUF).

Ademds, sobre el subespacio (C(F) N VE) @ (C(Fy) N Vi) se verifica que G = G &R
y, en particular, G y G coinciden sobre C(F)n V; y G y R coinciden sobre C(Fy) N Vj;
mientras que P = (L —m, ) +GoNo(Z—m, ), dondeT es el operador identidad en C(Fy) y
N:C(Fy) — C(F U Fy) es el operador que asigna a cada go € C(Fy) la restriccion de A(gs)
a F'U Fl,

Demostracion. La demostracion del caracter autoadjunto de (j y la particularizacién a G
son analogas a la realizadas para los operadores de Green del problema [PC] (Proposicién
4.2.2). Por otra parte, si f = f € C(F)NVE osi f =g € C(F) NV, entonces G(f) es la
unica solucion solucién de [PS]y o [PS]y, respectivamente, pertenemente a Vi Como G(f)y

R(g1) verifican la misma propiedad y las soluciones de este tipo son tnicas, necesariamente

G(f) = G(f) en el primer caso y G(f) = R(g1) en el segundo.

Por tltimo, la demostracién de la relacién entre P y G sigue los mismos pasos, con las
modificaciones pertinentes, que la desarrollada en la Proposicion 4.2.2. 1

Debemos senalar que cuando V,, no es trivial, G y G no coinciden sobre el subespacio

C(F), puesto que G(f) = f—mo(f) mientras que G(f) = f—7(f)y, en general, mo(f) # 7(f),
a menos que Fy = ). Por dltimo, si sop(p) C Fi x Fi, entonces Img(N) C C(F) NV y

aplicando el resultado anterior, GoN=GoN.

Concluiremos esta seccién describiendo las propiedades del operador de Green asociado
al problema de contorno normalizado de [PC]|. Para ello, sea V, = C(F'U F}) N (1 VH)L, el
subespacio constituido por las funciones de C(F U F}) ortogonales al espacio de soluciones
del problema homogéneo asociado a [PC] Denotaremos por G al tnico operador de Green
de [PC] ortogonal, es decir a la aphcamon determinada por asignar a cada f € V), la tnica
solucién en V, del problema [PC] con dato f.

d.(F)) e
G(f - #(f).

UJ
o]
=

Si denotamos por 7 a la proyeccién ortogonal sobre %VH y G:Vy — C(a

operador de Green de [136], G puede extenderse a C(F U Fy) definiendo G(f)
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Asf pues, para cada f € C(F U F}) se tiene que
LG() = f—#(f), sobre FUR, } ws)
G f) = 0, sobre [, '

y ademds, si u € C(F U F}), entonces f = ﬁ(u)‘Fupl eViy G(f) =u—#(u).

Proposicién 4.2.4 Cualquier operador de Green, G, del problema de contorno [1:/’(\3] es for-
malmente autoadjunto, es decir

/ fg(g)du:/ QC;( Ydv  para cada f,§€V4
FUF FUF

>

y, en particular,
/FUF1 fé(g) dv :/ Qg(f) dv  para cada f,§ € C(FUF).
Ademds, se satisfacen las relaciones
G=(Z-moT,0G0T,0(Z-7) yv G=T—-#)oTio0GoTLo(Z—7),

donde T es el operador identidad en C(F U Fy).

Demostracion. La demostracién de la primera parte de la proposicién es nuevamente
andloga a la efectuada para los operadores de Green del problema [PC] (Proposicién 4.2.2).

Sean ahora f € C(FUF,) y u = G(f). Entonces L(u) = f—n(f) y como £ =Ti10LoTy,
resulta que ﬁ(%) =0 (f—w )) Ademés, como f—7(f) € V5 entonces, o (f—ﬂ(f)) eEVyy

por tanto se satisface que G(o (f—n(f))) = 4 —7(%), es decir, o Glo (f—7(f)) = u—c (%),
pero como o (%) € V,, y u € Vi, tenemos que (Z — m)(u — o (%)) = u. La demostracién
de la segunda identidad es andloga. 1

4.3 Nucleos de Green, de Robin y de Poisson

En esta seccion mantendremos las hipdtesis y notaciones de la precedente y construiremos
los niicleos asociados a los operadores de Green, de Robin y de Poisson introducidos en ella.
Nuestro objetivo es demostrar que, de forma analoga a lo que ocurre en el caso continuo,
dichos operadores son de hecho operadores integrales. Mas generalmente, demostramos que
cualquier endomorfismo en C(ad.(F')) es un operador integral que tiene asociado un niicleo,
lo que en cierta manera, puede ser interpretado como la version discreta del Teorema de los
Niicleos de L. Schwartz. Desde otro punto de vista, entendiendo un problema de contorno
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discreto como un sistema lineal y un ntcleo integral como una matriz, resulta que los nticleos
de Green, de Robin y de Poisson son matrices inversas a la derecha de la matriz de coeficientes
del sistema correspondiente. En estos términos, uno de los resultados de esta seccion es la
obtencion de todas las matrices inversas a la derecha de las matrices de coeficientes de los
sistemas lineales anteriormente mencionados y ademads, la caracterizacion de aquéllas que
verifican propiedades adicionales, como por ejemplo la simetria.

De momento, sélo nos preocuparemos de establecer las definiciones precisas de estos
conceptos y de demostrar aquellas propiedades que seran necesarias para el desarrollo de
esta seccion. Un estudio mas detallado de algunas propiedades de los ntcleos, sus operadores
integrales asociados y de su repercusion en la resoluciéon de problemas de contorno, sera
desarrollado en el siguiente capitulo.

Definicién 4.3.1 Denominaremos nicleo sobre C(ad.(F)) o simplemente nicleo a cualquier
funcién K € C(ad.(F') x ad.(F)) y para cada z,y € ad.(F'), denotaremos por K* y por K,
a las funciones de C(ad.(F")) definidas como K*(y) = K (x) = K(z,y).

Si K es un nitcleo, denominaremos operador integral asociado a K, respecto de v, o
simplemente operador integral asociado a K, al operador

K:C(ad.(F)) — C(ad.(F))
F— / ) F(y)duly), € ad(F).

Proposicién 4.3.2 Todo endomorfismo sobre C(ad.(F')) es un operador integral y su nicleo
esta univocamente determinado.

Si A C ad.(F) es no vacio, cualquier operador lineal H:C(A) — C(ad.(F)) puede
extenderse de forma tnica a un operador integral H tal que C(A°) C ker H. Ademds, el
nicleo H de H satisface que H € C(ad.(F') x A) y por tanto para cada f € C(ad.(F)),

/ H(z,y) f(y) dv(y), € ado(F).

Demostracion. De las propias definiciones obtenemos que si K es el operador integral
asociado al nicleo K, entonces para cada y € ad.(F), se tiene que v(y) K, = K(g,), es

decir K(z,y)v(y) = K(g,)(x). Reciprocamente, si K es un endomorfismo sobre C(ad.(F))
1

v(y)

y definimos el nicleo K mediante la asignacion K(z,y) = K(e,), entonces K es el

operador integral determinado por K.

Por otra parte, si H:C(A) — C(ad.(F)) es un operador lineal y para cada f € C(ad.(F))
definimos H(f) = H(f,), H queda extendido a un endomorfismo sobre C(ad.(F")), es decir
a un operador integral, que claramente satisface que C(A°) C ker H. Si H es el niicleo de

tal extensién como H(e,) = v(y) H,, si tomamos y € A°, entonces H(e,) = 0 y por tanto
H(z,y) =0, para cada = € ad.(F'). 1
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Es claro que la nocién de operador integral asociado a un nicleo depende de la medida v
considerarada y reciprocamente, fijado un endomorfismo sobre C(ad.(F')), considerado como
operador integral, su ntcleo depende la medida considerada. Asi pues, sea K un operador
sobre C(ad.(F')) con niucleo K, respecto de v y consideramos K como operador integral,
respecto de la medida cardinal A. Si denominamos K, al niicleo de IC respecto de A, tenemos
la siguiente relaciéon entre ambos nticleos:

Kx(z,y) = K(gy)(x) = K(z,y) v(y).

Recordemos que los operadores de Green, de Robin y de Poisson asociados al problema
[PC] los considerabamos extendidos a aplicaciones

G:C(F) — C(ado(F)), R:C(F) — C(ad.(F)) y P:C(Fy) — C(ad.(F)),

mientras que los operadores de Green del problema [PC] y de su normalizado [ﬁ(\i] los consi-

derdbamos extendidos a aplicaciones lineales G,G:C(F U Fy) —> C(ad.(F)). Por tanto, en
virtud de la proposicién anterior, los operadores de Green, de Robin y de Poisson asociados

al problema de contorno [PC] y los operadores de Green asociados a [PC] y a [PC], son todos
operadores integrales.

Definiciones 4.3.3 Denominaremos nicleo o funcion de Green del problema de contorno
[PS]o o por extensién nicleo o funcién de Green de [PC], al nicleo de cualquier operador
de Green de [PC]. Diremos que un nicleo de Green es ortogonal u ortogonal sobre F si es
el nicleo del operador de Green ortogonal o el de un operador de Green ortogonal sobre F',
respectivamente.

Denominaremos nicleo de Green del problema de contorno [PS] y nicleo de Green del
problema de contorno [PS] a los nicleos de cualquier operador de Green de [PS] o de [PS],

respectivamente. Diremos que un nicleo de Green de [PS] o de [ﬁg] es ortogonal sobre ad.(F)
o simplemente ortogonal si el nicleo de un operador de Green ortogonal.

Denominaremos nicleo de Robin del problema de contorno [PS]; o por extensién nicleo
de Robin de [PC] al nicleo de cualquier operador de Robin de [PC]. Diremos que un niicleo
de Robin es ortogonal u ortogonal sobre F} si es el nicleo del operador de Robin ortogonal
o el de un operador de Robin ortogonal sobre F}, respectivamente.

Denominaremos nicleo de Poisson del problema de contorno [PS]y o por extensién nicleo
de Poisson de [PC] al niicleo de cualquier operador de Poisson de [PC]. Diremos que un ntcleo
de Poisson es ortogonal u ortogonal sobre Fy si es el niicleo del operador de Poisson ortogonal
o el de un operador de Poisson ortogonal sobre Fj, respectivamente.

En general, los niicleos de Green, de Robin y de Poisson de problema [PC] serdn denotados

por G, Ry P, respectivamente mientras que los nicleos de Green de los problemas [PC| y
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[1:/’(\3] seran denotados por G y por G, respectivamente. En particular, denotaremos por G,

Gy G a los niicleos de Green ortogonales de [PC], [PC] y [156], respectivamente y por Ry
P a los nucleos de Robin y de Poisson ortogonales de [PC], respectivamente.

Observemos que para los problemas [PC] y [1;(\]] la nocién analoga a la nicleo de Green
de [PC] ortogonal sobre F, serfa la de nticleo ortogonal sobre F'U Fy, que en este caso coincide
con la de nticleo ortogonal.

En virtud de la Proposiciéon 4.3.2, tenemos que, en qualquier caso,

G, G € Clado(F) x (FUR)), G € Clado(F) x F), R € C(ad(F)x F1) y P € Cady(F) x Fy)
y para cada f € C(FUF,), f € C(F), g1 € C(F)) y g2 € C(F), las funciones

aw) = [ G @) fy)dvly), « € adi(F).
i(@)= [ Glay) ) dvly), @< adi(F),
w() = [ Glay) f@)dvly). = €ad(F), (46)
m@)= [ Rewm)a@ ). ead(F).

w(e)= [ Pley)p@)duy). = ead(F).

son soluciones de los problemas semihomogéneos [PS],, [P/’G]O, [PS]o, [PS]1 v [PS]2 con datos

f_ W(f)a f - 7AT(f)7 f - 7To(f), g1 — 7T1(g1) Yy g2 — Wz(gz), respectivamente.

Consideremos nuevamente V,, el espacio de soluciones del problema [PH]| y los espacios
vectoriales

v eV,

Fa

0
Ve=A{v,veVyt, Vo ={v, veV,} v V, = 875

El siguiente resultado nos permite considerar en tales subespacios, bases adecuadas que
faciliten la expresion de las proyecciones g, w1 y 7a.

Lema 4.3.4 Supongamos que V,, no es trivial, es decir, no se reduce a la funcion nula y
consideremos J = {1,---,dimV, }. Se satisfacen las siguientes propiedades:

i) Erxisten {vo;};ecs, una base de V,, y Jo C J, tales que {'UOZ‘F}jGJO es base ortonormal de
Vi yvoj, =0, sij € J—Jy. Siademds existe o € C(F) tal que o(z) > 0 para cada
x €F yh>h,, entonces Jy = J.
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it) Ewisten {vi;}jes, una base de 'V, y J C J, tales que {vi; }jes, es base ortonormal
12
de Vy, yuviy, =0, s1j € J—J1. Siademds existe o € C(F) tal que o(x) > 0 para
Rt
cada x € F y q > q,, entonces J; = J.

Ovo s
iii) Existen {ve;}ies, una base de V,, y Jo C J, tales que { gjy }jeJQ es base de V, y
Fa
vy _
gQJ =0 sobre Fy, si j € J — Jy. Si ademds existe o € C(F) tal que o(x) > 0 para
v

cada v € F, ¢ > q, y h > h,, entonces J, =0 y Vi, = {0}.

Demostracion. Como las demostraciones de los tres resultados son andlogas, sélo desa-
rrollaremos una de ellas, concretamente (i).

SiV, es trivial y {vo;},es es cualquier base de V,,, entonces Voj), = 0, j € J y por tanto
basta tomar Jy = 0.

Si V, no es trivial y {v;}je; es una base de V,, es claro que el conjunto {v; }jes
es generador de V,, por lo que de él puede extraerse una base. Asi pues existe Jy C J
tal que {Uj|F}jeJ0 es base de V.. Si a esta base de V, le aplicamos el proceso de Gram-
Schmidt, obtenemos un sistema, {vo;}jes, C V, tal que {vg;, }jes es base ortonormal de
V,. Desde luego, {vg;}jes, €s un sistema libre en V,, y por tanto ampliable a una base

{vostien U{w;}jer—g, de V.

Por otra parte, si j ¢ Jy, existen escalares a;;, i € Jp, tales que Wy, = 23 j Voi| ., POT
1eJo

[

lo que si para cada j € J — Jy tomamos vy; = w; — 2;} a;j Vo;, resulta que vy; se anula sobre
i€Jy

F y ademas {vg;};es es base de V,,.

Por ltimo, si se satisface la hipdtesis del enunciado sobre ¢ y suponemos que j € J — Jy,
entonces vy; € C(0.(F)) NV, y como ademés h > h,, la parte (i) de la Proposicién 4.1.5
asegura que vp; = 0, lo cual es absurdo pues vy; forma parte de una base de Vy. I

Cuando V), es trivial, necesariamente V,,, V,, y V,, son también triviales, asi que podemos
extender la situacién del lema anterior también a este caso, tomando J = Jy = J; = Jy = 0.

En lo que sigue, consideraremos fijadas {v;};c; una base ortonormal de Vg y {vi;},er,
con i = 0,1,2, bases de V,, verificando, respectivamente, las propiedades (i), (ii) y (iii) del
lema anterior.

Si m, mo, m1 y mp denotan, respectivamente, las proyecciones sobre los subespacios V,
Vi Vi ¥ Vp,, entonces si f € C(FUFY), f € C(F), g1 € C(F1) y g2 € C(F3) se tiene que
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jedJ
mo(f) = (/Ffvoj'dV> V0j|. (/ S v dV) 0|

Jj€Jo JjeJ
m(g) = (/F g1 v1; dV) Vi, = Z </F 11 d”) Vil

jeJl 1 : 1

81}2 i 81)2]' (91)2] 81}2]-

o= ([ %) 2 ([ )

fer, \/E: ov ov N del ov .

donde se adopta el convenio de que si el conjunto de indices es vacio, la suma correspondiente
es nula. Obsérvese que cuando V, 6 Vi 0V, son triviales, las expresiones de la segunda
igualdad dadas para my, m; y 7o en términos de estas bases, son compatibles con el hecho de
que, en estos casos, dichas proyecciones son nulas.

Proposicién 4.3.5 Un niicleo G € C(ad.(F) x F) es una funcidn de Green del problema
[PC] sii para cada y € F satisface que

L(G,) = y) — > vo;(y) voj, en F,
5 jeJ
UGy(f)) = 0, en Fj, (4.7)
Gy = 0, en Fj.

Ademds, para cada x,y € F se satisface que

G (z,y) ZUOJ /G 2,y) voj(2) dv(2) ZUOJ / z,x)vg;(2) dv(z) (4.8)

JEJ jeJ
y H € C(ad.(F) x F) es otro nicleo de Green del problema [PC| sii existen funciones
f; €C(F), j €J, tales que
H:é—i-zvoj@fj- (49)
jeJ

Demostracion. Sean G una funcion de Green y Q su operador de Green asociado. En-

( )

1
solucién del problema [PS]y con dato — ( ) ( mo(e )) Como my(gy) = v(y Z vo; (y vgj|F,
vy JjeJ

tonces, para cada y € F' se tiene que G ( y), lo que implica que G es una

obtenemos que el niicleo de Green G, satisface las ecuaciones (4.7).

Reciprocamente, para cada y € F tiene sentido plantearse el problema de contorno (4.7).
Si para cada y € F, escogemos una de las soluciones del problema y la denotamos por
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G(z,y), podemos definir el operador G:C(F) — C(ad.(F)) asignando a cada f € C(F) la
funcion

u@) = [ Gla,y) fy)duly), @ € ade(P).

Entonces, G serd un operador de Green sii para cada f € C(F), la funcién G(f) es solucién
de [PS]y con dato f — my(f). Para comprobar este hecho, observemos que

W) e,
= f<x>—zJ( / vmde) s (@) = f(&) = mo(f)(a). @€ F,
U)(x) = [ U@ fp)dvly) =0 w € P,
/G dv(y) =0, x € Fy,

Por otra parte, si x,y € F, tenemos que

/G E dV—/ G (ﬁex—;vw(x)vog) dv =G ZUOJ /G Vo, dv,

jeJ

y como problema de contorno [PC]| es formalmente autoadjunto, resulta que

ZUOJ /G vy dv = /G Eé

jeJ
/Féxﬁ(éy)du —> o,y /G vVg; dv.

jeJ

Por dltimo, supongamos que H € C(ad.(F') x F) es otro nicleo de Green para el problema
[PC]. Entonces para cada f € C(F) tenemos que

[ (H(x.) ~ Ole.) ) dvty) €V,

Aplicando esta relacién a f = ¢, con y € I, obtenemos que H, — @y €V, y por tanto que
H, -G, = > fi(y) vo;.
JjeJ

Reciprocamente, si H estd determinado por la relacién (4.9), es claro que para cada
y € F, H, satisface las ecuaciones (4.7) y es por tanto un nicleo de Green. 1

Cuando V,, es trivial, la proposicién muestra que existe un uinico operador de Green que,
por tanto, estd caracterizado por las ecuaciones (4.7) y que ademads, es simétrico sobre F.
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La técnica usada en la demostracion de la proposicion anterior permite obtener nicleos
de Green con propiedades particulares. Los siguientes resultados constituyen una buena
muestra de esta afirmacion.

Corolario 4.3.6 Los nicleos de Green ortogonales sobre F' estdn caracterizados por satis-
facer para cada y € F, las ecuaciones

1

LG)= ——¢e,— w;(y)vg;, en F,
( y) I/(y) Yy ];] 0]( ) 07
UGy(f)) = 0, en F,
’ (4.10)
Gy = 0, €n F27
/’UojéydU: O, jEJ
F

Ademds, G es simétrico sobre F, es decir é(x, y) = é(y, x) para cada x,y € F, y para cada

f€C(F), la funcion u(zx) = / G(z,y) f(y)dv(y), z € ad.(F'), es una solucion de [PS]y con
P
dato f — mo(f) que satisface que / uvg;jdv =0, j € J.
F

En particular, si V, es trivial, toda funcion de Green es ortogonal sobre F' y por tanto,
simétrica sobre F, mientras que si 0.(F) # 0 y existe o € C(F) tal que o(x) > 0 para cada
x € ad.(F) y h > h,, entonces existe una unica funcion de Green ortogonal sobre F', que
estd caracterizada por las ecuaciones (4.10). En este caso, para cada f € C(F), la funcidn

9

u(x) = /FG(:U,y) fy)dv(y), = € ad.(F), es la inica solucion de [PS]y con dato f — mo(f)

que satisface que / uvy;dv =20, j€J.
F

Demostracién. Si G es una funcién de Green ortogonal sobre F'; satisface las tres primeras

v 1 o
ecuaciones de (4.10), en virtud de la Proposicién 4.3.5. Ademés, como G, = o0 G(ey), te-
vy

nemos que G, € Vﬁ.

Reciprocamente si G satisface las ecuaciones (4.10), aplicando nuevamente la Proposicién
4.3.5, G es un nicleo de Green y ademds para f € C(F), u(z) = / G(z,y) fy) dv(y) es
F

solucién del problema [PS]y con dato f — m(f). Si ahora tomamos j € J, tenemos que
@) dve) = [ l) ([ Gy fw) dviy)) dvla)
= [ 1) ([ o) Gy dvia)) duly) = 0.

con lo que se concluye que u € Vﬁ.
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Por otra parte, el que éy € Vi para cada y € F, implica, después de aplicar a G la
expresién (4.8), que G es simétrico sobre F. En particular, cuando V), es trivial, cualquier
funcién de Green satisface las condiciones de ortogonalidad sobre I, puesto que v}, = 0 para
cada v € V,,, y por tanto es ortogonal sobre F' y en definitiva, simétrica sobre F'.

Por ultimo, si se satisface que §.(F) # 0 y h > h,, el Corolario 4.1.8 asegura que las
ecuaciones (4.10) determinan univocamente G, y la unicidad de . 1

Corolario 4.3.7 El unico nicleo de Green ortogonal, G, estd caracterizado por satisfacer,
para cada y € F, las ecuaciones

1
L(G,)= ——ec,— > vy;(y)vo;, en F,
( y) I/(y) Yy ];] 0]( ) 07
UGy(f)) = 0, en F,
(4.11)
G,= 0, en Iy,
G,dv= 0 € J.
/adc(F)UOJ y av ) S

Ademds, para cada f € C(F), la funcion u(x) = /FG(x,y)f(y) dv(y), © € ad.(F), es la

unica solucion de [PSly con dato f — mo(f) que satisface que / ( )U'U[)j dv=20,j5€J.
F

ade

Demostraciéon. La demostracién sigue los pasos de la del corolario anterior. A pesar
de ello, daremos aqui una demostracion diferente de la unicidad de este tipo de nicleos.
Supongamos pues que K es otro nucleo de Green satisfaciendo las ecuaciones (4.11). En-
tonces, K = G+H con H, € V,, para caday € F. Como por otra parte, H, = K,—G, € V;,
obtenemos que H, = 0 para cada y € F'y en definitiva que K = G. }

Después de todos estos resultados y dado que sin hipétesis adicionales, el tinico niicleo de
Green que estd completamente caracterizado es G, podemos utilizarlo para obtener el resto
de nicleos de Green a partir de la expresién (4.9).

Proposicién 4.3.8 Consideremos G € C(ad.(F) x F) la funcién definida por la expresion
G(z,y) = G(z,y) — > woj(x) /FG(z,y) vo;(2)dv(z), x €ad.(F),y¢€F.
jed

Entonces, G es un niicleo de Green ortogonal sobre F y una funcidn G € C(ad.(F) x F) es
un nicleo de Green sii existen funciones f; € C(F'), j € J, tales que

i€J

Ademds, se tienen las siguientes propiedades:
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i) G es simétrico sobre F sii existe una matriz simétrica de orden |Jo|, A = (ay;), tal que
para cada i € Jy se verifica que fi(y) = X aijvo;(y), ye€F.
j€Jdo

i) G es ortogonal sobre F sii f; = 0, para cada i € Jy.

Demostracién. Que G es un nicleo de Green es consecuencia de aplicar la expresion (4.9)
a G. Ademas, se comprueba directamente que G es simétrico y, de hecho, ortogonal sobre
F. Ademas, como G es un nicleo de Green, cualquier otro ntcleo de Green puede obtenerse
de él mediante la expresién (4.9) aplicada a G, que es justamente (4.12).

(1) Después de la expresion anterior, como G es simétrica resulta que G es simétrica sobre
F' sii se satisface que

Z voi(x) fily Z voi(y) fi(x) paracada z,y € F.

1€Jo 1€Jo

Ahora, fijado y € F, y teniendo en cuenta que {voj‘p}je Jo €s ortonormal, obtenemos que
para cada 1 € Jy
£) = ¥ valy) [ fiw) voi(a) dvlz) = mol ()
i€Jp
lo que implica que f; € V. y por tanto, la existencia de una matriz A de orden |Jy| tal que
fily) = X a;;v9;(y) para cada y € F. En definitiva, G es simétrica sii
Jj€Jo

> aijvoi()vo;(y) = D aijvei(y) voj(x) paracada  x,y € F
3,5€Jo 4,5€Jo
lo que es equivalente a que a;; = a;;, ya que el sistema {voﬂ . ®,U0j|F}7;7j€ Jo €s base ortonormal
de V., x V,.

(ii) Como G es ortogonal sobre F', resulta que G es ortogonal sobre F' sii Y. vy ® f; es
i€Jo
ortogonal sobre F'y esto ocurre sii para cada j € Jy y cada y € F,

fily) = /F (Z voi () fz(y))) vo;j(z) dv(z) = 0. 1

i€Jo

Obsérvese que la proposicién anterior resume los resultados relativos a funciones de Green,
obtenidos en la Proposicién 4.3.5 y en el Corolario 4.3.6. Por ejemplo, si V,, es trivial,
entonces Jy = ) con lo que las condiciones (i) y (ii) se satisfacen automdticamente y resulta
que bajo esa hipotesis, todo nicleo de Green es ortogonal sobre F. Por otra parte, si

5.(F) # 0 y existe o € C(F) tal que o(z) > 0 para cada z € ad.(F) y h > h,, entonces
Jo = J y por tanto la condicién (ii) implica que existe una tnica funcién de Green ortogonal
sobre F'. Es importante senalar que en este caso, salvo que V,, sea trivial, existen infinitas
funciones de Green simétricas.
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Los resultados que expondremos a continuacion, corresponden a las propiedades que sa-
tisfacen los niicleos de Robin y de Poisson de [PC] y los nicleos de Green de [PC]. Aunque los
tres tipos de ntcleos tienen propiedades andlogas a las desarrolladas en la Proposicién 4.3.5
y en el Corolario 4.3.6, s6lo nos preocuparemos de presentar, en cada caso, un resultado del
tipo de la Proposicion 4.3.8 que sumarice todas las posibilidades. Nuevamente omitiremos
las demostraciones pues, con las modificaciones pertinentes, son analogas a las efectuadas
para el caso de los ntcleos de Green.

Proposicién 4.3.9 Si F} # 0, existe un dnico nicleo de Robin ortogonal del problema [PC],
R € C(ad.(F) x F}), que estd caracterizado por satisfacer para cada y € F, las ecuaciones

L(R,) = 0, en F,
1
M(Ry) = ﬂey—ZvU(y)vlj, en F17
y jel (4.13)
Ry = O, en F27
/ v Rydv= 0, jelJ
ad.(F)

Ademds, se verifican las siguientes propiedades:

i) Para cada g, € C(F) la funcion u(zx) = /F R(z,y) g1(y) dv(y), x € ad.(F), es la inica

1

solucion de [PS]y con dato g1 — m1(g1), tal que / uvyjdv =0, j € J.
ad.(F)

i) Si R e C(ad.(F) x F\) es la funcién definida por la expresion

R(a:,y) = R(z,y) — ZUU(JU)/ R(z,y)vnj(z)dv(z), x€ad.(F),yeF

jeJ a1

entonces, R es un nicleo de Robin ortogonal sobre Fy. Ademds, R es simétrico sobre

F\ y para cada g, € C(Fy), la funcion u(z) = / R(z,y) g1(y) dv(y), es una solucion
F

1

de [PS]1 con dato g1 — m1(g1), que satisface que / uvyjdv =0, j € J. Si existe
n

o € C(F) tal que o(z) > 0 para cada © € ado(F) y q¢ > qo, entonces R es el inico
nicleo de Robin ortogonal sobre Fy y para cada g1 € C(Fy), la funcién u es la inica

solucion de [PS]y con dato g1 — m1(91), que satisface que uvyjdv =0, j € J.
Fy
iii) Una funcion R € C(ad.(F) x F}) es un nicleo de Robin sii existen g,; € C(Fy), j € J,
tales que

icJ
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i) Un nicleo de Robin, R, es simétrico sobre Fy sii existe una matriz simétrica de orden
|J1|, A= (aij), tal que para cada i € Jy se verifica que gi;(y) = 62;] a;n1(y), y € Fi.
JEeJ1

v) Un nicleo de Robin, R, es ortogonal sobre Fy sii g1; = 0, para cada i € J; y por tanto,
todo nicleo de Robin ortogonal sobre Fy es simétrico sobre Fy. En particular, si 'V,
es trivial, J; = () y por tanto todo micleo de Robin es simétrico y, de hecho, ortogonal
sobre F].

Antes de proceder a la obtencion de los resultados relativos a los nicleos de Poisson,
serda comodo introduccir las siguientes notaciones: Si K € C(ad.(F) x ad.(F')), la expresién

0 0K, . 0 OK*
pw K(x,y) representa a ( Y ) (x), mientras que v, K(x,y) representa a ( Y ) (y).

Proposicion 4.3.10 Si Fy # (), existe un tinico nicleo de Poisson ortogonal del problema
[PC], P € C(ad.(F) x F,), que estd caracterizado por satisfacer, para cada y € Fy, las
ECUACIONES

L(P) = 0, en F,
Z/{(Py) = O7 €n Fla
1 (%2 i 8112 i (415)
P= ——e,— d i en F
Y V(y) €y ]g] av (y) av , €Il I,
/ vay Pydv = 0, jeld.
ad.(F)

Ademds, se verifican las siguientes propiedades:

i) Para cada go € C(F3) la funcion u(z) = /F P(x,y) g2(y) dv(y), x € ad.(F), es la inica

2
solucion de [PSly con dato go — m2(g2), tal que / uveyjdv =0, j € J.
ad.(F)
i) Si P e C(ad,(F) x F3) es la funcién definida por la expresion

P(z,y) = P(z,y) — > va(x) /F 2 % P(z,y) agjf' (2)dv(z), x€ad(F),yecF,

jeJ

entonces, P es un nicleo de Poisson ortogonal sobre Fy. Ademds, para cada x,y € F5,

0 - 0 - g

& Blay) = 2 Ply,a) ypora cada go € C(R), u(a) = [ P(r.y) ) duly), es una
2

solucion de [PS]a con dato go — ma(g2), que satisface que Ou Ovs; dv =0, j€J.
R Ov Ov

iii) Una funcion P € C(ad.(F) x Fy) es un nicleo de Poisson sii existen go; € C(Fy),
J € J, tales que

icJ
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i) Un nicleo de Poisson, P, satisface que — P es simétrico sobre Fy sii existe una matriz

Ov
simétrica de orden |Ja|, A = (a;j), tal que go;(y) = X a;;v25(y), y € Fy, para cada
JEJ2

1€ Jo.

v) Un nicleo de Poisson, P, es ortogonal sobre Fy sii go; = 0, para cada i@ € Jy. En
particular, si V, es trvial, Jy = ) y por tanto todo micleo de Poisson es ortogonal

sobre Fj.

Proposicién 4.3.11 Existe un tinico nicleo de Green ortogonal del problema [PC|, G, que
esta caracterizado por satisfacer para cada y € F'U FY, las ecuaciones

E(G’y) = m&ty —jze;]vj(y) vj, en FUFy,
G, = 0, en Fy, (4.17)
G,dv= 0 e .
/adp(F)v] y AV , ] €

Ademds, se verifican las siguientes propiedades:

i) G €C(ad.(F) x (FUF)) y G(z,y) = Gy, x) para cada z,y € ad.(F). En particular,
para cada y € ad.(F'), G, satisface las ecuaciones (4.17).

i) Para cada f € C(FUF) la funcién u(x) = /F . G(z,y) f(y) dv(y), = € ad.(F), es la
Uk

unica solucién de [PS], con dato f —m(f), tal que / uvjdr =0, j€J.
ad.(F)

i) Una funcion Ge C(ad.(F) x (F U Fy)) es un nicleo de Green del problema [PC] sii
existen f; € C(F'U FY), i € J, tales que

TR S (1.18)
ieJ
w) Un nicleo de Green de [PC|, G, es simétrico sobre ad.(F) sii existe una matriz

simétrica de orden |J|, A = (a;;), tal que fi(y) = ¥ aijv;(y), y € F U Fy, para
jeT
cada i € J.

El siguiente resultado traduce en términos de los nicleos correspondientes, la relacion
entre los operadores de Green, de Robin y de Poisson del problema [PC] con el operador de
Green del problema [PC], que fue presentada en la proposicién 4.2.3.

Proposicién 4.3.12 Se satisfacen las siguientes propiedades:
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i) Las relaciones entre el nicleo de Green ortogonal del problema [PC], el nicleo de Green
ortogonal sobre F' del problema [PC] y G estdn dadas respectivamente por

Gla,y) = Gloy) = X voi(y) [ Gla.2)vgy(2) du()

jeJ

Glay) = Glay) = X vo(y) [ Gla2) vy () dv(2)

jeJ

_ ZUOZ / (w,y) voi(w) dv(w)

ieJ

+ ) vgi() voy(y /FXF G (w, 2) voi(w) vo;(2) d(v x v)(w, 2),

i,j€J
para cada (z,y) € ad.(F) x F.

i) Si Fy # 0, las relaciones entre el nicleo de Robin ortogonal del problema [PC], el niicleo
de Robin ortogonal sobre Fy del problema [PC] y G estdn dadas respectivamente por

Rley) = Cley) =Y oy(u) [ Gl 2)vny(z) dv(2),

R(z,y) = ZJ o) [ Gla, 2 oy (=) diz)
— Z]Uh / (w,y) vy (w) dv(w)
+ 'ZJUU(SU) v15(y) /FxF G(w, z) vig(w) vij(2) d(v x v)(w, 2),

para cada (z,y) € ad.(F') x Fy.

iii) Si Fy # 0, la relacién entre el micleo de Poisson ortogonal del problema [PC] y G estd

dada por
Pleg) = Sorefe) = 5 Gla)
Ovg; Dvy; 1 0
_ J;J By (y) /F2 BV (z )(m e(2) — 8—VyG(x Z)) dv(z).

para cada (x,y) € ad.(F) x Fy. En particular, si V, es trivial y sop(p) C Fy x Iy
entonces, para cada (x,y) € ad.(F) x Fy,

1 0
S @ g )

P(xvy> = l/<y

- agj] (v) /F 2 agjj (2) (ﬁ ealz) — 8% G(x,2)) dv(2).

jeJ
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1
Demostracién. (i) Si para cada y € F, si consideramos f = ﬁsy — > vo;(y) Voj
vy jeJ

resulta que f € C(F) N Vﬁ. Como G, estd determinada por las ecuaciones (4.11), aplicando
la propiedad (ii) de la Proposicién 4.3.11, resulta que

Gy = [ Gla2) fdvz) = [ G.2) ) dv(2)

= G(v,y) —Zvoj(y)/FG(x,z) vo;(2) dv(2).

jeJ
La relacion entre G y G se deduce directamente de esta expresion, teniendo en cuenta que

G(r,y) = Gz, y) — > voi(w) /FG(w,y) voi(w) dv(w), (x,y) € ad.(F') x F.

ieJ

(ii) La demostracién de este apartado es andloga a la de (i) teniendo ahora en cuenta que
para cada y € Fy, R, estda determinada por las ecuaciones (4.13).

1 81)2j avgj
v(y) i3 Ov ) Ov

jeJ

(iii) Si para cada y € Fy, consideramos las funciones go =

_ _ _ y
y | = —L(92)|pr,» resulta que f € C(F U F1) N V. Como P, esté determinada por las
ecuaciones (4.15), que son equivalentes a las ecuaciones

L(u) = f sobre FUF;, u=0 sobre F, e / ( )U/szo, JjeJ,
ad.(F

en el sentido de que P, = g5 + u, obtenemos que Py(z) = g2(z) — / G(z,2) Lga(2) dv(2),
FUF;
para cada = € ad.(F"), después de aplicar la propiedad (ii) de la Proposicién 4.3.11.

Si ahora tenemos en cuenta que G, satisface las ecuaciones (4.17) para cada z € ad.(F),
y aplicamos la versién (4.1) de la Segunda Identidad de Green, resulta que

P = mla)= [ Gles) L) dv(s) = o) = [ o) - Gl ()

1 9 0V O0vy;
= oy M T G@’y)_%ﬁ( )Wgﬂ)
+ Z]agjj (y) /F2 8(;)3]( )([98\/3,@(33’2) dv(z)
1 o -
- @5@/(1’) “ v, G(x,y)
_ ; 3(;)53' (y) /F2 3;5 (2) (ﬁ ex(2) — E)ivy Gz, z)) dv(z), z € ad.(F), y€ F.



144 Problemas de Contorno Discretos

Cuando V,. es trivial, la parte (i) de la proposicién muestra que G(z,y) = G(z,y ) para cada
(x,y) € ad.(F) x F. Si ademés sop(p) C F; x F}, resulta que para cada (z, z) € ad.(F) x Fy,
O G2 =~ X el w) Glew) =~ Y el w) Glaw) = - Gla,2). B
—G(x,2) = ——— clr,w)G(z,w) = ——— clz,w)G(z,w) = — G(x, 2).

Ovy v(z) S v(z) S dv,

El siguiente resultado analiza las propiedades de los nicleos de Green del problema
normalizado [PC] y_traduce la relacion entre los operadores de Green ortogonales de los
problemas [PC] y [PC] que fue presentada en la Proposicion 4.2.4, en términos de los nicleos
correspondientes.

Proposicién 4.3.13 Sea o € C(ad.(F')) tal que o(x) > 0 para cada x € ad.(F) y conside-
remos [PC] el problema normalizado de [PC] correspondiente a o.

Existe un unico nicleo de Green ortogonal del problema [156], @, que estd caracterizado
por satisfacer para cada y € F'U FY, las ecuaciones

A A 1
LG, = —¢e,—7n(g,), en FUF,
( ;y) V(y) Y ( y) 1
G, = 0, en Iy, (4.19)
/ YG,dv= o0, jel
ad.(F) 0

Ademds, se verifican las siguientes propiedades:

i) G eCad,(F) x (FU )y G(z,y) = G(y,z) para cada z,y € ad.(F). En particular,
para cada y € ad.(F), G, satisface las ecuaciones (4.19).

i) Para cada f € C(F U Fy) la funcién () = / Glz,y) fdv(y), z € ad,(F), es la
FUFR,

inica solucion del problema semihomogéneos asociado a [ﬁg] con dato f — 7(f), tal
que/ &ﬂduzo,jEJ.
ad.(F) O

i) Una funcion G € C(ad.(F) x (F U F})) es un niicleo de Green del problema [P/’a] sil
existen f; € C(F'U FY), i € J, tales que

G=G+>Y "o f. (4.20)

w) Un nicleo de Green de [15?3], G, es simétrico sobre ad (F) sii existe una matriz

simétrica de orden |J|, A = (a;;), tal que fl = Zam v (y e FUF,
jeJ
para cada 1 € J.
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v) Para cada z,y € ad.(F),

G(z,y) = G(z,y)o(z) a(y)

— Yy /d F)G(m,z)a(m)a(z)vj(z)dy(z)

- Tl / o 22 00) 0(2) (=) ()
b D60 [ G2 o) 0la) ) 5 (2) dl X 0)w2)

Demostracién. Excepto la propiedad (v), la demostracion es andloga a las realiazadas en
el caso de los nicleos de Green del problema [PC]. Para demostrar (v), como se satisface

queG=(Z—n)oT,0G0T,o0(Z—m), resulta que
- 1

Gy:I/(y)(I—ﬂ)<ag gey, —v(y J;]v] O'?J])

Por otra parte, para cada y € F'U I}

a(x)g(asy—y )> vy O'UJ)

jeJ

— /adc(F) o(z) Gz, 2) (0(2) gy(2) — V(?J)Z]vj(y) o(2) vj(z)> dv(z)

= vy Glay) o) oly) —v(y) X vsly) [ Glw2) o) o(2) =) dv(z),

jeJ ad.(F)
lo que implica que

Gla.y) = Gloy)o@) oly) = X vi(y) |

jer ad.(F)

~

G(z,z)o(x)o(z)v(z)dv(z)

vi(x) /adC(F) G(y, z)o(y)o(z)v;(2)dv(z)

vi(ﬁ)vj(y)/ G(w, 2) o(w) o (2) vi(w) v;(2) d(v x v)(w,z). 1

adc(F)xadc(F)

NRINg

Finalizaremos esta seccion especificando los resultados anteriores al caso en el que esta

en vigor la hipotesis

[H3] Eziste una funcién o € C(F) tal que o(x) > 0 para cada x € ad.(F) y ademds se
satisface que ¢ > q, y h > h,.
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Por lo que respecta a las funciones de Green, los resultados que mostraremos constituyen una
generalizacién de los que obtenidos en [5] para métricas ortogonales definidas sobre variedades
discretas simples y donde v = 1 = A y o es constante, y también de los que aparecen en [18§]
relativos al problema de Dirichlet y a la ecuacion de Poisson para el Laplaciano normalizado
(recuérdese que en todos estos casos, ¢, = 0).

Proposicién 4.3.14 Si se satisface la hipdtesis [H3|, la funcion de Green ortogonal del
problema [PC], G € C(ad.(F) X F), estd caracterizada por verificar para cada y € F las
siguientes propiedades:

1
= —¢, — F
L(Gy) ) ey —apo(y)o, en F,
UG, = 0, en Iy,
(4.21)
Gy = 0, en F27
ao/ oGydv = 0,
ad.(F)

donde ag = 0, excepto cuando se satisface simultdneamente que Fo =0, ¢ = q, y h = h,, en

-1
CuYo caso ag = (/ o? du) . Ademdas, se verifican las siguientes propiedades:
F

i) Para cada f € C(F), la funcion u(x) = / G(z,y) f(y)dv(y), = € ad.(F), es la inica
F

solucion de [PSly con dato f — ag a/ fodv que satisface que ao/ wodv =0.
F ad.(F)

i) Si G e C(ad (F) x Fy) es la funcién definida por la expresion

G(z,y) = G(z,y) —apo(x) /FG(z,y) o(z)dv(z), z€ad.(F),yeF

entonces, G es el unico nicleo de Green ortogonal sobre F. Ademds, G es simétrico

v

sobre F' y para cada f € C(F), la funcion u(x) = / G(z,y) f(y)dv(y), es la dnica
F
solucion de [PSly con dato f — ag O'/ fodv que satisface que ao/ wody = 0.
F F
i1) Una funcion G € C(ad,(F) x F) es un miicleo de Green sii existe ¢ € C(F), tal que
G=G+ a0(0®¢).
w) Un nicleo de Green, G, es simétrico sobre F sii G = G+ agh (c®o0), conbeR.
Demostracién. Aplicando la Proposicion 4.1.5, V,, es trivial o bien se reduce a los multiplos

de o cuando F' = 0, ¢ = ¢, y h = h, simultdneamente. En este caso, \/ag 0, es base ortonor-
mal de V,, y el resultado se concluye de las proposiciones 4.3.7 y 4.3.8. 1
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Proposicién 4.3.15 Si Fy # 0 y se satisface la hipdtesis [H3], el nicleo de Robin ortogonal
del problema [PC], R € C(ad.(F) x F}), estd caracterizado por verificar para cada y € F' las
siguientes propiedades:

L(R,) = 0, en F,
1
UR) = ——¢ey—a10(y)o, en Fi,
v(y) (4.22)
R,= 0, en Fy,
ay / oR,dv= 0,
ad.(F)

donde a; = 0, excepto cuando se satisface simultdneamente que Fy =0, ¢ = q, y h = h,, en

—1
CuYo caso a; = (/ o’ dl/> . Ademas, se verifican las siguientes propiedades:
P

i) Para cada g € C(FY) la funcion u(zx) = /F R(z,y) g1(y) dv(y), x € ad.(F), es la inica

1

solucion de [PS]y con dato g1 — a; 0/ g1 0dv tal que al/ wody =0.
F1 a

de(F)

i) Si R e C(ad.(F) x Fy) es la funcién definida por la expresion

%

R(xz,y) = R(x,y) —a; o(x) /Fl R(z,y)o(z)dv(z), xz€ad.(F),yeF

entonces, R es el inico nicleo de Robin ortogonal sobre Fy. Ademds, R es simétrico

%

sobre Fy y para cada g1 € C(F), la funcion u(x) = / R(z,y) g1(y) dv(y), es la dnica
F

1

solucion de [PS]y con dato g1 — a; 0/ g1 0dv, que satisface que a1/ uody = 0.
F "

iti) Una funcidn R € C(ad,(F) x F\) es un niicleo de Robin sii existe ¢ € C(Fy) tal que
R=R+ a (0 ® 9).

w) Un miicleo de Robin, R, es simétrico sobre Fy sii R= R+ a1 b (0 ® o), con b € RR.

Proposicién 4.3.16 Si F, # () y se satisface la hipdtesis [H3], existe un unico nicleo de
Poisson del problema [PC|, P € C(ad.(F) x Fy), que estd caracterizado por verificar para
cada y € F' las siguientes propiedades:

Ademads, —

E(Py) = 0, en F,
Uk, = 0 en f1, (4.23)
1
P= — Fs.
Y V(y) €y, en iy

es simétrico sobre Fy y para cada gy € C(Fy), u(x) = / P(z,y) g2(y) dv(y),

)

x € ad.(F), es la unica solucion de [PS|y con dato go.
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Proposicion 4.3.17 Si se satisface la hipdtesis [H3], la funcion de Green ortogonal del pro-
blema [PC|, G € C(ad.(F)x (FUFY)), estd caracterizada por satisfacer para caday € F U Fy,
las ecuaciones

- 1
L(Gy) = ——¢e,—ao(y)o, en FUIF,

Q<
<
JO

€n F27 (424)

donde a = 0, excepto cuando se satisface simultdineamente que Fy =0, ¢ = g, y h = hy, en

-1
cuyo caso a = (/ ( )02 du) . Ademas, se verifican las siguientes propiedades:
de(F

i) G es simétrica en ad.(F).
ii) Para cada f € C(FUF) la funcién u(x) = / G(z,y) fly)dv(y), = € ad.(F), es la
FUF

tnica solucién de [PS], con dato f — aa/ fodv, tal que a/ uody =0.
ad.(F) ad.(F)

iii) Una funcion Ge C(ad.(F) x (F
existe ¢ € C(F U F), tal que é +a(oc® ).

F1)) es un nicleo de Green del problema [PC] sii

i) Un nicleo de Green de [PC], 5, es simétrico sobre ad.(F) sii existe b € R tal que
G=G+ab(o®o0).

Proposicion 4.3.18 Supongamos que se satisface la hipdtesis [H3] y consideremos, G la
funcién de Green ortogonal del problema [PC| y H, H € C(ad.(F)*) las funciones determi-
nadas, respectivamente por las expresiones

H(z,y;w,2) = G(a,y)o(w)o(z) — Gz, 2)o(y)o(w),
H(z,y;w,2) = H(z,y;w, 2) — Hw,y; z, 2).

Entonces, se verifican las siguientes propiedades:

i) Para cada (z,y) € ad.(F)x F se tiene que G(z,y) = ( y) = G(x,y), excepto cuando
se satisface simultdneamente que Fy # 0, Fo =0, ¢ =q, y h = h,, en cuyo caso

G(z,y) = (/F o dy>_2 /FXFH(x,y;w,z) o(w)o(z)d(v x v)(w, 2);

G(z,y) = (/F o’ dV) - /FXF H(z,y;w,2)o(w)o(z)d(v x v)(w, 2).
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i) Si [y # 0, para cada (x,y) € ad.(F) x Fy se tiene que G(x,y) = R(z,y) = Ié(az,y),
excepto cuando se satisface simultdneamente que Fo = 0, ¢ = q, y h = hy, en cuyo
caso

R(z,y) = </F1 o du) - /F1><F1 H(z,y,w,z)o(w)o(z)d(v x v)(w, z);

\J 72 —
R = ([ otar) [ Ay ool d xv)w )
P FixFy
iii) Si Fy # 0, para cada (z,y) € ad.(F) x Fy se tiene que

mamz——%uw7%0<:

En particular, si sop(p) C Fy X Fi, para cada (x,y) € ad.(F') X Fy se tiene que

H%wzj;%@%é%ﬂ%w

Proposicién 4.3.19 Supongamos que se satisface la hipdtesis [H3|, sea G la funcion de

Green ortogonal del problema [PC] y consideremos H € C(ad.(F)*) la funcidn determinada
por la expresion

H(z,y;w,z) = (Glz,y) — G(x,2) = Gly, w) + Glw, 2)) o(x) o(y) o(2) o(w).

Entonces, para cada y € F'U Fy se verifican las ecuaciones:

~ oA 1
L(Gy) = Ty)sy—a, en F'U F},

Gy = 0, en Fy, (4.25)

a/ Gy dv = 0,
ad.(F)

donde a = 0, excepto cuando se satisface simultdineamente que Fy =0, ¢ = g, y h = hy, en
cuyo caso a = (V(F) +v(Fy))~". Ademds, se verifican las siguientes propiedades:

i) G es simétrica en ad,(F).

it) Para cada f € C(FUF) la funcién u(x) = /FUF Glz,y) f(y) dv(y), = € ado(F), es la
unica solucion del problema semihomogéneo asaclmdo a [f’g] con dato f—a/adc(F) fdy,
tal que a/ udy = 0.

ad.(F)

ii) Una funcion G € C(ad.(F) x (F U Fy)) es un niicleo de Green del problema [P/)(\]] sii

) N

existe € C(F' U Fy), tal que G =G +a® ¢.
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w) Un niicleo de Green de [156], G, es simétrico sobre ad,(F) sii existe b € IR tal que
G=G+ab.

v) Si no se satisface simultdneamente que F» =0, ¢ = q, y h = h,, entonces

Gz,y) = G(z,y)o(z)o(y) paracada z,y € ad.(F).

vi) Si Fy =10, ¢ =q, y h = h,, entonces para cada x,y € ad.(F) se satisface que
—2
G(z,y) = </ o? du) / H(x,y;w,z)o(w)o(z)d(v x v)(w, z).
ad.(F) adc(F)xadc(F)

Obsérvese que con las hipétesis de la proposicién anterior, cuando V,, no es trivial, V,, es
no trivial, Jo = J = {1} y si [} # () también V,, es no trivial y J; = J = {1}. Sin embargo,
el caso o constante muestra que V,, puede ser trivial cuando V, no lo es.



Capitulo 5

Solucién de problemas de contorno
mediante medidas de equilibrio

El objetivo principal de este capitulo consiste en obtener una metodologia de resolucion
comun a todos los problemas de contorno autoadjuntos que han sido tratados en los capitulos
anteriores. Como todos estos problemas son equivalentes o bien a problemas de Dirichlet o
bien a ecuaciones de Poisson, sera suficiente desarrollar dicha metodologia en estos casos.
La idea basica consiste en expresar la solucion de cualquiera de los anteriores problemas
en términos de las denominadas medidas de equilibrio, que son las soluciones de proble-
mas de Dirichlet semihomogéneos, con segundo miembro constante. Estas soluciones estan
intimamente relacionadas con la geometria de la variedad, concretamente con la funcién
coeficiente de la estructura Riemanniana, y permiten obtener expresiones muy sencillas de
los diferentes nticleos de Green y de Poisson. Ademas, cuando la variedad tiene suficientes
propiedades de simetria, es posible calcular directamente las medidas de equilibrio y por tan-
to los nicleos de Green ([5]). En el caso general, las medidas de equilibrio pueden obtenerse
o bien mediante algoritmos de programaciéon cuadratica y convexa, o bien mediante algorit-
mos de programacion lineal. La posibilidad de resolver los problemas de equilibrio utilizando
estos algoritmos de optimizacién, proviene de la aplicacién de los métodos de la Teoria del
Potencial. Bajo la hipotesis béasica de que la funciéon coeficiente de la estructura Rieman-
niana es no negativa, el operador de Laplace-Beltrami o mas generalmente la suma de tal
operador y un término conveniente de orden cero, se interpreta como un nicleo que satisface
principios suficientes, energia y maximo, para que el problema de equilibrio tenga solucién
para cada subconjunto propio del conjunto de vértices. En este sentido, nuestras técnicas se
sitian entre las dos visiones tradicionales de la Teoria del Potencial: la desarrollada a partir
de los ntcleos y la desarrollada a partir de las formas de Dirichlet. Por una parte, nuestros
nucleos no tienen que satisfacer todos los principios clasicos, y de hecho no son ni siquiera
positivos, y por otra sélo en algunos casos la forma cuadratica asociada al operador es una
forma de Dirichlet. Si interpretamos los problemas de contorno en términos de sistemas
lineales, el caso en el que si existe una forma de Dirichlet corresponde a la situacion en la
cual la matriz de coeficientes del sistema es una matriz de Stieltjes diagonalmente dominante
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([8]). Nuestro tratamiento incluye situaciones para las cuales la forma cuadrética asociada
se corresponde con una matriz de Stieltjes. Este tipo de sistemas lineales aparecen con fre-
cuencia en la resoluciéon numérica de problemas de contorno del continuo, tanto aquéllos que
provienen de la consideracion de esquemas en diferencias como de otros que surgen de la
aplicacion del método de los elementos finitos. Como estos sistemas suelen resolverse por
medio de métodos iterativos (ver por ejemplo [7]), nuestra metodologia constituye un método
alternativo a dichas técnicas.

5.1 Teoria del Potencial en espacios finitos

En esta seccién desarrollaremos algunos aspectos de la Teoria Discreta del Potencial, y més
concretamente de la teoria del potencial respecto de un nicleo, que seran de utilidad en el
resto del capitulo. En general, la Teoria del Potencial respecto de un nicleo se centra en el
analisis de los principios que satisface dicho nticleo y que conciernen a las propiedades de
sus potenciales asociados. Un tratamiento sistematico de la Teoria del Potencial respecto
de un nicleo se encuentra en los trabajos de B. Fuglede [32] y de M. Ohtsuka [51]. Aunque
en ambos el caso particular en el que espacio subyacente es finito no esta explicitamente
contemplado, los resultados fundamentales en este contexto pueden deducirse sin dificultad
del caso general. El caso finito ha sido considerado explicitamente en algunos trabajos
clasicos debidos a G. Choquet y J. Deny (ver por ejemplo [14]). Sin embargo, tanto en
ellos como en otros trabajos posteriores, siempre se consideran niucleos no negativos, lo
que corresponde a desarrollar una Teoria del Potencial respecto de los nucleos de Green.
Por otra parte, el analisis del comportamiento de los funcionales de energia en un espacio
finito, respecto de ciertas transformaciones, condujo a la creacion de la Teoria de Formas de
Dirichlet, llevada a cabo por A. Beurling y J. Deny en [§].

Como en un espacio finito los nucleos y las formas cuadraticas estan identificados con
matrices, tanto los principios de la Teoria del Potencial como las propiedades de las Formas
de Dirichlet, pueden ser expresados como propiedades de las matrices correspondientes. Esta
visién ya estd contenida en los trabajos [8, 14] y a estos efectos también puede consultarse
[47]. En cualquier caso, son las matrices de Stieltjes diagonalmente dominantes o sus inversas
las que tienen el papel fundamental en toda esta teoria.

La introduccién de la Teoria Discreta del Potencial respecto de un nticleo, que desarro-
llamos a continuacién es muy simple pues, para nuestros fines, sélo necesitamos comprobar
la verificacion de dos principios fundamentales, energia y méaximo, para concluir el principio
de equilibrio que resultara ser la herramienta béasica en nuestro tratamiento de los problemas
de contorno. Cabe mencionar, no obstante, que no imponemos aqui ninguna hipdtesis de
positividad sobre el nicleo.

En toda la seccién, V' denotara un conjunto finito de puntos y M(V') el espacio de las
medidas de Radon sobre él. Al igual que los niticleos sobre V' estan identificados con las
matrices cuadradas de orden |V, el espacio M (V) estd identificado con C(V) y por tanto
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con RIV.

Definiciones 5.1.1 Si 7 € M(V), denominaremos soporte de T y masa de T al conjunto y
al numero real dados respectivamente por

sop(t) = {z € V :7(x) £ 0}, |r| = /VdT =Y 7(x).

Si F' es un subconjunto no vacio de V', denotaremos por M™(F) al conjunto de medidas
positivas cuyo soporte estd contenido en F'y por M*(F) al conjunto {7’ e MY(F): || = 1}.

Denominaremos nicleo sobre V' a cualquier funcion K : V x V — IR que sea simétrica,
es decir tal que K(z,y) = K(y,x) para cada z,y € V.

Dados 7 € M(V) y K un nicleo sobre V, denominaremos potencial y energia de T
respecto de IC, a la funcion y al ntimero real dados respectivamente por

U (x) :/VIC(x,y)dT(y), reV e I(r) :/VZ/{T(x)dT(x).

Obsérvese que la aplicacion U: M(V) — C(V) dada por U(7) = U" es lineal, mientras
que la aplicacién Z: M(F) — IR que a cada medida le asigna su energia, es un funcional
cuadratico cuya bilineal asociada, que como es habitual sera denotada por Z(-,-), esta dada
por la igualdad

I(rm) = [ Ut @) dnl) = [ Ka.y)dn@) dn) = [ U™ @) dn).

xV

Definiciones 5.1.2 Sean K un nicleo sobre V' y F' un subconjunto no vacio de V.

Diremos que K satisface el principio del maximo de Frostman, o simplemente el principio
del mdximo, si max{U7(x)} = max {U7(x)}, para cada 7 € MT(V).
zeV x€sop(T)
Diremos que K satisface el principio de energia sobre F si Z(1, — 15) > 0, para cada
71,70 € MY(V) y se satisface la igualdad sii 71 = 7.

Proposicién 5.1.3 Para cada F, subconjunto no vacio de V', el conjunto M'(F) es con-
vexo y compacto. Ademds, la condicion necesaria y suficiente para que un nicleo K sobre
V' satisfaga el principio de energia es que I sea un funcional estrictamente convero sobre
MYV o, de forma equivalente, que la bilineal Z(-,-) sea definida positiva sobre el subespacio
de las medidas de masa nula.

Demostracion. Es inmediato comprobar las dos primeras afirmaciones. Por otra parte, el
funcional cuadratico Z es estrictamente convexo sobre M!(V) sii la bilineal asociada a él,
Z(-,), es estrictamente definida positiva sobre el subespacio generado por M*(V) — MY(V),
que coincide con el conjunto {7 € M(V) : |7| = 0}. Para finalizar basta observar que si
71,7 € MY(V), entonces Z(ary + bry) > 0 para cada a,b € R sii Z(1; — 72) > 0. 11
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Proposicion 5.1.4 Sea K un nicleo sobre V. Entonces, para cada F', subconjunto no vacio
de V', se satisface que

min {Z(7)} = min  max {U"(z)}

TeEML(F) TEML(F) z€sop(T)

y ambos problemas de minimizacion tienen las mismas soluciones. St ademas K satisface el
principio de energia, entonces ambos problemas tienen una unica solucion.

Demostraciéon. Como todos los conjuntos involucrados son compactos y los funcionales
continuos los problemas de optimizacion planteados tienen solucién.
Si 7 € MY(F), como para cada x € sop(7), U (z) < ma:zc ){L{T(x)}, integrando respecto
xesop(T
de 7 resulta que Z(7) < max {U"(z)}, lo que implica que

xesop(T)
A < ur .
oin {Z(M)} < min | max {U7(2)}

Por otra parte, sea v € M!(F) tal que Z(vy) = %ilr(lF){I(T)}. Como Z es un funcional
TE

cuadratico y M!(F) es convexo, v debe satisfacer la desigualdad de Euler asociada, es decir
Z(y,7 —~) > 0 para cada 7 € MY(F). En particular, si 2 € F' y tomamos 7 = ¢, resulta

I(7) < [ U(@)dr(z) =10 (2),
que es la desigualdad de Euler-Lagrange asociada.

Integrando la desigualdad de Euler-Lagrange respecto de v y teniendo en cuenta que
|7| = 1, resulta que U7 = Z(~y) sobre sop(y), de donde se deduce que
min  max {U"(z)} <Z(v)

TeEML(F) z€sop(T)
y en definitiva que I'AI}lllr(lF) max {Z/{T( )} = Z(7). Ademas, las medidas solucién de ambos
TE zesop
problemas coinciden.

Por ultimo, si se satisface el principio de energia, el funcional 7 es estrictamente convexo
y por tanto el problema de minimizacion de la energia tiene solucién tnica. 1

Corolario 5.1.5 Sea K un nicleo sobre V y supongamos que satisface el principio del
mazrimo. Entonces, para cada F, subconjunto no vacio de V', se verifica que

min {7 = min max u’ ;

i (T(0)} = min max{U(2)):
ambos problemas de minimizacion tienen las mismas soluciones 1y éstas satisfacen que su
potencial es constante sobre F. Si ademds KC satisface el principio de energia, entonces

ambos problemas tienen una unica solucion que estd caracterizada porque su potencial es
constante sobre F'.
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Demostracion. La primera parte se deduce inmediatamente de la proposicién anterior y
de que

i U(z)) = mi U ().
TEB\ndlllgF) I:?Gal?'( { (J?)} TE%ll?F ) acgsloa[;}(ir) (SL’) }

Por otra parte, si 7 es una medida optimal, también se probé que U? = Z(vy) sobre
sop(y). Ademds, la desigualdad de Euler-Langrange implica que Z(y) < U?(z) para cada
z € F'y como se satisface el principio del maximo, resulta que Z(y) < U7 (z) < Z(y) para
cada z € F. Reciprocamente, si v € M!(F) es tal que U7 = a sobre F, necesariamente
a = Z(v) < 0. Entonces, para cada 7 € M!(F) tenemos que Z(y,7 —~) = 0, por lo que v
satisface la desigualdad de Euler. La conclusién se obtiene observando que si se satisface el
principio de energia, Z es un funcional convexo sobre M!(F), y por tanto la verificacién de
la desigualdad de Euler caracteriza las medidas que producen su minimo valor. i

Desde el punto de vista del célculo efectivo, el problema de minimizacién de la energia
sobre el conjunto M!(F) es un problema de Programacién Cuadrética. Concretamente,
si suponemos que F' = {x1,...,2,}, y definimos a;; = K(x;,x;), se trata de resolver el
problema

min Z aijqiqj
1,7=1
¢ =0

Gn =0
Gt tag=1

Ademas, si se satisface el principio de energia, el problema es de Programacién Cuadratica
y Convexa y tiene solucién unica.

Por otra parte, si se satisface el principio del maximo, el problema anterior es equiva-

lente a calcular rf{l/lilr(lF) mea};({bf(x)} que es de hecho un problema de Programacién Lineal.
TE x

Concretamente, si introducimos la variable a € [0, 4+00), el anterior problema se reescribe
como

min {a}
€ MY(F)
U <a,
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es decir, como
min {a}
@ =0

Gn >0
n

a — Zal,jqj Z 0

i=1

n
a— an;q >0

j=1
Gt g =1

Supongamos ahora que el nicleo K satisface los principios de energia y del méaximo.
Consideremos también F' un subconjunto no vacio de V' tal que Z(7) > 0 para cada medida
7 € MYF). Entonces existe una tnica medida v € MT(F), denominada medida de
equilibrio, solucion del denominado problema de equilibrio:

Encontrar 7" € M*(F) talque U (z)=1 sobre F.

Con estas hipdtesis, siy € M!(F) es la tinica medida que satisface Z(~y) = rAr}[ilr(lF){I(T)},
TE

resulta que Z(y) > 0 y por tanto, v = (Z(y))~'y. Reciprocamente, si v es la medida de
equilibrio, entonces Z(vF) = |y¥| y por tanto v = |y |71F.

5.2 El ntucleo asociado a los operadores en diferencias
autoadjuntos

En el capitulo anterior demostramos que la resolucién de problemas de contorno autoadjuntos
sobre una variedad Riemanniana discreta podia abordarse desde la resolucion de problemas
de Dirichlet o de la ecuacion de Poisson sobre una nueva variedad Riemanniana discreta.
El objetivo de esta seccion es analizar precisamente este tipo de problemas. A pesar de
que estan incluidos entre los tratados en el capitulo precedente, el estudio que desarrolla-
remos aqui es de naturaleza diferente y resulta ser también el andlogo discreto de técnicas
del caso continuo. Concretamente, asumiendo que la funcién coeficiente de la estructura
Riemanniana es no negativa, deduciremos resultados de existencia y unicidad de solucién a
partir de las propiedades de monotonia del operador de Laplace o mas generalmente, de los
operadores autoadjuntos construidos sumando un término de orden cero al Laplaciano. La
monotonia de estos operadores esta intimamente relacionada con los principios del minimo,
de manera andloga a la situacion del caso continuo. Aqui, mostramos la verificacion de estos
principios ante la presencia de términos de orden cero, lo que constituye una extensién en
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relacion con el caso continuo. En particular, los esquemas en diferencias construidos a partir
de tales operadores, satisfacen estos principios.

Una vez establecidas las propiedades fundamentales de los operadores considerados, des-
cribimos las principales propiedades de los nticleos de Green y de Poisson correspondien-
tes, asi como la relacion existente entre ellos. También generalizamos, utilizando técnicas
andlogas, los resultados de Yamasaki (ver [61]) sobre la convergencia mondtona de los nicleos
de Green, respecto de variaciones monoétonas del término de orden cero del operador.

Las propiedades de monotonia descritas anteriormente se transfieren al nticleo asociado
a los operadores, lo que permite construir una Teoria del Potencial sobre el conjunto de
vértices de la variedad. Concretamente, el nicleo Laplaciano satisface los principios de
energia y del maximo, lo que en particular implica la existencia de medidas de equilibrio
para cualquier subconjunto propio de vértices y también para el conjunto total, salvo que la
ecuacion de Poisson homogénea tenga solucién no trivial. El resultado fundamental de esta
seccién consiste en expresar en términos de medidas de equilibrio los ntcleos de Green y de
Poisson asociados a cualquier subconjunto. Esto incluye también el caso del nicleo de Green
ortogonal asociado a la ecuaciéon de Poisson cuando la correspondiente ecuaciéon homogénea
tiene soluciones no triviales.

La consideracién del Laplaciano como un ntcleo al que aplicar las técnicas de la Teoria
del Potencial, aparecié por vez primera en [4, 5]. Aqui, se generalizan las técnicas utilizadas
en ambos trabajos, al contexto de operadores de Laplace-Beltrami asociados a métricas ge-
nerales. Ademas, en esta memoria se muestra la verificaciéon de los principios de energia y
del maximo para una gama mas amplia de operadores, concretamente los obtenidos como
normalizados de los operadores de Laplace-Beltrami, lo que en términos matriciales significa
que dichos principios son satisfacechos no sélo por las matrices de Stieltjes diagonalmente
dominantes, sino también por la totalidad de las matrices de Stieltjes e incluso por las
Z-matrices simétricas y semidefinidas positivas.

No abordaremos aqui la construccion explicita, en términos de medidas de equilibrio, de
las funciones de Green asociadas a variedades con un alto grado de homogeneidad e isotropia.
Una gama suficientemente amplia de tales variedades la constituyen los denominados grafos
distancia-regulares, cuyas funciones de Green fueron construidas en [5].

La profunda relacién entre las funciones de Green y las medidas de equilibrio, permite
expresar en términos de estas ultimas algunas propiedades de las soluciones de problemas de
tipo fuente-sumidero. Concretamente, obtenemos una expresién explicita de la resistencia
efectiva entre nodos de una variedad y generalizamos a este contexto el Teorema de Foster
(ver por ejemplo [11]), utilizando para ello una extensién de las técnicas empleadas en [6].
También expresamos la funcion de Green de cualquier subvariedad cuyo complementario se
reduce a un vértice, en términos de las resistencias efectivas, lo que constituye una gene-
ralizacion de los resultados obtenidos por Coppersmith et al. (ver [20] y [52]) y por tanto,
puede utilizarse en la resoluciéon del denominado problema inverso, es decir en la obtencion
del coeficiente de la estructura Riemanniana a partir del conocimiento de las resistencias
efectivas.
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En esta seccién mantendremos las notaciones de los capitulos precedentes. Asi pues,
consideraremos fijada (I", B, ) una variedad Riemanniana discreta, ¢ la funcién coeficiente
de la estructura Riemanniana, A la medida cardinal y A el operador de Laplace determinado
por Ay la estructura Riemanniana (B, ). La razén de utilizar la medida cardinal en lugar
de otra arbitraria v, es debida a nuestro interés por mantener la simetria de los nticleos
considerados. No obstante, el caso general puede obtenerse a partir del aqui considerado, o
bien a partir de las relacion entre las soluciones de los problemas de contorno o bien de las
relacion entre los nicleos integrales correspondientes. Por supuesto, nuestro estudio incluye
el caso en el que la estructura métrica corresponde a los casos estudiados hasta ahora en
el ambito de la Teoria de Redes, es decir a los casos en los que p = A y B es ortogonal y
compatible.

Consideraremos también fijados la funcién ¢ € C(V'), donde V es el conjunto de vértices
de I', y el operador en diferencias sobre el espacio L dado por L(u) = —Au + qu.

Para cada subconjunto no vacio F' plantearemos en I" el problema de contorno consistente
en, dadas las funciones f € C(F), g € C(F*) encontrar, si es posible, las funciones u € C(V)

que satisfacen que
L(u)(z) = [f(x), sl zeF
[PC]
u(z) = g(z), si xe€F°
Cuando F' # V, tiene sentido considerar los siguientes problemas semihomogéneos asociados
a [PC]
L(u)(z)= f(x), si z€F, L(u)(z) = 0, si x€F,
. [PCly, . [PC],.-
u(z) = 0, si x e Fe u(x) = g(z), si ze€F°.

Es claro que si ug y uy son soluciones de [PC]q y [PC], respectivamente, entonces u = ug + g
es solucién de [PC]. Ademas, el problema [PC] es equivalente al problema semihomogéneo
[PC]y con dato f — L(g), es decir al problema

L(u)(x) = [f(z) = L(g)(x), sl z€F, }

u(z) = 0, si zeFe

en el sentido de que u es solucién de este problema sii u 4 g es solucién de [PC]. Asi pues
ademds de [PC] consideraremos también los problemas de contorno homogéneo, [PH], y
semihomogéneos [PS]y y [PS]2 asociados a [PC].

Obsérvese que cuando F' # V| este problema corresponde a uno de los analizados en el
capitulo precedente, concretamente al caso Fy = (), con la salvedad de que como en general
no se satisface que 0.(F) = F°, no es exactamente un problema de Dirichlet. Sin embargo,
si w € C(V) y consideramos v = uj,, ., es claro que u es una solucién de [PC] sii u = g
sobre F'© — 6.(F') y v es solucién del problema de Dirichlet

Lw)(z)= f(x), si x€eF, }
v(x) = g(x), si z €. (F). '



EI niicleo asociado a los operadores en diferencias autoadjuntos 159

Asi pues, cuando F' # V', consideraremos a [PC] y a sus problemas semihomogéneos asociados
como problemas de Dirichlet a los que puede aplicarse por tanto los resultados de existencia

y unidad establecidos en el capitulo precedente. De acuerdo con las notaciones alli utilizadas,

1
si o € C(V) es tal que o(z) > 0 para cada x € V y consideramos la funcién ¢, = — Ao,
o

entonces para cada u € C(V) y cada x € V, la expresion de L(u)(z) esta dada por

L) = 5 3 el oo (40 - 43) + (1) - wl0) uta) 6.1

zeV O'(LL’) U(’Z)

y en particular, L(u)(z) = —/ c(x,y)u(y) dA\(y) para cada = ¢ sop(u). Esta tdltima ex-
v

presién implica que si u tiene signo constante, entonces L£(u) tiene signo constante sobre
V \'sop(u) y L(u)(x) = 0 para = ¢ sop(u) sii ¢(z,y) = 0 para cada y € sop(u), es decir si
sobre la variedad I'.(V'), d(x,sop(u)) > 1.

Por otra parte, L(0) = (¢ — q,)o lo que implica que £(0) = 0 cuando ¢ = ¢,. Ademds,

1
si para cada subconjunto £ C V definimos ¢,,, € C(F) como gq,_(z) = —— > c(x,2) 0(2)

O'(ZE) 2¢F
cuando x € F'| entonces para cada u € C(F') se satisface que

L)) = 15 T el oo (40 = 2 ) 4 (0lo) + 0 = aole)) o), 0 € F

z2€F

En toda la seccién, supondremos que se satisfacen las siguientes hipdtesis:

[H1] V' conexo como conjunto de vértices de I'.(V).
[H2] El coeficiente de la estructura Riemanniana, ¢, es una funcién no negativa sobre V-xV.

[H3] Eziste o € C(V) tal que 0 >0 y q > q,.

Obsérvese que las hipdtesis [H1] y [H2] implican que dados z,y € V, existen vértices
T, -, T, € V con xg = x, x, = y y tales que ¢(z;_1,x;) > 0 para cada j = 1,---,n.
En particular, la hipdtesis [H1] implica que si u es una funcién que no cambia de signo,
necesariamente £(u)(x) # 0 para algin x € sop(u), pues en otro caso d(sop(u),sop(u)®) > 1
y por tanto, V' queda desconectado en I'.(V).

Por otra parte, ¢, = 0 sii o es constante y cuando ¢ no es constante, necesariamente ¢,

cambia signo en V pues / 0q,d\ = / Ao d)\ = 0. Asi pues, cuando g = 0, es decir cuando
v

L coincide con A, el operador de Laplace de la variedad Riemanniana discreta (I', B, i), se
satisface la condicién [H3] con ¢ = 1 y no existe ninguna funcién positiva no constante tal
que ¢ = go-
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De acuerdo con las hipdtesis anteriores, los resultados de las proposiciones 4.1.5, parte
(iii), y 4.1.3 y del Corolario 4.1.8 permiten concluir que [PC] y sus problemas semihomogéneos
asociados, tienen una unica solucién excepto cuando se satisface simultaneamente que F' =V
Y ¢ = ¢o. En este tltimo caso el problema [PC| corresponde a la ecuacién de Poisson

sobre V' y existe solucién de [PC] sii se verifica que [ fod\ = 0. Ademds, cuando esta
condicién se satisface, la solucion es 1inica salvo adicién de un multiplo de o, lo que implica
la existencia de una tnica solucién u de [PC] tal que / uod\ = 0. Estos resultados pueden

también interpretarse en términos de la funcién de Green y del niicleo de Poisson asociados
al problema [PC]. Asi, existe una unica funcién de Green del problema [PC], excepto cuando
se satisface simultaneamente que F' =V y ¢ = ¢,, en cuyo caso existe una unica funcién de
Green ortogonal; mientras que si F' es propio, existe un tinico nicleo de Poisson del problema
[PC], que en virtud de los comentarios efectuados anteriormente en torno al problema de
Dirichlet, debe coincidir con ¢, (z) para cada y € F°\0.(F) y cada x € V. El hecho de que el
problema de contorno [PC] estd completamente determinado por la eleccién del subconjunto
F, tanto en el caso F' # V (problema de Dirichlet) como en el caso F' = V (problema de
Poisson) motiva los siguientes conceptos.

Definicién 5.2.1 Si F' es un subconjunto no vacio de V', denominaremos funcion de Green
de F a la funcién de Green ortogonal del problema [PC]. En general, la funcién de Green
de F serd denotada por G, excepto en los casos F =V y F =V — {z} en los cuales serd
denotada por G y por G*, respectivamente.

Si F es propio, denominaremos nicleo de Poisson de F' al nticleo de Poisson del problema
[PC]. En general, el nticleo de Poisson de F serd denotado por P excepto en los casos
F=V—{a}y F =V —{x,y} con x # y en los que serd denotado por P* y por P,
respectivamente.

Es claro que si F' # V, GT es la tinica funcién de Green de [PC|, mientras que si F =V, G
coincide con la funcién de Green ortogonal asociada a la ecuacion de Poisson y ademas G es
la tnica funcién de Green de este problema si ¢ # ¢, .

Si observamos que cuando F' es un subconjunto no vacio V' y f € C(F), la solucién
del problema [PCJy con dato f, si F' # V, y del problema [PC] con dato f, si F =V,
es una funcién perteneciente a C(F), resulta que los resultados anteriores establecen que
para cada F' C V no vacio, £|,, es un automorfismo sobre C(F’), excepto cuando se satisface
simultaneamente que F' =V y ¢ = ¢q,. Los siguientes resultados estan encaminados a obtener
esta conclusién a partir del andlisis de las propiedades de monotonia del operador L.

Proposicién 5.2.2 Supongamos que F es un subconjunto no vacio de V' y que no se satis-
facen simultdineamente que F =V y q = q,. Siu € C(V) es tal que L(u) > 0 sobre F' y
u >0 sobre F*, entonces u € Ct(V).

Demostracién. Como por hipétesis, u > 0 sobre F°, basta demostrar que u(z) > 0 para

cada z € F. Siv = B, para concluir que u € CT(F), basta demostrar que v € C*(F) y
o
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para ello, si x € F es tal que v(z) = Hg}rwl{v(z)} serd suficiente demostrar que v(x) > 0, o de

forma equivalente, que si v(x) < 0, entonces v(x) = 0.

Supongamos pues que v(x) < 0. Entonces v(z) < v(z) para cada z € V' y por tanto de
la expresién (5.1), deducimos que

1
0< L) = o5 3 elw,2)o(2) o 2) (v(2) = v(2) + (4(x) = go(2)) o() v(x) <O,
zeV
lo que implica que v(z) = v(z) para cada z € F tal que ¢(z,z) # 0. Desde luego, si
c(x,z) > 0 para algin z € F° como v(z) > 0, necesariamente v(x) = 0.

Si F' # V y consideramos y € F¢ como se satisfacen [H1| y [H2], existen n € N* y
To, -+, Ty, € V), tales que zg = z, z,, = y y ademds c(z;_1,x;) > 0 para cada j = 1,---,n.
Sean ahora J = {j = 1,---,n : x; ¢ F} y jo el primer elemento de J. Si jo = 1, el
razonamiento anterior prueba que v(z) = 0, mientras que si jo > 1, el mismo razonamiento
concluye que x; es un punto de minimo de v sobre F', asi que podemos repitir el razonamiento
anterior tomando el punto z; en lugar de x5. Un simple razonamiento inductivo concluye
que v(zg) = -+ = v(zx;,) = 0.

Si F' =V, un razonamiento analogo al anterior concluye que v debe ser constante sobre
F. Por tanto, 0 = L(u) = (¢ — ¢,) u y como q # q,, necesariamente u = 0. 1

Cuando ¢ = ¢,, aplicando un razonamiento analogo al de la demostracién anterior o bien
teniendo en cuenta que, en este caso, para cada u € C(V') necesariamente £(u) debe cambiar
de signo, resulta que la condicién L£(u) > 0 sobre V' es equivalente a que L(u) = 0 sobre
V y por tanto a que u = ao con a € IR. Por otra parte, como veremos a continuacion
esta propiedad de monotonia de los operadores del tipo £ = —A + ¢ puede extenderse a
propiedades de monotonia respecto de q.

Corolario 5.2.3 Consideremos o,q1,q, € C(V) tales que sobre V., 0 > 0 y q1 > ¢ > qy;
los operadores en diferencias L1 = —A+q1 y Lo = —A+ g y F un subconjunto propio de
V. Siu,v € C(V) satisfacen que Lo(v) > L1(u) > 0 sobre F' y que v > u > 0 sobre F€,
entonces v > u > 0 sobre V.

Demostracién. Si aplicamos la proposicion anterior al operador £, y a la funcién u, obte-
nemos que u > 0 sobre V. Por otra parte, teniendo en cuenta la identidad £ = £1— (g1 —¢2),
si consideramos la funcién w = v — u, resulta que

Lo(w) = Lo(v) — Lo(u) = Lo(v) — Ly(u) + (1 — g2)u >0  sobre F.

Como w > 0 sobre F¢, concluimos que w € C* (V') tras una nueva aplicacién de la proposicién
anterior. I

Nuevamente, el resultado del corolario anterior sigue siendo valido cuando F' = V siempre
y cuando no se satisfaga que ¢ = ¢, .
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A continuacién, la propiedad de monotonia del operador £ sera aprovechada para volver
a obtener los resultados ya conocidos de existencia y unicidad de solucion de los problemas
semihomogéneos asociados a [PC|. De hecho, en virtud de la equivalencia del problema [PC],
con dato g y el problema [PC]Jy con dato —L(g), serd suficiente establecer los resultados para
el caso del problema semihomogéneo [PCly.

Corolario 5.2.4 Sea F un subconjunto no vacio de V' y supongamos que no se satisface
simultaneamente que F' =V y que ¢ = q,. FEntonces, para cada f € C(F) existe una
tnica u € C(F) tal que L(u) = f sobre F. Ademds, si f € CT(F), entonces u € CT(F) y
sop( ) C sop(u).

Demostracién. Consideremos el endomorfismo F:C(F) — C(F') dado por la asignacién
F(u) = L(u), y supongamos que F es monétono, es decir satisface que F(u) > 0= u > 0.
Entonces F es biyectivo ya que es inyectivo, pues si F(u) = 0, entonces F(u), F(—u) > 0
lo que implica que u, —u > 0, es decir que u = 0. Esto prueba que si f € CT(F), existe
una tnica u € CT(F) tal que F(u) = f, es decir tal que L(u) = f sobre F. Ademds, si
consideramos u € C*(F), en virtud de la expresion (5.1) si z € F es tal que u(z) = 0, como
¢, 0y u son no negativas, resulta que L(u)(z) < 0. Por tanto si f € CT(F) y u € CT(F) son
tales que L(u) = f sobre F, necesariamente f(z) = 0 cuando u(x) = 0, lo que implica que
sop(f) C sop(u).

Asi pues la proposicion quedara probada si demostramos que F es un operador monotono.
Pero esta propiedad es consecuencia directa de la proposicién anterior, pues si u € C(F), y
F(u) > 0, entonces u > 0 sobre F°y L(u) > 0 sobre F, lo que implica que u € C*(V), lo
que en nuestro caso es equivalente a que u € CT(F). 1

Corolario 5.2.5 (Principio de condensadores). Sean F' es subconjunto propio de V', {A, B}
una particion de F'¢ yu € C(V) la dnica solucion del problema de contorno

L(u)(x)= 0, six€F,
u(z) = o(z), si x €A,
u(zr)= 0, si x€B.

Entonces, u satisface que 0 <u <o sobre V, L(u) >0 sobre A y L(u) <0 sobre B.

Demostracién. Si A = (), como F*° # (), la tinica solucién del problema de contorno del
enunciado es u = 0, que satisface las conclusiones de la proposicién. Si A # (), entonces
el problema planteado es equivalente al problema de encontrar v € C(F') tal que L(v) = f
sobre F', donde f = —L(0|,)|,, en el sentido de que u es solucién de sii u = v+o0(,. Ademas,

en virtud de la identidad (5.1) se tiene que f(z) = / c(z,y)o(y) d\(y) y por tanto f > 0.
A
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Aplicando ahora el Corolario 5.2.4, resulta que el problema equivalente tiene una unica
solucion que ademas es no negativa, lo que implica que el problema inicial tiene también una
unica solucion, u, que ademas verifica que u > 0.

Por otra parte, si tomamos w = o — u, entonces w > 0 en F° y como ademas se tiene
que L(w) = L(0) = (¢ — ¢,)o > 0, la aplicacién de la Proposicién 5.2.2 concluye que w > 0
sobre V. 1

La propiedad de monotonia del operador £ a la que hace referencia la Proposicion 5.2.2,
puede interpretarse como un principio del minimo para el operador en diferencias L, (ver
por ejemplo [24, 61]), que es una versién discreta del conocido principio del minimo para
operadores elipticos de segundo orden (ver por ejemplo [12, Proposicién 1X.29]). De hecho,
mostraremos a continuacion que dicha propiedad corresponde realmente a un principio fuerte
del minimo. Antes de demostrar la propiedad anterior serd conveniente considerar £’ como
un subconjunto de vértices de la variedad discreta I'.(V) y asf, 6(F) y F denotardn ahora
la frontera y la adherencia de F' en esta variedad.

Proposicioén 5.2.6 Supongamos que ¢ = g, y consideremos F' un subconjunto propio. Si
u € C(F) es tal que L(u) > 0 sobre F, entonces

) {ﬁ} = m{ﬁ}

y se satisface la igualdad sii u coincide sobre cada componente conexa de F con un maultiplo
de o.

Demostracién. Consideremos el escalar m = min) {%} y la funcién w = v — moj,.

zE€6(F
Desde luego, L£L(w) = L(u) > 0 sobre F'y w > 0 sobre F, lo que en virtud de la Proposicién
5.2.2, implica que w > 0 sobre V', asi que m = min {%}
zeF
Si consideramos la funcién v = 2 = ¥ —m, entonces v > 0 sobre Fysiaz*eFestal

ag
que m = gg;, resulta que v(z*) = 0. Repitiendo el razonamiento de la Proposicién 5.2.2,

necesariamente v(z) = 0 para cada 2z € F' tal que ¢(z*,2) > 0. Nuevamente un argumento
de conexién concluye que v = 0 sobre cada componente conexa de F' y por tanto sobre cada
componente conexa de F. 1

Como es habitual, el anterior principio del minimo es equivalente a un principio del
maximo para L, que es nuevamente una version discreta del principio del maximo para
operadores elipticos de segundo orden. El siguiente resultado es pues un analogo discreto de
los principos del méximo y del minimo para funciones tales que £(u) = 0.
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Corolario 5.2.7 Supongamos que ¢ = g, y consideremos F un subconjunto propio. Si
u € C(F) es tal que L(u) =0 sobre F', entonces para cada x € F' se tiene que

min {“(2)} < M%) o o {“(2)}

ze6(F) | o(2) es(F) | o(2)

y se satisface cualquiera de las igualdades sii u coincide con un multiplo de o sobre cada
componente conexa de F'.

Demostracién. Como L£(u) > 0 sobre F, la primera desigualdad es consecuencia directa
del corolario anterior. Por otra parte, si v = —u, como L(v) > 0 sobre F', nuevamente la
aplicacion del corolario anterior conduce a que

-m (o) - A {0 = !

Debe observarse que los anteriores principios del minimo o del maximo son mas finos que
sus analogos continuos: mientras que en el caso continuo debe exigirse que el término de
orden cero sea nulo, la condicién en el caso discreto es que ¢ = ¢,. En particular, si F # V,
no existe, a priori, inconveniente para que ¢, sea no positiva en F, lo que implicarfa que el
principio del minimo (o el del méximo) discreto se satisface contanto con la presencia de un
término de orden cero no positivo.

I~

Aunque aqui se ha demostrado, es bien conocido(ver por ejemplo [7]), que la monotonia
de un operador lineal implica su invertibilidad y la positividad del operador inverso. Los
siguientes resultados dan cuenta de esta propiedad en el lenguaje de los problemas de con-
torno. Para ello si F es un subconjunto propio de V serd ttil considerar para cada y € F el
conjunto F, definido de la siguiente manera:

i) Siy € 6(F), Fy es el conjunto de vértices de F' pertenecientes a la componente conexa
de F' que contiene a y.

ii) Siy € F, F, la componente conexa de F' que contiene a y.

Proposicion 5.2.8 Si F' es un subconjunto propio de V', para cada y € F°¢ se verifica que

o o
0< PF< —— Ademds, si F=V —{y} yq=ae, +q, cona >0, entonces PF' = —— y
Y T o(y) ! Yo a(y)

L(P[)(y) > 0 cuando a > 0. En otro caso, para cada y € F° se tiene que L(P])(y) > 0 y
siy € §(F), entonces 0 < Pf < sobre F, y PyF =0 sobre F' — F,.

o(y)

Demostracién. Siy € F°,y consideramos u = o(y) P}, entonces u satisface que £(u) = 0
sobre F', u(y) = o(y) y u = 0 sobre F*—{y}. Sitomamos A = {y} y B = F*—{y} y aplicamos
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el principio de los condensadores, obtenemos que 0 < u < ¢ y ademés que L(u)(y) > 0.
Como / L(u)udh = L(u)(y) o(y), resulta que L(u)(y) = 0sii L(u) = 0y por tanto sii o bien
1%

u = 0 cuando g # ¢, o bien u = a ¢ cuando ¢ = ¢q,. Como la primera posibilidad es imposible,
pues u(y) = o(y) > 0, necesariamente ¢ = ¢q,. Ademads, como o(y) = u(y) = ao(y),
necesariamente o = 1 y como también u se anula en F'° — {y} concluimos que esta ultima
posibilidad sélo puede darse si F©—{y} = 0, es decir sii F' =V —{y}. Asi pues, L(u)(y) > 0
a menos que ¢ = g, y F' =V — {y} simultdneamente.

Si F=V —{y}, como L(0) = (¢ — q,) o, resulta que si ¢ = aeg, + ¢,, entonces L(o) =0
o . P o
sobre F', lo que implica directamente que P, = ﬁ
oy
Si las dos condiciones anteriores no se satisfacen simultdneamente y considamos y € §(F')
y la funcién v = U,y - EDEONCES L(v) = 0 sobre F'y v = u sobre F°, por lo que v = u.
Reciprocamente, si € F,, necesariamente u(z) > 0, pues en otro caso el principio del
minimo implicarfa que u seria nula sobre F}, y por tanto nula en y. Este mismo razonamiento
aplicado a la funcién w = v — o, concluye que w > 0 sobre F),.

Proposicién 5.2.9 Sea F' un subconjunto no vacio de V' y supongamos que no se satisface
simultdneamente que F' =V y q = q,. Entonces G¥ es simétrica y para cada y € F se
F

G
verifica que GJ (y) > 0, que P~ = X~ 4 que 0 < GF' < Gg(y) 7

Gy (y) o(y)
Ademds, G| = O i F=V Y q=agy+ g, cona>0. En otro caso, G =0 sobre
ao(y)
F—F, yO<G5<G5(y)L sobre F, — {y}.

o(y)

Demostracién. En estas condiciones G existe, es simétrica y ademés no negativa, en
virtud de la monotonia de £. Ademads, si y € F', necesariamente G5 (y) > 0 pues en otro

caso L(G))(y) = —/ c(y, 2) Gg(z) dX(z) < 0, lo que contradice que L(G]) = ¢,. Por
v
1
otra parte si consideramos u = GF ) G?Ij, resulta que u(y) = 1, u = 0 sobre F° y ademés
Y
y

L(u) = g, sobre F, lo que implica que £(u) = 0 sobre F'—{y}, v = 0 sobre (FF—{y})*—{y} y
que u(y) = 1. En definitiva, u = PyF —1} y por tanto los resultados del enunciado se obtienen
aplicando la proposicion anterior. il

Una consecuencia importante del resultado anterior es que cuando F' es conexo como
conjunto de vértices de I'., entonces para cada y € F', la funcién %Gg es estrictamente

positiva sobre F', alcanza su méaximo en {y} y tal méximo es estricto a menos que se sat-
isfagan simultdneamente que F' =V y que ¢ = a¢, + ¢,, en cuyo caso %GF es constante.
A continuacién describiremos propiedades de monotonia de las funciones de Green, respec-
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to del término de orden 0, que generalizan las obtenidas en [61] y que pueden facilmente
reformularse en términos de los nicleos de Poisson, en virtud de la relacion entre ambos.

Proposicién 5.2.10 Sea F' un subconjunto no vacio de V' y supongamos que no se satisface
simultdneamente que ' =V y q = q,. FEntonces / G?Ijqd)\ < 1, para cada y € F con
v

desigualdad estricta si F' es propio. Ademds, si {qr}3>, satisface que qx | q (respectivamente
Gl qeong > qyyq # qo 58 F =V )y para cada k € N* denotamos por GE a la funcidn de
Green de F para el operador Ly, = —A+ qy, entonces Gi,, T Gl (respectivamente Gy, | G),
para caday € V.

Demostracién. Si v = G}, entonces sop(v) C F'y ademés v € C*(V). Por tanto, cuando
F es propio, L(v) < 0 sobre F'°y como V es conexo necesariamente L£(v)(z) < 0 para algin
xr € F°. Por otra parte,

1—/‘/qu/\: /ngd)\—/vquA:/‘/L(v)d)\—/FC,C(v)d/\—/vqu/\
— /‘/A(v)d/\—/cﬁ(v)d)\:—/Cﬁ(v)d)\,

y el primer resultado se concluye observando que el valor / L(v) dX es nulo cuando F' =V

c

y negativo cuando F' es propio.

Por otra parte, si para cada k € N* consideramos v, = ny y fijado x € F tomamos
u = GE aplicando las identidades de Green resulta que

vg(x) = /Fﬁ(u)vkd)\:—/FA(u)vkd)\—k/Fquvkd)\:—/FA(vk)ud)\+/Fquvkd)\,

u(y) = /Fﬁk(vk)ud)\:—/FA(vk)ud)\%—/Fqukud)\.

Teniendo en cuenta que la simetrfa de G implica que u(y) = v(z), las identidades anteriores

conducen a la igualdad v(z) — vg(x) = /V(qk — q) v udA.

Sigr | ¢, como u,v, € CT(V), obtenemos que v > v . Ademds, si o > 0 es tal que
G < a, entonces u,v < a y por tanto 0 < v(z) — vg(r) < a2/ (qr — q) d\, de donde se
v
concluye que v T v.
Si ahora suponemos que ¢ T ¢, la hipdtesis ¢; > ¢, con ¢ # g, cuando F' =V, asegura

que para cada k tiene sentido G¥' y ademds podemos aplicar el Corolario 5.2.3 para concluir
que, con las notaciones anteriores, v < vy < vp_1. Por tanto, si a > 0 es tal que G < a,

entonces 0 < vg(z) —v(x) < a2/ (q — qx) d\, y en consecuencia , vy | v. |
1%

Hasta ahora, hemos seguido un desarrollo analogo al del caso continuo: el operador £
es tratado como un andlogo discreto de un operador diferencial y su inverso como analogo
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discreto de un operador integral. Sin embargo, en nuestro caso, cualquier endomorfismo sobre
C(V), incluido el operador en diferencias £, puede ser considerado como un operador integral.
Esta nueva interpretacién de los operadores en diferencias como operadores integrales sera
fundamental en el desarrollo de esta secciéon y conducira a la aplicacion al estudio de las
soluciones del problema [PC], de la Teorfa del Potencial desarrollada en la seccién precedente.

Definicién 5.2.11 Denominaremos nicleo asociado al operador en diferencias L y lo deno-
taremos por L, al ntucleo asociado al operador integral £. En particular, cuando £ = A, el
nicleo L se denominaré nicleo de la variedad Riemanniana discreta (I', B, 1) y serd denotado
por L.

A continuacién describiremos las relaciones entre el problema de contorno [PCly y la
Teoria del Potencial respecto del nicleo asociado a él. Durante todo el desarrollo, utilizare-
mos la identificacion de cada medida sobre V' con su densidad respecto de la medida cardinal.
Ademads, como no hay lugar a confusién, omitiremos la expresiéon respecto de L en todas las
nociones relativas a la Teoria del Potencial desarrollada para L.

Proposicién 5.2.12 El nicleo L es simétrico y para cada x,y € V' estd dado por

—C($,y), i x 7& Y,

(@) /Vc(:c,z) o(z)d\(z) + q(z) — g, (x), si x=1y;
Ademdas, para cada v € M(V), el potencial de v coincide con L(v) y la energia de v estd
dada por

1

I(y) ==
<f}/) 2 Jvxv

e o)) (20 = 20 a0 0w + [ (0= )

oly) o)

Demostracién. Como para cada u € C(V),

L)(2) = —— 3 ez, 2) o(a) o(2) (@ _

O'(.Z‘) zeV

) + (4e) — (@) u(a)

de la relacién entre un operador integral y su ntcleo asociado, obtenemos que para cada
yeV, L,=L(g,) y por tanto

—c(x,y), siox# vy,
0(136) Z c(z,2)o(2) +q(x) — g, (x), si x=y,

donde la simetria de ¢ implica ademaés la simetria de L.
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Si v € M(V), teniendo en cuenta que L es el nicleo del operador L, el potencial de
estd definido por la expresién

Ui(2) = [ Liay)dy@) = | La.y) 1) d\(@) = L)),

mientras que la energia de v esta dada por

I(7) = [ dy= [ veiy)an

Aplicando ahora la versién (4.1) de la Segunda Identidad de Green y utilizando un razona-
miento analogo al empleado en la demostracién de la Proposicion 4.1.5 obtenemos que

freean= 5[ denoaty (20 - 20) a0 @

2 Jvxv oly) o(x)

+ /V(q—qa)fdk 1

Observar que con las notaciones de la proposicion anterior, el funcional 7 definido en
la Proposicién 4.1.7 con motivo de la descripcién variacional del problema [PC], se expresa
como

TG =) =2 [ frax

de manera que J es un Funcional de Gauss cuya parte cuadratica es la energia respecto del
nucleo L.

El siguiente resultado es una relectura de la proposicion anterior en el caso en el que o

es constante y ¢ = 0.

Corolario 5.2.13 FEl nicleo de la de la variedad Riemanniana discreta (I',B, 1) estd dado
por la expresion
—C<.§C,’y), st T # Y,

/Vc(x,z) d\(z), si xz=uy.

Ademds, para cada x,y € V se tiene que L(x,y) = L.(z,y) + q(x) g, (z).

Le(w,y) =

Proposicién 5.2.14 El nicleo L satisface los principios de energia y del mdzimo.

Demostracién. Después de la expresién de Z(vy) obtenida en la proposicién anterior, es
claro que Z es semidefinida positiva (ver también la demostracién de la convexidad del
funcional J en la Proposicién 4.1.7). Por otra parte, Z(vy) = 0 sii v = ao con a € R y si

ademds / dy = / vdA = 0, necesariamente a = 0. Por tanto, Z es definida positiva sobre
v v

el subespacio {7 e M(V): / dy = O}, es decir, L satisface el principio de energia.
1%
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Consideremos ahora v € M (V) y F = sop(vy). Como para cada x € V se verifica que

(o) = 5 3 el )o@ o) (20 = 2 4 (ute) - ) 20

o(z) i a(z) o(z)

y las funciones 7, ¢ y o son no negativas, resulta que U7 (x) < 0si x ¢ F. Si tomamos x € F

() _ e { v(2)

——= % como también ¢ > ¢,, entonces U7 (x) > 0 y en definitiva,
o(x) o(2)

obtenemos que mg;c{u“*(z)} = meabg({L{”(z)}, asi que L satisface el principio del maximo. 1

tal que

Corolario 5.2.15 Sea F' un subconjunto no vacio de V' y supongamos que no se satisface
simultdneamente que F' =V y que ¢ = q,. Entonces, existe una tinica medida positiva v
tal que sop(v¥) = F y L(vF) =1 sobre F.

Demostracion. Como el nicleo L satisface los principios de energia y del maximo, también
satisface el principio de equilibrio sobre cualquier subconjunto F' de V' tal que I(F') > 0.

Si v € M!(F) es tal que Z(y) = 0, necesariamente v = 0 excepto cuando se satisface
simultdneamente que F' = V y que ¢ = ¢,, en cuyo caso v = a o, para cierto a > 0. En
definitiva, I(F') > 0 a menos que F' =V y ¢ = ¢, simultdneamente, en cuyo caso I(F') = 0.

Supongamos pues que no se satisface simultdneamente que F' = V y que ¢ = ¢, ¥
consideremos v € M*(F) la medida de equilibrio de F, respecto de L. Esta medida esta
univocamente determinada por satisfacer que U =1 sobre F , es decir por satisfacer que
L(vF) = 1 sobre F. Como 1, € C*(F'), entonces sop(1},) C sop(y"), lo que implica que
sop(y) =F. I

Definicién 5.2.16 Si F' un subconjunto no vacio de V' y no se satisface simultaneamente
que F' =V y que ¢ = q,, denominaremos medida de equilibrio de F a la tinica medida
positiva yf" que satisface que sop(y¥) = F' y que L(7¥) = 1 sobre F.

Cuando F se reduce a un punto, por ejemplo {z}, la medida de equilibrio de F' debe ser un
multiplo de ,. Como

L)) = Liz,x) = —— [ e(x,9) 0(y) d\(y) + 9(2) = g5 ().

resulta que en este caso yf = Eg-

L(z,z)

a
Sin embargo, si F' =V y se satisface que ¢ = ¢, + — con a > 0, entonces v/ = ~¢o. En
o a

particular, cuando ¢ y ¢ son constantes (¢ > 0), 7‘/ es constante.
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Obsérvese que si F' C V esta en las condiciones de la Definicién 5.2.16, entonces para
cada z € F° se verifica que L(v")(x) = —/ c(x,y) 7" (y) d\(y). Por otra parte, al igual
F

que hicimos para los nucleos de Green y de Poisson utilizaremos notaciones especiales para
designar a las medidas de equilibrio de los subconjuntos de V' cuyo complementario tiene
cardinal 1 6 2. Asi, designaremos por ¥* y por v*¥ a las medidas de equilibrio de los
subconjuntos F =V —{z} y V — {x,y} con z # y, respectivamente. Ademds, la aplicacién
de la alternativa de Fredholm implica que para cada x € V se satisface

LY)=1- % (/v Y o(q—qo)d\+ /Vad)\> Es- (5.2)

En general, la medida de equilibrio no es aditiva respecto de la unién de conjuntos aunque
estos sean disjuntos. A continuacién, caracterizaremos los casos en los que se satisface dicha
aditividad, lo que serd de utilidad al final de esta seccion. Nuevamente, el resultado que
presentamos constituye una generalizacién del obtenido en [4] para el caso de variedades
simples y métricas ortogonales.

Proposicion 5.2.17 Sean Fy y Fy subconjuntos no vacios de V', consideremos F' = F; U Fy
y supongamos que F' # V. Entonces, la condicion necesaria y suficiente para que se verifique
que I =T + 42 es que Fy y Fy sean disjuntos y ademds se satisfaga que c(z,y) = 0, para
cada v € Fy ey € Fs.

Demostracién. Es claro que v = v + %2 sii L(71) = 0 sobre Fy y £(y"?) = 0 sobre
F, lo que implica que ademéas Fi y F5 deben ser disjuntos.

Por otra parte, si F} y F» son disjuntos, aplicando la expresién (5.1), tenemos que si
x € Fy, como x ¢ sop(y'?), entonces

L6 @) = = [ elw,2)7™(2)aNz) = = [ el 2) 7" (2) dA(2).
1% Fa
Por tanto, L£(7'?) = 0 sobre F} sii ¢(x,2) = 0 para cada z € F, debido a la positividad de
F
v 1

Obsérvese que si F; y F5 son subconjuntos disjuntos y no vacios de V' y se satisface que
c(x,y) =0, para cada = € F} e y € F,, entonces necesariamente F' # V| pues en otro caso V
seria desconectado como conjunto de vértices de I'.(V'), lo que contradice la hipétesis [H1].

Aunque el resultado del Corolario 5.2.15 se ha obtenido mediante técnicas de la Teoria
del Potencial, también es consecuencia de la aplicacién de la Proposicién 5.2.2 a la funcién
f =1, . Sin embargo, es importante resaltar que la aplicacién de la Teorfa del Potencial
desarrollada en la seccién precedente asegura que si F' C V satisface las condiciones del coro-
lario anterior, su medida de equilibrio puede obtenerse mediante algoritmos de Programacion
Cuadrética y/o de Programacién Lineal. Concretamente, si n = |F|, F' = {1, -, 2.}, ¥
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consideramos para cada i,j = 1,---,n el escalar ¢;; = c(z;,2;) y para cada j = 1,---,n
n n n
los escalares o;,q;,p; tales que o = '21 Oj€e;, @ — Qo = '21 QjEs; Y Pi = 21 Cij 0j, en-
Jj= j= j=
P 1 =n ., L
tonces v = — aj€g;, donde (ay,---,a,) es la solucién del problema de Programacion
ap j=1

Cuadréatica convexa

min {zn:l (Ui qi +pi) 7 = Zn: Cij i Zj}

z1 >0 i—1 i ij=1

Zp >0
7+t =1

y ag es el valor de tal minimo. Ademas, (ag,ay,---,a,) es también solucién del problema de
Programacion Lineal
min {2}
21 2 0
zn >0

. 10101j2j—(01Q1 +p1)z+012 >0

3

<
I

n
Zlancnjzj - (JTLQn +pn) Zp + On 20 Z 0
]:
7+t =1
Por otra parte, la utilizacién de las medidas de equilibrio permite obtener una expresion

explicita de la funcién de Green de cada subconjunto no vacio F', siempre y cuando no se

satisfaga simultaneamente que F' = V y ¢ = ¢, y también del nticleo de Poisson de cada
subconjunto propio.

Proposicién 5.2.18 Si F' es un subconjunto no vacio de V', se verifican las siguientes pro-
piedades:

i) Si no se satisface simultaneamente que F' =V y q = q,, entonces la funcion de Green
de F' estd dada por las expresiones

)= (14 [ ey b 0E) T (@) -2 0w),

= (W1 - ") @) (@) -7 @);

para cada x,y € V.
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ii) Si F' es propio y no se satisface simultdineamente que |F| > |V|—2 y q = q,, entonces
el niucleo de Poisson de F' estda dado por la expresion

PP(z,y) = (770 () (Y0 (@) =77 (@)); a,y eV

Demostracién. (i) Teniendo en cuenta la Proposicién 4.3.5 y las ecuaciones (4.11), re-
sulta que la funcién de Green de F', es decir la funcién de Green del problema [PC]| estd
caracterizada por satisfacer, para cada y € F', las ecuaciones

L(G])= e, sobre F
Gg = 0, sobre F°¢ '
Consideremos K € C(V x F) el niicleo dado por K (z,y) = vF(z) — v~} (x). Fijado

y € F, es claro que K, = 0 sobre F°, puesto que sop(7%),sop(y"~{¥}) C F. Ademds, se
satisface que

0, six #y,

1— LYW (y), siz=y

y basta ahora tener en cuenta que £(7"~1})(y) = —/ cly, z) dyF = (2).
v

Por otra parte, aplicando la segunda identidad de Green a v~} y 4 obtenemos que

[ A rax= [ AT L Py an = | £(F i aF a
1% 1% 1%

= /V YA =A"(y) (1= L W)()).
(i) Como G} (y) = 7" (y) (1 - ,C(VF*{y})(y))_l, resulta que

arey = (VF(y))fl(vF — 4= ),

asi que el resultado se deduce de la relacién entre PyF y G5 v} determinada en la Proposicién
5.2.9. 1

Debe observarse que cuando y € F¢, ¥~} = 4F mientras que si y € F, vF = 4F,
Por tanto, las expresiones dadas en (i) y (i) para G y PF son compatibles con el hecho
de ser GF € C(V x F)y PF € C(V x F¢), respectivamente. Ademds, si y € F¢ — §.(F), la
medida de equilibrio de F'U{y} es la suma de las medidas de equilibrio de F'y de {y} y por

{v}
tanto PF(x,y) = bl C)) =
v
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Por otra parte, de la expresion de la funcién de Green obtenida en la proposicion anterior
y de sus propiedades de anulacion, descritas en la Proposicion 5.2.9, podemos deducir algunas
relaciones entre las medidas v* y vF~{#} con y € F.

Corolario 5.2.19 Supongamos que F' es un subconjunto no vacio de V' y que no se satisface
simultdineamente que F'=V y q = q,. Entonces para cada y € V' se tiene que

F
AP < A F < 7 (y) o+ AF- W
o(y)

Ademds, v =¥ sobre F — F, y si q — q, # ag,, entonces

7'

o(y)

A <4 F < o+ sobre F, — {y}.

En particular, si F' es conexo como congunto de vértices de I'.(V'), entonces

gl

o+~ sobre F — {y}.
o) v

fYF_{y} < fyF <

Por supuesto, pueden obtenerse expresiones anédlogas para v y 4" con y € § (F),
aplicando la expresion del nicleo de Poisson obtenida en la Proposicion 5.2.18 y teniendo en
cuenta sus propiedades de anulaciéon descritas en la Proposicion 5.2.8.

La expresién de la funcion de Green del conjunto F' obtenida en la proposicion anterior
es andloga a la que aparece en [5], que corresponde al caso de una métrica ortogonal y
compatible y donde ademéas o es constante. En ese trabajo, las medidas de equilibrio de
los conjuntos V' — {y} con y € F' permitieron también obtener directamente una expresion
de la funciéon de Green de V cuando ¢ = 0, o de forma equivalente, del caso F' = V
y L = —A. El siguiente resultado muestra la correspondiente generalizacién al caso de
métricas no ortogonales.

Proposicion 5.2.20 La funcion de Green ortogonal para la ecuacion de Poisson asociada
al operador de Laplace de una variedad Riemanniana discreta estda dada por la expresion

Gr,y) = VI (0 = V1Y (@), 2,y €V

En particular, para caday € V, Gy(x) < Gy(y) para cada x € V' con x # y.

Demostracion. Como para cada y € V se satisface que

1, six#y

— [ ela.2)dy (), siw =y,
\%4
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aplicando la alternativa de Fredholm obtenemos que /V c(x,z)dv¥(z) = |V| — 1 y por tanto

1
que —A(=7") = V] (&~ 577)-
V]
Como para cada y € V, la funciéon Green ortononal esté caracterizada por las ecuaciones
(4.11), resulta que G, = a(y) — |V|™'4¥ donde a(y) € IR. Como se satisface que

1
_ _ _ y
0—/‘/Gyd)\—a(y)w| | |/V7 d\

necesariamente a(y) |7Y|, con lo que se concluye la expresién de G.

1
4R

Por dltimo, la acotacién para G, es consecuencia de que como ~¥(z) > 0 para cada
x € V, entonces |VI2G(z,y) = VY| — V]| (z) < || = [VI*G(y,y), con desigualdad
estricta si z # y. 1

En la demostracién anterior, la identidad —A(~¥) = 1 sobre V —{y} ha sido fundamental
para demostar que G, coincide, salvo constante, con la medida —vY, (de hecho, —v¥ es
una funciéon de Green de la ecuacién de Poisson). Por tanto, cuando £ = —A + ¢, la
técnica anterior no puede aplicarse para obtener una expresion de la funcién de Green de V'
en términos de medidas de equilibrio. Sin embargo, mostraremos a continuacién que tales
expresiones pueden obtenerse a partir de un estudio en profundidad de las propiedades de los
nicleos de Poisson de los subconjuntos de V' cuyo complemento tiene cardinal 2. Obsérvese
que aplicando el resultado de la Proposicion 5.2.18, para cada x,y € V con = # y se tiene
que

P = (@) (=) v P =(v) (F —).

El primer resultado que obtendremos muestra que cuando ¢ = ¢,, cualquier expresién que
involucre medidas de equilibrio puede reducirse a otra donde sélo intervengan medidas de
equilibrio del tipo ¥* con x € V. Mas concretamente, para cada F', subconjunto propio de
V', la medida de equilibrio de F' puede obtenerse a partir de las medidas de equilibrio de los
conjuntos F'U {y} con y € F°, con lo que basta aplicar a estos 1ltimos el mismo resultado
de forma iterativa.

Proposicién 5.2.21 Supongamos que q = q, y consideremos F' C V' tal que |F| < |V] — 1.
Entonces,
-1
F o(y) o(y) FU{y}
v = — — Ly —o.
(Z T <y>) (Z S y)
En particular, para cada x,y € V con x # vy, se tiene que

7= (U(fﬂ) Y (y) +o(y) vy(x))_1 (0(:6) V() 7+ o(y) ¥ ()7 — v (y) ¥ () g)‘
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Demostracién. Como |F°| > 2, para cada y € F°, F'U {y} es propio y por tanto tiene
sentido la medida de equilibrio de F' U {y}. Consideremos {A, B} una particién de F*° de
manera que tanto A como B sean no vacios, y también u,v € C(V') las tinicas soluciones de
los problemas

L(u) = 0, sobre F L(v)= 0, sobre F
u= o, sobre A y v= 0 sobre A
u= 0 sobre B, v= o sobre B,

respectivamente. Entonces, ambas funciones estan determinadas por las identidades

u@) = [ Pay)o, ) diy) = [ PF(e.y)oly) dAy)
va)= [ Pray)o,m)diy) = [ Py o) diw).

Teniendo en cuanta la expresién de P obtenida en la Proposicién 5.2.18, obtenemos que

= o(a) Fu{a} _ o(a) F
2 ey (Z vFU{wa)) o

a€A acA

o(b) Fu{b o(b) F
V= ZW’Y {}_(ZW}(Z))) Y

beB v beB v

respectivamente. Por otra parte, como se satisface que u+v = o, sumando las dos expresiones
anteriores resulta que

o(y)  rug o(y) F
UZZWV {}—<Zﬁ}(y)>%

yekFe g yele v

lo que implica el resultado sin més que despejar 4% en la igualdad anterior.

En particular, si F =V —{z,y}, FU{y} =V —{z}, FU{z} =V — {y} y por tanto la
identidad anterior queda expresada como

w_ (oW o@\ T (o) . o)
! (W(y)Jrvy(x)) <7$(y)7+7y(x)7 )
7 (y) ¥ () oly) ., olx)

o(x) v (y) + o(y) ¥ () (7””(y)7 " ) '

En vista de la féormula obtenida en la proposicién anterior, serd comodo considerar la
funcion p: V x V' — IR definida como

p(z,y) =o(x)v"(y) +o(y)¥'(z); x,yeV.
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Es claro que p es una funcion simétrica que se anula en la diagonal de V' y que es estrictamente
positiva fuera de ella. En el contexto de redes eléctricas resistivas, es decir cuando I' es una
variedad Riemanniana simple cuya métrica es ortogonal y compatible y o es constante, el

-1
valor p(x,y) (/ ad)\> coincide con la resistencia efectiva entre los vértices x e y. La
1%

expresion dada aqui generaliza la obtenida en [6], que a su vez generaliza la dada en [9] para
el caso de grafos distancia-regulares. Por otra parte, el siguiente resultado es también una
generalizacion del denominado Teorema de Foster, del cual se han dado diferentes tipos de
demostraciones (ver por ejemplo, [52] y [57]). La que presentamos aqui sigue los pasos de la
realizada en [6].

Proposicién 5.2.22 §i ¢ = q,, entonces se satisface que
[ pwy)elw ) dx Nwy) =2 ([ oax) (v]-1),
VXV 1%

Demostracién. La identidad

/ /7 c(@,y) dA(y) dA(x / /7 ) dA(x) Ay)
y la simetria de ¢ implican que
/vapcd()\x)\):2/v /7 c(z, ) d\(y) Mx).

Por otra parte, como para cada x € V, se satisface que

. B 1
= f, W ey N@) = Lo7)@) =1~ s [ od,

se concluye que

/ /7 xydA())\():/V</Vad)\—a>d)\. I

Como veremos a continuacion esta funcion estd intimamente relacionada con las propiedades
de los nicleos de Poisson de los subconjuntos de V' cuyo complemento tiene cardinal 2.

Corolario 5.2.23 Supongamos que q = q, y consideremos x,y € V con x # y. Entonces,

P = (p(a, y))_l(a(y) (W =)+ (W) o) v B = (p(a, y))_l(o(w) (7" = ") +"(z) 0)

y se satisfacen las identidades
(i) o= o(r) P +oly) B

@ L) = (r@ o) ([ odr) (obe - olw)=,)

(i) [ oin= o) S T = ~pla) TP B
(iv) Gr — </Vad/\ - Z(—i;p(a:,y) P
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Ademds, si u verifica que L(u) = o(y) e, — o(x) ey, entonces

@—M = p(x,y) </Vad/\>1.

Demostraciéon. Teniendo en cuenta la expresién de y*¥ obtenida en la Proposicién 5.2.21,
resulta que

VA= (e() (¥ =) +7" (W) o),

N A = ’Ym(y> (O‘(]?) (,Y:Jc _ ,yy) + yy(x) 0-)

p(z,y)
y en consecuencia 1
P = oy (@ 6 =) 477w ),
1 T Y Y
B = gy 0@ 07 =)+ @)

De estas expresiones se deduce directamente la identidad o = o(x) Py¥+0(y) P;? y teniendo

1
en cuenta que para cada x € V, L(7*) =1— — </ o d)\) €., también obtenemos que
o \Jv

o (o) 525 ()

Como o(y) Pj¥ = 0 — o(x) P;¥ y o es isétropo para Z, se tiene las identidades

L(o(y) Py¥) = L(o(x) Pr¥) vy 0=T(a(y) B) + L(o(x) B) + 2L(a(x) P, o(y) PyY),

por lo que o(z) o(y) Z(Py¥, Py¥) = —o(x) Z(P#Y). Asi pues, para demostrar las identidades
de (iii) basta calcular Z(P?¥) y para ello, utilizando la expresién de L(PY),

(P = [ L) Py = L(P)(a) = ( [ o) % p(; 5

Para demostrar (iv), aplicando la Proposicién 5.2.18 (i), la expresion de G* estd dada por

-1 —1
Gy = (1 — [,(vxy)(y)) ('yx —'yxy) y por tanto, G = a P, con a = () (1 - C(’ny)(y))
El resultado se concluye razonando directamente con la expresion de ¥*¥ o bien teniendo

o(x) 1 :
en cuenta que como L(G%)(y) =1y L(PY)(y) = </ ad)\> — , necesariamente
1 ()( ) (£")(y) ., o) P@.7)
1 oy
— d\ — .
a=(fom) 7ot
1
Por otra parte, si para x € V consideramos el escalar « = ————— ( / o d)\>, como se
o(z) p(z,y) \Jv

verifica que L(P¥Y) = « (a(y) ex—0(x) 5y>, siu € C(V) satisface que L(u) = o(y) e,—0(z) gy,
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entonces PPY = au + ao. Ademds, como
0=PYy)=auly)+acly) vy 1=PF"x)=au(z)+ao(y),

au(y)
o(y)

resulta que a = — y en definitiva que 1 = i(<f(y) u(z) —o(x) u(y)) |

a(y)

~1 -1
Proposicién 5.2.24 Supongamos que ¢ = q, y consideremos o = (/ o d)\) (/ 02dA>
1% 1%

~1 —2
y g = (/ ad>\> </ a2d)\) . Entonces, la funcion de Green de V estd dada por la
1% 1%

erpresion

Gla,y) = ao(@)oly) [ a(z)7"(2)dN:) = o(y) 1" (@) (/v"‘”)_l

v

0*(2)v*(x) dA(z) — Bo(x) U(y)/ o*(2) o(w) y*(w) d(A x A)(z, w).

VxV

+ oza(y)/

\%4

En particular, para cada y € V', se satisface que G, < G, (y) ﬁ
oy

Demostraciéon. Consideremos los escalares a = / od\y b= / o?d\ y fijemos y € V.
1%

Como segun la parte (ii) del Corolario 5.2.23, para cada z € V el nicleo de Poisson del
conjunto V' — {y, z} satisface que

L(o(2) plz.y) B2¥) = a (o(y) e: — 0(2) ).

Por tanto, si consideramos v = / o?(2) p(z,y) P d\(z), entonces
v

L(v) = /V 0(2) L(o(2) p(z,y) P¥) dA(z) = a(o(y) o — bey) = —ab(e, — b~ 'o(y) o).

Como la funcién de Green de V estd caracterizada por las ecuaciones (4.11), necesariamente

v=—abGy,+k(y) oy ademas k(y) = b_1/ vod), lo que implica que
1%

o 1
Gyzw/vvad)\—ﬁvzﬁ(/vvad)\) o—auv.

Si tenemos en cuenta que v > 0, la identidad anterior implica que G, < 3 ( / vad)\) 0.
1%

Como por otra parte, v(y) = 0, resulta que G,(y) = (/ vadA) o(y) y por tanto, la
1%
desigualdad
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El resultado se concluye ahora de las identidades
v@) = [ 0%:) (o) (7"(2) = 7 (@) + (1) o (@) dA(:)
= bo(y) (@) +ol@) [

[ ()7 W) dA) — o) [ 0%()77 () dAC):

|4

/V cvd\= bo(y) /V o(2) 7Y (z) d\(x) + b /V 02(2) ¥ (y) dA(2)
= o) [ o) ([ 7@ ) drw)
= bo(y) [ o(z)7"(2)dNE) +b | 0*(2) 7 () dA(:)

= oy [ @ow)r @) drx Az w). B

Obsérvese que cuando o es constante, a = o3 |V|72, 3 =0"°|V|? y la expresién de la
funcion de Green de V' dada en la proposicién anterior se reduce a

Gz, y) = aa?’lvyl—va(iv)(lVIU)_1+a03lvz|—505/Vlvzl(w)dA(Z)

]. y y 1 z z
= 1 (W= VI @) = s [, (7] = VI (@) dACe).

Por otra parte, como para cada x,z € V, |7*| — |V|~*(x) = |[7*| — |V|7"(2), resulta que

L =i @) ax) = [ (7= IVI7() drz) =0

y en definitiva,
1 Y Y

con lo que la expresion de la funcién de Green de V' coincide con la obtenida, para este caso,
en la Proposicién 5.2.20.

G(z,y)

Corolario 5.2.25 Para cada x,y,z € V' se satisface que

o) @) =3 ([0 d) (o) ple. ) + o0) p(z,0) ~ 0(2) ol 9)

o(z)

es una distancia sobre V.

-1
y ademds que G, < </ ad/\) p(z,v)
v

En particular,
o
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Demostracién. De la definicién de la funcion p, obtenemos que para cada z,y,z € V|
o(y) pl,2) + 0 (x) pl(z,y) — 0(2) pla,y) = o(y)(0(x)7*(2) + 0(2) v*(x))
+ o(2)(0(2) ¥ (y) + o(y)1(2))
— o(2)(0(x) 7" () + o (y) (@)).

Tomando a=" = / o?d), de la expresién de la funcién de Green de V obtenida en la
v

proposicion anterior y teniendo en cuenta su simetria, resulta que para cada x,y € V,

o(z)v*(y) = a(y)7'(z) + aa(l’)a(y)/vﬂ(v“ —7¥) dX

+ a [ o*(w) (o(0)7"(y) = oly) 7" (@)) dA(w).

y por tanto que,

= o(y)o(z)7*(z) + o(z) o(y)1¥(2) — o(z) o(y) 7* ().

lo que implica que,
o(y)p(x, 2)+o(@)p(z,y) — o(2)p(x,y) = 2(c(¥)o(2)7(2) + o(2)o(¥)1"(2) — o (y)o(2)7" ()

Por otra parte, en virtud de la expresién de G, obtenida en la parte (iv) del Corolario 5.2.23,

6o = (foan) " 28 (o) (0°() = 2"(a) 4272 (o)
1

= ?z) </V O'd)\)l (O-(y) 0'(2) ’YZ(:E) + o'(x) O'(y) ’yy(z) _ O'(y) O'(Z) ’Yy(l‘))>

Si aplicamos a G* la desigualdad obtenida en la parte (i) de la Proposicién 5.2.18 tenemos
que para cada y € V, o(y)G; < G*(y,y)o. La desigualdad del enunciado se obtiene

-1
directamente de ésta sin mas que observar que o(z) G*(y,y) = (/ ad)\> o(y) p(z,y).
1%
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Para finalizar, como es simétrica, nula en la diagonal de V' y estrictamente positiva

o0
fuera de ella, determina una distancia sobre V sii satisface la desigualdad triangular. Ahora

bien, como

o(z)o(z) * o(y)o(z) a(x)aly) "ol

el resultado es consecuencia de la no negatividad de la funcién de Green. 1

p(z,2) p(2,y) plr,y) G (z,y) 5
+ 2 oot /V X

Desde luego, la cota superior para G; obtenida en la proposicién anterior es la mejor

posible pues G*(y,y) = (/V ad)\)_l % oy, 2).
play) _ plz) | pzy)

o(z)o(y) olx)o(z)  o(y)o(z)
sii V' — {z} no es conexo y x e y estan separados por z, es decir si z ¢ F,,.

Por otra parte, se satisface que sii GZ(x) =0, es decir
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Conclusiones y desarrollos futuros

En este trabajo se ha desarrollado un calculo vectorial sobre estructuras discretas, andlogo
al de los modelos continuos. En €l se ha introducido el concepto de espacio tangente a cada
punto de un multigrafo o variedad discreta y a partir de esta nocién se han definido también
los distintos conceptos de campo sobre la variedad: de vectores, de covectores, de bilineales
y de matrices. Asimismo, se ha introducido la estructura de variedad Riemanniana discreta
y sobre ella se han considerado los operadores en diferencias que son la contrapartida dis-
creta de los correspondientes operadores del caso continuo, es decir los operadores derivada,
gradiente, divergencia, rotacional y laplaciano. Se ha demostrado que estas definiciones son
coherentes en el sentido que satisfacen los teoremas fundamentales del calculo diferencial,
como son la irrotacionalidad del gradiente y el que todo campo que sea rotacional de otro
es solenoidal. Ademas, el operador divergencia es el opuesto del adjunto del gradiente y
el Laplaciano y el rotacional son operadores autoadjuntos. Por otra parte, a lo largo del
trabajo se ha mostrado que los diferentes operadores de Laplace considerados en la literatura,
como el probabilistico o el correspondiente a una variedad pesada, son casos particulares del
operador de Laplace-Beltrami que hemos presentado aqui. También hemos probado que
conceptos como el de Laplaciano normalizado, se corresponden con operadores autoadjuntos
completos cuya parte principal es nuestro operador de Laplace-Betrami.

Otro aspecto desarrollado dentro del calculo en diferencias, ha sido la introduccion del
complejo de De Rham de una variedad discreta. Hemos demostrado que en el caso de
variedades Riemannianas también es posible definir un Laplaciano de Hodge y obtener un
teorema de descomposicion totalmente similares a los del caso continuo.

El aspecto formal de los operadores discretos construidos, ha permitido identificarlos co-
mo operadores en diferencias y en particular se ha demostrado que todos los esquemas en
diferencias sobre reticulas uniformes del espacio euclideo que son de tipo positivo y consis-
tentes con perturbaciones del operador de Laplace, coinciden con el operador de Laplace-
Beltrami para una determinada métrica sobre la reticula. También se ha demostrado que
una condicién suficiente para que el esquema sea de tipo positivo es que la métrica esté dada
por un campo de matrices de Stieltjes diagonalmente dominantes. Este resultado también
se satisface en el caso de una variedad abstracta.

Se ha desarrollado un célculo integral sobre subvariedades discretas que incluye la in-
tegracién sobre curvas y los andlogos de los teoremas integrales del caso continuo, a saber
el Teorema de la Divergencia y las Identidades de Green. En relacion con la integracion

183
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sobre curvas, se ha definido también el concepto de circulaciéon y con él se ha desarrolla-
do una version discreta del Teorema de Stokes-Ampere y se han caracterizado los campos
gradientes.

El desarrollo de los teoremas integrales y mas concretamente de las Identidades de Green,
ha permitido formular correctamente el concepto de problema de contorno autoadjunto so-
bre una subvariedad. Bajo la hipdtesis fundamental de la positividad del coeficiente de la
estructura Riemanniana, se ha realizado un andlisis de existencia y de unicidad de solu-
ciones de tales problemas y en particular, se han determinado condiciones sobre el término
de orden 0 del operador en diferencias para asegurar, no soélo la existencia y unicidad de
soluciones, sino también que los problemas admiten una formulacién variacional. Ademas,
se ha demostrado que cada problema de contorno autoadjunto es equivalente o bien a un
problema de Dirichlet, o bien a una ecuaciéon de Poisson sobre una nueva variedad Rieman-
niana, donde la parte principal del nuevo operador en diferencias sigue siendo un operador de
Laplace-Beltrami. También se ha demostrado como nuestra formulacion engloba el estudio
de aquellos problemas cuyo operador en diferencias es un Laplaciano normalizado.

En el desarrollo del trabajo se ha abordado el estudio de los operadores integrales y
sus correspondientes nicleos, asociados a cada uno de los problemas de contorno semiho-
mogéneos tratados. Este andlisis se efectiia en el caso general, es decir incluso cuando dicho
problema de contorno no tiene unicidad de soluciones y describimos todos los operadores inte-
grales que son inversos del problema de contorno considerado. Ademds, logramos identificar
los que tienen propiedades especiales, como por ejemplo aquéllos cuyo nicleo es simétrico.

Asumiendo nuevamente la positividad del coeficiente de la estructura métrica y tenien-
do presentes las mismas circunstancias que permitian una interpretacion variacional de los
problemas de contorno, demostramos que el operador en diferencias es monétono o de for-
ma equivalente que satisface el principio del minimo, lo cual permite precisar los resultados
de existencia y unicidad de soluciones de los problemas de contorno, incluyendo cuestiones
relativas al soporte de la solucion.

El hecho de que en un espacio finito todo operador lineal puede interpretarse como un
operador integral, nos ha permitido entender los operadores en diferencias que determinan
los problemas de contorno como nucleos sobre el espacio de vértices de la variedad. Hemos
demostrado que desde el punto de vista de la Teoria del Potencial estos nicleos satisfacen los
principios de energia y del maximo, que son suficientes para que tenga sentido el problema
de equilibrio sobre cada subconjunto. Ademaés las peculiaridades de estos ntcleos nos han
permitido probar que el soporte de la medida de equilibrio de cada subconjunto coincide
con él. Esta propiedad conduce a demostrar que la funciéon de Green de cada subconjunto,
es decir la asociada al problema de Dirichlet si el subconjunto es propio o a la ecuaciéon de
Poisson si el subconjunto coincide con la totalidad de los vértices, se expresa en términos de
medidas de equilibrio. Como cada una de estas medidas puede obtenerse mediante algoritmos
de programacion lineal, con vistas a las aplicaciones, esta técnica puede considerarse como
alternativa a otras, como por ejemplo a los métodos iterativos.

Finalmente, en este trabajo se ha generalizado el concepto de resistencia efectiva entre
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vértices de una variedad discreta, al caso del operadores en diferencias de segundo orden,
cuya parte principal es un Laplaciano normalizado de un operador de Laplace-Beltrami
asociado a una métrica no necesariamente ortogonal. Se ha demostrado que se satisfacen
las mismas propiedades que en el caso clasico y, en particular, se ha obtenido una expresion
sencilla de la resistencia efectiva en términos de medidas de equilibrio.

Muchos de los temas abordados en este trabajo han merecido y merecen la atencion de un
gran numero de investigadores. Sin embargo, la mayor parte de la metodologia presentada
aqui no sigue pautas preestablecidas y por tanto consideramos de interés seguir avanzando
en su desarrollo.

Desde el punto de vista de la estructura que soporta la formulacién de los problemas, sera
interesante definir el concepto de aplicacion entre variedades y asignarle una transformacién
lineal entre los espacios tangentes. El andlisis de los automorfismos de una variedad discreta
permitira tratar en un contexto adecuado propiedades tales como la homogeneidad o isotropia
de la variedad. Desde luego, esta es un area de gran interés en el marco de la Combinatoria y
mas concretamente en el de la Teoria de Grafos. Por ejemplo, importantes familias de grafos,
como son los grafos vértice-transitivos, los grafos simétricos o los grafos distancia-regulares,
estan caracterizados por su comportamiento ante su grupo de automorfismos.

Otro aspecto intimamente relacionado con la estructura de las variedades discretas es
la definicién de una orientacion sobre ellas. Durante el desarrrollo de este trabajo hemos
sopesado su consideracién, de manera que estamos en condiciones de comentar los cambios
fundamentales que reportaria. El mas notable esta producido por el hecho de que la derivada
de una funcién deberia ser una forma simétrica y por tanto cambiarian las expresiones de
los operadores divergencia y laplaciano, construidos a partir de ella. Si bien la obtencion de
una condicién suficiente para que el coeficiente de la estructura Riemanniana sea positivo
se vuelve algo méds delicada, otros aspectos estructurales se benefician de la introduccion de
una orientacién, como por ejemplo el complejo de De Rham, que tiene atin mas similitudes
con el caso continuo pues en esta situacion, la composicién de la derivada consigo misma es
nula.

La relacién que hemos establecido entre los operadores de Laplace-Beltrami y los esque-
mas en diferencias destinados a la resolucién de problemas de contorno elipticos, sugiere
planear la relacion entre las propiedades del medio continuo y las métricas discretas. Es-
to permitiria establecer una discretizacion no de las ecuaciones de estado sino del compor-
tamiento del modelo continuo mismo. Algunos de los trabajos referenciados en esta memoria
tienen ya presente esta linea de trabajo, de manera que la primera tarea en esta direccién
debe ser traducir a nuestro lenguaje los resultados de esos autores. Por otra parte, nuestros
desarrollos siguen siendo validos aun cuando la matriz que juega el papel de inversa de la
métrica es singular, de manera que es factible abordar también el analisis de problemas de
contorno con operadores elipticos degenerados.

Una vez establecida la relacién entre los problemas de contorno del continuo y los pro-
blemas de contorno discretos, el siguiente paso deberia contemplar la utilizacion de nuestras
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técnicas para demostrar la convergencia de las soluciones discretas a la solucion del problema
continuo, cuando el tamano de las redes consideradas tiende a 0. También, desde el punto
de vista de la resolucién efectiva de los problemas discretos, otra de las tareas que deben
ser abordadas es la de contrastar el método de cargas extremales, es decir el de obtencién
de medidas de equilibrio, con otros métodos de resolucion de las ecuaciones en diferencias
como los métodos iterativos. En este sentido deberan escogerse problemas tipo y comparar
las velocidades de convergencia y la estabilidad numérica de los métodos.

A lo largo de este trabajo también se han establecido las bases para la formulacion de
problemas de contorno no autoadjuntos. La diferencia basica, respecto de los problemas
autoadjuntos, consistiria en la adicion al operador en diferencias de un operador de primer
orden que contenga la derivada segiin un campo no simétrico. La reduccion de estos proble-
mas a problemas de Dirichlet o a ecuaciones de Poisson deberia seguir pasos analogos a los
establecidos aqui. Sin embargo, lo que cambiara sustancialmente es la Teoria del Potencial
que aplicar en este caso, que debera ser la construida respecto de nicleos no simétricos.
Afortunadamente existen solidos desarrollos en este campo, establecidos alrededor de los
anos setenta, de manera que parece factible adecuar a nuestras necesidades las técnicas
ya establecidas, de forma similar a lo que se ha realizado para ntcleos simétricos. En el
caso no simétrico la diferencias substancial es que el problema de equilibrio no admite un
planteamiento variacional, por lo que las medidas de equilibrio no pueden obtenerse a partir
de la minimizacion de la energia, de manera que para asegurar su existencia debe hacerse
uso de teoremas més delicados.

Otro aspecto a tener en cuenta es el posible planteamiento de problemas no lineales.
Desde el punto de vista del caso discreto ya se han contemplado algunos intentos en esta
direccién, de forma que es factible plantear estos problemas desde nuestras técnicas. Desde
el punto de vista de la reduccion de los problemas a problemas de equilibrio, podriamos
utilizar versiones discretas de la Teoria no Lineal del Potencial que ha tenido un enorme
desarrollo en los ultimos anos, aunque hemos de reconocer que la situacién en este caso nos
es mucho menos familiar que la correspondiente al caso lineal.

Por dltimo, una prolongaciéon natural de los trabajos desarrollados en esta memoria,
asi como de las extensiones que acabamos de mencionar, consiste en la consideracion de
redes infinitas, lo que desde el punto de vista continuo se corresponde con las variedades no
compactas. Hay que decir que la mayor parte de las referencias que aparacen en este trabajo
corresponden a desarrollos en este ambito y que una de las técnicas mas utilizadas es la de
la exhaucion, que consiste en considerar una sucesion creciente de subvariedades compactas,
subvariedades como las estudiadas en nuestro trabajo, y cuya union es la red total. Nosotros
ya hemos obtenido algunos resultados en esta direccién aplicando la técnica anterior, concre-
tamente hemos obtenido la expresion de la funcion de Green de un grafo distancia-regular
infinito a partir del limite de funciones de Green de grafos distancia-regulares finitos, cons-
truidas a partir de medidas de equilibrio.
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