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Capítol 3.
Morfismes i estructura dual.

Sumari:

S'introdueix un principi de dualitat entre els elements d'un conjunt X
i els subconjunts difusos de X ([0,1]*), que permet interpretar elements
com a difusos i viceversa. Aquí, el terme dualitat no té cap relació amb les
Ternes de De Morgan (Capítol 1), sinó que fa referència al sentit habitual
que rep en l'estudi d'altres estructures matemàtiques, això és: dualitat punt-
aplicació. Es defineix morfisme i morfisme feble (extensional), i s'estructura
el conjunt HE dels generadors amb la T-indistingibilitat natural en [O, l]x

com a operador de T-indistingibilitat dual de (X,E). Finalment, s'estudia
el comportament dels morfismes respecte a la dualitat.

Aportacions d'aquesta memòria:

Tots els resultats i gran part dels conceptes exposats en aquest capítol són
nous dins el marc de les T-indistingibilitats. En destaquen:

- Principi de dualitat (bidual).

- Operador de T-indistingibilitat dual.

- Morfisme dual.
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62 Capítol 3

Generadors i morfisme dual: bases i dimensió (Proposició 3.3.4 a
Corol·lari 3.3.13).

L'operador de T-indistingibilitat dual i </># (Proposició 3.4.1.).

Morfisme dual com a morfisme invers (Teorema 3.4.10).

Punts fixos (Teoremes 3.4.13 i 3.4.14).
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3.1 Principi de dualitat

Un punt especialment molest en la teoria dels conjunts difusos es troba en
el fet que no es pugui parlar pròpiament de conjunts difusos, sinó només de
subconjunts difusos. Aquests subconjunts difusos ho són respecte d'un con-
junt més gran (univers de discurs) que sempre és un conjunt clàssic, format
per elements en sentit clàssic.

En aquesta secció s'introdueix un principi de dualitat entre elements en sentit
clàssic i subconjunts difusos, que permet interpretar elements com a difusos
i viceversa, trencant d'aquesta manera la assimetria del plantejament inicial.

En un primer nivell, la dualitat s'introdueix com un concepte del tot inde-
pendent de possibles operadors de T-indistingibilitat definits sobre X. Més
endavant es veurà que aquests operadors són sempre del tot compatibles amb
l'estructura dual.

ADVERTÈNCIA. En tot aquest capítol, el terme dualitat no té cap
relació amb la dualitat a través de funcions de negació (Ternes de De Mor-
gan) exposada al Capítol 1.

Definició 3.1.1. Una família H de subconjunts difusos de X (H C [O, l]x)
és separadora per X si per qualssevol x, y £ X (x ̂  y), existeix h e H tal
que h(x) ^ h(y).

T

Per qualsevol H C [0,1]*, es considera l'aplicació BJJ : X —» [0,1]H tal que,
per cada x 6 X, BH(X} és el subconjunt difús definit sobre H per:

BH(x}:H —> [0,1]
h H—» Bu(x)(h) = h(x)

NOTACIÓ. Si no hi ha ambigüitat respecte al conjunt H considerat, no-
tarem Bfi{x),= x**. En conseqüència, Bjj(x)(h) — x**(ti) = h(x).

Proposició 3.1.2. BH és injectiva si, i només si, H és una família separadora
per X.

Demostració. Si B H és injectiva, per qualssevol x ^ y, es té que x** ^ y**.
Per tant, existirà h €E H tal que x**(h) ^ y**(/&), i.e. h(x) ^ h(y), d'on resulta
que H és separadora.
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D'altra banda, si H és família separadora per X i x** = y** per alguns x, y
de X, llavors x**(/i) = y** (h) per tot h € fi, i.e. /i(rr) = h(y) per tot /i € fi
d'on x = y. •

La proposició anterior estableix que, donada una família separadora H de
subconjunts difusos de X, l'aplicació BJJ indueix una identificació entre els
elements x € X i els elements 2;** (E [0,1]H, i és en base a aquesta identificació
que s'estableix el següent principi:

Principi de dualitat

Tot element x € X es pot interpretar com un difús sobre H, identificant-lo
amb x** (via B H).

Així, els elements "crisp" de l'univers de discurs X porten implícita la condició
de subconjunts difusos si es considera una família separadora de subconjunts
difusos H sobre X.

Si X = {xi,...,xn} és finit, és habitual representar un difús h sobre X per
un vector (h(xi),..., h(xn)), i una família de difusos H — {hi,,.., hn} per una
matriu M — (m^-), í — 1 -f- m, j — 1 -r n, on els vectors (fo¿(zi), ...,/ii(a;n)),
í = 1 -r m, es disposen com a files (i.e. vn¿3- = hi(xj)). Seguint aquest
conveni, la matriu transposada M7 és la representació dels elements de X
com a subconjunts difusos (files), i els de H com a punts (columnes).

Fins aquí s'ha vist que X es pot identificar amb un subconjunt de [O, \]H via
B#, de manera que [O, l]H és una extensió conjuntista (en sentit clàssic) de
X. Ara bé: en general BH no és exhaustiva, i es planteja la necessitat de
buscar una interpretació pels elements de x = P> l]^— Bjj(X). Una manera
natural de fer-ho és, donat un a € x> afegir un nou element a al conjunt X,
X' = X U {a}, i estendre el domini de cada / i € f f a X ' = XU {à} definint
h(a) = a(/i).

Formalment, fixat A C x, es considera un conjunt A (disjunt amb X) i una
bijecció:

6: A —> A
a i—> 6(0;) = a

Si X' = X U A, es defineix

extA : H
h i—> extA(/i) = h'



Morfismes i estructura dual 65

on h'(x) = x, per tot x 6 X, i h' (a) = a(h) (on a = 6(a)), per tot a 6 A.

Notant H' =extA(£f), es té:

Proposició 3.1.3. B^/ — » [0, 1]̂ ' és injecti va i

f
= <

[
u", si it € X

. ,, va, si w = 6(0;).

Demostració. Elemental, per la pròpia construcció. •

En particular, queda justificada la notació a = a** si a = 6(a).

Fins aquí no s'ha fet cap referència a possibles relacions difuses o d'altres
possibles estructures definides en X, i només s'ha pres en consideració una
família separadora H C [O, l]x qualsevol.

A la pròxima secció es veurà que l'estructura de T-indistingibilitat és com-
patible amb la dualitat entre elements i subconjunts difusos tal i com s'ha
exposat fins aquí. L'objectiu final és dotar [O, l]H d'una estructura com a
operador de T-indistingibilitat de manera que pugui ser considerat una ex-
tensió natural de (X, E) com a T-indistingibilitat via B H.

3.2 Operador de T-indistingibilitat dual

En tot el que segueix se suposa que T és una t-norma contínua per l'esquerra
respecte les dues variables per separat.

Definició 3.2.1. Siguin (X, E) i (Y, F) dos operadors de T-indistingibilitat.
Una aplicació <p : X — »• Y és un morfisme si F(<p(xi),(p(xz)) — E(x^x2),
per qualssevol £1,2:2 € X.

Clarament, la composició de morfismes és un morfisme.

Definició 3.2.2. Direm que (Y, F) és una extensió de (X, E) si existeix
un morfisme injectiu <p : X — > Y.

En la definició precedent, l'extensió s'obté identificant x amb (p(x), per a tot
x G X. Convé adonar-se que si E és T-indistingibilitat separadora en X,
llavors qualsevol morfisme (p : X — » Y és injectiu.
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Definició 3.2.3. Un isomorfisme entre (X, E) i (Y, F) és un morfisme
<f> : X —» Y bijectiu.

Si dos operadors de T-indistingibilitat són isomorfs, ho notarem per
(X, E} == (Y, E). Dos operadors de T-indistingibilitat isomorfs són, essen-
cialment, el mateix operador presentat sota notacions diferents. A més, <p és
isomorfisme si, i només si, <p-1 és isomorfisme.

Tota relació de T-indistingibilitat E : X x X —» [0,1] és, en definitiva, una
operació binària en X valorada en un conjunt exterior ([0,1]). Per tal de
definir una estructura dual, sembla raonable establir condicions que deter-
minin un subconjunt adequat d'aplicacions de X en el conjunt de valoració
[0,1], dotat amb l'estructura d'operador de T-indistingibilitat natural ET.
Atès que, en general, no existeixen isomorfismes entre (X, E) i ([O, l],JE?r)
(només en el cas unidimensional existeixen morfismes injectius), s'ha de bus-
car algun tipus de condició més feble.

Definició 3.2.4. Si (A", E) i (Y, F) són operadors de T-indistingibilitat direm
que una aplicació (p : X —» Y és extensional (o morfisme feble) si satisfà:

F(<p(xi},(p(x-z)} > E(xi,x2), per tots Zi,z2 € X

Proposició 3.2.5. Considerem (A, E], ([0,1], ET) i HE (el conjunt dels
generadors de E).

Llavors:
HE = {h '• X —»• (0,1] ¡h és extensional}.

Demostració. Per la pròpia definició de HE- H

El Teorema de Representació estableix que qualsevol T-indistingibilitat E
és generada per una família H de subconjunts difusos de X. El Principi
de Dualitat suggereix que, de la mateixa manera, un subconjunt de punts
AO Ç X hauria de generar una T-indistingibilitat sobre [O, l]x, o, per res-
tricció, sobre qualsevol subconjunt H C [O, l]x.

Proposició 3.2.6. Donat X0 Ç X, i H Ç [0,l]x, la relació difusa
Efiïih-z) = INFa-gXo ET(h'í(x},hz(x}}, per tot h^hz € H, és una T-indistin-
gibilitat en H.



Morfísmes i estructura dual 67

Demostració. Si notem X¿* = BH(X0), es té:

- INF

i, com que x** són difusos sobre H (x** : H —» [0,1]), llavors el Teorema de
Representació assegura que E és T-indistingibilitat. •

La proposició anterior jutifica la següent definició, prenent XQ — X.

Definició 3.2.7. Donat H Ç [O,1]*, la T-indistingibilitat natural en H
és:

Notació. Si no hi ha ambigüitat respecte al conjunt X, notarem EX = E.

S'ha de notar que la T-indistingibilitat natural és, per la pròpia definició,
separadora en [0,1]*, i per restricció ho es també en qualsevol subconjunt

Definició 3.2.8. (HE, E) serà l'operador de T-indistingibilitat dual de
(X, E), i el notarem per (HEj2) = (X, E)*.

Per aplicació reiterada de la definició anterior, l'operador bidual de (X, E)
serà (X, E)** = (HE,~Èx)* - (HEX^HE), on ~EHE representa la T-indistin-
gibilitat natural en [O, I]HE, i H-^x és el conjunt dels generadors de Ex,i-e-

HEX = {<* e [O, l]"E / ET(a(h1),a(h2)) > E(hi,h2), per tot h^h*

Les següents proposicions mostren que l'estructura dual és compatible amb el
principi de dualitat exposat a la secció anterior, relacionant el bidual (X, E)**
amb la interpretació dels elements x € X com a difusos de HE via BHE.

Proposició 3.2.9. BHE és injectiva si, i només si, E és T-indistingibilitat
separadora en X.

Demostració. De la proposició 3.1.2. segueix que BHE és injectiva si,
i només si, HE és família separadora en X, i això és equivalent al fet que
E sigui separadora com a T-indistingibilitat. En efecte, com que E(x, y) =
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lNFh€fÍE ET(h(x),h(y)), llavors si E(x,y) = 1 haurà de ser h(x) — h(y) per
tot h € HE, i recíprocament. •

En tot el que segueix se suposarà que E és T-indistingibilitat separadora, i
seguirem identificant X amb lm(BHE) C [O, \}HE.

Teorema 3.2.10.

(*) Baf : X — H*,
x >-+BHB(x) = x"

és morfisme injectiu de (X, E] en (H^x,EuE) (on EHE és la T-indis-
tingibilitat natural en [O, I]HE).

(b) (X,E) = <j>

Demostració.

(a) Per començar, s'ha de veure que BnE(X) C H^x.
En efecte, per construcció x** € [O, I]HE, i a més,

per qualsevol x € X, /li, h-¿ G HE, d'on x** G /%x .
D'altra banda,

y-

= INF

per qualssevol £1, £2 € X.

(b) Conseqüència immediata de (a).

Teorema 3.2.11. (De Representació Dual). Sigui H Ç [O, l]x, i F una
relació difusa en H. Llavors (¿f, F) és operador de T-indistinguibilitat si, i
només si, existeix un conjunt Y tal que (H, F) = (H',Ey), on H' C [O, l]r i
EY és la T-indistingibilitat natural en H'.



Morfismes i estructura dual 69

Demostració. Si Hp denota el conjunt dels generadors de F, (i.e.
HF = {a : H -» [0, 1] / Ería^O, «(M) > F(hlt h^ per tots hlt h? e H}), i
F és la T-indistingibilitat natural en HF (i.e. F(a, ft) = lNFheH ¿r (a(/i), P (h)))

H-p és el conjunt dels generadors de F

(Í.e. H-£=_{A : HF -* [0, 1] / ET(A(a),A(p)) > F(a,/?), per tots a,/? €
HE}) i FHF la T-indistingibilitat natural en H-p

(i.e. 7C¿(A,B) - lNFa&HEEr(A(ce),B(a))), llavors el teorema 3.2.10 asse-
gura que (H, F) = (BHr(H)t FHp) .

Així, n'hi ha prou amb prendre Y = HF, H' =Im(BnF), i l'isomorfisme el
proporciona BUF . El recíproc és trivial. •

El teorema precedent estableix que qualsevol operador de T-indistingibilitat
definit sobre una família de subconjunts difusos és isomorf a algun operador
del tipus introduït en la proposició 3.2.6.

Definició 3.2.12. Sigui H C [O, l]x una família separadora. Direm que una
T-indistingibilitat F en H és pròpia si B H (X) C. HF-

A través de la identificació entre X i B H (X) que venim fent, la condició de
ser propi es pot entendre com un elemental principi de coherència: que tots
els punts de X es trobin entre els generadors de F.

Lema 3.2,13. La T-indistingibilitat natural E en H C. [O, l]x és pròpia.

Demostració.

x&X

i, per tant, BH(X) Ç /%. •

Teorema 3.2.14. (De Caracterització de les T-indistingibilitats prò-
pies). Si F és una T-indistingibilitat en H C [O, l]x, són equivalents:

(a) F és pròpia

(b) F < ~Ë (on F és la T-indistingibilitat natural en F).

(c) SUPg€HT(F(h,g),g(x)) = h(x), per tots x e X, h e H.
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í

(d) INF9€fff(s(z)|F(fe,0)) = h(x), per tots x 6 X, h e #.

Demostració.
(a) &• (b) Segueix del fet que F és pròpia si, i només si, Bu(X) C H p,

(a) •£» (c) Aplicant el primer teorema de caracterització dels generadors (Teo-
rema 2.2.3) es té que a € HP si, i només si, <j)p(a) = à.

Però <t>F(a)(ti) = S\]PgçHT(a(g),F(h,g)) — a(h), i prenent a = z*, resulta
4>F(**)(h) = SUP9eWT(x*(5),F(/i,5)) = x*(h), d'on
n T T'r* /n/ . / \ TI/I \\ j / \ ••

(a) •<& (d) Idèntic raonament basat en el Segon Teorema de Caracterització
dels generadors (Teorema 2.2.10). •

Així, la T-indistingibilitat natural E és la més gran entre les pròpies.

A més, E és un operador especialment ben adaptat a l'estructura reticular
de [0,l]x, com mostren les següents propietats.

Proposició 3.2.15. Per /ii,/ia,^3 G [O, l]x qualssevol, es té:

(a) Si hi <_/ia < ^3 llavors

(b) E(hi V fe2, h3) > MIN{F/(/ii,/i3),

(d) B(fci,.fea) = F(/I! V fe,, hi A fea)

(e) E(fei A fea, /li) = Ê(fea, fei V fea)

Demostració.

(a) Si hi < hi < /¿a, llavors /ii(x) < h%(x} < hz(x), per tot x E X i, per
tant, ET(hi(x)th3(x)) < MlNiE^h^^ix^ET^ix^h^x))} per
tot x e x.
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(b) Considerem X = A U A', on A = {x / h^x) > hz(x)} i A' =
Ac{x / /ii (z) < h-2(x)}.

fi(/H A fea,/*) = INF fir (MINÍ/i^z),^)},/^)) =
XÇv\ \ /

= MIN í INF firWO» /k>(*)), INF fir(Ai(z), /^(z))} >^ xeA xeA' J

> MIN S.WF ET(hv(x), feaíz)), JNnFfir(Ai(z),/i3(z))j =
V x

(c) Anàleg a (b).

(d) JE(/ii V ̂ 2, /ix A /i2) =

= INF ET
¡c€^L

= MIN { INF£r fC ie/i \
,INF£T

xeA xeA'

(e) ^(fti A /i2, /iO =

= INF fir W*), M*))*5
ZÉA

= INFfir(Mz),MAX{Mz),fc2(z)})«ex \ /

Una altra propietat interessant és que difusos semblants per E generen T-
indistingibilitats semblants en X. La interpretació d'aquesta propietat en
termes de Raonament Aproximat és molt suggèrent: criteris semblants in-
dueixen classificacions semblants. El recíproc no és vàlid ja que, per exemple,
en molts cassos el criteri oposat via negació indueix la mateixa classificació
que el criteri donat.



72 Capítols

Proposició 3.2.16. Sigui e € [0,1], i h^h* € [O,!]*. Si E(hi,hz) > e,
llavors ET(Ehl(x,y),Eh2(x,y)) > T(e,e).

Demostració. Com que € < E(h±, h^) = ïNFxex ÉT(hi(x}, h^(x)), en par-
ticular c < J&T(/II(X), /ia(x)) per tot x G X, de manera que e < T(hi(x) \ h^(x})
i, per tant, T(/ii(x),e) < /i2(x). D'altra banda, e < Tfafa) \ /ii(x)) d'on,
aplicant el lema 1.2.12, f (e MX)) > /i2(x). D'ambdues, T(/ii(x),e) <
h%(x) < T(e|/ii(x)), per tot x € X. Per simetria, també es tindrà T(h^(x), e) <
^i(^) < T(€\h2(x)), per tot x € X.

Sigui ara x, y € X, i suposem h%(x) < h%(y) (res canvia en el cas

>
(*)

> T(6,T(hl(y)\T(hl(x},€))) >
(*) (**)

= T(T(e,€),Ehí(x,y)),

on (*) segueix del segon lema de composició (1 .2.21) i (**) del lema d'intercanvi
(1.2.16).

De les desigualtats precedents s'ha obtingut que J5j,2(x, y) > T (T (e, €),
Efcifoy)), i Per tant, f(Ehl(x,y)[Eht(x,y)) > T(€,e).

Un raonament idèntic ens portaria a la conclusió que
Ehl (x, y) > T(T(€, e), Eh2(x, y)) i, dels dos, Er(Ehl(xt y), E^(x, y)) > T(«, e).

3.3 Morfísme dual

Definició 3.3.1. L'aplicació dual (o adjunta) de (p : X —> Y és

fp r :[0,l]y —» 10,1]*
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Lema 3.3.2. (v?T)T(x**) = (^(x))**, on x" = BH(x) amb H = [O, l]

Demostració.

V) V) : [O, If

on )T (x**)) (A*) = (z-

per tots x € X, u. € [O, l]Y .

D'altra banda, ,

: [O, l]Y — > [0,1]

on (</j(x))** (/í) = n(<p(x)), per tots x € X, fj, € [0, l]y. •

Proposició 3.3.3.

(a) y? és injectiva si, i només si, <pT és exhaustiva.

(b) (p és exhaustiva si, i només si, (pT és injectiva.

(c) <p és bijectiva si, i només si, <pT és bijectiva.

(d) Si y? és bijectiva, (<f>T)~l = (<p~l}T •

Demostració.

(a) =>) Suposem <p injectiva. Donat v € [O, l]x, considerem p, € [0,1]Y tal
que

/ t/(tp~l{y}}i sí ï/ ^ im v
|̂  O, si y ^ Im .y?.

Llavors (pT(n}(x} — p,(<p(x)) — v((p~l((p(x}}} = v(x), per tot x € X i, per
tant, <pr((¿) — v.

(a) •<=) Suposem (pT exhaustiva. Llavors, per (b) =¿>) es té que (<f>T)T és
injectiva. Donats x\,x<¿ € X, considerem x J* i x£* € [O, l]^0'1' ).
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(b) =») Suposem y? exhaustiva. Donats fí^-p^ € [0,l]r, si <^T(/ÍI) = ¥>T(/¿2)
llavors fa o y(^) = Ma ° VÍ^) Per tot x G X, i, per la exhaustivitat de y>,

A*i(y) - Afc (y) Per tot y e ̂ i d'on A»I = Ate-
Si (f>(xi) = vfo)» llavors (yj(xi))** = ((/5(x2))" i, pel lema 3.3.2,
(y>T)T(xJ*) — (<PT)T (xz*)i d'on xï* ~ X2* i) en conseqüència, x\ = X2 (5n és
injectiva per íT = [O, l]x, lema 3.1.2).

(b) <=) Suposem y? no exhaustiva. Sigui t/o € y tal que (f>(x) ^ yo per tot
x & X. Considerem f¿ : Y — > [0, 1] qualsevol, ï // = y — » [0,.l] definit per:

_ í /*(!/) si ï/ ̂  T/Q
si = o-

Llavors: <pT((j,)(x) — jj,oy>(x) per tot x € X, i (pT(p!}(x] — p! o ^?(a;) per tot
x E -if, d'on <f>T(fJ.) — ̂ (//'), amb // ̂  p', contra la hipòtesi.

(c) Trivial, a partir de (a) i (b).

(d) Trivial. •

Els resultats precedents es basen només en considerar els subconjunts di-
fusos com a aplicacions, i no es fa cap referència a possibles operadors de
T-indistingÍbilitat definits en els conjunts X, Y, o en subconjunts adequats
de [O, l]x i [O, l]y . L'objectiu d'aquesta secció és estudiar el comportament de
l'aplicació dual <f>T quan <p és un morfisme o un morfisme feble (extensional).

En tot el que segueix p£, E) i (y, F) denotaran dues T-indistingibilitats
separadores, i HE i H F els respectius conjunts de generadors.

Proposició 3.3.4. (p : X -* Y és extensional si, i només si, V?T(#F) ÇHs-

Demostració. Suposem (p extensional. Donats g £ H F i #1,^2 e X,

= ET(g(<p(x1),g(<p(x2))) >

d'on resulta que <f>T(g) € HE.

D'altra banda, si if>T(Hp) Ç HE, llavors

= INF
ge H p



Morfismes i estructura dual 75

> INF ET(h(xi)th(x2)) = E(xl,x2}.

Proposició 3.3Í.5. (f> : X -* Y és morfisme si, i només si, <PT(HF) = HE.

La demostració es basa en el següent lema

Lema 3.3.6. Sigui F T-indistingibilitat en Y, i sigui U, V C Y tal que
Y - U U V, U n V = 0. Llavors, si g : U -» [0,1] és generador de F\UxU)

existeix Tj : Y —>• [0,1] generador de F tal que 'g^ = g.

Demostració. (Lema 3.3.6). Sigui

f \ _ í 9(x)> si x EU
/¿W - I Q, si x E V

i prenem "g = $F(A¿) € Hp.

Llavors, si x E U i notem E = -P]t/xc/) ]}(x) — ^

h(x). M

NOTA. L'extensió g de g no és única. Per exemple, se'n pot obtenir una
li. v x •/ /• \ f pWï SÍ ^ ̂  ̂

altra aplicant ipp a /^(^J ~ i "i • /= v

Demostració. (Proposició 3.3.5.) Si <p és morfisme, en particular (p és
extensional, i segons la proposició 3.3.4. es té (pT(Hf) C H&. A més, <f>-serà
injecti va (E separadora) i, per tant, (pT exhaustiva (proposició 3.3.3). Per
tant, donat h E HE, existirà g € [0, 1] tal que (f>T(g} ~ h, i només cal veure
que g E HE.

Si 2/1 = <p(x\) i 2/2 = ^(^2) llavors

y2) = E(x1,x2)<ET(<pT(g)(x1),(p
T(g)(x2)) =

així que g és generador sobre els elements de Im (f>.

Aplicant el lema 3.3.6 amb U =lmif>, sigui p una extensió de g tal que g E H p
= 9- Llavors (pT(g}(x] - g(v(x}} - g((f>(x)}, per tot x E X, d'òn

h.
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Pel recíproc,

€/lf

= INF

Corol·lari 3.3.7. y? : X —» Y és isomorfisme si, i només si, y>T és bijectiva i
<pT(Hp) = HE.

Demostració. Conseqüència elemental de les proposicions 3.3.4 i 3.3.5. •

Proposició 3.3.8.

(a) Si (p : X —* Y és morfisme, llavors per qualsevol sistema generador
SP Ç Hp per F, ipT(Sp) C HE és sistema generador per E.

(b) Si existeix Sp C Hp sistema generador per F tal que <pT(Sp) C. HE és
sistema generador per E. llavors (p és morfisme.
oi exibLeix o p ^ n p sistema geiieiauor per r ia.
sistema generador per E, llavors <f> és morfisme.

Demostració.

(a) Sigui Sp un sistema generador qualsevol per F, i notem SE = <f>T(Sp).
Per qualsevol 2^, x<¿ e X, es té:

d'on SE € -ffjs ha de ser sistema generador per E.

(b) Sigui Sp un sistema generador per F tal que SE — <pT(Sp) és sistema
generador per E. Llavors, per qualsevol a; 1,2:2 € Jf,
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Corol·lari 3.3.9. (p : X —* Y és morfisme si, i només si, (pT transforma
sistemes generadors en sistemes generadors.

Demostració. Trivial. •

Corol·lari 3.3.10. Si (p : X —> Y és morfisme, llavors dim E < dim F.

Demostració. Trivial. •

Com es desprèn fàcilment de les demostracions anteriors, si (p és morfisme el
comportament de <pT respecte a les bases de F no és del tot regular, i només
es pot assegurar que <pT transforma bases en sistemes de generadors. De fet,
el comportament regular respecte a bases caracteritza els isomorfismes.

Corol·lari 3.3.11. Si (p : X -» Y és isomorfisme, llavors dim E — dim F.

Demostració. D'una banda, dim E < dim F. Però també, serà
dim F < dim È perquè <p~l és isomorfisme. •

Proposició 3.3.12. Sigui <p : X —>• Y bijectiva. Llavors:

(a) Si (f> és isomorfisme, llavors (pT(Bp) Ç HE és base de E, per qualsevol
BF Ç H p base de F.

(b) Si existeix FB Ç HF base de F tal que (pT(BF) Ç HE és base de E,
llavors (f) és isomorfisme. - -

Demostració.

(a) Sigui BF Q HF una base de F. Per la proposició 3.3.8, (pT(Bp) serà
un sistema generador de E.

A més, si existís algun sistema generador de E, SE, tal que
\SE\ < \(pT(Bp)|, (recordem que \A\ és el cardinal d'A), això propor-
cionaria un sistema generador de F, (^~1)r(5r£;) que, per la bijectivitat
de (v3"1)^, hauria de satisfer \(<P~I)T(SE)\ < \Bp\, contra la hipòtesi
que BF és base. Per tant, (pT(Bp) és base.
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(b) 9? és bijectiva per hipòtesi. A més, si Bp Ç
que (pT(Bp) es base de £/, es tindrà

= INF ETg&BF

= INF ET
geBp

= INF

és una base de F tal

per tot £1,2:2 £ -X"- '

Corol·lari 3.3.13. 99 : X —> y és isomorfisme si, i només si, transforma
bases en bases.

Demostració. Trivial. •

Podem resumir els resultats precedents en un gràfic:

H,

Sistemes
Generadors

Figura 3.1

H,

Sistemes ...
Generadors
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Fins aquí s'hà vist que els morfîsmes febles venen caracteritzats pel fet que
(f>T : [0, l]y —» [O, l]x indueix, per restricció de domini, una aplicació <f>T :
H p —> HÉ-

Ara, la pregunta natural a fer-se es si <pT sera o no morfisme feble (o mor-
fisme) entre els corresponents operadors duals (X, E)* — (HE, E) i (y, F)* =
(Hp,!?), on £ i F notem la T-indistingibilitat natural en [0,1]* i [0,l]y,
respectivament.

Proposició 3.3;14. <p : X —» Y és extensional si, i només si, (f>T : Hp -* HE
es extensional.

Demostració. Si (p es extensional, llavors

(<pT(gi),<pT(9i)) = INF ET (vT(9í}(x), V>T(<72)(*)) =

0^(0;),02 « ¥>(*))

- veY

Recíprocament, si <pT és extensional en particular <f>T(Hp) C HE i segons la
proposició 3.3.4, això és equivalent a l'extensionalitat de (p. •

Corol·lari 3.3.15. Si <p : X —*• Y és morfisme, llavors (pT : H p —> HE és
extensional.

Demostració. Conseqüència elemental de la Proposició 3.3.14. •

En general, no es pot assegurar que <pT sigui morfisme, com mostra el següent
contraexemple.

Exemple 3.3.16. Donats X conjunt, E T-indistingibilitat en X i y # X,
considerem Y — X U {y}, i (p : X —»• Y tal que <p(x) — #, per tot x E X (</?
és la identitat en X).

Naturalment, <jy és morfisme per qualsevol operador de T-indistingibilitat F
considerat en Y tal que F\x*x — E.

En canvi, donats g\,g-¿ € Hp tal que gi(x) — g-z(x) per tot x G X, i
9i(y}j£ 92(y), llavors E((f>T(gi),pT(g2)) = 1 (atès que <pr(gi) = ^(gz)),
però F(g1,g2) < 1 (atès que g^y) ±
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Proposició 3.3.17. Si <pT : Hp —» HE es morfisme, llavors (f> : X —» Y es
extensional.

Demostració. Segons el Corol·lari 3.3.15 (<pr)T : H-^ —* H-^és extensional.
D'altra banda, pel teorema 3.2.10: BHE : X -» J% i BHf. : Y -» H-p són
morfismes, i pel lema 3.3.2 (<pT}T(x**) = (</j(z))**.

Així,

Tampoc aquí es pot assegurar que (p sigui morfisme.

Exemple 3.3.18. Sigui Fj i F/2 dues T-indistingibilitats sobre X, tal que
FI < F/2, i considerem l'aplicació identitat <p : X —» X (i.e. (f>(x) = x, per tot
x 6 X). Clarament (p és extensional, respecte E\ i F2, però no és morfisme.
En canvi, <f>T : HE^ —» HE^ és tal que (pT(g) = p, per tot g € H^ i, per tant
(pT és morfisme.

Proposició 3.3.19. (p : X —> Y és isomorfisme si, i només si, <f>T : Hp —» HE
és isomorfisme.

Demostració. Segons corol·lari 3.3.7, (p és isomorfisme si, i només si, <f>T és
bijectiva i (pT(Hp) = HE. A més, per la proposició 3.3.9, (pT és extensional.

A més,

= INF FT (gi o <p(x),te o <p(x)) =

= INF FT (^i(y

per tot gi,g2 E HF.

D'altra banda, segons el que acabem de provar, si <f>T és isomorfisme es tindrà
que (<pT) '• HE ~> Hj; serà isomorfisme.

I pel lema 3.3.2 i el teorema 3.2.10,
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Si notem per D l'aplicació que a cada (p : X —> Y li fa correspondre el seu
dual, (i.e. T>((p) — <¿?T), el següent gràfic il·lustra els resultats precedents

{<P:X— Y )

Extensionals

Morfismes •

Isomorfismes
-4

Figura 3.2

£0,13Y)

•>- Extensionals

•Morfismes

Isomorfismes

3.4 </>E i estructura dual. Punts fixos.

A continuació s'estudia el comportament de la T-indistingibilitat natural E a
través dels operadors (f>£ i I/>E introduïts al capítol 2. En tota aquesta secció
suposarem que E és un operador de T-indistingibilitat separador en X.
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Recordem que {x} denota el subconjunt clàssic format per un únic element
(x € X), i que hx és la columna associada i.e. hx : X — * [0, 1] ve definida per
hx(y) = E(x,y) per tots x, y e X.

Proposició 3.4.1. Sigui E la T-indistingibilitat natural en [O, l]x, i E una
T-indistingibilitat separadora qualsevol en X. Llavors:

(a) 4>E '• [O, I]* — » [O, l]x és extensional respecte E.

(b) ij)E • [O, l]x -» [O, l]x és extensional respecte E.

(c) Ë(<f>E({x}),<{>E({y}))=Ë(hI,hy) = E(x,y), per tots x,y € X.

Demostració.

(a) Donats /¿i, ¿¿2 € (O, l]x , s'ha de veure que E (<J>E(IJ,I), <j>E(fJ^)) >
Fixat x € X,

= f
\

= INFf TOüív), £?(«,*)) | SUP T<Aia
y '

(**) V6X

> INFf1 · i ü t ; >

on les desigualtats són conseqüència de:

(*) Lema 1.2.12.

(**) T és monòtona decreixent respecte la segona variable

(***) Lema 1.2.10.

De forma anàloga, es té que T (^(^(x)) | ̂ (^(x))) >
d'ambdues, que ET ((j>E([j.i(x), <j>E(fJv(x}) > Efa, ^}.

Finalment, per l'arbitrarietat de x € X,

INF ET (faMfàfaMW) = Eifadji&fafa)) >
XÇ.X
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(b) Donats ¿ti, /^ e [O, l]x, s'ha de veure que E
Fixat x € X,

> INFf (f(E(xtv) j Pl(t;
(**) t)€A \

>
*** «ex vex

Semblantment, T.(^(^í2(a;))J^(/i1(íc))) > E(fj-i,fj^) i d'ambdues,
^r(^(/ii)(x)),^(^2)(x)) > ̂ 1,^2).

Finalment, per l'arbitrarietat de x € ̂ ,

(c) Ë(/ix,^) = INFuçXET(hx(u),hv(y)) = WFueXET(E(x,u),E(y,u))
E (x, y), (conseqüència del teorema de Representació). •

En general, no és cert que E (ipE({x})^E({y})) = É(x,y).

Exemple 3.4.2. X — {xi, X2, Xa}, T = L. £? definida per la matriu:

/ 1 0.9 0.1
E = 0.9 1 0.2

\ 0.1 0.2 1

= (0.1,0,0)
= (0,0.1,0)

En particular, ̂ (^({xi}), ̂ ({^3})) = 0.2 > Efaxa) = 0.1. •

i
Corol·lari 3.4.3. 0£ : X — » HE és morfisme (injectiu) per qualsevol opera-
dor de T-indistingÍbilitat (X, E).
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Demostració. •

Així, la T-indistingibilitat natural permet injectar (X, E) en el seu dual
{X, £/)* = (H E t E) a través de 4>Ei arnb total independència de quina sigui
particular a E considerada en X. Dit d'una altra manera: la T-indistingibilitat
natural fa que la semblança entre les columnes de la relació sigui igual a la
semblança entre els elements, i això per a qualsevol semblança entre elements.

Aquesta propietat tan interessant no és, però específica de la T-indistingi-
bilitat natural.

Proposició 3.4.4. Sigui F una T-indistingibilitat pròpia definida en [O, l]x .
Llavors, per tota T-indistingibilitat E en X, 4>E '• X — > HE és morfisme
(injectiu).

Demostració. Si F és pròpia, pel Teorema de Representació Dual (3.2.1 1),
existeix Y tal que X C. Y, i per cada h € [0,1]* existeix una extensió h' de
h sobre Y satisfent F(hi,h¿) = INF^y ET(h'l(y),h!2(y)), per tots /ii,/i2 €

Sigui E una T-indistingibilitat en X. Si considerem H'E format per les exten-
sions h' de h € HE sobre Y, podem estendre E sobre tot Y com E1 definida
per F/(m, 7/2) = INFV6H¿ ET(h!(yi), /i'(y2)).

Llavors, donats 0:1,3:2 € X,

pel Corol·lari 3.4.3. •

El recíproc de la proposició 3.4.4 no és cert, en general.

Exemple 3.4.5. Per una t-norma T qualsevol, es considera X = {x
la T-indistingibilitat en X definida per E(XI,X-¿} = O, i la T-indistingibüitat
en [O, l]x, definida per

), per tots h^h* € [O, l]x.

Llavors <t>E({^}} = (1,0), <M{*2}) = (0,1), i F(<j>E(x1),4>E(x2)) = O -
£(£1,2:2), resultant que $# : X — > HE és morfisme (respecte E i F).

En canvi, F no és pròpia, atès que x" no és generador de F. •
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El corol·lari 3.4.3 justifica a (X, E)* = (HE, E) com a extensió de (X, E).

A continuació es compara aquesta extensió amb una extensió qualsevol de
(X, E).

Definició 3.4.6. Si E és una T-indistingiblilitat en X, i A C X, direm
que dos elements x\,x% € X, són indistingibles o simètrics respecte A si
E(XI,O) — E(x2,o), per tot a E A.

Si no hi ha elements diferents simètrics respecte A, direm que A separa
punts en X.

Convé adonar-se que la condició que A separi punts és més feble que no pas
que les columnes d'A siguin sistema generador per X.

També s'ha de notar que si ai, OQ € A, (ai / 03) llavors Oi i 02 no són
simètrics respecte A, o equivalentment, que X separa punts en X.

La nomenclatura que introdueix aquesta definició ve justificada pel següent
lema:

Lema 3.4.7. Sigui E A la T-indistingibilitat sobre X generada per les colum-
nes d'elements d'A, (i.e., EA(X\,XZ) = l^FaeAET(E(a,xi),E(a,X2))).
Llavors, x^xz són indistingibles (o simètrics) respecte A si, i només si,

Demostració. Si per tot a 6 A es té E(a,Xi) = E(a,xz), llavors

Recíprocament, l'única possibilitat és E(a,xi) = E(a,xy) si
EA(xi,x2) = 1. •

Proposició 3.4.8. Siguin E i F T-indistingibilitats sobre X i Y, respecti-
vament. Per cada morfisme <p : X — » Y, existeix / : Y — » HE satisfent:

(a) f (Y) Q HE és sistema generador per E.

(b) / és extensional (respecte F i E)

(c) /(yi) = /(ï/2) si, i només si, y\ i y2 són simètrics respecte (f>(X).

En particular, si <p(X) separa punts en Y, f és injectiva.
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Demostració. Considerem / = <f>To(f)F (i.e. f (y) = <f>To<j>p(y) ~
i.e. f (y) = F(y,<p(x)) per tot x € X).

(a) INFyey ET (/<y)(ii),/(y)(*i)) = INFy€y
F(<p(xi),<p(x2)) = E(xi,x2) per tots Xi,

(b) <j)p és morfisme (proposició 3.4.1) i <pT és extensional (proposició 3.3.14).
Per tant, / == <f>T o<j> extensional.

(c) Si f fa) = f(y2), llavors per toi x e X Ffa,<p(x)) = F(y2,yj(x)), d'on
íW*)(yi,!fe) - INF^X^TÍF^ÍX),^)^^^),^)) = I- Recíproca-
ment, si F^x)(y\-,yz} = 1, l'única possibilitat és F(<p(x), T/!) = F(y3(a;),y
per tot x € X, i.e. f fa) = f fa). •

En la situació de la proposició anterior, es té:

Proposició 3.4.9. / és morfisme si, i només si , 4>p((p(X)) Ç. Hp és sistema
generador per F.

Demostració. Sota qualsevol de les dues condicions es té:

Sigui (f> : X — * X isomorfisme, i considerem:

on v(<t>n(x)) • X -» [0, 1] i, per tot u Ç. X, lp(<f>E(x))(u) = <Í>E(V>(X))(U).

Com que ̂  : X — » ^(X) C jî^ és isomorfisme, podem identificar cada
element x Ç. X amb la seva imatge per </># (i.e. la columna de x), i notar
simplement Ip = (f>.

D'altra banda, podem considerar <pT : HE — » HE que és isomorfisme (proposició
3.3.18)
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r*
rr y . rrHE ¥ tiE

Figura 3.3

El següent teorema expressa la relació entre <p i tpT.

T ~1Teorema 3.4.10. Amb les notacions precedents, es té que (pT =

Demostració. Per ser (f>T bijectiva, s'ha de veure que <f>T (<J>E(<¿>(X))) —
, per tot x 6 X.

(En particular, quedarà provat que (pT : <(>E(X} — »• <J>E(X) és bijectiva). Sigui
x Ç. X. Llavors, per tot u € X, es té:

«) =

La interpretació de <pT com a inversa de <p evoca inevitablement un resultat
similar en la teoria d'Espais Vectorials que l'automorfisme adjunt fT d'un
automorfisme / ortogonal coincideix amb f~l [Castellet & Llerena, 88]. El
paral·lelisme, però, no acaba aquí. Si P és la matriu de / en una base
ortonormal (aquí, la paraula base fa referència al sentit habitual d'aquest
terme en espais vectorials), llavors PT (la matriu transposada, obtinguda a
partir de P canviant files per columnes) és la matriu de f~l en la mateixa
base. Amb la notació introduïda en la secció 3.1, en què si \X\ = n i \H\ — m
(H Ç [O, l]x), representàvem H per una matriu M¿ = (m^-), i = 1 -f- n,
j = 1^-m, on m¿¿ = hj(yi), podem ara representar l'aplicació (p : H — » [O, l]x

per una matriu Mv = (rriij) i = 1 + n, j = 1 -r m, tal que ra^- = <p(hj)(xi).

Amb aquest conveni, el paral·lelisme amb la teoria d'Espais Vectorials és
sorprenent: si M és la matriu de 99, llavors la matriu de (f>~1 — <pT és,
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justament, la seva transposada MT. En efecte,

mentre que si AT es la matriu de <pr,

n>ij = <Í>T(<I>E(XJ))(XÍ) = <!>E(XJ)(<P(XÍ)) = E((p(xi\ x j) i = 1 -r n, j = 1 -r m

i, per tant, N — M7 .

D'altra banda, com que (p és isomorfisme, f/?"1 també ho és, d'on ny —
E((f>(xi),Xj) = E(xi,<f>~l(xj)), i = 1 -r'n, j = 1 -r-m, resultant que AT = M7

és la matriu de <p~l.

En un altre ordre de coses, el Corol·lari 3.4.3. planteja un problema interes-
sant relatiu a l'estructura dual.

Aplicant reiteradament el corol·lari 3.4.3. a (X, E) i a (X, E)* = (HE, E), es
té que ^>£ o <j)E ; X —* H-g C [O, l]ffE és un morfisme (injectiu).

D'altra banda, el teorema 3.2.10 assegura que

BHe:X -* [0,1]^

a; H^ BHE(X) — x**

és també un morfisme (injectiu). La pregunta natural a fer-se és si ambdós
morfismes coincideixen. El següent teorema respon a aquesta qüestió.

Teorema 3.4.11. Donat h e HE, són equivalents:

(a) ^o¿B(aO(fc)=a;*'{fc)

(b) T(h(xl),h(x2)) < E(xl,x2), per tots xi,x^ e X

(c) Existeix una extensió (Y, F) de (X, E) amb Y = X U {y}, (y g X) i
h(x) = F(y, x), per tot a; € X.

Demostració, (b) =^-(c) Es defineix F com segueix:

F(XI,XZ) = E(x1,x2), per tots Xi,x2 € X
F (x, y) = F(y, x) = h(x), per tot x € X
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Per construcció, F és reflexiva i simètrica, i és una extensió d'E.

S'ha de comprovar que F és T-transitiva, i.e. T(F(u,v), F(v,w)} < F(u, tu),
per tots u,v,w € Y. Procedim per casos:

• Si u — v, v — w ó u = iü, és trivial.

• Si u, v, w € X, llavors F i E coincideixen, i E és T-transitiva.

• Si v - T/, i u, w e X, T(F(u,y),F(y,w}) = T(h(u),h(w}) < E(u,w),
per hipòtesi.

• Si u - y, i v, w e X, T(F(y,v),F(v,w)) = T(h(v),E(v,w)) < h(w) =
F(y,w), atès que f(h(v)\h(w)) > E(v,w), perquè h és generador d'E.

(c) =*• (a) En general, per tots h € HE i x E X es satisfà:

= INF ET(<!>E(X}(U}, h(u)) = INF Er(E(x, u),h(u)) < h(x).
uçx .

D'altra banda, com que h(x) = F(y, a;), es té:

INFET(E(x,u),h(u)) = INFEr(F(x,u),«ex uex
> INF Er(F(x, u), F(u, y)) = F(x, y) = h(x),

perquè les columnes són un sistema generador per F.

Per tant, <£g o <j)E(x)(h) = /i(o;) = o;**(/i).

(a) =*• (b)) Suposem ̂  o 0E(a;)(/i) = INFueA-^r(^(^,"),^(w)) - M^)) Per

tot x e X. Llavors, per tot u 6 X, es té T(/i(í/)|jB(w,x)) > ET(E(x,u),
h(u)) > h(x] i, per tant, T(h(x), h(u}) < E(u,x}. •

Més enllà de la importància en l'estudi de l'estructura dual, el teorema prece-
dent té una interessant interpretació dintre de la teoria de les classificacions
difuses (veuré Introducció). En aquest context, és habitual considerar els
generadors com a criteris segons els quals es classifica i, fixat un generador h,
els elements x Ç. X tais que h(x) = 1 són els prototipus del criteri representat
per h [Jacas & Valverde]. Segons el Teorema 3.4.11 ((b) i (c)), no tots els
generadors h Ç. HE provenen de comparar elements respecte a un conjunt
d'elements prototípics fixats (dintre o fora del conjunt X considerat), sinó
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només aquells que satisfan T(hi(x)1h2(x)) < E(XI,XÏ), per tots xltx^ € X.
Així es demostra l'existència i es caracteritza els criteris de classificació que
no representen les classes d'equivalència difuses (columnes) de cap element,
ni dintre de X (cosa ja coneguda) ni tampoc en cap extensió Y de X,

(NOTA: en context clàssic, on E és relació d'equivalència en sentit clàssic,
la discussió precedent és trivial).

Per acabar aquest capítol, es caracteritzen els punts fixos de (p i (f>T quan (p
és isomorfisme.

Definició 3.4.12. Si (p : X —* X és isomorfisme, els cicles de <p són els
conjunts de la forma {<pW{x),k e Z}.

Si (f> és isomorfisme, llavors E (<¿j(fc)(z), <{¿k+l\x)} =• E(x,, <p(x)), per tot u € Z
i per tot x Ç. X.

Teorema 3.4.13. (Caracterització dels punts fixos). Si ip : X ~+ X és
isomorfisme, són equivalents:

(a) h € HE satisfà <pT(h) = h (i.e. h és punt fix de (f>T).

(b) h és constant sobre els cicles de (f.

A més, en aquest cas, E (/i, </>£;(</?(*) (x))) — E(h,<f>E(x)), per tot k 6 Z.

Demostració, (a) =$>• (b)

Sigui h € HE tal que <pr(1i) = h. Com que <pT(h) = h o y?, resulta h(x) =
h(ip(x)), per tot x e X. Aplicant-ho per <p(x), es té h(<p(x)) ~ h(<f?(x)), i,
recurrentment, h(x) = h(tf^(x)), per tot k € Z+.

Com que si h és fix per <f>T també ho és per ((pT)~l = (<P~l)T (Proposició
3.3.3.), també es tindrà h(x) = h(<p(-V(x)), k£%+.

(b) =* (a)

Si h(x) = h((p(k)(x}} per tot k € Z, llavors <pT(h)(x) = h(<p(x)) = h(x), per
tot x 6 X, i.e. y>T(/i) = h.

Finalment, s'ha de veure que si h és fix per <pT, llavors
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E(h,<fiE(<f>(x))) =
u€A

= INF £

(*= INF ET (h(u), E(<f?(x),u)) = E (h,

on (*) segueix del fet que h és constant sobre cicles i (p és isomorfisme, i (**)
perquè y és bijectiva.

El teorema precedent indueix també una caracterització dels punts fixos de
(p.

Teorema 3.4.14. (Caracterització dels punts fixos d'un isomor-
fisme). Si <p : X —» X és isomorfisme, són equivalents:

(a) <p(x) = x.

(b) V

Demostració. Evident, a partir del fet que <f>T — (f> 1.




