7.Apéndices
7.1. APENDICE 1.
Caso 1. Disco deébilmente magnético centrado en

campo magnético de espira considerada como un

dipolo.

‘\Espira

excitadora - . Espira
sensora

dBlg, g

|

hi

FIG A1.1. Disco centrado en el campo del dipolo creado por una espiraexcitadora

El dipolo m, asociado con la bobina excitadora crea en € espacio un campo magnético
dado por
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B, =m,2mcosy /4pr®; B, =mmsenq/4pr® y B =0 (A1.1)

Sobre € disco de materia actla este campo, produciendo una magnetizacion en la
direccion de laresultante By en cada punto del disco. El campo resultante sera

®

Bs =Bu, +B,y, (Al2)

El angulo a formado entre el dipolo y ladireccion del radio vector que une el elemento

considerado estal que
tga =B, /B, =r /2a (AL3)

Comentario: Paraun angulo igual a 54,7° la proyeccion de Bq y B, en ladireccion z son
iguales, con lo cual, en ese punto no habra campo resultante sobre el elemento del disco ali
localizado. Por otro lado, dada la simetria axial del problema, en el plano de la bobina

sensora no existira campo perpendicular al € e de labobina.
El disco se puede dividir en pequerios elementos de volumen de laformaindicadaen la
figura2. Este dV, bgjo la acciéon del campo Bg producido en la excitadora, se magnetizaray

podra verse como un dipolo diferencial dm’ el cua producira en la sensora un campo de

perturbacion dB,’ y dBy’. El valor de este dipolo diferencial sera
dm'=Mtr dr dj (AL1.9)

El campo de perturbacion de interés, creado en la sensora por este dipolo, vendra dado

por |as proyecciones de las componentes dB,’ y dBy’ en ladireccion z, dadas por

dB, '=m,2dm'cosy '/4pr3 y qu '=m,dm’'senq '/4pr3 (AL5)
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Donde q' es el angulo formado por la direccion del dipolo dm’ y la recta que une a éste

con lasensoray queesigual aa + 2q.

dv=ptdp.do

FiguraAl.2. Elemento diferencial del disco.
Finalmente, el campo resultante en ladireccion z, en la sensora sera
dB,, =dB, 'cosq - dB, 'senq (A1.6)
Lasrelaciones geométricas que vinculanar, gy a, son
r =(r 2 +a2)1/2 ; cosg=ar y senq =r/r (AL1.7)
El campo magnético resultante sobre el disco sera

B,

(m)m/4pr3)(4coszq +sen2q)1/2 = (m)m/4pr‘°‘X4a2/r2 +r Z/rz)”2

B, = (nm/4pr4)(r 2+a? )1/2 (AL1.8)
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Puesto que la magnetizacién esta dada por

M=c, H=c,B/m=c, B/mm=(m-1)B/mm (A1.9)

El dipolo diferencia producido en €l disco por el campo B4 sera

dm=M av =[(m - 2)/mm]|(mm/apr )i 2 +22) | tr o

dm'=

2 22
(m - me(e 2+ 22’} d (A1.10)
4pmr*

Esta eslamagnitud del dipolo diferencial en € disco, €l cua producira una perturbacion
sobre la sensora. Los campos asociados a este dipolo en términos de la geometria, dB,’ y

dBq', son

2 2
g = T(m - Hmi(r " +4a )cosq'r dr dj (A1.12)
r &Zmrj

_ my(m - Yme(r ? +4a2)"?
qu - 1a32mr7

seng''r dr dj (A1.13)

Laexpresion parael senoy el coseno del angulo ' se encuentra a través de los angulos
ay q, dado que (ver figuraAl.1l): g =a + 2q. Delaexpresion parael angulo sumay doble

setiene
coda +2q) = cosa (cos’q - sen’q)- sena (2cosq.senq) (A1.14)

Y a se tienen expresiones para cosg y seng en términos de la geometria. Paraa se tendra
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Asi, las expresiones para el angulo g’ serén

2a®- dar ?
(r 2 +4a2)1/2r2

cosq'=coda +2q)

cosq'= [W(f ? +4az)y2][(az/f2)- (r2/r2))- [f /r? +4a2)”][ar /r?]=

2 2

(r2+4a2y2§r2 2y (r2+4a2)ér rg
2a® 2ar ? 2r %a

) (r 2 +4a2)y2r2 - (r 2 +4a2)y2r2 - (r 2 +4a2)y2r2
Parael senq’ tendremos
senq'= sen(a +2q) = sena (cos’q - sen’q )+ cos(2senq cosq )

En términos de la geometria se obtiene

—— r az-r2+ 2a 2ar _ (5a%r - r?)
q (r2+4a2)1/2' r2 (r2+4a2)1/2' r2 (r2+4a2)1/2r2

(A1.15)

(A1.16)

(A1.17)

(A1.18)
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Con los valores de los senos y cosenos de los angulos involucrados se puede hallar la

expresion de los campos de perturbacion. En términos de la geometria sera

_ 2 2 /2 , S
dB. = m(m - 1) mt(r +4a )1 %(2a* - 4ar ?)cosq - 1(5a2r - r¥senqyr dr dj =
m 2.7, 2 2\/2 2 8
8 ‘mr (r +4a)1 r 2 ¢

_m(m- mt(r > +4a*)"*r &2a°- 4ar *)a_ (5a’r - r°)r @dr g =
8 °m(r ? +4a’)r® & r 2r d

_m(m - Ymt(r > +4a%)"r
- &)zm(r 2 +4a2)1/2r10

gza“- 4a’r 2 - §azr 2+Er4.:(—jdr d =
2 2 g

B2y 1 ey dj (A1.19)
2 g

= A?a4

Parael campo B en el gje de lasensoradado por B, = mym/16pa®, lavariacion relativa

vendra dada por
3 ) 2 211/2 A
d8, _ 2at(m-D) (r®+4a)re 13, 1 0y (A1.20)
B, pm(r?+4a?) r é 2 2 g

Integrando respecto aj
3 _ ANAS 2024 047
dB, _ 2a’t(m- 1) g4a 136ior r zr dr (AL21)
Bo m e r u

Integrando respecto ar entre0y R setiene

m

B, m 4 (a®+R»)*

DB, _ 2a’t(m - 1) 1 R*(8a”- R?)
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DB, _ a’tR*(8a’- R*fm - 1)

m

B 2(612 +R? )4 m

(A1.22)

Esta eslaexpresion paralavariacion relativa del campo magnético.
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Ejes de //V

/los dipolos

7.2. APENDICE 2.

Célculo de la contribucidn eléctrica DB(t)/Bo(t) para un
disco no centrado y no magnético (Extensién de la
relacion de Griffiths 1999).

dB,

el

ot dB;
‘\Espira dBe 8, N .
excitadora =) o Espira
SENSOTa
B B Za-h N
4 — >
2a

Figura A2.1. Contribucion eléctrica sobre el campo de perturbaciéon, de un disco no

centrado.

Se tienen los campos asociados con un dipolo para cada direccion (coordenadas

esféricas).

y (A2.1)

0
I
o
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El campo resultante en la direccion z, en laposicion del disco, es

rrom(
3

B, =B, coxq, - B, senq, = 2cos’q, - senqu)

r

donde
r
coxy;, =— y seng, =—
1 r.1
Asi
é .2 21 2 .2 é 2_ .2
B, = n%ngez?g -?g@:%m(Zh 5f ):m)mé 22h 2r5/2lj
dr gé&hg &hgf P I 4p @(h +r ) 4
Esdecir

_mmé 2n?-r2 U
B, = 4p §(h2 2)5/2‘;l
e\n” +r 0]

El flujo en unaespiracircular deradior’ y espesor dr ', sobre el disco, ser&

df =B(r')dA b f =B, (r")2or 'dr
0

Asi

(A2.2)

(A2.3)

(A2.4)

(A2.5)

(A2.6)

(A2.7)
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Latension inducida en este camino sera: V = -jwf (en el caso de excitacion senoidal);

esto también seiguala alaintegral de linea del campo eléctrico 2pr E; . De esta manera se

tienen que

jw

- iwf =2orE P E :-2pr

f (A2.8)

dr’

FiguraA2.2. Corte del disco indicando elemento diferencial.

Por laley de Ohm

. _jwk T mymr ? _jwmymk T r
JkE Py = DTN P g = (A2.9)
1 1

Dondek” eslaconductividad compleja
k' =s +jegw (A2.10)

Esta expresion se puede escribir en términos de la profundidad de penetracion d,
guedando

2 jm r
WIS ) 2pd? r?® ( )
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La corriente en un anillo del discoentrer y r + dr, s €l disco es de espesor t, sera (en

ladireccionj )

dl =J,tdr =- 2:Jrgtzrdr (Eddy Currents en el disco) (A2.12)

3
1

Este lazo diferencial de corriente produce un campo magnético dado por la expresion (caso
aproximado, ge z solamente)

_ nr
de = 2(22 oy 2)3/2

dl (A2.13)

donde z representa la distancia en €l ge de la espira. EI campo diferencial en e punto
donde esta ubicada la sensora sera

_ mr ? _mr?
dB, = 2[(2a_ For Jm dl = 2 dl (A2.14)

En lasensora

g =M@ MOt o
* o, &2pd? gr 4pd? r’r°

dr (A2.15)

: : m,m
El campo creado en la sensora, debido alaexcitadora, es B, = ﬁ ; entonces,
a

] 3
d:s =- 4:? o (A2.16)
0 172

El efecto del disco completo NO CENTRADO, se encuentra integrando respecto ar, es

decir
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DB _ 4jta’R r?
=- = 50 (A2.17)
B, d? or’r}

En el caso de un disco centrado, enel cual: r,=r, = (a2 +r 2)1/2, laintegral se convierte

re R 8 e
7 3dr =o ar (caso Griffiths) (A2.18)

La perturbacion de un disco de radio R, no centrado, de espesor t pequefio respecto a 2a,

en un sistema bobina-bobina (coil-coil), serd

DB _ 4jta’® re

B, RE E(hz r z)s/zl(Za_ W)y ? J3/2 dr (A2.19)

Es posible, con esta expresion, discretizar y asi calcular las contribuciones de diferentes

discos (capas) en el sistema bobina- bobina (coil-cail).
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7.3. APENDICE 3.

Modelo para muestra cilindrica (disco), débilmente
magnéticay no centrada en un sistema bobina- bobina

(coil-coil).

By dy

Ejes de ¥,
los dipolos ‘/V -

a5,
- i
h Za-h
e P | !
- — 2& L
Figura A3.1. Disco no centrado en sistema bobina-bobina.
Para el dipolo
g =M 2N, p _MoM*Nng, g g (A3.1)
P p
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El campo resultante sobre el disco sera

U
r

® ® ® U
Bd = Br + Bq q (A32)

Esto en ladireccion a tal que

B r
tga =— =— A3.3
ga=_t=—_ (A3.3)

Donde a esta medido respecto al radio vector ry. El diferencial de volumen del disco sera
dv =t.r .dj .ar (A3.4)

Como en € caso del disco centrado

dB, = M@hz wr2f? (A3.5)

Donde

h h
y Senqlz(

r =(r ? +h2)1/21 €0sq, :m

Nuevamente el dipolo “creado” en el disco, por magnetizacion, en el elemento dV sera

dni*= ("f'l)mg P (A3.7)
4p(r 2 +h2fm
6
= (T })mt (an2+r2)"r o qf (A3.8)
apr'm
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Esta es la magnitud del momento dipolar en el elemento diferencial del disco. Este
dipolo producira sobre la sensora, campos en la direcciéon del radio que une e dipolo
diferencial y la sensora, esdecir r; (figuraA3.1).

1 2rr \J n 1 rr \J n
dB, '=—=-dm'.coxq y dB, '=——C-dm'.senq (A3.9)
I 4pr,

Ladistancia r = [(Za- h)? +r 2]1/2. Asi

4B 2m, (m - )mt (an? +r 2}

r.dr.dj .coqq"=

2\W2

o 4p[(2a- h)? +r 2J3/2 4m (h2+r2f
+r?)

_ my(m - Yt an’ o=
- &'m [(Za- h)(2 +r 2J3/2(h2 +r 2)2 e

_my(m - Ymt ah? +r 2)'? o
T 1M [za- h)(z o ZJs/z)(hz vr oy r.senq".dr d (A3.10)

El angulo formado por el dipoloy ladireccion delasensoraes: q''=a +q, +g,. Como

en el caso centrado

sena = (A3.11)
Bd Bd
o)
B, = aan)n; H4cos’q, +s;en2q1)1/2 = m)n;l (4h2 +r 2)1/2 (A3.12)
4" g 4pr,
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m,m

sen

e et sy, _ (e

mm (4h2 o 2)1/2 (4h2 tr 2)1/2 (4h2 +r 2)1/2 r

4

4pr,
sena =———— A3.13

(a7 M
Por igual motivo el coseno dea se puede escribir como: cosa :Lm

(4h2 +r 2)
Loscosenosy senosdeq’’ seran
cosq = cosfa +0; +d,) = cosa.cosld, +0,)- sena.sen(g; +q,)=
= cosa (cosq,.cosq, - senq,.senq, )- sena (senq,.cosq, +cosq,.senq, ) =
cosgSh(@a-h) rru _ ér(2a-h) hru_
'ee'ri r N rzH ng r N rzH
_ 2a  éh(2a-h) rru r ér (2a-h) hru_
(4h2+r2)1/2'eé?1 r £} rzH (4h2+r2)1/2érrl Iy r rzH

1 2 2 2 2 2 2

= 4a“h- 2ah® - 2ar < - 2ar “+r “h- r “h|p
(4h2 +r 2)Mrlr2 ( )

cosq''= 1 > (Zazh— 2ah? - 4ar 2) (A3.14)

(4h2 +r 2)1 rr,
Es bueno recordar que

2 2|2 2 2V 2 2 2 21,2 2|2
e, = (h? +12) [(2a- h) +r ]l :[(h +12)2a- h) 41 2(n? +r )]1 (A3.15)
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Por otro lado

a2ah-h> r 0 &ar -hr hr o
i+cosag - T=
r1r2 r1r2 (%] r1r2 r1r2 (%]

r agah- h*> r? 0, 2a a&ar - hr  hr ¢_

2 x 2 x
(4h2 +r 2)1 1P nr g (4h2 +r 2)1 1P nr g

= 1 — (2ahr - h?r - r ®+4a’r - 2ahr +hr 2a):
2 2
(4h +r )1 rr,

. (2ahr +4a°r - h?r - r3)

senq''= (A3.16)
(4h2 +r 2)Mrlr2
El campo magnético en laregion donde esta ubicada la sensora seré
dB;, = dB, 'cosq, - dB, 'senq,; (A3.17)
Si setoma Y :w , setendré
€ (an?+r2f"* (4a’h- 2ah®- 4ar *)(2a- h)U,
dBTzzéY( 4r3)1 ( a _ i )( )l.'ﬂr d -
8 rn, (4h +r ) nr, L g
7 /2 AY
) gi(4h2-:r32)1 i (2ahr +4a’r -1/r212r - r‘°’).r_‘9udr 4 =
a2 T 4h? +r 2) rr g
e 172 ( 112 2
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= fz g4a h- 2ah?- 4ar )(Za h)- E(Zahr +4a%r - h°r - r )Hdr d =

i’
2,2
5Y - T 88a%n- 4a%h? - 8a’r 2 - 4a%h? +2ah® + dar 2h- ahr 2 - 2a’r 2 + hor r—?
r1 r, I, 2 2 5
*dr.dj =
2.2 4 ¢
' %%a:”h 8a2h? - 10a?r 2+2ah® +3ahr 2+ +r—gdr dj (A3.18)
r1 rz r 2
_ m,m . . ;
Como B, =———, lavariacion relativadel campo sera
16pa
3 . 2,2 4 s
ds,, _ 2a't(m - 1) S Bach- satht+2ah- 1022 2+3ahr 2+ 4T i g
B, pm o’ § 25
Integrando respecto aj setiene:
3 2, 2 4 23
o)
dBy, :2at( ) (2 . )5 Balh- 8a’h? +2ah? - 10ar 2 +3ahr 2+ + S =
B, pm ror, @ 1)

3.
dB,, _2a tm-1) r — (16a3h 16a%h? +4ah®- 20a’r 2 +6ahr > +h’r 2 +r 4)dr

By m o,
Dado que
)’ = (h2 +r 2)5/2[(2a- h)? +r 2]5/2 (A3.19)

entonces, se deben resolver lasintegrales
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: r d LA LA (A3.20)
> r; > r > r .
c?{(hz +r 21(2a- h)2 +r ZJ}SIZ 0 r15"25 Y 0 r15"25

Estasintegrales estan disponibles en herramientas comerciales.
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