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7. Apéndices 

7.1. APÉNDICE 1. 

 

Caso 1. Disco débilmente magnético centrado en 

campo magnético de espira considerada como un 

dipolo. 

 

FIG A1.1. Disco centrado en el campo del dipolo creado por una espira excitadora 

 

El dipolo m, asociado con la bobina excitadora crea en el espacio un campo magnético 

dado por 
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3
0 4cos2 rmBr πθµ= ;     3

0 4sen rmB πθµθ =      y     0=ϕB       (A1.1) 

 

Sobre el disco de material actúa este campo, produciendo una magnetización en la 

dirección de la resultante Bd en cada punto del disco. El campo resultante será 

 

 θθ uBuBB rrd +=
→

                  (A1.2) 

 

El ángulo α formado entre el dipolo y la dirección del radio vector que une el elemento 

considerado es tal que 

 

 aBB r 2tg ρα θ ==                  (A1.3) 

 

Comentario: Para un ángulo igual a 54,7º la proyección de Bθ y Br en la dirección z son 

iguales, con lo cual, en ese punto no habrá campo resultante sobre el elemento del disco allí 

localizado. Por otro lado, dada la simetría axial del problema, en el plano de la bobina 

sensora no existirá campo perpendicular al eje de la bobina.  

 

El disco se puede dividir en pequeños elementos de volumen de la forma indicada en la 

figura 2. Este dV, bajo la acción del campo Bd producido en la excitadora, se magnetizará y 

podrá verse como un dipolo diferencial dm’ el cual producirá en la sensora un campo de 

perturbación dBr’ y dBθ’. El valor de este dipolo diferencial será 

 

 ϕρρ ddtMdm ='                   (A1.4) 

 

El campo de perturbación de interés, creado en la sensora por este dipolo, vendrá dado 

por las proyecciones de las componentes dBr’ y dBθ’ en la dirección z, dadas por 

 

 3
0 4'cos'2' rdmdBr πθµ=   y  3

0 4'sen'' rdmdB πθµθ =      (A1.5) 
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Donde θ’ es el ángulo formado por la dirección del dipolo dm’ y la recta que une a éste 

con la sensora y que es igual a α + 2θ. 

 

Figura A1.2. Elemento diferencial del disco. 

 

Finalmente, el campo resultante en la dirección z, en la sensora será 

 

 θθ θ sen'cos' dBdBdB rm −=                (A1.6) 

 

Las relaciones geométricas que vinculan a ρ, θ y a, son 

 

 ( ) 2/122 ar += ρ  ;      ra=θcos     y    rρθ =sen         (A1.7) 

 

El campo magnético resultante sobre el disco será 

 

 ( )( ) ( )( ) 2/122223
0

2/1223
0 44sencos44 rrarmrmBd ρπµθθπµ +=+=  

 

 ( )( ) 2/12244 armBd += ρπµ                 (A1.8) 
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Puesto que la magnetización está dada por 

 

 ( ) rrrmmm BBBHM µµµµµχµχχ 00 1−====          (A1.9) 

 

El dipolo diferencial producido en el disco por el campo Bd será 
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Esta es la magnitud del dipolo diferencial en el disco, el cual producirá una perturbación 

sobre la sensora. Los campos asociados a este dipolo en términos de la geometría, dBr’ y 

dBθ', son 
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La expresión para el seno y el coseno del ángulo θ’ se encuentra a través de los ángulos 

α y θ, dado que (ver figura A1.1): θ’ = α + 2θ. De la expresión para el ángulo suma y doble 

se tiene 

 

 ( ) ( ) ( )θθαθθαθα sen.cos2sensencoscos2cos 22 −−=+                     (A1.14) 

 

Ya se tienen expresiones para cosθ y senθ en términos de la geometría. Para α se tendrá 
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Así, las expresiones para el ángulo θ’ serán 
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Para el senθ’ tendremos 

 

( ) ( ) ( )θθθθαθαθ cossen2cossencossen2sen'sen 22 +−=+=                (A1.17) 

 

En términos de la geometría se obtiene 

 

22/122

32

22/1222

22

2/122 )4(
)5(2

.
)4(

2
.

)4(
'sen

ra
a

r
a

a
a

r
a

a +
−

=
+

+
−

+
=

ρ
ρρρ

ρ
ρ

ρ
ρ

θ       (A1.18) 

 



 128 

Con los valores de los senos y cosenos de los ángulos involucrados se puede hallar la 

expresión de los campos de perturbación. En términos de la geometría será 
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Para el campo B0 en el eje de la sensora dado por 3
00 16 amB πµ= , la variación relativa 

vendrá dada por 
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Integrando respecto a ϕ 
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Integrando respecto a ρ entre 0 y R se tiene 
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o 
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Esta es la expresión para la variación relativa del campo magnético. 
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7.2. APÉNDICE 2. 

 

 Cálculo de la contribución eléctrica ∆Β(t)/Β0(t) para un 

disco no centrado y no magnético (Extensión de la 

relación de Griffiths 1999). 

Figura A2.1. Contribución eléctrica sobre el campo de perturbación, de un disco no 

centrado. 

 

Se tienen los campos asociados con un dipolo para cada dirección (coordenadas 

esféricas). 
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El campo resultante en la dirección z, en la posición del disco, es 
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donde 
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Es decir 
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El flujo en una espira circular de radio ρ’ y espesor dρ’, sobre el disco, será: 
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La tensión inducida en este camino será: V = -jωφ (en el caso de excitación senoidal); 

esto también se iguala a la integral de línea del campo eléctrico 2πρEϕ. De esta manera se 

tienen que 

 

 ϕπρωφ Ej 2=−  ⇒ φ
πρ
ω

ϕ 2
j

E −=               (A2.8) 

 

Figura A2.2. Corte del disco indicando elemento diferencial. 

    

Por la ley de Ohm 
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Donde κ* es la conductividad compleja 

 

 ωεεσκ rj 0
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Esta expresión se puede escribir en términos de la profundidad de penetración δ, 

quedando 
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La corriente en un anillo del disco entre ρ y ρ + dρ, si el disco es de espesor t, será (en 

la dirección ϕ) 
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r
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. −==   (Eddy Currents en el disco)                   (A2.12) 

 

Este lazo diferencial de corriente produce un campo magnético dado por la expresión (caso 

aproximado, eje z solamente) 
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donde z representa la distancia en el eje de la espira. El campo diferencial en el punto 

donde está ubicada la sensora será 
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En la sensora 
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El campo creado en la sensora, debido a la excitadora, es  3
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El efecto del disco completo NO CENTRADO, se encuentra integrando respecto a ρ, es 

decir 
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En el caso de un disco centrado, en el cual: ( ) 2/122
21 ρ+== arr , la integral se convierte 

en 
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La perturbación de un disco de radio R, no centrado, de espesor t pequeño respecto a 2a, 

en un sistema bobina-bobina (coil-coil), será 
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Es posible, con esta expresión, discretizar y así calcular las contribuciones de diferentes 

discos (capas) en el sistema bobina−bobina (coil-coil). 
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7.3. APÉNDICE 3. 

 

Modelo para muestra cilíndrica (disco), débilmente 

magnética y no centrada en un sistema bobina−bobina 

(coil-coil). 

Figura A3.1. Disco no centrado en sistema bobina-bobina. 

 

Para el dipolo 
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El campo resultante sobre el disco será 
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Esto en la dirección α tal que 
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Donde α está medido respecto al radio vector r1. El diferencial de volumen del disco será 
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Como en el caso del disco centrado 
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Donde 
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Nuevamente el dipolo “creado” en el disco, por magnetización, en el elemento dV será 
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Esta es la magnitud del momento dipolar en el elemento diferencial del disco. Este 

dipolo producirá sobre la sensora, campos en la dirección del radio que une el dipolo 

diferencial y la sensora, es decir r2 (figura A3.1). 
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La distancia ( )[ ] 2/1222 ρ+−= har . Así 
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El ángulo formado por el dipolo y la dirección de la sensora es:   21'' θθαθ ++= . Como 

en el caso centrado 
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Por igual motivo el coseno de α se puede escribir como:  
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Los cosenos y senos de θ’’ serán 
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Es bueno recordar que 
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Por otro lado 
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El campo magnético en la región donde está ubicada la sensora será 
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Integrando respecto a ϕ se tiene: 

 

( ) ( )
=








+++−+−

−
= ρ

ρρ
ρρ

ρπ
πµ

µ
d

h
ahaahhaha

rr
ta

B
dB

r

rTz

22
310288

212 422
2223223

5
2

5
1

3

0

 

 

( ) ( ) ρρρρρ
ρ

µ
µ

dhahaahhaha
rr

ta
B

dB

r

rTz 4222223223
5

2
5

1

3

0

62041616
12

+++−+−
−

=  

 

Dado que 
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entonces, se deben resolver las integrales 
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Estas integrales están disponibles en herramientas comerciales. 
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