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4. Fundamentos teoricos de transferencia de materia

La transferencia de materia y su cinética ha sido objeto de muchos estudios a lo largo de
la investigacion en materias de ingenieria quimica. Especialmente para la destilacién,
los esfuerzos hechos para un entendimiento mejorado del proceso, han sido amplios. Lo
mas destacable ha sido el reconocimiento de los problemas de cdlculo planteados al usar

una simple eficiencia de plato (ya sea la de Murphee u otra).

Ya en 1941 Walter y Sherwood (Walter, 1941) concluyeron, después de estudios
experimentales de caracter intensivo acerca de eficiencias de plato de Murphee para
destilacién, absorcion y desorcion, que diferentes eficiencias deberian ser usadas para
cada componente en el disefio de torres de absorcién para gasolina natural y gas de
refineria. Este resultado se entiende como el primer comentario publicado, que tiene en
cuenta las diferencias significativas y fundamentales entre el comportamiento de un
sistema binario y el de un sistema multicomponente (tres 0 mas componentes). Los
efectos que pueden producir un comportamiento diferente de una mezcla
multicomponente fueron aclarados mds tarde por Toor (Toor, 1957), quien describe
claramente las caracteristicas peculiares de difusién en gases con tres componentes
como el fenémeno de difusion inversa (difusion contra la fuerza motriz), el fendmeno de
la barrera de difusién (ningtn flujo difusivo aunque hay fuerza motriz) y el fenémeno de

la difusion osmética (flujo difusivo casi presencia de fuerza motriz).

También fue Toor quien desarrollé un ejemplo de disefio para demostrar que las
eficiencias diferentes de los diferentes componentes - siendo una peculiaridad de los
sistemas multicomponentes - pueden tener un efecto significativo en el disefio de una
columna (Toor, 1960). Una aproximacion general a la soluciéon de problemas de
difusién multicomponente fue realizada independientemente por Toor (Toor, 1964) y

Stewart junto con Prober (Stewart, 1964).

En los afios setenta se reanudaron las actividades de investigacion en transferencia de
materia en un programa de investigacion experimental y tedrico que se llevé a cabo en

el instituto de ciencia y tecnologia de la universidad de Manchester. Destilacidn,
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absorcion, extraccion y condensacion fueron las dreas de mayor interés. Un resumen de
teoria y aplicaciones de transferencia de masa multicomponente fue publicado por
Krishna y Taylor (Krishna, 1979). Aunque esta publicaciéon demuestra, que los
fenémenos de la transferencia de masa multicomponente pueden tener en algunos casos
influencias significativas, los procedimientos eficientes de disefio, que incorporan
dichos fendomenos y teorias avanzadas, solo fueron desarrollados en los ultimos diez

afios (Vickery, 1986).

4.1. Fundamentos termodindmicos

Todos los procesos de la ingenieria quimica se explican con tres diferentes fenémenos
de intercambio : El intercambio de impulso, de calor y de materia. Estos tres diferentes
fenémenos de intercambio se originan en tres diferentes fuerzas motrices. Estas tres
fuerzas motrices se traducen en gradientes de temperatura, de presion y de potencial
quimico. Lo que se expone a continuacién es una deduccion breve de este hecho que

tiene su formulacién matematica en la ecuacién (30).

La segunda ley fundamental de la termodindmica, que establece la relacién entre el
cambio de entropia y el de volumen y energia interna, se escribe en notacién

diferencial :
TdS=dU+pdV < TdnS)=d(nU)+pd(nV) (10)

De aqui se pueden deducir las siguientes relaciones donde las variables que aparecen

como subindice de los corchetes se mantienen constantes al realizar la derivada parcial.

[ 5(nU) ]

| 2(S) ], =T (11)
(o]

_ﬁ(nV)—nS,n - —p (12)

La segunda ley fundamental apuntada en la ecuacidn (10) solo se puede aplicar en esta
forma para sistemas cerrados de una sola fase, en los cuales no hay ningtin cambio de la

cantidad total de materia. Si se quiere contemplar también el intercambio de materia con
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el ambiente y / o reacciones quimicas, hay que usar una formulacion que da la energia

interna también en funcién de la cantidad de moles del sistema:
nU = f (nS,nV ,n,n,,...) (13)

Segun las ecuaciones (10), (11) y (12) se puede escribir

o(nU o(nU o(nU
nV.n nS i ny nS {n; .. )

Usando la siguiente definicion del potencial quimico en funcién del cambio de la

energia interna

onU
P =[ ; )] (15)
T T

se obtiene la ley fundamental de la termodindmica para sistemas abiertos

dnU)=Td(nS)-p d(nV)+i,u,. dn, (16)

i=1

en la cual 4, se denomina potencial quimico. El gradiente del potencial quimico describe
la fuerza motriz para el transporte de materia, tal como el gradiente de temperatura
describe la fuerza motriz para la transferencia de calor y el gradiente de presion la fuerza

motriz para el transporte de masa.

La aplicacion de la ecuacion fundamental (16) expresa la variacion de la energia interna
es dificil en la practica, porque las variables nV y especialmente #S no son mensurables
de forma directa. Por lo tanto se ha desarrollado una forma alternativa, que contiene
como variables los valores facilmente mensurables de temperatura y presién. Usando la

energia de Gibbs G
G=U+pV -TS 17)
y tomando derivadas parciales

I(nG) o”(nG) $2(nG) _
oT P

d(nG)= n, (18)

i

y resulta la ecuacion fundamental de Gibbs
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d(nG) = ~(nS)dT +(nV)dp+i,u,. dn, 19)

i=]

El potencial quimico se puede escribir también en funcién de la energia de Gibbs

_| 9(nG)
“ —[ on, j|T,p,{n,.n 0

Contemplando un sistema en equilibrio, los diferenciales d7=0 y dp=0 asi como

también la suma a continuacion tiene que ser igual a cero.

M
> pdn, =0 (1)
i=1

Esta misma ecuaci6n tiene validez para un sistema de varias fases en equilibrio. Si se

aplica la ecuacién (21) para un equilibrio de dos fases a'y £, resulta:

ufdn® + )yl dn? 22)
Z Z

Como se trata de una mezcla binaria los moles que pasan de la fase « a la fase £ son

idénticos, asi que:
dn? = —dn? (23)

De aqui resulta:

M

: Z(l‘ia - ﬂiﬂ)dnf =0 24)
i=1

Por lo tanto para el equilibrio quimico entre dos fases resulta:

ur =yl =ul (i=1,2,3,..N) (25)

Esto significa que el potencial quimico para cada uno de los componentes tiene que ser

igual en todas las fases para poder alcanzar el equilibrio.

La division de la ecuacion (20) por R-T 'y la solucion en G da:

G
RT

H;
X% (26)

~.
I
—

M

Con la correlacion diferencial entre energia interna y entalpia:
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d(nU)+ pd(nV)=d(nH) - (nV)dp 27

se puede obtener de la definicion de la energia de Gibbs (ecuacion (17)), las siguientes

expresiones:
O(G/RT) H
[_ET——} T TRT? (8)
J(G/RT)| V. 29)
ép |, RT

Introduciendo las ecuaciones (26), (28) y (29) en la ecuacion (18) lleva a:

L ar-Nx.d X =0 30
RT P "R Z;x RT (30)

Esta es la forma mas practica de la ecuacion Gibbs-Duhem, ya que las fuerzas motrices
que actian en un fluido estan explicitamente mencionadas. la fuerza motriz para
transporte de masa por diferencia de presién (dp) y la de transferencia de calor por
gradiente de temperatura (d7). La fuerza motriz para el transporte selectivo de materia

es objeto de discusion en los siguientes apartados.

4.2. Bases de la cinética de transferencia de materia

Considerando las relaciones expuestas en el apartado 4.1 resulta el gradiente del
potencial quimico como la fuerza motriz apropiada para la descripcion de la difusion.
Este seré el punto de partida para exponer en los siguientes subcapitulos las bases de la

cinética de transferencia de materia de forma resumida (Taylor, 1993).

4.2.1. Difusién en general

Bajo el término difusion se entiende la transferencia de masa en una fase, que se efectiua
por un gradiente de potencial quimico, equilibrando el gradiente solamente por un
movimiento molecular. El transporte de materia en sistemas multicomponentes esta

influido por gradientes de concentracion ; a parte de los gradientes de concentracién
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también los gradientes de temperatura y de presién pueden tener su importancia. La
difusion a base de gradientes de concentracion se denomina difusién ordinaria. Est4
difusion ordinaria es la base del analisis de difusién multicomponente como se expone a

continuacion.

4.2.2. Difusion en mezclas binarias

Para cualquier componente i en difusién en un sistema de n componentes sin reaccion,

las ecuaciones de continuidad toman la forma (Krishna, 1993):

y
a—cthv =0 i=123.M 31)

donde c; representa la concentracién molar del componente #, N, el flujo de componente

i en referencia a un una coordenada fija.

Para el caudal molar de materia vale :

M
N,=¢u =cx,v, i=12,3..M, >.N,=N, (32)

i i ivi
i=1

De aqui se puede definir una velocidad molar promedio de referencia de la mezcla :

Ci U, 1 &

u=-5—-= C;u; (33)

i %

[4
1 i=1
Zc,

i=

Mk

Para el caudal difusivo de un componente i relativo a esta velocidad molar promedia de

referencia se puede hacer el siguiente planteo :
J,=¢,(u,~u)=N,-x, N, i=123.M (34)
Con las definiciones de las ecuaciones (33) y (34) resulta para la densidad de corriente

de difusién :

M
J=c,u——>c,u, = N-x 2N, i=123.M (35)
: -



~/
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La suma de los N ; es el flujo total de materia N,. Como se puede observar en la

ecuacion (35) el caudal total de un componente i se compone del flujo difusivo J; y del

término x; N, que estd determinado por el flujo convectivo :

M
N =J,-x,2 N, =J,+xN, i=1,2,3.M (36)

J=l

Por lo expuesto arriba se puede ver que hace falta distinguir entre dos tipos diferentes de

flujos de materia :

- El flujo de difusion J en relacion a la mezcla que se esta moviendo

- El flujo de materia en relacién a una interfase

Se puede contemplar el flujo difusivo como un flujo mas fundamental, que solo depende
de los gradientes de concentracién mientras que el flujo en relacién a la interfase es

generalmente el pardmetro mds interesante para el ingeniero.

Para mezclas binarias se puede calcular la densidad de corriente de difusién mediante la
ley de difusién de Fick. En esta ley los coeficientes de difusion de Fick Djj, Dy;
representan los factores de proporcionalidad entre densidad de corriente de difusién y

gradiente de difusion. Ley de Fick :
J,=—c, D, Vx, respectivamente J, =—c, D,, Vx, 37

Haciendo un balance de materia de la difusién binaria (J, +J, = 0) y con la condicién
de la suma de concentraciones (x;+x,=1) resulta para los coeficientes de difusién Djy
Dy;:

D, =Dy =D

Esto significa que solo existe un coeficiente de difusién caracteristico para la

descripcion del proceso de difusién molecular en una mezcla binaria.

La ley de difusion de Fick es una ley tipica de proporcionalidad a la fuerza motriz mas
obvia. Toda la incertidumbre se concentra en el factor de proporcionalidad, que es aqui

el coeficiente de difusion. Este coeficiente de difusion de Fick depende generalmente de
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la concentracidn y segun las ideas originales del desarrollo de Fick, estd definido como

positivo. Dentro del marco de las ideas de difusion hechas por Fick, el flujo difusivo de
cualquier componente #, J;, debe seguir la direccién del gradiente de concentracién. En

otras palabras, el signo de J,. siempre sera el de — Vx,. Con la definicion del coeficiente

de difusién segun Fick, la ley de Fick no es capaz de describir los fenémenos como :

Difusién "osmotica"

- Difusion "inversa”

- "Barrera" de difusiéon

Estos fendmenos se pueden describir plasticamente por un experimento que efectuaron
Duncan y Toor (Duncan, 1962). Los autores investigaron la difusién de una mezcla
ternaria de gases ideales con los componentes hidrégeno (1), nitrégeno (2) y diéxido de
carbono (3). La construccion experimental es la de una célula de difusiéon que estd
constituida por dos esferas, que contienen al principio del experimento mezclas
diferentes de los gases mencionados (Figura 9). Las concentraciones iniciales son las

siguientes :

Esferal : x, =0.50121, x,=0.49879, x,=0.0
Esfera 2 : x, = 0.0, x, = 0.50086, x,=0.49914

Ambas esferas estdn conectadas a través de un tubo capilar largo, que estd cerrado al
principio del experimento. En el instante de tiempo =0 se abre la valvula variando las
concentraciones de los tres componentes en ambas esferas. Las presiones en ambas
esferas antes de la apertura de la valvula son iguales, lo que significa que no puede
haber ningtn flujo viscoso. Como ambas esferas estan selladas, no hay ningin flujo neto

adentro o afuera del sistema, resultando en una difusién equimolar :

y=0, N +N,+N,=0

Didxido de carbono e hidrégeno se mueven en la direccion de sus respectivos gradientes

de concentracion y se comportan asi segun la ley de Fick. En cambio, el curso de
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concentracion de nitrégeno muestra un comportamiento diferente. Al principio, en el
punto # = 0, la concentracion de nitrégeno en esfera B es mas grande que la en esfera A
y segun la ley de Fick se debe esperar un movimiento difusivo desde la esfera B hacia la
esfera A. Esta prevision se cumple para el intérvalo de tiempo ¢ = 0 hasta ¢ alrededor de
1h, cuando se cruzan las curvas de concentracion del nitrégeno. Después se pueden

observar los tres fendmenos que aparecen en la Figura 9.

Figura 9 : Construccién experimental de Duncan y Toor y curso de
concentracién en las esferas A y B con los gases hidrégeno (1),

nitrégeno (2) y diéxido de carbono (3).

1. Difusion "osmética”
Esta forma de difusién se puede observar en el momento ¢+ = ¢;. En este
momento no existe ningun gradiente de difusién para nitrégeno. No obstante hay
un flujo difusivo. De hecho segun la ley de Fick en el momento ¢ = ¢; la difusién

de nitrégeno ya deberia haber parado. Para ¢ = ¢; valen las siguientes relaciones :
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Vx,=0, J, 20, t=t, (38)

2. Difusién “inversa”
Se puede observar esta forma de difusidn durante el intervalo de tiempo #; < ¢ <
17 en el cual el gas difunde en direccién contraria al gradiente de concentracién.
Esta es la razén de llamar a este fendmeno difusién “inversa”, ya que el flujo
difusivo es al revés de lo esperado segun la ley de Fick. Durante el tiempo ¢; < t

< t7 valen las siguientes relaciones:

Jy
“Vx >0, L<t<lt, (39)
2
3. “Barrera” de difusion

El fendmeno de la barrera de difusién se puede observar en el momento ¢ = ¢,.
En este momento el fluyjo difusivo es igual a cero, aunque existe un gran
gradiente de concentracion. El estado de la barrera de difusién se describe con

las variables caracteristicas siguientes:

Vx,#0, J, =0, t=t, (40)

En el intervalo de tiempo ¢ > ¢, el comportamiento difusivo de nitrégeno es "normal”, lo
que quiere decir que la concentracién en la esfera A con una concentracién mas alta

disminuye y la concentracion de nitrégeno en la esfera B aumenta.
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Difusion bingria Difusion temaria
A J 2 A J 2
difusion
L osmotica
difusion

difusion

normal

difusidn
normal

Figura 10: Figura de los efectos de interaccién.

En la Figura 10 se puede observar la relacion entre el gradiente de concentracién y el
caudal difusivo. Estan claramente visibles las regiones de difusién normal y difusién

inversa tal como los puntos de difusién osmética y el punto de la barrera de difusion.

El experimento demuestra, que la suposicion de tratar un gas a presion atmosférica
como un gas ideal no es correcta para describir el comportamiento difusivo, ya que el
"gas ideal" por definicién es infinitamente diluido y por tanto no puede haber

interacciones entre la moléculas.

Es obvio, que la aplicacién de la ley de Fick segtin la ecuacién (37) no tiene gran
utilidad para describir los fendmenos mencionados, ya que el coeficiente de difusion en
la ecuaciéon de Fick tendria que tomar los siguientes valores para cumplir con las

observaciones experimentales:

- D — o, para la difusién osmética (véase ecuacion (38))
- D < 0, enlazona de difusion inversa (véase ecuacion (39))
- D = 0, para el momento de la existencia de la barrera de difusién (véase

ecuacion (40))
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Este comportamiento raro de la difusién de nitrégeno se ha observado con experimentos
para una mezcla de gases ideales a temperatura y presion constante en una situacién que
corresponde a difusion equimolar. Como es poco factible de trabajar con coeficientes de
difusion que varian en un rango tan amplio como se menciona arriba (de hecho un
coeficiente infinito es intratable), hace falta reemplazar la manera de pensar de Fick por
una mas fundamentada y més bien mecanistica. Esto se puede realizar con la teoria de
Maxwell-Stefan, que contempla dos diferentes factores, que tienen influencia sobre el
movimiento de un componente (Maxwell, 1867), (Stefan, 1871). Estos dos factores son

los siguientes :

1. El gradiente de potencial (fuerza motriz) de un componente
Este gradiente de potencial es el gradiente que mueve el componente relativo al

movimiento de la mezcla.

2. Friccion de los componentes con su ambiente
El movimiento de cada componente dentro de la mezcla se restringe por la

friccién de uno de los componentes con los demas.

Se puede explicar la influencia de la friccién por el comportamiento de una solucién
diluida de pequeiias particulas esféricas en un liquido. La fuerza motriz es el gradiente
del potencial quimico, que encuentra su adverso en la resistencia, que se provoca por la
friccion entre particulas esféricas y liquido durante el movimiento de las particulas por

el liquido. Esto se explicaré en detalle para una mezcla binaria mediante la Figura 11.
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v2
vl
Fuerzaa _ Friccién entre
Figura 11 : Equilibrio de fuerza entre fuerza motriz y friccién para una
mezcla binaria

En equilibrio dindmico, resulta del balance de fuerzas :

"52/‘; =x,N, 3z n,(u, —u,)d, @1
1 Fuerza de friccion por molecula

La divisién de ambas partes de la ecuacién (41) por RT resulta en :

con

B~ i, @

como ecuacién de definicién para el coeficiente de difusion de Maxwell-Stefan. El
significado de la ecuacién (42) es, que la friccion - expresada como gradiente de
potencial quimico - es proporcional a la velocidad relativa (u;-u2) y a la concentracién
x2. Se puede interpretar el término R7/D’;; como coeficiente de friccion. Contemplando
el uso del coeficiente en la ecuacién (42), D'; representa un coeficiente de friccién

inverso, porque es el denominador de la ecuacién.
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Modificando la ecuacién (42) usando la definicién de los flujos N, segun (32), se

obtiene en formulacién generalizada:

X, x,N,-x,N,

—Lyy = 44
RT ﬂl c‘ Dl,2 ( )

Para una mezcla no ideal de fluidos se pueden introducir los coeficientes de actividad de

los componentes para expresar el lado izquierdo de la ecuacion (44) como :

e -(1+ 5‘“71]v -TV 45)
RT A=\ )T

donde I representa el factor termodinamico de correccién, que contempla el
comportamiento real de la mezcla. Para mezclas extremadamente no-ideales, el factor 7~
es generalmente una funcién altamente dependiente de la composicion de la mezcla y

desaparece en la region del punto critico (Krishna, 1986).

Combinando las ecuaciones (44) y (45) después de introducir (x; = I - x;) y usando la

ecuacion (34) se obtiene:
J,=N,~x,N, =—c, D},T Vx, (46)

La comparacion entre la ecuacién (46) y la ley de Fick (ecuacién (37)) lleva a la
siguiente relacion entre el coeficiente de difusion de Fick D,; y el coeficiente de

difusion de Maxwell-Stefan D';5:
D, =D,T 47)

Por la gran dependencia del factor termodinamico de la composicién, el factor de
difusion de Fick también depende fuertemente de la concentracién. Por ejemplo, cuando
el factor de difusion de Fick varia entre 40-10* mm?/s y 1-10* mm?%/s en el rango de
concentracion de 0 a 1, el coeficiente de difusién de Maxwell-Stefan solo varia entre
40-10* mm?s y 30-10* mm?/s (valores para una mezcla binaria de metanol y n-hexano).
Como formula empirica para la dependencia del coeficiente de difusion de la

concentracion Wesselingh propone (Wesselingh, 1990) :

Dy, =[D1'2(x,—>1)]xl [Dl'z(x,-m)]l—xl (48)
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Los términos entre paréntesis son los valores del coeficiente de difusion de Maxwell-

Stefan en ambos extremos del rango de concentracion.

Para mezclas gaseosas a baja o bien moderada presién y para mezclas liquidas ideales,
el factor termodindmico es 7" = I y el coeficiente de difusion de Maxwell-Stefan es
independiente de la concentracion ; para este caso extremo los coeficientes de difusion
de Maxwell-Stefan y los de Fick resultan ser idénticos. El coeficiente de difusién de
Maxwell-Stefan tiene un significado fisico fundamental como coeficiente de friccién
inverso y es mas facilmente interpretable y predecible que el coeficiente de difusién de
Fick. Este parimetro es el conglomerado de dos conceptos diferentes : Efectos de

friccién y efectos de comportamiento no-ideal.

4.2.3. Difusién en mezclas multicomponentes

La representacion mecanistica, que se ha desarrollado para una mezcla binaria, se puede
ampliar facilmente a la difusion multicomponente en general, lo cual que no seria

posible con la formulacién de Fick.
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Figura 12 : Equilibrio entre fuerza motriz y friccién para una mezcla ternaria

’

Para una mezcla multicomponente, la fuerza hacia el componente 1 esti en equilibrio
con las fuerzas de friccion entre componente 1 y todos los demas componentes en la
mezcla. Este hecho se observa en la Figura 12 para la mezcla mas simple

multicomponente, una mezcla ternaria.

La generalizacion de la ecuacion (42) para una mezcla multicomponente es la siguiente :

dl:/‘x :|_x (ul—u2)+ (ul—u3)+ (4 —uy) (49)
- M2

" dz|RT o, D, D,

Los términos de la ecuacion (49) representan la friccién entre los componentes 1-2, 1-3,
1-4 y siguientes. Se puede escribir la ecuacion (49) en términos de flujo molar N; para
obtener la siguiente ecuacion anal6gica a la ecuacién (44) para una mezcla binaria :

M xJ.N,. —x,.Nj __d_xi

X,
_ Ty, =
RT * ,Z ¢.D] &

J#

i=1,2,...M (50)
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De las M ecuaciones que resultan de la ecuacion (50) solo (M-1) ecuaciones son

independientes por la restriccion de Gibbs-Duhem :

M
> x, V=0 (51)
i=1

Cuando el flujo difusivo debe ser expresado en funcién del gradiente de concentracion,
hay que tener en cuenta la restriccion de Gibbs-Duhem de la ecuacién la (51) . Esto

significa, que el lado izquierdo de la ecuacién (50) debe tomar la forma de una matriz

(M-1) x (M-1) en funcidén de la matriz de los factores termodinamicos /77 :

Olny,
&,

J

i,j=12,...,M-1  (52)

if ij

X M-1
—Vu=>I.Vx. con T, =6 +x,
RT I, ,Z=1: VX, X;

La combinacién de las ecuaciones (50) y (51) - haciendo una formulacién andloga a la

de la ecuacion (45) - resultaen :
—c[T](vx)=[B](J) respectivamente (J) =—c[B]™['](Vx) (53)

usando la notacién de una matriz cuadrada de dimension (M-1). J representa el vector de
(M-1) componentes de los flujos difusivos como queda definido por la ecuacién (34).
Los elementos de la matriz /B] se pueden derivar de la ecuacion (50) en funcién de los

coeficientes de difusion D';; de Maxwell-Stefan segiin :

x, & x, i 1 1
B, =—+ Z— como elementos diagonalesy By, , = X; D D (54)

4 i ’
D, k=1 Dik D!
k=i

in if

Tipicamente se define una matriz de coeficientes de difusion andlogos a los coeficientes

de Fick del caso binario usando la notacién de una matriz (M-1) x (M-1):

[D]=[B]"[r] (55)

Esta matriz se constituye por dos partes diferentes, que son la parte cinética (BI-hHyla
parte termodindmica (/77). Los elementos Dj de la matriz ya no pueden ser
interpretados como coeficientes generalizados de Maxwell-Stefan. Esto se puede

constatar en la formulacién explicita de los coeficientes Djj, que forman una matriz
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cuadratica para una mezcla ideal ternaria ; para la mezcla ideal todos los coeficientes de

la matriz 7 son igual a uno :

_ Dy, <x1D2'3 + (1 - X )D{z)

B (x1D2’3 +x,Dj; + x3D1'2) (56)
_ x, Dy, (D1'3 - Dl'z)
Dz = (x1D2’3 +x,D5 + x3D1'2) o
____=Dy(Ds - Di) (58)
(x,Df +x, D +x,Dp)
Dy(x, D +(1-x,)Dp) (59)

Pe = Dy + 3,00 +%,D0)
X Dy + Xy Uy + X310,

Lo que se ha hecho es transformar las ecuaciones de difusién de Maxwell-Stefan a una
generalizacion matricial de la ley de Fick para explicar los efectos curiosos observados
por Duncan y Toor (véase Figura 9). El desarrollo mediante matrices tiene como
desventaja la escasa visualizacion del proceso fisico, mientras que la formulacién dada
por Maxwell-Stefan permite explicar directamente el comportamiento del nitrégeno en
la Figura 9 usando simplemente las ideas de interaccion fuerza-friccion. En el ejemplo
anterior, la fuerza motriz de nitrégeno es mucho mas pequefia que la correspondiente de
diéxido de carbono y de hidrégeno. El arrastre por friccion que ejerce el didxido de
carbono al nitrégeno es considerablemente mas alto que el arrastre por friccion que
ejerce el hidrégeno al nitrégeno. Esto se puede explicar por el hecho de que (1/Dj3) >>
(1/Dj2), lo que representa el hecho fisico de una molécula pequefia (H,) de alta
movilidad y alto coeficiente de difusion (D;y) frente a una molécula grande (CO,) de

poca movilidad y bajo coeficiente de difusion (D73).

Durante el intervalo de tiempo #;< t <t las fuerzas motrices de didxido de carbono y de
nitrégeno estin contrapuestas. El flujo mucho mas grande de didxido de carbono
arrastra nitrogeno en contradireccion a su gradiente de concentracion. Con el
razonamiento hecho queda completamente claro que no se hubiera podido observar el

efecto de la difusion inversa habiendo cambiado las cargas de diéxido de carbono y de
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hidrégeno en las dos esferas, porque la fuerza motriz de diéxido de carbono y de

nitrégeno actuarian en la misma direccidn.

Con las definiciones hechas en las ecuaciones (56) a (59) resulta el flujo difusivo de los

componentes 1 y 2 de una mezcla binaria en :

J, =-¢,D,Vx,-¢,D,,Vx, 'y J,=-cD,Vx,—c,D,,Vx, (60)
Tomando como ejemplo una mezcla ternaria se puede demostrar que los coeficientes de
difusion cruzados D, (i # j) en la matriz de Fick tienen una influencia mas compleja y

mas amplia a la difusién multicomponente que en una mezcla binaria. La ecuacion (60)
demuestra que la fuerza motriz de componente 1 tiene una fuerte influencia asobre el

componente 2 y viceversa. Estos efectos cruzados se explican por dos causas :

- Efectos del comportamiento termodinamico no-ideal del sistema

Diferencias entre los coeficientes de difusion de Maxwell-Stefan (la friccion de

los pares 1-2, 1-3 y 2-3 difieren considerablemente)

Los flujos de cruce se pueden relacionar con los fendmenos de difusion mencionados en

el experimento de las dos esferas (Figura 9) :

- Difusién "osmética" J,#0,Vx, =0

- Difusi6n "inversa" (J, /=Vx,) > 0,|D,, Vx,|>|Dy, Vx|

- "Barrera" de difusion J,=0,Vx, 20,

D, Vx,l = lDzz szl

Analizando las relaciones expuestas [ecuaciones (56) a (59) y (60)] se nota que la
relacion entre los gradientes de concentracion de los componentes (relacion Vx,/Vx,)
tiene una influencia grande sobre la presencia de efectos cruzados de difusidn. Asi, por
ejemplo, un coeficiente de difusion de cruce pequefio Dz; (Dj2) puede resultar en
efectos cruzados considerables siempre y cuando los gradiente correspondientes Vx,
(Vx,;) sean grandes. Por lo tanto, efectos cruzados tampoco pueden ser despreciados

cuando los coeficientes de difusién de Fick D27 y Dj son pequeiios. Estos coeficientes
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son pequefios para mezclas ideales no polares para las cuales D), ~ Dj; ~ D;;, porque

en estas mezclas las diferencias (D'73 - D'12) y (D'23 - D'12) son pequeiias.

4.2.4. Determinacion de coeficientes de difusién en gases

La determinacién de los coeficientes de difusién en gases se efectlia generalmente con
modelos tedricos o tedrico-empiricos, que son ampliamente aceptados para gases. Un
modelo de cdlculo para los coeficientes de difusion es muy importante, porque la
determinacién de coeficientes de difusion mediante experimentos es bastante

complicada.

El coeficiente de difusion en gases depende para presiones bajas de la temperatura y de
la presién y en muy buena aproximacién no depende de la composicién de la mezcla. La
correlacién mas usada para el célculo de coeficientes de difusién es el método
desarrollado por Fuller, Schettler y Giddings (Fuller, 1966). Este método esta basado en
un estudio experimental extensivo y en la minimizacién del error cuadratico
comparando la correlacion con ocho diferentes ya existentes. La correlacion calcula los

coeficientes de difusion en mezclas binarias a presiones bajas segin :

10_3(TV)1,75(MA}+MMj] N
i

D, = 1,013 (61)

L P[(Ze)+(Ze) T

Los t;; en la ecuacién (61) son los volumenes de difusién de los grupos moleculares o

atomicos individuales listados en la Tabla 5.
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Tabla 5 : Volumenes de difusion

Volumenes de difusioén atémicos y estructurales para atomos y moléculas simples

C 16.5 Kr 22.8
H 1.98 Xe) 379
0] 5.48 CO 18.9
(N) 5.69 Co, 26.9
(Ch 19.5 N,O 35.9
(S) 17.0 (CCLF) 114.8
H, 7.07 (SFy) 69.7
D, 6.70 (Cl) 37.7
He 2.88 (Br,) 67.2
N, 17.9 (SO,) 41.1
0, 16.6 Anillo arométicoo  {-20.2
Aire 20.1 heterociclico

Ne 5.59

Ar 16.1

( ) indica que el valor estd basado en pocos puntos de muestra

Con los datos arriba mencionados se calculan los siguientes volimenes de difusioén para

los compuestos usados sumando los valores individuales :

Tabla 6 : Voliumenes de difusion de los compuestos usados

Compuesto Z1; - volumen de difusién
Metanol 29.90

Agua 12.7

Ciclohexano 102.56

Tolueno 111.14

Clorobenceno 108.2

Butanol 91.28

4.2.5. Determinacion de los coeficientes de difusion en liquidos

Una fase liquida es mucho mas densa que una fase gaseosa y por tanto las interacciones
entre las moléculas son més fuertes y mas frecuentes, lo que resulta en coeficientes de

difusién mas pequefios que los coeficientes de difusion en la fase gaseosa.
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Para una mezcla binaria, en la cual un componente estd disuelto en concentracién
infinitamente pequefia, se puede calcular el coeficiente de difusién binario mediante la
correlacion de Hayduk y Minhas que se recomienda por su bajo error de célculo. Para

una disolucién no-acuosa vale (Reid, 1993):

T1.29(})20.5 /})10.42)

09277023
Vs

DS =155¢10"8

En esta ecuacién V es el volumen molar en cm’/mol a la temperatura de ebullicién

normal y los P son variables de ayuda, que pueden ser determinados por :
P = V 0,1/4
donde o representa la tensién superficial en 10° N/m y ¥V es el volumen molar en

cm’/mol con ambos valores medidos a la misma temperatura. La viscosidad dindmica

esta representada por 77 en cP.

Para calcular la dependencia de concentracion de los coeficientes de difusién en liquidos
a base de los coeficientes de difusién en disolucion infinita, Gérak desarroll6 la regla de

mezcla (Gérak, 1994):

D =[(08)” (22)"] .

en la cual se usan, en el caso de tratar mezclas multicomponentes, las pseudo-

concentraciones :
X, X,
! = n y x; =
X, + X, X, +x,

Dividiendo cada concentracion por la suma de concentraciones de su respectivo par
binario resulta en que la suma de las pseudo-concentracién del par binario es igual a

uno, tal como se tratase de una mezcla binaria de los dos componentes del par binario.

4.3. Transferencia de materia entre dos fases

Hasta ahora solo se ha contemplado la transferencia por difusién en una sola fase y hay
que ampliar el fenémeno de la transferencia de materia a la transferencia de una fase a la
otra, tal y como aparece en la destilacion. Como base de la discusion se contempla un
sistema de dos fases "x" para el liquido e "y" para el vapor. Las concentraciones en la

ny, b»

interfase son “x™ el liquido e "y" para el vapor. Se supone que la interfase en si no
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representa ninguna resistencia para la transferencia de materia y se supone la existencia
del equilibrio vapor liquido (VLE) en la interfase. La Figura 13 indica los perfiles de

concentracién en vapor y liquido para varios componentes en una mezcla

multicomponente.
. ! T T
o T, N T

/// Y/n/ "y f\\xn
K < -C nf

1 1 [ ’

.l | I
T
: —Z*Y N —»&l _ C4
| 2 - Xl ¢3

”C2
T T

Y, —N,; (_/ﬁ}r" Componente 1

Gas Interficie Liquido

Figura 13 : Perfiles de concentracion en la interfase durante el proceso de transferencia

4.3.1. El coeficiente de transferencia de materia binario

El coeficiente de transferencia de materia k en una fase x de un sistema binario, se

define de la manera siguiente :

k=1imN1_x1bNr - Jlb
N0 ct(xlb _xll) c,Axl

Ny

(62)

El indice b indica que se trata de un valor en el interior de la fase ("bulk phase"); la

diferencia de concentracién Ax; es la diferencia de concentracion entre la interfase y el

interior de la fase. Esta concentracion en el interior equivale generalmente casi a la
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concentracion total de la fase, porque el grosor de la region cerca de la interfase, en la
cual existe el gradiente de concentracion, es muy pequefio. La ecuacion (62) vale
también para la fase "y" de vapor. Segin la definicién de la ecuacion (62) con el flujo
molar en kmoV/s/(m? de superficie de interfase) y ¢; en kmol/m’ resulta m/s como unidad

para el coeficiente de transferencia kp. Cambiando la ecuacién (26) resulta :

_—xlxz(ul—u2)_—x1x2(ul—u2) ;
Vx, = [_ﬁ_ o - = ) (63)
RT |dx, 7

De las ecuaciones (63) y (26) resulta:

Vi =— =
RT # ¢, Dy, Dy,

x o x(—~u) 64)
donde u es la velocidad promedio de las moléculas. Segin la definicioén del coeficiente
de transferencia de materia se puede escribir:

u —u

k, =———
b Ax, / xy,

(65)

El dividendo del lado derecho de la ecuacion (65) representa la velocidad de
transferencia del componente 1 respecto al promedio molar de la velocidad de la
mezcla. Para un sistema binario (pero no siempre para un sistema multicomponente) el
cociente de la ecuacidn (65) es positivo y el coeficiente kp también. El divisor de la

ecuacion (65) nunca es mas grande que uno, asi que se puede escribir :
k, 2 (u, —u) (66)

La ecuacion (66) da una explicacion fisica del coeficiente kp; es la velocidad maxima
(relativamente a la velocidad de la mezcla) con la cual un componente puede ser
transferido a la mezcla. La velocidad real de transferencia del componente estd dada

por :

(, —u) =k, An (67)

X6

Para explicar la restriccién N, = 0, N, = 0 de la ecuacién (62) hay que contemplar el
proceso de transferencia de materia de manera més exacta. Durante el proceso de

transferencia los perfiles de concentracion y velocidad se distorsionan por el flujo de los
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componentes 1 y 2 a través de la interfase. El coeficiente de transferencia de materia de
la ecuacién (62) corresponde a condiciones de flujos muy pequefios cuando los efectos
de distorsién no estan presentes. Estos coeficientes de flujo bajo son generalmente los
que estan disponibles por correlaciones, porque se obtienen las correlaciones bajo

condiciones de flujo bajo. Para la situacién real de condiciones finitas se puede escribir :

k= Nl = x, N, _ J1p
’ ¢, Ax, ¢, Ax,

(68)

Para relacionar los coeficientes de transferencia de materia de bajo flujo (k) con los de

alto flujo (k™) se usa una relacién de la forma :

-

k, =k,

(1]

(69)

donde E'representa el factor de correccidn para contemplar los efectos de un flujo finito.
La forma exacta del factor de correccién depende del perfil de concentracién y por lo
tanto del modelo hidrodinamico usado. Para la destilacion, la correccién por el factor &

es generalmente despreciable (Gorak, 1990).

4.3.2. Definicion del coeficiente de transferencia de materia en un sistema
multicomponente

La mejor manera de describir matematicamente la transferencia de materia en sistemas
multicomponente es la anotacion en forma de matrices de dimension (n-1). Usando los
coeficientes de difusién para flujos grandes, k*p, resulta la siguiente definicién de la

matriz [k*p] :
(1) =) =GN, =c [k |x, -x") (70)

donde los coeficientes de flujo finito estan relacionados con los de flujo infinitamente

pequeiio por :

[&]=[k][E] (71)

donde /=] representa la matriz de factores de correccion. Para una mezcla ternaria se

puede escribir la ecuacion (70) de la siguiente manera :
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. . , ki ki Ax
(J,,)=c,[kb](x,,—x)=c,[k5 k](m) (72)

2

Asf resulta de forma andloga a la ecuacién (60) lo siguiente para los flujos difusivos J,:

J, = ¢k}, Ax, +c k,, Ax, y J, = ¢,ky Ax, +c, Ky Ax, (73)

4.3.3. El problema del "Bootstrap"

Analizando cuidadosamente la ecuacion (49) se nota que solamente aparecen diferencias
de velocidades. Estas diferencias solamente informan acerca de la velocidad relativa

dentro de la mezcla, pero no informan acerca de la velocidad absoluta de la mezcla en

total, relativa a una interfase. Ademds todos los flujos molares N, son independientes

mientras que solo hay (n-1) flujos difusivos J; independientes. Para poder obtener una
ecuacién adicional y determinar el sistema de ecuaciones completamente hay que afiadir
una ecuacion de otra clase. Esta ecuacion fija el sistema con una condicioén de contorno
y calcula la velocidad con relacion al punto de referencia. Este punto de referencia es
generalmente la interfase. La condicién de contorno se llama en la literatura inglesa

"Bootstrap condition", imaginandose el cordon de una bota amarrando el sistema.

La ecuacién adicional que permite establecer una relacion directa entre los flujos
molares N, y los flujos difusivos J; es el balance de energia a través de la interfase. En
la interfase existe continuidad de los flujos de energia y de materia:

M M
E*=¢*+Y H'N,=E=¢’+Y H’N, = E’ (74)

i=1 i=1

N =J:+x,N*=N,=J+y,N’=N” con N*=N,=N’ (i=12,..,n) (75

I

Cambiando la ecuacion (74) se puede escribir :
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M M
qx “qy =Z(17iy _EX)N.' =Z'1:Nu
i=l i=1

n

DIV /¢ +§A,y,-1~'f, =S AT S AN, (76)

i=1 i=1 i=1

i
Mk

I

(4 —=4,)J? + AN, =Zl(" —A)J; + AN,

il
—

donde A representa la entalpia de vaporizacién con

_ M _ M
ﬂ’y=zl'1‘iyi 5 ﬂ'x=;'{i‘xi

Con la combinacién de las ecuaciones (75) y (76) se puede obtener una expresion para

el caudal total molar :
M-1 .
x (A =4
N =1 :qy_*z;jt_ﬂh ‘ (77)
ﬂ'y /1)'
Combinando (M-1) ecuaciones de la ecuacién (75) con la ecuacion (77), se obtiene :
. . L= Ag
Ny =(=Ap)7 =3, 20T +y, = (=12,.,M) (78)
3 A
En la ecuacién (78) se han definido los siguientes pardmetros :
Ae=(h =414 5 Aj=¢"-¢’ (79)
La ecuacion (78) puede ser escrita en notacién matricial de dimensién (n-1) :
. R Ag
M =[pl+m+ (80)

y

En la ecuacién (80) la matriz /], que fue denominada matriz "bootstrap", contiene los

elementos siguientes :

Bi =0 — YA, @81)

La expresion anéloga a la ecuacion (80) para el cdlculo de la transferencia del liquido a

la interfase es :

W =[Fl+ @3 ®2)
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Las ecuaciones (80) y (82) pueden ser usadas para determinar los (n-1) flujos totales,
N, con i = 1,2,...,n-1, dados los (n-1) flujos difusivos J,. El tltimo flujo total N,

puede ser determinado por el balance total :
N,=N,-D N, (83)

En todos los casos los flujos estan restringidos por una relacioén lineal de la forma de

ecuacion . Esta forma de notacién lleva a un resultado mas general.
M -
2 vN, =0 (84)
i=1
Los coeficientes v; son los coeficientes que se determinan por el tipo de transferencia.

En concreto vtoma los siguientes valores :

- Destilacién con transferencia equimolar (N, =0) v; = w,
- Destilacion no equimolar vi=dhy =4

- Difusién tipo Stefan vi=0 v, <>0

La forma generalizada permite calcular el caudal total de transferencia de manera

simple :

M

P T

N, = 5—|=-2 A (85)
3 v

i
i=1

donde A, viene dado por:

A, =) k=1,..M (86)

™
2 Vi%j
J=1
En anotacién matricial se puede escribir para el caso multicomponente :
N=-0'() vy @=[pln 87)

donde los coeficientes S se calculan mediante la expresion:
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v, —V
B =8 —x, =" (88)
Z VX,

4.3.4. Transferencia de materia a través de una interfase

Al describir la transferencia a través de una interfase segun la Figura 13 los caudales de
materia tienen que ser continuos, no puede haber acumulacion de material en la
interfase. Expresando los caudales de materia, en funcién de la diferencia de

concentracién como fuerza motriz de la transferencia de materia, se obtiene :

(V) =ct[k; Joe, —x") + N, (x) =28, [ kr |, - %)

. . . . (89)
(N)= clV[kV](yI -w)+N.Oy) =cly[ﬂV][kV](y1 -W)

Las concentraciones en la interfase y; y x;/ estdn relacionadas por el equilibrio de fase

segun :

=Ky (90)

4.3.5. Coeficientes de transferencia de materia atravesando la interfase

La adicién de las resistencias de transferencia en ambos lados de la interfase resulta en

un coeficiente de transferencia de materia, con el cual se puede calcular directamente el

caudal de materia N, sin conocer las concentraciones en ambos lados de la interfase.

)

Este procedimiento se usa especialmente para mezclas binarias (Taylor,1993). Lo abajo

expuesto representa una ampliacion de esta formulacion de binario a multicomponente.
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A | T —
Y ]
Yl
Linea de equilibrio !
Y ]
Yll. X' -
X,
Linea de balance X"
Y, X, '
X,
S~ x .
— I 1

Figura 14 : Diagrama de equilibrio y perfil de concentracion en la interfase.

Se considera un sistema de contacto vapor liquido con n componentes en cada fase, que
se mantiene a una temperatura constante. Invirtiendo la ecuacién (89) se obtiene para

cada fase :

R AN AN
; o1
o' - ==kl [a] @

Linearizando la relacion para el equilibrio vapor-liquido sobre el rango de composicién
del interior turbulento a la interfase (véase Figura 14) se puede escribir para el equilibrio

vapor-liquido en la interfase en condicién de presion constante :

") =[M]IG") +?) (92)

donde [M] es la matriz de las derivadas de la linea de equilibrio, que es diagonal para

mezclas termodinamicamente ideales, con los elementos :

oy,
M, = x

i,j=12,..,n-1 (93)

j
Un requisito para combinar la resistencia de cada fase con la diferencia de la fuerza

motriz sobre las dos fases es el de la saturacién de al menos una de ellas, lo que es
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necesario para eliminar la fuerza motriz parcial de esa fase. Suponiendo entonces que la
fase de liquido esta saturada se puede calcular la composicion del vapor que estd en

equilibrio con el liquido, segin :

(') =[M](x,)+ @ (94)

Para sistemas binarios todas las matrices contienen solo un elemento y se puede derivar

directamente la formula conocida de la adicidn de las resistencias :

! I + M 95)
c/koy "k kB
donde k*oy es el coeficiente de transferencia de materia total definido por :
Nl =C:Vﬂyk(‘)V(Y1 _yl‘) ' (96)

La generalizacién de ecuacién (96) para mezclas multicomponentes es en anotacién

matricial :

(N =</ [B" [kor Jo-7" o7
La matriz de los coeficientes de transferencia de materia [k*oy/ se define con la
generalizacion de la ecuacién (95) por :

Tl T = 6T 1T+ riafe] [ o)
La generalizacién en la forma de ecuacién (97) es practica en el desarrollo de
expresiones para el célculo de eficiencias multicomponentes de un plato en la
destilacion o para la definicion de los ntimeros de transferencia (NTU) para aparatos de
separacion continuos. Solo en éstos o en casos similares, el concepto de la adicién de
resistencias tiene sentido ; para mezclas multicomponentes la adiciéon de resistencias

representa, por los efectos de cruce, una complicacion adicional no necesaria.

4.4. Modelos hidrodinamicos para la transferencia de masa y calor

Después de haber aclarado como funciona en general el transporte de materia a través de

una interfase por motivo de un gradiente de concentracion, hay que escoger una imagen
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simplificada que describa las condiciones hidrodinamicas en la region de la interfase. Es
necesario simplificar, porque en la mayoria de las situaciones a las que se enfrenta el
ingeniero quimico, el flujo del fluido es tan complicado, que las ecuaciones que
gobiernan el proceso no pueden ser resueltas sin simplificaciones. Esto ocurre, aunque
las ecuaciones gobernantes del intercambio de masa, calor e impulso (Navier-Stokes)

son bien conocidas.

Un ejemplo que demuestra la posible solucién del modelo hidrodinamico es la solucién
del sistema de ecuaciones para el caso especifico de una burbuja de gas ascendiendo en
el seno de un liquido. Segun las condiciones de contorno (tiempo de contacto) se pueden
derivar diferentes soluciones, de las cuales la elaborada por Voigtlinder es la mas
reciente y la que se puede aplicar para un rango amplio de tiempo de contacto
(Voigtlidnder, 1995). No obstante, por lo general la geometria del contacto gas / liquido
no es lo suficientemente simple como para reducir las condiciones de contorno, para que

permitan una solucién del sistema de ecuaciones gobernante.

4.4.1. Teoria delalamina

El modelo de la pelicula o lamina es el modelo mas simple y antiguo para la descripcion
de interfases entre dos fases diferentes. Este modelo es probablemente el mas apto para

entender la transferencia de materia y de calor en un sistema multicomponente.

Segtn el modelo de 1amina, se supone que bajo condiciones de flujo turbulento, toda la
resistencia del transporte de materia se encuentra en una lamina directamente junta a la
interfase y que en esta lamina todo el transporte solo ocurre por difusién molecular.
Adicionalmente se supone que, en el interior de la corriente, todas las diferencias de

concentracion desaparecen por la circulacion turbulenta (véase Figura 15).
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Interficie

bulk

. lamina nucleo turbulento
r=r, r=r;

Figura 15 : Modelo de la pelicula

Asi, con el flujo altamente turbulento en el interior uniforme de la corriente, toda la
resistencia de transporte se concentra en la pelicula de corriente laminar directamente
encima de la superficie. En esta ldmina, todo el movimiento por difusién molecular o
conveccion paralelo a la interfase es completamente despreciable, ya que los gradientes
de temperatura y concentracion ortogonal a la superficie son mucho més grandes que los
mismos en paralelo. La pelicula con corriente laminar no existe en realidad, pero
representa un buen modelo ; si existiera, su espesor seria de 0.1 - Imm para la fase
gaseosa y de 0.01 - 0.1 mm para la fase liquida. Los valores dados son los valores que
resultan del calculo del espesor de la pelicula segun su modelo. El hecho de que todo el
proceso de transporte se rige por la difusion en la ldmina, es la razén de la amplia

discusion de los fendomenos de difusion en el capitulo anterior.

Transferencia de masa para mezclas binarias en una lamina

Considerando una ldmina plana entre las dos coordenadas r = rg y r =rs;, la
transferencia de masa entre los dos extremos de la capa limite solo se lleva a cabo por
difusién molecular. La ecuacion de continuidad de los moles de un componente se

puede escribir en la forma siguiente :
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N o, Moo W 99
da  dr O dr 9

Asi la ecuacién generalizada de difusion de Maxwell-Stefan (ecuacion (50)) se puede
reducira :

dx, _ x N, —x, N,
dr c,D

(100)

Jln
donde D = D’(l + Sn Z') representa el coeficiente de difusion de Fick. Se supone para
1

el desarrollo del transporte en la ldmina que el coeficiente de difusién D es constante a
lo largo del camino difusivo entre los extremos de la capa limite. Esto es una buena
aproximacion para gases ideales a presion y temperatura constante y ademads sirve como
aproximacioén razonable para cambios de concentracion pequeiias en mezclas no ideales
de liquidos. Sustituyendo x, = I-x; en ecuacion (100) lleva a :

ﬁ= xl(Nz +N1)_ N,
ar c,D c,D

(101)

Introduciendo las siguientes definiciones en las cuales 7 representa una distancia

adimensional, {'y @ unos factores adimensionales de relacion de transferencia y / el
espesor de la lamina de difusién, se puede escribir la ecuacién (101) de manera mas

conveniente.

r—r, r-r

”Ers—ro_ l (102)
. 103
¢= ¢,D/1 (103)
¢—N‘+N2— N 104
"~ ¢,D/l " ¢D/I (104)
Ecuacién (101) con las nuevas definiciones :
dx,
=Ox, +¢ (105)

dn
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Esta ecuacidn tiene que ser resuelta con las condiciones de contorno del modelo de la

lamina, que son los siguientes :

r=r,—>n=0 X, =X, (condiciones en el interior turbulento) 106
r=r; = n=1 X, = X4 (condiciones en la interficie) (106)

Con las definiciones hechas en las ecuaciones (102), (103) y (104) se resuelve la
ecuacion diferencial lineal (ecuacion (105)) directamente, obteniendo asi el perfil de

concentracion en la capa limite.

- O _
X; =X, € 1

(107)

(0]
X=X € —1

El caudal difusivo Jestd dado en cada punto de la capa limite por el producto de
concentracion, coeficiente de difusion y del gradiente de la concentracion es ese punto.

En los dos extremos de la capa limite se pueden calcular los flujos de difusion

Jo y Jys segun:

. ¢,D dx cD @
Jyg=— ] d7;”=0= ] eo_l(xm_xs)
o (108)
J ¢,D dx, c,D ®e x )
—_— -— —x
15 l dﬂ pl l e0 _1 10 s

Comparando estas ecuaciones con la definicién base del coeficiente de difusién segin

ecuacion (62) se ve :

D
k,=ks; =k =7 (109)
con los factores de correccién dados por :
- @ . . ®e®
::.b=:.05e0_1; :.,=:.55e0_1; (110)

Cuando se transporta materia hacia dentro de una fase determinada (@ < 0), entonces el

—

factor de correccidn = es més grande que uno y por lo tanto el coeficiente de
transferencia de materia en condiciones de flujo finito k* es mas grande que el mismo

coeficiente k en condiciones de flujo infinitamente pequefio. Por otra parte, cuando hay
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transferencia a fuera de la fase considerada (® > 0), el factor de correccién = es mas

pequefio que uno y por tanto vale k < k*,

La solucién del problema "bootstrap" (véase capitulo 4.3.3) lleva a la ecuacién para el

célculo del flujo molar N, :

) . ()]
N =pBJ = Crﬂok?ﬁj(xw _xw)
. De®
= By = C:ﬂsk_—(xlo - xw)

e® -1

(111)

Con lo arriba expuesto se pueden identificar facilmente diferentes casos especiales.

1. (Contra-) Difusion equimolar
Este tipo de difusién aparece por ejemplo en una columna de destilacién cuando
la entalpia de vaporizacién es la misma para todos los componentes. En este
caso, para cada mol de un componente condensado se evapora un mol del otro
componente suponiendo un proceso adiabético. Hay otra apariencia de este tipo
de difusion en caso de una reaccién quimica heterogénea, que no involucra

ningin cambio en la cantidad neta de moles. Para estos casos se puede formular :

N, =0, D=0 ZEFy=E;=1 f=L pf;=1

) . . (112)
N, = Cpk(xlo - xlé‘); N, ==N, =¢,k(xy —x,5)

2. Difusion tipo ‘Stefan’
Este tipo de difusién aparece en presencia de un gas inerte. En una columna de
destilacion, ésto ocurre durante el proceso de arranque cuando los gases inertes
oxigeno y nitrégeno todavia no han sido expulsado de la columna por el vapor
de los componentes destilados. Otro caso de este tipo de difusién es el de una
reaccion quimica en presencia de un disolvente.

N,=0; By=1+x,/x0; PBs=1+x;/%.5;

1- N, N : 1- 113
Mo T T o N =kl (1)
l-x, ck ck 1-x,

CD:ln(xM /xzo) =In

Para el modelo de simulacién desarrollado en el presente trabajo se han descartado

ambas simplificaciones. Por una parte no se contempla el proceso de arranque de la
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columna, porque durante todos los experimentos realizados la columna habia alcanzado
el régimen estacionario, dejandola operar a reflujo total durante un periodo de una hora,
tiempo que se demostrd ser suficiente para alcanzar dicho régimen. Con esto se puede
descartar cualquier influencia por un gas inerte, ya que estos gases estan completamente
expulsados de la columna, que esta abierta a la atmésfera a través de un sello de agua.
Por otra parte no era posible adoptar la simplificacion indicada, porque las mezclas

usadas en los distintos experimentos tienen unas entalpias de vaporizacién diferentes.

Transferencia de masa para mezclas multicomponentes en una ldmina

Después de haber expuesto cémo calcular la transferencia de masa en mezclas binarias
parece oportuno ampliar la formulacién para mezclas multicomponentes. Se puede
obtener una solucién analitica exacta para la transferencia en una lamina de un gas ideal,
para el cual, los coeficientes de difusion de Maxwell-Stefan D’ son independientes de
la composicién e idénticos a los coeficientes D;; de los pares binarios i-k. Esta
suposicion solo se hace a lo largo de la variable de integracion, o sea a lo ancho de la
capa limite. En esta zona el cambio de concentracion es despreciable en comparacion al

cambio de concentracion en la interfase por el equilibrio vapor-liquido.

El punto de partida para desarrollar las ecuaciones de transporte para el caso general
multicomponente, son las ecuaciones de difusion Maxwell-Stefan (ecuacion (50)), aqui
expresado para la fase de vapor:

@_/inyj]vi _yiNj
a3 D

J#i

i=12,..,M (114)

Para resolver el juego de ecuaciones diferenciales de la ecuacién (114) es conveniente

introducir las siguientes variables adimensionales:

Un vector (@) de la dimensién (M-1) con los elementos:

N,
¢D;’

@ =- i=12,..,M~1 (115)
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- Una matriz cuadrada de dimensién (M-1) x (M-1) de factores de relacién de

transferencia de materia con los elementos:

NI ¥ NJ

D, =—— i =1,2,...,.M-1

ey Ty

. (116)

®, =-N ! ! i =1,2,...,M-1, (i # j)

j = ic,D,.J’. DL i=12,..., , (%]

- Una distancia adimensional 7 segun:
n= ’—I'° (117)

Con estas definiciones la ecuacién de difusién de Maxwell-Stefan (ecuacién (114))

puede ser escrita en forma matricial con la dimensién (n-1):
d(y
1D _ (1) +(o) a1

Las condiciones de contorno para resolver ecuacién (118) son:

r=r, > =0y =y,

0 n 0 (119)
r=rg o =k y;, =y,
Con estas condiciones de contorno se encuentra la solucién de la ecuacién (118), que es
analoga en forma matricial a la ecuacién (107) del caso binario. Con esta solucién se

obtiene para el perfil de concentracién:

0230 _ fexog-fu]festol-{o]" (120)

(vs =)

Ahora se puede calcular el vector de los flujos difusivos (Jo) en el punto r = rg con:

B RY) Y 120

(j0)='
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Los elementos de la matriz [Dy] se encuentran en ecuacion (55). La matriz de los

coeficientes de difusion en condicion de flujo infinitamente pequefio [kg] y la matriz de
factores de correccion [=5y] se definen contemplando ecuacién (121):
D,

k)= 2

l (122)

-1

&) = [o]lexpl] - (U]
Con la solucién dada por ecuacion (120) también se puede calcular el flujo difusivo en

funcion de los parametros en el punto r =r5:

-~ c,[DJJd(y) _ c,[D‘,j
(Js) =~ 1 odgl| 1

n=1

[@]exp[@][exp[@]-[U] " (vs - »0) (123)

Esto da los coeficientes de transferencia en condiciones de flujo cero [ks/ y la matriz de
los factores de correccion [Ey/:
(2]
[k5]=
l (124)
-1 —_
[2;] = [®]expl@][exp[@] - [U]]” =[5, |exp[@]

Finalmente se puede calcular los flujos molares de transferencia, usando otra vez la
solucién del problema "bootstrap" (véase 4.3.3), que permite relacionar los flujos
difusivos con los flujos molares relativos a la interfase. Estos flujos molares pueden ser

evaluados por dos expresiones equivalentes:

(W) =[]k JEa kv - v5) = [ Bs ] s [Es Ny - 5) (125)

Con lo arriba expuesto es posible calcular los flujos molares a través de la interfase N,
para los n-1 componentes de una mezcla de n componentes. El dltimo flujo molar N,

se puede calcular conociendo el flujo total N, segiin la ecuacién (83). El flujo total se
puede calcular con el balance de energia a través de la interfase representado por la
ecuacion (77) (véase el capitulo: 4.3.3 El problema del "Bootstrap"). También los
elementos para la matriz "Bootstrap" se encuentran disponibles por ecuacién (81) en el

capitulo mencionado.
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Otro elemento necesario para el calculo de la ecuacién (125), es la matriz de los
coeficientes de transferencia [kg] o [ks/. Como generalmente el espesor de la capa limite
es un valor desconocido, no se puede calcular los coeficientes de transferencia
directamente con la ecuacién (122) conociendo los coeficientes de difusion y hacen falta
correlaciones o bien un cdlculo para una geometria especifica; la explicacién de ello se

encuentra en capitulo 5.5.

Contemplando la computacion de la ecuacion (125) hay que afiadir que se trata de una
ecuacion implicita, ya que la matriz de factores de correccién /=] o [5y] contiene a
través de los factores @ los propios caudales molares N . La convergencia de la

iteracion necesaria para encontrar la solucién de la ecuacién depende mucho de los
valores iniciales de la primer estimacion. En el caso presente, la estrategia de resolucion
era la de efectuar primero un calculo con el modelo de equilibrio (véase capitulo 5.2)
calculando todas las variables que necesita el modelo de transferencia de materia (véase
capitulo 5.3) sin la incorporaciéon de los flujos molares calculados en el balance de
materia del plato, o sea, haciendo el balance de materia tal y como es normal para el
modelo del plato de equilibrio. Después de ese calculo se guardan los valores usandolos
como valores de arranque para el consiguiente célculo con el modelo de transferencia de

materia. Este procedimiento se explica con mas detalle en el capitulo 7.3.1.

4.4.2. Otros modelos de interfase

Para tratar la interfase vapor liquido se han desarrollado otras teorias a parte de la teoria
de la lamina para reemplazarla o mejorarla (e.g. Treyball, 1988), las cuales se explican

brevemente a continuacion.

Teoria de la renovacion de superficie

La teoria de renovacién de superficie supone que haya elementos finitos de fluido que
llegan a la interfase desde dentro del fluido turbulento y residan en la interfase para un
determinado tiempo de exposicién #.. Durante el tiempo de exposicién en la interfase

aparece el intercambio de materia con la otra fase mediante difusion no estacionaria.
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Durante este tiempo el elemento de fluido queda pegado a la interfase y se puede mover
en flujo de pistén a lo largo de ella. Esquematicamente se demuestra esto en la Figura
16. El modelo de la renovacién de superficie es general y tiene segun la distribucién de

tiempo de contacto diferentes denominaciones.

exposicion del elemento

Y..¥

interficie

¥

Yy V..

elemento llegando elemento devolviéndose
a la interficie de la interficie

Figura 16: Modelo general de renovacién de superficie

Teoria de penetracion

El modelo clasico de penetracion de Higbie (Higbie, 1935) considera una renovacion de
superficie tal como se ha expuesto arriba. Es el primer tipo de modelo de renovacion de
superficie y supone que todos los elementos del fluido tienen el mismo tiempo de
exposicion. Cuando se define una distribucién de edad de superficie y{%) que representa

la fracciébn de los elementos, que tienen una edad entre + y ¢ + df, entonces la

distribucion seria una recta y(?) = 1/t, (véase Figura 17).

Otro modelo de renovacién de superficie es el de Danckwerts (Danckwerts, 1955). Este
modelo supone que la posibilidad para un elemento de superficie de ser renovado con

liquido fresco del interior es independiente de su tiempo de exposicion. La funcién de
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distribucién de edad en la superficie se supone que es ¥(?) = s e™S!. En esta ecuacidn, s
es la fraccién de area de superficie reemplazado por liquido fresco en una unidad de

tiempo.

Para ambos modelos, que suponen una renovacién de la superficie de contacto, el
coeficiente de transferencia de materia es proporcional a la raiz cuadrada del coeficiente
de difusion. Se puede calcular el coeficiente de difusion integrando la funcién k(?)

encima del rango completo de tiempo de cero a infinito segun:

k= ?k(t) w(t) dt (126)

En concreto sale segtin la distribucion de tiempo de contacto de Higbie:

%
k=2[ D } (127)

nt,

y segln la distribucion de tiempo de contacto de Danckwerts:

k=3Ds (128)
Distribucién segin Higbie Distribuci6n segiin Danckwerts
O A
11 Jmdt=1
S ]\ = WY(t)= s exp(-st)
> 1/t >
J’ > —~ >
te t t=$ t

Figura 17: Diferentes distribuciones de edad de superficie.
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Teoria de penetracion y lamina

La unificacion de la teoria de la lamina con la teoria de la penetracion fue expuesta por
Toor y Marchello (Toor, 1958). En caso de esta teoria unificada se supone que la
transferencia de masa ocurre de forma andloga a la teoria de penetracién con la

suposicion adicional que esta transferencia solo se efectiia en una lamina discreta.

Para explicar la razén de por qué combinar la teoria de la lamina y la de la penetracion
hay que considerar una situacién como la dibujada en la Figura 18. Soplando con un
fluido contra una placa aparece una capa limite que se desarrolla a partir del comienzo
de la placa. Esta capa limite no cambia de grosor a partir de un determinado camino de
entrada de longitud L. A lo largo de la primera zona no estacionaria tiene que existir una
entrada de fluido a dentro de la capa limite para que se cumpla el balance de materia.
Esta entrada de fluido es equivalente a la penetracion de elementos de fluido en la teoria
de la penetracion, lo que significa que se puede describir esta zona con la teoria de la
penetraciéon. En la segunda'zona ya no se acumula materia en la capa limite y la

transferencia se rige segun la teoria de la lamina.

A parte de los dos extremos de penetracién y de lamina hay una zona intermedia en la
cual el transporte de materia hacia a la interfase (aqui la placa) se efectia por una
mezcla de los dos fenémenos. Lo que se ha expuesto aqui para la geometria plana (véase

Figura 18) aparece de manera similar por ejemplo en la entrada de fluido en un tubo.

capa limite

S entradade fluido /

—> alacapa limite [
S p N . K

- 2 _ N 1

——% - — :

< L >

Figura 18: Lamina y penetracién como un efecto unido
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El desarrollo hecho por Toor y Marchello (Toor, 1948) lleva a dos expresiones distintas

para el calculo del flujo molar puntual N', que se distinguen por el tiempo del proceso

transcurrido:

. D = nzlz)

N' =Ac |—|1+2) exp| - orto 129
\}nt[ ,,Z‘: p( Dt } ¢ (129)

2
. D =
N' = ACT{I"‘ZZGXP(—(%ZJ Dtﬂ largo (130)
n=1

La diferencia de las dos ecuaciones ((129) y (130)) estad principalmente en que la
primera converge rapidamente para tiempos cortos, y la segunda para tiempos largos.
Las ecuaciones demuestran que la solucion para un tiempo de desarrollo de lamina corto

es la de la teoria de penetracion ya que resulta en este caso:

. D .
N'=Ac /; = N'«x+D (131)

La proporcionalidad de N' ala raiz cuadrada del coeficiente de difusién D es la misma
proporcionalidad que la encontrada en la ecuacion (127). Para tiempos largos la teoria

de penetracion y ldmina se acerca a la teoria de la ldmina, ya que vale:

D .
N'=Ac = N'«D (132)

La proporcionalidad de N' al coeficiente de difusion D es la misma que la
proporcionalidad demostrada en la ecuacion (122) para la teoria de la lamina. "Tiempo
corto" se refiere a la dimension del producto( D) / (1)2, que debe ser pequefio para poder
hablar de un tiempo corto. Exactamente se puede decir que la teoria de penetracion vale

para t << (1)2/D y la teoria de la lamina para ¢ >> (1)2/D.

En general los caudales molares puntuales N’ son de menor interés que los caudales

promedios N . Para la transferencia a través de una interfase, que consiste en una
multitud de edades de superficie, la transferencia total en términos de la distribucién de

edad de superficie es:
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N = [Np(r)ar (133)

Cuando la vida de todos los elementos es la misma se puede aplicar la distribucién de
edad de Higbie (véase Figura 17) y la solucién del integral en ecuacioén (133) es para

tiempo corto:

- / D = I
N=2Ac .l [1+2J;§ierﬁJZ_te] (134)

y para tiempo de contacto largo:

- D IV 2 (2 & Dr, ,
N:ACTI:1+(;) E—(?— 1exp{_nzﬂ-2 7 })] (135)

n=

La funcion ierfc es el integral de la funcién complementaria de error definida por:

ierfe(x) = 1—ierf = %Je"‘zdu (136)

Como esta funcién es complicada de calcular, se encuentra tablada. Para fines de calculo

con ordenador, se puede usar la siguiente aproximacién con una progresion:

3 5 7 9
¥ X 2 ) (137)

2
j =1- _ - _
terfe(x) J;(x 3017 5.20 731 941

La distribucién de tiempo de contacto de Danckwerts supone que los elementos en la

superficie se reemplazan al azar segun la funcion (véase Figura 17):
w(t)=se™ (138)

Resolviendo con esta funcién la ecuacion (133) para obtener los caudales promedios

resulta para una vida corta del elemento de fluido (reemplazo rapido):

N=Ac+Ds [l+2iexp(— 2nl‘/%ﬂ (4.139)

y para una vida larga (reemplazo lento)
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fv:m% 42y — 1

2
G I D(ﬂ)
sl

Contemplando las ecuaciones (134), (134), (135), (4.139) y (140) para el célculo de los

(140)

caudales promedios N , se puede notar que estas ecuaciones también se distinguen
segiin la variable del tiempo (que es aqui el tiempo de contacto #). Asi la ecuacion
(134) se reduce con la distribucién de Higbie para tiempos de contacto cortos (z, D / 12)

a la teoria de penetracion ya que vale:

- fD D
N=2Ac,[— = k=2 (141)
zt, 7,

La segunda forma de la ecuacidn (141) equivale exactamente a lo deducido

anteriormente para el contacto con las condiciones de Higbie (ecuacién (127)). Para un
tiempo de contacto largo ecuacioén (135) se reduce a la teoria de la lamina y el caudal
promedio resulta ser el mismo que el caudal puntual. En el primer caso del tiempo de
contacto corto todos los elementos de la superficie son demasiado jévenes como para
pasar por la capa con espesor | y en el segundo caso la mayoria de los elementos de la
superficie son suficientemente viejos para poder haber penetrado completamente la capa

limite.

Las ecuaciones (4.139) y (140) en cambio contienen en lugar del tiempo de contacto la
variable s, que representa la fraccion de superficie reemplazada con liquido fresco por
unidad de tiempo. Cuando la superficie se reemplaza a una velocidad alta (s /2/D >> I),
entonces la mayoria de la superficie es demasiado joven para haber sido penetrado y la

ecuacion (4.139) se reduce a la ecuacién de Danckwerts:

N=AcyDs = k=.Ds (142)

La segunda forma de la ecuacidn (142) equivale a lo deducido arriba en la ecuacion
(128). Cuando el cociente (s /2 /D) es pequefio, la mayoria de la superficie ha sido
penetrada y la ecuacién (140) se reduce a la formulacién de la ecuacién (132); la

superficie tiene el cardcter de una ldmina.
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4.4.3. Transferencia de calor en la interfase

Para resolver los balances de energia es necesario conocer la energia transferida por
conveccion. Esta se determina conociendo el coeficiente de transferencia de calor tal
como el gradiente de temperatura. Este gradiente de temperatura es la diferencia entre la
temperatura del liquido y de la interfase tal como la diferencia de temperatura entre

interfase y vapor.

Los coeficientes de transferencia de calor se determinan con la analogia de Chilton
Colburn entre transferencia de materia y de calor. Segun esta analogia los coeficientes

se determinan de la siguiente manera:

o’ =k'c!Le” (143)
at = kLc,fLe% (144)
siendo Le el valor adimensional Lewis definido por:
A’ (Sc)”
v 2~ |2
Le" =577 =\r (145)
At (SC)L
L__ 2~ _ |2t
Le” = Dici ot~ \pr (146)

Calculando asi los coeficientes de transferencia de calor hay que usar la media
aritmética sobre todos los coeficientes de transferencia de materia binarios y sobre todos

los coeficientes de difusion binarios
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4.5. Simbolos

Letra Descripcion Unidad
B elementos de la matriz invertida de coeficientes de difusién s/m?

c concentracion molar kmol/ m*
D’ coeficiente de difusion de Maxwell-Stefan m%/s

D coeficiente de difusion de Fick m?/s

E potencia transferida por la interfase W

G energia de Gibbs especifica kJ/kmol
H entalpia especifica kJ/kmol
J caudal difusivo por superficie kmol/s m?
k- coeficiente de difusiéon m/s

/ espesor de la ldmina mm

[M] matriz de derivadas de la linea de equilibrio mol/mol
M peso molar kg/kmol
n cantidad total de moles kmol

Ny numero Avogadro -

N flujo molar promedio por superficie kmol/s m?
N flujo molar por superficie kmol/s m?
p presién Pa

R constante de gases ideales kJ/kg K
s renovaciones de superficie por intervalo de tiempo /s

S entropia especifica kJ/kmol K
te tiempo de exposicion / de contacto s

T temperatura K

u velocidad de moléculas m/s

U energia interna kJ/kmol
[U] matriz unitaria -

14 volumen m’

w velocidad de vapor m/s




4. Fundamentos tedricos de transferencia de materia

97

Simbolos griegos

Letra Descripcion Unidad
o coeficiente de transferencia de calor ‘ W/m?’K
p coeficientes de matriz "bootstrap" ‘ -

14 actividad de liquido -

r factor termodindmico de correccién ‘ -

0 delta de "Kronecker" -

a4 diferencia -

A calor de evaporacién kJ/kmol
A calor de evaporacion relativo -

u potencial quimico kJ/kmol
n distancia adimensional -

v coeficiente de indicacién de tipo de transferencia -

@ fugacidad -

D factor adimensional de transferencia -

74 funcién de distribucion de superficie /s

c tensién superficial N/m

T volumenes de difusi6n (célculo del coeficiente de difusion) .

4 factor adimensional de transferencia -

= factor de correccidn de flujo -
Subindices

b bulk

e exposicién

i numero de componente (de 1 hasta M)

j numero de plato (de 1 hasta N+1 [calderin])

t total

Superindices
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vapor
liquido

equilibrio (se refiere a la parte de vapor en equilibrio)

o e

desequilibrio (se refiere a la parte de vapor que no esta en equilibrio)
indicacién para un valor por unidad de tiempo (1/sec)

I a la interfase

* condicion de operacion de flujo alto

- promedio

Nimeros adimensionales

Nu Nusselt: Nu= 2R,
A
ne
Pr Prandt!: Pr=—*~
A
Re Reynolds: Re = 2=t
2kR
Sh Sherwood:  Sh=—"2
D,;
Fo Fourier:; Fo= 1\;—
R
0
c A
Le Lewis: Le = x =
Pr Dc pP
Sc  Schmidt:  Sc=22
p

General

() vector

[] matriz

()T transpuesto
[U] matriz unitaria

ierfc funcién complementaria de error
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