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CAPITOL 6

EL PROBLEMA DEL PUNT DE CANVI

En aquest capitol s’introdueix el problema del punt de canvi per a seqiiencies de dades
normals, binaries i politomiques. Les técniques proposades seran utilitzades per resoldre
el problema de I’homogeneitat d’estil en un text literari, doncs permeten determinar si hi
ha algun canvi en les distribucions de variables que caracteritzen 1’estil, 1 localitzar el
punt on canvien.

6.1 El problema del punt de canvi

Es diu que una seqiiéncia de variables aleatories independents y;, v, . ¥, té un punt de
canvi a r*e {1,2,.n} si y; per ie {1,2,... r*} tenen per funci6é de distribucid F,(y),
mentre que y; per i € {r*+1,..,n! tenen per funcid6 de distribucid Fy(y), essent
F.(0)#F4(y). Tant el valor de »* com els parametres que descriuen les funcions de
distribucid F,(y) 1 Fy(y) en principi son desconeguts. D’aqui en endavant, i per a
simplificar la notacid, farem servir » en lloc de »* per denotar el punt de canvi.

Quan la variable en estudi és la caracteristica de qualitat d’un cert procés de produccio,
el canvi pot ser degut, per exemple, a un desajust sobtat del procés o a la introduccid
d’una nova partida de matéria prima. La deteccié6 d’un punt de canvi a I’estudi de
I’homogeneitat d’estil literari pot permetre descobrir canvis d’autor o d’€¢poca en la que
va ser escrit un text.

El problema de I’estimacié del punt de canvi ha sigut estudiat de forma extensiva en la
literatura. Per tal de determinar el valor de » en seqiiencies univariants s’han
desenvolupat estimadors tant paramétrics com no parametrics, tant en 1’aproximacid
classica, via metode maxim versemblant entre d’altres, com bayesiana. També s’han
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Capitol 6:El problema del punt de canvi

considerat extensions al problema per seqiiéncies multivariants, en els que, en la majoria
dels casos, s’assumeix que les variables tenen distribucions continues.

En el cas de variable continua, siguin f,(y) i fu(y) les densitats de probabilitat abans i
després de r, indexades pels parametres 6, 1 0, respectivament. En el cas de variable
discreta siguin les corresponents distribucions de probabilitat. Hinkley (1970) va
enfocar el problema considerant 1’estimacié maxim versemblant del punt de canvi en
una seqiiencia de variables continues, amb émfasi en el cas normal i canvi en la mitjana.
La funci6 de versemblanga del model proposat €s:

1(r.0,.0,) Hf(y,)]_[fd(y,

i=r+l

L’estimador maxim versemblant de r, 7, és I’enter positiu 7 que maximitza el logaritme
de la versemblanga, L(7,0,,0,), 1 que es defineix com a:

L(r0,.0,) Zlogf U+ logf,(7,).

i=r+l

sir=1,2,...,.n-1,1per
L(raeaaed): zlogfa(yz) .
i=l1

si» = n, o, dit d’una altra manera, si no hi ha canvi.

Hinkley (1970) va aplicar propietats dels random walks per derivar la distribucio
assimptotica dels estimadors maxim versemblants.

6.1.1 Seqiiencia de Normals

Sen 1 Srivastava (1975 a,b,c) mostren com per y; distribuida normalment amb varianga
unitaria, I’estadistic de ra¢ de versemblanca per contrastar la hipotesi nul-la de que no hi
ha canvi en front a I’alternativa de que si que n’hi ha és equivalent a:

1<
_I";yi n— rl;{yz

r 1 >

1 1 )2
—+
(r n—rj

1 estimen » com el valor » que fa maxim U,, mentre que si la varianca és desconeguda
perd constant, cal dividir I’estadistic per la varianga mostral. També demostren que U,
¢és equivalent I’estadistic ¢ usat per a testejar si hi ha diferéncies entre les mitjanes de les
observacions anteriors i posteriors al punt de canvi. Hawkins (1977) i Worsley (1979)
donen les distribucions exactes de I’estadistic quan la varianga és coneguda 1 quan ¢és
desconeguda. A la secci6 6.2 detallem la nostra aproximacio a aquest problema.

U
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6.1.2 Seqiiencia de binomials

Per a seqliencies de dades binaries independents Pettitt (1980) suggereix ’estadistic:

i)’f _iiyt
i=1 nio

per testejar la hipotesi de que no existeix canvi enfront a de que si que n’hi ha, i estima r
com el valor » que maximitza 7,’. Smith (1975) ddéna estimadors bayesians per
probabilitats a priori iguals per tots els potencials punts de canvi. Wolfe i Chen (1990)
proposen estimadors que son facils de calcular 1, en alguns casos, millors que els maxim
versemblants. Donada una seqiiencia de n variables aleatories Bernouilli matuament
independents, per a cada possible punt de canvi 7, I’estimador maxim versemblant de

A=my-1, €s:
- 8)510)

=\ =¥ =\ T

T =n

5

que correspon a la diferéncia de les mitjanes mostrals de les dues subseqiiéncies
formades per les observacions y;, y2 . Vr 1 Vit1, Vit2, ... Vn, r€spectivament. Un estimador
maxim versemblant del punt de canvi rés:

Foy = minfk : T, =max,.,, T} .

Observem que en tractar dades discretes, pot ser que el maxim de 7, es pugui donar en
més d’un valor de ». Wolfe i Chen (1990) defineixen ’estimador com 1’enter més petit
pel que es té el maxim 7,. Com que la varianga de 7,, per /< r <n-1, i donat un punt de
canvi r, és funcio de r, Wolfe 1 Chen (1990) consideren 1’estadistic modificat:

U =T r(n-r)/n,

que ¢és equivalent a I’estadistic ¢ usat en la comparaci6 de mitjanes per dades no
aparellades quan la varianga és 1, i igual a I’estadistic proposat per Sen i Srivastava
(1975a) per seqiiéncia de Normals. Estimen » com el valor » que maximitzi U,.

rWO = mlnr {k : Uk = maXISrSn—] Ur } :

Hinkley i Hinkley (1970) i Smith (1980) consideraren els estimadors maxim
versemblants 1 bayesians, respectivament, per a una seqiiéncia de variables aleatories
binomials independents, i Worsley (1983) dona estadistics de radé de versemblanga per
seqliencies binomials 1 Poisson. A la seccio 6.3 detallem la nostra aproximacio6 a aquest
problema.

6.1.3 Seqiiencia de multivariants

Problemes de punt de canvi per seqiiencies multivariants es donen en arees com ’estudi
de la proporcié de productes classificats com a correctes, lleugerament defectuosos i
defectuosos, 1’estudi del punt en el que una determinada politica comenga a tenir
impacte en indexs economics, o I’estudi del punt en que una determinada medicina
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comenga a fer efecte sobre un pacient en experiments clinics o el punt en el que hi ha un
canvi d’estil literari a partir de les proporcions de paraules de diferents llargades.

Srivastava i Worsley (1986) van estudiar els test de rad de versemblanga per canvis en
la mitjana de dades Normals multivariants i varen demostrar que el metode podia ser
utilitzat també per a obtenir tests aproximats per canvis en les probabilitats de les files
en taules de contingéncia i Booth i Smith (1982) proposen estimadors bayesians per a
seqiiéncies multivariants. Wolfe i Chen (1990) proposen estimadors del punt de canvi
per a seqiiencies multinomials mitjangant una aproximacié univariant al problema. A la
seccid 6.4 detallem la nostra aproximacido a I’estimacid6 d’un punt de canvi en
seqiiencies multinomials.

6.1.4 Més d’un punt de canvi

Vostrikova (1981) suggereix que es poden estimar un nombre indeterminat de punts de
canvi a través d’un procediment de segmentacid binaria: s’estima un punt de canvi en la
seqliencia 1, en cadascuna de les dues subseqiiéncies formades per les observacions
anteriors i posteriors a aquest, es busca per separat un nou punt de canvi. El procés es
repeteix fins que en cap subseqiiéncia es pot estimar un nou punt de canvi, per un
determinat nivell de significaci6. Demostra que pel cas multivariant aquest procediment
estima de forma consistent tots els punts de canvi en la seqiiéncia. A la seccid 6.5
detallem la nostra aproximaci6 al problema de deteccié de més d’un punt de canvi.

L’obtencid dels estimadors maxim versemblants és un problema d’optimitzacio, que en
el cas de la localitzaci6 del punt de canvi és d’optimitzacié entera. Proposem una
alternativa a I’optimitzacio, basada en 1’ajust de models, molt més intuitiva i de facil
aplicacid, 1 que s’adapta a I’estimacié d’un i de més d’un punt de canvi per a seqiiéncies
de Normals, binomials 1 multinomials.

6.2 Punt de canvi per seqiiéncia de Normals

Sigui y;, v2 .. y» una seqiiencia de variables aleatories independents normalment
distribuides. En I’estudi de I’homogeneitat del Tirant estudiarem el cas en el que canvia
el valor esperat, mentre que la varianca es manté constant, i I’aplicarem a la llargada
mitjana de paraula i als indexs de diversitat.

La funci6 de versemblanca per a una seqiiéncia de normals en la que a r la distribucid
passa de N(i,, (72) a N(g, 0'2), és:

) Lyi—n ) | EAT A
l(’”aﬂaaﬂd’az):(mj Hexp _E(J’, Gluaj Hlexp _E[yz J:Udj ’

i el seu logaritme:

1 r n
L(rs gty 124,07 )= —glog@”)—glogaz e (Z(yi — )+ D (v -y )2j~

i=1 i=r+l

L’estimador maxim versemblant de r és I’enter positiu » que maximitza L(7, t, ta, o ).
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6.2.1 Comparacio de mitjanes

L’objectiu de la comparacié de dues mitjanes és contrastar una hipotesi nul-la Hy: =g
en front d’una hipotesi alternativa H;: u, # 1y, on, a diferéncia del problema del punt de
canvi, u, 1 1y son les mitjanes de les dues poblacions perfectament definides. El métode
classic de resolucio del test es basa en les hipotesis de Normalitat de les mitjanes
mostrals, homogeneitat de variances, aleatorietat en les mostres i de independéncia entre
observacions, i consisteix en fer servir 1’estadistic ¢:

on y, 1y, son les dues mitjanes mostrals, n, 1 ngles grandaries de les dues mostres i s

la millor estimaci6 de la desviacio tipus poblacional, en el cas que o,°=0,":

\/(na ~1)s2 +(n, —1)s
S =

n,+n, —2

2

essent sa2 1 sdz les variances mostrals per a les dues mostres. Si la hipotesi nul-la és certa
i les hipotesis distribucionals acceptables, ’estadistic ¢ té& distribucid t-student amb
ngtng-2 graus de llibertat.

Una forma equivalent de resoldre el problema passa per 1’ajust d’un model de regressio
lineal simple, on les respostes son les y; 1 la variable explicativa és una variable
indicadora Ind;; que codifica el grup al que pertany una observacid, prenent valor
Ind;;=0 per a les observacions en la mostra a 1 valor Ind;;=1 per a les observacions en la
mostra d. El model lineal que s’ajustara, per minims quadrats, és:

v, |Ind, ~N(E(y, | Ind,)= B, + B, Ind . ,c”).

Observem que E(yi|Ind;i=0)=Lo=ua, 1 que E(vi|Ind;i=1)=py+pi=pa. Es pot comprovar
que si b; ¢és el pendent estimat per minims quadrats, b, =y_-y,, sg’= s’ 1, per tant,

Hy: Bi=0=p4 -1,
es pot contrastar fent:
R Piad F
5, 1 1
S - -
na nd

on sp; €s la desviacid tipus estimada per b;.

Quan no es pot considerar que 6,’=0,”=0", es pot ajustar el model
Vi [ Ind; ~ N(fB, + p, Indil’o-iz) .

ponderant les observacions proporcionalment a 1/o7".

En la seccio 6.2.2 proposem estimar el punt de canvi trobant per quina r la diferéncia
entre les mitjanes de les observacions /,2,...,r 1 r+1, ..., n és més gran.
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6.2.2 Estimacio del punt de canvi via regressio lineal

Proposem estimar el punt de canvi en una seqiiéncia de normals mitjangant 1’ajust de
n-1 models de regressid lineal simple del tipus:

Y| Ind; ~ N(E(yi |Ind[1): ﬂsr) ﬂ(r)]ndl(,r)a 2) (6.1)

on Ind\” és una variable indicadora que pren valor 0 per i=1,2,..,r i valor I per

i=r+1,...,n. L’ajust dels models es fa ponderant les observacions proporcionalment a la
inversa de la seva varianga.

Per estimar r, ajustem el model lineal (6.1) n-1 vegades, per / <r <n-1, 1 escollim el
valor de r que millor ajusta les dades, d’acord amb un criteri de bondat de 1’ajust
especificat. Nosaltres triem maximitzar I’estadistic /' de la taula ANOVA. Sigui F,
I’estadistic F obtingut per a r. Llavors 7 és estimat com:

N = maXlSrSn—l Fr’

Observem que F, és igual al quadrat de ’estadistic que fem servir per contrastar la
hipotesi que no hi ha diferéncia entre els dos grups en queé r divideix la seqiiéncia, quan
les dues poblacions tenen la mateixa varianca:

Es a dir, el que proposem és equivalent a fer les n-/ comparacions de les mitjanes de les
dues mostres formades per les observacions /,2,...r i r+1,..,n respectivament, per

1<r<n-1, a través del t-test classic per dades no aparellades. En aquest cas, doncs, 7, es
pot escriure com:

rN = maXlSrSn—l tr

Observem que 7, coincideix amb I’estimador maxim versemblant del punt de canvi i,
per tant:

A

Ty =Typy-

Per al model (6.1) de regressi6 lineal simple amb errors normals i1 varianga constant, la
funci6é de versemblanca per a totes les n observacions és:

]
\r, 5", B, 0% )= ex (—
5. 870) ooz T

1 el logaritme de la versemblanga és:

(r) (r) ()
o pmay )

L(r, o, 1(’),0'2):log O — B Ind(0)? .

o2z 20

Per a una r donada, el maxim de la versemblanca per A" :( o, 1’)),

L( é’), 1’),02 ), s’obté minimitzant 1’expressio:

\/_7;20'
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i per tant, per a una r donada, 1’estimador maxim versemblant per S :( o, 1’))
minimitza la suma de quadrats residual. Com que:

n

. 2., -y) =80,
F:S_T:i:I ,
s SO,

n—2

obtenir el model que fa maxim I’estadistic F, és equivalent a obtenir el model que fa
minima la suma de quadrats residual i que fa maxima la versemblancga. Per tant, també
estimem el punt de canvi, », com:

Fy =max., L(I’, ﬁ(r)),

on L(r, ,8 (")) és el logaritme de la versemblanga avaluat a r, i ,é ) ]’ estimador minim
quadratic i maxim versemblant, dels parametres del model.

Com a eina per a estimar el punt de canvi utilitzem el grafic amb ’evolucié la mesura
de qualitat de I’ajust (||, F, o L(r, L )) en funcié de r. Permet visualitzar el maxim
que correspon a I’estimador 7, del punt de canvi. La forma del grafic permet veure si el

maxim ¢és prou clar i definit, en el cas que existeixi un maxim identificable sense
ambigiiitats, 1 si existeixen altres possibles maxims locals que aportin claus a la
interpretaci6 de la frontera, com per exemple la possibilitat de que n’hi hagi més d’una.
Aquests grafics estan molt relacionats amb els profile log-likelihood.

\

150 —

100 —

F (i)

50

T T T T T
100 200 300 400 500

Capitol (r) Cap. 345-346 Cap. 371-372
Figura 6.1: Grafic de I’evoluci6 de F, en funcié de » per a I’estimaci6 del punt de canvi
en la seqiiencia de llargades mitjanes de paraula per capitol. El maxim de F; es
té per r=343.

o -

La figura 6.1 mostra el grafic I’evolucié de F, en funcié de r, per la seqiiéncia de
llargades mitjanes de paraula que s’estudiara en el capitol 8, quan » és el nombre de
capitols des del comencament del llibre fins a la frontera en estudi. L analisi del grafic
indica que:

e El maxim global de I’estadistic F, es troba en el capitol 345, que indica una
possible frontera d’estil en aquest punt.

e Fl maxim és clar i ben definit.

e Hi ha un maxim local per r=371.
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6.3 Punt de canvi per seqiiéncia de binomials

Suposem que la variable aleatoria pot prendre només un de dos possibles valors com,
per exemple, preséncia o abséncia d’un atribut, i sigui z; la probabilitat de que una
unitat presa a 1’atzar en la mostra i-¢ssima tingui aquest atribut. Si extraiem mostres
aleatories de N; observacions, el nombre d’unitats en les mostres que tenen aquest
atribut, y;, es distribueix segons una Binomial(N,, ;).

En I’estudi de I’homogeneitat del 7irant estimarem el punt de canvi en cadascuna de les
/=10 seqiiéncies de binomials formades per les proporcions d’ocurréncies de paraules
de j lletres, per j=1,2,...,10+ en el capitol 8, en totes les /=8 seqiiéncies de proporcions
de frases en cadascuna de les categories en que s’han classificat segons la seva llargada
en el capitol 9, i en cadascuna de les /=25 seqiiéncies de proporcions d’us de les
paraules més abundants en el capitol 11.

La seqiiéncia de binomials té un punt de canvi a r si z=mx, per i=1,2,...,r i m=m; per
i=r+1,...,n. La funci6 de versemblancga en aquest cas és:

lr7,,70)= H(]yv }r;* (-2 ﬁ(Nf ]ﬂ =y )
=1 i i=r+I\_ Vi

L’estimador maxim versemblant de » és ’enter positiu » que maximitza /(7, z,, ;). El
logaritme de la versemblanga es defineix com:

r

N.
Lz, = z[y,. log 7, +(, —yi>1og<1—na>+log( jj

i=1 Vi

n Ni
o 3 g, 00 gt -5, o
i=r+1 i

Quan la grandaria de la mostra és constant, N=N per a totes les mostres.

6.3.1 Comparacio de dues proporcions

Comparar dues proporcions consisteix en contrastar la hipotesi Hy.: 7,= x; en front d’una
hipotesi alternativa H;: m, # 7y, on 7, 1 7z sOn les probabilitats de que prenent una unitat
a ’atzar de les poblacions a i d perfectament definides, tingui ’atribut. Si es prenen
mostres de grandaria N; 1 s’hi compten y; unitats amb un determinat atribut, la proporcio
d’unitats que posseeixen aquest atribut,

¢és I’estimador maxim versemblant de la probabilitat 7.

Sigui y; una variable binomial(N, ;). La comparacid de proporcions es pot fer de forma
analoga a la comparacio de mitjanes, ajustant models lineals generalitzats:

yilInd,; ~ Binomial (N, m=g” (Bo+BiInd};))

on g(r; ) és la funci6 link. Les funcions /ink habituals per a ’analisi de dades binomials
que resolen aquest problema son:
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72.[
s

o logit: g(z,)= log1
.

o probit: g(z,)=®'(z,) on @' és la inversa de la funci6 de distribucio de la
Normal,

e complementary log-log: g(ﬂi): log[— log(1 —ﬁi)] que ¢és la inversa de la funcio
de distribucio6 del valor extrem.

El model a ajustar per a la comparacio de dues proporcions usant el /ink logit es:

exp(B + B Ind,)
1+ exp(ﬂ0 + ,B] Indli) '

Triar com a criteri el maximitzar el logaritme de la versemblanca és equivalent a
minimitzar la Devianca, D, definida com:

v, | Ind,, ~ Binomial[Ni,ﬂi =

D2 log{ Maxima  Versemblanca  del Model } .

Maxima  Versemblanca  del  Model Saturat

El model suposa que el valor estimat pel model saturat coincideix amb I’observat.
D’aquesta manera, la Deviang¢a per dades binomials queda:

D= —25{% log[Mj +(N, -, )M{WH :

i=1 i i — Vi

La Devian¢a juga en models lineals generalitzats el mateix paper que juga la suma de
quadrats residuals en models lineals amb errors Normals, i com a tal és molt util per a
seleccionar el millor model entre els que tenen el mateix nombre de parametres, com és
el nostre cas.

. . . . . e L, . 2
Un altre criteri d’ajust, consisteix en minimitzar 1’estadistic X~ de Pearson, que per la
binomial és:

» (y =N.# )
X2 — Z (yz . i IA)
i=1 Niﬂi(l _”t)
Aquest criteri és analeg a minimitzar la suma de quadrats ponderada, amb la diferéncia

que ara els pesos depenen dels parametres del model mentre que per la regressid per
dades normals no, i és equivalent a minimitzar la distancia y° definida a (5.3).

De forma analoga al que passa per la comparacié de dues mitjanes, 7m,-7,~0 ¢és
equivalent a que £;=0. El test de la ra¢ de versemblanga per contrastar aquesta hipotesi
fa servir I’estadistic:

Dy =Dy

F=— 11  _FOUN,+N,-2).
Dl
N,+N,-2
on D; 1 Dy son les Deviances per al model complet, amb £;20, i el model simplificat,

amb f;=0, respectivament, i on N, i N; son les grandaries de les dues mostres. Si
s’obtenen valors de F grans, relatius a la distribucié F(1,N,+Nz-2), hi ha evidéncies a
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favor de rebutjar H, i, per tant, que hi ha diferéncies entre les proporcions.
Assimptoticament X és equivalent a la Devianga i, per tant, pel que fa a la inferéncia
valen les mateixes consideracions.

Per mostres suficientment grans la distribucid binomial es pot aproximar per una
Normal. En aquest cas el test aproximat de comparacié dues proporcions, 7, 1 7, és el
mateix que es realitza per comparar dues mitjanes:

S’obtenen idéntics resultats ajustant models lineals:

v, 7,(-7,)
~\|Ind,, ~N|rn,=p, + 0, Ind,,, ————= |,
N. | li ( i ﬂO ﬂl li N J

i i

on y; és el nombre d’ocurréncies en la mostra i-€ssima i Ind;; és la variable indicadora
que pren valor 0 per ie a i valor [ per i€ d, assignant a les observacions pesos
proporcionals a I’invers de la seva varianga.

6.3.2 Estimacio del punt de canvi via regressio logistica

De forma analoga al cas Normal, proposem estimar el punt de canvi en una seqiliéncia
binomial, y,,,...y,, mitjancant I’ajust de n-/ models logistics del tipus:

exp(ﬂi” + ,Bl(’)lndl(i’))
1+ exp(ﬂi’) + ﬂl(r)lndl(i"))

v, ~ Binomial| N,,r, = , (6.2)
on N, és la grandaria de la mostra i Ind\” és la variable indicadora que pren valor 0 per

i=1,2,....,r i valor I per i=r+1,...,n. Comparem els n-/ models ajustats sota 1’estimacio
maxim versemblant dels seus parametres, i ens quedem aquell que maximitza

L(r, ﬂ(’) ) Es a dir, estimem » com a:

F,o= min{k : L(k, pe )= max,,., L(r,B(’) )} :

El que es proposa és equivalen a trobar el punt per el que la diferéncia entre les
proporcions per a les dues subseqiiéncies y;,va,...,Vr I Vr+1,...,Yn €8 més significativa.
Quan utilitzem una altra de les funcions links plantejades en I’apartat 6.3.1, els resultats
que s’obtenen, pel que fa a log-versemblanga i probabilitats estimades pel model
plantejat, son coincidents amb les obtingudes pel link logit. Observem, a més a més, que

com ja passava pel cas normal, 7, coincideix amb I’estimador maxim versemblant del
punt de canvi.

De manera analoga al cas normal en problemes d’estimacid del punt de canvi presentem
visualitzem amb el grafic de L(r,ﬂ(’)) en funci6 de r, i el maxim d’aquesta corba

correspon a I’estimador 7, del punt de canvi. El grafic de la figura 6.2 mostra I’evolucio

de L(r, p (’)) en funci6 de r, per la seqiiencia d’ocurréncies de paraules de 10 i més
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lletres, quan 7 és el nombre de capitols des del comencament del llibre fins a la frontera
en estudi. L’analisi del grafic indica que:

e Hi ha un maxim de I’estadistic L(r,B(")) en el capitol 345, que indica una
possible frontera d’estil en aquest punt.

¢ El maxim és tnic i esta definit sense ambigiiitats.

-46350 —

-46400 —

L10+(Beta)

-46450 —

-46500 —

T T T T T T
0 100 200 300 00 500

4
Capitol (r) Cap. 345

Figura 6.2: Evolucio de L(r, ,B (’)) en funcio de r per la seqiliéncia d’ocurréncies de paraules de
10 i més lletres en els capitols del Tirant. L estimacié del punt de canvi és 7, =345.

Quan I’aproximacié Normal és prou bona, també podriem estimar el punt de canvi en
una seqiliéncia binomial, y;,v>,...y,, mitjancant 1’ajust del model lineal:

yi r r r ﬂ-i 1_7z-i
VN (”i:ﬂé)—i_ﬁl()[ndl(i)ﬂ%j, (6.3)

i i

per r=1,2,..,n-1. L’ajust dels models s’hauria de fer ponderant les observacions
proporcionalment a la inversa de la seva varianga. En la practica, les probabilitats 7z; son
desconegudes, perd com que les diferéncies entre 7, i 7; son petites respecte de les
diferéncies entre les N; es pot suposar que els pesos sén proporcionals a N;.

Per estimar r, ajustem el model (6.3) n-/ vegades 1 prenem el valor de » que millor
ajusta les dades. Triant I’estadistic F' de la taula ANOVA, r és estimat com:

rNB = maXISrSn—l Fr .

6.4 Punt de canvi en seqiiencia de multinomials

Donada una seqiiencia y;i=(v1;,V2i,..... Vi) ~Mult(N;, m=(7;;, 702, ..., 71;)), pot haver-hi un punt,
r, en el que canvin les probabilitats que una unitat presa a 1’atzar sigui classificada en
algunes o en totes les categories, passant de yi~Mult(N; 7,=(714 20,..., W) @
Yi~Mult(Ny; 4= (714, 7024, -, 1)

En la tesi estimarem el punt de canvi per les seqiiéncies de multinomials formades per
les ocurrencies de paraules de k lletres, per k=1,2,...,10+, pels nombres de frases en
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cadascuna de les vuit categories en que s’han classificat segons la seva llargada, i pel
nombre d’ocurréncies de les 25 paraules més abundants.

L’estimador maxim versemblant del punt de canvi s’obté¢ maximitzant la funcidé de
versemblanca:

r N.! d N,!
_ it Vi e Vi ] Vi V2i Vi
Z(l’,ﬂ'a,ﬂ'd)—l |—' > 'ﬂ'la Ty LT I |—2 V25 SE I S
izl Y1+ VeV s Vit 2!

0, de forma equivalent, de maximitzar el logaritme de la versemblanga:

zlo [y |y y J+Z(y1,10g7f1a+ Yy logﬂ'la)
li 2i* li*

i=1 i=1
+ Z(yli logz,, +...+ y, 1Og7[ld)
i=r+l1
Els estimadors maxim versemblants de 7,1 7z son:

;yﬁ zy/l

L _lr+l

17,

S, SN,
i=1

i=r+1

7Z'ja—

6.4.1 Estimacio del punt de canvi per regressio politomica

Amb poques variacions, la metodologia de deteccidé del punt de canvi proposada a la
seccid 6.3.2 per a una seqiiencia de binomials pot ser adaptada per a respostes
multinomials, amb més de dues categories. Per a la metodologia d’ajust de models per
dades politomiques, veure McCullagh i Nelder (1983) o Hosmer i Lemeshow (1989).
L’estimacid del punt de canvi que s’obté és la mateixa que pel metode de la maxima
versemblanca.

Per respostes multinomials, hi ha una extensié natural del model (6.2). Fent servir la
funcid link logit multinomial tenim:

g(”i): (gz(”i)s"'-agl(”i))’

on.
T i
g,(m)= log(—’J )+ B Ind (6.4)
Ty

per j=2,...,1. Prenent com a referéncia la categoria / i per a una r donada, podem
modelar y; ajustant el model (6.4) pel metode de la maxima versemblanga.

Recordem que Ind;” és una variable indicadora que pren valor 0 per les mostres
1,2,...,r 1 valor I per les mostres r+1/,....n. Observem que aquest model té 2x(l-1)
parametres, S =F s By s B B3 s (’)) 1 que el link logit multinomial és una
generalitzaci6 de la funcio link logit emprada per dades binomials.

El model logistic per respostes binaries €s un cas particular de (6.4), en el que /=2 i on,
per tant, m;=1-7;;.
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Comparem els n-/ models ajustats sota I’estimacié maxim versemblant dels seus
parametres, i ens quedem aquell que maximitza L(r, £ ) Es a dir, estimem » com a:

7y = minfe: Lk, B9 )= max,.,.,., Ll 3 )

La funci6 de versemblanga condicional del model per a una mostra de n observacions
independents és:

I(r, ) = Hﬂ'l (Ind " (i) 7, (Ind P (i) .., (Ind (i) .

Prenent el logaritme de la versemblanga, aprofitant el fet que:

I !
2yi=N,. ique Ym, =
J=1 J=1

per a totes les i=1,2,...,n, 1 prenent la categoria / com a referéncia, la log-versemblanca
a maximitzar queda:

L(I",[B(r)) Z(Zyﬂ( (r) (r)lnd(r)) ln(l N Z ﬁ(r)+ﬁ](7)111d(;) ]\J ,

que ¢s la mateixa que haviem obtingut per I’estimador maxim versemblant. Per tant, el
valor estimat per a » amb aquest metode coincideix amb [’estimador maxim
versemblant.

Hem pres la categoria / com a referéncia, i modelem el logaritme de la relacio6 entre les
probabilitats de les j-I categories 1 la de referéncia per a r=1,2,...,n-1. S’obtenen
resultats ideéntics, pel que fa al logaritme de la versemblanca, prenent qualsevol altre
categoria com a referéncia.

Un altre criteri d’ajust dels models lineals generalitzats, tal i com s’ha descrit en la
seccid 6.3.1, consisteix en minimitzar 1’estadistic X° de Pearson, que per la multinomial
és equivalent a la distancia y*:

i=l j=1 _/,
Com haviem fet per dades binaries, presentarem els resultats a través del grafic de
L(r, ,B(’)) en funci6 de r. El grafic permet visualitzar el maxim, que correspon a

I’estimador 7,, del punt de canvi, pel que tornen a valer totes les consideracions fetes
anteriorment.
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6.4.2 Aproximacio univariant al cas multinomial

Quan no es disposa de mitjans computacionals que permeten ajustar models politomics,
es pot tractar el model multinomial mitjan¢ant aproximacions univariades, considerant
[-1 seqiieéncies de binomials.

Partint del fet que per a una categoria j donada, y;; té una distribucid binomial(N;, 7;,) per
i=1,2,... r, 1 binomial(N; my) per i=r+1,...n, 1 suposant que hi ha com a maxim un punt
de canvi a r, Wolfe 1 Chen (1990) considerant els estadistics:

1 [r(n—r) & Vi — Vi
w.. B =.— ——» |,
" &\/ n [i;xn—r) Z r

per a una seqiiéncia de multinomials amb N constant. Proposen estimar  a través de:
W, (65)

J(r)
} (6.6)

A N v (6.7)
iy =mingk : sz(k) = maXlSrén—lej’(r) .
J=1 j=1

Arriben a la conclusié que 7,, és la millor estimacié quan no hi ha gaire diferencia

Py = mm{k Wy, =max,. ., max_

/ !
o =il S = S
j=1 /=

entre les components de 7, 1 77z 0 be quan cap de les components de 7, 1 7z és molt
petita. L estimador maxim versemblant, pel contrari, és el millor quan cap de les dues
condicions anteriors s’acompleix.

Proposem, com a aproximacié a 1’estimacié del punt de canvi en una seqiiencia de
multinomials, adaptar les propostes de Wolfe 1 Chen ajustant models logistics (6.2) per
a cadascuna de les / categories, 1 substituir a (6.5), (6.6) i (6.7) W4, perL; (r, ,B(”), el

maxim del logaritme de la versemblanga per al model ajustat per a la categoria j-€ssima
i per a una » donada. Els tres estimadors de » que proposem son:

Py = min{k 1Ly (k’ﬁ(k)): max,,., max, 4 Lj (’”né(r) )}, (6.8)
Pas = min{k : Zl: L, (k, ,é(") )= max,.,.., ZZ: L, (7”, ﬁm )}, (6.9)
J=1 Jj=1
I . ! A
Fugs = min{k L (k, i ) =min,,., ) L] (r, B )}, (6.10)
Jj=1 Jj=1

on A" :( B s BB s ,(1’)) son els estimadors maxim versemblants dels

parametres del model.

Les expressions (6.7) 1 (6.10) no coincideixen perque, mentrAe el valor de W, és sempre
ositiu, el maxim del logaritme de la versemblanca, L (r, 5" ), és negatiu. L’analeg a

p g ¢a, L; g g

obtenir el maxim de L, (r, B (’)) és trobar el minim de L (r, B )
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Els estadistics que proposem en aquest cas s’assemblen molt als de Wolfe i Chen.
Tenen, pero, 1’avantatge de ser aplicables també quan les grandaries de mostra, N;, no
son constants.

Com haviem en tots els casos anteriors, podem visualitzar els resultats a través del
grafic de ’estadistic a maximitzar en funcié de r. Per exemple, per visualitzar 7,,,

!
busquem el maxim en el grafic de ZL ; (r,ﬁ (”) en funcié de r. Per aquests grafics
j=1
valen totes les consideracions fetes anteriorment.

6.5 Estimacio de més d’un punt de canvi

Fins a aquest punt hem suposat que hi ha un sol punt de canvi en una seqiiéncia, tant per
dades normals, com binaries o politomiques. El métode proposat té una extensid natural
quan la seqiliencia analitzada té més d’un punt de canvi.

Sigui la sequen01a Y1 Y2, ... Yn, ON les y; son independents. Hi haura p-/ punts de canvi
localitzats a r;", rs... ,rp.s e{] 2,...n} si per iefl,2,...r;"} y: tenen per funci6 de
distribuci6 F;(y), per ZE{I"] 1. } tenen una funcid de distribucid F>(y), 1 aixi
successivament fins a y; per i €{r,. 1*+1,..., n} tenen una funcioé de distribuci6 F,(y), amb
Fi(0)#F2(y), Fo(0)#F3(), ... Fpi(y)#Fy(y). Els valors de ri’, per k=1,...p-1 i els
parametres que descriuen les funcions de distribucié Fy(y), &, son desconeguts.

El logaritme de la versemblanga, pel cas general és:

Ltsesry 110,506, ) = Zlogﬁ(y)+zlogfz(y)+ + Zlogf )5

i=n+l1 o1l

on, fi(y) son les p densitats de probabilitat o les distribucions de probabilitat en el cas de
variable continua o discreta, respectivament.

En I’apartat 6.5.1 es repassa la comparacié de més de dues mitjanes o proporcions, i en
el 6.5.2 s’exemplificara una manera d’estimar els p-/ punts de canvi sobre el cas d’una
seqliencia de dades binomials.

6.5.1 Comparacio de més de dues mitjanes o proporcions

De forma analoga a com s’havia fet per a la comparacié de 2 mitjanes, una manera de
comparar p mitjanes, quan les p poblacions estan perfectament definides, es basa en
I’ajust de models de regressio lineal, on les respostes son les y;, 1 les p-1 variables
explicatives son variables indicadores /nd); que codifiquen el grup al que pertany una
observacid, prenent valor Indy,=1I per a les observacions en la mostra k-¢ssima i 0
altrament, per k=1,...,p-1. S ajusta el model lineal:

yillndy ~ N (By+Bilnd,i+....+foiInd,. 1, 67), independents.

Quan Var(vi|Indy)=0; no és constant, perd es manté la independéncia, s’ajusta aquest
model per minims quadrats ponderats, amb pesos w=C/oy. La interpretacid dels
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parametres del model és analoga a la vista per la comparacio de dues mitjanes: =g, 1
Be=w-1, per k=1,...p-1. Per tant, comprovar la hipotesi de que totes les mitjanes
poblacionals son iguals €s el mateix que provar la hipotesi que el vertader model és:

yillndi ~ N (o, 07) .

L’estadistic F' de la taula ANOVA permet avaluar si es tenen evideéncies per rebutjar
aquesta hipotesi.

De forma analoga, es pot realitzar la comparacio de p proporcions. Es vol contrastar la
hipotesi de que les proporcions 7 son iguals, per k=1,...,p, en front a I’alternativa de
que al menys una no ho és. S’ajusta el model amb p-/ variables indicadores:

v, |Ind,; ~ Binomial(Nl.,ﬂl. =g (B, + B Ind, +...+ﬁp_1]ndp_”)),

que amb el link logit queda com:

v, |Ind, ~ Binomial[Nl_,ﬂl. =

exp(ﬁ0 +p Ind; +...+ ﬁp_llndp_li)
L+explB, +f Ind, +..+ B, Ind )|

De forma analoga al que passa per la comparacio de dues proporcions:
H().‘ T =7=. .=

¢és equivalent a:

H().' ,8] :ﬂg =...=ﬂp_1=0.

6.5.2 Estimacio de més d’un punt de canvi per seqiiéncia de binomials

Sigui la seqiiéncia y;, v, .. vu, on les y; son independents distribuides segons la binomial
1 on hi ha p-1 punts de canvi a r=(7,,7,,...,rp.;). El logaritme de la versemblanca és:

n

N.
L(l’i,...,l"p_l,ﬂ'l,...,ﬂ'p)= Z(yl. logz, + (Nl. —yl.)log(l —711)+ log( IJJ +

i=1 Vi

7y N
+ Z (yi logz, + (N, —yl.)log(l—frz)+log( ljj+...+
Vi

i=r+l1

Py (yilogzrp+(Ni— yi)log(l—ﬂp)+log(Ni]].

i=r,+1 y[
L’estimador maxim versemblant de 7 s’obté maximitzant el logaritme de la versemblanga.

Si el nombre de punts de canvi, p-/, és conegut, un metode d’estimacié de les
localitzacions consisteix en ajustar models lineals, prenent y; com a resposta, i com a
explicatives les variables indicadores Indk,-(r) per k=1,2,...,p-1. Assumint independéncia
entre observacions, el model lineal que usarem és:

" o g, 1) ) 1, 70)
exp(,B0 +ﬂl Ind,, +...+,8p_llndp_li)

: 6.11
L+exp(8” + B7Ind ) +...+ B Ind " )J (6.11)

p-li

V; ~ Binomial(Nl.,ﬂ'i =

El nombre de punts de canvi, p-1, esta limitat pel nombre d’observacions, 7.

64



Capitol 6:El problema del punt de canvi

Per estimar r=(r;, r,... ,rp.;) ajustem el model (6.11) per totes les combinacions de
valors de 7y tals que /<r<n-11 ry >ry;, 1 prenem r que millor ajusta les dades, d’acord
amb un criteri de bondat de I’ajust especificat. Nosaltres triem maximitzar el maxim del
logaritme de la versemblanga. D’aquesta manera 7 és estimat com:

N 2 (r)
er = max 1<r<n-1 L(”', ﬁ )’

Si abans de comengar 1’analisi el nombre de punts de canvi no és conegut, es poden fer
servir les técniques d’obtencid de la millor equacié de regressié, comprovant quines
variables indicadores tenen coeficients significatius, que son les que marquen els punts
de canvi existents, i quines tenen coeficients no significatius. Es pot simplificar la
metodologia fixant p,,..-1, el nombre maxim de punts de canvi, i obtenir estimacions de
r=(ry,ry,...,rp.;), per p=2,...Pmax, 1 comparar els p,.-I models obtinguts amb les
tecniques classiques de regressio multiple. El millor model ens donara I’estimacio del
nombre de punts de canvi i llur localitzacio.

Aquest metode es pot generalitzar per totes les distribucions tractades:

e Seqiiéncies univariants de variables Normals: fent servir la regressio lineal
multiple, amb p-/ variables indicadores com a explicatives

e Seqiiencies univariants de variables binomials: fent servir la regressio per dades
binaries amb p-/ variables indicadores com a explicatives

e Seqiiéncies multinomials: fent servir, per la regressid politbmica amb p-/
variables indicadores com a explicatives, o emprant alguna de les aproximacions
univariants al problema multinomial, també amb p-/ variables indicadores com
a regressores.

En el cas de més d’un punt de canvi, la representaci6 grafica de 1’estadistic a optimitzar
(sigui la F, per dades Normals, o el maxim del logaritme de la versemblanga) en funcié
de » només es pot fer en el cas de 2 punts de canvi. En aquest cas, proposem representar
la superficie a través de les seves corbes de nivell. La figura 6.3 mostra un exemple en
el que es busquen dos punts de canvi per a I’index de Simpson, en el que s’han ajustat
models per a dades Normals. Nosaltres buscarem més d’un punt de canvi només per
seqiiencies de dades continues.

Contour Plot of F(Simpson -D)
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Figura 6.3: Corbes de nivell per a I’estadistic F, de la taula ANOVA, obtinguts en ajustar els
models per estimar la localitzacio de 2 punts de canvi r=(r;, r»). La seqiiéncia que
s’ha analitzat ¢és la de I’index de Simpson, emprat per estudiar la diversitat de ’estil,
en els 396 blocs de 1000 paraules consecutives en que s’ha dividit el Tirant.
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6.6 Conclusions

Els metodes emprats per a I’estimacio de p-/punts de canvi, amb p=>2, basats en 1’ajust
de models en els que les respostes, y;, son les observacions en la seqiiéncia, i p-/
variables indicadores com a explicatives, i prendre el model que millor ajusta les dades,
combinat amb 1’Gs del grafic que representa 1’evolucié de estadistics de bondat de
I’ajust (log-versemblancga o F), presenta notables avantatges respecte als metodes basats
en estimadors maxim-versemblants o en els estimadors proposats per Wolfe i Chen
(1990). Els podem resumir en que:

e ¢l métode és senzill d’aplicar,

e ¢l metode grafic permet apreciar si el punt de canvi és distingible, si hi ha
ambigiiitats, si hi ha altres possibles maxims que indueixin a pensar en que pot
haver-hi una regi6 frontera en lloc d’un punt de canvi o, fins i tot, si hi ha més
d’un punt de canvi,

e t¢ una extensio natural per a detectar més de un punt de canvi,

el metode és valid per moltes distribucions diferents. Només cal trobar el model que
millor ajusti la distribuci6 de les dades,

I’extensid del cas univariant al multivariant és molt natural i senzilla.
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