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INTRODUCCION:

Esta memoria pretende'contribuir al estudio de las sin-
~gularidades de los,gérmenes de curva alabeada en los tres as-
pectos siguientes:

(A) Propiedades de los gé&rmenes de curva que quedani
determinadas por una de sus truncaciones.

(B) Existencia de esquemas gue parametrizan gérmenes
de curva, o truncaciones de gérmenes, con ciertos
invariantes prefijados.

(C) NGmero de ecuaciones requeridas por un germen de
curva y su relacién con las propiedades del ger-

men.

. En la presente memoria k seri un cuerpo algebraicamen-
te cerrado y de caracteristica céro, RN el anillo de seriés
formales k“Xl’°°"XN” y (kN,o) el esquema Spec(RN)o
Un germen de curva de (kN,o) es un subesquema cerrado
de (kN,o), unidimensional y de Cohen-Macaulay. Si X=Spec(RQ/;)
es un germen de curva, la truncacién n-&sima de X seré el-es—' |

quema cero-dimensional Xn = Spec(RQ/&+ Xl,..a,XN)n>.

En lo referente a las cuestiones del tipo (a), el resul-
tado m&s notable es el "Teorema de Truncacién" (Capitulo II,teo-
rema 2.2). En &1 se establece la existencia de una funcibn
W=[N———~% ﬂJ tal que, fijado §, el tipo analitico de cualquier
éermen de curva X de orden de singularidad no superioxr a S,es-

td determinado por cualquiera de sus truncaciones X, con n;?w(g).



Como corolario del resultado anterior obtenemos el "Teo-
rema de Truncacién Efectiva" (Capitulo II, teorema 2.7): sea
X=Spec(kflxl, o4 X3'L//i) un germen de curva reducida de
(k”,0) con orden de singularidad menor o igualvque 8, y A una
matriz, con coeficiente de kl‘xl; X, X3H y dimensiones v x(v-1),
cuyos menores maximales engendren I. Para todo nj;w(g) el ideal
J engendrado por los menores maximales de la matriz B, obteni-
da truncando médulo n los coeficientes de A, es analiticamente

equivalente a I.

Acerca de las cuestiones del tipo (B), se ha construido

un esquema H que parametriza, en el sentido de "modu-

N,p(T)
1i" (ver NEW chap 1,§2), los gérmenes de curva de (kN,o) con
polinomio de Hilbert-Samuel fijado p(T). El esquema HN,p(T)
se llamard "esquema de Hilbert de los gérmenes de curva de
(kN,o) con polinomio de Hilbert-Samuel p(T)“.

El concepto de familia que se utiliza es una debilita-
cidn del de familia normalmente plana (Capfitulo IV prop.1.6).
En la seccidn 5 del capitulo IV se prueba la existencia de un
esquema que parametriza los gérmenes de curva de (kN,o) con
funcidén de Hilbert-Samuel fijada considerando familias normal-
mente planas (prop. 5.1).

En el capitulo V (prop. 1.4) se demuestra la existencia

de conjuntos constructibles CH 1 que parametrizan las

p(T),8,n+
truncaciones n+l-ésimas de los gérmenes de curva reducida de
(k3,o) con orden de singularidad menor o igual que}fy polino-
mio de Hilbert-Samuel p(T). En conexién con ello hemos intro-
ducido variedades Eg’q que parametrizan las matrices z con

coeficientes polinomios pertenecientes a k Xqs XorXq de gra-

do no superior a n, de dimensiones q x (g-1) y cuyos menores
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maximales engendran un ideal I(z) que define un germen de cur-

X, ,X
va X(z) = Spec(knxl' 27 3” ‘ )' reducida de (k3,o) con or-
I(z)

den de singularidad menor o igual<muag(Capitulo V,seccién 1).
En la construccidn de E%'q juega un papel importante el

teorema de truncacidn efectiva (Capitulo III, teorema 2.7).

Finalmente, en lo que se refiere a las cuestiones del
tipo (C) se ha obtenido una cota inmejorable,en funcién de la
multiplicidad, del nfimero de ecuaciones requeridas por un subes-
quemna Cohen-Macaulay de codimensién dos de (kN,o) (Capitulo IV,
teorema 2.4). Los esquemas que requieren v ecuaciones y que al-
canzan dicha cota se llamarén v-extremales.

En el teorema 2.13 del capitulo V se han caracterizado
los esquemas v-extremales en términos de los dos primeros coe-
ficientes de su polinomio de Hilbert-Samuel. Una de las conse-
cuencias del anterior resultado es que los subesquemas Cohen-
Macaulay de codimensién dos de (kn,o) que tienen polinomio de
Hilbert-Samuel de la forma

1 T+N-2 1 T+N=3
p(T) =—5— v(v=1) - =5 v(v=1l) (v=-2) v +
N=-2 N+3

+ términos de grado inferior p
son v-extremales y su funcién de Hilbert-Samuel queda completa-
mente determinada.
Como aplicacién al caso de g&rmenes de curva, de la ca-
racterizacién de los esquemas v-extremales, se obtiene gue un

~germen de curva es v-extremal si y s6lo si su polinomio de Hil-

bert-Samuel es Py (T) =—%— v(v=1) T—_%— v(v=1) (v=3) .

En la variedad E n,q se han considerado las subvarieda-



des cerradas NGV' formadas por los puntos zé'-Eré'q tales qué
el esquema requiera méds de v-1 ecuaciones.Se ha probado que

' de tal ma-

el conjunto NGv es una estratificacién de E%
nera que NGV+l es el lugar singular de NGv (Capitulo V prop.5.1).
Se ha establecido la existencia de abiertos no vacios
Z\',CZNGV de modo que para todo z eZG el esquema X(z) es v-extre-

mal, tiene orden de singularidad-%—v(v—l)(v-2) Yy presenta en el
origen una singularidad ordinaria (Capitulo V,prop.2,7).

Como consecuencia de los resultados anteriores (Capitulo V,
prop. 2.14) el conjunto de puntos zeEEg'q tales que el es-
gquema X(z) tiene polinomio igual a p(T) es un abierto denso de

NGV.Este resultado nos permite probar que CH es

pv(T) 151n+1

irreducible y calcular su dimensibén (Capitulo V, teorema 3.2).-
Presentados los resultados m&s notables, pasamos a des-
cribir el contenido de los cinco capitulos y tres apéndices de

que consta la memoria.

Capitulo I: Preliminares. Este capitulo no contiene materia

original, las definiciones y resultados citados lo son en orden
a fijar nomenclaturas y notaciones y facilitar la referencia.Se
- . 7z :

incluye la demostracién de los resultados que no son facilmente

accesibles y la de aquellos que han sufrido alguna modificacidn.

Capitulo II: Variacibn del orden de singularidad por proyeccién.

El objeto de este capitulo es probar el teorema 3.5 que
establece una cota superior del orden de singularidad de la pro-
yeccidn plana gen&rica de un germen en términos de su orden de

singularidad. Para ello, en primer lugar, se ha acotado superior-
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mente la ﬁériacién por proyeccidn, por un lado del orden de
singularidad de una rama (teorema 2;5) y por otro del contac-
to entre ramas (teorema 3.4); El teorema se sigue utilizando
la férmula (Cép.I prop.1;3(i)) que relaciona el orden de sin-
~gularidad de un germen con el orden de singularidad de sus ra-

mas y el contacto entre ellas.

Capitulo III: Teorema de Truncacidn.

El resultado central de este capitulo es el "Teorema de
Truncacién" (teorema 2.2). |

La cota del orden de singularidad de la proyeccién pla-
na de un germen de (kN,o) en términos de su orden de singulari=
~dad, dada en el capitulo II, permite reducir la demostracidn
del teorema de truncacidn al caso plano, que a su vez se obtie-
ne de un resultado de Samuel (SAM~2 6 NOB-1 corolario 2.6). Co-
mo corolario se obtiene el "Teorema de Truncacibn Efectiva”
(teorema 2.7).

La relacibén del teorema de truncacién con resultados si-
milares de Samuel e Hironaka-Rossi se trata al final del capi-

tulo (seccidn 3).

Capitulo IV: Construccién del esquema de Hilbert de los gérme-

nes de curva de(kN,o) con polinomio de Hilbert-Sa-

muel fijado.

En la primera seccidn se introduce el concepto de "fami-
lia de g&rmenes de curva (kN,o) con polinomio de Hilbert-Samuel
p(T)" ; se demuestra que las familias son planas (prop.l1.3) y
que el concepto de familia es una debilitacibén del de platitud

normal (prop.l.6).Asimismo se define el functor contravariante



H oy, p(r) * AFF —> SET,

entre las categorias de k-esquemas afines de ripo finito y
de conjuntos, que a todo k—-esquema S le hace corresponder el

conjunto H (S) de las familias de base S de gérmenes de

N,p(T)
curvas de (kN,o) con polinomio de Hilbert-Samuel p(T).
En la seccibn tercera se construye el esquema HN p(T)
4
que se obtiene como limite proyectivo de k-esquemas de tipo

finito, el cual representa al functor Este esquema

Hey,p(m) *
es el "esquema de Hilbert de los gérmenes de curva de (kN,o)
con polinomio de Hilbert~Samuel p(T)". A continuacibén se des-

cribe el espacio tangente de H en un punto racional (sec-

N,p(T)
cién 4 proposicién 4.2).

El capitulo finaliza con la construccién de un esquema
que parametriza los gérmenes de curva de (kN,o) con funcibn de
Hilbert-Samuel fijada considerando, esta vez, familias normal-
mente planas (secci6én 5 proposicién 5.1).

Capitulo V: Sobre los gérmenes de curva de (k3,o)

En este capitulo se estudian los gérmenes de curva de

(k3,o) y los conjuntos constructibles que parametrizan sus trun-

) .

caciones (i.e. CHp(T),B,n+l

Los ideales Ic:k[lxl, X2, X3“ que definen gérmenes de
curva de (k3,o) son determinantes (ver Ap.II). Esto nos ha per-

oy . . . , n
mitido, en la primera se¢016n,constru1r las variedades Eg’q ,NGV

y los conjuntos constructibles CH citados al comien=-

p(T) ,§,n+l *
zo de la introduccién.Asi mismo se han introducido la subvarie-

dad %g'q de EY'?  formada por losruntos z tales que el po-
P (T)

vi



linomio de Hilbert-Samuel de X(z) sea igual a p(T), y se ha

definido un morfismo eshaustivo g entre g?r4d y CH
§p(T) p(T),§,n+1

Para los resultados obtenidos en la segunda seccién ver
las cuestiones del tipo (C).

La dimensidn de CHpv(T),g,n+l se ha calculado de dos‘

formas:

(a) Dando una descripcién explicita de las fibras del
morfismo g y aplicando el teorema de la dimensibn
de las fibras.

(b) Aplicando los resultados de la seccién segunda.

En la memoria se ha incluido la segunda(seccibn tercera).

La memoria finaliza con tres apéndices donde se han in=-
cluido resultados conocidos,para mayor comodidad del lector,

(apéndice II) &6 resultados auxiliares (apéndices I y II).

Quiero agradecer a Dr.Eduardo Casas el haber dirigido
este trabajo; al Dr.Sebastién Xamb6 el apoyo que siempre me
ha dado y a Rosa Ma. el afecto y comprensién que de ella he
recibido durante estos Gltimos anos.

Finalmente quiero agradecer a Isabel la paciencia que

ha tenido al mecanografiar gran parte de esta memoria.
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CAPITULO I: PRELIMINARES

En este capitulo daremos las definiciones de los con-
ceptos que seré&n utilizados a lo largo de la presente memo-
ria, asf como sus pfopiedades fundamentales.Se incluye la
demostracidn de los resultados que no son facilmente acce-
sibles y la de aquellos que han sufrido alguna modificacién.

A lo largo de toda la memoria k serd un cuerpo alge-
braicamerite cerrado y de caracteristica cero.Denotaremos
por Ry el anillo de series formales k”X1’°‘°’XN”’ Sy el ani-

llo k$xl"°°’XNl y por PN el anillo de polinomios
(Xyrees ' Xy)

k‘xl,...,x ;en los tres casos anteriores M serd el ideal

]

maximal engendrado por XipeooX .S8i no hay peligro de confu-

N
sién se omitird el subindice N.
Para todo ny o R_ ser& el cociente 3/&n y b(n)=(N+n-f)
> n N
su dimensifn como k=-espacio vectorial.’

Denotaremos por Id(N) el conjuntb de ideales de Ry ta-
les que RN/é sea unidimensional y Cohen-Macaulay.

Llamaremos germen de curva de (kN,o)=Spec( RN) un
k-esquema (X,o0) definido por una k-&lgebra BE', gque denota-
remos por G%X,o) , donde I €Id(N).Si ademds I es radical el
germen lo ser& de curva reducida.

Un germen de curva reducida es irreducible si el ideal
que lo define es primo,en este caso el germen se denomina

rama de (kN,o). Si I es el ideal de un germen de curva re-

ducida (X,0), vy
I= py1 N eo e VP,

es la descomposicién primaria del ideal I,los ideales p; de-



finen ramas de (kN,o) que reciben el nombre de ramas de (X,o0).
Si m es el ideal maximal de @(X,o) el k-espacio vecto-
rial T/gé se denomina espacio tangente de Zariski de (X,o0),
y a su dimensién sobre k dimensién de inmersién de (X,0) que
denotaremos por el embd(X,0). Si embd(X,0) £ 2 diremos que
(X,0) es un germen de curva plana.
Al anillo cg(x,o) se le asocia una funcién,llamada de
Hilbert-Samuel, FHS:N—>N definida por
FHS(n)= dimk( m(X,o)
ME
Es bien conocido (ver p.e. SE-2 cap.II(pég.zs) Th.3) que exis-
te un polinomio PHS, llamado asimismo de Hilbert-Samuel, tal

que para valores de n suficientemente grandes
PHS(n) = FHS(n)

El grado del polinomio PHS es igual a la dimensifn del

anillo (ver SE-2 cap.III(p&g.7) Th 1), en el caso que

(X,0)
centra nuestro interé&s el polinomio de Hilbert-Samuel tiene

grado uno, y puede escribirse
PHS(n) = en - p

Se dice que e es la multiplicidad de (X,0) v p es el nfimero
de reduccidn de (X,o0).

Es sabido (ver KI) que se verifican las desigualdades

e-15 f§ e (c—za-l)

Un germen de curva de (kN,o) se dice no singular si e=l1,
lo que equivale a embd(X,0)=1, en caso contrario se llama sin-
gular.

Denotaremos por tot.QgX o) el anillo total de fracciones
’

d
e Ux,o0) Y POr é%x,o)la clausura entera de @%X'O)en totcleo)

2



Se llama orden de singularidad des (X,o0) al ntmero
Q(X,o)

o(X,0)= dim
Ox,0)

k

Es bien conocido que §(X,0)= o equivale a que (X,0) sea no sin-
gular.
SeanS§rgﬂT)= eT—f un nGmero natural y un polinomio de
grado uno respectivamente.Denotaremos por Id(N, & ) el subcon-
junto de Id(N) formado por los ideales I tales que E/; sea re-
ducido y el orden de singularidad de Spec(%/;)sea menor o igual
<mua$, Id(N,p(T)) el subconjunto de Id(N) formado por los idea-
les I tales que el polinomio de Hilbert-Samuel de E/; sea igual
a p(T), finalmente Id(N, § ,p(T)) la interseccién Id(N, S)nIa(N,p(T)).
Dado que la extensién czx,o)c'éax,o) es finita es no nulo

el conductorﬂzade la extensién:

T - { X€ Ca(X,O)

observemos que t?es un ideal no nulo de 67

¥ Yix,0) c é(oX,o) }
y de (p

(X,0) (X,0)’

y tiene sentido definir
o

(X,0)

(o4

c(X,0) = dimk

l.1.Proposién: (ver SE-1 cap IV n°ll prop.7) Si (X,0) es un ger-

men de curva reducido y singular, se tiene
8(x,00+ 1¢ cl(X,00€ 2 8(X,0)

La igualdad e¢(X,0)= 2.5XX,0) se verifica sif s6lo si el anillo

@(X,o) es Gorenstein (i.e. Ext ]J;(k , @(X,o))=l )

Definicién: Sio(y(_l, son dos ramas distintas de (kN,o) defini-

das por ideales I e J, entonces se define



(o(./!.) =dimk(-—f~%———-)

El nfimero (o(./&) es finito al ser I # J.

Sea V una variedad no singular y 0 €V un punto.Conside-
remos la explosidén (blow up) de V en O:

]Tl : e A

Los puntos del divisor excepcional de ﬂ1 ’ i.e.ﬂi_l(O), se de-
nominan puntos del primer entorno de O en V. Por recurrencia
se definen los puntos del i-&simo entorno de O en V como los
puntos de primer entorno de un punto del (i-1)-&simo entorno
de O en V. Los puhtos definidos anteriormente también se les
conoce como puntos infinitamente proéximos del i-&simo entorno
de 0.

De la misma definicién deducimos que cada puntos infini-
tamente préximo de O es un punto simple en una veriedad obte-
nida de V via una sucesidén de explosiones de centros en puntos
infinitamente préximos pertenecientes a entornos de 6rdenes in-
feriores.

Sea Oi un punto en el i~&simo entorno de O y sea Vi la
variedad a la que pertenece obtenida por sucesivas explosiones
de V. Diremos que una subvariedad W, que contenga O, pasa por Oi
con multiplicidad e si la transformada estricta de W en Vi con=
tiene el punto Oi y presenta multiplicidad e; en dicho punto.

Para m4s detalles sobre el concepto y propiedades de los

puntos infinitamente préximos ver VDW,

Definicidén: Sean«3{P dos ramas de (kN,o), entonces escribire-~



mos
S

( o % (3)= Z a; . bi

i=1

donde la suma se extiende a los puntos infinitamente préxi-
mos comunes a ambas ramas vy ai v bi denotan las multiplici-
dades el i-&simo punto infinitamente préximo en ¢y (> respec-

tivamente.

1.2 Proposicibén: (ver VDW "F6érmula de Noether"). Si q’y/g son

dos ramas de (kz,o) entonces

(x.P)= (“*P)
y ambas coinciden con la multiplicidad de interseccién de

LY @ en el sentido habitual.

Definicién: Sean (X,0) un germen de curva reducidb de (KN,O)
v &mi} el conjunto de multiplicidades de los puntos in-
1&T

finitamente préximos de (X,o0). Definimos

m, (m,-1)
§Hx,0 = 2> —i
i1€1I-

1.3 Proposién: Si (X,0) es un germen de curva reducida de

N .
(k7 ,0) con ramas Yi i= 1,2,..xr, entonces
r-1 r

(1) §(x,0) =i §(¥;, o) +Z(Yi '(U Yj))

i=1 i+l j=i+l

(ii) siempre se verifica
d(X,0) & §*(X,0)
(iid) Si{f&} son los nGmeros de reduccién de los pun-

ierl

tos infinitamente préximos de (X,0) entonces se verifica



§(x,0)= Z Pi

iel
(iv) Si e es la multiplicidad de(X,o0)
S*(X’O)é 3 S(XIO)

(v) §(X,0)= §*(X,0) si y sb6lo si (X,0) es plana.

r r-1 r
(vi) §*(X,0)= > §*(¥;,0) + S (vyevy
i=1 i=1 j=i+1 J

Demostracién: para (i) y (ii) ver HI-1 prop.4 y observacién

al Teorema 1. Para (iii) ver CA-1. El apartado (ii) se dedu-
ce de (ii),(iii) y de la desigualdad.ei—l Sji.El apartado (vi)

se demuestra facilmente por induccibén sobre r.

Sea (X,0) un germen de curva reducido de (kN,o) y Yl""Yr

sus ramas.El anillo total de fracciones de G%X o) es la suma di-
4

recta de los cuerpos de fracciones Kj de los anillos CQY o
' ' it

)
para j= 1,2,...Y,
r
tot(@(x’o))= _{_91 Ky
j=
ver HI-1 p&8g.180. La clausura entera de (QX’O) en su anillo to-
tal de fracciones es suma directa de las clausuras enteras de

(Y. ,0)

los anillos @ i
. 3."

en Kj:

O v,0)

r
@(X,o) = &
j=1
ver HI-1 p&g.182.

Dado que los anilios @7 son locales,completos y re-
(Y.,o0)
] -

gulares son'isomorfos a anillos de series en una indeterminada:

Oy, = k| ]

Yj IO)



Los elementos tl,...,tr suelen llamarse par&metros uniformizan-

tes de é%x,o) .

Denotaremos por x; la clase inducida por XiggR,para

i=1,2,...,N.

' J
Definicidn: un conjunto de series f={fi(tj) & k[]tj]l;i=l,2,...N,
j=l,2,...,r} se dice que es una parametrizacidén de (X,0) si el
morfismo

¢ 0 — j@lk)}tj”

(X,0)

7
con \f(xi)=(fi(tj))j=l'2 (€8s inyectiva.

,.eo’r
Como es habitual en la literatura escribiremos formalmen-
te
, fj |
(X,O)‘
i=1’2,ouo’N

j=1,2,-.-,r

para denotar la parametrizacién definida por el conjunto f.

Definicién: una parametrizacién se llama propia si el morfis-

mo Y definido por ella es el de normalizacién de (@ix o) *
14

Si (X,0) es un germen de curva reducido y

fj
(X’O): i=l’2’-oo'N
3=1,2,40.,¢

es una parametrizacién propia de (X,0),entonces es inmediato que

]
= f
Xi(tj) i(tj)
Y.:
I |i=1,2,...,N
es una parametrizacidn propia de la rama j-€sima de (X,0).

7



Cada rama Y, de (X,o0) define una valoracién V. de @
1 J (X,0)

que pasamos a describir: si F(Xi""'XN) & C%X,o)' definimos

3 3
(FED(Eg) e, ER(ED).

Vj(F(xl,...,xN» =orden ;

t

Un elemento F é}(%x'o)se llama par&metro transversal de
(p(x’o)si para cada j=l,2,...,r,Vj(F) es el minimo de los Vj(G)
con G perteneciente al ideal maximal de G%X,o)‘

Es f&cil demostrar que si L €R es una forma lineal,enton-.

ces la clase inducida por L en (QX es un parémetro transver-

¥ ~ )
sal sf¥sélo si el hiperplano de ecuacibén L=0 no contiene a nin-
guna de las rectas tangentes a CQ .
' ' (XIO)
Supongamos que X, sea un pardmetro transversal de C%X o)
14

entonces puede escogerse pardmetros uniformizantes tl""'tr ta~

les gque (X,0) admite una parametrizacidén propia de la forma

e.

t. J

J

il

Xl(tj)

3
X;(k5) = £3 ()

i=2,3,...,N

para j=1,2,...,r, donde ej es la multiplicidad de la rama j-€sima
. 5
de (X,0) ¥y ordentj(fi(tj))z-ej.
Si x es una rama de (kN,o) Yy
_ .e = _ e
Xl(t) = t Xl(s)— s
o _ L. {7 _
i=2,3,...,N i=2,3,...,N

son parametrizaciones propias de & ,es f&cil demostrar que exis-
te una raiz n-ésima de la unidad gtal que si substituimos s'por
et se verifica

£, () = g, (ex)

para i=2,3,...,N. En este caso indicaremos = ét) en lugar de
?



fi(t) y Xi,ét) en lugar de Xi(t)o

Reciprocamente si tenemos una parametrizacidn propia de

e
Xl(t) = t
of 2 Xi(t) = fi(t)

i=2,3,...,N
para cada raiz n-&sima de la unidad g obtendremos otra parame-

trizacibén propia de( :

X () = €
g (X () =E£;(g.t)

i=2,3,...,N

l.4.-Lema: Seaq una rama de (kN,o) vy

S -
Xl— t

i3

X.,= a’,.t

IR RN
Jze

i=2,3,...,N

P4
una parametrizacibn de of.La parametrizacibn es propia sfVs6lo si

mcd( e, { j/existe i tal que a; # o}) =1

Demostracién : la parametrizacién define un morfismo inyectivo

T @(o(,o)—'—_)k I

i e
)= .t i = R i £1 (9
con ?(xl) :E a:j para i 2 vy ?(xl) t .Identificaremos {x,0)

§ye )
con su imagen por Yen k ”t]}.

Si suponemos que la parametrizacién es propia entonces k][t”
es la clausura entera de K%X,O) y el cuerpo de fracciones de @kd,O)'

que denotaremos por K, coincide con el de k Ht[[:

k= x| (o

Supongamos que el miximo comfn divisor fuese n »1 , enton-
F(Xl,...,xN)

ces para todo elemento W= &K el entero V(W) seria
G(Xl,,o.,xN)




un miltiplo de n, llegando a una contradiccidén con el hecho
t ¢K. Asi hemos demostrado que si la parametrizacién es propia
el méximo comln divisor es igual a uno.

Supongamos que mcd(e,{ j /existe i tal que a§ # oﬁ y=1.
No es restriétivo suponer que,déspués de un cambio de coordena-

das lineal en las variables Xl""xN’ se tiene
. 2
mcd (e, {j/ aj # o })= 1
Gracias al lema 21.14 de SG el subcuerpo L de k[]t}l(o)

engendrado por Xft),Xz(t) contiene un elemento de orden uno en
t. Asi deducimos que L= k ”t]l(o), por lo tanto el cuerpo K de

fracciones del anillo (J o) due contiene L, es igual k,ltll(o).

(oL,
Dado que t es entero sobre (%X'O)se tiene que k[tlc(%d’o)
al ser (9 completo deducimos que k ”t” C G%N 0).Como que
oo r

(%,0)

k nt” es integramente cerrado se obtiene G% =k [|t]| , ast

,0)
hemos demostrado quekfes el morfismo de normalizacibn de U%q,o)y
14

por tanto la parametrizacién es propia.

Definicién: Dados dos gé€rmenes de curvas (Xl,o) % (X2,o), defini=-

dos por ideales Ii V% 12 respectivamente,se dir& que son analiti-
camente isomorfos si existe un automorfismo de k-d4lgebras o de R
tal que U(Il)= Iz.Escrlblremos 71x1)=‘x2 .
Todo automorfismo de R tal que J(Il)= I, induce un isomor=-
fismo de k-&lgebras ¢ entre (9 y(p , reciprocamente para
(X4,0) % 1X,,0)

todo i i d -8lgeb ent iste un
fo) isomorfismo de k gebras T re G%Xl'o)y <2X o)exz.s

2[
automorfismo c-de k-4lgebras de R tal que 7 = T,

Es habitual denominar isomorfismos analfiticos a los auto-
morfismos de k-&4lgebra de R y a los isomorfismos entre sus co-

cientes.

10



Sean (X;,0) y (X,,0) dos gérmenes de curva reducida ana-
r
liticamente isomorfos via ¢ .Consideramos B= P k ”ti]}la clau~
=1

sura entera del anillo (QX O»).Para toda parametrizacidn propia
2l

del germen (X,,0):

({)' : @(ero)ﬁ-———-—% B

el morfismo (f= t?'oF

¢ Oxy,or— B

es de normalizacidn de @% , i.e. es una parametrizacién

X1'°)

propia de (Xl,q), y hace commutativo el diagrama;

2 > R >7 @
(Xlro) ‘ (_P

I,
o [ o F \\\\\53
I,= ¢ (I;)¢9R ——> ¢ /

2 (X,,0) it

8i« es una rama de (Xz,o) que admite la parametrizacibn
propia
{xi(t)= £, (%)
% s
i=1,2,...,N

entonces la rama o:l(x)admite por parametrizacién propia

_ %, (£) = 0(X, (£))
O‘I(K): * *
i=1,2,...,N

Sea o(una rama de (kz,o) no tangente al eje Y.Considere-

mos una parametrizacién propia de ¢{de la forma:

x = t&

o ° hand .
1
b4 ‘E a; t
1=e

Si yes una raiz e-€&sima de la unidad entonces, en virtud de

11



la proposicidn 1.4,

X = t°
o0 . i
Y = a.,ul.t
Vs i
l=e

es también una parametrizacibén propia de « .

Substituyendo formalmente t= Xl/e se obtiene la serie de
‘ 1/e
k [lx*/e
i i/e
¥, = zai.u.x/.

iye
cada una de estas series, al variar py, se llama serie de Puisseux
de o .
Es conocido (ver S-K apéndice B) que el cuerpo é;ék Hxl/n”
es algebraicamente cerrado, é&ste resultado es conocido como "teo-
rema de Puisseux", si F(X,Y) es un generador del ideal ICR que

define la rama ¥ entonces se demuestra que:

F(X,Y)= U. eﬂ_ (Y=Y ,, (X))
y=1

con U un elemento inversible de R.Podemos decir que las series
de Puisseux son las rafces de la ecuacién F(X,Y)=o0 en el anillo
k}lxl/e“ supuesto que V (x) V'{y), i.e. supuesto que la rama no
sea tangente al eje Y.

Igualmente cohsiderando F(X,Y) como polinomio en X se tie-
ne una factorizacién

F(X,Y) = ﬂ-(x—x (¥))
r, b

donde X,(Y) son elementos de k HYl/r” con r=V(y).

2

Las series X%(Y) no son hecesariamente las de Puisseux

(lo son s6lo si r=e) y se conocen como series inversas de las

Y, (X)

1.5.REGLA DE HALPHEN: Sean &y  dos ramas de (kz,o) con series




de Puisseux 00 oo

Y= > axi/e |, Tm= 2 5x/f

i=e i=e
entonces
(. X)= ordenx(_lT (Yy(X)-TQ(X) ))
uﬂ:i
1E=t

Demostracién:ver prop. IV-=5.2 de WAL,

Q
Definicibn: (ver Z-III pdg.994).Sea Y(X)=:Ejai Xl/eelkljxl/e"
i=1

verificando mecd (e, {i/ai# o})=1,se llaman exponentes carac-
r r
teristicos al conjunto de nlmeros racionales L ’ 2
ey e e,
r

definidos de la forma siguiente: El— es el primer exponente,en

r

7 oo ay

g
e

forma irreducible, no entero efectivamente aparente en Y (X).Su-

r X,
.. 1 -1
pongamos definidos los exponentes F e ey = ;entonces
e €,...€,
1 ry 1 i-1
si e ...e; _,¢e el i-&simo exponente —=~——— es el menor expo-
l l"'l el...el

nente,efectivamente aparente Y(X), no reducible a denominador
€rece@y 14 tomando (ri’ei)=l‘ .
l Oe

el..'e

Al conjunto de enteros {e; ﬁl,...,ﬂb§ con =
i

se le denomina caracteristica de la serie Y(X).

La caracteristica del desarrollo de Puisseux de una rama
plana es independiente de la eleccién de x,y , base del ideal

maximal de @% bajo la hip6tesis V(x) £ ¥(y).Ver Z-III pég.

&,0) '
995,

En consecuencia la caracterfistica de la serie de Puisseux
de una rama plana se llama caracteristica de la rama v, andlo-

gamente, los exponentes caracteristicos de dicha serie se lla-

man exponentes caracteristicos de la rama.

13



1.6.~-FORMULA DE INVERSION : Sea {e;pl,...ﬂﬁ} la caracteristi-

ca de la serie Y(X) vy {e';pi,...,p%} la caracteristica de X(Y)

(donde Y(X)é—k]'xl/e” y X(Y) & k}IY;/eWJ ) .Supongamos que e ge':

. .
(a) si e <e'<py entonces‘g';g+1,Pl=e,F£+l+e'=ﬂi+e

para i=1,2,...,9.
1
(b) en los dem&s casos g'=g y Pt e'=pi+e para i=1,2,...,9

Demostracién: Z-III p&dg.996

Los exponentes caracteristicos de una rama plana deter-
minan la estructura del conjunto de los puntos infinitamente
préximos (multiplicidades y relaciones de proximidad) ,para ello

ver por ejemplo S-K, CA-2, E-CH.

Para las diferentes definiciones de equisingularidad ver Z.
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CAPITULO 11




CAPITULO II: VARIACION DEL ORDEN DE SINGULARIDAD POR PROYECCION

A lo largo de este capitulo todos los gérmenes de curvas
se supondré&n reducidas.

1l.Proyeccién de g€rmenes de curvas

n
Sea N un entero natural verificaaozérisbL consideremos

el morfismo de k-&lgebras
*

oo RN —— Rﬁ

*
definido por ¢« ( f(Xl,...,XN))= (Xl""’xﬁ' Ofeeo;0). Asi te~
nemos un morfismo inyectivo de k-esquemas.

o (kN,00—— «,0)
gque no es sino la inmersidén natural de la variedad lineal Xﬁ+1=
...=XN= o en (kN,o).

Dada una variedad lineal L de dimensién N-N de kN que pa-

se por'c>ekN Yy sea transversal a la variedad lineal X .=XN=0,

N+1"°
la proyeccibn paralela seglin L es el morfismo
m: (k",0)— (" ,0)
inducido por el morfismo de k~&lgebras
*
Ty * Ry > Ry

%
definido por T, (Xi) = Xi - G,

1 (gppree-oXy) para i=1,2,...8,

donde .

{.xi— Gy (XgpqreeerXg)i i=1,2,...,K }
es un conjunto de ecuaciones que determinan la variedad L.Es in-
mediato comprobar que

ﬂ"LeO"= Id(kN,O)

Sean Yl e Y2 dos ramas de (kN,o), eventualmente coinci-

dentes, con parametrizaciones propias
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X.= fj:(t)
Y, i i
J i=1,2,...,N

para j=1,2. Para cada par de series t(s), t'(s) pertenecientes

a (s)k,'s” se considera
' r r +1

(f?(t(s))-fi(t'(s))) =s °(c3,...,cQ+s ©
+ i=1,2,...,N

1 1

(Co,ooo,CN)“}'o‘-o

con alglin C? # o,
El vector (Ci,...,Cg) se dice, por definicibn,que es se-

cante al par de ramas Yl'YZ'

Definicién : (BGG cdp.IV).Si (X,o)es un germen de curva de'(kN,oY,

se define el cono secante de (X,0), CS(X,0), como el conjunto de
puntos de las rectas gue pasan por el origen y tienen por vector
director un vector secante a un par de ramas cualesquiera, no

necesariamente distintas de (X,0).

Si (X,0) es no singular es f&cil de comprobar que CS(X,0)

se reduce a la recta tangente de (X,0).

1.1 Proposicidén: Si (X,0) es singular, CS(X,0) es la unibn de

un ntmero finito de planos, cada uno de ellos pasando por una
recta tangente a (X,0)

Demostracifén ver BGG cap.IV, donde se da una demostracién para

k=, que es vilida en nuestras hip6tesis.

Observacién - de la demostracién de 1.1. que se da en BGG se ob-

tiene una descripcibn del cono secante.Observemos en primer lu-
gar que el cono secante de un germen (X,o0) viene determinado por

los vectores secantes a un par de ramas arbitrarias del germen.



Por lo cual basta describir el conjunto de ;ectores secantes
a un par de ramas Yl, Y2 en el caso que las tangentes coinci-
dan y en el caso de gque no coincidan.

En el primer caso supongamos que la recta tangente sea
el eje Xl’ sea n el minimo com@n mGltiplo de las multiplici-
dades de Y, e Y2 ; tenemos parametrizaciones (en general no

1

propias) de la forma

P n —
Xy=t X.= t
Yo:{ X.= ;E: a, . t* Yo:id K= 2 b, . th
1 ] a7 2 3o n I
§=2,3,...,N 3=2,3,...,N

Sea § una raiz n-ésima de la unidad, definimos el entero
C = i i iste j 1 < 1. .
(&) lnf'{l /existe j tal que bj’l # & aj’l }
se puede probar que existen raices de la unidad para los que C(£)
es finito.
Para cada £ tal que C(€) sea finito definimos el plano Ag

engendrado por los vectores (1,0,...,0) ¥y vg =(0, EC(E?aZ’C(E)

_ C(¢€) - .
b2,C(E)£"°' e AN,C(E) bN,C(E))° La unifén de los planos Ag
es el conjunto de vectores secantes al par Yl'YZ'

En el caso que las rectas tangentes de Yl e Y2 no coinci-

dan los vectores secantes al par de ramas forman el plano engen-

drado por dos vectores directores de las dos rectas tangentes.

Ejemplo: sea « la rama de (k3,o) que tiene por parametrizacibn

propia
X= t6
o ¢ Y= t9
Z= t8

Sean U6 ={l,—l,£¢,£2f~£ ,-Ez}las raices sextas de la unidad,

donde g es una rafz tercera primitiva de la unidad

17



La raiz ~1 determina el entero C(~1)=9 y el vector
v~1=(0,1,0), las demés raices sextas de la unidad, a excepcidn
de 1, determinan un Gnico entero C=8 y el vector v=(0,0,1).

El cono secante de «{ estd formado bor la unién de los pla-

nos <(1,0,0),(0,1,0)) y <(1,0,0),(0,0,1)) .

Denotaremos por Gﬁ la Grassmaniana de los subespacios
vectoriales de k" de codimensién N y W(N) el abierto de Gy for-
mado por los subespacios vectoriales de kN de codimensién N y

transversales de la variedad 1lineal XN41="'=XN=°'

Definicién: Sea (X,0) un germen de curva de (kN,o), por defi-

nicién W(N,X)es el abierto de GN formado por los subespacios L

pertenecientes a W(N) tal que LNCS(X,0)= {o}.

o, *
Definicibn: Para todo L £ W(N,X)consideremos el morfismo VL:Rﬁ

——2 Ry. Por definicibn (XL,o), imagen de X por ﬂi ,seri el ger-
N K -
men de curva de (kN,o) determinado por el ideal (TTL) 1(I),don-—

de I es el ideal de Ry que define a (X,0).

1.2 Proposicién:Sea (X,0) un germen de curva de (kN,o) con r ra-

mas. Si LeW(N,X)entonces (XL,o) es un germen de curva de(kN,o)

L —

es el morfismo de nor-

*
y . lﬂx;'oy*y

con r ramas., Si n: @ S 4

(X,0)
malizacién del anillo @(X

(XIO)
entonces ne( T
o) ( L'(X.o

! )
L

—_— (9 es el morfismo de normalizacién de
(X,0) (X™,0)

Demostracién: vamos a demostrar la proposicién en primer lugar

para N =2,

Podemos tomar un sistema de coordenadas Yl,...,YN tales



que

(1) ¥a=,..=Y sea el plano sobre el cual proyectamos

N
(2) L est& definida por Y,=Y, =0

Podemos suponer que Y1 es un paré&metro transversal de

¢

(X,0

un pardmetro transversal de @ s
(X,0)

una recta tangente a (X,0) en contra de la hipbtesis L& W(2,X).

y ! porque si todo hiperplano que contuviese a L no fuese

la variedad L contendria

Sean Zi,...,); las ramas de (X,0), ;as cuales admiten

parametrizaciones propias

e

j
15 %

[
]

4. 3
j Y. fi(tj)
i=2,3,...,N

Consideremos las parametrizaciones

e

£, 7

Yl i

il

(1)

J
Y2 - f2(tj) 4

vamos a demostrar que son parametrizaciones propias de ¥ ramas

distintas de(k2,o). Veamos, en primer lugar, que si
o
J = 2 3 4
-e"ej

entonces mCd'{ej, {Z/ ag # o}}:l.
En caso contrario sea a»l el miximo comGn divisor y § una
rafiz primitiva m-€sima de la unidad con un m divisor primo de a.

El vector inicial de

(tjj -(tjE)ej ; E3(Eg) = E3CEEY) o ERC Eg)og) (gt )

es de la forma W=(0,O,C3,...,CN) con a].gﬁn‘C:.L # o ya que las
series fi(tj) definen una parametrizacidn propia de la ramaj%
(lema T-1.4).

Asf W es un vector secante a 33 contenido en la varie-
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dad L, en contra de la hip&tesis LE W(2,X),luego el miximo co-
min divisor es igual a uno.

Gracias al lema I-1.4 las parametrizaciones (1) lo'son
propias de ciertas ramas,@j, j=1,2,...,x , de (kz,o).

Veamos ahora que las ramas ﬁﬁ,..., ﬂr son distintas.Si

Fﬁ= ﬁ2 entonces ey= e2=e, al ser las parametrizaciones propias

existe una raiz e-&sima de la unidad g tal que

1 22
£,(t) = £5(&t).

El vector inicial de

1
N

es de la forma w=(0,0,C3,...,CN) con algin Ci # O por ser las

'(se—(sg)e, f%(s) - f;(es),.... fo(s)- fé(fs))
ramasgl yX; distintas. Asi w es un vector secante contenido
en L en contra de la hipbtesis L eW(2,X).

Si IC‘RN es el ideal que define un germen (X,0) entonces
el ideal que define (XL,o) es IL = INR, ; al ser I radical tam-
bién lo es I".

Para todo F(Y],YZ)GIL tenemos que F &I, por tanto

F(tjj , £ )= o,
asi deducimos, al ser IL radical,que las ramas ﬁﬁ lo son de
(XL,o). Hemos probado, entonces,que (XL,o) tiene como minimo
r ramas distintas.
De la inyectividad del morfismo n, <HL '(X,o))* deduci-

mos que (XL,o) no tiene m&s ramas que las Pl"'"’ﬂf'

De las hip6tesis obtenemos que el anillo (%X o) €8 iso-
14

r
morfo a GB kl]th y el morfismo de normalizacién.
j=1
Oy o :
YX,0) T Mix,0) T %?ik‘ltj“

. 1 r ,
viene dado por n(yi)=(fi(t),...,fi(trﬂ para i=2,3,...,N,



e, e"r
n(yl)= (t1 reeerty ) .

¥ r
Asi el morfismo n = n °(WL'(X o)) : QX; S P k}‘tj”
’ r 3‘:1
e e
viene dado por H(yl) = (tll,...,trr), H(yz)'= (f;(tl),...,fg(tr))

Al ser las parametrizaciones (1) propias deducimos que el
morfismo n es el de normalizacién de é%XL o) .Quedando demostra-
7’

da la proposicién para N =2,

Como consecuencia obtenemos que é%XL o)= G%X o)
14 1

y tot ( @(XL’O))= tot ( (9 ) .

(X,0)
Pasemos ahora al caso N > 2.
Sea LeW(N,X), es f4cil probar que existe K& W(2,X) tal que

KDOL. Consideremos el diagrama
*
| (x,0)]

\' : n )
" @(X,O) ' @

"
— UixL,cs)

(2) (9(Xk

,0) X,0)

donde (n-LI(X,o))*Vv =(WKI(X,0))*

— *
Gracias al caso N=2 sabemos que el morfismo no ﬁr

k| x,0)
es el de normalizacién de @%XK o)’ de lo cual deducimos que
i

*
(WLI(X,O)) es un morfismo finito.
Vamos a probar que tot((%xL’o)) = tot(I%XK,o)). Denote-~

mos por qy Y d los conductores de las extensiones G&XK O)C:
14

C (XL,o) Yy @(XL,O) C@(x,o) respectivamente., Si Zoes el conductor

C @(XK,0)= C('zx’o) se tiene que Z%qi pa-

de la extensién G%XK,O)

ra i=1,2,

R . M . i
1.3 Lema: Si m es el ideal maximal de @%XL,O) y mel de Gix,o)'

entonces existen dos enteros Sl Yy 32 que verifican

S1 52
m TCdq; » mTca,
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Demostracién: demostramos solamente la existencia de Sl ) la

de S, se hace andlogamente .

De la inclusién Cc qq deducimos que

9, .1 © '
dimk (-———15—152—) £ dimk (____Qidll_ ’
€
d3

al ser la dimensién de la derecha finita (verCép.I) también lo
es la de la izquierda.
©
Al ser (X
entero S1 tal que, si m es la imagen de m en (XL,o) dq, se

L o)/ql de dimensién finita sobre k existe un
’

tiene

S1
Yy por tanto m " C dq-

Los conductores qq1 Y 9, no est8n formados unicamente por
divisores de cero de los anillos [Q(XL,O) Yy Uix,o) resp’ectiva-—
mente, ya que en caso contrario, gracias al lema 1.4, los idea-
les maximales m y m'estarian formados por divisores de cero en
contra de la hipbtesis de que los anillos @ L,o) Yy @(’X sean
reducidos.

Al no estar los ideales 497 Y 9, formados unicamente por
divisores de cero, es inmediato concluir que el conjunto de no

divisores de cero de @ K o) (resp. @ ) se inyecta en el

(X /0)
conjunto de no divisores de cero, LO %L ,0) (resp. ﬁ )) Ast

el diagrama (2) induce el diagrama

tot ((Q(XK’O)) “— tot (@(xl‘,o))c"—'_) tot ((,ix,o)) /

de la igualdad de los términos extremos deducimos gque

(3) tot(@(xL,o)) = tot ((9 ) .

(X,0)



Al ser la extensién é& C'Cg finita y de la igual-

(x",0) = “Ix,0) |
dad (3) deducimos (%XL,O) C%X,o) v que el morfismo n °(WL!(X,0)

es el de normalizacibn de 3%XL . Queda pues demostrada la pro-
14

o)
posicidn 1.2

1.4 Corolario: En las hipbtesis de la proposicibn 1.2 se verifi-

ca @
(X,0)

s(x¥,0) = S(X,0) + dim
Gt

o)

en particular 5kX,o)s’§(XL,O).

Demostracibén: considérese el diagrama (2) de la demostracidn de

la proposicién 1.2.

Observacién: otros resultados acerca de la proyeccién de gérme-

nes de curva de ((EN,O) se hallan BGG cap IV.

A continuacibn a cada rama of le asociaremos una rama Mn
— - I
(ver teorema 1.9) y demostraremos que W(N,X )= X(N,x ). (ver
prop.l1.10). Estos resultados ser&n utilizados en la seccién si-

~guiente.

Sean f,,...,f  series pertenecientes a k || t])] , notemos
VE s g = (Vg (FUEL (), uu 00000/ Fék}!Xi,...,XS{I} .Obser-

vemos que V(fl,...,fs) es un sub-semigrupo de [N.

1.5 Lema : el semigrupo V(fl,...,fs) es finitaéenerado.

Demostracidén: Si el méximo comln divisor de los exponentes efec-

tivamente aparentes en las series fl"'“fs es uno, gracias al le-

ma I-1.4, el conjunto de series{f. es una parametri-

1{.
}l=1,2,.¢ols
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zacibn propia de una rama X de (kS,O).
Sea el conductor de la extensién

[9(0(,0) < @(o(,o) el

U («,0)

T

entonces T=(t°) con c= dimk( ),asi tenemos que

c! &V(fl,...,fS

)

para todo c'y» ¢ .Es inmediato comprobar que el conjunto

(V(Eg,.eurEQ) N {1,2,;..,c-1}) U{e,ctl...,2e-1]
es un sistema dg@eneradores de V(fl""fs)’ con lo cual se dedu-
ce el lema 1.5.
Supongamos que el mdximo Comfn divisor de los exponentes
efectivamente aparentes en las series fl""’fs es ayl.
Sean g4 ..,94 las series obtenidas a partir de las fl""7fs
substituyendo £ por t , entonces el mé&ximo comfin divisor de los.

exponentes efectivamente aparentes en las se’ries‘gl,...,gS es

uno. Observemos que

(1) V(gyrevp9g) e @ = V(£ ,.u0, )

Por el razonamiento de la primera parte de la demostracién
sabemos que V(gl,...,gs) es finitamente generado, de la igualdad

(1) obtenemos que también lo es el semigrupo V(fl,...fs).

1.6 Lema : Para toda serie f(t)éikf[t” existe F¢g kl,Xl,...,Xs”

tal que los exponentes efectivamente presentes en
f(t) - F(fl(t) r-'~rfs(t))

no pertenecen a V(fl""'fs)'

Demostracibn: Supongamos que £(t)= z ai.ti con ay # O para
i€l ‘

todo 1eI v Ic|N.



Designemos por V el semigrupo V(fl,...,fs).Sean Uqye..,U,

un conjunto de generadores de V (es un conjunto finito gracias al

lema 1.5) y Gl”"Gr elementos de k[‘xl,...,XsH tales que
Ve (Gi(fl(t),...,fs(t)))= uy

Sea io = Min(IN V), entonces existen enteros Ci,...,cg ta-

les que .
. o)
i = E C;.u;
o = i-i 5

o
y puede elegirse una serie F_ = A GCl GCr con.ﬂg;k—{o} de
. O O ° l ® ® o r I o 7

modo que en la serie
£(t) —Fo(fl(t),...,fs(t))

no aparecen exponentes pertenecientes a V menores o iguales que

iO .Repitiendo el proceso obtenemos que para todo ném]exist%n n
C C
1 r

2 tales que, tomando adecuadamente Fn=ﬁnGl "'Gr

enteros C?,...,Cr

con )né k—{ o} , se verifican:

r
— n
(a) i = ZE: Cy-uy
i=1
(b) en las series f = f—FO(fl,...,fs)—...—Fn(fl,...fs)

no aparecen exponentes pertenecientes a V menores
o iguales a 1, .
(c) el menor exponente efectivamente aparente en fn es
Th+lc
Para concluir el lema 1.8 hemos de demostrar que la sucesién

(Fo +aoe +Fn)

ne(N

es de Cauchy. Para ello basta demostrar que orden (Fn)z’n‘b pa-
ra cierto beR'.
De la condicién (a) es f8cil deducir que para todo n

existe un i.é{lqz,...,r} tal que
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n . 1
Ci 71 Fiu,
i
1 . orden(Gl) orden (Gr)
sea b= - Min P eeoy entonces de la de-
u u
1 r

sigualdad anterior obtenemos

orden (Fn) > 1i,.b

Al ser la sucesidn {ing creciente se verifica que
in>/n [4
por lo tanto
. orden (Fn)zfn.b
para todo n e[N .

Hemos demostrado que la sucesién (FO +...+Fn) nves de
neé

Cauchy, su limite puede tomarse como la serie F del enunciado

del lema 1.8,quedando éste demostrado.

1.7 Proposicién: Sea o una rama de (kN,o) y supongamos que

embd (&,0)= N,
Existe una rama «'analfticamente isomorfa a & que admite una

parametrizacién propia

X, = g;(t)
o(l o
i=1,2,...,N
que verifica
(1) Vi (g;(t)) <V (g,(£))< vuu V(g (£))<+00

(2) Vy(g;,1(t)) § V(g (t),...,g; (thpara i=1,2,...,N-1,

Demostracifn : aplicar el lema 1.6 y razonar por recurrencia,

1.8 Lema: Sea« una rama de (kN,o) de multiplicidad e >1, supon-



~gamos que embd((,0)= N. Entonces se verifica
M&x {o{.H /H hipersuperficie no singularfgc(d,o)+evl.

Demostracibn: Podemos suponer que la rama  admite una parame-

trizacibn propia

Xi = gi (t)

& 3
i= 1,2 ’ e @ o ’N
que verifica las propiedades (1) y (2) de 1.7.
Sea n = M&x {o{.H/H hipersuperficie no singular} ,denote-
mos por my el entero Vt(gi(t)).
En primer lugar vamos a probar que n = My s la desigualdad
mNgh- es obvia.

Sea H una hipersuperficie no singular y L= al X, +...2"X,

J1 Jr
su forma inicial (suponemos a® #o0, 1< <jr) .
Denotemos por G éRN la suma de los monomios que aparecen

efectivamente en H que contengan unicamente variables Xj con j<j1.

Supongamos que «.H >mN, por tanto «.H >mj .Puesto que
1

Vt(l‘)=mjl ymyp<o.. <mN, necesariamente

mjl = Vt( G_(gl(t) r--'lgjl_l(t) ))

llegando a una contradiccidn con la hipdtesis
m. \Y t),. .. . t
jlq‘; (91(8) renvrgy g ()

Asf hemos probado que n = my .

Para finalizar demostraremos que my<$c (X,0) +e=-1.5upongamos

que mN>c,(o<,o)+e~1 y sea

1

(1) m. = Min {mi / m; > c,(°<,o)+e-l}
~o

Observemos que al ser ¥singular, ya que e »1 , se verifi-
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ca
$(%,0) + 1< c(&,0)

(ver proposicién I-1.1). De la proposicién I-1,.3(iii) deduci-
mos

(2) m, = e £ c(¥,0),

Yy por lo tanto 10'71.

Al ser c(®,0) el conductor de la extensién @%u S
4

C9(d,0)= k]]t” de (1) obtenemos

{c,c+1,...,c+e-l}c:V(gl,..,gi —1)
‘ o

Como por otro lado

e € V(gyreeergy _q)
O

ya que my=e, deducimos
{clc"’lr'-' }CV'(gll~-°,rgi _1) ’
(o}
por lo tanto

m- é V(g e 8 a g" )'
i, 1’ ! 10—1

En contra de la hip&tesis,

Hemos probado n = my y my & ¢(X,0)+e-1,

quedando demostrado el lema 1.8

1.9 TEOREMA : Sea ofuna rama de (kN,o) de multiplicidad e con pa-=

rametrizacibén propia

i=1,2,...,N

Para todo n‘7wﬁ}<{ 2, 2 S(d,o)+e} es analiticamente equivalente
a«la rama qp gue admite como parametrizacién propia

X, = £, (t)

i= 1,2,...,N



donde fi(t) es la truncacidén n-€sima de’gi , 1l.e. fi es un po-
linomio en t que verifica fi—‘gii o médulo (tn) y . deqfi)e;n«l,
para todo i=1,2,..,N.

Demostracién: el caso e=1 es obvio, Supongamos que eyl.

En primer lugar vamos a demostrar:
(a) Supongamos que embd(«,0)=N. Para todo n 32 § (x,0)+e y para
toda serie f(t)e]<||t” que verifique Vt (£(t) )=n existe una

serie FE]{”}HJ...,XN“ tal que:

(A-1) £(t) = F(gl(t),...,gN(t))
(A-2) orden (F) y2
De la proposicién I-1.1 deducimos que
c(x,0)< 2 & (,0)+e ,
con lo cual toda serie £(t), con Vt(f(t)))Zé—(O(,o)-%-e, pertene-
ce a é%w,o) .Por lo tanto existe una serie FeEk{lxl,...,XN!l que
verifica (A-1).
La propiedad (A-2) resulta inmediatamente de 1.8,
Después de un cambio de coord nadas lineal podemos suponer
«o =X

que el espacio tangente de es la variedad lineal X =0

b+1" N

con b= embd (¢,0) .
Gracias al teorema 1 de SAM-1 la rama o es analiticamente
equivalente a la ramalaque admite por parametrizacién propia

X;= g, (t) i= 1,2,...,b

= 0 i= b+l,o..'N

Sea fi la truncacién n-&sima de_gi .Aplicando (A) a la ra-
ma/ldeducimos'que existe una serie Fieek[}Xl,...;Xb” tal que or-
den (Fi)j}2 v fi—gi = Fi( gl(t),...,gb(t)).

Consideremos el endomorfismo de k-&lgebras ¢ de R :

¢ (Xi) = Xi + Fi (Xl’nutlxb) 14
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de la condicibn orden (Fi)>/ 2 se deduce que ¥ es un automor-

fismo analitico de R.
Es inmediato que la rama & es analiticamente isomorfa, via

@ , a la rama g(n que admite por parametrizacibn propia:

X, = fi(t)

1.10 Proposicién: seay una rama de (kN,O) de multiplicidad e.Pa-

ra todo nj Méx{ 2, 2 S (0(,O)+e} se verifica

WO, x) =W (N, x0T

Demostracifn: vamos a demostrar que CS(«,0) = CS(o(n,o) . Gracias |

al teorema 1.9 las ramaSO(yo(n admiten parametrizaciones propias

= € _ .,e
Xl = t Xl = t
2 i . n n-1 i .
o * Xi=Z a.tj Y Xi= a.t:J
j=e+1 J j=e+1 I
i=2,3,...,N i=2,3,...,N

Sea £# 1 una raiz e-ésima de la unidad. Al ser la parametri-

zacibén de o{n propia y gracias al lema I-1.4 tenemos gue

C (&) = inf{j /existe i tal que a; £ oy gl # 1}
es menor o igual que n-1.
De la observacidn posterior a la proposicién 1.1 deduci-

mos que CS(«,0)= CS(D(n,o) .

1.11 Corolario : Sean <, @ dos ramas de (kN,o) vy

/

, _ e
Xi = fi(t) Xi = fi(t)

of ¢ :
i= 1,2,...,N > i= 1,2,...,N

parametrizaciones propias dey yﬁ, respectivamente.Denotemos por

e y e' las multiplicidades de o(y/B respectivamente.

30



Supongamos que fi(t);;fi(t) médulo (%) para
nJ?Méx‘{Z,Z.X(N,o)+e, 2§kp,o)+e'} , entonces

W(N,Xx) = W (N',(s)

Demostracién: es inmediato comprobar, en virtud de la hipStesis,

que Mn = @n . Usando la proposici6én 1.10 deducimos el corolario.

2.Variacibn del orden de singularidad de una rama por proyeccibn

En primer lugar daremos algunos resultados sobre las ca-

racteristicas (ver Cap.I) de las series pertenecientes al anillo

k “ X 1/9” .

[
2.1 Lema: Sea y= ‘EZ: a; Xi/e un elemento de k de/ellque veri-

<=e

fica mcd (e , {i.eﬁJ/ai # o} )=1 y tiene caracteristica (e;ﬁl,...

,Pg), la caracteristica de la serie

cO

E i-e/q
y' = ay X

i=e

es (e;fﬁ—e,...,ﬁg-e).

Demostracidn: Observemos que mcd (e, {i-e/ai # o} )=1 yva que

mcd( e ,{ i/ai # o} y=1.

-e
El primer exponente de y' no entero es s por tanto
1}
' AL _ F1—-%1 £q , .
=3 -e, ademis = siendo la forma irreduci-
1 /1 e, e
1 ,

ble de la fracciébn —E—-.Se tiene mcd (rl— ey e1)=1 dado que

mcd»(rl, e,)= 1. \
. . —e r.—-e e,
Supongamos por induccibn /i = £ = t L1...7d

e e el... el.

con mcd(ri—el...ei, ei)=1, el i+l1-&simo exponente de y' geréd

el primer exponente,efectivamente aparente eny y mayor de

Ai . 1
=5+ o mGltiplo entero Yo "EITffgh .
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1

el. . .ei

Basta observar que -2 es mltiplo entero de

n-e

si y sb6lo si lo es - , para concluir que p£+1=fﬁ+l-e y el

que i+l-€simo exponente caracteristico de y' es

Piy1™® _ Tit1 TC10%h4g
e ell e o ei+l

Donde de nuevo mcd (ri+1— el...ei+1, ei+1) =1

2.2 Lema : Sea ¥ una rama de (k2,o) con caracteristica(e;ﬂi,...4%).
Supongamos que vt(x) =e (i.e.xpar@metro transversal de a%x oﬂ Y
4
que Vt(y)=nt>e (i.e.m es la clase de &), la rama «' obtenida des-
pués de hacer la transformacién T :
Y
' =
Y /X

T:
X' = X

tiene caracteristica:

(a) (e;,al—e,...,/ﬁ—e) si 2e<m

(b) (m-e;/% -(m—e),...,/%—(m—e) para i=1 6 2 si 2e >m.
Demostracidn: sea Y(X) = :Z:j a.,Xi/e una serie de Puisseux de

i>mn +
X, una parametrizacidn propia de  seré:

X = t©
2 .
Y = E ai tl
i>m

Si hacemos la transformacién r , la rama, tiene por para-

metrizacién propia

X' =%
L
Ny = E a, .t "€
i>m *
La serie Y'(X*') = E a;. Xl_e/e tiene por caracteristica(Le-
i>m

ma 2.1) (e;ﬁa-é,...,/%—e).
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Si m»2e la serie Y'(X')es la de Puisseux dex' y la ca-
racteristica de ' coincide con la de Y'(X'), i.e.con la del
enunciado.

Si m<2e , vale como serie de Puisseux deg' la X'(Y')
obtenida de Y'(X') por inversién. Por la férmula de inversién
(ver I-1.6) la caracteristica de X'(Y') puede tomar dos valo-
res

(m—e;ﬁi —(m—'e) Peve r% "(m“e))

para i= 1 6 2, quedando demostrado el lema 2.2

2.3 Proposicibn: Seax una rama de (kz,o) con caracteristica

(e;ﬁl""’ﬁg) . El orden de singularidad de & es menor o igual
que

(ﬁg— 1) . (e=1)
’ 2

Demostracifn: El caso e€=1 es obvio. Razonemos por induccitn so-

bre el par (e,Fg).

Si e=2, entonces g=1y ﬁ1=h.e+l. De la proposicién I-=1.3(v)

obtenemos &(x,0)= h. e(;—l) = (ﬁ¢—1th—iJ

Supongamos e 2 , si realizamos una explosibén en el ori-
~gen de ¢/la rama transformaday' puede tener multiplicidad igual
o inferior a e.
En el primer caso la caracteristica de ' es (e;ﬁa-e,...,f%—e)

(lema 2.2) y por hipbtesis de induccién:
—e—l)

2

(e-1)
2

ee-1) (g e(e-1)_{fg~1).
2 S 2

$(x,0)= d(x',0)+ (e-1) +

En el segundo caso si e' es la multiplicidad deco¢', la ca-
racteristica de esta filtima rama es igual a
(e';f&—e',.",/%we')
para i= 1 6 2 (ver lema 2.2),

Por hipdtesis de induccidn

-e'-1,
5(x,0)=3 (x'.0) + 9%_"&_ < Py - )

(e"=1)+ Ei%:l) ,
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‘para concluir la demostracibén necesitamos el siguiente resul-

tado:

2.4 Lema : Si se verifica

(Bge'"1
2

-1
e(e-1) (Bg™").(e=1)
2 ‘2 2

-1
entonces se tiene &(«,0) = (ﬂg g(e—l)

(e'=1) +

Demostracién del Lema: la desigualdad del enunciado dado que

e'{e equivale a Pgs e+e', Supongamos,pues, que Fg$ ete’s

La rama « admite una parametrizacidn propia de la forma
X = t©

X ¢ '
Y = at®t® 4.,

con a # o. Al ser pg€e+e' deducimos que ﬁg= ete' y g=1, asi

e+e' es el Gnico exponente caracteristico de la rama « .
e -

- y | —
La proposicién I-1.3(v) permite calcular § ={& 1)ée+e 1)

y de ahi el enunciado.

Continuacién de la demostracién de 2.3.

Hemos demostrado que si

(s -e'=1) . e(e-=1) (B .-1) (e-1)
Pore™2 ) oy o Rl
2 2 2

se verifica 2.3, en caso contrario gracias al lema 2.4 también

se verifica 2.3.

2.5 TEOREMA : Sea X una rama de (kN,o) ., Para cada L&W(2,X) .Se

verifica:

5(x,0) € S(a®,00¢ (25(X,0)+e=2) . (e-1)
\ 2

donde e es la multiplicidad dec.

Demostracién :la desigualdad S(N,o)\gélu?,o)es consecuencia in-

mediata del corolario 1.4
Podemos tomar coordinadas tales que la variedad L tenga
por ecuaciones X1=X2=o, asimismo podemos suponer que >, es un
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pardmetro transversal de C%q o) (ver demostracién de la propl.2).
4
Es inmediato comprobar que para e=1 el teorema 2.5 se ve-
rifica, supongamos pues, e> 1.

Consideremos una parametrizacién propia de la rama ¢ :

_ .e
Xl =t

R
!

X; =g, (%)
i=2,3,...,N
Sea « la rama “n para n= 2 5(a,o)+e. Sabemos,gracias
al teorema 1.9, que la rama « admite como parametrizacién pro-
pia

te

i =41
i=2,3,...,N

>
]

B
>
i

25(d,o)+e)

Al ser W(2,X)= W(2,X), prop, 1.10, la rama (o?)L admite

con deg(gi)gzéﬂx,o)+e—l Y 9;= g; médulo ( t

como parametrizacibn propia

e
L ([¥1 7 ¢

() 2 _
X, = g, (t)
de modo que /b((&)L)$ deg(Eé(t))sz.g(x,o)+e—l.
La rama xL admite como parametrizacibn propia

te

>
il

<
]

2 . gz(t) ;

puesto que

g, (t) E‘gz(t)Jnédulo(tzg(d’o)+e

L

)

vy la parametrizacién de (X)~ es propia, los exponentes carac-
terfsticos de (&) y o coinciden.
Asi tenemos que
L, _ — L
/%(u ) = ﬁ%((u) )
por tanto

fig () & 28 ((,0) +e-1
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Basta aplicar la proposicibn 2.3 para obtener:

(2 §(X,0)+e-2)
2

. (e=1)

$(x",0) &

quedando demostrado el teorema 2.5

2.6 Corolario: Seaog{una rama de (kN,O) . Para cada L €W(N,),

se verifica

§ia(,0)& S(e,0 ‘2‘5(“;°’+e'2).(e—1>

donde e es la multiplicidad de X.

Demostracién : Sea L &W(N,X), es f&cil probar que existe KeW(2,X),

tal gue KoL, Del lema 1.4 obtenemos
3(X,0) & 3(xL,o) < S(xw,o),

y del teorema 2.5 deducimos el corolario.

3.Variacién del orden de singularidad de un germen por proyec—

cién.,

En el p&rrafo anterior hemos acotado el orden de singula-
ridad de la proyeccibén plana de una rama (teorema 2.5). Para es-
tablecer un resultado andlogo para gérmenes con varias ramas es
necesario estudiar el comportamiento por proyeccidn del contac-

to entre ramas, este es el primer objetivo de esta seccién.

Seancxy'p dos ramas de (kN,o) de multiplicidades e y e' res-

pectivamente, que admitan parametrizaciones propias

Xi = fi(t) Xi=.gi(t)

o 3 :
i=1,2,...,N r i=1,2,...,N

" Se condieran las series

(t)= £, (e.t) , ,(t)~ 9; (-8

fil€ l )i
donde £ es una rafz e-&sima de la unidad yyzuna raiz e'-ésima de
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la unidad respectivamente; se define el nimero racional posi-

tivo:

1/e 1/e!
Ke'q(d}p)= Min {ordenU (fi,g(U .)—'gi,Q(U y);i=1,2,...,N j

Recordemos que en el capitulo I definiamos el entero
s

* -
(@*p) = .E a;.by
i=1
donde la suma se extiende a los puntos infinitamente préximos
comunes a ambas ramas y ai’bi denotan las multiplicidades del

{-8simo punto infinitamente préximo en<%yY3respectivamente.A‘

continuacién damos una propiedad del entero (M*F) :

» s o *
3.1 Proposicién: Kflq(obﬁ)$ (o p) -

Demostracifn: Denotaremos por K el nlmero KE Q(d73).
1’

Supongamos K72, entonces las ramas tienen la misma recta
tangente y por tanto podemos tomar como parédmetro transversal
de los anillos ﬁ ©

* (¢,0) ¥ "(p,0)

to i€ {1,2,...,&} .Después de una reordenacidn de los subindi-

el mismo elemento X;, para cier-

ces podemos suponer que i=1 .Por lo tanto las ramastgyla ,trans-
formadas por la explosién en el origen det¥yﬁ,respectivamente,

admiten parametrizaciones propias

X, = £,(8) Xy = gy (t)
£. g.
x:d Xy o= —1(t) B X; = CiCE)
£,(£) gq ()
i=2,3,...,N i=2,3,...,N
= — £i,¢ 94
Sean f. Y 9. los cocientes L Y 1.7 respectivamen-
i,g im £1,¢ 91.n
14 4
te, en primer lugar vamos a calcular el orden de la serie
1/e _ 1/e!
i’&. ( U ) - gl’VL (U ) 7

para ello necesitamos el siguiente lema:
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1/e 1/e?
3.2. Lema : existen seriesl1ék¢lU y h‘&]c”U ’ tales
que
) l/e 1/e| nt o=

(ii d (h=h') » K-1
ii) or enU )

Demostraci6tn del lema 3.2 : si fl E(t)=9\te+". con A #o, enton-
, :

ces existe una serie H(t)é%kl]tfltal que

e

£, .(t) .H(t) = t,

1,8
basta tomar h(U)= H (Lﬁ/e).Para h' se hace analogamente.

Sabemos que
1/e, _ /e’y _ K
fl,g(U ) vgl,q(U ) = o médulo (U)

asi obtenemos

U—‘gl'Q(Ul/e').h(U)E;o médulo (UX).

De la igualdad anterior y de

1/e

(U™ 7). h' (U)=1U

.gl,Q
deducimos que
31,0 @) () -n U =Umsduto (07,
7
al ser g, Q(Ul/e') de orden uno en [J, de la Gltima igualdad
7

obtenemos

orden__ (h-h' XK~1
rde C7( ) >

Continuacién de la demostracibén de la proposicidn 3.1:

Sean h y h' las series del lema anterior.Se verifica que

h (wl/e'y b’

F /e, = _h h*
Bi,e U7 ) 9; T " 91

G
y de la condicién

orden u (h=h') > K-1
obtenemos que

/ey wl’®y ) »K-1

orden (fi,E(U -gi,Q "
: = _ = 1/e, _= 1/e ;
Si denotamos K = Mfn {ordenu(fi,E(U ) gi,Q(U y) ¢
para i=l,2,...,N.}, hemos demostrado que si K2 se verifica
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(1) K 2K-1
La demostracidén se realizar& por induccibn sobre el ntG-
mero s de puntos infinitamente préximos comunes a las dos ra-

mas.

Supongamos s=1, tenemos (m*@)= e.e', Asimismo K=1, por-
que en caso contrario, gracias a la desigualdad (1), tendrfa-
mos K »1, por fstanto las ramas X V /Z;' tendrfian el origen en
comin en contra de la hip&tesis s=1. Asi en el caso s=1 se
tiene |
(x*p)= e.e' y K=l , verificandose la proposicidn 3.1

Si K<e.e' , como por definicién siempre se tiene
e.e'<g (o(*p) , Obtenemos

K< (X*3)

concluyendo la proposicién 3.1

Supongamos pues Ky e.e'+l y s>»2 . De la primera condi-
cién deducimos K » 2 por lo tanto se verifica la desigualdad (1):
K »K-1

Sean a y a' las multiplicidades de las ramas & y ﬁ'respec-

tivamente. Observamos que K no es necesariamente igual a Kg Q(
’ 14
( ;Z,;;) a causa de ello hemos de considerar tres casos :
(I) e=a, e'=a' . En este caso
K. (Xp)= K
EI\Q_ (0(,(5)
y por tanto de (1) obtenemos
K 2 up) 2 K-1
€ (x,@) Z
Por hipbtesis de induccién tenemos que
SxT) _——
(o*p) /Kg’ (o<,p),

1

luego

(X*p) 7 K=1.
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Dado que (¥*p) = (X*p)+ e.e' de la iltima desigualdad
obtenemos
(M*P)Z’K.

II eda , e'=a' 6 e=a, e'>a' . Son dos alternativas que no pue-

den presentarse, por su simetria veamos el caso eja , e'=a’,
Si ey a para alglin i se verifica

orden, (F. (t) )= a<e

1,€

por lo que
' 1/e
(2) ordentf( i€ (U

Observemos que K>3 ya que eyal y Kje.e'+l, por lo

_a
))—-e—<l.

tanto usando (l), K ) 2 obtenemos .

1/e'y)= 2<,

Orden{j(gl,q (U
hecho que es incompatible con la hipéteSLS e'=a',

(III)‘e>a , €'>a' . Repitiendo el razonamiento del apartado(II)

se obtiene

De la igualdad anterior deducimos que

orden& (F. (Vl/a)—'g 1/a'

- ))= ordeny (F; ,(u*/® wl/e)y

i,Q )-94 Q

y de la desigualdad (1) deducimos

(3) orden (F. ,év 1/a)—‘§i,n(vl/a'

Por hip6tesis de induccién y gracias a la anterior desigual-

olm

o

e
)) ¥ (-1) =S .

dad obtenemos
N - o __g___. ) v
(x*p) 7 (R-1) - — .
Es inmediato comprobar que K é(K—l).—%— +e.e', combinando
las dos dltimas desigualdades se deduce

(o¢* {?)+e‘e' K ,

como (N*P)= (Qﬁi) + e.e' , deducimos la proposicién 3.1
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3.3 Proposicidn: Seano(yfados ramas de (kN,O) que admiten parame-

trizaciones propias

= +© _ ,e!
Xl = t X1 = t
° = o - t
ol Xi fi(t) p. X fi(t)
i=2,3,...,N i=2,3,...,N

Supongamos que la variedad lineal definida por las ecuacio-
nes X;= X,= o pertenezca a W(2,dtﬁ3), entonces para todo par de
raices de la unidad E,Q (e-€sima y e'~€sima y respecti-
vamente) se verifica que

KQIQ (d73)= ordenU (f2'€

Demostracifén: por definicién se tiene

Kgiq(wq3)$’ordenu (leg (Ul/e)—fé,q(ul/e')),

Supongamos que existe 16{3,4,".,N} tal que

4

ey-g,  wl/ehy

4

(1) ordeny (£, . (ul/e)—filq(ul/e')

de la anterior desigualdad se deduce,el sustituir U por s€-€ , que

)<‘ordenU(f2’£(U

e ] L]

(2) oraeng (£; (5% £y (s%) )<ordena(F, (Se‘)-fé’ (s%)).

S i
Consideramos el vector secante w definido por la diferencia

. . ' |l ]
(g®-e'_ ge-e ’leg(se y=£2 . (8%), ..., £y (8¢ ©

2,9 N,E )_fN,Q(S )) .,
de la desigualdad (2) obtenemos que w=(0,0,a3,...aN) con aj¢ 0
para algGn je-{3,4,...,N}.
Asf w es un vector secante acqucontenido en la variedad
X,=X,=0, hecho que estd en contradiccién con que dicha variedad
pertenezca a W(Z,MUF ).

Hemos demostrado que la desigualdad (1) no se verifica ja-

mds, quedando demostrada la proposicién 3.3,
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3.4 TEOREMA : Seancxy/;dos ramas de (kN,o). Para toda LeW(2,XUp )
se verifica

(B pl) g enet xp)
siendo e y e' las multiplicidades de My{&respectivamente,

Demostracién : podemos tomar coordenadas locales de tal modo que

L sea la variedad leneal definida por las ecuaciones Xi=¥X,=0 vy

que las ramas admitan parametrizaciones propias:

- +© _e!
Xl =t | X1 = t
]
o : Xi = fi(t) P: Xi = fi(t)
i=2,3,...,N i=2,3,...,N

(ver demostracién de la prop.l.2).

Las proyecciones planas seglin L tienen parametrizaciones

propias

‘ t
X £€ X, = t©

L |71 .
[~ S /5 :
X, £,(t) X,

£, (£)

Il

gracias al teorema I-1.5 tenemos que

L L, _ 1/e, ;' 1/e!
(% pF )= orden o £e=1W(f2'£ ! ))

el
=1
Para ciertas raices de la unidadé%,?o se verifica que

. L , L
1/e) —£1 (Xl/e ))<& *n )

2,0 YT ele? !

orden £ X
Xl( 2,80 (

~gracias a la proposicién 3.3 obtenemos

L L
(e~ * B3~ )
Kfo,*Zo (°<,/5) 2 e.e'

y de la proposicién 3.1

L L
@iﬂé) > {x* A7)

e.e'

de donde se sigue el enunciado.
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Definicién : Si (X,0) es un germen de curva de (kN,O)

e(X,0)=mé&ximo de las multiplicidades de las ramas

de (X,0)

3.5.TEOREMA : Sea (X,0) un germen de curva de (kN,O) de multi=-

plicidad e y rramas. Para todo 2¢ N&N y toda variedad lineal
LE&W(N,X) se verifica:

si r=1 S(X,0) £ S(XL,o)g ‘
siotyl S(x,0) € S(xP,o) ¢ x8EDEmA) L L (52 5 ix,0),
con e = e(X,0).

Demostracién: el caso r=1 fué establecido en el teorema 2.5.

Vamos a demostrar el teorema para r » 1 suponiendo en
primer lugar N=2.

Sean Yl,...,Yr las ramas de (X,0), gracias a la proposi-

L L
l""’Yr .

De la proposicién I-1.3 (vi) obtenemos que

S(LIO) Z S<Y ,o)+Z i (Y *Y )

i=1 j=i+1

cibn 1.2 de las ramas de (XL,o) son Y

Del teorema 2.6 y de la proposicidn I-1.3(ii) tenemos
que
L 1 —_ -
Sty o) ¢ =~ (-1 (2 8y, )+e-2)

por otra parte gracias al teorema 3.4 se verifica
L , L - 2 *
(Yi Yj)<f(e) .(Yi Yj)

Combinando estas dos igualdades con la expresién(l) ob-

tenemos
Sx,00€ §(x%,0) ¢ r.A870) (e 2
r by
+ (3?2 Z §Tvg o0+ > 2 (v %))
a =1 =it
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de la proposicién I-1.3(vi) se deduce
it org r o222y 52 5 (x,0)

Finalmente de la desigualdad anterior y gracias a la pro-

posicién I-1.3(iv)obtenemos

§5x,0)¢ v (é-'l)ée'm + ; e (@7 §(x,0)

que es una de las desigualdades que querfiamos demostrar.La otra

se deduce del corolario 1.4, quedando demostrado el teorema pa-
ra N=2,
El caso general se deduce del caso N=2 andlogamente como se

hizo en la demostracién del teorema 2.6.

Definicién : ﬁimj-—ﬁrN serd& la funcién wi(n)= —%—nz(n+l)(n+3).

3.6 TEOREMA : Sea (X,0) un germen de curva de (kN,O). Para toda

variedad lineal L &€W(N,X)se verifica
§(x,00¢ §(x¥,0) < W( S (X,0)).

Demostracidén: Si P es el nfmero de reduccién y e la multiplici-

dad del anillo G%X’O), sabemos que e—ls;f .De la proposicién
I-1.3(iii) obtenemos
e-1< §(X,0)
Dado que e (X,0) e , deducimos e(X,0)-1¢ J(X,0) .Como rge

del teorema 3.5 se concluye 3.6.

OBSERVACIONES :

(1) si e=i,2 es facil deducir del teorema 3.5 que se verifica
5(x,0) = §(x",0),

lo que fuerza a que'ﬂi sea un isomorfismo analitico entre los

g&rmenes (X,0) y (XL,o),'gracias al corolario 1.4.

44



(2) Es facil probar que para todo e { N existe un germen de cur-
va (X,o0) tal que X(XL,O) alcanza la cota superior del teorema
3.5.

Basta tomar un germen de curva formado por e rectas pasan-
do por el origen en posicidn general.

La cota inferior se verifica para todo germen con dimen-

sidn de imbeding igual a N.

Para finalizar el capitulo vamos a dar un resultado que

~generaliza el corolario 1l.11

3.7 Proposicidn : Sean (Zl,o) v (Zz,o) dos gérmenes de curva

de (kN,o) de multiplicidad e, analiticamente equivalente por un
automorfismo L?de R que verifica LfEId médulo(Mn) con ny 2(e-1) 2,,
_g’?zi,o)+2.
En estas hipdtesis se verifica
W(ﬁlzl) = W(ﬁlzz) .

Demostracibén: Vamos a probar‘que CS(Zl,o)= CS(ZZ;O).

Sean Yl,...,Y las ramas de (Zl,o) Yy Yi ,...,Yr las de

r
(Zz,o). Supondremos que Y, se tranforma por el automorfismo(fen la

rama YY) .

i

Si r=1 la proposicidn resulta de 1.11. Supongamos, pues que
ry2.

En virtud de la observacibén a la proposicién I-1.1 para de-
mostrar que los conos secantes coinciden basta probar que los vec~
tores secante a una rama Y, coinciden con los de Yi , Y que los

vectores secantes al par Yo Y. coinciden con los secantes de par

J
Yi, Yi , para todos 1i,j 6{1,2,...,N}

Después de un cambio de coordenadas lineal,que no modifica
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las hipbtesis de la proposicién, podemos suponer que la rama

Yi admite parametrizacidn propia:

_ e
X1 = t
QO
j=e+l ]

£=2,3,...,N
i.e. se toma como eje X1 la recta tangente a Yi‘
La rama Yi , gracias a la condicién Ys Id médulo (Mn),
admitird éomo parametrizacidén propia:

O
1 &4 Z djtj

j=n.e

o0
agtj + E cgtj

j=e.n

<
It

Y!: ne-1
i

e
]

(1) £ j=e+l

£ =2,3,...,N
Si la multiplicidad de Yi es uno (que también es la de
‘Yi ) su cono secante es igual a su recta tangente (an&logamen-

te con Yi }. Vistas las parametrizaciocnes de Y, e Yi deducimos

i
que las rectas tangentes coinciden, por tanto sus conos secan-
tes también,

Supongamos que e )2 . Consideremos una serie s=s(t)ek |t

o0
(s(t))®= t€ + Z da; £3

j=e.n

tal que

es f&cil probar que puede elegirse S de forma que
S(t) -t = o médulo (t%).
Tomando a S como pardmetro uniformizante, la rama Yi ad-

mite una parametrizacidn propia

e
X, =S
n-1 2 : 2o -0 3
(2) vi:{ X, = > at.sd + > Tt s
j=e+1 7 j=n J

£ =2,3,...,N
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del corolario 1.11 y la proposicién I-1.3(ii) deducimos que
CS(Yi,o)=CS(Yi,o).

Sean Y., Yj dos ramas distintas de (Xl,o), por comodidad
de escritura haremos i=1, j=2 .Si las rectas tangentes de las
dos ramas no coinciden, los vectores secantes al par de ramas
forman el plano determinado por dichas tangentes. Como hemos
demostrado que la recta tangente de una rama y la de su imagen
por(?coinciden, obtenemos que los vectores gsecantes al par Yl'
Y2 coinciden con los vectores secantes al par Yi,Yé .

Supongamos,pues, que las rectas tangentes de Y1 e Y2 coin=
cidan. Después de un cambio de coordenadas lineal podemos supo-
ner que dicha recta tangente sea el eje Xl’ asi las ramas admi-
ten parametrizaciones propias:

e e!

Xl =t Xl = t
(3) ¥yd X; =f;(q) Yo Xy = 95 ()
i=2'3,...,N i=2'3"‘.’N

Sea m el minimo comGn mdltiplo de e e' ; sean c,d, yi
Yy

enteros tales que m= e.c, m=e'.d y m.L=e.e',

3.8 Lema : para toda rafz m~ésima de la unidad g£se verifica

C(E)gﬁ(Yl * Y2).e.e'

Demostracién del lema 3.8: es bien conocido que existen raices

de la unidad Q‘e—ésima Y $ e'-&sima, tales que 5.7=§ . Asi mismo
se verifica que Qd es raliz e'-ésima de la unidad y %? es raiz
e-&sima de la unidad.

Si sustituimos t, por € y t, por td en las parametriza-

ciones de (3), obtenemos las parametriazaciones, no necesaria-
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mente propias,

_ 0 _ .n
Xl = t X1 = t
Y2 X; = fl(i;) Y, X; = g4 (t)
i=2,3,...,N i=2,3,...,N
= _ c -~ _ d .
con fi(t) = fi(t ) yvgi(t) —‘gi(t ) para i=2,3,...,N

De la misma definicién de C(£),ver observacidn a la pro-
posicién II-1.1, tenemos que si hacemos la sustitucidén t=sqn
- P4 = ey . P ’
C(g)= Mln{jordens(fi(%.s)‘gi(z.s), i 2,3,...,N} .
Es inmediato demostrar que si se hace la sustitucidn s=U
se obtiene que

fl(%U£)= fi, C( Ue ) '-g-:l(yl'uz)= gi' d(Ue) 7

3

por lo tanto

- ! , 1
C(e)= Mlni ordenU(filic (Ue )—'gi,Qd( Ue));1=2,3,...Nf._z_,
luego

C(¢) = Min {ordenU(fi (Ue‘)—gi’ J(Ue)); i=2,3,...,N j .

1/e.e’

c
3
Substituyendo formalmente U por v obtenemos
]
C(g)< Min {orden_(f, c(vl/e)-g. al.(vl/e Y); 1i=2,3,...,N).e.e'
v 1,% ‘ 1,2
luego

C(g)L K Yl'YZ)' e.e',

(
c d
311
y gracias a la proposicién 3.1 obtenemos

que es lo que queriamos demostrar.

Continuacién de la demostracién de la proposicién 3.7: Observe-

mos que (Yl* Y,) e.e' 5*(Xi,o)(e-l)2 dado que r» 2, entonces

del lema 3.8 se deduce C (5){ n-1.

48



Dado que las parametrizaciones de Yl e Yi (resp Y2 e Yé)

coinciden médulo n(ver (1) y (1)') y gracias a la desigualdad
C(€) £ n-1 obtenemos que los vectores secantes Vg , definido por

el par Yl ’ Y2' y V. , definido por el par Yi ' Yé , coinci-

5
den.
Como el conjunto de vectores secantes al par de ramas
Y, o Y, forman una unién de planos definidos por la recta tan-
gente a Yl Yy Y2 y el vector Vé , a2l variar graiz m—-é€sima de la

unidad, deducimos de la igualdad Ve = v,

e due los vectores se~-

cantes al par Yl, Y2 coinciden con los vectores secantes al

par Yi ’ Yé .
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CAPITULO III



°

CAPITULO III : TEOREMA DE TRUNCACION

l.Propiedades de los ideales que permanecen por contacto ele-

vado

En esta seccibén nos proponemos demostrar que ciertas pro-
piedades de los gérmenes de curvas de (kN,o) se conservan por
contacto elevado.M&s concretamente: diremos que una propiedad
®, definida sobre un conjunto de ideales‘Z}Id(N), se conserva
por contacto elevado si existe un entero £(¥) tal que para to-
do par de ideales I,Jez:, con I=J mbdulo (Mf(g)),'se tiene que

I verifica & si sélo si J verifica§.

1.1 Proposicidén: Sea I €Id(N), J un ideal de R y Se el indice

de regularidad del cociente R/I (ver apéndice 1).

Supongamos que I'z J médulo(M™) con n,aso+2 s entonces se
verifican:

(i) FHS (t) < FHS (t) para todo t¢€ .

(i1) aim(®/1) Y aim (R/3)..

Demostracidn : observemos que la condicién I=J médulo 1Mn) im=

plica que

(1) I+M J+M

para s €n .De la anterior igualdad se deduce
(2) dim, (———Bg——)= dimk (———BE——)
I+M J+M
para 1<s n, por lo tanto
(3) FHSI(s) = FHSJ(S)
para s \< n
Sea X &R tal gque su clase en el cociente R/I sea un ele-

mento superficial de grado uno. Por los teoremas 2 y 5 de Ap-I
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es isomorfismo la multiplicacidn por x:
s, +1
So+2 v

I+ M X T+M
145+l T+M

de modo que por (1) es asimismo isomorfismo

J+ m% .X JmSet1
g+ mS 1 J+mS0 +2
Denotaremos por m el ideal maximal—%{-—- de -—?— el isomor-

fismo anterior. puede escribirse

I_ﬂs" X . ;-n-sa +1

7

HSO +1 "IHSO +2 e
Usando el lema de Nakayama obtenemos m S°+:,L= Xm-° . Asi para to-
do sy s,
(3) " ﬁs+1 = x I'ES ,
por tanto el morfismo
(4) n° XL mstl

—s+1 4 —S+2

m m

es exhaustivo para todo s ) s,.

Si e es la multiplicidad de R/I sabemos que para todo
s»s,

I+ M°
k I + Ms+1

(Ap-I prop.2).

Del isomorfismo (1) para s=s, +1 y de (5) obtenemos que

. m 5o |
dlmk( —s,¢1 )" ©

y de la epiyectividad de los morfismos (4) deducimos que

—s
© e ydim ("“I—E-E;T)
m

para s s,

De (5) y (6) se deduce que

1+M° q°
(7) dimy (———-—-s——_;-i—-—)= ezdlmk( =TT )
I+M q
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para s »s_

Basta sumar para obtener de (3) y (7) el apartado (i) de
la proposicién, el apartado (ii) se deduce del (i) al ser la
dimensidén de los anillos el grado de sus polinomios de Hilbert-

Samuel (vid. SE-2 Cap III p.e.).

Sea A una k-&dlgebra local y m su ideal maximal.

Denotaremos por Gr(AdA) el anillo graduado de A en su ideal

n
Gr(A)= @ —Iinj'i'

n%o m

maximal :

~o

Gr(I) serd el ideal homogéneo de Gr(A), ntcleo del morfismo ho-
mogéneo de grado cero:

IT: Gr(A) —» Gr(A/I) ’
que induce el morfismo natural de paso al cociente en cada pie-
za de grado n: .
n —T

T(n): Gr(a) (n) = ser B/ =D
m m

Denotaremos I(n) la pieza de grado n del ideal Gr(I); en
general, si B es una k-&lgebra graduada B(n) seré su pieza de

grado n.

1.2 Lema : Sea I €I4d(N), todo elemento de una base minimal ho-
mogénea de Gr(I) tiene grado menor & igual que S,(I)+1.

Demostracibén : vamos a demostrar que para todo sz,so(I)+1 se

verifica
I(s+1)= I(s).P(1) ,
de lo cual se concluye facilmente el lema 1.2.
Sea x un elemento superficial de grado uno de R/I, De las

proposiciones 2 y 5 del apéndice primero deducimos que el mor-
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fismo

(1) ju P(s=~1) X o P(s) _ _m
n® CI(s-1) I(s) mS

i

es biyectivo para todo s} s (I)+1
La inclusién I(s).P(1l)C I(s+l) siempre se verifica, va-
mos a establecer la contraria para s 3 s,(I)+1.
De la epiyectividad de los morfismos (1) deducimos que
P(s)= I(s)+ x.P(s-1)
para todo s »s_(I)+1l. De esta Gltima igualdad se obtiene que
(2) ~ P(st+l)= I(s). P(l)+ x.P(s)
para todo s » s, (I)+1.
Sea y un elemento de I(s+1l), de la igualdad (2) deduci-
mos gue existen elementos gg¢ I(s)P(1l) y réP(s) tales que
Y= g+x.vw
De la igualdad anterior y de la inyectividad del morfis-
mo (1) para s+1 obtenemos que v pertenece a I(s), por tanto
y=-q € I(s).P(1l) concluyendo que y & I(s).P(1).
Hemos demostrado que I(s+1l)= I(s).P(1l), gquedando proba-

do el lema 1.2.

1.3 Proposicidén: En las hip&tesis de 1.1 son equivalentes:

(i) FHSJ = FHSI

(ii) J € Id(N)
(iii) Los anillos Gr(R/I) ¥ Gr(R/J) son isomorfos como
cocientes del graduado de R.

Demostraci6n: la implicacién (iii)=)(i) es inmediata.

Denotaremos A=R/I ’ K::R/J ; my m los ideales maximales
de A y A respectivamente, e y € las multiplicidades de A y &

respectivamente. (ii)=3(i) Supongamos que J es un ideal perfec-
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to de altura N-1. Sea Y un elemento de R cuya clase y en A sea
un elemento superficial de grado uno.

Consideremos la siguiente igualdad

ES ‘ aS'i‘l
= dl“‘k(—:—:s——)‘ dim | ———
y.m y.m

Al ser A Cohen-Macaulay es sabido (MAL prop.l12.5) que

m -
dimy ("Z‘T)= e
y.m

-S
(1) dimk< m

i_‘ﬂ‘S"f'l

para todo s.

Por otro lado de la hipbtesis I=J médulo(Mn) deducimos
m°° _ me o
—So+1 T gSotl d

por tanto de la proposicién 2 de Ap-I obtenemos

. m-o -
(2) d'.\.mk (-—_-S—O—II— = e
m
Asi la igualdad (1) se convierte en
_ I_Y_I-S°+l
e= e=- dlmk ——:——:é-————- ) 7
y.m"° ‘

luego

eye .
De la condicién (i) de la proposicién 1.1 tenemos que ey e ,por
tanto concluimos que e = e.
Al ser la multiplicidad de A igual a e , de la proposi-
cibn 2 de Ap-I y de (2) deducimos que
dimk<———_-x—f\-:—+l—)= e
m
para todo s ys,.
De la igualdad (3) de la demostracién de 1.1 y de la
igualdad anterior se obtiene la condicién (i) del enunciado.

(i) = (ii). Vamos a demostrar un lema que como caso particu-

lar nos dard la implicacién que nos ocupa:
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1.4 Lema : En las hipStesis de 1.1, supongamos que FHSI=FHSJ.
Se verifican las siguientes propiedades |
| (a) R/J es Cohen-Macaulay.
(b} Sea Y &R cuya clase y en R/I sea un elemento su-
perficial de grado uno,entonces su clase v en R/J
también lo es.

Demostracién: Al ser y , clase de Y en R/I, un elemento super-

ficial de grado uno tenemos que el morfismo

A AN A
nSoe mso+1.

es inyectivo (proposicién 5 de Ap-I). Gracias a la hip&tesis

I=J médulo(Mn) , con ny s,+2, deducimos que el morfismo
. A
4 I'ESOH’

A
Mmoo

es inyectivo, lo que fuerza a que

(HSQ +1 —Se

;y) = .
Vamos a demostrar que

(1) @5 =78

para todo s »s por induccién sobre s.

o
De la hip6tesis FHS = FHS; y de la proposicibén 2 de Ap-I
" deducimos que dimk( i

—s+1

):e para todo s»s,. Por lo tanto de
m

la exhaustividad de los morfismos (4) de la demostracién de 1.1,

obtenemos que los morfismos

(2) ’ I-ﬁs .g’- N ES+1
HS”‘ ES+2
son biyectivos para s 7Sy
Sea x € mstL . v),para s»s_, entonces x?(—‘_ﬁs+l, por lo

tanto xy éﬁso+l. De la igualdad (1) obtenemos que X &m@,
Utilizando la inyectividad de los morfismos (2) y razonan=

. ~S
do por recurrencia se demuestra que X ém .
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s+l ¥) = m° para todo sz so, de

Hemos demostrado que (m
la proposicién 3 del apéndice primero obtenemos que y es un -
elemento no divisor de cero de A, luego A es un anillo Cohen-Ma

caulay e y es un elemento superficial de grado uno.

La implicacién (i) = (iii) se deduce del lema 1.2 y de

la implicacién (i) = (ii).

Definicién : Sea I« R un ideal, una base standard es un siste-

ma de generadores de I cuyas formas iniciales forman un siste-
ma de generadores del ideal hom&geno Gr(IL) .
vid. HI-2 Cahp.III §1 y 2 para las propiedades fundamen-

tales de las bases standard.

Sea (kN,o)O el esquema obtenido por dilatacidén ("explo-
sifn" 6 "Blow-up") de (kN,o) en el origen (ver NOR-1 y 2, HI-2
para las definiciones y propiedades fundamentales de la "dila-

tacién").
El esquema (kN,o)O
N-1

de”R = Proj(R‘Yl,...,YN‘)definido por el ideal

es isomorfo al subesquema cerrado

(Xi.Yj - XjYi ; i,j=1,2,...,N) ,

vy se tiene un morfismo birracional
N
BL: (k',00° —— (kV,0)

inducido por el morfismo candnico
f:N-l ————% Spec(R)= (xY,0)
R

El lugar excepcional de BL, i.e. E =BL_1(0), es un di-

1

) © que suele llamarse primer entorno del punto

visor de (kN,o

o, Yy est8 en correspondencia con las direcciones por o.
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Sea (kN,o)i el abierto afin D+(Yi)<:(kN,o)°, entonces
el morfismo
. N ,o0o = ‘ N .
BL[(kN’o)o : (k ,o)1 —_—> (k,0)

permite identificar el anillo afin de (kN,O)i a la extensién

. [ Y, Yo J
y o e a8y TS
i i

Sea I €Id(N) y consideremos el k-esguema

de R,

X = SPec(R/I) ,
BL-l(X) es igual a la unién de un esquema unidimensional x° ’
llamado transformado estricto de X, y el divisor excepcional
El .
El conjunto Elf)xo = El(X) suele llamarse primer entor-
no de o en X y cada punto pe;El(X) punto infinitamente pr&xi-

mo a o en X.

Consideremos el morfismo candénico

N-1 N-1
f:[P —— n> v
R k
N-1
es conocido que f restringe a un isomorfismo entre E1 Yy W& v

R N-1
vy que f'El(El(X))= Proj (Gr( /I))C!Fk .

Si xe}R/I es un elemento superficial de grado uno, deno-
taremos por (R/I)0 el anillo del primer entorno de R/I:

R/n° = (F/1) .[—;{—1—,..., —;-{EJCtot(R/I) |
(ver MAL cap.12). Supongamos que X=X, , entonces Xoc:(kN,o)i

y el anillo HO(XO, @%o) es isomorfo a (R/I)o.

1.5 Proposicién: Sean I y J dos ideales pertenecientes a Id(N)

Supongamos que I=J médulo (Mn), con n:750(1)+2, y que las cla-
ses de x1 en R/I y R/J sean elementos superficiales de grado

uno.
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Si indicamos por I' y J' los ideales del anillo

X X
R [ii— yooay XN J que definen los transformados estrictos
1

de los gérmenes de curva definidos por I y J, entonces

X X
I'=J°' médulo(Ms_so—l.R [——-2- ._._l\]_]) .

7 ° o0y
Xy Xy

Demostracién : gracias a la proposicién 1.3 sabemos que Gr(I)=

=Gr(J) . Por lo tanto existe un sistema de generadores fl,.c.,ff
de Gr(I)=Gr(J) tal que deg(fihg s,+1 (lema 1.2) para i=1,2,;..,rv

Sean gi,...‘,gréI Y hy,...,h €J elegidos de modo que

. - N
(i) g9; = hy médulo (M),
(i1) las formas iniciales de h; y g; sean iguales a
fi para i= 1,2,...,r,
De la condicién (ii) y del corolario al lema 6,Chap II 2,

de HI-2 los elementos {g; forman un sistema de ge-
i=1’2,-oo’r

neradores de I, andlogamente los {h. lo son de J.

l}i=1,2,...,r
Por el lema 6, chap.III 2, de HI-2, si q; es el grado
de la forma fi

' = (%, Y o.g; si=1,2,...,7)

I = Xy ~d; Gy o5i=1,2,...,1).

De donde con la condicién deg(fi)= qiggso+1, obtenemos que

X X
I' = J' médulo|M* ™ Se~1 g ——z—,.,., N
X Xy

1.6Proposicién: Para cualesquiera IZéId(N,g) y J &£Id(N) que

verifiquen I = J médulo (M 2542), se tiene que

(i) J es radical
(ii) Sean X,Y los gérmenes de curva definidos por I,J respec-

tivamente. Existe una biyeccién entre el conjunto de ramas de
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X y el de Y de modo que ramas correspondientes presentan en
comin todos los puntos infinitamente pré&ximos hasta el prime-
ro que es simple en X. Los anillos locales de X e Y en cada
uno de estos puntos infinitamente préximos presentan el mis~
mo polinomio de Hilbert-Samuel.

(iii) Los 6rdenes de singularidad de X e Y coinciden, en paf-
ticular JVE Id(N,S) .

Demostracidn : Denotaremos por U y V los anillos del primer

entorno de R/I vy R/J, por m y m los ideales maximales de R/I

y R/J respectivamente. »
Escribamos u(t)=2t+2
La demostracién se hard@ por induccidn sobre §, antes ne-

cesitamos un lema:

1.7 Lema : sea p(T) = eT-f’el polinomio de Hilbert-Samuel del
anillo R/I Y S, su indice de regularidad,entonces:

(1) wu (8) 2 s,+2 .

(i1) wm (§)= s,-1 3% u(§-p), cuando pho.

Demostracién del lema 1.7: de la proposicidn 1 de A-I tenemos

que
s, € e-1
y de la desigualdad del capitulo I §1
e~1<p,
obtenemos
(1) S, € p.
De esta (Gltima desigualdad y de la proposicién I-1.3(iii) de-
ducimos que
s°<g ’
luego

u(8)y s, +2 .
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La desigualdad del apartado (ii) equivale a
2f?7 Se+l ,

[

la cual se deduce de (1) si €7>o,

Continuacidn de la demostracidn de 1.6

Si 5=o0 el anillo R/I es local regular, por
mensién de su espacio tangente de Zariski es uno.
De la condicién I =J modulo (Mz) deducimos

m m

2 S T
m

asi la dimensibn del espacio tangente de Zariski
y el anillo es regular.En este caso es facil verx
can las tesis de 1.6.

Supongamos 80 , de la proposicién 12.16 de
ce que f71.

Gracias al teorema 3.2 chap 1 de SAL podemo
el elemento xlé:R/I es superficial de grado uno(
Xq €8 la clase de Xl)’

Por otra parte del lema 1.7 (i) sabemos que

ul(f) ys,+2 ,

asi del lema 1.4 y proposicién 1.3 concluimos que

tanto la di-

que

de R/J es uno

que se verifi-
MAL se dedu-

S suponer que

recordemos que

la clase de

X1 en R/J, gque denotaremos por El’ es un elemento superficial

de grado uno.
Sean I' , J' los ideales del anillo
X X
B= R |—2—,...,—N_
231 X
B,._, B,_, .
tales que U = /I' , V= 7/J' respectivamente.

Sabemos, gracias a la proposicién 1.3(iii),

llos Gr(R/I) Yy Gr(R/J) son isomorfos como cocient
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do de R, por tanto los puntos del primer entorno de X e Y coin-
ciden. Indiquémosles por Ajy.. A .

Sean qq,...,d, los ideales maximales de B correspondien-
tes a Al,...Ar ; denotaremos por Ei(resp. EE) la imagen de q

en U (resp.V) por el morfismo de paso al cociente.

1.8 Lema : Los anillos Va' son sompletos y se verifica
i
r .
vV = TW'va . También son vilidas los anteriores propiedades si
i=1 “i

sustituimos V por U y a; por EI .

Demostracién del lema 1.8 : El anillo R/J es completo, luego

V también lo es (CH prop 3). Del teorema 17.7 de NA deducimos

que

r
A
V=IIV(~14 '
i=1 i

al ser los anillos V~ completos (corolario 1 al teorema 10
i .
de NOR-3) deducimos el lema. Observamos que la demostracién

es v&lida si sustituimos V por U y E& por EI .

Continuacién de la demostracién de la proposicién 1.6:

De la hipétesis I = J m6édulo (MLKS)) y gracias a la pro-

posicién 1.5 y del lema 1.7(i), deducimos que

ws) -s,~1

I' = J'm6dulo (M B) .

Asi tenemos un morfismo de B-&lgebras

(1) U - \Y%
- ¥
U.mLKS)-so—l V.HAKS)—so—l
El isomorfismo (1) induce el isomorfismo de Bq -m&dulos
i
U _ \
U-m\xf)~so—l g V.o wWé)-s, -1 5 .



el cual induce a su vez, habida cuenta de que

U.mu(S) _So—l C u(g)“so"l
C

A 9|

=u(§)-s,-1 u(§) -s,-1

v i ,

el isomorfismo de qumédulos
U— Vi
(2) 93

U(8) =s4-1 aa_u(S)-so-l
1 1

g3

mn

q

El esquema (kN,o)O es liso ya que es la dilatacidén de

un esquema liso, de lo cual deducimos que Spec(B) también lo
)o

es yva que es un abierto de (kN,o
Al ser Spec(B) no singular y de dimensién N se tiene

que

para todo i=1,2,...,r. Dado que los anillos UE’ (reSp.VQQ) son
i i

. B NN
completos(ver lema 1.8) existen ideales Ii(resp. Jy) de Bé
i
tales que N\
B
9
U =
g i
q.
(resp. Vo = = ) para i=1,2,...,r.

Al ser los anillos que aparecen en el isomorfismo (2)
artinianos y por lo tanto completos, se deduce que el isomor-

P '

fismo lo es de Bq - m6dulos, asi de la existencia de los iso-
i

morfismos (2) obtenemos

U.(g) "So'l)

(3) Ii = Ji médulo (M

donde M es el ideal maximal de R = ﬁ; .
i

Gracias al lema 1.8 (ii) sabemos que u(§)=-s, -1 ) w(S-p).
Si Si es el orden de singularidad del germen de curva defini-
do por Ii,'de la proposicién I=1.3 (iii) se deduce
S-p74
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luego
(4) u(§) —s, -1 7u(4;).
Gracias a (3) y (4) podemos aplicar la hipétesis de induc-

cib6n a los pares Ii + J; , para i=1,2,...,r , y obtener que los

i

anillos V~ son reducidos. Gracias a la proposicién 1.3 los po-
i

linomios de Hilbert-Samuel de (%X,o) Y é%Y,O) coinciden,apli=-

cando la hip6tesis de induccién obtenemos el apartado (ii).

Al ser los anillos Vai reducidos, del lema 1.8 deducimos
que V es reducido. Como que R/J es un subanillo de V, es asi-
mismo reducido, quedando probado el apartado (i).

El apartado (iii) es consecuencia del (ii) y de 1la prop..

I-1.3 (iii).

1.7 Corolario: En las hip6tesis de la proposicién 1.6 suponga-

mos que se verifica
I = J mddulo (M2‘§+1+n)
para n ¢ N .Sean & y'ﬁ> ramas de X e Y respectivamente, que
se correspondan por la biyeccién del apartado (ii) de la pro-
posicibén 1.6.
Las ramaSo<y(3 presentan en com@n todos los puntos infi-

nitamente préximos hasta el n-€simo gque es simple en X e Y.

Demostracifn: basta observar en la demostracién de la proposi-~-

cién 1.6 que el orden de congruencia entre los ideales disminu-
ye en s +1 al hacer una explosib6n en el origen, donde s, es
el fndice de regularidad del ideal I.

Dado que el indice de regularidad de un ideal que defi-
na un germen no singular es cero, razonando por induccién, an&-
logamente a como se hizo en la demostracién de 1.6, se obtiene

el corolario.

64



2.Teorema de truncacibén para gérmenes de curva reducida de

(kN,o) .

,Sea/Lel ntmero de'Milnor de un germen de curva plana,
su orden de singularidad y r el nlmero de ramas.Es bien cono-
cida (ver ML §10) la relacidn

2 5+1-r = P
en particular 257/» . ‘

De NOB-1 corolario 2.6 utilizaremos:

2.1 Proposicién: Sean f=o y g=o dos ecuaciones locales de gér-

menes de curva reducida de (kz,o), sea/uel nGmero de Milnor aso-
" ciado a f=o.
Si f= g médulo (X,Y) con V;}%/L+l, existe un automorfis-

mo ? de R2 que transforma £ en g, y que verifica

1]

¢ = 1d médulo(x,y)” "

> [N sers la funcién w(n)=2(n+1) (2n3(n+1) (n+3)+1) +

Definicién : w: N

2.2 TEOREMA DE TRUNCACION :Para cualesquiera JeﬂV, Neﬂv e I,,1I,

ideales pertenecientes al conjunto Id(N,8), que verifiquen

W(S))

I, =1, médulo (M ’
existe un automorfismo analitico de R que transforma I, en I2 .

Demostracidn: observemos en primer lugar que

W(n) = (n+1) (8W(n)+1)+ 2n+1
Siendo W(n)=—%—n3(n+l)(n+3) la funcién del teorema II-3.6 .
Podemos suponer §70 , ya que en caso contrario los gérme-
nes Zl Y 22 definidos por Il e I2 son no singulares y la tesis

del enunciado se verifica independientemente de la hipbtesis de

congruencia de los ideales, como es bien sabido.
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Dado que los cambios de coordenadas lineales de (kN,o)
no modifican el enunciado del teorema, podemos suponer que las
proyecciones sobre los planos Xl;xi paralelamente a X1=Xi=o
verifican las hipbtesis del teorema II-3.6 y que'Xl es un pa-
rémetro transversal tanto para Z1 como para 22 .
De la definicibn de w es f&cil deducir que
25+2$vﬂ5h
de modo que las hipb6tesis del teorema se obtiene
I, = I, médulo m25+2) |
v la proposicién 1.6(1ii) asegura la existencia de una biyec-
cidn entre las ramas de Zl Yy 22 de modo que ramas correspondien-
tes presentan en com@n todos los puntos infinitamente préximos
hasta el primero que es simple en Z; .Los anillos locales de
2, Y %2, en cada uno de estos puntos infinitamente préximos‘
presentan el mismo polinomio de Hilbert-Samuel.
Por lo tanto los gérmenes 2 Y Z2 tienen el mismo nGmero
de ramas r. Del teorema II-1.2 obtenemos que los gérmenes Z. . ,

Je¢2

proyeccidén sobre el plano Xq ,Xi del germen Zj ;, tienen asimis-

mo r ramas para j=1,2, i=2,3,...,N.

Sean {Zg } las ramas de Zj Yy {Zg i
£=l,2,...,r ! £=l’2’.."r

las de Zj,i

la proyeccién de la rama Z§ sobre el plano Xl , X

, para j=1,2, 1i=2,3,...,N. Supondremos que Zg i es
4

i
Supongamos que las ramas Z1 Y Z, estan ordenadas de tal

L

modo que la rama correspondiente a Zl , por la biyeccién de 1.6,

£
sea Z2 .

2.3 Lema : Para todo £=1,2,...,r existen parametrizaciones pro-

pias de las ramas Zf Y Z%
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ez ez

>
i

1= % X1 =%
L 2 2 2
Zy =y X = £q,5(tp) ro 2y Xy o= £y 4 ()
i=2,3,...,N i=2,3,...,N
tales que
£ =l medulo (t, e (87 (5)+1)
1,1 =%3,1 L

para 1i=2,3,...,N.

Demostracidn del lema: de las hipdtesis del teorema y gracias

a la desigualdad e §+1 (ver prop.I-1.3(iii)) obtenemos
e (8W (§)+1)+25+1
I, )
del lema 1.7 deducimos que las ramas Zf y Zg

= I, médulo (M ’
tienen en com@n
e (8w (S)+1) puntos infinitamente prdximos Al""’Ae}(aﬁ(5)+l)
que son simples en ambas ramas.

Seano<y/31as ramas con origen en Al transformadas de las
Z% Yy Zg respectivamente; las ramasogyfsson simples y tienen
en com@in los puntos infinitamente préximos Al"“°Ae.(SWkS)+1)'

De esta iltima condicién es inmediato deducir que existen para-

metrizaciones propias de las ramaso(y{3

o« 3 Yl =t ) Yl = t
tales que:
) £;(t) = g, (t)médulo (£ (BW(d) +1,

para i= 2,3,...,N,

Sealfla composicién de las sucesivas explosionescentra-

das en los puntos infinitamente préximos comunes a Zf y Zg an-

teriores a Ay s Z{ vy Zg son las imdgenes portgde las ramas o y/3

respectivamente.
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* . .
Denotemos por U{ : @(kN’o)———? (Q(kN el morfismo

lAl)

inducido por(?a nivel de anillos locales,sean {H%f
i=l,2'..¢’N

R

series de kl\er---:YN‘l (kN,Al) tales que

Y*(Xi) = Hi'(Yi""'YN)

Z

Es sabido que las ramas Zf ’ 22 admiten parametriza-

ciones propias

Zf? X; = Hy(£,(8) .00, ()
i=1,2,...,N
(2)
z‘;: X; = Hi(gq (), .00, gy(t))

i=1,2,...,N

De la condicidén (1) obtenemos que .

(3)  H(£y,...,60)= H (g, ..0,9y) médulo (& (8W () +1))
Habiamos supuesto que X, era un parémetro transversal

tanto para Zl como para Zz, por lo tanto
ordent(Hl(fl,...,fN))= ordent(Hl(gl,...,gN))= e,

Sabemos,gracias al teorema de Puisseux (ver Capitulo I),

que existen series ul(t), uz(t)elcntJ, tales que

(v, (£)) ¢

i

Hl(fl(t),...,fN(t))

(4) e
(u,(t)) ¢

il

Hl(gl(t),-.t,gN(t))l
~gracias a la condicién (3) pueden escojerse ul(t) y uz(t) de
tal manera que

e (8w (8)+1)
(5) ul(t) = uz(t) mb6dulo (t e ).

2
Al ser las series U Y U, de orden uno respecto de t, exig-
ten series El Yy Gz pertenecientes a k}ls” , que también son

de orden uno, tales que

uj (ﬁj (s))=s
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para j=1,2. De la condicibn(5) es f&cil deducir que

(6) u; (s)= u,(s) médulo <5§;1g%1§iii_

Si sustituimos t=El(S)en la parametrizacibn propia de

).

la rama Zf de (2) y t= Gé(s) en la parametrizacidén propia de
la rama Zg de (2) obtenemos parametrizaciones propias
e e
(Xlés £ Xl=s £ |
Zl:< Xi=Hi(fl(ul(s))lcwlIfN(ul(s))) ZZ: Xi=Hi(gl(u2(S)) I""gn(uz(s))
i=2,3,...,N i=2,3,...,N
\

sea s=t, ,f7 [ (t))= Hy(£; (T (8)), .0, By (T ()
Y £S5 (tp)= B (g (Ty(8)),.en,gy (T, (8)))
Observemos que al ser las parametrizaciones (2) propias
se verifica que
Ordent(Hi(fl”"'fN))9‘e£
ordent(Hi(gl,...,gN))z.eZ
para i=1,2,...,N. De la condicién (6) es f&cil deducir que

2 2 e (8W(§)+1

fl,i (tzys f2,i(t£) médulo (tz )

quedando el lema 2.3 demostrado.

Continuacién de la demostracién 2.2  Gracias a la proposicidén

II-1.2 la rama Z§ i admite por parametrizacién propia

’
e

- £
X1 =t

540 4 K

3

£
fy,1(%0
i=2,3,...,N
para j=1,2 , £=1,2,...,r. Asi el germen Z§ i tiene como ecua-
7

cién local
2 T 2 /ey
P Xy =] |ogmtes g D)
yL=1
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por lo tanto el germen Zj i tiene por ecuacién local
14

i
2
F. .= 1] r.*,
3oL poq i !

(ver capitulo I).

De la tesis del lema 2.3 se desprende que

(7) r{ ; = F§ ; médulo (2,3, B9 +1 ) |
de donde
@® Fl,i EFz'i médulo ((Xl,xi)sw(5)+l)

El teorema II-3.6 nos dice que el orden de singularidad

de los gérmenes Zj jr Y en particular el de las ramas Zg i res
7 ’
menor o igual de w(§). De la igualdad (7) es facil deducir,vis-
to el corolario 1.7, que las ramas 2z{ , v ZS . tienen en comfin
,1 ,1

6w(§) puntos simples.

Dado que 6W(§) es estrictamente mayor que el orden de

singularidad de los ggéenes Z ; ¥ como gue un punto mGlti-

J.d
ple contribuye al orden de singularidad al menos con una uni-
dad, deducimos que
(9) las ramas z§ ; y z4{ , tienen en comdn un punto simple
’ ’
que lo es también de los gérmenes Z1 LY Dy o
b1 2,1

De la condicidn (8), para i=2, se desprende, gracias a

la proposicibén 2.1, que existe un automorfismo analitico @ de
2 _ e

(k“,0) tal que @ (22'2) = Zl,2 V% ver;flca

4W(S)+1)

(10) @ = Id mbédulo ((Xl,XZ)
De esta Gltima condicibn, vista la pioposicién 1.6, se obtiene
que existe una biyeccién entre las ramas de ¢ (Z2’2) 3% 22’2

tal que ramas correspondientes presentan en comin todos los pun-

tos infinitamente préximos hasta el primero que es simple en

) (22,2) Y Z, , .De la condicién (9) se deduce que
7
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para £=1,2,...,r.
El automorfismo @ puede extenderse a un automorfismo

@ de R, de la siguiente manera:

3 (Xp) = ¢ (X,) para £= 1,2

g (kz) + X, para &= 3,4,...,N,
observemos que de (1l0) se obtiene
(11) § = 14 médulo ((X,,X,)*W(5)+L,

De la proposicién I-1.3(iv) es f&cil deducir que

2(e-1). & (2,042 < 4W(5)+1
donde e es la multiplicidad de Z, . De la proposicién II-3.6 y
la condicién (11) se conlcuye

w(2,2,) = w(z,a(zz))’.
de donde la proyeccién sobre el plano Xq ;XZ paralelamente a
la variedad Xl =X2 =0 verifica la proposicién II-1.2 para el
germen @ (Zz).Por lo tanto, dado que la proyeccién de las ra-

mas 5(2% )y Zf coinciden con ¢(Z% ,deducimos,gracias

= ol
2= 21 5
a la proposicién II-1.2, que las normalizaciones de las ramas

5(25 ) Zf v Z{,z coinciden.

Del lema 2.3 y de la condicién(1ll) deducimos que la ra-

- £
ma ¢(Zz') admite una parametrizacién propia

. ;
z X. =h.(t)
B(z5 ) 1o
1=1,2,...,8
tal que
e —
(12) t," = nl(ty méaulo(r, V(S +L,

/e —
£1 4 (tp) Ehf(tﬂ) médulo (t£4w(5)+1)

para i=2,3,...,N.
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Sean A= 42¢ (z ) ,0) = (Z. »,0)" B la clausura ente-
2,2 1,2

ra de A, y A.= @'— : para j=1,2, Asi tenemos un diagrama
] (¢(Zj) /0) 4

A, = A‘x3,...,

1 Ty |
ey \
A v/ B

\)Az = A |§ ////T(N]/

El paso final consiste en evaluar la diferencia Xl-iie;B

3,~-.,

para i=3,3,...,N.
Sabemos que la clausura entera de A es isomorfa a la su-
r
ma directa 69]{!}t2” .
£=1
De la condicién (12) obtenemos que

47 (8) +1 4w (d) +1

® ... olt))

1

para i=3,4,...,N,
SeaZ?el conductor de la extensibn AcB, de las proposiciones

I-1.1 y I1-3.6 sabemos que
dimy <—EB_)\< 2W(S)
por lo tanto

(14) (t,) Zw(a)

cee @ () c®ch.

-
w(5)® §

Sea m el ideal maximal de A, podemos suponer que Cecnm ya
que en caso contrario A=B, lo que forzarfa a que los g&rmenes
'Zl Y 2, fueran no singulares. Este caso ya se ha estudiado al
principio de la demostracién. Por lo tanto de (13) y (14) de-
ducimos

~

- 2
Xi - Xi &m ;

sean Uj,...,u elementos de (Xl,XZ)ZC'kIle,XZH cuyas clases

N
[ﬁé]eA verifiquen

%) - %, =[u;]en
para i=3,4,...,N.
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La transformaci6n definida por las asignaciones

P(x;)
\.F(Xi)

es un automorfismo de R (ya que u; e(Xl,Xz)z) que tranforma las

Xi i=1,2

i

X; + uy(Xg,X,) i=3,4,...,N

parametrizaciones de las ramas Z, en las parametrizaciones de
las ramas & (z,), luego transforma 3 (z,) en Z;. Por lo tanto

22 es isomorfo analiticamente a Z1 via el automorfismo analfti-

co g .

2.4 Corolario : la funcién w(n)=2(n+l)(2n3(h+l)(n+3)+l)+n veri-

fica que para cualesquiera I €I4(N,8), J &Id(N) tales que

I= J mdédulo (Mw(g))

14
existe un automorfismo de R que tranforma un ideal en el otro.

Demostracibn: observando que w(5322<g+2, de la proposicién 1.6(iii)

y del teorema 2.2 deducimos el corolario.

Definicién: sean fl"“'fs elementos del anillo de polinomios
Pyr por grado de la n-pla (fl”"’fs) entenderemos la suma de los
~grados de los f,.
El grado de un idealq_de PN serd el minimo de los grados
de las n-pla formados por sistemas de generadores de q , se de-

notard por deg(q).

2.5 Proposicifn existe una funcién y:mb——§WVcon la siguiente

propiedad:

Si g es un ideal de PN se verifica

deg(rad(q)) < ¢(deg(q))

Demostracién: ver HR , o también AR-1 teorema 6.5.
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A continuaci6ébn vamos a establecer otro corolario al

teorema 2.2 :

2.6 Proposicibn : existe una funcién T: nf¥¥¥—9[FJ con la si-

~guiente propiedad:
Sea T €TA(N,§) v e la multiplicidad de “/I.
Para todo nyw(d) existe un ideal J £I&(N,5) engendrado
por polinomios tal que:
(i) existe un automorfismo analItico({de R que verifica
(a)\?s Id médulo (Mn)
() @@= 1

en particular I = J mbédulo My .
(11) deg(J) £ T(n,J ,e).

Demostracidn: indiquemos por (X,0) el germen de curva reducida

definido por el ideal I, sea m el ideal maximal de @%X,o) -Sean
Zl""’zr las ramas de (X,0).

Si $§=0 el germen (X,0) es no singular y podemos tomar
T(n,§, e)=n, gracias a la proposicién 2.1.

Supongamos &71. Después de un cambio de coordenadas lineal

podemos suponer que las variedades X, =Xi =0 pertenecen a W(2,X).

SeaZ?el conductor de la extensi6n 57

(x,0) € [’O(X,O)’ de la

proposicidén I-1.1 deducimos

dim ( —lgiELgl— )¢ 28 ;

ot

si denotamos por g el ideal t1 e - @tr del anillo éa(x,o)

r
= 6} kl‘tiu , por un razonamiento andlogo al hecho en la demos-
i=1 .

tracién del lema [[-4.3

2
q SC: nm.
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De donde en particular
qZSncmn ,
es decir
(1) tizgn@ @trzanc n® .
Tomando convenientemente los par&metros uniformizantes

tl,...,tr podemos suponer que las ramas de (X,0) admiten para-

metrizaciones propias:

e.
X, = t.7
J
2.
’ £2(t)
X, = . .
1 33
i=2,3,...,N
j=1,2,...,r. Siendo e, la multiplicidad de la rama j-€sima (lo
que fuerza e=2;+...+e.).
Si F &R denotaremos por Fl@ @Fr su imagen en

r
’kI,ti” por la composicién R — @%X’o)———> &P k”t£” .
i {4

Gah

.
i

De la inclusidén (1) deducimos que existeﬁ, para n 72, series
Fié.Mn, tales que:
J - £ _
deg, (F; - £;) £ 24 n-1
El isomorfo analitico @ ,definido por las asignaciones

i= 1,2,...,N
transforma (X,0) en un germen de curva (Y,o), definido por el

ideal J= @(I), cuyas ramas admiten parametrizaciones propias

3
x1=tj
2 L X, = % .
(20 z3:{ %, = gj(ey)

i=2,3,...,N
para j=1,2,...,r, con deg(g)) {28 n-1 y orden,(g) -£J) 24 n.
Sea(>el ntGmero de reduccibn de &%X,o) de la igualdad del
Capftulo I-§1 e-1<f y de la proposicién I-1.2(iv) se deduce
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que e-145 . Es inmediado que:
2(e-1)2 . §fx,0042 ¢ w(§)
de la proposicién II-3.7 se concluye que las variedades linea-
les X,;= X;= o pertenecen a w(2,Y).
Al ser las parametrizaciones (2) propias,‘gracias a la

proposicién II-1.2, sabemos que

e .
- ¢ 3
Xp =ty
i
X, = gi(t,
i = 955

es una parametrizacién propia de la proyeccién,paralelamente a
la variedad lenal Xl= Xi= 0, de la rama Zé . Asi pues, la proyec-
cién de (Y,o0) admite por ecuacibén local (ver capitulo I) al poli-

nomio de k le’xi[ :

r , 1/e.
Hi = W Je‘ (xi_- g;(f-xl J) ) v
j=1 £ =1 _

es facil verificar que
deg(Hi) < e.(286n-1)
Observemos que los dos gérmenes definidos por los ideales
J vy rad((Hz,...,HN)) admiten las mismas parametrizaciones propias
(i.e.(2)), por tanto son iguales.
De la proposicibén 2.5 deducimos que
deg (J) < Y((N-1).e.(28n-1)) ,
tenemos T (n,§,e)= { ((N-1).e.(2 n=-1).
La condicién (i) del enunciado de la proposicién 2.6 se de-
duce del‘hécho
@ = 1d m6dulo (M") ,

gquedando la proposicidén demostrada.
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Los ideales que definen los gérmenes de curva, reducidavo no,
de (k3,o) son perfectos y’de altura dos (i.e.pertenecientes a
Id(3)) por lo que son determinantales (ver apéndice II). Este
hecho nos permitird establecer un teorema de truncacién efec-

tiva para dichos gérmenes (teorema 2.7).

Definicién: Sea f GRN y né%nv .Un polinomiovg<§PN se diré que'
es la truncacidén de £ m6dulo n ( o que g se obtiene de f trun-
cando m&édulo n) si se verifican:

(a) £-g = o médulo (M")

(b) deg(g) { n-1

2.7 TEOREMA DE TRUNCACION EFECTIVA: Sea I ¢Id(3,8). Para todo

sistema de generadores fl,...,fn de I y toda matriz A, con coe-~-
ficientes pertenecientes a klle,Xz,X3“ . de dimensiones nx(n-1),

cuyos menores maximales sean los elementos fl""’f se veri-

n '
fica: el ideal J engendrado por los menores maximales de la ma-
triz B, obtenida truncando médulo r;;w(g) los coeficientes de A,

es analiticamente equivalente a I.

Demostracién : el ideal J estd engendrado por los menores maxi-
males de una matriz, por lo tanto
| bt(3) <2
ver proposicién 1 de Ap-II.
Es f&cil deducir de las hip&tesis que
(1) I = J médulo (u™8)) |
gracias a la proposicién 1.1 y al lema 1.7, habida cuenta que
u(§) < w(§), obtenemos
ht(J) 7 2.

por tanto ht(J)= 2.

77



Al ser el ideal J de altura dos del teorema 2-~(i) de Ap-II
deducimos que J es perfecto. Asi de la condicién (1) y del teo-~
rema 2.4 deducimos que existe un automorfismo de Ry que tranfor-

ma I en J.

3. Comentarios sobre los teoremas de truncacién

3.1.- E1 teorema de truncacién (ver 2.2) se enmarca en un con-
junto de resultados clédsicos como son los de Samuel (ver prop.2.1
para el caso de curvas y el lema 2 de NOB-1 para el caso general)
y los de Hironaka y Rossi (ver H-R). |

El resultado.de Samuel dice que si f=o0 es la ecuacibén lo-
cal de un germen de hipersuperficie algebroide (f éRN), con sin-
~gularidad aislada y nfmero de Milnor/u » Y 81 g es un elemento
de R Qque verifica

f-g = o médulo (M2/¢+1)

existe un automorfismo de R,, que transforma f en g.

N

La hipStesis de singularidad aislada no puede omitirse,ya
que el resultado seria falso, por ejemplo f= Y2 —X2 Y 9, =Y2—X2+Xn
(ver NOB-2). En su tesis Augusto Nobile (ver NOB-2) da resultados;
en la linea de los de Samuel, para singularidades no aisladas de
hipersuperficies de ((EN,o).

El trabajo de Hironaka-Rossi (ver H-R 6 AR-1l p&g 33 para la
versidn que daremos agqui) demuestra el siguiente resultado: Sea
ICR un ideal tal que Spec(R/I) sea reducido, de dimensibn pura r
y cuyo origen sea un punto singular aislado.Existe un entero c<gﬂv
tal que para todo ideal J CR , que defina un esquema reducido de
dimensién pura r y que verifique

I = J m&dulo M ’

existe un automorfismo de R que transforma I en J.
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El anterior resultado mejora el de Samuel, en el sentido
de que no hay restriccién en cuanto a la dimensidén, pero se pier-
de informacién ya que el entero ceﬂVdepende del esquema defini-
do por I y no de un invariante de la singularidad (como puede
ser el nfimero de Milnor para las hipersuperficies).

El teorema III-2.2 proporciona un resultado que si es por
una parte méds debil que el de Hinoraka~Rossi (se aplica s6lo a
~gérmenes de curva) controla el entero ¢ en funcién de invarian-
tes numéricos de la singularidad, al igual que el resultado de
Samuel para hipersuperficies.
3.2.~ Supongamos que & es una propiedad definida sobre el con-
junto I(N,§) que sea invariante por isomorfismo analitico, en-
tonces se conserva por contacto elevado (vid.teorema 2.2) y po-
demos tomar f£(P) = w(§).
3.3.~ El1 teorema de truncacién efectiva puede considerarse como

un corolario de un resultado més general.

2.8 TEOREMA : Sea I ¢Id(N,§). Para tbdo sistema de generadores

fl"'"’fn de I y toda matriz A, con coeficientes pertenecientes
a RN’ de dimensiones r x s, cuyos menores de orden t sean los
elementos fl""’fn’ se verifica: el ideal J engendrado por‘los
menores maximales de la matriz B, obtenida truncando médulo
r>w($) los coeficientes de A, es analfticamente equivalente a I.

Demostracién : igual que la del teorema 2.7 utilizando el teo~

rema 1 de H-E en lugar del teorema 2—(ii) de Ap-II.
Asimismo gracias a la estructura de los ideales Gorenstein
de altura cuatro de k Hxl,...,x4H (ver B-E), puede darse un teo-

rema de truncacién efectiva para dichos ideales.
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CAPITULO 1V




CAPITULO IV: CONSTRUCCION DEL ESQUEMA DE HILBERT DE LOS GERMENES

DE CURVA DE (kN,O) CON POLINOMIO DE HILBERT-SAMUEL p(T):

A lo largo del capitulo denotaremos por p(T) la funcibén li-
neal p(T)=eT-p , donde e y f son dos enteros naturales.

1. Familias de gérmenes de curvas.

Denotaremos por SCH la categoria de los k-esquemas localmeh-
te de tipo'finito y por SET la categoria de conjuntos.

Denotaremos por PAD la categoria cuyos objetos son pares
(A,I) donde A es una k-8lgebra e I es un ideal de A. Dados dos
objetos (A,I),(B,J), un morfismo entre ellos es un morfismo de
k-8lgebras f:A——> B tal que £(I) C J.

Se denotari por AD la subcategorfa plena de PAD cuyos obje-
tos son pares (A,I) de modo que la topologia I-&dica haga de A
una k-dlgebra completa y separada.

Consideremos el diagrama de PAD:

(A, T) »(B,J)
(C,K)
es inmediato comprobar que (C® B, C % J+K g’ B) es el coli-
e :

mite en PAD del diagrama anterior.

La completacién respecto la topologia I-&dica da lugar a un

functor

c: PAD >AD

(A,I) —(&,7T)

que admite la inclusién natural i: AD——> PAD como functor
coadjunto (EGA-0-1.5), gracias a EGA-0-1.5.7 el functor ¢ conser-

va colimites, por lo tanto cualquier diagrama de AD:
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(A_rI) 7‘(BIJ)

(C,K)

tiene por colimite a (C® B, (C ® J+K @ B).C & B). Ver EGA-0-
-7.7 para las propiedades fundamentales del producto tensorial
completado,

Denotaremos por AF la categoria de los k-esquemas afines
y por AFF la subcategoria plena de AF de los k-esquemas afines
de tipo finito. Es sabido que (AF)© es isomorfa a la categoria
de las k-&lgebras 'y (AFF)° isomorfa a la categoria de las k-&l1l-
gebras de tipo finito. Es facil ver que (PAD)° es isomorfa a la
subcategoria plena de AF x AF cuyos objetos son de la forma
(Spec(A) ,Spec( %/; )), v de la misma forma (AD)O es isomorfa a
la subcategoria plena de (PAD)O cuyos objetos son de la forma
(Spec(A) ,Spec( %/; )) con A una k-&8lgebra completa por la topo-
logia I-&dica.

Sea D: (AD)°—— 3AF el functor 'olvido:
A .
D((Spec(A),Spec( //; )) )= Spec(a).

Tomando Ln(A,I)zé/;n v Ln(Q) el morfismo inducido en el
cociente, se define un functor

k O
L : AD >(AF) ]

Denotaremos por T el functor dual de L,  y lo llamaremos
"functor de truncacibén n-&sima".

Por comodidad de escritura A ”X” seri el anillo A!)Xl,...,XN{’.
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1.1 Lema: Dado un diagrama D de la categoria (aD)° de la forma

(Spec(—égzﬂ-

~ n

(Spec(B) ,Spec(B) ) ———5 (Spec(A) ,Spec(A))

) »Spec (A))

se verifica que
T,( 4im D ) = Lim T (D) .

-Demostracibn: el enunciado es consecuencia inmediata de la exis~-

t