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el ideal maximal de Rn g Por pertenecer a(n)(x) a la interseccidn

Bn_l(i.;j.;q)/]W(n—l) tenemos que
n-1
J+M _
por lo tanto

I +_Me+s +1 —

S
L I3 e o o
(1) s 0 Ky, Lon, 7

para s=1,2.
Observemos que la dimensidén de los espacios vectoriales
e+s
m /me+s+1 es igual a e para todo 1 {s¢ n-e-l ya que x & W(n).
De la igualdad (1) es facil deducir que las clases de los vectores
e+s
Lsm. ,...,Lsm. forman una base del k-espacio vectorial m ////;+s+l
q 3y q Jg , m
para s=1,2. Asi el morfismo
L

e+l q e+2
m Ae-;-Z - m Ae+3
es isonmorfismo y del Lema de Nakayama obtenemos me+2=Lqme+l°
El morfismo
LS

e+l
m

e+l +s
et+2 d 5 M /////é+24s
m 7 m ’

para 1<sg{ n-2-e, es biyectivo ya que es una aplicacién lineal
exaustiva entre espacios vectoriales de la misma dimensidn y x &W(n).
Asi tenemos que
me+sji//;+s+2 =<< 15+Hn, ,...,LS+1m. b

m q Iy d Ja
para o { s {n-e-2, razonando analogamente como se hizo en la demos-
tracidén de la prop. 3.4 se obtiene

J nDn(Lq)={o} .

De agqui se concluye facilmente que x e(xn(i.;j.;q))red.

3.9 Teorema: El sistema proyectlvo-{Xn,a(n+l)}nze+l tiene limite

en la categoria de k-esquemas.

Demostracidn: dado que los morfismo a(n) son afines para nj e+4,

basta aplicar EGA-IV-32 parte 8.2.3 (8 sGA-4 expossé& VII apartado

5.1) para obtener el teorema.



Definicidn: Hy p(T)sera el limite proyecctivo del sistema pro-
- 7

vectivo {xn,a(n+l)g ; denotaremos por T : HN,P(T)_"—_9 Xn

ny e+l n

las proyecciones naturales para njye+l.

3.10 Teorema: El1 esquema HN p (T) representa al functor H
, z

N,p(T)"

Demostracidn: vamos a probar que §=HN D (T) es isomorfo, via o ,
7

al functor h(.)=Hom(.,HN,p(T)) .

Sea f:(%2,S)——3(5,5) un elemento de H(S). Al ser el morfismo
En(f) : T (2,8)—S plano y de fibras de longitud constante p(n)

(condicién (ii) de la definicidn de familia) se verifica que:
(1) T, (f()* <@En<zr5)) € Hilbt (S)
para todo n pe+l.

Es f&cil probar que

(1)_
y @ @), G )

) (T_(£), (&
n' 52 _’I_‘n_i(Z,S)

)
T, (%,S) =

por lo tanto al ser el haz En_i(f5é5& ))localmente libre de

n—i(z'S

rango p(n-i) para i=o,...,n-e-l,gracias a la condicién (ii) de fa~-

milia, tenemos que

3) En(f)*(@,l,n(z,s)) € F (8) .

e

De (l).y (3) obtenemos

(In(f))*((%,_n(zls)) € (7, X HilbE)(S) ,
-n

de la proposicidn 2.3 deducimos que existe un {inico morfismo

f: S——3SW' ()

ol

tal que

n X
1,0, (B g,5)) = (g7,

W'(n)) .
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n
Vamos a ver que el morfismo Gé(f) factoriza a través de

Xn=W'(n)(\Bn. Observemos que al ser Bn un subconjunto abierto de
Gn basta demostrar que para todo punto cerrado x &S la imagen
O“Q(f)(x) pertenece a B .

n

La imagen de x por CTg(f) es, gracias a la proposicibn 2.3,

el punto cerrado de Hilbtn asociado a
T,(z,8) X Spec(k(x)) .
S

Por el lema 1.1 se verifica

(4 T (2,8) 2: Spec(k(x))= T ((2,8),)

De la condicidn (iii) de la definicidn de familia de g&rmenes se
deduce que el esquema Q((Z,S)X) es un germen de curva de (kN,o )
con polinomio de Hilbert-Samuel p(T). Por lo tanto de las propo-
siciones 3.4 y 3.5 obtenemos que el punto de Hilbtn asociado

a gn((Z,S)X) pertenece a Bn’ luego de (4) obtenemos que

n :

. Gghes, .

As1 el morfismo Gé(f) factoriza a través de Xn.
Vamos a ver que para todo n »e+2 se verifica

n n-1
(5 a(n) gg(HH= 05 () ,

gracias a la proposicidn 2.3 basta probar que

: (L) _
(En(fﬁe(@&n<z:8>)) = En_l(f& (Qé -1(Z'S)) ,

pero esta igualdad es la (1) para i=l.
Las relaciones de compatibilidad (5) permiten definir un

morfismo
£): S ——>H=H
It N,p(T)
n
tal que T, Ué(f)= Oé(f) para todo n ze+l. Asi hemos definido

una aplicacidn

Uyt K9 ——h(s)



vamos a ver que es inyectiva y natural en S.

Sean f:(%Z,8)——>(S,8) vy g:(2',8)—>(S,8) dos familias de
gérmenes de curva de (kN,o) con polinomio de Hilbert-Samuel p(T),
i.e. pertenecientes a H(S). Supongamos gue Gé(f)= Oé(g), enton=-
ces para todo nze+l

n n
'Gé(f)= GE(g) ’

por lo tanto de la proposicidn 2.3 obtenémos que

(6) E‘n(f)*((%,_nwrs)H T.(9), ((9_T_n<Z':S>)
para todo nye+l. |
Al ser S un esquema afin de la igualdad (6) es f&cil concluir
que para todo nj e+l se verifica
T (z,8) =71 (2',8) ,
lo que fuerza (%Z,S)=(2',S), con lo cual f=g.
La naturalidad en S del morfismo Ué se deduce inmediatamente,
gracias a la proposicibén 2.3, de la naturalidad en S de la asigna-~
cidn
f— In(f)x(@gn(z,w) .
Hemos establecido, por lo tanto, un morfismo inyectivo de
functores
¢:H————h
vamos a demostrar que es exhaustivo.
Sea g: S=Spec(A)—>H un morfismo, denotemos por g, la
composicidn 1rng.
Sea jn la inmersidn candnica de X, en Hilbtn, gracias a la
representabilidad de EilEEn por el esquema Hilbt , el morfismo

jngn determina un @nico morfismo plano y con fibras de longitud

p(n): .
. Al
£z Speé( Jn)————?S

(i.e. perteneciente a Hilbtn(s)) tal que
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(7) (£ U oo BIXL- ) = g*t}f} )
n’ " “Spec ) n n|X
"5

La relacidn de compatibilidad a(n)gn=g implica, gracias

n-1'

a (7) y a la prop. 2.3, que

(1)
@  E Gpen /fl// SRR ICEPIC W A“fﬂ//

para todo ny e+2.

Al ser S un esquema afin la igualdad (8) fuerza a que
- n-1
(9) Jn—l- Jn-F(X) .
Sea J= /\ J_, es inmediato comprobar que
nyess 0
Anan = 1im( AUXL~
<« Jn ’

de la igualdad (9) deducimos que
(10) g =J3+@" .

Denotemos por Z el esquema Spec( A“X"J ) v por £:(%2,8)—>(S,8)

el morfismo de la categoria (AD)O inducido por el morfismo natu-

ral de A-&dlgebras
alxl
r—— MY

Es obvio que f verifica la propiedad (i) de la definicidn
de familia de gé&rmenes de curva.

De la igualdad (10) se deduce que
(11) En(f)= fn ’
al pertenecer f al conjunto Hilbt (S) se tiene que f verifica
la condicidn (ii) de la definicibn de familia de gé&rmenes de
curva.

Sea x un punto cerrado de S, hemos de probar que Q(fx) es un
germen de curva de (kN,o) con polinomio de Hilbert-Samuel p(T)

(i.e. f verifica la propiedad (iii)' de la definicidn de familia).



Gracias al lema 1.1 tenemos que T (f )= (T _(f)) asf el

%!
esquema Q(fx),que es a su vez un subesquema de (kN,o) , tiene
polinomio de Hilbert-Samuel p(T) ya que f verifica la propiedad’
(ii) de familia. Como el gradrn del polinomio de Hilbert-Samuel

de un anillo es igual a su dimensidén de Krull, deducimos que

Q(fx) es un subesguema unidimensional de (kN,o).

De la forma en que ha sido obtenido el morfismo fn’ se
deduce que la imagen de x por el morfismo 9, ©s el punto cerra-
do de Hilbtn asociado al esquema (fn)x. De las igualdades (11) y
(12) obtenemos gn(fx)=(fn)x, por lo tanto gn(x) es el punto cerra-
do de Hilbt = asociado al esquema In(fx). |

Al pertenecer gn(x) al abierto B , de la proposicidén 3.2,
aplicada al ideal de Rn que define el esquema‘zn(fx), obtenemos
que Q(fx) es un germen de curva de (kN,o). Como ya habiamos demos-
trado que Q(fx) tenia polinomio de Hilbert~Samuel p(T), deduci-
mos que Q(fx) es un germen de curva de (kN,o) con polinomio de
Hilbert-Samuel p(T).

Asi hemos demostrado que f es una familia de g&rmenes de curva
de (kN,o) con polinomio de Hilbert-Samuel p(T).

Gracias a la igualdad (11) y a la representabilidad del
functor g;;g;n por el esquema Hilbtn, es inmediato que 02(f)= Ipn’
con lo cual ¢g<(f)= g.

Hemos demostrado que ¢~ es exaustivo, por lo tanto, dado que

era inyectivo, es un isomorfismo entre los functores Hg p(T) y he
4

3.11 Corolario: El conjunto Id(N,p(T)) estd en biyeccidn con el

conjunto de puntos racionales de HN,p(T)'

Demostracidn: es sabido (EGA-I-3.5.5) que el conjunto de puntos

racionales de H ) estd en biyeccidn con el conjunto de morfis=-

N,p(T
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mos de Spec(k) en HN p(T) " considerados como k—esquemas. Del
14
teorema 3.10 deducimos la proposicidn.

)

Definicidn: denotaremos por (H el conjunto de puntos

N,p(T) rat

racionales de H si x ¢H seran el ideal

N,p(T)? N,p(T)* Tx ¥ Cx
y el germen de curva determinados por el punto racional x.

El esquema HN p(T) se llamari "Esquema de Hilbert de los
14

gérmenes de curva de (kN,o) con polinomio de Hilbert-=Samuel p(T)"



Sea x £ (H )

en esta seccibn vamos a dar una descrip-

N,p(T)’ rat’

cidn del espacio tangente de H=HN 5 (T) en el punto x, el cual deno-
’

taremos por Tx'

kel

(8)2),59 deno-

El esquema de los "nfimeros duales", spec(
tard por D, qj serd el Gnico punto cerrado de D.

Es conocido (HAR cdp. II ex.2.8) que existe una biyeccidn
natural entre el espacio tangente Tx y el conjunto de morfismos
f: D——>H tales que f(qD)=x.

Del teorema 3.10 deducimos que T, estd en biyeccibn natural
con el conjunto de familias pertencientes a H(D) cuya fibra en
el punto cerrado qp sea igual a Cx’ denotemos por EX(D) tal
conjunto de familias.

El conjunto de deformaciones infinitesimales de primer orden
inmersas del germen CX se denoﬁaré por Embdef(CX)( AR~-2) .

Habiamos demostrado (corolario 1.3) que para toda familia
f& H(D) el morfismo D(f) es plano, por lo tanto si £ €& EX(D) el
morfismo D(f) es una deformacibn infinitesimal de primer orden

de C_.
X

Definicidn: ¢ es la aplicacidn inyectiva entre los conjuntos
EX(D) v Embdef(cx) gue hace corresponder a toda familia f del con-

junto H¥(D) la deformacién infinitesimal @(£)=D(£).

La siguiente proposicidn da una caracterizacidn de las defor=
maciones infinitesimales que son familias de g&rmenes de curvas.
Sea fl"“’fs una base standard minimal del ideal Ix’ deno-

temos por vy el orden de fi para i=l,...,s. Gracias a la prop. 2
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de Ap~I y al lema III-1.2 se verifica que m&x’SVl,...,vs}ge.

4.1 Proposicidn: Sea {f..+ ggi% i=1 g un sistema de generadores
- f *a oy

]de”llx“

de un ideal J de Supongamos que el morfismo

O e

5D

4

. Z=8pecC
¥ p

kel

inducido por el morfismo natural de (&)

2 = algebras

kIl o) fx
k“fﬂ{;;z § ( (¢) )

J

sea una deformacibén infinitesimal de primer orden de Cx’ son
equivalentes:

(i) existe una familia £&H (D) tal que P(f)=¢.

n"'Vd'_ ) .

(ii) para todo i=1l,...,s se verifica gi 6/)(1X4-Mn:M
nye+s
Demostracidn: gracias al corolario de la pagina 11 de AR-2,

, s
?: Z—3D es una deformacidn plana si para toda relacidn 5: aif

. =0,
i=1 *+ ¢
existen elementos Al,...,AS del anillo kuX“ tales que:
S .
S (f.+gg)(a+ €AaM)=0 .
= e Kl 2) Il
le IWPZONAR
Dicho corolario implica que el /12)2 ~mb&dulo -
J+M
es plano si para toda relacidn
Ko
j{f £, a Ly > X by=0
(K|= VHA
existen elementos Al,BK del anillo k|X| tales que
3. i i - K \
D (firEgp)(aen )+ » X (by+€B Y=o
= 1Kl =n+4 1 <
lo que equivale a que para toda s-pla a ,...,a  tal que E: f a ébd
i=1

existan elementos Al,...,As que verifiquen:

S .
Z‘ (fi+ Egi) (al+€Ai) & Mn kUsll uxu
i=1



. s n-v. .
(1) =x(ii). Sean nze+l Yy ae&eM Y. . De la condicidn fiac—Mn se
deduce, gracias a las consideraciones anteriores, que existen

elementos Al,...,AS tales que:

S
g a+ 2: £, A eM” ’
1=1
por lo tanto para todo ae;Mn Y se verifica
n
g;2 € IX+-M .

Wy,

Asi hemos demostrado que g, e N (T +M% "
n»e+4 X

(ii)>» (i) . Supongamos que E:: f at glﬁ . Al ser £ ,...,fS una base
i=1

n=vg

standard de Ix' existen elementos cle-M (corolario 1.8 de R-V)

tales que
s i s N
> fa = S f£.cm .
i R §
i=1 i=1
Por lo tanto la s-pla (al—cl,...,as—c ) es una relacidn entre

los elementos fl""'fs'

Al ser f: 7 —>D una deformacidn plana, existen

Al,...,AS tales que
S . .
S(f, +€9,) (at=ctwgat)=0,
i=1 * *
por lo tanto
s i s i S i
(1) S £AT+ 2 ggat = 2 g, .
| i=1 i=1 i=1

Por otro lado, de la condicién(ii) deducimos que existen ele-

mentos Bl,...,Bs tales que
gt - Tt en®
g.C = f.B EM °
(2) i=1 * i=1 *

s
De (1) y (2) es f&cil deducir, dado que ZZTfiai &:Mn, que se
i=1

verifica

S N . N
Eif(fi-fsgi)(al+ ¢ (A*-B*HeM™ .
i=1

De las consideraciones del principio de la demostracidn obtenemos
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£l ,
(kli <e>2) | x|l x[gl

- es un - médulo plano para todo
J M (€)

ny e+l, por lo tanto se verifica (i).

Es sabido que las deformaciones infinitesimales de primer
orden de CX estén clasificadas por el m&dulo normal Nx=HomR(IX,—%—)
via una aplicacidn tT: NX————aEmbdef(Cx) que pasamos a describir t
(prop. 6.1 de AR-2).

Sea J: Ix————>%%: un morfismo de R-médulos, diremos que

un morfismo g=(gl,...,gs): Rs——_gR es una elevacidn de g si se

tiene un diagrama commutativo

R® g SR

£ m

R

I N e

X 7 1
g X ’

con £ el morfismo definido por la s-pla (fl,...,fS) y Wel morfis-
mo de paso al cociente,
La deformacidn T(g) es por definicidn el morfismo de k-esque-

mas definido por el morfismo natural de kﬂ%&//’z -&lgebras

7 (e)
kllell : \(kﬂﬂte)z)‘lxn

2
(£, +€93)4-1,...,s

(&)

siendo g=(gl,...,gs) una elevacidn arbitraria.

existe una elevacidn g: R—R de g tal

que gié /W (IX Mn:Mn-Vi), i=1l,000,8

' ~
Definicidns: NX={.§é-N
Ny eed

Es f&cil comprobar que ﬁ; es un sub-R-médulo de N_.

4.2 Proposicidn: Existe una biyeccidn natural T entre Nx y 'I'Xo

~ - X
Demostracibn: basta tomar T =/¢'1(17,§') , identificando T con H (D)
X



5. Familias normalmente planas de gérmenes de curva.

Se dird que una funcidn F:fN——-afNes admisible para el poli-
nomio p(T) si existe un ideal I €Id(N,p(T)) tal que la fﬁncién de
Hilbert-Samuel de 5/; es igual a F.

De las proposiciones 1 y 2 de Ap-I se deduce que el conjunto
de funciones admisibles, fijado p(T) , es finito.

Es conocido que para ciertos polinomios de Hilbert-Samuel sélo
existe una funcidn admisible(p.e. p(T)=T, 2T-1, ver MAL 12,16 y
12.17), en el capitulo V seccidbn 2 daremos una familia de poli=-

nomios que poseen la anterior propiedad.

Sea A una k-&lgebra de tipo finito y J un ideal de A”X“. Para

todo n7> o se definé la funcidn ‘(’n: Spec (A)——>IN que a todo

q é€Spec(A) le hace corresponder i()n(q)= dimk(q)(—ﬂ%? @ k(q)) 0
J + (X) A

esta funcibn es semicontfnua superiormente (HAR cidp.II ex.2.5).

(A]lxﬂ

Sea Z= Spec J

normalmente plano a lo largo de Spec(A) la funcibn (fn' para

> un k-esquema. Observemos que si Z es

todo n> o, es localmente constante (HAR cép.II ex.2.5). Si Spec(A)

es conexo \Fes constante.

Definicidn: Sea F: [N—s3(\/ una funcidn, diremos que Z es F-normal~
mente plano a lo largo de Spec(A) si y sblo si Z es normalmente
plano a lo largo de Spec(A) y la funcién %n es constante e igual

a F(n) para todo n3o.

Definicibén: Sea F una funcibn admisible para p(T). Denotaremos

por H tal que a todo objeto S de AFF

~N,F N,p(T)
le hace corresponder el conjunto

el subfunctor de H

f: (Z,S)———%(S,S)Q.EN y (5) tal que el esquema Z
Hy L(8)= ' P(T)

es F-normalmente plano a lo largo de S.
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Observemos que si £:(Z,8)——>(S5,5) es una familia de gé&rmenes
perteneciente a Hy p(T)(S) es F-normalmente plana a lo largo de S
4

si y sb8lo si se verifica:

T ., (6, (@ )EF_, (S)
~et+l "% Ee+l(Z,S) e+l ’
con Fe+1 el functor que es representado por la variedad W(o;e+l,F)

(Teorema 2.1).

Sea j la inmersidn candnica de X en G el morfismo

e+l e+l’
3Jre+i’ HN;p(T)‘—‘—>Ge*¢ viene inducido por el morfismo de functores
EN,p(T)""—?QeH que hace corresponder a la familia f el haz

localmente libre

2e+l(fg%((9T

T, (2,8 Cen1 (5

ver demostracidn del Teorema 3.10.

De todo lo anterior es facil concluir que

=
Bvr " Bnpm X Fen
§e+l ¢
si denotamos por HN,F el esquema HN,P(T) < W(o,e+l,F) es
inmediato que: Ge+l
5.1 Proposiciéh: El functor H. es representable por el esquema H

N,F°

N,F
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CAPITULO Y




CAPITULO V: GERMENES DE CURVA DE (k3,0)e

1.Construccidn de CHp(T),S,n+1'

En esta seccibn tomaremos N=3, Para cada par de enteros
naturales neNy qeﬂU consideremos el espacio afin E que para-
metriza las matrices (fij)
fijeP=le1,X2,X3[ y deg (f;.)

P con coeficientes

Si z es un punto cerrado de E, denotaremos por B(zf la
matriz definida por z, d'(z) la g-pla formada por los menores
maximales de B(z), I(z) el ideal de R=kHX1,X2,X3“engendrado
por los menores maximales de B(z) y por C(z) el complejo de
R-m&dulos (Ver Ap-II).

R

I(z)

Sabemos que es equivalente que el complejo sea exacto a que

Clz) : 0 —r IV B3 padl(z)

A 4

‘—% O .

el ideal I(z) tenga altura dos (Ver Ap-II).
3
Denotaremos por Z?j' donde R.&ﬂVes un multiindice, el

coeficiente del monomio XK del elemento (i,j) de la matriz

(fij)i 5
K K
£14 _Z Zyy- X0
[X|¢n
B® serd la matriz de términos independientes (z%.)

ij'ije
Denotaremos por E el cerrado de k3xE definido por la anu-
lacidn de los menores maximales de la matriz (fij(Z;X1,X2,X3))ij
Yy por T: E = E la restriccién del morfismo de proyeccién.
Observemos que E es la familia de los subesquemas de k3 defi=

nidos por la anulacién los menores de orden m&ximo de B(z)

al variar z¢E.

125



Sea A(g)= Spec (lei i=1,2,...,9 ) el espacio afin

3 521,2,...,0-1
de las matrices de dimensiones g x (g-1) con coeficientes en
k, D(C) seri el subesquema de A(q) definido por los menores
e (los puntos ce-

2
2"-o’q—1

de orden C de la matriz (Ti.) ,
14
uyos menores de orden C son

J
rrados de D(C) son las matrice
nulos). Obviamente D(C) D D(C-1) y los esquemas D(C) verifican,’
entre otras, las siguientes propiedades (Ver LAK):

(i) D(C) es reducido e irreducible y dim(D(C)-dim(D(C=-1))=2.
(ii) D(C) es el lugar singular de D(C+1).

(iii) D(C) es Cohen-Macaulay.

Sea D la subvariedad de E definida por la anulaciénde
los menores maximales de la matriz B®. Es inmediato que exis
te un isomorfismo.

?: D —>» D(g-1) x kr,

' K

con r= dim E-q(g-1), que a todo punto cerrado (Zij)|k|5n;

i=1,2,...,9 ;3 3=1,2,...,9-1 de D le hace corresponder el
o K

punto ((Zij) ’ (Zij)|K|;1)-

Identificaremos D con D(g-1)x k¥ via el isomorfismo q. Asfi
el lugar singular de la subvariedad D(g-i) x k* de D es pre

cisamente D(g-i-1) x k* para i=1,2,...,9=2.

1.1 Proposicidén: Existe un abierto E%{q<:D que verifica:

(i) El1 conjunto de puntos cerrados de E%!q coincide con
el conjunto de puntos cerrados ze¢D tales que el ideal
I(z) define un germen de curva reducida de (k3,0) con
orden de singularidad menor o igual que (i.e. I(z)&Id(3,5)).

(ii) El morfismo T Eg!q o Effq, obtenido por cambio

de base del morfismo T: E —> E, es plano en un en-



n,q =0,4
torno de E 5 X {0§c Eé’ .
(1ii) Para todo punto cerrado z¢E"’'Y el complejo C(z) es

exacto.

Demostracién: De la semicontinuidad superior de la dimensién |

de las k-4lgebras deducimos gque existe un abierto UcD cuyo con
junto de puntos cerrados es igual al conjunto de puntos cerra-
dos zeD tales que la dimensién de R sea menor o igual gque
uno. Por otro lado al estar los idééi;s I(z), con z€éD, engen-
drados por los menores maximales de la matriz B(z) deducimos,
gracias a la proposicién 1 de Ap-II, que la altura de I(z) es

menor o igual que dos. Por lo tanto el conjunto de puntos ce-

rrados de U es igual aHEonjunto de puntos cerrados de D cuya

altura sea dos (lo que equivale a que la dimensidén de
sea uno). tiz)

De la proposicién 2 de Ap-II se deduce que para todo
zeU el ideal I(z) es perfecto de altura dos y que C(z) es

exacto, lo que prueba el apartado (iii) para los puntos de

U.

1.2 Lema: El morfismo 7:0 — U, obtenido por cambio de base

del morfismo M:E — E, es plano en un entorno U x {0}(:5.

Demostracién del lema 1.2 : Sea A el cociente de k|Z§j| que
defina el subesquema D= Spec(A) de E= Spec(klZ§j|)e
L

Basta probar, para obtener el lema, que para todo abier

to afin de D de la forma V= Spec(A,) contenido en U, el mor-

3

fismo f:V — V, obtenido por cambio de base del morfismo

7:0 —y U, es plano en un entorno de V x &Oéc;vo
Observemos que E es el subesquema de

E x k°= Spec(k|Z§
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definido por el ideal J engendrado por los menores maximales

de la matriz (E%f ZI;_J-.XK)ij . Asfi V es el subesquema de
ki¢n ’

V x Ko= spec(Ag|X1,X2,x3|) definido por el ideal J engendra

do por los menores maximales de la matriz

X K
(1) ( :E: Z2,..X).,.
lk'$n 1] 1]
X K
donde Zij es la clase de Zij en Ag

Es inmediato que el morfismo T:V —» V viene definido

por el paso al cociente Ag —_ Aglx1,X2,X3

J

Dado que la platitud es una propiedad abierta basta pro-
A
bar que el morfismo Ag~"” ( -ﬂlzl)(x) es plano. Sea
J

J = J.(Ag|X|) ()

Sabemos que la dimensién de las fibras del morfismo
0 — U en los puntos de U x {Q?c,ﬁ es igual a uno por lo
tanto la dimensién de las fibras del morfismo m:V —V en los
puntos de V x &OZC V es también igual a uno. Es f&cil demos-
trar que existe un entorno W de V x iO} en V tal que la di-
mensién de las fibras del morfismo Wlw:w —>V es igual a uno.

Al ser V irreduc_jible, ya que es un abierto de una varie
dad irreducible.D, obtenemos que dim W=dim V+1. Asi se tiene

la igualdad
A
dim (( _izlfl ) ) = dim (A_) +1,
J (X) 9
por lo tanto ht(J) = 2.

Los resultados del apé&ndice II son vdlidos para anillos
conmutativos Noetherianos con identidad, excepto el apartado
(iii) del teorema 2. Por lo tanto al estar el ideal J engen-

drado por los menores maximales de una matriz B, imagen por
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.~ el morfismo Ag|X| e Aglx|(x) de la matriz (1), de dimensio-
nes q x (g-1) y al ser su altura igual a dos, de la proposici
on 1 de Ap-II §btenemos que 5 es perfecto. Del teorema 2—(ii)(b)
de Ap-II se deduce que el anillo Aglxl(x)/3 admite una resolu-

cién libre como G= Aglxl(x) - médulo:

(2) 0 — ¢¥1 5% — ¢ > G/g — 0,
B at
donde d' es la g-pla de los menores maximales de B.
Sea m un ideal maximal de Ag, si aplicamos el functor

® %% a la resolucién (2) obtenemos el complejo

-2,
g-1 q kXl )
(3) 0 —> (k|X]| ,uy) — (k|X| )T —3 k]|Xx] 4
(X) (X) (x) z
Ag Ag Jklx‘(x)
B -2 a'® -2
Ag By

Finalmente, si aplicamos el functor . @ kHXH a (3) obtene-

mos la resolucidn C(z), siendo z el punto cerrado de V corres-
pondiente a m.

Al ser el anillo lel(x) de Jacobson la extensién le[(X)C:

k”X” es fielmente plana (Ver teorema 56 de MAT), con lo cual
el complejo (3) es exacto al serlo C(Z).
De la exactitud de los complejos (2) y (3) es f&cil de-

ducir que

Aglx]
ol (ETLL) .o
(Ag)m J |
lo gque fuerza a que el (A ) - mddulo e sea plano
g'm '5 m

(Ver MAT teorema 49).
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Al ser el ideal m arbitrario obtenemos que el Ag - médulo

A x| %) A Bd
'5 5 (X)

es plano, guedando el lema demostrado.

Continuacién de la demostracién de la proposicién 1.1.

El morfismo T:0 — U es de presentacidén finita (Ver EGA-IV

1a parte teorema 1.6.3). Gracias al lema 1.2 y al teorema
12.1.1 (vii) de EGA-IV 3a parte, el conjunto de puntos zeU
tales que la fibra (I'J')Z sea reducida en (z,0) €U es un abierto

U.

Al ser los anillos G% k-8lgebras esencialmen

(T) ,, (2,0)
te de tipo finito son analiticamente no ramificados (Ver EGA

-IV 2a parte teoremas 7.6.4 y 7.6.5). Dado que

((@),,(z,00)

I(2)

R
el anillo — es reducido si y s&lo si lo es C%
I(z)

(ﬁ)z,(z,o)).
Por otro lado es sabido que un anillo local Noetheriano

es Cohen~Macaulay si y sb8lo si su completacién lo es. Por lo

tanto el conjunto de puntos cerrados de U coincide con el con-

junto de puntos cerrados z &U para los que el anillo es

I(z)
reducido de dimensidén uno y Cohen-Macaulay.

De la semicontinuidad del orden de singularidad (Ver TE
teorema 1) deducimos la existencia de un abierto E%’qcff(y por
lo tanto de D) que verifica las propiedades (i), (ii) y (iii).

. . n,q : n,q
Definicién: E5 p(T) es el subconjunto localmente cerrado de ES
14

cuyo conjunto de puntos cerrados es el conjunto de puntos ce-
R

rrados zeEg'q tales que el polinomio de Hilbert-Samuel de )
I(z
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sea igual a p(T). Consideraremos EE)S(T) como subesquema de %?,q
14
con la estructura reducida.

Denotaremos q = M&x {V(I)/I Id(3,S)§ ; Dy = wi(§),

siendo W la funcibén del Teorema III-2.2 , vaw
g = Max &V(I)/I 1d(3,8,p(1))Y .

i

o

1.3 Corolario: Sea nyn_:

(1) Supongamos 74, - Para todo I Id(3,§) existe un pun-

to cerrado 2z eEn,q tal que IsI(z) m&ddulo (Mn+1)w

(ii) Supongamos q}ﬁc. Para todo I¢Id(3,8,p(T)) existe

n,

Y

Demostracibén: Basta aplicar el teorema III-2.7.

n+1).

un punto cerrado zéE g(T) tal que I= I(z) médulo (M

En lo que resta de memoria s&lo consideraremos variedades
n,q n,q i
ES (resp. EE;P(T)) para los pares de enteros (n,q) que veri
fiquen nyn, vy ayq, (resp. q?&o).

Definicidn: Para todo punto cerrado z£E denotaremos por J(z)
el ideal de S= k|X1’X2’X3|(X1,X2,X3) engendrado por los meno-

res maximales de la matriz B(z). Denotaremos por C'(z) el com
S

plejo C'(z): 0 Sq_1 > 9 < S > 5> 0

4
B(z) d'(z) - J(z)
Obsérvese que J(z).R = I(z) y que para todo punto cerrado
zéE}'q el complejo C'(z) es exacto (teorema 2 de Ap-~II y el

functor . @R es fielmente exacto gracias al teorema 56 de MAT).
S
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Sea nzfno, qj;&o. Observemos que si zZ es un punto cerrado
n,q . 5// , . . , ~
de ES:P(T)' el anillo I(z) tiene polinomio de Hilbert-Samuel
p(T). De la definicidn de ng deducimos que n e, con e la multi-

plicidad de E/g(z).(De la proposicidn 2 de Ap-~I obtenemos que_la”

dimensidn de
() /I(z)-erH"l

es igual a p(n+1).

n,q ' .
Denotaremos por : ’
P gq ES)P(TY____?Gn+1 el morfismo que hace
corresponder a todo punto cerrado z el punto cerrado de Gn q aso-

ciado al cociente ().

1.4 Proposicidn: Para todo q‘zﬁo, Imag(gq ) = Imag(gq).
o

Demostracicdn: gracias a la proposcidn 1.1(i) y al corolario 1.3 (i)

para todo g zﬁo el conjunto de puntos cerrados de Imag(gq )

es igual al conjunto de puntos cerrados de Gn
R

+1 de la forma

I+Mn+1' al variax'IZéId(3,S;p(T)). Por lo tanto Imag(gq) y

Imag(g ) tienen el mismo conjunto de puntos cerrados, da donde
q ] p
o

se deduce la proposicidn.

Definicidén: Denotaremos por CH el subconjunto construc-

p(T), 5,0+
tible de G .4+ Imag(gq) para cualquier qﬁy&é.
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Denotaremos por (Eg’q)i la subvariedad de Eﬁjq definida
por el ideal engendrado por los menores de orden i de la ma=-

triz BO.

1.5 Proposicidn: Para cada i=1,2,...,9-1 se verifican las si-

guientes propiedades:

(i) (E%’q)i es irreducible y Sing ((E?’q)i) = (E%,q)i“1

(ii) El1 conjunto (Eg’q).

ii=1,2,...,9-1 es una estratifica-

cidén de Eg’q.

Demostracién: El apartado (ii) es consecuencia del (i).

(ii) (Eg'q)i es irreducible va que es un abierto, gracias a
la proposicién 1.1, de D(i) x kx*. Habfamos observado que el Iu
gar singular de D(i) x k' era precisamente D(i-=1) x k*. Al ser

(E%’q)i un abierto de D(i) x kr, se deduce la segunda parte de (i).

Definicién: Para todo s=2,3,...,q, NGS seréd el cohjunto de pun- -
tos cerrados zeE?'q tales que el nGmero de elementos de un sis-

tema de generadores minimal de I(z) sea mayor o igual que s.

1.5 TEOREMA: Para cada i=1,2,...,9-1 el conjunto de puntos ce-

rrados zeE?’q tales que el nimero de elementos de un sistema

de generadores minimal del ideal I(z) sea mayor o igual que

g-i+1 (i.e. z NGq_i+1)‘coincide con el conjunto de puntos ce-
n,q

rrados de (ES )i.

Demostracifn: Sea z un punto cerrado de En,q’ el ideal I(z)

admite la resolucibén libre (Ver proposicién 1.1 (4iii)):

C(z): 0-—-9Rq"1ﬁRq—9R——a =3 0

B(z) d'(z) - I(z2)

Sea v = v(I), sabemos (Ver SE-2 apé&ndice I al capitulo IV)

gue la resolucidn C(z) se descompone en suma directa de una re-
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solucidn minimal.

L R
v-1 v
(1) 0 —> R —> R > R —3 > 0
I(z)
y una resolucidén de cero:
‘ K
(2) 0 — RV 5 rRTTV5 0

Por lo tanto existen dos matrices invertibles A1 y Az de

coeficientes en R y dimensiones respectivas (q-1)2 % qz, tales
que:

(3) B(z) = (AZ)*1 (LeK) A,
Sean Ai, Lo, K° las matrices numéricas imagen de las matrices

Ai’ L, K por el morfismo de paso al cociente R—> k. De la igu=

aldad (3) obtenemos

o, =1 o

2) 1’

al ser la resolucidn (1) minimal LO=0, por lo tanto

(4) B°(z) = (a (1.%x°). a

o, -1

o
5)

B9 (z2) (A (0 @&° ) AT .

1}

Al ser las matrices A1 Yy A2 inversibles, de esta fltima igual-
dad se deduce
rango (BO(Z)) = rango UD@K°)= q-v ,

de lo cual se sigue la afirmacidn.

Finalizaremos esta seccidn dando un resultado sobre las
propiedades definidad sobre el conjunto 1d(3,8) que se conser-
van por contacto elevado (c.e.). Recordemos que una propiedad
gﬁ definida sobre el conjunto de ideales‘Id(a,S), se conser-
va por contacto elevado si existe un entero f&y) tal que para

todo par de ideales I,J€Id(3,5), con I=Jmédulo (Mf(ﬁj),

se
tiene que I verifica g)si y s6lo si J verifica®.

Sea una propiedad c.e. definida sobre el conjunto Id(3,§).
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Sabemos que el conjunto de puntos cerrados de

CHp(T),S,n+1 coincide con el conjunto de puntos cerrados de

G de la forma con IeId(B,S,p(T)) (Ver proposicién 4.4).

n+1 n+1

I+M

Sea n zf(y)—1 vy 2z - R un punto cerrado de CH

L p(T) ,8,n+1

diremos que z verifica §7si existe un ideal Ié-Id(3,§,p(T))
que verifica la propiedadf?y que L = I+Mn+1.
Obsérvese que al ser yuna propiedad c.e. y n7? £(f)-1 todo ideal
J'éId(3,5,p(T)) con L = J+Mn+1 verifica §.

Finalmente diremos que un punto cerrado zé‘E%Jq verifica
la propiedad ® si 1(z) la verifica.

Denotaremos por E?’q(f) el conjunto de puntos cerrados
z‘eEg’q que verifican & . Diremos gue Y es abierta si existen

enteros n:;méx(no,f(§)—1), q4y49, Y un subconjunto abierto de

E%’q cuyo conjunto de puntos cerrados sea igual a Eg’q(y).

1.6 TEOREMA: Sea.g una propiedad que se conserve por contacto

elevado y abierta, definida sobre el conjunto I1d(3,7).

Si para un entero v 2 existe un ideal I €Id(3,5) que
verifica g y tal que el nlmero de elementos de un sistema de
generadores minimal de I es igual a v, entonces para todo
2<tgv existe un idéal J€ Id(3,9) que verifica £y el nlmero
de elementos de un sistema de generadores minimal de J es

igual a t.

Demostracién: Sean n;méx(no,f(f)—ﬂ ¢+ 929, enteros tales que
exista un conjunto abierto U de gt cuyo conjunto de puntos
cerrados sea igual a E?'q(gﬁ.,

Observemos que gracias al teorema 1.5 el conjunto de pun
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n,q n,q -

tos cerrados de (E5 )q—t+1 (E5 )q—t es igual a NGt~NGt+1.

Por hipbtesis U/](NGV—NGv+1) # ¢ , de la inclusi6n
; n,q

NGVCINGt obtenemos U(\NGt # ¢ . Asi se tiene Uﬂ(ES )q—t+1# @ .

Al ser (Egﬁg)q-t+1 irreducible (ver proposicibn 1.5) el
. n;q nlq n'q
abierto (ES )q—t+1 (ES )q—t de (E8 )q—t+1 es denso.

n,q

Dado que el abierto de (E8 ) , U O(E%’q) es no vacio

g-t+1 g-t+1

n,gq

n,q
obtenemos que U(\((ES (ES )q-t) £ © , con lo cual

)q—t+1
U f\(NGt - NGt+1) £ @

Que es lo que gquerfiamos demostrar.

Como consecuencia inmediata del anterior teorema se deduce

el siquiente corolario:

1.7 Corolario: Para todo 2 t¢ 9y = max {V(I) / IC—Id(B,S)k

existe un ideal I éId(B,g) tal que el nUmero de elementos de

un sistema de generadores minimal de I es igual a t (i.e. v(I)= t).

El objetivo que nos planteamos ahora es el de dar una des-
cripcidén de los ideales I(z) para z un punto cerrado genérico de
NGV. Para ello nos ha sido necesario obtener en la seccibn sigui-
ente una serie de resultados sobre las variedades determinantales

de codimensidén dos de (kN,O) con N »3.
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2. Ideales perfectos de altura dos de k”X1,...,XM].

En esta seccidén tomaremos NJ3.

Denotaremos por Pl—al el anillo de polinomios P=k|X1,.",XN|,
con la graduacidén en la que la pieza de grado n’de PI-aI es la
de grado n-a de P con la graduacidn ordinaria.

Si a y b son un par de enteros en esta seccibén tomare~
mos (g) = 0 si a<¢b.

Ng(g-1) se consi-

Para cualquier (ai.) i= tosesq & k

1,2
§=1,2, 000,51
1,2

N
dera la matriz B(aij) = (> al, X)) 1=1,2,...,9 ;I(aij) se—~
3=1,2,...,9-1
rd el ideal engendrado en P=k|X1,..°,XN| por los menores ma-

ximales de la matriz B(aij).

Nq(q—1)n0 vacfo, tal

2.1 Proposicién: Existe un abierto Zac:k
que para todo (aij)eza se verifican las siguientes propieda-
des:
(1) El ideal I(aij) es de altura dos, perfecto y radi-
cal.
(ii) La funcidén de Hilbert del subesquema V de % de-

N-1
finido por el ideal I(aij) es igual a

P (t) = (N+t—1) _ a.(N+t—§) . (§_1).(N+t—§-1)
N-1 N-1 ; N-1

¥ 1=1,2, 000G 0 321,20 e 5]

Demostracién: Sea A la k-&lgebra klxij

Y DC‘WE(§_1)_1 la variedad definida por la anulacién de los me-

nores maximales de la matriz X=(Xij), Sabemos (ver principio de la sec-

cidn 1) que el lugar singular de D es la variedad D' de fé(§_1)_1

definida por la anulacién de los menores de orden (g-2) de la

matriz X y gque D y D' son irreducibles.
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1 . . , ’ .
Sea L(aij) la variedad lineal de f%(q_1)_1 definida por

las ecuaciones paramétricas
N
1
X,. = a,. X
ij ;%i ijg 71 !

es inmediato comprobar que el ideal I (aij) define la inter-

seccidn L(aij)ﬂ D como subvariedad de la variedad lineal Idaij).

Del teorema de Bertini se obtiene gue existe un abierto
Z§<=qu(q—1) tal que para todo (aij)élzg se verifican las si-
guientes propiedades:

{a) L(aij) N (D=D') es no singular.

(b) L(aij)f\D es reducido irreducible y la dimensién N-3.

Al ser L(aij)f\D reducido el ideal I(aij) es radical.

Recordemos que el ideal I(aij) estd engendrado por los me-
nores maximales de la matriz B(aij), al ser su altura igua%/dos
(va que la dimensién de L(aij)ﬂ D es N-3) es determinantal (ver
Ap-II). Del teorema 2 de Ap-II, gque es v&lido para el anillo P,

deducimos que I(aij) es perfecto y que el complejo de morfismos

de grado cero

\'4
o

0 —> (2|-gh T —  (p]|-g+1 2 > P >
1 1 1

B(aij) dWaiy I(ay.)

es exacto, con d'(aij) la g-pla formada por los menores maxi-

males de la matriz B (ai.). s

De la existencia de la anterior resolucién deducimos que

F, (t) = dim, ((--3—-5)(t)) = dimy (P(t))-&dimk (P(t-g=1)) +
)

I(a%.
1]

+ (&—1).dimk (P(t-q)), de esta igualdad es inmediato concluir

el apartado (ii).
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2.2 Lema: Sea ICR = an1,...XNH un ideal perfecto y de altu~
ra dos. Después de un cambio de coordenadas lineal podemos su-

poner que las clases §3,...,§& €A = R forman una sucesién re
I

gular y que para cada i=3,4,...,N la clase del elemento Xi en

A es superficial de grado uno.

(Xi+1""’XN)

Demostracidén: Razonar por induccibn sobre N y usar la demostra-

cién de la proposicién 3.2 del capitulo I de SAL.

Definicién: Dada una funcién f:Z’——?i’, Af seri por definicibn
la funcién A£(t) = £(t) - £(t-1).

Es habitual (ver 2.1 capitulo I de SAL) escribir el poli-
nomio de Hilbert-Samuel de un anillo A, local y Noetheriano, en

la forma

_ t+d t+d-1
PHSA(t) = eo( a ) + e1( a1 ) ¥+ ... + eqr

donde 4 es la dimensidn de A y eo,..,, e. son enteros. Resulta

d

con ello

s t+d-s
ATPHS, (£) = e {Tglg )+ eer Feg oo

2.3 Lema: Sea I un ideal de R de altura dos y perfecto. Sea un

elemento de A = R no divisor de cero y superficial de grado
I
uno, entonces
PHS = APHS, .
A/(X) A

Demostracién: De la proposicién 3.1 del capftulo II de SAL, te-

nemos que
PHS

n
(n) =13PHSA(n) + dimk( (m: x) ,)

mn-1

A/(X)

para n»0, donde m es el ideal maximal de A.
De la observacién primera a la proposicién 3.3 del capi-

tulo I de SAL, deducimos que (mn+1: X ) = m" para n»0.
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' De las anteriores igualdades se obtiene

PHS = APHS,

A/(X) ‘

para n0, por lo tanto se verifica el lema.

El siguiente teorema es una generalizacién del resultado

principal que dimos en E-1.

2.4 TEOREMA: Sea I un ideal R perfecto y de altura dos, v=v(I)

y e la multiplicidad del cociente A = —B—. Se verifican las si-

I

guientes propiedades:
(a) v(v-1)$’26
(b) Para todo refllexisten ideales Ir de R, perfectos y de

altura dos, para los cuales V(Ir)='r y la multiplici-
dad de 2~ es —lr(r—1).
1. 2

(c) Son equivalentes:
(1) v(v-=1) = 2e

(ii) Existe una base standard £ ..,fV de I que es un

17
sistema de generadores minimal de I y cuyos ele-
mentos verifican orden (fi) = v=-1,
El anillo Gr(A) es Cohen-Macaulay.

(d) Si se verifican las condiciones equivalentes del apar-

tado anterior, la funcidén zﬁFHSA es igual a:

AFHS, (£41) = (tﬁﬂ)_v <t§z1+N}+(v_” (t-v;1+N)
N

Demostracién: (a) Al ser el ideal I determinantal (ver Ap-II),

del coroclario dos al teorema cinco de BUR,sabemos que

(1) TemV]
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Gracias a los lemas 2.2 y 2.3 podemos suponer elegidos X3 XN
§ o0 oy

de modo que
R
I+(X3,...,XN)

) = e

(2) dim

De la condicidén (1) deducimos que las clases de los ele-
mentos X X7 , con i+jv-2, en el cociente
12
R
I+(X3,...,XN)

son independientes sobre k.

Dado que el nimero de elementos X? X%, con i+j<€v-2, es
igual a v(v-1) , de la igualdad (2) obtenemos
2

R
I+(X3,...,XN)

viv-1) £ dim

2 ) = e

¢ ¢

(b) Sea a = (aij) un punto del abierto ZrCTkN'r'(r_1) de la

proposicién 2.1. El ideal I(a) es perfecto y de altura dos
por lo tanto J = I(a)R también es perfecto y de altura dos.
Al estar J engendrado por los menores maximales de la

matriz B = B(a) y al ser su altura igual a dos, es determi-
nantal (ver Ap-II). Por lo tanto el cociente R admite una
resolucidén libre: d

w) 00— R SR R— 2 0,

J

donde d' es la r-pla de los menores maximales de B.

Al pertenecer los coeficientes de B al ideal maximal de R
la resolucién (w) es minimal, luego v (J)=r.

Al ser R la completacidn (21,...,2N) - 8dica del anillo
J

P , sus funciones de Hilbert-Samuel coincidem. De la propo-
I(a)
sicidén 2.1 (ii) se concluye que:la multiplicidad de R es
‘ J
L r(r-1)
2 ©
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(c) (i) =2 (ii). Elegidos X3re.0,Xy COMO en la demostracién
del apartado (a), las clases de los elementos X% X;, con

i+jg¢ v-2, en el cociente
R

A =

I+(X ,X)

gree Xy

son independientes sobre k. De la hipdtesis v(v-1)=2e deduci-
mos que el anterior conjunto de clases es una base de A como
k-espacio vectorial.

Por lo tanto fijados i,j, con i+j=v-1, existen elementos
fijéI, Aa,béR y gij e(X3,...,xN)R tales que

i3 _ ' a . b
1 %3 = EE:: N I S TT IR

a+bgv-2

X

Al ser el ideal I determinantal (ver Ap-II), del corola-

rio dos al teorema cinco de BUR, sabemos que

-1
(3) Icn!,

con lo cual orden (fi.)z.v-1 y %a = 0. Asi obtenemos
’

3 b

£i4 = X1 X3 = 944
para i+j=v-=1.

Sean h1”"'hv un sistema de generadores minimal de I,
escribiendo los elementos fij como combinacidén lineal de los

generadores resulta una igualdad matricial de la forma
1

(f = L(hi)

15) 145=v=1 11,2, 000,V ,

donde L es una matriz de dimensiones v x v con coeficientes en R.
Sean hi % g?j las formas de grado v-1 de los elementos
respectivamente para i=1,2,...,v y i+j=v-1; denotemos

h., v g

i ij

por L° la matriz formada por los términos independientes de los
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coeficientes de L. De la inclusibén (3) deducimos que orden

(fij))\FJp orden (hi)>v—1, por lo tanto ;

i Xj _ 40 ) - Lo (ho)

(4) (X1 2 gij i+j=V-—1 i i=1,2,...,V.

Dado que los elementos gij, para i+j=v-1, pertenecen al

ideal (X .,XN)R los polinomios Xlxg - g?. son linealmente

37°° 1 ij

independientes sobre k. De la igualdad (4) es f&cil deducir

que L° es inversible. Asi la matriz L es inversible v

{f..}.. es un sistema de generadores minimal de I.
ijf ij=v=1

A continuacidén vamos a demostrar que {f es una

ij§i+j=v—1
base standard de I.

Sea H una matriz de dimensiones v x (v=1) cuyos menores
maximales sean los elementos fij (ver para su existencia Ap-II
proposicién 2-(iii)). De la proposicién 2-(ii) (b) de Ap-II se
deduce que las columnas de H forman un sistema de generadores
del médulo de relaciones de los elementos fij° Al ser
sf..é. . un sistema de generadores minimal de I los coefi-

ijyi+g=v-1
cientes de H pertenecen al ideal maximal de R.

Denotemos por H la matriz cuyos coeficientes sean las for

mas de grado uno de los coeficientes de H. Dado que los coefi-

cientes de H pertenecen al ideal maximal de R es facil probar

que los menores maximales de H son las formas iniciales de los

elementos fij’ que denotaremos poxr lij (?bservemos gue lij =
i3 o
X1X2 - gij ).

Gracias al corolario 1.10 de R-V para demostrar que {fijg
es una base standard basta ver que para toda relacidén homogé-

nea (c ,cv) de los elementos %lij}’ existe una relacidn

1ree
(Cqs...,C ) de los elementos {fij§ tal que la forma inicial de

Ei sea c;, para i=1,2,...,v. La relacién (51”°°’Ev ) se dira
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que es una elevacién de (c1,...,cv).

El ideal J=(lij; i+j=v-1) C P es homogéneo y define una
variedad Y de '?N—1‘ Observemos que el -ideal J+(X3,.,.,XN) es
. L R o
igual a (X1 X5 ;7 i+3=v 1, X3"‘°’XN) ya que gij é(X3,...,XN)R.
Por lo tanto la interseccién de Y con la variedad lineal
X

..=X_ = 0 es vacia, luego el ideal de J es de altura mayor

37 N
o igual que 2. Dado que el ideal J estd engendrado por los me-
nores maximales de H su altura es menor o igual gque dos (pro-
posicién 1 de Ap-II), asi deducimos que ht(J)=2 y el ideal J
es perfecto (proposicidn 1-(i) de Ap-II). De la proposicidn
2-(ii) (b) de Ap-II obtenemos gue las columnas de H son un sis
tema de generadores del m6dulo de relaciones de los elementos
lijf
Dada una relacién homogénea (c1,...,cv) de los elementos

1.., existen %1,...,2 tales que

ij v-1

v-1
(Cqrenescy):= Z A,
i=1

siendo (ITI)i la columna i-&sima de la matriz H. Es f&cil dedu-
cir, vista la definicién de H, que la relacién de los elemen-

tos fi' definida por

J

<

(61'.'.’5\’) = Ai (H)i 14

M

-

i=
con H; la columna i-&sima de la matriz H, verifica que la for-
ma inicial de Ei es igual a c; para i=1:2,...,v. Por lo tanto

toda relacidn homogé&nea (c1,...,cz) de los elementos slij§ se

eleva a una relacibn (51,...,5V) de los elementos {fijg. Gra-—-
cias al corolario 1.10 de R=V Sfij§ es una base standard del

ideal I.
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Al ser 5fij% base standard de I las formas iniciales de

los elementos f,.
1]

Dado que dichas formas iniciales son, por definicién, los ele

, para i+j=v-1, engendran el ideal Gr(I).

mentos lij’ para i+j=v-1, tenemos que J=Gr(I).

Habfamos demostrado que J era perfecto por lo tanto el

X X
anillo Gr(Aa)= kl Treeos Nl es Cohen-Macaulay.
Gr(I)
(c}) (ii) = (i) y (d). Sea f1"‘°’fv una base standard de I con

orden (fi)=v—1. Denotemos por 9y la forma inicial de fi’ enton=-
ces Gr(I):(g1,...,gv).

Al ser f1""’fv un sistema de generadores minimal, gracias
al lema 6 del capitulo II §2 de HI=2, 9qreses9, €S Un sistema de
generadores minimal de Gr(I).

Consideremos una resolucién proyectiva minimal de Gr(A) =
P
Gr(I)

: 0 — (Pl—v])v'1 — (Pl-—v+1[)V _lﬂ% P —» Gr(A) — 0,

con g el morfismo determinado por la v-pla (g1,...,gv). Gracias
a la anterior resolucidn podemos calcular la funcién de Hilbert
del anillo graduado Gr(A):

dim_(Gr(a) (t)) = <t+N’1) - v(t“’*N) s (v=1) (t“"“N).
N-1 N-1 N=1

Observemos que Gr(A) (t) =4AFHSA(t+1), de lo cual deducimos,

mediante un cllculo sencillo, los apartados (&) (i) y (d).

8

2.5 Corolario: Supongamos 2e=v(v-1). La funcién de Hilbert-Samuel

de A verifica:

]

FHSR (t) t Lv-1

PHSA (t) t2v

FHSA(t)

i

FHS, (t)

en particular el indice de regularidad de A es igual a v.

Demostracién: Es consecuencia inmediata del apartado (d).
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2.6 Corolario: Supongamos 2e=v(v-1). Todo sistema de genera-

dores minimal de I) f!

1,...,fé es una base standard y orden(fi):v_1,

Demostracién: Sea f1""’fv un sistema de generadores minimal
de I que verifique la condicidén (c) (ii) del teorema. Gracias
a la proposicién uno de Ap-III existe una matriz inversible

C de dimensiones v x v con coeficientes en R tal que (f)=C(f').

Al ser el ideal I determinantal del corolario 2 al teo-~
rema 5 de BU deducimos que Ic:MV_1. Por lo tanto los &rdenes
de los elementos fi son mayores o iguales que v-1, para
i=1,2,...,v.

Sea {f?? la v-pla de las formas iniclales de los elemen
tos {fig ’ §f;§ la v-pla de las formas de grado v-1 de los
elementos ;fi; vy c® la matriz de los términos independientes
de los coeficientes de C.

Al ser los Ordenes de los elementos 5fi§ mayores o igua-
les que v-1, tenemos que grado (f;)}v—1 para i=1,2,...,V.

Por otro lado sabemos que grado (f§)=V—1 (condicién (c) (ii)),

por lo tanto de la igualdad (£f)=C(f') deducimos

o o "
(1) (£9) = ¢ (£7)

El conjunto {fig i=1,2,...,v es una base standard de I
ya que verifica el apartado (c) (ii) del teorema, por lo tan-
to el conjunto de formas iniciales 5f2§’ i=1,2,...,v engen-
dran el ideal Gr(I). Si sfii i=1,2,...,v fuese un conjunto

linealmente dependiente, Gr(I) podria ser engendrado por

v-1 elementos f? ,...,fi ; gracias al lema 6, chap II'§2,
1 v=1
de HI-2 los elementos fi ,...,fi engendrarian I en contra
1 v=1 :
de la hipbdtesis v(I) = v. Asi f?,...,fs son v formas de grado
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v=1 linealmente independientes.
De la igualdad (1) y de la independencia de f?,..o,fs
deducimos que c® es inversible. Por lo tanto {f?;.
i) i=1,2,...,v

es un sistema de generadores del ideal Gr(I), luego 5fijbﬂ 2.5
Pipoo e §

s una base standard de I.

De la igualdad (f;):(co)_1(fi) y de la independencia
de los elementos ifif i=1,2,...,v es f&cil probar que f; # 0,

por lo tanto orden (fi) = v-1 para i=1,2,...,V.

Recordemos que q, = méx [ v(I)/I Id(e,S)?, y que NGj es el
conjunto de puntos cerrados z¢E™'Y tales que el nimero de
elementos de un sistema de generadores minimal del ideal I(z)

. sea mayor o igual que ij.

2.7 Proposicién: Para cada i=q—qo+1,e..,q-1 existe un abier-

to no vacfio Zi del conjunto NG 1 tal gue para todo z GZ;

g-i+
se verifican:
(i) El nlmero de elementos v de un sistema de generado-
res minimal de I(z) es igual a g-i+1.
(ii) El germen de curva reducida defiﬁida por I(z) es

ordinario, de multiplicidad %V(V—1) y tiene orden

de singularidad igual a %V(v-1)(v—2)°

Demostracidn: Sabemos, gracias al teorema 1.5, que el conjun-

‘ e n,q

to NGq—i+1 coincide con el de los puntos cerrados de (ES )i’
por lo tanto basta probar que existe un abierto no vacifio de
(Eg-'q)i cuyo conjunto de puntos cerrados verifica (i) y(ii).

Para cada conjunto de indices U:{u1,°..,ui_1§ C1,2,c00,V

y T= ﬁt1,o..,ti_1§ C1,2,000,v=1 se considera el abierto

B(u,T) de (E?’q)i complementario del cerrado definido por la
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ecuacidén
0
)

15 )= 0

det ((z 1eU,j€T

Sea Y el espacio afin de las matrices v x (v-1), con

coeficientes polinomios de grado menor o igual que n, de la

forma _ T
C 0
0 Id }II

Donde C es una matriz con coeficientes pertenecientes al ideal
(X1""'XN)'

Vamos a definir un morfismo ¢ entre 8(u,T) e Y.

Sea z un punto de 8(U,T), escribamos la matriz B(z) en la

forma: T

B(z) =

y consideremos la matriz

1d | | 0

Qi
o
[ ]
fo}
i
e
)

B(z)

(1) =
I Id -A"

1 =1

T

Es inmediato comprobar que los menores maximales de la matriz
anterior engendran el ideal I(z). Gracias al teorema de trun-
cacién efectiva (III-2.7), el ideal engendrado por los meno-
res maximales de la matriz obtenida truncando mé6dulo n+1 los
coeficientes de la matriz (1), es analiticamente equivalente

a I(z).

Al pertenecer el punto z a $(U,T) C(E%-’q)i el rango de la

matriz B°(z) es igual a i-1, por lo tanto el rango de la ma-

triz de los términos independientes de la matriz (1) es tam-
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v

bién igual a i-1. Luego los coeficientes de € pertenecen al

ideal (X .,XN) y el nimero de elementos de un sistema de

gre e
generadores minimal del ideal I(z) es igual a v=g-i+1.

Por definicidn ?(z) serd la matriz obtenida de la (1)
truncando sus coeficientes m&dulo n+1.

Hemos visto que los ideales engendrados por los menores
maximales de B(z) y Q(z) son analiticamente equivalentes; si
demostramos que existe un abierto V(U,T) de ¥, que corte a
Imag@, tal que para toda matriz perteneciente a dicho abierto

el ideal engendrado por sus menores maximales verifica (i) y

(ii), se concluye la proposicifn tomando Zi = k]qf1(V(U,T)).
U,T

kN(q-i+1L(q~i)

Sea ¥ = el espacio afin que parametriza

. 1 N o1 .
las matrices B(aab) = (:E: aly Xl) a=1,2,...,9=-1i+1 (ver pro-
l=1 b=1’2’uo.'q_i
posicién 2.1).

Consideremos el morfismo fi: ¥ —> ¥ que a una matriz de Y

T
C l 0
0 ' Id }Cf

le asigna la matriz de las formas lineales de los coeficientes
de C.

Sea Zq-i+1 C ¥ el abierto de la proposicién 2.1, vamos a

1

ver que (2 = V(U,T) es un abierto de Y que verifica

q-i¥1)

(1) y (ii). Para ello necesitamos el lema siguiente:

2.8 Lema: Sea C una matriz de dimensiones g x (g-1) y de coe-

1

ficientes pertenecientes a (X "XN)’ tal que la matriz C

1’0.
de las formas lineales de los coeficientes de C pertenezca a Zao
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Se verifican las siguientes propiedades:
(i) Los menores maximales f1,---,f§vde la matriz C son

una base standard de I=(f .,fq).

17

(ii) Los ideales I, Gr(I) son perfectos, radicales y de
altura\dos.

(iii) La funcibébn de Hilbert de Gr(ji) es igual a la del
apartado (ii) de 1la proposcié&én 2.1.

Demostracidn del lema: En primer lugar vamos a demostrar que

ht(I) = 2.

Al estar el ideal I engendrado por los menores maximales
de la matriz C, su altura es menor o igual que dos (ver propo-
sicién 1 de Ap-II).

Obsérvese que el ideal Gr(I) contiene a los menores maxi-
males g1,...,g§ de la matriz C1, dado que C1 pertenece a Z&

tenemos que ht(gT,...,g— ) = 2, por lo tanto ht(Gr(I))» 2.

q
Dado que ht(Gr(I)) ='ht(I), obtenemos que ht(I)2» 2. Como vya
sabfamos que ht(I) ¢ 2, concluimes que I tiene altura dos.

Al ser I un ideal engendrado por los menores maximales de
una matriz g x (g-1) y de altura dos, es determinantal. De la
proposicién 2 de Ap-II el ideal I es perfecto y las columnas
de C forman un sistema de generadores del m6dulo de relaciones
de f1,...,f§. Andlogamente, al ser el ideal (g1,...,g§) perfec—

to (ver proposicién 2.1) las columnas de C1 forman un sistema

de generadores del médulo de relaciones'de g1,...,g§.
Es f&cil demostrar, ver demostracién (i) = (ii) del teo-
rema 2.4, que toda relacién homogénea de los elementos g1,...,g§

se eleva a una relacién de los elementos f1,...

rio 1.10 de R-V deducimos que f1,...,f§ es una base standard

,fa. Del corola-

de I, por lo tanto (g1,...,ga) = Gr(I).
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P

Al pertenecer C1 a Z- el anillo Gr(li) =
g I (g»]lna.,ga)

es reducido, de la inclusién ll(:Gr(li) deducimos que el
- I I
cociente R es reducido. Asi mismo, de la pertenencia a
I
1

Za de la matriz C  obtenemos que la funcién de Hilbert de

Gr(B) es igual a la del apartado (ii) de la proposicién 2.1.
B ‘

Continuacidén de la demostracién de 2.7. Gracias al lema ante-
-1

rior para todo punto cerrado zé((1.ﬁ (Z ) el ideal I(z)

g-i+1
es perfecto, radical y de altura dos.

Al ser el ideal Gr(I(z)) radical, el germen definido por
I(z) es ordinario y por lo tanto el orden de singularidad del
germen es igual al nfimero de reduccidén del anillo R (ver pro-
posicidén I-1.3 (iii)). :

Gracias al lema anterior conocemos la funcidén de Hilbert

de Gr(—B—), lo gue nos permite calcular el polinomio de Hilbert-
I

Samuel de 2 y obtener que la multiplicidad de R es igual a
1 I 1 :
— v(v-1) y su nGmero de reduccibén igual a — v(v=1) (v=2).

3
Como ya habiamos visto que v(I(z)) = v, s6lo falta ver que

?71H’1(Zq_i+1) es no vacfo. Para ello basta tomar un punto z de

(En'q). cuyva matriz asociada B(z) sea de la forma
& i 4

(2 IZ)}U :

con Cézq—i+1'

La sigﬁiente proposicidn, excepto el apartado (ii), es una

aplicacifn de los anteriores resultados para el caso N=3.
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2.9 Proposicibn: Sea I un ideal perfecto, radical, y de altu-

ra dos del anillio R = kHX1,X2,X3“. Denotemos por e y § 1a mul-
tiplicidad y orden de singularidad del cociente R/I respecti-
vamente, sea v el nlGmero de elementos de un sistema de genera-~
dores minimal de I (i.e. Q: v(I)). Se verifican las siguientes
propiedades:
(1) 2e yviv-1)
(ii) Si 2e = v(v-1) entonces 357&v(v—1)(v-2).
para todo v €[N existe un ideal I perfecto, radical, y de altura
dos del anillo R tal que:
(1ii) La multiplicidad del cociente es + v(v-1) y el ndme-
ro de elementos de un sistema minimal de generadores
de I es igual a v.
(iv) El germen de curva definido por I presenta en el ori-

gen una singularidad ordinaria y tiene orden de singu-

laridad igual a + v(v-1) (v=2).
3

Demostracidén: Los apartados (iii) .y (iv) se deducen de la propo-

sicién 2.7. El apartado (i) del teorema 2.4 (a).
R

En cuanto a (ii), sea m el ideal maximal de A= = .
I
Para todo nz,l v(v=1) se verifica, gracias a la proposicidn 1.de
2
Ap-I, que
(1) dim, ( A ) =1 v(v=1) .- p
. 2

Consideremos la igualdad:

v=1 n-1

A ) o+ . .# dimk(m ).

A m

(2) dimk( ) = dimk( )+ dimk(

n - n
m mv 1 mv m

Del corolario 2.5 sabemos que la igualdad (1) se verifica

para n2v-1, por lo tanto gracias a la proposicidn 2 de Ap~I ob-
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tenemos
S 1

o ) = = v(v=1)
s+1 2

m

p dimk(

para s yv=1. Al ser el ideal I determinantal, del corolario
dos al teorema cinco de BUR sabemos que

I CMV—1

Luego de la igualdad (2) concluimos

dimk < A ) = (V+1) + l(n—v+1)v(v—1)

n 3 2

por lo tanto p= lv(v=1) (v-2) . Al ser 57f (ver I-1.3(iii)) obte-
3 :
nemos el apartado (ii).

2.10 Proposicidn: La proposicién 2.9 es cierta si substituimos

el anillo R = k|X,,X,,%,| por s = k|X1’X2'X3I(X1,X2,X3)'

Demostracién: Si I es un ideal perfecto, radical, y de altura

dos del anillo S, el ideal I=I.R también es perfecto, radical,
y de altura dos.

Dado que v(I) = v(I) y gue el orden de singularidad del
germen de curva de Spec (S) definido por I es igual al del
germen de curva de (kN,O) = Spec(R) definido por f, aplicando
los apartados (i) y (ii) al ideal I obtenemos que el ideal I
también verifica los apartados (i) y (iiz.

Para los apartados (iii) y (iv) basta tomar un purto

Z ezi (ver proposicién 2.7) y considerar el ideal I=J(z).

En las proposiciones anteriores hemos establecido para ca-
da v la existencia de ideales de los anillos k“x1,X2,X3” v

= k|X X2,X3| con sistemas minimales de generadores

(x1,x2,x3)

w
f

17

de v elementos.
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En 1906 F.S. Macaulay (ver MAC pdg. 36 o AB, GEY) cons-

truyd, para todo n )2, ideales primos de altura dos del ani-

1llo S3, que denotaremos por Mn, que verifican v(Mn) = n. M&s
S

concretamente: —i- es el anillo de gérmenes de funciones en
M
n

el origen de una curva C que pasamos a describir: considé&rense

1 n(n-1) rectas pasando por el origen 0 ekN no contenidas en

2
un cono de orden n-2. Sea Q1 un cono de orden n y Q2 una super-
ficie, que no sea un cono, de orden n, gue contengan las rectas.

Pueden elegirse las superficies Q1 Yy Q2 de tal manera gue Q,an2

sea la unidén de las 1 n{n-~1) rectas y una curva irreducible C

.2
de orden 1 n(n+1) que presenta en el origen una singularidad
2
ordinaria de multiplicidad ln(n—1).

2 ]
Por construccidén la curva C tiene multiplicidad ln(n-—1), Yy
2

n es el nlimero de elementos de un sistema de generadores minimal

de M_.
n

En 1974 T.T.MOH (ver MOH) construyd, para todo nGmero natu-
ral impar n 3, ideales primos de altura dos de k x1,X2,X3 gue
denotaremos poxr Hn' que verifican V(Hn)= n+1. M&s concretamente,

Hn es el ideal de la rama de (k3;0) que admite parametrizacién

propia:
X1 - ghem tn.m+A
(n+1) .m !
X2 = t
X £ (n+2) .m
3
con m = n+l , A un nimero natural mayor que (n+1).n.m y primo
2
con m. Obsérvese que la multiplicidad de k“X1,X2,X3H es igqual a
n. (n+1) Hn
2
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Las proposiciones 2.9 y 2.10 nos permiten afirmar:

I~

2.11 Proposicibén: Los ejemplos de Macaulay y de Moh son idea-

les de multiplicidad minima fijado el nlmero de elementos de un

sistema minimal de generadores.

Definicidn: Diremos que un ideal I, perfecto y de altura dos,

de R es v-extremal si la multiplicidad de R es igual a lV(v--1)
I 2

y el nimero de elementos de un sistema de generadores minimal

de I es v (i.e. v(I) = v).

En el teorema 2.4 (d) habfamos visto que si I es un ideal
v-extremal la funcidén de Hilbert-Samuel del cociente A=8 queda
I
fijada, en particular su polinomio de Hilbert-Samuel toma la

forma

PHS) (py - V(v=1)
2

N-2 3 N-3

t+N-2) _ v(v=1) (v=2)

t+N—3)
+ﬁ.. o

A continuacién vamos a probar que losg ideales v-extremales estén
caracterizados por los dos primeros coeficientes de su polinomio

de Hilbert-Samuel.
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2.12 TEOREMA: Sea I un ideal de R perfecto y de altura dos.

Supongamos que el polinomio de Hilbert-Samuel de A=B tiene 1la
T .
forma

PHS, (£) = r(r-1) (t+N—2) _ r(r=1) (x-2) (t+N—3)+ L

2 N-2 3 N=3

En tal caso la funcidn AFHS, es igual a:
AFHS, (£+1) = <t+N—1} _ r(t—r+N

(r_1)(t—r—1+N) ,
N-1 Ne1

N=1

y el nimero de elementos de un sistema de generadores minimal de

I es igual a r (i.e. r=v(I)), en particular I es r-extremal.

Demostracién: Se reducird al caso N=3 por induccién sobre N.

Gracias al lema 2.2 podemos elegir las coordenadas de tal
modo que XNeSA sea un elemento superficial de grado uno y no di-

visor de cero. Del lema 2.3 obtenemos

= AAPHS
PHSA/(}_() APHS, ,
N
por lo tanto
(1) PHS, , _ (t) _ o_r(r=1) [t+N=3) _ _r(r-1)(r-2) [t+N-4 .
(XN) 2 N-3 3 ' N-4
7 ' X
Al ser XNéFA'un no divisor de cero el ideal Iii—ﬂl esti

I
engendrado por una sucesibn regular (i.e. XN), del teorema II-1.2

de SAL deducimos que

VI (X)) = v(I) + v (LN
I

por lo tanto

V(I+(XN)) v(I) + 1

X
Repitiendo el anterior razonamiento para el ideal Ir (ON) obte-

(%)
nemos T+ (XN)

(Xy)

V(I+(XN)) = V(XN) + v )
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de lo cual deducimos

(2) ,\ v(n) = w25,

(X,)

De las igunaldades (1) v (2) se desprende gue basta demos-—
trar €l teorema para N=3.
Sea r=v(I), del teorema 2.4-(i) obtenemos

1 vv-1)&

2

r(r'—1) 7

R

de donde v{r.

Consideremos la funcién fr:ﬂV——9 mjdefinida por

t+2

fr(t) = Min i( 2 ), (g) }para todo t €.

Sea m el ideal maximal de A. Dado que la multiplicidad de A

es 1 r(r-1), de la proposicién 2 de Ap-I deducimos que
2

t
(1) dim T 1<E (b)),
k ( mt+1) r

por lo tanto

r‘.
-

FHS, (t)¢ Z £.(1)
i=0
para todo t3 0.

Gracias a la proposicibén 1 de Ap-I para todo t)
' 2

Se tiene la igualdad

FHSA(t) = PHSA(t) , !
- r({r-1) e
por lo tanto para £ = ——— - 1 se verifica la igualdad
2
FHS. () = r(r=1) F - r{r=1) (r-2) ,
A 2 3

Por otro lado es f&cil demostrar que

£-1 |
E £ (1) = r_(E:_ll f . rfr-1) (r-2)
o 2 3
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de lo cual deducimos
E-1 -1

i
EE , . m - g ,
dlmk " ) = FHSA(t) = fr(l) ’
i=0 m i=0
lo que fuerza, habida cuenta de (1), que se verifique
t
(2) dim, ol = £ (t)
r
mt+1

para todo t 0.

En particular tenemos que

de donde IC:Mr_1 .

Sea f .,fv una base minimal de I, sean g1,...,g€ las

1,0.
formas iniciales de los elementos de la base que tengan orden

r-1

r-1. De la inclusién I CM deducimos que Iqreees9 generan

£
la pieza de grado r-1 del ideal Gr(I) como k-espacio vectorial.
La dimensién de esta pieza es igual a

r-1 r-1

]

M
dim_ (Gr(I) |r-1]) dimk(
r r
M m

de donde, usando (2), se sigue

it

dim, (Gr(I)|r-1|)

SYRIHELS

Como ya habiamos demostrado v £r, obtenemos v=r.
2

por lo tanto v2 £y r.

Dado que la multiplicidad de A=—B— es 1 r(r-1) y r=v(I),
I 2

el ideal I es r-extremal. Del teorema 2.4 (d) obtenemoslﬁFHSA.

El siguiente resultado es una recopilacién de las condi-
ciones equivalentes a v-extremal que han sido establecidas an~

teriormente.
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2.13 TEOREMA: Sea I un ideal de R perfecto y de altura dos.
Para todo V‘EWJson equivalentes:
(a) I es v-extremal.

(b) v(I) =V y la multiplicidad de A=—§— es 1+ v(v-1).

2
(c) El polinomio de Hilbert-Samuel de A tiene la forma

PHSA(t) - = v(v—1)(t+N—2)- 2 r(r—1)(r-2)(t+N-3) oo
2 N=2 3 N-3

(d) La funci6bn de Hilbert-Samuel de A verifica

FS, (£+1) = tgl:l;1) _ V(t-v+N)+ (v=1) (t—v+N-1) g
N-1 N-1

(e) v(I) = v, existe una base standard f1"°"fv con

orden(f)=v-1 y el anillo Gr(A) es Cohen-Macaulay.

Demostracién: (a) & (b) por definicién.

(b) &> (e) = (d) teorema 2.4.
(d) == (c) célculo directo.

(c) == (b) teorema 2.11.

Definicién: pV(T) serd el polinomio pv(T) -1 v(v=-1)T = 1 v(v=1)(v=-2) .
2 3 :
Obsérvese que pV(T) es el polinomio de Hilbert-Samuel del cociente.

k”x1'x2’x3“ con I un ideal v-extremal.

I

Cerraremos esta seccidén con un resultado sobre los gé&rmenes de
¢
curvas de (k3,0), que nos permitird calcular en la seccibén 3

la dimensidn de CHpV(T),S,n+l:

2.14 Proposicién: Sea velN vy 52»1 v(v-1) (v=-2). La variedad
3

es no vacia y gtrd ;es un abierto denso de(ngq)

(En’q)q—v+1 ,
5:Pv (T)

§

g=-v+1°
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Demostracién: Si S;lv(v—1)(v—2) el entero q,= Max §V(I)/I.IdCL84,
3

gracias a la proposicién 2.9, es mayor o igual que v. De la pro-

9 £ Q.

posicibén 2.7 deducimos que (EJ q-v+1

En el teorema 1.4(i) demostramos que NGV era el conjunto

de puntos cerrados de (E2,q)q—v+1’ de la proposicibn 2.11 ob-
n,q n,q '
tenemos que EX:PV(T) C(E6~ )q_v+1w

Gracias al teorema 1.4 el conjunto de puntos cerrados del

abierto V=(Eg’q) —(Eng)q—v coincide con el conjunto de

g-v+1
puntos cerrados z €E"'? tales que v(I(z))=v. Si z es un punto

cerrado cualesquiera de V se verifica

1 v(v-1) e

2

donde e es la multiplicidad de k”X1,X2,X3” (teorema 2.4(a)).
I(%)

De la semicontinuidad superior de la multiplicidad deducimos
que existe un abierto V'€V cuyo conjunto de puntos cerrados coin-
cide con el conjunto de puntos cerrados ze B tales que v(I(2)=v

y la multiplicidad del cociente k“X” es igual a 1 v(v-1). Del teo

2
rema 2.13 concluimos (%)
vl= Enlq
JrPV(T) v '
n,q ' i n,q : -
por lo tanto E ' V(T) es un abierto de (Eé. )q-v+1° Es denso da
do que (En’q)q_V+1 es irreducible (teorema 1.5).

El abierto es no vacfio gracias a la proposicién 2.7, quedan

do la proposicidn demostrada.
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Observemos que del anterior resultado obtenemos que si z

n,q

es un punto gerrado general de (Eg ) el ideal I(z) es

g=-v+1
v-extremal.

OBSERVACIONES

(1) En general el graduado de un anillo local Cohen-Macaulay no
es Cohen-Maculay, el teorema 2.4 da condiciones suficientes pa-
ra que lo sea. Para otros resultados de este tipo ver SAL -2 y 3,
OR-2.
(2) De las propiedades generales de la completacidén resulta f&-
cilmente que los teoremas 2.4, 2.12 y 2.13 son validos para idea
les de altura dos perfectos de SN.
(3) Es facil probar, gracias a EGA-IV 32 parte teorema 1.2.1 -
(vii), que para i=q—qo+1,...,q—1~existe un abierto no vacio
Z;CZ(Eg’q)i tal que para todo punto cerrado z éz; el ideal J(2)
es primo y verifica las condiciones (i) y (ii) de la proposi-
cidén 2.7.

Podemos decir que el objetivo de los ejemplos de Macaulay
se alcanza genéricamente en la variedad (En’q)i°

)

(4) E1 teorema 2.12 para el anillo sN (ver nota (2)) permite

dar un resultado andlogo al obtenido en E-~I teorema 1. Antes
necesitamos una definicién:

Definicién: Sea I un ideal homogéneo de P Se llamaré serie

Ny
de Hilbert-Samuel de ZN- 4 !

I
o .
Hilbt, (2) = dimk-N—(i) A
N/q i=0 I \
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2.15 Proposicién: Sea I un ideal homogéneo de altura dos y

perfecto de P después de un cambio lineal de coordenadas

Nl

P
podemos suponer que las clases de x3,...,x en A=-N_ forma una

N I

sucesidén regular.

Demostracién: Ver observacibén (c) pag. 9 de F-L.

Gracias a la proposicién anterior es inmediato que

1

——teee. Hilbt : .
A (z) = Hilbt_(z2)
(1_Z)N—2 ) . A !

(23,...,XN

del teorema 2.13 es facil concluir:

2.16 Proposicién: Sea I un ideal homogéneo de altura dos y per-

P
fecto de P,. Sea e la multiplicidad de (-&-)

N (XyreeeiXy) y v un

I
entero positivo, son equivalentes

(a) v=v(I), 2e=v(v-=1)

1 y=2 t
(b) Hilbt (2) = ———m (t+1)z .

P N-2
_ N/y (1-2) Z
t=0

De la proposicién 8 de F-L obtenemos que la condicidén (b) de

la anterior proposicién es equivalente a:

(c) PN/ es un anillo Cohen-Macaulay extremal y d=v-1
I

(d) PN/ es una &lgebra "compressed" del tipo (V--1)zv'"2
I

(e) PN/ es extremadamente compressed del tipo (v-1)zv_2,
I .

con lo cual obtenemos que las &lgebras extremadamente compressed

v=-2

del tipo (v-1)z son precisamente las v-extremales.

En particular obtenemos que los ejemplos de Macaulay son

dlgebras compressed ya que verifican la condicién (a).
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3. C&dlculo de la dimensi6n de CH p(T), §,n+1 para el polinomio

p(T)= —v(v—l)T——v(v-l)(v—Z)

E1l objetivg de esta seccibn es calcular la dimensidn de

CH=CH para 53?%v(v~1)(v-2).

p(T),6,n+l
Recordemos que CH se definfia como imagen por el morfismo gq

de la variedad Eé, () Para q;;qO=Méx{ v(%) lIéEId(B,g;pV(T))} .
Gracias al teorema 2.12 d,=Vs pOr lo tanto podemos tomar

E=g"'V para definir CH.

"8 Py, (T)
Recordemos la definicidn de Iy* El morfismo 9y hace correspon--
der a todo punto cerrado z €éE el punto cerrado de Gn+1 asocia-
. : . 3///
do al espacio vectorial (F.,vun, £ )4_Mn41 , donde fl""'fv
son los menores maximales de la matriz B(z).

De la proposicidn 2.14 deducimos que E es un abierto denso

. n . .
no vacio de (Eg'v)l, que a su vez es un abierto del espacio

afin de las matrices (fi,j)l=1 v tales que fi,j es un poli-
j=lseee,v-1
nomio de grado no superior a n y de término independiente nulo

(prop. 1.1).

Al ser E irreducible (es un abierto denso de un espacio afin)
CH también lo es.

Sea e=%v(v—l). Sean o, ..., ramas no singulares de (k7,0)
para las que la clase de Xl en los respectivos anillos sea un
elemento superficial de grado uno. Sabemos (Cap. I) que la rama R&
admite una finica parametrizacidn propia de la forma

Xl= t.

i
o0
o s
* Zajl!l
=1

j=2,3

para i=l,...,e
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Observemos que la rama qi admite como vector tangente a

=(1, al Denotemos por P el punto del plano proyecti-

2, 1'a3 1l
Vo ﬂz cuyas coordenadas homog&neas son (l,a2 1,a3 1), para

i=1,..,e- Poe)
Sea S (t ) la seri EZa t & k”t ” . Denotemos por I(S?J
f ' .

el ideal de R formado por los elementos F €R tales que

i b _
para i=1,.,.,e. Es inmediato que'I(S;) es el ideal radical de R
asociado al germen X(S;) de (k3,o)~uni6n de la ramas Ml”"’“é'
en particular I(S ) es perfecto y de altura dos.

Observemos gque la multiplicidad del germen X(S ) es igual a e.=

3.1 Proposicién: Si los puntos Pires«,P MO estdn contenidos en

una curva de grado v-2, el ideal I(S;) es v-extremal.

Demostracidén: en primer lugar vamos a demostrar que el orden de

todo elemento de I=I(S;) es mayor o igual que v-1.
Sea FE&I una serie con orden r, supongamos que r L v-2.Denote-
mos por F_ la forma inicial de F.

De la igualdad F(ti,S;,S;L=o es f&cil deducir que,para todo

. i i
se tiene Fr(l,az,l,a3,

de ecuacidn Fr contiene los puntos Pl,...,Pe, gracias a la hipbte-

i=1,..,e 1)=o. Con lo éual la curva de ﬂa

)
sis de la proposiciln obtenemos Fr=°' En contra de la hipbtesis
de que F tenga orden r.

Hemos demostrado que todo elemento Be I tiene orden no infe-
rior a v-1, por lo tanto I(:Mv—l.

Sea A el anillo %/} y m su ideal maximal.

Consideremos la igualdad

v=1 n-1

(1) dimk(A/mn)= dinllc(A/nlv—l)Q;-dimk(m S +dim (" m)

para n 3 v=-1
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Al ser la multiplicidad del germen X(S;) igual a V(V—l):

de la proposicién 1 de Ap-I dedu01m03~que d:l.mk m///s+ll —V(V-l)

-1

para todo s o. De la inclusidn I (M obtenemos

v
dimk(%/gv‘ll= ( ; )

7

por lo tanto de la igualdad (1) concluimos que

%// ‘ v-1 1 ‘ :

dim, ( n)g < + zv(v-1) (n-v+1) ’
mk m 3 2

luego

(2) aim (37 n) & Fv(v-1)n-3v(v-1) (v-2) .

Sea pA(T)=%v(v-l)T—f el polinomio de Hilbert-Samuel de A. Sabe-
mos, gracias a la proposicidn 2 de Ap-I, que para n suficiente-
mente grande se verifica |

aim 37 n)= p, (n) .
de la desigualdad (2) deducimos

P, (n) ¢ %v(v—l)n-%v(v—l)(y—Z) ,
ﬁor lo tanto
(3) f)*%v(v—l)(v-Z) ' :

Vamos a demostrar que (3= %v(v-l)(v—Z) con lo cual el poli-
nomio de Hilbert-Samuel de A seré& pV(T)= %v(v-l)T~%v(vﬂl)(v-2)
y el ideal I(S?] serd, gracias al teorema 2.13, v-extremal.

Sea J el radical de Gr(I(S%)). Es inmediato comprobar que J es el
ideal radical de k[x X X3j que define la curva obtenida por la unidn
de las e rectas de k3 que pasan por el origen y que admiten por
vectores directores a wi=(1,a;;l,a§vm) para i=l,...,€.

Sea S el anillo local k(xl,xz,x3[ X Xy X0 La inclusién
Gr(I(S )) ¢ J induce un morfismo exhaustlvo

K |X) Xy, X, kX,

X
Gr (A) = > 3I
Gr(I(sjn J . ’

el cual a su vez induce por localizacibén el epimorfismo
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(4) B= S 5 ¢ .

Gr(I(S;)).S J.s

Es inmediato comprobar que el polinomio de Hilbert-Samuel
de B es igual al de A.
Sea pC(T)=%v(v—l)T-F el polinomio de Hilbert~Samuel de C, De
la exhaustividad del morfismo (4) se deduce facilmente que
(5) F55§. .
Si demostramos que €;=%V(v-l)(v-2), de las desigualdades
(3) y (5) deduciremos que P=%V(v-l)(v-2) con lo que concluiremos
la demostracidn, ,
Sea C la completacidn de C respecto su ideal maximal, es
sabido que los polinomios de Hilbert-Samuel de C y é\coinciden.
Al ser el ideal J radical y de altura dos es perfecto, por
lo tanto el anillo C es Cohen-Macaulay. De donde deducimos que
A

C es Cohen-Macaulay. Sea W el ideal maximal de C.

Al no estar los puntoes P ,.;.,Pe contenidos en una curva

1
de grado v-2 y al ser e la dimensidn de las formas de grado v-1,
para todo i=1l,...,e existe una forma Fi de grado v-2 tal que la
curva de FE de ecuacidn Fi=° contiene los puntos Pl,...,g;,...,Pe
Yy no contiene a Pi.

Consideremos Fi=Li'Fi’ con Li una forma lineal que defina una
recta de FE que no contenga a Pi’ para i=1,..,e. Entonces la
curva de ecuacibn Fi=o;es de grado v-1, contiene a los puntos
Pl,...,él,...,Pe y no contiene ? Pi' Es ,fadcil probar que las
clases de Fi' i=l,...,€, €n m,//%v forman un conjunto linealmen-
te independiente, luego

AL 1
dim, ( ///%v ) 7 zviv-1) .

Como la multiplicidad del anillo C, que es la de C, es igual

a %v(v—l), de la proposicidn 2 de Ap-I obtenemos
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~y=-1 .
. m W 1 e
dlmk( v )3 2v(v 1) e

Asimismo de la proposicidn2 de Ap-I deducimos que para todo
s gv=1 se verifica
=~
1 m/— :.':L- -
(6) dlmk( ms+l ) 2V(v 1) .
De la hipbtesis de la proposicidn se deduce, con un razona-.
miento andlogo al del principio de la demostracidn, que

T C(X] 1%y, %g) V=1 3e donde

~ v+l
(7) dim, ( %v—l )=< )

3 .
De las igualdades (6) y (7) obtenemos que el polinomio de
Hilbert=-Samuel de 6 y por lo tanto el de C es igual a %v(v—l)T—
—%v(v~l)(v-2), de donde ? =%v(v-l)(v-2) quedando demostrada la

proposicidn.

Definicidn: Para todo n pv-1 , Q(n-v+3) ser& el espacio afin de
dimensidn v(v=1) (n=v+2) que parametriza los coeficientes de las
series: n-vir

i - i q
Sj(ti) E aj,q'ti

q=4

para i=l,...,e y j=2,3.
Denotaremos por Q'(n-v+3) el abierto formado por los puntos
de Q(n-v+3) para los que los puntos de ﬁ; de coordenadas homogé&-
neas (l,aé'l,aé’l) para i=1,...,e no estan contenidos en una
curva de grado v-2.
Obviamente Q' (n-v+43) es no vacio y de dimensidn igual

a v(v-=1) (n-v+$2).

Sea I un ideal v-extremal y supongamos que la clase de Xl
en i/; es un elemento superficial de grado uno.
Denotemos por X el germen de curva de (k3,o) definido por I.

Si N&,...,A% son las ramas de X, sabemos(ver Cap.I) que para
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cada i=l,...,r la rama mi admite una Ginica parametrizacidn pro-

pia de la forma

it xy= S%,I(ti)e ke

3=2,3

Sea (S;) un elemento de Q' (n-v43), entonces:

i=l"o.,e;j=2,3-

3.2 Proposicidn: Para todo n ) v-1 son equivalentes:
n-+l

(1) IEI(S?]) nédulo (M* 1) .

(ii) E1l germen X presenta en el origen una singularidad ordi-
naria (i.e. r=e5.y a menos de una reodenacidn de los
S n=v+3
I(ti') médulo(ti) ’

indices de sus ramas S?(ti)z S%
?
~para todo i=1l,...,e y j=2,3,
(iii) Para todo f &I se verifica:
i i _ n+l1
f(ti’SZ(ti)'S3(ti))_ o médulc(ti)

para i=l,...;e.

Demostracidn: (i) =(ii). Los ideales I e I(S;) son v-extremales:

el primero por hipbtesis y el segundo gracias a la proposicidn 3.1.
Por lo tanto los indices de regularidéd de ambos ideales son
iguales a v-l(corolario 2.5). De la proposicién 1.3 del Cép.III
deducimos que los conos tangentes de los gérmenes X;X(S§ ) coinci~
den y presentando X(S%)_singularidad ordinaria, lo propio ocu-
rre con X.

Al coincidir los conos tangentes d; Xy X(S%),tienen asimimo
coincidentes los puntos infinitamente pr&ximos del primer entorno,

sean P ..,Pe dichos puntos.

1'°
Denotemos por xq,xq(s?) las ramas no singulares centradas
en Pq de los transformados estrictos de X,X(S;) por la dilatacidn

en el origen para g=1,..,e.
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El anillo local G%X P ) (resp. C%X (SiS,P )) es cociente
q J q ‘

de R por un ideal Jq (resp. Jé).

(" p ) =
Al ser el ideal I v-extremal‘admite una base standard ?:
fl,...)fv formada por series de orden v-1(teorema 2.4-(c) (ii)).

De la hip&tesis IE:I(S;)médulo(Mn+l) deducimos que existen
series F,,...,F , pertenecientes al ideal I(S?), tales que
- , n+l '
(1) fi~.Fimodulo(M ).
Al ser n+l » v, las formas iniciales de F. v f.l coinciden. Sabiamos

que los conos tangentes de los gérmenes X y X(S;’ eran iguales,

es una base standard de I(S;).
R

i=l,.0.,V
Por hipdtesis las clases de X

luego el conjunto {F.g
1

, R ,
L en los anillos //i ’ I(S;)

son elementos superficiales de grado uno, de donde los elementos

£, . , ,
¥/;V_l,para i=l,..,v, en el anillo (g(kN,P ) engendran el ideal

1 q .
Jq(analogamente los elementos F%/;v—l , para i=1,...,V, engendran

1
el ideal J').
q

n-v%Q), de

De la igualdad (1) deducimos que JqEEJé mbédulo (M
donde los gé&rmenes Xq y Xq(Si),dado que son simples, tienen en
comin hasta el punto del n-v+l-&simo entorno, para g=l,...,e. De
aquil es f4acil deducir (ii). |
(ii) = (iii). Al ser I determinantal, del corolario dos al teorema
cinco de BUR deducimos que Ic:MV-l. Luego el orden de cualquier
elemento £ de I es mayor o igual que v~1, de la condicién

f(té'sz,I(ti)’S3,I(ti))=°
se deduce (iii).
(iii) =» (i) . En primer lugar vamos a demostrar que Gr(I)=Gr(I(S§)).

Dado que el ideal I es v-extremal, admite una base standavrd
{fl,e.g,fvl)formada por series de orden v-1(teorema 2.4-(c) (ii)).
Luego las formas iniciales de fl""’fv' que denotaremos por

f?,,,.,fg, engendran el ideal Gr(I).
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De la condicidén (iii), al ser n+ly v, obtenemos que cada
una de las superficies de (k3,o) definidas por las formas fi,...,
,f$ contienen las e rectas tangentes del germen X(S%).

Al ser el ideal I(S%) v-extremal el anillo Gr( 3/§(S%) ) es
Cohen-Macaulay (prop.2.4-(c) (ii)). Dado que X(S%)‘presenta una sin-
gularidad ordinaria en el origen, el ideal Gr(I(S%)) es radical,
i.e. Spec(Gr( 5/;(8%) ) es la unibdn de las e rectas tangentes
de X(S%). Por 1lo tagto las formas fz, para i=l,...,v, pertenecen
a Gr(I), de donde Gr(I)CjGr(I(S?)). De esta Gltima inclusidn
obtenemos
(23 ’ Spec (Gr( E/} )) C Spec(Gf( 3/§k5§)))

Al ser el germen X(S%) ordinario y al ser la multiplicidad
de X igual a e, de la inmersidn (2), deducimos que Spec (Gr( 5/i ))
es unidn de Spec Gr( %/;(S%)) y un esquema de dimensidn cero.

El anillo Gr( %/% ) es Cohen-Macaulay va que I es un ideal
v-extremal (teorema 2.4-(c) (ii)), por lo tanto no tiene componenteé
sumergidas. Luego la inmersidn (2) es un isomorfismo, lo que
equivale a Gr(I)==Gr(I(S§)).

n-+l

Lema: Para todo £&1 existe FéI(Sg) , con f=F mddulo(M" 7).

Demostracidn: sea f &I, en primer lugar vamos a demostrar que

existe una serie G éMn+l

tal que
(3) £ty .55 (k) /83 (£,))=G(t,,S5(¢,),S5(E,)) o
Supongamos que no exista una serie G en las condiciones
anteriores. Sea s el nfimero natural
s= Max {orden(G) G verifica la igualdad (3) } ’
entonces s< n+l.
Sea G ¢R una serie de orden s que verifique la igualdad (3).

Denotemos por GS la forma inicial de G. Es facil deducir de la

iguladad (3), dado que orden(F)=s~<orden(G(ti,S;(ti),Sg(ti)))=n+ln
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que -
(4) c_(1,at . ,at )=0
s 7'72,1773,1
para i=1l,...,€.
o i i )
Recordemos que Wy (l,az’l,a3,1) i=1,...,e era un conjunto
de vectores directores de las e rectas del cono tangente de X(S;).
De la condicidn (4) deducimos que la forma GS pertenece al ideal
Gr ( I(S;) ). Por lo tanto existe un elemenhaI{eI(s;) tal que su
forma inicial es iqual a Gs’
La serie G-H tiene orden mayor que s y verifica la igualdad
(3), siendo esto una contradiccibn con lo supuesto anteriormente,
L + ”
Asi hemos demostrado que existe una serie G eM® ! que veri-
fica la igualdad (3).

Es inmediato que la serie F=f~G pertenece al ideal I(S;). Por

lo tanto queda demostrado el lema.

n+l

Sea Fl""’Fv elementos de I(S;) tales que fig;Fimédulo(M )

para todo i=1,...,V.
Al ser n+l1>» v, las formas iniciales de las series fi y Fi

coinciden para i=l,...,v. Al coincidir los conos tangentes de los
gérmenes X y X(S?‘,los elementos Fl""’FV forman una base standard
del ideal I(s;), en particular son un sistema de generadores.

nﬁi9

De la condicién fiE:Fi mé&dulo (M se deduce (i).

3.2 Teorema: La dimensidn de CHpV(T),J)n+l es v(v=1l) (n=v+2) .

Demostracifn:vamos a probar que la dimensién de CH, clausura de CH

en G es igual a v(v=1l) (n=-v+2),

n+l’
i
= v -
Para cada S (Sj(ti))i=l,...,e;j=l,2 &Q' (n=-v+3) y cada
qe{l,...,eg, consideremos el morfismo de k-&lgebras

. kile
OEI(S). Rn+l‘-——7 q (tq)n-f-l
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gue a cada ft'ERm__l

le hace corresponder la clase-en k“tqwfz )n+i
q

q q

de f(tq,Sz(tq),S3(tq)).

Denotemos por C el subconjunto de Gn41)<Q'(n_V+3) formado
R i i =
por los pares ( n+l/£,(Sj)) tales que Oé((sj))(L)"o para todo

g=l,...,e. Es inmediato demostrar, considerando los abiertos B H)

n+1(

de Gn+l(ver cdp. IV seccidn 1), que C es un subconjunto cerrado

v —
de Gn+1><Q,(n v+3),

Denotemos por T el subconjunto constructible de C,

?2

C N(CH xQ' (n-v+3)). Sea C= CY...yC  una descomposicién de €
en subconjuntos localmente cerrados.

La demostracidn se hard en dos pasos: en primer lugar pro-
baremos que dim(5)=dim(5ﬁ), después veremos que dim(C) =dim(Q"' (n=v+3)).
Dado que dim(Q' (n=-v+43))= v(v-1) (n-v 2), concluimos el teorema.

Consideremos el diagrama

o\

G, Q' (n=-v+3) .
De la misma definicidn de C se obtiene que-pl(63c CH, vamos a demos-
tara gque pl(E) es denso en CH.

Sabemos, gracias a la prop. 2.7, que existe un subconjunto
abierto Z' de E tal que para todo punto cerrado z &Z' el ideal |
I(z) verifica:

(a) El nlmero de elementos de un sistema de generadores

minimal de I(z) es v(i,é. V(I(z))Tv).

(b) E1 germen de curva definido por I(z) es reducido, tiene

multiplicidad %v(v-l), orden de singularidad %v(v—l)(v-Z)
y presenta en el origen una singularidad ordinaria.

En particular para todo ze¢Z' el ideal I(z) pertenece al

conjunto Id(3,5;pv(T))-
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Sea U el subconjunto constructible g(2') "de CH..Al ser E
irreducible y 2' un abierto no vacio de E, Z' es denso en E. Dado
. gque g: E—CH es un morfismo dominaite entre variedades irredu-
cibles, U es un subconjunto denso de CH.

Sea B, el subconjunto abierto de Gn cuyos puntos cerra-

I +Mn¥1 i
dos //1;A+l verifican
e+l
. I+M~ T+ (X.) _
dlmk ( N 1 1 ) 7 b(e+l) -e .

Sea I un ideal de Id(3,8,pv(T)), gracias al lema 3.2 del

cdp. IV, la clase de Xl en 5/; es un elemento superficial de grado

n+l
uno si y sdlo si I+ Mn+l pertenece a Bl' Denostemos por Vl

la interseccidn Blf\CH.

Al ser U y Vl subconjuntos densos de CH la interseccidn UnV1

es un subconjunto denso de CH. Vamos a probar que UnV1<:p1(63,

con lo cual pl(65 serd un subconjunto denso de CH.

I+Mn+1
Sea X=-——]—9—un punto cerrado de UnVl,
M
existe zeZ' tal que I+Mn+l=I(z)+Mn+l. Del teorema de truncacibn

por pertencer x a U

(C&p.III teorema 2.2) deducimos que el ideal I es analitfcamente
equivalente al ideal I(z), por lo tanto v(I)=v, va que v(I(z))=v,

y el germen X definido por I presenta en el origen una singulari-

dad ordinaria ya que lo mismo ocurre con el germen definido por I(z).

Seano&,...,qe las ramas de X. Al ser la clase de Xl en %/}

un elemento superficial de grado uno, yévﬁev cada rama mi admi-

ll
te una Gnica parametrizacidn propia de la forma

X

)

1= 5

o0

i {
(1) o 3 x.=§ at !
3 = .71

3=2,

para i=l,...,€.
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Al ser el ideal I determinantal, del corolario dos del teore~
ma cinco de BUR, deducimos que
(2) ' 1enVt
por lo tanto el ideal Gr(I) no contiene formas de grado inferior

a v-1,

Vistas parametrizaciones (1) las rectas tangentes de X

i .
3,1) para i=l,...,;€.

admiten como vectores directores a wi=(l,a;'l,a
Sea Pi el punto de ﬁz cuyas coordenadas homogéneas son W, para
i=1l,604,€0

El ideal Gr(I) es radical ya que es perfecto ( teorema 2.4~ (c)()
v el germen X presenta en el origen una singualridad ordinaria.
Luego Gr(I) es el ideal de k Xl,XZ,X3l formado por los polonomios
f tales que f(Pi)=o para i=1,...,e. De la inclusidn (2) Gr(I) no
contiene ninguna forma de grado inferior a v-~1l, por lo tanto los
puntos Pl""’Pe no estdn contenidos e? ninguna curvipgf;ﬁz de
grado v-2, Asi pues si denotamos por S;(ti> la serie Ejé;'ftf
(observemos que n-v+2 1 ya que nzw(f) 1). es inmedigéo compro-

bar que (S;(ti)) pertenece al abierto Q' (n-v+3).

i=l,...,e;3=2,3 o o

Si f I entonces se verifica f(t ai tg ai t£ )=0

~ * 1"/ %2,¢ 1'2;/2,42 i

para todo i=l,...,e. Gracias al la inclﬁéién (2) es facil dedu-
cir que para todo f&4I y g=1,...,e, a&((S;))(f)=0, por
ello el par (x,(Sg)) pertenece a Ely hemos demostrado que el
conjunto pl(a) es denso de CH.

Consideremos la restricci&én del morfismo Py

pllci: Ci-———9CH

para i=1,...,r.

Gracias a la equivalencia (ii) &= (iii) de la proposlcién

3.2 las fibras del morfismo pl‘c son de dimensibn cero; por tanto
i .
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(3) dim(C,) =dim(p, (C;)) £ dim (CH) .
Al ser p1(6m un subconjunto denso de CH, existe idé{j,...,r}
tal que dim(p1(cio)= dim(CH) , de la desigualdad (3) obtenemos
dim(C) = dim(CH) .
Consideremos lasrestriccién del morfismo Py
pZ\C.: Ci——Q" (n=v43) .,
para i=1,...,r. * |
Gracias a la eqi&alencia (1) & (iii) de la proposicidn 3.2
las fibras del morfismo pZiC. son‘de dimensidn cero;por tanto
dim(Ci)=dim(p2(Ci)) £ dim(Q’ (n-v+3).
Sea (s?) & Q' (n-v+3). Al ser el ideal I(S%) v-extremal (prop.
3.1) el nimero de reduccidn del anillo ﬁﬂx(s ), 0)
Dado que X(S ) presenta en el origen una singularidad ordinaria
su orden de reducc1on coincide con el nlmero de reduccidn del
anillo @(X(S ),0) (prop.I-1.3(iii)), por lo tanto el orden de
31ngular1dad es igual a §v(v—1)(v—2) Luego el ideal I(S%) perte~

R

nece a Id(3,5;p (T)) y K= n+1 pertenece a CH. Asi el
v p

I(Sj)+M
par (K, (Sl)) pertenece a c.

Hemos visto que para todo (S ) £Q' (n-v+3) existe KECH tal
que (K,(Sj))é T, por lo tanto Q' (n~v+3) L)p (c;).

L=

Al ser Q' (n-v+3) irreducible existe 1é{1,...,r3 tal que

PZ(Ci) es denso en Q' (n-v+3), de donde dim(pz(ci))= din(Q'’' {n=v+3)).,

De la desigualdad (4) obtenemos

dim(C)= dim(Q' (n-y+3).
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APENDICE I: ELEMENTOS SUPERFICIALES.

A lo largo de este apéndice A serd un anillo Noetheriano,

local, Cohen-Macaulay y de dimensién uno. Sea m el ideal maxi-

mal de A y k su cuerpo residual. Denotaremos por FHS y PHS la

funcibén y el polinomio de Hilbert-Samuel del anillo A. Al ser

el anillo A de dimensidén uno, existen enteros e y P tal que

PHS(n) = en - ?

1. Proposicidén: para njye-1 se verifica

FHS (n) = PHS(n)

Demostracidén: ver KI.

Al anillo A se le asocia un entero SO(A) = Min{n I FHS (n)

= PHS(n)}, que es conocido como indice de regularidad de A. Si

A=RN/I hacemos SO(A) = SO(I) y diremos que SO(I) es el indice

de regularidad de I.

2. Proposicién: El entero SO(A) verifica:

n

. m ,

(1) dlmk(;ﬁ:T~) = e si n}SO
o

(2) dlmk(;H:T-) (e si n¢s

Demostracibn: ver teoremas 12.10 y 12.11‘de MAL.

Definicién: un elemento xem" se llama superficial de grado s si

verifica una de las siguientes condiciones equivalentes:

(1) (@**%: x) = para n20
{(2) m" S - k. para n»o0
(3) existe cel tal que m%)m

{ver: NOR-1 th. 1)
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3. Proposicién: Sea B un anillo local Noetheriano con ideal

n+s n

maximal g . Sea x€B un elemento que verifique (g X) = g
para cualquier n suficientemente grande, entonces X es un no
divisor de cero de B.

Demostracién: Supongamos que X,y=0, entonces yéqn para todo

n suficientemente grande. Asi tenemos gue

n
Y& q '
ny0
- n
por ser B local //\q = 0 (lema de Rees), por lo que y=0.
n70 '

4. Proposicién: Sea B un anillo local, Noetheriano, de dimen-~

sién uno con ideal maximal g. Sea xéB, son equivalentes.
(1) B es Cohen-Macaulay y x es un elemento superficial

de grado uno.

n

n+1:x) -

(2) Para n))0 se verifica (m

Demostracién: (1) implica (2) por definicidn. Si se verifica

la condicién (2), gracias a la proposicidén 3, x es un elemento
no divisor de cero de B. Asi B es Cohen-Macaulay y X es super-

ficial de grado uno.

5. Proposicién: Sea So el iIndice de regularidad del anillo A.

Un elemento x¢A es superficial de grado uno de A si y s8lo si

SO+2. So+1

. n+1
:X) = m , en cuyo caso se tiene (m H

(m x) = m' para
todo nysg. .

Demostracifn: Vamos a demostrar que si x es superficial de gra

n+1:x) = m" para todo nys, .

do uno se verifica que (m
De la proposicién 12.5 de MAL deducimos que para todo n

se tiene la igualdad

mn+1 n?
dim, ( ) = e - dim, ( Y .
k %.m k mn+l

178



luego para todo n)/so

n+1 _ n

dado que
’ n

, m '
dlmk (W) = e

(proposicidn .2).

o+ s+1 s+1 _So

s
Supongamos x.yé&m = X .m , por tanto existe

z¢m°© tal que
Xy = xs+1.z

Al ser x no divisor de cero (proposicién 3) de la igualdad

anterior deducimos que

< ‘
s s S+s
y= X .2 €x .m %m~""©° ,

< .
Resumiendo xyém o+5+1 implica y'énﬁ+s° , por lo tanto he-
n+1 n
mos demostrado que (m : X) = m para todo n»so.
So 4+ So+
Reciprocamente, supongamos que (m o+2:x) =m o+1 ;, entonces

el morfismo s
s
m © X m-04+1
2 Y
So+2

So+1
m_© m

es inyectivo. Al ser los dos espacios vectoriales de la misma

dimensién e, proposicién 2, el morfismo anterior es biyectivo

Sq+1 S
por tantom © = x.m ©.
So :
. Spo+1l = x.m de lo cual deducimos qu
Hemos visto que m © ’ que
+ n s .
n L =X.m  para nys,, que es una de las condiciones equivalen-

tes de la definicién de elemento superfidial.
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APENDICE II: IDEALES PERFECTOS DE ALTURA DOS.

A continuacibn vamos a dar las propiedades fundamentales

de los ideales perfectos de altura dos:

1. Proposicién(H-E th 3): sea I un ideal propio de R=RN. Supon=-
gamos que I admite un sistema de generadores que son los meno-
res de orden t de una matriz r x s con coeficientes en R, enton
ces

ht(I) £ (r=t+1) (s=t+1).

Definicidn: Un ideal en las hip&tesis de 3.1 se llama determinan

tal si y sB6lo si ht(I) = (r-t+1) (s-t+1).

2. Teorema: Sea I un ideal propio de R, se verifican las siguien
tes propiedades:

(i) Si I tiene altura dos es equivalente que I sea perfecto

a que I sea determinantal.

(ii) Sea A una matriz de dimensiones n x (n-=1), con coefi-
cientes pertgnecientes a R. Sean f1”°"fn los menores
maximales de A, entonces:

(a) la sucesidn

1

(w) 0 —> R"™ —%Rn—(-iil,»R—-—?R/I—-)O

es un complejo. !
(b) es equivalente que el complejo (w) sea exacto a
gue I tenga altura dos.

(1ii) Supongamos que I sea determinantal de altura dos.

Para todo sistema de generadores f1,...,f de I exis

n
te una matriz A, con coeficientes de R, cuyos meno-

res maximales son los elementos f1""’fn°
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Demostracidn: (i) Si I es perfecto del teorema 5 de BUR obtene
mos que I es determinantal. Si I es determinantal del teorema
1 de H-E deducimos que I es perfecto.

(ii) (a) es consecuencia de la construccién del apartado (2)
de E-N. (b) es consecuencia del apartado (i) y del teorema 1
de E-N.

(iii) Ver p&g. 671,672 y 673 de la demostracién del teorema 1
de SHA.
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APENDICE III: SISTEMAS DE GENERADORES.

Sea A un anillo local, unitario y conmutativo. Denotemos

por m su ideal maximal.

1. Proposicibén: Sea M un A-médulo finitamente generado. Para

todo par de sistemas de generadores de M, {g1,...,gsk y

{f1,...,fsﬁ existe una matriz inversible B tal que

B(f) = (q).

Demostracidén: Sea ;h1""’hr? un sistema de generadores minimal
de M, al ser aS vy At libres, existen morfismost{,?)tales que el

diagrama N/

s & ™~
A\__’a

¢

Ar

M

es conmutativo. El morfismoc(:??}: at — AY verifica xh = h;

gracias al lema siguiente ¥es un isomorfimo:

2 Lema: Sean §h1,...,hr} y {h{,...,hé? dos sistemas minimales
de generadores de My At — A® un morfismo que haga conmu-

tativo el diagrama

af _:5_? AS '

.(h;\\\ ¢//(h')
>

El morfismo ™Kes biyectivo y r=s.

Demostracién del lema .2: Al ser {hig y %hij minimales se verifica
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(1) Ker(h')c m.A% , Ker(h)c m.A".

Vamos a ver que o es exhaustivo. Sea ye;As, de la conmutativi-

dad del diagrama se deduce que existe x A’ tal que

h'(y) = h(x) = h'({x(x)) ,
por lo tanto y-d(x)égKer(h'). De la primera inclusidn de (1)
obtenemos

v €& m.As+ Imagx
pars todo ye}As, asi hemos demostrado que

A% = m.n%+ ImagX

Por el lema de Nakayama se tiene que a® = ImagX , luego & es
exhaustivo.
al ser A° libre existe un morfismo ﬁ:AS — A seccién de

X , por lo tantO/ﬁes inyectivo y se tiene un diagrama conmutati

vo
A é——— a®
(h\\N ///Ux)
dado que h(p(y)) = (h'™) (ly)) = (0" Ep)) (¥) = h'(y).

Aplicando la primera parte de la demostracién del lema al
morfismo/}, se obtiene que@es un isomorfismo. Al serf, una sec-
cidén de Xes f&cil concluir que &= F’1, por lo tantoes un iso-

morfismo.

Continuacién de la demostracién de la proposicién 1: Es inmedia’
to comprobar, visto el lema 2, que el morfismol%mr1: ar — a®
es una seccién de ?. Por lo tantotfes exhaustivo y tenemos una

sucesidn exacta:

—> Ker¢ —y A% — AT — 0 ;
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al ser Ar libre la sucesidn anterior escinde: A E'A &;Ker(P,
asi Ker? es libre de rango s-r y se tiene un diagrama conmuta

tivo:

a® —-——-—>A&9Ar

(2)
(£) (h)p 0

Repitiendo el proceso para (g) obtenemos un diagrama conmu

tativo

At @ aSF =

AN

de los diagramas (2) y (3) obtenemos el diagrama conmutativo:

(3) A —_— A

(£) (9)
con ¢: AS  —rd A® un isomorfismo de A-médulos.

Tomando B igual a la matriz asociada a ¢en la base candnica

] . .
de A" concluimos la proposicidn.
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