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INTRODUCCION

El problema objeto de esta memoria tiene su origen en la
cldsica férmula del género para curvas algebraicas planas. Di-
cha férmula expresa el género ( efectivo ) de una curva algebrai
ca plana en funcidn de su género virtual ( o aritmético segfn
algunos autores ) y de un término dependiente de las singulari-
dades de la curva.

Es bien sabido que los géneros virtual y efectivo de una
curva no singular coinciden, de modo Que el género efectivo de
una curva cualquiera, al ser un invariante birracional, puede
entenderse como el género virtual de su modelo no singular. Si
Se escribe la fdrmula del género en la forma g = p + & donde

€ €s el género efectivo Yy P el género virtual, § puede in-



[
R

terpretarse como la diferencia entre el género virtual del mo-
!
delo no singular y el de la propia curva. En [ﬁ] , interpreta-
do § como la variacidn de género virtual sufrida en el pro-
ceso de desingularizacidn, se obtiene una fdérmula del género
vdlida para una curva cualquiera: g = p - Zx(ux + P, - 1) con
el sumatorio extendido a todos los puntos, ordinarios e infi-
nitamente prdximos, de la curva, y en la que u, es la multi-
plicidad del punto x , mientras Py designa el género virtual
del cono tangente en x. La demostracidn se obtiene descompo-
niendo el proceso de desingularizacién en etapas sucesivas ( trans
formaciones cuadrdticas centradas en puntos mltiples ).

El mismo problema puede considerarse para superficies al-
gebraicas si bien el proceso de desingularizacidn de una super-
ficie no es tan sencillo como el de una curva: siguiendo a Za-
riski [33}, sabemos que puede alcanzarse un modelo no singular
de una superficie S mediante sucesivas normalizaciones y trans-
formaciones cuadrdticas centradas en puntos mfiltiples. Aun en
el caso de una superficie normal, al efectuar una transforma-
cidn cuadrdtica centrada en un punto mlltiple, puede obtenerse
una superficie no normal ( por existir una curva miltiple en el

primer entorno, por ejemplo ). Parece pues justificado realizar

Los nlimeros entre corchetes se refieren a la bibliografia

incluida al final de la memoria,
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un estudio de la variacidn experimentada por el género virtual
‘en el proceso de normalizacidn y tal es el tema de esta tesis.

Designemos por S una superficie algebraica y por S su
normalizada. Para determinar la diferencia de géneros virtua-
les pg - Pg se descompone la proyeccidn S + S en un ntme-
ro finito de transformaciones de dos tipos distintos: una pri-
mera transformacidn permitevconstruir, a partir de S, una su-
perficie Scm cuyos anillos locales verifican la condicidn de
Cohen-Macaulay resultando inalterados en la transformacidn
S <« Scm aquellos puntos de S cuyos anillos locales verifi-
caban ya la condicidn de Cohen-Macaulay ( cap. III ).

Partiendo ya de una superficie S cuyos anillos locales
verifican la condicidén de Cohen-Macaulay, se define un segun-
do tipo de transformacidn, S « S , centrada en una de las cur
vas mGltiples de S ( cap IV ). Tal transformacidn permite in
troducir la nocidn de curvas en el primer entorno de una cur-
va de S y, reiterando el proceso,.la de curvas en el enésimo
entorno de una curva de S,

Si se parte de una superficie cualquiera S , se alcanza
su normalizada S transformando primero S en la superficie
Scm y operando luego, a partir de esta, mediante un ndmero
finito de transformaciones del segundo tipo.

Descompuesto ya el proceso de normalizacidn, en el capi-

tulo V se da una primera determinacidn de las variaciones ex-

perimentadas por el género virtual en las transformaciones



S+« S, v S* S. La primera de ellas resulta ser la variacidn
de género virtual gque sufren, por la misma transformacidn, cier-
tas curvas de S ( teorema V - 7 ).

Los resultados del capitulo V sugieren la conveniencia de

introducir, para una curva C sobre una superficie S , la

funcidn asociada a € en S. Tal funcidn puede definirse pa-

ra una subvariedad de una variedad de dimensidén arbitraria. En
el caso de que la subvariedad se reduzca a un punto, la funciédn
asoclada coincide con la funcidn de Hilbert-Samuel del anillo
local del punto en la variedad. Si B8 es el haz de anillos
locales de la superficie y a el haz de ideales de la curva,

la funcidn asociada se define por la férmula

(n)

F(n) = x(8/2'®)) = T (-n)%aim nie/a’™))

(n)

donde a es la enésima potencia simbdlica del haz de idea-
les a ( cap. II ).

En el capitulo VI se establece que las funciones asocia-
das a determinadas curvas son polinomios em n para n sufi-
cientemente grande y se determinan las variaciones de género
virtfal en las diversas etapas del proceso de normalizacidn
como términos independientes de los polinomios correspondien-
tes a diversas funciones asociadas ( VI-4, VI-5, VI-6 ). Impor-
ta sefialar la analogia con el caso de las curvas, por cuanto
en [}} aparecen las variaciones de género virtual como términos

independientes de polinomios de Hilbert-Samuel.



El resto de la memoria ( capitulos VII a X ) estd dedica-
do al cdlculo efectivo de la funcidn asociada, ¥ con ella de
una variacidén de género, para determinadas superficies del es-
pacio proyectivo P3(k). Ante todo ( cap VII ) ha sido indispen-
sable extender algunos resultados de la teoria de la represen-
tacidn de curvas algebraicas en el espacio, en particular se
establece que paré toda curva C , localmente interseccidn de
dok superficies en cada uno de sus puntos, existe una superfi-
cie S que pasa por C , de hodo que C admite sobre S una
ecuacidn local en cada uno de sus puntos ( VII-5). El teorema
permite generalizar a este tipo de curvas uno clidsico que afir-
ma que toda curva no singular aparece como interseccidn comple-
ta de cuatro superficies a lo mds ( VII-6 ). En los capitulos
VIII y IX se calcula la funcidén asociada en el espacio Ps(k)

a una curva localmente interseccidn en cada punto de dos super-
ficies. Tal funcidn asociada permite obtener algunos teoremas
cldsicos en teoria de curvas alabeadas, entre ellos la férmula
del género virtual de una curva representada como interseccidn
parcial de dos superficies ( IX - 5 ). El capitulo X estd de-
dicado al cdlculo efectivo, bajo ciertas hipdétesis, de la fun-
cidn asociada a una curva mltiple de una superficie del espa-
cio Pa(k) a partir de los resultados de los dos capitulos an-
teriores. Ello proporciona en particular la expresidn de una

variacién del género ( X -8, X-9 ).
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CAPITULO I, PRELIMINARES.

A lo largo de toda la memoria k serd un cuerpo algebrai-
camente gerrado que tomaremos como cuerpo base. Supondremos
que k es de caracteristica cero aunque esta hipdtesis es in- -
necesaria en algunos capitulos. Todos los anillos que se con-
sideren se supondrdn conmutativos y con unidad sin hacer men-
cidn especial de ello.

Emplearemos constantemente el lenguaje de esquemas y de-
tallaremos aquil los conceptos bdsicos que nos van a ser de u-
tilidad asi como algunas cuestiones no tan usuales que utiliza
remos posteriormente. En lo que se refiere a la teoria de es-
quemas nos remitiremos al texto de Grothendieck ‘}], y ademés
a los de Mumford [1ﬂ y Dieudonné [4] mis cefiidos al caso que

nos interesa.

g§l. Variedades algebraicas.

Haremos uso tan solo de variedades algebraicas proyecti-
vas. Para poder considerar variedades con componentes mltiples

interesa tomar las variedades como esquemas: el espacio proyec-




tivo de dimensidn n sobre k , Pn(k) ,», serd el k-esquema al-
gebraico Proj k[}o,...,xgl como es habitual ( 18] cap. II,
§2, [1ﬂ pag. 163 ).

Llamaremos variedad algebraica ( sobreentendiendo proyec-
tiva ) a cualquier subesquema cerrado de un Pn(k) ( [8] cap.
I, §u4; Kii} cap. II, §5 ). Una variedad algebraica serd pues
un par formado por un cerrado V de Pn(k) y un haz sobre
V , cociente' del haz estructural de Pn(k) por un haz de i-
deales, al que llamaremos haz estructural,o. tambidn, haz de
anillos locales de la variedad. Si (V,Bv) es una variedad

algebraica ( V cerrado de Pn(k), haz estructural ), mien-

Oy
tras no haya peligro de confusidn la designaremos por V, no
sin advertir que dos variedades algebraicas con el mismo con-
junto subyacente no tienen por que ser iguales. Consideraremos
las variedades independientemente de sus inmersiones en un es-
pacio proyectivo. El morfismo de inmersidn de una variedad en
el proyectivo no se entenderid parte integrante de la estructu-
ra de la variedad, y en consecuencia dos variedades serdn iso-
morfas cuando lo sean como esquemas, independientemente de que
tal isomorfismo sea compatible con inmersiones de las varieda-
des.

Una subvariedad (W,ew) de una variedad (V,ev) serd
un subesquema cerrado de V ; Gw es entonces la restriccidn -
a W del cociente de 6 por un cierto haz de ideales I

v =W

sobre V.

! Salvo restriccidn a V.



Si U es un abierto afin de V , el anillo A = Tyby =
= GV(U) es el anillo afin correspondiente a U y U se iden-
tifica al esquema afin Spec A. Si W es una subvariedad de

v o, lw el haz de ideales correspondiente, llamaremos sistema

de ecuaciones de W en U a cualquier sistema de generadores
del ideal de A : iw(U) = PULW' Si x es un punto de V, lla-
maremos sistema de ecuaciones locales de W en x a cualquier

sistema de generadores de la fibra en x de I que

W2 iw,x’

es un ideal de la fibra en x de @

9 . En particular

v’ YV,x

1 ¢ ex es una ecuacidn local de W en cualquier punto X ¢
(Vv - W) . Diremos que W es localmente principal en V cuan-
do lo sea lw , esto es, cuando W admita una ecuacidn local

en cada punto de V.,

§2. Descomposicidn de haces de ideales sobre una variedad.

Cualquier variedad algebraica es en particular un esque-
ma noetheriano y pueden aplicarse los resultados de f&] cap. 1V,

§3: si I es un haz de ideales en V , considerando una des-

composicidn reducida en irredundantes del ev-médulo /I,

)
V'
tal descomposicidn es finita, permite expresar I como inter-
seccidn de haces de ideales primarios, siendo el radical de

cada uno de ellos un haz de ideales primos: I = iln ...ITLm s

rad(ii) = p;. Cualquiera que sea el abierto afin U ¢V , I(u) =



= il(U)(\...f\;m(U) es una descomposicidn reducida en prima-
rios del ideal I1(U) en 6(U) wuna vez eliminados los posi-
bles términos irrelevantes ;i(U) = 0(U) . Los gi(U) son
los primos asociados al ideal I(U) , una vez excluidos los
correspondientes a términos irrelevantes. También, si x € W,

1 = (;1)Xf\...f\(;m)x es una descomposicidn reducida de 1

X X

en 6x excluidos los términos (;i)X = GX . Los primos asocia-

~dos son los (p,)  para (p;), # O

Se observa inmediatamente, a partir de los resultados ana-
logos en anillos noetherianos ( fli] cap. VI, §5 ) , que los
haces de ideales primos R; V los de ideales primarios Li

cuyo radical sea minimal entre los p; > vienen determinados

por L

§3. Componentes de una variedad.

La definicidn habitual de componentes de un esquema redu-
cido hace corresponder estas a las componentes irreduciblesr
( en sentido topolégico ) del espacio subyacente; utilizaremos
aqui una definicidn distinta, aplicable a variedades no redu-
cidas‘, con el fin de poder considerar componentes sumergidas.

Considerando una descomposicidn en primarios del haz de

ideales nulo en V , 0 = glfﬁ...(\gm s, diremos que la subva-

riedad de V definida por cada uno de los haces 4; es una

1

i. e., con elementos nilpotentes en alguno de sus anillos locales.



componente de V , Llamaremos componentes reducidag de V a
las subvariedades definidas por los haces de ideales primos

p; = rad(gi) . La componente correspondiente a y la redu-

[
e

cida correspondiente a p; = rad(ii) tienen el mismo espacio
subyacente y pueden diferir tan solo en el haz estructural.
Los espacios subyacentes a las componentes reducidas de V
correspondientes’ a un primo P, minimal, coinciden con las
componentes irreducibles, en sentido topolofico, del espacio
subyacente a V . Llamaremos componentes sumergidas a aquellas,
reducidas o no, que corresponden a un primo asociado no mini-
mal en la descomposiciéﬁ“del ideal cero. Una componente redu-
cida sumergida es siempre subvariedad de alguna otra componen-
te reducida de V ., Las componentes reducidas y las componen-
tes no sumergidas son independientes de la particular descom-
posicidn del ideal cero en primarios.

El hecho de que V sea reducida equivale a que los haces

lo sean de ideales primos. En tal caso V —carece de com-

|

ponentes sumergidas y sus componentes coinciden con sus compo-
nentes reducidas.

Llamaremos irreducibles a las variedades reducidas con
una sola componente; en particular, las componentes reducidas

de una variedad cualquiera son variedades irreducibles.

Diremos que una componente es mltiple cuando no coinci-



de con la reducida correspondiente, las variedades reducidas

carecen de componentes mltiples.

§4, Variedades irreducibles. Dimensidn.

8i V es una variedad irreducible, su espacio subyacen-
te es irreducible ( topologicamente ) y existe un punto x g V
al que son adherentes todos los puntos de V , x = V . Llama-
remos a este punto, como es habitual, punto genérico de V .,
La fibra de 6 en el punto genérico X es un cuerpo, el

v

cuerpo de funciones racionales de V , escribiremos ev,x =
= k(V) . Para cualquier abierto afin U €V , x ¢ U y si se
identifica U a Spec eV(U) , ® corresponde al ideal cero
de eV(U) . Para cada abierto afin U de V y cada punto y

de V los anillos GV(U) , B son integros y se inyectan

v,y
de forma natural en k(V) de modo que este se identifica a
su cuerpo de fracciones.

La dimensidn de una variedad irreducible V puede to-
marse como el grado de trascendencia de k(V) sobre k o,

equivalentemente, como la dimensidn de un anillo afin cualquie-

ra de V . Llamando puras a las variedades cuyas componentes

—

et
reducidas tienen todas la misma dimensidn, la dimensidn de una
variedad pura serd la de cualquiera de sus componentes reduci-

das; aparece también tal dimensidén como la de cualquiera de



sus anillos afines.

Llamaremos curvas y superficies a las variedades puras
de dimensidn, respectivamente, uno y dos.

En general, en una variedad pura de dimensidn r , llama-
remos puntos de altura s a aquellos cuyo anillo local tiene
dimensidn s, los puntos genéricos de las componentes reduci-
das de la variedad serdn los de altura cero y los puntos cerra-
dos los de altura r . Si U es un abierto afin de V , y x
un punto de U , ev’x es el localizado de SV(U) en el ideal
primo correspondiente a %, de ahi que si x es de altura s
corresponda a un ideal §rimo de altura s de Spec ev(U) .

Sea =x un punto de altura s en V , su adherencia es
un cerrado irreducible de V que admite una finica estructura
como subvariedad reducida ( e irreducible ) de V ; su punto
genérico es x y su dimensidn .r - s . Reciprocamente, si W
es una suanriedad irreducible de V de dimensién r - s , el
punto genérico x de W es, como punto de V , de altura s.
Nos referiremos al anillo local Oy « ( de dimensidn s )
llamandole anillo local de W en V .

En particular, en el caso de una superficie aparecen, ade-
mds de los puntos cerrados y los de altura cero, puntos de al-
tura uno que son los puntos genéricos de las curvas irreduci-

bles trazadas sobre la superficie,.



§5. Morfismos.

Un morfismo ¥ entre dos variedades (V,GV), (W,ew) ,
serd un morfismo de esquemas, es decir, una aplicacidn conti-
nua entre los espacios subyacentes ( que desgnaremos también

por V¥ con abuso de lenguaje ) VY:V * W Jjunto con un Y-homo-

morfismo de haces de anillos, w#:ew > ev ( equivalente a un
morfismo de haces eW > w*eV ) tal que para cada x € V , el

. . . . e . e . -
morfismo 1nduq1do wx' WU (x) vV, x sea un homomorfismo lo

cal., ( [8] cap. 0, 83.5 , 8u.1 ; cap. I, §2.2 o también [1ﬂ
cap. II 82 ).

8i V y W son irreducibles, de puntos genéricos x, y
respectivamente, diremos que VY:V * W es un morfismo birracio-
nal cuando Y(x) = y resultando ademds que wx es isomorfis-
mo k(W) = k(V) . Un tal morfismo corresponde, en sentido clé-
sico, a una transformacidn birracional entre V y W que ca-
rece de puntos excepcionales en V .

Si Y:V > W es un morfismo, diremos que ¥ es afin (]}]
cap. II 81.2 ) cuando para cualquier abierto afin U < VW ,
w_i(U) sea un abierto afin de V , basta que la condiciédn se
verifique para los abiertos de un recubrimiento de W por
afines para que V¥ sea afin.

Sea Y:V > W un morfismo afin, para cada abierto afin
U ¢ W se tiene un morfismo de anillos inducido por ¥ GW(U)
> Gv(wvl(U)) que permite considerar Sv(w-l(U)) como una

GW(U)—élgebra. Se dice que V¥ es finito si es afin y para cual-



quier abierto afin U ¢ V , Bv(w_l(U)) es un ew(U)—médulo
de tipo finito y se demuestra también en este caso que basta
que la condicidn se verifique para los abiertos de un recubri-

1(x)

miento de W. Si :V > W es finito, resulta que la fibra ¢
de un punto cualquiera x € W estd formada por un niimero fi-
nito de puntos. ( [8] cap. II, §6; [11] cap. II, §7 ).
Consideraremos a menudo morfismos birracionales y finitos
entre variedades irreducibles. Si Y:V » W estd en estas con-
diciones, { es necesariamente una aplicacidn epiyectiva en-
tre los espacios subyacentes ( (8] cap. II, §6.1,10 y cap. I,
§2.2.6 ) y para cada abierto afin U ¢ W , ev(w-i(U)) es, i-
dentificando a través del morfismo inducido por Y, k(V) = k(W),
una extensidn entera de GW(U) en su cuerpo de fracciones.
Resulta asi que el morfismo inducido por y , By w*ev es
un monomorfismo que hace de w*ev un ew-médulo de tipo fini-

to. Puede considerarse el haz de ideales k de B8 anulador

£ W

del ew—médulo w*ev/ew: llamaremos a K conductor de ¢ y
es f3cil probar que para cada abierto afin U &« W vy cada pun-
to x g W , i(U) y K, son, respectivamente, los conductores,
en el sentido algebraico cldsico, de las extensiones enteras

8, (U) +py (V) = 8, (p 1 CUN) , By > (9,0,) .

W,x

6. Variedades normales. ( [8], cap. II, §6.3 ; [11], cap. III,

5
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§8; (41, §5 ).

Si V es una variedad irreducible, diremos que V es
normal! cuando sean integramente cerrados en su cuerpo de frac-
ciones ( k(V) ) todos los anillos locales de V. Es equivalen-
te exigir que los anillos correspondientes a un recubrimiento
por abiertos afines de V sean integramente cerrados en su
cuerpo de fracciones, en este caso cualQuier.anillo afin de
V verifica la misma propiedad.

La normalizada V de una variedad irreducible V es una
variedad también irreducible, normal y dotada de un morfismo
w:V » V birracional y finito ( y por tanto epiyectivo como
aplicacidn continua ). Tal variedad estd determinada salvo i-
somorfismos compatibles con las correspondientes proyecciones
en V. Si U es un abierto afin de V , designando por 0 ,

, Bty = w8

<

® los haces estructurales de V y
es la clausura entera de 6(U) en su cuerpo de fracciones.

Puede definirse la normalizada de V considerando la clau
sura entera en k(V) del haz estructural 6 vy tomando v co
mo el espectro ( [8], II,§1.3 ) de dicha H-&lgebra.

Si Y:V > V es un morfismo birracional y finito entre

variedades irreducibles, designando por B el haz estructural

! No debe confundirse con la normalidad aritmética, dependien-
te de la inmersidn en un espacio proyectivo ( [éﬂ , 83, coro-

lario 12.8 y proposicidn 12.10.),
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de V , ¢.f es una f-dlgebra entera sobre O , contenida en

el haz constante k(V) . Resulta pues que 6 € ¥,6 < w0 si
(V,8) es la normalizada de V , de donde, tomando los espec-

tros de las e-élgebras V.0 , m*? que son respectivamente

&

V.,V , w factoriza

Tiviy
siendo 7 tamb;én birracional y finito.
Para asegurar que se alcanza la normalizada de una super-
ficie por un nimero finito . de transformaciones, utilizaremos

el siguiente

Lema I.1 Si V es una variedad irreducible y {(vi,ei)},

i e N, una familia de variedades irreducibles dotadas de mor-

fismos birracionales y finitos

n. Ny

3 .
. e Vi Vi—l F e V1 > V

ra 1 mayor que un cierto n todos los . son isomor-
» pa y q n;

fismos.

Demostracidn: Sea wi = ny0 ... ony , U un abierto afin

RE

t

de V: si A = o(U) , A, Bi(wli(U)) , identificando k(V) =
) = ... 0= k(Vi) = ,.. a través de los n; , se tiene

una sucesidn de extensiones enteras en k(V)

A c.Al C .. € Ai < ...

que deberd ser estacionaria ya que la clausura entera de A
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en su cuerpo de fracciones k(V) es un A-médulo de tipo fi-
nito ( A es una k-4dlgebra y se aplica el teorema de [24],
pag. III-25 ). Basta razonar ahora sobre los abiertos de un

recubrimiento finito por afines de V,

7. Dilatacidn a lo largo de una subvariedad. ([8], cap. II,

§8 ).
Sea (V,p) wuna variedad algebraica, W una subvariedad

propia de V con haz de ideales I . La suma directa AI(Q) =

=n§0£n es una P-algebra graduada y llamaremos variedad obte-
> 0=

nida de V por dilatacidn en W al k-esquema algebraico

Proj AI(e) ( probaremos mi3s adelante que se trata de una va-

riedad proyectiva ), dotado del morfismo 7:Proj AI(e) > V

inducido por el morfismo natural § - AI(e) . Segfin |[8], cap.

II, §8.1.4 , Proj AI(e) es irreducible y g7 es un morfismo

birracional y epiyectivo. De acuerdo con la definicidn de Proj.

de una g~&lgebra graduada ( [8], cap., II, §3 ), si U es un

-1

abierto afin de V, y A = 9(U) , I = I(U) ,gr "(U) es el es-

n

8.1

n)O_ . Re-

pectro homogéneo de la A-4lgebra graduada AI(A)

S es un anillo

cordemos ( 8}, cap. II, §2 ) que si § = ngo n

graduado y S+ = n@OSn , Proj S' es el conjunto de ideales pri-

mos homogéneos de S que no cogptienen a S+ . La topologia

en Proj § admite como base de abiertos los D, (f) = {p ¢

Proj S | £ ¢ p} para los elementos homogéneos £ ¢ s, . Cada
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D+(f) es un esquema afin, isomorfo al espectro del localiza-
do homogéneo de S en el sistema multiplicativo de las poten-
cias de f: D+(f) ~ Spec S(f). En particular, si {fa} es una
familia de elementos homogéneos de S+ tales que todo elemen-
to de S+ tenga alguna potencia en el ideal de S generado
por los {fu} , los D+(f ) forman un recubrimiento de Proj S.

En nuestro caso, S = A_A = _@ "

I ndol y si £ s T es

12" m
un sistema de generadores de I, tomados como de grado uno en
. -1
Alé , los D+(fi) recubren Proj ALA =7 “(U) y gada D+(fi)
se identifica al esquema afin Spec A[fl/fi,...,fm/fi] de
forma que la restriccién de 1w a D+(fi) viene dada por la
inclusién natural A ~» Arf /E.,...,F /f.] . Resulta inmediato
-1 71 m' 1

observar que T es isomorfismo localmente en cada punto x € V
donde ix sea principal, en particular la restriccidn de 1«
es un isomorfismo Proj AIG - ﬂ—l(W) = ¥V - W

Vamos a ocuparnos de describir la dilatacidn de V a lo
largo de W en términos méds clédsicos. Supongamos V sumer-
gida en un espacio proyectivo Pr(k) s, Ssea k[XO,...,Xr] el
anillo de polinomios correspondiente. Designaremos por T 1la
clase, mdédulo el ideal de V , de un elemento T ¢ k[XO,...,XP],
en particular k[Yo,...,Yr] es el anillo de coordenadas ho-

mogéneas de V , V = Proj k[?o,...,fr]. Si consideramos en

Pr(k) los abiertos afines complementarios de los hiperplanos
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Xi = 0, las trazas de estos sobre V constituyen un recubri-

miento de V por abiertos afines, V = L&Ui ,-Ui = Spec k[Xo/Xi,

vee s X /Y.l . Supondremos tomadas las coordenadas de manera que

V no esté contenida en ninguno de los hiperplanos Xi = 0 .

Sea I el ideal de W en k[X seeasX 1 , I es un ideal ho-
o r

mogéneo, I = @Ij, designando por Ij el conjunto de elementos

de I de grado j . Sean Go,...,GS un sistema de generado-

res de I , todos ellos homogéneos de grados respectivos p _,

«++5 pg 3 tomemos una k-base de IU para 1y mayor que el mé&-

ximo de los Pos+-+2Pg » Sea Fo,...,Fm . Para cada 1 , los

FO/XE,..., Fm/Xg generan el ideal de W en k[Xo/Xi""Xr/xi]:
en efecto, basta observar que dicho ideal viene engendrado por
los Gh/Xgh , h=0,...,s , y expresando thu-ph como combi-
nacidén lineal de 1los Fj’ basta dividir por Xg para obtener

la conclusidén. De ahi que el ideal de W en cada uno de los
anillos kEYO/?i,...,Yr/Yi] esté engendrado por los ?O/Yg,

C e ?m/Yg y podemos recubrir Wni(Ui) por los abiertos afi-

nes

U;; = Spec K[X_/Roseo X /X, ‘FO/Fj,...,Fm/PjI

siendo la restriccidn de = a Uij inducida por la inclusidn

natural entre los anillos correspondientes. Consideremos ahora

un espacio proyectivo de dimensidn m , Pm(k) , con coordena-

das YO,...,Ym . E1 producto Pr(k)me(k) estd recubierto por
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los abiertos afines

E;; = Spec kLXO/xi,...,xr/xiiakk[yo/yj,...,Ym/Yj]=

= Spec k[xo/xi,...,xr/xi,Yo/Yj,...,Ym/Yj}

El morfismo de anillos que hace corresponder a cada XS/Xi,

/F. dinduce una inmersidn de cada

X /Xi y a los Y, /Y. , Ft 3

s t ]

i3 en Eij , dichas inmersiones son compaktibles con las iden-
tificaciones entre abiertos y permiten sumergir la variedad
transformada Proj Ale en Pr(k)me(k) . ™ viene dado de es-
ta forma por restriccidn de la proyecciédn Pr(k)XPm(k) -+ Pr(k)
y la transformacidn hace corresponder al punto de coordenadas
homogéneas (EO,...,EF) de V el (Eo,...,ir;Fo(E),...,Fm(EO)
de Pr(k)me(k) . Recordando que las Fi generan el sistema
lineal de las hipersuperficies de grado U que pasan por W,
la composicidn de nuestra transformacidn con la proyeccidn
Pr(k)me(k) > Pm(k) da lugar a la transformacidn definida por
el sistema lineal cortado sobfe V por las hipersuperficies
de grado W que pasan por W ([5] pag. 22 ).

En particular aparece la transformada de V como varie-

dad proyectiva sin méds que sumergir Pr(k)XPm(k) en Prm+r+m(k)
mediante el morfismo de Segre ( [4) vol. 2 83, por ejemplo ).

Si designamos por (V,8) 1la variedad obtenida de V por

dilatacidn en W , V = Proj A;® , dada una subvariedad de V

con haz de ideales q , tomaremos como transformada de la sub-
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variedad en V la definida por el haz de ideales imagen inver-
sa de g . Si U es un abierto afin de V y U 1lo es de V
de modo que T(U) ¢ U , el ideal de la transformada en U es
q(U)8(U) . Si en particular consideramos el centro de dilata-
cidn W vy fl""’fm son ecuaciones de W en un abierto

afin U ¢V de anillo A = 8(U) , recubriendo W-i(U) por

los Spec Alfl/fi,...,fm/fil , €l ideal de la transformada de

W en cada uno de estos abiertos sera zjfjAIfl/fi,...,fm/fil =

= fiAlfi/fi""’fm/fil y la transformada dg W es una subva-

riedad localmente principal de V .

§8. Puntos singulares,

Un punto x de una variedad algebraica (V,8) es no sin-
gular si y solo si su anillo local ex es regular ( [22] vol.
II, cap VIII, §11 ). Teniendo en cuenta que si un anillo local
es regular también lo son todos sus localizados en ideales pri-
mos, si X no es un punto singular de V , tampoco lo es nin-
gn y €V en cuya adherencia esté x o, inversamente, si y
es singﬁlar, también lo son todos los puntos de la variedad
que tiene a y como punto genérico. En el caso de variedades
irreducibles ( o reducibles sin componentes mltiples ) es
bién sabido que los puntos no singulares forman un abierto no
vacio. Llamaremos mlltiples aquellas subvariedades irreducibles

cuyo punto genérico sea singular, ello equivale a que lo sean
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todos los de la subvariedad.

Si nos ceﬁimoé al caso de superficies irreducibles, se
bresentarén en general un nfimero finito de curvas miltiples
junto con un nimero finito de puntos singulares cerrados fue-
ra de ellas. El anillo local de una curva en una superficie
irreducible es de dimensidn uno, sabido que un anillo local
de dimensidn uno eé regular si y solo si es principal, esto
es, de valoracidn discreta, una curva irreducible serd simple
sobre una superficie si y solo si su anillo local es de va-
loracidn discreta.

Si x es un punto de una variedad pura (V,0) tomare-
mos como multiplicidad de x en V la del anillo local ex,
definida a partir del polinomio de Hilbert-Samuel de ex ( [22]
vol. II, cap VIII §10 ;[21] , pag. 186 ).

Un punto resulta singular si y solo si su multiplicidad
es mayor que uno'.

S8i W es una subvariedad irreducible de V , la multipli-
cidad de W en V serd la del punto genérico de W , es de-

cir, la del anillo local de W en V .,

! Debido a que un anillo local de multiplicidad uno en cuyo

completado el ideal cero tenga todos los primos asociados mi-

nimales es necesariamente regular ( (13] VIi.4u0.6 ).
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§9. Algunos resultados algebraicos.

Utilizaremos, la mayor parte de las veces sin referencia
explicita, nociones y resultados corrientes de dlgebra conmu-
tativa, todos ellos se hallan en {(22] ([13] o [24].

Nos serd de utilidad el hecho de que si A es un anillo
excelente integro, en particular cualquier anillo local o afin
de una variedad irreducible, y K el cuerpo de fracciones de
A , un elemento &‘ de K &es entero sobre A si y solo si
toma valor positivo o nulo por cualquier valoracidn centrada
en un ideal primo de altura uno de A . En otras palabras, la
clausura entera de A en K es la interseccidn de todos 1los
anillos de valoracién de K que contienen a A y tales que
la traza de su ideal maximal en A es un primo de altura uno
( [8) cap. 1V, §7.8.3.1 ).

Demostraremos aqui dos resultados puramente técnicos que

serédn de interés mis adelante.

Lema 1.2, Sean A un anillo y m,,...,m ideales maxi-
-1 —8

males de A . Si a es un ideal de A vy, para cada i , el

i
u
>

ideal a.
jtatitialad i

admite dos generadores, existen f,g perte-

necientes a A tales que, para cualquier i , el ideal engen-

drado por f, g en A coincide con a; .

—1

Demostracidn: Sean ml""’ﬂh’ﬂl""’ﬂr ideales maximales

de A distintos entre si, S1 = A - mlu...Umh s 82‘= A - E¢U"
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-1 -1 -1
-un_ o, B1 = S,7A 82 = 82 A, Bo = (sf«sz) A ; probemos en

primer lugar que si llamamos 21 = gBl s b, = 382 y cada uno

de ellos admite un par de generadores, 21 = (f

(f2,g2) , existen f,g € A tales que (f,g)B_ = aB_ . Re-

sulta obvio que fl’ = f pueden elegirse en a

2>g2 a

tiplicandolos en todo caso por un inversible de 31 o B
Sean

o € Eino . cnmh - ElU .. .UEI'

B € _Ilin...n_llr - miu.'.umh

debiendo observarse que ninguno de los dos conjuntos es vacio.

Tomando

h
"

Bf1 + af2
' (1)

oQ
§]

Bg1 + og,

tendremos f,g € a y por lo tanto (f,g)B1 c aB Teniendo

1°

en cuenta que f g, € ac 21 , tendremos expresiones en B

27 1
2 T Y41f4 t Yy,8y
8y T Youfq t Ypo8y

de ahi que en B

Hy
1"

(B + Ylla)f1 toay, gy
€ 2

Juge]
i

Yzlufl + (B + 722a)g1

el determinante de la matriz
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Ypq0 B + Y 5%

es 82 + a(Y11Y22a + Y118 + 7228 - Y12Y21a) , inversible en
B, por la eleccidn de o y B . Por tanto pueden despejarse
£, , gy de las (2) y (f,g)B1 = aB, = (fi’gi)Bl . Una demos-
tracidn andloga prueba gque (f,g)B2 = EBQ .

Si ahora x € iBo , teniendo en cuenta que los ideales
maximales de BO lo son de B1 o de B2 , el transportador
((f,g)Bo:x) . no puede estar contenido en ningin ideal maximal
de B_, luego x & (f,g)BO y aB, = (f,g)Bo dado que la in-
clusidn inversa es obvia,

Para probar el enunciado basta ahora proceder por induc-
cidn: si Si = A - Eiu"’umi , probado que isglA admite dos

generadores, basta utilizar el resultado anterior para asegu-

rar lo mismo de gsziiA . Probada la existencia de f, g de
A tales que (f,g)SgiA = 38;1A el resultado es ya inmediato
al ser los A_ localizados de S;iA .
o; |

Lema I.3. Con las hipdtesis del lema anterior, si ahora
gAmi es principal para todo 1 , existe f € A tal que EAmi
= fA_ cualquiera que sea i .

—1i
Demostracidn: Basta repetir la del lema anterior tomando

g. =0, 1i=1,,,.,s , de donde resultard g = 0 .
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§10, La teoria de Northcott.

De los trabajos de Northcott LlS], L16] nos interesa fun-
damentalmente la nocidn de anillos en el primer entorno de un
anillo local y ello solo para el anillo local de una curva en
una superficie irreducible. Dicho anillo, sea A , es integro
y de dimensidn uno y el anillo semilocal en su primer entorno
es R(A) = A[fi/f,...,fm/f] donde fl""’fm es un sistema
de generadores del ideal maximal de A y f un elemento su-
perficial de grado uno en tal ideal o, equivalentemente, un
elemento que presenta minimo valor positivo por todas las va-
loraciones del cuerpo de fracciones de A centradas en el i-
deal maximal de este iltimo. R(A) es independiente de la elec-

¢idn de las f .,f ,f . La extensidn A > R(A) es entera,

1> m

R(A) es semilocal y a sus localizados en ideales maximales se
les llama anillos locales en el primer entorno de A . Reite-
rando el proceso a partir de los anillos locales en el primer
entorno de A se construyen los anillos locales en los suce-
sivos entornos de A : un anillo local en el enésimo entorno
de A es un anillo local en el primer entorno de alguno del
(n-1)-entorno de A . Se obtiene asi el llamado &rbol de ani-
llos locales de A . Nos interesa destacar que A es regular
( i. e., normal o de valoracidn discreta ) si y solo si apare-

ce en su primer entorno ( como extensidn de &1 mismo ). En es-

te caso A = R(A) y en el primer entorno de A - aparece un so-
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lo anillo 1local.

§11. Género virtual.

Segin la definicidn cldsica ( por ejemplo [25} §31 ) el
género aritmético virtual de una variedad (V,Gv) pura de di-
mensidn d es (—1)d(©(0) - 1) siendo &(n) un polinomio en
n que para n alto iguala la postulacién de la variedad, nfi-
mero de condiciones impuestas a las superficies de grado n
al obligarlas a pasar por la variedad.

Nos resultard mds cdmodo tomar el género aritmético vir-

d
i=o

tual en la forma (—1)d(X(V) - 1) donde x(V) =7} (—1)idimk
Hi(V,GV) es la caracteristica de Euler-Poincard de V , la
cdincidencia de las dos definiciones viene asegurada por los
resultados de Serre [23]. Conviene seflalar que el género arit-
mético virtual, al que muchos autores llaman género aritmético,
no coincide,en el caso de superficies, con el género aritméti-
co clisico ( véanse las definiciones en [5]; [29] cap. 1V .

§1 ;[29] §31 ), md8s que en el caso en que la superficie sea

no singular. Al no tener necesidad de tratar en ningfin momen-

to otro tipo de género, llamaremos, para abreviar, género vir-

tual al género aritmético virtual.



CAPITULO II. POTENCIAS SIMBOLICAS.

Es bien sabido que si A es un anillo integro y noethe-
riano y p un ideal primo de A , en general no es posible

. n . . \
asegurar que las potencias p sean ideales primarios. Desde

. . A . n
luego el Gnico primo minimal asociado a p es p pero en

s s a n . . .
la descomposicidn de p pueden aparecer ideales primarios

cuyo radical contenga a p . Es habitual llamar enésima poten-

R(n)

cia simbélica de p, y designarla por , @ la componente

p-primaria de la descomposicidn de En' Equivalentemente, B(n)z

P_(n)

= BnApF\A siendo el conjunto de los elementos de A

' a n
que se expresan en forma de fraccidn cuyo numerador es de p

y cuyo denominador no es de p

Desde un punto de vista mds geométrico, supongamos que A
es en anillo de un abierto afin U de una variedad (V,8)
irreducible y que p es el ideal de A correspondiente a una
subvariedad irreducible W . A se interpreta como el anillo
de las funciones algebraicas regulares en U y p como el
ideal de las que se anulan en W. En general la subvariedad

. » n - .
definida ( en U ) por p presentard componentes sumergidas

ademds de una componente no reducida de conjunto subyacente
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WnU . No parece pues conveniente interpretar la subvariedad
definida por p <como W '"contada n veces". En cambio, pa-
rece razonable convenir en que si x es un punto de W 'y

N . n s
m. el ideal maximal de ex s los elementos de m son las

funciones regulares en x que presentan un orden de anulacidn

mayor o igual que n en x ( desde luego, siendo m maxi-

mal, 22 = Ein) cualquiera que sea n ). Observando entonces
que Ap es la fibra de 6 en el punto genérico de W y que
su ide;l maximal es RAP , de la igualdad’ R(n) = RnAPf\A =
(RAp)nf\A , resulta queﬁlos elementos de g(n) puede; inter-

pretarse como funciones regulares en U que presentan un or-
den de anulacidén superior o igual a n en el punto genérico
de W o, lo que es lo mismo, en W.
Si x es un punto de W , by la fibra en x del haz
de ideales de W , (GX)E es el anillo local en el punto ge-
=X
nérico de W , gin) puede interpretarse como el ideal de las
funciones regulares en x que presentan un orden de anulacién
superior o-igual a n en el punto genérico de W .
Necesitaremos considerar el caso de una subvariedad redu-
cible, para ello generalizamos la definicidn de potencias sim-

bdlicas: si A es un anillo noetheriano integro y a es un

ideal de A cuyos primos asociados minimales son Pyse++sPpo

. . - . n -
estcs son también los primos minimales asociados de a y

i(n)

definiremos como la interseccidn de las componentes pri-

. n . \ ‘
marias de a correspondientes a Pyse-+sb, - Equivalentemen-
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te, si § = A -p,V...VUp i(n) = (ins-lA)/\A = AAQ}EDAE ).

(1) *
a

Obviamente = a siy solo si a carece de componentes

primarias sumergidas.
La definicidn se extiende inmediatamente a nivel de haces.
si (v,0) es una variedad algebraica, a un haz de ideales

de 0 , el haz g(n)

serd la interseccidn de los haces prima-

. s e n-: . . . .
rios de la descomposicidén de a correspondientes a primos mi-

)(n)

nimales; para cada abierto afin U , g<n)(U) = (a(u) y

para cada punto x € V , (gx)(n) (g(n))x

Aun en casos relativamente sencillos en los que la subva-~
riedad definida por a es pura e incluso irreducible, las po-

tencias ordinarias y simbblicas de a no coinciden ( véase

el ejemplo de [18] pag. 29 ).

Proposicién II.1. Sean A un anillo integro noetheria-

no, a un ideal de A cuyos primos asociados sean todos de

una misma altura m . Si a admite un sistema de m genera--

n n
dores, a = g( )v

cualquiera que sea n .

Demostracidén. Sean Pys---sDg los primos asociados a a ,

S = A - PV .. VP, Llamando B al localizado B = S-iA s

B es un anillo semilocal de dimensién m . Sean f,,...,f

1 m

un sistema de generadores de a , b = aB . Designando por fi

las clases de los fi en 2/22 » Probemos en primer lugar que

el graduado G,B =igogl/£l+1 = B/E[%l,...,%mj es un anillo

de polinomios, esto es, que los %i son libres sobre B/b .
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En caso contrario, si Xl""’xm son indeterminadas, el mor-

fismo y:B/B[X,,...,X ] » B/b[%,,..., ] tal que y(x;) = E.,
tendria un nécleo no trivial. Sea P(Xi,...,Xm)_ un elemento

homogéneo no nulo de ker y; la longitud de la pieza de grado

n de B/b[Xy,....X ]/p(y

es un anillo de Artin ) resultando, para n mayor que el gra-

x ) Se calcula facilmente ( B/b
LRI =

do h de P

[n+m—1] _ [n+m-1-h

me1 -1 ] .long B/b

tong (B/b[X,..-sx 1/ )y

que es un polinomio en n de grado m - 2 ( nulo si m =1 ).
En cambio, observando que a es un ideal de definicidn de B ,
long B/gn es, para n alto, un polinomio en n de grado m =

= dim B ([é@} pag. III-7 ), asi

long Eé/gn+1 = long B/§F+1 - long B/Iln
es un polinomio en n , para n alto , de grado m - 1 . Se
n+1l

. . .. n . .
obtiene una contradiccidn al ser E /b isomorfo a un cocien-

te de [B/E‘-Xl,..',xm.)/P(Xl""’xm) ]n.

~

Sabido ya que los f, son libres sobre B/b , considere-
n,_n+il \
mos el graduado G_A = @ a/a vy el morfismo natural entre
a n2;0— " — v
graduados y:G_A > G, B . Si ?i i = 1,...,m , son las clases

. ) _ _
de los f. en a/a”® , G A = A/g[fl,...,fm] y representado

GﬁB como anillo de polinomios Gb = B/g[fl,...,fm] , Y ope-

ra en grado cero seglin el morfismo natural A/a + B/b vy w(?i)=
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= fi . Por ser B el localizado de A &en el complementario

de la unidn de los primos asociados a a , aBAA = a , esto
es bmMA = a y Yy es inyectivo en grado cero. La independen-
cia algebraica de los %i sobre B/b permite concluir que

Y es inyectivo.

(n)

Supongamos ahora g € a - para cierto n ; sea r

U’*’:j

el mayor entero tal que g € Er , » > 0 y por hipdtesis

- r, r+l .
r+ 1 n . El elemento g € a /a es no nulo y su imagen
poer Y es cero ya que g £ a(n) < g? s g?+1 con lo que se

tiene una contradicecidn que prueba el enunciado.

Corolario II.2. Si V es una variedad algebraica irre-

ducible de dimensidén d W una subvariedad pura de dimen-

|

sidn d - m que admite en cada uno de sus puntos un sistema

de m ecuaciones locales, las potencias simbdlicas y ordina-

rias del haz de ideales de W <coinciden,

Haremos uso de este corolario en el caso de curvas local-
mente principales sobre una superficie y el el de curvas en
Ps(k) que admiten un sistema de dos ecuaciones locales en ca-

da uno de sus puntos.




CAPITULO IiI. LA CONDICION DE COHEN-MACAULAY EN SUPERFICIE.

De las diversas caracterizaciones de los anillos o, més
en general, de los mddulos de Cohen-Macaulay, tomaremos la del
teorema 2, pag. IV-20 de [2%]: un anillo local nocetheriano A
serd de Cohen-Macaulay si y solo si existe un sistema de paréa-
metros de A que es una A-sucesidén. En tales condiciones to-
do sistema de pardmetros de A es una A-sucesidn.

Es sabido que todo anillo local regular es de Cohen-Macau
lay ( {2@} corolario 3, pag IV-37 ); a la vista de la defini-
cidn es inmediato probar que un anillo local de dimensidn uno
es de C. M. si y solo si existe un no divisor de cero en su
ideal maximal. En particular todos los anillos locales de una
curva, incluso reducible, verifican esta condicidn.

Estamos especialmente interesados en el caso de anillosr
locales-integros de dimensidn dos para los que utilizaremos
la siguiente caracterizacidn.

Proposicién III.1. Si A es un anillo local integro

dedimensidén dos, A es de C. M. si y solo si existe a en el

ideal maximal de A tal que todos los primos asociados al i~

deal (a) sean de altura uno. En estas condiciones lo mismo
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ocurre para cualquier otro elemento no nulo a' del ideal

maximal de A.

Demostracidn. Si m es el ideal maximal de A resulta

obvic que cualquier elemento no.nulo a € m puede formar par-
te de un sistema de pardmetros de A : basta para ello tomar
un elemento cualquiera b cuya clase mdédulo (a) sea un sis-
tema de pardmetros del anillo A/(a) que-es.de dimensidn u-
no.

Los primos asociados de (a) en A son todos de altura
mayor o igual que uno al ser A 1iIntegro; si m ,que es el -
nico ideal primo de altura mayor que uno en A, es primo aso-
ciado de (a) , todo elemento b € m es cero o divisor de ce-
to en A/(a) con lo que ningfin sistema de parémetros de la‘
forma {a,b} serd A-sucesién y A no serd C. M.

Reciprocamente, si existe a € m tal que m no sea pri-
mo asociado de (a) , no todos los elementos de m dividen
cero mddulo (a) de manera que puede tomarse b € m tal que
{a,b} sea una A~-sucesidn, que seri automaficamente un sistema

de parédmetros dado que A es de dimensidn dos.

Resulta de la observacidn de la pidg. III-14 de [24] el

Corolario III.2. Un anillo local integro de dimensidn dos

es de C. M. si y solo si es interseccién de sus localizados

en ideales primos de altura uno.
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Diremos que una superficie irreducible S es de Cohen-Ma
caulay ( abreviadamente C. M. ) en uno de sus puntos cuando lo
.sea el anillo local correspondiente y que S es C. M. cuando
¥6 sea en cada uno de sus puntos. Desde luego, para que una
superficie sea de C. M. basta que lo sean su anillos locales
en puntos cerrados, puesto que los restantes son anillos inte-
gros de dimensidn uno o el cuerpo de funciones racionales de
la superficie. Es bien sabido que toda superficie de Ps(k)
es de C. M. puesto que sus anillos locales son cocientes de
anillos regulares por ideales principales. Una superficie nor-
mal es también de C. M. sin mds que observar que la normalidad
‘de sus anillos locales hace que verifiquen automaticamente la
condicidén del corolario aﬁterior ( [24] pag. III-13 ).

Si S es una superficie y X es un punto cerrado de S
( supuesto sumergido en un espacio afin un cierto entorno de
x en S ) cada ideal principal del anillo local ex de S
en x puede interpretarse como el ideal sobre S de la inter-
seccidn de S «con una cierta hipersuperficie localmente en =x.
El hecho de que GX sea de C. M. equivale a que tal ideal no
tenga al maximal de ex como primo asociado, esto es, en tér-
minos geomdtricos, que la interseccidén de S <con la hipersu-
perficie no tenga al punto X como componente y para ello

basta que esto sea cilerto para una sola hipersuperficie. Re-
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sulta pues que para que una superficie, sumergida en un cier-
to espacio proyectivo, sea C. M. es necesario y suficiente que
por cada uno de sus puntos cerrados pase una hipersuperficie
cuya traza sobre S no tenga el punto como componente. Con:iello
la misma condicidn se verifica para cualquier hipersuperficie
que no contenga a S y cualquier punto de S : la traza de
una hipersuperficie cualquiera sobre una superficie C. M. no
contenida en ella serd pues una variedad pura de dimensidn uno,
esto es, una curva.

Nos resultarid de utilidad la siguiente caracterizacidn:

Proposicidén III.3. Si S es una superficie irreducible,

S es C. M. en los puntos de un abierto afin U si y solo si

el anillo correspondiente ©6(U) es interseccidn de sus loca-

lizados en primos de altura uno.

Demostracidn. Es sabido que la condicién de que un anillo

integro sea interseccidn de sus localizados en primos de altu-
ra uno equivale a que los primos asociados de cualquier ideal
principal sean de altura uno. Si A = 6(U) es el anillo del
abierto afin U y x es un punto cerrado de U, el anillo

local en x es el localizado Am donde m es el ideal maxi-

mal correspondiente a x ; basta tomar a € m no nulo: por

hipétesis m no es primo asociado de (a) en A y tampoco

lo serd mA_del ideal aA con lo que A = @ es C. M.
—'m m m X

Reciprocamente, sea a € A ( a # 0 )y supongamos que
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algun primo asociado de (a) no sea de altura uno. Siendo A
integro de dimensidén dos, tal primo asociado serd un maximal

correspondiente a un punto cerrado x € U . Inmediatamente

E]

mA es primo asociado de aAm y el anillo local Am = 6

m X

no serd C.M.

Proposicidn III.4%., Sea A el anillo de un abierto afin

U de una superficie irreducible S sea A una extensidn

entera de A en su cuerpo de fracciones, Si A es intersec-

cidn de sus localizados en primos de altura uno ( i. e., S es

C. M. en todos los puntos de U ) el conductor de la extensidn

A+ A tieme todos los primos asociados en A de altura uno:

sus componentes primarias son las trazas en A de los conduc-

tores de las extensiones no triviales que se deducen de la

A > A al localizar en primos de altura uno.

Demostracidn. Es sabido que, prescindiendo de la hipd-

tesis C. M., la clausura entera de A en su cuerpo de fraccio-
nes es un A-médulo de tipo finito de donde el conductor de
la extensidn, anulador del A-médulo A/A es un ideal no nulo

de A.

Sean K el conductor de A > A , p un ideal primo de

altura unoy L = A - p ; es obvio que el conductor de la ex-

tensién I A » L YK contiene a K , de ahi que, salvo si
-1 —1—
K ¢p , el conductor de I "A > I "A sea todo el anillo y
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la = 2‘1K . Reciprocamente, si Z—lA coincide con I A R

de la sucesidn exacta

0+ 1 A>3l s NE/8) » o

resulta Z-l(K/A) = 0 con lo que p no contiene al anulador
k de A/A.
Si Py>-++>p, SON los primos de altura uno que contienen

al conductor, sean Z,=z A - p. vy K los conductores de las

1 =1

. -1 -1+ . .
extensiones Zi A~ ZilA . Se tiene K ¢ K, para todo 1 ,

por consiguiente « c/?(AnKi) . Reciprocamente, si a ¢ Aﬁ(QKi),
para cada 1 azglx C ZfiA = A_ 3 para los restantes primos

1 Bi

de altura uno dicha relacidn es obvia y aA ¢ AB para todo

p de altura uno de A ., la hipbtesis C. M. fuerza que A =

=/1Ap y K =I}(AnKi) .

Cada K, es EiAp'—primario en A K al ser un ideal pro-
= =i
pio no nulo de un anillo local e integro de dimensidn uno, con
ello la anterior es una descomposicidn en primarios de Kk en
la que aparecen como primos asociados los P; -

Resulta de la demostracidn, en el caso en que A sea la
clausura entera, que los localizados de A en primos de altu-
ra uno son normales salvo un nimero fiﬂzto, en particular el
hecho bien conocido de que la superficie S tiene, en cualquier

caso, un nGmero finito de curvas miltiples y, de ser S C. M.,

condicidén necesaria y suficiente para que sea normal es que
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lo sean sus anillos locales en puntos de altura uno, esto es,
que la superficie carezca de curvas mlltiples.

Probaremos en lo que sigue, que dada una superficie' S
cualquiera, puede obtenerse a partir de ella, por medio de
transformaciones monoidales, una superficie Scmde cC. M.,
birracionalmente equivalente a S e isomorfa a S salvo en
los puntos de S que no sean de C. M.. Conviene probar en
primer lugar la finitud del conjunto de puntos no C. M.

Lema III.5 §8i S es una superficie irreducible, el con-

junto de puntos en los que S no es C., M, es finito.

Demostracidén. Recubriendo S por un nlimero finito de a-

biertos afines, basta razonar sobre un abierto afin U de S.
Teniendo en cuénta que todo anillo regular es de C. M., los
puntos no C. M. deben estar entre los puntos singulares y si
prescindimos de las singularidades aisladas de S en U que
son en nlimero finito, basta que probemos que sobre una curva
mGltiple irreducible no hay mas que un nimero finito de puntos
de U no C. M., puesto que las curvas mlltiples son en nfime-
ro finito. Sea A el anillo afin correspondiente a U y sea
p el ideal de A correspondiente a una curva mlltiple. Sea
a € p no nulo, X un punto ( necesariamente cerrado ) de la

citada curva tal que ex no sea C. M.: designando por m el

ideal maximal de A correspondiente a x , p € m ya que x
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es de la curva. Por ser BX = Am no C. M., aplicando III.1,

mAm es primo asociado de aAm con lo que m lo es de aA .

teniendo en cuenta que los primos asociados a aA son en nfi-
mero finito, se sigue que el conjunto de puntos de la curva

en los que S no es de C. M., es finito.

Sea X un punto cerrado cualquiera de una superficie S ,
supuesta S sumergida en un cierto espacio proyectivo. Sea
H un hiperplano transversal a S que pase por X Yy no pase
por ninguno de los puntos no C. M. de S , salvo x . La'tra-
za de H sobre S da lugar ( por restricciédn a S de ias
ecuaciones afines de H ) a un haz de ideales, localmente prin-
cipal, que designaremos por ¢ ., Si x' es un punto de S
distinto de x , por la eleccidn de H , o bien la fibra e =

= 0 o el anillo ex, es C.M. y al ser @X, principal to-

%!

dos sus primos asociados son de altura uno. En cambio el ideal

@X , al ser principal y no nulo, tiene todos sus primos asocia-

dos de altura uno si y solo si GX es C. M. ( II1.1 ), De ahi
que, a nivel de haces, los haces de ideales primos asociados

a ¢ sean todos de altura uno salvo posiblemente el haz corres-
pondiente al punto cerrado X : este es asociado a ¢ si y

solo si S no es C.M. en x . Designemos por @1 la intersec-

cidn de los haces de componentes primarias correspondientes a

haces de ideales primos de altura uno asociadoes a ¢ : ¢ ¥y
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@1 difieren tan solo en su fibra en el punto x , ¢ = ¢, si
y solo si S es C.M. en x . Sea S1 la superficie obteni-
da de S por dilatacidn en la subvariedad definida por ¢1,
81 = Proj es®¢1® cae @@?Q «+. » y sea 1, la proyeccidn natu-
ral Tl:S1 + S5 . Tenemos:

Lema III.6. T4 induce isomorfismo entre S - {x} y
st - Tll(x)

Demostracién., Basta observar que en el abierto S - {x}
la restriccidn del ideal & coincide con la de ¢ y es por

1
ello localmente principal ( I, §7 ).

Proposicidn II11.7. T, &s un morfismo finito.

Demostracidn. A la vista del resultado anterior basta ha-

cer la demostracidn para un entorno afin de x . Sea U un
tal abierto afin, A el anillo correspondiente y supongamos

elegido U tal que FU® = fA . Sean fi""’f

del ideal FU®1 = 1 CA . Til(U) = Proj AIA con las notacio-

eneradores
m 8

nes del cap. I, §7.
Se observa en primer lugar que los fi/f son enteros so-
bre A : al coincidir las componentes primarias correspondien-

tes a ideales primos de altura uno de los ideales (f) & I ,

para tode p primo de altura uno en A , IAp = pr con lo

que f./f ¢ Ap para cada 1 . Teniendo en cuenta que A es

excelente ( cap. I, §9 ), para probar que fi/f es entero so-
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bre A basta probar que tiene valor no negativo por cualquier
valoracidn centrada en un ideal primo de altura uno de A y

ello es obvio puesto que todos los elementos de Ap tienen

valor no negativo por cualquier valoracidn centrada en p .

Para cada fi/f tenemos pues una ecuacidn de dependencia

sobre A

n n-1 _
(£./6)° + a__(£,/£) + . ta =0
de donde
n _ n-1 n-1
£, = - f(an—lfi t ...+ af )

igualdad en A que resulta vadlida en el anillo graduado AIA
si se toman fi , £ como de grado uno puesto que entonces
f? se debe tomar de grado n y el término entre paréntesis

resulta de grade n - 1 . De ahi que una potencia conveniente

del ideal IQIQQ...@ID®... de AIA esté contenida en fAIA

entendido f <como de grado uno. Con ello ( cap. I, §7 ), T;l(U)=

= Proj AIA = D+(f) y T_1(U) es afin, el anillo correspondien-

1

te es el localizado homogéneo de AIA en el sistema multipli-

cativo de las potencias de f ( entendido siempre de grado
uno en AIA ), que es A[fl/f,...,fm/f] ; se trata de una ex-

tensidn entera de A por lo ya demostrado y en consecuencia

es finita como A-mdédulo.

Lema III.S8. T, es isomorfismo si y solo si S es C. M.
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Demostracidn. Si S es C. M. en x hemos observado que

@1 = ¢ vy @1 es localmente principal. Reciprocamente, a la

vista de la demostracidn anterior y con las mismas notaciones,

si T, es isomorfismo, A = A[fi/fj con lo que I = fA ., Lo-

calizando en el ideal m correspondiente al punto x , @1 %=
9

= IAm = fA = @x de donde ¢ = @1 y ®x es un punto C. M.

|
!

Aplicando sucesivamente transformaciones del tipo descri-

to se construye una superficie C. M. seglin el

Teorema II1.9. Dada una superficie irreducible S exis-
te otra superficie Scm que verifica la condicidn C. M., do-
tada de una proyeccidn mzscm + S birracional y finita de mo-
do que si Xy5...>%  son los puntos‘de S no C. M., w indu-
ce isomorfismo §__ - m_i{xi,...,xn} = § - {xi,...,xn} . Por

otra parte, Scm estd determinada salvo isomorfismo, como su-

perficie proyectandose en S , por el hecho de ser C, M., fi-

nita sobre S e isomorfa a S salvo en los puntos no C. M,

de S .

Demostracidn. Aplicando reiteradamente transformaciones

del tipo descrito, se tiene una sucesidn de superficies
S+ S, « 8, « ,,. « 8, « .,

en las condiciones de I.1 que debe ser estacionaria lo que
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fuerza, en virtud de III.8, que con un nimero finito de trans-
formaciones se alcance una superficie C. M. que verifica las
condiciones del enunciado en virtud de III.6 y I1II. 7.

Para probar la unicidad de SCm , teniendo en cuenta que
es irreducible y por ello un esquema integro, bastard probar
que estdn determinados los anillos locales de Scm en virtud
de [8], cap. I, §8.2.6. Identifiquemos k(SCm) con k{(S) a
través del isomorfismo inducido por w entre puntos genéricos,
resulta entonces que todos los anillos locales de puntos de
altura uno de Scm coinciden con los de sus imdgenes en S

al ser w 1isomorfismo salvo en los puntos no C. M., de S, Si

U es un abierto afin de S , sea Ucm su antiimagen en Scm’
sean A y Acm los anillos correspondientes; por ser SCm
C. M, Acm es interseccidn de sus localizados en primos de

altura uno pero estos coinciden con los de A y podemos afir-

mar que el anillo afin de w "(U) estd determinado como inter-

seccidn de los anillos locales de los puntos de altura uno de

U . En consecuencia los anillos locales de w ~(U) , que son

los localizados de ACm , estdn determinados. Basta que U

recorra un recubrimiento de S para que queden determinados

todos los anillos locales de Scm'

Nota: En adelante nos referiremos a Scm como la transforma-

da C. M. de ©& .



CAPITULO IV. CURVAS MULTIPLES SOBRE SUPERFICIES DE COHEN MACAULAY.

Si abordamos ahora el estudio del procesc de normalizacidn
de una superficie § con el fin de descomponer la proyeccidn
S + s , de la normalizada en la superficie, en un nimero fini-
to de proyecciones de modo que sea calculable la variacidn de
género virtual en cada una de ellas, los resultados del capi-
tulo anterior nos permiten cubrir una primera etapa: la trans-
formada C. M. de S , al ser finita sobre S, permite factori-
zar la anterior proyeccidn en la forma S - Scmg S . Bastari
pues que consideremos el caso de una superficie que cumple la
condicidn C. M.

Nota: a lo largo de este capitulo designaremos por S
una superficie C. M..

Dado que S es finita sobre S, cualquier superficie in-
termedia entre ambas deberd ser también finita sobre S , ello
nos lleva en primer lugar a establecer condiciones suficientes
para que la superficie obtenida de § por dilatacidn centra-

da en una curva sea finita sobre S.

Sea C wuna curva sobre S, dada por un haz de ideales



b1

flow
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y_x
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donde los 4; son primarios y sus radicales,

, de altura uno y distintos dos a dos. Tenemos:

!
[ N

Lema IV.1. Si x es un punto de C , 6, el anillo lo-

cal de la superficie en x y f un elemento de a, > las si-

gulentes condiciones son equivalentes:

a) £ toma valor minimo entre los valores de los elementos

de a por toda valoracidn centrada en un primo de altu-

X

ra uno de Gx .

b) Para n lo bastante alto, fgi = iﬁ+1-
¢) Para n 1lo bastante alto, fg;n) = gin+1)

Observese que la condicidn a) equivale a exigir que f

tome valor minimo, entre los valores de los elementos de 2,

en toda valoracidn centrada en uno de los primos asociados a

., Y que no pertenezca a ningln otro ideal primo de altura

uno de ex , puesto gue los primos asociados a a, son los

inicos ideales primos de altura uno que lo contienen y por

lo tanto el valor minimo de los elementos de &, en una valo-

racidn centrada en otro ideal primo de altura uno es cero,

Demostracidn de IV.1, Probemos en primer lugar que c¢)

implica a): sea P el valor minimo de los elementos de 2y

por una valoracidn v centrada en un ideal primo de altura

uno. Para cualquier n, el valor minimo de los elementos de
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gin) por dicha valoracidn es nu 3 si n es lo bastante al-
(n+1)

to como para que se cumpla <¢) y tomamos g € a tal que

v(g) = (n+1)y , por hipdtesis g = fg' con g' ¢ ain) y v(f)=

= v(g) - v(g") ¢ (n+1)y - ny = 3 de donde v(f) = y .
Supongamos que f verifica la condicién a) y probemos
b):rbasta tomar un sistema de generadores fl,..;,fm de a, -
Por hipétesis cada fi/f es de valor positivo o nulo en cual-
quier valoracidn centrada en un primo de altura uno de B, ¥

por ser ex excelente, cada fi/f serd entero sobre 8- Se

tendrid una relacidn, para cada i,

hi hi-1 -
(fi/f) + an-l(fi/f) t ..o ta =0
de donde
T S G e T S SR e
i n-1"1 o] i
. hi-1 , . .
con fi Ezéx ; es inmediato probar que si se toma n + 1

mayor o igual que el producto de m por el mdximo de los hi’

se verifica b).
Probemos finalmente que b) implica <¢). Se observa en

primer lugar que si p es un ideal primo de altura uno de 6 4

. . n+1 .
que contiene a f , en virtud de b), PR a, es decir, pxyp .
y por ser p_ de altura uno debe ser uno de los primos asocia-

dos de a.  en 9 . Sean estos PisevesPg s ¥ L = 8, - PqV..VD,

(n)c a(n+1) -

Es obvio que fgx 2y >

cualquiera que sea n . Si en-



tonces g ¢ gin+1) » bPara cierto s e %, sg ¢ g2+1 con lo
que sg = fg' con g' € a’ en virtud de b); resultsa g =

=x
= (g'/s)f y basta probar que g'/s € ex - Es obvio que g'/s
es de cada uno de los localizados (GX) - Si p es un ideal

£1
primo de altura uno de ex no asociado a ga_, f ¢ P ¥y por

=X
ello g'/s = g/f ¢€ (Gx)p - Hemos demostrado que g'/s esti
en todos los localizados en primos de altura uno de ex de

donde es elemento de ex al ser este de C. M..

La existencia del elemento f qQue verifica las condicio-
nes equivalentes del lema equivale, desde un punto de vista
mds geométrico, a que un sistema lineal cortado sobre § por
hipersuperficies que pasan por C , no tenga punto base en x

una vez excluida la parte fija ¢C.

Teorema IV.2. Sea C una curva sobre S , a el haz
de ideales correspondiente y x un punto de C : si en a,

exXxiste un elemento que cumple las condiciones de IV.1, es po-

sible determinar un entorno afin U de x en S y un elemen-

to f € a = a(U) que toma valor minimo entre los valores de

los elementos de a por cualquier valoraciédn centrada en un

primo de altura uno de A = 6(U). Si se considera la dilatacién

T:S' * 35 de S a lo largo de ¢, W_l(U) es un abierto afin

de S' cuyo anillo considerado como extensidn de A , es de
Y 3 . _de
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la forma A[fl/f,...,fm/{] donde 1los fi forman un sistema

de generadores de a ; tal anillo es finito como A-mddulo.

Se deduce en particular del enunciado que 1 es un mor-
fismo finito en un entorno de x .

Demostracidn., Sea U' un entorno afin de x que no con-

tenga més componentes de C que las gue pasan por x , A' =
= f(U') el anillio correspondiente. Sea f ¢ a, tal que sa-
tisface a las condiciones de IV.1. Salvo multiplicacidn por

un inversible de ex podemos suponer f ¢ A. La hipdtesis de

que todas las componentes de C en U' pasan por X equiva-
le a la igualdad a' = a(u') = A'na, y por ello f ¢ a' .
Si m' es el ideal de A' <correspondiente a x , elija-

mos un elemento g en la interseccidn de todos los primos a-

sociados a fA' no contenidos en m' de modo que g ¢ m'
De no existir tales primos asociados, sea g = 1 . El abierto
afin D(g) <« spec A' = U' es entonces un entorno afin de x

al que llamaremos U . Su anillo es A = §(U) = Aé , locali-
zado de A' en el sistema multiplicativo de las potencias de
g . Por la eleccidén de g , f e a = a(U) = a'A y el ideal

fA tiene todos los primos asociados contenidos en m = m'A ,
ideal de A correspondiente a X . En consecuencia, si v es

una valoracidn centrada en un primo de altura uno de A no

1

contenido en m , v(f) 0 ya que f no pertenece a tal i-
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deal, Si v estd centrada en un primo p de altura uno con-
tenido en m , v estd también centrada en el ideal BGX de

8. = A y v(f) es minimo entre los valores de los elementos

de a pues por hipdtesis lo era entre los de los elementos

Por lo que respecta a la segunda parte del enunciado,

ﬂ_i(U) = Proj A®a® ... 2”6 ... . La condicién de valor mini-

mo satisfecha por f asegura que al tomar un sitema de gene-
radores de a , {fl""’fm} , los fi/f son enteros sobre A
( al ser A excelente ) de donde se deduce, como en la demos-
tracién de III.7 , que 7 ~(U) es afin ( igual a D+(f) en

el espectro homogéneo ), de anillo A[fi/f] que es finito so-

bre A al ser extensidn entera de A .

Del teorema deducimos inmediatamente el

Corolario IV.3. Si en cada punto x de C existe un

elemento f € a, Qque cumple las condiciones de IV.,1, la di-

latacién de S centrada en C es finita.

Demostracidn. Sabido que tal dilatacidn, w:S' + S , indu-

. \ -1 .
ce un isomorfismo S' - 71 (C) = S - C , basta recubrir ¢
por abiertos afines en las condiciones del teorema y ampliar
dicho recubrimiento a un recubrimiento de S mediante abier-

tos afines disjuntos con C para obtener la conclusidn.
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Al final del capitulo V demostraremos el reciproco de
IV.3. De momento nos basta una condicidn suficiente para 1la
finitud de la dilatacidn.

Si x es el punto genérico de una componente de C ,
Bx es de dimensidén uno, su ideal maximal es el fnicoc primo
de altura uno y entonces es bien sabido que existe f € a3,
verificando las condiciones de IV.1. Aplicando el teorema a
cada uno de los puntos genéricos de las componentes de C
es fdcil probar que, cualquiera que sea C , la dilatacién
es finita salvo en un nfimero finito de puntos de C .

Sefialemos que existen curvas ( sobre superficie singular )
tales que la dilatacidn de la superficie centrada en ellas no
es finita; puede verse un ejemplo en el apéndicé.

En adelante designaremos por C una curva reducida de
la superficie S . Con vistas a ampliar el alcance de los c&dl-
culos del cap. X, no impondremos a C que sea irreducible;
en los casos que nos interesan C estard formada por curvas
miiltiples de S . Llamaremos ¢ al haz de ideales de C en
S .

Al no poder asegurar, en general, que la dilatacidn cen-

trada en C sea finita nos vemos obligados a tomar otras cur-

vas como centro de dilatacidn.

Proposicidn IV.4. Dada una curva reducida C en S ,
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existe otra curva C' en S , de haz de ideales a , tal que:

a) En cada punto x € C' existe fX € a, gque cumple las

condiciones equivalentes de IV.,1.

b) Las componentes de C 1lo son de C' , es decir, a =

= LN, 0 N donde los 4; son primarios y nin-

guno de sus radicales es primo asociado de ¢

c) C' es localmente principal en el abierto S - C .

Obviamente, basta que C cumpla la condicidn a) para po-
der tomar C' = C ,

Demostracidn., Consideremos una hipersuperficie H cual-

quiera que corte a S a lo largo de C vy presente en cada

componente de C multiplicidad de interseccidn minima! Ello

equivale a que cualquier ecuacidn local de H en cada uno de

.a existencia de tal hipersuperficie se establece facilmente:
Si A es el anillo de un abierto afim U que corte a todas
las componentes de C, basta tomar un elemento f del ideal
de C en A que presente valor minimo, entre los de los ele-
mentos del ideal, por cualquier valoracidn centrada en un pri-
mo asociado al ideal de C en .- A . Si S estd sumergida en
Pn(k) , £ wviene representado por un cociente de formas del
mismo grado, con denominador no nuloc en U: la hipersuperficie

que resulta de igualar el numerador a cero cumple la condicidn.
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los puntos genéricos de las componentes de C , KyseoesX ten-
ga, reducida mddulo S , valor minimo positivo por las valora-
ciones centradas en el ideal maximal de Gx_
. i

La traza de H en S es una curva dada por un haz de
ideales localmente principal £ que tiene entre entre sus pri-
mos asociados los correspondientes a las componentes de C
en efecto, basta observar que B « ¢ vy que los primos asocia-
dos a ambos ideales son todos de altura uno. Si ¢ = ByN e OR

es la descomposicidn en primarios ( primos en este caso ya que

C es reducida ) del ideal de C , supongamos ordenada la des-

i

composicién del haz de ideales £, B = g, Nn...Nngq  de manera

que p. = rad(gi) i=1,...,r ., Si a es el ideal

a = B4 ﬂ...(\gr(Wgr+1 ...(\gm
probaremos que la curva C' determinada por a verifica las
condiciones del enunciado:
En cuanto a la condicidn a), dado x € C', sea fX la base

de B, . Si alguno de los (J_gi)X es un ideal propio de 6_ ,

basta observar que, por la eleccidn de H , V(fx) es minimo
entre los valores de los elementos de a, por cualquier va-
loracién v <centrada en uno de los (l_a_i)X ya que esta misma

valoracidén esti centrada en el ideal maximal gx(ex)(g )
i'x
que es el anillo local de S

(p;),(8.) de (8)

(p;), (p),

en la componente de C correspondiente a D si p,; = rad(gi)
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i = r+l,...,m vy alguno de los (gi)x es ideal propio de ¢g_,
una valoracidn v centrada en (Ei)x lo estid en (gi)x(ex)(pi)xz
es inmediato que a_(6_) = g (0.) £f.(8.)

=x""x(p.), S A3 (gi)X X UK (Ei)x de

donde el valor de fx serd minimo entre los de los elementos

de ix(ex) , en particular entre los valores de los ele-

(g_i)X
mentos de a, - Finalmente, fX no estd en ningin otro primo
de altura uno de ex y su valor serd cero por las restantes
valoraciones.

La condicidn b) se verifica trivialmente por construccién

y finalmente, respecto a c), si x ¢ C , las fibras (gi)

X
i=1,...,r , de los ppimos asociados a ¢ son el propio ani-
llo local, lo mismo ocurre con los (ii)x i=1,...,0r y a:s
= Ex que es principal.

Si C' es ahora una curva cualquiera en las condiciones
del enunciado anterior, designemos por S' 1la transformada
de S por la dilatacidn 7 centrada en C' y por §' el
haz estructural de S'. En virtud de IV.3 m serd un morfis-

mo finito. Tenemos ademés:

Proposicidn IV.5. La transformacidn g7 induce un isomor-
. -1 .
fismo S' - 7 (C) = 8 - C . Por otra parte, si y es el pun-
-1

to genérico de una componente de C , los 6, para 2z e 7 (y)

Son los anillos locales en el primer entorno de ey en el sen-

tido de Northcott (15].
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Demostracidn. Sabemos que a es localmente principal en

S - C , de ahi el isomorfismo mencionado.

Si y es el punto genérico de una componente Cj de C,

sea U un entorno afin de y en las condiciones de IV.2, ten-
dremos W—i(U) = spec A[fi/fl donde los fi forman un sistema
de generadores del ideal a(U) = a y la proyeccidn 1 viene
dada, en n_l(U) s, por la inclusién A > A[fi/f] . Si p es

el ideal primo de altura uno correspondiente a y en A, By =

= Ap y ﬂ_l(y) es el conjunto de ideales primos de A[fi/f]
cuy; traza em A es p . Sea L = A - p ; tendremos una inyec-
cidn
A= 37ta s e /€]y = a_[£, /5]
p i p-i

y los localizados de A[fi/f] en los elémentos de ﬂ_i(y) s

anillos locales de las componentes de la antiimagen de Cj ,

son los localizados de Ap&i/f] en sus ideales maximales. Ob-

servando que los fi generan EAP = pA

p y en virtud de la

eleccidn de £ , Ap[fi/f] es el anillo semilocal en el primer

entorno de Ap y sus localizados los anillos locales en el pri-

mer entorno de Ap , seglin las definiciones de Northcott.

A pesar de la hipdtesis C. M. en S , es posible que la

superficie S' no sea C. M. ( véase ejemplo en el apéndice ).

Designemos por S 1la transformada C. M. de S' y sea m:S =+ S
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— W
>

. . ea T
la proyeccidn natural, composicidn de S >

S! S . De lo vya

establecido resulta que S es una superficie birracionalmen-
te equivalente a S y finita sobre S . Es f&dcil comprobar

que T induce un isomorfismo 5 - ﬁ—i(C) = S - C : en efec-
to, lo propio ocurria para T con lo que los puntos de S' -

-1

- m “(C) son todos C. M., al serlo S y se tiene el isomorfis-

mo S - ﬁ_l(C) ~ §' - ﬂ—l(C) .

Llamaremos a S transformada de S respecto de C y a
T  transformacidn centrada en C

La transformada de S ©respecto de C y la transformacién
centrada en C vienen caracterizadas por el siguiente teorema
que, en particular, libera la definicidén de S, 7™ de la arbi-

trariedad en la eleccidn de la curva C' como centro de la

dilatacidn.

Teorema IV.6. La transformada S queda caracterizada,

como superficie que se proyecta en S , por ser C. M,, afin

sobre S , tal que la proyeccidn T induce un isomorfismo

-7ty =25s-c¢ y los anillos locales en S de las compo-

nentes de la antiimagen ﬁ_l(Cj) de cada componente Cj de

C , son precisamente los anillos locales en el primer entorno

del local de Cj en S.

Demostracidén. Acabamos de seflalar que S verifica las con-




52

diciones del enunciado; basta observar, con respecto a la Glti-

ma, que lo mismo verificaba §'!

de S' en superficie C. M.

dimensidn uno de S' ,

Desde luego S

tal como hicimos en la demostracidn de I111.9,

minados los anillos de un recubrimiento afin de S

anillos de k(S) .

Sean Ui un recubrimiento

rrespondiente a cada Ui , Ui =

Para cada ideal primo de altura

terminado:si p no corresponde

Xip coincide con el localizado

trario serd@ uno de sus anillos en el primer entorno.

dicidén C. M.

resulta determinado

(

afi
- -1
T

uno
a u

de

A,

IV.5 ) y la transformacidn

no modifica los anillos locales de

es irreducible y reducida, bastard probar,

que estan deter-

como sub-

n de S , A, el anillo

1

, A, el anillo de U,.
1 1

(Ui)
p de Ki’ A
na componente de 1w

A. en

1 g_nAi , €n caso con-

Por la con-

; al ser interseccidn de

sus localizados en primos de altura uno.

Teorema IV.6.

La proyeccidn

solo si C

es una curva simple de

m:8 + S es un isomorfismo

S ( es decir, lo es

cada una de sus componentes ).

Demostracidn. Si C

es una curva simple de § ,

el anilloe

local en cada punto genérico de una componente de C , es de

valoracidn discreta.

en su primer entorno, &l mismo, de ahi que la propia S ,

la identidad como proyeccidn,

En consecuencia tiene un solo anillo local
con
satisfaga a las condiciones de
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IV.5 que caracterizan, salvo un isomorfismo compatible con las

proyecciones, a S .

Reciprocamente, si 7 es un isomorfismo,los anillos loca-
les en el primer entorno de cada anillo local de cada componen-
te de C <coinciden con este y ello fuerza que tal anillo local
sea de valoracidn discreta. De ahi que cada componente de C

sea una curva simple en S .

De IV.5 y IV.6 es inmediato observar que S viene de he-

cho determinada por las componentes de C que son miiltiples

en S , fuera de las mismas 7T induce isomorfismo.

En la construccidn de S ha quedado de manifiesto que S
es finita sobre S ., Procediendo ahora inductivamente y repitien-
do la transformacidn en una curva mdltiple de S , se obtendrid
una sucesidn de superficies intermedias entre S y su norma-
lizada que por I.1 debe ser estacionaria. Ello entrafia que, tras
un niimero finito de transformaciones centradas en curvas mQlti-
ples, se alcance una superficie C. M. dotada tan solo de singu-

laridades aisladas que serd normal y finita sobre S, y coinci-

dirid por tanto con la normalizada S .

Supongamos ahora que C es una curva irreducible. Sean

S la transformada de S respecto de C y T la proyeccidn

de S en S . A cada una de las componentes reducidas de T ~(C)

la llamaremos curva en el primer entorno de C en S. Procedien-
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do por induccidén, llamaremos curvas en el enésimo entorno de

C ( en S ) a las curvas en el primer entorno de alguna del
(n-1)-entorno de C . Resulta inmediatamente, por la finitud
del nimero de superficies intermedias entre S y S , que pa-
ra un cierto n todas las curvas en el enésimo entorno de C
son simples ( en la transformada de S <correspondiente ). En
particular se prueba inmediatamente que si C es simple sobre
S las curvas en los sucesivos entornos de C son, una en ca-
da entorno, siempre la propia C en la misma superficie S vy
reciprocamente.

Cada curva en el enésimo entorno de C tiene,como‘anillo
local en la superficie correspondiente uno de los anillos loca-
les en el enésimo entorno del de C en S . Pueden representar-
se las curvas en los sucésivos entornos de C por un diagrama
en drbol que coincidird exactamente con el que se asocia, segilin
Northcott ([16]) al anillo local de C en S,

Teniendo en cuenta que la multiplicidad de interseccién
de dos superficies del espacio proyectivq ordinario en una de
las componentes C de su interseccidn, se calcula tan solo en
funcidn de los anillos locales de la componente en cada super-
ficie, a la vista de los resultados de @71 parece posible esta-
blecer una fdérmula en la que la multiplicidad de interseccidn

de las dos superficies se exprese en funcidn de las curvas en





