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Proposicidén IX.2. Sea C una curva localmente principal

sobre una superficie S , representada como interseccidn par-

cial de S con otra superficie S' , designemos por C' el

complemento de C en la interseccién de S y 8', §' y Per

serdn el orden y el género virtual, respectivamente, de C' ,

Si es cierta la igualdad (C'.C') 48'm = 2por - 2 + HS' , es
cierta también la (C.C) + 8m = 2p, - 2 + 48 .
Demostracidn. Sea m' el grado de S' , la curva € + C!

es interseccidbn de dos superficies y es bien sabido que por

cdlculo directo de la postulacidn se obtiene

Poyor = %mm'(m +m' - u4) + 1 (1)

Por otra parte S,abemos que
= - - - c.Cc!
1 ])C ct 1 pc + 1 PC' ( B ) (2)

El cdlculo de (C.C) y (C'.C') es directo a partir de 1la
definicidn del capitulo VI, utilizando otra superficie del mis-
mo grado que S' , cuya traza en S serd linealmente equiva-

lente a C + C' , se obtiene
(c.c) = &m' - (C.C")
(cr.c') = &'m' - (C.C")
Supuesta cierta la igualdad para C'

2poy - 2 + 48" = 6'm' + &'m - (C.C')
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En virtud de (2) se tiene

2pC+C, 2 = 2p, = 2+ &8'"(m + m' - by + (c.c")

y utilizando (1) resulta

mm'(m + m' - 4) = 2p, - 2 ¢ §'(m + m' - &) + (Cc.C')
Basta recordar que mm' = § + &' para obtener
2pp, = 2 = 6(m + m' - 1) - (C.C")

igualdad de la que se obtiene la deseada sin mds que introdu-

cir (C.C) .

§2, Caso de una curva reducida.

Proposicidn IX.3, Si C es una curva de Ps(k) , local-

mente interseccidn de dos superficies en cada punto, y ademis

¢ es reducida ( i. e., carece de componentes miltiples ), va-

le la férmula (C.C) + 8m = 2p, - 2 + 48 .

Demostracidn. Como hemos hecho notar ya, basta probar la

igualdad sobre una determinada superficie. Consideremos el sis-
tema lineal de superficies de grado m que pasan por C . Es
bien sabido que para m lo bastante alto, tal sistema no tie- .
ne otros puntos base que los de C y también, si m es lo
bastante alto, C es localmente principal sobre una superficie

genérica del sistema: basta para ello tomar m de modo que el
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1> 82, 83, S4 de

VII.4 , razonando directamente, si se quiere, a la manera de

sistema lineal contenga a las superficies §

VII.5.

Si en estas condiciones S es una superficie de grado m
que paéa por C , lo bastante general, C es localmente princi-
pal sobre S vy, por el teorema de Bertini ([30], LSl} ) S
es irreducible y no puede presentar puntos singulares m&s que
en la variedad base del sistema que es C . No es posible ase-
gurar en general que S sea no singular: si C presenta un
punto singular no plano, es decir, con tangente de Zariski de
dimensidén superior a dos, no existe ninguna superficie no sin-
gular que pase por C ., Sin embargo probaremos que S es nor-

mal: las finicas curvas miltiples que admite S son las compo-

nentes de C ; sea x un punto de una componente C1 de C ,
€l ideal de C en 8 ( & haz estructural de S ) es prin-
cipal: (fx) . Al ser C reducida, las componentes primarias

-de (fx) son ideales primos correspondientes a las componen-
tes de C que pasan por x , (fx) = pyN...Np, . Si por ejem-

plo j B corresponde a la componente C1 ’ fx genera el ideal

maximal de (6_) que es el anillo local de ¢C en S . Re-

le 1
sulta asi que tal anillo es regular y C1 no es miltiple en S.

Sabido ya que S presenta solo un niimero finito de pun-

tos singulares, consideremos el sistema lineal cortado sobre S
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por las superficies de grado conveniente que pasan por C ,
excluida la parte fija C : la curva genérica es irreducible

y no puede presentar singularidades m&s que en algfin punto ba-
se, tales puntos base son inexistentes ya que si x € S , exis-
te una ecuacidn local de C en X lo que asegura que existe
una superficie que corta a S exactamente en C en un entor-
no de ®x y x mno es del complemento de C respecto de 1la
interseccidn de la superficie con S . Podemos afirmar pues

que C puede representarse como interseccidn parcial de S

con otra superficie de manera que el complemento C' es no -
singular e irreducible. Por IX.1 vale la férmula para C' vy

por IX.2 valdrd también para C .

§3, Caso general.

Teorema IX.4. 8i € es una curva localmente interseccidn

de dos superficies en cada uno de sus puntos y S una super-

ficie tal que C sea localmente principal sobre S , vale la

igualdad (C.C) + 6m = 2p, - 2 + 46 donde (C.C) se ha cal-

culado sobre S , § es el ordén de C y m el de S .

Demostracidn. El resultado viene asegurado por IX.3 para

curvas reducidas. Bastard probar que C admite, sobre una con-
veniente superficie S un complemento reducido para que, por

IX.2 , valga la férmula para C sobre S y valga por lo tan-
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to en general.

Ello resulta de repetir el razonamiento de IX.3 con lige-
ras modificaciones: podemos tomar S de modo que C sea lo-
calmente principal sobre S y S carezca de singularidades
fuera de C ( Nota: no parece posible asegurar que S sea nor-
mal, en cuyo caso bastaria la demostracidn de IX.3 ). Tomando
otra vez el sistema lineal de las trazas sobre S de las su-
perficies de grado lo bastante elevado que pasan por C , des-
provisto de su parte fija C , dicho sistema sigue carente de
puntos base y, por una nueva aplicacidn del teorema de Berti-

ni, su curva genérica carece de partes miltiples.

La igualdad (C.C) + ém = 2p, - 2 + 4§ nos permite dar
nuevas demostraciones de teoremas clédsicos, extendiendo su va-
lidez al caso de curvas localmente interseccién de dos super-

ficies en cada punto, entre ellos queremos destacar:

Corolario IX.5. ( Género de una interseccidn parcial ).

Si C es una curva de P3(k) , localmente interseccidn de dos

superficies en cada uno de sus puntos que viene representada

como interseccidn parcial de dos superficies S , S' de drde-

nes m , m' , el género virtual de C se calcula mediante la

férmula

g(m + m' - 4) - (C.C')

PC= 2 + 1
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en la que & es el orden de ¢

s C' es el complemento de C

respecto de la interseccidn de S, S8' y suponemos S , por e-

jemplo, irreducible.

Demostracidn, Asegurada la vilidez de la férmula (C.C) +

+ &m = 2pC - 2 + 45 sobre S , basta expresar (C.C) en fun-

ciédn de § , m' y (C.C') como en la demostracidn de IX.2.

Conviene seflalar que el nfimero de puntos comunes a C vy
C' , (C.C') depende tan solo de C y C' y no de la super-
ficie S sobre la que se calcula para demostrar el corolario:
por su misma definicién (C.C') es 1la dimensidén de las seccio-"
nes globales del cociente del haz estructural de Ps(k) por
la suma de los haces de ideales de ¢ y C' , esto es, la ca-
racteristica de Euler-Poincaré de la variedad ( de dimensidn

cero ) interseccidn de ¢ y C' .



CAPITULO X. LA VARIACION DE GENERO VIRTUAL PARA ALGUNAS SUPER-

FICIES DEL ESPACIO ORDINARIO.

Si € es una curva v-uple de una superficie irreducible
S del e;pacio ordinario Ps(k) , calcularemos en este capitu-
lo la funcidén asociada a C en S en la hipStesis de que C
sea localmente interseccidn de dos superficies en cada uno de
sus puntos y que la dilatacidén de S centrada en C sea fi-
nita. En particular el término independiente del polinomio que
corresponde a la funcidn asociada proporcionarid la diferencia

de géneros virtuales Pg - Pg donde & es la transformada

de S respecto de C ( capitulo IV ).

§1. Polinomio de Hilbert-Samuel del anillo local de una curva

sobre una superficie.

Supongamos en primer lugar que C es irreducible; desig-
nemos por § el haz estrucfural de PB(k) ¥y por 6 el de S.
Siendo S una hipersuperficie, 6 es cociente de Q por el
haz de ideales localmente principal correspondiente.a S . Sea

2, el anillo local de C een Ps(k) , fibra de @ en el pun-
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to genérico de C y sea 96 el anillo local de C en S,
fibra de f en el mismo punto. Es bien sabido que QO es
regular de dimensidn dos y 60 es de dimensidn uno, cociente
de QO por el ideal principal correspondiente a S : si g

es una ecuacidn local de S en cualquier punto de C , g € Qo

y el ideal de S en Q_ es (g), de ahi, Q, = 60/(g) . Sean

D los ideales maximales de 5 respectivamente.
=0 > To

P
—0 e}

Obviamente g € Ro 5 supongamos g € gg - gg+1 , designando

por g la clase de g en EE/P“+1 ( forma inicial de g ),

)
se tiene la sucesidn exacta

: .
0+ 6(a)) > a6(a) 1 G(B,) > 0

donde G(Qa) R G(Go) son los graduados de 2 y 8_ , i
el morfismo que se obtiene al multiplicar por g y j el in-
ducido por el paso al cociente Qo+<90 . Teniendo en cuenta
que Qo es regular de dimensidn dos, G(QO) es isomorfo, co-
mo anillo graduado, a un anillo de polinomios en dos variables
sobre k = QO/EO y observando que i es un morfismo de grado

U , J un morfismo de grado cero, se calcula inmediatamente

la funcidn de Hilbert-Samuel de 60 resultando, para n > p-1

. n _ 1
dlmkeolp_o = pn - Eu(u-i)

En particular, definida la multiplicidad, v , de 'S en C a

partir del polinomio de Hilbert-Samuel de 60 , resulta u = v,
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el polinomio es pues wvn - %v(v—l) ¥y la ecuacidn local de § R
g , pertenece a g: - £§+1 como es bien sabido.

§2. Resultados auxiliares.

Lema X.1, Si f ¢ ¢ es- tal que fEE = Rg+1 ara n

_ o}

mayor que un cierto N, » entonces vale la misma igualdad pa-

ra n >v -1

Demostracidn. Se observa inmediatamente que el elemento

2 , L
f debe ser de Py - P, 5 sea f' g Qo una antiimagen de f ,
f' e P - P2 - Recordando que una familia de elementos de P,
—o0 —o0 -
generan el ideal si sus clases en Bo/gg forman base, f' pue-

de formar parte de un sistema de dos generadores de P (p /P2
—o —o’ —o

es de dimensidn dos ), sea f! » h' tal sistema de generadores,

si fr h' son las clases de f' , h' en Bo/gg , la forma

inicial g de g ( base del ideal de S ) se expresara como

una formwa de grado v

- Ft Rt - FrV Y
= Pv(f ,h') = a '+ ...+ avh

o1

Forzosamente or la eleccidn de f' , a # 0 : en efecto, en
9 p . b

G(eo) tenemos

si h es la imagen en 60 de h' y seguimos designando con

n _ n+1
=D

~las formas iniciales. Si se cumple fBo o » considere-
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n+l n+l - n+l _ n
mos h € P, , se tendrd h = fln con 2n e p, 5 en
G(BO) tendremos En+1 = fin y por ello el elemento h'n+1—f'2'

(26 antiimagen de £n ) deberd ser del ideal generado por
g = Pv(f',ﬁ') en G(R_ ) : la existencia de un mdltiplo de P

=,n+l

con un término no nulo en h fuerza a _ # 0.

v
Tendremos pues en G(Go) una expresidn

Y = b Y + b _EVlE 4+ ... o4 b1§EV'1

de donde es inmediato probar inductivamente que los

=m , fm—iﬁ s e Fm—v+1EV'1

m, m+l . .
generan Eo/Ro para m > v - 1 . Aplicando la anterior ex-

presidén del polinomio de Hilbert-Samuel, tales elementos son

m, m+1 . m, m+l _
base de p_/p_ al resultar dimp /p_ =V para m 3 v -1
Aplicando el lema de Nakayama, los
£m , fm-1h s e fm—v+1h\)—1
. P m
son un sistema minimo de generadores de p, Ppara m 2 v -1
m m+1

(L'U

y se sigue de ahi inmediatamente la igualdad fBo pa-

ra m v - 1

7
Volvamos ahora al caso en que C es una curva v-uple de
S, no necesariamante irreducible. El1 haz de ideales a de C

en S es interseccidén de los haces de ideales primos corres-

pondientes a cada una de sus ~componentes y tenemos:

°
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Lema X.2., Si, para un cierto f € a, » f

2}({n) - i}({n+1)

ara mn. mayor que un cierto n, o, la misma igualdad vale pa-

ra n > v. .- 1.

Demostracidn. El enunciado es trivial si x ¢ C . Si

x € C , se observa inmediatamente que f ¢ a, - giz) , basta
por ejemplo aplicar IV.1; con ello es obvio que fgin)c gégt%)

cualquiera que sea =n .

Designemos por Py > -+ » Pp ios ideales primos asocia-
dos a a, vy por 61,...,9m los localizados de 6, en dichos
ideales . Cada p; es de altura uno y al ser la curva reduci-
da, gx = Bl(\...(\gm . Cada Ei corresponde a una componente

de C que pasa por X vy el localizado ei es el anillo lo-

cal de dicha componente en S . De la hipdtesis y del hecho
n _ _(n) _ n . .

de que ixei = a2y ei = Riei se deduce inmediatamente que

n n+il . .
fgiei = Py Bi para n > n_ y por el lema anterior, tal igual-
dad es vdlida para n > v - 1 ., Recordando que por definicidn,

(n) _ n . (n+1) n+1
a, = exf\(/;\gxei) si z e a, » z € p; O, para cual-
quier 1 , de ahi que si n > -1, z/f ¢ R?ei para todo 1 .

Si p es cualquier otro ideal primo de altura uno de ex .

f ¢ p en virtud de IV.1 y z/f ¢ (ex)p. Asi z/f es de 8,

al ser de todos sus localizados en ideales primos de altura

con lo que queda probada la igualdad del

uno y z/f g gin)

enunciado para n > v - 1 .
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Lema X.3. Si g es un elemento cualquiera de @ tal

+1 n n-
que g € éi - éi , entonces (g)f\éx = géx H ara n >‘p .

Demostracidn. Si x no es un punto de C , Q_ = A,y

la igualdad es obvia. En caso contrario sean 21,...,P los

ideales primos asociados a éx’ correspondientes a las compo-

nentes de C que pasan por X . Escribiendo (QX)P- = Qi s
Bi(QX)P = M. , cada Qi es un anillo local regular de ideal
maximal M. . Es sabido que definiendo vi(a) = t siy solo

. t t+1 . .
si o € ﬁi - Ei se tiene una valoracidn del cuerpo de frac-

. o ,utl
. S1i ge éx éx

M1{+1
—1i

ciones de Qi centrada en Mi

A(u+1) - Au+1
=X =X

,» teniendo

en cuenta que s g € HE y por tanto ,

vi(g) = u para cada i . S8i ahora hg ¢ éz (n>u ) se

A(n—u)

tendra vi(hg) > n para todo i , de donde Vi(h) >n -y
A
=X ==

para todo i , h g [?\HE—U y resulta h ¢
mos probado pues (g)/\éz & géiuu y la inclusidn contraria

es trivial.

§3. Relacidn entre los ideales asociados a una curva sobre la

superficie y en el espacio.

En general, llamando ¢ al paso al cociente P:Q + 6§ ,

(n)y . () _,

no puede asegurarse que Y(A si A y a son los

i

haces de ideales, en el espacio y en la superficie, de una cur-
va sobre S . Baste observar que de ser asi, si la curva es

localmente interseccidn de dos superficies en cada uno de sus
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puntos, A(n) = A

(n)

n - n
y se tendria a = a para todo n .

En el apéndice se da un ejemplo en el que la curva es un par
de rectas y las potencias ordinarias y simbdlicas de su haz

de ideales sobre una superficie no coinciden.

Lema X.4, Consideremos, con las notaciones utilizadas has-

ta ahora, el morfismo en fibra wx:Qx > Gx en un punto cerra-

do x de C . Si I &es el sistema multiplicativo complemen-

tario de la reunidn de los ideales primos asociados a A_ ,

escribiendo, para un ideal cualquiera I de Q_ , I(I) =

= - X

_ -1 . -1, (n), _ n

= II Qx(\Qx , se tiene wx (gx ) = Z((g) + éx) donde (g)

es el ideal de la superficie en Qx , nlicleo de wx .
Demostracidn. Si ¢ es la imagen por v, de I , o es

el complementario de la reunidn de los ideales primos asocia-

(n) n . -1, (n) n
dos a a, » a, O(gx) ..Es obvio que Y (ix ) D z((g)+A™).
. . (n) n .
Reciprocamente, si wx(z) € a, . swx(z) € 2, para cierto s
de ¢ con lo que, escribiendo s = wx(s‘) , 8' g , s'z di-

fiere de un elemento de AE en un elemento del nlcleo de Vo

s'ze Ay + (g) y ze I(A) + (g))

Proposicidn X.5. Si C es una curva localmente intersec-

cidén de dos superficies en cada uno de sus puntos y es curva

v-uple de una supeficie irreducible § de modo que la dilata-

(n)) - g(n)

cién de S centrada en C es finita, se cumple (A

cualquiera que sea n.
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Demostracién. Basta probar la igualdad en fibra y ello

solo para los puntos de C ya que en los demds la igualdad

es obvia. Si x € C , sea g un generador del ideal de S

A0, (ved)

en Qx . Por ser C Vv-uple en S , g € Ay Ay =
+1
= éi - éﬁ y por el lema anterior, para n & v ,
-1, (n), _ n, _ n ‘_ (n) _ ,n
v la, ") = L((g) + A ) = z(A ) = A" = Al
de donde a(n) = y_(A?) para n g v Si n > v resulta obvio
=¥ X =X ~ ¢ ’
n _ _n (n) . .
que Y A =3 <a . En virtud de V.l yv X.2, existe f ¢ GX
(n) _ -n-v_{(v) n-v v n-v vV, _ n-v VL
tal que a_ = £ Ca, £y (A) cay, TV (AL) = Y (A Y (A )=
= ¥, (A0

Corolario X.6. BEn las condiciones de la proposicidén ante-

. (n) n .
rior, a_ = a. -cualguiera gue sea n

Demostracidn. Basta observar que por ser C localmente

(n)

. . e s n
interseccién de dos superficies en cada punto, A" =

| >

y

I

aplicar X.5.

Corolario X.7 Cualquiera que sea =n , la sucesidn

0 » aA"+e/A™ » /A" » 8/a'™) 5 0

fi>

es exacta, siendo ¢ el haz de ideales de S en el espacio.

§4, Cdlculo efectivo de la funcidn asociada a C en § ,

A partir de VIII.1 y X.7 podemos proceder ahora al cdl-
(n)

culo de la funcidn asociada x(8/a ). Tenemos en primer lu-
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gar el isomorfismo

An

+ o/A" = o/A"No
Se prueba sin dificultad, usando X.3, que @f\én = A"V i

n vy

Tomando ahora otra superficie S' del mismo grado que S y
que corte a C simplemente en un nfimero finito de puntos, si

®' es el haz de ideales de S' , ¢ = ¢' como Q-mddulos y

/A" Ve 0 = a/8" Ve 0= 01 7A" Vo
n-v

Usando de nuevo X.3, A~ V¢' = in-vf\Q' , de ahi que

o' /A" Ve = /A" VN o = @1 4a" TV A"V

Finalmente podemos establecer la sucesidn exacta

A% \Y

0+ ¢'+aA" VA"V > /A" > /A" Vear » 0

en la que Q/én-v+¢' esti concentrado en el nimero finito de

puntos de interseccidén de ¢ y S'. Se obtiene facilmente
X(Q/én_v+¢') = %sG(n—v)(n—v+1)

si 6 es el orden de C y s el de S .
Calculando resulta

(n))

x(8/a = x(2/A™) - x(2/A"™Y) + Zs8(n-v)(n-v+1)

para n > v . Utilizando la funcidn asociada calculada en el

capitulo VIII , resulta la expresidn efectiva, para n > v ,



130

de la funcidn asociada a C sobre S

Teorema X.8. Si C es una curva de Pa(k), localmente

interseccidn de dos superficies en cada punto, curva v-uple

de una superficie irreducible S de modo que la dilatacién

de S a lo largo de C es finita, la funcidn asociada a ¢C

sobre S es un polinomio em n para n > V que vale

- ((pc-i)v + (u\)—s)é)nQ + ((pc-l)(vz-v) + %(4v2—2v3+s))n

W N

~3v24v) + é(uvs-uv—ssv2+3sv))

|
(o218 g

((pc—i)(Qv

donde § y P, son el orden y el género virtual de C y s

el orden de S .

v

En particular se obtiene la variacidn de .género virtual:

Corolario X.9. Si S es una superficie irreducible de

Ps(k) y C es una curva v-uple de S ( posiblemente reduci-

ble ) localmente interseccidn de dos superficies en cada uno

de sus puntos y tal que la dilataci®én de S en CC es finita,

la diferencia entre los géneros virtuales de la transformada

S respecto de C y la propia S es

Pg - Pg = %[(pc_1)(2v3_3v2+v) + G(Qva—uv-asv2+asv)}

con las notaciones del teorema anterior.
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El corolario presenta su mayor interes en el caso de aque-
llas superficies S dotadas de una sola curva v-uple cuya trans;
formada es no singular. El género virtual Py es entonces el
género aritmético efectivo de S y resulta directamente cal-
culable a partir del corolario y la expresidn, bien conocida,

de Py en funcidn del orden de S

(s-1)(s-2)(s-3)
s - 3]

Conviene sefilalar que la férmula asi ébtenida coincide,
para Vv = 2 , con la cldsica férmula del género para superfi-
cies dotadas de singularidades ordinarias ([5} pag.108 & [QQ
pag. 75 )! Sin embargo en esta Gltima no se requiere que 1la
curva doble sea, localmente en cada punto, interseccidén de
dos superficies lo que hace suponer que X.8 sea vidlido sin es-

ta hipdtesis restrictiva.

! En la expresidn cldsica del género suele figurar el género
P g g

efectivo de la curva doble que se relaciona con el virtual aqui
utilizado mediante los ordenes de singularidad de los puntos

miltiples de la curva ( véase [3] ).



132

APENDICE.

Sea C el cuerpo de los niimeros complejos y consideremos,
en el espacio Ps(g) un cono cudrtico cuya directriz presente
un punto cuspidal triple. Eligiendo convenientemente una refe-
rencia afin la ecuacidn del cono es XSZ - Yl+ = 0 ; sus singu-
laridades son la generatriz que pasa por el punto singular de
la directriz ( eje 2 ),que es una recta triple, y el vértice,
que es un punto de multiplicidad cuatro. Designemos por (x,y,z)
el punto genérico del cono, el anillo correspondiente a la par-
te afin, V , considerada es 9[k,y,z] .

Sea p la dilatacidn centrada en la recta triple. La an-

tiimagen por p de la parte afin considerada viene recubier-

-

ta por dos abiertos afines Uy > U2 de anillos ‘g[k,y,z,x/y]

g[ﬁ,y,z,y/x] . Tomando por ejemplo U1 , €l punto genérico de

la transformada es (x,y,z,x/y) vy U1 aparece sumergido en

un espacio afin de dimensidn cuatro E, , la proyeccidn para-
lelamente al cuaprto eje, Eu—4>B3 , induce en U1 la restric-
cidn de p . Es inmediato probar que el cuarto eje estid conte-

nido en U, y por ello p no es finita en el vértice del co-

no 0‘
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Para obtener una dilatacién.finita tomemos como centro
Unkﬁar de generatrices, una de las cuales sea la triple: eli-
jamos como segunda generatriz el eje X , con ello el ideal
correspondienfe al par de generatrices en g[x,y,z] es (XZ,Y)
y resulta inmediatam;nte que se verifican las condiciones de
IV.2. De hecho, la antiimagen por la dilatacidén T ,centrada
en el par de generatrices, del abierto afin V es un abierto

afin U de anillo gEx,y,z,xz/y] .

El cono que nos ocupa es racional, tomemos la parametri-

zacidn
- 3
X =
3
y =a B
z = Bu

El anillo afin de V aparece entonces como thu,asB,Bu] con
a , B libres sobre C ; el de U serd g[@u,ass,ﬁu,aﬁaj . Es

fdcil observar en este filtimo anillo que a582¢ (ah) y en cam-
bio, &BBQ(au,aae,ass,Bq) CZ(au) , de ahi que el ideal maxi-

y

mal (o ,asB,aBs,Bq) , correspondiente al origen con las coor-

denadas tomadas en U , sea primo asociado del ideal principal

4) y la superficie transformada del cono no sea C. M..

(o
En particular, utilizando V.15, las potencias simbdlicas

del haz de ideales del par de generatrices utilizado no coin-

ciden con las ordinarias.
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