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Capitulo 1

Introduccion

El presente trabajo de tesis doctoral se ha desarrollado dentro del grupo
“Analisis de Imagen Médica y Estereologia” del Departamento de Matemati-
cas de la Universitat Jaume I de Castellon. Como consecuencia, esta memoria
consta de dos partes claramente diferenciadas: la primera de ellas, dentro del
ambito del Anélisis de Imagen (Capitulos 5, 6, 7), la segunda parte se en-
cuentra ubicada en el marco de la Estereologia (Capitulo 8).

Como se ha mencionado, el trabajo recogido en esta memoria se ha lle-
vado a cabo en el seno de un grupo de investigacién del Departamento de
Matematicas de la UJI. Este mantiene una estrecha colaboracion con otros
dos grupos de investigacion. El primero esta formado por miembros del De-
partamento de Estadistica e Investigacion Operativa de la Universidad de
Valencia, mientras que el segundo lo componen investigadores del Institu-
to de Biomecanica de Valencia especializados en tratamiento de imagen y
antropometria aplicada a productos de consumo.

Esta asociacion se realiza en torno a un proyecto del Ministerio de Eco-
nomia y Competitividad dentro del marco de Ayudas a Proyectos de I4+D+i
«RETOS INVESTIGACION». El objetivo principal del proyecto es desarro-
llar y validar metodologias y herramientas que apoyen la toma de decisiones
en los procesos de compra de articulos de moda, en particular, que permitan
seleccionar la talla adecuada de prendas de ropa infantil para un nino o una
nina sin necesidad de que se pruebe la ropa.

La seleccion de la talla adecuada constituye un problema en la compra
de este tipo de articulos tanto en tienda como, en especial, por Internet.
El temor a un mal ajuste es la principal barrera de la compra de ropa por
Internet, y el elevado porcentaje de devoluciones por este motivo, uno de los
principales costes de este canal de ventas para distribuidores y fabricantes.
Un ajuste adecuado de la prenda es fundamental en la seleccion de talla para
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cualquier usuario; pero lo es atin més en el caso de la indumentaria infantil,
ya que la talla seleccionada debe permitir al nino o nina la realizacion de
gran cantidad de actividad fisica a diario y de manera confortable.

Para superar estas barreras y alcanzar el objetivo principal del proyec-
to se han desarrollado una serie de herramientas que permiten capturar la
forma del cuerpo del ninio en 3D y seleccionar la talla 6ptima de acuerdo
a una prediccion del ajuste basada en la forma del cuerpo, el patron de la
prenda y las preferencias del comprador. El desarrollo de dichas herramien-
tas requiere la combinacién de métodos y técnicas procedentes de distintas
disciplinas (estadistica, matematicas, computacion grafica, mineria de datos
y biomecénica entre otras).

Por tanto, la primera parte de la presente memoria, tiene como objeti-
vo disenar un modelo tedrico y una metodologia que permita afrontar los
problemas de asignaciéon y predicciéon propuestos. Ademas, durante el estu-
dio, observamos que los sistemas de tallaje actuales para prendas infantiles
no proporcionan un buen ajuste a una gran parte de la poblacion, por lo
que también nos planteamos proponer nuevos sistemas de tallaje, es decir,
queremos resolver un problema de clasificacion.

Cada una de estas tres cuestiones se resuelven en los Capitulos 5, 6, 7.
Para ello, establecemos un modelo teérico que consiste en caracterizar el con-
torno de cuerpos geométricos mediante una herramienta matematica llamada
current. Los currents son objetos matematicos complejos, pero recientemente
(Durrleman, 2010) propuso identificar, por dualidad, un subespacio de cu-
rrents con un espacio de Hilbert con préacticas propiedades: un vector-valued
Reproducing Kernel Hilbert Space (RKHS). Por ello, tras ciertas asociacio-
nes, podemos caracterizar el contorno de un cuerpo geométrico mediante una
funcion en un espacio RKH. Asi, se plantea un nuevo escenario, en el que
queremos aplicar técnicas estadisticas (como algoritmos de clasificacion o mé-
todos de regresion) a una base de datos formada por funciones en un espacio
de Hilbert. La teoria de Analisis de Datos Funcionales (FDA) nos ayuda a
manejar estos elementos, que tienen dificultades inherentes por estar en un
espacio infinito-dimensional. Tras adaptar los métodos estadisticos al espa-
cio de trabajo, podemos aplicar estos modelos teéricos a la base de datos del
proyecto formada por cuerpos de nifios y nifnas (ver seccion 4.2).

A continuacién, se indica cudl es la organizacion de la presente memoria.
El Capitulo 2 tiene como objetivo recordar al lector conceptos que seran de
utilidad para entender y manejar los desarrollos teéricos posteriores. Esta es-
tructurado siguiendo el hilo argumental que existe desde que caracterizamos
los cuerpos por currents, hasta que utilizamos Analisis de Datos Funcionales
para generalizar las técnicas estadisticas utilizadas. El dltimo punto de este
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capitulo explica qué es la Estereologia y qué son las férmulas rotacionales y
describe con un sencillo ejemplo los pasos que se siguen en la cuarta aporta-
cion (Capitulo 8), que es la relacionada con este ambito. En el Capitulo 3, se
detallan todas las asociaciones que se realizan para caracterizar el contorno
de un cuerpo geométrico mediante un campo vectorial en un espacio RKH.
La base de datos de escaneres de ninos y ninas asociada al proyecto se des-
cribe en el Capitulo 4, y también se especifican las caracteristicas de bases
de datos sintéticas que se usan para valorar los métodos disenados. La Parte
IT es la principal de la memoria, ya que, en ella se presentan las aportacio-
nes desarrolladas en el trabajo de tesis doctoral (Capitulos 5, 6, 7 y 8). El
Capitulo 8 contiene el trabajo desarrollado en el ambito de la Esterologia.
La Estereologia es un conjunto de métodos que permiten la estimacion inses-
gada y eficiente de cantidades de objetos geométricos. En particular, es una
herramienta ttil para el andlisis de imagenes obtenidas de pruebas médicas,
se utiliza también en ciencias como la microscopia, biologia, etc. Finalmente,
aparecen los Capitulos 9 y 10 en los que se extraen conclusiones del trabajo
y se indican posibles lineas futuras de investigacion.
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Parte 1

Fundamentos






Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo pretendemos hacer un repaso a los conceptos y resultados
fundamentales que luego utilizaremos a lo largo de la memoria.

Hemos intentado dar las ideas intuitivas, con esto intentamos no ser for-
malistas. Para el lector que esté interesado en las definiciones formales dare-
mos las referencias de interés a consultar.

Este capitulo se estructura, como se indica en la introduccion, siguiendo
el hilo argumental que existe desde la caracterizaciéon de los cuerpos por
currents, hasta la adaptacion de las técnicas estadisticas utilizadas. Cada
punto corresponde aproximadamente a uno de los pasos a seguir en este
proceso y en cada uno de ellos se sientan las bases tedricas necesarias para
el trabajo desarrollado.

El dltimo punto del capitulo muestra los conceptos y procedimientos ba-
sicos para trabajar con formulas rotacionales en Estereologia. Esta presenta-
cion resulta conveniente como lectura previa al Capitulo 8.

2.1. Analisis de Formas

El Anélisis de Formas se basa en el estudio estadistico de la forma, el ta-
mano de un objeto y su variabilidad, con el fin de poder identificarlo y /o ca-
racterizarlo. A menudo, al estudiar muestras de objetos geométricos, estamos
interesados en clasificar los objetos segtn su forma, o dada una clasificacion
ya hecha, asignar un nuevo objeto a la clase a la que pertenezca. Siguiendo
la definicion de Kendall (Kendall and Stuart, 1977), forma es toda aquella
informacion geométrica de un objeto que queda invariante bajo traslaciones,
rotaciones y/o cambios de escala del mismo. Asi pues, dos objetos tienen la
misma forma si podemos encontrar una transformacion, que mediante tras-

7
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laciones, rotaciones y/o cambios de escala, haga que los dos objetos encajen
perfectamente. Diremos que dos objetos tienen la misma forma y el mismo
tamano si podemos encontrar una transformacion basada en la composicion
de rotaciones y/o traslaciones que convierta uno de los objetos exactamente
en el otro.

Existe una gran variedad de objetos matematicos para caracterizar la
forma (o la forma y el tamano) de un objeto geométrico, dependiendo del
tipo de objeto matematico elegido, la metodologia estadistica a utilizar ser&
diferente. Como en la mayoria de casos los espacios en los que se encuentran
son diferentes, podemos indicar los siguientes procedimientos.

En primer lugar, las funciones pueden representar los contornos cerrados
de los objetos (curvas en 2D y superficies en 3D); en segundo lugar, los ob-
jetos geométricos también pueden ser tratados como subconjuntos de R™ vy,
finalmente, esos objetos geométricos pueden ser descritos como sucesiones de
puntos que vienen dados por ciertas propiedades anatémicas o geométricas
(landmarks). Las formas, en todos los enfoques anteriores, estdn embebidas
en un espacio que no es espacio vectorial (en un gran nimero de casos va-
riedades suaves) y donde no hay definida una métrica natural. Esto hace
particularmente dificil la definiciéon de la mayoria de los estadisticos mas ha-
bituales; por ejemplo, no hay una manera explicita simple de calcular una
media (Pennec, 2006).

Una aproximaciéon més reciente considera el espacio de formas planas
como el espacio de las curvas simples cerradas con una métrica de tipo So-
bolev (Gual-Arnau et al., 2015). Este espacio tiene la propiedad de ser iso-
métrico a una variedad Grasmaniana de dimension infinita de subespacios
2-dimensionales, y esta isometria fue utilizada para calcular geodésicas, dis-
tancias entre formas, y forma media. La teoria correspondiente al espacio de
las formas tridimensionales fue generalizada por (Bauer et al., 2011), donde
las formas se modelaron como superficies en una variedad de superficies, y se
calcularon las distancias a partir de las geodésicas de esta variedad. Sin em-
bargo, estas aproximaciones no son invariantes frente a reparametrizaciones
y tienen una gran complejidad computacional (especialmente el caso 3D).

A lo largo de este trabajo trataremos de describir un modelo tedrico con
el que caracterizar la forma y el tamartio de objetos geométricos con fronteras
acotadas, a los que llamaremos cuerpos a partir de ahora.

La propuesta consiste en representar el contorno de cada cuerpo (curva
en R?, superficie en R?, o hipersuperficie en R"), mediante una estructura
matematica llamada current, la cual permite identificar cada forma con un
campo vectorial perteneciente a un espacio particular de Hilbert.

Esta estructura no se limita a un tipo particular de datos. De hecho, pro-
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porciona un método unificado para procesar cualquier conjunto de puntos,
curvas y superficies o una mezcla de ellos. No asume hipotesis en la topo-
logia y es robusta al cambio de conectividad de las estructuras. Ademas, es
poco sensible al muestreo de las formas y no depende de la eleccion de la
parametrizacion. Sin embargo, la principal ventaja de este enfoque es que las
formas quedan embebidas en un espacio vectorial provisto de un producto
interior; por lo que, podemos usar herramientas estadisticas facilmente; en
particular es facil calcular medias y distancias. Otro punto fuerte del método
es que no se requiere una correspondencia punto a punto de las formas ni
una aplicacion entre ellas; sin embargo una debilidad es que si se aplica un
movimiento rigido a una forma y no a la otra, las distancias entre ellas se ven
afectadas; esta es la razén por la que es muy importante registrar las formas
previamente.

2.2. Currents

Antes de definir los currents (estructura matemética que, como se ha
mencionado, va a permitir la caracterizacion de cuerpos) vamos a recordar
al lector algunos conceptos basicos de céalculo vectorial. Este repaso sera de
utilidad debido a la relacion de dualidad existente entre las formas diferen-
ciales y los currents. Una vez definida esta herramienta de modelizacion de
cuerpos, particularizaremos en la definicion de current geométrico, que serd
el que utilizaremos a la largo de nuestro trabajo.

Como los currents se definen a través de integrales, este apartado incluye
un repaso de integracion sobre hipersuperficies. Finalmente, existe una equi-
valencia entre las formas diferenciales y los campos vectoriales, por lo que
veremos céomo queda la expresion del current tras aplicar esta corresponden-
cia.

2.2.1. Campos vectoriales, espacio tangente y formas di-
ferenciales

Comenzamos el apartado definiendo algunos conceptos bésicos de calculo
vectorial con la finalidad principal de recordar la definiciéon de forma diferen-
cial.

Definicién 2.2.1. FEl espacio tangente en un punto p € R™ es el conjunto

R = {(p,v) 1 v € R"}.
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Es decir, es una copia del espacio euclideo R™ con base en el punto p. Asi,
podemos entender el espacio tangente como el espacio de n-vectores cuyo
punto incial, en lugar de estar ubicado en el orgien, se sitia en el punto p.

Definiciéon 2.2.2. Se llama haz tangente a la union puntual de los espacios
tangentes en cada punto de R", U,ernR} y se denota por TR™.

Utilizando las definiciones previas, podemos recordar el concepto de cam-
po vectorial.

Definicién 2.2.3. Un campo vectorial es una funcion w : R® — TR" tal
que para cada p € R™, w(p) € R.

En otras palabras, el campo vectorial w asigna a cada punto p un vector
con inicio en p.
Para cada p € R", consideramos el espacio dual de R}

(R))" :=={¢: R} — R : p es lineal }.

Definicion 2.2.4. Se llama haz cotangente a UpeRn(RZ)* y se denota por
T*R".

Finalmente, para poder definir las k-formas diferenciales en R"”, es nece-
sario conocer el espacio de las transformaciones multilineales alternantes.

Definiciéon 2.2.5. Sea V un espacio vectorial real de dimension n. Decimos
que la funcion T : V¥ — R es multilineal si es lineal en cada coordenada y
es alternante si

i j i j
T ~ =~ ~ =~ —_7T ~ =~ ~ =~
(Ulv"'7 Uiv"'yvja"'>vk)__ (1)17"'7 Vi 50, Ui?“‘avk’)a

para cada 1,7 =1,2,--- |k, i # 7.
Denotaremos el conjunto de funciones multilineales alternantes en V* por
AF(V).

Definicion 2.2.6. Una k-forma diferencial en R™ es una funcion
w: R" — Upern A*(RD).

Es decir, si w es una k-forma diferencial, para cada p € R", w(p) es
una transformacion multilineal alternante en (Rg)k, donde R es el espacio
tangente para p.
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Veamos, en particular, la expresion de una 1-forma diferencial en R? y
la de una 2-forma diferencial en R3, ya que se utilizardn en las siguientes
secciones.

Denotamos dxy, dry, - -+, dr, la base de (R})*, dual de la base canénica.
Una 1-forma diferencial en R? es una funcion w : R? — T*R? | y se
puede expresar:
w(p) = wi(p)dry + wa(p)dzs,
donde w; : R? — R, i =1,2.
Una 2-forma diferencial en R® es una funcion w : R* — A*(R?) , y se
puede expresar:

w(p) = wia(p)(dzy A dxg) + wis(p)(day A dxs) + was(p)(dee A dxs),

donde wya, w3, was : R? — R y A denota el producto vectorial definido para
©1, 2 € (R3)* como

01 N p2(u,v) = det ( i;gzg i:gz; ) '

2.2.2. Definicion de current

Tras el repaso de conceptos basicos de Geometria, podemos definir los
currents.

Definicion 2.2.7. Si denotamos €. el espacio de las k-formas en R™. FEl
espacio de k-currents en R™ es su dual topoldgico S, es decir, el espacio de
formas lineales y continuas en €2y

Existe una clasificacion de subespacios de currents segin su regularidad.
Sin embargo en esta tesis solo trabajamos en un subespacio de currents con-
creto que son los currents geométricos, que pasamos a definir.

Dada una subvariedad a trozos m-dimensional en R", X, podemos aso-
ciarle un k-current mediante la integracion sobre variedades. El current C,
es una aplicacion que integra las k-formas sobre la variedad X,

X

Esta asociacion nos permite modelizar elementos geométricos, ya que la
aplicacion X — C'x es inyectiva. En cambio, hay currents que no proceden
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de la integracion de ninguna variedad, es decir, no hay sobreyectividad en la
aplicacion X — Cy.

Por otra parte, en nuestras aplicaciones, estaremos interesados en currents
que proceden de la integracion sobre una tnica subvariedad y no sobre sub-
variedades a trozos. El inconveniente que nos encontramos, es que el subcon-
junto de currents que procede de una Tnica subvariedad no es un espacio
vectorial. Esto se debe a que la suma de currents “equivale” a la union de
variedades. Asi, por ejemplo, al calcular un estadistico basico como la me-
dia de currents, el resultado seria el current asociado a la unién de todas las
subvariedades escaladas. Este hecho contradice a lo que uno espera de la idea
de media de cuerpos geométricos. Cuando calculamos el cuerpo medio de un
nino (relacionado con nuestra aplicacion), esperamos obtener una figura si-
milar al cuerpo de un nino y no la unién de todos ellos. Por todo lo expuesto,
la metodologia de los currents nos resultara 1util a la hora de caracterizar
cuerpos geométricos y trabajar con ellos en un espacio vectorial, pero no tra-
taremos de recuperar cuerpos geométricos dado un current, pues, en caso de
poder hacerlo, probablemente no representara la figura que buscamos.

En cambio, como ya se mencionaba en la parte final de la seccién 2.1, es
una herramienta que tiene excelentes propiedades para representar y deter-
minar la forma y tamano de un cuerpo geométrico (misma estructura para
cualquier conjunto de puntos, curvas y superficies; poco sensible al mues-
treo de las formas; no requiere correspondencia punto a punto; es robusta al
cambio de conectividad de las estructuras; etc.). Ademas, observamos que la
definicion de la integral anterior Ec. (2.1) no depende de la parametrizacion
de la variedad y por tanto, el current es invariante bajo parametrizaciones,
lo que supone una ventaja de esta metodologia.

Particularizando, el interés de este trabajo reside en caracterizar un tipo
muy concreto de subvariedades que son las hipersuperficies en R"™. Por tanto,
queremos integrar (n — 1)-formas en R™ sobre la hipersuperficie S, dando
como resultado el (n — 1)-current geométrico siguiente, al que llamaremos
(n — 1)-current por comodidad:

Cs(w) = /Sw, Vw € Q1. (2.2)

2.2.3. Integracion sobre hipersuperficies

Con motivo de la definicion de current Ec. (2.2) que usaremos a lo largo
de la memoria, es interesante, recodar y detallar como integrar sobre hiper-
superficies. Principalmente, estudiamos como queda la expresion del current
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asociado a una curva en R? y a una superficie en R, porque seran los casos
que desarrollaremos a nivel practico.

Veamos en primer lugar como queda la expresion general de un current
asociado a una hipersuperficie parametrizada.

Sea w € €2, 1 v S la hipersuperficie parametrizada por

r:DCR" — R,

con r(D) =S, entonces r(x) = r(ry, e, ,xy_1) €Sy
or
= d i
/w / (axl 4 /\amn 1) o nt

Casos particulares:

» Particularizando en la expresion anterior, podemos observar que si ha-
cemos referencia al current asociado a una curva L simple y orientada
en R?, la aplicacion current actuard sobre 1-formas diferenciales ex-
presadas como

w = widr1 + wadws,

donde w; : R? — R, i =1,2.

Asi, si at) = (al(t),a?(t)) con t € [a, b] es una parametrizacion regular
doa  (0a' 0a?
ot \ ot ot

el punto «a(t) de la curva,

9= fla= [[uton (5) -

:/a (el 0200 G + a0, 0%0) | .

de la curva L, ) es el vector tangente a la curva L en

= En el caso de un current asociado a una superficie S en R?, actuara
sobre 2-formas expresadas como sigue:

w = wia(dry A drs) + wis(dry A dxs) + woz(dzy A dxs),

donde wia, wiz, wes : R — R.
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Asi, si B(u,v) = (8 (u,v), B*(u, v), B2(u,v)), (u,v) € U C R? es una pa-

%(u, V) A

) es una base ortonormal

rametrizacion de la superficie orientada S = B(U), entonces

Q&uw:(mwﬂ%aw2w>m@ﬂw
ov I(u,v) = I(u,v) = I(u,v)

del plano tangente a la superficie en (u,

= o= Lot (s

.9
Awﬂﬂuw)m%w—wmwwvﬂ

op
(’3_( )) dudv
(8%,5°)
9(u,v)

o6, 8"

o)

+ U.)Qg(ﬁ(u, 1)))

o8, B?)

donde D, 0)

ot apt
= det 5952 S5 | representa al Jacobiano.
u v

2.2.4. Representacion vectorial de currents

Gracias a la correspondencia que existe entre formas diferenciales y cam-
pos vectoriales, transformamos las expresiones anteriores, de modo que a
partir de ahora trabajaremos con campos vectoriales.

Una forma w € §2,_1, puede ser representada por un campo vectorial w
en R" gracias a la isometria entre las (n — 1)-formas en Q,,_; y los vectores
en R”. Entonces,

C’g(w):/Dw(r(x)) <88;/\ i )dxl...dxn_l

al’n—l

or or
= /D Det <8$1 e w(r(z))) dzy...dx, .

Formalmente, la asociacion entre formas y vectores viene dada por dua-
lidad y el operador Hodge star (Do Carmo, 2012).

(2.3)

Casos particulares:

= Sila curva L estd parametrizada por a como en la seccion anterior, el
current asociado a ésta se puede expresar como

b
Cr(w) = / w(a(t) - . (2.4)

donde @ es un campo vectorial en R? y - es el producto interior en R2.
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» Sila superficie orientada S en R? estd parametrizada mediante 3 como
en la seccion previa, el current asociado a la superficie se expresa:

Cs(w) = /Uw(ﬁ(u,v)) . (%(u,v) A %(u, v)) dudv, (2.5)

donde @ es un campo vectorial en R? y - es el producto interior en R3.

2.3. Conceptos basicos de Analisis Funcional

Siguiendo la estructura marcada por la introduccién, una vez tenemos
los cuerpos geométricos caracterizados mediante currents, transformaremos
a través de una isometria estos funcionales en campos vectoriales en un Re-
producing Kernel Hilbert Space (RKHS) (detallado en el Capitulo 3). Por
ello, a partir de esa transformacion, nuestros elementos estaran en un espa-
cio de Hilbert con unas propiedades particulares. Consideramos interesante
hacer un recordatorio de algunos resultados bésicos y generales de Analisis
Funcional, principalmente en espacios de Hilbert, que utilizaremos a lo lar-
go de la presente memoria. En la siguiente seccion 2.4, concretaremos las
caracteristicas particulares de un espacio RKH.

Comenzamos recordando el concepto de funcion definida positiva, que
aparecera en multiples ocasiones.

Definiciéon 2.3.1. Sea E un conjunto. Una funcion k en E x E es definida
positiva st para cualquier conjunto de niumeros reales {aj};”:l y cualquier
conjunto {t;}5_, de £, n € N,

i i aiajk(ti, tj) 2 0.

i=1 j=1

Desde este momento, denotaremos por H a un espacio de Hilbert con
producto interior (-,-) y norma || - ||, y recordamos e indicamos notacion y
resultados relacionados con la ortogonalidad y las bases de funciones orto-
normales.

Definicién 2.3.2. Diremos que x1,x2 € H son ortogonales si (x1,x9) = 0.
Una sucesion ortonormal es un conjunto contable de elementos {e1, e, ...}
con |lej|| =1 para todo j y los e; son ortogonales dos a dos.

Definiciéon 2.3.3. Una sucesion ortonormal {e,} en un espacio de Hilbert
H es una base ortonormal o un sistema completo ortonormal (CONS) si
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span{e,} = H, donde el span{e,} estd formado por todas las combinaciones
lineales finitas de los elementos {e,}.

Teorema 2.3.1. Todo elemento x de un espacio de Hilbert H con base orto-
normal {e;} se puede expresar a través de la expansion de Fourier

o
xr = Z(m, e;)e;,
j=1
Y
o0
=] = (w,e;)
j=1

A continuacion, aparecen algunas definiciones y resultados basicos de teo-
ria de operadores en espacios de Hilbert.

Sean X; y X, espacios vectoriales con normas ||-||1 v ||-||2, respectivamente.
Recordamos que si B(X;, X5) es el espacio de operadores lineales y acotados
de X; a Xy, la norma de un operador T € B(X;, X,) se define como sigue:

1T = sup{|| T2 : 2 € Xy, [lzfly = 15
Entonces, para cualquier x € Xy,

1Tl < 1701l

En caso de que X; = X, = X denotamos por B(X) el conjunto de opera-
dores acotados en X.

Denotamos por H* = B(H, R) el espacio dual de H, es decir, el espacio
de funcionales lineales y acotados de H a R.

Teorema 2.3.2 (Representacion de Riesz). Supongamos que H es un

espacio de Hilbert con producto interior (-,-) y norma || - || y T € H*. Eriste
un unico elemento ey € H, llamado representante de T', con la propiedad:
T(x) = (z,er),

para todo x € H y | T|| = |ler]|-

Teorema 2.3.3. Sean Hy,Hy espacios de Hilbert con productos interiores
(«,)i, 1 =1,2. Sea T € B(H;,Hy), hay un unico elemento T* de B(H,, H;)
determinado por la relacion

(T'xy,m9)9 = (1, T x9)1,

para todo x; € Hy, xo € Hs.
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Definiciéon 2.3.4. Para cualquier T € B(H;,Hy), el dnico operador T* de
B(Hy, Hy) que cumple la propiedad del teorema anterior se llama adjunto de
T. Si Hy; = H,, T se llama operador autoadjunto cuando T* =T.

Definiciéon 2.3.5. Sea T un operador en un espacio de Hilbert H.

= Fs definido no negativo si es autoadjunto y (Tx,x) > 0 para todo
x € H.

= FEs definido positivo si es autoadjunto y (Tx,x) > 0 para todo x € H.

= Para dos operadores Ty, Ty escribimos Ty < Ty (respectivamente Ty <
Ty) si Ty — Ty es definido no negativo (respectivamente definido positi-

v0).

En cuanto a la inversibilidad de operadores, recordamos las siguientes
nociones basicas.

Definicién 2.3.6. Sea un operador lineal T definido de un espacio vectorial
Xy a un espacio vectorial Xs.

» T es inyectivo si Ker(T) = {0}.
» T es sobreyectivo si Im(T) = X,.

n T es biyectivo si es inyectivo y sobreyectivo a la vez. En tal caso, existe
la aplicacion inversa T~' de Xy a Xy cumpliendo T-'T =TT ' =1
(donde I es el operador identidad, de manera que I(z) =z, Vr € X; o0
Xy ).

Teorema 2.3.4. Sean X, y Xy espacios de Banach con T € B(Xy,Xy). Si T
es biyectivo, T € B(Xy, Xy).

2.3.1. Operadores compactos y Teorema espectral

Ahora focalizamos el estudio en los operadores compactos en espacios
de Hilbert. Tienen un interés especial porque es posible aproximarlos por
operadores finito-dimensionales y tienen propiedades parecidas a las matrices.

Definiciéon 2.3.7. Un operador lineal T de un espacio normado Xy a otro
espacio normado Xy es compacto si para cualquier sucesion acotada {x,} €
Xy, {Tz,} contiene una subsucesion convergente en Xs.

El siguiente teorema muestra algunas propiedades basicas de operadores
compactos.
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Teorema 2.3.5. Consideramos operadores lineales compactos entre dos es-
pacios normados.

1. Un operador compacto es acotado.
2. La clausura del rango de cualquier operador compacto es separable.

3. El operador resultante de la composicion de dos operadores compactos
es compacto.

Hacemos a continuacién un respaso de la teoria espectral de operadores,
que resultaré relevante en los Capitulos 6 y 7.

Definicion 2.3.8. Sea T' € B(H) y suponemos que hay un A € R y un
elemento e € H tal que
Te = )e.

Entonces, A es un valor propio y e es el correspondiente vector propio (o
funcion propia cuando H es un espacio de funciones) de T.

Teorema 2.3.6. Sea T' € B(H) y suponemos que e; € Ker(T — \;I) para
Jj=1,2,... donde \; son valores propios de I' no cero. Entonces,

1. Los elementos e; son linealmente independientes, y

2. St T es autoadjunto, los elementos e; son mutuamente ortogonales.
Teorema 2.3.7. Sea T € B(H) un operador compacto. Entonces,

1. Ker(T — M) es de dimension finita para X # 0.

2. El nimero distinto de wvalores propios de T con wvalor absoluto mds
grande que cualquier nimero positivo es finito.

3. FEl conjunto de valores propios no cero es contable.

El siguiente teorema, de gran relevancia en la teoria de Anéalisis Funcio-
nal, muestra la descomposicon en valores y vectores propios de un operador
autoadjunto y compacto en un espacio de Hilbert.

Teorema 2.3.8 (Teorema espectral). Sea T un operador compacto y au-
toadjunto en H. El conjunto de valores propios no cero para T es finito o
esta formado por una sucesion que tiende a 0. Cada valor propio no cero
tiene multiplicidad finita y los valores correspondientes a diferentes valores
propios son ortogonales. Sean A1, A, ... los valores propios ordenados tal
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que |A1| > || > ... y sean ey, ea, ... los correspondientes vectores propios
ortonormales obtenidos utilizando el proceso de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt. Entonces {e;} es una base ortonormal para Im(T) y para todo
r € H,

Tx = Z)\j(x,ej>ej. (2.6)

Jj=1

Si el operador T es autoadjunto, compacto y también definido no negativo,
entonces todos los valores propios son no negativos y la representacion de la
Ec. (2.6) puede ser extendida a exponentes no enteros. Por ejemplo, esto nos
permite definir el operador autoadjunto,

1= 3 R ey
j=1

El cual satisface TV/2TY2 = T. Ademés, T"/? es un operador compacto
de B(H).

También, como consecuencia del teorema, si ademéas de las caracteristi-
cas exigidas al operador se requiere que este sea definido positivo, todos los
valores propios seran positivos, y por tanto Ker(T) = {0}.

Propiedad 1. Si un operador T es autoadjunto, compacto y definido positivo
en H es inyectivo.

Estas tltimas observaciones seran tutiles en la tercera aportacion de la
presente memoria (Capitulo 7).

Es importante senalar que, en general, la obtencion de los valores propios
de un operador no es sencilla. Sin embargo, en el caso de los operadores
integrales, que se introducen en la siguiente seccion, el calculo de la expresion
analitica de la descomposicion espectral puede ser simple (por ejemplo, la
descomposicion del operador integral definido a partir del kernel k(s,t) =
min(s,t), t, s € [0,1] se obtiene en Hsing and Eubank (2015)) o en su defecto,
los valores propios pueden ser estimados por una aproximacion matricial.

2.3.2. Operadores integrales y Teorema de Mercer

La descomposicion espectral de operadores integrales nos ayudara a en-
contrar bases de funciones ortonormales en nuestro espacio de trabajo. En
Estadistica, cuando se trata con datos funcionales se suele hacer un trata-
miento previo para paliar las dificultades que aniade el hecho de que nuestros
elementos sean infinito-dimensionales. Una de las técnicas méas utilizadas es
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la expresion de datos funcionales en bases de funciones ortonormales, como
se estudia en la secciéon 2.5. Recordar estos resultados de teoria de operado-
res serd 1til para la mejor comprension del desarrollo teodrico realizado en los
Capitulos 6 y 7.

Definicién 2.3.9 (Operador integral). Sea (E,B, 1) un espacio de medida
para cualquier medida finita p. Supongamos que k es una funcion medible en
Ex E tal que [ [, ,k*(s,t)du(s)du(t) es finita y define el operador integral
Ly por

L)) = [ ko)1 (s)auts), (27)
E
para f € L*(E, B, u). A la funcion k la llamaremos kernel de Ly.

Propiedades 1. El operador Ly definido en Ec. (2.7) tiene las siguientes
propiedades:

w» L € B(L*(E,B, pn)).
s L es compacto.

s [y, es definido no negativo si y solo si su kernel es definido no negativo.

El siguiente resultado es el Teorema de Mercer, el cual afirma esencial-
mente que si L es un operador integral con un kernel simétrico y definido
no negativo, podemos obtener series equivalentes al operador y su kernel.

Teorema 2.3.9. [Teorema de Mercer| Sea el kernel continuo, simétrico
y definido no negativo k y Ly, el correspondiente operador integral. Si (\;, e;)
son los pares de valores y funciones propias de Ly, entonces k tiene la repre-
sentacion,

k(s,t) = Z Ajei(s)e;(t),

para todo s,t donde la suma converge absoluta y uniformemente.

Propiedad 2. Bajo las condiciones del teorema anterior,

lim sup Z |\jej(s)e;(t)] = 0.

n—oo
L S

El siguiente resultado describe una caracteristica de optimalidad del trun-
camiento de la descomposicion de k del Teorema de Mercer.
Decimos que un kernel k(s, t) tiene rango r si el operador integral correspon-
diente tiene el rango r, es decir, si dim(Im(T')) =r.
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Teorema 2.3.10. Sea k un kernel simétrico y definido no negativo con la
descomposicion propia

t) = Z Ajej(s)e;(t)

Entonces, para cualquier entero r para el cual A\, > 0,

' (s, £)¥2du 22,
min / [ (k) = Wt _ 3

j=r+1

donde el minimo se alcanza en W (s, t) E Ajej(s)e;(t

2.3.3. Diagonalizaciéon simultanea de dos operadores de-
finidos no negativos

Extendiendo el resultado de diagonalizacion simultanea de matrices a la
teoria de operadores, se obtiene el siguiente teorema (Hsing and Eubank,
2015) en el que uno de los operadores ha de ser compacto.

Teorema 2.3.11. Sean C y VW operadores autoadjuntos en un espacio de
Hilbert separable H. Suponemos que C es compacto y definido no negativo, VW
es definido positivo, y G = C+W es invertible. Sean {(n;,v;)}52, los valores
y vectores propios de G~/2CGY2, donde los valores 1; estdn necesamamente
en [0,1), y definimos
v =5/ (1= n),
uj = (L —1;) " 2G ™ 2

Entonces,
CUj = ’r]ngj = ’YjWUj,
<UZ’, WU]> = 5ij7
y o0
T = Z(:}c, Wu,)u;,
j=1

para todo x.

Este resultado se adapta a la situacion presente en el Capitulo 7, con el
fin de encontrar una base {u; }?L que relaciona a dos operadores, aportando
propiedades interesantes.
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2.3.4. Elementos aleatorios en un espacio de Hilbert

Podemos analizar los elementos aleatorios en un espacio de Hilbert desde
una doble perspectiva. Por una parte, los datos funcionales son realizaciones
de variables aleatorias que toman valores en un espacio de Hilbert. Por otra
parte, los datos funcionales son caminos muestrales de un proceso estocéastico
(con media y funcion covarianza suaves). Ver Hsing and Eubank (2015) para
més detalle.

Como nuestros datos (cuerpos geométricos aleatorios) quedan expresados
como funciones en un espacio de Hilbert, estudiamos algunas propiedades
segin esta doble vision. Utilizaremos estos resultados en la tercera aportacion
de la memoria (Capitulo 7), para hallar una base de funciones en la que
expresar nuestros datos muestrales.

Realizaciones de variables aleatorias en H

El siguiente teorema es una caracterizacion para elementos medibles de
un espacio de Hilbert.

Teorema 2.3.12. Sea x una aplicacion de un espacio de probabilidad (2, F,P)
en (H, B(H)). Entonces,

» x es medible si (x, f) es medible para todo f € H.

= Si x es medible, su distribucion queda unicamente determinada por las
distribuciones marginales de (x, f), f € H.

Sea x con E(||x||) < oo un elemento aleatorio en un espacio de Hilbert
separable H definido en un espacio de probabilidad (€2, F,P). La media m
y covarianza K de y se definen como sigue:

m=E(x) = /Qde, por tanto, (m, f) = E[(x, f)] para f € H.

K = El(x - m) ® (x — m)] = /Q(x—m) ©(x—m)dP,  (28)

si B([|x[|*) < oo.

Las integrales anteriores son integrales de Bochner, la generalizacion na-
tural de la integral de Lebesgue a espacios de Banach. Ademas, el operador,
® actiia como sigue: (7 ® z2)(y) := (r1,y)zs. Por tanto,

K(f) = /Q<X —m, fY(x —m)dP.
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A continuacién se muestran algunas propiedades del operador covarianza

K.
Proposicion 2.3.1. El operador K es compacto.

Propiedades 2. Supongamos m =0 y E(||x||?) < co. Sean f,g € H

s [C es un operador definido no negativo.

= P(y € Im(K)) = 1.

Aplicando el Teorema espectral (2.3.8) a K, que es compacto y autoad-
junto en H, se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.3.13. El operador K admite la descomposicion propia
K= Z )\j@j & €;.
j=1

Las funciones propias {e;}32, forman una base ortonormal para Im(K) mien-
tras los valores propios son no negativos con el conjunto {)\j}‘;‘;l finito o for-
mado por una sucesion que tiende a 0. Cada valor propio distinto de cero
tiene multiplicidad finita.

K(f) = Z/\j<€j>f>€j~

J=1

Teorema 2.3.14. Suponemos que K tiene la descomposicion del teorema
anterior. FEntonces, con probabilidad uno,

X =Y _(x.e)e;,
7j=1

donde (x,e;j), j > 1 son variables aleatorias incorreladas con media 0 y
varianzas ;.

Teorema 2.3.15. Si {f;}32, es una base ortonormal de H,

n n

Ellx = > 06 LI =Elxl> =Y (K fi),

Jj=1 Jj=1

el cual se minimiza tomando f; =e;, 1 < j < n.



CAPITULO 2. PRELIMINARES 24

Caminos muestrales de un proceso estocastico

Sea E un espacio métrico general compacto y X = {X(¢) : t € E} un
proceso estocastico en un espacio de probabilidad (€2, F,P). X representa
una funcién aleatoria que puede ser observada parcial o completamente. En
un proceso estocastico se asume que X (t) es una variable aleatoria, es decir,
que es medible para cada t fija. Es importante notar que, sin exigir ninguna
condiciéon més, que X (t) sea una variable aleatoria no implica que X(-) sea
una variable aleatoria en L?(E, B(E), j1).

Se puede definir la funcién media m y la funcién covarianza v del
proceso como sigue:

» (s, t) = Cov(X(s),X(t)), para s,t € £

Definiciéon 2.3.10. Un proceso que tiene bien definidas la funcion media y
la funcion covarianza se denomina proceso de sequndo orden.

Teorema 2.3.16. La funcion v es definida no negativa.

Definiciéon 2.3.11. Sea X un proceso de sequndo orden. Decimos que X es
continuo en media cuadrdtica si

lim E(X(t,) — X(t))* = 0.

Jin B (X(t,) - X(1)* =0
Teorema 2.3.17. Sea X un proceso de sequndo orden. X es continuo en
media cuadrdtica sii las funciones covarianzas son continuas.

Definimos el siguiente operador integral en L*(E, B(E), j1)

L0 = [ A(t.5)1(6)dus).
E
donde p es una medida finita. Llamamos L. al operador covarianza de un
proceso.

Aplicando el Teorema de Mercer,

V(s,t) = Z Ajej(s)e;(t),

donde la suma converge absoluta y uniformemente al soporte de z, con (A, e;)
los valores y funciones propias de L.

Notar que el operador L, es distinto al dado en Ec. (2.8) y por ello también
lo es su descomposicion.
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2.4. Scalar-valued RKHS

Aronszajn (1950) desarrollo la teoria de los scalar-valued Reproducing
Kernel Hilbert Spaces. Un scalar-valued RKHS es un espacio de Hilbert de
funciones f : R® — R. En los tltimos anos, el estudio de RKHS se ha ex-
tendido a funciones vectoriales, donde el espacio contiene campos vectoriales
de R™ a R™.

Como se ha mencionado anteriormente, nuestros datos geométricos se
representan a través de currents, y tras ciertas asociaciones que veremos en
el Capitulo 3, tendremos los cuerpos expresados como campos vectoriales en
un vector-valued RKHS. Los vector-valued RKHS, son una extension de los
scalar-valued RKHS, por lo que es interesante conocer y describir brevemente
las propiedades del caso escalar, ya que, muchas de ellas se heredaran en el
caso vectorial.

Definicién 2.4.1. Sea E C R™ un conjunto y H un espacio de Hilbert de
funciones reales definidas en E. Una funcion bivariante k : E X E — R se
llama kernel reproductivo (rk) para H si:

IVteE, k(-,t)eHy

2 k cumple la reproducing property, es decir, Vf e Hyt e FE

f(t) = (f, k(1))

Definicién 2.4.2. 57 H es un espacio de Hilbert de funciones reales que posee
un vk, diremos que H es un scalar-valued Reproducing Kernel Hilbert Space
(scalar-valued RKHS).

Definicién 2.4.3. Liamamos kernels escalares a aquellas funciones k : E X
E — R que son definidas positivas y simétricas (k(s,t) = k(t,s) Vs, t € E).

A continuacién se muestran algunos ejemplos de kernels escalares. Con-
sideremos £ C R",

» La funcion Gaussiana (o kernel Gaussiano)

—|Is = tllgn
kg(s,t) :=e A2 ,

donde A > 0 es un parametro de escala.
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= El kernel de Epanechnikov

s — ][

k(s t) = (1= 5= )it

donde Ip.yes la funciéon indicatriz.

= El kernel de Cauchy

Is — ¢l

he(s.t) = (L+ ——570) ™"

Los tres kernels definidos dependen de un parametro A que debera ser
escogido. Ademas, estos kernels son isotropicos e invariantes ante traslaciones,
ya que k(s,t) = k(||s — t||gn)-

Los siguientes teoremas son dos resultados fundamentales en la teoria de
RKHS, relacionan los conceptos de rk y kernel.

Teorema 2.4.1. El rk de un scalar-valued RKHS es unico, simétrico y de-
finido positivo (es decir, es un kernel).

Inversamente,

Teorema 2.4.2. Si k es un kernel (funcion bivariante en E X E simétrica
y definida positiva), existe un unico scalar-valued RKHS de funciones en E,
denotado por Hy, tal que k es el rk asociado a Hy.

Como consecuencia de este teorema, los kernels kg, kg y ko generan
RKHS de funciones reales Hy,, Hy, v Hy,. Cada kernel genera un scalar-
valued RKHS distinto, es mas, dependiendo del valor del pardmetro A esco-
gido en cada kernel, el RKHS que queda determinado es diferente. Por ello,
la eleccion del parametro A del kernel dependeré de la aplicaciéon practica de
la teoria desarrollada.

2.4.1. Relaciones entre los espacios RKHS y los kernels
que los generan
Sean ki y ko dos funciones kernels.
Denotamos k1 < ks si ko — k1 es una funcion definida positiva.

Teorema 2.4.3. Si ky < ko, Hy, C Hy, y las normas ||-||1 y || - ||2 para Hy,
y Hy, satisfacen || filla < || filly Vf1 € Hp, -

Teorema 2.4.4. Sean ki, ko kernels definidos positivos. Entonces, Hy, C
Hy, si existe una constante positiva B tan que ki < Bks.

Teorema 2.4.5. FEl producto de dos RKHS con rks ki y ko es también un
RKHS con kiks como su rk.



27 CAPITULO 2. PRELIMINARES

2.4.2. Operadores integrales en RKHS

Cuando un operador integral estd definido en un RKHS, no solo habla-
mos del kernel R que define el operador integral, sino que también tenemos el
kernel reproductivo, k, propio del espacio. De este modo, encontramos pro-
piedades que no se dan cuando el operador se define en un espacio de Hilbert
cualquiera.

Teorema 2.4.6. Un operador integral Lg en un RKHS es autoadjunto si su
kernel R es simétrico.

Teorema 2.4.7. Un operador integral en un RKHS con rk k es definido
no negativo si su kernel R es definido no negativo, en tal caso, existe una
constante B tal que Bk — R es definido no negativo.

Debido a que la covarianza 7 es una funcion definida no negativa (Teorema
(2.3.16)), puede generar un espacio H, con 7y su kernel reproductor. Ademas,
si 7y es la funcion covarianza en un espacio Hy, se cumple (Luki¢ and Beder,
2001):

]‘17 C H,. (29)
Por otro lado, si k es un kernel continuo, simétrico y definido no negativo

y consideramos el operador integral Lj : L?> — L? con valores y funciones
propias (A;,e€;), al aplicar el Teorema de Mercer (2.3.9) a este operador se

verifica: .
Hy=Im(L/*) ={fel*: Y e oo}
J=1,0,>0 J

En particular, esto implica que Li(f) € Hy, Vf € L? y {\/A_jej}‘]?‘;l es
una base ortonormal de Hj, (Quang et al., 2010).

Este resultado relaciona de algiin modo los espacios Hj, y L? y se utilizara
en el Capitulo 7. Ademaés, sus productos interiores cumplen:

<€7;, ej>L2 = 5@', and <6i7 €j>Hk = 57;]'/)\7;,

donde 0;; es la delta de Kronecker.

2.4.3. Elementos aleatorios en un RKHS

En la seccion anterior, estudiamos los elementos aleatorios en un espacio
de Hilbert desde dos perspectivas: procesos estocésticos y variables aleatorias.
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Ahora, veremos qué ocurre cuando el espacio de Hilbert es un RKHS Hj con
k el kernel reproductor.

Recordemos que X es un proceso estocastico si X (t) es una variable alea-
toria para cada t fija y que X es una variable aleatoria en Hj si X es una
aplicacion medible del espacio de probabilidad a Hj.

Teorema 2.4.8. Un elemento aleatorio X de Hj es un proceso estocdsti-
co. Inversamente, un proceso estocdstico X que toma valores en Hy es una
variable aleatoria de Hj,.

Teorema 2.4.9. Sea X un elemento aleatorio de Hy con E||X|]? < oo.
Entonces, X es un proceso continuo en media cuadrdtica en E y el elemento
media m y el operador covarianza K estin relacionados con las funciones
media y covarianza m(t) y v(s,t) por

m(t) = E[X(1)] = (m, k(-,1))

v(s,t) = Cov(X(t), X(s)) = (Kk(-,t),k(-, 5)). (2.10)

Teorema 2.4.10. Sea X un elemento aleatorio de Hj con media cero y
E||X|]* < co. Si el operador covarianza K tiene la descomposicion en valores
Propios

IC = Z /\jej ® €j7
j=1
entonces,
Vs, t) =D Nei(s)e;(t),
j=1
donde la suma converge absoluta y uniformemente, y

lim sup E[X (¢) — X,,(t)]* = 0,

n—aoo tcE

n

donde X,(t) := Z(X, ej)e;(t).

Jj=1

Este ultimo es un resultado interesante pero no muy ttil desde el punto de
vista préctico, pues no se puede obtener de manera sencilla la descomposicion
espectral del operador K. Por este motivo, en una de las aportaciones de la
tesis (Capitulo 7), buscamos una descomposicion de este tipo pero usando el
operador integral definido a partir de la funcion covarianza.
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2.5. Andlisis de Datos Funcionales

Desde finales de la década de los 90, la popularidad de la teoria de datos
funcionales ha ido aumentando hasta convertirse en uno de los campos mas
importantes de investigacion en Estadistica. Se emplea cuando el espacio
muestral es un espacio funcional de dimensién infinita. Aunque esta teoria
ha incorporado muchas herramientas de la Estadistica Paramétrica Clasica o
de la Estadistica Multivariante, la naturaleza infinito dimensional del espacio
muestral plantea problemas particulares. Los libros de Silverman and Ramsay
(2005) y Ferraty and Vieu (2006) son referencias clave en la literatura del
Analisis de Datos Funcionales (Functional Data Analysis, FDA).

Como ya se ha mencionado, muchas técnicas estadisticas tradicionales
tienen dificultades para manejar los datos funcionales por su gran o infinita
dimensién. En este contexto, se proponen técnicas para obtener representa-
ciones finitas de datos funcionales. Los métodos de regularizacion y la expre-
sion de los datos funcionales en una base ortonormal de funciones eliminan el
ruido, reducen la dimensiéon y permiten usar métodos clasicos de Estadistica
Multivariante.

2.5.1. Meétodo de regularizaciéon

En muchas ocasiones, a nivel practico, cada dato funcional viene dado por
un conjunto de observaciones f, = {(x;,v;) € X x Y}, donde frecuente-
mente X, Y C R. El nimero de datos que se puede registrar, n, es claramente
finito, aunque si quisiéramos una descripcion exacta de la funciéon necesita-
riamos un nimero infinito de observaciones. Por tanto, la primera tarea en
la metodologia de FDA suele ser transformar este conjunto de datos en una
funcion f : X — Y. El siguiente resultado garantiza la existencia de una
funcion suave que aproxima a las observaciones muestrales.

Sea un conjunto compacto D en R en el que estd contenida la malla
{a;},. Consideramos el espacio RKHS con rk k cuyas funciones parten de
D y van a R, que denotamos por Hi(D,R). El Teorema de Representacion
(Cucker and Smale, 2001) asegura que para cada conjunto de valores {b;}}¥,
existe una tnica aplicacion f : R — R tal que:

N
1
f = argmin — g(a; —biz—i-fygzl, 511

gEHk(D,R)N;H (a;) [ | HHk ( )

donde 7 > 0 es un parametro de regularizacion. De esta manera, par-
tiendo de un conjunto de valores {(a;, b;)},, encontramos una funcion f €
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Hi(D,R) tan suave como queramos, que aproxima a estos puntos. La eleccion
del kernel k£ en los métodos de regularizaciéon es un problema ampliamente
estudiado en la literatura (Keerthi and Lin, 2003; Munoz and Moguerza,
2006).

En cambio, en nuestro trabajo, usamos este método con un objetivo dis-
tinto al habitual. La regularizacion suele utilizarse para transformar un con-
junto de observaciones puntuales en una funcion suave. En cambio, nuestras
observaciones muestrales ya son funciones en Hi(D,R). Este resultado lo uti-
lizamos pues, para conseguir que todas las funciones con las que trabajamos
tengan una expresion similar, como se describe a continuacion.

Si en el teorema anterior partimos de una funcion f € Hg(D,R) y con-
sideramos b; := f(a;), podemos obtener la funcion fe Hi(D,R), tan suave
como queramos (dependiendo de la eleccion de 7) que ajusta los datos, es
decir, f(a;) es cercano a f(a;).

Ademés, la tnica solucién f a la Ec. (2.11) tiene la expresion

N

FOy =" k(ai,)(8), (2.12)

i=1

donde los valores 3; € R se han calculado resolviendo el siguiente sistema
lineal:

(’YN]INXN +K|a)6 - b7

con K|, la matriz definida por K|,(i,j) = k(a;,a;) € R, 4,5 =1,..., N y los
vectores fy bson = (51,P,...,0n8); 0= (b1,ba,...,bNn)" .

Tras aplicar este teorema a todas las funciones muestrales f; € Hy(D,R),
conseguimos que todas tengan una misma expresion:

N

f_J() = Zk((% )Bij € Hy(D,R), j=1,...,m.

i=1

Esto sera util para aproximar los coeficientes de estas funciones expresa-
das en una base ortonormal, como veremos en el Capitulo 6.

2.5.2. Expresion en bases ortornormales

Como ya se ha hecho notar, en muchas ocasiones los datos funcionales se
expresan a nivel practico a partir de un conjunto de observaciones puntuales.
Asi como se utiliza el método de regularizacion para encontrar una funcion
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suave que aproxima las observaciones, podemos transformar los datos a través
de la expresion en una base de funciones (Cuevas, 2014).

Para ello, se suele asumir que la funcion de la que obtenemos las obser-
vaciones {(z;, f(z;) = v;)}~, estd en un espacio general de funciones, por
ejemplo, f € L% Entonces, si {e,} es una base ortornormal del espacio, po-
demos aproximar los datos iniciales a través de una funcion f. Fijamos un

numero J de elementos de la base, normalmente menor que n, y definimos

? = chej,

i=1

donde los coeficientes ¢; se obtienen minimizando (Silverman and Ram-
say, 2005)

> (f(l‘k) - chej(l‘k)> :

k=1 j=1

Asi, conseguimos una representacion de los datos con una dimension me-
nor (ya que J es menor que n) y ademas eliminamos ruido, pues f es una
funcién suave que aproxima a f.

Las bases {er} que se escogen mas habitualmente son las funciones Fou-
rier, Wavelets o B-splines (Silverman and Ramsay, 2005).

En el presente trabajo, contamos con un espacio muestral de funciones
no discretizadas. Son elementos de un espacio RKHS definidos en los infi-
nitos puntos. Ademas, a estas funciones ya se les ha aplicado el método de
regularizacion para que todas tengan una expresion similar Ec. (2.12) y sean
suaves. Asi pues, necesitamos tnicamente reducir la dimensiéon. Esta trans-
formacion la realizaremos expresando cada funciéon en una base ortonormal
formada por funciones propias de operadores integrales (ver Capitulos 6, 7),
ordenada segiin una aproximacion del criterio de optimalidad. De este modo,
podremos trabajar con los primeros J coeficientes de las bases, como si de
un problema multivariante se tratara.

2.6. Métodos estadisticos basicos

El objetivo de esta seccion es recordar al lector métodos de Estadistica
Multivariante que se generalizaran en la Parte 1T para el estudio de la forma.

Sea w1, ..., T, una muestra aleatoria de X = (X1,..., X,)", vector alea-
torio en R,
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2.6.1. Clasificacién no supervisada: algoritmo k-medias

En este apartado se enuncian las caracteristicas de un algoritmo de cla-
sificacion: el k-medias. El objetivo de este algoritmo es clasificar la muestra
de m elementos en grupos, de forma que, por un lado, los elementos pertene-
cientes a un mismo grupo sean muy similares entre si, y por otro, los objetos
pertenecientes a grupos diferentes sean lo mas distintos posibles, todo ello
con respecto a las d variables analizadas. La similaridad en este contexto se
mide a través de la distancia Euclidea. Es decir, partimos de un nimero pre-
fijado de clusters o grupos k, se asigna cada objeto a uno y solo a un grupo y
se busca una asignacion que minimice la suma de las distancias entre todos
los pares de elementos de cada grupo.

Dados 1, ..., 2, y una k-particion C = (C4,...,C) del conjunto O =

{1,...,m} de objetos subyacentes con clases no vacias, sea:
k
W) => > llu—alP
i=1 1eC;

donde Z; denota el centroide de los C; (i-ésimo elemento de la particion).

Como es conocido, el clasico algooritmo de k-medias clasifica buscando
una k-particion C de O en la que se alcance el minimo valor de W(C). Es-
te problema de optimizacién uniparamétrico es equivalente al problema de
optimizacién con dos pardmetros:

k
W oa,.m)=> > lla =zl (2.13)

=1 leC;
donde la minimizacion es también respecto a todos los vectores Z = (z1, ..., zx)
de k puntos zy, ..., 2 de R? (clases representativas).

El algoritmo del k-medias trata de acercarse a una k-particiéon 6ptima
iterando los siguientes pasos (Bock, 2007):

» PASO 1. Dada una particiéon inicial C(0), obtenemos el vector cen-
troide Z(0) = (29,...,2Y). Sea i = 1.

» PASO 2. Dado el vector centroide Z(i — 1), obtenemos C(i) minimi-
zando Ec. (2.13) con respecto a C, asignando cada punto a una clase
cuyo centroide tiene la distancia Euclidea minima a ello.

» PASO 3. Dado C(i), minimizamos Ec.(2.13) con respecto a Z, obte-
niendo el nuevo vector centroide Z(i) = (74, ..., z}), la media muestral.
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= PASO 4. Sea =17+ 1y volvemos al PASO 2 hasta que se alcance la
convergencia.

Por construccion, este algoritmo mantiene una sucesion
2(0),C(1), Z(1),C(2), Z(2), ...

de centroides y particiones con valores decrecientes de la funciéon objetivo
Ec. (2.13) que converge hacia el valor minimo (habitualmente minimo local).

El nuevo vector centroide que se obtiene en el PASO 3 de este algorit-
mo hace decrecer el valor de la funcién objetivo porque la media muestral
minimiza la distancia Euclidea de cualquier elemento en el cluster.

El k-medias es un algoritmo de clasificaciéon no supervisada, conviene
aqui pues aclarar la diferencia entre clasificacién supervisada y no supervi-
sada. Los sistemas de clasificacion supervisados son aquellos en los que, a
partir de un conjunto de objetos clasificados (conjunto de entrenamiento),
intentamos asignar una clasificacién a un segundo conjunto de objetos. En
contra, los sistemas de clasificaciéon no supervisados son aquellos en los que
no disponemos de una bateria de objetos previamente clasificados, sino que
Ginicamente a partir de las propiedades de los objetos intentamos dar una
agrupacion de los objetos segtin su similaridad.

En la siguiente secciéon se indica como funciona un algoritmmo de clasifi-
cacion supervisada: analisis discriminante.

Ambos algoritmos se utilizan en la Parte II de aportaciones (Capitulos
5y 6) para agrupar o hacer asignaciones de cuerpos geométricos segin su
forma y tamano, utilizando currents y la teoria de FDA.

2.6.2. Clasificacién supervisada: andlisis discriminante
lineal

En contraste con el algoritmo k-medias, el analisis discriminante es un
procedimiento de clasificacion supervisada. Supongamos que un conjunto de
objetos estd ya clasificado en una serie de grupos. El anéalisis discriminante
tiene los siguientes objetivos:

= Elaborar una regla de decisién que permita asignar una nueva observa-
cion de origen desconocido, a uno de los grupos ya establecidos.

= Analizar qué variables de las consideradas influyen en la diferenciacion
de los grupos.
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La idea basica del anélisis discriminante, utilizando el método lineal de
Fisher, consiste en proyectar las variables originales X7, ..., X; en un subes-
pacio de dimension menor r, para clasificar los elementos de la muestra
X1, ..., Ty en k grupos,

Dizuile—l—...—l—uidXd:ng, izl,...,T.

de forma que en este subespacio se consiga una buena separacién entre
poblaciones y donde r = min(k —1,d), corr(D;, D;) = 0 para todo i # j. La
decision se toma a partir del valor que tomen estas funciones D;, que vienen
dadas por el vector de proyeccion u; y se llaman funciones discriminantes
lineales de Fisher o variedades candnicas.

Para obtener la primera variedad canonica, es decir, D; = u} X, buscamos
el vector proyeccion u, que maximiza el cociente:

variabilidad entre grupos

variabilidad dentro de los grupos’

Usando las propiedades de las transformaciones lineales en la varianza y
la media esto equivale a maximizar:

u) Buy

2.14
wyWuy’ ( )

80:

donde si denotamos por T la media muestral, n, el tamano del grupo g,
74 el vector medio de los elementos del grupo g y xgg) el elemento j-ésimo

del grupo g, con g =1,... k:

k Ng
B = Z ny(Z, —T)(T, — T)" es la matriz de suma de cuadrados inter-
g=1 j=1
grupos y
1
— (9 _ = (9) _ =yt :
W = m;;ng(xj — Ty)(z;” —T,)" es la matriz de suma de

cuadrados intra-grupos

Lo que equivale (derivando e igualando a 0 la Ec. (2.14)) a buscar u;
como el vector propio de W~1B asociado al mayor valor propio.

Para obtener la segunda variedad canoénica, nos planteamos la misma
maximizacion, pero exigiendo ademas que esta segunda variedad esté inco-
rrelada con la primera. Esto se consigue al tomar el vector propio asociado
al segundo valor propio més grande de W~!B.
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En general, si se quieren calcular r funciones discriminantes se obtienen
como soluciones los r vectores propios de W~!B asociados a los r mayores
valores propios de esta matriz Ay > Ay > ... > 0.

De este modo, el valor propio A;, ¢ = 1,...,r mide el poder de discrimina-
cion de la i-ésima funcion discriminante. Decidimos a qué grupo pertenecera
la nueva observacién en funciéon de la distancia que hay entre las proyeccio-
nes del nuevo elemento y las proyecciones de los elementos de cada grupo. La
nueva observacion pertenecerd al grupo cuyas proyecciones sean mas cercanas
a las suyas.

2.6.3. Modelos lineales generalizados para regresioén or-
dinal

Dada Y una variable aleatoria dependiente o respuesta y dadas X, ..., Xy
variables independientes (aleatorias o no), los modelos de regresién buscan
modelizar la media de Y (i) en funcion de Xj, ..., Xj.

Los modelos de regresiéon lineal asumen una distibucién gaussiana para
la variable dependiente y una relacion lineal para la media. Los modelos
lineales generalizados (GLMs) son la generalizacion natural de los modelos
lineales. Los GLMs asumen que la variable dependiente tiene una distribucion
de probabilidad de la familia exponencial (no necesariamente la distribucion
Gaussiana), y se modeliza la relacion entre los predictores Xi,..., Xy y la
respuesta Y mediante una funcion link g como sigue:

d
g(p) =a+ Z 5i X, (2.15)

donde ¢ puede ser cualquier funcién monétona diferenciable, y oy f =
(B1, ..., Bq4) son los parametros a estimar.

Cuando la variable respuesta es categorica ordinal, es decir, cuando Y
puede coger uno de los valores discretos ordenados indexados de 1,...,J
con probabilidades 7, ..., 7;: Z;.le m; = 1, esas probabilidades pueden ser
modelizadas usando el modelo de logits acumulativos (Agresti, 2010):

d
logitlP(Y < j)l=a;+ Y BiXi, Vjel,.. . J-1 (2.16)
=1
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Entonces,

d
exXp (Olj + Z /BZX’L)
=1

P(Y <j) = = . Yjel,...,J-1.

= d
1+ exp (ozj + Z B,)Q)
i=1

Los GLMs se pueden generalizar al caso en el que las variables predictoras
son funciones. En nuestro trabajo, a través de la herramienta de los currents,
hemos caracterizado la forma y tamano de cuerpos mediante funciones. Asi,
en el Capitulo 7 desarrollamos un modelo para predecir el ajuste de una
prenda (variable categorica) segtn el contorno de cuerpos de nifios y ninas
(variable funcional).

2.7. Formulas rotacionales

La Geometria Integral es un campo de las Matematicas cuyo objetivo ge-
neral es la obtencion de propiedades cuantitativas de objetos geométricos, y a
la vez de probabilidades geométricas, a partir de la medida invariante de ele-
mentos geométricos como rectas, geodésicas, planos, conjuntos congruentes,
movimientos, afinidades,... Por su parte, la Estereologia trata de un conjunto
de métodos para la exploracion del espacio n—dimensional, cuando sélo es
posible conocer secciones a través de elementos geométricos (rectas, geodési-
cas, planos,...) o sus proyecciones. Los principales métodos de la Estereologia
estan estrechamente relacionados con la Geometria Integral (Santalo, 2004).
En la dltima década se han desarrollado, dentro de la Geometria Integral y
la Estereologia, las denominadas féormulas rotacionales, cuyo objetivo es la
obtencion de propiedades cuantitativas de objetos geométricos, a partir de
secciones de estos objetos mediante subespacios (rectas, planos, subespacios
totalmente geodésicos,...) que pasan por un punto fijo determinado O, (Gual-
Arnau and Cruz-Orive, 2009; Gual-Arnau et al., 2010; Auneau and Jensen,
2010; Thorisdottir and Kiderlen, 2014; Thorisdottir et al., 2014; Cruz-Orive
and Gual-Arnau, 2015; Gual-Arnau and Cruz-Orive, 2016)

Las motivaciones por desarrollar férmulas rotacionales se remontan a al-
gunos anos atras, por un lado en Tomografia Geométrica, existe una relacion
entre formulas obtenidas mediante proyecciones de un objeto y formulas ob-
tenidas a partir de secciones a través de un punto de referencia, (Gardner,
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1995). Por otro lado, gracias a los nuevos avances en Microscopia, cuyas nue-
vas técnicas permiten obtener secciones 6pticas virtuales a través de un punto
de referencia, se ha desarrollado una rama de la Estereologia, Estereologia
Local. El objetivo de la Estereologia Local es la obtencion de pardmetros
cuantitativos de estructuras espaciales a partir de secciones que pasan por
un punto de referencia, como por ejemplo el nucleo de una célula, (Jensen,
EBV, 1998).

Para explicar el modo de proceder en la obtencién de una férmula rota-
cional consideraremos que deseamos obtener el area de una superficie en R3,
a partir de secciones mediante planos que pasan por un punto de referencia
O. Sea por tanto Y C R? un dominio compacto cuya frontera viene dada por
la superficie diferenciable 9Y. S(0Y") denota el area de la superficie 9Y'.

El primer paso para la obtenciéon de una féormula rotacional para S(9Y),
a partir de planos que pasan por un punto fijo O, es disponer de una for-
mula integral para S(0Y'). En este caso consideramos la clasica formula tipo
Crofton Santalo (2004):

S(9Y) = 1 / 1(0Y N L)dL3, (2.17)
T JynL3p
donde I denota el ntimero de puntos de interseccion y dL3 es la medida de
rectas en R? invariante bajo la accién del grupo de movimientos en R3. Esta
medida se obtiene fijando un plano Lg[o] que pasa por un punto fijo O y por
cada punto de este plano se considera la recta L} que pasa por este punto y
es perpendicular al plano.

Ly
S(aY) = = I(oYy nL3)dL3
(01) a ./B;an{;éw ( 1>( !

1
V(Y)=— LYy nL3)dL3
)= 5 /m#ﬂ 1)z

Como a nosotros nos interesa “ver” lo que ocurre dentro del plano Lg[O}
y la recta L? es perpendicular al mismo, el segundo paso serd considerar un
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cambio de variables para expresar la medida dL? de una forma distinta; asf
obtenemos una nueva densidad:

AL} = pdL3d L3, (2.18)

donde ahora L? se corresponde con una recta en el plano Lg[o] y pes la
distancia desde el punto O a la recta L?.

Por tanto, como vemos en la siguiente figura, ahora en lugar de tener
rectas perpendiculares al plano Lg[o], estas rectas vienen determinadas dentro
de este plano:

El tercer paso consiste en obtener la férmula rotacional para el area
S(0Y), a partir de las ecuaciones Ec.(2.17) y Ec.(2.18):

YNL3,#0

(2.19)
— /Y o (/L2 I((0Y N L%M) N LY) de§> dLg[O].
AL 1

El dltimo paso consiste en dar interpretaciones geométricas de la funcion
integrando f;.
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En la primera interpretacion consideramos que Y es un dominio convexo,
entonces, teniendo en cuenta la siguiente relacion entre el elemento de area
en Lg[o] ~ R? y la medida invariante de rectas en R?, dL?,

dz = pdL3,

obtenemos que I((0Y N L;’[O]) N L?) = 2 si z pertenece al conjunto soporte o
conjunto pedal HYng[O] de Y N Lg[o] y 0 en el resto; por tanto

b= [ 1(0Y 1 L) 1 12) L3 = 2 Avea(typy, ).
Ll

De esta forma obtenemos una equivalencia entre formulas integrales me-
diante proyecciones de Y (formulas de Cauchy) y formulas mediante secciones
de Y a través de planos Lg[o] (formulas pivotales).

S(0Y) = 4-Earea (Hmp

2[0]

) S(0Y) = 4-Earea(Y/)

PIVOTAL SECTION FORMULA CAUCHY’S PROJECTION FORMULA

Para la segunda interpretacion, consideraremos una representacion de
Morse de f; a partir de los puntos criticos de la funcién altura en Lg[o] a
partir del punto O; para ello utilizamos coordenadas polares para obtener la
siguiente expresion:

pdL3 = pdpdo.

Asi, como fijado un angulo ¢, el valor de p con respecto a la funcién altura
s6lo cambia al atravesar un punto critico obtenemos:

o= [ ([ 1t@v g0 2 o) a0
(2.20)
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donde pi es la distancia al k—ésimo punto critico de la funciéon distancia y
€, es +1 o -1 dependiendo de si el punto critico es maximo o minimo.

En el Capitulo 8 de la tesis obtenemos férmulas rotacionales para el area y
para las integrales de curvatura media de la superficie frontera de un dominio
compacto en un espacio de curvatura constante A\, M7 (si A = 0, M} = R",
si A >0, MY, es la esfera y si A < 0, M} es el espacio hiperbélico).



Capitulo 3

Cuerpos caracterizados por
campos vectoriales

El objetivo de este capitulo es describir como podemos caracterizar cuer-
pos geométricos mediante campos vectoriales utilizando los currents. Este
procedimiento es fundamental en esta memoria, ya que, es trasversal a las
tres primeras aportaciones que se detallan en la Parte I (Capitulo 5, 6 y 7).
Las tres parten de cuerpos geométricos expresados como currents y desarro-
llan un modelo tedérico para aplicar técnicas estadisticas a una base de datos
de cuerpos. El procedimiento que veremos en este capitulo permite transfor-
mar los cuerpos en funciones vectoriales, de tal modo es posible generalizar
algunas técnicas estadisticas al caso funcional utilizando la teoria de FDA.

3.1. Currents representados por campos vecto-
riales de un RKHS.

En esta seccién estudiamos la extension de los espacios scalar-valued
RKHS (vista en la seccién 2.4) al caso de funciones vectoriales. A conti-
nuacion, a partir de la representacion de Riesz y utilizando las propiedades
del espacio, podremos expresar cada cuerpo, representado por un current,
como un campo vectorial en un vector-valued RKHS.

3.1.1. Espacio test de campos vectoriales en el que in-
tegrar los currents.

Para caracterizar hipersuperficies, principalmente curvas en R? y super-
ficies en R3, medimos como varian las integrales que determinan los currents

41
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(Ec. (2.3), (2.4) y (2.5)) cuando varian los campos vectoriales w. Sin embargo,
en vez de considerar todos los campos vectoriales, definiremos un espacio test
de cuadrado integrable de donde tomaremos w. En particular, escogeremos
como espacio test un vector-valued Reproducing Kernel Hilbert Space.

Es importante notar que como consecuencia de la restriccion del dominio
de integracion, S — Cs deja de ser inyectiva, es decir, el mismo current
geométrico C'g, como una aplicacion definida en un RKHS, podria represen-
tar dos hipersuperficies diferentes. Por tanto, la eleccion de un RKHS como
espacio test apropiado dependerd de la aplicaciéon propuesta, pues en ge-
neral, nos interesara diferenciar con claridad los currents que proceden de
hipersuperficies distintas.

3.1.2. Kernels operator-valued y RKHS de campos vec-
toriales.

En este apartado, estudiamos la extension de la teoria descrita en la sec-

cion 2.4 a espacios de funciones vectoriales, es decir, espacios de campos

vectoriales de R™ a R™ que han sido ampliamente estudiados (ver Carmeli
et al. (2006), Micchelli and Pontil (2005) and Caponnetto et al. (2008)).

Sea L(R™) := {f : R® — R" campos vectoriales acotados} que es un
espacio de Banach.

Definiciéon 3.1.1. Denotamos por W el espacio de Hilbert formado por cam-
pos vectoriales de R™ a R™. Definimos el operador K,

K R" x R* — £(R")
(37,3/) — K($7y> R — Rn?

donde K(z,y) es un campo vectorial que actia sobre o € R™, dando como
resultado un elemento K(z,y)(a) € R™.
Diremos que K es un operator-valued reproducing kernel asociado a W si:

1. Vz,a € R", K(-,z)(a) € W (con K(-,z)(o)(y) = K(z,y)(a) € R",
Yy eR")y,

2. K satisface la “reproducing property”; es decir, Vw € W y x,a € R"
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Definiciéon 3.1.2. Sea W el espacio de Hilbert de campos vectoriales de R"
a R™. W es un vector-valued RKHS si existe un operator-valued reproducing
kernel (rk) asociado a W.

Ademés,

Teorema 3.1.1. El vk de un RKHS es un operador unico, simétrico y defi-
nido positivo.

A continuacion, se define formalmente el concepto de operator-valued ker-
nel:

Definicion 3.1.3. Un operador K : R" x R™ — L(R") es definido positivo
y autoadjunto si para cada par (z,y) € R" x R", K(x,y) € L(R") es un
operador autoadjunto y

Z a; - K(z;,2;) (o) >0,

t,j=1

para cualquier congunto finito de puntos {x;}Y, en R™ y {a;}, en R™. En
tal caso, diremos que K es un operator-valued kernel.

El siguiente teorema expresa la relacion entre los operator-valued reprodu-
cing kernel y los operator-valued kernel, extension del Teorema (2.4.2) dado
en los scalar-valued RKHS.

Teorema 3.1.2. Si K es un operator-valued kernel, entonces hay un unico
RKHS, W, tal que K es el operator-valued reproducing kernel (rk) asociado
aW.

La prueba del teorema se basa en la construccion de W a través de la
completaci()n de Hy := span{K (-, )( )/ x,a € R"} CW.

Siw = ZK i) (), wy = ZK .%;)(B;) € Hy, se define

J=1

w17w2 Zzaz : xzyyj BJ) (31)

=1 j=1

El vector-valued RKHS W asociado al kernel K, que, desde ahora, se de-
notard Hpy, es la clausura de Hj, es decir, el espacio generado por campos
vectoriales de la forma K(z,-)(«) para todo z € R" y a € R" es denso en
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Hy . Por esta razon, el producto interior en Hy ((-, )y, ) entre wy,ws € Hy
es el limite de la expresion Ec. (3.1) cuando Ny, Ny tiende a infinito. Por
tanto, la idea es construir el espacio vectorial como combinacion lineal de los
campos vectoriales de la forma K (z,.)(«) y completar este espacio aniadiendo
el limite de todas las sucesiones de Cauchy. Esta construccion hace posible
procesar mallas discretas de superficies y superficies continuas (limite de una
combinacion finita) en el mismo espacio.

Un vez establecido el espacio test Hg, el dominio de un current queda
restringido a Hy. Por tanto, el espacio de currents considerado es Hj.. El
espacio de currents Hj. es un espacio vectorial con las operaciones suma (+)
y producto (-) como en un espacio estandard de funciones (Durrleman, 2010).

3.1.3. Curvas y superficies como elementos de un vector-
valued RKHS

Si utilizamos las propiedades del RKHS, Hg, podemos reescribir los cu-
rrents geométricos asociados a curvas en R? y superficies en R3.

Sea w un campo vectorial en Hx (R? R?). Entonces, usando la “reprodu-
cing property” y la Ec. (2.4), el current geométrico asociado a la curva «
es:

b b
c&mzjmw»wmﬁﬂ/mexwmwww,

y por Ec. (2.5), el current geométrico asociado con la superficie parametri-
zada S =r(U) es:

cﬁw:Ammmmwm:%waxwmmmm

donde z = (u,v), do = dudv, n(z) = r, A1, es el vector ortogonal a la
superficie S en el punto r(z), y wy [ K(r(z),-)(n(z))dz € Hg(R* R?).

Hasta ahora, cada hipersuperficie ha sido asociada a un elemento en
el espacio vectorial Hj.. Sin embargo, el Teorema de Riesz Fréchet ((Con-
way, 2013)) establece que hay una aplicacion isométrica, lineal y biyectiva
Ly, : Hx — Hj, definida por Lg, (w)(w') := (w,w) gy, Yw,w’ € Hg. Como
consecuencia, el espacio Hj; es isométrico a H, y entonces cada hipersuper-
ficie puede ser identificada con un campo vectorial en Hy.
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Figura 3.1: Curva en R? con sus elementos

Por tanto, gracias al Teorema de Riesz-Fréchet, una curva parametrizada
por « definida en [a, b], se puede representar por un elemento en Hy (R? R?);
es decir,

a — OF(w /K o (t))dt, w) g /K o/ (t))dt,

donde = denota el elemento isométrico que proporciona el Teorema de Riesz-
Fréchet, y para representar una superficie parametrizada por .S,

5 — CK(w) = / o(r()) - n(z) dz = ( / K(r(x), ) (n(x)) dee, )
~ / K(r(z), ) (n(x)) d.

Consideremos ahora que la curva « solo es conocida en un nimero finito
p, de puntos {t; <ty < ..., < tp}, que son una particion del intervalo [a, b].
Sea y; = a(t;) e R?Vj = 1 -, p , vy denotamos por z; € R? el centro de los
segmentos [yj, Yj+1] ¥ POT T; = yj11—Yy; una aproximacion del vector tangente
(cuanto mas fina es la particion, mejor es la aproximacion). Entonces,

o — CF(w / K(a(t), ) (o (t))dt ~ ZK(xj, (7).

En aplicaciones préacticas, cada curva « serd representada por una suma
finita que aproxima al campo vectorial.

Si suponemos que tenemos una triangularizacion de S donde cada trian-
gulo y;y;41yj12 estd representado por el campo vectorial K (x;,-)(7;) donde
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Figura 3.2: Superficie triangularizada en R? con sus elementos

vj = 54 + Y1+ Yie2) ¥ 75 = 51— ¥5) A (Yj2 — y5) (75 es el vector
normal al tridngulo, cuya norma codifica el area del triangulo); entonces,

S — CK(w /K deZKx],-(T])

7=1

La suma finita tiende hacia la integral conforme la malla se va hacien-
do més fina. Esta suma finita es una aproximaciéon del campo vectorial
Js K(r(z),-)(n(x))dz, y sera la representacion que usaremos por su simplici-
dad computacional.

Como consecuencia, nosotros trabajamos con curvas y superficies como
campos vectoriales en Hg. Entonces, la distancia entre dos superficies (o
curvas) se define como la distancia entre los correspondientes elementos en
Hp; es decir, si @1 v 2 son dos elementos en el RKHS asociados a las dos
superficies S7 y Sp; entonces,

d(S1,52)% = d(p1, p2)* = (91 — P2, 01 — P2) e
= (01, 01)Hy — 2(01, P2) by + (P2, P2) Hy

p
Usando las aproximaciones finitas a ¢ = Z K(:cjl., . )Y g2 = Z K(x J, .
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tenemos
(o 02)me = > Y 7 - K(a},23)(7)). (3.2)

Ademas, la media muestral en el vector-valued RKHS Hg se calcula de la
misma manera que en un espacio Euclideo (Hsing and Eubank, 2015). Dada
la muestra o1, ..., o, la media muestral es:

) (zzz«(x;, -><f;>>
5= Zl;; 12 _ \i=t =t _ , (3'3)

@ € Hg; sin embargo, en general ¢ no es un current geométrico asociado a
la superficie (detallado en seccion 2.2.2).

La distancia entre superficies, obtenidas desde la distancia entre los co-
rrespondientes currents geométricos, da una estimacion global de la diferen-
cia de forma entre objetos. Esta distancia se usard, entre otras cosas, para
la definicion de un sistema de tallaje para la poblacién infantil, se necesita
una medida que marque las diferencias de forma globales de los cuerpos y no
resalte las diferencias locales.

3.2. Eleccion de un operator-valued reprodu-
cing kernel

La eleccion del kernel determina el vector-valued RKHS y especialmente
su métrica. La eleccidon de esta métrica es crucial y se debe adaptar a toda
aplicacion particular. Basandonos en esto, usaremos un tipo particular de
operator-valued kernel K que se define como sigue:

Definicién 3.2.1. Sea D C R" un subconjunto no vacio, y K : D x D —
L(R™) una aplicacion. Entonces, para cada x,y € D, el operador K(x,y) se
define como

K(z,y): R'—R" (3.4)
o — K(x,y)(oz) = k(l‘,y) " @,

donde k : D x D — R es una funcion simétrica y definida positiva (funcion
kernel).
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Proposicion 3.2.1. El operator-valued K establecido en la definicion ante-
rior estd bien definido, es simétrico y definido positivo, por lo que existe un
unico vector-valued RKHS Hx(D,R") C W := {w : D — R"} (o simple-

mente Hy ) con K como su k.

Proof. Dado (z,y) € D x D, el operador K(z,y) es obviamente lineal.
También, K (z,y) esta acotado porque su norma esta acotada por |k(z,y)|:

1K (2, y) || = sup{[[ K (2, y)(@) [[en : @ € RY, [laflen <1} < [(2,y)].

Ademas, como k es simétrico y definido positivo, K tiene inmediatamen-
te esas propiedades. Entonces, K es un operator-valued reproducing kernel y
hay un tnico vector-valued RKHS Hyi(D,R™) con K como su rk. [J

A pesar de que no se conoce como elegir el “mejor” kernel para una aplica-
cion dada, frecuentemente se usan kernels isotrépicos invariantes bajo trasla-
ciones de la forma k(z,y) = k(||z —y||g~). En particular, la funcion Gausiana
(también llamado Kernel Gaussiano)

—llz — yllEn
k(z,y):=e A2 : (3.5)

donde A > 0 es el parametro escala (bandwidth), define un operator-valued
K : D x D — L(R") particularmente importante en la literatura, llamado
vector-valued Gaussian Kernel, que fija un vector-valued RKHS Hy(D,R")
con K como su rk. Este vector-valued RKHS tiene la siguiente expresion
(Quang et al. (2010))

2 2
NAGES

HielD.R") = {f € CuDR) NI s [ 8 fig)nde < o),
(3.6)

donde fes la transformada de Fourier de f.

Proposicion 3.2.2. Dado D C R"™ un subconjunto no vacio; Ky : D x D —
L(R™) el operador definido como en Ec.(3.4) usando el Kernel Gausiano k
con parametro X (Ec. (3.5)), y Hg, el RKHS establecido por K, si A\, A €
R:0 < A < )\, entonces HKA2 - HKM'

Proof. Si f estuviera en Hy, , usando la expresion del espacio Ec. (3.6),
la integral con Ay seria finita y més grande que la integral con el parametro
>\17

L iserae s [ S <oo
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Entonces, f € Hp, . En conclusion, cuando mas pequeno es el valor de
A > 0, més grande es el espacio Hy, establecido. [

Nota 1. Eleccion del pardmetro \

A es un parametro que tiene un papel muy importante en los resultados
y que debe ser escogido de acuerdo a los datos muestrales. Hay que tener en
cuenta que por la Proposicion (3.2.2), 0 < A < Ay implica que Hg,  C Hk, .
Por tanto, cuanto menor es el valor de A, mas grande es el espacio Hg,
establecido. Asi, con un valor pequeno de )\ serd méas probable identificar
diferentes valores que toma el current en los campos vectoriales y entonces
mejor se caracterizaran los datos geométricos. Pero, por esta misma razon,
si A es demasiado pequeno, la distancia en el espacio RKH detecta detalles
geométricos mintsculos y se puede capturar demasiado ruido. En conclusion,
es esencial elegir un parametro adecuado haciendo balance entre las dos ideas
previas.

Para ello en Durrleman et al. (2009) se propone tomar A como la escala
tipica en la que los campos vectoriales w € Hg(D,R™) varian espacialmen-
te. Esta idea junto con un método de validacion cruzada serd usada en las
aplicaciones.
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Capitulo 4

Estudio experimental

En este capitulo se describe la aplicacién que motivo el inicio de nuestra
investigacion, asi como la base de datos de cuerpos de nifios y ninas escanea-
dos. Los algoritmos desarrollados en las tres primeras aportaciones se llevan
a cabo sobre esta base de datos, proponiendo aplicaciones innovadoras en los
sistemas de tallaje y en la venta de ropa infantil online.

Ademaés, en este capitulo se presentan las bases de datos experimentales
que se utilizaran para comprobar la bondad de los procedimientos aportados
teodricamente en la Parte II.

4.1. Proyecto: prendas de vestir para ninos y
ninas

Como se menciona en la introduccion, el presente trabajo forma parte de
un proyecto del Ministerio de Economia y Competitividad, que tiene como
objetivo desarrollar herramientas para la seleccion de tallas de prendas de
ropa infantil.

En el proceso actual de compra de ropa infantil online los consumidores
basan la seleccion de talla en su experiencia previa o en la tabla de tallas que
normalmente se incluye en la propia tienda online. Pero estos métodos son
poco fiables y el resultado final es un elevado porcentaje de devoluciones de la
ropa infantil vendida en tiendas online y la reticencia de muchos consumidores
a comprar ropa infantil a través de este canal.

Con el fin de solucionar estos problemas, algunos sistemas comerciales
ofrecen probadores virtuales (Olaru et al. (2012)), que mediante un avatar
paramétrico (Fig. (4.1)) que representa al usuario, realizan simulaciones fi-
sicas para predecir la tension del tejido de las prendas al ajustarlas sobre

ol
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Figura 4.1: Configuraciéon del avatar paramétrico.

la forma 3D del avatar. Este mapa de tensiones describe las zonas donde la
prenda proporciona un ajuste holgado y las zonas donde se produce compre-
siom.

Estas herramientas son muy sofisticadas pero resultan inservibles para
los consumidores, en especial por su precision. Por un lado, la configuracion
del avatar 3D que representa al usuario suele tener muy baja precision, pues
se ajusta con apenas tres o cuatro medidas del cuerpo tomadas en casa por
el usuario, y por otro, la simulacion fisica requiere la caracterizacion de los
materiales textiles. Ademas, la configuracion de la prenda en 3D que viste el
avatar se alinea y ajusta al cuerpo a partir de patrones 2D.

La seleccién en base a la antropometria del nino parece la aproximaciéon
més adecuada para predecir la talla y el ajuste de la prenda en la poblacién
infantil. Sin embargo, los sistemas de adquisicién de la antropometria 3D
disponibles en la actualidad presentan diversos inconvenientes. Los escdneres
corporales 3D son demasiado caros para su uso doméstico o en puntos de ven-
ta y su uso se ha visto limitado a investigacion. Los avatares paramétricos
configurados a partir de medidas manuales del usuario presenta tres fuen-
tes importantes de imprecision: no esté basado en estadistica de poblaciones
reales sino en modelos y proporciones que priman la estética, el nimero de
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medidas introducido no depende del tipo de prenda seleccionada ni de las
medidas criticas para el ajuste asociadas, y la toma de medidas la realiza un
usuario no entrenado, con el error que ello puede conllevar. Los sistemas de
bajo coste que utilizan tecnologia doméstica para capturar medidas corpo-
rales todavia no han conseguido la precision suficiente para la asignacion de
talla o la prediccion del ajuste.

Por todos estos motivos, uno de los objetivos del proyecto que abordé el
grupo del IBV, consistié en desarrollar un sistema de captura de la morfo-
metria 3D del cuerpo que sea preciso, facil de usar y que pueda realizarse
en el hogar. El sistema reconstruye el cuerpo del nifio o de la nina en 3D a
partir de dos o tres fotografias tomadas con tecnologia doméstica (smartp-
hone, tablet o cAmara digital), como se muestra en la Fig. (4.2). Se utilizan
modelos representativos de la morfometria infantil Europea como base de
reconstruccion. Pero, la reconstruccion 3D del cuerpo completo tiene un reto
anadido: hay que eliminar la variabilidad de la postura de brazos y piernas
en las bases de datos 3D que se utilizan para la reconstruccion y controlar o
eliminar la postura en el proceso de captura. El IBV desarrollé metodologias
para la generacion de bases de datos 3D homologas del cuerpo y la correccion
de la postura mediante la integracion de un maniqui cinematico. La aplica-
cion de esta metodologia requiere de una base de datos 3D representativa de
la poblacion infantil. E1 IBV dispone de bases de datos antropométricas 3D
de poblacion infantil Europea, que permiten llevar a cabo la reconstruccién.

Aunque el estudio antropométrico 3D del cuerpo humano ha experimen-
tado un desarrollo cientifico- tecnologico importantisimo en los tltimos anos,
principalmente de la mano del sector textil que ha impulsado la realizacion
de estudios antropométricos nacionales en muchos paises, la transferencia de
este conocimiento a la industria ha sido minima.

Otro de los objetivos del proyecto consisti6 en desarrollar nuevas meto-
dologias estadisticas que permitan la prediccion del ajuste y la asignaciéon de
talla 6ptima que maximice el confort y la vida ttil de la prenda a partir de
métodos de aprendizaje en grandes conjuntos de datos. Estas metodologias
deben estar basadas en la forma 3D del cuerpo del nino o de la nina, los
gustos/habitos del comprador y en los modelos estadisticos de la forma del
cuerpo infantil y de su crecimiento.

En el presente trabajo afrontamos el problema de asignacién de talla y el
de la prediccion de ajuste en los Capitulos 6 y 7 respectivamente.

Ademas, observamos que los sistemas de tallaje actuales no ofrecen un
buen ajuste a la mayoria de la poblacion infantil. Los procesos de diseno
ergon6émico y la definicion de tamano de la ropa para ninos y ninas tienen
varias diferencias con respecto a la vestimenta para adultos. En primer lugar,
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Figura 4.2: Sistema de captura de la morfometria 3D desde el hogar.

la designacién del tamano de la ropa infantil generalmente se etiqueta en anos,
que no es una medida del cuerpo, por lo que generalmente se relaciona con
una altura corporal concreta por edad, que no necesariamente tiene que ser
cercana a un nino de esa edad, debido a la alta variabilidad de altura por
edad en ninos. De acuerdo con la norma europea UNE-EN 13402-3, el rango
de edades entre 3 y 12 anos tiene 10 tamanos diferentes asociados (950-1010
mm, 1010-1070 mm, 1070-1130 mm, 1130-1190 mm, 11901250 mm, 1250-1310
mm, 1310-1370 mm, 1370-1430 mm, 1430-1490 mm, 1490-1550 mm).

Cuando se quiere comprar una camiseta a un nino o a una nina, se ha
de comprar la talla asociada a su altura. Es importante notar que esta talla
se ha disenado para una forma especifica de cuerpo, sin embargo hay una
gran variabilidad de formas de cuerpos de ninios con una misma altura. Por
ejemplo, si al nino asociado a una altura no le ajusta una talla por la forma
de su cuerpo, tendra que comprar la talla anterior o la siguiente de camiseta,
la cual serd probablemente demasiado corta o demasiado larga para él. En
conclusion, es esencial crear un nuevo sistema de tallaje que tenga en cuen-
ta la forma y tamano del cuerpo humano. Resolvemos este problema en la
aportacion que aparece desarrollada en el Capitulo 5.

Como comprar ropa en Internet es un problema tanto para el cliente como
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para la industria del sector textil, en los tltimos anos, tanto las administra-
ciones nacionales como los grupos industriales de este sector, han fomentado
las encuestas antropométricas nacionales en diferentes paises. En este senti-
do y para conseguir los objetivos anteriormente comentados, el Instituto de
Biomecénica de Valencia realiz6é en 2004 un estudio antropométrico 3D de la
poblacion infantil en Espana. Este estudio se describe en la siguiente seccion.

4.2. Base de datos de escaneres de ninos y ninas

En esta seccion se detalla la base de datos del proyecto. En el estudio
que se menciona en el apartado anterior, 739 ninos y ninas espanoles de
entre 3 y 12 anos fueron elegidos aleatoriamente y escaneados usando el
escaner corporal Vitus Smart 3D de Human Solutions, un sistema de laser
no intrusivo formado por cuatro columnas que albergan el sistema optico,
el cual se mueve desde la cabeza hasta los pies en segundos, realizando un
barrido de todo el cuerpo.

Cada nino se situé de pie mirando hacia adelante; y se almacené la forma
del cuerpo como un conjunto de 3075 3D-landmarks (puntos homologos en
su superficie). A los ninos se les pidi6 que vistieran unas prendas estandares
para estandarizar las medidas tomadas (ver Fig. (4.3)).

Utilizando una malla 3D, se calcularon muchas medidas antropométricas
semi-automaticamente. Para cada nino o nina, los landmarks observados fue-
ron suficientes para definir una superficie triangularizada, suave y orientada
en R?, con un total de 4668 triangulos.

La Fig. (4.4) muestra la superficie triangularizada que define el escéner
del cuerpo de un nino. En esta imagen no aparecen manos, pies ni cabeza,
pues en nuestro estudio se han eliminado estas partes del cuerpo por no ser
relevantes en referencia a tallas de prendas de vestir.

En un estudio realizado posteriormente un experto probo6 a una submues-
tra de 76 ninos y ninas una prenda de tres tamanos consecutivos de un mismo
modelo de camiseta: la talla supuestamente correcta, la siguiente y la ante-
rior, codificando la bondad de ajuste de la prenda en una variable ordinal:
pequena, buen ajuste o grande. Esta serd la submuestra utilizada en la ter-
cera aportacion de la tesis (Capitulo 7). Puesto que en este estudio se hace
referencia a la talla de camiseta, se descarta también la parte del escaner co-
rrespondiente a las piernas (Fig. (4.5)), en este caso se obtiene una superficie
triangularizada con 2766 triangulos.

De este modo, en cualquiera de los casos, el contorno del cuerpo de cada
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Figura 4.3: Nino siendo escaneado por el escaner corporal Vitus Smart 3D
de Human Solutions.

Figura 4.4: Superficie triangularizada a partir del escadner de un nino de la
base de datos.
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Figura 4.5: Superficie triangularizada a partir del escaner de un nifio de la
base de datos (parte superior del cuerpo).

nino o nina se representa por una superficie suave triangularizada. Para el

j—eésimo triangulo de la superficie del k—ésimo ninio de la base de datos, se

k % Entonces,

calcula su baricentro x? y el vector normal a la superficie en z7, 7;
segun la teoria desarrollada en el Capitulo 3, el contorno del cuerpo de un

p

nifio queda asociado al campo vectorial ¢, = Z K(x;‘?, -)(Tf) en Hy, donde
j=1

p es el niamero de triangulos de la superficie (p = 4668 o 2766 dependiendo

del caso considerado).

4.3. Bases de datos sintéticas

4.3.1. Base 2D

En esta seccion, describimos la base de datos de figuras sintéticas llama-
da MPEGT7CEShape-1 PartB. Esta formada por figuras binarias agrupadas
en categorias como coches, caras, relojes, caballos y pajaros con iméagenes
correspondientes al mismo grupo, pero presentando formas diferentes.

Para nuestro trabajo, consideramos tres clases de figuras sintéticas de
la base de datos: coches, caras y relojes. Cada clase contiene 20 elementos
(imagenes binarias) excepto la clase de los relojes en la que descartamos dos
de ellos (reloj-2 es un elemento atipico porque es muy grande y reloj-8 esta
girado y nuestra estructura teérica considera forma y tamano). Las figuras



CAPITULO 4. ESTUDIO EXPERIMENTAL o8

se centraron y el contorno «j, de cada una de ellas define una curva suave
orientada la cual se discretizo mediante 100 puntos {y¥}}% (yf = yfy,) para
k=1,...,58. Ademas, las figuras con forma de cara se giraron 90 grados,
para mantener la orientacién horizontal comin a todas las figuras sintéticas
de la base de datos (estableciendo la correspondencia con la base de datos

de los ninos, donde todos los elementos son registrados y tienen la misma

1
posicion). Para cada k € {1,...,58}, de {y}}}%, definimos =¥ = §(yf+yf+1)

=1
los centros de los segmentos y los vectores Tf = yfﬂ — yf, Vi=1,...,99,
99
que definen los campos vectoriales Z K(m?, -)(Tf) in Hyg(D,R?).
j=1

En este estudio experimental, estamos interesados en analizar situaciones
similares a las que apareceran en nuestra aplicacion real (descrita en seccion
4.2). Por lo que consideramos dos escenarios. En el primero, las 58 figuras
sintéticas se expandieron o contrajeron para que tuvieran la misma longitud
en el eje X, estableciendo la semejanza entre esta longitud y la altura de un
nino.

La Fig. (4.6) muestra un ejemplo de un objeto de cada clase en esta
primera situaciéon. Los puntos {:L’;C ?il estan marcados en negro y los vectores
{Tf ?il de cada curva aparecen pintados en diferentes colores.

En el segundo escenario, la mitad de las figuras sintéticas de cada cate-
goria se agrandaron por el factor escala 1.5. En este caso, hay dos “alturas”
diferentes para cada clase de figuras. Ademas, cada figura de la muestra se
multiplicé por un coeficiente aleatorio entre 1 y 1.1, para cambiar un poco
la “altura” de las figuras

La Fig. (4.7) muestra un ejemplo de un objeto de cada grupo en la segunda

situacion, en la que hay dos “alturas” para cada clase de formas.

4.3.2. Base 3D

En esta seccion se describe con detalle la base experimental de figuras 3D,
utilizada en nuestras aportaciones. Con ella se quieren probar las mismas si-
tuaciones que con la base 2D. Ahora consideramos tres clases de objetos 3D:
elipsoides, esferas y peras, que fueron generados por MATLAB. Cada clase
contiene 10 elementos centrados en el origen y el contorno de cada uno de
ellos esta definido por una superficie triangularizada suave y orientada en R3.

Cada superficie k esta definida por 10000 tridngulos con baricentro xf y vec-
10000

tores normales 7F, j = 1,...,10000, siendo Z K(:E;?7 )(7F) en Hg(D,R?)

J
Jj=1



29 CAPITULO 4. ESTUDIO EXPERIMENTAL

T
80

80, 1 1 1
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Figura 4.6: Un objeto de cada clase de la base de datos experimental 2D
(escenario 1).
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Figura 4.7: Un objeto de cada clase de la base de datos experimental 2D
(escenario 2).
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Figura 4.8: Un objeto de cada clase de la base de datos experimental 3D
(escenario 1).

Figura 4.9: Un objeto de cada clase de la base de datos experimental 3D
(escenario 2).

el campo vectorial asociado a cada superficie.

Consideramos los mismos escenarios que en la base de datos 2D. En
el primero, Fig. (4.8), todas las figuras tienen aproximadamente la misma
longitud en el eje Y (misma “altura”).

La Fig. (4.9) muestra el segundo escenario, en el cual hay dos “alturas”
para cada clase de objetos 3D.

De este modo, el primer escenario nos permite experimentar con una
muestra de cuerpos geométricos que tienen la misma “altura”. En ella cen-
tramos la atencion en las distintas formas de los objetos. En cambio, en el
segundo escenario no se seleccionan objetos de la misma “altura”, sino que
se trabaja con cuerpos con distinta forma y “altura”. Estos escenarios los
encontramos en los Capitulos 5 y 6 al trabajar con la base de datos real de
ninos y ninas escaneados.
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Capitulo 5

Clasificacién no supervisada:
propuesta de nuevos sistemas de
tallaje

Unsupervised classification of children’s bodies using currents. Sonia Ba-
rahona, Ximo Gual Arnau, M. Victoria Ibanez y Amelia Sim6. Publicado en
Advances in Data Analysis and Classification, paginas 1-33, afio 2017. DOTI:
10.1007 /s 11634-017-0283-0.

El objetivo de esta aportaciéon es proponer una nueva metodologia para
clasificar en grupos homogéneos cuerpos geométricos segin su forma y tama-
no. En particular, se aplicara a la clasificacion de las superficies de los cuerpos
de los nifios de nuestra base de datos (seccion 4.2) con el fin de proponer nue-
vos sistemas de tallaje infantiles que proporcionen un buen ajuste. Para ello,
caracterizamos la superficie de cada nino mediante un current geométrico
(Ec. (2.2)) y utilizando el desarrollo detallado en el Capitulo 3 conseguimos
expresar cada cuerpo como un campo vectorial en un vector-valued RKHS.

En nuestro caso, recordemos que se usa el operator-valued kernel K, que
se define a continuacion.

Sea D C R? un conjunto no vacio y K : D x D — L£(R3) una aplicacion,
donde L(R3) := {f : R® — R3 campos vectoriales acotados}. Entonces,
para cada z,y € D, el operador K (z,y) se define

K(z,y): R*—R?
a— K(z,y)(«a) :=k(z,y) -«

donde k : D x D — R es una funcion simétrica y semidefinida positiva, (es

63
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decir, k(z,y) = k(y,z) Vx,y € Dy Zaik(xi,xj)(aj) > 0 para conjuntos
2
finitos {a;} € R, {x;} € D).
En la aplicaciéon préctica, se escoge como k la funcién Gaussiana

—|Is — tllgn
ka(s,t) :==e A2 ,

donde A > 0 es un parametro de escala, de modo que usando el Teorema
(3.1.2) queda fijado el espacio vector-valued RKH en el que trabajaremos:
Hyg(D,R3).

En este espacio, si consideramos la superficie del k-ésimo nifio de la base
de datos triangularizada, recordemos que el campo vectorial que la representa
es

4668

Pr = ZK(ZI;?? )(Tjk) S HK<D7]R3)7 (51)

donde .CL‘? es el baricentro y Tf es el vector normal al tridngulo en a:é€

El procedimiento por el que podemos expresar cuerpos geométricos co-
mo campos vectoriales en un wvector-valued RKHS, es parte del desarrollo
tedrico de esta aportacion, pero aparece detallado en el apartado de Funda-
mentos (Capitulos 2 y 3) por su importancia en esta memoria, ya que las dos
siguientes aportaciones también utilizan este proceso.

Este es uno de los aspectos novedosos de este trabajo, ya que, los espacios
vector-valued RKH no han sido trabajados tan ampliamente como los espa-
cios RKH escalares. Con la caracterizacion desarrollada, en el espacio RKH
podemos calcular la media de cuerpos (Ec. (3.3)) y la distancia entre ellos
(Ec. (3.2)), por lo que es posible llevar a cabo una clasificacién no supervisada
de datos geométricos en funciéon de su forma y tamano. Para ello, utilizamos
el algoritmo k-medias. Es sencillo generalizar el algoritmo k-medias del caso

multivariante (seccién 2.6.1) al caso de campos vectoriales en un espacio de
Hilbert.

Sea la muestra ¢1, s, . .., @, de campos vectoriales en Hy (D, R3) de la
forma de la Ec. (5.1) y queremos dividirla en k& grupos de modo que, por
un lado, los elementos pertenecientes a un mismo grupo sean muy similares
entre si, y por otro, los objetos pertenecientes a grupos diferentes sean lo
més distintos posibles. La similaridad en este contexto se mide a través de
la distancia d del espacio Hy(D,R3) (Ec. (3.2)). Es decir, partiendo de un
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ntmero pre-fijado de clusters o grupos k, se asigna cada objeto a uno y solo
a un grupo y se busca una asignacién que minimice la suma de las distancias
entre todos los pares de elementos de cada grupo.

Dada una k-particion C = (C1, ..., Cy) del conjunto O = {1, ..., m}, sea:

W)=Y dip— @),

i=1 1eC;

donde @; denota el centroide de los C; y se calcula mediante la Ec. (3.3).

Este problema de optimizacion uniparamétrico en el que se pretende en-
contrar una k-particion de la muestra que alcance el minimo valor de W (C),
es equivalente al problema de optimizaciéon con dos parametros:

W(C, 1, ) =D dlor— i), (5.2)

=1 leC;

donde la minimizacion es también respecto a todos los vectores Z = (¢4, .. ., ¢x)
de k puntos ¢1, ..., ¢ de Hyx(D,R3) (clases representativas).

Los pasos a iterar del algoritmo son los mismos que en el caso multiva-
riante (seccion 2.6.1).

= PASO 1. Dada una particion inicial C(0), obtenemos el vector centroi-
de Z(0) = (¢Y,...,¢Y). Sea 1 = 1.

= PASO 2. Dado el vector centroide Z(i — 1), obtenemos C(i) minimi-
zando Ec. (5.2) con respecto a C, asignando cada punto a una clase
cuyo centroide tiene la distancia Euclidea minima a ello.

= PASO 3. Dado C(7), minimizamos Ec.(5.2) con respecto a Z, obtenien-
do el nuevo vector centroide Z(i) = (¢}, ..., pL), la media muestral.

= PASO 4. Sea i =i+ 1y volvemos al PASO 2 hasta que se alcance la
convergencia.

La sucesiéon de particiones con valores decrecientes de la funcion objetivo
Ec. (5.2) converge hacia el valor minimo.

Del mismo modo que en el caso multivariante, el nuevo vector centroide
que se obtiene en el PASO 3 de este algoritmo hace decrecer el valor de
la funcién objetivo porque la media muestral minimiza la distancia dy, de
cualquier elemento en el cluster.
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Una vez adaptado el algoritmo de clasificacion al espacio de Hilbert, se
hace un estudio experimental utilizando la base sintética 2D, descrita en la
seccion 4.3.1. En el caso en el que los cuerpos a caracterizar son curvas, la
adaptacion es muy similar y se expresan como elementos en Hy (D, R?) como
sigue:

ZK(%’;')(TJ'),

donde los puntos y;, j = 1,--- ,p son una particion de la curva; x; el centro
de los segmentos [y;,y;+1] ¥ 7j = Yj4+1 — y; una aproximacion del vector
tangente.

En la experimentacion, partimos de una base de datos en la que se cono-
ce cudles son los grupos, va que, quedan determinados por las formas de las
curvas: caras, coches y relojes y pretendemos observar qué errores de clasifi-
cacion se obtienen cuando aplicamos el algoritmo k-medias propuesto a los
dos escenarios planteados en la seccién 4.3.1. Ademaés, queremos ver c6mo
afecta a la métrica la variacion del parametro A del Kernel Gaussiano, in-
cluso el cambio del kernel por otro kernel isotropico de traslacién invariante:
Kernel Epanechnikov. En la aportacién, mostramos los resultados obtenidos
tras aplicar el k-medias calculando los porcentajes de errores de clasifica-
cion. Se concluye que el criterio tedrico que se habia descrito para la eleccion
del parametro A del Kernel Gaussiano (nota 1) es coherente con lo observa-
do experimentalmente, y se consiguen clasificaciones con 0% de error para
estos valores. Ademaés, si utilizamos el Kernel de Epanechnikov también se
determina un intervalo en el que si tomamos el pardmetro de este kernel, la
clasficacion que hace el k-medias es correcta. Para visualizar con mayor in-
mediatez los grupos obtenidos tras aplicar el algoritmo k-medias, se utiliza la
técnica del Multidimensional Scaling (MDS) sobre las matrices de distancias.
A cada clase de figuras se le asigna un color y nos interesan los pardmetros
que hagan que los indicadores de un mismo color queden lo més agrupados
posible entre si y lo més alejados de otros grupos.

Se hace de nuevo un estudio experimental, pero en este caso utilizando
la base sintética 3D (descrita en la seccion 4.3.2). Se observa que el mé-
todo desarrollado es poco sensible a las diferentes densidades de tridngulos
que pueden presentar las superficies frontera de los cuerpos geométricos a
clasificar: peras, esferas y elipsoides.

Finalmente, se aplica el desarrollo teérico a la base de datos real de cuer-
pos de ninos y ninas escaneados, descrita en la seccion 4.2. Como hay distintos
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sistemas de tallaje para cada sexo, elegimos un subconjunto de la muestra
formado por 195 ninas mayores de 6 anos, con el fin de mostrar nuestro
procedimiento. De acuerdo con los estandares europeos UNE-EN 13402-3,
este rango de edades tiene asociadas 4 tallas distintas, que quedan determi-
nadas tnicamente por los siguientes intervalos de alturas: 1190 — 1250 mm,
1250 — 1310 mm, 1310 — 1370 mm, 1370 — 1430 mm.

Por ello, se proponen dos sistemas de tallaje como mejora al ajuste de las
prendas de vestir infantiles en la actualidad, utilizando el algoritmo k-medias,
que tendra en cuenta tanto forma como altura de la nina. Cada uno de los
sistemas de tallaje propuestos corresponde a uno de los escenarios planteados
con las bases de datos experimentales (seccion 4.3).

El primero de los sistemas de tallaje, se obtiene al dividir en dos grupos
(segin la forma) cada uno de los rangos de altura que sugiere como talla la
norma UNE-EN 13402-3. Para describir las tallas de este sistema de tallaje,
se calcula la media de las medidas antropométricas (altura, pecho, cintura,
cadera) de cada grupo como se muestra en la Tabla (5.1).

Talla Altura | Contorno | Contorno | Contorno | Tamano
de pecho | de cintura | de cadera | del grupo
T1 chica 1209 604 538 656 29
pequena (1190-1250)
T2 chica 1227 670 610 739 15
grande (1190-1250)
T3 chica 1273 643 563 688 31
pequena (1250-1310)
T4 chica 1282 696.5 643.5 767 20
grande (1250-1310)
T5 chica 1331 644 564.5 701 32
pequena (1310-1370)
T6 chica 1346 733 669 807 23
grande (1310-1370)
T7 chica 1393 677 586 750 31
pequena (1370-1430)
T8 chica 1410.5 797.5 722 856.5 14
grande (1370-1430)

Tabla 5.1: Primer sistema de tallaje propuesto para alturas comprendidas

entre 1190 y 1430 mm.
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A pesar de que el sistema de tallaje propuesto ajusta a un alto porcentaje
de la poblacion, puede que no interese a las empresas textiles, porque cuanto
mayor sea el ntmero de tallas, mayor es el coste. Por ello, tratando de re-
ducir el nimero de tallas, proponemos un segundo sistema de tallaje, que se
consigue tras aplicar el algoritmo k-medias directamente a la muestra de 195
ninas agrupando segtn forma y tamafo (sin hacer previamente la criba por
alturas). Para decidir el nimero de grupos (tallas) en que queda dividida la
muestra se utilizan las técnicas silueta y el criterio del codo que determinan
k = 5. Asi, se obtiene el segundo sistema de tallaje, que se describe en la
Tabla (5.2) usando las medias de las medidas antropométricas de cada grupo:

Talla | Altura | Contorno | Contorno | Contorno | Tamano
de pecho | de cintura | de cadera | del grupo
T1 nina | 1241 610 540 661 57
T2 nina | 1259 678 622 754 39
T3 nina | 1362 660 571.5 723.5 56
T4 nina | 1361.5 747.5 673 814 34
T5 nina | 1417 832 767 903 9

Tabla 5.2: Segundo sistema de tallaje propuesto para alturas comprendidas
entre 1190 y 1430 mm.

En el trabajo que aparece a continuacion también mostramos de manera
maés visual los resultados, utilizando MDS' y diagramas de caja de las medidas
antropométricas para cada grupo, en cada uno de los sistemas de tallaje
propuestos.



Capitulo 6

Clasificacion supervisada:
asignacion de talla

Classification of geometrical objects by integrating currents and functio-
nal data analysis. An application to online sales of children’s wear. Sonia
Barahona, Pablo Centella, Ximo Gual Arnau, M. Victoria Ibanez y Amelia
Simo6. Sometido a Applied Stochastic models in business and industry. arXiv:
1707.02147v1 [stat.ME] 7 Julio 2017.

En esta aportacion se propone adaptar y generalizar las metodologias del
analisis estadistico de datos funcionales (seccion 2.5) a nuestro tipo particular
de datos en un vector valued RKHS. En particular, en este trabajo se adectia
el algoritmo de analisis discriminante (seccién 2.6.2) a un conjunto muestral
de objetos geométricos (cuerpos) caracterizados mediante currents.

Como ejemplo de aplicacion, usaremos esta metodologia para asignar a
cada nino o nina la talla correspondiente de una determinada prenda de vestir
a partir de las formas 3D de sus cuerpos completos en la base de datos de la
seccion 4.2. Una vez definido un sistema de tallaje que ajusta adecuadamente
a una gran parte de la poblaciéon infantil, surge la necesidad de proporcionar
herramientras que ayuden a la seleccion de talla en las compras online de
ropa para ninos y ninas.

Gracias al desarrollo teérico del Capitulo 3, la forma y tamano del cuerpo
de un nino quedan representados a través de un campo vectorial en un espacio
vector-valued RKHS, donde el operator-valued kernel K se define como sigue.
Sea D C R? un conjunto compacto no vacio y (z,y) € D x D,

Nz = yllgs
K(.T,y) = k(may) ]I3><3 =€ AQ ]13><37

con I35 la matriz identidad y A > 0 es el parametro escala.
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En este espacio, Hg (D, R3), si consideramos la superficie del k-ésimo nifo
de la base de datos triangularizada, recordemos que el campo vectorial que
la representa es

4668

On = ZK ) € Hi(D,R?), (6.1)

donde a:f es el baricentro y Tf es el vector normal al tridngulo en q:z“

Para poder utilizar la teoria de Analisis de Datos Funcionales y adaptar
el algoritmo del andlisis discriminante funcional a este espacio, surgen algu-
nas dificultades que han de ser superadas previamente y que exponemos a
continuacion.

En primer lugar, utilizamos la teoria de regularizacion detallada en sec-
cion 2.5.1, para expresar todos nuestros datos muestrales o, € Hg(D,R3),
k =1,...,m de manera similar. Es importante recordar que, aunque la re-
gularizacion suele utilizarse para transformar un conjunto de observaciones
puntuales en una funcién suave, nuestras observaciones muestrales ya son
funciones en Hy(D,R?). Por tanto, en nuestro caso, partimos de un cam-
po vectorial ¢, € Hy(D,R3) expresado como en Ec. (6.1) con puntos y
vectores de la superficie de un nifio y consideramos la malla {a;}Y, C D.
Si denotamos by; = @i(a;), brs = (b, 0%, b3 ;) € R?, podemos aplicar el
Teorema de Representacion, de manera que existe un tinico campo vectorial
?r € Hig(D,R?) tal que:

Pr = argmin —ZHg a;) = billg +Yllgl 7 (6.2)
gEH (D,R3)

donde v > 0 es un parametro de regularizaciéon. De este modo, podemos
aproximar ¢, por un campo vectorial @, € Hy(D,R3), tan suave como
queramos (dependiendo de la eleccion de ) que ajusta los datos, es decir,
Pr(a;) es cercano a @i(a;).

Ademés, la tnica solucién @y, a la Ec. (6.2) tiene la expresion

N

@() = Z (ala )(Bk z)

i=1
v % i vi i icial:
donde los vectores 3, ; € R3 se obtienen resulviendo este sistema matricial

(Y Nlyxn + K|o)Br = br,



71 CAPITULO 6. CLASIFICACION SUPERVISADA

con K|, la matriz definida como K|,(7,7) = k(a;,a;) € R, 4,5 =1,...,N,y
Bk, b, son las siguientes matrices N x 3

B B A e R B
Bra Bra DBis bro ko bio
B = : : : Dby = : : :
1 2 3 1 2 3
Ben Bin Bin by ben bin

Tras aplicar este teorema a todos los campos vectoriales muestrales ¢, €
Hy (D, R?) que caracterizan a los nifios de la base de datos (detallada en la
seccion 4.2), conseguimos que todos tengan una misma expresion:

N
o) = ZK(%’, VBir € He(D,R*), k=1,...,m.

=1

A continuacion, buscamos una base ortonormal del espacio vector-valued
RKH Hg(D,R?) donde proyectar nuestros datos. Asi, truncaremos estas
proyecciones de manera Optima para obtener una aproximacion finita que
nos permitira usar el método del analisis discriminante multivariante (seccion
2.6.2).

Consideramos el espacio de Hilbert,

3
DR = {f = (fufoe fi): D— B/ o = 3 [ 10 o < o0}

y el operador integral, Lx p: L*(D,R?®) — L*(D,R?), definido por

3

Liof(0) = [ Klen)(f(w)dy = ( JRERE dy) — (Lufil)L

i=1
Sean {\;}2; los valores propios del operador integral Ly y las correspon-
dientes funciones propias {¢};°;, At > Ao > --- >0y sz A = 0, por el
— 00
Teorema Espectral (2.3.8).

Si ¢ es una funcion propia de Ly con valor propio asociado );, y denota-
mos ¥ = (¢1,0,0), ¥ = (0, ¢, 0), ¥} = (0,0, ¢;), entonces 1] es una funcion
propia de Lg p asociada al mismo valor propio (j = 1,2, 3).
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N

Teorema 6.0.1. Sea P () = Z K(-,a;)(Bri) un campo vectorial que repre-
i=1
senta una superficie Sy, en R3. Entonces, @y, se puede expresar como

) = 3> ul (VA (6.3)
j=1 I=1
donde {{\//\_lwlj}fil}?:l es una base ortonormal para Hg(D,R3).

' : B , j -
Ademds, los primeros d = rank(K|,) coeficientes 1y, se pueden aprorimar
por

U{,k = \/Zl(vl : 5%)
para j = 1,2,3, donde v, € RY son los vectores propios de Kl,, {; son los
valores propios de Ko y Bi. = (Bi1, Bror -+ Bin)-

Una vez expresado cada campo vectorial con respecto a la base ortonormal
dada por la descomposicion de funciones propias del kernel K, es importante
senalar que los elementos de la base estan ordenados siguiendo un criterio de
optimalidad.

Es decir, si fijamos un nimero entero r > 0 :

3 o0 2 s
min K(y,x) — J Iz dydxr = A2,
fl""’fTEHK(D’RB)//DxD ( (y ) ;;fl (y)fl( )) Yy j:rZ—H 5

donde el minimo se alcanza por Y ,_, wlj (y)wlj (z). Esto significa que como
nuestros datos funcionales son de la forma Z?Zl St (VAW (), y la
descomposicion truncada de valores y vectores propios son la mejor aproxi-
macion de K, al truncar esta representacion se reduce la dimension de manera
o6ptima.

Entonces, si truncamos el segundo sumatorio en la Ec. (6.3) a d = rank(K]|,),
cada superficie Sy, para k = 1,...,m, viene dada por los coeficientes M{,k pa-

o~

ra j = 1,23y 1l = 1,...,d (estimados por u{yk), en la base ortonormal

{{\/)\_lwlj}fil}?:l. Por tanto, Si se puede expresar como un vector (3 - d)-
dimensional

— — —

(1 2 3 1 2 3 1 2 3
He = (Ml,kv Y gy B gy Mo gy Mo gy Mo gy - - -5 Mg ks K ks :ud,k)' (6.4)

Esta expresion reduce de manera 6ptima el problema infinito-dimensional
a uno finito-dimensional y asi podemos aplicar el método clasico multi-
variante del anélisis discriminante lineal (seccion 2.6.2) a los vectores i,
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k=1,...,m de la Ec. (6.4). En nuestro caso utilizaremos el algoritmo im-
plementado en MATLAB (2015).

El procedimiento descrito que permite asociar la superficie de un nino o
una nina con un vector, esta desarrollado en la aportacion para una hipersu-
perficie genérica en R". Es decir, podemos aplicar este método a curvas en
R? (n = 2) y también a superficies en R? (n = 3), como ya ha sido detallado.

Para analizar la robustez del método desarrollado, llevamos a cabo una
validacion cruzada sobre las bases sintéticas 2D y 3D (descritas en las sec-
ciones 4.3.1 y 4.3.2 respectivamente). Lo que pretendemos observar con estas
bases de datos que tienen grupos claramente diferenciados segin la forma y
el tamano, es que si dejamos un elemento de la base fuera y le pedimos al
método que le asigne el grupo correspondiente lo hace de manera adecuada.
Por tanto, aplicando la validacion cruzada (leave-one-out cross-validation),
podemos evaluar el método mediante el porcentaje de error. Llevamos a ca-
bo el proceso de validacion cruzada con MATLAB (2015), considerando los
distintos escenarios descritos en las secciones 4.3.1 y 4.3.2. En todas las si-
tuaciones planteadas, obtenemos un error del 0% tomando los parametros
adecuados (A del Kernel Gaussiano escogido segin el criterio del Capitu-
lo anterior y 7 parametro de regularizaciéon). De este estudio experimental
también se deduce que el parametro v tiene poca influencia en los resultados
de clasificacion.

Finalmente, se aplica la clasificaciéon supervisada a la base de datos de
ninos y nifas del proyecto (descrita en la seccion 4.2). En particular, se
trabaja con la misma muestra de 195 ninas que se utiliza en el Capitulo 5,
ya que se consideran los grupos (tallas) definidos por los sistemas de tallaje
propuestos en ese Capitulo. Asi, se estudia a través de la validacion cruzada
si a un nuevo individuo se le asignaria la talla adecuada. Los resultados son
bastante prometedores. Los errores son menores del 10 % en cada rango de
altura del primer sistema de tallaje propuesto, ya que, en este hay un filtro
previo segin la altura. En el segundo sistema de tallaje obtenemos un error
del 16,92 %.
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Capitulo 7

Regresion ordinal: prediccion de
ajuste de una prenda

Generalized linear models for geometrical currents predictors. An appli-
cation to predict the garment fit. Sonia Barahona, Pablo Centella, Ximo
Gual Arnau, M. Victoria Ibanez y Amelia Sim6. Sometido a Annals of Ap-
plied Statistics. arXiv: 1803.03019v1 [stat.AP| 8 Marzo 2018.

En esta aportacion se construye un modelo tedrico y practico que podra
utilizarse para la prediccion del ajuste de una prenda a un nino o una nina.
Esto permitiria implementar una aplicacion web que haga posible seleccionar
la talla correcta de una prenda sin la necesidad de probarsela.

Como en las aportaciones anteriores, caracterizamos el contorno del cuer-
po del nino o nina mediante un current y usamos el desarrollo del Capitulo 3
para trabajar en un espacio vector-valued RKH. Asi, el contorno del cuerpo
de un nino queda asociado al campo vectorial:

donde los puntos x? y los vectores Tf son diferentes de una superficie a otra.
Como se describe en el Capitulo 6, todos estos campos vectoriales se repre-
sentan en el mismo grid de puntos {a;}Y, elegidos en un conjunto compacto

D C R3, por lo que cada ¢y, se aproxima por una funcién suave en Hg (D, R3):
N
— k
Pr = Z K(aj,-)(85),
i=1
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evaluada en este grid comin. Esta aproximacion permite aplicar a este tipo
de datos la metodologia del Anélisis de Datos Funcionales (FDA).

El objetivo particular es obtener un modelo para predecir el ajuste de
una prenda a un nino como “demasiado pequena” (Y = —1), “buen ajuste”
(Y = 0) o “demasiado grande” (Y = 1), en funcion de la talla de la prenda,
la edad del nino, el sexo y la superficie del cuerpo del nino caracterizada
por . Para ello, usaremos técnicas de Andlisis de Datos Funcionales para
adaptar a nuestro contexto un Modelo Lineal Generalizado de Regresion
Ordinal (seccion 2.6.3).

Los GLM (seccion 2.6.3) asumen que los predictores tienen dimension
finita, James (2002) amplié los GLM a modelos lineales generalizados fun-
cionales (FGLM), sustituyendo la suma del espacio de dimension finita (Ec.
(2.15)) por una integral en L2 En el caso particular de un modelo de res-
puesta ordinal Y con J categorias basado en logits acumulados, la Ec. (2.16)
quedaria:

logit[P(Y < j)] = a; + /J(t)X(t) dt,Vje{1,...,J —1},

donde o(-) es el analogo funcional a ;.

En nuestro caso, al estar trabajando con predictores funcionales en Hy (D, R3),
el producto interior en L? se sustiuye por el producto interior en Hg (D, R?)
y el modelo quedaria:

logit[P(Y < )] = a; + (0,B)m Vi € 1L,{L,....J —1}.  (7.1)

Como no es posible estimar directamente las funciones paramétricas, la
solucion mas utilizada en FDA consiste en considerar que las observaciones
funcionales pertenecen al espacio generado por una base de funciones (Silver-
man and Ramsay, 2005). En la literatura se han utilizado diferentes bases:
funciones splines, funciones trigonométricas o funciones wavelets. Un enfo-
que un poco distinto pero muy popular consiste en usar la base ortonormal
de funciones propias de la funcion covarianza (FPCA). En la practica, los
desarrollos en la base quedan truncados y se aproximan por sumas finitas,
con lo cual el modelo se convierte en un GLM mailtiple y podemos aplicar
las técnicas cléasicas.

En nuestro caso, o(-) y p(-) pertenecen a Hx(D,R3), por eso, si {¢;(+)}2,
es una base del espacio:

T

Pla) =) ad@); o(z) 2 bigi(x). (7.2)

=1
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De las ecuaciones Eqgs. (7.1) y (7.2), obtenemos:

logit[P(Y < j)] = a;+ Y > bycrlp, d)m,e. Vi € 1,{1,...,J — 1}

p=1 I=1
J-1 ) . .
donde {a;}iZ) v {bi}j—, son los pardmetros a estimar.

Como nuestros datos funcionales son campos vectoriales en un RKHS,
proponemos tres bases alternativas a las habituales para expresar los campos
vectoriales o(+) respecto a ellas.

En primer lugar proponemos usar la base ortonormal dada por el operador
integral L : L? — L? definido por el kernel reproductivo K de Hy (D, R3):

mﬂ@:Lwammw.

Asi, si {\};2; son los valores propios del operador y {i;};°, las correspon-
dientes funciones propias, usando el Teorema de Mercer (2.3.9), p; = VA,
{p}i2; es una base ortonormal de Hy y el campo vectorial @, como elemento
de Hp se puede expresar como sigue (Hsing and Eubank, 2015):

o0

P = Z(@a P PL= Zuf pr- (7.3)
=1

=1

Como () = vazl K(a;,7)(BF), la generalizacion del Teorema (2.3.10)
al caso vector-valued asegura que el truncamiento de Ec. (7.3) reduce la
dimension de manera 6ptima. En la préictica, los coeficientes respecto de esta
base se estiman usando la matriz aproximacion al kernel (procedimiento visto
en el Capitulo 6).

La segunda propuesta consiste en adaptar a nuestro escenario, una es-
tructura mas habitual: la propia del operador integral definido usando las
funciones covarianza. El hecho de que un elemento aleatorio de Hx (D, RR3)
sea un proceso estocastico (seccion 2.4.3), permite considerar las funciones
covarianza v;;(z,y) := Cov(®;(x), ®;(y)), Vi, j = 1,2,3. Sea y(x,y) la (3x3)-
matriz cuyos elementos son 7;;(z,y). Entonces, I'(z, y)(a) := y(x, y)a es una
funcion vector-valued simétrica y definida no negativa. Consideramos el ope-
rador integral Lr:

hﬂ@:éf@wU@Mu
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Usando el Teorema Espectral (2.3.8), obtenemos las funciones propias de este
operador, {v;};°, asociadas a los valores propios {{;}°,. {v;}°, forma una
base ortonormal para LZ.

o0

Pr = Z<90k7 v) L2V = ZQ vy (7.4)

=1

Para poder usar este resultado necesitamos demostrar que estos vectores
forman también una base de Hy y obtener los productos (en Hg) de los
vectores de la base. Se demuestra facilmente que es una base puesto que:

L] HKCL2

= Usando de nuevo el Teorema de Mercer, {/f;v;}{2, forman una base
ortonormal de Hr y asumiendo que I' es continuo entonces Hr C Hg,
(extension al caso vectorial de la Ec.(2.9)) y por lo tanto v; € Hk.

En cuanto a los productos, se demuestra que:
oo
quj Z/\ ! Umwk L2<Uj7wk> (75)
k=1

De nuevo en la préictica los coeficientes ¢ se estiman usando la matriz
que aproxima la funcién covarianza.

El truncamiento de la expresion en la Ec. (7.4), también es 6ptimo, ya que,
existen variables I3 (v;) con media cero, varianzas decrecientes e incorreladas
tal que (Hsing and Eubank, 2015):

n—oo teD

lim sup E[||®(t) — Z s(v)u(t)|]] =

Asi pues, tenemos hasta ahora dos bases para expresar nuestros datos fun-
cionales: la determinada por el kernel reproductor que depende del espacio
de funciones y la determinada por las funciones de covarianza que depende
de los datos muestrales. Cada una de estas bases permite reducir la dimen-
sionalidad de una manera 6ptima en algun sentido y cada una de ellas puede
tener fortalezas o debilidades segtin la naturaleza de los datos y del problema
a resolver. Por ejemplo, cuando se utiliza PCA en problemas de clasificacion
para reducir la dimensionalidad del analisis, tenemos que ser conscientes de
que no hay garantia de que la separaciéon entre grupos estara en la direccién
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de los primeros PCs; la separacion entre grupos puede estar en las direcciones
de los ultimos. Por este motivo serfa interesante buscar otra base de funciones
que represente un compromiso entre ambas.

La tercera base propuesta surge de una relacién entre ambos operadores.

Definimos el operador lineal G := L[%( oLro L[%( y denotamos {n;,w;}32, los
valores y funciones propias de G. A partir de la base {w;}2,, en el Teorema
(7.0.1), definimos un nuevo conjunto de funciones en Hpg, {w;}°;, que es
sistema generador de Hg y del que obtenemos una relacion (“diagonalizacion
simultanea”) entre los operadores Lk y Lr.

Teorema 7.0.1. Sean {n;,w;}32, los valores y funciones propias de G.

1
Definimos u; == L} (w;), Vj.

Entonces, Vf € Hg, [ = Zé’j uj, donde & = (f , Ll}l uj) e,

Jj=1

Lruj=mn; L uj

<UZ' s LF uj>L2 = ’I’]j 5”

Los productos de vectores u; se pueden calcular usando una ecuacion
similar a la Ec. (7.5).

Finalmente, aplicamos todo este desarrollo teérico a la base de datos del
proyecto de los ninos y ninas para predecir la bondad del ajuste de una talla
de camiseta. Se definen tres modelos diferentes dependiendo de la base usada
con el fin de experimentar cual da mejores resultados a esta aplicacion practi-
ca. Denotamos la base utilizada cada vez por {¢;}°;, v los correspondientes
coeficientes a la k-ésima superficie con {c¢}}°,. VI = 1,..., oo consideraremos
‘caso 1, donde ¢, = p1 y ¢f = (@r, p1) e (como en Ec. (7.3)), ‘caso 2’, donde
¢ = vy & = (@r, )z (como en Ec. (7.4)), y ‘caso 3, donde ¢, = u; y
cf = (@r, L' w)r2 (como en Teorema (7.0.1)).

Dado que gran parte de la informacion inherente a los datos originales se
captura por las primeras componentes funcionales y los coeficientes asociados,
estas bases se truncan con un ntmero bajo r de términos. En el ‘caso 1’
o(z) = >7_, adi(x) se trunca considerando r = 7 elementos de la base, en
el ‘caso 2°, r = 8 elementos y en el ‘caso 3’, r = 7 elementos.

Recordemos que (ver seccion 4.2) nuestro conjunto de datos para este
estudio contiene ahora los escdneres 3D de la parte superior de los cuerpos
de 76 ninos y ninas y la bondad del ajuste de tres tallas distintas codificadas
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como —1 (pequeno), 0 (correcto) y 1 (grande). El modelo asume observaciones
independientes, pero en nuestro caso hay muchas medidas tomadas en cada
nino o nifa, por eso transformamos el modelo como un logit acumulativo
mixto (Agresti, 2010):

logit[P(Yy; < j)] =ay + Bishirt.size; + [asexy, + fzagex+

30 the (s )11, + (k).

p=1 I=1

\V/Zzl, 7nk,.]€{—170}’k‘:17. 7787

donde ny € {1,2,3} es el namero de observaciones tomadas en el k-ésimo
nino y los efectos del nino se asumen que son aleatorios, independientes e
identicamente distribuidos siguiendo una distribucion Gaussiana, es decir,
u(k) ~ N(0,0%).

Usamos la funcion clmm del paquete ordinal de R (Christensen, 2015)
para ajustar el modelo en los tres casos. Ademas, llevamos a cabo un pro-
ceso de validacion cruzada (leave-one-out cross validation) para comprobar
el poder predictivo del modelo en las diferentes bases. Para cada base, se
estima el modelo iterativamente teniendo en cuenta todos los datos excepto
las observaciones disponibles del nino o nina en turno.

Por tultimo, calculamos un porcentaje de acierto entre las predicciones y
los datos reales en cada uno de los tres modelos (ver Tabla (7.1)). A partir
de los resultados concluimos que a pesar de que la base de funciones propias
de la covarianza es uno de los enfoques mas utilizados, hemos encontrado
dos bases adicionales con un poder predictivo similar para esta aplicacion.
A pesar de que las diferencias son bastante pequeinas, los resultados son
ligeramente mejores con la base mixta, como esperabamos inicialmente.

Caso 1 Caso 2 Caso 3
Prediccion | Prediccion | Prediccion
-1 0 1 (-1 0 1 (-1 0 1
-1147 16 1 |51 12 1 |51 12 1
010 41 10|11 38 12|10 39 12
1 1 12 541 0 13 54| 1 11 55
% de aciertos 73,95 % 74,48 % 75,52 %

Decision
del experto

Tabla 7.1: Resultados del procedimiento de validacién cruzada para el modelo
mixto de regresion ordinal estimado con las diferentes bases.
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Ademas se evaliia experimentalmente la influencia del nimero de puntos
del grid en el método, concluyendo que el procedimiento es bastante robusto
y resaltando el hecho de que los mejores resultados se obtienen en un equi-
librio entre un numero grande y pequeno de puntos en el grid. Finalmente,
comparamos el procedimiento desarrollado con otros métodos tradicionales
y los resultados de clasificacion obtenidos son ligeramente peores que los
obtenidos con la metodologia desarrollada en este trabajo.
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Capitulo 8

Formula de Gauss-Bonet e
integrales rotacionales en espacios
de curvatura constante

Gauss-Bonnet formulae and rotational integrals in constant curvature spa-
ces. Sonia Barahona y Ximo Gual Arnau. Publicado en Differential Geo-
metry and its Applications, volumen 50, paginas 116-125, ano 2017. DOI:
10.1016/j.difge0.2016.11.005.

En este capitulo, detallamos el trabajo desarrollado dentro del ambito
de la Estereologia, en el que obtenemos férmulas rotacionales para el area y
para las integrales de curvatura media de la superficie frontera de un dominio
compacto en un espacio de curvatura constante A\, M.

Antes de enunciar los resultados mas relevantes demostrados en esta apor-
tacion, es conveniente fijar la siguiente notacion. Sea L un r—plano, (r < n),
al que llamamos subvariedad totalmente geodésica de dimensién r en MY,
y dL? la correspondiente densidad que es invariante bajo el grupo de movi-
mientos, Fuclideos o no Euclideos. Denotamos por L;L[o] un r—plano que pasa
por un punto fijo O en M7, y su densidad invariante de[O].

Sea (Q C MY} un dominio compacto con frontera suave S = 0Q, x(Q) la
caracteristica de Euler-Poincaré de () y M; la i—ésima integral de curvatura
media de S. Denotamos por O, = vol(S*) el area de la superficie de la esfera
unidad k-dimensional.

El trabajo tiene una estructura semejante a los pasos seguidos en el ejem-
plo de la seccion 2.7. Por tanto, en primer lugar se obtiene una férmula
integral, del tipo de la Ec. (2.17), en la que aparecen diversas integrales de
curvatura media de S.
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Teorema 8.0.1. Para n y r wmpar, o n y r par, se cumple la siguiente
relacion,

1 n—r—2
§OnX(Q)_Cn—1Mn—1 - )\Cn—SMn—?) R W CT+1M7‘+1
n—r O’V‘ “ee 01
=2 —m———— NL)HdL!
2 On_l - On_r . X(Q 7‘) 7

donde,
o[ 1 O,
" h OnOpn—1-1

El resultado enunciado supone una generalizacion del trabajo Solanes
(2006), en su caso lo demuestra para r = n — 2 siguiendo un procedimiento
distinto. Ademaés, como consecuencia del teorema anterior, podemos deducir
el siguiente corolario, que permite expresar cada curvatura integral a partir
de féormulas integrales.

Corolario 1.

(n—r—l)Or...Oo/
M, = ALY )dL”
On ... Or s s X(Q r+1) r4+1

’/’OT,Q ce Oo /
— L L .
On72 e Onfr L1 X(Q " T_l)d ot

(8.1)
)\

A continuacién, obtenemos férmulas rotacionales para las integrales de
curvatura media de las superficies en My, similares a la Ec. (2.19). Estas
permiten expresar las integrales de curvatura media a partir de secciones del
objeto que pasan por el punto O.

En este contexto, a partir de la Ec. (8.1), encontramos funciones «,. defi-

nidas en Lr+2[0} N @ con media rotacional igual a M, es decir,

M, = / ar(Lyya0) N Q) Ly g0
L:}+2[0]QQ7§@

Teorema 8.0.2. Sea () C M} un dominio compacto con frontera suave
S = 0Q. Las funciones medida «, correspondientes a la r—ésima integral de
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curvatura media de S, M,, se pueden erpresar como

Or_o...0g
L NQ) = 5——5——
[(n =1 —=1)0,0,1B,11 — ArO,0p / Br—ldL:[JB]Q] ’
@nrLr,, )mL’“[*(')]Q;éV)
donde
= [ @@Lz,

(L?H[o]mQ)mL:H#@
p es la distancia desde O hasta el plano L ; y

A~12sin(pV/\), A>0
sx(p) =4 p, A=0.
IA| 712 sinh(py/]A]), A <0

Finalmente, utilizamos resultados clasicos de la teoria de Morse para ha-
llar una representacion de las formulas rotacionales equivalente a la de la
Eq. (2.20). Asi, el integrando de la curvatura media se puede interpretar
geométricamente utilizando los puntos criticos de funciones altura.

Introducimos a continuacién la notaciéon necesaria para el tltimo resul-
tado obtenido. Sea u, un vector unitario en S" C TpL} I la geodésica
Yur R — L7 g, con 7, (0) = Oy 7/(0) = u, viene dada por v, (t) =

ex(t)O + sx(t)u,, donde cx(t) = &s5(t). Dado w,, sea h,, : L g — Rla
funcion altura cuyas hipersuperficies de nivel son los r—planos L" perpen-
diculares a la geodésica 7,,(t). Notar que en el caso Euclideo (A = 0) esta

funcion altura coincide con la funcion estandar.

Parar <n € {1,2,...}, definimos:

Drn(p) = / nr = (pl) (o) dp.

Teorema 8.0.3. Sea O un punto en MY y QQ C M} un dominio compacto
contenido en el hemisferio de MY con polo O cuando X\ > 0. Sea L:}H[O] un
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L _ " .
plano genérico, por tanto, Q. 1 = QN Lr+1[0] es un dominio con frontera

suave en L;‘H[O}. Entonces, para r € {0,1,...,n— 2},
1 m
/87‘ = 5/ (Z €k ]n—r—l,r(pk)> durv
" \k=1
donde p1,< pa < ... < pm representan los valores que toma la funcion altura

en los puntos criticos Crit(hy, |ag,,,) correspondientes a la direccion u, y €
es +1 o -1 dependiendo de si el punto critico es mdximo o minimo.

Cabe resaltar que si A # 0 las rectas y planos pasan a ser subvariedades
totalmente geodésicas de MY, y la funcioén altura ya no es tan intuitiva.
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Capitulo 9

Conclusiones

El objetivo de la tesis ha sido doble. Por una parte, proponer un tipo de
objeto matemaético llamado current, que permite caracterizar cuerpos geo-
métricos. Tras el estudio del espacio donde quedan embebidos estos objetos
geométricos y el uso de sus practicas propiedades, se desarrollan nuevas me-
todologias estadisticas (clasificacion supervisada, clasificacion no supervisada
y regresion ordinal) para trabajar con una muestra de cuerpos caracterizados
mediante estos currents. Por otra parte, obtener féormulas rotacionales para
el area y para las integrales de curvatura media de la superficie frontera de
un dominio compacto en un espacio de curvatura constante A\, M.

En los tres primeros trabajos se ha utilizado la caracterizacion de la forma
y el tamano de cuerpos geométricos mediante currents, permitiendo asociar a
cada cuerpo geométrico un elemento de un espacio vector-valued RKH. En es-
tas aportaciones también se han realizado estudios de simulacién para poder
validar los resultados obtenidos y se ha aplicado la metodologia propuesta en
cada caso, a problemas reales que plantea el proyecto en el que se enmarca
el trabajo.

En el primer trabajo se ha propuesto un método de clasificaciéon no su-
pervisada para cuerpos geométricos v se ha aplicado para la definicion de
sistemas de tallaje infantiles mas eficientes. Tras la transformacion de los da-
tos, se ha adaptado el conocido algoritmo k-medias a este contexto y se han
propuesto dos sistemas de tallas infantiles para conseguir un mejor ajuste
de las prendas. El primero de ellos se ha definido segmentando previamente
los datos segiin su altura y a continuacion, se ha aplicado el algoritmo k-
medias para establecer dos tallas en cada grupo de alturas. De esta manera,
la altura nos sirve de filtro inicial, y las tallas obtenidas optimizan el ajuste
de la prenda a la forma del cuerpo. Para reducir el nimero de tallas, se ha
propuesto un segundo sistema de tallaje aplicando a todos los miembros de
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la muestra el algoritmo k-medias. El niimero de grupos a generar se ha esta-
blecido usando criterios de optimalidad. En los dos casos, se han descrito las
tallas propuestas segin las medidas antropométricas del grupo.

En el segundo trabajo se ha desarrollado una metodologia para la clasifi-
cacion supervisada de cuerpos geométricos. Utilizando la teoria de FDA se ha
adaptado el método de analisis discriminante para poder emplearlo en este
contexto. Este desarrollo se ha aplicado para la construccion de un modelo
que asigna a cada nino o nina su talla en cada uno de los sistemas de tallaje
definidos en el primer trabajo. Se han obtenido resultados prometedores al
emplear este método con la base de datos de nifios y ninas escaneados que
aporta el proyecto.

En el tercer trabajo se ha propuesto una nueva metodologia para mo-
delizar una variable de respuesta ordinal en funcién de objetos geométricos
3D. Una vez se han transformado los datos geométricos en elementos en un
vector-valued RKHS, se han expresado en tres bases de funciones del espacio
diferentes. En primer lugar, los predictores se han expresado en la base dada
por el kernel del RKHS. En segundo lugar, se ha usado una base que se ob-
tiene de manera similar a la base habitual dada por el kernel covarianza en
el caso escalar. En tercer lugar, se ha buscado una base de funciones que co-
necta los beneficions de las dos bases anteriores mediante la “diagonalizacién
simultanea” de operadores. Se han estimado los coeficientes de cada predictor
geométrico expresado en las tres bases de funciones. Por tltimo, este método
se ha aplicado para predecir si la talla de una prenda ajusta a un cliente o si
es grande o pequena para él/ella. Los resultados obtenidos con las diferentes
bases fueron semejantes y bastante prometedores.

El cuarto trabajo se encuentra ubicado en el ambito de la Estereologia.
En él se han obtenido generalizaciones del principal resultado de Solanes
(2006) y se han dado interpretaciones geométricas de combinaciones lineales
de las integrales de curvatura media que aparecen en la férmula de Gauss-
Bonnet para hipersuperficies en espacios M{. Entonces, se han combinado
estos resultados con la clasica teoria de Morse para obtener nuevas féormulas
rotacionales para la k-ésima integral de curvatura media de una hipersuper-
ficie en M3
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Lineas de investigacion futuras

A continuacion, se describen algunas posibles lineas de investigacion fu-
turas. Es importante notar que en Estadistica no se habia trabajado hasta el
momento con elementos de un espacio vector-valued RKH. Por ello, se han
tenido que generalizar las propiedades que usa el Analisis de Datos Funcio-
nales del caso escalar al vectorial, abriendo un nuevo campo de posibilidades
y de problemas abiertos. En esta linea, es fundamental senialar que el ope-
rador integral definido a partir de las funciones covarianza Lr (Capitulo 7),
en general, no es equivalente al operador covarianza K de x (Ec. (2.8)) con-
siderado como un elemento aleatorio en Hg. Por ello, como trabajo futuro
nos planteamos estudiar en profundidad su relacion (Ec. (2.10)): en qué si-
tuaciones son operadores equivalentes, la correspondientes descomposiciones
en valores y funciones propias, etc.

Por otra parte, en este trabajo de tesis doctoral se han caracterizado los
cuerpos geométricos (curvas en 2D y superficies en 3D) a través de funciones,
currents. Pero, esta representacion geométrica del conjunto de formas, que se
engloba dentro del Anéalisis de Forma y Tamano, se puede hacer desde otros
puntos de vista. Una idea natural cuando se trabaja con formas en 2D o en
3D, es la de considerar curvas o superficies parametrizadas que representan
la frontera del dominio de interés. Se puede trabajar con parametrizaciones
de dos maneras diferentes. Se puede fijar una parametrizacion que sea equi-
valente en todas las curvas (o superficies) y mantener esta parametrizacion
fija en todo el analisis de formas. Este tipo de método se llama andlisis de
formas no eldstico o anélisis de formas “bending-only”. También se puede tra-
bajar con parametrizaciones arbitrarias y tener en cuenta las variaciones que
se producen al cambiar de parametrizacion. Este método se llama analisis de
formas de tipo eldstico.

Tanto esta nueva aproximaciéon, como la ya desarrollada en el presente
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trabajo se pueden aplicar a una base de datos de escaneres y fotografias
de pies, con el fin de resolver el problema de asignacion de calzado. En la
tesis se ha trabajado tomando como base un sistema que, a partir de 2 o 3
fotografias tomadas con tecnologia doméstica (smartphone, tablet o caAmara
web/digital) extrae las medidas del cuerpo entero de nifios y nifias y también
una aproximacion a la reconstrucciéon 3D del cuerpo entero. Este mismo
sistema se ha utilizado con éxito para obtener una reconstruccion 3D del pie.
Por tanto, la informacion que tenemos para desarrollar y aplicar técnicas
estadisticas vuelven a ser formas en 2D y en 3D.

En el caso 2D (trabajando directamente con las fotografias tomadas con
tecnologia domeéstica) se puede considerar cada contorno (fotografia) como
una curva plana cerrada. El conjunto de todas las curvas parametrizadas
planas cerradas tiene una estructura de variedad diferenciable de dimension
infinita que, con una métrica elastica adecuada, nos permite calcular distan-
cias entre curvas y también la curva media.

En el caso de 3D (cuando disponemos de una malla triangular que re-
presennta la forma 3D del pie tras ser escaneado) proponemos trabajar con
parametrizaciones que obtendremos a partir de la malla, desde los dos puntos
de vista. Es decir, utilizando anélisis de formas de tipo elastico y no elastico.

Como la reconstruccion 3D de todos los pies, a partir de las fotografias
2D se hace de manera semejante, supondremos que hay una correspondencia
entre todas las parametrizaciones de los pies y de esta manera fijaremos
una tnica parametrizacion para todas las formas 3D (analisis de formas no
elastico). Se propone comparar los resultados obtenidos mediante el anéalisis
de formas no elastico, con otro basado en el analisis de formas elastico. Por
tanto, con la idea de considerar una métrica en el espacio de formas, que
no dependa de parametrizaciones, definiremos una funcién asociada a cada
superficie: la funcion factor multiplicaciéon de areas o la funcion raiz cuadrada
del campo normal.
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