
Somos como enanos sentados sobre l o s  
hombros de gigantes para ver más cosas que 
e l l o s  y ver más l e j o s ,  no porque nuestra v i s ión  
sea m6s aguda o nuestra estatura mayor, s ino  
porque podemos elevarnos m6s a l t o  gracias  a su 
estatura de gigantes .  
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CAPITULO 11 

DESARROLIX3 HISTORICO DE LA OPTIMIZACION ESTRUCTURAL 

La evolucibn histbrica y el desarrollo metodolbgico de las 

tecnicas de optimizacibn estructural estbn marcadas por una serie 

de hitos de importancia singular, que provocaron alteraciones 

radicales en los planteamientos asumidos por la comunidad 

cientifica hasta el momento de su aparicibn, o cuanto menos 

permitieron la apertura de nuevas y profundas lineas de 

invest igac ibn. 

En las hltimas dbcadas, sin embargo, y como sucede en 

tantas otras ramas de la ciencia, el crecimiento constante del 

volumen de investigaciones en curso, la aplicacibn generalizada 

de tecnicas de gran sofisticacibn, la interrelacibn existente 

entre breas de conocimiento dispares, la calidad y cantidad de 

conocimientos acumulados, y la transmisibn constante de 

informacibn entre los cientificos, han provocado un cambio 

cualitativo en la evolucibn de las tecnicas de optimizacibn 

estructural; la evolucibn marcada por hitos aislados y claramente 

identificables de antaño se ha transformado en la actualidad en 

una evolucibn casi continua. 



Por este motivo consideramos oportuno enfocar desde un 

punto de vis ta  h is tbr ico  e l  desarrollo de l a s  tecnicas de 

optimizacibn es t ructura l  hasta l a  decada de 1960, y desde un 

punto de v i s ta  s in te t i co  y metodolbgico su evolucibn poster ior .  

11.2 EVOLUCION HISTORICA. JñASTA 1960) 

11.2.1 primeros planteamientos optimizaci6n es t ruc tu ra l  

E s  prdcticamente imposible precisar e l  momento en que surge 

por primera vez e l  concepto de optimizacibn en e l  dmbito del  

diseño, y en concreto en e l  diseño es t ructura l  -entendido en u n  

sentido amplio de obtencibn del  resultado mds deseable desde 

cualquier punto de v i s ta  objetivo, ya sea econbmico, de u t i l idad ,  

etc-. Es c laro ,  s in  embargo, que l a  aspiracibn humana de 

alcanzar l a  perfeccibn en todas sus obras, se manifiesta desde 

los tiempos mds remotos en l a s  a r t e s ,  l a  arquitectura,  l a  

ingenieria, y todas l a s  manifestaciones de l a  cul tura .  E l  ser  

humano, a l o  largo de l a  h i s to r ia ,  ident i f ica  en numerosas 

ocasiones l a  perfeccibn con l a  belleza y sus cdnones, con l a  

rel igibn,  y con otros muchos aspectos de d i f i c i l  valoracibn 

objetiva. Si  bien l a  concepcibn primera del  diseño puede es ta r  

plenamente condicionada por motivaciones de es ta  naturaleza, l a  

realizacibn material de l a  obra permite siempre un c i e r t o  margen 

de decisibn basado en c r i t e r i o s  objet ivos,  como l a  eleccibn de 

los materiales, la  disposicibn de los elementos es t ructura les  

portantes, e tc .  Es indudable que dentro de estos mdrgenes, los  

diseñadores y constructores de l a  antigiledad optimizan en c i e r t o  

grado e l  diseño, s i  bien sus c r i t e r i o s  de optimizacibn s e  basan 

esencialmente en conocimientos empiricos y l a  bondad de s u s  



decisiones estd fuertemente limitada por la carencia de una 

doctrina científica bien consolidada de cdlculo estructural. 

Podemos considerar a Galileo, en el siglo XVII, como uno de 

los precursores del diseño estructural bptimo tal y como lo 

entendemos en la actualidad. Su andlisis de la distribucibn 

tensional en vigas sometidas a flexibn [Galileo 16381, aunque 

incorrecto, le permitib abordar racionalmente la obtencibn de la 

forma bptima en vigas de canto variable. 

Johan Bernoulli [16871, revisa la teoria de Galileo 

aproximadamente medio siglo despues de su formulacibn, y aplica 

la hipbtesis de deformacibn plana de la seccibn y la ley de 

Hooke, postulando una distribucibn lineal para el estado 

tensional en las secciones ortogonales a la directriz. Su teoria 

le permite abordar el problema del diseño de vigas de resistencia 

uniforme. 

No obstante, no podemos hablar con propiedad de la 

formulacibn de problemas de optimizacibn estructural 

analíticamente bien fundamentados, hasta que Parent [1708,17101 

en la primera decada del siglo XVIII, descubre el concepto de 

fibra neutra de la seccibn y resuelve el problema del diseño de 

vigas de resistencia uniforme sometidas a la accibn de cargas 

mbviles. Su teoria es redescubierta con posterioridad, en el 

altimo tercio del siglo, por Lagrange [1770-1773,17721, quien 

analiza el diseño eldstico de columnas axisim&tricas de minimo 

peso sometidas a cargas axiales. Sus conclusionesr aunque 

incorrectas (Lagrange no considera la accibn del peso propio y 

por tanto obtiene una solucibn cilindrica de seccibn constante) 



abrieron l a  via que permitib a Clausen [1851] resolver 

acertadamente e l  problema, obteniendo, para l a  acci6n combinada 

de cargas centradas y peso propio, l a  conocida dis t r ibucibn 

exponencial del  drea de l a  seccibn en funcibn de l a  a l tu ra .  

Esta fase i n i c i a l  de desarrollo de l a s  tecnicas de 

optimizaci6n es t ructura l ,  de dos s ig los  de duracibn 

aproximadamente, aunque evolucionando a l a  par que los  metodos de 

cAlculo es t ruc tu ra l ,  no configurb s i n  embargo en ningdn momento 

un cuerpo de doctrina. E l  establecimiento de t eor ias  coherentes, 

que aunque careciesen de generalidad fuesen cuanto menos 

aplicables a c i e r t a s  t ipologias completas de problemas y a 

c ie r tos  c r i t e r i o s  restringidos de optimizacibn, no se concretb 

hasta e l  desarrollo durante e l  bltimo terc io  del  s i g lo  XIX y e l  

in ic io  del XX de l a s  aportaciones de Levy, Maxwell y Michell. 

11.2.2 Diseño bptimo de es t ructuras  ar t iculadas  

Maxwell [18901 realiza l a  primera gran aportacibn a l a  

construccibn de una teoria de diseño bptimo es t ructura l .  En s u  

a r t i cu lo  demuestra un importante teorema re la t ivo  a es t ructuras  

ar t iculadas  bajo un solo estado de carga, relacionando l a s  

longitudes de l a s  barras con l a s  mdximas tensiones de traccibn y 

compresi6n permitidas en cada una. 

Levy [1875] l leva a termino un profundo estudio sobre 

diseño de cerchas y arcos de res is tencia  uniforme. Su 

demostracibn, que prueba e l  carActer forzosamente i sos tb t i co  de 

l a  configuracibn bptima de una celosia sometida a un estado de 

carga constante, e s  de par t icular  interks,  y ha generado con 



posterioridad numerosas polemicas analizando la posible extensibn 

de este resultado a otros tipos de tipologias estructurales, 

estados de carga, y criterios de optimizacibn. 

Michell (19041 presenta una contribucibn revolucionaria a 

las tecnicas de diseño bptimo estructural. Su teoria, a partir 

de las realizaciones de Maxwell, desarrolla una poderosa 

metodologia aplicable a estructuras articuladas bidimensionales 

sometidas a un bnico estado de carga, que permite hallar la 

configuracibn de minimo peso con restricciones en los valores 

mdximos admisibles de las tensiones en las barras, y bptima por 

tanto en este sentido. Una configuracibn de este tipo estd 

totalmente determinada por los puntos de aplicacibn y valores de 

las acciones exteriores y la localizacibn de los apoyos, siendo 

necesariamente isostAtica como demuestra la teoria de Levy. 

Evidentemente no es posible asegurar el buen comportamiento de 

las estructuras 6ptimas de Michell bajo varios estados de carga 

distintos, y por desgracia, sus diseños son habitualmente 

irrealizables o no funcionales. No obstante, siguiendo a Morris 

[1982] en su excelente introduccibn a la optimizacibn 

estructural, podemos establecer un paralelismo entre las 

estructuras ideales bptimas de Michell y el ciclo ideal 

termodindmico de Carnot, en el sentido en que permiten, en 

cualquier caso, estimar por comparacibn la eficiencia tebrica de 

soluciones realizables en la prdctica. Lh metodologia de Michell 

envuelve una gran complejidad operativa, y excepto en casos muy 

sencillos, su aplicacibn no pudo ser llevada a cabo hasta la 

aparicibn de los primeros ordenadores digitales. 



A partir de los importantes descubrimientos citados, y 

hasta el advenimiento de la 11 Guerra Mundial, se realizan 

estudios de optimizacibn estructural en la misma linea, esto es, 

tendentes a la obtencibn de sistemas estructurales de minimo 

peso, con restricciones de tipo tensional, y sometidos 

principalmente a un solo estado de carga. La investigacibn en 

armamento, y particularmente en aerondutica, durante los años 

precedentes al conflicto belico y durante su desarrollo se 

intensific6 de forma extraordinaria, impulsando las tecnicas de 

optimizacibn y abordando un rango distinto de problemas. 

11.2.3 Diseño 6ptimo de componentes en la industria aerondutica. 

La 11 Guerra Mundial --- 

En los años cuarenta el diseño aerondutico habia alcanzado 

ya un grado notable de sofisticacibn. El avance científico en 

las breas relacionadas fundamentalmente con la aerodindmica y la 

estabilidad de vuelo permitía resolver en mayor o menor grado los 

problemas que inicialmente fueron predominantes en la ingenieria 

aerondutica. La introduccibn de nuevos materiales en la 

construccibn, como las aleaciones de aluminio, de poco peso y 

gran resistencia, y las necesidades de produccibn originadas por 

el conflicto belico, decantaron hacia el diseño de los 

componentes estructurales gran parte de la importancia de los 

proyectos. La ingenieria de la epoca se enfrentaba con problemas 

tales como el andlisis del pandeo de paneles, rigidizadores, 

almas y alas de perfiles metAlicos, etc., y la necesidad de 

diseñar este tipo de elementos estructurales con alta resistencia 

y mínimo peso. 



Si bien este tipo de andlisis habla sido efectuado 

previamente por Wagner [1929], los primeros resultados de 

importancia en el dmbito de la optimizacibn se deben a Cox y 

Smith [19431, en relacibn con diseño de estructuras de peso 

minimo en compresibn, y Zahorski [1944], en relacibn con la 

distribucibn de material en paneles rigidizados. 

Wittrick [19451 y Leggett y Hopkins 119491 analizan el 

diseño bptimo de paneles compuestos por varias capas de 

materiales teniendo en cuenta el pandeo. 

Es caracteristico de este periodo considerar que cada 

elemento estructural esta determinado por una variable de diseño, 

y a e1 se asocia una restriccibn, normalmente formulada en 

terminos de las cargas criticas de pandeo. La tecnica de 

optimizaci6n suele basarse en la suposicibn de que en el bptimo 

se producen simultdneamente varios modos de fallo estructural. 

Igualando por tanto las expresiones de las cargas criticas de 

inestabilidad de aquellos componentes cuyo fallo se tiene en 

cuenta en el analisis y del sistema estructural completo, puede 

obtenerse un sistema de ecuaciones cuya solucibn determina 

hipoteticamente el diseño bptimo de peso minimo. Es igualmente 

caracteristico de este periodo el estudio detallado de 

componentes aislados, y su optimizacibn independiente del 

comportamiento del sistema estructural completo. La aplicacibn 

de estas tecnicas estd restringida a una clase muy concreta de 

problemas, y es evidente que la concepcibn que las inspira es 

todavia muy pobre considerada en el dmbito del diseño 6ptimo. No 

obstante sirvieron de fragua para el nacimiento y consolidacibn 

de dos tecnicas que alcanzaron gran difusibn en la decada de los 



años cincuenta . 

11.2.4 t4cnicas intuitivas optimizaci6n: teoria 

fallo simulthneo y los lndices de carga 

Shanley [ 1952 1 y Gerard [19561 contribuyen 

considerablemente a difundir las tecnicas que denominaremos 

intuitivas. 

La teoria del fallo simultdneo, inspirada por los andlisis 

sobre pandeo de la decada anterior, se basa en la suposicibn de 

que el diseño bptimo de minimo peso es aquel en que todos los 

modos de fallo de la estructura (por rotura o inestabilidad) 

ocurren simultdneamente. Para poder formular el .problema 

matemdticamente es en general imprescindible que exista una 

variable de diseño por modo de fallo estructural. Ello conduce 

al planteamiento de un sistema de ecuaciones no lineales cuya 

solucibn se aborda mediante tecnicas iterativas, la mds difundida 

de las cuales consiste en modificar en cada iteracibn las 

dimensiones de cada componente mediante una sencilla regla de 

tres en funcibn del valor previo de la dimensibn del componente, 

su tensibn, y la tensibn mdxima admisible (metodo de escalado o 

de la razbn de tensiones). 

En el caso de una estructura compleja, la bondad de la 

solucibn obtenida viene determinada por el acierto con que el 

diseñador selecciona los modos de fallo criticos de la estructura 

(pandeo, tensiones admisibles) y la forma en que los incluye en 

el modelo de optimizacibn lighndolos a variables de diseño 

determinadas. Es esencial resaltar el hecho de que esta teoria 



no predice los tipos concretos de fallo estructural. Son 

precisamente esos tipos los que el diseñador impone de antemano, 

y que por tanto determinan la solucibn. Los resultados obtenidos 

son habitualmente quasi-bptimos, y no es posible en general 

introducir en el problema otro tipo de restricciones formuladas 

en terminos de desplazamientos, geometria, etc. No obstante, la 

teoria y su aplicacibn prdctica mAs comh, que es la conocida 

habitualmente bajo la denominacibn de diseño a mdxima tensibn 

(full stress design), experimentb una considerable difusibn y 

permitib obtener mejoras cualitativamente importantes en diseños 

de ciertas tipologias estructurales. Fundamentalmente se aplica 

a la optimizacibn de dimensiones de componentes estructurales 

(secciones de barras en cerchas, espesores de placas, 

rigidizadores de paneles, etc.). En caso de existencia de varios 

estados de carga, el diseño a mAxima tensibn presupone que el 

diseño bptimo es aquel en que cada componente estructural se 

encuentra sometido a la mdxima tensi6n admisible, para al menos 

un estado de carga. Posteriormente, se demostraria la falsedad 

de esta aseveracibn en el caso de estructuras hiperestdticas. 

Hacia el año 1958 los metodos de indices de carga 

desarrollados a partir de los planteamientos de Shanley se 

encuentran en su mAximo apogeo. Los indices estructurales o de 

carga no son sino factores que relacionan las esfuerzos que 

resisten los componentes con sus propiedades geometricas y 

resistentes, de forma que su valor determine m8s o menos 

aproximadamente la distribucibn tensional. Permiten comparar, 

por tanto, la eficiencia relativa de distintos materiales o 

tipologias estructurales. Lamentablemente, su aplicacibn se 



restringe a componentes sencillos sometidos a un tinico estado de 

carga, y es dificil la introduccibn de restricciones no 

formuladas en funcibn de tensiones maximas admisibles o del 

pandeo. Su utilizacibn en optimizacibn se realiza en conjuncibn 

con los metodos de fallo simultdneo. 

11.2.5 9 desarrollo del andlisis plbstico. Aplicacibn 

programaci6n lineal 

El desarrollo de la teoria del colapso pldstico de pbrticos 

abre nuevas perspectivas en la decada de 1950 a las tecnicas de 

optimizacibn estructural, fuertemente influenciadas por las 

teorias de fallo simultdneo. Heyman [19511, Foulkes [19541, 

Prager j19561 y Livesley [19561 analizan el diseño bptimo de 

p6rticos sometidos a un estado de carga. Heyman y Prager [1958] 

y Livesley [19591 generalizan la tecnica para mtiltiples estados 

de carga. Si bien las aportaciones citadas son dificilmente 

generalizables a otras tipologias estructurales, por primera vez 

se introducen mt5todos de programacibn matemdtica en la 

optimizacibn estructural, ya que el bptimo en condiciones de 

colapso plbstico se obtiene generalmente mediante programacibn 

lineal (Metodo del Simplex). 

Los metodos plasticos refuerzan temporalmente las teorias 

de fallo simultdneo, dado que esencialmente son equivalentes, 

exceptuando el hecho de que el diseño a mdxima tensibn se habia 

formulado hasta la fecha para problemas eldsticos, y mediante 

ambas metodologias se obtienen quasi-bptimos en los que 

forzosamente varias restricciones son criticas, es decir, 

alcanzan su limite de aceptabilidad. 



Las tkcnicas de programacibn matemdtica hacen su aparicibn 

de esta forma en la optimizacibn estructural, pese a que en el 

estado del conocimiento de la epoca sus aplicaciones son muy 

restrictivas y no se contempla la introduccibn de restricciones 

en tensiones, corrimientos, o pandeo bajo condiciones de 

servicio. No obstante, de alguna forma, inducen la formulacibn 

de los planteamientos modernos generalizados del diseño 

estructural bptimo. 

11.2.6 El inicio de las concepciones modernas 

Los principios que inspiran la moderna concepcibn del 

diseño bptimo fueron formulados en el periodo 1955-1960, y se 

deben fundamentalmente a Klein, Pearson y Schmit. Su S 

aportaciones fundamentales respectivas pueden ser resumidas en 

los siguientes terminos: 

. La formulacibn del problema generalizado de optimizacibn 

estructural en la forma que hoy en dia se denomina estdndar. 

. La integracibn del anAlisis estructural y la optimizacibn en 

un esquema hnico y coherente de diseño. 

. La utilizacibn de metodos generales de c&lculo estructural de 

gran potencia (MEF), y la subsiguiente aplicacibn de la 

optimizacibn estructural a problemas con dominios de 

definicibn continuos bi y tridimensionales. 

Klein [1955a], es el primero en plantear el problema 

general de optimizacibn estructural como un problema estdndar de 

programacibn no lineal, es decir, en t6rminos de la minimacibn de 



una funcibn objetivo (peso estructural, coste econbmico, etc.) de 

las variables de diseño que determinan las propiedades 

geomktricas y resistentes de la estructura, considerando 

restricciones de tipo generico expresadas como inecuaciones en 

funcibn de las mismas variables, o de variables dependientes de 

las mismas. La formulacibn de Klein, o formulacibn estdndar, 

engloba todos los conceptos desarrollados hasta la fecha, 

pudiendo ser considerados estos como particularizaciones, metodos 

alternativos de resolver el problema de programacibn matemdtica o 

aproximaciones en mayor o menor grado a su solucibn. Sin 

embargo, pese a la evidente generalizacibn que supone su 

formulacibn, Klein no contempla la posibilidad de optimizar un 

diseño estructural considerando diversas hipbtesis de carga. 

Lamentablemente, en el momento en que Klein publica su 

formulacibn se desconocen las tecnicas modernas de programacibn 

matemdtica no lineal, y la optimizacibn ha de abordarse mediante 

los mktodos cldsicos basados en la reduccibn del problema de 

minimizacibn con restricciones en desigualdades, a problemas de 

minimizacibn con restricciones de igualdad, mediante la 

introduccibn de nuevas variables que denominaremos de separacibn 

(o mudas), que afectan al planteamiento del problema de 

programacibn pero no intervienen directamente en el modelo de 

optimizacibn estructural. Los problemas de minimizacibn con 

restricciones pueden resolverse mediante t&cnicas basadas en los 

multiplicadores de Lagrange. De esta forma se obtienen 

generalmente grandes sistemas de ecuaciones no lineales, 

dependientes de numerosas variables, y que admiten numerosas 

soluciones. Dado que no todas ellas son bptimas, es 



imprescindible calcular el conjunto completo de soluciones de 

tales sistemas con el fin de obtener el bptimo buscado. 

El an¿lis de Klein, publicado en el Journal of the 

Operations Research Society o£ America, no recibe en el momento 

una atencibn excepcional, debido fundamentalmente al ambiente 

critico existente en el circulo de la Investigacibn Operativa 

respecto a los metodos cldsicos, asumido por Charnes y Cooper 

[19551, el propio Klein [1955b1 y Dantzig [1956]. Si bien este 

espiritu cristalizaria, poco tiempo despues, en el desarrollo de 

las tecnicas modernas de programacibn no lineal, la no 

disponibilidad de estos metodos resta interes a la nueva 

formulacibn y su autor renuncia a profundizar en la misma linea. 

Pearson [1958], aunque analizando problemas de diseño 

bptimo en condiciones de colapso plbstico, complementa en 

numerosos aspectos las nuevas ideas de Klein. Sus estudios se 

centran fundamentalmente en la transformacibn de problemas con 

restricciones en desigualdad a problemas equivalentes de 

optimizacibn no restringida, y en la realizacibn de cambios de 

variable ingeniosos que permitan la reduccibn de la dimensibn del 

problema original. Pero por encima de todo es el precursor de la 

integracibn de las tkcnicas de anblis estructural y los m&todos 

de optimizacibn en un esquema coherente de diseño, ya que su 

metodo obtiene simultbneamente el bptimo estructural y su 

mecanismo de colapso. 

Schmit [1960] introduce por primera vez la idea de 

ensamblar metodos de cdlculo de gran potencia y generalidad, como 

el Metodo de los Elementos Finitos, con tecnicas de programacibn 



no lineal, con objeto de crear sistemas avanzados de diseño 

bptimo con un rango de aplicacibn muy extenso, excediendo, con 

mucho, las pretensiones de las aportaciones realizadas hasta la 

fecha. 

En aquel momento la formulacibn esthndar de Klein se 

encuentra ampliamente divulgada, y los investigadores la aceptan 

sin reparos casi con total unanimidad. No obstante, se pone en 

duda sistemht icamente su aplicabilidad, excepto en lo 

concerniente a problemas achdemicos de gran sencillez, dada la 

inexistencia de metodos eficientes para la solucibn de problemas 

de programacibn no lineal. A pesar de aceptarse la formulacibn 

de Klein, es caracteristico de la epoca formular la optimizacibn 

estructural con planteamientos mas primitivos, principalmente en 

lo que concierne a imponer una restriccibn de comportamiento por 

modo de fallo estructural, considerar que las variables de diseño 

afectan exclusivamente a dimensiones de componentes, etc., y no 

se hace uso de toda la potencia que permitiria una interpretacibn 

mas intensa y profunda de la nueva formulaci6n. 

Sin embargo, pese a ser frecuente considerar el peso 

estructural como funcibn a minimizar, se acepta la potencial 

ut ilizacibn de otras funciones (coste, fiabilidad, eficacia, 

etc. ) .  Paralelamente, S e recurre con frecuencia a 

representaciones planas de los problemas de optimizacibn no 

lineal, con objeto de buscar interpretaciones geometricas de los 

nuevos algoritmos de resolucibn que comienzan a emerger, y se 

generaliza la idea de que es conveniente imponer restricciones 

sencillas directamente sobre cada variable de diseño, limitando 

sus valores mdximo y minimo admisibles, tanto por razones de 



viabilidad de la solucibn bptima buscada, como con objeto de 

evitar mal condicionamientos en el andlisis. 

Schmit, siempre en el rango de comportamiento eldstico de 

las estructuras, reconoce la necesidad de profundizar en metodos 

que permitan considerar varios estados de carga, y remarca 

fuertemente la importancia de las restricciones en desigualdad, 

debido a su inherente generalidad. 

Tienen gran importancia sus criticas a las teorlas de modos 

de fallo simultdneos y al metodo de diseño a mdxima tensibn, 

cuando enuncia el hecho de que el bptimo de un problema de diseño 

estructural no estd necesariamente condicionado por varios modos 

de fallo. Por tanto si existen "n" variables que determinan el 

diseño, no siempre el bptimo es aquel en que se producen 

simultdneamente "n" modos de fallo, y en consecuencia, los 

planteamientos de diseño a mdxima tensi6n son esencialmente 

errbneos cuando se aplican indiscriminadamente a todo tipo de 

estructuras. 

La veracidad de este aserto fue demostrada de forma 

magistral por Schmit [19601, mediante un ejemplo conceptualmente 

sencillo que exponemos a continuacibn. 

Analizando mediante un metodo cldsico de diseño a mdxima 

tensi6n una estructura articulada compuesta por tres barras, en 

la cual son variables de optimizacibn las secciones transversales 

de las mismas, bajo dos hipbtesis de carga, y con restricciones 

en la tensi6n mdxima admisible (Figs. 2.1-a y 2.1-b), obtiene 

una solucibn quasi-bptima en la que una de las barras tiene 

secci6n nula, siendo por tanto isostdtica la configuracibn final 



datos : h 

datos : P , O max 

Figura 2.1.- Optimizacibn de las dimensiones de una estructura 
articulada hiperestatica bajo el criterio de diseño a máxima 
tens ibn . 

a)Modelo de diseño. 
b)Hip6tesis de carga consideradas. 
c)Diseño final obtenido mediante el mCtodo de diseño a máxima 

tens ibn. 



(Fig. 2.1-c). Si bien ello concuerda con la teoria de L&vy 

[18751, Schmit se enfrenta a una aparente paradoja cuando al 

analizar el mismo caso mediante tecnicas de programacibn 

matemdtica y adoptando como funcibn objetivo el peso estructural 

(Figs. 2.2-a y 2.2-b), obtiene una configuracibn hiperestdtica 

de menor peso (Fig. 2.2-c), en la que una de las barras no 

alcanza bajo ninguna hipbtesis de carga la tensibn mdxima 

admisible. Este resultado pone en evidencia la falsedad de la 

teoria de los modos de fallo simultdneos y el diseño a mdxima 

tensibn, pero se encuentra aparentemente en contradiccibn con la 

teoria de L&vy ya que la estructura bptima no es isostdtica. Sin 

embargo, al introducir en el modelo de diseño la posibilidad de 

modificar la qeometria de la estructura, y no tan solo las 

secciones transversales de las barras (Figs. 2.3-a y 2.3-b), el 

mismo andlisis de programacibn matemdtica conduce a la solucibn 

bptima isostdtica (Fig. 2.3-c), de distinta geometria y menor 

peso que las anteriores. 

En este sencillo ejemplo, cuya deduccibn es un interesante 

ejercicio y donde se evidencia parcialmente la dificultad que 

implica el tratamiento de los problemas de optimizacibn 

estructural y la complejidad de las tecnicas de programacibn 

matemdtica, se manifiestan plenamente las limitaciones de la 

visibn restringida de la optimizacibn estructural aceptada hasta 

la fecha, en la que se optimizan exclusivamente dimensiones de 

componentes estructurales pero no su geometria, y se aplican 

tecnicas intuitivas tales como el diseño a mdxima tensibn. 

La influencia de este estudio fue notable en la difusibn 

posterior del planteamiento de Klein y en el desarrollo de 



datos : P, Omax 

máxima tmccih = 0.732051 Omax 
máxima conpnesión = O 

máxima tmccich = Omax 
máxima canpresih = 0.267949 Omax 

c 1 
Figura 2.2.- Optimizacibn de las dimensiones de una estructura 
articulada hiperestatica bajo el criterio de peso ainimo y 
restricciones en la tensi6n mAxima. 

a)Modelo de diseño. 
b)Hip6tesis de carga consideradas. 
c)Diseño final obtenido mediante tCcnicas de programaci6n 

matemi#tica no lineal. 
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I \J 

máxima tmcción = O ~ X  
máxima canpresión = o  
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Al 

Figura 2.3.- Optimizacibn de la forma y de las dimensiones de una 
estructura articulada hiperestdtica bajo el criterio de peso minimo 
y restricciones en tensibn maxima. 

a)Modelo de diseño. 
b)Hip6tesis de carga consideradas. 
c)Diseño final obtenido mediante tCcnicas de programacibn 

matematica no lineal. 
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tecnicas de optimizacibn de la forma estructural. 

A partir de 1960 podemos considerar que la optimizacibn 

estructural se encuentra plenamente consolidada como un cuerpo 

doctrinal, y no solamente como un conjunto de tecnicas 

relacionadas entre si. Por ello, la exposicibn de las 

aportaciones realizadas desde esa fecha hasta nuestros dias la 

realizaremos desde una perspectiva mAs sintetical atendiendo en 

menor grado al orden cronolbgico. 

11.3 OPTIMIZACION ES!l!RUCTIJRAL MODERNA. (1960-1986) 

La optirnizacibn estructural moderna se caracteriza por su 

sistematizacibn, frente a la diversidad de planteamientos 

aparentemente inconexos que predomina hasta los años sesenta. En 

este sentidor se observa que los planteamientos, tanto en la 

investigacibn como en la realizacibn de aplicaciones, se 

materializan siguiendo un esquema coherente, que podemos definir 

en los siguientes terminos: 

- Formulacibn del problema de optimizacibn como un problema 

general de programacibn matemdtica: esto es, como la 

minimizacibn de una cierta f unci6n objetivo (peso 

estructural, concentracibn de tensiones, coste, etc.), 

verificAndose unas restricciones expresadas generalmente como 

inecuaciones en funcibn de variables que definen el 

comportamiento estructural (esfuerzosr tensiones O 

desplazamientos inferiores a ciertos valores admisiblesr 

limitaciones geom&tricas, etc.) 



- Generacibn de un modelo de optimizacibn: esto es, la 

definicibn de la estructura a traves de un conjunto de 

variables de diseño que determinan sus propiedades, de forma 

que pueda realizarse su anslisis mediante un determinado 

procedimiento de chlculo estructural y obtener asi la 

informacibn necesaria para el planteamiento del problema de 

optimizacibn (tensiones, desplazamientos, etc.) 

- Desarrollo y aplicacibn de nuevos metodos de solucibn de 

problemas de programacibn matemhtica. 

- Desarrollo y aplicacibn de otras tecnicas asociadas a la 

optirnizacibn estructural cuyo objetivo es simplificar la 

solucibn del problema o aportar informaci6n de mayor calidad 

que facilite este objetivo. Entre ellas, es preciso 

mencionar en este punto el andlisis de sensibilidad, del que 

ofreceremos una perspectiva mhs completa posteriormente pero 

que en primera aproximacibn podriamos definir como el 

conjunto de tkcnicas que permiten estimar o predecir, con 

mayor o menor exactitud, las modificaciones que se producirhn 

en el comportamiento del modelo. 

Sin renunciar totalmente a un tratamiento cronolbgico en la 

exposicibn, analizaremos separadamente las tecnicas que 

conciernen a los siguientes aspectos: 

. Las tecnicas de solucibn de los problemas de minimizacibn 

restringida. 

. El planteamiento de modelos de optirnizacibn estructural. 



. Otras tecnicas asociadas a la optimizacibn estructural. 

11.3.1 ttknicas solucibn de problemas 3 ainimizaci6n 

restringida 

En este apartado pretendemos ofrecer una perspectiva 

sintetica de las mbs relevantes tecnicas que se han aplicado en 

optimizacibn estructural para resolver los problemas de 

minimizacibn con restricciones a los que conduce la formulacibn 

de Klein. 

No obstante, la importancia y la complejidad de las 

tecnicas de programacibn matembtica nos obliga a realizar una 

exposicibn mAs profunda desde un punto de vista analitico que se 

recoge separadamente en el Capitulo 111. 

El planteamiento de la optimizacibn estructural como un 

problema de programacibn matemAtica, introduce numerosas 

dificultades inexistentes en planteamientos mbs primitivos. 

Frente a la concepcibn de la optimizacibn estructural a travbs de 

la teoría del fallo simultbneo, en el planteamiento de Klein se 

desconocen a priori las restricciones que condicionaran la 

solucibn, y las que no influirbn en la misma. Ademds, la mayor 

flexibilidad de esta formulaci6n conduce naturalmente al 

planteamiento de problemas de optimizacibn estructural de tambien 

mayor complejidad, en los que las variables de comportamiento que 

intervienen en las restricciones impuestas pueden estar definidas 

mediante grandes sistemas de ecuaciones implícitas (con la 

consiguiente dificultad que ello representa para su manipulacibn 

matembtica). Por otra parte, se plantean problemas de tamaño 
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creciente,  tanto en l o  que se  re f i e re  a l  ntimero de res t r icc iones  

(mdltiples estados de carga, e t c . )  como a l  ndmero de variables de 

diseño . 

Para solucionar es te  t ipo de problemas s e  desarrollan y 

aplican diversas tecnicas que podemos c l a s i f i c a r  en t r e s  grandes 

grupos : 

. Metodos i n tu i t  ivos. 

. Metodos basados en Cri ter ios  de Optimalidad. 

. Metodos basados en algoritmos de Programacibn Matembtica. 

Los metodos in tui t ivos  aplicados a p a r t i r  de 1960 no son 

sino extensiones o modificaciones de los  ya, mencionados 

previamenter y en part icular  del  metodo de escalado o de l a  razbn 

de tensiones para problemas de diseño a mbxima tensibn. S i  bien 

su validez para resolver problemas de t ipo general e s  puesta en 

duda [Schmit 1960, Gallagher 19731r s u  u t i l izacibn dentro de un 

planteamiento de minimizacibn restr ingida contiene aspectos 

conceptualmente novedosos. En efector  desde es ta  perspectiva 

es tos  metodos pueden considerarse como tecnicas a l t e rna t ivas  de 

resolver e l  problema general de programacibn matemdtica basados 

en l a  realizacibn de c i e r t a s  hipbtesis  a p r i o r i  sobre cuales son 

l a s  restr icciones que condicionan estrictamente e l  bptimo. Esta 

idea conduce de forma natural a los  metodos basados en c r i t e r i o s  

de opt imal idad. 



11.3.1.1 Wtodos basados en Criterios de Optimalidad 

Un criterio de optimalidad para un cierto problema de 

optimizacibn consiste en un conjunto de condiciones que han de 

verificarse necesariamente en la soluci6n del mismo. Si puede 

establecerse este conjunto de condiciones, suficientemente 

completo como para defjnir la solucibn del problema, es, en 

general, posible resolver indirectamente el problema de 

minimizacibn. Normalmente, el algoritmo de resolucibn se plantea 

como un esquema iterativo tendente a satisfacer el criterio de 

optimalidad. 

Desde este punto de vista, las tecnicas intuitivas de 

optimizaci6n pueden considerarse como metodos basados en 

primitivos criterios de optimalidad establecidos a partir de 

hip6tesis no siempre bien fundamentadas. 

Planteamientos mds rigurosos se desarrollaron 

posteriormente teniendo en cuenta conceptos propios de los 

problemas de optimizacibn estructural (isoestatismo o 

hiperestatismo, energia de deformacibn), asi como las condiciones 

necesarias de minimo de Kuhn-Tucker [19511 para el problema 

general de minimizaci6n. 

En esta categoria de metodos, las dificultades 

fundamentales residen en: 

- la identificacibn de las restricciones que condicionan la 

solucibn (denominadas activas), de forma que puedan ser 

eliminadas las restantes (o inactivas). 



- el desarrollo de metodos iterativos para hallar las 

soluciones que verifican el conjunto de condiciones, 

comprobando simultaneamente si la identificacibn de las 

restricciones activas es correcta, y en caso contrario 

modificando-las hipbtesis iniciales al respecto. 

Prager y Taylor [19681, y Sheu y Prager [19681 sientan los 

fundamentos tebricos de este tipo de metodos a partir de 

principios variacionales, reduciendo diversos problemas sencillos 

de optimizacibn (con modelos de calculo estructural de tipo 

continuo), a la solucibn de las ecuaciones diferenciales de 

Euler. Si bien este enfoque se muestra ineficaz para la solucibn 

de problemas menos idealizados y mas realistas, sirve de base 

para el desarrollo de metodos similares aplicables a modelos de 

c4lculo estructural de tipo discreto (metodos matriciales) y por 

extensibn al Metodo de Elementos Finitos. 

Venkayya, Khot y Reddy [1969] y Venkayya, Khot y Tischler 

[19711 emplean criterios de optimalidad que postulan una 

distribucibn uniforme de energia de deformacibn en cerchas 

bptimas. Berke [19701 deriva un criterio de optimalidad basado 

en las condiciones de Kuhn-Tucker para un problema con una sola 

restriccibn, por desgracia inaplicable a problemas con mdltiples 

restricciones. Numerosos autores proponen diversos algoritmos en 

la decada 1970-1980, aparentemente inconexos, para identificar 

las restricciones activas a partir de la estimacibn de los 

multiplicadores de Lagrange de las condiciones de Kuhn-Tucker en 

problemas con maltiples restricciones. De todos ellos se ofrece 

una visibn unificadora en Khot [1982]. 



Sin embargo, los problemas inherentes al metodo, no se 

resuelven de una forma rigurosa hasta el desarrollo de la 

formulacibn dual [Fleury y Sander 1977,1978, Fleury 

1979a11979b,1980, Esping 1984a,1984b1 Fleury y Braibant 19861, en 

la cual la identificacibn de las restricciones activas es un 

aspecto sustancial e intimamente ligado al algoritmo de 

programacibn matemdtica empleado para resolver el problema de 

minimizacibn. A partir de este momento puede considerarse la 

formulacibn dual como el nexo de unificacibn de los criterios de 

optimalidad con las tecnicas de programacibn matemdtica. Es 

preciso indicar, no obstante, que hasta el momento presente los 

algoritmos basados en la formulacibn dual solo han podido probar 

su eficacia en problemas de optimizacibn estructural en los que 

el bptimo esta condicionado por un nfimero relativamente bajo de 

restricciones. 

Referencias actualizadas sobre aplicaciones de criterios de 

optimalidad en optimizacibn estructural pueden hallarse en Schmit 

Jr. [1984], y Khot y Berke [19841. 

11.3.1.2 Metodos basados en algoritms de Programacit~n 

Hatesdtica 

Ramakrishnan y Campbell [1973] y Vitiello [l973] emplean el 

metodo de las funciones de penalizacibn en optimizacibn de presas 

de gravedad. Este metodo, como se expondra posteriormente en 

detalle, consiste en reducir el problema de minimizaci6n con 

restricciones a una sucesibn de problemas no restringidos que se 

obtienen sumando a la funcibn objetivo original una serie de 

terminos que penalizan el incumplimiento de las restricciones. 



Middleton y Oñate í19771 aplican esta tecnica en la optimizacibn 

de vasijas de presibn metdlicas adoptando como funcibn objetivo a 

minimizar la tensibn tangencial. Posteriormente Bond [1979] y 

Middleton 119791 utilizan con exito el mismo metodo con diversas 

modificaciones que contribuyen a acelerar notablemente la 

velocidad de convergencia. 

Tocher y Karnes I19711 y Smith y Woodhead [19731 aplican 

los algoritmos de direcciones factibles de Zoutendijk [19601 y de 

programacibn lineal secuencial, respectivamente, mostrando las 

buenas perspectivas que ofrecen los metodos de linealizacibn, 

esto es, metodos en que la solucibn del problema no lineal se 

sustituye por una secuencia de problemas lineales obtenidos a 

partir del primero truncando por su primer termino los 

desarrollos de Taylor de la funcibn objetivo y de las 

restricciones. 

El metodo de programacibn lineal secuencial, pese a su gran 

potencialidad, presenta algunos ef ectos indeseables 

(principalmente oscilaciones si la solucibn del problema no se 

encuentra condicionada por un ntimero suficientemente alto de 

restricciones) [Ricketts y Zienkiewicz 19841. Para paliar estos 

efectos y acelerar la convergencia se realizan numerosas mejoras 

en este algoritmo. Kelley [19601 desarrolla el metodo del plano 

secante, en el cual se retienen en iteraciones sucesivas las 

restricciones linealizadas precedentes. Moses 119641, y otros 

autores emplean el metodo de limites mbviles, consistente en 

imponer restricciones adicionales de tipo lineal, desarrollado 

por Griffith y Stewart 119611. Zienkiewicz y Campbell 119731 

sugieren limitar la cuantia de la modificacibn del diseño entre 



cada iteracibn y la siguiente reduciendo la amplitud de las 

oscilaciones, pero no elimindndolas. Schmit y Farshi [1974] 

aplican el metodo de las hiperesferas inscritas de Baldur (19721 

mejorando las posibilidades de evitar bptimos locales y conducir 

el proceso hacia el bptimo global. 

Chao, Fenves y Westerberg [19841 aplican tecnicas de 

programacibn cuadrdtica (esto esr tecnicas para problemas con 

funcibn objetivo cuadrdtica y restricciones lineales) a problemas 

de optimizacibn de estructuras articuladas. 

Referencias actualizadas sobre aplicaciones de metodos de 

programacibn matemdtica en optimizacibn estructural pueden 

hallarse en Schmit Jr. [1984], Ricketts y Zienkiewicz [19841, y 

Ragsdell [1984]. Un estudio comparativo de las diversas tecnicas 

con ejemplos numCricos puede encontrarse en Belegundu y Arora 

[1985al1985b1. 

11.3.2 planteamiento de aaodelos de optimizacibn estructural 

11.3-2.1 Clasificacibn 

Como se ha expuesto anteriormente, el planteamiento de un 

modelo de optimizacibn estructural implica esencialmente la 

definicibn de dos aspectos: 

- El modelo de cdlculo estructural empleado: esto es, el 

procedimiento mediante el cual se obtiene informaci6n sobre 

el comportamiento de la estructura a partir de sus 

propiedades. 



- El  modelo de d i seño :  e s t o  e s ,  l a  d e f i n i c i b n  de  l a  e s t r u c t u r a  

a t r a v k s  de  un con jun to  de  v a r i a b l e s  de  d i seño  que determinan 

s u s  propiedades .  

Consideraremos por t a n t o  dos  c r i t e r i o s  b a j o  l o s  c u a l e s  

pueden c l a s i f i c a r s e  l o s  d i f e r e n t e s  p lan teamien tos  modernos d e  

modelos de op t imizac ibn  e s t r u c t u r a l :  

- La n a t u r a l e z a  d e l  modelo d e  c d l c u l o  e s t r u c t u r a l .  

- La n a t u r a l e z a  d e l  modelo d e  d i seño .  

11.3.2.1.1 C l a s i f i c a c i 6 n  s e g b  l a  n a t u r a l e z a  d e l  modelo d e  

~ l c u l o  e s t r u c t u r a l  

Siguiendo l a  expos ic ibn  de L. A. Schmit J r .  [1984] ,  

consideraremos dos n i v e l e s  de  d i seño :  

- Nivel  de componente 

- Nivel  de  s i s t ema  

Entendemos por n i v e l  d e  componente, l a  op t imizac ibn  d e l  

d i s e ñ o  de una determinada p a r t e  de  un s i s t ema  e s t r u c t u r a l  cuyo 

comportamiento s e  cons ide ra  independiente  d e l  r e s t o  d e l  s i s t e m a ,  

o  d e  una e s t r u c t u r a  completa,  i d e a l i z a d a  mediante un modelo d e  

c d l c u l o  s e n c i l l o .  En e s t e  n i v e l  s e  cons ide ran  hab i tua lmente  

pocas v a r i a b l e s  de d i s e ñ o ,  dado que s e  t r a t a  d e  e s t r u c t u r a s  

s imples ,  p e r o  pueden t e n e r s e  e n  cuen ta  numerosos e s t a d o s  d e  c a r g a  

y r e s t r i c c i o n e s  ( e n  t e n s i b n ,  pandeo, propagacibn de  f i s u r a s ,  

e t c . ) .  Las acc iones  que a c t & a n  s o b r e  cada componente e s t r u c t u r a l  



se consideran conocidas, y por tanto independientes de su diseño 

final. Si bien se hablan realizado numerosos estudios de esta 

indole en los años precedentes, a partir de 1960, y a diferencia 

de ellosr se plantean este tipo de analisis como problemas 

estbndar de programacibn no lineal en la forma propuesta por 

Klein. Entre las aportaciones mas relevantes citaremos las de 

Schmit, Kicher y Morrow (19631 -analizando el diseño de peso 

minimo de paneles tipo placa rigidizados, y considerando 

restricciones en pandeo, resistencia y dimensiones minimas-, 

Schmit y Fox [19641 -analizando problemas de impacto adoptando 

funciones objetivo distintas al peso estructural-, Schmit y 

Thornton [1965] -analizando problemas aeroelbsticos-, Thornton y 

Schmit [1968] -analizando problemas termoestructurales-, y Kicher 

[1968], Morrow y Schmit [1968], y Stroud y Sykes 119691 quienes 

analizan el diseño de peso minimo de laminas cilindricas 

rigidizadas. 

Los anblisis a nivel de componente permiten considerar, 

evidentemente, el comportamiento estructural con gran precisibn 

mediante diversos metodos de cdlculo, bajo numerosas hipbtesis de 

carga de gran complejidad, y considerando numerosas 

restricciones. Ello es debido a la sencillez del modelo de 

optimizacibn. Por contra deben ser desarrollados 

independientemente para cada supuesto prActico, no admitiendo 

tratamientos generalizados debido a la gran diversidad de 

tipologias, formas de trabajo, y naturaleza de los componentes de 

sistemas estructurales completos. 

Entendemos por nivel de sistema, la optimizaci6n de 

estructuras cuyo comportamiento no sea idealizable mediante 



modelos estructurales sencillos, o de sistemas estructurales 

completos integrados por diversos componentes cuyos 

comportamientos se consideran interdependientes. 

Por su generalidad e inherente dificultad, es en este nivel 

en que se realiza el mayor esfuerzo de investigacibn a partir de 

1960, y a 41 nos referiremos en lo sucesivo. 

11.3.2.1.2 Clasificaci6n segdn la naturaleza del modelo de 

diseño 

La formulacibn de Klein permitib generalizar el 

planteamiento de los problemas de optimizacibn estructural, 

evitando la necesidad de acudir a formulaciones restrictivas 

tales como adoptar para cada componente estructural una variable 

de diseño que determine sus propiedades (por ejemplo la seccibn 

de una barra, el espesor de una placa, etc.). Los nuevos 

planteamientos permiten que las variables de diseño definan de 

forma mbs general la estructura a optimizar. Surge la 

posibilidad de optimizar la forma de la estructura, frente a la 

optimizacibn mds clbsica de la dimensibn de sus componentes. A 

ello contribuye el anblisis de estructuras continuas mediante el 

Metodo de Elementos Finitos, frente al anAlisis tradicional de 

estructuras formadas por elementos discretos (barras en 

estructuras articuladas o reticuladas, etc.), ya que en 

estructuras de tipo continuo el concepto de dimensibn se disuelve 

en el concepto mbs general de geometria de la estructura. 

Tradicionalmente suelen diferenciarse dos tipos de 

optimizacibn: 



- optimizacibn de dimensiones 

- optimizacibn de formas 

Suele denominarse optimizacibn de dimensiones a la optimizacibn 

estructural en la cual las variables de diseño afectan a 

dimensiones de componentes cuyas propiedades estdn bien definidas 

sin afectar a la geometria del conjunto (secciones de barras de 

longitud dada y directriz conocida, espesores de placas, etc.), 

pero tambien a la optimizacibn estructural en la cual las 

variables de diseño afectan a las propiedades de los materiales 

(mbdulo de elasticidad, etc.). Ello se debe a que las tecnicas 

de resolucibn de ambos tipos de problemas son identicas, 

afectando las variables de diseño al comportamiento estructural 

de una forma relativamente sencilla. Los metodos de optimizacibn 

aplicados entroncan fuertemente con el diseño a mbxima tensibn - 

por la naturaleza del problema- y a partir de la formulacibn de 

Klein, se generaliza este mediante el fecundo concepto de 

criterios de optimalidad. 

Por contra, suele hablarse de optimizacibn de formas, 

cuando las variables de diseño afectan a la geometria estructural 

de una forma mbs compleja (posiciones de los nodos en estructuras 

de barras, directrices de piezas prismbticas, etc.). 

Conceptualmente la diferenciacibn es poco clara, y responde 

mds a motivos relacionados con el tipo de cdlculo estructural 

realizado y a su dificultad, que a la propia naturaleza del 

modelo de optimizacibn. Consideremos como ejemplo una viga de 

canto constante y seccibn rectangular de ancho conocido cuyo 

canto se desea optimizar; sea la hnica variable de diseño el 



valor del canto de la viga (Fig. 2.4-a); si analizamos el 

comportamiento estructural de la viga discretizdndola en barras 

mediante cdlculo matricial (Fig. 2.4-b), o bien mediante 

resistencia de materiales, deberiamos hablar de optimizacibn de 

dimensiones; sin embargo, si analizamos la viga mediante un 

modelo de elementos finitos en tensibn plana (Fig. 2.4-c), 

deberiamos hablar de optimizacibn de formas ya que las variables 

de diseño afectan a las posiciones de los nodos de la malla de 

cdlculo; pero es evidente que el modelo de diseño es hico, por 

lo que nos enfrentamos a una contradiccibn. 

A la vista de planteamientos mds recientes, esta 

clasificacibn de las tecnicas de optirnizacibn no parece tener un 

profundo sentido conceptual, y serd empleada por nosotros tan 

sblo como una referencia a ciertos tipos de problemas. Esta idea 

ser¿ desarrollada con mayor profundidad posteriormente, 

proponiendo una clasificacibn m¿s coherente segdn la naturaleza, 

en conjunto, del modelo de optimizacibn. 

No obstante su ambigtiedad, el concepto de optimizacibn de 

formas se mostrb muy fructifero al dar lugar al planteamiento de 

problemas de mayor dificultad, en que las variables de diseño 

afectan al comportamiento estructural de una forma menos 

intuitiva y altamente no lineal. Este tipo de problemas 

ampliaron notablemente el rango de aplicacibn de la optimizacibn 

estructural, y la necesidad de resolver los problemas altamente 

no lineales de programacibn matemdtica asociados generb un fuerte 

impulso a la investigacibn sobre tecnicas de programacibn no 

lineal. Paralelamente, la mayor dificultad del andlisis obligb a 

revisar viejos conceptos y a introducir otros nuevos que pueden 



constantes de diseño : L , b wriables de diseño : c 

Figura 2.4.- Anbigiiedad de los conceptos de "optimizacibn de 
dimensiones" y "optimizaci6n de formas". 

Un mismo modelo de diseño, la optimizacibn del canto de una 
mensula (a), da lugar a un problema de optimizacibn de dimensiones 
si el modelo de ciálculo estructural empleado es el metodo matricial 
para estructuras reticuladas (b), o a un problema de optimizacidn de 
formas si se aplica el Metodo de Elementos Finitos para aniálisis en 
tensi6n plana (c). 



ser aplicados igualmente a la optimizacibn de dimensiones, y 

provocb una diversificacibn de tecnicas extraordinaria y el 

desarrollo de lineas de investigacibn auxiliares, tales como el 

andlisis de sensibilidad. De forma similar, los avances 

cientificos en lo que respecta a optimizacibn de dimensiones son 

aplicables a la optimizacibn de formas. 

Por todos estos motivos expondremos a continuacibn la 

evolucibn posterior de la optimizacibn de dimensiones y la 

optimizacibn de formas, y separadamente otros enfoques, 

igualmente fecundos, pero que han alcanzado una menor difusibn. 

11.3.2.2 La optimizacibn de dimensiones. (1960-1970) 

Durante la decada 1960-1970 se desarrollan en los Estados 

Unidos dos programas que constituyen, sin duda, la muestra mas 

completa del nivel alcanzado por las tecnicas de optimizacibn 

estructural hasta la fecha. El primero fue realizado para Be11 

Aerosystems por Gallagher y Gellatly, [Gellatly, Gallagher y 

Luberacki 1964, Gellatly y Gallagher 1966, Gellatly 19661, y el 

segundo para Boeing por Karnes y Tocher, [Karnes y Tocher 

1968,19711. 

Puede considerarse esta decada como una etapa de 

asentamiento y consolidacibn del conocimiento, en la que se 

utilizan frecuentemente programas eficientes de elementos finitos 

en conjuncibn con algoritmos de programacibn matematica de 

creciente complejidad y eficiencia. Se realizan significativos 

esfuerzos para reducir los tiempos de cdlculo, y se asume 

plenamente la necesidad de crear modelos de optimizacibn que 



definan las mallas de elementos finitos en funci6n de un nbmero 

relativamente pequeño de variables de diseño, evitando problemas 

de programacibn matemdtica con un nbmero elevado de variables. 

Se desarrolla ademds, por primera vez, un gran esfuerzo de 

divulgaci6n de los metodos de optimizacibn estructural, y de 

formaci6n de cientificos y tbcnicos. 

Son plenamente clarificadores sobre el estado del 

conocimiento y sus avances en esta decada las publicaciones de 

Schmit [1971a,1971bl, Pope y Schmit [1971] , y Fox [1971]. 

En el dmbito de las estructuras de barras, se desarrollan 

nuevas tecnicas que permiten optimizar la configuraci6n 

estructural ademds de las dimensiones. Asi Dorn, Gomory y 

Greenburg [19641 plantean el problema de seleccionar 

configuraciones bptimas de cerchas a partir de un conjunto 

predefinido de posibles localizaciones de sus nodos, optimizando 

simultdnearnente sus dimensiones, obteniendo el diseño de mlnimo 

peso mediante programacibn lineal y calculo pldstico. 

Posteriormente, Dobbs y Felton [19691 generalizan esta tbcnica al 

caso de mbltiples estados de carga y diseño elastico, siempre en 

cerchas planas, enfrentdndose al crecimiento exponencial del 

nbmero de configuraciones posibles con el nbmero de posiciones 

predefinidas de las localizaciones de los nodos. Sheu y Schmit 

[1972] resuelven parcialmente este problema mediante una tecnica 

que permite eliminar en principio una gran parte de las 

configuraciones posibles haciendo uso de un volumen de cdlculo 

relativamente pequeño, y analizando en profundidad bnicamente las 

configuraciones restantes. 



A pesar de los indudables avances que suponen estas y 

muchas otras aportaciones, las realizaciones practicas de la 

decada en cuanto a optimizacibn estructural se refiere se 

concretan en programas que requieren grandes tiempos de cdlculo, 

econbmicamente inviables en gran parte de los casos, y dotados de 

una capacidad de andlisis modesta. AdemAs, el planteamiento 

clasico de optimizacibn de dimensiones conduce frecuentemente a 

soluciones inviables en la prActica por motivos constructivos 

(cerchas con numerosas barras de distinta seccibn transversal, 

dreas de las secciones bptimas no existentes en el mercado, 

etc. ). 

El desarrollo de nuevas tecnicas de programacibn matemdtica 

de mayor eficiencia se realizaria parejamente a la formulacibn de 

problemas de diseño de mayor complejidad, fundamentalmente en el 

bmbito de la optimizacibn de formas en la siguiente dkcada. 

Desde la publicacibn de la teoria de Michell [19041 no se 

realizan grandes aportaciones a la optimizacibn de formas 

(excepto en lo que se refiere a tecnicas analiticas cuya 

aplicacibn prbct.ica y generalizaci6n envuelven una gran 

dificultad), hasta la aparicibn de la publicacibn de Schmit 

[1960], mencionada previamente. De este estudio se deriva la 

conclusibn de que la optimizacibn de la forma de las estructuras 

puede proporcionar diseños de mayor calidad que la sbla 

optimizacibn de sus dimensiones, pudiendo ser sustancial la 

diferencia existente entre los resultados obtenidos a traves de 

ambas perspectivas (Figs. 2.2-c y 2.3-c). 



Sin embargo, l a  dificultad que envuelve l a  aplicacibn de 

modelos en los cuales l a  geometria es  funcibn de l a s  variables de 

diseño a metodos complejos de cdlculo de estructuras (MEF), y l a  

fuer te  no linealidad de los  problemas asociados de programacibn 

matemdtica, limitan su introduccibn, que no se realiza de forma 

importante hasta una decada despues. 

11.3.2.3.1 Sistemas estructurales discretos 

La introduccibn de variables de diseño que afectan tanto a 

l a  forma como a las  dimensiones de l a  estructura en e l  diseño 

bptimo de sistemas estructurales discretos no se generaliza hasta 

los años setenta, aunque los  estudios de optimizacibn de l a  

configuracibn estructural  de los años precedentes [Fleron 19641 

pueden considerarse de alguna forma como precursores directos de 

esta nueva clase de tecnicas de optimizacibn. 

Pedersen [19721 resuelve problemas de diseño bptimo de 

cerchas planas con restricciones en tensibn y bajo un estado de 

carga, considerando en particular e l  peso propio de l a  

estructura. Su formulacibn es numerica, frente a l a  formulacibn 

anal i t ica  cldsica de Michell [19041 ,  y representa l a  primera 

aportacibn de cardcter general a l  mismo tema realizada en mbs de 

medio siglo. E l  problema de programacibn matemdtica es  resuelto 

mediante programacibn l ineal  secuencial. 

Sheppard y Palmer [ 1 9 7 2 ]  analizan e l  diseño bptimo de l a  

forma de torres de transmisibn de energia e lectr ica  aplicando 

tecnicas de programacibn dindmica. 



Lipson y Agrawal [19741 y Lipson y Gwin [1977a,1977bl 

aplican el metodo de minimizacibn de Box [19651 al diseño bptimo 

de estructuras de barras. Introducen variables de diseño 

discretas, que determinan las dimensiones de las secciones 

transversales de las barras, y admiten en cierta medida cambios 

topolbgicos en el modelo de optimizacibn, al considerar la 

eliminacibn de aquellas barras para las cuales las dimensiones de 

las seccibn tienden a anularse en el proceso de optimizacibn. 

Imai y Schmit [19811 emplean metodos de lagrangiano 

aumentado para resolver el problema de programacibn matemdtica, y 

aproximan el comportamiento estructural en las optimizaciones 

unidireccionales involucradas. 

Otras aportaciones de interes, aunque mds en el dmbito de 

la optimizacibn de la topologia que de la forma de la estructura, 

pertenecen a Corcoran 119701, Pedersen 11972,19731, ki 119731, 

Majid y Elliot [19731, Nagtegaal y Prager [19731, Reinschmidt y 

Russel 119741, Distefano y Rath 119751, Spillers [1975b], Majid y 

Saka 119771, Lev [1977,1978,1981al, Saka [1980], y Spillers y 

Kountouris [19801, 

Por otro lado, Pedersen [19691 habia propuesto un 

tratamiento original de los problemas de optimizacih de formas y 

dimensiones simultdneamente, en los cuales se divide el proceso 

de optimizacibn en dos fases, optimizando alternativamente la 

forma (mediante formulaciones en general complejas de 

programacibn no lineal) y las dimensiones (mediante formulaciones 

sencillas del tipo diseño a mdxima tensibn). Si bien Pedersen 

abandona en breve este tratamiento, numerosos investigadores la 



continban durante la misma decada. En particular Vanderplaats y 

Moses [1972,19731, quienes utilizan el metodo de las direcciones 

factibles extensamente, y consideran restricciones en pandeo y 

tensibn en las barras, Vanderplaats [19751 generalizando la 

formulacibn anterior para restricciones de tipo general, y 

Spillers [1975a] quien utiliza una t&cnica similar en la que 

considera limites mbviles, y admite la eliminacibn de barras que 

durante el proceso alcanzan las dimensiones minimas permitidas. 

11.3.2.3.2 Sistemas estructurales continuos 

La primera formulacibn general de un problema de 

optimizacibn de formas de estructuras continuas abordado mediante 

metodos nbmericos se debe a Zienkiewicz y Campbell [1973], 

quienes emplean el Metodo de Elementos Finitos en el cdlculo de 

la estructura, y utilizan como variables de diseño las 

coordenadas nodales de la malla. El problema de programacibn 

matemdtica es resuelto mediante una cadena de aproximaciones 

lineales a las que se aplica programacibn lineal (es decir, 

programacibn lineal secuencial), y el cdlculo de sensibilidad 

necesario para estas aproximaciones se realiza mediante 

diferencias finitas partiendo de varios cdlculos efectuados sobre 

diseños similares. 

Se habian realizado sin embargo con anterioridad 

planteamientos parciales del problema, aunque desarrollados 

especificamente para problemas muy concretos. Asi Sharpe [19691 

habia resuelto un problema de optimizacibn de la forma del arco 

en planta y la seccibn de una presa bajo cargas de agua y peso 

propio, imponiendo restricciones en tensibn y en estabilidad al 



vuelco; paralelamente De Silva [1969] analiza la seccibn del 

disco de una turbina. 

Ramakrishnan y Francavilla [1975] emplean una formulacibn 

similar a la de Zienkiewicz y Campbell, pero resuelven el 

problema de programacibn matemdtica mediante un metodo de 

penalizacibn. 

Francavilla, Ramakrishnan y Zienkiewicz [19751 resuelven un 

problema de optimizacibn de la forma de la seccibn de una barra, 

en el cual se trata de minimizar la concentracibn de tensibn, y 

no el peso estructural. 

Tvergaard I19751 presenta tambien una formulacibn similar 

basada en la aplicacibn de metodos variacionales sobre un modelo 

del campo tensional de la estructura, tecnicas de perturbacibn y 

programacibn lineal secuencial. Kristensen y Madsen [19761 

generalizan la formulacibn anterior para cuerpos bidimensionales, 

definiendo el contorno de los mismos mediante polinomios 

ortogonales cuyos coeficientes son las variables de diseño, y 

realizan el cdlculo mediante elementos finitos y la optimizacibn 

matemdtica mediante programacibn lineal secuencial. Aplicando 

sus metodologias analltico-numericas resuelven problemas 

relacionados con la forma bptima de huecos en estructuras 

sometidas a campos tensionales biaxiales. 

Bhavikatti y Ramakrishnan [1977] mejoran las formulaciones 

anteriores, y estudian diversos criterios de optimizacibn, 

adoptando como funciones objetivo el peso estructural y un factor 

de concentracibn de tensiones, y comparan sus resultados con los 

de un criterio de optimalidad en el cual se supone el contorno de 



la pieza sometido a tensibn uniforme. 

Oda y Yamazaki [19771, y posteriormente Schnak 119791, 

emplean el Metodo de Elementos Finitos para calcular las 

tensiones de un cuerpo en la zona prbxima a una concentraci6n 

tensional, modificando iterativamente el contorno del cuerpo para 

minimizar la mdxima tensibn producida. 

Chun y Haug [1978,19791 emplean un metodo de proyeccibn de 

gradiente en el diseño bptimo de peso minimo de cuerpos 

bidimensionales y de revolucibn, con restricciones sobre la 

tensibn de comparacibn de Von Mises en distintos puntos, y la 

distribucibn de la tensibn tangencia1 en el contorno, avanzando 

refinamientos en las tecnicas de andlisis de sensibilidad que 

serian desarrolladas poco despues por Rousselet y Haug [19811. 

De Silva y Grant [19781, Song y Lee [19811 y Queau y 

Trompette [19811, profundizan en el problema de optimizacibn de 

discos de turbinas de peso minimo, empleando una gran variedad de 

tecnicas e imponiendo restricciones en tensiones, 

desplazamientos, frecuencias de vibracibn y velocidades de 

rdfaga; como estados de carga consideran fuerzas aerodindmicas 

sobre los Alabes, y la aceleracibn centrifuga originada por la 

rotacibn a gran velocidad. 

Botkin [1982] resuelve el problema de optimizacibn de 

bielas destinadas a maquinaria del sector automovilistico. La 

modificacibn de la forma a lo largo del proceso de diseño es de 

tal magnitud, que obliga a redefinir varias veces la topologia de 

la malla de elementos finitos empleada en el cdlculo para obtener 

resultados satisfactorios. Por este motivo, Botkin resalta la 



necesidad de d e s a r r o l l a r  t e c n i c a s  mas e f i c i e n t e s  d e  generacibn y  

re f inamien to  automAticos d e  mal las  de elementos f i n i t o s ,  

especia lmente  en problemas t r id imens iona les .  

S i  b i e n  e l  c r i t e r i o  de minimo peso e s  con mucho e l  m&s 

extendido,  e x i s t e n  muchas o t r a s  apor tac iones  de i n t e r k s  basadas  

en  l a  adopcibn d e  d i f e r e n t e s  c r i t e r i o s .  A s i  K r i s t e n s e n  y  Madsen 

[19761, Queau y Trompette [19801 y  Pedersen y Cars ten  [1981] ,  

qu ienes  opt imizan e l  d i s e ñ o  de p i e z a s  m e c h i c a s  minimizando l a  

concen t rac ibn  de  t e n s i o n e s ,  problemas e s t o s  en l o s  que a d q u i e r e  

mayor importancia e l  r e a l i z a r  un modelado adecuado de  l a  

e s t r u c t u r a ,  y  mantener su p r e c i s i b n  a l o  l a r g o  d e l  proceso.  

Miura 119721 e s t u d i a  e l  d i seño  bptimo de peso minimo d e  planos  d e  

s u s t e n t a c i b n  de aeronaves supersbn icas  t en iendo  en c u e n t a  l o s  

e f e c t o s  de l a s  c a r g a s  a e r o d i n h i c a s  y  l a s  v ib rac iones ,  y Cra ig  y 

Erbug [1976] a n a l i z a n  e l  d i seño  bptimo de  p lanos  de s u s t e n t a c i b n  

formados por m a t e r i a l e s  c ~ m p u e ~ t o s ,  empleando una func ibn  

o b j e t i v o  en l a  que i n t e r v i e n e n  e l  peso e s t r u c t u r a l  y  l a  

r e s i s t e n c i a  aerodinAmica a l  avance. Hicks,  Murman y Vanderplaats  

[1974] ,  Haney, Johnson y  Hicks [1979] , Vanderplaat  S [ l979b l  y 

T a i ,  Kidwell y Vanderplaats  [19821, e s t u d i a n  e l  d i s e ñ o  bptimo d e  

mCixima e f i c i e n c i a  aerodindmica de  p i e z a s  de  aeronaves ,  

p resc ind iendo  d e l  peso e s t r u c t u r a l  y  d e l  comportamiento 

aerodindmico d e l  conjunto ,  aunque reconociendo l o s  p o t e n c i a l e s  

problemas de e s t a s  metodologias [Vanderplaats  19841. 

Cea [1981al1981b,1981c1, Zo les io  [1981a,1981bl y Rousse le t  

[1981],  apor tan  una p e r s p e c t i v a  mds g e n e r a l  a l  p r e s e n t a r  

a p l i c a c i o n e s  p r d c t i c a s  y metodos d e  reso luc ibn  d e  o t r o s  problemas 

de i n g e n i e r i a  ( n o  e s t r u c t u r a l e s  en g e n e r a l )  e n  l o s  c u a l e s  s e  



intenta optimizar un cierto dominio de definicibn, y analizando 

por tanto problemas andlogos a la optimizacibn estructural de 

formas . 

11.3.2.4 Otros enfoques de la optimizaci6n estructural 

Analizando cuidadosamente la evolucibn anteriormente 

expuesta de las tecnicas de optimizacibn estructural, se observa 

una clara tendencia que, partiendo de los planteamientos mds 

primitivos, busca la generalidad, es decir la creacibn de teorias 

aplicables a un rango muy amplio de problemas. Esta generalidad 

parece encontrarse finalmente en la formulacibn del problema en 

el sentido de Klein, es decir, en la forma estdndar de la 

programacibn matemdtica no lineal, y en la utilizacibn de 

herramientas de cdlculo numerico tanto para resolver el problema 

de cAlculo de la estructura (Metodo de Elementos Finitos), como 

para resolver el problema de minimizacibn con restricciones a que 

conduce la formulacibn. Se busca, igualmente, una generalidad en 

la posibilidad de elegir diversas fuciones objetivo (minimo peso, 

mdxima eficiencia, minimo coste, minima tensibn, mdxima rigidez, 

etc.), en el planteamiento de restricciones de distinto cardcter 

(en tensiones, desplazamientos, geometria de la estructura, 

inestabilidad, indices de eficiencia, resistencia, fisuracibn, 

etc.), y en la creacibn del modelo de optimizacibn (variables de 

diseño que determinan dimensiones de componentes, forma de la 

estructura, propiedades de los materiales, posiciones de los 

apoyos, etc.). 

Existen, sin embargo, otras tendencias que han adquirido 

una menor divulgacibn, pero que no carecen en absoluto de 



interCs. A continuacibn nos referiremos a dos de ellas: la 

formulacibn del problema de optimizacibn mediante metodos 

analiticos, y la optimizacibn de la tipologia estructural. 

11.3.2.4.1 La optimizaci6n estructural mediante metodos 

anal it icos 

Desde el momento en que el problema general de optimizacibn 

estructural se formula como un problema matemhtico en funcibn de 

unas ciertas variables de diseño, surge inmediatamente la 

posibilidad de ascender a un nivel matemdtico superior en su 

planteamiento. Puesto que los metodos variacionales son la 

generalizacibn en el dmbito del andlisis funcional de los 

problemas de extremos de funciones, se contempla la posibilidad 

de formular los problemas de optimizacibn estructural 

directamente mediante funciones de diseño, y no a traves de 

variables. Ello conduce a un problema general consistente en 

minimizar un funcional de estas funciones de diseño, 

verificdndose una serie de restricciones expresadas mediante 

inecuaciones en las que intervienen de forma similar otros 

funcionales. La principal dificultad con que se encuentran estas 

formulaciones es la complejidad de los metodos variacionales para 

problemas con restricciones en desigualdad de tipo general. 

Otros enfoques que introducen la optimizacibn estructural 

directamente en formulaciones variacionales del cdlculo 

estructural, dan lugar igualmente a planteamientos de 

optimizacibn de tipo variacional. 

Recientemente, se han empleado tambien, con exito, metodos 

de perturbacibn para resolver problemas estructurales de 



optimizacibn de formas [Banichuk 19841. 

Prager y Taylor [19681 y Taylor [1969] analizan la 

optimizacibn estructural bajo puntos de vista energbticos. 

Similares planteamientos emplean Huang [19681, Chern y Prager 

[1970], Masur [19701 y Martin [19711, que son desarrollados 

posteriormente por Shield y Prager [19701 y Huang [1971,19751. 

Horak 119691 aplica principios variacionales cldsicos de 

elasticidad modificados de forma que se extiendan a dominios de 

integracibn desconocidos de antemano (puesto que constituyen la 

solucibn del problema) e introduciendo terminos adicionales que 

aseguran la minimizacibn del volumen del cuerpo a diseñar. 

Imponiendo la condicibn de estacionariedad de la energfa, obtiene 

el por el denominado principio variacional inverso. Seguchi y 

Tada [1977-19781 emplean un metodo iterativo sencillo, denominado 

metodo de razbn de energia, para resolver las ecuaciones de Horak 

[1969] para cuerpos eldsticos planos, y Hamada, Seguchi y Tada 

[1980] extienden la tecnica para su aplicacibn a problemas de 

autovalores. Una exposicibn reciente de este principio por Tada 

y Seguchi, quienes resuelven el problema posteriormente mediante 

el Metodo de Elementos Finitos, puede encontrarse en Tada y 

Seguchi [1984]. Umetani y Hirai [1975], Oda y Yamazaki [1977] y 

Tsuta y Yamaji [1977] abordan el problema de diseño bptimo de 

piezas de resistencia uniforme mediante el Metodo de Elementos 

Finitos, siguiendo planteamientos andlogos a los anteriores. Ya 

ha sido comentada anteriormente, aunque en otro contexto, la 

aportaci6n de Tvergaard [19751. 

Una exposicibn general sobre la aplicaci6n de principios 



variacionales fue presentada recientemente por Haug, Choi , Hou y 

Yo0 [19841. 

Si bien en algunos casos se aborda la solucibn de los 

problemas anteriores mediante metodos nbmericos, en la mayor 

parte existe un alto grado de cdlculo andlitico y ello restringe, 

obviamente, el rango de aplicabilidad de estas tecnicas. Se han 

aplicado profusamente para resolver problemas de optimizacibn muy 

idealizados, y en particular la optimizacibn de secciones de 

piezas sometidas a torsibn, y la optimizacibn de formas de huecos 

en estructuras bidimensionales. Por este motivo reseñaremos 

separadamente los diversos tratamientos empleados en la solucibn 

de estos dos tipos problemas, ya cldsicos. 

La optimizaci6n de secciones de piezas sometidas a 

tors i6n 

Desde que Henry [1971] desarrolla un metodo iterativo para 

optimizar la forma de secciones de piezas sometidas a torsibn, 

mediante un desarrollo que parte de una definicidn analitica del 

contorno en funcibn de un nbmero relativamente pequeño de 

variables de diseño, e imponiendo restricciones sobre la 

geometria y la tensibn en el contorno, se han realizado numerosos 

estudios en problemas similares, muchos de los cuales se 

sustentan en formulaciones variacionales. 

As1 Banichuk [1975,1976b] analiza la distr ibucibn bptima no 

homogenea de una cierta cantidad, prefijada, de material en una 

seccibn, con objeto de maximizar su rigidez torsional. Emplea 

una formulacibn basada en mtttodos variacionales y el concepto de 



derivada material de mecdnica de los medios continuos. Una 

descripcibn completa del problema, abordando su resolucibn 

mediante metodos de perturbaciones puede encontrarse en un 

articulo posterior del mismo autor [Banichuk 19841. 

Kurshin y Onoprienko [19761 analizan un problema similar 

mediante un metodo de variable compleja. 

Banichuk [1976al extiende sus estudios, optimizando la 

rigidizacibn del contorno de la seccibn. 

Turvitch [19761 desarrolla una tecnica analitica para 

optimizar la forma de un contorno interior, asociado con no 

homogeneidad del material, obteniendo condiciones necesarias y 

suficientes de optimalidad. 

Dems y MrBz [19781 presentan un metodo empleado 

satisfactoriamente con posterioridad por Dems [19801 para 

resolver una notable variedad de problemas similares a los 

anteriormente citados. Mediante este metodo se derivan criterios 

de optimalidad partiendo de la aplicacibn conjunta de m4todos de 

perturbacibn y un modelo de elementos finitos. 

La optimizacibn de la forma de huecos en sblidos planos 

Neuber [1969,1972 1, Queber 11972 1 y Cherpanov [ 1974 1 

resuelven el problema de optimizar la forma de un hueco en un 

sblido plano de forma que la tensibn en el contorno del hueco sea 

constante, asumiendo esta condicibn como criterio de optimalidad. 

Sobre este problema se han realizado numerosos estudios en la 

URSS (referenciados en Cherpanov [19741). Wheeler [19761 analiza 



las condiciones bajo las cuales el criterio de optimalidad 

anterior equivale a la minimizaci6n de la maxima tensi6n para 

problemas de optimizaci6n de formas de huecos en s6lidos planos y 

secciones transversales de piezas. 

Bjorman y Richards [19761 tratan el mismo problema 

minimizando la concentraci6n de tensiones en el contorno del 

hueco. 

Banichuk [1977bl analiza el mismo caso para un s6lido ideal 

sometido a un estado de tensi6n biaxial en el infinito, y a 

partir del principio del maximo para funciones armbnicas, prueba 

la veracidad en este caso del criterio de optimalidad de Neuber 

[1969], Queber I19721 y Cherpanov [19741. 

Banichuk [1977a] analiza el problema de determinar la forma 

6ptima de un hueco para minimizar el segundo invariante del 

tensor de tensiones sobre un placa sometida a flexi6n constante 

en el infinito, aplicando tbcnicas similares a las refenciadas en 

[1977b], y obteniendo, asi mismo, resultados similares. 

Un problema del mismo tipo fue abordado por Durelli y 

Rajaiah [1979] mediante un mbtodo experimental basado en 

fotoelasticidad para optimizar la forma de un hueco en una placa 

plana sometida a carga uniaxial, minimizando la concentracibn de 

tensiones. 

Otros problemas similares de optimizacibn 

Banichuk y Karihaloo [1976] analizan la forma 6ptima de la 

secci6n transversal de una barra cilindrica de peso minimo, 



imponiendo restricciones en las rigideces a torsibn y flexibn, 

mediante una formulacibn variacional del problema de torsibn, y 

una tecnica de multiplicadores de Lagrange para las restricciones 

adjuntas a la funcibn objetivo. Mediante el cdlculo de la 

derivada material, obtienen la primera variacibn de la funcibn 

objetivo aumentada (o lagrangiano aumentado) respecto a la formar 

y derivan diversos criterios de optimalidad. 

Parbery y Karihaloo [19771 emplean un metodo similar para 

optimizar cilindros huecos con restricciones en las rigideces a 

torsibn y flexibn. 

Cherkaev [19781 presenta una formulacibn tebrica del 

problema de optimizacibn de la forma del contorno de una 

estructura para minimizar su volumen, imponiendo restricciones en 

el valor minimo de la frecuencia natural de vibracibn. 

Desarrolla ademhs una condicibn necesaria de optimalidad, y 

demuestra que el mismo resultado puede obtenerse a partir de una 

formulacibn variacional. 

11.3.2.4.2 La optimizacibn de l a  t ipo log ia  estructural  

A partir de las ya mencionadas aportaciones de Dorn, Gomory 

y Greenburg L19641, Dobbs y Felton [19691 y Sheu y Schmit [19721, 

fundamentalmente en la optimizacibn de la configuracibn de 

estructuras de barras, se desarrollan numerosos estudios en este 

dmbito, que cristalizan finalmente en el asentamiento de las 

bases de una teoria moderna y coherente de optimizacibn de 

tipologias estructurales a finales de los años setenta y 

comienzos de la decada siguiente, debida a Prager y Rozvany 



C19761, P rage r  y  Rozvany [1977a I1977b l ,  Rozvany y  P r a g e r  [1979] ,  

Rozvany [1981aI1981b1,  Rozvany, Wang y  Dow [ 1 9 8 2 1 ) ,  y c u y a s  

r e p e r c u s i o n e s  se e x t i e n d e n  i n c l u s o  a  e s t u d i o s  mds matemdt icos  

[ S t r a n g  y  Kohn 1981,19831. La t e o r i a  de  P r a g e r  puede a p l i c a r s e  a 

numerosas t i p o l o g i a s  e s t r u c t u r a l e s ,  no  s610 e s t r u c t u r a s  d e  

b a r r a s ,  s i n o  tambien a  problemas  d e  o p t i m i z a c i b n  de  s e c c i o n e s  d e  

p i e z a s  some t idas  a t o r s i b n ,  p l a c a s ,  e t c .  

Los fundamentos de  l a  t e o r i a  d e  c o n f i g u r a c i o n e s  6 p t i m a s  d e  

P rage r  s e  basan  e n  l a  t e o r i a  d e  d i s e ñ o  p l d s t i c o  6pt imo d e  

P rage r -Sh ie ld  [ P r a g e r  y S h i e l d  1967,  Rozvany 1976,1981c] ,  y en  l a  

noc i6n  d e  " u n i v e r s o  e s t r u c t u r a l '  [Rozvany 1981a11981b].  

La cond i c i 6 n  d e  o p t  imal idad  d e  P rage r -Sh ie ld  puede 

e x p r e s a r s e  como una r e l a c i 6 n  gene ra lmen te  no l i n e a l  e n t r e  

deformaciones  y  t e n s i o n e s ,  t r ans fo rmando  e l  problema d e  

o p t i m i z a c i 6 n  en  un problema d e  e l a s t i c i d a d  n o  l i n e a l .  E l  

concep to  d e  " u n i v e r s o  e s t r u c t u r a l "  s e  r e f i e r e  a l  c o n j u n t o  de 

t o d o s  l o s  p o s i b l e s  e lementos  e s t r u c t u r a l e s  que  pueden combina r se  

p a r a  formar  l a  e s t r u c t u r a  comple ta .  La  t e o r i a  d e  P r a g e r  f u e  

formulada  i n i c i a l m e n t e  p a r a  c d l c u l o  p l d s t i c o ,  aunque puede 

e x t e n d e r s e  a l  d i s e ñ o  e n  regimen e l 8 s t i c o  con r e s t r i c c i o n e s  e n  

t e n s i o n e s  [Rozvany 19761, o en f r e c u e n c i a s  n a t u r a l e s  d e  v i b r a c i 6 n  

[Olhof f  y  Rozvany 19821. Una e x p l i c a c i b n  mds e x t e n s a  d e  t o d o s  

e s t o s  concep tos  puede e n c o n t r a r s e  en  un r e c i e n t e  a r t i c u l o  d e  

Rozvany I19841. 

Por d e s g r a c i a ,  y e x c e p t o  en  a l g u n o s  c a s o s ,  l a s  

c o n f i g u r a c i o n e s  6p t imas  o b t e n i d a s  por  l a  a p l i c a c i 6 n  d e  l a  t e o r i a  

no son  r e a l i z a b l e s  en l a  p r d c t i c a ,  dado que  h a b i t u a l m e n t e  



contienen un sistema denso de nervaduras o aligeramientos cuya 

separacibn es infinitesimal. 

La teoria de Prager estd intimamente relacionada con la 

teoria de Michell [19041. Soluciones bptimas de Michell para 

problemas concretos de cerchas han sido recogidas por Hemp 

[1973], y su teoria extendida a otras hip6tesis de carga por Hemp 

[19741, Chan 119751 y Rozvany y Hill 119781. Prager y Rozvany 

[1977] establecen una comparacibn entre las propiedades 

geometricas de las cerchas 6ptimas de Michell y emparrillados 

bpt imos. 

La aplicacibn de la teoria a configuraciones 6ptimas de 

emparrillados fue realizada por Rozvany y Adidam [19721, Rozvany 

[19761, Rozvany y Hill C19761, Hill y Rozvany [19771 y Rozvany 

[1981b], y analizada extensamente por Prager y Rozvany 

[1977ar1977bl. 

El problema andlogo, desde un punto de vista matemdtico, de 

optimizacibn del armado de placas y lajas fue discutido por 

Morley [19661 y Lowe y Melchers [19721. Puede demostrarse que la 

configuracibn bptima de un emparrillado para diseño pldstico en 

rotura es igualmente bptima para diseño elAstico con 

restricciones de mAxima tensibn permitidar o con frecuencia de 

vibracibn dada [Rozvany 1976, Olhoff y Rozvany 1982, Prager 

1974 l. 

La aplicacibn de la teoria a problemas de placas ha 

demostrado que imponiendo restricciones en tensibn la 

configuraci6n 6ptima del espesor de la placa no consiste en una 

distribucibn suave [Rozvany, Olhoff, Cheng y Taylor 19821, si 



b i e n  l a  d i s t r i b u c i b n  ob ten ida  por e s t o s  a u t o r e s  e s  evidentemente  

i r r e a l i z a b l e  e n  l a  p r b c t i c a .  

T a l  vez donde l a  t e o r i a  proporciona s o l u c i o n e s  con mayor 

s e n t i d o  f i s i c o ,  es e n  su a p l i c a c i b n  a l  d i s e ñ o  bptimo d e  c u b i e r t a s  

s u s t e n t a d a s  por e m p a r r i l l a d o s  e s p a c i a l e s  (bbvedas)  y r e d e s  

metd l i cas .  La primera a p o r t a c i b n  a l  r e s p e c t o  se debe a  Rozvany y  

Prager  [19791 no considerando e l  e f e c t o  d e l  peso p rop io ,  que  f u e  

i n t r o d u c i d o  pos te r io rmente  por Rozvany, Nakamura y Ruhnel l  

[1980] ,  en una e x t e n s i b n  d e l  e s t u d i o  a n t e r i o r  f i n a n c i a d o  por e l  

gobierno alemdn. La muerte de Prager  t runcb  l a  m a t e r i a l i z a c i b n  

de  nuevas i n v e s t i g a c i o n e s  que e s t a b a  r e a l i z a n d o  e n  un i n t e n t o  d e  

u n i f i c a r  e l  t r a t a m i e n t o  d e  ambos t i p o s  de e s t r u c t u r a s ,  cuyas  

conf igurac iones  bptimas rec iben  en s u  honor l a  denominacibn d e  

e s t r u c t u r a s  de Prager .  Poster iormente  Rozvany, Wang y Dow [1982]  

r e a l i z a n  nuevos avances e n  l a  obtencibn de e s t e  tipo d e  

conf igurac iones  bptimas 

Las e s t r u c t u r a s  de Prager  d i f i e r e n  de  l a s  e s t r u c t u r a s  d e  

Michel l  bdsicamente e n  que en l a s  pr imeras  todos  l o s  componentes 

e s t r u c t u r a l e s  deben e n c o n t r a r s e  simultdneamente o  b i e n  

t r acc ionados  o  b i e n  comprimidos, no admit iendose  en  l a  misma 

e s t r u c t u r a  l a  e x i s t e n c i a  de componentes e n  d i s t i n t o  estado 

t e n s i o n a l  , y l a  p o s i c i b n  v e r t i c a l  de  l a s  c a r g a s  debe ser 

determinada d u r a n t e  l a  op t imizac ibn ,  y  por t a n t o  no  puede s e r  

p r e f i j a d a ,  s i  b i e n  e s t a  condic ibn no e s  excesivamente r e s t r i c t i v a  

dado que esencia lmente  l a s  e s t r u c t u r a s  de  Prager  s e  emplean e n  

c u b i e r t a s ,  y por t a n t o  l a  l o c a l i z a c i b n  en p l a n t a  de  l a s  c a r g a s  

v e r t i c a l e s  e s t d  b ien d e f i n i d a ,  p e r o  su  l o c a l i z a c i b n  e n  a l z a d o  

depende d e l  d i s e ñ o  f i n a l  ( c a r g a s  d e  n ieve ,  c a r g a s  de  v i e n t o  y 



peso propio). 

Andlisis similares han sido desarrollados para membranas 

bajo cargas externas considerando peso propio [Ziegler 1958, 

Issler 1964, Prager y Rozvany 1980, Nakamura, Dow y Rozvany 1981, 

Dow, Nakamura y Rozvany 19821. 

Existen otros planteamientos de optimizacibn de la 

topologia estructural basados en metodos de programacibn 

matemdtica, si bien se encuentran mds en la linea de lo que se ha 

dado en llamar optimizacibn de formas, y simplemente consideran 

la modificacibn de la topologia estructural en cuanto se refiere 

a la eliminacibn de componentes cuyas dimensiones durante el 

proceso de diseño se reducen por debajo de los limites minimos 

aceptables. 

11.3.3 Otras tecnicas asociadas g & optimizaci6n estructural 

Durante un proceso de optimizacibn estructural es con 

frecuencia necesario, o cuando menos conveniente, conocer las 

derivadas de ciertas variables de comportamiento de las 

estructuras (tales como tensiones y desplazamientos) respecto a 

las propiedades geometricas o mecdnicas y a los valores de las 

cargas, y habitualmente los metodos de cdlculo estructural no 

contemplan esta posibilidad. Ademds, la formulacibn general del 

problema de optimizacibn como problema de programacibn matemdtica 

puede conducir a problemas con numerosas variables de diseño y 

restricciones altamente no lineales. Con objeto de facilitar el 

cdlculo de las derivadas de las variables de comportamiento, 

minimizar el nttmero de cdlculos que es necesario realizar en 



sucesivas modificaciones del diseño, o evitar un nhmero excesivo 

de variables de diseño independientes y restricciones a tener en 

cuenta, se han desarrollado numerosas tkcnicas, muchas de las 

cuales encuentran aplicacibn o fueron inicialmente desarrolladas 

para otros campos. Puesto que no pertenecen ni al cdlculo de 

estructuras cldsico, ni a la optimizacibn estructural propiamente 

dicha, ni al dmbito de la programacibn matemdtica, las 

expondremos sucintamente a continuacibn. 

11.3-3.1 Tecnicas de reduccibn 

Las tendencias predominantes hacia los años sesenta en el 

dmbito de la optimizacibn estructural se orientaban hacia la 

consideracibn de problemas con un nhmero creciente de variables 

de diseño y restricciones, probablemente debido a la prdctica, 

ampliamente divulgada ahn y originaria de los metodos de diseño a 

mdxima tensibn, de considerar -especialmente en problemas de 

estructuras bidimensionales calculadas mediante elementos finitos 

y estructuras de barras- una variable de diseño y una restriccibn 

por elemento o barra de la estructura. 

Con objeto de reducir el nbmero de variables de diseño 

independientes, se aplicaron intensamente tecnicas de 

regionalizacibn y reduccibn de bases. 

Se denomina regionalizacibn al agrupamiento de variables de 

diseño suponiendo que en un mismo grupo todas sus componentes 

evolucionan de forma proporcional. Operativamente, ello conduce 

a una matriz que relaciona el vector de variables de diseño 

iniciales con un vector de variables de diseño que se suponen 



independientes ,  cuya dimensibn e s  menor que l a  d e l  v e c t o r  

o r i g i n a l .  

Se denomina reduccibn de bases  a l  proceso mediante e l  c u a l  

s e  busca una aproximacibn a l  vec to r  s o l u c i b n  de v a r i a b l e s  d e  

d i s e ñ o  independientes ,  de  forma que e s t a  s e  encuen t re  c o n t e n i d a  

en un subespacio  v e c t o r i a l  de menor dimensibn, y  por t a n t o  pueda 

e s p r e s a r s e  como combinacibn l i n e a l  de  una s e r i e  de v e c t o r e s  base  

conocidos.  E l l o  conduce a una formulacibn d e l  problema en  

func ibn  de  un vec to r  de v a r i a b l e s  de  d i s e ñ o  reduc idas ,  cuya 

dimensibn e s  menor que e l  de  v a r i a b l e s  independien tes .  

Operativamente,  e l  procedimiento e s  andlogo a l  a n d l i s i s  d e  

Rayleigh-Ritz p a r a  c d l c u l o  de a u t o v a l o r e s  y  au tovec to res .  La 

bondad de  la  aproximacibn a  l a  solucibn depender&, obviamente, 

d e l  a c i e r t o  con que s e  e l i j a n  l o s  v e c t o r e s  base  de reducci6n.  En 

r e a l i d a d  no e x i s t e  una d i f e r e n c i a  s u s t a n c i a l  e n t r e  ambos 

procedimientos ,  const i tuyendo l a  r e g i o n a l i z a c i b n  un c a s o  

p a r t i c u l a r  d e  reducci6n en que e l  c r i t e r i o  seguido p a r a  e l e g i r  

l o s  v e c t o r e s  base  se apoya primordialmente en  c o n s i d e r a c i o n e s  

t a l e s  como l a  ex igenc ia  d e  ob tener  d i seños  s i m e t r i c o s  o  con 

c i e r t a s  proporciones  p r e f i j a d a s ,  l a  s e n c i l l e z  de f a b r i c a c i b n  o  e l  

c o n t r o l  de c o s t e s ,  o  l a  i n t u i c i b n  o  exper ienc ia  d e l  d i señador .  

Desde una p e r s p e c t i v a  moderna, podemos c o n s i d e r a r  que l a  

r e g i o n a l i z a c i b n  e s  un primer i n t e n t o  de s e p a r a r  e l  modelo d e  

opt imizacibn d e l  modelo de c d l c u l o ,  e s t o  e s ,  de d i s t i n g u i r  l a s  

v a r i a b l e s  de  d i seño  d e  l a s  propiedades geometr icas  y  mecdnicas y  

l a s  ca rgas  de l a  e s t r u c t u r a ,  procurando genera r  modelos d e  

opt imizacibn de s u f i c i e n t e  c a l i d a d  s i n  necesidad d e  emplear por 

e l l o  un ntimero e levado de  v a r i a b l e s  de diseño.  



Para reducir el nhmero de restricciones del problema se 

recurre a procedimientos que permiten considerar o no una 

restriccibn en un determinado instante del problema, seghn esa 

restriccibn este violada, se encuentre en estado critico, o cerca 

de estarlo, o bien no se encuentre violada y su valor sea lo 

suficientemente conservador como para suponer que no lo estar¿ al 

modificar el diseño. 

La aplicacibn de estos conceptos, junto con los metodos de 

aproximacibn que analizaremos a continuacibn, a problemas de 

optimizacibn estructural [Schmit y Farshi 19741, permitib aplicar 

tecnicas de programacibn matemAtica de creciente potencia. A 

partir de este momento surgen mbtodos de optimizacibn 

estructural, siguiendo la misma orientacibn, cuya eficiencia es 

netamente superior a la de los intentos realizados con 

anterioridad [Haftka 1973, Haftka y Starnes 1976, Starnes y 

Haftka 1978, Schmit y Miura 1976al1976b,19781. 

11.3.3.2 Aproxiraaci6n y predicci6n del comportamiento 

estructural. Andlisis de sensibilidad 

En el problema general de optimizacibn, expresado como 

problema de programacibn matemAtica, tanto la funcibn objetivo 

como las restricciones se formulan en funcibn de variables de 

comportamiento de la estructura, tales como desplazamientos o 

tensiones, que son funcibn de las propiedades geometricas o 

mecdnicas de la estructura y de las cargas, que a su vez son 

funcibn de las variables de diseño. Dado que estas propiedades y 

cargas pueden conocerse en funcibn de las variables de diseño, a 

travks de un cierto metodo de analisis estructural podrd 



calcularse el valor de las variables de comportamiento, y por 

tanto puede obtenerse el valor de la funcibn objetivo y las 

restricciones en funcibn de las variables de diseño. No 

obstante, las variables de comportamiento estructural son en 

general funciones altamente no lineales de las variables de 

diseño, y su expresibn es desconocida habitualmente, si bien 

-como hemos expuesto- pueden calcularse punto a punto. 

Siempre que el cdlculo estructural conlleve un elevado 

tiempo de computaci6n, y especialmente en sistemas estructurales 

importantes, el coste operativo de los sucesivos andlisis que es 

preciso realizar en el proceso de diseño puede ser inadmisible. 

Con objeto de reducir el coste del andlisis en sucesivas 

iteraciones se han propuesto diversos metodos de "aproximacibn" 

del comportamiento estructural que podemos esquematizar en la 

forma siguiente: 

- Metodos directos. 

- Metodos iterativos. 

- Metodos aproximados. 

Los metodos directos encuentran aplicacibn en casos en que 

sblo se modifica una parte de la estructura, y plantean la 

obtencibn de la respuesta del diseño estructural modificado a 

partir de la respuesta del diseño anterior y el reandlisis de la 

zona afectada por las modificaciones. Generan, por tanto, 

soluciones a un coste inferior al que supondrla el cdlculo 

completo del nuevo diseño. Han sido empleados y desarrollados 

por Householder [19571, Sack, Carpenter y Hatch [1967], 



Sobiesczanski-Sobieski [19691r Argyris et al. [1971], Kavlie y 

Powell [1971], Argyris y Roy [19721, Kirsch y Rubinstein [1972a] 

, Kirsch [1981bl y Wang y Pilkey [1981]. 

Los metodos iterativos son empleados por Kirsch y 

Rubinstein [1972bI y Phansalkar [19741, y se aplican con exito a 

problemas similares a los anteriores, si bien las aproximaciones 

son menos fiables excepto si las modificaciones en las variables 

de diseño son suficientemente pequeñas. Consisten bdsicamente en 

realizar el cdlculo completo del diseño inicial, y en la 

utilizacibn de algoritmos iterativos en los sucesivos estadios 

del proceso de diseño, utilizando la respuesta estructural del 

primer diseño como soluci6n inicial, y obviando los aspectos mAs 

costosos de los sucesivos anblisis. Los problemas fundamentales 

que se derivan de su aplicacibn radican en la posible divergencia 

y en la lentitud de convergencia del algoritmo iterativo. 

Los metodos aproximados son empleados por Fox y Miura 

[19711, Noor y Lowder [1974,19751, Bennett [19811 y Kirsch 

[1981a,1981cl, y consisten en la construccibn de una aproximacibn 

a la respuesta estructural a partir de desarrollos en serie en 

funci6n de las variables de diseño, o bien a partir de 

planteamientos de reduccibn de bases similares al metodo de 

Rayleigh-Ritz, en los que la respuesta del sistema estructural se 

plantea como combinacibn lineal de varios modos de respuesta 

supuestamente predominantes, reduciendose el ndmero de grados de 

libertad del problema. Una descripci6n mAs detallada de estos 

aspectos puede hallarse en Schmit Jr. [19841. Estos metodos 

requieren habitualmente menos volumen de cblculo que los 

anteriores, si bien, por su propia naturaleza, las aproximaciones 



obtenidas no son vdlidas si las modificaciones del diseño son 

importantes y los errores de truncamiento pueden ser inadmisibles 

y dar lugar a resultados errbneos. Una descripcibn reciente de 

metodos de aproximaci6n puede encontrarse en Kirsch [19841. 

La idea de construir *predicciones" manejables del 

comportamiento estructural en funcibn de las variables de diseño 

como ayuda para la modificacibn del mismo fue formulada 

inicialmente por Melosh y Luik [1967]. 

Las aproximaciones se construyen normalmente mediante 

desarrollos en serie de las variables de comportamiento, para la 

obtencibn de los cuales es necesario calcular las derivadas de 

las mismas respecto a las variables de diseño, lo cual implica, 

la derivacibn de las variables de comportamiento respecto a las 

propiedades mecdnicas o geometricas o las cargas, y de estas 

respecto a las variabl 

habitualmente fdciles 

de opt imizacibn formul 

de los metodos de 

es de diseño. Si bien estas filtimas son 

de calcular, puesto que dependen del modelo 

ado, las primeras no suelen ser obtenidas 

cdlculo estructural cldsicos. Se denomina 

"andlisis de sensibilidad" a la citada derivacibn de las 

variables de comportamiento estructural respecto a las 

propiedades geometricas y mecdnicas, y respecto a las posiciones 

y valores de las cargas que acthan sobre la estructura, si bien 

el concepto es mucho mds extenso y tiene aplicacibn en numerosos 

dmbitos ademds de en la optimizacibn estructural (regeneracibn 

automdtica de malla y estimacibn de errores de discretizacibn en 

elementos finitos, y otros tipos de optimizacibn no estructural). 

Puede definirse en general como la obtencibn del gradiente de las 

variables de respuesta respecto a las variables de entrada en un 



sistema determinista cualquiera para el que existe un 

procedimiento de cdlculo de la respuesta para una entrada 

conocida. Su aplicacibn a la optimizacibn estructural se debe 

principalmente a Fox [19651 y Fox y Kapoor [1968]. 

Es importante señalar que el andlisis de sensibilidad es 

sustancialmente mbs complicado en problemas de optimizaci6n de 

formas que en problemas de optimizaci6n de dimensiones, y en 

problemas continuos que en problemas discretos. En efecto, en 

problemas de optimizacibn de dimensiones en cdlculo matricial y 

mediante el MBtodo de Elementos Finitos, las variables de diseño 

afectan a terminos que normalmente aparecen multiplicando o 

dividiendo, y elevadas a una cierta potencia, a las matrices de 

rigidez de barras, y en el subintegrando en matrices de rigidez 

de elementos finitos. La derivacibn es en este caso sencilla. 

Sin embargo, en problemas de optimizacibn de formas, las 

variables de diseño afectan a las matrices de rigidez bien a 

traves de las matrices de giro y la longitud de las barras, en el 

caso de cdlculo matricial, bien a travBs del recinto de 

integracibn, en el caso de los elementos finitos. En este bltimo 

caso, la derivacibn analitica de las matrices de rigidez y 

vectores de fuerzas nodales es complicada y costosa desde el 

punto de vista numerico. 

Hasta muy recientemente no se dispuso de tkcnicas 

numericamente eficientes para el cdlculo exacto de tales 

derivadas. En la actualidad es esta una de las lineas de 

investigacibn que han recibido un mayor impulso, y los objetivos 

de los investigadores se centran en la reduccibn de los tiempos 

de cblculo que justifiquen econ6micamente el uso de este tipo de 



andlisis de sensibilidad. Evidentemente, un andlisis de 

sensibilidad mds preciso permite optimizar con mayores garantias 

de exito, y por tanto es de esperar que sean precisas menos 

iteraciones para obtener diseños bptimos. 

Por este motivo, en el caso de estructuras discretas y en 

optimizacibn de dimensiones en general, se plantea habitualmente 

el andlisis de sensibilidad mediante tecnicas analiticas, 

mientras que en el caso de optimizacibn de formas, y 

especialmente en problemas continuosr se plantea el andlisis de 

sensibilidad mediante diferencias finitas [Zienkiewicz y Campbell 

1973, Esping 1984al1984b1, pese a la importancia de los errores 

de truncamiento que se producen en la aplicacibn de estas al 

cdlculo de derivadas. 

El problema del andlisis de sensibilidad en optimizacibn 

estructural implica, en general, la derivacibn de la ecuacibn de 

estado del modelo de cdlculo. Como se expondrd en detalle 

posteriormente, la derivacibn primera de la ecuacibn conduce a un 

sistema lineal de ecuaciones cuya solucibn permite calcular la 

derivada de las variables de comportamiento o respuesta respecto 

a las variables de entrada. Mediante la diferenciacibn sucesiva 

de la ecuacibn es posible evaluar derivadas de orden superior. 

El cdlculo de tales derivadas puede evitarse mediante las 

tecnicas denominadas de "estado adjunto". Estas tecnicas 

estuvieron inicialmente ligadas a las teorias de control bptimo y 

a la aplicacibn del concepto de derivada material en problemas de 

optimizacibn de formas. La formulacibn de estos planteamientos 

para problemas tanto de optimizacibn de formas como de 

dimensiones se recoge en [Pironneau, O. 1982,1984, Cea 



1981a,1981b,1981~,1986, Zolesio 1981at1981b, Rousselet 1981, y 

Haug, Choi y Komkov 1986, Braibant y Fleury 1986al Su aplicacibn 

a diversas categorias de problemas es analizada por Hou [19851, 

Chenais [1986], quien estudia el diseño bptimo de lbminas, 

Chenais, Rousselet y Benedict [19861, quienes estudian el diseño 

bptimo de arcos, y Rousselet [1986,19871. 

La implementacibn de las tecnicas citadas no es sencilla en 

general. Adembs, su extensibn (especialmente en problemas de 

optimizacibn de formas) para el cdlculo de derivadas de orden 

superior al primero es particularmente costosa. La aplicacibn de 

tales formulaciones al diseño bptimo estructural mediante el 

Metodo de Elementos Finitos no se beneficia de las peculiaridades 

del mismo, ya que el cblculo de sensibilidad se plantea a priori 

sobre la ecuacibn de estado (normalmente un sistema de ecuaciones 

diferenciales o integrales) y no sobre su discretizacibn. Por 

contra, en ello reside su principal ventaja, ya que permite su 

integracibn en planteamientos fundamentados en metodos 

variacionales. 

Fleury y Sander [1978]r Arora y Haug [1979-19801 y 

Vanderplaats [19801, aplican el metodo de la carga virtual, o 

estado adjunto, para analisis de sensibilidad, siendo ventajosa 

esta tecnica frente a otras cuando el nbmero de restricciones 

criticas es relativamente pequeño frente al nbmero de variables 

de diseño independientes. 

En cdlculo dinAmico, Nelson [19761 y Miura y Schmit [19791 

analizan la derivacibn de modos propios y frecuencias propias de 

vibracibn respecto a variables de diseño. 



Schmit y Fleury [1980a,1980bl combinan tbcnicas de 

aproximacibn con una formulacibn dual en la solucibn del problema 

de programaci6n matemdtica, obteniendo algoritmos de optimizacibn 

estructural de notable eficiencia. Si bien esta formulaci6n se 

desarrolla originalmente para problemas de optimizacibn de rango 

continuo, se ha aplicado tambibn a problemas con variables de 

diseño de cardcter discreto, o problemas mixtos con variables de 

diseño de ambos rangos. Pese a la intrinseca dificultad de estos 

casos y a que en ellos los postulados en que se basa el 

desarrollo de la teoria no se cumplen, especialmente en lo que se 

refiere a las condiciones de convexidad del problema, se han 

obtenido resultados satisfactorios [Fleury y Schmit 1980, Lasdon 

1970, Fisher, Northup, y Shapiro 19751. 

Planteamientos menos elaborados matemdticamente, pero 

notablemente mds sencillos y eficientes en un ambiente de 

optimizacibn estructural mediante el Mbtodo de Elementos Finitos 

fueron desarrollados por Wang, Sun y Gallagher [19851 para 

andlisis de sensibilidad de primer orden. Independientemente, 

Sussman y Bathe [19851 contemplan desarrollos similares en el 

cdlculo del gradiente del indicador variacional y sus 

aplicaciones en mecdnica de fractura y optimizacibn de mallas de 

cdlculo. 

El andlisis de sensibilidad es evidentemente mds complejo 

en problemas no lineales de cdlculo estructural. Es tal vez por 

este motivo que la inmensa mayoria de las aportaciones a la 

optimizacibn estructural se realizan en andlisis lineales. Un 

breve estudio del andlisis de sensibilidad en problemas no 

lineales puede hallarse en Ryur Haririan y Arora [19851 y Arora y 



Un enfoque d is t in to  y de gran interes,  de los  andl is is  de 

sensibilidad, es  e l  propuesto por Sobieszczanski-Sobieski y Bhat 

119811 y Sobieszczanski-Sobieski, Barthelemy, y Riley [1981], 

quienes estudian l a  sensibilidad de la  solucibn bptima obtenida 

respecto a los parAmetros predefinidos del problema (valor de l a  

tensibn mAxima admitida y ot ras  restricciones, hipbtesis de 

carga, e t c . ) ,  en un intento de posibi l i tar  e l  cdlculo de o t ras  

soluciones bptimas bajo d i s t in tas  condiciones s in  rehacer e l  

cdlculo completo, y estudiar l a  estabilidad de l a  solucibn del 

problema bajo l a s  condiciones impuestas. 

Por bltimo es importante señalar que s i  se conoce, a l  menos 

intuitivamente, l a  forma en que l a s  variables de diseño afectan a 

las  variables de comportamiento estructural ,  es ventajoso en 

general realizar cambios de variable, o emplear variables 

intermedias, a l  realizar l a s  aproximaciones. E s  decir ,  s i  se  

sabe que c ie r ta  variable de comportamiento, l a  tensibn por 

ejemplo en una estructura de barras y para unos esfuerzos 

conocidos en las  mismas, es  afectada de forma inversamente 

proporcional por una variable de diseño, t a l  como e l  drea de l a  

seccibn, es preferible formular una aproximacibn l inea l  de l a  

variable de comportamiento en funcibn de l a  inversa de l a  

variable de diseño que en funcibn de l a  variable de diseño 

directamente. Es por este motivo que en abundante l i t e r a tu ra ,  

especialmente en optimizacibn de dimensiones en estructuras de 

barras, se emplean en parte del andl is is  l as  inversas de l a s  

variables de diseño iniciales.  



11.3.3.3 La adecuaci6n de las tCcnicas de chlculo estructural 

para su uso en problemas de optimizacibn 

Como ya hemos visto, un proceso de diseño estructural 

bptimo incluye numerosos aspectos que exceden notablemente del 

dmbito del cdlculo estructural. 

En primera aproximacibn, podemos considerar que un sistema 

de optimizacibn estructural contiene, en general, los siguientes 

elementos : 

- Generacibn de un modelo de optimizacibn en funcibn de las 

variables de diseño. 

- Calculo de la estructura. 

- Analisis de sensibilidad. 

- Resolucibn de un problema de programacibn matemdtica. 

kridentemente, los elementos anteriores han de ser 

dirigidos por un sistema de control que decida en que momento se 

ha de ejecutar una u otra operacibn, y gestione la transferencia 

de datos entre todos ellos. 

La organizacibn mds primitiva de un sistema de optirnizacibn 

es sin duda la existente en sistemas monoliticos, "verdaderas 

cajas negras" desarrolladas para resolver un cierto problema o 

tipo concreto de problemas, en cuya estructura interna todos los 

elementos anteriormente citados se entremezclan y el usuario 

hnicamente puede proporcionar al sistema los datos de entrada, es 

decir las variables de diseño y los limites de las restricciones 



impuestas, estando predefinidos el modelo, la funcibn objetivo, y 

las restricciones. Este tipo de organizacibn permite crear 

programas altamente especializados de gran eficiencia, pero de 

aplicacibn limitada y modificacibn costosa [Tripplett 19791. 

Con una estructuracibn interna mds evolucionada, pueden 

desarrollarse sistemas cerrados y especializados en los cuales 

esten netamente diferenciadas las funciones de cdlculo, 

optimizacibn matemdtica, andlisis de sensibilidad, etc. En este 

caso, el sistema de optimizacibn es susceptible de ser 

modificado, mejorado, o ampliado para incluir nuevos aspectos o 

diversas opciones de cdlculo. Estos sistemas proporcionan una 

mayor adaptabilidad, manteniendo al mismo tiempo una notable 

eficiencia [Vanderplaats 1976,1979ar Sobieszczanski-Sobieski 

19791. En su creacih se utilizan normalmente otros programas, 

ya existentes para realizar las diversas tareas de forma 

secuencial, pudiendose incorporar todos ellos en un h i c o  

programa o bien acoplarse transfiriendo la informacibn de unos a 

otros a travCs de archivos de trabajo. En este esquema los 

diversos elementos se utilizan como "cajas negras", en tanto en 

cuanto el sistema de optimizacibn desconoce la organizacibn 

interna de cada uno de ellos. 

En su versibn mbs avanzada, la organizacibn anterior 

permite disponer de diversos programas de cdlculo de uso general 

para optimizacibn de diversas estructuras, varios programas de 

programacibn matemdtica entre los cuales el usuario experimentado 

puede elegir el que le parezca mds adecuado para el caso concreto 

que desea resolver, y en suma una gran flexibilidad. El 

usuario, ademds de introducir los datos, debe crear ciertos 



programas dependientes del problema a analizar que definan el 

modelo de optimizacibn, la funci6n objetivo a minimizar, las 

restricciones a considerar, etc. Este tipo de organizacibn es 

propuesta por Schrem [19761 quien introduce la denominacibn de 

"sistema de programacibnu. El control de las operaciones que 

conducen a la optimizacibn lo realiza una verdadera "red" de 

interconexibn, que gestiona los archivos intermedios, el flujo de 

informacibn, y la interacci6n con el usuario a traves de comandos 

de control [Haftka y Prasad 1978, Prasad 1985, Van Den Dam, 

Boerstoel y DaniCls 19861. En algunos casos, la "redu citada 

estd parcial o integramente compuesta por comandos y utilidades 

del sistema operativo del ordenador en que se implementa el 

sistema [Sobieszczanski-Sobieski 1975, Sobieszczanski-Sobieski y 

Bhat 19791. La interaccibn con el usuario adquiere un grado de 

sofisticacibn creciente al ser considerada desde una perspectiva 

de diseño asistido por ordenador (CAD) [Braibant y Fleury 

1985,1986b, Esping 19851. 

Sin embargo, el incremento de adaptabilidad que proporciona 

este tipo de organizacibn se contrarresta parcialmente por una 

mayor complejidad (que obliga al usuario del sistema a disponer 

de conocimientos avanzados sobre el mismo), por una relativa 

dependencia de un sistema operativo en particular, y por una 

cierta perdida de eficiencia debida a la repeticibn de tareas por 

distintos programas, y a la imperfecta unibn entre todos ellos. 

NO obstante, este tiltimo defecto puede subsanarse modificando los 

diferentes programas de forma que se acoplen satisfactoriamente, 

facilitAndose la transferencia de informacibn y evitando la 

repeticibn de tareas, si bien para ello es obligado disponer de 



un profundo conocimiento de todos los programas empleados. 

Una discusidn reciente sobre los aspectos anteriores puede 

encontrarse en Sobieszczanski-Sobieski [1982]. 

La mayoria de las aplicaciones de la optimizaci6n 

estructural, tal como es concebida en la actualidad, tienen un 

componente predominante de cdlculo estructural, tanto en terminos 

de complejidad como de requerimientos de tiempo de cdlculo y 

memoria en programas de ordenador. Por este motivo suele 

partirse de un programa determinado de cAlculo, de tipo general, 

en la creacibn de sistemas de optimizaci6n estructural. Una 

problemdtica adicional es representada por la necesidad de 

modificar los programas de cdlculo de forma que sea posible 

realizar ademds del mismo, el andlisis de sensibilidad, ya que 

esta es una utilidad que normalmente no proporcionan los 

programas actualmente disponibles. Entre las opciones extremas, 

de realizar un cAlculo de sensibilidad aproximado mediante 

diferencias finitas, o bien construir un nuevo programa (o 

modificar completamente el original) para realizar este cdlculo 

con precisibn, deben buscarse soluciones intermedias. Es 

esencial lograr un equilibrio entre la bondad de los resultados 

obtenidos y el esfuerzo insumido y los costes de cdlculo 

requeridos. 

El problema del acoplamiento entre los diversos elementos 

de un sistema es particularmente importante en el caso de 

cdlculos de gran complejidad con fuertes requerimientos de tiempo 

y memoria, tal como en el caso de programas de elementos finitos. 

A su vez, son estos los que poseen un mayor interes por su 



i ndudab le  g e n e r a l i d a d .  B h a t i a  [1971] a n a l i z a  e s t a  problemAtica ,  

p l a n t e a n d o  t k n i c a s  t a les  como l a  d e t e c c i b n  de  l a  p a r t e  d e  l a  

m a l l a  d e  e lementos  f i n i t o s  que  permanece i n a l t e r a b l e  a l o  l a r g o  

d e l  p r o c e s o ,  r e a l i z a n d o  un p reensambla j e  d e  s u  m a t r i z  de  r i g i d e z  

y v e c t o r  d e  f u e r z a s ,  y almacendndolos p a r a  su  u t i l i z a c i b n  

p o s t e r i o r  . 

Pueden e n c o n t r a r s e  numerosas r e f e r e n c i a s  s o b r e  o p t i m i z a c i b n  

e s t r u c t u r a l  e n  Lev [1981b l ,  G a l l a g h e r  [19851 y Ding [19861.  

E s t o s  dos  b l t i m o s  articulas s o n  p a r t i c u l a r m e n t e  e s c l a r e c e d o r e s .  

Consideramos de g r a n  i n t e r b s  en una p a r t e  s u s t a n c i a l  de  l a  

o p t i m i z a c i b n  e s t r u c t u r a l  l o s  l i b r o s  de G a l l a g h e r  y Z ienk iewicz  

[1973] ,  Mor r i s  [1982]  y A t r e k ,  G a l l a g h e r ,  R a g s d e l l  y Z ienk iewicz  

[1984] .  


