Al trisecar un &ngulo dado, podemos
proceder a encontrar el seno del
Angulo -sea a- y, entonces, si x es
el seno de un Angulo que mida la
tercera parte del dado, tenemos:

4x3=3x-a.

W. W. ROUSE BALL (1850-1925)
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CAPITULO V

DESARROLLO DE UN SISTEMA DE DISEO OPTIMO ESTRUCTURAL

BASADO EN EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS

V.l PUNTOS PREVIOS

En el Capltulo anterior se ha descrito, en términos
generales, cuales son las funciones principales que debe realizar
el moédulo de cAlculo en un sistema de disefio dptimo, y se puso de
manifiesto la fuerte dependencia del mismo respecto a la
naturaleza del problema fisico subyacente al diseio. Es mas:
con frecuencia, el andlisis de un determinado fendmeno flsico
puede plantearse a partir de varios modelos matematicos, y a su
vez, el modelo matemdtico empleado puede concretarse en

diferentes modelos numéricos.

En el Aambito del disefio estructural en concreto, el médulo

de cdlculo depende: a) de la naturaleza del problema (cdlculo
estAtico, dinadmico, sismico, etc.); b) de la tipologia
estructural (estructuras de barras articuladas planas,
reticuladas planas, emparrillados, articuladas espaciales,

reticuladas espaciales, estructuras de hormigén armado o
pretensado, estructuras de tipo continuo); c¢) del modelo

matemdtico de <cAdlculo (modelos de resistencia de materiales,



modelos eldsticos lineales y no 1lineales, modelos plasticos,
etc.); y 4) del modelo numérico empleado en Ultima instancia (en
el que se aborda la resolucién de un sistema lineal de ecuaciones
mediante métodos directos o iterativos, la resolucidén de un
sistema no 1lineal de ecuaciones mediante el método de
Newton-Raphson o el método de Newton, la resoluciédn de un sistema
de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales mediante
técnicas de diferencias finitas o0 por el Método de Elementos

Finitos, etc.)

Se evidencia la imposibilidad de realizar un modelo de
cdlculo udnico para todos los problema de andlisis estructural.
No obstante, una gran parte de los problemas gue aparecen en la
actual idad en la practica profesional pueden resolverse
eficazmente mediante métodos matriciales para estructuras de
barras, en el caso de estructuras de tipo discreto, o bien
mediante el Método de Elementos Finitos, en el caso de
estructuras de tipo continuo. Ademds, en el estado actual del
conocimiento, las tareas de disefio suelen realizarse mediante 1la
aplicacién de modelos de anAdlisis de tipo lineal, mientras que
los modelos que contemplan el comportamiento no 1lineal de 1la
estructura, tanto mecdnica como geométricamente, se emplean como

comprobacién final.

Por consiguiente, 1la integracién de forma efectiva de
modelos de cAdlculo estructural de tipo lineal, basados en métodos
matriciales o en el Método de Elementos Finitos, en un sistema de
disefio 6ptimo, conferird a éste un amplio rango de aplicabilidad.
Ademds, los métodos matriciales tienen una gran similitud con los

Métodos de Elementos Finitos, en cuanto a sus aspectos



operativos. A su vez, el Método de Elementos Finitos puede

aplicarse con gran versatilidad dentro de un esquema unificado.

En este Capltulo se estudiard el desarrollo de un sistema
de diseflo oéptimo estructural basado en el Método de Elementos
Finitos. El sistema de disefio se analizarad a partir de 1los
planteamientos metodoldégicos generales descritos en el Capitulo
anterior. Por su dificultad intrinseca y sus elevados
requerimientos de tiempo de computacién y espacio de
almacenamiento en memoria, serd el médulo de calculo el que
condicione mds fuertemente la estructura y el funcionamiento del
sistema en su conjunto. Por este motivo analizaremos en detalle
-en primer lugar- el mddulo de cdlculo, y posteriormente los

restantes médulos de sistema.

En lo sucesivo nos referiremos fundamentalmente a modelos
de cadlculo enmarcados en la aplicacién del Método de Elementos
Finitos (en su formulacién mas habitual) a problemas
estructurales estdticos y lineales. Sin embargo, el desarrollo
posterior es igualmente aplicable a otros problemas de
formulacién similar, en particular -con ligeras modificaciones y
simplificaciones- a metodos matriciales de cadlculo de
estructuras, e incluso =-con modificaciones mds drasticas- a

problemas no lineales.



V.2 ANALISIS MEDIANTE EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS DE

PROBLEMAS LINEALES DE CALCULO ESTRUCTURAL ESTATICO

V.2.1 Descripcidn genérica del modelo analitico

En lo sucesivo supondremos que el lector estd familiarizado
con los conceptos bAdsicos del Método de Elementos Finitos, y en

particular con su aplicacidn a problemas de cdlculo estructural.

En este caso, el objeto del disefilo es wuna estructura de
tipo continuo (pieza mecAnica simple, componente estructural o
estructura completa), cuyas propiedades fundamentales
corresponden a diversas propiedades geométricas (situacién y
definicién geométrica de componentes estructurales, dimensiones,
etc.), mecdnicas (médulos elasticos, resistencias mecéanicas,
etc.) o flsicas en general (densidad, coeficientes de conduccién

térmica, etc.).

Las propiedades ambientales corresponden a diversos tipos
de cargas (puntuales, distribuidas a 1lo 1largo de 1llneas,
distribuidas a 1o largo de superficies, gravitatorias, teérmicas,

etc.).

Los desplazamientos de los puntos de la estructura, y 1los
tensores de deformacidn y tensidén son las variables de estado o

variables de comportamiento a considerar.

El modelo analitico de cdlculo esta formado

fundamentalmente por tres tipos de ecuaciones:

- Ecuaciones de equilibrio.



- Ecuaciones constitutivas, o relaciones tensién-deformacién.

- Ecuaciones de compatibilidad, o relaciones desplazamiento-

deformacién.

Las ecuaciones de equilibrio forman, en general, un sistema
de ecuaciones diferenciales no determinado, que en ciertos casos
admite simplificaciones (simetrlas de revolucidn, etc.), y cuyas
condiciones de contorno dependen de 1las condiciones de

vinculacidén de la estructura y de las cargas exteriores.

Pueden formularse diferentes ecuaciones constitutivas, para
modelar el comportamiento de 1los materiales (eldstico lineal,

elastico no lineal, plastico, etc.).

Igualmente pueden plantearse diferentes ecuaciones de
compatibilidad para modelar distintas hipétesis de calculo
(pequenas deformaciones y desplazamientos, pequenas deformaciones

y grandes desplazamientos, grandes deformaciones, etc.)

Las ecuaciones de equilibrio, constitutivas Y de
compatibilidad pueden expresarse en forma tensorial, y por tanto
invariante en todos los sistemas coordenados. No obstante, para
obtener una solucién que las satisfaga serd conveniente
seleccionar un sistema de coordenadas en concreto (cartesianas
ortogonales, polares, cilindricas, esféricas, etc.) que
denominaremos SISTEMA GLOBAL DE COORDENADAS (o sistema de
coordenadas materiales), en el que las expresiones adopten una
forma cémoda y manipulable, y respecto al cual se describirdn las

propiedades y variables de estado.



En algunas tipologlas estructurales pueden incluirse en las
ecuaciones anteriores diversas hipotesis adicionales acerca del
comportamiento tenso-deformacional de la estructura (hipétesis de
Navier, etc.). La formulacién de estas hipétesis permite
caracterizar el estado tenso-deformacional en una variedad
continua de puntos de la estructura (seccién de una viga, espesor
de una lamina) en funcién de una serie de variables de estado de

orden superior (giros, momentos flectores, esfuerzos cortantes y

axiles, ete. ), que denominaremos variables de estado
generalizadas. Por tanto, entre éstas y las variables de estado
elementales (tensores de deformaciones y tensiones,

desplazamientos) existird wun conjunto de relaciones integrales,
condicionadas por las hipétesis adicionales planteadas, que
introducidas en las ecuaciones de equilibrio, constitutivas y de
compatibilidad, permitirdn escribir estas ecuaciones directamente
en funcién de 1las variables de estado de orden superior. El
efecto neto de la formulacién de estas hipdtesis adicionales es
la reduccién de 1la dimensién del espacio en que se analiza el
problema estructural (asl una viga ~tridimensional- puede
analizarse en tensién plana -estudio bidimensional- o mediante
resistencia de materiales -estudio unidimensional-, wuna lamina
-tridimensional- ‘puede analizarse como estructura bidimensional,

etc.).

En cualquier caso, independientemente de 1la seleccién de
las variables de estado, el sistema de ecuaciones diferenciales
en derivadas parciales resultante de la combinacién de las
ecuaciones de equilibrio, constitutivas y de compatibilidad,

puede plantearse finalmente en términos de los desplazamientos o



las tensiones (generalizados), y obtener mediante su solucién
parte de las variables de estado. Las restantes variables de
estado pueden obtenerse a partir de las ecuaciones de

compatibilidad y las ecuaciones constitutivas.

Si bien la formulacién y resolucién del conjunto de
ecuaciones mencionadas es fuertemente dependiente del tipo de
cdlculo a realizar, puede darse una visién relativamente

generalizada del mismo que resumimos a continuacién.

El sistema de ecuaciones diferenciales con condiciones de
contorno constituido por las ecuaciones de equilibrio, puede
transformarse en un sistema de ecuaciones integrales mediante un
método de residuos ponderados, minimos cuadrados, o similar. En
general, en este sistema de ecuaciones integrales intervienen
derivadas de orden superior de 1las variables de estado y de
ciertas propiedades del modelo respecto a las coordenadas del
sistema elegido. Aplicando diversas transformaciones (con
frecuencia el teorema de la divergencia o 1la integracién por
partes) puede obtenerse un nuevo sistema de ecuaciones integrales
en el que se reduce el orden de las derivadas que intervienen en
los subintegrandos. Este sequndo sistema suele denominarse forma
débil, vy su utilidad radica en gque reduce las exigencias de
continuidad de las soluciones del sistema de ecuaciones, esto es,

de las variables de estado.

En nuestro caso, puede obtenerse mediante este
procedimiento el Principio de los Trabajos Virtuales, que no es
mas que una forma débil de las ecuaciones de equilibrio y por

tanto, independiente de las ecuaciones constitutivas y de



compatibilidad.

Una expresién general del principio de 1los trabajos

virtuales puede escribirse en la forma:

t da +

~
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S
=

(5.1)
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donde los dominios de integracién "v*, ", y nce son
respectivamente el volumen de la estructura, y las superficies
{(en particular el contorno) y lineas sobre las que acttian cargas
distribuidas. "o" es el vector de tensiones, "b" es el vector de
cargas volumétricas, "gv el de cargas distribuidas a lo largo de
una superficie, "a" el de cargas distribuidas a 1o largo de una
linea, y "P" el de cargas puntuales. Los términos "Su* y nSen
representan respectivamente un campo de desplazamientos virtual y

su campo de deformaciones asociado, donde virtual significa

cualquier campo compatible con las condiciones de vinculacién,

Las ecuaciones constitutivas, para modelos de elasticidad

lineal, pueden escribirse en la forma sencilla:

g= D (e - € )Y+ 0 (5.2)
donde "e¢" es el vector de deformaciones, "g" es el vector de
tensiones, "ZO“ es el vector de deformaciones iniciales, "o," es
el vector de tensiones iniciales" y "D" es el tensor de
coeficientes eldsticos, cuya forma depende de la variacién de las

propiedades mecdnicas del material en distintas direcciones y
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admite diferentes expresiones segun éste sea anisétropo,

ortdtropo, isdbtropo, etc.

Las ecuaciones de compatibilidad, bajo 1la hipdtesis de

pequeiias deformaciones, pueden escribirse en la forma sencilla:

€= L u (5.3)
donde "¢" es el vector de deformaciones, "u" es el vector de
desplazamientos en el sistema de coordenadas elegido, y "L" es un
operador diferencial lineal dependiente del sistema de

coordenadas.

V.2.2 Descripcion genérica del modelo numérico

La aplicacién del Método de Elementos Finitos a la solucién
del sistema formado por las ecuaciones (5.1), (5.2), y (5.3)

comprende fundamentalmente los siguientes aspectos:

discretizacién del continuo en subdominios.

- seleccién de un conjunto finito de pardmetros representativos
de las propiedades del modelo y de las variables de estado en

- cada subdominio.

- aproximacién de las propiedades del modelo y las variables de
estado en cada subdominio mediante una interpolacidn sobre el

conjunto de pardmetros elegido.

- sustitucién de las aproximaciones anteriores en las
ecuaciones de equilibrio, de compatibilidad y constitutivas,

obteniendo un sistema de ecuaciones algebraico en el que las
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incognitas son los pardmetros representativos de las

variables de estado.

- obtencién de la solucién del sistema algebraico anterior, vy
en funcién de la misma, aproximaciones a los valores de las
variables de estado en cualquier punto de 1los subdominios

mediante las interpolaciones definidas previamente.

Se denomina elemento finito a cada uno de 1los subdominios
en que se divide el continuo. Dentro de cada subdominio se elige
un sistema de coordenadas 1local, curvillneo en general, que

denominaremos sistema de referencia.

Cada punto de un subdominio se identifica univocamente por
sus coordenadas de referencia. Suelen adoptarse como pardmetros
representativos de cada subdominio los valores de las propiedades
del modelo y las variables de estado en ciertos puntos
denominados nodos, motivo por el cual se denominan propiedades y
variables nodales al conjunto de pardmetros citados. Las
funciones de interpolacién empleadas se denominan funciones de
forma, y permiten obtener una aproximacién al valor de las
propiedades y variables de estado del modelo en cualquier punto
de- un- elemento - finito a partir de sus propiedades y variables
nodales. La obtencidén de las coordenadas globales a partir de
las coordenadas de referencia de un punto de un subdominio no es
mas gue la interpolacién de las coordenadas nodales del

subdominio mediante las correspondientes funciones de forma.

En principio, los nodos y funciones de forma sobre los que

se realiza 1la interpolacién no han de ser necesariamente los
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mismos para la geometrla (coordenadas globales), las restantes

propiedades y las variables de estado.

Sin embargo, un tipo de aproximacién empleado
frecuentemente y de particular interés es el de la interpolacién
isoparamétrica, en el que se utilizan las mismas funciones de
forma y los mismos nodos para definir la interpolacién de las
propiedades (incluida la geometria) y variables de estado en cada
subdominio. La formulacién isoparamétrica da lugar a una
formulacién sumamente elegante y compacta. En 1lo sucesivo nos
referiremos implicitamente a la transformacién isoparamétrica y
supondremos gue el lector se encuentra familiarizado con sus
conceptos bAsicos. No obstante, los desarrollos posteriores son
aplicables a otros métodos de interpolacién realizando las

modificaciones pertinentes.

La aplicacién de las férmulas de interpolacién

isoparamétricas permite escribir inmediatamente las relaciones:

=
—
[TV
~
[}
z
L
Nanl
~

bR

(5.4)

t

donde se obtiene para el punto de coordenadas de referencia "¢"
de cada elemento "e" su vector de coordenadas globales ";C" y una
aproximacioén "Ge" al vector de desplazamientos a partir de sus

vectores de coordenadas nodales "r " y desplazamientos nodales
nc

“a * mediante la matriz de funciones de forma "E".
[

La sustitucidén en la ecuacién (5.3) de la ecuacién de



interpolacién dada en (5.4) para los desplazamientos permite

obtener una aproximacién al vector de deformaciones:

€ (£)=B () a
e - e (5.5)
con: B ( E ) =L N ( E )

y la sustitucién de las expresidnes anteriores en 1la ecuacién
(5.2) permite obtener una aproximacién al vector de tensiones:

6 (£)=DB() (B a - €())+0a( (5.6)
e “e “e e o o

Finalmente, la sustitucién de 1las aproximaciones (5.4),
(5.5), y (5.6) en la ecuacidén (5.1), expresidn del Principio de
los Trabajos Virtuales, y la realizacién de la integracién en
cada subdominio, permite escribir el sistema lineal de

ecuaciones:

1§;=f
donde:
(5.7)
k= D &
E=ZE
e e

En el sistema anterior, la matriz de coeficientes "K" suele
denominarse matriz de rigidez global (incluso, por extensién, en
problemas formulados en Ambitos diferentes al del calculo

estructural), y el vector de términos independientes wEw suele
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denominarse vector de fuerzas nodales (por extensién de los
conceptos de cdlculo matricial y de los primeros desarrollos del
MEF) . El vector de incédgnitas "a" se denomina vector de
desplazamientos nodales de la estructura, o vector de grados de

libertad.

Las matrices "Ec“ se denominan matrices de rigidez de
elemento, y los vectores “Ec“ se denominan vectores de fuerzas de
elemento. E1l proceso de adicién mediante el cual se obtienen 1la
matriz de rigidez y el vector de fuerzas globales a partir de las
matrices de rigidez y vectores de fuerzas de cada elemento suele

denominarse ENSAMBLAJE.

A su vez, estos términos pueden escribirse en la forma

N
]
—
§
[ -}
(4] o
[ -1
(-]
o1}
<

con:

]
u
12
-4
2

t o t
,lyjr B (B € -0 ) dv tlyp {5.8)
Ve "e “e o Ve
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]
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Pe

donde el vector de fuerzas nodales de cada elemento se ha

descompuesto en 1los términos debidos a cargas volumétricas,
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distribuidas a lo largo de superficies y lineas y cargas

puntuales.

La realizacién de las integrales en cada elemento de 1la
ecuacidén (5.8) exige la interpolacién de las coordenadas globales
“r" en funcién de las coordenadas isoparamétricas “E" en cada
subdominio o elemento finito. La integracién suele realizarse
mediante técnicas numéricas (en particular se usan extensivamente
las cuadraturas de Gauss-Legendre). Para realizar la integracién
del vector de fuerzas es necesario que 1la discretizacién se
realice de forma que las superficies, lineas y puntos sobre las
que actlan cargas estén bien definidas en coordenadas de
referencia (en nuestro caso isoparamétricas) dentro de cada
elemento. El tratamiento es mas sencillo cuando tales
superficies, lineas y puntos coinciden respectivamente con caras,
aristas y puntos nodales de los elementos. En este caso, en
general, se definirdn todas las cargas por sus valores en los
puntos nodales, y se aproximardn en cada elemento mediante una
interpolacién de la forma (5.4) en funcién de las coordenadas de

referencia. En lo sucesivo asumiremos este planteamiento.

El sistema lineal de ecuaciones (5.7) estd indeterminado, a
.falta de la imposicién de las condiciones de vinculacién o apoyo,
gque normalmente se traducen en el conocimiento de los
desplazamientos nodales prescritos en los nodos vinculados. La
introduccién de una vinculacién en un cierto grado de libertad o
desplazamiento de un nodo, introduce una nueva incédgnita
denominada reaccién. Por este motivo, escribiremos en lo

sucesivo el sistema de ecuaciones (5.7) en la forma mds general:
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(5.9)

¥ (a ,R)=0
v

donde la dltima ecuacidn expresa una condicidén de vinculo en 1la
forma de una relacién entre los desplazamientos y reacciones en
los nodos coaccionados. En un gran porcentaje de 1los casos la
condicién de vinculo serd de tipo 1lineal y en un ndmero muy
significativo todavia, consistird simplemente en una prescripcién
del desplazamiento en cada nodo, independiente de la reaccién.
El tratamiento de estas condiciones de vinculo no implica una
gran dificultad, normalmente, y puede realizarse de diversas
formas modificando la matriz de rigidez adecuadamente y
obteniendo un nuevo sistema lineal de ecuaciones. En general es
conveniente gue el sistema de ecuaciones que es preciso resolver
finalmente sea simétrico y definido positivo, por lo que estas
modificaciones deben efectuarse correctamente. Asumiremos en 1lo
sucesivo por simplicidad que las condiciones de vinculo son
sencillamente prescripciones en el valor de los desplazamientos

coaccionados.

La matriz de rigidez es independiente de 1las acciones
externas, y por tanto, la misma estructura puede calcularse bajo
diferentes hipdétesis de carga resolviendo varias veces el sistema
de ecuaciones (5.7) con diferentes vectores de términos

independientes.

La matriz "K" es ademds simétrica y con las condiciones de

vinculacién es ademds definida positiva (en problemas elasticos)
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lo que asegura su invertibilidad.

La solucién del sistema de ecuaciones (5.9) puede

realizarse mediante procedimientos directos o iterativos.

En la seleccién del método de resolucién a emplear, es
preciso tener en cuenta consideraciones tales como el tamafio del
problema (en términos de nlmero de ecuaciones, semiancho de
banda, numero de sistemas a resolver simultaneamente) en lo que
afecta al tiempo de cdlculo y a las necesidades de almacenamiento
en memoria, y el error de truncamiento del algoritmo (si es

iterativo) y la transmisién de errores de redondeo.

Entre los métodos directos se cuentan los métodos de
eliminacién (métodos de Gauss para matrices simétricas) y sus
derivados (método Frontal aplicable a problemas de elementos
finitos, calculo matricial, y cualquier problema en general que
requiera el ensamblaje o formacién de la matriz de coeficientes
del sistema a resolver, y donde el ensamblaje y la reduccién
Gaussiana se realizan simultdneamente), y 1los métodos de
descomposicién o factorizaciédn (descomposicidén de Crout para
matrices simétricas o descomposicidn de Cholesky LLt,

descomposiciones tipo LDLt).

En cuanto a los métodos iterativos, podemos escribir su

expresién general en la forma:
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Sea el sistema: A x = ;

_k+l k k _k (5.10)
entonces: x =x ~-C Y
con: y =A x -b

donde "E’" es una aproximacién a la inversa de la matriz de
coeficientes "éf, y al vector "§“ se le suele denominar en
cAlculo estructural vector de fuerzas residuales. Para
diferentes elecciones de 1la matriz "EF“ se obtienen diferentes
algoritmos clasicos (Jacobi, Gauss—Seidel, etc.) y otros de
reciente confeccién especialemente desarrollados para su
implementacién en programas de elementos finitos (técnicas
elemento por elemento, etc.). La velocidad de convergencia del
algoritmo puede acelerarse en ocasiones mediante la wutilizacién
de coeficientes de relajacién (obtenidos a partir del

planteamiento de la solucién del sistema de ecuaciones lineales

mediante técnicas de minimizacién) o precondicionadores.

Entre los métodos directos y los meétodos iterativos se
encuentran ciertos métodos iterativos de convergencia finita
(métodos de -.direcciones y gradientes conjugados). Existen
numerosos metodos, menos conocidos, aplicables a casos

especificos (problemas mal condicionados, etc.)

Ademds, la matriz de rigidez suele tener un semiancho de
banda relativamente pequefioc si la numeracidén global de los nodos
en la discretizacién se ha realizado eficientemente, y en

cualquier caso el semiancho de banda puede intentar reducirse



mediante la aplicacién de algtn algoritmo de renumeracion. El
almacenamiento en banda de la matriz de rigidez (o la utilizacién
de otros algoritmos de almacenamiento de mayor sofisticacién
tales como el column-profile o sky-line) y 1la programacién
eficiente de los algoritmos de resolucidn, son imprescindibles
para poder reducir el coste de almacenamiento y realizar los
cdlculos en tiempos de ejecucién razonables y por tanto abordar

la solucidn de grandes sistemas de ecuaciones lineales.

En general, los métodos iterativos son preferibles para
resolver grandes sistemas de ecuaciones, si bien, cuando es
necesario resolver varios sistemas simultdneamente -con idéntica
matriz de coeficientes- el coste operativo es proporcional al
ntmero de sistemas a resolver. Los métodos directos son, en
principio, preferibles para sistemas de ecuaciones de tamafio
medio © pequefio, y habitualmente permiten resolver varios
sistemas de ecuaciones simultaneamente con un coste operativo muy
inferior por cada sistema adicional, o bien, una vez resuelto un
sistema, aprovechar gran parte de 1los cdlculos para resolver
varios sistemas con idéntica matriz de coeficientes. En
particular los métodos de factorizacién de Crout-Cholesky LLt y
la descomposicién LDLt son muy aptos para su implementacién en
programas de cdlculo por elementos finitos; su adaptacién para
algoritmos de almacenamiento en banda o0 en “"sky-line" puede
realizarse con sencillez, su eficiencia es notable, y 1la
transmisién de errores de redondeo en problemas normalmente

condicionados es satisfactoria.

Es necesario tener en cuenta, evidentemente, que la

consideracién del tamafio de un sistema de ecuaciones como



"pequefio", "medio", o ‘“grande", depende de la velocidad de
cdlculo del ordenador empleado, asi como de su capacidad de

almacenamiento.

Una vez resuelto el sistema de ecuaciones (5.9), es posible
calcular una aproximacién al vector de tensiones en cualquier
punto de la estructura mediante la aplicacién de 1la ecuacidn
(5.6) en el elemento correspondiente. Es importante considerar
que para las funciones de forma empleadas con mds frecuencia, 1la
interpolacién de los desplazamientos es continua a 1o largo de la
estructura, pero no lo son sus derivadas. Por tanto, y en virtud
de las ecuaciones (5.2) y (5.3), 1las aproximaciones a las
deformaciones y a las tensiones obtenidas mediante la aplicacién
del MEF serdn discontinuas en 1los contornos de los elementos
(excepto si se aplican elementos con funciones de forma de alto
orden de continuidad). En general, especialmente si se aplica
integracién numérica para realizar los calculos implicitos en las
ecuaciones (5.7), es frecuente obtener el valor del vector de
tensiones en los puntos de integracién de la cuadratura de Gauss
empleada en cada elemento. Si el orden de la cuadratura esta
cuidadosamente escogido para que la integracién sea exacta
(cuando 1los subintegrandos son polinomios y la integracidn se
realiza en coordenadas de referencia), en estos puntos se obtiene

en general la aproximacién con error minimo.
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V.3 MODULOS DE CALCULO PARA SISTEMAS DE DISEAO OPTIMO BASADOS EN

EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS.

V.3.1 Descripcién genérica

Empleando la notacidn descrita en el Capltulo anterior vy
teniendo en cuenta las ecuaciones (5.7), (5.8), podemos escribir

el sistema lineal de ecuaciones (5.9) en la forma general:

(5.11)

donde se ponen de manifiesto las dependencias de 1la matriz de
rigidez, el vector de fuerzas, y los desplazamientos prescritos

con respecto a las variables de entrada al médulo de calculo.

De forma similar, podemos escribir la ecuacién (5.6) como:

o (Z) = B ({) [B () a - ¢ (E,E)]
e “e “e e o
(5.12)

v TG
o]

Las ecuaciones (5.11) y (5.12) pueden considerarse como una
forma particular del conjunto de ecuaciones implicitas (4.14)
descritas en la formulacién general, donde en este caso el
conjunto de variables de comportamiento "w* esta formado por los
desplazamientos nodales “5", las reacciones en los nodos
coaccionados "E“, y las tensiones " o, y son de hecho las

ecuaciones de estado del problema estructural.
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La ecuacién (5.12) adopta una forma sencilla y explicita vy
los términos que intervienen en el segundo miembro han de ser
calculados también para formar el sistema de ecuaciones (5.11).
Por este motivo 1la trataremos separadamente, y en 1o sucesivo,
nos referiremos al sistema de ecuaciones (5.11) como a la
ecuacién de estado del problema, que escribiremos en la forma

{4.14) como:

v(a,w)
— — — k ——
Y(a,w) = = 0
P(a, o)
v
con:
a
_ (5.13)
w =
R
W(a,w) = K(2)a-£ (@) -R
o >

El médulo de control del sistema debe obtener, accediendo
al médulo de parametrizacién, y a la interface de cdlculo, los
valores de las variables de entrada en funcidén de 1las variables
de diseiio. Esta informacién debe ser suministrada al médulo de
cdlculo para resolver el sistema de ecuaciones (5.13) y obtener
por tanto el valor de desplazamientos y reacciones, y a partir de
los desplazamientos, calcular las tensiones mediante la ecuacién

(5.12) en los puntos en que se solicite tal informacién.

Las variables de entrada al médulo de cAlculo serdn en este

caso todas aquellas variables que permiten generar y ensamblar el
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sistema (5.13), y formular la ecuacién (5.12), y por tanto:

f

La topologla de la discretizaciédn.

— Las coordenadas nodales.

— Las propiedades de los materiales, incluyendo espesores, ¥y
otras dimensiones independientes de la discretizacién en los

puntos nodales.

- Valores de cargas volumétricas (masicas vy térmicas),
distribuidas (en superficies y 1lineas) y puntuales en los
puntos nodales. Si existen otras tensiones y deformaciones

iniciales, se dardn en general en los puntos de integracién.

- Las condiciones de vinculacidén de los nodos coaccionados.

Estos aspectos se analizardn mas en detalle al tratar el
médulo de parametrizacién y la interface de cadlcule en un

apartado posterior.

Al describir la metodologla general del disefo oéptimo, se
puso de manifiesto la necesidad de calcular las derivadas de las
variables de estado respecto a las variables de diseifio, ésto es,
. realizar un andlisis de sensibilidad; en nuestro caso ello
implica calcular 1las derivadas de los desplazamientos, las
reacciones y las tensiones, fundamentalmente. Desde una
perspectiva general, pueden obtenerse las derivadas primeras vy
segundas direccionales de las variables de estado segun
direcciones arbitrarias en el espacio de disefio haciendo uso de
las ecuaciones (4.26) y (4.42). No obstante, para obtener tales

derivadas es preciso conocer las derivadas parciales respecto a

V=22



variables de entrada y comportamiento de la ecuacién de estado, y
la gran mayorla de 1los programas basados en el Método de
Elementos Finitos existentes en la actualidad no contemplan la
posibilidad de efectuar tales cadlculos. Por tanto, y por lo dgue
concierne al médulo de calculo, en el desarrollo de un sistema de
diseflo 6ptimo, tanto si consiste en un programa ya existente como

si se realiza especialmente, caben dos opciones:

- Implementacién externa: emplear el mébdulo de calculo como
"caja negra", obteniendo las derivadas de la ecuacién de
estado mediante el andlisis de disefos similares y 1la

utilizacidn de aproximaciones por diferencias finitas.

- Implementacién integrada: modificar el médulo de calculo
normal basado en el MEF, o0 completarlo con nuevos
procedimientos, de forma que proporcione la informacién

adicional requerida.

La primera opcién es mds aséptica, sencilla, y no obliga al
creador del sistema de disefio a comprender el programa de cadlculo
y la teoria involucrada en él. No obstante, 1la informacién
obtenida es de baja calidad y puede inclusive inducir al médulo

de decisién a modificar el disefio en forma claramente errénea.

Denominaremos implementacidn integrada, a toda
implementacién basada en la ampliacién o modificacidn total o
parcial de los fundamentos teéricos del mbébdulo de cdlculo, de
forma gque se obtenga la informacién adicional requerida. Esta
segunda opcidn proporcionard informacién de mayor calidad, a

costa de exigir la comprensién parcial o total, por parte del
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creador del sistema, de la teoria subyacente al programa de

cdlculo, y obligar a modificar o complementar adecuadamente el

mismo.

A su vez, la implementacidén integrada puede efectuarse

segin dos esquemas diferentes:

- Implementacidn integrada de tipo monolitico.

- Implementacidén integrada de tipo modular.

Hablaremos de esquemas de implementacién de tipo monolitico
cuando se realice un programa completo de cdlculo estructural y
andlisis de sensibilidad en un solo bloque, normalmente mediante
la modificacién de una parte sustancial de un programa de cadlculo
estructural existente., El coste de este tipo de implementacién
es elevado, ya que exige desarrollar un programa completo, cuya
dificultad es notoriamente mayor que la de un programa de cdlculo
tradicional. Ademds, siguiendo este esquema de implementacién,
la reconversidn de programas de elementos finitos ya existentes
para su integracién en sistemas de disefio estructural éptimo
envuelve una gran complejidad y precisa un esfuerzo de desarrollo

muy elevado.

Hablaremos de implementaciones de tipo modular, cuando a
partir de un esquema de cAlculo estructural, se construya un
conjunto de procedimientos complementarios, capaces de
proporcionar la informacién adicional requerida aprovechando
parte de las operaciones realizadas en un andlisis estructural
tradicional. Este esquema aparece entre 1la implementacién

externa y la implementacidén integrada de tipo monolitico, como
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una solucién de compromiso capaz de proporcionar informacién de
muy alta calidad a costa de un esfuerzo razonable en su
desarrollo, y con costes razonables de operacién y almacenamiento

de datos.

A continuacién estudiaremos el andlisis de sensibilidad
para la ecuacién de estado (5.13) y la ecuacién (5.12), siguiendo
los planteamientos en derivadas direccionales del Capitulo

anterior.

V.3.2 AnAlisis de Sensibilidad

v.3.2.1 Implementacioén externa. Aproximaciones por diferencias

Si la implementacién del médulo de cdlculo es externa, tal
como se ha definido previamente, el cdlculo de las derivadas de
las variables de estado respecto a las variables de disefio debe
efectuarse forzosamente mediante aproximaciones en diferencias

finitas.

Obviaremos en lo sucesivo el subindice "e" de elemento
cuando ello no de lugar a confusidn, y para evitar desarrollos
excesivamente largos, sustituiremos implicitamente en las
ecuaciones (5.12) y (5.13), cuando sea conveniente, las
relaciones de dependencia de las variables de entrada al médulo
de calculo con las variables de disefio. Ello no reporta pérdida
de generalidad, en absoluto, y permite expresar las ecuaciones
citadas directamente en funcién de las variables de disefio "x",

en la forma simplificada:
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o (§4x) = B (£, B ({,x) a(x)-
- - (5.15)
€ (%) ] + 0 (£,x)
o o
Podemos escribir las aproximaciones en diferencias directas

para las derivadas primeras direccionales seglin la direccién "s*,

en funcién de un incremento "u" suficientemente pequefio en la

forma,
_ a(x+ps)-a(x)
D a = (5.16)
s ~ m
_ O (g Xt WE) =~ O (£X)
D o =~ (5.17)
s "

Para obtener derivadas direccionales de primer orden, por
tanto, es preciso realizar un andlisis completo de la estructura
para las variables de disefio dadas, y un andlisis completo

adicional para su valor incrementado a lo largo de la direcciédn.

De forma similar, pueden obtenerse expresiones en

diferencias para las derivadas de orden superior, si bien los
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costes operativos crecen fuertemente con el orden de derivacién.

Es importante considerar que en las ecuaciones (5.14) y
(5.15) tiene capital importancia la adecuada eleccién del
incremento "u". A medida que crece el valor del incremento, se
eleva el error de truncamiento de la aproximacién en diferencias.
Por tanto, el valor del incremento debe ser necesariamente
pequeno., No obstante, a medida que decrece el incremento aumenta
el error de redondeo. No es posible, en general, elegir a priori
el incremento mids favorable. Ademds, el nimero de operaciones
numéricas necesarias para obtener cada una de las soluciones de
las ecuaciones (5.13) y (5.12) es normalmente muy alto, motivo
por el cual los errores de redondeo de las soluciones obtenidas
desvirthan completamente las aproximaciones obtenidas por
diferencias para valores relativamente pequefios de los

incrementos.

No solo la informacién obtenida mediante este procedimiento
es de baja calidad, sino que ademds su coste es muy elevado, dado
el gran ntimero de andlisis estructurales completos que es preciso

realizar.

Para obtener informacién mds fiable, es preciso realizar
una implementacién integrada en mayor o menor grado, y partir de

la derivacién del sistema de ecuaciones lineales (5.13)
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V.3.2.2 Implementacioén Integrada. Derivacién de las Ecuaciones

Fundamentales

V.3.2.2.1 AnAlisgis de sensibilidad de primer orden

Siendo "s" una direccién arbitraria de modificacién del
disefio, la derivacién primera direccional de 1la ecuacién de
estado (5.13) da lugar al sistema de ecuaciones (4.26) gque en

nuestro caso podemos escribir en la forma:

(5.18)

Las derivadas primeras direccionales de los desplazamientos
nodales pueden obtenerse, por lo tanto, resolviendo un sistema de
ecuaciones lineales para cada direccién. Se observa que la forma
de cada sistema de ecuaciones (5.18) es totalmente andloga a la
del sistema (5.11), esto es, a la ecuacidn de estado. De hecho
la matriz de coeficientes es comin a todos ellos y es
precisamente la matriz de derivadas parciales de la ecuacién de
estado respecto a 1las variables de estado de las ecuaciones
(4.26), que en nuestro caso coincide con la matriz de rigidez de

la estructura.

Por tanto, si se utiliza para el sistema (5.11) un método
que permita resolver nuevos sistemas con idéntica matriz
aprovechando las operaciones efectuadas en la primera resolucién,

el coste adicional que supone la evaluacién de las derivadas
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direccionales de desplazamientos por este concepto es reducido.
Por este motivo es aconsejable el uso de un método directo de
factorizacién o eliminacién para la resolucién de sistemas de
ecuaciones del tipo (5.11) en mdédulos de cAlculo de diseiio
estructural éptimo, y en particular, la descomposicién de 1la
matriz de rigidez en la forma LDLt de Cholesky parece
particularmente adecuada por este motivo. Otros métodos de
solucidén de sistemas de ecuaciones lineales de probada eficacia,
ya sean directos o iterativos, no son convenientes en este caso
si no permiten resolver a posteriori nuevos problemas con

idéntica matriz.

Si se conocen las derivadas direccionales de la matriz de
rigidez y el vector de fuerzas nodales y habiendo resuelto
previamente el sistema (5.11), el sistema (5.18) puede invertirse
con sencillez obteniendo las derivadas direccionales de los
desplazamientos y de las reacciones en los nodos con grados de

libertad prescritos.

Una vez conocidas las derivadas de 1los desplazamientos
pueden obtenerse las derivadas de 1las tensiones mediante un
planteamiento similar. De la derivacién de las ecuaciones (5.12)

se obtiene:

D 0 = DD (B a - € )+
s s ~ - o
+ D (DB a +B D a-D €)+ (5.19)
- s = = s 5 O
+ D o
s O
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donde se evidencia la necesidad de conocer adicionalmente las
derivadas de las tensiones y deformaciones iniciales, y las de

las matrices "R" y "B".

V.3.2.2.2 BAndlisis de sensibilidad de sequndo orden

Siendo "s " y "s " dos direcciones arbitrarias de
1 2
modificacién del disefio, la derivacién segunda direccional de la

ecuacién de estado (5.13) da lugar a un sistema de ecuaciones en

la forma (4.42) que en nuestro caso podemos escribir como,

K D) a = -D* K a
s s 8 8
2 1 2 1
-D K D a-D K D at+
s ~ s s ~ s
2 1 1 2
+D* f +D* R (5.20)
S S 8 S
2 1 2 12
D’ a =D p
8§ 8 V S B
2 1 2 1

no desarrollando las derivadas direccionales de la matriz de
rigidez en funcién de las derivadas parciales respecto a las

variables de entrada "a".

Se observa que el sistema de ecuaciones (5.20) tiene la
misma matriz de coeficientes que 1los sistemas (5.11) y su
planteamiento es andlogo. Por consiguiente, valen para ellos
idénticas consideraciones que para el sistema (5.18) que permite
calcular la derivada primera direccional. Se observa que para
calcular la segunda derivada direccional de desplazamientos y
reacciones es preciso haber calculado previamente sus derivadas

primeras en ambas direcciones, y es obligado conocer las
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derivadas segundas de la matriz de rigidez y vector de fuerzas
nodales. Noétese que en comparacién con el sistema (4.42) del
planteamiento general, no intervienen en la ecuacién (5.20) 1los
términos correspondientes a las derivadas parciales segundas de
la ecuacién de estado respecto a las variables de estado, dado

que la ecuacién de estado (5.13) es lineal en estas variables.

Una vez calculadas las derivadas segundas de los
desplazamientos, pueden calcularse las derivadas segundas
direccionales de las tensiones. En efecto, derivando nuevamente

la ecuacién (5.19), obtenemos:

Ql
L]
=)
~
[}
w
|
{
m
+

D:
8 s 8§ 8 (o)

1 2 2 2 (5.21)

férmula para cuya evaluacién es necesario conocer adicionalmente
las derivadas segundas de las deformaciones y tensiones iniciales
y de las matrices "Eﬂ y "Eﬁ respecto a las variables de disefio,
asi como haber realizado previamente el calculo de las derivadas

primeras en ambas direcciones.
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La derivacién sucesiva de las ecuaciones (5.20) y (5.21) da
lugar a ecuaciones dque permiten calcular derivadas de orden
superior. E1 procedimiento es recursivo, es decir que las
derivadas de orden "k+1" se obtienen a partir de las derivadas de
orden "k", no envuelve una complejidad especial, v la resolucién
de los sistemas de ecuaciones lineales tipo (5.18), (5.20) y

sucesivas puede realizarse de modo eficiente.

Sin embargo, si han de calcularse las derivadas n-ésimas de
las variables de estado respecto a todas las variables de disefio,
y no tan solo en una direccién, el volumen de datos crece de
forma exponencial con el orden de derivacién, ya que si existen
“n" variables de disefio, han de evaluarse "n" derivadas de primer
orden de cada desplazamiento y tensién respecto a las variables

de disefio, "n?"

derivadas de segundo orden (sin contar las
simetrlas si las funciones a derivar son suficientemente
regulares), "n’" derivadas de tercer orden, etc. Ademds, el
crecimiento del volumen de almacenamiento de datos conlleva un
fuerte incremento del coste evaluado en términos de tiempo de
cadlculo. En general, y para problemas con un nimero medio o alto
de variables de disefio, las derivadas primeras pueden evaluarse,
a la vista de las ecuaciones (5.18) y (5.19), con costes
razonables en términos de tiempo de cdlculo y almacenamiento de

datos, mientras que para las derivadas de orden superior el coste

es inaceptable.

Si bien la obtencién de las derivadas de desplazamientos,
reacciones y tensiones estd formalmente resuelta a partir de las
ecuaciones (5.18) (5.19), (5.20) y (5.21), es preciso evaluar las

derivadas direccionales de la matriz de rigidez "Eﬂ, el vector de
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fuerzas nodales "E", y las matrices "B" y "B". En los apartados

siguientes analizaremos en detalle estos aspectos.

Es preciso realizar también las derivacién de las tensiones
y deformaciones iniciales y los desplazamientos prescritos. No
obstante, este cAlculo puede considerarse trivial si estos
términos han ysido definidos por el usuario en funcién de las
variables de disefio. §i por el contrario, para su obtencién se
plantea un andlisis previo, su obtencién corresponde a un
problema fisico distinto, y es por tanto en el marco de este
problema en el que debe contemplarse su derivacién., Por
consiguiente no incidiremos en lo sucesivo en su cdlculo (excepto

para el caso de esfuerzos de origen térmico).

V.3.2.2.3 La distincién entre optimizacion de dimensiones y

formas a partir del andlisis de sensibilidad

A la vista de 1lo expuesto en apartados precedentes,
concluimos que la implementacién integrada de un mddulo de
cdlculo basado en el Método de Elementos Finitos para problemas
estructurales estdticos y lineales en un sistema de disefio éptimo
exige la inclusién del andlisis de sensibilidad definido por las
.ecuaciones (5.18B), (5.19), (5.20), (5.21), y sus derivadas
sucesivas hasta el orden de derivacidén considerado, ademas de las
ecuaciones (5.11) y (5.12) que forman el nucleo tradicional de un

programa de calculo.

No obstante, como se ha puesto de manifiesto previamente,
el problema no puede considerarse resuelto inmediatamente, ya que

tanto si el esquema de implementacién es monolitico como si es
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modular es preciso abordar aun la derivacién de diversos términos
pertenecientes a las ecuaciones de estado, tales como la matriz
de rigidez "K", el vector de fuerzas nodales "f", y las matrices

“n" y "BII.

En cualquier caso, 1la derivacién de la matriz "RB" es
sencilla, puesto que sus componentes son funciones simples de los
mdébdulos eldsticos del material (mddulo de Young y mdédulo de

Poisson en materiales isdétropos).

Por su parte, la matriz "B" solo depende de la forma de
cada subdominio. Por tanto, si las variables de disefio no
afectan geometricamente a la forma de la estructura, no es

necesario realizar tal derivaciédn,

En virtud de las ecuaciones (5.7), podemos escribir las
derivadas direccionales primeras y segundas de 1la matriz de
rigidez de la estructura y del vector de fuerzas nodales en 1la

forma

=]
[ ]
]
4\
o
R

S 8 e
(5.22)
D £ = Z D £
8 e S e
p? R = D? K
ss ° e s s e
2 1 2 1 (5.23)
D? £ = D? £
8 8 e 8 B e
2 1 2 1



De forma similar pueden escribirse expresiones para

derivadas de orden superior.

La sustitucidn directa de las ecuaciones anteriores en las
ecuaciones de sensibilidad (5.18) y (5.20) demuestra gque las
operaciones matriciales involucradas en la obtencién de 1los
segundos miembros pueden realizarse elemento a elemento. No es
necesario, por lo tanto, realizar el ensamblaje de las derivadas

de la matriz de rigidez.

Por su parte, la matriz de rigidez y el vector de fuerzas
nodales de cada elemento se obtienen por integracién de ciertas
funciones en el recinto de cada elemento y sobre superficies vy
lineas contenidas en éste (5.8). La derivacién de tales
integrales, necesaria para aplicar las ecuaciones (5.18), (5.19),
(5.20) y (5.21), no plantea problemas graves de calculo si las
variables de disefio afectan exclusivamente a los subintegrandos,
pero no al recinto de integracién, ya que como es sabido, si la
funcidén subintegrando verifica unas condiciones suficientes de
regularidad, la derivada de la integral de una funcién en un
recinto suficientemente regular es igual a la integral en el
recinto de la derivada de 1la funcién. Sin embargo, si las
variables de disefio afectan al recinto de integracién, y por
tanto a la forma de los elementos, la derivacidén es notoriamente

mas complicada.

Como hemos expuesto en los Capitulos anteriores,
tradicionalmente se distingue entre optimizacién de DIMENSIONES y
optimizacién de FORMAS, aludiendo a la naturaleza de la

parametrizacién del disefio.



Se habla de optimizacién de DIMENSIONES cuando las
variables de diseflo afectan a propiedades fundamentales,
incluyendo dimensiones geométricas, o acciones externas pero no a
la forma de 1la estructura. Se habla de optimizacién de FORMAS
cuando las variables de disefio afectan a la geometria de 1la

estructura fuertemente, definiendo o modificando su aspecto.

Sin embargo tal distincién es confusa, y creemos que la
verdadera distincién entre ambos tipos de problemas no radica en
la naturaleza de la parametrizacién sino en la interaccidn entre
la parametrizacién y el cdlculo, y especialmente en la dificultad

inherente al andlisis de sensibilidad en cada tipo de problema.

En optimizacién de dimensiones, las derivadas necesarias
para plantear las ecuaciones de anadlisis de sensibilidad pueden
obtenerse con relativa sencillez. En efecto, la derivada de la
matriz ﬁg" es nula, y las variables de disefio tan solo afectan a
los subintegrandos en la evaluacién de la matriz de rigidez y el
vector de fuerzas nodales. Ademds la prediccién del
comportamiento estructural es relativamente sencilla en términos
de las variables de disefio. Por ello, la realizacién de cambios
de variable adecuados (p.e.:utilizar las inversas de las
variables de disefio en .cierto tipo de problemas .en los que el
comportamiento estructural depende inversamente de 1las mismas)
permite reducir 1la complejidad del problema de optimizacidn, o
escribirlo en una forma mejor condicionada para la aplicacidén de
algoritmos de programacioén matemdtica (p.e.:asegurando la
convexidad). En algunos casos es posible sacar partido de 1la
formulacién particular de cada problema para aplicar algoritmos

especificos (p.e.:criterios de optimalidad).
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Por contra, en optimizacién de formas la derivada de 1la
matriz "Eﬂ no es nula, y las variables de disefio afectan no solo
a los subintegrandos, sino también a 1los recintos de integracién
en la evaluacidén de la matriz de rigidez y del vector de fuerzas
nodales., Ademds la prediccién del comportamiento estructural en
funcién de las variables de disefio es mAs compleja que en el caso
de optimizacién de dimensiones, y no es extrafio que las variables
de estado sean funciones altamente no lineales de las variables

de diserfo.

En el desarrollo de sistemas de disefioc éptimo estructural
de amplio rango de aplicacidén serla conveniente no distinguir
entre ambos tipos de optimizacién, Ello permitiria tratar de
forma unificada y sistemdtica problemas en que las variables de
disefio afecten a dimensiones, propiedades no geométricas, o
acciones externas, y problemas en que las variables de disefio
afecten a propiedades geométricas que definan la forma de 1la
estructura, o problemas de tipo mixto en los que las variables de
disefio afecten a cualquier propiedad o accién externa

estructural.

Puede decirse, por consiquiente, que la distincidn clasica
entre optimizacién de -dimensiones y formas .es un tanto
artificiosa, y depende tanto o mds fuertemente de la naturaleza
del modelo de <cAlculo y del planteamiento del andlisis de
sensibilidad que de la parametrizacién efectuada. El sencillo
ejemplo que hemos expuesto en el PArrafo II.3.2.1.2 adquiere
desde el punto de vista del anAdlisis de sensibilidad una nueva
perspectiva. En efecto, una misma parametrizacién, da lugar con

el empleo de dos médulos de cdadlculo diferentes (basados
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respectivamente en la resistencia de materiales y en el Método de
Elementos Finitos para tensién plana) a dos andlisis de
sensibilidad completamente distintos y cuyo grado de dificultad

se diferencia en un orden de magnitud.

Por estos motivos, consideramos conveniente abandonar 1la
distincidén entre ambos tipos de optimizacién, excepto en casos
muy concretos y especificos en que pueda obtenerse un beneficio
considerable aplicando técnicas de gran eficiencia desarrolladas
especialmente para un cierto tipo de problema (diversos criterios

de optimalidad por ejemplo).

Es requisito indispensable para desarrollar una formulacién
unificada, el poder disponer de técnicas de derivacién de tipo
general, ya que la diferencia sustancial a nivel operativo entre
la optimizacién de dimensiones y la optimizacién de formas radica
en el grado de dificultad que implica la derivacién en el segundo
caso frente a 1la relativa sencillez del primero, y todo cuanto
ello supone en la realizacidn del andlisis de sensibilidad y en
la prediccién del comportamiento estructural en la toma de

decisiones.

V.3.2.2.4 Derivacioén direccional analitica de 1los términos de

las ecuaciones de estado

Se observa en las ecuaciones (5.8) que 1los términos gque
intervienen en la ecuacidén de estado que es preciso derivar para
la realizacién del anAlisis de sensibilidad y cuya derivacién no
es trivial, son integrales que podemos escribir en la forma

general:
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p(§)=/ff p(r,x)av (5.24)

E(x)

si la integral se extiende al dominio "E(;)", o bien:

o(§)=[/ a(r, x)ada (5.25)

I(x)

si la integral se extiende a su contorno "F(;)" (0 cualquier otra

superficie del dominio), o bien:

F(x)-= f £(r,x)al (5.26)

C(x)

si la integral se extiende a la curva "C(E)" contenida en el
dominio, siendo "r" las componentes del vector de posicién de un
punto cualgquiera del dominio de integracién expresado en
coordenadas globales. En todos los casos el recinto de

integracién puede ser dependiente de las variables de disefio "x".

Consideraremos gue las funciones subintegrales son
escalares, ya que la extensién al caso en que se trate de

vectores, matrices o tensores es inmediata.

En la Mecdnica de los Medios Continuos se analizan
clAsicamente problemas de derivacién de funciones definidas
mediante integracién en recintos gque varlan de forma con el
tiempo, y por tanto andlogos a los problemas de derivacidn de las
funciones (5.24), (5.25) y (5.26). Se habla en este caso de

"derivada material". La extensién del concepto de derivada
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material al andlisis de sensibilidad en optimizacién de formas ha
sido estudiada profundamente por Cea [198la,1981b]. Desde este
punto de vista, la derivacién primera de funciones del tipo
(5.24) puede considerarse como una extensién directa del Teorema
del Transporte de Reynolds [Malvern, 1969]. Zolesio [1981a]
analiza la derivacién primera de la funcién (5.25). Hasta donde
alcanzamos a conocer, la derivacién primera de la ecuacién (5.26)
no ha sido formulada explicitamente en el Ambito de la

optimizacién estructural.

En el Anejo 1, se presenta una deduccién original vy
unificada de 1las ecuaciones que permiten evaluar las derivadas
primeras de las funciones (5.24), (5.25) y (5.26), y se analiza
someramente su validez en espacios de dimensién "n". En la
deduccién no se parte del concepto de derivada material, en la
linea de los autores citados, sino de una transformacién de la
forma de los dominios de integracién definida sobre un espacio de
coordenadas de referencia. En la deduccidén se asume que la
transformacién, los recintos de integracién en el espacio de
referencia, y las funciones subintegrales verifican los
requisitos de continuidad suficientes para asegurar la veracidad

de la deduccién.

Las ecuaciones del Anejo 1 (al.13) y (al.l15), concuerdan
respectivamente con el Teorema del Transporte de Reynolds, y con
la ecuacién derivada por Zolesio {198la}, si bien en nuestra
deduccién, el “"campo de velocidades" “Wi" no aparece como la
figura determinante de la modificacién de 1la forma de 1los
dominios con las variables de disefio, sino tan solo como la

derivada primera de las ecuaciones de la transformacidén respecto
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a las variables de disefio. A partir de este planteamiento pueden
obtenerse, por lo tanto, las ecuaciones necesarias para la
evaluacién de derivadas de orden superior, asi como la derivada

de la funcidn (5.26).

Las foérmulas del Anejo 1, (al.l13), (al.l5) y (al.ls6),
obtenidas para el cdlculo de las derivadas parciales respecto a
las variables de disefio, pueden reescribirse inmediatamente para

el cdlculo de derivadas direccionales en la forma:

t
D P = D p av + p n D p d (5.27)
s _ s _ 8
B(x) I'(x)
D Q= [D q+div(aDp) -q<n,d Dp >]da (5.28)
s _ s s on s
r'(x)
D F = (D £+ daf Dp+ £<t,d Dp>] af (5.29)
s _ s dr s ot s
C(x)
donde "I'(x)" es el contorno del recinto de integracién, “"p" es

la funcién que define la transformacién introducida en el parrafo
(al.l), "n" es .el versor normal exterior al contorno del

dominio "E(x)", y "t" es el versor tangente a la curva "C(x)".

El primer sumando del segundo miembro de cada una de las
ecuaciones (5.27), (5.28) y (5.29) representa la aportacién a la
derivada debida a la variacién de la funcidén subintegral. Los
sumandos restantes representan la aportacién a la derivada debida

a la variacién del recinto de integracién.
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La ecuacién (5.27) indica que para obtener la derivada de
la integral de volumen (5.24), en lo que respecta a la variacién
de la forma del dominio, solo es preciso conocer la "velocidad de

. . « —»
variacién de forma" de su contornom'DsP_

Si bien empleando la metodologla presentada en el citado
Anejo puede plantearse 1la derivacién de orden superior, la
complejidad de las ecuaciones se incrementa de forma notable, asi

como el coste operativo que supone su evaluacién.

De hecho, la forma de las ecuaciones (al.13), (al.1l5), vy
(al.16) se debe a una motivacidén clara: obtener una expresién de
las derivadas de las funciones (5.24), (5.25) y (5.26) en
términos de operadores intrinsecos (divergencia, producto
escalar, etc.) y obviando las referencias a la transformacién
(al.l) cuya manipulacién se presupone dificultosa, o que puede
ser desconocida. Por este motivo se hace intervenir en las
ecuaciones finales tan solo el "campo de velocidades" "Wi", o de
derivadas de 1la transformacién respecto a 1las variables de
disefio, gque se considera como la informacién minima sobre la
transformacién que es preciso conocer para obtener las derivadas

buscadas.

La simplicidad aparente de las ecuaciones anteriores es
engafiosa. La derivacién es sencilla solamente cuando las
variables de diseno no afectan a los recintos de integracién, en
cuyo caso se anulan todos los términos excepto las variaciones de
las funciones subintegrales. En general, la evaluacién de los
términos restantes es complicada y su implementacién en la

practica en conjuncién con métodos numéricos es muy costosa. Por
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este motivo, la utilidad de las ecuaciones citadas, asi como la
de su extensién a oOrdenes de derivacién superiores, es
restringida en planteamientos numéricos, si bien adquiere toda su
potencia en planteamientos fundamentalmente anallticos (mediante

cdlculo de variaciones) de los problemas de optimizacién.

V.3.2.2.5 Derivacién direccional por diferencias de los términos

de las ecuaciones de estado

Obsérvese que en optimizacidn de dimensiones la
contribucién de la variacién del recinto de integracién a las
derivadas de los términos (5.8) de las ecuaciones de estado es
nula, y por tanto el miembro de la derecha de las ecuaciones
(5.27), {(5.28) y (5.29) se reduce al primer sumando, en general
de sencilla evaluaciodn. La obtencién de derivadas de orden
superior no plantea una problemdtica especial. Tradicionalmente,
y por este motivo, el andlisis de sensibilidad en optimizacién de
dimensiones se realiza exactamente empleando 1las ecuaciones
mencionadas. Sin embargo, en optimizacién de formas, debido a la
complejidad de los cdlculos, se realiza habitualmente mediante
aproximaciones en diferencias de los términos cuya derivacién no

es sencilla.

Podemos escribir aproximaciones en diferencias finitas para
las derivadas direccionales de los términos que intervienen en
las ecuaciones (5.8), y que estdn afectados por la variacién de

la forma de los dominios de integracién, como:
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K(x+ps)~-K(x)
D R o~ — - (5.30)
5 B
_ f(x+pus)-f (x)
D £ o (5.31)
s ®

D B = —— (5.32)

andlogas a las aproximaciones (5.16) y (5.17), en funcién del

incremento "p".

La derivacién de la matriz "p v puede realizarse
analiticamente con sencillez, ya que no depende de la forma de
los elementos, motivo por el que es infrecuente su aproximacién

mediante diferencias finitas.

Estas aproximaciones pueden introducirse en las ecuaciones
de sensibilidad (5.18), (5.19), (5.20) y (5.21) para evaluar las
derivadas direccionales de primer y segundo orden de las
variables de estado. Este planteamiento del andlisis de
sensibilidad es integrado, modular y de sencilla implementacioén,
ya que no implica 1la realizacidn de otros cdlculos que los
productos matriciales implicitos en las ecuaciones de
sensibilidad, y la resolucién de los sistemas de ecuaciones

correspondientes.

V-44



Sin embargo adolece de graves defectos. En efecto, 1la
aproximacién por diferencias introduce errores muy importantes
que en numerosas ocasiones pueden desvirtuar totalmente los
resultados del andlisis de sensibilidad. Ello es debido,
fundamentalmente, a la dificultad de estimar el valor adecuado de
los intervalos de derivacién. 8i los intervalos son pequefios,
los errores de redondeo son muy elevados, en tanto que si los
intervalos son grandes, también lo son 1los errores de
truncamiento de la aproximacién por diferencias. El coste
operativo de la aproximacién por diferencias es elevado, yva que
como se pone de manifiesto en las ecuaciones (5.30), (5.31) vy
(5.32), para realizar una aproximacién por diferencias al
gradiente de cada una de las matrices y vectores respecto a las
"n" variables de disefio, es preciso realizar el cdlculo de cada
matriz y vector para "n" valores incrementados de las mismas. Si
se desea obtener aproximaciones a derivadas de orden superior, el
nimero de vectores y matrices que es necesario evaluar para
valores incrementados de las variables de disefio crece
fuertemente con el orden de la derivacién, y el error de las

aproximaciones aumenta.

Pese a todos los defectos mencionados, la implementacidén de
las aproximaciones (5.30), (5.31) y (5.32) en conjuncidén con las
ecuaciones de sensibilidad de primer orden (5.18) y (5.19) es
sencilla, y se ha utilizado mayoritariamente en optimizacién de
formas durante las dos 4ltimas décadas [Ricketts y Zienkiewicz

1984, Esping 1984, Prasad 1985].
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V.3.2.2.6 Derivacién direccional n-ésima y exacta de los

términos de las ecuaciones de estado

Las técnicas de derivacién analitico-numéricas
desarrolladas por el autor, gue se expondrdn a continuacién, son
aplicables a funciones del tipo (5.24), (5.25) y (5.26) en un
contexto de aplicacién del Método de Elementos Finitos, vy
demuestran que la derivacién de orden "n" de estas funciones
puede realizarse de forma notablemente eficiente mediante

procedimientos sencillos y analiticamente exactos.

Observamos, en primer lugar, gque con los planteamientos
anteriores basados en el Método de Elementos Finitos, los
términos a derivar de las ecuaciones (5.8) adoptan en la practica
una forma ligeramente distinta a la expuesta en (5.24), (5.25) y
(5.26) que se considera clasicamente en optimizacidén estructural
de formas. En realidad, 1las funciones a derivar adoptan la

forma:
P(;)=[/f H(E,;)dv (5.33)
E(x)

si la integral se extiende al dominio "E(x)", o bien:

Q(x)-= [/ ©(Z . x)aa (5.34)

r(x)

si la integral se extiende a su contorno "F(;)" (o cualquier otra

superficie del dominio), o bien:

V-46



F(x)= f o(f.x)al (5.35)

C(x)

esto es: se conoce una expresién directa de las funciones
subintegrales, no en funcién de las coordenadas globales "r",

sino de las coordenadas isoparamétricas "E“ de referencia.

De hecho, la evaluacién de 1las funciones de la forma
(5.33), (5.34) y (5.35) se efectta por integracién en el espacio
isoparamétrico, normalmente mediante cuadraturas numéricas

Gaussianas.

Ello sugiere que 1la transformacién (al.l), gue en la
deduccién de 1las ecuaciones (al.l3), (al.l5) y (al.l6) aparece
como un mero artificio matemdtico, es conocida y se utiliza
extensivamente en el desarrollo de los cdlculos en la aplicacién
habitual del Método de Elementos Finitos. De hecho, el espacio
de referencia empleado en el Anejo es el definido por las
coordenadas isoparameétricas, y la transformacién (al.l) puede
identificarse inmediatamente con la transformacién
isoparamétrica. Ademds, su matriz jacobiana ha de ser evaluada
en 1la aplicacién normal del MEF. Parece razonable suponer, por
lo tanto, que las ecuaciones (al.l3), (al.15), y (al.l6) serian
de mayor aplicacién en optimizacidén estructural mediante el
Método de Elementos Finitos si los subintegrandos se expresasen

integramente en el espacio de referencia, o isoparamétrico.

En el Anejo 2 se deducen las ecuaciones (a2.11), (a2.13), y

(a2.15), andlogas respectivamente a las (al.13), (al.l5) vy
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(al.16), pero donde los subintegrandos se expresan directamente
en términos de las coordenadas de referencia, y la intervencién
de la transformacién que define la forma de 1los dominios de
integracién en funcién de las variables de disefio se canaliza a

través de su matriz jacobiana.

La formulacion presentada puede escribirse de una forma
elegante, y generalizarse simultdneamente para érdenes superiores

de derivacién, mediante la definicién de los operadores:

DEM(Z,x) » DI, x)+tr@ ™' D J)M (L, x) (5.36)
T e, x L DM (5.37)
D :©8((, D ©((, + e, :
s 00, x) » DO, x) _Ni’rg-lg-Tl—Vl— (¢, x)
- A L X T
DC:9(1,x) > D &g, x)+ o 98 x) (5.38)
¢ 2 2%

Donde fi“ es la matriz jacobiana de 1la transformacién
isoparamétrica, "M" es el vector normal (no necesariamente
normalizado) a la superficie "I' " en el espacio de referencia, y
"EL“ es el vector tangente (no necesariamente normalizado) a la

curva "C " en el espacio de referencia.

En funcién de estos operadores, podemos escribir

inmediatamente las derivadas direccionales de las funciones
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(5.33), (5.34) y (5.35) en la forma:

Ds”[ - H(Z.;)dV=”[ _Dfn(g, x)av (5.39)
E (x) E (x) °

D” _e(',-dsz:” re. x

31 M 6 x) - (;)DSO((,x)dQ (5.40)

Dsj _ (L, ;)dlzj _ D% (7, x)d! (5.41)
C (x) C(x) S

En los segundos miembros de los operadores (5.36), (5.37) y
(5.38) el primer término representa la aportacién a la derivada
de la variacién de la funcidén subintegrando, y el segundo término
representa la aportacién a la derivada de 1la variacién del
recinto de integracién. Obsérvese que en este término, la
informacién relativa a 1la modificacién de la forma del recinto de
integracién se suministra dnicamente mediante la matriz jacobiana
de la transformacién isoparamétrica. Ademds, los operadores
(5.36), (5.37) vy (5.38) pueden aplicarse de forma recurrente
sobre s! mismos. Esta operacién no implica mads que el cdlculo de
la derivada n-ésima direccional de la funcién subintegrando, vy
del jacobiano de 1la transformacién, ya gque 1los restantes
elementos que intervienen en la definicidén de los operadores no

dependen de las variables de disefo.
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Podemos escribir, por tanto, las ecuaciones para la

derivada n-ésima en la forma compacta:

D" SJ” _I((, x)dV =
n'""1 E (x)

(5.42)
=H[ DE ... DP Mm@, %) dv
- S
E (x) n 1
" H _ 0, x)dQ=
n""" 71 I (x)
o (5.43)
= H pr ... D' e(, x)dQ
- ) S
r (x) n 1
( -— —
D:.”s ] - ¢, x)dl=
n 1JC (x)
(5.44)
=I _ D¢ ...D¢ o(&,x) dl
C (x) n 1

Para confirmar la utilidad de las expresiones anteriores en
optimizacién estructural analizaremos su aplicacién a la
derivacién de la matriz de rigidez y del vector de fuerzas de

elemento.

En nuestro caso se comprueba a la vista de las ecuaciones

(5.8) que las funciones subintegrales a derivar adoptan la forma:

— — t — — — — —
II (gvx) = B (glx) D (gox) B (gl!) (5.45)
K - - -

para la evaluacién de la matriz de rigidez, y
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t

I ({/x) = B (LX) (D (LX) € ({,%) =0 (£,%) +
£ - - o o (5.46)
t — — — —
+ N (3) b (£x)
— — t — — — ——
O (LX) = N ({) t (Lx) (5.47)
; "
__ E_ o __
O (X)) =N (§) a(fx) (5.48)
; !

para la evaluacién del vector de fuerzas nodales.

Con la notacién introducida, podemos escribir las derivadas
n-ésimas de la matriz de rigidez y del vector de fuerzas nodales

en la forma:



[} © =]
»
QN
H
Py
T
o
o
(] <]
o
[ =
=
»
Q
<

3 n 1
n _ n _ _ _ _
D f = D ( £ + f + f +f )
8 ... 8 e 8 ... B Ve e Ce Pe
n 1 n 1
con:
(5.49)
n _ E E
D £ = /f/ D ...p II av
8 ... 8 Ve Ve 8 s £
n 1 n 1
n
D £f = // Dr... DF & 4
$§ ... 8 @€ e 8 8 £
n 1 n 1
n _ C C
D £ = D ...p o &
8 ... 8 Ce Ce 8 -] f
n 1 n 1

Frecuentemente, no se conoceriAn las componentes e Yy "a"
en el sistema de coordenadas globales de los vectores de fuerzas
exteriores que actdan sobre superficies y lineas, sino sus
componentes ng w y "a * segun los vectores naturales de las

coordenadas isoparamétricas. En este caso, las funciones (5.47)

y (5.48) se escribirdn en la forma:

- t _—— — -
6 (fx) = N () J (LX) tg(g.x) (5.50)
£ - -
— oo t — — — — — —
) (;,x) =N (f) J (&%) qg(gnx) (5.51)
£ - -
siendo nge la matriz jacobiana de la transformacién
isoparamétrica.
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Los componentes "b* del vector de fuerzas volumétricas que
intervienen en la funcidén (5.46) pueden adoptar distintas
expresiones, segin se trate de fuerzas gravitatorias,
centrifugas, etc. En general se conocerdn sus componentes

directamente en el sistema global de coordenadas y no sera

necesario realizar ninguna transformacién.

Si en coherencia con el planteamiento general se definen
los vectores "b", "t*, "g", "50", "EO", y las propiedades de los
materiales que intervienen en el cdlculo de la matriz ”Eﬁ
mediante sus valores en los nodos, la obtencién de su valor en
cualquier punto de coordenadas isoparamétricas "E" puede

efectuarse a través de la interpolacién isoparamétrica, de forma

similar a lo expuesto en (5.4).

En el caso de que existan esfuerzos de origen térmico,
pueden introducirse en 1los cdlculos a través de unas tensiones
iniciales gque son funcién sencilla de 1los incrementos de

temperatura y las propiedades de los materiales.

La derivacién direccional de orden n-ésimo de las funciones
anteriores es trivial, y es preciso conocer wnicamente las
derivadas direccionales correspondientes de las variables de
entrada, esto es: fuerzas volumétricas, de superficie y de
linea, incrementos térmicos y propiedades de los materiales. Los
tnicos términos no evidentes son los correspondientes a las
derivadas de la matriz “Eﬁ y a las derivadas de 1la matriz

jacobiana "J".

La matriz jacobiana de la transformacidén puede escribirse,

en virtud de las ecuaciones de interpolacién (5.4), como:
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N () r(x (5.52)

siendo "r " las coordenadas nodales en el sistema global.
n

Su derivada direccional n-ésima puede, por consiguiente,

escribirse en la forma:

n _ a _ n _

b ‘3 (Zex) =8—ftj (&) D r (x) (5.53)
5 ... 8 S ... S n
n 1 n b

En (5.5) se definid la matriz "Ey como el resultado de
aplicar el operador diferencial "Ef sobre la matriz de funciones
de forma "E“. Si el operador es 1lineal (como sucede bajo 1la
hipbtesis de pequeinias deformaciones) y las coordenadas son
cartesianas, los términos de la matriz son las derivadas de las
funciones de forma respecto a las coordenadas del sistema global.
En otros sistemas de coordenadas (por ejemplo coordenadas
cilindricas que suelen emplearse en el andlisis de sélidos con
simetria de revolucién) pueden aparecer otros términos igualmente
sencillos en funcién de las coordenadas globales y de las

funciones de forma.

Por tanto, normalmente los términos de la matriz "Ef se

obtendrdn directamente a partir de los términos de:

S - 3. 3 3 "l
— N () = — N -— = =N Jd (&%) (5.54)
Y AP EEPT-RRP VA
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Para evaluar la derivada n-ésima de la matriz "B" sera

~
necesario en consecuencia calcular la derivada n-ésima de la
inversa de la matriz jacobiana. La derivada de la inversa de una
matriz puede escribirse en funcién de la derivada y de la inversa
de la matriz, como se demuestra en el PArrafo A2.2.1. del Anejo

2, fdérmula cuya extensiédn a érdenes superiores de derivacién es

inmediata.

Concluimos que la derivacidn direccional de 1las funciones
(5.45), (5.46), (5.47) y (5.48) puede realizarse sin dificultad,
y la de aquellos términos que envuelven una mayor complejidad se
realiza a partir de 1la derivada direccional de la matriz
jacobiana dada en (5.52), derivada que en cualquier caso es
preciso realizar puesto que interviene en la definicidén de los

operadores (5.36), (5.37) y (5.38).

Se comprueba, por consiguiente, que 1la variacién de 1la
forma de 1los dominios de integracién (en nuestro caso los
elementos finitos, sus contornos y sus aristas), interviene en
las ecuaciones de derivacién direccional de orden n-ésimo de los
términos de las ecuaciones de estado (5.49) a través de las
derivadas direccionales de orden n-ésimo e inferiores de la
matriz jacobiana (5.52), cuya obtencién es inmediata. en funciédn

de las derivadas direccionales de las coordenadas nodales (5.53).

Las técnicas presentadas son independientes de las
funciones de forma, y las cuadraturas de integracién. Pueden
extenderse igualmente a otro tipo de elementos no necesariamente

isoparamétricos sin dificultad.
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En la integracién de 1las ecuaciones (5.49) pueden
utilizarse otras cuadraturas de integracién diferentes a las
empleadas en la integracién de 1las ecuaciones (5.8). No
obstante, es conveniente emplear las mismas cuadraturas por dos

razones:

- s8i las cuadraturas de integracién utilizadas para las
ecuaciones (5.8) no integran exactamente las funciones
subintegrales correspondientes, no se obtendrdn exactamente
los términos de las ecuaciones de estado, sino unas
aproximaciones a 1los mismos. El modelo numérico aplicado no
serd exacto, en el sentido de que en la obtencién de sus
propios términos se introduce conscientemente un error de
truncamiento adicional debido a la falta de exactitud en las
operaciones de integracién. Por lo tanto, si se emplean las
mismas cuadraturas para las ecuaciones (5.49), el andlisis de
sensibilidad tampoco serd exacto, en el mismo sentido, pero
si lo serd desde el punto de vista del modelo numérico

aproximado que en realidad se aplica.

- Puesto que la obtencién de las derivadas requiere la
evaluacién de las matrices jacobianas y otros términos en los
puntos de integracién, y éstos han de ser calculados en
cualquier caso para el ensamblaje del sistema de ecuaciones,
la utilizacién de las mismas cuadraturas permite efectuar un
ahorro considerable en las operaciones numéricas qgque es

preciso realizar en la derivacidn.

Otros autores han publicado recientemente férmulas para la

derivacién de primer orden de los términos de las ecuaciones de
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estado [Sussman y Bathe 1985, Wang, Sun y Gallagher 1985]. Sus
resultados coinciden con la particularizacién de las ecuaciones
(5.49) -que aqul hemos presentado con cardcter general y a partir
de las ecuaciones (5.42), (5.43) y (5.44)- para el primer orden

de derivacién y en las direcciones de las variables de disefio.

La técnicas de derivacién presentadas no implican un
volumen de calculo mayor que en el caso de la aproximacién por
diferencias finitas, ya que es posible aprovechar la mayor parte
de 1los cdlculos realizados en la obtenciédn por integracién de la
matriz de rigidez y del vector de fuerzas nodales (5.8), en 1la
realizacién del andlisis de sensibilidad mediante las ecuaciones

(5.49).

En el Anejo 3 se exponen de forma abreviada las bases del
cdlculo por elementos finitos de problemas enmarcados en los

siguientes tipos de andlisis:

tensién plana

deformacién plana

simetria de revoluciédn

. elasticidad tridimensional

que se consideran suficientemente significativos, y para los
cuales se ha desarrollado completamente el andlisis de
sensibilidad hasta el segundo orden que se ha implementado en el
sistema DAO?, descrito en el Capitulo siguiente; con este sistema

se han realizado los ejemplos presentados en este estudio.
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V.3.2.2.7 BAspectos pradcticos de los cadlculos de derivacién

Mediante las ecuaciones (5.49) y realizando a nivel de
elemento las operaciones matriciales involucradas en (5.18),
puede realizarse el andlisis de sensibilidad completo, esto es
calculando el gradiente de todas las variables de estado respecto
a las variables de disefio, con un coste operativo razonable y con
gran exactitud, ya que parte de 1los cdlculos que es preciso
realizar en (5.49) para las derivadas primeras pueden realizarse
simultdneamente a 1los cdalculos (5.8), ahorrando operaciones

sustancialmente.

En general, el coste que supone la obtencidén de todas las
derivadas segundas es inaceptable, principalmente en términos de
almacenamiento de memoria, ya que para cada variable de estado es
preciso evaluar "n?" derivadas segundas, siendo "n" el ntmero de
variables de disefio. Sin embargo, el coste de la obtencién de
las derivadas segundas a 1o largo de una determinada direccién de
modificacién del disefio, esto es la derivada segunda direccional,
no es elevado. Al analizar el médulo de optimizacidén se pondra

de manifiesto plenamente la necesidad que justifica su obtencidn.

Desde un punto de vista operativo es posible reorganizar
los cdlculos de derivacién de forma eficiente. En efecto, las
variables de entrada al médulo de cadlculo cuyas derivadas
intervienen en el analisis de sensibilidad pueden ser

clasificadas en tres grupos:

. propiedades de materiales y dimensiones.

. valores de las cargas exteriores.
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. coordenadas nodales.

Como se ha expuesto anteriormente, las variables de entrada
cuyo tratamiento es mds complejo, en lo que respecta al andlisis
de sensibilidad, son las coordenadas nodales. Si sus derivadas
direccionales son nulas, sin embargo, no es preciso realizar la
mayor parte de las operaciones involucradas en (5.49), ya que las
variables de disefio no afectan a la forma de los recintos de
integracién, y los operadores (5.42), (5.43), (5.44) se reducen a
la derivada direccional habitual, siendo ademds nulos los

términos en los que interviene la matriz "B".
~

Por estos motivos, los calculos pueden organizarse de forma
que solo se realicen las operaciones pertinentes, segun las
variables de disefio afecten a las tres clases de variables de

entrada mencionadas.

Asi, es posible organizar los calculos para la derivada

primera direccional en la forma:

m £
D K =[D K 1 +[D K 1 (5.55%)
s "e s "e s "e
N . 0m . _ c©
D £ ={D £ 1 +[D £ 1 +[D £ ] (5.56)
s Ve s Ve 8 Ve s Ve
_ _ £ _ ¢
D £ =[{DbD € 1 +[D £ 1] (5.57)
s JTe s Je s Te
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D £f =(D £ ] +[D £ ] (5.58)
s Ce s Ce 8 Ce

=
)
"
o
+h

(5.599)

donde se calculan independientemente 1los términos de cada
derivada debidos a la dependencia de 1las propiedades de
materiales vy dimensiones con las variables de disefio
(super—-indice "m"), de las coordenadas nodales con las variables
de disefio (super—indice "f"), y de los valores de las cargas
exteriores con las variables de disefio (super-indice "¢"), en la

direccién "s" de modificacién del disefio.

Obsérvese que los términos correspondientes al primer tipo
de dependencia se calculan a partir de las derivadas
direccionales de propiedades vy dimensiones, los términos
correspondientes al segundo tipo se calculan a partir de las
derivadas direccionales de las coordenadas nodales, y los
términos correspondientes al tercer tipo se calculan a partir de

las derivadas direccionales de las cargas exteriores.

Al requerir la realizacidén del andlisis de sensibilidad, el
mbdulo de control puede indicar los tipos de dependencia de las
variables de entrada y suministrar las correspondientes derivadas
direccionales al médulo de cAlculo, que de esta forma solo

realizard las operaciones estrictamente necesarias.

Analogamente, es posible organizar los calculos para la

derivada sequnda direccional en la forma:
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mj

D2
s 8 Ve

i

Dz
s 8 Ce
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(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)



D2 f =[D* f ] (5.64)

donde se calculan independientemente 1los términos de cada
derivada debidos a 1la dependencia de cada pareja de tipos de
variables de entrada con las variables de disefio, en las
direcciones "s ", y "s ", y los super-indices "m", "f", "c*

2 1

correspondientes a cada direccidén indican el tipo de dependencia.

Andlogamente a lo que sucede con la derivada primera, al
requerir la realizacién del andlisis de sensibilidad de segundo
orden, el moédulo de control puede indicar 1los tipos de
dependencia de las variables de entrada y suministrar las
correspondientes derivadas direccionales al médulo de calculo,
que de esta forma solo realizard las operaciones estrictamente

necesarias.

V.3.2.2.8 Recapitulacién

La introduccién de las técnicas de derivacidn generalizadas
presentadas en los apartados precedentes supone un notable avance

en el ambito de la optimizacién estructural, ya que:

-~ Permite realizar wuna unificacién de 1la optimizacidén de
dimensiones y la optimizacién de formas, tanto a nivel

conceptual como operativo, a través de un enfoque global.

-~ El cAlculo de 1las derivadas de las tensiones y los
desplazamientos se realiza de esta forma con gran eficacia y

exactitud, dotando al médulo de decisiédn de informacién
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completa y veraz.

La derivacién de las matrices de rigidez y de los vectores de
fuerzas nodales es tanto menos costosa cuanto mas local es el
modelo de optimizacién, entendiendo el término local en el
sentido de que cada variable de disefio afecte solamente a un
grupo de elementos del modelo numérico de elementos finitos.
Este hecho debe tenerse muy en cuenta en la elaboracién del
médulo de parametrizacién, ya que si el modelo de
optimizacién es 1local, en el cdlculo de la derivada de la
matriz de rigidez o del vector de fuerzas respecto a una
determinada variable intervendrdn uYnicamente una parte de los
elementos del modelo numérico completo, y por tanto el numero
de operaciones a realizar es mucho wmenor. Por tanto, si
el modelo de optimizacién ha sido diseflado adecuadamente, el
andlisis de sensibilidad puede realizarse de forma muy

eficiente y obteniendo informacion de gran calidad.

La obtencién de derivadas primeras puede realizarse a bajo
coste una vez resuelto el problema mediante el Método de
Elementos Finitos, reciclando gran parte de 1los calculos
efectuados con anterioridad. Igualmente, en la obtencién de
derivadas de orden superior pueden aprovecharse
ventajosamente los cdlculos previos. El esquema de calculo
es tal que permite construir procedimientos que complementen
a programas de cdlculo ya existentes, de forma que el
conjunto pueda ser implementable directamente como médulo de
cadlculo de un sistema de disefio 6ptimo. En general, si el
programa de cdlculo estd suficientemente bien estructurado,

el ntmero de modificaciones gque es necesario realizar es



minimo.

La extensidén de las técnicas de derivacién anteriores al
andlisis de sensibilidad en problemas no lineales, es en
principio realizable a partir de 1los planteamientos generales

expuestos en el Capitulo IV, y las férmulas de derivacién

recogidas en el Anejo 2.

Evidentemente la formulacién del problema no lineal y su
grado de complejidad, determinardn 1la forma final de las

ecuaciones de derivacién y de andlisis de sensibilidad.

Es importante resaltar, no obstante, que no se han
publicado recientemente mds que un ndmero reducido de articulos
al respecto en optimizacién de dimensiones [Ryu, Haririan, Wu y
Arora 1985]), y en 1lo que alcanzamos a conocer, ninguno en

optimizacién de formas.
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V.4 MODULQO DE DEFINICION DE OBJETIVO Y RESTRICCIONES

La definicién del objetivo de disefio y 1la formulacién de
las restricciones impuestas al mismo ha de ser coherente con las

posibilidades de los mbédulos de parametrizacién y cadlculo.

Tanto la funcion objetivo como las restricciones se
impondran sobre el conjunto de variables de control (4.1), que a
su vez se expresaradn en funcién de las propiedades fundamentales
y ambientales, y variables de estado (incluyendo en este grupo
las propiedades derivadas) mediante la interface de definicién

(4.16).

Por la naturaleza de 1los problemas de optimizacién
estructural, podemos clasificar las restricciones en 1los

siguientes grupos:

- restricciones sobre las variables de disefio.

- retricciones geométricas.

- restricciones sobre el estado deformacional.

- restricciones sobre el estado tensional.

- restricciones sobre las condiciones de vinculacién.

Las restricciones directas sobre variables de disefio se

expresaran normalmente como restricciones laterales, cuyo

tratamiento es sencillo segin se expuso en el Capitulo III.

Las restricciones geométricas se expresardn sobre variables

cuya dependencia con las variables de disefio serd sencilla en
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general, y vendrd determinada por el médulo de parametrizacién.

Las restricciones sobre el estado deformacional se
expresardn cominmente sobre los desplazamientos de distintos

puntos de la estructura.

Las restricciones sobre el estado tensional se expresaran
normalmente sobre el tensor de tensiones o sus invariantes. Es
normal expresar las restricciones sobre las tensiones
principales, tensiones en una determinada direcciédn o tensiones
de comparacién (Tresca, Von Mises, etc.) correspondientes a
distintos criterios de rotura. Las tensiones principales y
tensiones de comparacién pueden escribirse mediante ecuaciones
sencillas y explicitas en funcién de las componentes del tensor
de tensiones. Es importante considerar que el <calculo por
elementos finitos ofrece buenas aproximaciones a las tensiones en
los puntos de integracién de una cuadratura de Gauss. Sin
embargo, las tensiones en los puntos nodales son discontinuas y
pueden estar afectadas de un gran error. §Si es necesario conocer
el valor de 1las tensiones en los puntos nodales serd necesario
extrapolar su valor a partir del de las tensiones en 1los puntos
de Gauss, operacidén gque se suele denominar “suavizado" (o
"smoothing" en la bibliografia anglosajona). La introduccidén de
un suavizado puede provocar problemas adicionales en el andlisis
de sensibilidad, ya qgque serd preciso obtener también las
derivadas direccionales de las tensiones suavizadas a partir de
las derivadas direccionales de las tensiones en los puntos de

Gauss.

Las restricciones sobre las condiciones de vinculacién se
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impondran normalmente sobre las reacciones en 1los nodos

coaccionados.

En problemas dindmicos pueden imponerse restricciones sobre
las frecuencias de vibracién, etc., aspectos que no han sido
considerados en este estudio por hallarse fuera de sus objetivos
iniciales, y cuyo andlisis de sensibilidad genera una

problemdtica particular [Sadek 1984]}.

Cabe 1la posibilidad de emplear diferentes funciones
objetivo en optimizacién estructural. Un criterio ampliamente
difundido, que hemos empleado en el desarrollo de todos los
ejemplos presentados en este estudio, es el de MINIMO PESO o
VOLUMEN. En diversos estudios han sido probados, aunque con
menor extensién, diferentes criterios tales como minimizar el
valor madximo que alcanza una tensién de comparacidén (Von Mises,
etc.) en todos los puntos de la estructura, y otros, que en
general implican la reduccidn de las concentraciones de tensién
en secciones fuertemente solicitadas de las estructuras. Una
somera descripcién de los mismos y referencias acerca de su

utilizacién puede hallarse en Ding [1986].

El criterio de minimo peso puede generalizarse facilmente
obteniendo un criterio de minimo coste, si se evalta éste
atendiendo exclusivamente a 1los volimenes utilizados de los
materiales de que se compone 1la estructura y a sus precios
unitarios. Nos referiremos en lo sucesivo a estos criterios como
de minimo peso, puesto que basta sustituir la densidad de cada
material por su precio unitario (por wunidad de volumen) para

pasar de peso a coste y viceversa.
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Las variables de control estructural que consideraremos en

lo sucesivo seran:
- funciones sencillas de las variables de disefio.

- funciones sencillas de los desplazamientos nodales.

- funciones sencillas de las tensiones evaluadas en los puntos

de integracién de Gauss.

- funciones sencillas de las reacciones en los nodos

coaccionados.

- el volumen, peso o coste de materiales, de parte de la

estructura o de su conjunto.

El mddulo de definiciédn debe evaluar estas funciones y sus
derivadas direccionales. La interface de definicién debe
obtener, a partir de los resultados proporcionados por el mdédulo
de cdlculo, las variables de control y sus derivadas

direccionales.

Es importante considerar que en un andlisis por elementos

finitos podemos evaluar el peso estructural en la forma:

A/ A

siendo "u" el peso especifico del material, y "W" el peso
estructural, y por tanto en gran parte de los casos la funcién

objetivo.

Para un peso especifico igual a 1la unidad, la ecuacién

(5.65) proporcionard el volumen estructural, y si el peso
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especifico se sustituye por el coste unitario por unidad de
volumen de cada material se obtendrd el coste material de la

estructura.

Las integraciones en cada elemento de (5.65) pueden
realizarse de forma anadloga a las de las ecuaciones (5.8)
mediante las mismas cuadraturas numéricas. Su derivacién
direccional de orden n-ésimo puede realizarse por aplicacién
directa de la ecuacién (5.42). De hecho, si el peso especifico
es constante dentro de cada elemento, puede evaluarse el peso
estructural y sus derivadas a partir de 1los subproductos del

cdlculo y derivacién de la matriz de rigidez.

Las restricciones que podremos considerar 1limitardn los
valores maximos de las tensiones principales en traccién y
compresidn, los desplazamientos mdximos, las reacciones y las
dimensiones geométricas de la estructura. Las restricciones en
tensiones, desplazamientos y reacciones pueden imponerse sobre
uno o varios estados de carga. En el cuarto ejemplo (Cap. VII),
imponemos restricciones no sélo en varios estados de carga, sino
en cAlculos efectuados con diferentes teorlas. La optimizacién
estructural multi-carga es perfectamente factible, y el dnico
inconveniente gque presenta es el aumento de .los tiempos de
cdlculo y de la cantidad de almacenamiento necesario en memoria,
ademds del crecimiento del numero de restricciones del problema

de programacién matematica.

En general, las restricciones que tiene sentido imponer en
optimizacidén estructural son restricciones en desigualdad. Como

ya se ha expuesto en el Capltulo III, las restricciones de
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igualdad pueden tratarse de forma mAds sencilla que las
restricciones en desigualdad, y en cualquier caso pueden
transformarse en restricciones en desigualdad. En lo sucesivo
consideraremos qgue todas las restricciones son laterales o en

desigualdad.

Es esencial considerar gque 1la funcién objetivo y las
restricciones impuestas condicionan la solucién del problema de
diseifio. Por tanto han de ser formuladas cuidadosamente vy
contemplando todos 1los aspectos de interés, para que el disefio

final obtenido sea realizable.

El planteamiento inadecuado de la funcidén objetivo y las
restricciones dara lugar normalmente a uno de 1los tipos

siguientes de malfuncién:

. El problema de optimizacidén estructural estd mal planteado y
carece de sentido flsico. $8in embargo el problema subyacente
de programacién matemdtica tiene sentido como tal. Su
solucién da lugar al ser suministrada al modelo de

parametrizacién a un diseifio de caracteristicas absurdas.

. El problema de optimizacién estructural esta
insuficientemente <condicionado. El problema subyacente de
programacion matemdtica no tiene solucién para valores
finitos de las variables de disefio, ya que la regidn factible
es ilimitada y la funcién objetivo es decreciente hasta el

infinito.

. El problema de optimizacidén estd excesivamente condicionado.

No existe la regién factible, y el problema subyacente de
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programacién matemdtica carece de solucidn.

Los valores de la funcidn objetivo, las restricciones y sus

derivadas han de ser proporcionados al médulo de control, que los

suministrard al médulo de decisién.
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V.5 MODULO DE PARAMETRIZACION

La creacién de mbdulos de parametrizacién capaces de
generar modelos de optimizacidn para cualquier tipologia dentro
del Aambito del andlisis estructural es hoy por hoy algo
inabordable. Frente a esta dificultad caben diversas opciones

razonables, que podriamos esquematizar en tres grupos, a saber:

~ Mbdulos de parametrizaciodn especificos para cada problema
particular de disefio que haya de ser resuelto, en funcién del

médulo de cdlculo de que se disponga.

- Mbdulos de parametrizacién especificos para ciertas familias
de problemas (por ejemplo: estructuras de barras
articuladas, estructuras reticuladas, piezas planas
calculadas mediante programas de elementos finitos para
tensién o deformacién plana, piezas con simetria de

revolucién, tableros de puentes en viga cajon, etc.)

- Mbdulos de parametrizacién gue permitan definir el modelo de
optimizacién interactivamente aplicando teécnicas de CAD,
empleando para ello terminales graficas y digitalizadores,
haciendo uso de metodologlas de modelado de curvas,
superficies y sélidos (curvas de Bezier, B-Splines, etc.)

[Esping 1985].

La primera opciébn es indudablemente la mas sencilla, si
bien 1la necesidad de generar manualmente un modelo para cada
objeto de disefio restringe la aplicabilidad de esta técnica. El
costo de generacién manual de un modelo eficiente puede ser muy

elevado, y por ello esta opcién debe ser desestimada si no es en
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el caso del diseiio de piezas que se fabricaran en niémero muy
elevado -en las que el costo de generacién del modelo se diluya-
o en el caso de estructuras de importancia singular y coste muy
alto -en las que la generacién del modelo influya de forma

despreciable-.

La segunda opcién puede ser en principio, y habida cuenta
del estado actual de la investigacién en estos momentos, la mas
rentable a corto plazo y la que permita resultados mAs generales,
sin renunciar a recurrir a la primera opciédn cuando el ntmero de
unidades de la pieza a fabricar o su elevado coste 1lo hagan
aconsejable. En conjuncién con técnicas de CAD, como se apunta
en la tltima opciédn, pueden dar lugar a sistemas de disefioc dptimo
de gran potencia y considerable capacidad de tratamiento de
problemas de diversa indole, no solo estructural sino también en
otras ramas de 1la ingenieria en que la formulacién de los

problemas de cdlculo adopte expresiones y metodologias similares.

La tercera opcidén debe considerarse preferentemente, como
ya se ha apuntado, como un complemento a las demas,
principalmente en 1o gue concierne a la interaccién del sistema
de disefio con el usuario, factor éste que permite introducir en
el proceso elementos de gran importancia .y dificil
automatizacién, como son la intuicién y 1la experiencia del

disenador.

En cualquier caso, es de suma importancia generar modelos
de optimizacién con el numero minimo de variables posible, que se
comporten de forma eficiente y permitan determinar, a través de

la interface de cdlculo, para un valor dado de las variables de
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disefio, todos aquellos elementos que requiera el médulo de

cdlculo y la definicién final y completa del disefio a traves del

médulo de postproceso.

En optimizacién estructural mediante médulos de calculo
basados en el Método de Elementos Finitos, 1la interface de
cdlculo debe suministrar al médulo de calculo la topologla o

conectividad de la malla, y las siguientes variables de entrada:
. Coordenadas nodales.

. Propiedades de materiales y dimensiones qgue no afecten a las

coordenadas nodales (espesores, etc.).

. Cargas.

. Condiciones de vinculacién.

La interface debe ser capaz de suministrar 1las derivadas
direccionales sucesivas de las variables de entrada mencionadas

para direcciones arbitrarias de modificacién del diseiio.

Para suministrar tal informacién, la interface de calculo
debe disponer, entre otras herramientas, de un generador
-automdtico de malla. El generador ha de ser construido de forma
que permita calcular no solo las coordenadas nodales, sino
también sus derivadas respecto a direcciones en el espacio de
variables de disefio. Es importante tener en cuenta que la malla
de cadlculo debe ser coherente y adecuada al modificar 1las
variables de disefio, puesto que en caso contrario se corre el
riesgo de malcondicionar todos 1los calculos. Referencias

actuales sobre generadores automdticos de malla para sistemas de
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Disefio Asistido por Ordenador pueden encontrarse en Cavendish,

Field y Frey [1985].

La adopcioén de un modelo de disefio inadecuado puede dar
lugar a diversas malfunciones. Entre 1las mds significativas

podemos considerar las siguientes:

. 8i las dependencia de 1las propiedades fundamentales y
ambientales con las "n" variables de disefio pueden expresarse
en funcién de un conjunto de "m" relaciones independientes
entre las variables de disefio ("m" menor que "n"), las
variables de comportamiento estructural, y consiguientemente
todas 1las variables de control, podrdn expresarse en funcidén
de las "m" relaciones. La solucién del problema de
programacién matemdtica, si existe, no serd unica, sino que
existirdn en general "n-m" grados de libertad en la eleccidn
de las variables de disefio para el valor de las variables de
control que minimiza 1la funcién objetivo verificando 1las
restricciones impuestas. El problema de optimizacién
estructural puede estar bien planteado y el disefio optimo
bien definido, pero no univocamente en funcidén de las
variables de disefio. Por tanto, el algoritmo de programacién
-matemdtica no podra discriminar cual es el valor 4ptimo de
las variables de disefio. Los efectos de una parametrizacién
inadecuada en este sentido sobre el funcionamiento del médulo
de decisidn dependen de sus caracteristicas, de su
implementacién y de su capacidad para reconocer situaciones
anémalas y serdn en general imprevisibles debido a 1las
perturbaciones introducidas por los errores de redondeo. 8Se

traduciran normalmente en oscilaciones en el valor de las
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variables de diseno en sucesivas iteraciones, y en

malcondicionamientos de los calculos.

En la Figura 5.1-a se expone un ejemplo sencillo donde

se manifiesta este tipo de error en la parametrizacién.

Una situacién similar a 1la descrita anteriormente puede
producirse cuando se expresan las variables de entrada al
médulo de calculo directamente en funcién de las variables de
disefio, obviandose las propiedades fundamentales y
ambientales en la formulacién. Puede suceder que si bien las
variables de entrada estén bien definidas en funcién de las
variables de disefio, se produzca en las propiedades
fundamentales y ambientales -que se han obviado, pero no por
ello dejan de existir- el efecto descrito en el punto
anterior, Por consiguiente, si el médulo de calculo no
estuviese afectado de ningtdn error se producirian los efectos
ya mencionados. Ademds, el médulo de cdlculo estard afectado
de errores de diversa naturaleza. En nuestro caso, por
ejemplo, los <calculos efectuados sobre discretizaciones
diferentes de un mismo objeto dardn resultados distintos, vy
la toma de decisiones puede verse perturbada por este motivo.
En la Figura 5.1-b se expone un ejemplc sencillo que ilustra
este efecto. Las coordenadas nodales del nodo central de la
malla representada en la Figura son variables de disefo. El
cadlculo de la estructura deberia arrojar 1los mismos
resultados independientemente de la posicién de este nodo.
Ello no sucederd asl debido a errores de calculo, y la
informacidén que recibird el mddulo de decisidn le conducira a

modificar las variables de disefio que determinan su posicién
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Figura 5.1.—- Modelos de parametrizacién incorrectos.

a)Caso en que la relacién entre las propiedades (fundamentales
y ambientales) y las variables de disefio no es univoca.

b)Caso en que las variables de disefio (coordenadas de un nodo
interior de una malla de elementos finitos) no afectan al
comportamiento real del objeto disefiado (una pieza cuadrada sometida
a ciertas acciones), pero sil, a causa de las inexactitudes del
modelo de andlisis, al comportamiento estimado en los cdlculos.
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de forma impredecible.

De alguna forma, la parametrizacién condiciona parte de la
definicidn de objetivos. En efecto, para asegurar la coherencia
de los resultados puede ser necesario introducir restricciones
directamente sobre las variables de disefio. Si la
parametrizacién no es adecuada, la imposicién de tales
restricciones puede ser compleja. En la Figura 5.2 se ilustra
este efecto. Se pretende modelar la forma de la seccién de una
presa. Si se modelan 1los paramentos de la presa mediante dos
polinomios y se adoptan como variables de diseiio sus
coeficientes, es preciso imponer condiciones adicionales que
eviten que las curvas se crucen, lo cual carece de sentido fisico
(Figura 5.2-a). La manipulacién de tales restricciones no es
trivial, ya que son de tipo polindémico. Por contra, si se modela
la 1linea media mediante un polinomio, se impone una variacién
lineal de espesores con la altura, y se adoptan como variables de
disefio los coeficientes del polinomio y los espesores de la pared
en coronacién y en la base, para evitar que ambos paramentos se
crucen bastard imponer una condicién de no negatividad sobre
estos espesores, restricciopgs cuya manipulacién es muy sencilla

ya que son de tipo lateral (Figura 5.2-b).

Como se ha expuesto en V.3.2.2.7 los cdlculos de
sensibilidad pueden organizarse de forma que se evalten
separadamente las aportaciones a 1las derivadas debidas a la
dependencia de 1las propiedades de materiales y dimensiones,
coordenadas nodales y valores de las cargas con las variables de

disefio. AdemAds las operaciones matriciales gque es preciso
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Pigura 5.2.- Dependencia parcial de la definicion de objetivos con
la definicién del modelo de parametrizacién.

a)Ejenplo de modelo de parametrizacién que exige la imposicion
de restricciones geométricas adicionales cuyo tratamiento no es
trivial.

b)Ejemplo de modelo de parametrizacién que exige la imposicién
de restricciones geométricas adicionales de tipo lateral, cuyo
tratamiento es trivial.
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realizar pueden efectuarse a nivel de elementos, sin necesidad de

ensamblar las derivadas de 1los vectores de fuerzas y de las

matrices de rigidez.

Si la interface de calculo puede discriminar qué elementos
no estdn afectados por una modificacién del disefio en una cierta
direcciodn, parte de las operaciones matriciales pueden obviarse
ya que las derivadas direccionales de los vectores de fuerzas y
de la matriz de rigidez de estos elementos serdn nulas. Si 1la
interface es capaz de discriminar qué variables de entrada
correspondientes al elemento estdn afectadas por la modificacién
(propiedades y dimensiones, forma o cargas), sb6lo es necesario

efectuar parte de las operaciones de derivacién.

Diremos que un modelo de disefio-parametrizacién es tanto
mds LOCAL, cudnto mds reducida sea la parte de la estructura a la
que afecta cada variable de disefio. Diremos que un modelo es
tanto mads GLOBAL cudnto mds amplia sea la parte de la estructura

a la que afecta cada variable de diseifio.

Un modelo local tiene la evidente ventaja de que al evaluar
las derivadas de todas las variables de estado respecto a todas
las variables de disefio, serd preciso realizar un némero reducido
de operaciones de derivacién para cada variable de diseifio.
Pueden realizarse, por tanto, modelos locales con un nuimero
elevado de variables de diseifio y con el volumen de calculo

necesario para efectuar el andlisis de sensibilidad admisible.

En cambio, en un modelo global serd necesario efectuar mas
operaciones de derivacién, y si el nimero de variables de diseno

es muy elevado su coste operativo puede ser inadmisible.
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Sin embargo, si el modelo es excesivamente local pueden
generarse efectos anémalos debidos fundamentalmente a la propia
naturaleza local del modelo, que se manifiestan en oscilaciones
de las variables de disefio en sucesivas iteraciones, obtencién de

disefios inadmisibles, etc.

Un ejemplo de modelo extremadamente local se encuentra en
aquellos problemas de optimizacidén estructural en que se utilizan
como variables de diseno 1las coordenadas nodales o las
propiedades y dimensiones de cada elemento, independientemente de
los demds. La aplicacién de este tipo de modelos, relativamente
extendida, es sencilla de plantear. Sin embargo adolece de

graves defectos, entre los gue podemos citar los siguientes:

- el numero de variables de disefio es normalmente muy elevado.
Ello dificulta la resolucién del problema de minimizacién con

restricciones.

- en las soluciones obtenidas suelen aparecer cambios bruscos
en las propiedades y dimensiones entre elementos contiguos, y
formas accidentadas en sus contornos. Para evitar estos
efectos es preciso introducir restricciones directamente
sobre las variables de disefio que aseguren la "suavidad" de

la solucién.

- se presentan frecuentemente malfunciones como las descritas
previamente, especialmente las similares a la ilustrada en la

Figura 5.1-b.

Entre modelos excesivamente locales con muchas variables de

disefio y modelos excesivamente globales con muy pocas variables
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de diseno debe hallarse un equilibrio que permita obtener

soluciones de forma eficiente y con costes operativos razonables.

En este estudio hemos desarrollado médulos de
parametrizacién independientes para cada uno de los ejemplos
realizados, ya que nuestro objetivo ha sido intentar demostrar la
eficacia de 1los planteamientos presentados en su aplicacién a
distintos problemas de optimizacién estructural, con distintas
tipologias y teorlas de cdlculo. Los modelos aplicados en los
ejemplos son fundamentalmente de tipo global con un numero
reducido de variables de disefio, ya que asi lo hemos estimado

oportuno dada la naturaleza de los problemas planteados.

La generacién automdtica de malla se ha realizado aplicando
ideas muy elementales, pero extendidas y ampliamente utilizadas
en muchos generadores, y que podemos resumir en los siguientes

puntos:

. La estructura se divide en blogues topoldégicamente sencillos
(equivalentes a cuadrados en problemas planos, y cubos en

problemas tridimensionales).

. Se definen en cada bloque unas coordenadas normalizadas entre

-1 y-1 en unas coordenadas curvilineas locales.

. Se plantea la transformacién de un punto de coordenadas
locales dadas en coordenadas globales, para cada eleccién de

las variables de disefio que afectan a cada blogque.

Se divide cada bloque en elementos finitos del tipo empleado
en el cAlculo, segin 1las direcciones de las coordenadas

curvilineas, y en tantas divisiones como se indique en cada
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direccién.

El procedimiento descrito puede aplicarse con cierta

generalidad a problemas en gque las formas de las estructuras son

topoldgicamente sencillas.
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V.6 MODULO DE DECISION

V.6.1 Puntos previos

Los planteamientos descritos conducen a 1la necesidad de
realizar una toma de decisiones inteligente que sea capaz de
generar un disefio lo suficientemente cercano al éptimo con el

menor coste operativo posible.

Como ha sido expuesto, la toma de decisiones puede
plantearse en general come la minimizacién de una funcién
objetivo con restricciones expresadas mediante un conjunto de
ecuaciones e inecuaciones (4.19). En problemas de optimizacidén
estructural es habitual que la mayor parte de las restricciones,
si no todas, se expresen mediante inecuaciones, y en cualquier
caso el problema siempre puede reducirse a la forma estandar

(3.1).

Supondremos en lo sucesivo que el problema puede escribirse

en la forma:

minimizar: £(x) ix = {x } i =1, N

(5.66)

verificando: g (;) <0 i
i

1, m

a < x < b

i i i

.
=3
[}

1, F3:)

en la que separamos explicitamente las restricciones laterales de

las restantes restricciones en desigualdad.

Es esencial remarcar que en nuestro caso, la evaluacidn de

la funcién objetivo y las restricciones en un punto "x", exigira
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la realizacioén de un cdlculo por el Método de Elementos Finitos,
Yy supondrd de por sl un elevado coste computacional. Igualmente
la evaluacidén de las derivadas de estas funciones exigira 1la

realizacién de un andlisis de sensibilidad.

En la mayor parte de 1los problemas de optimizacién
estructural, se dardn 1las siguientes caracteristicas en el

problema subyacente de minimizacién restringida:

- el problema estAd formulado en funcién de un nlmero no

demasiado elevado de variables de disefo.

- 1la funcién objetivo serd generalmente una funcién no lineal,
pero no excesivamente, de las variables de disefio (en un alto
porcentaje serd el peso de la estructura). Su evaluacién vy
la de sus derivadas puede implicar un elevado volumen de
cadlculo, aungue normalmente inferior al de las restricciones.
Puede obtenerse habitualmente como subproducto del calculo
estructural y del andlisis de sensibilidad, y en ocasiones,
dependiendo del tipo de parametrizacién y de la definicidn,
podrd expresarse como una funcidén directa de las variables de

disefno.

- las restricciones en desigualdad serdn o bien restricciones
laterales, o0 restricciones definidas mediante funciones
sencillas de las variables de disefio (restricciones de tipo
geométrico), o Dbien restricciones definidas mediante
funciones altamente no lineales de las variables de diseno.
En este caso, su evaluacién y la de sus derivadas serd
enormemente costosa, ya que supondrd 1la realizacién de un

calculo completo basado en el Método de Elementos Finitos, y
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sus anadlisis de sensibilidad correspondientes. Existird en
general un ntmero elevado de restricciones no triviales en
desigualdad, altamente no lineales con las variables de

disefio y de dificil calculo y derivaciénm,

el problema puede tener varios minimos 1locales, y dada 1la
complejidad de las operaciones involucradas en su definicién

no se podrd normalmente analizar a priori su convexidad.

en el oéptimo se encontrard activo un conjunto de
restricciones indeterminado Y dificil de predecir

nicialmente.

Dada 1la naturaleza de 1los problemas de optimizacién

estructural, consideraremos ademds los siguientes aspectos:

el disefio inicial no serd factible en general. De hecho 1la
obtencién de un disefio inicial factible puede ser en sl mismo

un problema de gran complejidad.

por debajo de unos ciertos limites no es necesario mejorar la
solucién. En una estructura cuyo peso es del orden de varios
miles de toneladas, una presa por ejemplo, no tiene sentido
invertir esfuerzo en la obtencién de una solucidén cuyo peso

sea inferior en tan solo unos kilogramos.

por debajo de unos ciertos limites, no demasiado estrictos,
carece de sentido obtener las variables de disefio con mas
precisioén. S8i 1las variables de disefic son dimensiones
geométricas de una obra civil medidas en metros, por ejemplo,

no tiene objeto calcular aproximaciones con errores
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inferiores al milimetro, ya que por motivos constructivos no
se podrd nunca obtener tal precisién en la realizacién

material de la obra.

- normalmente no es necesario que las restricciones impuestas
en tensidén y desplazamiento se verifiquen estrictamente,
admitiéndose una cierta tolerancia en su incumplimiento, por

motivos similares a los expuestos previamente.

Por todo ello, consideramos conveniente disponer de un
algoritmo de resolucidén del problema estdndar escrito en la forma

(5.66) que verifique las siguientes condiciones:

- el algorimo ha de ser capaz de alcanzar soluciones factibles
partiendo de aproximaciones iniciales no factibles, y de
llegar a soluciones formalmente equivalentes partiendo de

disefios iniciales distintos.

- el algoritmo ha de ser capaz de mejorar apreciablemente las
aproximaciones iniciales hasta niveles por debajo de los

cuales no sea necesario refinar la solucién.

- el algoritmo ha de tener en cuenta los condicionantes de
cAlculo existentes en la evaluacién de la funcidn objetivo,
las restricciones y sus derivadas. El caAlculo de 1las
derivadas primeras respecto a las variables de disefio puede
efectuarse con un coste operativo aceptable. El coste del
cdlculo de 1las derivadas completas de orden superior serd
normalmente inaceptable. Sin embargo serd aceptable el

cdlculo de derivadas direccionales de segundo orden.
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V.6.2 Desarrollo de un algoritmo de programacién matematica

adaptado a la optimizacién estructural

V.6.2.1 Revisioén de los métodos de programacién matematica

A la vista de 1los condicionantes expuestos, debemos
analizar los diversos métodos de programacién matemdtica para
problemas de minimizacién restringida descritos en el Caplitulo

III (Fig. 3.6).

En general, el problema de optimizacién estructural no se
amoldard a ninguno de 1los problemas especificos para los que
existen técnicas de gran eficiencia. Normalmente existirdn
restricciones en desigualdad de tipo general, y no solamente
laterales, y el problema de minimizacién no serd separable. El
problema no serd en general directamente resoluble por
programacién lineal o cuadritica, dado que aunque la funcién
objetivo puede ser sencilla, 1las funciones que definen las
restricciones serdn normalmente altamente no 1lineales en las

variables de diseno.

Los métodos de descenso generalizados no son adecuados para
problemas con restricciones altamente no lineales, como es
nuestro caso, sino para problemas con restricciones sencillas, en
particular lineales, aunque pueden comportarse satisfactoriamente

con funciones objetivo no lineales.

Los métodos basados en las condiciones de Kuhn-Tucker
pueden demostrarse muy eficientes para resolver problemas
clasicos de optimizacién de dimensiones, pero su aplicacién a

problemas generales, en los que existe optimizacién de la forma
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de la estructura es conflictiva. La prediccién del conjunto de
variables activas es muy compleja, y la deduccién de criterios de
optimalidad dificil, al contrario de lo que sucede en otros tipos
de problemas mads sencillos. La convexidad del problema es,

ademads, incierta.

La reduccidén a problemas de minimizacién no restringida
mediante los meétodos de funciones barrera, funciones de
penalizacidén y lagrangiano aumentado es sencilla. Sin embargo,
estos métodos suelen requerir la realizacién de un nimero elevado
de iteraciones, que en el tipo de problemas que nos planteamos en
este estudio implicarlan un elevado volumen de cdlculo. En los
mé¢todos de funciones barrera y de penalizacién es necesario
resolver una secuencia de problemas con diferentes valores de los
pesos de las barreras y las penalizaciones, y analizar 1la
convergencia de la secuencia de soluciones obtenida, lo cual

supondria en nuestro caso un elevado coste computacional.

Por Gltimo, es en la aplicacién de los métodos de reduccidn
a problemas especlficos donde creemos que 1los resultados
obtenidos hasta el momento son mads alentadores, y donde es mas

rentable profundizar, y a ellos nos referiremos en lo sucesivo.

Dentro de estos métodos consideramos que la aplicacién de
técnicas de programacién cuadratica secuencial no aporta ventaijas
sustanciales en optimizacilon estructural frente a la aplicacién
de técnicas de linealizacion, dado que la dificultad sustancial
de los problemas de optimizacién estructural que abordamos radica
en las restricciones y no en la funcién objetivo, como ya se ha

explicado. En publicaciones recientes otros autores coinciden en



esta opinién basdndose en resultados numéricos de distintos

programas de aplicacién [Ding 1986].

V.6.2.2 Métodos de linealizacién

En el Apartado III.5.3.5 describimos someramente 1los
métodos de linealizacidén. E1 algoritmo (3.110) de programacién
lineal secuencial con llmites méviles es probablemente el que ha
gozado de mayor aceptacidn en optimizacién estructural. En las
aplicaciones de este algoritmo en problemas de optimizacién de
formas, se han reportado éxitos considerables, maxime teniendo en
cuenta gue los procedimientos de analisis de sensibilidad
empleados normalmente estdn basados en esquemas de diferencias

finitas, y por tanto aquejados de importantes errores.

Sin embargo, el principal defecto del algoritmo radica en
las oscilaciones de gran amplitud gque se producen cerca del
optimo, y que impiden la convergencia (Fig. 3.11-b). Este
algoritmo ha sido el empleado en la resolucidén de los ejemplos

primero y segundo (Cap. VII),

Analizando en detalle las oscilaciones que se producen, se
deduce que su aparicién se debe a la naturaleza lineal de las
aproximaciones efectuadas. Para evitarlas es necesario, por 1lo

tanto, realizar de alguna forma aproximaciones de orden superior.

Puesto que el andlisis de sensibilidad de segundo orden es
sumamente costoso si se realiza Integramente, pero viable si se
realiza en una direccién, parece razonable realizar tras cada
solucidn del problema 1linealizado una bisqueda unidireccional

para obtener el factor de avance en la direccién definida por 1la
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solucién del problema lineal.

En efecto, la realizacién de la busqueda unidireccional
evaluando exactamente la funcién objetivo y las restricciones en
cada punto es inviable, dado el elevado coste que supone la
realizacién de un calculo completo por elementos finitos de la
estructura. Sin embargo, la busqueda unidireccional puede
realizarse utilizando las aproximaciones cuadrdticas de 1la
funcién objetivo y las restricciones en la direccién de avance.
En el sexto ejemplo se pone de manifiesto 1la gran exactitud de

esta aproximacién, lo que justifica su utilizacién.

En el algoritmo generalizado de programacién lineal
secuencial con bisqueda unidireccional efectuada sobre las

aproximaciones cuadraticas, persisten dos graves defectos:

- En un punto no factible del espacio de disefio el problema
linealizado puede no tener solucidén (la regién factible del
problema linealizado puede ser vacla), y por tanto no es

posible obtener una direccién de avance.

- En un disefio situado en el contorno de la region factible, si
la restriccién es convexa, al realizar 1la busqueda
unidireccional se produce el efecto descrito en la Figura
3.8-b, esto es, para cualquier valor del factor de avance en
la direccién dada, el disefio obtenido es no factible. El
factor de avance obtenido serd nulo, por tanto, y el

algoritmo se detendrd en el contorno.

El primer defecto puede corregirse cambiando de estrategia

si el problema linealizado carece de solucién y adoptando una
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direccién de avance que tienda a entrar en la regién factible,
aln a riesgo de aumentar el valor de la funcidn objetivo. Se han
propuesto y empleado diversas direcciones de entrada en la regién
factible, 1la mas sencilla de las cuales consiste en adoptar como
direccién de avance la opuesta al gradiente de la restriccién mas
violada ([Wang, Sun y Gallagher 1985]. Consideramos que esta
eleccioén en particular no es adecuada, puesto que se basa
tnicamente en una restriccién. Adolece de otros defectos, tales
como gue en problemas simétricos puede hacer perder la simetria

de la solucidn.

En la descripcién del algoritmo proponemos adoptar como
direccién de avance una combinacién lineal de los gradientes de
las restricciones violadas, cuyos coeficientes son directamente
proporcionales a los incumplimientos de las restricciones
correspondientes e inversamente proporcionales a las normas de

los gradientes, cuya justificacidén damos posteriormente.

En el algoritmo propuesto, el segundo defecto se elimina
permitiendo el incumplimiento de la restriccién hasta una
determinada tolerancia en 1la blisqueda unidireccional. Los
efectos de esta relajacién en la restriccién son sumamente

sutiles.

En la busqueda unidireccional, 1la estrategia debe ser
diferente segdn el punto de partida sea factible o no. Para ello
serd preciso catalogar previamente el punto de partida, y el

estado de las restricciones.

El algoritmo propuesto ha demostrado su potencia en 1la

ejecucion de los ejemplos tercero, cuarto y quinto (Cap. VII) con
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soluciones virtualmente idénticas partiendo de disefios iniciales

totalmente distintos y en un nimero razonable de iteraciones.

V.6.3 Algoritmo propuesto

Sea el problema de minimizacién restringida subyacente a un
problema de optimizacién estructural (5.66). En lo sucesivo nos
referiremos a las restricciones no laterales c¢omo restricciones
simplemente, y las diferenciaremos de las restricciones laterales

haciendo menciédn expresa a estas dltimas cuando sea preciso.

Serdn parametros de funcionamiento del algoritmo los

siguientes:

Se prescribird el conjunto de limites mdviles:

al

0
~—
0
LS )
0
v
o
:

]}

1, 2] (5.67)

(=
[

que definen las mdximas variaciones permitidas en los valores de

las variables de disefic en cada iteracién.

Se prescribird el conjunto de tolerancias en las variables

de diseno:

™|
L}
—
m
L
-e
M
v
[~
e
[
n

1, e (5.68)

que definen la precisién con que se desean obtener las variables
en el disefio final. Consideraremos que el proceso ha convergido
si los valores absolutos de las modificaciones de todas las
variables de disefio en una iteracién se encuentran por debajo de

estas tolerancias.
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Se prescribird el conjunto de tolerancias en las

restricciones:
-9 g g9
e ={€ 1} i€ >0 i3=1,_ _,m (5.69)
j i

que definen los mAximos incumplimientos de 1las restricciones

admitidos.

Se prescribird el conjunto de limites de actividad:
n={7n ) i n >0 i3 =1,__,m (5.70)

que utilizaremos con varios propdésitos que se expondrdn en la

descripcién del algoritmo.

~k
Diremos que un punto "x * se encuentra en la banda de
actividad de la restriccién "j" si se verifica:
k

lg(x) | < 7 (5.71)
j i

Consideraremos en 1o sucesivo que en todas las iteraciones
se verifican las restricciones laterales, asumiendo gue el punto
c e -0 g .
inicial "x " las verifica, puesto que en el algoritmo propuesto

se realiza un control que evita su incumplimiento.

Escribiremos el algoritmo en la forma iterativa genérica:

Ll

dado:

(5.72)
_k+1 k k _k
obtener: x =xXx + 0 s



y realizaremos en cada iteracién 1las siguientes operaciones

consecutivamente:

- clasificacién del punto actual a partir de los resultados del

cadlculo de la funcién objetivo y las restricciones.

-k
- obtencién de la direccién de avance "s " a partir de 1la
informacién suministrada por el andlisis de sensibilidad de

primer orden completo.

k
- obtencién del factor de avance "8 " a partir de la
informacién suministrada por el andlisis de sensibilidad de

segundo orden en la direccién de avance.

- actualizacidén de la aproximacién a la solucidén, y andlisis de

la convergencia.

Vv.6.3.1 Clasificacién del punto

En cada iteracién se clasifica el punto actual segin los

criterios siguientes:

La restriccién *j® en la iteracidn "k", se dira:
_k
DESACTIVADA si gi(x) < -7
b 3
(5.73)

ACTIVADA si g(x) > -7

Denominaremos “Ak" al conjunto de restricciones activadas

en la iteracién "k*".
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La restriccidn "j" en la iteracién "k", se dira:

_k
NO VIOLADA si g(x) < 0
i
_k g
CUASI NO VIOLADA si 0 < g(x) < €
i 3
(5.74)
g k
DEBILMENTE VIOLADA si € < g(x) <7
3 J 3
k
FPUERTEMENTE VIOLADA si g (x) > n
)| 3

Denominaremos "VK" al conjunto de restricciones débil o

fuertemente violadas en la iteracién "k".

K
El punto "x ", se dira:
- FACTIBLE, si todas las restricciones son no violadas.

- ADMISIBLE, si todas las restricciones son no violadas o cuasi

no violadas.

- DEBILMENTE NO FACTIBLE, si todas las restricciones son no

violadas, cuasi no violadas o débilmente violadas.

- FUERTEMENTE NO  FACTIBLE, si hay alguna restriccidn

fuertemente violada.



V.6.3.2 Obtencién de la direccién de avance

. -k
Determinaremos el versor "s " de la direccién de avance, o

bien asumiremos gque el algoritmo ha convergido, en funcién del

—k
vector "r " en la forma:

_k
k k r
si ] # o => 8 =
k
| |
(5.75)
k
si || = o = el algoritmo ha convergido

—k
donde "r " se calculard mediante uno de los tres procedimientos

siguientes, segtin la clasificacién del punto:
Procedimiento 1.

Si "§k“ no pertenece a la banda de actividad de ninguna de
las restricciones, adoptamos como vector de avance el opuesto al
gradiente de la funcién objetivo. En el caso de gque alguna
variable de disefio esté fija, y en 1la direccién opuesta al
gradiente de la funcién objetivo se viole la restriccidén lateral
correspondiente, la proyectaremos sobre el hiperplano que la

define esto es:
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- v si a < x < b
i i i i
k
r = k
1 X = a Yy v > 0
i i i
0 si “o"
k (5.76)
x=b Y v < 0
i i i
con:
k Of(x)
v = -— | _  k
i dx X = X

de forma andloga a lo expuesto en el algoritmo (3.64) para

problemas con restricciones exclusivamente laterales.

Dada 1la naturaleza de 1los problemas a resolver es
improbable que se produzca esta situacidén, excepto cuando el
disefio inicial es una estructura muy sobredimensionada que
verifica con suficientemente holgura todas las restricciones. La
eleccién (5.76) corresponde a la aplicacién del método de Newton
de primer orden, o método del gradiente adaptado para un problema
con restricciones laterales. No consideramos necesario wutilizar
un procedimiento de minimizacién no restringida mas elaborado,
dada la baja frecuencia con que se producird esta situacidén. Sin
embargo, podria obtenerse un vector de avance "fk" por aplicacién
de cualquier otro método para minimizacién no condicionada

adaptado al problema con restricciones laterales.
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Procedimiento 2.

—K
S5i "x " pertenece a la banda de actividad de al menos una

. . _’c
de las restricciones, obtenemos el vector de avance "r " como:

k K K K
r = & + t - x (5.77)

—K
donde "t " se obtiene resolviendo el problema de programacién

lineal:

t minimiza: F(t) = F(0) + VE(x ) t

—_— k
verificando: G (t) =6 (0) +Vg (x) t < 0
i 3 j
i3 €A
k k k
0<t§5 - a ;i=l,  ,n
i i i
{(5.78)
N kK — k _k _k
con: F(0) =f(x)+ VE(x) (a -x )
B Kk — k k k
G(0)=g(x)+Vg(x) (6 -x )ij €A
B J ] k
k k
o = max{a ,x -c¢ } ;i=l, _ ,n
i i i i
k k
6 = min{b , x +c } ;i=l, ,n
i i i i

equivalente a la linealizacién del problema (5.66) considerando
solamente las restricciones activadas, y con las condiciones
laterales adicionales impuestas mediante los limites méviles

(5.67).

Si el problema (5.78) carece de solucién, la regiédn

factible del problema 1linealizado no existe, y se adopta como



direccidn de entrada en la regién factible la obtenida por el

tercer procedimiento.
Procedimiento 3.

En caso de fallo del procedimiento anterior, se adopta como

direccién de avance la definida por:

k k
r = C v
i i i
con:
k _t _k .k
v =-Z n Vax) /|Ve (x) | (5.79)
3 j 3
jevy
k
k — k
w =  gixy) /lvexl
3 3 j

La eleccidn (5.79) para la direccién de entrada en 1la
regién factible puede justificarse intuitivamente, ya que el
vector "5”" representa una direccién de avance obtenida como
combinacién lineal de los opuestos de los gradientes normalizados
de las restricciones violadas (y por tanto de las direcciones en
que las restricciones tienden a verificarse mds rdpidamente, en
primera aproximacién), donde los coeficientes de 1la combinacién
son proporcionales al cociente del incumplimiento de 1la
restriccién y el médulo de su gradiente (ponderandose

favorablemente 1las restricciones mds incumplidas y aquellas cuyo

ritmo de disminucién es menor).

—K
La eleccién del vector "v " en la forma (5.79) puede

justificarse también planteando que las aproximaciones lineales a
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'las restricciones violadas se verifiquen estrictamente, esto es:

kK K — k _k
g(x+v) ~ g(x)+ Vg(x)v =0 ;iev
i i i Kk
con: (5.80)
_k —t k _ .k
v = - v Va(x) /71Ve (x) |
j j J
jev
k

siendo por tanto los coeficientes "u " la solucién del sistema
J

lineal de ecuaciones:

K
M u = g (x) iie vijey
i3 3 i k g
(5.81)
donde: - _ -t _ —  _k
M =Vax) Vax)/|Vg(x) |
ij i 3 b

Y la eleccién (5.79) corresponde a una aproximacién a 1la
solucién del sistema anterior, obtenida asumiendo gque los
términos de la diagonal principal son preponderantes sobre 1los

restantes términos de la matriz de coeficientes.

Ademds, los coeficientes "u " adoptados en (5.79) serlan la
J
solucién del sistema (5.8l) en el caso de que los gradientes de

las restricciones violadas fuesen ortogonales entre si.

—K
Finalmente, los componentes del vector de avance "r " se
. —K
obtienen ponderando 1los componentes del vector "v " por un
conjunto de coeficientes que indique la importancia relativa que
se concede a la modificacién de una variable de disefio frente a

las deméas. En este estudio se han utilizado como tales



coeficientes los propios limites méviles (5.67), si bien podria
haberse definido otro conjunto de pardmetros de funcionamiento
del algoritmo para este fin, o adoptar coeficientes unitarios si

—-K
se desea respetar la elecciédn del vector "v ",

V.6.3.3 Obtencidén del factor de avance

Para que una aproximacién a la solucién del problema (5.66)

de la forma:

x (8) =x +0s (5.82)

verifique las restricciones laterales y se encuentre dentro del
marco impuesto por 1los 1limites mdviles (5.67) en torno a la

aproximacién "x ", es preciso que el factor de avance "O"

verifique la condiciédn:

min max
donde:
(5.83)
o = max ( ' , ©? )
min min win
e = min ( 6 , ©* )
max max max

con:
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a - x
e! = max i i
min k k
s >0 s
i i
k k
6 - x
o2 = max i i
min k k
s <0 ]
i i
(5.84)
k k
a - x
e? = min i i
max k k
s <0 s
i i
k k
6 - x
e? = min i i
max k k
s >0 s
i i

—K —K
siendo "a " y "6 " los definidos en (5.78).

Sean las aproximaciones cuadrdticas a la funcién objetivo y
s 4 _'c s s _’c
a las restricciones en el punto "x " y segin la direccién "s *

las funciones de variable real:

k _k k
d(B) = f(x)+0© D f(x)+ 3 ©* D* f(x)
) s?
(5.85)
k _k k
X(® = g(x)+© D g(x)+ % e p*g (x)
J J 8 J s’ j
;J=1,___ ,m

En funcién del factor de avance "O" diremos que la

aproximacién cuadrdtica " X(©)" a la restriccién "i" es:
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NO VIOLADA si  X() < 0

]
g
CUASI NO VIOLADA si 0< X (8 < €
3 3
g (5.86)
DEBILMENTE VIOLADA si € < x(© =< 7
J ] J

FUERTEMENTE VIOLADA si X (&) > n

de forma andloga a la clasificacién (5.74)

Denominaremos "Vn(e)" al conjunto de restricciones cuyas
aproximaciones sean cuasi no violadas, débilmente violadas o

fuertemente violadas. para el factor de avance "8".

La aproximacién a la solucién (5.82) para el factor de

avance "@" se dira

FACTIBLE, si todas las aproximaciones cuadrAticas a las

restricciones son no violadas.

- ADMISIBLE, si todas las aproximaciones cuadrdticas a las

restricciones son no violadas o cuasi no violadas.

- DEBILMENTE NO FACTIBLE, si todas las aproximaciones
cuadrdticas a las restricciones son no violadas, cuasi no

violadas o débilmente violadas.

- FUERTEMENTE NO FACTIBLE, si hay alguna aproximacién a la

restriccién fuertemente violada.

Definimos la funcidén "incumplimiento" de las aproximaciones

cuadrdticas a las restricciones en la forma:
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E (0) = Z (X (8 )2 (5.87)
j
jevy (o)
k

Notese que el sumatorio se extiende a todas las aproximaciones a
las restricciones que estén violadas en cualquier grado, y por

tanto a las cuasi no violadas, débilmente violadas y fuertemente

violadas.

K

En estos términos, adoptaremos el factor de avance " ", en
la iteracién actual mediante una de 1las tres estrategias
siguientes, dependiendo de la clasificacién de 1la aproximacidn

—K
actual "x " a la solucién:
Estrategia 1.

—K
Si el punto "x " es factible o admisible, adoptaremos como
K
factor de avance el valor "8 " tal que:
k
© minimiza: & ()

verificando:
(5.88)

min max

X (6) es FACTIBLE o ADMISIBLE

Estrategia 2.

—K
Si el punto "x " es débilmente no factible, adoptaremos
K .
como factor de avance el valor "@ " que soluciona el problema
(5.88). En su defecto, si el problema (5.88) no tiene solucién,

K
adoptaremos el valor "© " tal que:
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k
6 minimiza: E(©)

verificando:
(5.89)

min max

X (6) es DEBILMENTE NO FACTIBLE

Estrategia 3.

Si el punto ";K“ es fuertemente no factible, adoptaremos
como factor de avance el valor "e”" que soluciona el problema
(5.88). En su defecto, si el problema (5.88) no tiene solucién,
adoptaremos como factor de avance el valor "BK" qgue soluciona el
problema (5.89). En su defecto, si el problema (5.89) no tiene
solucién, adoptaremos como factor de avance el valor "eK" tal
que:

k
© nminimiza: BE(©)

verificando:
(5.90)

min max

La solucién de los problemas (5.88), (5.89) y (5.90) puede
abordarse mediante diversos métodos de diferente grado de

complejidad.

El método conceptualmente mas sencillo consiste en realizar
una inspeccién simple en el intervalo definido por la condicidn

(5.83), para los valores del factor de avance:
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i min I
con: n =(0 -6 ) /Ae
I max min
{5.91)
x k
Ae < min { € / s )
k i i
s #0

1

de forma que el error cometido en las variables de disefio sea
inferior a las tolerancias (5.68). El algoritmo de busqueda
discreta anterior puede admitir diversos refinamientos con
objeto de reducir el numero de operaciones necesarias. En
cualquier caso, las funciones (5.85) que es preciso evaluar en la
resolucioén de los problemas (5.88), (5.89) y (5.90) son
cuadrdticas y de una sola variable. En general, el coste
operativo de su resolucién es muy inferior al implicado en otras
fases de la resolucién del problema de optimizacién estructural,
tales como la obtencién de la direccién de avance, el calculo

estructural o la realizacién del andlisis de sensibilidad.

V.6.3.4 Actualizacién de la aproximacién a la solucién

Una vez evaluadas la direccidn y el factor de avance se
obtiene el valor de la nueva aproximacién a la solucién mediante

la aplicacién directa de la ecuacién (5.72)

Si el algoritmo no ha convergido en alguna de las fases del
proceso, aplicaremos un criterio de convergencia sobre las

variables de disefio, deteniendo la ejecucién cuando se verifique:
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| x - x | < € ;i=l, _ ,n (5.92)

0 el nimero de iteraciones exceda un limite prefijado.

El algoritmo puede detenerse en una condicién del tipo

(5.92) por tres motivos fundamentalmente:

- la aproximacioén final estd razonablemente cerca de un minimo
local estricto del problema (5.66), dentro de los margenes
definidos por los parAdmetros de funcionamiento del algoritmo
(5.67), (5.68), (5.69) y (5.70). En este caso la

aproximacién final obtenida ha de ser FACTIBLE O ADMISIBILE.

- la aproximacién final no es factible ni admisible pero el
problema (5.66) tiene solucién, En este caso debe
reinicializarse el proceso de optimizacién con diferentes
pardmetros de funcionamiento del algoritmo o con otra

aproximacién inicial.

- la aproximacién final no es factible ni admisible. El
problema (5.66) carece de solucién (fundamentalmente porgue
la regién factible es vacla, debido a la imposicién

incorrecta de las restricciones)
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V.6.4 Sistemas Expertos e Inteligencia Artificial

Consideramos pertenecientes a este nivel todas aquellas
metodologlas que permiten introducir en el proceso de decisién
aspectos relacionados con el aprendizaje. La toma de decisiones
puede realizarse de forma mAs eficaz si el sistema es capaz de
sintetizar a 1lo largo del proceso reglas de caradcter heurlstico,
y aplicarlas posteriormente en conjuncién con las técnicas
anteriormente descritas, actualizdndolas o rechazandolas en
funcién de su operatividad. A pesar de que no existen en la
actualidad realizaciones de este nivel con aplicacién general al
problema del disefio 6ptimo, consideramos que las perspectivas de
desarrollo en este dmbito son inmejorables de cara a un futuro
muy préximo, habida cuenta de los recientes avances en el diseifio
y construccién de nuevas generaciones de ordenadores y sistemas
operativos en la linea de los sistemas expertos y la inteligencia

artificial.
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V.7 MODULO DE POSTPROCESO

Las funciones del médulo de postproceso han sido descritas
con anterioridad. Baste afadir por consiguiente que su
concepcidn es badsicamente la de un sistema de Disefio Asistido por
Ordenador, si bien es importante observar que su desarrollo,
principalmente mediante técnicas graAficas, permitird mejorar
sustancialmente la interaccién con el usuario en la definicién de
objetivos, la realizacién y modificacién de la parametrizacién, y

la toma de decisiones.

Para la realizacién de este estudio, el autor ha
desarrollado integramente un postprocesador para la
interpretacién "a posteriori® de los resultados de los programas
de optimizacién, dado gque 1la concepcién del sistema de disefio
Optimo desarrollado es tal gue permite la toma de decisiones de
forma enteramente automdtica, sin asistencia del disefiador una

vez se inicia el proceso.

El postprocesador desarrollado es convencional para
problemas bi y tridimensionales en cadlculo estructural por el
Método de Elementos Finitos, y estd adaptado fundamentalmente a
los problemas tratados en los ejemplos de aplicacidn que se
presentan en el Capitulo VII. Con &1 se han generado
automdticamente la mayor parte de las figuras que se presentan en

la descripcién de los ejemplos.
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V.8 MODULO DE CONTROL

Como ya se ha expuesto, el médulo de control debe regular
el flujo temporal de informacién entre los distintos médulos del
sistema de disefio, permitiendo en su caso la interaccién con el

ususario del mismo.

Su andlisis detallado excede las pretensiones de este
estudio puesto que engloba primordialmente aspectos informdticos
tales como el almacenamiento eficiente de 1la informacién del
sistema, 1la transmisién de la misma a los diversos mdédulos, la
estructuracién del sistema desde un punto de vista de

programacién, etc.

En el Capitulo VI se describira el sistema DAO?
desarrollado como ejemplo de aplicacién de 1la metodologla
presentada en este estudio, y en ¢él puede hallarse una
descripcién de las funciones del modulo de control y la forma en

que el usuario del sistema puede adaptarlo a sus requerimientos.
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