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3. T-indistingibilitats i S-mètriques via Teorema de Representació.

All animals are equal

but some animals are more

equal than others.

George Orwell. Animal Farm.

3.1. Introducció.

Cada conjunt difús h d'un conjunt donat X genera una T-indistingibilitat Eh

en X d'una manera natural que s'explicitarà en la següent secció.

D'altra banda, es pot provar que l'ínfim de T-indistinguibilitats és una T-

indistingibilitat.

Combinant aquests dos fets, en [Valverde, L. (1985)] es demostra un Teorema

de Representació que expressat d'una manera informal diu que una relació difusa

en un conjunt X és una T-indistingiblitat si, i només si, existeix una família de

conjunts difusos (/i¿)¿g/ de X tais que

~ ¿e/ hi

Aquest Teorema dóna un mètode alternatiu a la clausura Max-T per a generar

T- indsitingibilitats.

En particular és especialment útil en el reconeixement de formes: Si inter-

pretem un conjunt difús com els graus d'adequació dels elements a un determinat

patró, el Teorema permet calcular una T- indistingibilitat a partir d'una família

de conjunts difusos que medeixen els graus d'adequació a una família de patrons.

D'altra banda, al ser un Teorema de Representació, qualsevol T-indistingibi-

litat pot ser generada per una família de conjunts difusos i si aquesta família
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és "petita" serà més econòmic guardar la família que no la T-indistingibilitat.

Això porta a un problema de gran importància pràctica, com s'ha vist, i teòrica,

perquè la seva solució porta a una millor comprensió de l'estructura de les T-

indistingibilitats:

Donada una T-indistingibilitat E, trobar una família minimal de gene-

radors de T. Una tal família es dirà una base de E i el cardinal d'una base la

dimensió de E.

Un conjunt difús h es dirà un generador de E si forma part d'alguna família

generadora de E. El problema de trobar la base i la dimensió d'una T-indistigin-

bilitat E porta a estudiar l'estructura del conjunt de generadors HE de E. En

aquest sentit, [Jacas, J. (1988)] ha demostrat que HE és un reticle i el conjunt de

tancats d'una topologia difusa explotant el fet que el producte Max-T de E per

conjunts difusos és un operador de clausura.

Donat que tota t-norma és suma ordinal de la t-norma Min i t-normes arqui-

medianes, té sentit restringir l'estudi de T-indistingibilitats a aquests casos.

Si X és finit i T = Min (i.e., E és una similitud), [Jacas, J. (1990)] ha

desenvolupat algorismes fàcilment implementables per trobar una base, i con-

seqüentment la dimensió de E.

En la secció 3.3. una interpretació geomètrica de HE i el fet que els morfismes

preserven dimensions i bases permetrà determinar una base i la dimensió de E, si

T és una t-norma arquimediana.

La base quan T = TC i T = TY-r està formada per generadors maximals

(secció 3.3.) triats entre les solucions d'uns sistemes d'inequacions lineals especial-

ment senzills.
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D'altra banda és interessant trobar condicions que permetin determinar la

dimensió d'una T-indistingibilitat sense haver de trobar-ne explícitament una base.

En aquest sentit, si T és arquimediana [Jacas, J. (1988)] ha caracteritzat

les T-indistingibilitats unidimensionals pel fet que determinen una relació B de

Betweenness total en X. Si X és finit, de cardinal n, aquesta condició és

equivalent a dir que el cardinal de B és

A la secció 3.4. es provarà que en el cas en què T sigui arquimediana, una

T-indistingibilitat E determina una relació de Betweenness B en X. Si X

és finit, el cardinal d'aquesta relació està íntimament lligada a la dimensió de E.

D'una forma imprecisa, com més gran és la dimensió de E, més petit és el cardinal

de B. La formalització d'aquesta idea en el cas bidimensional porta a buscar

una cota (inferior) del cardinal de les relacions de betweenness determinades per

T-indistingibilitats de dimensió 2. La resolució d'aquest problema ha resultat es-

pecialment fructífera, perquè la determinació d'aquesta cota ha resultat equivalent

a la resolució d'un problema obert de tipus combinatori formulat per [Turan, P.

(1954)]. D'aquesta manera, al problema de Turan, que en principi és un pro-

blema relatiu a hipergrafs, se li dóna una interpretació geomètrica que obre nous

camins per a la seva resolució.

A la secció 3.5. l'equivalència entre el problema de Turan i el de trobar una

cota per a les T-indistingibilitats bidimensionals es demostra a través de formula-

cions equivalents d'aquest últim.

La dualitat entre S-mètriques i T-indistingibilitats fa que, mutatis mutandi,

tot el dit en aquesta secció valgui també per S-mètriques. En particular es té un

Teorema de Representació per S-mètriques similar a de T-indistingibilitats

(secció 3.3) i té sentit parlar de la dimensió i de la base d'una S-mètrica. En
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I
el cas arquimedià també determinen una relació de Betweenness en X que está

• relacionada amb la seva dimensió.

M Si m, E són una S-mètrica i una T-indistingibilitat duals, aleshores tenen la

mateixa dimensió i coneguda una base d'una d'elles es pot trobar una base de

I .,
l'altra (secció 3.3.).

tt La secció 3.6. conté aplicacions i conseqüències de les anteriors:

» - Es demostra una generalització del Teorema de Representació per mètriques

™ "clàssiques" (i.e. valorades a R+).

I .- Es dóna una cota en el cas arquimedià, assolible sempre, per a la dimensió

^ de S-mètriques, T-indistingibilitats (i mètriques clàssiques).

- Es determinen les dimensions de la mètrica derivada de la norma 1 a R2

| i de la mètrica derivada de la norma oo i de l'euclídea a Rn.

I - Es dóna un nou mètode per calcular la clausura Max-T (T arquimedi-

ana) d'una relació reflexiva i simètrica que a l'hora en troba una base i la seva

dimensió.

- Per acabar es dóna una condició necessària i suficient perquè l'equació

X2 = A (A T-indistingibilitat) tingui solució no trivial.

3.2. El Teorema de Representació.

En aquesta secció s'enunciaran els Teoremes de Representació de T- indistin-

gibilitats i S-mètriques de Valverde. Es recordarà la definició de generador, base i

dimensió d'una T-indistingibilitat i d'una S-mètrica.

i

En [Jacas, J. (1987)], Jacas va introduir la noció de T-indistingibilitats iso-
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I
morfes, que es generalitzarà al capítol 5, i va demostrar que isomorfismes de T-

• indistingibilitats conserven la dimensió i transformen bases en bases. Aquests re-

sultats permetran reduir l'estudi de T-indistingibilitats, T-arquimediana, als casos

• T = TC i T = TTT i es reprodueixen en aquesta memòria per fer-la autocontin-

• guda.

D'altra banda, es provarà que si E, m són una T-indistingibilitat i una S-

• mètrica duals respecte (T, 5, v3), aleshores h és un generador de E, si, i només si,

• tf o h és un generador de m. En conseqüència E i m tenen la mateixa dimensió i

(hi)iç_j és una base de E si, i només si, (y o /i¿)¿g/ és una base de m.

™ Lemma 3.2.1. Sigui h un conjunt difús en un conjunt X. Sigui T una t-norma.

• La relació Eh en X definida per la següent fórmula és una T-indistingibilitat

• Vx,y<EX Eh(x,y) = f(Max(h(x),h(y))\Um(h(x),h(y)ïï.

Lemma 3.2.2. Sigui (.E¿)¿6/ una família de T- indistingibilitats en un conjunt X.

I Aleshores la relació

Va

|
es una T-indistingibilitat.

Combinant aquests dos lemes, [Valverde, L. (1985)] va demostrar el següent

I teorema:

• Teorema de Representació de T-indistingiblitats (Valverde) 3.2.3. Sigui E una

relació difusa en un conjunt X i T una t-norma.

I E és una T-indistingibilitat si, i només si, existeix una família (/z¿)¿e/ de

• conjunts difusos de X tal que

T7I T f TTI

I

I

I

¿e/ '
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Exemples 3.2.4.

3.2.4.1. Si T = Min, aleshores la similitud generada per h és

s.
E(x, y) = <

1̂  1, altrament

3.2.4.2. Si T — TTT, aleshores la relació probabilística generada per h és

( „ ,. / h(x) h(y)\TV/f ._ / v / V - 7 / 1Ivlin i T~: r* , ~r~; r 1

1, si h(x) = h(y] = 0

3.2.4.3. Si T = fl¿, aleshores la semblança (likeness) generada per h és

E(x,y} = l-\h(x}-h(y}\.

Definició 3.2.5. Donada una T-indistingibilitat E en X, una família com la del

Teorema 3.2.3. es dirà una família generadora o un sistema de generadors

Definició 3.2.6. Un conjunt difús h de X es dirà un generador de E si, i només

si, forma part d'alguna família generadora de E o HE denotarà el conjunt de

generadors de E.

Es clar, de la definició, que h 6 HE si, i només si, Eh > E.

Definició 3.2.7. Donada una T-indistingibilitat E en X, l'ínfim dels cardinals dels

índexs de les famílies generadores de E es dirà la dimensió de E. Una família

generadora de E amb el conjunt d'índexs d'aquest cardinal es dirà una base de

E.
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Donada una família generadora d'una T-indistingiblitat E, no sempre és pos-

sible trobar-ne una subfamilia que sigui base de E. Per tant, trobar la dimensió i

una base de E és un problema no trivial.

Dualment, es té el següent Teorema per a S-mètriques:

Teorema de Representació de S-mètriques (Valverde) 3.2.8. Sigui m una relació

difusa en un conjunt X i S una t-conorma:

m és una S-mètrica en X si, i només si, existeix una família (/í¿)¿e/ de conjunts

difusos de X tal que

Max(/¿¿(z),
¿e/

Exemples 3.2.9.

3.2.9.1. Si S = Max, aleshores la ultramètrica generada per h és

( Max(h(x), %)), si h(x] ¿ h(y)
m(x, y ) — <

{ O, altrament

3.2.9.2. Si 5 = T£, aleshores la mètrica generada per h és

m(z,y) = \h(x) - h ( y ) \ .

Dimensió, sistema de generadors, generador i base es defineixen per

S-mètriques de forma anàloga a 3.2.5-3.2.7.

Hm denotarà el conjunt de generadors de la S-mètrica m i és clar que si

rrih és la S-mètrica generada per /í, aleshores h € Hm si, i només si, rrih < m.

Els següents resultats permeten introduir la noció d'isomorfisme entre indis-

tingibilitats i proven la bondat d'aquesta noció respecte al Teorema de Repre-

sentació. Una exposició més detallada es pot trobar en [Jacas, J. (1987)].
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Lema 3.2.10. (Jacas). Si / és un isomorfisme entre les t-normes T i T", aleshores

si E es una T-indistingibilitat en X , aleshores f o E és una T'-indistingiblitat en

X. E i f o E es dirán indistingibilitats isomorfes.

Proposició 3.2.11. (Jacas) Amb les notacions del Lema anterior, si (/ii)¿e/ es una

familia generadora de E, aleshores (/ o /i¿)¿6/ es una familia generadora de f o E.

Corol.lari 3.2.12. (Jacas) Isomorfismes entre t-normes preserven dimensions

d'indistingibilitats i envien bases a bases.

Donat que totes les t-normes arquimedianes són isomorfes a Trr o a T£,

el corol.lari permet reduir el problema de trobar la dimensió i una base de T-

indistingibilitats, T arquimediana, ais casos T = T¿ i T = Trr.

Noti's que també es pot definir la noció de mètriques isomorfes i demostrar

resultats anàlegs a 3. 2. 10. -3.2. 12.

D'altra banda la següent proposició demostra que si és resol el problema de

trobar la dimensió i la base per T-indistingibilitats, aleshores també estarà resolt

per S-mètriques i viceversa.

Proposició 3.2.13. Sigui (T, 5, y?) una terna de De Morgan i E, m una T-indistin-

gibilitat i una S-mètrica respectivament en X duals (i.e., m = (f o E), h és un

generador de E si, i només si, y? o h és un generador de m.

Demostració. Si E(x,y] = Inf t€/ f (Max(/i¿(x), hi(y}} \ Min(hi(x), /¿¿
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aleshores

iei
<pf (Max(hi(x),

iei

iei

¿e/

Corol.lari 3.2.15. Amb les notacions de la proposició anterior, dim E = dim m i

(hi)içi és una base de E si, i només si (<¿>/i¿)¿6/ és una base de m.

3.3. Determinació d'una base.

Una base d'una T-indistingibilitat E està formada per elements de HE, el

conjunt de generadors de E.

La búsqueda de bases de E porta per tant a estudiar l'estructura de HE-

En aquest sentit, [Jacas, J. (1987), (1988)] ha demostrat d'una banda que

HE és un subreticle de [0,1]*, i d'altra banda que HE és el conjunt de tancats

d'una topologia difusa en X.

Paradoxalment, ambdues estructures són massa riques i no permeten trobar

un subconjunt de generadors distingits amb els quals formar una base de E.

En aquesta secció es definirà un preordre en HE- Els elements maximals

de l'ordre parcial induit per aquest preordre jugaran un paper important.

HE s'identificarà de forma natural amb un subconjunt de [O, l]card x i en el

cas T = TC i T = TTT i si card X és finit, HE és un políedre especialment senzill

de [O, l]card x i podrem trobar una base formada per elements de les seves arestes,
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que són maximals. D'aquesta manera s'haurà resolt el problema de trobar una

base, i conseqüentment la dimensió, d'una T-indistingibilitat en els casos T = TC

i T = TTT. Pel dit a la secció anterior (corol·lari 3.2.12.) es té el problema

resolt per t-normes arquimedianes. També es té el problema resolt per

S-mètriques, S arquimedianes, pel Corol.lari 3.2.15.

Definició 3.3.1. Sigui E una T-indistingibilitat en un conjunt X i HE el seu con-

junt de generadors. En HE es defineix la següent relació:

h < h' si, i només si Eh > Eh1

on Eh denota la T-indistingibilitat generada per h.

Lema 3.2.2. < és una relació de preordre en HE-

Demostració. Trivial. •

Com és usual, definim una relació d'equivalència ~ en HE per obtenir un

ordre parcial:

h ~ h' si, i només si, Eh = Eh1

Definició 3.3.3. El conjunt quocient HE/ ~ es denotarà Hg i es dirà el projecti-

vitzat de HE- Un element h de HE es dirà maximal si, i només si, la seva classe

h és maximal en HV
E.

El nom de HE prové de la següent proposició:

Proposició 3.3.4. Si T = TY-r i E és una relació probabilística en un conjunt X

de cardinal diferent de 2, aleshores donats /í, h' € HE es té h ~ h1 si, i només si,

3a (E R* tal que h' = ah.
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I
I Demostració. Es conseqüència de 3.2.4.2. •

I
De forma anàloga

I
Proposició 3.3.5. Si T = T¿ i E és una semblança en un conjunt X de cardinal

diferent de 2, aleshores donats /i, h' e HE es té h ~ /i' si, i només si, 3a G R tal

que h = h + a.

Demostració. Es conseqüència de 3.2.4.3. •

Proposició 3.3.6. Si T = Min i E és una similitud en un conjunt X de cardinal

diferent de 2. Sigui h £ HE un generador que assoleix un màxim i.e., BXAÍ £ X

tal que /Ï(XA/) > K^) ^x ^ -^- Sigui F C A" el conjunt d'elements x de X tais

que /¿(x) = /I(XM)- Sigui 5 = sup^g^^y {/i(x)}. Sigui h' 6 //£• Es té h' ~ /i si, i

només si, Vx G JT — F h(x) — h'(x) i

h'(Y) = {t} on 5 < t < 1.

Demostració. Es conseqüència de 3.2.4.1. •

f

I Els següents resultats donen un paper rellevant als elements maximals.

| Lemma 3.3.7. Sigui M el conjunt d'elements maximals de la T- indistingibilitat

_ E. Aleshores E = Inf/tçM Eh-

_ Demostració. Trivial. •

Proposició 3.3.8. Sigui (/¿¿)¿g/ una família generadora de la T-indistingibilitat E.

• Aleshores existeix una família generadora (/í¿)¿e/ formada per elements maximals

• amb el mateix conjunt d'índexs.

I

I

I
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I
I Demostració. Cada /i¿ està contingut en algun maximal h\. •

Corol.lari 3.3.9. Donada una T-indistingibilitat E, sempre és possible trobar una

• base de E formada per elements maximals.

| A partir d'ara i fins al final de la secció, suposarem que X és un conjunt finit

m i els seus elements estan ordenats (i.e., X = {ai,a?,...,«„}).

En aquest cas, cada conjunt difús h de X es pot identificar amb el punt

I

I Sigui E una T-indistingibilitat en X i HE el conjunt de generadors de E.

Aleshores h 6 HE si, i només si, Eh > E. D'una forma més explícita h € HE si, i

| només si, Vi, j = 1,... , n

g f(Max(h(ai),h(aj)) \Mmh(ai),h(aj))) > E ( a i , a j ) (1)

• (1) és un sistema d'inequacions i HE és precisament la solució de (1) més

I 0 < X i < l Vi = l , 2 , . . . , n .

| Per tant es té la següent caracterització geomètrica de HE-

J Teorema 3.3.10. Sigui E una T-indistingibilitat en X. El conjunt HE de genera-

_ dors de E és la solució del següents sistema d'inequacions:

( nr(\l\^-v(T • T • \ I A/Tirt(v • T • \\ ~> J^lín • n -\ 1 <^ t <^ i <C TÍI J. l J.VXClA.l X j , X j J j lvj.lj.il i// j , o/ j I f — JL1/1 U'l , tt j J -L _^ t \ J _^ I Li \ . / / i \ j \ j f<2\
• \0 < x¿ < 1 i = l ,2 , . . . , n .

• Si T = T/;, (1) té una expressió molt senzilla:

• \-\h(ai')-h(aj)\>E(ai,aj)

I

I

I
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1
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1

1

1

1

\ *~

O

\h(ai')-h(aj)\<l^E(ai,aj} (3)

Aquesta inequació es pot desglossar en dues de lineals:

J,)-^)!!-^)
Si T = TTT, aleshores (1) s'escriu

•»*• / '<<\di ) ll\Uj) \ tnl\
Mini , l -> & ( a i , d j ) ( ó )

\n(dj) fi(di) J

Aquesta inequació es pot desglossar en dues de lineals i homogènies:

kM>E(a,,a,)h(a,)

h(ai)>E(a,,a,)h(ai)

Per tant hem demostrat els següents dos Teoremes, casos particulars de 3.3.10:

Teorema 3.3.11. Si E és una semblança (T = Tr_) en X, aleshores el conjunt HF.

de generadors de E és el poliedre de [0, 1]" determinat pel següent sistema lineal

d'inequacions:

Xi - x j < 1 - E(a.i,a,j) (4)

0<Xi<l i, j = 1 ,2 , . . . , n (5)

Teorema 3.3.12. Si E és una relació probabilística (T — Trr) en X, aleshores ellr
conjunt HE de generadors de E és el poliedre de [0, 1]" determinat pel següent

sistema lineal homogeni d'inequacions

xi-E(ai,aj)xj>0 (4')

0 < x , < l i,j = l , 2 , . . . , n (5')

La disposició dels elements d'una base d'una semblança o d'una relació prob-

abilística és relativament estricta tal com es mostra en la següent proposició:
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Proposició 3.3.13. Els elements d'una base d'una semblança o d'una relació proba-

bilística E són a les (hiper) cares de HE determinades per (4) i (4') respectivament.

Demostració. Sigui H = {hi, h2, . . . , h k] una base de E si, per exemple hi no

estigués a cap cara, es tindria

Ehl(ai,a,j) > E(ai,a,j) 1 < i < j < n.

Per tant H — {hi} també generarà E. Contradicció. •

Si H = {hi, h-i, . . . , hk} és una base d'una semblança o d'una relació prob-

abilística E, i per exemple hi és a, diguem, t cares, aleshores el conjunt H1 =

{/¿j, /i2, . . . , hk} obtingut canviant hi per un conjunt difús que estigui en una

aresta continguda en aquestes t cares també és una base de E. Repetint aquest

procés per cada hi G H podrem trobar una base amb tots els generadors en les

arestes de HE' Per tant s'ha provat el següent Teorema:

Teorema 3.3.14. Sigui E una semblança o una relació probabilística. Sempre és

possible, trobar una base de E amb tots els seus elements en les arestes de Hg.

Noti's que els elements de les arestes són maximals.

És clar que els elements d'una base com la del Teorema anterior pertanyen a

arestes diferents i com que el nombre d'arestes és finit es té un procés finitari per

trobar una base de E:

Mètode para trobar una base 3.3.15.: Es determina un generador a cada aresta de

HE- Sigui A el conjunt d'aquests generadors. S'agafen d'un en un i es mira si

generen E. Si algun genera E1, és una base i la dimensió de E1 és 1. En cas contrari
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es repeteix el procés agafant els generadors de dos en dos, de tres en tres, etc. fins

a trobar un subconjunt de A que generi E. Aquest subconjunt és una base de E i

el seu cardinal la dimensió de E.

Per tant queda resolt el problema de determinar una base i la dimensió d'una

T-indistingibilitat en el cas finit i T = TC ó T = TTT i, per 3.2.12, per qualsevol

T arquimediana. Per 3.2.15. queda també resolt el problema per S-mètriques, S

arquimediana.

Noti's que el Mètode 3.3.15. seria més eficaç si es tingués una estimació a

priori de la dimensió de E. La següent secció i part de la 3.6. es dedicaran a

aquesta qüestió.

Exemple 3.3.16. El conjunt de generadors de la relació probabilística E en X =

{ai,02,03} determinada per la matriu

1 0.23 0.37
0.23 1 0.26
0.37 0.26 1v

és la part de la piràmide de vèrtex l'origen de coordenades i les arestes de la qual

passen pels punts A, B, C, D, E, F continguda en [O, I]3.

A = (0.37,0.26,1)

S = (1,0.23,0.86)

C = (1,0.23,0.37)

D = (0.72,1,0.26)

E = (0.23,1,0.26)

F = (0.23,1,0.61)

Una base de E està formada pels conjunts difusos

B = (1,0.23,0.86) i F = (0.23,1,0.61)
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y

X

E és, per tant, bidimensional.

Exemple 3.3.17. El conjunt de generadors de la semblança (likeness) E en X =

{aj,(12,03} determinada per la matriu

1 0.32 0.42'
0.32 1 0.36
0.42 0.36 1

és la part del prisma d'arestes paral·leles a la recta I = y = z i que passen pels

punts A, B, C, D, E, F continguda en [O, I]3.
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A = (0.68,0,0.64)

B = (0.68,0,0.1)

C = (0.58,0.64,0)

D = (0,0.68,0.04)

£ = (0,0.68,0.58)

F =(0.06,0,0.64)

Una base de E està formada pels conjunts difusos

A = (0.68,0,0.64) i B = (0.68, 0,0.1)

E és, per tant, bidimensional.

~7\
Z_

7 / jf S >'
/. j.S '

/ w
À

f

i' iï

y^n) jfár U y

x 66



I
I

3.4. Relacions de Betweenness. T-indistingibilitats i S-mètriques bidimensionals

I Tota T-indistingibilitat té associada de forma natural una T-indistingibilitat

I separadora i es provarà que tenen la mateixa dimensió.

• D'altra banda, si T és una t-norma arquimediana, tota T-indistingibilitat

separadora E en un conjunt X determina una relació de Betweenness en X que

• està íntimament lligada a la seva dimensió.

• [Jacas, J. (1988)] ha demostrat una T-indistingibilitat separadora unidimen-

• sional si, i només si, la relació de Betweeenness que determina és total.

m El mateix val per S-mètriques i si E, m són una T-indistingibilitat i una S-

mètrica duals, aleshores determinen la mateixa relació de Betweenness.

En aquesta secció s'estudiarà les relacions de Betweenness generades per T-

• indsitingiblitats i S-mètriques bidimensionals. Determinar una cota al cardinal

d'aquestes relacions quan X és finit portarà a un problema geomètric equivalent

| al problema de Turan.

g|

Definició 3.4.1. Una T-indistingibilitat E en un conjunt X és separadora si, i

només si, E(x, y) ̂  1, si x ^ y.

• Donada una T-indistingibilitat E en Jf , la relació ~ en X definida per x ~ y

_ si, i només si, E(x,y) — 1 és d'equivalència i la relació E definida en X = X/ ~

per E(~x, y) = £^(x,y) és una T-indistingibilitat separadora.

• Lema 3.4.2. Si h és un generador de la T-indistingibilitat E en X i E(x, y) = 1,

• aleshores h(x] = h(y).
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Demostració. Eh(x, y) = T(Max(/i(z), h(y}} \ Min(/i(x),/i(y))) = 1.

Per tant M.ax(h(x), /i(y)) < Min(/i(x), /i(y)) i conseqüentment h(x) = h(y).

Proposició 3.4.3. Amb les notacions anteriors, dim E=dim E.

Demostració. (/i¿)¿g/ és una família generadora de E si, i només si la família

(hi)iç-l és una família generadora de E on /i¿(x) = /i t(x).

X [0,1]

Corol.lari 3.4.4. Amb les notacions anteriors, (/i¿)¿e/ és una base de E si, i només

si (/¿¿),-g/ és una base de E.

I
I
I
I
I
I
I
I

Per tant podem superar sense pèrdua de generalitat que E és separadora en

l'estudi de la dimensió de T-indistingibilitats.
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Definició 3.4.5. Una S-mètrica m en un conjunt X és separadora si, i només si,

I m(x, y) / O, si x ¿ y.

í
La Proposició 3.4.3. i el Corol·lari 3.4.4. són vàlids també per a S- mètriques.

I
Definició 3.4.6. (Menger) [Menger, K. (1928), Trillas, E., Alsina, C. (1978)]. Sigui

• ' X un conjunt. Una relació ternaria BcXxXxXés una relació de Between-

• ness en X si, i només si les ternes (x, y, z) de B verifiquen:

• 3.4.6. 1) x ¿ y / z T¿ x.

_ 3.4.6. 2) ( z , y, x) e B.

i 3.4.6. 3) (y, z, x) $ B, (z, x, y) ¿B.

3.4.6. 4) si, a més (x, z, í) 6 B, aleshores (x, y, í) E B i (y, z, í) £ B.

f
Exemple 3.4.7. L'exemple clàssic és el següent: Si (X,m) és un espai mètric

• aleshores la relació (x, y, z) 6 B si, i només si, m(x, y) + m(y, z) = m(x, z) és una

£ relació de Betweenness en X.

• Definició 3.4.8. Si 5 és una relació de Betweenness en X i (x, y, 2) £ B, aleshores

es diu que y és entre x i z. Si donats tres elements de X sempre n'hi ha un entre

• els altres dos, aleshores es diu que la relació de Betweenness és total.

Lema 3.4.9. Si X és finit de cardinal n i B és una relació de Betweenness en X,

aleshores B és total si, i només si, el cardinal de B és 2(").

I

I
• Demostració. Es conseqüència immediata de la definició
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Anem a veure que, en el cas arquimedià, les T-indistingibilitats i S métriques

separadores determinen relacions de Betweenness. Abans necessitem els següents

lemes:

Lema 3.4.10. Siguin E una T-indistingibilitat i E' una T'- indistingibilitat en X

isomorfes. Aleshores, donats x, y, z G X

T(E(x, y), E(y, z)) = E(x, z) si, i només si T' (E1 (x, y), E' (y, z)) = E' (x, z}.

Demostració. Sigui / un isomorfisme entre T i T' (i.e. f o T — T' (f x /))

T(E(x,y),E(y,2)) = E(x,z) <* f o T(£(z,y),E(y,2)) = f E ( x , z ) &

T'(fE(x, y), f E ( y , z)) = fE(x, z) & T'(E'(x, y), E' (y, z)) = E' ( x , z). •

Lema 3.4.11. Siguin m una S-mètrica i m' una S'-mètrica en X isomorfes.

Aleshores, donats x, y, z (E X

5(m(x, y), m(y, z)) = m(x, z) si, i només si, Sl(m(x,y),m'(y,z}} = m(x,z}

Demostració. Anàloga a l'anterior. •

Teorema 3.4.12. Sigui T una t-norma arquimediana i E una T- indistingiblitat

separadora en un conjunt X tal que E(x, y) ̂  0 Vx, y G X .

La relació ternaria B en X definida per

(x, y, z) € B si, i només si T(E(x, y), E(y, z)) = E(x, z)ix ^ y / z ^ x

és una relació de Betweenness en X.

Demostració.
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3.4.6.1. Trivial.

3.4.6.2. Es conseqüència de la commutativitat de T i de la simetria de E.

3.4.6.3. Anem a veure, per exemple, que si (x, y, z) G B, aleshores (y, z, x) ^

(De forma anàloga es veuria (z, x, y) ^ B):

Hem de provar que T(E(y, z), E(z, x)) < E(y, x).

Suposem T(E(y,z),E(z,x)) = E(y,x).

Aleshores T(T(E(y, z), E(z,x)),£(y, z)) = E(x,z) i per tant

S.

T(T(.E(y, z),.E(y, z)), .E(x, z)) = E(x,z) per l'associativitat i commuta-

tivitat de T, i per la simetria de E.

Però el fet que E(x, z) ^ 0 porta a contradicció, perquè l'última igualtat

1

1

I

|
•

I

1

1

t•

1

1

1

1

implica T(E(y,z),E(y,z)) = 1 i per tant £(y,z) = 1. Però E és separadora.

3.4.6.4. Anem a veure que si (x, y, z) G B i (x, z, t) G B aleshores (y, z, t) G

(De forma anàloga es veuria (x, y, t) G B):

E(x, t) = T(E(x, z), E(z, í)) = T (T(E(x, y), E(y, z)), E(z, t}}

= T(E(x,y),T(E(y,z),E(z,W

i donat que T(E(y, z), E(z, í)) < E(y, t) la monotonia de T assegura

E(x, t) > T(E(x, y), E(y, t ) ) > T(E(x, y), T(E(y, z), E(z, í))) = E(x,

i per tant

T(E(x, y), E(y, t)) = T(E(x, y), T(E(y, z), £(z, í)))

i com que E(x, y) ̂  0, 1, S(y, í) = T(E(y, z), £(z, <))•

Per S-mètriques es té un Teorema similar:

5

0 _

•

Teorema 3.4.13. Sigui S una t-conorma arquimediana i m una S-mètrica sepa-

radora en un conjunt X tal que m(x, y) ^ 1 Vx, y G X.
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La relació ternaria B en X definida per

I
(x, y, z) C B si, i només si S(m(x, y), m(y, z)) = m(x, z}\x ^ y ^ z ^ x

I
és una relació de Betweenness en X.

I Demostració. Anàloga a l'anterior. •

I
Proposició 3.4.14. Sigui (T, 5, <¿>) una terna de De Morgan T, 5 arquimedianes i

• É, m una T-indistingibilitat i una S-mètrica en X respectivament duals. Aleshores

_ les relacions de Betweenness definida per E i per 777 coincideixen.

— Demostració.

f <

m <£> S(m(x,y),m(y,z)) = m(x,z).

•

I
— D'altra banda és conseqüència immediata dels Lemes 3.4.10 i 3.4.11 que indis-

• tingibilitats i mètriques isomorfes determinen la mateixa relació de Betweenness.

• La condició E(x, y) ̂  O (m(x, y) ̂  1) és necessària, perquè si es té x ^ y ̂

^ • . z T¿ x i E(x,y) — E(x,z) = O (m(x,y) = l,?7ï(x,z) = 1), aleshores (x, y, 2) € B i

• (x, z, y) € -B i no es cumpleix 3.4.6.3. Si només hi ha una parella (x, y) d'elements

• de X tais- que J5(x,y) = O (m(x, y) = 1), aleshores el Teorema continua essent

..cert.

En [Jacas, J. (1988)] es caracteritzen les T-indistingibilitats i S-mètriques

• separadores unidimensionals:

I

I

I
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Teorema 3.4.15. f Jacas). Sieui T una t-norma arquimediana. Sigui

indistingibilitat separadora en X tal que E(x,y) / 0 Vx,y £ X. E es

sional si, i només si, la relació de Betweenness que determina en X es

E una T-

unidimen-

total.

Teorema 3.4.16. (Jacas). Sigui 5 una t-conorma arquimediana. Sigui m una S-

mètrica separadora en X tal que m(x, y) ̂  1 Vx, y 6 X . m és unidimensional si, i

només si, la relació de Betweenness que determina en X es total.

A partir d'ara, fins al final de la secció estudiarem les relacions de Betweenness

determinades per T-indistingibilitats i S-mètriques bidimensionals recolzant-nos en

els Teoremes anteriors. Pels lemes 3.4.10 i 3.4.11 ens podem restringir a estudiar

els casos T = T¿ i TTT i 51 = Se i SYr i per la proposició 3.4.14 a estudiar

T-indistingibilitats o S-mètriques.

Per qüestions tècniques estudiarem Simètriques i Trr-indistingibilitats (rela-

cions probabilístiques):

SV.-mètriques.

A partir d'aquí i fins al final d'aquesta secció X serà un conjunt finit X =

{ai , 0,2, . • • , an] de cardinal n, i m una Simètrica separadora en X bidimensional

i tal que m(x, y) ̂  1 Vx, y 6 X.

Sigui {/¿i, h2} una base de m.

La 5,c-mètrica m¿ generada per /i¿, i = 1,2 ve donada per

m¿(x,y) = \hi(x) - /i¿(y)|

i m(x,y) = sup m¿(x,y) = Max(|/i!(.r) - fti(y)|, \h-¿(x} - h 2 ( y ) \ ) .
¿=1,2

73



I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Sigui B la relació de' Betweenness determinada per m en X. Siguin X i , X j ,

tres elements diferents de X. Aleshores ( x i , X j , xk) G -B si, i només si, m(x¿, x^)

m(xi,Xj) + m(xj,xk).

Aquesta igualtat es compleix si i només si es cumpleix

x^x^), m(xj,xk) = (1)

(2)

La següent representació geomètrica permetrà trobar una cota inferior al car-

dinal de la relació de Betweenness B determinada per m en X (veure figura).
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Considerem una recta r en el pla. Aquesta recta determina dos semiplans tan-

J cats Tri, 7T2. Siguin ¿i, ¿2 dues rectes situades en KI i 7T2 respectivament, paral·leles

_ à r i a igual distància de r. En aquestes rectes Í1? t<¿ hi marquem sengles còpies

™ de l'interval [0,1]. A l'interval de t\ hi marquem els punts /¿i(x¿) i = 1, 2, . . . , n i

I a l'interval de ¿2 hi marquem els punts h2(xi] i = 1, 2, . . . , n. Tracem les rectes /,

que uneixen els punts hi(xi), h2(xi), i = 1,2, . . . ,n. Suposem que les rectes /¿ es

jg" tallen dos a dos. Siguin PÍJ = liC\lj,i,j = 1, 2, . . . , n, i < _;' els punts d'intersecció

» de les rectes /¿. Aleshores el cumpleix (1) si, i només si, P i j , P j k , P i j són punts de

7T2 i es cumpleix (2) si, i només si, P¿j, Pjk,Pij són punts de ·nl.

J| Les rectes /,• i = 1,2, . . . , n determinen (^) triangles i acabem de veure que

. el cardinal de la relació B és igual al número d'aquests triangles no tallats per r

multiplicat per 2 (Aquest factor per 3.4.6.2.: (x, y, z) € B sii (x, y, z) G B)). Si

• algunes de les rectes /¿ són paral·leles entre sí, una petita modificació dels punts

/ii(x¿), h-¿(xi} i = 1, 2, . . . , n donarà lloc a dos generadors d'una nova S^-mètrica

| m' que determinarà una relació de Betweenness continguda en B. Per tant trobar

una cota inferior a les relacions de Betweenness determinades per L-mètriques

bidimensionals és equivalent a la resolució del següent problema:

Problema 3.4.17. Sigui L = {/ i , /25 • • • 5 ¿n} un conjunt de n rectes del pla no

paral·leles dos a dos i tais que tres rectes no passen per un mateix punt. Qualsevol

recta r del pla deixa un cert nombre k^ dels (") triangles determinats per les

rectes L{ sense tallar. Trobar una cota inferior a k .



I
I En la següent secció es provarà que aquest problema és equivalent a evaluar

el nombre de Turan T(n,5,3) (Definició 3.5.1.). Usant aquest resultat es té el

següent

Trr-indistingibilitats (i.e. Relacions probabilístiques):

«

_ Teorema 3.4.18. Sigui m una S^-mètrica bidimensional en un conjunt X finit de

• cardinal n i tal que m(x,y) ^ I Vx,y 6 X. Sigui B la relació de Betweenness

• determinada en X per m. Aleshores

• cardinal B > 2T(n, 5, 3).

• (El factor 2 per 3.4.6.2.: (x, y, z) <E B sii (z, y, x) Ç B).

I

I En la secció 3.6 es demostrarà que el Teorema de Representació també es

• pot aplicar a espais mètrics "clàssics" (i.e. la mètrica valorada en R+ de forma

_ habitual). Té sentit per tant parlar de la dimensió d'una mètrica "clàssica" que

• d'altra banda determina una relació de Betweenness en X i en el cas bidimensional
^^_ t

• val tot el dit en aquesta secció per Simètriques. Es sabut que si E és una Relació

probabilística en un conjunt X, aleshores m = — InE és una pseudodistància

I "clàssica" en X, que és una distància si, i només si, E és separadora.

I Proposició 3.4.19. Sigui E una relació probabilística separadora en un conjunt X

tm tal que E(x, y) ^ O Vx, y. Sigui Bm la relació de Betweenness determinada en

X per E. Sigui Bn la relació de Betweenness determinada en X per la mètrica

• m = —InE. Aleshores BE = Bm.

• Demostració, (x, y, z) (E BE si, i només si, E(x, z) = E(x, y) • E(y, z) si, i només

I

I

I
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si, — ln£J(x, z] = — ln(E(x, y) • E(y, z)) si, i només si, m(x, z) = m(x, y) + m(y, z)

si, i només si, (x, y, z) 6 #m. •

Una construcció geomètrica similar a l'anterior, marcant a les rectes < i , ¿2

sengles còpies de R+ i marcant a la còpia de t\ els punts — In h\(x^ i = 1 ,2, . . . , n,

i els punts — In /i2(zj) ¿ = 1 ,2 , . . . , n a la còpia de ¿2 porta a un Teorema anàleg

• al Teorema 3.4.18 per relacions probabilístiques:

• Teorema 3.4.19. Sigui E una relació probabilística separadora bidimensional en

un conjunt X finit de cardinal n i tal que E(x, y) ̂  O Vx, y G X. Sigui S la relació

I de Betweenness determinada en Jf per £7. Aleshores

| cardinal B > 2T(n,5,3).

J Els lemes 3.4.10 i 3.4.11, la proposició 3.4.14 i els Teoremes 3.4.18 i 3.4.19

M permeten enunciar sels següents Teoremes:

Teorema 3.4.20. Sigui T una t-norma arquimediana i E una T- indistingibilitat

H separadora en un conjunt X finit de cardinal n tal que E(x,y) ^ O Vx,y € X.

I Sigui B là relació de Betweenness determinada en X per E. Aleshores
"

m cardinal B > 2T(n,5,3).

Teorema 3.4.21. Sigui S una t-conorma arquimediana i m una S-mètrica sepa-

1 . . .
" radora en un conjunt X finit de cardinal n tal que m(x,y) ^ 1 Vx,y G -X\ Sigui

• B la relació de Betweenness determinada en X per m. Aleshores

. cardinal B > 2T(n, 5,3).

I

I

I

I
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3.5. Caracterització geomètrica del nombre de Turan T(n, 5,3V

En el context de la Teoria d'hipergrafs es defineixen els nombres de Turan de

la següent manera:

r\
Definició 3.5.1. T(n,kJ] és el nombre mínim de subconjunts de / elements d'un

conjunt A de n elements amb la condició que qualsevol subconjunt de k elements

de A contingui algun d'aquests subconjunts.

El cas 1 = 2 correspon a la teoria de grafs i té la importància històrica de ser

el primer problema extremal que es va proposar en teoria de grafs.

En aquest cas el propi Turan va determinat el valor de T(n, k, 2) [Turan, P.

(1941), Berge, C. (1958)]. Si / > 2 se sap molt poc de T(n, k, 1). [Erdòs, P. (1981),

Chvátal, V. (1971)].

En aquesta secció veurem que la determinació de T(?ï,5,3) és equivalent a

la resolució del Problema 3.4.17. Així quedaran demostrats els Teoremes 3.4.18.-

3.4.21.

D'altra banda, el propi Turan va conjecturar que si n és parell, aleshores

T(n, 5, 3) = 2( f ) . [Turan, P. (1954)]. (1)

Els resultats d'aquesta secció corroboren aquesta conjectura i permeten con-

jecturar que si n és senar, aleshores

/n-l \ /n+1\

T(n ,5 ,3 )=( l ) + ( 1 1(2)\ ó y \ ó /

Els nombres de (1) i (2) els denotarem T*(?ï,5,3).

La solució al problema 3.4.17 es dóna en forma de Teorema:

\
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Notis que n'hi ha prou amb demostrar el Teorema quan r no és paral·lela a

cap li.

I
I

Teorema 3.5.2. Sigui L = {/i, ¿2, • • • , ¿n} un conjunt de n rectes en el pla no

f paral·leles dos a dos i tais que tres rectes no passen per un mateix punt. li, / 2 , . . . , ln

_ determinen (™) triangles. Qualsevol recta r del pla deixa un cert nombre k^

d'aquests triangles sense tallar. Es té:

I
• a) tf >T(n,5,3).

• b) Per cada n E N es pot trobar un conjunt L de n rectes del pla i una recta r

del pla pels quals val la igualtat en a).

Per demostrar el Teorema 3.5.2. n'anirem donant formulacions equivalents:

I

I
En aquest cas, si orientem la recta r, donada una recta li E L podem con-

I siderar (per exemple) l'angle o;¿ determinat per r i /¿ contant a partir de r en el

•j sentit contrari al de les agulles del rellotge.

Com que /,-, I j no són paral·leles, si i ^ j, es té a, ^ a j , si i ^ j.

Per cada li Ç. L sigui P¿ = li fi r. Si numerem les rectes /¿ de tal forma que

• entre P, i P¿+i i' = 1,2,. . . , n — I no hi hagi cap P j j = 1, 2 , . . . , n, es té que per

i < j < k /,-, /j, I k determinen un triangle no tallat per r si, i només si,

•
Q;¿ < ex. j < a f¡ o Oíi > a j > ot^.

I
(veure figura)

I

I

I

I

I

I
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«. /«s . . .

Per tant el Teorema 3.5.2. és equivalent al

Teorema 3.5.3. Sigui Pn = (01,02, . . . , a n ) una permutació de {1,2,... , n}. Di-

rem que cf¿, Oj, ük formen un triangle si, i només si,

o¿ < dj < Ofc i i < j < k

> dj > dk i i < j < k
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El nombre k de triangles que es poden formar a Pn satisfà:

a) kPn >T(n,5,3)

b) Per cada n 6 N es pot trobar una permutació Pn per la qual en a) val la

igualtat.

/

Es fàcil trobar una permutació que satisfà kpn = T*(n, 5,3):

Per exemple,

i n és parell Pn = (f, f - 1, . . . , 1, n, n - 1, . . . , f + l)

P — í""1 n~3 1 77 r> -! I »+M
• " n — ̂  2 ' 2 ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 2 /

SI

si n es senar

Donat un conjunt parcialment ordenat (.X", <), es pot definir la dimensió de

la relació d'ordre i la relació de Betweenness que determina < en X la següent

manera [Fraïssé, R. (1986)]:

Qualsevol relació d'ordre parcial < definida en un conjunt X es pot representar

com intersecció de relacions d'ordres totals en X. El mínim nombre d'aquestes

relacions necessàries per a generar < es diu la seva dimensió.

D'altra banda, si < és un ordre parcial en X, es diu que y Ç. X és entre x i z

si, i només six<y<zóz<y<x. El conjunt B< de totes les ternes (x, y, 2)

amb y entre x i z és la relació de Betweenness determinada per < en X.

Noti's que les relacions de Betweenness determinades per ordres parcials i les

relacions de Betweenness definides en 3.4.6. no satisfan els mateixos axiomes (i.e.

són conceptes diferents).

Retornant al Teorema 3.5.3, una permutació Pn = (01,02, . . . ,an) de X =

{1,2,... , n} defineix en X una relació d'ordre parcial <pn :
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Definició 3.5.4. a¿ <pn a j si, i només si, i < j i a¿ < a j.

\
Aquesta relació d'ordre és reversible en el sentit de [Dushnik, B., Miller,

| E.W. (1941)]: l'ordenació dual <P. està definida per

• " a¿ <p* a j si, i només si, i < j i a¿ > a j.

• És interessant notar que en [Dushnik, B., Miller, E.W. (1941)] es demostra

que una ordenació és reversible si, i només si, la seva dimensió és menor o igual

I que 2.

• Si B< representa la relació de Betweenness determinada per < en X, el Teo-

rema 3.5.3 es pot formular de la següent manera:

I
Teorema 3.5.5. Per cada permutació Pn = (01,03, . . . , a^) de {1,2,... ,n} es té

a) cardinal B<Pn + cardinal B<p. > T(n,5,3).

g b) Per cada n e N es pot trobar una permutació Pn per la qual valgui el signe

• igual en a).

El Teorema 3.5.5. relaciona els conceptes de dimensió d'una T-indistingibilitat

| o S-mètrica i la relació de Betweenness que determinen amb la dimensió d'una

• relació d'ordre i la relació de Betweenness que determina.

Si s'escriu la permutació Pn = (a\, « 2 , . . . , an) de la forma més explícita Pn =

| - ((1, ai), (2, 02), • • • i (rc, «n)) és té representada Pn com un conjunt de punts del pla

m amb abcisses i ordenades diferents dos a dos.

Per tant el Teorema 3.5.3. és equivalent a:

|
Teorema 3.5.6. Siguin PI = (x^ya), P2 = (z2,y2), • • • , Pn = (o;n,yn), n punts

del pla amb a;¿ ^ Xj, y¿ ^ y j si i ^ j. Direm que PiPjPk formen triangle si, i



només si, i < j< k i els vectors P¿Pj, PjPfc tenen el pendent del mateix signe.

(En aquest cas P¿P¿ també té el pendent del mateix signe). Sigui kPl'p2''"'Pn el

nombre de triangles formats per P\, P%,..., Pn. Es té:

a) jfe*.ft,...,P« >T(n,5,3).

b) Per cada n (E N podem trobar n punts que satisfan les hipòtesis del Teorema

i pels quals es té la igualtat en a).

Es fàcil trobar n punts pels quals kPí'Pí'->Pn = T(n,5,3).

Per exemple, si n — 8 una possible disposició és la de la figura:

7

6

5

4

3

2

2 3 4 5 6 7
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D'altra banda és clar que el Teorema 3.5.3. és equivalent al següent:

Teorema 3.5.7. Sigui Gn un graf complet de n vèrtexs. Numerem els vèrtexs de

Gn de 1 fins a n i pintem algunes arestes de Gn d'un color i les altres d'un altre

color amb la condició que si i < j< k i ¿j, jk són arestes del mateix color,

aleshores ik també és d'aquest color.

Donada una d'aquestes possibles coloracions A de Gn, sigui k£ el nombre de

triangles monocromàtics de Gn.

Aleshores es té:

a) k* > T(n,5,3).

b) Per cada n € N existeix una coloració A de Gn per la qual val el signe igual

a a).

Un exemple de coloració per la qual val k£ = T*(n,5,3) és el següent:

Agafem els grafs complets de vèrtexs 1,2, • • • , f i y + 1 , . . . , n si n parell

(1,2, . . . , ÍLj^· i ^2^,. . . , n si n senar) i pintem totes les seves arestes del mateix

color. Les arestes que uneixen els vèrtexs d'aquests semigrafs les pintem amb

l'altre color.

Per exemple, n=8 (veure figura de la pàgina següent)

Aquesta construcció és interessant perquè coincideix amb la solució del prob-

lema de Turan pel nombre T(n,3,2) [Turan, P. (1941)].

La demostració d'aquests Teoremes és conseqüència del següent fet:

Donats quatre nombres en un cert ordre, és possible que no n'hi hagi tres

en ordre creixent ni tres en ordre decreixent. (Per exemple (2,1,4,3)). En canvi,

donats cinc nombres en un cert ordre, sempre hi ha com a mínim una terna de

nombres en ordre creixent o decreixent.

84



8

7

6 2

4

3.6. Aplicacions i conseqüències.

En aquesta secció es donaran diverses aplicacions dels resultats anteriors:

a) Es demostrarà un Teorema de Representació anàleg al 3.2.8. per espais

mètrics "clàssics". En particular es tindrà una interpretació geomètrica

de la dimensió d'un espai mètric que justificarà aquest terme.
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b) Es donarà una fita a la dimensió de S-mètriques i T-indistingibilitats (en el

cas arquimedià) i mètriques clàssiques assolible sempre.

c) Es determinarà les dimensions de les mètriques derivades de la norma 1

a R2 i de la norma oo i de la euclídea a Rn .

d) Una aplicació important es la generació d'un nou mètode per calcular la

clausura Max-T de relacions reflexives i simètriques i la clausura Min-S

de relacions de dissimilitud (en el cas arquimedià). Aquest mètode calcula

una base (i la dimensió) de la clausura.

e) Es donarà una condició necessària i suficient perquè l'equació X2 = A tingui

solucions no trivials (en el cas arquimedià).

a) Espais mètrics "clàssics".

Lema 3.6.1. Sigui X un conjunt i h : X —> R+ una funció. m(z, y) = \h(x) — h(y}\

és una pseudodistància en A* que és una distància si, i només si, h és injectiva.

Demostració. Trivial. •

Lema 3.6.2. Si {m¿},-g/ és una família de pseudodistàncies en A", aleshores m =

supm¿ és una pseudodistància en X.
íei

Demostració.

(i) m(x,x] = O Vz e X. Trivial.

(ü) m(x,y) = m(y,x) Va;, y G X. Trivial,

(iii) m(x, y) < m(y, z) + m(z,y) Vx, y, z 6 X:

m(x,z) + m(z,y) - supm¿(y, z) + supmj(z,y} >
¿e/ ¿e/

> m,-(x, z) + m{(z, y) > m¿(a;, y)
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i això val Vi e /. Per tant

I
m(x, 2) + m(z, y) > supm¿(x, y) = m(x, y).

M ¿g/

I Teorema 3.6.3. de Representació d'espais mètrics, m : X x X —> R és una pseu-

I dodistànciaen X si, i només si, existeix una família de funcions {/i¿}ie/ hi : X —» R

tal que m(x,y) = sup \hj(x] — /i,(y)|.

I
• Demostració. 4=) Lemes 3.6.1 i 3.6.2. •

=>•) Donat 2 e A", sigui /iz = m(-,z) i considerem la família [hz}z^x- Anem

• a veure que m(x, y) = sup \hz(x) — hz(y}\:

• ra(x, y) + ™(y, 2) > m(x, 2) ̂ > m(x, y) > m(x, 2) - ?n(y, 2)

• m(x,y) + m(x,z) > m(y,2) =» m(x,y) > m(y,z) - m(x,z)

=> m(o;, y) > |m(a;, 2) — ?n(y, 2)! = |/iz(x) — /;

=» m(x,y) > sup |/i2(.r) - /i2(y)|.

PeròI

• m(x, y) = |m(x, y) - m(y, y)| = |/i9(x) - hy(y)\.

• Aquest Teorema és del tot anàleg a 3.2.8. i per tant té sentit parlar de la

dimensió i de la base d'una distància.

D'altra banda el Teorema es pot reinterpretar de la següent manera:

Teorema 3.6.4. Tot espai mètric ( X , m) és isometric a un subconjunt Y C RX

amb la mètrica del suprem.
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Demostració. Amb les notacions de la demostració de 3.6.3, sigui Y la imatge de

X per la següent aplicació:

li amb R¿ = R Vi G X.
¿ex

X -» (m(x,

Pel Teorema anterior és clar que (X, m) i (Y, s) on s és la distància del

suprem a Rx restringida a Y són espais isometrics. •

Si m és una pseudodistància en X, definint en X la relació x ~ y si, i només

si, m(x, y) = O es té un conjunt quocient X/ ~ amb una distància induida m. En
<

aquest cas (Y, s) és isometric amb (X/ ~,m).

Exemple 3.6.5. Sigui X = {a, 6, c} i m la mètrica donada per les següents figura

i matriu:

a

a b c

a O 6 5

6 0 3

\5 3 O/

Y = {(0,6,5), (6, 0,3), (5, 3,0)} = {^(a}^(b}^(c)} C R3.

Anem a donar una interpretació geomètrica a la dimensió d'una pseudodis-

tància:

Sigui (X, m) un espai mètric i {/i¿}¿g/ una base de X.

Sigui Y' la imatge de X per la següent aplicació:

7 : X -* K' C R7

x -f (/i¿(x))¿e/
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I
I Aleshores (JT, m) és isometric a (Y1, s), s la distància del suprem a R^ re-

J stringida a Y'.

• Per tant la dimensió de m queda caracteritzada com el mínim dels

cardinals dels conjunts I amb (X, m) isometric amb un cert subconjunt

I Y' C R1 amb la mètrica del suprem.

• Noti's que en particular m és unidimensional si, i només si, X és isometric amb

y C R (R amb la distància habitual) i això dóna un Teorema de Caracterització

• anàleg al de Jacas per S-mètriques:

• Teorema 3.6.6 de Caracterització d'espais mètrics unidimensionals. Una distàn-

cia m en un conjunt X és unidimensional si, i només si, la relació de Betweenness

| que determina m en X és total.

• Exemple 3.6.7. Seguint amb l'exemple 3.6.5, ra és bidimensional, perquè (X, m)

és isometric a (per exemple)

Y' = {(0,0), (6,2), (3,5)} C R2

• amb la distància del suprem i m no és unidimensional perqué la relació de Be-

• tweenness B que determina en X no és total (De fet 5 = 0).

H b) Fitament de la dimensió.

B . En la demostració dels Teoremes de Representació de S-mètriques, T-indis-

tingibilitats i distàncies clàssiques es fa palès que les columnes {E(-,z)}zçx d'una

| T-indistingibilitat E en X o les columnes {m(-, z}}z^x d'una S-mètrica o distància

« clàssica són una família de generadors de E ó m respectivament. Per tant el cardi-

nal de X és una fita a la dimensió de S-mètriques, T-indistingibilitats i distàncies

• clàssiques en X.

I

I

I
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Aquesta fita es, però, molt grollera i en aquest apartat en trobarem una

g assolida per cada cardinal en el cas arquimedià o en distàncies clàssiques i X finit.

• Cal recordar que a [Jacas, J. (1990)] es donen fites per similituds i ultramètri-

ques en el cas finit.

I• Estudiarem el cas de ^-mètriques. Els mateixos raonaments són vàlids i

• porten als mateixos resultats per distàncies clàssiques i la següent Proposició 3.6.8.

també els fa vàlids per relacions probabilístiques. Per tant, si trobem una fita

I assolible per S^-mètriques, aleshores aquesta també serà una fita assolible per

_ qualsevol S-mètrica, T- indistingibilitat (cas arquimedià) i distancia clàssica.

Proposició 3.6.8. Sigui E una relació probabilística en un conjunt X. m = — In E

• és sabut que és una pseudodistància en X. Aleshores dim E = dim m.

| Demostració. {/í¿}¿g/ és una base de E si, i només si, {—In/¿¿}¿g/ és una base de

I

I E(x, y) = Inf EÍ(X, y) on EÍ és la relació probabilística generada per h¿
ÍEI

|
m(z, y) = - In E(x, y) = - In Inf EÍ(X, y) =

¿e/

m:

= — Inf lnEi(x, y) = Sup(— m .£?,•(x, y))
• ¿e/ i6/

i — ln.Ei(x, y) és la pseudodistància generada per — In /i¿. •

I A partir d'ara i fins al final d'aquest apartat b), X = {cj, a 2 , . . . , an} serà un

•j conjunt finit de cardinal n i m una S^-mètrica en X.

Sigui {hi}içi una base de m amb tots els /i¿ en les arestes del conjunt Hm de

| generadors de m contingut en [0,1]".

• Hm té 2(2) arestes paral·leles a la recta x\ = x-¿ = ... — xn.

I

I

I
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Les cares de Hm les aparellem de la següent manera: la cara Xi—Xj = m(a¿, a j]

• amb la x j — Xi = m(a¿,a¿).

• Lema 3.6.9. Un conjunt de cares de Hm es tallen en una recta si, i només si, les

^ seves aparellades es tallen en una recta.

M Demostració. Trivial. •

• n — 1 cares de Hm de diferents parelles determinen una recta. Les arestes

de Hm paral·leles a la recta x\ = x-i = ... = xn estan contingudes en algunes

• d'aquestes rectes.

• De fet les cares de Hm determinen

k < 2(n_i) rectes i es pot provar que les arestes de Hm paral·leles a Xi = x-¿ =

• ... = xn són a < ( "~i )• Les igualtats valen si, i només si, cap cara és combinació

lineal a coeficients racionals (o enters) de les cares fora de la seva parella.

Lema 3.6.10. Donades n — 1 parelles de cares de Hm, sempre és possible trobar

™ n — 1 cares que determinin una aresta de Hm.

Sigui hi un element de la base de m. hi és en una aresta i per tant és en

• la intersecció de com a minimi n — l cares. Si hi és la intersecció de (") cares,

aleshores {hi} és una base de 777 i m és unidimensional.

En cas contrari triem n — l parelles de cares d'entre les que no contenen hi.

| (Si això no fos possible, voldria dir que només hi hauria t < n — 1 parelles de

« cares que no contindrien /ij. En aquest cas i d'aquestes cares més n — l —t altres

qualsevols contindrien una aresta de Hm i triant h^ d'aquesta aresta es tindria una

• base de m).

I

I

I
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D'entre aquestes cares en triem n — 1 que determinin una aresta de Hm i

I escollim h-2 d'aquesta aresta.

I Repetint aquest procés conseguirem una base de m i com que en cada pas,

í")com a mínim es satisfan n — 1 equacions, al cap de ̂ y = y passos haurem trobat

• . una base de m.

I Tenint en compte que si no hi ha cap cara combinació lineal a coeficients

racionals de les cares fora de la seva parella a cada pas se satisfan exactament

n — 1 equacions és té el següent Teorema:

Teorema 3.6.10. Sigui m una 5^-mètrica en un conjunt X finit de cardinal n. Si

[ ] representa la part entera es té•j

• a) dim m <

b) Per cada n € N es pot trobar una Simètrica per la qual valgui el signe igual

• en a).

| Demostració, a) Ja s'ha demostrat.

• b) Noti's que si els vectors m(a.i, a¡} a¿,aj 6 X són Q-linealment independients

es té assegurada la igualtat en a).

• Sigui m una S^-mètrica en X. Si m(a¿,aj) a¿,a¿ 6 Q no són Q-linealment

_ independents, poden trobar Q) nombres reals {dij} i, j = 1,2, . . . , n i < j Q-

~ linealment independents amb dij tan pròxim a m(a z ,a j ) com vulguem V¿, j.

I
Donat que Se és contínua, la desigualtat triangular es continuarà mantenint

| per la S^-mètrica definida per m1 (ai, a j) = d i j . •

V Pel dit al començament d'aquest apartat b) es té:

QO

I

I

I
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. Teorema 3.6.11. Sigui E una T-indistingibilitat, T arquimediana, en un conjunt

I X finit de cardinal n. Aleshores

_ a) dim E < [s±i]

• b) Per cada n € N es pot trobar una T-indistingibilitat per la qual valgui la

• igualtat en a).

• Teorema 3.6.12. Sigui m una S-mètrica, S arquimediana, ó una distancia clàssica

en un conjunt X finit de cardinal n. Aleshores

I a) dim m < [^

b) Per cada n € N es pot trobar una S-mètrica i una distància per la qual valgui

• la igualtat en a).

™ A efectes pràctics convé que la dimensió sigui un nombre baix i en aquest sentit

•j els Teoremes anteriors donen resultats desagradables. En l'apartat d) veurem,

però, que en molts casos pràctics s'obtenen T-indistingibilitats i S- mètriques de

| dimensió baixa.

• D'altra banda, en un context i amb mètodes diferents, [Wolfe, D. (1967)] va

demostrar que la dimensió d'una distància en un conjunt X finit de cardinal n és

• menor o igual que n — 2 (n > 2). Els resultats d'aquest apartat milloren aquesta

_ cota considerablement.

• c) Determinació de la dimensió d'algunes distàncies.

Anem a calcular la dimensió de la distància derivada de la norma 1 a R2 i de

| la derivada de la norma oo i la euclídea a Rn (n > 2).

• Teorema 3.6.13. R" amb la distància del suprem té dimensió n.

• Demostració. Les projeccions formen una base. •

I

I
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Donat que la distància derivada de la norma 1 i la del suprem són isométriques

a R2 es té

Teorema 3.6.14. R2 amb la distància derivada de la norma 1 és de dimensió 2.

El Teorema anàleg a 3.4.21 per distàncies assegura que si X és un subconjunt

de R2 finit de cardinal n, aleshores la relació de Betweenness B determinada per

la distància derivada de la norma 1 en X satisfà

cardinal B > 2T(n,5,3).

Aquest resultat es pot obtenir directament estudiant la relació B: Una terna

(P, Q, Pi) de punts de R2 és de B si, i només si, els vectors PQ i QÁ tenen el

pendent del mateix signe. El Teorema 3.5.6. assegura que card B > 2T(n,5,3).

Per calcular la dimensió de Rn amb la distància euclídea necessitem el següent

Teorema:

Teorema 3.6.15. Donat n G N podem trobar n punts Pi , P? P^ del pla tais

que si aij denota la distància euclídea entre P¿ i P, aleshores els (™) nombres OLÍJ

i, j = 1, 2, . . . , n, i < j són Q-linealment independents.

Demostració. El grau de transcendència de R sobre Q és infinit. Per tant,

donat n È N podem trobar 2n nombres reals X!,x2 , . . . ,xn , y i , y 2 , - - - , y n Q"

algebraicament independents. N'hi ha prou en escollir els n punts P¿ = (x¿,y¿)

i — 1,2, . . . , n.

En efecte:

Considerem l'extensió algebraica Q(XI , xi , . . . , xn, y\ , y-¿ , . . . , yn) de Q.
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Donat que x\, x2, . . . ,xn , j / i ,?/2, • • • , yn són Q algebraicament independents,

aquesta extensió és Q-isomofa al cos de funcions racionals sobre Q en 2n variables,

que denotarem Q(^"i, X2, . . . , Xn, Fa , F2, . . . , Fn). Triem l'isomorfisme que envia

Xi a Xi i yi a Ft i = 1, 2, . . . , n.

Provar que aij 1 < i < j < n són Q-linealment independents és per tant

equivalent a provar que ho són les funcions \/(Xi — X j ) 2 + (Yi — Yj)2:

Sigui * X>oV(*¿ - XjY + (YÍ - Ytf = 0 aij E Q Vi, j.
*'J

Fixem i, j (i < j ) i donem els següents valors a les variables:

w/- - / , ' - , ' v, — V, — n Y- — V — Y • — 1 V- — 9V A , ^ C Z , J -A-k — J- k — u, A, — J, — ^\j — l, * j — ¿i

* queda

2_^ OíikV2+ 2J OíjkV§ + Oiij - 1 = 0.
•w,i *i,i

1, v 2, v 5 són Q-linealment independents i per tant aij = 0. •

Anem a demostrar que dim Rn = oo amb la distància euclídea (n > 2): Per

cada n € N agafem un conjunt Xn de punts com els del Teorema anterior. La

demostració del Teorema 3.6.10 assegura que dim Xn = [IL
2-^]·

Quan n creix indefinidament, la dimensió de Xn també i a fortiori la de R2 que

els conté. Per tant la dimensió de R2 és més gran que qualsevol nombre natural.

Donat que R2 C Rn (n > 2), a fortiori la dimensió de R" és més gran que qualsevol

nombre natural. Per tant:

Teorema 3.6.16. Rn(n > 2) amb la distància euclídea té dimensió infinita.

d) Clausures Max-T i Min-S.
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I
I Anem a donar un mètode per trobar la clausura Max-T d'una relació reflexiva

• i simètrica i la clausura Min-S d'una relació de dissimilitud, en el cas arquimedià,

_ basant-nos en els resultats d'aquest capítol.

Pel vist fins ara ens podem restringir a T = TC i T = TTT . Els dos casos són

• anàlegs i per tant només estudiarem el primer:

I Sigui M una relació difusa reflexiva i simètrica en un conjunt X finit de

cardinal n.

• Anem a trobar H^c el conjunt de generadors de la clausura T^-transitiva de

• M:

_ Recordem que Mc > M i si E és una semblança amb E > M, aleshores

• E>MC.

| El Teorema 3.3.11. caracteritza el conjunt HMC com el políedre de [O, l]n

« determinat pel sistema lineal

( Xi — x j < 1 — Mc(a¿, a j) a,, a j G X

I l O < x ¿ < l ¿J = 1,2, . . . , n

• Però aquest sistema és equivalent a

I

*

x i — x j < 1 — M(a¿, a j] a¿, a j € X

O < Xi < 1 z, j — 1 ,2 , . . . , n

Per tant podem trobar HM^ i a partir d'aquí una base de Mc.

Noti's que les inequacions Xi — Xj < 1 —M(a¿ ,u j ) amb M(a¿,aj) < Mc(a¿,aj)

són supèrflues i per tant els nombres Mc(a¿,cij) que són més grans que M(a¿,o,-)

són Q-combinació lineal dels Mc(a¿,aj) que coincideixen amb el respectiu

M (ai, a j).
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Per tant, com més nombres A/(a t ,a^) hi hagi diferents de Af c(a¿,aj) menys

g arestes tindrà HMC l més petita serà la dimensió de M°. Per tant com més "allun-

_ yada" estigui la relació M de la seva clausura T^-transitiva Mc, més petita serà

• la dimensió de Mc.

e) L'equació X2 = A.

| Sigui A una T-indistingibilitat separadora en un conjunt finit 5 amb A(x, y) /

_ 1 Vx,y (E S, T arquimediana. Sigui B la relació de Betweenness que determina A

• en 5.

• Donada una relació reflexiva i simetria X en S, X2 denotarà el producte

m Max-T X OT X.

El següent Teorema caracteritza les T-indistingibilitats A per les quals X2 =

• A té solució no trivial (i.e. amb X / A).

I Teorema 3.6.17. L'equació X2 = A té solució no trivial si, i només si, 5/0.

• Demostració. =>• Sigui X una solució no trivial de X2 = A. Sigui m el menor

valor de la matriu X que s'ha canviat al calcular X2.

I
Definim la següent relació A' reflexiva i simètrica en 5:

•

\ m, si X(x, y) = m

I Com que X < A1 < A es té X2 = A12 = A2 = A.

• Fixem x, y G S tais que A"(x, y) = m.

I
Sigui a un element de S tal que T(A'(x, a), A'(a, y)) sigui màxim.

A(x,y) = A'2(x,y) = M*xT(A'(x,z'),Al(z,y)) =



Si A'(x, a] — m ó A'(a, y) = m, aleshores T (A1 (x, a), A'(a, y)) seria menor

que m. Però A / 2(x,y) > 777.

Per tant A'(x, a) = .A(x, a) i yl'(a, y) = A(a, y) i A(x, y) = T(A(x, a), A(a, y)).

D'altra banda es té x ^ a, y ^ a, perqué en cas contrari es tindria A'(x, y) =

A(x,y).

Per tant (x, a, y) € B i B ^ 0.

<£=) Sigui (a, 6, c) una terna de B.

Definim la relació difusa A":

y, ^_{A(x,y}-: ^(x·,y}^(a·,c)
\m, si (x ,y) = (a,c)

on m és un nombre que satisfà M < m < A(a, c) on

M = Max {A(x, y) | A(x, y) < A(a, c)}.

Es clar que A és la clausura T-transitiva de X, perquè qualsevol T-indistingi-

bilitat que contingui A' també contindrà A.

D'altra banda

X2(a, c] = MaxT(X(a, 2 ) , X ( x , c)) = T(A(a, 6), A(o, c)) =
¿Ç.X

= A(a, c)

i per tant X2 = A. •

Per tant el Teorema 3.6.17. és un Teorema de caracterització de les T-

indistingibilitats amb B ^ 0.
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