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Capitulo 6

Extraconectividad

6.1 Introducciéh

Sea P una propiedad cualquiera de un (di)grafo G y sea F' C V(G). La P-
conectividad de G, denotada como (G, P) es el minimo |F| tal que G — F estd
desconectado de tal manera que cada componente conexa de G — F tiene la
propiedad P. Segin Harary [43], k(G, P) designa la conectividad condicional de
G con respecto a P. Anilogamente se define la rama-conectividad condicional
de G con respecto a P, A(G,P), es decir, el minimo cardinal de un conjunto
de ramas cuya supresiéon desconecta el grafo en componentes de manera que
todas ellas tienen la propiedad P. La potencial importancia de los diferentes
tipos de conectividad condicional estd unida al concepto de supervivencia de
las componentes cuando la red se interrumpe o falla totalmente, expresado al
especificar las propiedades de las componentes resultantes.

Algunos valores de conectividad condicional han sido estudiados. Ver [43].
Aunque se puede elegir cualquier propiedad P para la P-conectividad, algu-
nas elecciones seran mas utiles que otras. Asi por ejemplo, cuando P es la
propiedad de que cada componente C es no trivial, la conectividad condicional
k(G,|C] > 1), [MG,|C| > 1)] si existe, mide la superconectividad del (di)grafo.
Es decir, bajo este aspecto la superconectividad se presenta como una clase de
conectividad condicional. En la siguiente seccién abordamos una generalizacién
de esta propiedad en el caso de grafos, la propiedad Py, que consiste en que cada
componente de G tenga mas de 7 vértices.

En [24] y [25] fue estudiada la conectividad condicional (G, P,) bajo el nom-
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98 ‘ Extraconectividad

bre de extraconectividad denotada como k., y también se estudié su versién para
ramas \,. Por ejemplo, la conectividad usual y la superconectividad de G corres-
ponden a kg y K respectivamente. Recuérdese que una condicién suficiente para
que un grafo £-geodético tenga méxima conectividad [rama-conectividad] puede
ser formulada en términos de £ y D como sigue. (Ver [23], [54] y [55]).

.

ko=6 siD<20-1,

do=6 siD<20 (61)
Como ya comentamos en el Capitulo 4 se tiene talumbién que
K1>26—2 siD<20-2; 6.2)

A >20-2 siD<20-1.

Todo lo expuesto en los capitulos anteriores sugiere la siguiente extensién
de conjunto no 7-trivial contenida en [25]. Si H es un subgrafo de Gy v €
V(H) denotamos por Ng(v) el conjunto I'(v) \ V(IE{ ) y por N(H) el conjunto
Uvev(my Nu(v), que denominaremos vecindad de H. ;Dado un grafo G = (V, A)
y un entero 7 > 0, decimos que F' C V(G) es no n:trivial si F no contiene un
conjunto N(H) donde H es un subgrafo de G con k vértices, 0 < k < 7 (Pa.ra
n= O cualquier F C V es no n-trivial).

Definicién 6.1.1 Llamamos extraconectividad de un grafo G y la denotamos

como ky al minimo cardinal de un conjunto desconectador no n-trivial. Andlo-
gamente se define A,. '

Si n > 1, decimos que k,, [A,] miden la n—extracgzonectividad de G. Supon-
gamos que un arbol (un grafo conexo sin ciclos) T,,H,E con n+ 1 vértices cada uno
con grado & en G, es un subgrafo de G. Si F = N(T+1), entonces Th+1 es una
componente de G — F. Ademds si G — F es no conexo y las demds componentes
tienen al menos 1 + 1 vértices, entonces es claro que; ky < |F| < (n+1)6 —20.
Nuestro principal propésito es dar condiciones suficientes sobre el didmetro para
que K, [A,] sea 6ptima, esto es, &, > (n+ 1)6 — 21, [)\ > (n+1)6 — 2.

Como ya hemos dicho antes, la extraconectividad fue definida y estudiada
en [24], y también en [25] donde se establecieron condiciones suficientes, relacio-
nando el didmetro de G con su girth, para asegurar: éptimos valores para estas
conectividades condicionales, tras de lo cual formulardn la conjetura de que dichas

condiciones se podian mejorar. Para los grafos en los cuales tal &, [A,] existe, se
,_
I
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encontraron condiciones suficientes sobre el didmetro para obtener 6ptima extra-
conectividad, mds concretamente se demostraron los siguientes resultados. Sea
n > 2 un entero y sea G un grafo ¢-geodético, con grado minimo é§ > 3 y didmetro
D. Entonces

20 —-n—1, npar

Kkp>(n+1)6—2n si DS{%_”_2 n impar

(6.3)
20—, 7 par

> — i <
Ap>2(m+1)6—-2n si D<L { 2% —n—1, nimpar

A partir de estos resultados y basdndonos en los trabajos mencionados, hemos
mejorado y generalizado estos resultados cuando el girth es g > 1+ 5. Concreta-
mente, hemos establecido condiciones suficientes que relacionan el girth g > 2¢+4-1,
el grado minimo 6 y el didmetro D. Este trabajo estd contenido en [10].

6.2 Grafos con extraconectividad 6ptima

Diremos que un grafo G esta n-extraconectado de forma dptima cuando el orden
de los conjuntos desconectadores no 7-triviales sea como minimo ( + 1)6 — 27.
A modo de ejemplo la Figura 6.1 muestra que el grafo de Petersen estd 1-
extraconectado de manera éptima. Nos proponemos establecer condiciones su-
ficientes sobre el didmetro que aseguren que el grafo estd n-extraconectado de
forma 6ptima. Con este fin supondremos de ahora en adelante que 7 es un entero
positivo, 7(n) = (n+ 1)6 — 21, G es un grafo con girth g > 1+ 5, grado minimo
§ >3,y F CV(G), |F| = ky < 7(n), es un conjunto de vértices desconectador
no 7-trivial. Entonces, G — F est4 desconectado de modo que en las componentes
hay mds de n vértices. Obsérvese que la funcién 7(n) da el méximo nimero de
vértices de la vecindad de un arbol con n+ 1 vértices, cada uno de grado 6 en G,
y en consecuencia es una medida del valor 6ptimo de la n-extraconectividad. En
particular, 7(0) es el grado minimo § del grafo. Los dos lemas siguientes nos dan
informacién sobre la estructura de cualquier componente de G —~ F'.

Lema 6.2.1 En cualquier componente de G»— F hay un camino de longitud al
menos n+3. Ademds, cualquier vértice v de G—F estd en un camino de longitud
al menos [17'2*—3-'
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Figura 6.1: Extraconectividad del grafo de Petersen

|

Demostracién: Denotemos por C la componente a la que el vértice v pertenece.
Si C contiene un ciclo, su longitud serfa al menos 7.+ 5 puesto que g > 7 + 5,
por lo que el resultado es claro en este caso. Supongémos que C es un arbol. La
condicién sobre el girth también implica que Ne(u) (\ No(u') = @ para cualquier
_par de vértices u,u’ € V(C) tales que d(u,u’) < n+2, ya que si no se formaria un
ciclo de longitud a lo sumo 7+ 4. De aqui que, como C tiene més de i vértices, C
debe tener didmetro al menos n+3, porque en caso contrario |N(C)| = |F| > 7(n).
Por tanto, cualquier componente contiene un u + %' camino corto de longitud
al menos 1+ 3. Consecuentemente, para cualquier v existe en G — F, o bien un
camino u < v, o bien un camino v « v’ de longitud al menos [Z}3]. O

De hecho, la demostracién anterior muestra que f‘ es un conjunto desconec-
tador no 7/-trivial para ¥ = 9,7+ 1,7 + 2,7 + 3, por lo que se tiene que
Ky < Knt1 < Kgp2 < Kpes < |F|. En particular, l, si F es de minimo orden,
entonces Kk, = |F| y, por tanto, Ky = Kyy1 = Knya = Kpys.

Dada una componente C de G — F la profundidad de C es
:

u(C) = max, d(v, F). .

Consideremos un vértice v € V(C) tal que d(v, F) < u(C) y 6 de sus adyacehtes,
v, ..., Vs, designamos por fi, ..., fs los vértices de F a minima distancia de cada

|
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v;. Bien pudiera ser que todos fuesen iguales tal como se ilustra en la Figura 6.2
sin que se cierre un sélo ciclo. (Por ejemplo, cuando haya 6 — 1 caminos cortos
v; < f; que contengan al vértice v). Sin embargo, si d(v, F') = p(C) los caminos

Figura 6.2: Necesidad de alejamiento maximo

cortos v; «+ f; miden u(C) o u(C) — 1y por tanto, no pueden contener al vértice
v. En este caso, si hubiese dos vértices f; = f; se habria cerrado un ciclo de
longitud a lo sumo 2u(C) + 2. Teniendo presente esta observacién obtenemos el
siguiente resultado.

Lema 6.2.2 La profundidad de cualquier componente C de G — F satisface
u(C) 2 2.

Demostracién: La demostracién es por contradiccién. Supongamos que C es
~una componente de G — F tal que maxyev(c)d(v, F) = 1. Consideremos un
camino en C de longitud , P = wuou;...u,. Para cada vértice v € Np(u;),
0 <i<n,sea f, € F un vértice a minima distancia de v y sea F; C F el
conjunto de tales vértices f,. Nétese que o bien v = f,, o bien d(v, f,) = 1.
Como g > n + 5, se tiene que para cada 1 < i < n—1, |F| > 6§ — 2, que
|Fol 26—1y |F|26—-1,yque FNF;=0sii#j,0<14,j7<n. Por tanto,
[F| > YL |F| = (n+1)6 — 21, lo cual es una contradiccién. 0O

Como consecuencia del lema anterior D > 4. Por tanto, tenemos el siguiente
resultado.

Proposicién 6.2.3 Sea G un grafo con didmetro D, girth g > n+ 5, y grado

minimo &6 > 3. Entonces
20 —-n-—1, g impar
kn>7(n) si DL3L
2 — 1, g par
a

Puesto que £ > 2 ya que g > 5, este resultado es equivalente para n = 0 al
establecido en (6.1). Para n = 1 obtenemos k; > 26 — 2, es decir, G tiene
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superconectividad 6ptima. En este caso se mejora el resultado establecido en
(6.2). Ademés, paran = 2y 1 = 3 las cotas dadas en (6.3) son también mejoradas.

Nuestro principal resultado es el siguiente.

Teorema 6.2.4 Sea G un grafo £-geodético, £ > |_(77 + 3)/2|, con grado minimo
6 > 3, y didmetro D. Entonces

4

2% -5 B<n<6+2)
2% -7 (6+3<n<26+1)
kyp21(n) si DL 20-9 (26-}-§2§n§25+3)

2—n+26—5 (n>26+4)

2W—n+20—4 (n>26+5, n impar)
P

\

Las anteriores cotas superiores sobre el didmetro podrian ser también escritas en
términos del girth g en lugar del pardmetro £. Por ejemplo, puesto que g > 2¢+1,
tenemos que si D < g—n+2(6-3) y n > 26 + 4, (}antonces Kn 2 T(n). Nétese
que el grado minimo § de G aparece explicitamente en las cotas superiores sobre
D. De aqui que, para valores de 7 suficientemente grandes con respecto a 8, las
condiciones suficientes conocidas dadas en (6.3) para que G esté extraconectado
de manera éptima son mejoradas.

Para probar el Teorema 6.2.4 necesitamos los siguientes conceptos y nota-
ciones. Sea T un 4rbol contenido en una componefnte de G — F. Para cada
vértice v de T consideraremos un camino, que llamaremos camino extendido
desde v, T*(v) = vV ...Vs_1Us, donde s > 1, v = v, v; &€ V(T), y tal que
d(w;, F) > d(vi_y,F), 1 < i < s, y d(h,F) < d(vs, F) para cada h # v5_1
adyacente a v; (si tal camino no existe, sea s = 0'y consideramos el camino
trivial T*(v) = v). Ademsés, definimos N (v) como iel conjunto de vértices ad-
yacentes a v; que son diferentes de v,_; (si s = 0, entonces Np(v) = Np(v)) y
sea N*(T) = Uyev(r) Nr(v), conjunto que denominéremos vecindad extendida
del drbol T. Para cualquier h € Np(v), fi denotard un vértice en F tal que
d(h, f») = d(h, F). Dado un 4rbol T y un camino P = ugu; ... Un, g € V(T)
yu € V(T), 1 < i < m, denotamos por T @ P el nuevo arbol obtenido al
unir a T el camino P. Ademds, sea 7™ el drbol extendldo obtenido al unir el
camino T*(v) por cada v € V(T). Esto es, si V(T) = {v1,vs,...,v,}, entonces
T*=T&T*(v,)®...®T*(v,). Nétese que, en cierto sentido, T"‘ estd tan lejos
como es posible del conjunto F. Dado un camino P ien el grafo G, |P| denotara
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su longitud, y, dados v,v’ € V(T), pr(v,v’) denotard el camino v « v’ en T.
Ademss, Dr designara el didmetro del arbol T

Las demostraciones de nuestros resultados discurren, en lineas generales, a
través de la siguiente idea, ya usada para probar el Lema 6.2.2. Supongamos que
el cardinal de un conjunto desconectador no 7-trivial con minimo orden es tal
que |F| < 7(n). En cualquier componente C de G — F, encontraremos un arbol .
T tal que |[N*(T)| > |F|. De este modo tendremos que f; = fpr = f para ciertos
h € Ni(u), h' € Ni(v), h # h', u,v € V(T). Ademss, las condiciones sobre
las distancias a F' que cada vértice de T satisfard implicardn que la longitud
del camino cerrado W = f « h T*(u) ® pr(u,v) @ T*(v) b’ & f = f &
h us... uipr(u,v)vy...vs B & f,donde f & hy h' & f son caminos cortos,
serd menor que el girth g del grafo, llegando a una contradiccién. La conclusién
es que |F| > 7(n) y en consecuencia G tendra n-extraconectividad éptima. Un
punto importante del razonamiento es notar que W contiene un ciclo, es decir,
que no es un camino aciclico, ya que h € Ni(u), b’ € Ni(v), y asi, el vértice
adyacente con h en el camino corto f <« h no es u,, y andlogamente el vértice
adyacente con h' en el camino corto A’ « f no es v,.

La siguiente proposicién, que debe ser comparada con el Lema 6.2.2, sera
utilizada en la demostracién del Teorema 6.2.4.

Lema 6.2.5 Para§ > 5 yn > 6+1, la profundidad de cualquier componente C
de G — F satisface u(C) > 3.

Demostracién: Supongamos que existe una componente C tal que u(C) =
2. Sea z € V(C) un vértice tal que d(z, F) = 2 y denotemos por S, el drbol
formado por z y 6 de sus vértices adyacentes. Claramente, S, estd contenido en
C. Ademds, como n > §+ 1, podemos considerar en C un drbol 7" con 7 vértices
que contenga a S,, y tal que Dy < (7 — 6 ~ 1) + 2. Ver Figura 6.3. Su érbol
extendido T"* tiene didmetro a lo sumo [T (u)®pr (u,v)BT™* ()| < (n—6+1)+2,
siendo u,v € V(I") —nétese que |T"*(v)| < 1 para cada v € V(T") porque
u(C) = 2. Ahora, vamos a afiadir un vértice a T” para conseguir otro arbol T' con
1+ 1 vértices de tal manera que el didmetro de su arbol extendido T* continue
acotado superiormente por 7 — 6§ + 3. Para ello, si existe un vértice s € V(T")
tal que |T"*(s)| = 1, entonces consideraremos T = T @ T"*(s) (ver Figura 6.3).
En este caso tenemos que Dp. < Drw~. De otro modo, si |T"*(s)| = 0 para cada
s € V(T"), consideramos T = T" & se, donde e € N(T') N V(C). Ahora tenemos
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e KW

n®

Figura 6.3: Arboles Ty T =T éa T*(s)

¢

que Dz. < |pr(u, e)®T*(e)|, dondeu € V(T). Asi, D+ < (Dp+1)+1 < n—6+43.
Ademds, para cualesquiera par de vértices diferentes u,v € V(T), se cumple
Ni(u) N Nj(v) = @, ya que g > n+ 5. Entonces, como |Nx(v)| > |Nz(v)| para
cada v € V(T), se tiene que [N*(T)| > |[N(T)| > !'r(n). Por tanto, fr, = fiu
para ciertos h € Ni(u), b’ € Nj(v), h # K, u,v € V(T). Luego, a partir de
f e hT*(u) ® pr(u,v) ® T*(v)h' < f encontramos UI‘I ciclo cuya longitud es a lo
sumo d(h,F)+1+Dpr-+1+d(h',F) <3+ (n—-6+3)+3, éstoes,n—6+9 > g,
una contradiccién, puesto que § > 5y g > n+ 5. a]

La siguiente proposicién es una consecuencia inrrflediata del lema anterior y
mejora, paran > 6+ 1y 6 > 5, el resultado dado en fla Proposicién 6.2.3.

Proposicion 6.2.6 Sea G un grafo con didmetro D gzrth g > 1n+5, y grado
minimo 6 > 5. Sean > 6 + 1. Entonces,
20—n+1, g impar

ko2 7(n) si D5 < R

20—-n+2, g par

t

]

j
La demostracién del Teorema 6.2.4 esta orga.nizaha del siguiente modo. En
primer lugar, daremos la demostracién para los prinieros valores de 7, a saber,
3 ‘S 7 < 26+ 1. En estos casos el drbol considerado eri una componente de G— F
se obtiene directamente de la estrella S, formada sencillamente por un vértice
z situado a méxima distancia de F' y § de sus a,dy;acentes. Para n > 26 + 2
se necesitara un drbol T con una estructura no tan simple. Tras describir la
estructura de T, estudiaremos el diametro de su extensién 7. Entonces podremos
asegurar que en cualquier componente existe un arbol con més de n vértices

{

|

[
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tal que el didmetro de su extensién est adecuadamente acotado. Finalmente,
acabaremos la demostracién del Teorema 6.2.4 para n > 26 + 2.

Demostracion del Teorema 6.2.4 (3 <7 <26+1.)

Para n = 3,4,6 aplicamos (6.3). Extenderemos este resultado hasta incluir
cualquier valor de n menor o igual que 26 + 1.

En primer lugar, supongamos que 3 <7 < §+ 2y que D < 2¢ -5, lo cual
implica que £ > 5, ya que £ < D, y por tanto el girth ¢ > 2+ 1 > 11. La
demostracién es por contradiccién. Sea F' un conjunto desconectador no 7-trivial
de orden minimo tal que |F| =k, < 7(n) - 1=n(6—-2)+6-1<+6-5.
Consideremos dos componentes diferentes C, y Cy, de G — F y sean z € C,,
y € C, dos vértices a méxima distancia de F. Es evidente que D > d(z,y) >
d(z, F) + d(y, F) = p(C,) + u(Cy). Entonces, si p = pu(C;) < p(C,), debe ser
p < ¢ —3. Ademsds, g > 1+ 5, ya que por hipdtesis £ > [17;—3J, lo que significa
que p > 2. Entonces S,, el drbol formado por z y 6 de sus vértices adyacentes,
estd contenido en C,. Consideramos los siguientes casos:

(i) Existen al menos dos vértices z;, 2o € I'(2) tales que |S}(z1)| = |S;(z)| =
1. En este caso, el érbol T = S, @ S;(21) @ S;(z2) estd contenido en C,. El
orden de T es § + 3 y para todo u,v € V(T), N3(u) N N3(v) = 0, puesto que
g > 2¢+1 > 11. Entonces, como para cada v € V(T), |[Ni(v)| 2 |Nr(v)|, se
cumple que [N*(T)| > |[N(T)| > 7(6+2) = 6+6—4 > |F|. Por tanto, se tiene que
fn = fr para ciertos h € Nj(u), k' € Nx(v), h # b/, u,v € V(T). El didmetro de
T* es a lo sumo |T*(u) @ pr(u,v) & T*(v)| < 4, ya que T*(v) tiene longitud a lo
sumo uno para cada v € V(T). Ver Figura 6.4. En cualquier caso, encontramos
un ciclo cuya longitud es a lo sumo d(h, F) + d(k', F) + 6 < 2u + 6 < 2¢, lo cual
es una contradiccién ya que g > 2¢ + 1. Por tanto, |[F| = k, > 7(n).

K =z h z t wh

!
z 29 h 21

Figura 6.4: Casos (i), (ii)

(ii) Existe un tnico vértice z; € V(S,) tal que |S;(21)] = |z1t] = 1. Como
d(t, F) = p, se tiene que I'(t) C V(C,). Consideremos el drbol S;. Si hubiese un
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vértice w € T'(t), w # 21, tal que |S;(w)| = 1, entonces el arbol S, satisface las
condiciones supuestas en (i) y el teorema es cierto. ‘Asi pues supongamos que
|Sf (w)| = 0 para cualquier w € I'(t), w # 2, y co;nsideremos T =38,® zntw
(Ver Figura 6.4). Este arbol T tiene orden § + 3 'y para todo u,v € V(T),
N;(u)NN3(v) = 0. Como en el caso (i), otra vez tenenfms que fr = f para ciertos
h,h' € N*(T), h # h'. Ahora, para cualquier v € V(T), v# 2z, |T*v)=0y
|T*(21)] < 1. Luego, como antes se tiene un ciclo cuya longitud es a lo sumo
d(h,F)+d(h',F)+6 <2u+6 < 2¢, una contradiccifén.

(iii) Para cualquier u € V(S,), se cumple |S?(u)| = 0. Si n < § + 1, entonces
T = S, es un drbol que tiene orden mayor o igual que n+1y |[N*(T)| = |[N(T)| >
7(n) > |F]. Como en casos precedentes encontramcés un ciclo de longitud a lo
sumo 2u+4, lo cual es una contradiccién. Sin > 6+1,jentonces IN(S )NV (C,)| >
1 porque la componente C, tiene més de 7 vértices. Ahora tenemos los siguientes
subcasos: ‘

o Si {e} = N(S,) NV(C,), entonces u = 2. Denotemos como z, el vértice de
S, al cual e es adyacente, y sea €’ un vértice en V(C’zi) \ V(S;) adyacente a e (tal
vértice existe porque por el Lema 6.2.1 en C, hay un camino de longitud al menos
n+3). El é&rbol T = S, @ z.e€’ tiene orden 6 + 3, didmetro 4, y para todo u,v €
V(T), Ni(u)NNg(v) = 0. Luego [N*(T)| > |F| y puesto que N(T—{e,e'}) C F,
encontramos un ciclo cuya longitud es a lo sumo 1+|pr(u, €')|+|T*(e')|+1+2 < 9,
donde u € V(T), u # e,e. (Ver Figura 6.5) Una Vez més una contradiccién,

puesto que g > 11.

h z | z e h
. *r—o

/! . !
he/l\ ehih/|\ .

Figura 6.5: Caso (iii)

e Existen e,e¢’ € N(S;)NV(C.), adyacentes respectivamente a z., z» € V(S.),

tales que [T*(e)| = |T*(¢)| = 0, donde T = S,®z.e® 2y €. Ver Figura 6.5. Ahora,
|N*(T")| = |N(T)| > |F| y por tanto, en G existe un ciclo cuya longitud es a lo
sumo 2u + 6, es decir, una contradiccién.

e Existe e € N(S,)NV(C,), adyacente a 2, € V(S;’z), tal que |Q%(e)| = |ees| =
1 donde Q. = S, ® z.e. Ahora, consideremos T = Szi @ z.e€1, Y razonemos como
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antes. Ver Figura 6.5.

e El caso que queda por considerar es cuando |Q:(e)| = |eeies] = 2 para
cualquier e € N(S,), con a lo sumo una excepcién €', para el que [Q%(¢')| = 0. Si
tal vértice e’ no existe consideremos el 4rbol T = Q. ®Q%(e), donde e es cualquier
vértice de N(S;). Razonando como en casos precedentes encontramos un ciclo
con longitud a lo sumo |f < h'uzzeeejesh = f| < (L—2)+7+pu=2u+5, ya .
que h’' € N(S,), de nuevo una contradiccién. Por otra parte, si €’ existe, entonces
d(zer, F) < p—1, porque si d(z., F) = p entonces para cualquier s € I'(z.)\{€/, 2}
se tendria d(s, F') > u — 1 y entonces deberfa ser |Q%(s)| < 1, pero s € N(S,) y
estamos suponiendo que |@;(s)| = 2. Consideremos ahora el érbol T = S, ®Q%(e),
e # €’. Ver Figura 6.6. Razonando como en casos precedentes encontramos en G
un ciclo con longitud a lo sumo |f < €'z 22.ee;e0h — f| < (u—1)+7+p = 2u+86,
de nuevo una contradiccién.

Figura 6.6: Caso (iii)

Ahora, supongamos que D < 20 -7y 6+3 < n < 25§+ 1. En este caso
£ > 7 lo cual implica que g > 15. Entonces el orden del conjunto desconectador
es |[F|<7(n)—1<28~26-3ypu=p(C,)<t-4

Veamos que p = 2 es imposible. En virtud del Lema 6.2.5 debe ser 3 < 6§ < 4,
y razonando como en la demostracién de este lema consideramos en C un arbol
T' de n vértices que contiene a S,. El didmetro de 7’ es a lo sumo n — 6§ + 1.
A partir de T” obtenemos un arbol T con orden 7 + 1 tal que su extendido T™*
tenga didmetro como mucho n — § + 3 del siguiente modo. Si existe un vértice
s € V(T') tal que |T"*(s)| = 1, entonces sea T = T" ®T"*(s). Sino, si [T"*(s)| =0
para cada vértice s € V(T”), entonces sea T = T" @ se, donde e € N(T")NV(C).
Es obvio que Dy- < n— 6 + 3. Ademés, tenemos que Nj(u) N N3(v) = 0 para
cualesquiera u,v € V(T') ya que g > 1+ 5. Entonces, como [Nz (v)| > |Nz(v)|
para todo v € V(T), se cumple que |N*(T)| = |N(T)| > 7(n). Por tanto, se tiene
que fr, = fu, h € Ny(u), K € N3(v), h # I, u,v € V(T). Luego, a partir de
f < hT*(u) ® pr(u,v) @ T*(v)h' « f encontramos un ciclo cuya longitud es a lo
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sumo d(h, F)+1+4+ Dy +1+d(h,F) <3+ (n—6+3)+3 < 6§+ 10 < 14, puesto
que 7 < 26 + 1y 6 <4, una contradiccién porque g > 15.

Ahora, supongamos que y > 3 y consideremos los siguientes subcasos:

(iv) Existen al menos dos vértices 21,29 € ['(2) talies que |S3(z1)| = |Si(2)| =
1 y supongamos que S¥(z;) = zt. En este caso, el arbol T = S, ® S; ® S*(23)
estd contenido en C,, donde S, @ S; es el arbol obtepido uniendo S, y S; como
se muestra en la Figura 6.7. El orden de T es 26 + 2, el didmetro Dr = 5y
para todo u,v € V(T), Nj(u) N N;j(v) = 0, puesto que g > 15. Entonces,
IN*(T)| > |N(T)| = 7(26+1) = 262—26—2 > |F|. Pot consiguiente, f = fu = f
para ciertos h € Ni(u), b’ € N3(v), h # I/, siendo u,v € V(T). El didmetro del
érbol extendido T* es a lo sumo |T*(u) @ pr(u,v) @ T*(v)| < 6, puesto que para
cualquier v € V(T'), T*(v) tiene longitud a lo sumo uno. Ver Figura 6.7. Luego,
en G podemos encontrar un ciclo f « A'T*(u) @ pr(u,v) & T*(v)h < f cuya
longitud es como mucho d(A’, F') + d(h, F)) + 8 < 2u+ 8 < 2¢, una contradiccién,
puesto que g > 2¢+ 1. Por tanto, |F| = &, > 7(n).

h =z t 4 z |
T—o '

L T V I \[ iM\J i’
%) 2 v 4 U |
Figura 6.7: Casos (iv) y (v,

}

(v) Existe un uUnico vértice z; € I'(z) tal que |S;(21)| = |z:t| = 1. Conside-
remos el drbol S;. Si existe un vértice w € I'(t), w # 2z, tal que |S;(w)| =
1, entonces el arbol S; satisface las condiciones suplilestas en (iv) y el teorema
vale. Luego, supongamos que |S;(w)| = 0 para cualquier w € I'(t), w # 2z,
y consideremos T' = S, @ S;. Sin < 26, el arbol T” es el que se busca en
la componente y podemos razonar como en casos precedentes. Sin = 26 + 1,
consideremos un vértice e € N(T") N V(C,) adyacerl:lte au€ V(T yseaT =
T’ @ ue, el cual tiene orden 26 + 2, didmetro Dy = 5 y para cualquier v € V(T),
v # 2,6 |T*()| = 0. Si |T*(e)] < 1 razonando como en casos anteriores
encontramos el ciclo f < h @ pr(v,e) ® T*(e)h’ < f cuya longitud es como
mucho 2y + 8 < 24, una contradiccién. Si para cualquier e € N(T") N V(C,),
|T*(e)| = 2, tenemos que en el ciclo anterior d(h, F) S{u—Z, yaque h € N(T')nC,
(ver Figura 6.7) y por tanto, obtenemos una vez ma,s} una contradiccién.

1
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(vi) Para todo u € V(S,), se cumple que |S;(u)| = 0. Nétese que |[N(S,) N
V(C;)| > 6(6 — 1) porque p > 3. Consideremos los siguientes subcasos:

o Existe algin u € V(S,), u # z, tal que d(u, F) = u. Consideremos el 4rbol
T' =S, ® S, cuyo orden es 26. Si existe algin w € V(S,) tal que |T"*(w)| = 1,
entonces S, satisface las condiciones supuestas en o bien (iv) o bien (v) y el
teorema vale. Luego, podemos suponer que |T"*(w)| = 0 para cada w € V(T”). -
Sin < 26 — 1, entonces consideremos 7" y razonemos como antes. Si n > 26, sea
e € N(T')NV(C,), adyacente a w € V(T"), y consideremos el drbol @ = T' @ we
contenido en C,. Si 1 < |Q*(e)] < 2, entonces T = Q @ Q*(e) nos lleva a
contradiccién. En caso contrario, si |@*(e)| = 0 para cualquier e € N(T")NV(C,),
entonces basta considerar e;,e; € N(T') N V(C,), adyacentes respectivamente a
wy, we € V(T"), y el érbol T = T' @ w, e; Bwse, nos lleva de nuevo a contradiccidn;
ver Figura 6.8.

z U K z u
h Ze / l | \ _ :
) h ey er W

Figura 6.8: Caso (vi)

e Supongamos que d(u, F') = p — 1 para cualquier u € V(S;). Entonces tene-
mos d(h, F) < u— 1 para cualquier h € Ng,(u) ya que |S;(u)| = 0. Supongamos,
en primer lugar, que existe e € N(S,) N V(C,), adyacente a z, € V(S,), tal que
1 <|Q*(e)| £ 2, donde Q@ = S, ® zce. Siee; es una rama de Q*(e), entonces
consideremos T = S, @ z.e ® Se,. Ver Figura 6.8. Tiene orden 26 +2, Dr =5,y
como antes |[N*(T)| > |F|. Ademads, |pr(u,v)| = Dr siy sélosi u € I['(2), u # z,
y v € ['(ey); ver Figura 6.8. Por tanto, a partir de f < hpr(u,v) @ T*(v)h' & f
encontramos un ciclo cuya longitud es a lo sumo (u — 1)+ 1+ Dr+3+ u <
21 + 8 < 2¢, una contradiccién, puesto que g > 2¢+ 1. Finalmente, supongamos
que para cada e € N(S,) NV(C,), |@*(e)] = 0. Como p > 3, es claro que
IN(S,)NV(C,)| > 6+ 1y por tanto se obtiene el 4rbol T' uniendo ¢ + 1 de estos
vértices a S,. , )
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De la demostracién del teorema anterior se desprende el siguiente corolario.

Corolario 6.2.7 Sea G un grafo £-geodético, £ > [ J con grado minimo 6 > 3.
Sea F' un conjunto de corte no n-trivial tal que |F| =k, < 7(n) — 1, entonces la
profundidad de cualquier componente C de G — F' satisface,

uC)>2-2,5i3<n<6+2,
u(C)>0-3,516+3<n<2§+1. O

De ahora en adelante, supondremos que n > 2§ + 2y que z € V(C,) es un
vértice tal que d(2, F) = u(C,) = u. Por el Lema 6'2 1 sabemos que z estd en
un camino P, cuya longitud es al menos [ -l Para completa.r nuestro teorema
principal, necesitamos tener en cuenta un arbol T contemdo en C, que a su vez
contenga. al vértice z. La estructura de T es como sigue:

Tipo (a) Sea p > 3. Consideremos un subcamlno P de P, que contiene a 2
como vértice interno cuya longitud p es

_ipl=1 b si26+2<17<26+3,
[-’7‘—22613_|, sin>26+4.

Nétese que siempre p > 4. La estructura de T se muesfcra en Figura 6.9. Podemos
suponer que la distancia en P desde z a los vértices finales de este camino es al
menos dos. Afiadimos en el vértice z todos los caminos de longitud 2 de la forma
zzizij, 2 € V(P),1<i<8-2,1<j<6—1 Ademés, suponemos que P es
tal que en cada vértice interno v, v # 2, se pueden afiadir las § — 2 ramas vu;,
1 <1< 6 —2. De este modo obtenemos un érbol T Que tiene didmetro Dy = p,
y, puesto que ¢ > 17+ 5 > p, el orden de T es ny I= p(6—1)+ (6 —2)2+ 1.
Teniendo presente que p(6 — 1) = 2p+ (6 — 3)p, cuando 1 2 26 + 4 tenemos que,

z !

Figura 6.9: Arboles tipo (a) y}(b)

np=n—1+4+(6-3)2+(6-3)p, sines imparynT1=n+(5—3)2+(5—3)p,
si 7 es par. Por tanto, ny > n+ 1, salvo para § = 3 en cuyo caso nr = 2 [gJ
b
\

|
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Anélogamente, si 2§ +2 < n < 2§+ 3, entonces p = 4 y de aqui que ny = §%2+1.
En consecuencia, como 26 + 4 < 62 + 1, tenemos que nr > 1 + 1.

Como p > 3, un érbol tal como el descrito claramente existe si 7 y § son tales
que la longitud del camino P es p < 4. Por otra parte, si p > 5, ésto es, cuando
n 2 26 + 6, tal arbol podrfa no existir, ya que en este caso es posible que algin
vértice v en el camino que contiene a z, verificase que d(v, F) = 1, y tal vez no
se pudieran anadir las § — 2 ramas vv;. En este caso consideramos un arbol de
tipo (b) como el que describimos a continuacién.

Tipo (b) Sea u > 3,y n > 26 + 6. Ahora la longitud de los caminos que
contienen al vértice z es p < [5:%*3 J Los vértices finales del camino P, t y ¢/,
satisfacen d(t,F) = d(t', F) = 1 y para cada vértice interno w de P se cumple
d(w, F) > 1. Hemos de tener en cuenta que P tiene longitud p > 2(u—1) (ya que
en C, debe haber al menos un camino de longitud 2u —2 que contenga a z, puesto
que g > 7+ 5) lo que implica que p > 4. De nuevo, podemos suponer que la
distancia en P desde z a los vértices finales t y t' es al menos dos. Consideremos
un arbol 7" tal como se ilustra en la Figura 6.9. Esto es, T” se obtiene, al igual
que los del tipo (a), afiadiendo § — 2 ramas a cada vértice interno de un camino
que contiene a z, y uniendo ademés al vértice z todos los caminos de longitud 2
de la forma 2225, 2, § V(P), 1< j<6—-1,1<1<6—2. Elorden de T" es
p(6 ~1)+ (6 —2)2+ 1. Ahora, si § > 4y el orden de T” es menor que 7 + 1,
entonces consideramos un &rbol T de orden al menos 1+ 1 que contiene a T'. En
caso contrario sea T = T". Por otro lado, si § = 3 y el orden de T” es menor que
2 [gJ, entonces sea T un arbol de orden al menos 2 [gJ que contenga a T'. En
caso contrario sea T' = T’. Como cualquier componente de G — F' tiene més de
7 vértices, la existencia de tal arbol T estd, en cualquier caso, asegurada. Luego,
si § > 4, el didmetro de T, Dy, esa losumo p+ (n— (6 —1)p— (6 — 2)?) =
n—(6-2p~(6-2?ysi6=3,Dr<2|}|-@+2)+p=2}] -p-2

Tipo (c) Sea p=2,3 <6 <4yn> 26+ 2. Consideremos un camino P de
longitud p que contiene a z como vértice interno. Como en el caso precedente,
los vértices finales ¢t y t’ de P satisfacen d(t, F) =d(t',F) = 1y d(w, F) = 2 para
cada vértice interno w de P. En primer lugar, se obtiene un drbol 7" uniendo
6 — 2 ramas a cada vértice interno de P tal como se ilustra en la Figura 6.10. Si el
orden del 4rbol T, (6 —1)p— (6 — 3), es al menos n— 6, entonces T = T". En caso
contrario, consideramos un 4rbol T de orden — 6 que contenga a T”. El didmetro
deT, Dr,esalosumon— (6§ —2)p—3<n—26+1, porque p > 2(pu— 1) = 2.
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Figura 6.10: Arboles tipo (c)
!
\
Noétese que debido al Lema 6.2.5 este arbol sélo tiene sentido si 3 < § < 4.
{

Resumimos las caracteristicas de estos arboles para 7 > 26 + 2 en la Tabla 6.1.
Ahora consideraremos el arbol extendido, T*. N(’)t:ese que dado un vértice v
de T, la longitud del camino T*(v) = vv;...vs es a lo sumo |pr(v, 2)| porque
d(v;, F) > d(v;-1, F), 1 <1 < s,d(2,F) = p y p es 1a mayor distancia posible a
F desde un vértice en la componente. El siguiente resultado nos permite acotar
el didametro de T™.

Lema 6.2.8 El didmetro de T™ es a lo sumo:

2|12 nzzé+4

Tipo (a); 2Dr <
ipo () T—{s, 2%+2<n<26+3

, j
o n—-6+8, 6§>4
Tipo (b): Q(M_1)+DTS{2HJ_2; 5—3

Tipo (¢): Dpr+2<n—20+3 |

Ademds, para cualquier par de vértices diferentes u,v de T, N}(u) N Nj(v) = 0.
i
|

Demostracién: Para cualquier par de vértices diferentes u,v de T', hemos de
acotar la longitud del camino ;
|

T*(u) ® pr(u,v) & T*(v) = ustts_; .. .ulpT(@, V)VU; ... Vst Vg (6.4)

Segiin el tipo de T, consideremos los siguientes casost

Tipo (a) En primer lugar, supongamos que pr(u, z) y pr(z,v) tienen un sub-
camino comin de longitud k > 0, y supongamos |pr(u,z)| > |pr(2,v)|. Como
ya se establecié antes, la longitud del camino T*(u), es a lo sumo |pr(u, 2)|.
Anslogamente, la longitud de T*(v) es a lo sumo [pr(v,z)|. Por tanto, como
lpr(z,v)| < k + 1 debido a la estructura de T, la longitud de (6.4) est4 acotada
superiormente por |

2lpr(u, 2)| + 2lpr(z,v)| — 2k < 2(|pr(u, 2)| + 1) < 2Dr.
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n __nr2 Dr <
Tipo (a) >26+4 sié>4,n+1

[(n—26+4)/2]
si6=3,2[n/2

26+2<n<26+3 n+1 4
Tipo (b) n>26+6 si6>4,n+1 |n—(6-2)p—(6—2)2
sié=3,2]|n/2] 2{n/2] -p-2
Tipo (c) n>26+2 n—2=6 n—26+1

Tabla 6.1: Caracteristicas de los érboles T’

Por otra parte, si pr(u, ) y pr(z, v) son caminos rama-disjuntos, entonces |pr(u, 2)|
+|pr(z,v)| = |pr(u,v)| < Dr, y, razonando igual que antes encontramos que la
longitud de (6.4) estd acotada por 2(|pr(u, 2)| + |pr(z,v)|) < 2Dr.

Tipo (b) Para acotar la longitud del camino dado en (6.4), hemos de tener en
cuenta que en 4rboles de tipo (b), |T*(u)|, y [T*(v)| miden como mucho u — 1,
quep > 2(u—1), p > 3,y que |pr(u,v)| < Dr. Asi pues, la longitud del camino
(6.4) estéd acotada por 2(u— 1)+ Dy < n—-p(6—3) — (6 —2)2 < np—62+8,si
6_>_4porquep24,obienporp+2lf21J —p—2=2[-§_| —2,516=3.

Tipo (c) En este caso u = 2, lo que significa que |T*(u)|, y |T*(v)| miden como
mucho 1. Es decir, la longitud del camino (6.4) es a lo sumo Dr+2 < n—26+3,
ya que |pr(u,v)| < Dr.

Como, en cualquier caso, tenemos que el didmetro de T* es a lo sumo 7, estos
resultados implican que todos los vértices del camino (6.4) deben ser diferentes
y que Nj(u) N Ni(v) = 0, porque en caso contrario g < 7+ 2, lo cual es una
contradiccién, yaque 6 >3y g>n+5 0O

En orden a asegurar la existencia en cualquier componente de G — F' de un
arbol T tal que |N*(T')| > 7(n), necesitamos que el orden de T sea al menos 7+ 1.
Como podemos ver en la Tabla 6.1 podria no ser asi para érboles de tipo (c),
o 4rboles de tipo (a) o tipo (b) cuando § = 3 y n > 26 + 4. De todos modos,
disponemos del resultado establecido en el siguiente lema.
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Lema 6.2.9 Consideremos en una componente de G ;— F un drbol T de tipo (a),
tipo (b) o tipo (c) con orden menor que n+ 1. Es posible extender T a un drbol
Q@ con orden n+ 1 de tal modo que el didmetro de Q* satisfaga

Tipo (a): Dg- < 2Dr;

Tipo (b): Dg < 2(p— 1)+ Dr; |

Tipo (c): Dg- < Dr+4<n-26+5(3<6<4).
Ademds, N (u) N Ng(v) = 0, para cualquier par u,v i(je vértices diferentes de Q.
Demostracién: Supongamos, en primer lugar, que IT es un arbol de tipo (a) o
tipo (b), ésto es, 6 = 3 y n > 26 +4. Hemos de tener presente que para cualquier
vértice s € V(T), en drboles de tipo (a) se verificaique |T*(s)| < |pr(s, 2)| <
Dr — 2, y en éarboles de tipo (b), |[T*(s)| < . — 1 donde p > 3. En primer lugar,
supongamos que T' tiene 1 — 1 vértices. En estas condiciones veremos que es
posible obtener un arbol ¢ de orden 7+ 1 anadiendo dos vértices al arbol T tal
que Dg- < 2Dr, si T es un érbol de tipo (a), 0, Dg» 5 Dr+2(pp—1),siT esun
drbol de tipo (b). Tenemos los siguientes casos: !

(i) O bien existen dos vértices s,s’ € V(T') tales que |T*(s)| = |T*(s')| = 1,
en cuyo caso el drbol buscado es Q@ =T ®T*(s) ® T*(s’), o bien existe un vértice
s tal que |T*(s)| > 2 y en este caso el rbol es @ = To T*(s). De cualquier
forma, el arbol @) obtenido obviamente satisface que bq- < D7+ y en virtud del
Lema 6.2.8 Dy~ < 2Dy, si T es un arbol de tipo (a), 0, Dy < Dr +2(p — 1), si
T es un arbol de tipo (b). i

(ii) Existe un tdnico vértice s € V(T) tal que |T*(s)| = |ssi| = 1. Entonces
I'(s;) € C, donde C designa la componente que contiene al drbol T. Sea h €

I'(s1), h # s, y consideremos el érbol Q@ =T @ sslh.s Para cualquier s’ € V(Q)

|
z

Figura 6.11: Caso (ii) para n = 11

tenemos que Dg. < |Q*(h)| + Dr + 2. Por tanto, si ’T es de tipo (a), |Q*(h)| <
lpr(s, z)| y se cumple que Do+ < 2D7, ya que |pr(s,2)] < Dr —2. Y si T es de
tipo (b), Do~ < (¢ —1)+2+ Dy < 2(u— 1)+ Dr, puesto que i > 3. (La Figura
6.11 ilustra este caso con el ejemplo particular n = 1})

i
}
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(ili) Supongamos que para cualquier s € V(T), [T*(s)| = 0. Luego debe ser
IN(T)NV(C)| > 1. Consideremos los siguientes subcasos:

e Existe un vértice e € N(T)NV(C), adyacente a s € V(T), tal que |T"*(e)| =
lees...ex| > 1, donde T' = T & se. Ahora, consideremos el arbol Q = T & see;.
Esta situacién se ilustra en la Figura 6.12 para el caso particular n = 11. Si T es
de tipo (a) entonces |Q*(e)| < 1+ |Q*(e1)] £ 1+ |pr(s, 2)| < Dr — 1, porque en
el peor caso d(e;, F) = d(s, F). En consecuencia Dg. < 2Dr. Si T es de tipo (b)
tenemos que |Q*(e)| < p — 1, y por tanto, Do« < Dr + 2(u — 1).

z

€1
s’ s e

Figura 6.12: Caso (iii) para n = 11

e Existen e;, e, € N(T) NV(C), adyacentes respectivamente a s;, s, € V(T),
tales que |Q*(e1)| = |Q*(e2)] = 0, donde @ = T @ sy & sze2. Entonces Do- <
Dr + 2, y por tanto, lo que afirma el lema también se verifica.

¢ Si {e} = N(T)NV/(C), entonces por construccién de los arboles de tipo (a)
y (b) debe ser u = 3. Luego si T es de tipo (a), corresponde al caso particular
n—1= 26+ 4 = 10. Llamemos a esta estructura Tio. Y si T es de tipo (b) debe
ser de la forma Tio ® P, donde, en el peor caso, P.denota un camino de longitud
a lo sumo n—11, ya que T tiene n— 1 vértices. La Figura 6.13 ilustra un arbol de
tipo (b) como el descrito cuando 7 = 13. Denotemos por s el vértice de T al cual

z

s ' s e €

Figura 6.13: u = 3 y drbol tipo (b) para n = 13

e es adyacente. Como la componente C tiene més de n vértices, debe haber un
vértice ¢’ € V(C) adyacente a e. El drbol Q = T @ see’ tiene orden n+1, y como
|Q*(e')|] < 2 ya que p = 3, tenemos que Dg- < |po(s’,€')| +|Q"(¢')] < Dr +4
para cualquier s’ € V(Q). Por tanto si T es de tipo (a) Do+ < 2Dy, puesto que
Dr > 4,y,si T es de tipo (b) Dg- < Dr + 2(p — 1), puesto que p = 3.
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Cuando el orden de T es 7 sélo es necesario anadir un vértice, tarea més facil
que la anterior. O bien existe un vértice s € V(T') tal que |T*(s)| = 1, en cuyo
caso el arbol es Q@ = T @ T*(s), o para cualquier s € V(T), |T*(s)| = 0. Como
debe haber un vértice e € N(T) N V(C) adyacente & s € V(T), el 4rbol que se
busca es @ = T & se.

Ahora supongamos que 7T es de tipo (c). En este caso u = 2, el orden de
T es al menos 7 — 6§ y 3 < 6 < 4. Supondremos el peor caso cuando T tiene
precisamente 7 — § vértices, y por consiguiente, es necesario afiadir 6+ 1 vértices.
Ahora |[N(TYNV(C)| > 1, donde C designa la componente que contiene al 4rbol
T'. Consideremos los siguientes casos: i

i
!

(iv) Existe al menos un vértice s € V(T), tal que T*(s) = ss;. El drbol
Q =TS, tiene orden ny Dy < Dr + 2. Si existe un vértice u € V(Q') tal
que |Q™(u)| = 1, entonces el drbol @ = Q' ® Q™ (u) esta contenido en C, tiene
orden 7+ 1y Dg- < Dr+4. Si para cualquier u € V(Q'), |@"™*(u)| = 0, entonces
el drbol Q = Q' @ ue existe en C, siendo e € N(T) ﬂ V(C) un vértice adyacente
al vértice u. Este drbol tiene orden n+ 1y Dg. < QT +4.

(v) Para cualquier vértice s € V(T), |T*(s)| =:0. Supongamos que existe
un vértice e € N(T) N V(C) adyacente a s € V(T)[tal que T} (e) = ee; siendo
1. = T @ se. Entonces el drbol Q = T & S, esta contenido en C, tiene orden
n+ 1y Do« < Dy + 4. Caso contrario, supongamos que |T(e)| = 0 para todo
e€ N(T)NC. Sea N(T)NnV(C) = {e1,...,&}, T 2 1, donde e; es adyacente
asi€ V(T)yseaT =T D s1e,®... D s.e,. Sieste drbol tiene orden 7 + 1
(r 2 6 4+ 1) hemos terminado. Si r = §, entonces Q = T & e;v, siendo v un
adyacente a algin e;. Supongamos que 1 <r <4 — 1

Consideremos en la componente un drbol @’ conjorden 7 que contiene a 17,
éstoes, @' = T'® P, donde, en el peor caso, P es un camino de longitud 6 —r unido
a T’ por cierto vértice e;. El didmetro de Q' es como mmucho Dpv+é6—1r < Dyp+§
porque si r = 1 entonces D < Dr+ 1,y sir > 2 entonces Dpv < Dr +2. En
estas condiciones, su drbol extendido Q™ tiene didmetro acotado superiormente
por |pg(u,v) ® T*(v)| < Dr + &+ 1, donde u,v € V(Q'). Afiadiendo a @’ un
vértice obtenemos un arbol () con orden 41y tal queFDQ- < Dr+6+1. Asf pues,
si 6 = 3, entonces Dg- < Dr+4. Si 6 = 4, se tiene que Dg. < Dr+6 < Dr +4.
En efecto, si no fuese asi, Dg- <7 — 6+ 2 porque Dy < 71— 26 + 1 para drboles
de tipo (c). Para cualesquiera u,v € V(Q), se cumple que Nj(u) N Ng(v) = @
porque ¢ > n + 5. Entonces, |[N*(Q)| > |F| y portanto fy, = fw = f con

i
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h,h' € N*(Q), h # h'. De aqui que encontremos un ciclo cuya longitud es a lo
sumo d(h,F)+ 1+ Dg- +1+d(hF,F) <3+ (n—-6+2)+3<n—-56+8<n+4,
lo cual es una contradiccién ya que g > n + 5.

Finalmente, como en cualquier caso el didmetro de @* es a lo sumo 7 con-
cluimos al igual que en el Lema 6.2.8 que Nj(u) N Nj(v) = @, para cualquier par
u, v de vértices diferentes de Q. O

Todos los resultados anteriores nos permiten concluir que en cualquier com-
ponente de G — F existen drboles T de orden al menos 7 + 1 tales que sus
arboles extendidos T* tienen didmetro Dr. acotado segiin el tipo de T, tal como
indicamos en la Tabla 6.2.

Tipo (a) | Dr- < 2|(n— 26 +4)/2] sin>26+4

Dp. <8 26+2<n<26+3

Tipo (b) | Dp-<n—6+8 |sié>4,n>25+6

Dr-<2|n/2)-2 |sié6=3,n>2+6

Tipo (c) Dpe <n—26+5 n>26+2

Tabla 6.2: Caracteristicas de los arboles T*

Ahora podemos finalizar la demosfracién del Teorema 6.2.4.
Demostracién del Teorema 6.2.4 (continuacién). (n > 26 + 2.)

Demostraremos el teorema por contradiccién. Sea F C V(G), un conjunto
de vértices desconectador no 7-trivial tal que |F| = k, < 7(n) — 1. Entonces,
G — F esté desconectado de modo que en las componentes hay maés de 7 vértices.
Sean C, y C, dos componentes diferentes de G — F y sean z € C,, y € Cy dos
vértices a maxima distancia de F. Es claro que D > d(z,y) > d(z, F)+d(y, F) =
i(C.) + 1(C,). Supongamos que i = u(Cs) < w(Cy).

Como ¢ > ‘.ﬂ%ﬁJ, podemos considerar en cada componente un drbol T de tipo
(a), tipo (b), o tipo (c) de orden n + 1 dados en el Lema 6.2.9. Entonces, la
cardinalidad del conjunto N*(T') satisface que, |N*(T)| > |N(T)| > 7(n) > |F].
Asi pues, tenemos que f, = fu = f para ciertos h,h' € N*(T), h # h’. Los
vértices h e b’ son adyacentes a u,, u, respectivamente, vértices finales de los
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caminos T*(u), T*(v), para ciertos u y v en V(T'). En consecuencia, encontramos
el siguiente ciclo:

f = BT"(w) @ pr(u,v) T (o)« f (65)

donde f < h y h' < f son caminos cortos. La longitud del ciclo (6.5) es a lo
sumo 2u + 2+ Dr.. Calculemos esta longitud para caxiia valor del diametro segin
el tipo de arbol T. E '

N Qs . | 1
(i)SiD < 20—n+26—4,n > 26+5y n es impar, entonces 4 < +6-2-122
Por tanto, debido al Lema 6.2.8 tenemos que i

e Si el 4rbol T es de tipo (a), entonces Dy. < 2Dy < 1 — 26 + 3. Entonces
tendriamos que |(6.5)] < 2u+2+ Dy < (20426—5+1)+2+4(n—26+3) < 2¢.
|

e Si el drbol T es de tipo (b) y § > 4 entonces DIT. <n-6*+38,ydeaqui
que [(6.5)] < 2u+2+ Dr- < (20+26—5-n) +2+(n— 8 +8) < 2. Si § =3,
Dr. < n— 3. Entonces, |(6.5)| < (20—n+1)+2+ (n—3) < 2¢.

|
e Siel 4rbol T es de tipo (c), entonces en virtud del Lema 6.2.9 Dp. < n—26+5
y 4 = 2. Supongamos que 4 < £+ 6—2— 5—}1 Como en casos anteriores se
prueba que |(6.5)] < 2u+2+ D+ < 20 Pero, si p=2 = £+6—2— 1, entonces

£=3-6+ ”;—3 < 9;—3 lo cual es una contradiccién con las hipdtesis.
(ii) Si D £ n—26—5, n > 26+4 el razonamiento eé similar al caso precedente.

(iii) Si D < 2¢—9 entonces u < £—5, para 26 +2 5 n < 26+ 3. Por tanto, en
virtud del Lema 6.2.8 tenemos que si el drbol T es de tipo (a), entonces D« < 8
y si el drbol T es de tipo (c), entonces Dy~ < 7 — 26i+ 5 < 8. Luego, en ambos
casos |(6.5)] < (2¢ —10) + 2 + (8) < 2¢. ’

En cualquier caso se cierra un ciclo de longitud estrictamente menor que 2¢+1
lo cual es una contradiccién. Por tanto, |F| = , > 7(n). O

De este teorema podemos deducir el siguiente corolario.
Corolario 6.2.10 Sea G un grafo ¢-geodético, £ >i [H;—3J, con grado minimo

6 > 3. Sea F un conjunto de corte no n-trivial tali que |F| = &k, < 7(n) - 1,
entonces la profundidad de cualquier componente C de G — F satisface,

u(C)2£+5—n;3, sin > 26+ 5, n impar. :
n+4

uw(C)2e+6—
u(C)>€—4,51260+2<n<20+3.

, st > 26+4, n par.

D.



Rama-extraconectividad 119

6.3 Rama-extraconectividad

El objetivo de esta seccién es estudiar los resultados de las secciones precedentes
desde el punto de vista de la rama-conectividad. Si H es un subgrafo de G =
(V, A) denotamos por w(H) al conjunto de ramas de G que tienen un vértice en
H y otro en G — H. Dado un grafo G = (V, A) y un entero 5 > 0, decimos que
E C A es no n-trivial si E no contiene un conjunto w(H) donde H es un subgrafo
de G con k vértices, 0 < k < n (Para 7 = 0, cualquier E C A es no 7-trivial).

Definicién 6.3.1 Llamamos rama-eztraconectividad de un grafo G y la deno-

tamos como A, al minimo cardinal de ramas de un conjunto desconectador no
n-trivial.

Diremos que un grafo G estd n-rama extraconectado de forma 6ptima cuando
el orden de los conjuntos desconectadores de ramas es al menos 7(7) = (n+1)8 —
2n. Como antes sea G = (V, A) un grafo ¢-geodético con girth ¢ > n+ 5 y sea
E c A(G), |E| = A, £ 7(n) — 1 un conjunto de ramas desconectador no 7-trivial
de orden minimo. A partir de esta minimalidad es obvio que G — E = C; U (5,
donde C; y C; son dos componentes conexas diferentes, y las tinicas ramas entre
ellas son las de E. Ahora consideremos F = {f e V(Cy), ff' e E}yW ={f €
V(Csy), ff' € E}. Es evidente que en G — E se verifica el mismo resultado que en
el Lema 6.2.1. Denotemos por v = maXyev(c,) 4(v, F) y V' = max,ev(c,) d(v, W)
y supongamos que v < /. Entonces obtenemos el siguiente lema que es similar
a los Lemas 6.2.2 y 6.2.5.

Lema 6.3.1 Se cumple que v > 1 y si ademds, n > 6+ 1 y § > 5, entonces
v>2.

Demostracién: La demostracién es por contradiccién. Supongamos que v = 0.
Nétese que en este caso V(C;) = F. Por la demostracién del Lema 6.2.1 sabemos
que hay un camino P = zoT;Z2...Z, en C de longitud 7. Denotemos por wg(z)
las ramas de E con vértice z y por wg(H) = Uzevn)we(z). Tenemos que
para cada 1 < i < -1, |we(z:)| + |Np(z:) N V(C1)| 2 6 ~ 2y para i = 0,7,
|lwg(z:)|+|Np(z;)NV(C)| > §—1. Puesto que para todo f € V(C}), lwe(f)| =1
y el girth g > n+ 5 se deduce que |E| > 31, |we(z:)| + lwe(Np(z:) N V(Ch))| >
lwe(z;)|+ |Np(z;)NV(Cy)| > 7(n), lo que es una contradiccién y en consecuencia

v>1.
.
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Ahora, supongamos que v=1,7>6+1,y 6 > 5. Seaz € V(C)) un vértice
tal que d(z, F) = 1. Como n > § + 1 podemos considerar en C un drbol T de
orden 7 que contiene a S,. El didmetro de T es a lo;' sumo Dr+2<n—6+3.
Ademss, es posible extender T, mediante la adicién de un vértice, a un arbol Q
de orden 7 + 1 tal que Dg- < n— 6§+ 3. De aqui 1 que para cualesquiera par
de vértices u,v- € V(Q), Nj(u) N N4(v) = @, ya que g > 7+ 5. Para cada
u € V(Q), definimos N*(u) del mismo modo que en la seccién precedente, salvo
para un vértice u € F tal que |Q*(u)| = 0. En este caso especial definimos
N*(u) = {u}. Entonces, |N(Q*)] > IN(Q)| > |F|, y en consecuencia, para
ciertos h, b’ € N(Q*), h # K, tenemos que f, = fir = f € F. Luego, a partir de
f e h@Q*(u) ®po(u,v) ®Q*(v)h' « f encontramos un ciclo cuya longitud es a lo
sumo Dg. +6 < n—356+9, lo cual es una contradicciéin porque § > 5y g 2 n+5.
|

i

~ Este tltimo lema asegura que C; y C; tienen al menos § + 1 vértices. Con
este resultado la versién para ramas del Teorema 6.2.4 puede ser establecida.
. l
Teorema 6.3.2 Sea G = (V,A) un grafo ¢-geodético, £ > l-”;—s J, con grado
minimo 6 > 3, y didmetro D. Entonces, 1

(D<20—4 (3<n<6+2)

D<2-6 (6+3<n<26+1)
Ap271(n) si§ D<20—8 (26 +2<n<26+3)

DL<2—-n+4+20—4 (n>26+4)
| D<20-n+26-3 (n226+5, n impar).

O

Para n < 26 + 1 la demostracion de este resultado estd basada otra vez en la
existencia en las componentes de un drbol con orden 7 + 1 obtenido a partir de
S., y para n > 26 + 2 la demostracién estd basada en érboles de tipo (a), tipo
(b), o tipo (c). La principal diferencia con respecto al caso de vértices ha sido ya
mencionada en el Lema 6.3.1 y es la siguiente. Si existe u € V(T'), u € F, tal
que |T*(u)| = 0, entonces definimos N*(u) = {u}.

i
, .. . . ! .
Nétese que las condiciones suficientes conocidas dadas previamente en (6.3)
para que -G estuviese rama-extraconectado de forma éptima son mejoradas.
1





