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Capítulo 6

Extraconectividad

6.1 Introducción

Sea P una propiedad cualquiera de un (di)grafo G y sea F C V(G). La P-
conectividad de G, denotada como /c(G, P) es el mínimo |F| tal que G — F está
desconectado de tal manera que cada componente conexa de G — F tiene la
propiedad P. Según Harary [43], K,(G,P) designa la conectividad condicional de

G con respecto a P. Análogamente se define la rama-conectividad condicional
de G con respecto a P, X(G,P), es decir, el mínimo cardinal de un conjunto
de ramas cuya supresión desconecta el grafo en componentes de manera que
todas ellas tienen la propiedad P. La potencial importancia de los diferentes
tipos de conectividad condicional está unida al concepto de supervivencia de
las componentes cuando la red se interrumpe o falla totalmente, expresado al
especificar las propiedades de las componentes resultantes.

Algunos valores de conectividad condicional han sido estudiados. Ver [43].
Aunque se puede elegir cualquier propiedad P para la P-conectividad, algu-
nas elecciones serán más útiles que otras. Así por ejemplo, cuando P es la
propiedad de que cada componente C es no trivial, la conectividad condicional
K,(G, \C\ > 1), [A(<7, \C\ > 1)] si existe, mide la superconectividad del (di)grafo.
Es decir, bajo este aspecto la superconectividad se presenta como una clase de
conectividad condicional. En la siguiente sección abordamos una generalización
de esta propiedad en el caso de grafos, la propiedad Pr,, que consiste en que cada
componente de G tenga más de TI vértices.

En [24] y [25] fue estudiada la conectividad condicional n(G, Pr,) bajo el nom-
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98 Extraconectiv.idad

bre de extraconectividad denotada como /c,,, y también se estudio su versión para
ramas A^. Por ejemplo, la conectividad usual y la superconectividad de G corres-
ponden a «o y «i respectivamente. Recuérdese que una condición suficiente para
que un grafo ^-geodético tenga máxima conectividad [rama-conectividad] puede
ser formulada en términos de t y D como sigue. (Ver [23], [54] y [55]).

i

KO = 6 siD<2£-l; ( .
A0 = <5 siD<2t ; ( }

Como ya comentamos en el Capítulo 4 se tiene también que

KI > 26 - 2 si D < 2t - 2; , }

AI > 26 - 2 si D < 21 - 1. ( }

Todo lo expuesto en los capítulos anteriores sugiere la siguiente extensión
de conjunto no ry-trivial contenida en [25]. Si H efe un subgrafo de G y v £
V(H) denotamos por NH(V) el conjunto T(v) \ V(H] y por N(H) el conjunto

Uuev(H) -W/i(u)> Que denominaremos vecindad de H. |Dado un grafo G = (V,A)
y un entero 77 > O, decimos que F C V(G] es no rjïtrivial si F no contiene un
conjunto N(H) donde H es un subgrafo de G con K vértices, O < k < r) (Para
f] — O, cualquier F C V es no rç-trivial).

Definición 6.1.1 Llamamos extraconectividad de un grafo G y la denotamos
como Kr, al mínimo cardinal de un conjunto desconêctador no r)-trivial. Análo-
gamente se define A,,.

|
Si 77 > 1, decimos que «,,, [A,,] miden la rç-extraôonectividad de G. Supon-

gamos que un árbol (un grafo conexo sin ciclos) T^+iJcon 77 +1 vértices cada uno
con grado 6 en G, es un subgrafo de G. Si F — N^+i), entonces T^+i es una
componente de G — F. Además si G — F es no conexo y las demás componentes
tienen al menos r¡ + 1 vértices, entonces es claro que K^ < \F\ < (r¡ + 1)<5 — 2r¡.
Nuestro principal propósito es dar condiciones suficientes sobre el diámetro para
que KJ, [A,,] sea óptima, esto es, K^ > (r¡ + 1)6 — 2rj, [A,, > (77 + 1)5 — 2rj\.

Como ya hemos dicho antes, la extraconectividad fue definida y estudiada
en [24], y también en [25] donde se establecieron condiciones suficientes, relacio-
nando el diámetro de G con su girth, para asegurar: óptimos valores para estas
conectividades condicionales, tras de lo cual formularon la conjetura de que dichas
condiciones se podían mejorar. Para los grafos en los cuales tal Kn [A,,] existe, se
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encontraron condiciones suficientes sobre el diámetro para obtener óptima extra-
conectividad, más concretamente se demostraron los siguientes resultados. Sea
77 > 2 un entero y sea G un grafo ¿-geodético, con grado mínimo 6 > 3 y diámetro
D. Entonces

, .. . r\ ^ \ 2£ — 77 — 1, 77 par
Kj. > ^77 + lio — 277 SÍ L) ^ s n/i o

I 2t — 77 — 2, 77 impar
(6.3)

A, > (77 + 1)<5 - 277 si £ > < | o r ! ' i T^

A partir de estos resultados y basándonos en los trabajos mencionados, hemos
mejorado y generalizado estos resultados cuando el girth es g > 77 + 5. Concreta-
mente, hemos establecido condiciones suficientes que relacionan el girth g >
el grado mínimo 6 y el diámetro D. Este trabajo está contenido en [10].

6.2 Grafos con extraconectividad óptima

Diremos que un grafo G está r¡-extraconectado de forma óptima cuando el orden
de los conjuntos desconectadores no rç-triviales sea como mínimo (77 + 1)6 — 2r¡.
A modo de ejemplo la Figura 6.1 muestra que el grafo de Petersen está 1-
extraconectado de manera óptima. Nos proponemos establecer condiciones su-
ficientes sobre el diámetro que aseguren que el grafo está 7/-extraconectado de
forma óptima. Con este fin supondremos de ahora en adelante que 77 es un entero
positivo, r(r¡) = (77 + 1)6 — 2r¡, G es un grafo con girth g > 77 + 5, grado mínimo
o > 3, y F C V(G), \F\ = /c,, < T(T;), es un conjunto de vértices desconectador
no ry-trivial. Entonces, G — F está desconectado de modo que en las componentes
hay más de 77 vértices. Obsérvese que la función f(rj) da el máximo número de
vértices de la vecindad de un árbol con 77 +1 vértices, cada uno de grado 6 en G,
y en consecuencia es una medida del valor óptimo de la rj-extraconectividad. En
particular, r(0) es el grado mínimo 6 del grafo. Los dos lemas siguientes nos dan
información sobre la estructura de cualquier componente de G — F.

Lema 6.2.1 En cualquier componente de G — F hay un camino de longitud al
menos r¡ + 3. Además, cualquier vértice v de G —F está en un camino de longitud
al menos
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Figura 6.1: Extraconectividad del grafo de Petersen

Demostración: Denotemos por C la componente a la que el vértice v pertenece.
Si C contiene un ciclo, su longitud sería al menos r? + 5 puesto que g > 77 + 5,
por lo que el resultado es claro en este caso. Supongamos que C es un árbol. La
condición sobre el girth también implica que NC(U) (~) NC(U') = 0 para cualquier
par de vértices u, u' € V(C) tales que d(u, u'} <r)+2iy& que si no se formaría un
ciclo de longitud a lo sumo 77 + 4. De aquí que, como Ç tiene más de 77 vértices, C
debe tener diámetro al menos rj+3, porque en caso contrario |-/V((7)| = |F| > r(r¡}.

Por tanto, cualquier componente contiene un u <-» u' camino corto de longitud
al menos 77 + 8. Consecuentemente, para cualquier v existe en G — F, o bien un
camino u <-» TJ, o bien un camino v <-> u' de longitud !al menos

De hecho, la demostración anterior muestra que F es un conjunto desconec-
tador no 7/-trivial para T/ = 77 ,77+1 ,77 + 2,77 + 3, por lo que se tiene quei
KT, < Kn+i < Kq+z < K^+3 < \F\. En particular, si F es de mínimo orden,
entonces K^ = \F\ y, por tanto, /c,, = K^+I = «,,+2 = «^+3-

Dada una componente C de G — F la profundidad de C es
j

u(C) = max d(v.F}. '<
V '

Consideremos un vértice v 6 V (C) tal que ¿¿(TJ, F) < 'ji(C} y 6 de sus adyacentes,
Vi, . . . , vg, designamos por fi,..., fs los vértices de F a mínima distancia de cada
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Vi. Bien pudiera ser que todos fuesen iguales tal como se ilustra en la Figura 6.2
sin que se cierre un sólo ciclo. (Por ejemplo, cuando haya 6 — 1 caminos cortos
vi «-* /t Que contengan al vértice v). Sin embargo, si d(v, F) = ¡j,(C) los caminos

Figura 6.2: Necesidad de alejamiento máximo

cortos V{ «-> fi miden n(C) o p,(C) — 1 y por tanto, no pueden contener al vértice
v. En este caso, si hubiese dos vértices f i = /,- se habría cerrado un ciclo de
longitud a lo sumo 2¿¿((7) + 2. Teniendo presente esta observación obtenemos el
siguiente resultado.

Lema 6.2.2 La profundidad de cualquier componente C de G — F satisface
2.

Demostración: La demostración es por contradicción. Supongamos que C es
una componente de G — F tal que max^v^c) d(v, F} = 1. Consideremos un
camino en C de longitud r), P = UQUi...un. Para cada vértice v € -/Vp(u¿),
O < i < f?, sea fv e F un vértice a mínima distancia de v y sea F¿ C F el
conjunto de tales vértices fv. Nótese que o bien v = fv, o bien d ( v , f v ) = 1.
Como g > rj + 5, se tiene que para cada 1 < i < rj — 1, |F¿| > 6 — 2, que
\F0\>6-ly \Fr,\ > 6 - 1, y que F¿ n F¡ = 0 si i ^ j, O < t, j < r¡. Por tanto,

l-^l > DlLo l-^íl ^. (n + 1)<5 — 27y, lo cual es una contradicción, ü

Como consecuencia del lema anterior D > 4. Por tanto, tenemos el siguiente
resultado.

Proposición 6.2.3 Sea G un grajo con diámetro D, girth g > r¡ -f 5, y grado
mínimo 6 > 3. Entonces

( 2^ — 7 7 — 1 , g impar
no2<*-r), g par

D

Puesto que £ > 2 ya que g > 5, este resultado es equivalente para rj = O al
establecido en (6.1). Para 77 = 1 obtenemos «i > 26 — 2, es decir, G tiene
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superconectividad óptima. En este caso se mejora el resultado establecido en
(6.2). Además, para 77 = 2777 = 8 las cotas dadas en (6.3) son también mejoradas.

Nuestro principal resultado es el siguiente.

Teorema 6.2.4 Sea G un grajo i-geodético, £ > |_( r?H~3)/2j, con grado mínimo
6 > 3, y diámetro D. Entonces <

KTI > T(n] SÍ D <

2¿ - 5 (3 < 77 < 6 + 2)

1t-l (6 + 3 < r? < 26 + 1)

2¿ - 9 (26 + 2 < 77 < 26 + 3)
i

2^-77 + 26-5 (77 > |2¿ + 4)

2^-77 + 26-4 (r? > 26 + 5, 77 impar)

Las anteriores cotas superiores sobre el diámetro podrían ser también escritas en
términos del girth g en lugar del parámetro i. Por ejemplo, puesto que g > 2£+l,
tenemos que si D < g — 77 + 2(6 — 3) y 77 > 26 + 4, entonces K,, > T(T)). Nótese
que el grado mínimo 6 de G aparece explicítamente en las cotas superiores sobre
D. De aquí que, para valores de 77 suficientemente grandes con respecto a 6, las
condiciones suficientes conocidas dadas en (6.3) para! que G esté extraconectado
de manera óptima son mejoradas.

Para probar el Teorema 6.2.4 necesitamos los siguientes conceptos y nota-
ciones. Sea T un árbol contenido en una componente de G — F. Para cada
vértice v de T consideraremos un camino, que llamaremos camino extendido
desde v, T*(v] = v0Vi.. .v3-ivs, donde s > 1, v0 = u, vi 0 V(T), y tal que
d(vi,F) > d(vi-i,F), 1 < i < s, y d(h,F) < d(ijs,F) para cada h ^ vs-i
adyacente a vs (si tal camino no existe, sea s = O 'y consideramos el camino
trivial T*(v) = v). Además, definimos N^(v) como ¡el conjunto de vértices ad-
yacentes a vs que son diferentes de v8-\ (si s = O, entonces N^(v) — NT(v)} y
sea N*(T) = Uvev(r)-^T(U)> conjunto que denominaremos vecindad extendida
del árbol T. Para cualquier h € N^(v), f h denotará un vértice en F tal que
d(h, fh) = d(h, F). Dado un árbol T y un camino P = u0ui... um, u0 € V(T)
y HÍ £ V(T), 1 < i < m, denotamos por T ® P el nuevo árbol obtenido al
unir a T el camino P. Además, sea T* el árbol extendido obtenido al unir el
camino T*(v) por cada v € V(T). Esto es, si V(T) ¡= {vi, ^2, • • • , VT}, entonces
T* = T e T*(UI) e ... ® T*(vr). Nótese que, en cierto sentido, T* está tan lejos
como es posible del conjunto F. Dado un camino P ¡en el grafo G, \P\ denotará
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su longitud, y, dados v, v' € V(T), pr(v,v') denotará el camino v «-» v' en T.
Además, DT designará el diámetro del árbol T.

Las demostraciones de nuestros resultados discurren, en líneas generales, a
través de la siguiente idea, ya usada para probar el Lema 6.2.2. Supongamos que
el cardinal de un conjunto desconectador no r/-trivial con mínimo orden es tal
que |F| < r(r¡). En cualquier componente C de G — F, encontraremos un árbol
T tal que |A^*(T)| > |F|. De este modo tendremos que f h = fv = f para ciertos
h G NT(U], h' € NT(V), h j^ h', u, v Ç. V(T). Además, las condiciones sobre
las distancias a F que cada vértice de T satisfará implicarán que la longitud
del camino cerrado W = f «-» h T*(u) ® PT(U, v) (&T*(v) h' «-» / = / «-»
h us... UIPT(U, v)v\ ...vah'*-*f, donde / «-+ h y h' <-+ / son caminos cortos,
será menor que el girth g del grafo, llegando a una contradicción. La conclusión
es que |F| > r(77) y en consecuencia G tendrá r/-extraconectividad óptima. Un
punto importante del razonamiento es notar que W contiene un ciclo, es decir,
que no es un camino acíclico, ya que h £ N^(u), h! e N^(v), y así, el vértice
adyacente con h en el camino corto / <-> h no es us, y análogamente el vértice
adyacente con h' en el camino corto h' <-> / no es vs.

La siguiente proposición, que debe ser comparada con el Lema 6.2.2, será
utilizada en la demostración del Teorema 6.2.4.

Lema 6.2.5 Para 6 >5 yr] > 6 + 1, la profundidad de cualquier componente C
de G — F satisface fj,(C) > 3.

Demostración: Supongamos que existe una componente C tal que i¿(C) =
2. Sea z € V(C) un vértice tal que d(z, F) — 2 y denotemos por Sz el árbol
formado por z y 6 de sus vértices adyacentes. Claramente, Sz está contenido en
C. Además, como rj > 6 +1, podemos considerar en C un árbol T' con 77 vértices
que contenga a SZ) y tal que DT> < (rj — 6 — 1) + 2. Ver Figura 6.3. Su árbol
extendido T'* tiene diámetro a lo sumo \T'*(u)®pT>(u, v)®T'*(v)\ < (r?-<5+l)-f 2,
siendo u, v e V(T') —nótese que |T"*(u)| < 1 para cada v € V(T') porque
n(C) = 2. Ahora, vamos a añadir un vértice a T' para conseguir otro árbol T con
77 + 1 vértices de tal manera que el diámetro de su árbol extendido T* continué
acotado superiormente por 77 — 6 + 3. Para ello, si existe un vértice s € V(T')
tal que |T'*(s)| = 1, entonces consideraremos T = T" 0 T'*(s) (ver Figura 6.3).
En este caso tenemos que DT. < DT>*- De otro modo, si |T"*(s)| = O para cada
s € V(T'), consideramos T = T' © se, donde e G N(T') n V(C). Ahora tenemos
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h z;
77-6-1

u

e tí

f

i
Figura 6.3: Arboles T y T = T'<b T*(s)

que Dr. < |pr(tt,e)©T*(e)|> donde u e V(T). Así, DT- < (DT-+l)+l < 77-6+3.
Además, para cualesquiera par de vértices diferentes u,v £ V (T), se cumple
NT(U) H NT(V) = 0, ya que <? > n + 5. Entonces, como \N^(v)\ > |-/Vr(w)| para
cada v € V (T), se tiene que \N*(T)\ > \N(T)\ > \r(rj). Por tanto, fh = fh>
para ciertos h G A^f(w), /i' e N^(v), h ^ h', u, v €; V(T). Luego, a partir de
/ «-» hT*(u) ®PT(U, v) © T*(v)h! <-» / encontramos un ciclo cuya longitud es a lo

sumo d(/i, F) + 1 + DT- + 1 + d(fc', F) < 3 + (ry - <5 + 3|) + 3, ésto es, rj - 6 + 9 > g,
una contradicción, puesto que < 5 > 5 y < 7 > 7 y + 5. ü1

La siguiente proposición es una consecuencia inmediata del lema anterior y
mejora, para 7 ? > < 5 + l y < 5 > 5 , el resultado dado en ¡la Proposición 6.2.3.

Proposición 6.2.6 Sea G un grajo con diámetro D, girth g > 77 + 5, y grado
mínimo 6 > 5. Sea 77 > 6 + 1. Entonces,

KV > T(TI) si D < 5 <
' — 77 + 1, g impar

' - 77 + 2,î g par

D

La demostración del Teorema 6.2.4 está organizada del siguiente modo. En
primer lugar, daremos la demostración para los primeros valores de 77, a saber,
3 < f] < 26 +1. En estos casos el árbol considerado en una componente de G — F
se obtiene directamente de la estrella Sz formada sencillamente por un vértice
z situado a máxima distancia de F y S de sus adyacentes. Para 77 > 26 + 2
se necesitará un árbol T con una estructura no tan simple. Tras describir la
estructura de T, estudiaremos el diámetro de su extensión T*. Entonces podremos
asegurar que en cualquier componente existe un árbol con más de 77 vértices
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tal que el diámetro de su extensión está adecuadamente acotado. Finalmente,
acabaremos la demostración del Teorema 6.2.4 para 77 > 26 + 2.

Demostración del Teorema 6.2.4 ( 3 < 77 < 26 + 1.)

Para 77 = 3,4, 6 aplicamos (6.3). Extenderemos este resultado hasta incluir
cualquier valor de 77 menor o igual que 25+1.

En primer lugar, supongamos que 3 < 7 7 < < 5 - f 2 y que D < 2^ — 5, lo cual
implica que I > 5, ya que i < D, y por tanto el girth g > li + 1 > 11. La
demostración es por contradicción. Sea F un conjunto desconectador no 77- tri vial
de orden mínimo tal que \F\ = K,^ < T(IÍ) — 1 = r¡(6 — 2) + 6 — I < ó2 + 6 — 5.
Consideremos dos componentes diferentes Cz y Cy de G — F y sean z € Cz,
y G Cy dos vértices a máxima distancia de F. Es évidente que D > d(z, y) >
d ( z , F ) + d(y,F) = p,(Cz) + l¿(Cv}. Entonces, si (¿ — (¿(Cz) < l¿(Cy], debe ser
¿í < i — 3. Además, g > rj + 5, ya que por hipótesis i > [^J, lo que significa
que \í > 2. Entonces Sz, el árbol formado por z y 6 de sus vértices adyacentes,
está contenido en Cz. Consideramos los siguientes casos:

(i) Existen al menos dos vértices 21,22 € F(¿) tales que |5*(2i)| = |5*(z2)| =
1. En este caso, el árbol T = Sz © S*(zi) © S*z(z<¿) está contenido en Cz. El
orden de T es 6 + 3 y para todo u,v € V(T], N}(u) n N^(v} = 0, puesto que
g > 11 + 1 > 11. Entonces, como para cada v 6 V(T), \NT(V)\ > \NT(v)\, se
cumple que |7V*(T)| > \N(T)\ > r(S+2) = 62+6-4 > \F\. Por tanto, se tiene que
f h = f h' para ciertos h e Nf(u), h' € NT(V), h ̂  h', u, v 6 V (T). El diámetro de
T* es a lo sumo \T*(u) 0 PT(U, v) © T*(v)\ < 4, ya que T*(v) tiene longitud a lo
sumo uno para cada v G V(T). Ver Figura 6.4. En cualquier caso, encontramos
un ciclo cuya longitud es a lo sumo d(/i, F) + d(/i', F] + 6 < 2p, + 6 < 22, lo cual
es una contradicción ya que g>2t+l. Por tanto, \F\ = «,, > r (77).

h' z h z t w h

Figura 6.4: Casos (i), (ü)

(ü) Existe un único vértice z\ Ç. V(SZ) tal que |5*(2i)| = \z\t\ = 1. Como
d(t, F] = p,, se tiene que F(í) C V(CZ). Consideremos el árbol St. Si hubiese un
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vértice w € F(í), w ̂  z\, tal que |St*(iu)| = 1, entonces el árbol S't satisface las
condiciones supuestas en (i) y el teorema es cierto. Así pues supongamos que
|5*(u;)| = Q para cualquier w e F(í), w ^ ¿i, y consideremos T = Sz © z\tw

(Ver Figura 6.4). Este árbol T tiene orden 6 + 3 !y para todo u, v e V(T),
j

N^(u)r\N^(v) = 0. Como en el caso (i), otra vez tenemos que f h = f h' para ciertos
h, h' € N* (T), h T¿ h'. Ahora, para cualquier v € V (T), v ^ zít \T*(v)\ = O y
I ï1* (^i) I < 1- Luego, como antes se tiene un ciclo cuya longitud es a lo sumo
d(ht F) + d(tí, F) + 6 < 1\i + 6 < 2¿, una contradicción.

(iii) Para cualquier u G V(SZ), se cumple |5*(w)| = 0. Sir) < 6 + 1, entonces
T = S z es un árbol que tiene orden mayor o igual que 77+1 y \N*(T)\ = \N(T)\ >
r(r¡) > \F\. Como en casos precedentes encontramos un ciclo de longitud a lo
sumo 2/Í+4, lo cual es una contradicción. Si rj > 6+1, entonces \N(SZ)C\V(CZ)\ >
1 porque la componente Cz tiene más de 77 vértices. Ahora tenemos los siguientes
subcasos:

• Si {e} = N(SZ) D V(CZ), entonces [¿ = 2. Denotemos como ze el vértice de
Sz al cual e es adyacente, y sea e' un vértice en V(Czu \ V(SZ) adyacente a e (tal
vértice existe porque por el Lema 6.2.1 en Cz hay un camino de longitud al menos
r¡ + 3). El árbol T = Sz 0 zeee' tiene orden 6 + 3, diámetro 4, y para todo u, v e
V(T], N}(u}nNí(v) = 0. Luego \N*(T)\ > \F\ y puesto que N(T-{e,e'}} C F,
encontramos un ciclo cuya longitud es a lo sumo I+\PT(U, e')\+\T*(e')\+l+2 < 9,
donde u 6 V(T), u ^ e, e'. (Ver Figura 6.5) Una yez más una contradicción,
puesto que g > 11.

e\ h

Figura 6.5: Caso (iii)

• Existen e,e' Ç. N(SZ)(~\V(CZ), adyacentes respectivamente a ze, ze> e V(SZ),
tales que |T*(e)| = |T*(e')| = O, donde T = Sz®zee®ze,e'. Ver Figura 6.5. Ahora,
\N*(T}\ = |./V(T)| > |̂ | y por tanto, en G existe un ciclo cuya longitud es a lo
sumo 2fjL + 6, es decir, una contradicción.

• Existe e e N(Sz)r\V(Cz), adyacente a ze e V(SZ), tal que |<?e(e)| = \eei\ =
1 donde Qe — Sz © zee. Ahora, consideremos T = Sz

; © zeee\, y razonemos como
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antes. Ver Figura 6.5.

• El caso que queda por considerar es cuando |Qe(e)l = Ieeie2| = 2 para
cualquier e e N(SZ], con a lo sumo una excepción e', para el que |<5*/(e')| = 0. Si
tal vértice e' no existe consideremos el árbol T = Qe®Q*e(e), donde e es cualquier
vértice de N(SZ). Razonando como en casos precedentes encontramos un ciclo
con longitud a lo sumo |/ <->• h'uzzeeeie-¿h «-» f \ < (// - 2) + 7 + // = 2/í + 5, ya
que h' G N (Sz), de nuevo una contradicción. Por otra parte, si e' existe, entonces
d(zei,F) < fi—1, porque si d(ze>, F) = p, entonces para cualquier s € r(ze/)\{e', z}
se tendría d(s, F) > p, — 1 y entonces debería ser |Qs(s)| < 15 pero s € N(SZ] y
estamos suponiendo que |Qs(s)| = 2. Consideremos ahora el árbol T = 52©Q*(e),
e T¿ e'. Ver Figura 6.6. Razonando como en casos precedentes encontramos en G
un ciclo con longitud alo sumo \f <-» e'zeizzeeeie-¿h <-> /| < (^—l)+7+/x = 2/¿+6,
de nuevo una contradicción.

Figura 6.6: Caso (iii)

Ahora, supongamos que D < 2£ — 7y6 + 3<r)<26+l. En este caso
i > 7 lo cual implica que g > 15. Entonces el orden del conjunto desconectador
es \F\ < r(r¡) - 1 < 2Ô2 - 26 - 3 y /x = /¿(C,) < ¿ - 4.

Veamos que // = 2 es imposible. En virtud del Lema 6.2.5 debe ser 3 < 6 < 4,
y razonando como en la demostración de este lema consideramos en C un árbol
T" de 77 vértices que contiene a Sz. El diámetro de T" es a lo sumo T? — ó + 1.
A partir de T' obtenemos un árbol T con orden 77 + 1 tal que su extendido T*
tenga diámetro como mucho 77 — 5 + 3 del siguiente modo. Si existe un vértice
s e V(T') tal que |T"(s)| = 1, entonces sea T = T'®T'*(s). Si no, si |T'*(s)| = O
para cada vértice s € V(T'), entonces sea T = T' © se, donde e € TV(r') n V(C).
Es obvio que £>x« < 77 — <5 + 3. Además, tenemos que N^(u] n N^(v) = 0 para
cualesquiera U,T; e V(T) ya que g > 77 + 5. Entonces, como \N^(v)\ > 1^(^)1
para todo v € V(T), se cumple que |AT*(T)| > |JV(T)| > r(r¡). Por tanto, se tiene
que fh = fh,, h € N}(u), tí € N}(v), h ¿ tí, u,v e V(T). Luego, a partir de
/ <-* hT*(u] ®pT(u,v}®T*(v}h' <-> / encontramos un ciclo cuya longitud es a lo
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0< 14, puesto
que 7 7 < 2 < 5 + l y < 5 < 4 , una contradicción porque g > 15.

i

Ahora, supongamos que fi > 3 y consideremos los siguientes subcasos:

(iv) Existen al menos dos vértices 21, z-¿ e T(z) tales que IS^zi)! = \S*(zz)\ =
1 y supongamos que S*(zi) = z^t. En este caso, el árbol T = Sz © St © S*(zz)
está contenido en Cz, donde Sz © St es el árbol obtenido uniendo Sz y St como
se muestra en la Figura 6.7. El orden de T es 26 + 2, el diámetro DT = 5 y
para todo w, v € V(T), NT(u) n A^(v) = 0, puesto que g > 15. Entonces,
|AT*(T)| > |JV(T)| = r(26+l) = 2<52-2<5-2 > |F|. Pot consiguiente, fh = fh, = /
para ciertos ft € NT(u), h' 6 A^(i>), ft 7^ ft', siendo u, u € V(T). El diámetro del
árbol extendido T* es a lo sumo |T*(w) ®PT(U,V) ©T*(v}\ < 6, puesto que para
cualquier v e V(T), T*(v) tiene longitud a lo sumo uno. Ver Figura 6.7. Luego,
en G podemos encontrar un ciclo / <-» h'T*(u) @PT(U,V) © T*(v)h <-» / cuya
longitud es como mucho d(h', F) + d(h, F) + 8 < 2/¿ -f 8 < 2^, una contradicción,
puesto que g > 22 + 1. Por tanto, |F| = «;,,> T(T?).

z t z t ft' z t ft'

zl u e

Figura 6.7: Casos (iv) y (v)

(v) Existe un único vértice z\ € F(z) tal que |5*(2i)| = \z\t\ = 1. Conside-
remos el árbol St. Si existe un vértice w e F(í), w ^ z\, tal que |5t*(tu)| =
1, entonces el árbol St satisface las condiciones supuestas en (iv) y el teorema
vale. Luego, supongamos que |5*(u;)| = 0 para cualquier w e F(í), w ^ z\,
y consideremos T' = Sz © St- Si 77 < 26, el árbol T' es el que se busca en
la componente y podemos razonar como en casos precedentes. Si TI — 26 + 1,
consideremos un vértice e 6 N(T') D V(CZ) adyacente au e V(T'} y sea T =
T' © we, el cual tiene orden 26 + 2, diámetro DT — 5 y para cualquier v € V(T),
v T¿ 2i,e, |T*(i;)| — 0. Si |T*(e)| < 1 razonando como en casos anteriores
encontramos el ciclo / <-» ft © PT(V,€) © T*(e)h' <-* / cuya longitud es como
mucho 2¿/ + 8 < 2^, una contradicción. Si para cualquier e € 7V(T") í~l V(C'2),
|T*(e)| = 2, tenemos que en el ciclo anterior d(h, F) <¡/Lt-2, ya que ft € N(T')r\Cz

(ver Figura 6.7) y por tanto, obtenemos una vez más una contradicción.



Grafos con extraconectividad óptima 109

(vi) Para todo u € V(SZ), se cumple que \S*(u)\ = 0. Nótese que \N(Sg) D
| > 6(6 — 1) porque p, > 3. Consideremos los siguientes subcasos:

• Existe algún u e V(SZ), u ̂  z, tal que d(u, F) = //. Consideremos el árbol
T = 52 e Su cuyo orden es 26. Si existe algún tu e V(5tt) tal que |T'*(tt;)| = 1,
entonces Su satisface las condiciones supuestas en o bien (iv) o bien (v) y el
teorema vale. Luego, podemos suponer que |T"*(tt;)| = O para cada w € V(T").
Si 77 < 26 — 1, entonces consideremos T" y razonemos como antes. Si 77 > 26, sea
e € N(T)C\V(Cz)t adyacente a w G V(T'), y consideremos el árbol Q = T'®we
contenido en Cz. Si 1 < |Q*(e)| < 2, entonces T = Q © Q*(e) nos lleva a
contradicción. En caso contrario, si |Q*(e)| = O para cualquier e Ç. N(T')r\V(Cz],

entonces basta considerar 61,62 € N(T') D V(CZ), adyacentes respectivamente a
Wi,W2 € V(T'), y el árbol T = T'@w\ei@W'2ie-¿ nos lleva de nuevo a contradicción;
ver Figura 6.8.

z u

Figura 6.8: Caso (vi)

• Supongamos que d(u, F) = p, — 1 para cualquier u € V(SZ). Entonces tene-

mos d(h, F) < ¿í— 1 para cualquier h 6 NSZ(U) ya que |5*(u)| = 0. Supongamos,
en primer lugar, que existe e e N(SZ) n V(CZ), adyacente a ze € V(SZ), tal que

1 < IQ*(e)l < 2, donde Q = Sz@ zee. Si eei es una rama de Q*(e), entonces
consideremos T = Sz@zee© Sei. Ver Figura 6.8. Tiene orden 26 + 2, DT = 5, y
como antes |N*(T)| > |F|. Además, |pT(w,í;)| = DT si y sólo si u € F(2), w ̂  ze,
y v 6 F(ei); ver Figura 6.8. Por tanto, a partir de / <-* /ipr(t¿, u) © T*(v}h' <-» /
encontramos un ciclo cuya longitud es a lo sumo (n — 1) + 1 + Z>r + 3 + n <
2f¿ + 8 < 2¿, una contradicción, puesto que g > 11 + 1. Finalmente, supongamos
que para cada e e N(SZ) fl V(C2), |<5*(e)| = 0. Como /z > 3, es claro que
| N ( S Z ) H y(C2)| > <5 + 1 y por tanto se obtiene el árbol T uniendo 6 + 1 de estos
vértices a 52. D
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De la demostración del teorema anterior se desprende el siguiente corolario.

Corolario 6.2.7 Sea G un grafo t-geodético, t > I ̂  I , con grado mínimo 6 > 3.
Sea F un conjunto de corte no n-trivial tal que \F\ =' nn < r(rj) — \, entonces la
profundidad de cualquier componente C de G — F satisface,

>£-2, si3<r¡<6 + 2, ;

>£-3, si6 + 3<r]<26+l. D '

De ahora en adelante, supondremos que T? > 26 + 2 y que z G V(CZ) es un
vértice tal que d ( z , F ) = fJ,(Cz) — f¿. Por el Lema 6J2.1 sabemos que z está en
un camino P'z cuya longitud es al menos ^^ . Para completar nuestro teorema
principal, necesitamos tener en cuenta un árbol T contenido en Cz que a su vez
contenga al vértice z. La estructura de T es como sigue:

Tipo (a) Sea /¿ > 3. Consideremos un subcamino P de P'z que contiene a z
como vértice interno cuya longitud p es '

„ _ i pi _ / 4, si 26 + 2 < tj < 26 + 3,
P~l ' " IHH, si ,>2¿ + 4.

Nótese que siempre p > 4. La estructura de T se muesjtra en Figura 6.9. Podemos
suponer que la distancia en P desde z a los vértices finales de este camino es al
menos dos. Añadimos en el vértice z todos los caminos de longitud 2 de la forma
zziZij, Zi # V(P), I <i < o — 2, 1 < j < S — 1. Además, suponemos que P es
tal que en cada vértice interno v, v ^ z, se pueden añadir las 6 — 2 ramas w¿,
1 < i < 6 — 2. De este modo obtenemos un árbol T que tiene diámetro DT = p,
y, puesto que g > 77 + 5 > p, el orden de T es n? — p(S — 1) + (6 — 2)2 + 1.
Teniendo presente que p(S — l ) = 2p+(S — 3)p, cuando 77 > 28 + 4 tenemos que,

Figura 6.9: Arboles tipo (a) y;(b)

nT = rj - 1 + (6 - 3)2 + (6 - 3)p, si 77 es impar y nT\ = r\ + (6 - 3)2 + (<5 -
si rj es par. Por tanto, UT > r¡ + 1, salvo para S = 3 en cuyo caso nT — 2 |||
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Análogamente, si 18 + 2 < rj < 20 + 3, entonces p = 4 y de aquí que nT = <52 + 1.
En consecuencia, como 26 + 4 < <52 + 1, tenemos que UT > r¡ + 1.

Como ¡j, > 3, un árbol tal como el descrito claramente existe si 77 y 8 son tales
que la longitud del camino P es p < 4. Por otra parte, si p > 5, ésto es, cuando
77 > 26 + 6, tal árbol podría no existir, ya que en este caso es posible que algún
vértice v en el camino que contiene a z, verificase que d(v,F) — 1, y tal vez no
se pudieran añadir las 8 — 2 ramas Wi. En este caso consideramos un árbol de
tipo (b) como el que describimos a continuación.

Tipo (b) Sea p, > 3, y 77 > 26 + 6. Ahora la longitud de los caminos que
contienen al vértice z es p < n~2

2
w I . Los vértices finales del camino P, í y í',

satisfacen d(t,F) = d(t', F) = 1 y para cada vértice interno w de P se cumple
d(w, F) > 1. Hemos de tener en cuenta que P tiene longitud p > 2(/¿ — I) (ya que
en C z debe haber al menos un camino de longitud 2/^ — 2 que contenga a z, puesto
que g > r¡ + 5) lo que implica que p > 4. De nuevo, podemos suponer que la
distancia en P desde z a los vértices finales t y f es al menos dos. Consideremos
un árbol T" tal como se ilustra en la Figura 6.9. Esto es, T" se obtiene, al igual
que los del tipo (a), añadiendo 6 — 2 ramas a cada vértice interno de un camino
que contiene a z, y uniendo además al vértice z todos los caminos de longitud 2
de la forma zZjZy, z¿ £ V(P), I < j < S - 1, 1 < i < 6 - 2. El orden de T es
p(6 — 1) + (6 — 2)2 + 1. Ahora, si 6 > 4 y el orden de T' es menor que r¡ + 1,
entonces consideramos un árbol T de orden al menos rj +1 que contiene a T". En
caso contrario sea T = T'. Por otro lado, si 6 = 3 y el orden de T' es menor que
2 1 ^ 1 , entonces sea T un árbol de orden al menos 2 I |J que contenga a T". En
caso contrario sea T = T'. Como cualquier componente de G — F tiene más de
TI vértices, la existencia de tal árbol T está, en cualquier caso, asegurada. Luego,
si Ó > 4, el diámetro de T, DT, es a lo sumo p + (q — (6 — l)p — (6 — 2)2) =
77 - (6 - 2)p - (6 - 2)2, y si «5 = 3, DT < 2 |j|J - (2p + 2) + p = 2 [aj - p - 2.

Tipo (c) Sea /Lt = 2 , 3 < < 5 < 4 y ? 7 > 2 ó + 2. Consideremos un camino P de
longitud p que contiene a z como vértice interno. Como en el caso precedente,
los vértices finales t y t' de P satisfacen d(í, F) — d(t', F) = 1 y d(w, F) = 2 para
cada vértice interno w de P. En primer lugar, se obtiene un árbol T' uniendo
Ó — 2 ramas a cada vértice interno de P tal como se ilustra en la Figura 6.10. Si el
orden del árbol T", (6- l)p- (6- 3), es al menos rj-6, entonces T = T'. En caso
contrario, consideramos un árbol T de orden 77—ó que contenga a T'. El diámetro
de T, Dr, es a lo sumo 77 - (ó - 2)p - 3 < 77 - 26 + 1, porque p > 2(¿i - 1) = 2.
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I
z w ;

A-
i

Figura 6.10: Arboles tipo (ci)

t
i

Nótese que debido al Lema 6.2.5 este árbol sólo tiene sentido si 3 < ó < 4.
i

Resumimos las características de estos árboles para rj > 26 + 2 en la Tabla 6.1.
Ahora consideraremos el árbol extendido, T* '. Nótese que dado un vértice v

i
de T, la longitud del camino T*(v) = vvi...va es a lo sumo |pr(t>,;z)| porque
d(vi, F) > d(vi-i, F), 1 < i < s, d(z, F) = n y ¿t es la mayor distancia posible a
F desde un vértice en la componente. El siguiente resultado nos permite acotar
el diámetro de T*. ;

¡

Lema 6.2.8 El diámetro de T* es a lo sumo:

Tipoft):

Tipo (c): DT + 2 < r¡ - 16 + 3

Además, para cualquier par de vértices diferentes u, v de T, N^(u) n NT(V) = 0.
i

Demostración: Para cualquier par de vértices diferentes u, v de T, hemos de
acotar la longitud del camino ;

i

T*(u) © pT(u, v) 0 T*(v) = usus-i . . . UipT(u, v)vi . . . tV-i^V (6.4)

Según el tipo de T, consideremos los siguientes casos;

Tipo (a) En primer lugar, supongamos que PT(U, z) y pr(z, v) tienen un sub-
camino común de longitud k > O, y supongamos |pr(w) z)\ > brí-Z;^)!- Como
ya se estableció antes, la longitud del camino T*(tt), es a lo sumo \PT(U, z}\.
Análogamente, la longitud de T*(v) es a lo sumo Ipr^i-z)!- Por tanto, como
\pr(z, v}\ < k + 1 debido a la estructura de T, la lon'gitud de (6.4) está acotada
superiormente por '

2\pr(u,z)\ + 2\pr(z,v)\ -2k< 2(|pr(w>¿)| + 1) < 2DT.
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Tipo (a)

Tipo (b)

Tipo (c)

?7
>2<5 + 4

2ó + 2 < 7 7 < 2 < 5 + 3

77 > 25 + 6

77 > 26 + 2

nr >

si <5 > 4, 77 + 1

si <5 ±= 3, 2 [T?/ 2J

77 + 1

si 6 > 4, 77 + 1

si d = 3, 2 [77/2]

77 — 6

Ar <

L(7?-2<5 + 4)/2j

4

77 - («5 - 2)p - (5 - 2)2

2I.77/2J-P-2

77-2<5+l

Tabla 6.1: Características de los árboles T

Por otra parte, si PT(U, z} y PT(Z, v) son caminos rama-disjuntos, entonces \PT(U, z) \
+\pT(z,v)\ = \PT(U,v}\ < £>T, y, razonando igual que antes encontramos que la
longitud de (6.4) está acotada por 2(|pr(u, z)\ + \PT(Z, v}\) < ID?.

Tipo (b) Para acotar la longitud del camino dado en (6.4), hemos de tener en
cuenta que en árboles de tipo (í>), |T*(w)|, y |T*(?j)| miden como mucho p, - 1,
que p > 2(/¿ — 1), (j, > 3, y que \PT(U, v}\ < DT- Así pues, la longitud del camino
(6.4) está acotada por 2(/¿ - 1) + DT < 77 - p(6 - 3) - (6 - 2)2 < T? - <52 + 8, si
6 > 4 porque p > 4, o bien por p + 2 [f J - p - 2 = 2 [f j - 2, si 6 = 3.

Tipo (c) En este caso /í = 2, lo que significa que |T"*(u)|, y |T*(TJ)| miden como
mucho 1. Es decir, la longitud del camino (6.4) es a lo sumo DT + 2 < 77 — 20 + 3,
yaque \pT(u,v)\ < DT.

Como, en cualquier caso, tenemos que el diámetro de T* es a lo sumo 77, estos
resultados implican que todos los vértices del camino (6.4) deben ser diferentes
y que N^(u) n N^(v) = 0, porque en caso contrario g < 77 + 2, lo cual es una
contradicción, ya que < 5 > 3 y < 7 > 7 7 + 5. D

En orden a asegurar la existencia en cualquier componente de G — F de un
árbol T tal que |N*(T}\ >r(q), necesitamos que el orden de T sea al menos 77+1.
Como podemos ver en la Tabla 6.1 podría no ser así para árboles de tipo (c),
o árboles de tipo (a) o tipo (b) cuando 8 = 3 y n > 26 + 4. De todos modos,
disponemos del resultado establecido en el siguiente lema.
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Lema 6.2.9 Consideremos en una componente de G'— F un árbol T de tipo (a),

tipo (b) o tipo (c) con orden menor que 77 + 1. Es posible extender T a un árbol

Q con orden 77 + 1 de tal modo que el diámetro de Q* satisfaga

Tipo (a): DQ. < 2DT]
Tipo (b): DQ. < 2(/x - 1) + DT; j
Tipo (c): DQ. < DT + 4 < 77 - 26 + 5 (3 < S < 4).

Además, NQ(U) n NQ(V) = 0, para cualquier par u, v de vértices diferentes de Q.

Demostración: Supongamos, en primer lugar, que T es un árbol de tipo (a) o

tipo (b), ésto es, 6 = 3 y 77 > 2<5 + 4. Hemos de tener presente que para cualquier

vértice s € V(T), en árboles de tipo (a) se verifica ¡que |T*(s)| < |px(s,z)| <

DT — 2, y en árboles de tipo (b), |T"*(s)| < // — 1 donde ¡i > 3. En primer lugar,

supongamos que T tiene 77 — 1 vértices. En estas condiciones veremos que es

posible obtener un árbol Q de orden 77 + 1 añadiendo dos vértices al árbol T tal

que DQ' < 2DT, si T es un árbol de tipo (a), o, DQ» < DT + 2(/i — 1), si T es un

árbol de tipo (b). Tenemos los siguientes casos: :

(i) O bien existen dos vértices s,s' e V(T) tales que |T*(s)| = |T*(s')| = 1,

en cuyo caso el árbol buscado es Q = T©T""(s) ©T*(s'), o bien existe un vértice

s tal que |T*(s)| > 2 y en este caso el árbol es Q = T © T*(s). De cualquier

forma el árbol Q obtenido obviamente satisface que DQ. < DT- y en virtud del

Lema 6.2.8 DT- < 2Z>r, si T es un árbol de tipo (a), o, DT* < DT + 2(/x — 1), si
T es un árbol de tipo (b).

(ii) Existe un único vértice s G V(T) tal que |T*'(s)| = |ssi| = 1. Entonces

F(SI) C C, donde C designa la componente que contiene al árbol T. Sea h €
F(SI), h T¿ s, y consideremos el árbol Q — T © ssih. Para cualquier s' € V(Q)

s'

Figura 6.11: Caso (ii) para 77 = 11

i
tenemos que £>Q. < \Q*(h}\ + DT + 1. Por tanto, si T es de tipo (a), \Q*(h}\ <

\PT(S, z}\ y se cumple que DQ. < 2Z>r, ya que \PT(S, z)| < DT — 2. Y si T es de
tipo (b), DQ. < (p. - 1) + 2 + DT < 2(/¿ - 1) + DT, puesto que /z > 3. (La Figura
6.11 ilustra este caso con el ejemplo particular 77 = 11).
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(iii) Supongamos que para cualquier s € V(T), \T*(s)\ = 0. Luego debe ser
\N(T] n V(C)| > 1. Consideremos los siguientes subcases:

• Existe un vértice e € N(T)r\V(C], adyacente a se V(T), tal que |T'*(e)| =
\ee\... er\ > 1, donde T" = T 0 se. Ahora, consideremos el árbol Q = T © seei.
Esta situación se ilustra en la Figura 6.12 para el caso particular 77 = 11. Si T es
de tipo (a) entonces |Q*(e)| < 1 + |Q*(ei)| < 1 + \pT(s,z)\ < DT - 1, porque en
el peor caso d(e\, F) = d(s, F). En consecuencia DQ* < 2Dx- Si T es de tipo (b)
tenemos que |Q*(e)| < 0 — 1, y por tanto, DQ» < DT + 2(0 — 1).

s' s

Figura 6.12: Caso (iii) para 77 = 11

• Existen e\, e-¿ € N(T] fl V(C), adyacentes respectivamente a si, s2 £ V(T),
tales que |Q*(ei)| = |<5*(e2)| = O, donde Q = T © Siei © s2e2. Entonces DQ. <
DT + 2, y por tanto, lo que afirma el lema también se verifica.

• Si {e} = N(T)r\V(C}, entonces por construcción de los árboles de tipo (a)
y (b) debe ser fj, = 3. Luego si T es de tipo (a), corresponde al caso particular
77 — 1 == 26 + 4 = 10. Llamemos a esta estructura TIQ. Y si T es de tipo (b) debe
ser de la forma TÍO © P, donde, en el peor caso, P. denota un camino de longitud
a lo sumo 77 — 11, ya que T tiene 77 — 1 vértices. La Figura 6.13 ilustra un árbol de
tipo (b) como el descrito cuando 77 = 13. Denotemos por s el vértice de T al cual

.
s' see'

Figura 6.13: p, = 3 y árbol tipo (b) para rj = 13

e es adyacente. Como la componente C tiene más de r] vértices, debe haber un
vértice e' € V(C) adyacente a e. El árbol Q = T® see' tiene orden 77 +1, y como

|Q*(e')| < 2 ya que 0 = 3, tenemos que DQ- < \pQ(s',e')\ + |Q*(e')l < DT + 4
para cualquier s' E V(Q). Por tanto si T es de tipo (a) DQ> < 2£>T> puesto que
DT > 4, y, si T es de tipo (b) DQ* < DT + 2(fj, - 1), puesto que 0 = 3.
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í
Cuando el orden de T es 77 sólo es necesario añadir un vértice, tarea más fácil

que la anterior. O bien existe un vértice s € V(T) tal que |T*(s)| = 1, en cuyo
caso el árbol es Q = T 0 T* (s), o para cualquier s e V (T), \T*(s)\ = 0. Como
debe haber un vértice e € N (T) D V (C) adyacente a s € V (T), el árbol que se
busca es Q = T 0 se.

Ahora supongamos que T es de tipo (c). En este caso p, = 2, el orden de
T es al menos 77 — <5 y 3 < <5 < 4. Supondremos el peor caso cuando T tiene
precisamente r¡ — 6 vértices, y por consiguiente, es necesario añadir 6 + 1 vértices.
Ahora \N(T)T\V(C)\ > 1, donde C designa la componente que contiene al árbol

í

T. Consideremos los siguientes casos: ]
i

(iv) Existe al menos un vértice s € V(T), tal que T*(s) = ssi. El árbol
Q' = T 0 SSl tiene orden 77 y DQ> < DT + 2. Si existe un vértice u e V(Q'} tal
que |<2'*(w)| = 1) entonces el árbol Q = Q' ® Q'*(u) esta contenido en C, tiene
orden 77+ 1 y DQ* < DT + 4. Si para cualquier u Ç. V¡(Q'), \Q'*(u)\ = O, entonces
el árbol Q = Q' 0 ue existe en C1, siendo e € N(T) f) V(C) un vértice adyacente
al vértice u. Este árbol tiene orden 77 + 1 y DQ* < DT + 4.

(v) Para cualquier vértice s € V(T), |T*(s)| ='0. Supongamos que existe
un vértice e € N(T) n V(C] adyacente a s e V(T)ital que T*(e) = eei siendo
Te = T © se. Entonces el árbol Q = Te ® Sei está contenido en C, tiene orden
77 + 1 y DQ* < DT + 4. Caso contrario, supongamos que |re*(e)| = O para todo
e e N(T) n C. Sea 7V(T) n V(C] = {ei,..., er}, r > 1, donde e¿ es adyacente
a Si e V(T] y sea T" = T © SIÊI 0 ... 0 srer. Si e'ste árbol tiene orden 77 + 1
(r > 6 + 1) hemos terminado. Si r = 6, entonces ¡Q = T" 0 CjU, siendo u un
adyacente a algún Cj. Supongamos que 1 < r < 6.— í.

Consideremos en la componente un árbol Q' con orden 77 que contiene a T',
ésto es, Q' = T"0P, donde, en el peor caso, P es un camino de longitud 6—r unido
a T' por cierto vértice Cj. El diámetro de Q' es como mucho DT> +6 — r< DT + 6
porque si r = 1 entonces DT> < DT + 1, y si r > 2 entonces DT> < DT + 2. En
estas condiciones, su árbol extendido Q'* tiene diámetro acotado superiormente
por \PQ>(U,V) 0T*(v)\ < DT + Ô+I, donde u,v e V(Q'}. Añadiendo a Q' un
vértice obtenemos un árbol Q con orden 77+! y tal quel-ÜQ* < DT+Ô+!. Así pues,
si 6 = 3, entonces DQ* < DT + 4. Si 6 = 4, se tiene que DQ* < DT + 6 < DT + 4.
En efecto, si no fuese así, DQ* < 77 — 6 + 2 porque DT <r] — 20+l para árboles
de tipo (c). Para cualesquiera u, v €. V(Q), se cumple que NQ(U) n NQ(V) = 0
porque g > r¡ + 5. Entonces, \N*(Q)\ > \F\ y pprtanto fh = //,/ = / con
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h, h' 6 N*(Q), h T¿ h'. De aquí que encontremos un ciclo cuya longitud es a lo
sumo d(h, F) + 1 + DQ. + 1 + d(tít F ) < 3 + (77-<5 + 2) + 3 < 7 7 - < 5 + 8 < 7 7 + 4,
lo cual es una contradicción ya que g > 77 + 6.

Finalmente, como en cualquier caso el diámetro de Q* es a lo sumo 77 con-
cluimos al igual que en el Lema 6.2.8 que NQ(U) D NQ(V) = 0, para cualquier par
u, v de vértices diferentes de Q. ü

Todos los resultados anteriores nos permiten concluir que en cualquier com-
ponente de G — F existen árboles T de orden al menos 77 + 1 tales que sus
árboles extendidos T* tienen diámetro DT- acotado según el tipo de T, tal como
indicamos en la Tabla 6.2.

Tipo (a)

Tipo (b)

Tipo (c)

DT* < 2 [(r¡ - 26 + 4)/2j

DT> <8

£>T. < 77 - <52 + 8

DT. < 2 [77/2J - 2

DT- < 77 - 2<5 + 5

si 77 > 25 + 4

26 + 2<7]<2Ó + 3

si 8 > 4, 77 > 2<5 + 6

si <5 = 3, 77 > 20 + 6

77 > 26 + 2

Tabla 6.2: Características de los árboles T*

Ahora podemos finalizar la demostración del Teorema 6.2.4.

Demostración del Teorema 6.2.4 (continuación). (77 > 26 + 2.)

Demostraremos el teorema por contradicción. Sea F C V(G], un conjunto
de vértices desconectador no ?7-trivial tal que \F\ = K^ < r(77) — 1. Entonces,
G — F está desconectado de modo que en las componentes hay más de 77 vértices.
Sean Cz y Cy dos componentes diferentes de G — F y sean z G Cz, y G Cy dos
vértices a máxima distancia de F. Es claro que D > d(z, y) > d(z, F)+d(y, F) =
fj,(Cz) + n(Cy}. Supongamos que p, = /x(C2) < //(Cy).

Como t > I %Y- I , podemos considerar en cada componente un árbol T de tipo
(a), tipo (b), o tipo (c) de orden 77 + 1 dados en el Lema 6.2.9. Entonces, la
cardinalidad del conjunto 7V*(T) satisface que, |AT*(T)| > \N(T}\ > T(T¡) > \F\.

Así pues, tenemos que fh = fv = f para ciertos h, h' 6 N*(T), h ^ h'. Los
vértices h e h' son adyacentes a i¿s, u'8, respectivamente, vértices finales de los
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caminos T* (w), T* (v), para ciertos uy v en. V (T). En consecuencia, encontramos
el siguiente ciclo: ¡

f<->hT*(u)@pr(u,v)®T*(v)li'+-*f (6.5)

donde / <-»• h y h' «-» / son caminos cortos. La longitud del ciclo (6.5) es a lo
sumo 2/x + 2 + DX» . Calculemos esta longitud para cada valor del diámetro según
el tipo de árbol T. i

(i) Si D < 2¿-7?+2<5-4, 77 > 25+5 y 77 es impar, entonces p < ¿+<5-2-2Ji.
Por tanto, debido al Lema 6.2.8 tenemos que !

• Si el árbol T es de tipo (a), entonces DT* < ID? < 77 — 25 + 3. Entonces
tendríamos que | (6.5) | < 2/x + 2 + DT. < (2£ + 26 - 5 j- ij) + 2 + (77 - 26 + 3) < 2¿

|
• Si el árbol T es de tipo (b) y 6 > 4 entonces DT* < 77 — <52 + 8, y de aquí

que |(6.5)| < 2fí + 2 + DT. < (2Í + 26 - 5 - 77) + 2 +¡(77 - <52 + 8) < 2¿ Si 6 = 3,
DT* <r¡- 3. Entonces, |(6.5)| < (2£ - rj + 1) + 2 + (¡rç - 3) < 2¿.

i

• Si el árbol T es de tipo (c), entonces en virtud del Lema 6.2.9 DT* < 77— 2<5+5
y p, = 2. Supongamos que \i < ¿ + 6 — 2 — ̂ ii. Como en casos anteriores se
prueba que |(6.5)| < 2/¿ + 2 + DT* <2Í. Pero, si // = 2 = ¿+5-2-^, entonces
^ = 3 — ¿ + ̂  < ̂  lo cual es una contradicción con las hipótesis.

(ü) Si D < 77 — 2<5 — 5, 77 > 26+4 el razonamiento es similar al caso precedente.

(iii) Si D < 2è- 9 entonces f¿<£-5, para 2<5 + 2 < 77 < 2<5 + 3. Por tanto, en
virtud del Lema 6.2.8 tenemos que si el árbol T es de tipo (a), entonces DT* < 8
y si el árbol T es de tipo (c), entonces DT* < 77 — 2¿ + 5 < 8. Luego, en ambos
casos |(6.5)| < (U- 10) + 2 + (8) <2L \

En cualquier caso se cierra un ciclo de longitud estrictamente menor que 2¿+ 1
lo cual es una contradicción. Por tanto, |F| = K^ > 71(77). ^

i

De este teorema podemos deducir el siguiente corolario.

Corolario 6.2.10 Sea G un grafo C-geodético, t > l2^!, con grado mínimo
6 > 3. Sea F un conjunto de corte no T¡-trivial tal\que \F\ — K,^ < r(r¡) — 1,
entonces la profundidad de cualquier componente C de G — F satisface,

77 + 3
fJ>(C) >¿ + 6- -t—¿—, si 77 > 26 + 5, 77 impar.

¿ + < 5 - — , s¿77> 26 + 4, n par. -,

/¿(C) > í - 4, si 26 + 2 < 77 < 2<5 + 3. D
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6.3 Rama-extraconectividad

El objetivo de esta sección es estudiar los resultados de las secciones precedentes
desde el punto de vista de la rama-conectividad. Si H es un subgrafo de G =
(V, A) denotamos por w(H) al conjunto de ramas de G que tienen un vértice en
H y otro en G — H. Dado un grafo G = (V, A) y un entero 77 > O, decimos que
E C A es no rj-trivial si E no contiene un conjunto w(H) donde H es un subgrafo
de G con k vértices, O < k < 77 (Para 77 = O, cualquier E C A es no 77- tri vial).

Definición 6.3.1 Llamamos rama-extraconectividad de un grafo G y la deno-

tamos como A,, al mínimo cardinal de ramas de un conjunto desconectador no

r)-trivial.

Diremos que un grafo G está rç-rama extraconectado de forma óptima cuando
el orden de los conjuntos desconectadores de ramas es al menos r (77) = (77 + 1)<5 —
277. Como antes sea G = (V,A) un grafo ¿-geodético con girth g > r¡ + 5 y sea
E C A(G), \E\ = Xjj < T(TI) — 1 un conjunto de ramas desconectador no 77-trivial
de orden mínimo. A partir de esta minimalidad es obvio que G — E = C\ U 62 >
donde C\ y Cz son dos componentes conexas diferentes, y las únicas ramas entre
ellas son las de E. Ahora consideremos F = {/ e V(d], //' € E} y W = {/' €
V(C2), //' € E}. Es evidente que en G — E se verifica el mismo resultado que en

el Lema 6.2.1. Denotemos por v = maxv€v(Ci) d(v, F) y i/ = max.v€v(c2) d(v, W]
y supongamos que v <v' . Entonces obtenemos el siguiente lema que es similar
a los Lemas 6.2.2 y 6.2.5.

Lema 6.3.1 Se cumple que v > 1 y si además, n>6+ly6>5, entonces

Demostración: La demostración es por contradicción. Supongamos que v = 0.
Nótese que en este caso V(C\) = F. Por la demostración del Lema 6.2.1 sabemos
que hay un camino P = XQX^XI ... Xr, en C de longitud 77. Denotemos por WE(X)

las ramas de E con vértice x y por WB(H) = \JXCV(H)WE(X}- Tenemos que
para cada 1 < i < r¡ - 1, \WE(XÍ}\ + \NP(xi) n V(Ci)\ > <5 - 2 y para i = 0,77,
\wE(xi}\ + \Np(xi)nV(C)\ > (5-1. Puesto que para todo / € V(d), \wE(f}\ > 1
y el girth g > r, + 5 se deduce que \E\ > £?=o \WE(XÍ)\ + \wE(Np(xi} n V(d))\ >

\WE(XÎ)\ + \Np(xi)r\V(d)\ > T(77)> 1° Que es una contradicción y en consecuencia
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Ahora, supongamos que i / = l , 7 / > 6 + l , y í > 5 . Sea z € V (Ci) un vértice
tal que d(z, F) = 1. Como r¡ > S + 1 podemos considerar en Ci un árbol T de
orden 77 que contiene a Sz. El diámetro de T* es a lo: sumo DT + 2 < r j — 6 + 3.
Además, es posible extender T, mediante la adición de un vértice, a un árbol Q
de orden rj + 1 tal que DQ* < rj — S + 3. De aquí | que para cualesquiera par
de vértices u, v-Ç. V (Q), NQ(U) n NQ(V) = 0, ya que g > r) + 5. Para cada
u G V(Q), definimos N*(u) del mismo modo que en la sección precedente, salvo
para un vértice u € F tal que |<5*(w)| = 0. En este caso especial definimos
N*(u) = {u}. Entonces, \N(Q*)\ > \N(Q)\ > \F\, y en consecuencia, para
ciertos /i, h' e N(Q*), h ̂  h', tenemos que fh = fh1 — f £ F. Luego, a partir de
/ <-» hQ*(u) ®PQ(U, v) ® Q*(v)h' <-> / encontramos un ciclo cuya longitud es a lo
sumo DQ* + 6 < 7 y — 5 + 9, lo cual es una contradicción porque 6 > 5 y g >
D

Este último lema asegura que Ci y Ci tienen al menos S + 1 vértices. Con
este resultado la versión para ramas del Teorema 6.2.4 puede ser establecida.

Teorema 6.3.2 Sea G = (V,A) un grajo l-geodético, i >
mínimo 6 > 3, y diámetro D. Entonces,

, con grado

s

D<2£-6 (6 + 3<r,<2Ó+l)

D<2£-8 (26 + ¡2 < 77 < 2<5+ 3)

D < 11 - r, + 26 - 4 (77 > 26 + 4)

D < 2¿ - r, + 26 - 3 (77 > 26 + 5, r\ impar).

Para 77 < 26 + 1 la demostración de este resultado está basada otra vez en la
existencia en las componentes de un árbol con orden! 77 + 1 obtenido a partir de
Sz, y para r¡ > 26 + 2 la demostración está basada en árboles de tipo (a), tipo
(b), o tipo (c). La principal diferencia con respecto al caso de vértices ha sido ya
mencionada en el Lema 6.3.1 y es la siguiente. Si existe u e V(T), u e F, tal
que |T*(u)| = O, entonces definimos N*(u) = {u}. •

Nótese que las condiciones suficientes conocidas dadas previamente en (6.3)
para que G estuviese rama-extraconectado de forma óptima, son mejoradas.




