3 BOMBAS DE ENGRANAJES CON PERFILES TROCOIDALES. ANALISIS
DESPLAZAMIENTO VOLUMETRICO

3.1 INTRODUCCION

La bomba gerotor es una bomba oleohidraulica de engranajes internos, cuyo engranaje es un
conjunto conjugado entre la rueda dentada interior (pifion) y la rueda dentada exterior (corona)
para conseguir el engrane, y donde la rueda dentada interior tiene un /obulo (diente) menos que
la exterior. La rueda dentada interior es la encargada de transmitir el par del movimiento de
rotacion a la rueda dentada exterior, de forma que cada lobulo de la rueda dentada interior se
desliza en permanente contacto con la superficie de la rueda dentada exterior (Fotografia 3.1).
Estos puntos de contacto entre ambos forman un nimero de camaras estancas igual al nlimero
de lobulos de la rueda dentada exterior, manteniendo al fluido encerrado en ellas. La accion de
bombeo se produce por la variacion del volumen de las camaras estancas con la rotacion
completa del conjunto.

Fotografia 3.1. Bomba de engranajes con perfiles trocoidales

A la vista del Estado del Arte y en base al estudio de las ventajas y desventajas de los tipos de
perfiles aplicados en las ruedas dentadas que forman el engranaje trocoidal de la bomba, se
toman los l6bulos/dientes del perfil modificado de la rueda dentada exterior formados por arcos
de circunferencia. Las principales razones que avalan esta decision son:

e Los indices de caracterizacion, caudal especifico e irregularidad caudal, no
experimentan cambios significativos que determinen la preferencia de usar el perfil
eliptico o policircular en vez del de arcos circulares

e Mejora de los requisitos basicos

o La mayor simplicidad de mecanizacion y fabricacion

La utilizacion de un perfil eliptico mejora la curvatura de los lobulos de la rueda dentada
interior y el perfil policircular mejora el deslizamiento especifico. Sin embargo, los
inconvenientes que presentan estos perfiles enfrente del perfil de arco circular no van en
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concordancia con las cualidades aportadas. A pesar de esto, se ha de remarcar que las mejoras
que estos perfiles presentan pueden ser muy validas y a tener en cuenta en determinados disefios.

La rueda dentada interior esta formada por un perfil trocoidal modificado y la rueda dentada
exterior esta formada por un perfil envolvente modificado.

A continuacion en los apartados siguientes se expone todo el desarrollo matematico en el que se
fundamenta los perfiles trocoidales aplicados a las bombas oleohidraulicas.

3.2 GEOMETRIA DEL ENGRANAJE DE PERFIL TROCOIDAL
3.2.1 Generacion de la Trocoide

La familia de curvas generadas en el plano por la trayectoria de un punto generador solidario a
un disco movil (o ruleta), que rueda sin deslizar sobre la circunferencia de un circulo fijo (o
base), se denominan curvas trocoidales. Si el disco moévil gira sobre el exterior de la
circunferencia del circulo fijo se denomina epitrocoide, si lo hace por su interior se denomina
hipotrocoide, y si el disco movil gira por el interior de su circunferencia sobre el exterior de la
circunferencia del circulo fijo, se denomina peritrocoide.

Partiendo de la definicion de epitrocoide, hipotrocoide y peritrocoide, en la Tabla 3.1 se
presenta la nomenclatura definida.

Trocoide Epitrocoide Hipotrocoide Peritrocoide
genérica a<b a<b a>b
Disco a Ruleta R; |Circulo| R; Ruleta 7
movil externa movil movil interna movil
Circulo b Base R; |Circulo| R, Base 7
fijo externa fija fijo interna fija

Tabla 3.1. Nomenclatura de radio de ruleta y base de generacion de trocoides

La generacion de una epitrocoide y una peritrocoide definen un mismo lugar geométrico de la
trayectoria del punto generador, también llamado doble generacion de una trocoide y que puede
ser probado mediante el teorema de Belerman-Morley (Ansdale 1968). De la observacion de la
Figura 3.1, se observa el paralelogramo O,0°PO;, el cual sera el generador de la trocoide. El
disco movil de radio R; = O3/’ gira sobre si mismo en el centro O; y rueda sin deslizar sobre el
circulo fijo base R; = O;I’ centrado en O; . De esta forma, el punto generador P solidario al
disco movil describe la trayectoria de una epitrocoide. Sin embargo, el punto generador P
también es solidario a la ruleta interna movil », = O’[; centrada en O’ y cuya circunferencia
interior rueda sin deslizar sobre la circunferencia exterior de la base interna fija r; = O;/
centrada en O,, generandose una peritrocoide. La doble generacion de la trocoide para el punto
generador P se define mediante dos condiciones:

(a) Los centros instantaneos de rotacion [ (ruleta y base internas) e /[’ (ruleta y base
externas) deben ser coliniares con el punto generador P.

(b) El paralelogramo O;O’PO; determina que el centro O; se halla en la extension del
segmento O,[’.

Las ruletas y bases internas y externas estan relacionadas mediante la relacion,

2= (3.1)
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donde

R, R,
n=e— r,=el l+— (32)
1 R y n ( RJ

3

De la figura se deduce que la distancia O;0’ es,

e=r,—n (3.3)

y se define como excentricidad de la trocoide.

(Z=-yr,
o T

all

Figura 3.1. Doble generacion de la trocoide

Debido a la doble generacion de la trocoide, es correcto usar indistintamente el término
epitrocoide y peritrocoide, ya que ambos se refieren a la misma curva.

3.2.2 Generacion del Perfil Trocoidal

El perfil trocoidal engloba el concepto de la curva trocoide que es valida para ser utilizada
como engranaje (Colbourne, 1974; Shung y Pennock,1994). Su formacion es descrita basandose
en la Figura 3.2.

El punto generador P obtenido mediante el paralelogramo O;O’PO; genera la epitrocoide
teorica. El punto O; es el centro del circulo base externo fijo R; y del circulo base interno fijo
rl. El punto O’ es el centro de la ruleta interna 7, y gira concentricamente alrededor de O; con
un radio igual a la excentricidad e = O;0’ cuando la circunferencia de la ruleta interna », rueda
sin deslizar sobre la base interna fija »;. De acuerdo con la doble generacion de la trocoide, el
punto P describe la misma epitrocoide cuando la ruleta R; rueda sin deslizar sobre el circulo
base fijo R;.
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Z

Figura 3.2. Generacion de la epitrocoide (peritrocoide)

La altura de los arcos de trocoide o lobulo viene definida por el factor de contraccion del perfil
trocoidal (1) como,

(34)

o de su inversa como el factor de desplazamiento del perfil trocoidal (f).
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El angulo que forma el segmento /0;O’ con el eje de abcisas x del sistema de coordenadas de
referencia x(x;)-y(y;) es denominado angulo . El angulo i representa el d&ngulo girado por la
ruleta sobre la circunferencia del circulo base fijo sin deslizar, y también como el angulo girado
por la ruleta interna movil sobre la circunferencia de la base interna fija.

El punto O; se encuentra permanentemente sobre la circunferencia de radio O,0;. La igualdad
de los segmentos O’P = O;0; queda reflejada mediante el paralelogramo O;0’PO;. Asi, se
define un nuevo radio denominado radio generador R, = O’P. El angulo que forma el radio
generador R, con el eje de abcisas x del sistema de coordenadas de referencia x(x;)-y(y;) es
denominado angulo a. El angulo « también representa el angulo girado por el punto generador
P sobre la circunferencia del circulo base fijo. Ahora, el factor de desplazamiento del perfil
trocoidal (f) también puede ser definido como,

(3.5)

El angulo &se define como el angulo que forma el eje de abcisas del sistema de coordenadas x -
y’ solidario a la ruleta interna movil r, o la ruleta R; con el segmento /0;0’. El angulo @
también representa el giro de la ruleta sobre su centro O;, o también el giro de la ruleta interna
movil r, sobre su centro O’.

Las condiciones fundamentales para obtener un perfil trocoidal son,

1. Sin interseccion. La curva epitrocoide no debe cruzarse sobre ella misma creando
bucles. Ese fenomeno sucede cuando la excentricidad es superior al radio del circulo
base fijo (e > R)).

2. Curva cerrada. Para que la epitrocoide sea una curva cerrada después de una revolucion
completa de la ruleta sobre el circulo base fijo, el radio del disco ha de ser un nimero
multiplo entero z del radio del circulo. Desde otro punto de vista: la longitud de la
circunferencia de la ruleta R; debe estar contenida un niimero exacto de veces z (0 Z; =
z) en la longitud de la circunferencia del circulo fijo base R1.

27R,z =27R, = R, = zR, (3.6)

Donde z (= Z;) es el numero de /6bulos de la epitrocoide. De igual forma, la condicion de curva
cerrada debe cumplirse para la ruleta y base internas. Cuando la ruleta interna mévil 7, realice
una revolucion completa sobre la base interna fija r;, el centro instantaneo de rotacion / habra
generado (z + 1) arcos de epitrocoide o lobulos. Asi, el punto de tangencia comun (centro
instantaneo de rotacion) entre la ruleta y la base internas trazara sobre los mismos dos arcos
iguales determinados por (Litvin 1994),
Larcn:2m2:2ml+kpc (37)

donde p. es una trayectoria circular definida por la distancia entre dos centros instantaneos de
rotacion consecutivos medidos sobre la base interna fija 7;, y £ > 1 es un nimero entero. Para

cumplir la condicidon de curva cerrada, el nimero de lobulos ha de ser un nlimero entero; por
tanto,

2
p. = (38)
z
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De la ecuacion ( 3.7 ) y la ecuacion ( 3.8 ) se obtiene,

)
r=nll+= (3.9)

z

y teniendo en cuenta la relacion de transmision,

r, Z
=== (3.10)
nooz
se obtiene que,
k
Z=Z7,=z1+— (3.11)
z
donde k=1,2,3,...Paraelcasode k=1,
Z=z+1 (3.12)

La interpretacion es que el niumero de lobulos de la envolvente del perfil trocoidal, o engranaje
exterior, ha de ser mayor, al menos en uno 16bulo, del nimero de lobulos del perfil trocoidal o
engranaje interno. Partiendo de esta ultima ecuacion y teniendo en cuenta la ecuacion (3.3 )y la
ecuacion ( 3.10 ), se obtiene la relacion de la ruleta y base internas con la excentricidad y el
numero de lobulos de la forma,

rn=ze=(Z-1e

(3.13)
r,=Ze=(z+1)e
Y la trayectoria circular se verifica que es,
p. =2ne (3.14)

Volviendo a la Figura 3.2, inicialmente el centro de los ejes x -y’ solidarios la ruleta interna 7,
se encuentra en el punto O’’. Asi, los puntos 4 y / estan inicialmente coincidentes sobre el
punto B, como es mostrado en la Figura con la circunferencia a trazos r,(O’’) centrada
inicialmente en O”’. Imprimiendo un angulo de giro y al centro de los ejes x -y, el centro O’
se desplaza al punto O’ concentricamente una distancia e respecto el centro O;. Posteriormente,
se imprime un giro « a los ejes x’-y’ solidarios a r, respecto a los ejes del sistema de
coordenadas de referencia x(x;)-y(y;) fijos y solidarios la base interna interno r;. De esta forma,
la condicion de rodadura de la ruleta y base internas sin deslizar se define,

R0 = R,a — centroides externos
arco Al =arco Bl = o (3.15)
r,0 = i — centroides internos
Introduciendo la ecuacion (3.6 ) y ( 3.13 ) en la ecuacion ( 3.15 ),
O=za=(Z-Na
(3.16)

Z0=zy=(Z-1)y

De la Figura 3.2 se obtiene la relacion de los angulos,
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O+a=y (3.17)

Asi, de la combinacién de las ecuaciones de ( 3.16 ) o introduciendo las ecuaciones ( 3.16 ) en
(3.17), se obtiene la relacion,

y=Za (3.18)

De la observacion directa del paralelogramo O;0’PO; de la Figura 3.2 se pueden obtener las
coordenadas del punto generador P del perfil trocoidal tedérico respecto el sistema de
coordenadas de referencia x(x;)-y(v;),

X, =x,=ecosy + R, cosa
1 =% _ Yty . (3.19)
Y, =y, =esiny +R, sina

Teniendo en cuenta la relacion de la ecuacion ( 3.18 ), la ecuacion( 3.19 ) y define el perfil
trocoidal teodrico de la epitrocoide queda de la forma,

X, =x,=ecosZa+R, cosa
_ (3.20)
Y, =y,=ecosZa+R,sina

En el caso especial que R, = O’P = r; = Ze, la trayectoria del punto P define una epicicloide
(Figura 3.3).

Figura 3.3. Generacion de una epicicloide
El perfil trocoidal generado posee propiedades para ser utilizado como engranaje interno.

3.2.3 Generacion del Perfil Trocoidal Modificado

El perfil trocoidal tedrico no es adecuado por la problematica que presenta la estanquidad y el
desgaste. La practica ha demostrado la viabilidad de un perfil trocoidal modificado. En este
sentido hay dos alternativas: exterior e interior.
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Desde el punto de vista analitico, la generacion del perfil trocoidal modificado puede ser
obtenida mediante dos métodos diferentes. El primero estd basado en el método general de la
obtencion de las ecuaciones paramétricas equidistantes de una curva. El segundo esta basado en
las caracteristicas propias de los perfiles trocoidales.

3.2.3.1 Primer Método: Ecuacion Paramétrica Equidistante

Este primer método se basa en la construccion del perfil trocoidal modificado una distancia S
equidistante y normal al perfil trocoidal teérico. De hecho, y como puede observarse en la
Figura 3.4, la construccion del perfil trocoidal modificado puede entenderse como el
desplazamiento del centro de un circulo de radio S sobre los infinitos puntos que forman el
perfil trocoidal tedrico. El centro del circulo de radio S es el punto generador del perfil trocoidal
teorico P, produciendo el punto generador P’ del perfil trocoidal modificado con la interseccion
de la circunferencia de radio S y el segmento normal //’P, en la generacion de la curva
equidistante interior. De igual forma, es posible generar un curva equidistante exterior,
produciendo un punto P’’ generador opuesto a P’. Sin embargo, y como puede observarse en el
circulo a trazo y punto de la Figura 3.4, la curva se corta a si misma, produciendo bucles. Este
fendmeno hace que no se cumpla una de las dos condiciones definidas anteriormente para que la
curva trocoidal sea valida.

De la observacion de la Figura 3.4 se deduce,

X, =x, +Ax
(3.21)
V=V, TAY
de donde,
Ax=Scos{ y Ay=Ssind (3.22)

La recta a-a’ representa la tangente al perfil trocoidal teérico en el punto genérico P formando,
por tanto, un angulo recto con el radio S = PP’. En el punto genérico P, su derivada x’,y’, puede
ser representado por un triangulo rectangulo, donde la recta tangente a-a’ forma un angulo ¢
con la ordenada y’. Un tridngulo rectingulo homoénimo puede ser representado sobre la
prolongacion del segmento PP’, el cual representa el vector perpendicular al vector tangente en
el punto P sobre la recta a-a’. De aqui,

cos¢ = y sind =——— (3.23)

introduciendo la ecuacion ( 3.23 ) en la ecuacion ( 3.22 ), y finalmente en la ecuacion ( 3.21 ),
se obtiene,

x, =x,—8 2y’ -
Xy
(3.24)
ym _yt _S
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%, X(x,)

_— perfil trocoidal modificado exterior
centrado en O,

R, perfil trocoidal teérico
centrado en O,

perfil trocoidal modificado interior
centrado en O,

perfil trocoidal teorico

yy)! : :
: perfil trocoidal modificado
NP,
y t
t A '
y = S|\
¢ P .
yt a
X!
] AX _
O, X X, X(X,)

Figura 3.4. Generacion del perfil trocoidal modificado

Las derivadas x’; y y’; son las derivadas del punto genérico P respecto el angulo « de la
ecuacion ( 3.20 ) del perfil trocoidal tedrico. Por tanto,

d. : .
X, =5~ ZesinZa - R,sina

;{“ (3.25)
v = ZecosZa + R, cosa

a

41
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y desarrollando la ecuacion ( 3.23 ) e introduciendo la ecuacion ( 3.25 ) se obtiene,

12 12
VY Ty =

Z%e” cos® Za+R; cos® a+2ZeR, cos Za cos o +
— (3.26)

+Z%e*sin> Za + R; sin” a+2ZeR, sin Za sina

B \/Zzez (cos2 Za +sin”’ Za)+ R; (cos2 a +sin’ a)+

+27eR, (cos Za cos o +sin Zasin ax)
Utilizando las relaciones trigonométricas,

cos? Za +sin? Za =cos’ a +sin’ a =1

(3.27)
cos Za cosa +sin Zasina = cos(Za — a)=cos(Z — 1)
en la ecuacion ( 3.26 ) se obtiene,
VX2 + 9% =\Z%€* + RZ +2ZeR, cos(Z 1) (3.28)

Introduciendo la ecuacién ( 3.20 ), ( 3.25 ) y( 3.28 ) en la ecuacion ( 3.24 ) se obtiene la
ecuacion paramétrica del perfil trocoidal modificado que se puede expresar como,

ZecosZa + R, cosa
JZ%€* + R} +2ZeR, cos(Z — 1)

ZesinZa + R, sina

JZ%¢* + R} +2ZeR, cos(Z 1)

x, =x, =ecosZa + R, cosa — S

(3.29)

y, =y, =ecosZa+R,sina - S

3.2.3.2 Segundo Método: Caracteristica Perfiles Trocoidales

Este segundo método se basa en la propiedad de los perfiles trocoidales por la cual la recta
perpendicular a la curva en cualquier punto genérico P, pasa por el centro instantaneo de
rotacion / de la ruleta y base internas y por el centro instantaneo de rotacién I’ de la ruleta y
base externas. La relacion angular se genera por el tridngulo formado por los puntos /O’P y de
lados ¥, =10°, m=IPy R,= O’Py que puede verse en la Figura 3.4.

La ecuacion del perfil trocoidal modificado puede escribirse como,

x, =ecos Za + R, cosa + S cos(z + a + ¢)=ecos Za + R, cosa — S cos(a + ¢)
. . . . . . (3.30)
y,, =esinZa + R, sina + Ssin(z + a + ¢)=esin Za + R, sina — Ssin(a + ¢)

El angulo ¢ formado entre la normal al perfil trocoidal y el radio generador R, representa la
relacion de giro del punto generador P del 16bulo respecto a la normal del perfil trocoidal.

Se definen dos angulos auxiliares,

(3.31)
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donde se ha tenido en cuenta la relacion angular de la ecuacion ( 3.18 ). Aplicando el teorema
del coseno al tridngulo /O P, se obtiene,

m* =r] + R} —2r,R, cos(27 - 51) (3.32)
e igualmente,

2 2.2
m-+R; -7,

rf =m® + R} —2mR, cos¢ => cos ¢ = (3.33)
2mR,
Teniendo en cuenta la ecuacion ( 3.31 ) y las relaciones trigonométricas,
cos(27z -9, )= cos 2z cos o, +sin 2z sin d; =cos o, (3.34)
cos 8, = cos(r +(Z —1)a)=cos 7 cos(Z —1)ar — sin 7 sin(Z — 1)or = —cos(Z — 1) 4
de donde,
cos(27 — 8, )=—cos(Z —l)a (3.35)

Introduciendo la ecuacion ( 3.35 ) en la ecuacion ( 3.32), y el resultado en la ecuacion ( 3.33),

R, + 7, cos(Z — 1)

cos¢@ =
\/r22 + R22 +2r,R, cos(Z — l)a

(3.36)

Sabiendo que cos’ ¢ +sing=1,
q

sing =-/1-cos’ ¢ = "2 sin(Z—l)a (3.37)

\/rzz + R} +2n,R, cos(Z - l)a

Desarrollando los términos donde aparece el angulo ¢ en la ecuacion ( 3.30),

r,cosZa + R, cosa
2 2
\/r2 +R; +21,R, cos(Z - 1)a
r,sinZa + R, sina

\/’”22 +R; +2r,R, cos(Z - l)a

Scos(a + ¢)=S(cosa cos g —sinasin g) =S

(3.38)
Ssin(a + ¢)=S(sin  cos ¢ —sin pcosar) = S

e introduciendo el resultado, ecuaciéon ( 3.38 ), en la ecuacion ( 3.30 ) se obtiene la ecuacion
paramétrica del perfil trocoidal modificado,

r,cosZa + R, cosa
\/r22 + R} +2r,R, cos(Z — 1)

rysinZa + R, sina

x/”zz + R} +2r,R, cos(Z — 1)

X, =x, =ecosZa + R, cosa — S

(3.39)

V=¥, =esinZa+R,sina—-S

Sabiendo que r; = Ze de la ecuacion ( 3.13 ), se obtiene el mismo resultado que en la ecuacion (
3.29).
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3.2.4 Engranaje formado por un Perfil Trocoidal Modificado

Para llegar a crear un engranaje trocoidal deben combinarse perfectamente las propiedades de
los perfiles trocoidales y las de engrane. En otras palabras, asumiendo que se ha escogido un
perfil trocoidal como base del engranaje trocoidal, el nimero de 16bulos del perfil trocoidal a de
ser igual al namero de dientes del engranaje.

Definiendo el médulo de un perfil trocoidal como M, y el médulo de un engranaje trocoidal
como M, sus expresiones son,

M, =L pm="C1 (3.40)

El modulo del perfil trocoidal define el nimero de 16bulos ya que la circunferencia de la ruleta
R; ha de estar contenida un nimero exacto de veces en la circunferencia del circulo base fijo R;.
De aqui, M, = Z'y substituyendo en M se obtiene,

2R R
M="1"=2R, =22 (3.41)
R, /R, z

En este punto, es conveniente introducir un nuevo parametro adimensional: el factor
equidistante (v). El factor equidistante es una valoracion de la modificacion realizada en el
cambio de un perfil trocoidal tedrico a un perfil trocoidal modificado y su valor es:

VA (3.42)

Las ecuaciones ( 3.29 ) y ( 3.39 ) pueden ahora ser rescritas de nuevo, pero basandolas ahora en
funcién de cuatro parametros geométricos basicos y el angulo de generacion, de forma que
quedan,

AcosZa +cosa
S22 +1424008(Z - e

m

M
X, =X =5 AcosZa +Zcosa —v

(3.43)
Asin Za +sina

\/ﬂz +1+24cos(Z — 1

M . )
1 =Vn =7 AsinZa+Zsina —v

3.3 PERFILES ENVOLVENTES
3.3.1 Generacion del Perfil Envolvente Tedrico

El perfil envolvente tedrico de un perfil trocoidal se genera fijando el perfil trocoidal tedrico
concentricamente a una base interna r; y que rueda sin deslizar por el interior de la
circunferencia de una ruleta interna r, la cual esta fija. De hecho, la base y ruleta internas r; y 7,
son las mismas que se utilizaron en la generacion del perfil trocoidal teérico. La diferencia
ahora es que la ruleta interna r, esta ahora fija y es la base interna r; la movil. Para entenderlo
mejor, se recomienda observar la Figura 3.5.
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/—‘ epitrocoide centrada en O}

epitrocoide centrada en O,

/ X(x,)
© Py

@

Figura 3.5. Generacion del perfil envolvente tedrico

Desde el punto de vista geométrico se tiene la curva epitrocoide centrada en O’;, y que puede
observarse en la Figura. Es el punto de partida. El punto O; de la Figura 3.2 se sitia sobre el
punto O’; de la Figura 3.5, a una distancia igual a la excentricidad e del punto O, centro del
perfil envolvente tedrico, donde O,0’; = 0,0, = 0,0’ = e. A continuacion, se le imprime un
giro de rotacion concéntrico sobre O, de valor angulo £, pasando de O’; a O;. Asi, el angulo S
representa el angulo girado por el perfil trocoidal tedrico respecto al centro del perfil envolvente
teorico O,. Posteriormente, un nuevo giro es aplicado al perfil trocoidal teérico de valor 7. El
angulo rrepresenta el dngulo girado por el perfil trocoidal tedrico sobre su propio centro O;.

Asi, la curva epitrocoide centrada en O’;, descrita y solidaria por los ejes x;-y;, describe un
movimiento de roto-traslacion respeto los ejes del sistema de referencia X(x;)-Y(y;) fijo a la
ruleta interna r, y centrada en O; al producirse el movimiento de rotacion sin deslizamiento de
la ruleta y base internas. El movimiento de roto-traslacion del perfil trocoidal tedrico genera una
familia de perfiles envolventes tedricos respecto los ejes de sistema de referencia X(x,)-Y(y,).

Los angulos girados #y 7 son realizados respecto al sistema de coordenadas de referencia del
perfil envolvente tedrico X(x;)-Y(y,). Ademas, estos dos giros son debidos a la rodadura sin
deslizamiento de la ruleta y base internas. Partiendo de la posicion de la base interna a trazos
r;(0’;) centrado en O}, los puntos B 'y I’’(0,) estan inicialmente coincidentes sobre el punto 4,
donde I’ es el nuevo centro instantaneo de rotacion del centro O, que es coliniar con el centro
instantaneo de rotacion /” centrado en O, que definia la ruleta y base internas del perfil trocoidal
teorico. El segmento 10,/ es la referencia de los angulos de giro de la ruleta y base internas, y
de aqui, la condiciéon de rodadura de la ruleta y base internas sin deslizar para el perfil
envolvente tedrico se define,

arco AI" =arco BI" = r, § = ;i — centroides internos (3.44)
De la propiedad de coolinearidad de los centros instantaneos de rotacion /0,0,0°I"’, se define,

prr=y (3.45)
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e introduciendo la ecuacion ( 3.45 ) en la ecuacion ( 3.44 ) se obtiene,

o lnmn) g 346)

n

Ahora, teniendo en cuenta las relaciones ya obtenidas en la ecuacion ( 3.13 ), se obtiene la
relacion,

T:(Z—l) (3.47)

Considerando el punto generador P de la curva epitrocoide centrada en O’;, sus coordenadas en
su sistema de referencia x(x;)-y(y;) de la generacion del perfil trocoidal tedrico son P(x;,y;) y
vienen dadas por la expresion derivada anteriormente,

x, =ecosZa+ R, cosa
. (3.20)
y, =ecosZa+ R, sina

Considerando ahora que la curva epitrocoide centrada en O; ha experimentado un movimiento
de roto-traslacion respecto la curva epitrocoide centrada en O’;, el punto generador P(x;,y;)
pasara a tener las coordenadas P(x,,),) en el sistema de referencia X(x,)-Y(y,) de la generacion
del perfil envolvente teérico. De la Figura 3.5,

x, =ecos f +ecos(y —7)+ R, cos(a — 7) (3.48)
y, =esin S+ esin(l// - r)+ R, sin(a - T) .

Introduciendo las relaciones derivadas de la ecuacion ( 3.18 ) y la ecuacion ( 3.47 ) en la
ecuacion ( 3.48 ), se obtienen las coordenadas de la familia de perfiles envolventes tedricos para
cada par concreto de valores de los angulos oy £.

Z-1

x,=X,=ecos S+ ecos[Za —%}LRZ cos(a —ij

(3.49)

Z-1

v, =Y, =esin S + esin(Za - Zﬂ J +R, sin(a —i)

También es posible llegar a esta expresion partiendo del cambio de base de la ecuacion ( 3.20 ),
para pasar del sistema de referencia x(x;)-y(y;) centrado en O; al sistema de referencia X(x,)-
Y(y,) centrado en O,,

X, =ecos f+x,cosT+y,sint

. . (3.50)
v, =esinf+y, cost—x,sint
Substituyendo,
x, =ecos ff +(ecos Za + R, cosa)cos 7 + (esin Za + R, sina)sin 7 =
=ecos 3 + e(cos Zarcos 7 + sin Zasin7) + R, (cos a cos 7 + sin arsin 7)
(3.51)

y, =esin B + (esin Za + R, sina)cos 7 — (ecos Za + R, cosa)sin 7 =

=esin f§ + e(sin Za cos 7 — cos Zasin 7)+ R, (sincx cos 7 — cos asin 7)

Ordenando términos y usando las relaciones trigonométricas descritas anteriormente,
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x,=X,=ecos f+ecos(Za—7)+ R, cos(ax —7) =

=ecos ff+ecos| Za — p + R, cos 0{—i
Z -1 Z -1
y, =Y, =esin f§ + esin(Za — )+ R, sin(a — ) =

=esin f + esin(Za —L) +R, sin(a —ij
Z -1

(3.52)

Z-1

Se obtiene la misma expresion que la ecuacion ( 3.49 ).

El perfil envolvente teorico al perfil trocoidal tedrico es la curva exterior o interior a la familia
de curvas envolventes, y es generado por los puntos de interseccion de las consecutivas e
infinitas curvas envolventes. Por tanto, el siguiente paso es encontrar la ecuacion paramétrica de
la curva que define los puntos de interseccion de la familia de curvas envolventes, partiendo del
método propuesto por Ansdale (Ansdale 1968):

Sea f (x, ¥, c)= 0 la ecuacioén de un sistema paramétrico o de una familia de curvas, donde las
curvas son definidas por sus coordenadas x e y, y cada curva individualmente es definida por un
valor particular del parametro ¢. Una curva vecina a la curva definida con f (x, y,c)=0 se
muestra como f (x, y,c+ Ac)z 0, donde Ac es un incremento infinitesimal de ¢. Mediante el
Teorema de Taylor,

f(c,y,c+Ac)zf(c,y,c)+§[f(c,y,c)]Ac+%a@—zz[f(c,y,c+£Ac)](Ac)2 + .. (3.53)
c c

donde se han tomado los dos primeros términos de la seriey 0 < £ < 1.

En el punto de interseccion de la familia de curvas envolventes, se cumple la igualdad
f (x, V, c) =f (x, y,c+ Ac) =0, quedando la ecuacién anterior como,

2
i[f(c, y,c)]Ac + la—[f(c,y,c + gAc)](Ac)2 =0 (3.54)
oc 2 oc?

y cuando el incremento infinitesimal Ac tiende a cero, Ac — 0, se obtienen las condiciones que
han de cumplir los puntos que pertenecen a la envolvente de la familia de curvas, y el punto de
interseccion de la curva tiende a ser un punto que satisface las siguientes dos condiciones,

0
fx,,¢)=0 vy g[f(x,y,C)]=0 (3.55)

Estos puntos “limite” son también llamados puntos de interseccion de las “consecutivas” curvas
de la familia de curvas del sistema, y el lugar geométrico exterior e interior de estos puntos
cuando c varia, es el perfil envolvente teérico de la familia de curvas del sistema. Asi, para
encontrar el perfil envolvente tedrico de entre la familia de curvas envolventes, se ha de
cumplir,

1. Condicion 1. Los puntos que definen el perfil envolvente tedrico han de satisfacer la
ecuacion ( 3.49).

2. Condicion 2. Las derivadas de la componente de abcisas del perfil envolvente teérico X,
= x, y de la componente de ordenadas del perfil envolvente teérico Y, = y, respecto al
angulo de su generacion ha de ser nula.
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familia envolventes centradas en O,

perfil envolvente tedrico exterior
centrado en O,

perfil envolvente tedrico interior
centrado en O,

Figura 3.6. Familia de curvas envolventes

Para el presente caso, es conveniente aplicar un cambio de variables. Asi,

P=u—2vy Za—i=u+Zv (3.56)
Z -1
de donde,
a+ f_utZv u-2v_,, (3.57)
Z -1 Z Z

resultado de la combinacion de las dos ecuaciones de la ecuacion ( 3.56 ). De esta forma, las
coordenadas del punto generador P con el cambio de variable, se presentan desde la ecuacién
(3.49 ) de la forma,

X, = ecos(u - Zv) + ecos(u + Zv) + R, cos2v

. ) ) (3.58)
Y, = esm(u - Zv)+ esm(u + Zv)+ R, sin2y
y aplicando la féormula trigonométrica,
COSuCOSZy = %{cos(u - Zv) + cos(u + Zv)} (3.59)
se obtiene,
X, =2ecosucosZv+ R, cos2v
(3.60)

Y, =2esinusin Zv + R, sin 2v
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Después del cambio de variable, se define el perfil envolvente tedrico como la curva generada
por los puntos de interseccion de las curvas infinitas consecutivas cuando el angulo v va
variando.

Teniendo en cuenta las dos condiciones antes formuladas, el perfil envolvente tedrico ha de
cumplir:

L X, =2ecosucosZv+ R, cos2v
Condicion 1 = . ) )
Y, =2esinusin Zv + R, sin 2v
ax, 0 (3.61)
Condicion 2 =>{ 4V
dv,
=0
dv
Como X,y Y, son funciones de u y v,
dX, _OX _ oX du
dv ov oOudv (3.62)
ar, oy ovdu
dv 0Ov Oudv
Y aplicando la ecuacion ( 3.49 ) a la ecuacion ( 3.61 ), se obtiene,
X . . .
ax =-2Zecosusin Zv — 2R, sin 2v — 2esin u cos Zv% =0
dv dv
dY du (303
—=-2Zesinusin Zv + 2R, cos 2v + 2ecosu cos Zvd— =0
A% A%

Multiplicando la primera ecuacion de la ecuacion ( 3.63 ) por cosu y la segunda por sinu,

2 . . . du
—Zecos“ usinZv — R, sin2vcosu —ecosusinu cos Zv—=0

v
y (3.64)
— Zesin® usin Zv + R, cos 2vsinu + ecosusinu costd— =0
v
Y sumando las dos ecuaciones,
— Zesin Zv(cos2 u +sin’ u)— R, sin2vcosu + R, cos 2vsinu =0 (3.65)

Se puede apreciar la utilidad del cambio de variable ya que al sumar las dos ecuaciones

anteriores se elimina el término o el cual era desconocido, y se obtiene la segunda
v

condicion del perfil trocoidal teorico:

Ze . . .
—sin Zv —cos2vsinu +sin 2vcosu =0 (3.66)
2

Esta ecuacion presenta la forma de la ecuacion trigonométrica genérica del tipo,

P+Msinu+ Ncosu=0
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con la solucién genérica,

sinu=-P-M++1-P*-N
cosu=—-P-NFI-P>-M

De aqui, combinando términos,

Ze .
P=—sinZv
2
(3.67)
M =—cos2v
N =sin2v
se obtiene las expresiones del sinu y cosu,
1
Z ze\’ 2
. e . e . )
sinu =—sin Zvcos2v*|1— (—J sin? Zv| sin2v
2 2
(3.68)

Z ze) 2

e . . _ e .

cosu =——--sin Zvsin2v ¥ 1—(—} sin? Zv| cos2v
2 2

que representan la segunda condicion del perfil envolvente trocoidal entre los dos dngulos de
giro del cambio de variables u y v, la condicion de los angulos Sy «. En definitiva, proporciona
los valores del angulo u en funcidon del angulo de giro v. Asi, introduciendo la segunda
condicion en la ecuacion ( 3.60 ), la primera condicion queda condicionada por la segunda,
obteniéndose la ecuacion paramétrica del perfil envolvente teérico, que tras usar la funcidon
trigonométrica del d&ngulo doble sin 2Zv =2sin Zvcos Zv y ordenar términos, tiene la forma,

2 2 2
X, =R, cos2v— ZLsin 2Zvsin2vt|1- [ﬁj sin® Zv | cos2vcos Zv
2 2

(3.69)

2 2

. Ze’ . Ze\ . .

Y, =R, $in 2v + 2o sin 2Zv cos 2v + 1—(—6J sin® Zv | sin2vcos Zv
2 2

Puede ser adoptado indistintamente el signo positivo o negativo en la ecuacion ( 3.69 ), mientras
sea el mismo en ambas. La diferencia solo radica en que si se adopta el signo positivo, se
empieza a generar los lobulos del perfil envolvente teérico externo y se termina con el interno.
De la misma forma, si se adopta el signo negativo, se empieza a generar los 16bulos del perfil
envolvente tedrico interno y se termina con el externo. De ambas formas, se alcanza el mismo
resultado mostrado en la Figura 3.7.
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perfil envolvente tedrico exterior

[©) centrado en O,
perfil envolvente tedrico interior
Yo centrado en O,
2n
Z @
@
0]
L X(x)
©]
®
®
®
@

Figura 3.7. Perfil envolvente tedrico externo e interno

En funcién del perfil envolvente tedrico exterior o interior, se obtienen dos configuraciones
epitrocoide — envolvente, como pude verse en la Figura 3.8.

En la configuracion de la izquierda, es el perfil trocoidal tedrico quien actiia como engranaje
interior, mientras que el perfil envolvente tedrico exterior actia como engranaje exterior. En la
configuracion de la derecha, es el perfil envolvente teorico interior quien actia como engranaje
interior, mientras que el perfil trocoidal tedrico actiia como engranaje exterior.

Una de las caracteristicas de esta configuraciones construidas con perfiles trocoidales es que en
ambas de las configuraciones el perfil tedrico trocoidal y el perfil envolvente tedrico
permanecen permanentemente en contacto un nimero determinado de puntos de contacto.

Asi, cuando v varia entre 0 y 27, el perfil envolvente teorico generado por la ecuacion ( 3.69 )
presenta Z arcos de 16bulo y Z puntos de contacto, también llamados puntos singulares, tal y
como puede observase en la Figura 3.7. El angulo formado entre dos puntos singulares
consecutivos que definen el arco de un 16bulo vale, por tanto, 27/Z . El arco de 16bulo formado
dentro de este angulo es doble, un arco de 16bulo para el perfil envolvente tedrico externo y otro
para el interno. De aqui, el numero total de arcos de l6bulo cuando v varia entre 0 y 27, es de
27, Z arcos de lobulos externos y Z arcos de lobulos internos. En otras palabras, dentro del
dngulo del arco de un 16bulo 27/Z, se emplea 7/Z para generar los arcos de 16bulos externos

y 7/Z para generar los arcos de 16bulos internos.

De esta forma, se deben definir los intervalos del angulo v en los que se generan los arcos de
lobulo del perfil envolvente tedrico exterior y los intervalos del angulo v en los que se generan
los arcos de 16bulo del perfil envolvente tedrico interior cuando el angulo v varia de 0 a 2z en la
ecuacion ( 3.69 ).
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Figura 3.8. Configuracion epitrocoide — envolvente teorico

Primeramente, se debe de partir de la referencia genérica definida anteriormente para la
generacion del perfil trocoidal y envolvente teoéricos. Tal y como puede deducirse de la
observacion de la Figura 3.5, el sistema de referencia inicial es el mostrado en la figura de la
izquierda de la Figura 3.9 y es llamado referencia mitad del arco de I6bulo. El punto P* y el
punto P™ se sitian en el punto medio del arco de l16bulo, donde el punto P* se sitia en la
cumbre y el punto P™ se sitta en el valle del arco de 16bulo perteneciente al perfil envolvente
tedrico exterior e interior, respectivamente. Sin embargo, si se adoptara una nueva referencia
denominada referencia punto singular, como la presentada en la figura de la derecha de la
Figura 3.9, los puntos P*" y P™ se encuentran sobre un punto singular, y por tanto, coincidentes
y a la misma distancia del centro O.

Y(3,) Y(y,)

Figura 3.9. Sistemas de referencia para los arcos de l6bulo externo e interno
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Los intervalos del angulo v en los que se generan los arcos de 16bulo del perfil envolvente
teodrico exterior e interior se expresa,

v=[v0 + 2(”;)”,% + (2”;3)”} para n=-1,0,1,2,3,-,(Z-2) (3.70)

El valor del angulo de referencia v, vendra en funcion de la referencia escogida,

V4 , .
v, =——— para arco de lobulo exterior
2Z = referencia mitad del arco de 16bulo

Vo = % para arco de l6bulo interior (3.71)

v, =0 paraarco de lobulo exterior

T , . .. = referencia punto singular
Vo = ~ para arco de lobulo interior

Se deduce que la distancia o 4ngulo entre intervalo e intervalo es z/Z , al igual que el angulo
entre los extremos dentro de cada intervalo que es 7/Z . Los angulos definidos por los extremos
de cada intervalo pertenecen a los angulos de los puntos singulares.

Una observacion a agregar es que los intervalos del angulo v dependen unica y exclusivamente
del namero de arcos de 16bulo o el niimero de l6bulos Z.

3.3.2 Generacion del Perfil Envolvente Modificado

La generacion del perfil envolvente modificado puede ser obtenida mediante dos métodos
diferentes. El primero esta basado en la derivacion de las ecuaciones del perfil envolvente
modificado al perfil trocoidal modificado mediante un proceso analogo al desarrollado en la
derivacion del perfil envolvente teodrico. Asi, se parte de la familia de curvas envolventes
infinitas que se generaran en el movimiento de roto-traslacion del perfil trocoidal modificado,
en vez del perfil trocoidal teodrico.

El segundo estd basado en el método general de la obtencion de las ecuaciones paramétricas
equidistantes de una curva, igual al desarrollado en la obtencién del perfil trocoidal modificado.
Este método se basa en la construccion del perfil envolvente modificado una distancia S
equidistante y normal al perfil modificado tedrico. De hecho, y como puede observarse en la
Figura 3.10, la construccion del perfil envolvente modificado puede entenderse como el
desplazamiento infinito del centro de un circulo de radio S sobre los infinitos puntos que forman
el perfil modificado teoérico. En la figura de la izquierda, se presenta el perfil envolvente tedrico
exterior mientras que en la figura de la derecha se presenta el perfil envolvente tedrico interior.
Para ambos perfiles, es posible generar el perfil envolvente modificado exterior e interior,
tomando ya sea un punto o su opuesto sobre la normal del circulo de radio S. Sin embargo, y tal
como puede verse en las Figuras, no todos los perfiles cumplen las dos condiciones definidas
anteriormente para que la curva trocoidal sea valida. Para el perfil envolvente tedrico exterior
(Figura 3.10 izquierda), puede observarse en el circulo a trazo y punto que la curva se corta a si
misma, produciendo bucles cuando se genera el perfil envolvente modificado exterior.

Un analisis idéntico sucede en el perfil envolvente modificado interior del perfil envolvente
teorico interior (Figura 3.10 derecha), aunque no presenta ninglin interés para la formacion del
engranaje trocoidal ya que el perfil trocoidal modificado sélo es valido su modificado interior,
ya que el exterior presenta bucles (Figura 3.4).
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peril envolvente modificado exterior
al tedrico exterior, centrado en O,

perfil envolvente modificado exterior
perfil envolvente tedrico exterior / al tedrico interior, centrado en O,

centrado en O,
s perfil envolvente modificado interior
I tedrico exterior, centrado en O,

perfil envolvente tedrico interior
centrado en O,

perfil envolvente modificado interior
al terico interior, centrado en O,

Figura 3.10. Perfil envolvente modificado: exterior e interior

Tomando, asi, el perfil envolvente modificado interior al perfil envolvente teérico exterior, se
procedera a la derivacion de las ecuaciones paramétricas mediante la construccion de su perfil a
tramos. La idea se basa en la Figura 3.11, donde,

(a.) Arcos de [obulo entre los puntos singulares. Se adopta un curva interior
equidistante y normal, de valor un decremento S sobre perfil envolvente tedrico
exterior, para la formacion de los arcos de lobulo entre los dngulos situados en el
interior de los extremos de cada intervalo definido por ecuacion ( 3.70 ) y ( 3.71).

(b.) Arco de circunferencia en los puntos singulares. Se adopta un arco de
circunferencia de radio S y centro en un punto singular Py(X|, Y;) en los tramos de
union de los arcos de lobulo, para los angulos situados en los dos extremos de cada
cada intervalo definido por la ecuacion ( 3.70 ) y ( 3.71 ), ya que éste es el perfil
equidistante a un punto.

(a.).Arcos de lobulo entre los puntos singulares

Siguiendo un analisis analogo al desarrollado en la generacion del perfil trocoidal modificado y
de la observacion de la Figura 3.11, se deduce,

X, =X, +AX

(3.72)
Y, =Y, +AY

de donde,

AX =Scos¢ y AY=Ssing (3.73)
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Yy,

. e / perfil envolvente tedrico exterior

perfil envolvente modificado interior

U Xm X[ Xm XS X(XZ)

Figura 3.11. Generacion del perfil envolvente modificado

La recta a-a’ representa la tangente al perfil envolvente tedrico exterior en el punto genérico P
formando, por tanto, un angulo recto con el radio S = P*'P*". En el punto genérico P, su
derivada X', Y’; puede ser representada por un triangulo rectangulo, donde la recta tangente a-a’
forma un angulo ¢ con la ordenada Y’,. Un tridngulo rectdngulo homoénimo puede ser
representado sobre la prolongacion del segmento P““P*, el cual representa el vector
perpendicular al vector tangente en el punto P*" sobre la recta a-a . De aqui,

¢ 4 ing - (3.74)
Cos{ =———— vy sing =———— .
X7 rs VA Y7
e introduciendo la ecuacion ( 3.74 ) en la ecuacion ( 3.73 ), y finalmente en la ( 3.72 ),
Y!
X, =X, -S———
'X;Z + thrz
(3.75)

_Xt’

La derivadas X', y Y’, son las derivadas del punto genérico P respecto el angulo v de la
ecuacion ( 3.69 ) (adoptando el signo positivo) del perfil envolvente tedrico. Por tanto,

Y, =Y,-58
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dx! 2

X =—L=-2R,sin2v— 22ze [Z cos2Zvsin 2v + sin 2Zv cos Zv] +

dv R,

7 2

- (ej Z sin Zvcos? Zvcos2v 5
+ 2 - —4|1= (ﬁj sin” Zv - [2sin 2vcos Zv + Z cos 2vsin Zv]
2
1- Ze sin” Zv
R,
3.76
ay/ 27e* (470

[Z cos2Zvcos2v —sin 2Zvsin Zv] +

Y'= =2R, cos2v+
dv )

2
— [Ze} Z sin Zvcos? Zvsin 2v

2

2
+ 1= (%} sin® Zv - [2 cos2vcos Zv — Z sin 2vsin Zv]
2

A continuacion, se introduce la ecuacién ( 3.69 ) y la ecuacion ( 3.76 ) en la ecuacion ( 3.75 )
para obtener la ecuacion paramétrica (x,= X,,, y» = Y,,) del perfil envolvente modificado interior
al perfil envolvente tedrico exterior.

En resumen, la aplicacion de la ecuacion ( 3.75 ), en su total desarrollo, proporciona los arcos
de loébulo modificados que son equidistantes a los arcos de lobulo teéricos utilizados para
construir el perfil envolvente teérico exterior al perfil trocoidal tedrico, y que corresponden a
los intervalos del angulo v determinados por la ecuacion (3.70 )y (3.71).

(b.) Arco de circunferencia en los puntos singulares

Para completar el perfil envolvente modificado, deben de unirse los extremos de los arcos de
l6bulo modificados. Estos tramos de union consisten en arcos semicirculares de circunferencias
de radio S situando su centro en los puntos singulares. De este modo, los tramos de union se
definen como la ecuacion genérica de una circunferencia de radio S y centro en un punto
singular P, de coordenadas X, Y, sobre el sistema de coordenadas de referencia X(x,)-Y(1,), y
que son formados en funcion del angulo 7. En la Figura 3.11 se muestra, ademas, el angulo v
como el angulo formado entre el eje de abcisas X(x;) del sistema de coordenadas de referencia
X(x3)-Y(y,) y el punto singular P;.

De aqui,

X, =X, +Scoso

3.77
Y,=Y +Ssino (377

Se define R,, = O,P’; como el radio-modulo del punto del perfil envolvente modificado en los
tramos de union de arco semicircular,

R, =X, +7Y, (3.78)

y la ecuacion ( 3.77 ) puede también expresarse,
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X, =R, cosn (3.79)
Y, =R, sinnp '

y con la combinacion de la ecuacion ( 3.77 ) y la ecuacion ( 3.79 ) se obtiene la relacion entre el
angulo auxiliar dy el angulo 7, que tras reordenar términos,

Scosd=R,, cosn—X,
. . (3.80)
Ssind =R, sinn—Y,
Elevando al cuadrado las dos ecuaciones de ( 3.80 ) y posteriormente sumandolas, se obtiene,

S2(cos2 8 +sin’ 5)=Ri (cos2 7 +sin’ 77)+ X2+Y? 2R, (X, cosny+Y,sing) (3.81)

de forma que el angulo auxiliar o se elimina de la ecuacion de segundo grado que queda para R,
en funcion Gnicamente del angulo 7,

R —2(X, cosn+7Y,sinn)R, +(XS2 +Y? —S2)=0 (3.82)

y que tiene la solucion doble,

R, =(X, cosn+7, sinn)i\/(XS cosyp + Y, sinn)’ _(st +Y? —SZ) (3.83)

Debido a la ecuacion genérica de la circunferencia. De las dos soluciones, el punto que interesa
es el radio menor en valor absoluto de R,,. Finalmente, substituyendo la ecuacion ( 3.83 ) en la
ecuacion ( 3.79 ) se obtiene los puntos X, Y, sobre el sistema de coordenadas de referencia
X(x3)-Y(y,) del perfil envolvente modificado en los tramos de unidén de arcos semicirculares en
funcion del angulo 7.

Obtenida la ecuacion paramétrica para los tramos de union de los arcos de circunferencia en
funcién del angulo 7, sdlo resta definir el intervalo del angulo 7 donde debe ser aplicada. Asi,
se deben determinar los puntos de tangencia donde se enlazan los arcos de 16bulo del perfil
envolvente modificado interior perteneciente al perfil envolvente tedrico exterior, con los arcos
de circunferencia centrados sobre los puntos singulares del perfil envolvente tedrico exterior,
para completar el perfil envolvente modificado interior. Como se muestra en la Figura 3.12, el
angulo inicial de tangencia 77, pertenece al punto X, Y; y el angulo final de tangencia 7,
pertenece al punto X5, Y.

La metodologia para la determinacion de los arcos de semicircunferencia es:
1. Determinar el angulo v; del punto singular P, (X, Y;) que genera el punto final del

arco de lobulo modificado inicial mediante la ecuacion ( 3.70 ) y ( 3.71).

2. Determinar el angulo v, del punto singular P (X, Y;) que genera el punto inicial del
arco de 16bulo modificado final mediante la ecuacion ( 3.70 ) y ( 3.71).

3. Determinar las coordenadas del punto de tangencia inicial P’; (X},Y;) introduciendo
el &ngulo v; en la ecuacion ( 3.75).

4. Determinar las coordenadas del punto de tangencia inicial P’; (X5, Y>) introduciendo
el angulo v, en la ecuacion ( 3.75).

5. Calcular los angulos 77, y 77, mediante,
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n, = tg—l y mn,= tg—2 3.84
=arc =arc .
1 X, 2 X, ( )

6. Se determina el arco de circunferencia mediante la ecuacion ( 3.79 ) y (3.83 ) en el
intervalo [77;,7,].

Y(y)

arco de lobulo modificado final

arco de lobulo modificado inicial

X, X X X(x,)

Figura 3.12. Inicio y final tramos de union arcos de circunferencia

Finalmente, se obtiene la configuracion epitrocoide-envolvente modificada como se muestra en
la Figura 3.13.

Figura 3.13. Configuracion epitrocoide — envolvente modificado
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3.4 ECUACIONES PARAMETRICAS DE LAS RUEDAS DENTADAS

Como ya ha sido comentado anteriormente, en la bomba gerotor la rueda dentada interior esta
formada por un perfil trocoidal modificado y la rueda dentada exterior estd formada por un
perfil envolvente modificado. El perfil de la rueda dentada exterior esta compuesto de Z arcos
circulares de radio S, y centro situado en los puntos singulares respectivos (Figura 3.14). Los
circulos 7; y r; son la base y la ruleta internas fija y movil, respectivamente, y cuando la ruleta
interna movil rueda sin deslizar por el interior de la fija generan las bases de los perfiles
trocoidal modificado y perfil envolvente modificado. El centro de la rueda dentada interior es
O, y el de la rueda dentada exterior es O,, separados por la distancia de excentricidad e, la cual
permite el engrane. El punto / es el centro instantaneo de rotacion de la ruleta y base internas.

3.4.1 Ecuaciéon de Engrane y Ecuacion de los Puntos de Contacto

En el desarrollo de las ecuaciones de los perfiles trocoidales y envolvente para formar el
conjunto engranaje de perfil trocoidal, se introdujo el concepto de engranajes conjugados. Para
el desarrollo de las ecuaciones de la rueda dentada interior y exterior, se introduce el concepto
de la ecuacion de engrane. Aunque no fue introducido previamente, el concepto de ecuacion de
engrane permanece implicito el método de la caracteristica de los perfiles trocoidales para
determinar el perfil trocoidal tedrico.

Existen tres procedimientos alternativos para la derivacion de la ecuacion de engrane, (Litvin,
1996):

o Geometria Diferencial. El rango de la matriz Jacobiana formada con las primeras
derivadas del vector r; (¢ a) de generacion del perfil de la rueda dentada interior con
respecto ¢y «, €s uno

e Teoria de Engranajes. El valor de la componente normal del vector de velocidad de
deslizamiento en el movimiento relativo es cero; por ejemplo, la velocidad de deslizamiento
es tangente al perfil de la rueda dentada interior.

e Caracteristica de los Perfiles Trocoidales basada en el Teorema de Lewis. La normal al
circulo S, centrado en cualquier punto del perfil trocoidal tedrico, en el punto de tangencia
con el perfil trocoidal modificado pasa a través del centro instantaneo de rotacion /.

Independientemente del procedimiento escogido se alcanzaria la ecuacion de engrane en su
forma mas genérica como,

f(¢,a)=r2 sin(¢+a)—R2 sing =0 (3.85)

donde « representa el angulo girado genérico en la generacion del perfil trocoidal tedrico y ¢
representa el angulo que describe el movimiento del disco movil generador de la trocoide.

De la observacion la Figura 3.4 se puede deducir la ecuacion de engrane como,
f(¢,a)=r,sin(Z -1)a =R, sinp=0 (3.86)
3.4.2 Linea de Puntos de Contacto

Como ya se ha referido anteriormente, la rueda dentada interior se desliza en permanente
contacto con la superficie de la rueda dentada exterior durante la rotacion completa del
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conjunto. De esta forma, en cualquier posicion de engrane de la rueda dentada interior con la
exterior, se produce un nimero de puntos de contacto igual al nimero Z de arcos circulares de
radio S que forman los dientes de la rueda dentada exterior. Asi, todos los dientes de la rueda
dentada exterior tienen un Ynico punto de contacto. En cambio, la rueda dentada interior, al
poseer un diente menos, produce un Unico punto de contacto en todos los dientes excepto en
uno, donde se producen dos puntos de contacto.

La ecuacion de los puntos de contacto determina todos los puntos de contacto entre la rueda
dentada interior y la rueda dentada exterior para una posicion de engrane determinada. Para
derivarla, vuelve a ser valida la caracteristica de los perfiles trocoidales basada en el teorema de
Lewis, donde la normal a dos perfiles conjugados debe, en todos los puntos de contacto, pasar a
través de un punto fijo localizado en la linea de unién de sus centros. En otras palabras, la linea
de union de los centros de los arcos circulares de radio S que forman los dientes de la rueda
dentada exterior con centro instantaneo de rotacion / (el cual esta alineado con los centros de
ambas ruedas dentadas), pasa por los puntos de contacto.

En un sistema de referencia absoluto X-Y centrado en la rueda dentada exterior O, , la ecuacion
de los puntos de contacto tiene la forma,

S
X e ((ch)ZRz cosa . _Z(RZ cosa,. r2)

ypc(apc)sz sinozpc—:;(R2 sinapc) (3.87)

mz\/r22 +R; £2r,R, CoSa

donde para la referencia de la Figura 3.14(a) el signo de r, se escoge positivo, y por el contrario,
para la referencia de la Figura 3.14(b) el signo de r; se escoge negativo.

Figura 3.14. Generacion de la linea de contacto: (a) figura de la izquierda (b) figura de la derecha

El 4ngulo a,. proporciona los puntos de contacto para una rotacion completa. Para la
determinacion de un punto de contacto, se debe escoger el angulo a,. que forma el centro del
arco circular en estudio con el eje de abcisas del sistema de referencia absoluta X-Y.
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3.4.3 Rueda Dentada Interior

La generacion del perfil de la rueda dentada interior fue descrita y determinada en los apartados
anteriores basandose en la teoria de las curvas trocoidales, perfiles teoricos y modificados, y sus
correspondientes envolventes.

Ademas, se puede describir el perfil de la rueda dentada interior a través de la linea de contacto.
Como es sabido, la superficie de la rueda dentada interior mantiene un contacto permanente por
deslizamiento con la superficie de la rueda dentada exterior. Sin embargo, no toda la superficie
de la rueda dentada exterior con la rueda dentada interior. El contacto en la rueda dentada
exterior se limita exclusivamente a arcos semicirculares que forman sus dientes.

A diferencia con lo que pasa con la rueda dentada exterior, toda la superficie de la rueda
dentada interior mantiene contacto en un momento determinado en la rotacion completa del
conjunto. En otras palabras, todos los puntos que forman la superficie de la rueda dentada
interior son puntos de contacto en algiin momento de la rotacion completa del conjunto.

De esta forma, se puede generar el perfil de la rueda dentada interior partiendo de la linea de
puntos de contacto. Partiendo de un sistema de referencia x;-y; centrado en O, e integrado en la
rueda dentada interior, la linea de contacto describe su perfil al proyectar los puntos de contacto
desde el sistema de referencia absoluta X-Y al sistema de referencia x-y; en una rotacion
completa. Asi,

1 Z S 1 Z
x;\a . ]=R, cos a,. |tecos a . |——|R,cos a, . |tr, cos a
fon)= R, (2—1 ”“) (2—1 ”"j m[ : [2—1 ”“j 2 [2—1 ”H
. 1 _ . Z S . 1 . Z
yi(apc):—Rzsm(z_lach+esm(Z_lapcj+m{Rzs1n(z_1apcjirzsm(z_lapcﬂ (3.88)

_ 2 2
m—x/r2 +R; £2nR, cosa .

donde para las dos referencias de la Figura 3.15, el criterio de signos se muestra en la Tabla 3.2.

Signo a escoger en los términos
Referencia Punto e 7 m
. xi (o positivo positivo o
Figura 3.15(a) (%) - — positivo
Vi (Olpe) negativo positivo
. X; (Otye negativo negativo )
Figura 3.15(b) (%) _ i negativo
Vi (Ope) positivo negativo

Tabla 3.2. Criterio de signos para la generacion del perfil de la rueda dentada interior

La rueda dentada interior obtenida mediante la ecuacién ( 3.88 ) sitia su centro O; sobre el O,.
La generacion del perfil de la rueda dentada interior de la Figura 3.15(a) se lleva a cabo
mediante una traslacion restando la excentricidad e a la abcisa de la ecuacion ( 3.88 ), mientras
que para el perfil de la Figura 3.15 (b) se lleva a cabo mediante una traslacion sumando la
excentricidad e a la abscisa de la ecuacion ( 3.88 ). La ecuacion ( 3.89 ) expresa el resultado.

X, (apc)le. (apc)$ e

(3.89)
Vi (apc )= Vi (apc’ )

Sin embargo, la aplicacion de la ecuacion ( 3.88 ) no genera el perfil de la rueda dentada interior
por completo, sino que s6lo genera un 16bulo, un diente. Esto se debe a la propia cinematica del
método. Sea y angulo de giro en sentido contrario a las agujas del reloj relativo de la rueda
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dentada exterior respecto a la rueda dentada interior, de forma la rotacion en sentido contrario a
las agujas del reloj para la rueda dentada exterior es @, =, y para la rueda dentada interior es
=wj, de forma que,

w :—(Z—l)l// W, ==2Zy

¢ ! (3.90)

w=(Z-1y
Si ahora se aplica una inversidon cinematica al conjunto del sistema de referencia absoluta X-Y
de valor w en sentido contrario a las agujas del reloj respecto O,, la rueda dentada exterior es
devuelta a su posicion original reflejada en la Figura 3.17, y la rueda dentada interior recibe una
rotacion en sentido a las agujas del reloj de valor w respecto su centro O;.

linea de contacto

linea de contacto centrada en O,

centrada en O,

Figura 3.15. Perfil rueda dentada interior: (a) Contacto para o,.~0° punta-punta diente, figura izquierda (b)
Contacto para a,.=0° valle-punta diente, figura derecha

Asi, para una rotacion completa en sentido contrario a las agujas del reloj de la rueda dentada
exterior respecto el sistema de referencia absoluta X-Y centrado en O,, que mediante la
inversion cinematica es llevado siempre a su posicion original, el sistema de referencia x;-y;
centrado en O; e integrado en la rueda dentada interior habra rotado una angulo y en sentido a
las agujas del reloj respecto su centro O; de valor,

=——" 3.91
4 71 (3.91)

En consecuencia, cuando la rueda dentada exterior experimenta una rotacion completa en
sentido contrario a las agujas del reloj respecto el sistema de referencia absoluta X-7, el sistema
de referencia x;-y; centrado en O; e integrado en la rueda dentada interior habra rotado 1/(Z-1)
en sentido a las agujas del reloj, generandose un Unico diente. Para obtener el perfil de la rueda
dentada interior por completo, el 4ngulo a,. debe variar entre 0 y 2nt/(Z-1) en la ecuacion ( 3.88
). Por tanto,
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X; (ag[)sz cosa, ecos(Zozg[)—E[R2 cosa, tr, cos(Zagi )]
m

V; (O!gi )= —R, sin a, ¥ esin(Zagi )+ 5 [R2 sin a, tn sin(Zagi )] (3.92)
m

m= \/rzz +R; +2n,R, cos(Z - 1)a

gi

.
Z-1
cinematica volvera a ser vista en el Capitulo 4.

donde o =- y manteniendo el criterio de signos de la Tabla 3.2. La inversion

3.4.4 Rueda Dentada Exterior

El perfil de la rueda dentada exterior estd basado en arcos circulares S distribuido
- , 2z . . .
equidistantemente un angulo A« ,. = 7 sobre la circunferencia de radio R, centrada en O,. El

perfil de completa cerrandolo exteriormente mediante una circunferencia de radio G centrada en
0O, de forma que une todos los arcos circulares.

. : . 2 ,
Asi, debido a que el perfil de la rueda dentada exterior se repite cada A, :7ﬂ , sera

necesario determinarlo en un primer intervalo, para posteriormente distribuirlo
equidistantemente hasta completar su generacion. De aqui, se define (Nervegna, 1999),

A=i-Aa, donde i=0,1,2,...,(Z-1) (3.93)

La idea que reside en este desarrollo es generar la parte del perfil de la rueda dentada exterior
contenido en el intervalo Ja,. en la posicion representada en la Figura 3.16. Posteriormente,
para cualquier otro intervalo A definido por la ecuacion ( 3.93 ), se lleva a cabo mediante la
rotacion un angulo A de los x.y. a través de la suma de este intervalo en estudio a las
ecuaciones de generacion.

yek

Figura 3.16. Generacion por partes del perfil de la rueda dentada exterior
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Primeramente, se definen las siguientes constantes de referencia,

R} +G* -5’
X, = y, =+/G* —x?
2R,
(3.94)
0, =arctan Yo 0, =7 —arctan —Jo
Xo RZ X

y a continuacion las ecuaciones del perfil de la rueda dentada exterior para un punto genérico X
en los diferentes tramos del intervalo son,

xe(age)sz cosA + Scos(;r +A —age)

. 0< <T-0
AB velog =R2sinA+Ssin(7z+A—age)} para s, <7 —0;
X, (age )=Geos(A +6,) or
) 0, L0, <—-=0
e ye(age)=Gsin(A+62) para 0, =0, <7 A (3.95)
2 Z+1
Xe (age )= R, cos(A + ]\7][) +8 cos{zyzﬁgj A-5; - age}
b 0<a, <76
+

. 2 . Z+1
ye(agg)=R251n(A+;j+Ssm{27r( ~ J+A—53—age}

linea de contacto
centrada en O,

Figura 3.17. Perfiles rueda dentada interior y exterior: (a) Contacto para o, =0° punta-punta diente, figura
izquierda (b) Contacto para a,.~0° valle-punta diente, figura derecha

3.4.5 Relacion de Transmision

Cuando las dos ruedas dentadas estdn engranando, la ruleta y base internas giran sin deslizar
sobre el centro instantaneo de rotacion sobre sus propios y respectivos centros, con angulos de
giro para la rueda dentada exterior igual a @,=w;, y para la rueda dentada interior igual @ =w;.
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Tomando un sentido de giro de referencia contrario a las agujas del reloj, los angulos de giro de
ambas ruedas dentadas estan relacionados de la forma,

0,=""0 0=—0n (3.96)

7 —

1 . .
donde es la relacion entre angulos de giro de ambas ruedas dentadas, de forma que la

rueda dentada interior posee un angulo de giro superior al de la rueda dentada exterior en el
engrane, debido a que tiene un diente menos.

Para generar el conjunto del engranaje en cualquier posicion de giro y engrane, en primer lugar
se debe conocer los angulos de giro de ambas ruedas dentadas. Para un angulo de giro dado
w, o0 @, se puede obtener los respectivos angulos de giro de las ruedas dentadas mediante las
relaciones de la ecuacion ( 3.91 )y (3.96).

En segundo lugar, se deben aplicar las correspondientes ecuaciones de rotacion a las ecuaciones
de generacion de cada rueda dentada. Para la rueda dentada interior, la ecuacion de giro es,

X, (0,)=x, (agl. )cos ®; =, (agi )sm o,

. (3.97)
Vi (a)i ) =X (agi )Sm @; +; (agi )COS w;
mientras que para la rueda dentada exterior es,
X, (a)e ) =X, (age )cos w,—Y, (age )sin w, (3.98)

Vie (a)e ) =x, (age )sin w,+Yy, (age )cos @,

En tercer lugar, se debe aplicar la traslacion correspondiente a la rueda dentada interior dada por
la ecuacioén ( 3.89 ).

v W, = 100 vl

Figura 3.18. Perfiles rueda dentada interior y exterior: (a) Contacto para @, =10° punta-punta diente, figura
izquierda (b) Contacto para @, =10° valle-punta diente, figura derecha



3. BOMBAS DE ENGRANAJES CON PERFILES TROCOIDALES. 66
ANALISIS DESPLAZAMIENTO VOLUMETRICO

3.5 DESPLAZAMIENTO VOLUMETRICO POSITIVO DE UNA BOMBA

Como recordatorio, se expone de nuevo que la bomba gerotor es una bomba oleohidraulica de
engranajes internos, cuyo engranaje es un conjunto conjugado entre la rueda dentada interior
(pindn) y la rueda dentada exterior (corona) para conseguir el engrane, y donde la rueda dentada
interior tiene un l6bulo (diente) menos que la exterior. La rueda dentada interior es la encargada
de transmitir el par del movimiento de rotacion a la rueda dentada exterior, de forma que cada
lobulo de la rueda dentada interior se desliza en permanente contacto con la superficie de la
rueda dentada exterior. Estos puntos de contacto entre ambas ruedas forman un nimero de
camaras estancas igual al nimero de lobulos de la rueda dentada exterior, manteniendo al fluido
encerrado en ellas. La accion de bombeo se produce por la variacion del volumen de las
camaras estancas con la rotacion completa del conjunto.

El conocimiento de los volimenes de las camaras estancas, su situacidon, su variacion, sus
derivadas y su area de exposicion respecto a las camaras de aspiracion e impulsion de la
carcasa, es imprescindible para caracterizar sus prestaciones como bomba oleohidraulica.

3.5.1 Analisis Integral-Derivativo

En el analisis integral-derivativo, el volumen de una cdmara genérica V; en una posicion
genérica se obtiene calculando la diferencia de las dos integrales de las ecuaciones que generan
los perfiles de la rueda dentada interior y exterior. Posteriormente, la variacion del volumen se
obtiene mediante la derivacion del volumen ¥, respecto el angulo.

Una caracteristica importante de este método es que es condicion necesaria determinar el perfil
de la rueda dentada interior, y lo mas importante, determinar el perfil de la rueda dentada
exterior en todo momento del analisis.

Para llevar a cabo este analisis, previamente se deben cumplir las siguientes dos condiciones:

(i) Las ecuaciones paramétricas de la rueda dentada interior y exterior deben generar los
dos perfiles en la misma referencia. Esta condicion ha sido aplicada en el desarrollo de
las ecuaciones paramétricas que generan los perfiles de las ruedas dentadas, con la
referencia absoluta X-Y centrado en O, el sistema de referencia x;-y; centrado en O; e
integrado en la rueda dentada interior y el sistema de referencia x.-y, centrado en O, e
integrado en la rueda dentada exterior.

(i1) Una posicion y un sentido de rotacion de referencia comun. En este sentido, la posicion
(a) representada en las Figuras previas es la mas conveniente para el estudio de los
volumenes y su variacion.

En la Figura 3.19 se muestra el conjunto del engranaje que va a ser empleado en el estudio del
volumen de camara y su variacion y que cumple con las dos condiciones.

Las ecuaciones paramétricas son las definidas anteriormente como:

e Linea de contacto. Ecuacion ( 3.87 ) con r, signo positivo y centrada en el sistema de
referencia absoluta X-Y centrado en O..

o Rueda dentada interior. Ecuacion ( 3.92 ) con la referencia de la Figura 3.15(a) y criterio
de signos de la Tabla 3.2 centrada en el sistema de referencia absoluta X-Y centrado en O..
Posteriormente, la ecuacion ( 3.89 ) con e signo negativo se produce la traslacion al sistema
de referencia x;-y; centrado en O, e integrado en la rueda dentada interior.
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e Rueda dentada exterior. Ecuacion ( 3.95 ) con la referencia de la Figura 3.17(a) y
centrada en el sistema de referencia x,-y. centrado en O, ¢ integrado en la rueda dentada
exterior y a su vez centrada en el sistema de referencia absoluta X-Y centrado en O,.

e Giro rueda dentada interior. Ecuacion ( 3.91 ) para un y determinado o ecuacion ( 3.96 )
para un @, o @, determinado, y la rotacion con la ecuacion ( 3.97 ).

o Giro rueda dentada exterior. Ecuaciéon ( 3.91 ) para un y determinado o ecuacion ( 3.96 )
para un @, o @;, determinado, y la rotacion con la ecuacion ( 3.98 ).

Figura 3.19. Posicion y sentido de rotacion de referencia para el estudio del volumen y su variacion

En el analisis integral-derivativo, la integracion de las ecuaciones que generan los perfiles de la
rueda dentada interior y exterior es una integracion en coordenadas polares donde se define un
radiovector. Un radiovector es el vector de punto inicial el origen del sistema de referencia
absoluta X-Y centrado en O,y punto final un punto de contacto genérico P;.

e Modulo radiovector p(a,.). Se define como el modulo del vector O,P; para cada punto
de contacto k=1, 2,3, ... Z.

peleye )=l )+ vl ) (3.99)

o Angulo radiovector xope). Se define como el angulo del vector O.P; con el eje de
abcisas X del sistema de referencia absoluta X-Y centrado en O, para cada punto de contacto
k=1,2,3,... Z.

y pe (apc )

]+aﬂ donde <a=1 si (xﬂ<0) (3.100)
x, N\, .

X (apc )= arctan{

El area comprendida por una curva en coordenadas polares es,
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1 pzea
A:—Jj o, (2] dy (3.101)

donde pi(y) es el radiovector que barre el area entre los puntos de contacto P,y Py+; en funcion
del angulo y, y donde y; y yi+; son los angulos que forman los puntos de contacto Py P+,
respectivamente con el e¢je de abcisas X del sistema de referencia absoluto X-Y y delimitan una
camara genérica V.

Si se concentra el estudio en la cadmara con V; y se toma como referencia una posicion genérica
como la representada en la Figura 3.20,

vl
e
POR) R v
N
X pwy, por) LR ;
et ]
Ol‘ 0, /Xz fxl ///X

Figura 3.20. Integracion en coordenadas polares del perfil de la rueda dentada interior

los angulos a,.; y a,.> representan el angulo de los puntos singulares que son centros de los
arcos circulares respecto al eje de abcisas del sistema de referencia absoluta X-Y centrado en
0,.y los y; y x> representan el angulo de los puntos de contacto respecto al eje de abcisas del
sistema de referencia absoluta X-Y centrado en O,.

El angulo () se obtiene aplicando la ecuacion ( 3.100 ), previamente calculando las
coordenadas (X,c/(e1)Vpei(yer)) del punto de contacto P; mediante la ecuacion ( 3.87 ). El
angulo y.(a,.2) se obtiene aplicando la relacion,

A pey =y +Aapc (3.102)

donde A« :2Z7r , a la ecuacion ( 3.100 ), previamente calculando las coordenadas

(Xpex QpertAtye) Yo Opert Aay,e)) del punto de contacto P, mediante la ecuacion ( 3.87 ).

La idea detras de este razonamiento reside en que tras una rotacion de la rueda dentada exterior
w.=Aay,, cada arco de circunferencia ha rotado este angulo, aunque la rueda dentada exterior se
encuentra en una posicion idéntica a la anterior. Asi, el punto de contacto P; se mueve
avanzando a la posicion que P, ocupaba con anterioridad a la rotacion, al igual que el punto de
contacto Py se mueve avanzando a la posicion que P; ocupaba con anterioridad a la rotacion. En
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definitiva, para una rotaciéon de @,=Aa,. de la rueda dentada exterior, desde cualquier posicion
(p.e. la de la Figura 3.20), se obtiene una posicion idéntica de las ruedas dentadas y sus puntos
de contacto (p.e. la la Figura 3.20 queda en esta misma posicion). De esta forma, el angulo
x(ae2) es calculado y, (a pe2 ): ¥4 (a s TAa,. ), y en general, para cualquier punto de

contacto Py,

(3.103)

Pk (apck ): P (apcl + (k - 1)Aapc )}

Zk(apck)zl1(apc1 +(k_1)Aapc

donde k=1, 2, 3, ... Z. Finalmente, el volumen V; de la primera cdmara se calcula mediante la
expresion,

Vit )= H(4, - 4) Hf lo.(x ]2dz—fo Pz dy (3.104)

obtenida introduciendo las ecuaciones ( 3.97 ) y ( 3.98 ) en la ecuacion ( 3.99 ), y
posteriormente aplicandolo a la ecuacion ( 3.101 ), y donde p.(y) es el radiovector que barre el
area entre los puntos de contacto P; y P, en funcion del angulo y bajo el perfil de la rueda
dentada exterior y donde p,(y) es el radiovector que barre el area entre los puntos de contacto P,
y P, en funcién del angulo y bajo el perfil de la rueda dentada interior. y; y y, son los dngulos
que forman los puntos de contacto P; y P, respectivamente con el eje de abcisas X del sistema
de referencia absoluto X-Y y delimitan el volumen V; de la cadmara 1.

Sin embargo, los radiovectores p.(y) y p{y) tienen como inconveniente que no pueden ser
definidos explicitamente en funcion del angulo y para posteriormente calcular el volumen
mediante la ecuacion ( 3.104 ). A continuacion se exponen los pasos a seguir para calcular el
volumen V;:

1. Se define la posicion de estudio del conjunto de las ruedas dentadas (p.e. Figura 3.20)
tomando siempre como referencia de “contacto punta-punta diente” correspondiente a
las figuras de la izquierda (a), como la definida en la Figura 3.19. Esta posicion de
estudio es determinada por la seleccion de un angulo de giro relativo o el angulo de
giro de la rueda dentada exterior @, o la de la rueda dentada interior ;.

2. Mediante las ecuaciones ( 3.91 ) y ( 3.96 ) se calcula los otros dos angulos de forma que
queda determinado el angulo de giro de la rueda dentada exterior @, o el de la rueda
dentada interior @;,.

3. Seasigna o = @ y oy se calcula mediante la ecuacion ( 3.102 ).

4. Se calculan los angulos y/(ac1) y y2(0p2) de los puntos de contacto P; y P, mediante la
ecuacion ( 3.100 ), y teniendo en cuenta la ecuacion ( 3.103 ).

5. Se genera el perfil de la rueda dentada interior (x,(cg),yi{c;)) mediante la ecuacion
(13.92) variando su a4ngulo de generacion «,;. De igual forma, Se genera el perfil de la
rueda dentada exterior (X.(Qge).v.( ) mediante la ecuacion ( 3.95 ) variando su angulo
de generacion og,.

6. Se genera el perfil de la rueda dentada interior (x,(@;),v,{ @;)) al imprimir la rotacién @
en la ecuacion ( 3.97 ). De igual modo, Se genera el perfil de la rueda dentada exterior
(xre( @),y @.)) al imprimir la rotacién @; en la ecuacion ( 3.98 ).

7. Se evalta el angulo y;(®,) para todos los puntos j (x,:(@; ).y, )) del perfil de la
rueda dentada interior mediante la ecuacion ( 3.100 ). De igual modo, Se evalua el
angulo . (@.) para todos los puntos j (X..;(@. ).vr(@.)) del perfil de la rueda dentada
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exterior mediante la ecuacion ( 3.100 ).

8. Se define el intervalo de estudio del volumen para cada rueda dentada,

~—

Zl(apcl)gzi,j(a)i SZZ(apCZ)

Zl(apd)Sze,j(we)szz(apcz) (3.105)

9. El moédulo de los radiovectores para cada rueda dentada se define, partiendo de la
ecuacion ( 3.99),

Pij (Zi,j )= \/[xri,j (a)i )]2 + [yri,j (a)i )]2
Pe,j (Ze,j )= \/[xre,j (a)e )]2 + [yre,j (a)e )]2

(3.106)

10. El calculo de la integral de la ecuacion ( 3.101 ) se lleva a cabo numéricamente. Asi,
para los valores del angulo z;; y 7.; que cumplen la condicion de la ecuacion ( 3.105 ),

X2
Ay = ;lez [p: ()} dx = ; Z [pi,./ (Z i.j )]2 Ayi; donde Ay, ;=x;u~ X,
2 (3.107)

4
Ae,l z‘;J.;z [pe(le)]zdlg;Zzl[pe,j(le,j):lele,j donde A/}//e,j Z/}//e,j+1 _le,j
4l

11. Finalmente, el volumen V; de la primera camara se calcula con la ecuacion ( 3.104 ).

Este procedimiento ha sido descrito para el volumen V; de la primera camara. En general, para
una camara genérica k, su volumen se calcula,

Vk(apck):Vl(apcl +(k_1)AaPc) (3.108)

Ahora, se ha llevado a cabo la parte integral del analisis integral-derivativo para el calculo del
volumen de una cadmara genérica k. A continuacion la parte derivativa del analisis integral-

. . . . . . ., , . de (a pck )
derivativo se realiza, una vez conocido Vi(a,.), mediante su derivacion numérica di ,

a pck

obteniéndose la variacion del volumen de la camara genérica k para una rotacion completa del
conjunto de del engranaje.

3.5.2 Anailisis Derivativo-Integral

En el analisis derivativo-integral, la variacion del volumen de una camara genérica V; en una
rotacion completa del conjunto del engranaje, se obtiene directamente calculando el volumen
delimitado por los perfiles de ambas ruedas dentadas entre dos puntos de contacto consecutivos.
Posteriormente, el volumen se obtiene mediante la integracion del volumen V; respecto el
angulo. La caracteristica mas importante de este método es que es no es condicién necesaria
determinar el perfil de la rueda dentada interior ni el perfil de la rueda dentada exterior.

3.5.2.1 Método de los Radiovectores

El estudio de la variacion de volumen por el método de los radiovectores puede ser llevado a
cabo desde dos puntos de vista, como son, la variacion de volumenes de control atrapados entre
dos radiovectores o mediante un balance de caudales de entrada y salida a la camara del
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volumen de control sobre los radiovectores.

Variacion de volumenes de control

Se definen dos volimenes de control,

e V. Volumen atrapado en la rueda dentada interior definido por la polilinea 40,B y la
linea de puntos de contacto entre 4 y B, representado en la Figura 3.21(a).

e V.. Volumen atrapado en la rueda dentada exterior definido por el arco de circunferencia
entre los puntos £ y B, la linea de puntos de contacto entre 4 y B, y los segmentos BE y AF,
representado en la Figura 3.22(a).

y cuatro radiovectores

e pu Yy pis. Radiovectores definidos en la rueda dentada interior de origen en O, y final en
los puntos de contacto 4 y B respectivamente, representado en la Figura 3.21(a).

e 0.4y pep- Radiovectores definidos en la rueda dentada exterior de origen en O, y final en
los puntos E y F respectivamente, representado en la Figura 3.22(a).

La idea de variacion de volumen se concentra en la evaluacion de la variacion de los volimenes
Viy V. debido al volumen barrido por los radiovectores pi4 y pip para la rueda dentada interior y
el volumen barrido por los segmentos BE y AF (que forman parte de los radiovectores 0.4 Y pes)
para la rueda dentada exterior cuando se imprime una rotacion en el conjunto del engranaje. Sin
embargo, los angulos de giro de las ruedas dentadas y puntos de contacto no son iguales. Esto
significa que el angulo que se desplaza un punto de contacto es diferente al angulo desplazado
por la rueda dentada interior y el desplazado por la rueda dentada exterior.

Figura 3.21. Volumen, velocidad y presion definidas en la rueda dentada interior: (a) variacion de volumenes de
control - fig. izquierda- (b) balance de caudales de entrada y salida de la camara — fig. derecha-

Sea dw. = day. un angulo infinitésimo de rotacion imprimido a la rueda dentada exterior, de
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forma que la rueda dentada interior, de acuerdo la relacion de giro de la ecuacion ( 3.96 ), gira

Z s
do, = ﬂa}e. El punto de contacto 4 sufre una rotacion igual a dy;4 como puede observarse

en la Figura 3.23.

©, = (°
E P,
% 7 Ve
c B P
F e Var AFF
AN 008 AN
Ree
2(0F) v ROP

XQB XcA \ ‘ XL,A \
1 \
| ol 1 |

Figura 3.22. Volumen, velocidad y presion definidas en la rueda dentada exterior: (a) variacion de volumenes de
control - fig. izquierda- (b) balance de caudales de entrada y salida de la camara — fig. derecha-

Despreciando la variacion del modulo del radiovector p;4 debido al infinitésimo del angulo
girado, el diferencial de area recorrida en su giro respecto O; vendra dada por la ecuacion (

3.101 ), y el diferencial de volumen barrido sera ;Hpi1 dy., - El diferencial de la variacion de

volumen es experimentada como una reduccion del volumen V.

o .t

Figura 3.23. Variacion del volumen en la rueda dentada interior
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Ahora bien, la rueda dentada interior gira mas rapido que el punto de contacto A4, debido a que
las coordenadas del punto de contacto 4 son funcion del dngulo @, = . (ecuacion ( 3.100 )) y
las coordenadas de la rueda dentada interior son funcion del angulo @;. Entonces, dw; > dy;4 y el

. . 1 .
diferencial de 4rea formada entre los puntos 0.4°4’"’ con volumen EHpii1 dy,, entra también
en el volumen V; reduciéndolo. Como consecuencia, el diferencial de la variacién de volumen

. 1 1 .
neto debido al punto de contacto A4 sera EHp; (dZ,-A +d7’m):5pr4da’5- Partiendo de un

razonamiento similar para el punto de contacto B, se obtiene el diferencial de la variacion de
volumen V; neto como,

1 1 1
dK ZEHpé?da)i _Eleidwi ZEH(pj; _plil )da)i (3.109)

Sea de nuevo dw, = day. un angulo infinitésimo de rotacion provocado a la rueda dentada
exterior, de forma que el radiovector p., gira centrado en O, un angulo dy.4, y el punto de
contacto A4 sufre una rotacion igual a dy., como puede observarse en la Figura 3.24.

Despreciando la variacion del modulo del radiovector p., debido al infinitésimo del angulo
girado, el diferencial de area recorrida por el segmento AF en su giro respecto O; vendra dada

por la ecuacion ( 3.101 ) en la forma ;(Rfe -pZ, )d;(e 4 v el diferencial del volumen barrido

sera ;H (G2 - P )d;(eA donde R, =G . El diferencial de la variacion de volumen es

experimentada como una reduccion del volumen V.. Sin embargo, en este caso la rueda dentada
exterior gira mas lenta que el punto de contacto A, debido a que las coordenadas del punto de
contacto 4 son funcion de la rueda dentada interior y que gira mas rapido, y las coordenadas de
la rueda dentada exterior son funcién del angulo @.. Entonces, dw, < dy., y el diferencial de

area formada entre los puntos 4°'F’’A""’F’"’ con volumen ;prAdye ., sale del el volumen V,

aumentandolo. Como consecuencia, el diferencial de la variacion de volumen neto debido al
punto de contacto A en la rueda dentada exterior sera

;H (G2 -p2, Xd Vs —dy.,)= ;prA dw, . Partiendo de un razonamiento similar para el punto

de contacto B, se obtiene el diferencial de la variacion de volumen V; neto como,
1 1 1
dv, = EH(GZ ~ Pes )dwe - EH(GZ ~ Pes )da)e = EH(pezA ~ Py )da)e (3.110)

La diferencia de signos de los radiovectores en las ecuaciones ( 3.109 ) y ( 3.110 ) es debido a la
interpretacion de la variacion del volumen, donde en V; se produce una disminuciéon y en V, se
produce un aumento.

Finalmente, la variacion infinitesimal total del volumen de la camara se presenta como
dV,.=dV,+dV,;, donde substituyendo las ecuaciones ( 3.109 ) y ( 3.110 ) se obtiene,

av, =;H[(pi1 - p Mo, + (0} - o3 o, (3.111)

y teniendo en cuenta la relacion de transmision,
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dv 1 5 5 5 2\ Z
<=Ll (p2 - p3)+ (o2 - p (3.112)
dapc > |:(pA pB) (pB pA)Z—l
con @, = Q.
E" E" E

/g —
B
f S FF"

dyeB \ " \

An

do, dv., o \

P, do
e

eA

do,

©

o fo.

Figura 3.24. Variacion del volumen en la rueda dentada exterior

Balance de Caudales de Entrada y Salida de la Camara

Se definen cuatro radiovectores,

e i1y pis. Radiovectores definidos en la rueda dentada interior de origen en O; y final en
los puntos de contacto 4 y B respectivamente, representado en la Figura 3.21(b).

e 0.4V pes. Radiovectores definidos en la rueda dentada exterior de origen en O,y final en
los puntos E'y F respectivamente, representado en la Figura 3.22(b).

y los segmentos,

e AD y BC. Segmentos definidos en la rueda dentada interior que cierran el volumen V.
entre el arco de la circunferencia entre dos valles de diente de la rueda dentada interior R; y
la linea de puntos de contacto. Figura 3.21(b).

e AF y BE. Segmentos definidos en la rueda dentada exterior que cierran el volumen V.
entre el arco de la circunferencia entre dos puntas de diente de la rueda dentada exterior
R =G y lalinea de puntos de contacto. Figura 3.22(b).

La idea del analisis se concentra en la evaluacion de la variacion de los caudales que
salen/entran del volumen de la camara V., por los segmentos que lo definen. Asi, tomando un
caudal de salida de sentido positivo y otro de sentido negativo para ser coherente con la
disminucion del volumen V. en la posicion de estudio, en la rueda dentada interior,
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P=Pis
dQ; =-Hv,,,dp=-Hao,pdp = O; = |-Haopdp= —;Hd), (p,A Rz)
PR (3.113)
P=Pig 1
dQ; =Hvyedp=Hay,pdp = O = [Ha,pdp = Ho, (02 - R2)
P=R;;
y en la rueda dentada exterior,
p=R,. 1
AQ; =~Hvydp=-Hopdp = Q= [-Ho.pdp=—Ho (R - p2))
. P (3.114)
dQ; =Hvydp=Hao,pdp = Q. = J-Hd)epdp = ;Hd)e (Reze - pezB)
P=Pip

Donde @,y @, es la velocidad de giro de la rueda dentada interior y exterior respectivamente.
La variacion neta de caudal en V. debido a la rueda dentada interior,

0,-0; +0; = to[(p} - R2)- (o3 - R2) |- o}, - ) (3.115)
y la variacion neta de caudal en V., debido en la rueda dentada exterior,
0,=0, +0; cho (2 - p2)-(R2 —pfA)]%Hwe(pfA - p%) (3.116)

Finalmente, la variacion neta de caudal en V, en la camara es,

0, =;Ha>{(pi1 - p)+ o3 —pi)zz_l } (3.117)

aplicando la ecuacion ( 3.96 ). De la ecuacion ( 3.117 ) se puede determinar la variacién del
volumen V, integrando en el tiempo,

dv,
da

pc

=;H[(pi1 - p )+ 03 —p,i)zz_l} (3.118)

Volumen de la camara

A continuacion la parte integral del analisis derivativo-integral se realiza, una vez conocido
Vi(epe= 0), y mediante su integracion numérica o analitica,

Vl(am):Vl(apc :O)+ I jV( d

0 a]’c

(3.119)

obteniéndose el volumen de la primera camara para una rotacion completa del conjunto del
engranaje.
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3.5.2.2 Método Energético

Las bombas oleohidraulicas son maquinas hidraulicas que convierten la energia mecanica en
energia oleohidraulica, de forma que idealmente, se cumple,

E,.=Mdw=PdV=E (3.120)

oleo
donde M es el par mecanico necesario para provocar un giro de angulo dw sobre el eje de la
bomba y P es la presion oleohidraulica que debe realizar un volumen elemental dV cuando es
forzado a variar debido a la variaciéon del volumen en las camaras provocado por el giro de
angulo dw del conjunto del engranaje. En la bomba de engranajes trocoidales, se puede aplicar
este mismo concepto de forma que,

M,dw, + M ,do, = PdV, (3.121)

donde M; y M, son los momentos que actiian, para provocar un giro de angulo dw; y dw,sobre
la rueda dentada interior y exterior respectivamente y dV, es el volumen elemental que se
transfiere cuando es forzado a variar debido a la variacion del volumen en las cdmaras entre los
angulos do; y dw,.

linea de contacto
centrada en O,

Figura 3.25. Disposicion de analisis por el método de las energias
El calculo se basa en las Figura 3.21(b) y Figura 3.22(b) pero con la disposicion de los puntos

de contacto 4 y B como se representan en la Figura 3.25 y mediante un proceso analogo al
seguido en la variacion del caudal se obtiene,

=Lt i)
(3.122)

M, = ;HP(pfg - p2)

El criterio de signos adoptado para el calculo de los momentos es opuesto al adoptado en el



3. BOMBAS DE ENGRANAJES CON PERFILES TROCOIDALES. 77
ANALISIS DESPLAZAMIENTO VOLUMETRICO

calculo del caudal. La razon radica en la misma metodologia del célculo, el cual esta basado en
la variacion del volumen maximo de la camara hasta el volumen minimo, y desde el volumen
minimo al volumen maximo de nuevo. En la Figura 3.26 se muestra la disposicion de los
engranajes trocoidales para del volumen méaximo y para el volumen minimo en la bomba
oleohidraulica.

Salida Zona Impulsion

Cémaras Disminuyendo
su Volumen y Abiertas
a la Zona de Impulsion

Camaras Aumentando COLOR ROJO

su Volumen y Abiertas
a la Zona de Aspiracion
COLOR AZUL

O

Entrada Zona Aspiracion

Camara Maximo Volumen
y Cerrada a ambas Zonas
COLOR VERDE

Céamara Minimo Volumen

y Cerrada a ambas Zonas
COLOR VERDE

Salida Zona Impulsion

Camaras Disminuyendo

su Volumen y Abiertas

a la Zona de Impulsion

Camaras Aumentando

su Volumen y Abiertas

ala Zona de Aspiracion
(COLOR AZUL

C

Entrada Zona Aspiracion

Figura 3.26. Evolucion del volumen mdaximo y volumen minimo en la bomba

., L . 2z .
Esta evolucion es ciclica y se repite cada Aa,. =—-, como puede verse en la Figura 3.27. Se
Z

. . . . . , T
toma el eje X del sistema de referencia absoluta como eje de simetria con Aa . = 5 para el

punto de contacto B, donde la distancia de referencia u entre el punto de contacto B y el centro
instantaneo de rotacion / es maxima y el volumen formado es minimo V,,;, ,Figura 3.27(a). Tras

una rotacion de valor el angulow, = 7 se alcanza el volumen maximo V,,,, con ¥ minima para
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Aa,. =0, Figura 3.27(b). Finalmente, tras una rotacion de valor el dngulow, = A« ., se repite

L . , . a .
la posicion de inicio con volumen minimo V,;, para Aa . =+ - Figura 3.27(c).

Siguiendo esta evolucion desde la posicion de referencia de volumen minimo, el volumen desde
V4 a ..
A, =—— a Aa,. =0 aumenta y desde Aa,, =0 a Aa,. =+— disminuye, opuestamente a
pc 7 pc pc pc 7

la evolucion del estudio de los caudales.

. T a . .
En la evolucién de Aa ), == a A, :+E los radiovectores describen los perfiles de las
ruedas dentadas interior y exterior variando su médulo y angulo. Asi, para el punto de contacto

B,

2
Pis :(,,1 +S) + kP =rt +2ns+st + kP =1 +2ns +u’
(3.123)
pr =(r2 +s)2 + k2 =r22 +2r2s+s2 + k2 =r22 +2r2s+u2

Un proceso analogo se sigue para el punto de contacto 4. Sin embargo, y tal como puede
observarse en la Figura 3.25 y Figura 3.27, la evolucion de los radiovectores del punto 4 que
describen los perfiles de la rueda dentada interior y exterior tienen una variacion despreciable de

. . %3 a . .
su modulo al recorrer el angulo de Ar . = — alAa, = +E. Por este motivo, puede asumirse

que,

p.=R.  p’ =R’ (3.124)

ie

que representara un simplificacion muy efectiva en el posterior desarrollo matematico.
De aqui, los momentos quedaran de sustituir la anteriores expresiones en ( 3.122 ).

M, =;HP[R; —(rlz +2r1s+u2)]

(3.125)
M, =;HP[(r22 +2r,5 + uz)— Ré]

Substituyendo las expresiones ( 3.125 ) y ( 3.96 ) en la expresiéon general de las bombas
oleohidraulicas con engranajes trocoidales se obtiene,

dv
V,=—-" :lH Rezi _LlRii _”1(”1 _’”2)_ A u’ (3.126)
d(()i 2 ry ry

la variacion de volumen elemental V, respecto el angulo de giro de la rueda dentada interior
. T T . L
para el intervalo — 7 <w; < +E . En este planteamiento se expresa la variacion de volumen en

referencia la rueda dentada interior debido a que es éste el transmisor del movimiento de
rotacion al conjunto. Sin embargo, substituyendo la otra expresion de ( 3.96 ) se obtendria en
referencia a la rueda dentada exterior.
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linea de contacto

centrada en O,

Figura 3.27. Evolucion de la variacion del volumen desde el minimo volumen (a), al maximo volumen (b), y de nuevo
al minimo volumen. Evolucion ciclica que se repite cada dngulo Aay,.

Cabe resaltar en esta expresion que todos los términos son constantes geométricas excepto la
distancia de referencia u. Esta distancia también puede ser expresada en términos del angulo de
giro de la rueda dentada exterior o interior como,
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u =m—S=\/r22 + R} £2r,R, cosm, —Sz\/rz2 +R; £2r,R, cos(Z

80

_1}0[ -S (3.127)

Posteriormente, integrando la variacion de volumen se obtiene el volumen.

A continuacién se presenta una tabla resumen que presenta las caracteristicas y ecuaciones de
los analisis, métodos y desarrollos expuestos para el estudio de la variacion del volumen (Tabla

3.3).

ANALISIS
INTEGRAL-DERIVATIVO

ANALISIS

DERIVATIVO-INTEGRAL-

» Descripcion necesaria de los
perfiles de las ruedas dentadas

» Descripcion no necesaria de los perfiles de las
ruedas dentadas

= Célculo inicial del volumen | Caracteristicas | = Calculo inicial de la variacion del volumen por
por integracion numérica y su Analisis derivacion y el volumen por integracion analitica o
variacion por derivacion numérica
numérica
Método Integral Meétodo Radiovectores Meétodo Energético
= Basado en el conocimiento » Basado en los puntos de | = Basado en los puntos
de todos los puntos de contacto proéximos de de contacto de cierre de
contacto para cada posicion cierre de una camara volumen méaximo y
genérica de la camara = Célculo de la variacion | minimo para Aa,
» Resolucion del volumen Caracteristicas | del volumen en funcion = Célculo de la variacion
siguiendo un esquema de Método del giro de la rueda del volumen en funcién
calculo dentada exterior del giro de la rueda
= No es posible calcular el = No existe simplificacion | dentada interior
modulo de los puntos de en el célculo de los puntos | = Existe simplificacion
contacto en funcion su angulo de contacto en el calculo de un punto
respecto el eje de abcisas de contacto
Variacion Variacion Balance Balance
Concepto variacion volumen Concepto Concepto | Concepto disminucion de
para una cdmara genérica Caracteristicas giro aumento de volumen signo para
I dv Desarrollo engranaje volumen balance de momento
diferente a | signo para
e giro punto balance
de contacto caudal
J. vdS
sc
Derivacion Numérica Variacion Ecuacion Ecuacion Ecuacion
Ecuacion Volumen (3.118) (3.126)
(3.108) (3.108)
Ecuacion Volumen Ecuacion Ecuacion Integracion Analitica
Camara (3.119) (3.119) Ecuacion ( 3.126)
(3.108)

Tabla 3.3. Resumen andlisis y métodos para el estudio de la variacion del volumen
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3.6 ESTUDIO DEL CAUDAL Y SUS CARACTERISTICAS

En los apartados anteriores se ha estudiado la variacion del volumen y el volumen de una
camara genérica por diferentes analisis, métodos y desarrollos. A continuacion se va a estudiar
el caudal y sus caracteristicas. Para ello, se va a basar en el método energético.

La expresion ( 3.126 ) es la variacion de volumen elemental respecto el angulo de giro de la
rueda dentada interior para el intervalo — 7 <w; < +E . La misma expresion puede ser rescrita

tomando referencia los cuatro pardmetros geométricos basicos,

2 7 —1 s X
e | (2 e -v)ez-na s

e :

Q. —

’ L Z l+/12—2/1c0s(z lJa)i -V
zZ zZ

Integrando esta expresion sobre este intervalo, se obtendra el volumen desplazado por un par de
dientes en la secuencia Vymin = Vumax — Vumin. ES decir, el volumen desplazado por un diente
de la rueda dentada interior V7,

(3.128)

i
+

J' —djV o, [Volumen/ diente rueda dentada interior]
w

7
x
z

14

z

(3.129)

i

Esta integral puede ser resuelta analiticamente. Si el volumen desplazado por un diente se
multiplica por el nimero de dientes de la rueda dentada interior, se obtiene la capacidad
volumétrica (c,) en del engranaje trocoidal de forma,

c.=(z-1p,=(z-1)[do, [Volumen/ una revolucion rueda dentada interior]
. Jo @ (3.130)

El caudal teorico ideal (Q;), en el que no se consideran las pérdidas volumétricas y puede ser
considerado el valor del caudal medio, sera el resultado de multiplicar la capacidad volumétrica
por el nimero de revoluciones del eje conductor acoplado a la rueda dentada interior,

[N

+

0, =nc, =n(Z 1) d

u

o, [volumen/tiempo] (3.131)

—
Q‘l‘&

(0]

1

TR

Con tal de poder comparar las prestaciones de cada tipo de engranaje trocoidal se definen dos
indices,

e Caudal especifico (Q;). Se define como el caudal adimensional de un engranaje trocoidal.

La geometria de los engranajes trocoidales es funcién del producto 7zHM?* como
consecuencia de las propias leyes de funcionamiento de las ruedas dentadas (Stryczek,
1996). Asi,
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T

c Z-1 Fav
= L “do, adimensional (3.132)
' gHM?  zHM? j dw, | ]

V.4 1

z

o [Irregularidad del Caudal (6p). Se define como el grado de irregularidad del caudal de un
engranaje trocoidal. La variacion del volumen no es constante en un engranaje trocoidal,
como podia deducirse de la ecuacion ( 3.126 ), donde es funcion de la distancia de referencia
u que varia desde un maximo a un minimo en funcién del angulo de giro, ecuacion ( 3.127).
La funcioén es de caracter pulsatorio, traduciéndose en pulsaciones de caudal, de manera que
el indice de irregularidad del caudal pude ser definido como la valoracién del caracter
pulsatorio del caudal impulsado por un engranaje trocoidal. Su expresion es,

V, .-V

5 _ " umax u min
o

7

u med

[adimensional ] (3.133)

donde,

* V\ max €8 €l volumen maximo desplazado por un diente de la rueda dentada interior y se
evalia mediante la ecuacion ( 3.126 ) para @; =0

* V. min €8 €l volumen minimo desplazado por un diente de la rueda dentada interior y se

evalia mediante la ecuacion ( 3.126 ) para o, = 1%

* V. mea €8 €l volumen medio desplazado por un diente de la rueda dentada interior y se

evalla
I Z-1 T—ddV“ 1) [Volumen/ diente rueda dentada interior]
umed 272_ 7lda)l_ i (3134)
V,

V,
\/“ min \/u med u max

ler diente N
27 ;

Z-1

)2’
V4 l)Z_1 27

2nn

Figura 3.28. Representacion del volumen en funcion del angulo
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Existe un simplificacion de la integral de la ecuacion ( 3.129 ), que puede ser realizada al
eliminar uno de sus términos al observarse que es de segundo orden. De esta forma el caudal
especifico es,

Q, =i (Z +A- v)2 - (ZZ_IJ(Z - v)2 + (Z - 1)/12 [adimensional] (3.135)

3.7 RESQLUCI()N DE LOS METODOS PARA CALCULO DEL DESPLAZAMIENTO
VOLUMETRICO POSITIVO

Existen dos aspectos a destacar para la resolucion de los métodos de calculo del desplazamiento
volumétrico positivo. El primero es como se lleva a cabo la resolucion de las integrales que se
derivan del analisis. El segundo es considerar la bondad del método de los radiovectores frente
al método energético.

En el andlisis integral-derivativo el volumen de una camara genérica V; en una posicion
genérica se obtiene calculando la diferencia de las dos integrales de las ecuaciones que generan
los perfiles de la rueda dentada interior y exterior. Posteriormente, la variacion del volumen se
obtiene mediante la derivacion del volumen Vj respecto el angulo. Las integrales que se
presentan no pueden ser resueltas analiticamente debido a que la relacion de ecuaciones resulta
ser implicita; es decir, no es posible disponer de una ecuacion explicita del mdédulo de los
radiovectores de los puntos de contacto en funcion su angulo. La resolucion ha de plantearse en
base a técnicas numéricas.

En el analisis derivativo-integral, la variacion del volumen de una cdmara genérica V; en una
rotacion completa del conjunto del engranaje, se obtiene directamente calculando el volumen
delimitado por los perfiles de ambas ruedas dentadas entre dos puntos de contacto consecutivos.
Posteriormente, el volumen se obtiene mediante la integracion del volumen V; respecto el
angulo. Las integrales que se presentan pueden ser resueltas analiticamente o/y numéricamente.

En la Figura 3.29 se presentan los resultados.

int(hum)-der  — — — — —

Variacion del Volumen [mm3

we [’]

Figura 3.29. Comparacion de la integracion en los andlisis de la variacion del volumen. Leyenda: int=integral,
der=derivativo, num=numérico, int=analitico, Vmin=volumen minimo, Vmax=volumen mdaximo

Observando la Figura 3.29 se puede comprobar como ambos andlisis ofrecen el mismo
resultado independientemente de la resolucion adoptada para las integrales, con la pequeia
excepcion del error que presenta el analisis integral(numérico)-derivativo cuando se aproxima al
angulo que proporciona el volumen minimo.
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Con relacion al método energético, en la Figura 3.30 se puede colegir el error cometido al
utilizar la ecuacion ( 3.124).

33

32.5

32

— —— —Radiovector_eA
Radiovector_iA
—--—- Rie

31.5 A

[mm]

31

30.5

30 T mm o e

29.5 T T T T T T T

we []

Figura 3.30. Evaluacion del error de la simplificacion del método energético. Leyenda: Radiovector_eA= p,,,

Radiovector_iA= p,,, R,.=radio interno entre dos valles de diente de la rueda dentada exterior, R,=radio externo

entre dos puntas de diente de la rueda dentada interior

. . ) : /4
El error se que observa en el intervalo del angulo de rotacion de la rueda dentada exterior + Z

. . . S T
correspondiente a un angulo de rotacidon de la rueda dentada interior + 7

T es muy pequeio.
Cuantificado en porcentajes el error como el cociente de la diferencia del médulo exacto del
radiovector menos su simplificacion respecto al mdédulo exacto del radiovector, corresponde a
un error maximo del 0.44% para la rueda dentada interior y del 0.22% para la rueda dentada
exterior. Debido a la simplificacion que se produce en el desarrollo matematico del método, se

puede tomar como correcta ya que se produce un error despreciable.



