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Capítol 6 

Ordres quaterniónics i formes 
quadrátiques 

6.1 Formes nórmiques d'ordres quaterniónics 

Sigui H una Q-álgebra de quaternions i sigui O C H \m ordre quaterniónic. 

A partir de la forma nórmica de l'álgebra, associem a cada ordre una forma 
quadrática quatemária i una de ternaria, que anomenem formes nórmiques 
de l'ordre i denotem per no,4 i no,3, respectivament. 

En aquesta secció veurem com queden determinades les formes nórmiques, 
quines propietats teñen en general i quines son les seves característiques quan 
es treballa amb ordres d'Eichler. 

6.1.1 Construcció i propietats 

Fixem en l'ordre O Q H una base normalitzada {1 , V2,V3, V4} (cf. secció 1.2), 
per tal d'obtenir formes nórmiques amb bones propietats. 

6.1.1 Definició. La forma nórmica quatemária associada a l'ordre és la 
forma quadrática que s'obté a partir de la forma nórmica de l'álgebra, ex-
pressada en la base normalitzada fixada. La denotem per 7 1 0 , 4 . 

Per a definir la forma nórmica ternaria ens restringim al subespai deis qua
ternions purs. Es tracta senzillament d'imposar la restricció tr(o) = O ais 
elements de l'ordre; és a dir, la norma aplicada a. O f) HQ s'obté a partir de 
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156 Cap. 6. Ordres quaterniónics i formes quadrátiques 

nofy amb la restricció tr(a) = 0. Ara bé, la forma quadrática obtinguda 
d'aquesta manera pot teñir coeficients no enters, depenent de la paritat de 
l'ordre. Així, construím una altra forma quadrática ternaria mitjangant un 
canvi de variable no enter, per tal que tingui coeficients enters. Amb aquesta 
construcció, variar els elements de O fl iío equivaldrá a recorrer els enters. 

6.1.2 Definició. La forma nórmica ternaria associada a 0 , en la base nor
malitzada {1 , V2, f 3 ¡ V4}, és la forma quadrática ternaria que s'obté substituint 
a nc»,4 l'expressió T = ~2X si O és un ordre señar, i X = O si C és un ordre 
parell. La denotem per no,3. D 

A continuació, explicitem les relacions entre les matrius de les formes quadrá
tiques nórmiques associades a l'algebra de quaternions H i les associades a 
un ordre quaterniónic O C. H. 

Suposem que O és un ordre parell. Denotem per PQ la matriu de canvi de la 
base fixada en l'ordre a la base fixada en l'algebra i definim les matrius PQ.S? 
Ro, RQ,4, RO,3 següents: 
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Suposem que O és un ordre señar. Denotem per Pi la matriu de canvi de la 
base fixada en l'ordre a la base fixada en l'algebra i definim les matrius Pĵ a, 
•^1) -^1,4) Ri,3 següents. 
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6.1.3 Lema. Posem k = 0 siO és un ordre parell, ik = 1 si O és un ordre 
señar. Aleshores, amb les notacions anteriors, tenim que: 

(i) AinoA) = PlA{nH,4)Pk. 

(ii) A{no,3) = RlA{no,4)Rk-

(iii) A{no,3) = {Rk,3y{Pk,3yA{nH,3)Pk,3Rk,3. • 

Utilitzant aquest resultat i el fet que les formes normiques quaternáries deis 
ordres i la de l'álgebra son Q-equivalents, per 4.4.4, deduím les propietats 
següents. 

6.1.4 Proposició. Siguin H una Q-álgebra de quaternions i O C H un 
ordre. Considerem les formes normiques associades a O. Aleshores, 

(i) L 'álgebra H és definida si, i només si, la forma no,4 és definida positiva; 
si, i només si, la forma no,3 és definida positiva. 

(ii) L 'álgebra H és indefinida si, i només si, la forma no,4 és indefinida, de 
signatura (2,2); si, i només si, la forma no 3 és indefinida, de signatura 
(1,2). 

(iii) deti(ncj,4) i deti(no,3) son quadrats. Explícitament, si P és la matriu 
de canvi de la base normalitzada de O ala base de l'álgebra, tenim que 

deti(no,4) = {ab det Py, 
, , ^ — / («^<ietP)2 si O és un ordre parell, 

úeti{no,3) - I (2a6det Pf si O és un ordre señar. 

DEMOSTRACIÓ: Les formes normiques nH,4 i no,4 son Q-equivalents; en 
particular, son R-equivalents i, per tant, teñen la mateixa signatura. El seu 
carácter es correspon amb el carácter de l'álgebra, per 4.4.5, 5.1.8 i 5.1.14. 
Si apliquem la relació matricial del lema anterior (iii), en segueix també el 
resultat per a la forma ternaria i completa la demostrado de (i) i (ii). 

De les mateixes relacions matricials anteriors deduím els resultats de (iii). 
Notem que P = i que det Pk = det Pfc_3, per = 0,1, segons la paritat de 
l'ordre. Com que deti{nH,4) = « '6 ' = deti(n/f,3), obtenim que deti(710,4) = 
{abdetPy. Notem que detPo,3 = 1 i detPi,3 = - 2 ; per tant, obtenim els 
valors per a deti(120,3) indicats a l'enunciat de (iii). • 
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6.1.5 CoroMari. Sigui O C H un ordre d'una Q-álgebra de quaternions H. 
Considerem les formes nórmiques associades a l'ordre O. Aleshores, 

di («0,4) 
d2(no,4) = Do, 

di(no,3) l ¡Do 
siO és un ordre parell. 

di(no,3) l ¡Do siO és un ordre señar. 

DEMOSTRACIÓ: Sigui P la matriu de canvi de la base de l'ordre a la base 
de l'álgebra. Per 6.1.4 tenim que deti{nc7,4) = a^6^(detP)^ i el carácter de 
la forma no,4 depén de si H és una álgebra definida o indefinida. Recordem 
que el signe de d,-(/) es fixa en funció del carácter de la forma / . Així, 
di(no,4)| = | a 6 d e t P | i |d2(no,4)| = 2 2 | a 6 d e t P . 

Per al cas de la forma ternaria, utilitzem també 6.1.4. Així, a partir de 
deti(nc),3) obtenim que 

| d i ( n o , 3 ) | = 
a 6 d e t P 

2 a 6 d e t P 

si O és un ordre parell, 
si O és un ordre señar. 

Si apliquem 1.2.6, podem expressar els resultats anteriors sobre d,- en funció 
del discriminant de l'ordre, ja que Do = 4 | a 6 d e t P 

mostrado de (ii). • 
Aixó completa la de-

6.1.6 Lema. Sigui O un ordre d'una Q-álgebra de quaternions H i fixem 
una base normalitzada de O. Aleshores, les formes nórmiques no,4 i no,3 
teñen coeficients o Z . 

DEMOSTRACIÓ: Per ser O un Z-ordre, només conté elements enters sobre Z. 
Així, no,4 i no,3 son formes quadrátiques que, sobre Z, només representen 
elements enters. En particular, els coeficients centráis son enters. Ara bé, els 
coeficients laterals també son enters, ja que cada subforma de dues variables, 
amb coeficient lateral diferent de O, representa només elements enters. 

• 

6.1.7 Proposició. Les formes nórmiques associades a un Z-ordre en bases 
normalitzades diferents son Z-equivalents. Així, les formes nórmiques queden 
determinades per l'ordre Uevat Z-equivaléncia. 

DEMOSTRACIÓ: Per a la forma no,4 és una aplicado directa de 4.4.3. 
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Considerem dues bases normalitzades de O, {vi} i {u,-}, i sigui Q la matriu 
de canvi de base de {v¡} i {vi}] així, Q € GL(4, Z) i satisfá les condicions de 
1.2.9(111). Posem no,3, " ¿ , 3 , no,4 i n'^4, les formes ternáries i quaternáries 
associades a O en les dues bases, respectivament. 

Expressem les relacions a nivell de matrius, seguint la notació de 6.1.3. Volem 
veure que existeix S G GL(3,Z) tal que 5*A(no,3)5 = ^(noa) . Es ciar 
que, per a l'ordre O, se satisfá A{nQ,^) — Q^A{no,4)Q. Així, d'una banda, 
tenim que ^ ( « 0 , 3 ) = RlA{no,^)Rk = RÍQ*A{no,4)QRk\ de l'altra, tenim que 
A{no,3) = RlA{río,4)Rk- Per tant, és suficient trobar S G GL(3, Z) tal que 
QRk = RkS. Considerem les matrius de M(3, Z) següents: 

f Q22 <¡'23 524 \ 
932 

\ 942 943 944 / 

5i = 
/ 1 - 2914 912 913 \ 

—2^24 922 923 
\ -2£?34 932 933 / 

Donados les condicions satisfetes per Q, cf. remarca 1.2.11, es comprova 
facilment que QRk = RkSk- A mes, aplicant propietats de determinants 
s'obté det 5 = detQ. Per tant, 5 G GL(3,Z), com volíem veure. Com a 
alternativa, també és fácil comprovar-bo veient que 

RIAQRO,4 = 
So 0 \ 

0 1 / 
R\,^QRlA = 

5*1 9«4 
0 1 • 

Observem que també té sentit definir la forma nórmica quaternária de l'ordre 
respecte de bases no necessáriament normalitzades. Aplicant de nou 4.4.3, la 
forma quaternária obtinguda seria Z-equivalent a la forma nórmica que hem 
definit. 

6.1.8 Proposició. Les formes nórmiques associades a Z-ordres conjugats 
son Ii-equivalents. 

DEMOSTEACIÓ: ÉS ciar que la forma nórmica quaternária no^4 és multi
plicativa. Així dones, si no ens restringim a bases normalitzades, podem 
aplicar directament el resultat de ií-álgebres 4.4.6 i tindrem que les formes 
nórmiques quaternáries corresponents a ordres conjugats són Z-equivalents. 
Notem que, de fet, la demostració de 4.4.6 consisteix a reduir-ho al cas de 
bases diferents d'un mateix ordre, veient que les formes quadrátiques cor
responents a bases conjugados són la mateixa. El mateix argument es pot 
aplicar a la forma nórmica quaternária que hem definit a partir de bases 
normalitzades, ja que la base conjugada d'una base normahtzada és també 
normalitzada. 
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— ^{u'^ViUñvjW^ + u~^VjUÜViU~^) = 

— I'U"-' tt{Vi'Vj)u = 

= B{vi,vj). 

Aixó dona la igualtat de formes nórmiques sobre bases conjugados. Així, hem 
reduít el problema a la Z-equivaléncia de formes nórmiques quaternáries d'un 
mateix ordre en bases diferents, la qual cosa és precisament la proposició 
anterior. Notem que en segueix automáticament el resultat per a les formes 
nórmiques ternáries, ja que els ordres conjugats teñen el mateix tipus. • 

6.1.9 Exemple. Sigui H — —• una álgebra de quaternions qualsevol i 

considerem l'ordre O = Z [ l , í , i , y ] , que és un ordre parell. Aleshores, 

(i) no,A = X^ - _ ^ ¿̂,̂ 2 
(ii) no,3 = - a X ^ - hY^ 4- ahZ''. 

(iii) deti(ne?,4) = â í»̂ . Do - Aah. Ü 

6.1.10 Cas no ramificat. Considerem l'algebra de quaternions no rami

ficada E = í^^) i l'ordre OM{1,N) = Z [ l , ¿ t i ¿ , I f i ] , que és 

un ordre señar, donat ja en una base normalitzada. Les formes nórmiques 
associades a l'ordre en aquesta base son: 

(i) nc?M(M).4 = X2-hXT-A^r^. 

(ii) noM(i.i),3 = - x - " - m z . 

(iii) deti(no^(i,i),4) = A^2/i6, I>OM{I,I) = 1-

La igualtat de les formes nórmiques quaternáries, en bases normalitzades 
conjugados, es pot redemostrar fácilment utilitzant directament la definició 
de la forma bilineal corresponent a la norma en funció de la traga. Sigui {u,} 
una base normeditzada de O. Per la multiplicativitat, la norma es conserva 
per conjugado; així, els coeficients centráis de la forma nórmica de O, en 
base {u,}, i els de la forma nórmica de H''^Oh, en base {H'^VIH}, son iguals. 
Per veure la igualtat deis coeficients laterals, fem 
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Considerem axa l'álgebra de quaternions no ramificada H = M(2, Q) i l'ordre 
d'Eichler OQ{1,N). Si fixem a OQ{1,N) la base normalitzada següent: 

[1 0\ 
V o l ) 

O 1\ 
O O y 

o o 
N O 

O O 
o 1 

les formes nórmiques obtingudes son exactament les anteriors. Es podria 
argumentar que és mes natural considerar directament l'ordre Oo(l, N) res
pecte de la base habitual 

í / 1 Q\ / O 1\ / O 0\ / O O M 
O O \N 0 / o 1 

encara que és una base no normalitzada. En aquest cas, calculem la forma 
nórmica quatemária directament a partir del concepte de norma, vist com a 
determinant de l'element. La forma nórmica ternaria es pot definir aleshores 
directament, imposant la condició que la traga sigui 0. Els resultats obtinguts 
son: 

(i) naoii,N).4 = XT-NYZ. 

(ii) nooii,N),3 = -X' - NYZ. 

Notem que obtenim exactament la mateixa forma ternaria que en la base 
anterior. Així, en el cas de l'álgebra de matrius i els seus ordres, utilitzarem 
la notació i la construcció introdüídes en aquesta secció, que unifica el cas no 
ramificat i el cas ramificat. O 

6.1.11 Cas p o c ramificat de tipus A. Considerem l'álgebra de quaterni

ons HAÍP) = ( ^ ) - Sigui l'ordre OA{2P,N) = Z[l,¿, iVj, i±if±í¿] donat 

a 1.2.35. Observem que OA{2P, N) és un ordre señar i la base donada ja és 
una base normalitzada. Les formes nórmiques associades a l'ordre OA{2P, N) 
en aquesta base son: 

(i) no^i2p,N),4 = X^- pY' + N^Z' + i y ^ T ^ + XT ~ pYT + NZT. 

(") no^(2p,N),z = (1 - 2p)X^ ~pY' + N'Z^ + 2pXY - 2NXZ. 

(iii) deti(no^(2p,iv),4) = p'^N^A, Do^(2p,N) = 2pN. 
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6.1.12 Cas poc ramificat de tipus B. Considerem l'ordre OBÍPQJN) = 
Z[l,A^í",i±¿,Í^] C HB{p,q) donat a 1.2.35. Observem que Osipq^N) és un 
ordre señar. La base donada no és normalitzada; la transformem en una base 
normalitzada intercanviant el tercer i el quart element. Les formes nórmiques 
associades a l'ordre Osipq, N), en aquesta nova base, són: 

(i) no,Íp,,N),4 = X'- pN'Y' - p ^ Z ' + i ^ r ^ +XT- pNYZ. 

( " ) "OB(P..ÍV),3 = -qX' - pN'Y' - p^-^Z' - pNYZ. 

{in) deti{noB(pq,N)A)=P'^<l'^^^¡'^^^ DoB{pq,N)=PqN. • 

6.1.13 Teorema. Sigui O C. H un ordre quaterniónic, on H és una Q-
álgebra de quaternions. 

(i) no,4 és unaKi-forma si, i només si, N(no,4)|Z?c»-

(ii) no,4 és una K2-forma si, i només si, N(ne»,4)|2í)cj, 

(iii) Si O és un ordre parell, aleshores no,3 és una Ki-forma si, i només si, 
N(ncj ,3)Po. 

(iv) Si O és un ordre señar, aleshores no,3 és una Ki-forma si, i només si, 
N{no,3)\2Do. 

DEMOSTRACIÓ: Per 4.3.12 (vil), el fet que la forma nórmica quaternária np^ 
sigui Ki-forma es caracteritza per la relació de divisibilitat N(nci^4)| d2(nc7,4). 
Ara bé, per 6.1.5, tenim que d2(nc?,4) = Do- Així, obtenim que no,4 és 
Ki-forma si, i només si, N{no,4)\Do-

La condició perqué no,4 sigui K2-forma és N(no,4)|2 d2(no,4). Utilitzant 6.1.5 
la condició s'escriu de la manera indicada a (ii). 

Per a la forma ternaria no,3, utilitzem 4.3.12(i) i 6.1.5. Així obtenim les 
equivaléncies de (iii). • 

6.1.14 Remarca. Siguin H una Q-álgebra de quaternions, C? C i í un or
dre, B una base de O normalitzada fixada, no,4 i no,3 les formes nórmiques 
associades a l'ordre O i 5 un nombre enter. Considerem la base B com a 
Q-base de H i posem ui = {x, y, z,t) £ H respecte de la base B. Es ciar que, 
per construcció, tenim els fets següents. 
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«5,%. En particular, n%\{X, Y, Z) = no,3{X, Y, Z). 

6.1.15 Notació. Per analogía amb les representacions de nombres per for
mes ternáries, considerarem el conjunt de punts de la quádrica n^¿\ = S com 
el conjunt de representacions de 5 per « 0 , 3 . Així, denotem per 

n ( n ^ % í ; Z ) := {{x,y,z): n'¿l{x,y,z) = 5, x ,y,x e z } . 

6.1.16 Remarca. Siguin H una Q-álgebra de quaternions iO C H un ordre 
quaterniónic, amb una base normalitzada fixada. Fixem fx E Z. Aleshores, 
son equivalents: 

(i) trobar un element u E Oñ H^, amb n{uj) = S. 

(i) üj E O si, i només si, x,y,z,t € Z; en aquest cas, n{uj) = no^4{x,y,z,t). 
Així, trobar un element w E O de norma igual a 5 és equivalent a trobar 
una representació sobre Z de á per la forma normica quaternária no,4-

(ii) Si O és un ordre parell, aleshores uj E O 0 HQ si, i només si, a; = O i 
y,z,t E Z; en aquest cas, n{Lü) = no,3{y,z,i). Si O és un ordre señar, 
aleshores w G Ofi íío si, i només si, x, y, 2 € Z i í = —2x; en aquest cas, 
n{Lü) = no,3{x,y,z). Així, independentment del carácter de l'ordre O, 
trobar un element w E OÍIHQ de norma igual S és equivalent a trobar 
una representació sobre Z de S per la forma normica ternaria no,3. D 

Observem que els resultats sobre les representacions de les formes quadrati
ques de coeficients enters no depenen de la classe de Z-equivaléncia; per tant, 
aquests comentaris només depenen de la classe de conjugació de l'ordre. 

Donat fi E Zi, considerem el subconjunt de quaternions Hf^ = {uj E H '. 
tv{u) = ¡j.} = {x + yi + zj + tij : x = /LÍ/2}. Per a cada element u = 
{x,y,z,t) E tenim que n{uj) = TIH^ÍÍ^) = yí^¡4 + nH,3{y,z,t). Així, 
posem n^H^ Í^V4 + nH,3{Y,Z,T). Notem que l'equació n^H\{Y,Z,T) = S 
és una quádrica, per a qualsevol 5 € R . Concretament, n^^\{Y,Z,T) = 
fxyá-aY^-bZ^ + abTl 

Donat un ordre O C. H, podem considerar el conjunt O fl ií^ i estudiar els 
valors que pren la norma en aquest conjunt. Notem que siB = {1 , ^2 , vzi " 4 } 
és una base normalitzada de O, tenim que OPÍH^ = { ( X , y , z,Í)B : x,y,z,t E 

Z, 2x + tr(ü4)í = ¡j,}. Així, per a cada element UJ = {x,y,z,t) E O f] H^, la 
seva norma és no ,4 (x ,y ,2 , í ) , amb í = /i — 2x si C és señar i x = /i/2 si O 
és parell. L'expressió resultant, en funció de tres variables, la denotem per 
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Lü = 
_ J (ju/2, x,y,z) si O és parell, 

(x, y,z,fj. — 2x) si O és señar, 

per a algún (x,y,z) 6 71 ^n^_3,¿;Z^. Si O és un ordre parell, és ciar que ¡j, 
ha de ser un nombre enter parell. • 

6.1.2 Formes nórmiques d'ordres d'Eichier 

Per a les formes nórmiques associades ais ordres d'Eichier tenim propietats 
mes explícitos. 

ía,b\ 
6.1.17 Proposició. Sigui H = ( una álgebra de quaternions. Consi-

\Q J 
derem O i O' dos ordres d'Eichier de H del mateix nivell. Aleshores, 

(i) no,i ~ no<,i i no,i ~ no',i, per a tot p finit, per a 1 = 3,4. 

(ii) Si H és una Q-álgebra de quaternions indefinida, aleshores no,i ^ fio',i) 
per a i = 3,4. 

DEMOSTRACIÓ: La signatura de les formes nórmiques només depén de la 
signatura de l'algebra; per tant, les formes nórmiques de dos ordres de la 
mateixa álgebra son R-equivalents. 

Dos Z-ordres O i O' d'Eichier del mateix nivell son sempre localment con
jugats com a Zp-ordres, per a tot primer p, cf. 1.2.21. Per tant, per 6.1.8, 
les formes nórmiques ternáries i quaternáries associades no,i i noi,i son Zp-
equivalents per a tot primer p. Aixó demostra (i). 

Si H és una Q-álgebra de quaternions indefinida, tots els Z-ordres d'Eichier 
d'un mateix nivell son conjugats, per 1.2.33, i les formes nórmiques qua
ternáries i ternáries associades a Z-ordres conjugats son Z-equivalents, per 
6.1.8. O 

(ii) trobar una representació sobre lide 5 per la forma nórmica quaternária 
no,4 amb la condició que la traga sigui ¡j.. 

(iii) trobar un punt de coordenados a Z de la quádrica n^*3 = 5. 

Així, Ci? € n jff̂ , amb n(aj) = 5, si, i només si, en coordenados respecte de 
la base normalitzada fixada a O, 
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6.1.18 Remarca. En particular, la Z-equivaléncia de les formes quadratiques 
normiques implícala igualtat deis determinants de les matrius que expressen 
la base deis ordres respecte de la base de l'álgebra de quaternions, la qual 
cosa també es dedui'a directament en 1.2.30. • 

Recordem que, per a les algebres indefinides racionáis de discriminant D, 
hi ha un únic ordre d'Eichler per a cada nivell N, llevat conjugació, que 
denotem per 0{D,N). A partir del resultat anterior, per a les algebres de 
quaternions racionáis indefinides de discriminant D, denotem per no(D,N),4. 
i '>T'0{D,N),3 les classes de Z-equivaléncia de les formes normiques deis ordres 
d'Eichler de nivell N. 

En aquest sentit, per a les algebres de quaternions poc ramificados de tipus 
A i B fixades, les taules que donarem a la secció 6.4 de formes normiques 
associades ais ordres son completes, per ais nivells indicats, ja que donen un 
representant de la classe d'equivaléncia de les formes normiques associades a 
un ordre d'Eichler. 

6.1.19 Lema. Sigui O C H un ordre d'Eichler i suposem que H és una 
Q-álgebra de quaternions indefinida. Aleshores, no,4 —f — 1. • 

DEMOSTRACIÓ: Només cal aphcar el resultat d'Eichler 2 .3 .2 , el qual assegura 
que en cada ordre d'Eichler hi ha unitats de norma igual a - 1 . • 

6.1.20 Proposició. Sigui O C H un ordre, on H és una Q-álgebra de qua
ternions. Si O és un ordre d'Eichler de nivell No Iliure de quadrats, aleshores 
no,4 és una Ki-forma si, i només si, N{no,4) = Do. 

DEMOSTRACIÓ: Suposem que O és un ordre d'Eichler de nivell No Iliure de 
quadrats. Aixo és equivalent al fet que Do = DHNO sigui Iliure de quadrats 
i, per 6.1.5, al fet que d2{no,4) sigui Iliure de quadrats. Aleshores, només cal 
aplicar 4 .3 .13 (ii) a la forma quaternária no,4- '-' 

A partir deis resultats anteriors, hem obtingut computacionalment, mit-
jangant el paquet Poincare, la proposició següent. 

6.1.21 Proposició. Sigui O un ordre d'Eichler de nivell N < 1000 d'una 
álgebra poc ramificada H igual a una de les següents: HA{3), HB{2, 5 ) , HA{7) 
i HB{3,5). Aleshores, no,4 és una K^-forma, per a a — 1,2, i no,3 és una 
Ki-forma. • 
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áeti{no(D,M)A) 

(ii) Si H és una álgebra indefinida, aleshores tenim que ^j.r2^'^^ — ^ H ! 

és a dir, el quocient és un invariant de l'álgebra i no depén de l'ordre 
d'Eichler O. 

DEMOSTRACIÓ: Sigui Q la matriu de canvi de la base fixada a l'ordre O 
a la base fixada a l'ordre 0{D,M). D'una banda, per 1.2.28 tenim que 
N/M = [0{D,M) : O] = detQ. D'altra banda, aplicant 4.4.7 tenim que 
deti(ncj,4) = (detQ)^deti(no(D,M),4)- Per tant, si aillem detQ de les dues 
expressions, deduím la igualtat de (i). 

Per a veure (ii), prenem M = 1 a la igualtat de (i), la qual es transforma en 

fr. ^ deti(no,4) deti(no(D,i),4) = . 

Com que H és una Q-algebra indefinida, tots els ordres maximals son con
jugats i les seves formes nórmiques, equivalents; per tant, deti{no(D,i),4) no 
depén de l'ordre maximal considerat i és un invariant de l'álgebra H. 

Utilitzant les propietats de la forma nórmica podem calcular aquest invariant. 
Per 6.1.4, tenim que deti{no(D,i),4) = (det PYa%'^, on P és la matriu que ex-
pressa la base fixada a l'ordre 0{D, 1) en funció de la base de l'álgebra de qua
ternions H. Ara bé, si apliquem 1.2.6, tenim que deti(no(D,i),4) = ^—^^^^ • 

Com que 0{D, 1) és un ordre maximal, tenim que deti(nc>(£),i),4) = j , 

que és equivalent a det2 (ncj(¿) , i ) ,4) = Djj. Així, 

d e t 2 ( n 0 , 4 ) _ n 2 n 

' o 

Podem utilitzar els resultats anteriors per a obtenir el resultat següent, que 
estén la proposició 4.4.6, en el cas d'ordres d'Eichler de Q-álgebres indefini
des. 

6.1.22 Proposició. Siguin H una álgebra de quaternions H de discriminant 
D i 0{D,M) C H un ordre d'Eichler de nivell M. Sigui O C 0{D,M) un 
altre ordre d'Eichler de H. Aleshores, 
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6.1,23 Teorema. Siguin O i O' dos ordres d'Eichler d'una Q-álgebra de 
quaternions H. 

(i) Si no,4 ~ no'A, aleshores, per a tot primer p, Op i O'^ son Zp-ordres 
conjugats. 

(ii) Si H és indefinida, aleshores no,4 ~ no',4 si, i només si, O i O' son 
7¡-ordres conjugats. 

DEMOSTRACIÓ: Suposem que tenim l'equivaléncia de formes no,4 ~ 
Denotem per P i P' les matrius de canvi de la base deis ordres O i O', 
respectivament, a la base de l'álgebra. Aleshores, les dues formes teñen el 
mateix determinant i deti(no,4)(a6det P)^ = (a6detP')^ = deti(no',4)), per 
6.1.4. Per tant, det P = det P'. Ara bé, si apliquem 1.2.6, tenim també 
la igualtat de discriminants Do = Do' i, per 1.2.29, la igualtat de nivells. 
Notem que per a veure que els ordres O i O' teñen el mateix nivell, a partir 
del fet que les seves formes nórmiques quaternáries son equivalents, també 
podriem aphcar 6.1.22. 

Per a una Q-álgebra de quaternions podem assegurar que dos ordres d'Eichler 
del mateix nivell son Zp-ordres conjugats. 

Si l'álgebra és indefinida, tenim directament que els Z-ordres d'Eichler d'un 
mateix nivell son conjugats. Si dos ordres son conjugats, ja tenim que les 
seves formes nórmiques son equivalents, per 6.1.8. • 

6.2 Formes traga d'ordres quaterniónics 

A partir de la forma quadrática provinent de la traga associada a l'álgebra 
de quaternions, obtenim les formes quadrátiques traga associades ais ordres 
quaterniónics. 

Siguin E una Q-álgebra de quaternions i C> C un ordre. Fixem una Z-
base normahtzada {uj, ^2 , ^ 3 , ^4} de l'ordre. Considerem la forma quadrática 
sobre E determinada per la forma bilineal B'{a,f3) = ^tv{af3), que hem 
anomenat forma traga de E, cf. secció 5.2. 

6.2.1 Definició. La forma quadrática traga quatemária associada a un or
dre C i í és la forma quadrática que s'obté a partir de la forma traga de 
E, expressada en la base normahtzada fixada de O. La denotarem per to,4. 
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DEMOSTRACIÓ: Els dos primers apartats corresponen al coroHari 4.4.5 mes 
5.2.5 (ii). 

Per a veure (iii), utilitzem el resultat 4.4.4, que ens diu que els determinants 
de to,4 i difereixen en un quadrat, i deti(í/j',4) = —a'^b^, per 5.2.5(1). • 

La relació entre els invariants de l'ordre i els invariants d'aquesta forma és 
directa, ja que el discriminant de l'ordre es defineix justament en funció del 
determinant de la forma traga. Mes concretament, aplicant 1.2.5, tenim el 
resultat explícit següent. 

6.2.4 Lema. Siguin H una Q-álgebra de quaternions i O un ordre de H. 

Aleshores, deti(í( 

2M+(ío ,4) . • 

1)2 

Aleshores, deti{fc?,4) = — ^ t det2(ío,4) = -I>|, . Equivalentment, Do = 

Com en el cas de la forma nórmica, aquesta forma depén de la base de 
l'ordre escollida, pero n'és independent si la considerem llevat Z-equivaléncia 
(cf 4.4.3). 

6.2.2 Lema. La forma quadrática to,4 té coeficients a Vanell Z[|]. 

DEMOSTRACIÓ: Sigui a EO. Tenim que € O, per ser anell. Per tant, és 
un element enter i \,x{a^) € Z. O 

Si tenim ordres conjugats, no podem assegurar que les formes traga qua
ternáries obtingudes siguin Z-equivalents, ja que la forma traga no és multi
plicativa. Pero sí que serán válids els altres resultats que no necessitaven la 
multipHcativitat, com per exemple 4.4.4 i les seves conseqüéncies. 

6.2.3 CoroHari. Siguin H una Q-álgebra de quaternions iO C H un ordre. 
Aleshores, 

(i) H és una álgebra definida si, i només si, to,4 és una forma indefinida 
de signatura (1,3). 

(ii) H és una álgebra indefinida si, i només si, to,4 és una forma indefinida 
de signatura (3,1) o bé (2,2). 

(iii) — deti(fo^4) és un quadrat. 
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En particular, el determinant de la forma quadrática traga caracteritza els 
ordres maximals i els ordres d'Eichier de nivell A'' Iliure de quadrats, per 
1.2.25 i 1.2.29. Recordem que N és sempre coprimer amb el discriminant de 
Fálgebra. 

6.2.5 CoroHari. Sigui O un ordre i to,4 la seva forma traga. Sigui N un 
enter, N >1, Iliure de quadrats tal que mcd(iV, Djy) = 1. Aleshores, 

(i) O és un ordre maximal si¡ i només si, áf{to,4) = —DH¡4; si, i només 
si, det2(fc?,4) = -D%. 

(ii) O és un ordre d'Eichier de nivell N si, i només si, se satisfá di'(¿o,4) = 
—DHN/4; si, i només si, se satisfá det2(íe>,4) = —D^jN"^. U 

A posteriori, dones, obtenim que, en aquests casos, els ordres d'Eichier con
jugats ens proporcionen formes traga amb el mateix determinant. 

En la proposició següent donem explícitament la forma traga associada a les 
famílies d'ordres d'Eichier presentados en el capítol 1. En la secció 6.4, donem 
una taula de formes quadrátiques traga i les seves constants associades ais 
ordres d'Eichier, per a algunes algebres poc ramificades de tipus A i B, fins 
al nivell indicat. 

6.2.6 Proposició. Considerem OM{1,N), C?^(2p,iV) i Os(pg,Ar), els or-
/ l - 1 \ 

dres d'Eichier de nivell N de les algebres f j , HA{P) i HB{p,q), res

pectivament, donats a 1.2.35. 
(i) toM(i,m,4 = X^+XT + NYZ + T V 2 . 

(ii) toA2p,N),4 = X^+XT-h pF^ + pYT - N^Z^ - NZT + pTV2. 

(iii) ío^(p,,iv),4 = X^ + XZ+ pN^Y^ + pNYT + ^ Z ' + P ! ¿ ^ T \ 

6.3 Formes bináries associades a ordres qua
terniónics 

6.3.1 Definició. Siguin H una álgebra de quaternions indefinida i # una 
representació matriciarfixada de l'algebra de quaternions en M(2,R). Per 
a cada element a; S f í , la forma quadrática binaria associada és la forma 
binaria associada a l'element #(ta), segons 2.2.7. La denotem per O 
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6.3.2 Lema. Siguin LÜ,UJ' € H tais quew'-uj G Q. Aleshores, f^^') = /#(«)• 

DEMOSTRACIÓ: Suposem oí' = w + Ar, per a cert k £ Q. Com que $ és un 
morfisme, tenim que $(a;') = + k Id. Ara, només cal aplicar 2.2.8. • 

Així, és ciar que l'assignació de formes quadratiques bináries ais elements 
d'una álgebra de quaternions no és pas bijectiva. El lema anterior mostra 
l'obstrucció i convida a considerar només les formes bináries associades a 
quaternions purs. En la proposició 6.3.5 provarem que, en efecte, aleshores 
aconseguim la bijecció. 

Per tal de facihtar l'expressió deis resultats fixem la immersió Per a 
una álgebra de quaternions indefinida H = , suposem que G > 0. 

A partir d'ara, sigui $ : F M- M(2,Q(v^)) C M(2,E), donada a 1.1.25. 
Així, a l'álgebra de quaternions 11 fem correspondre un conjunt de formes 
quadratiques bináries de coeficients reals; mes concretament, coeficients al 
eos quadrátic Q(-v/a). 

6.3.3 Notació. Denotem per H{a, h) el conjunt de formes quadratiques bi
náries associades ais elements de H. Peí lema anterior, coincideix amb el 
conjunt de formes bináries associades ais quaternions purs w G HQ] és a dir, 

K(a , 6) = { / $ ( . ) : a; G F O } . 

Sigui O C H nn ordre quaterniónic. Denotem per el subconjunt de 
'H{a, b) que conté les formes quadratiques bináries associades ais elements de 
O. Peí lema anterior, coincideix amb el conjunt de formes bináries associades 
ais elements u> E. O f) HQ\ és a dir, 

H^) = {/«H : w G O n HQ}. • 

6.3.4 Remarca. Si i í = M(2, Q), prenem $ = id. Així, per a un ordre O C 
H, podem considerar igualment el conjunt de formes quadratiques bináries 
associades a l'ordre O si posem 

n{0) := { / , : 7 € O, tr(7) - 0}. • 

6.3.5 Proposició. Sigui H = ( - T T una álgebra de quaternions indefinida. 
\U J 

(i) n{a, b) = {(6(A2 + AaV^, Aiv^, - A j + Aav^) : Ai, Aj, A3 G Q} 
= {(&/?',a,-/?) : a,/? G Q(^^) , tr(a) = 0}. 
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(ii) L'aplicació /$ : iío -> Ti{a,h), donada per f^{u) := és bijectiva. 

DEMOSTRACIÓ: A un quaternió pur u = yi + zj + tij £ HQ, li correspon 

/ y^/a z + t^/a \ 
\ b{z - ty/a) -yy/a ) 

rb{z-ty/^ - y V ^ ^ 
—y^/a - z — t\fa \ 

$(w) = 

Així, tenim la forma quadrática binaria 

= ^{z - ty/a), - 2 y v ^ , -z - ty/a). 

Per a, y,z,t € Q, posant Aj = —2y, A2 = s i A3 = —í, obtenim la primera 
expressió de Hia^b), donada a (i). Si posem ¡3 = z + i^fa i a = —2yy/a, 
obtenim la segona expressió. 

Donada / G '}i(a,b), f = (6(A2 + ASA/Ü), A I V « , —A2 + Aa-y/a), és ciar que 
si posem y = — ; ^ , - 2 = A 2 Í ¿ = —A3 determinem un únic element o? = 

+ A2Í + Aaij G EQ tal que = / . • 

6.3.6 Proposició. Sigui O un ordre d'una álgebra de quaternions indefinida 

E = ^— ) . Recordem que mo denota el denominador de l'ordre O. 
V Q / 

(i) Les formes quadrátiques bináries de 7í{0) teñen coeficients a l'anell 
' 1 

mo 
-,y/a 

(ii) n{0) C ( — ( 6 ( A 2 + AaV^), -2Aiv^, - A 2 + Aav^) : Ai, A2,A3 G z] 
[rno J 

mo 
{bp\ 2a, - / ? ) : a,/? G Z[v^, tr(a) = O i. 

(iii) La bijecció /$, restringida a O, dona una bijecció entre els conjunts 
onEoinlo). 

DEMOSTRACIÓ: Sigui LO e O 0 EQ. ÉS ciar que, per la definició de mo, 
s'escriu w = y¿ -f zj + tij, per a certs y,z,t E Aleshores, si apHquem 
la proposició anterior obtenim els resultats de (i) i (ii). 

La bijecció de (iii) és clara per la definició de H{0) i el fet que /$ ja és una 
bijecció. O 
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El conjunt de formes quadrátiques bináries MÍO) no depén de la base fixada 
a l'ordre O. Ara bé, si fixem una base normalitzada B de l'ordre, podem 
obtenir una expressió genérica de les formes quadrátiques bináries del conjunt 
HiO), en funció de les coordenados deis elements. Així, per a un element 
w = {x,y, z,t)B, la forma /<f(„) s'expressa en funció de x,y, z,t. Quan ens 
restringim a un element w £ O ñ HQ, els coeficients de la forma binaria son 
funció només de tres parámetres. Mes concretament, si O és un ordre parell, 
la forma binaria s'expressará directament en funció de y, z, t, ja que x = 0; 
si O és un ordre señar, substituím la relació t = —2x i obtenim també una 
expressió en funció de tres parámetres. Denotem per fo la forma binaria 
genérica, en funció de tres parámetres, tal que foi^^) = 

Amb l'expressió de la forma binaria associada a un element genéric de HQ 
(respectivament, áe Of) HQ) podem recuperar la forma nórmica ternaria as
sociada a l'algebra H (respectivament a l'ordre O), com mostra la proposició 
següent. 

fa,b\ 
6.3.7 Proposició. Siguin H = I " Q " ) '"•^^ álgebra de quaternions indefi
nida i O C. H un ordre quaterniónic, amb una base normalitzada fixada. 
Aleshores, 

(i) Per a totu e HQ, nH,z{í^) - deti(/o(^;)). 

(ii) Per a tot uj £ O D HQ, respecte de la base normalitzada fixada de O, 
tenim que no,z{i^) = deti(/#(^,)), 

DEMOSTRACIÓ: Per a W e ífo tenim que 

H^) = ( ^p, f/ ) , e Q(v^) , tr(a;) = Q + a' = 0. 

Notem que ^ = - a = a'. Per tant, f^^^ = (6/3', - 2 a , -/3), Ara és ciar 
que detx(/#(„)) = -bl3¡3'-a'^ = -bfSP' + aa' = det(#(a;)) = n{üj) = nH,z{o:). 

Sigui O! € O D HQ. Com que w 6 O, si expressem tu respecte de la base 
normalitzada fixada a O, tenim que «0,3(0;) = n(a;). Ara bé, com que 
w e Fo, per l'apartat anterior ja tenim n(w) = deti(/$(^)), la qual cosa 
demostra (ii). • 

6.3.8 CoroHari. Siguin H = (-^^ una álgebra de quaternions indefinida 

iO C H un ordre quaterniónic. Sigui J e Z. La bijecció /$ es restringeix 
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^ X y ^ í 

a les bijeccions següents entre conjunts de quaternions i conjunts de formes 
quadrátiques bináries: 

(i) {w e iío : n{u) = 5 } ^ {fe n{a,b) : deti(/) = 5}. 

(ii) 6 O n ffo : n{u) = 5} ^ {f £ n{0) : deti(/) = 5}. • 

6.3.9 Lema. Sigui O un ordre quaterniónic d'una Q-álgebra de quaternions 
H indefinida. Sigui 0{D, 1) un ordre maximal de H fixat. Aleshores, existeix 
<T G ií* tal que n{a-Wa) Cn{0{D,l)). • 

6.3.10 Proposició. Sigui O Q H un ordre quaterniónic. Conjugant, si cal, 
l'ordre O, tenim els resultats següents. 

(i) Si H = f obéH = M(2,Q), aleshores 

n{0) C niOoil, 1)) = -HÍOMÍU I ) ) = { ( « , 2b, c):a,b,ce Z } . 

(ii) Si H = HA{P), aleshores 

n{0) C 'H{OA(2P, 1)) = {(a + 6v^, 2CVP, a - 6 ^ : a, 6, c G Z } . 

(iii) Si H = HB{p,q), aleshores H (0 ) C n{OB{pq,l)), on ?¿(OB(pg,l)) és 
igual a 

|i(g(a + 6VP)í 2 c ^ , - a + 6v^) : a,6,c G Z,2|a,2|6-c|. 

DEMOSTRACIÓ: Peí lema anterior, en cada cas només cal calcular el conjunt 
de formes quadrátiques bináries corresponent a un ordre maximal. 

En l'álgebra M(2,Q), considerem l'ordre maximal Oo{l,l) := M(2,Z). Si 

H = ( - ^ ^ ' considerem l'ordre maximal Cm(1, 1) = Z[ l , if-', 

Notem que $(C>m(1, 1) H iío) = {7 € Oo(l , l ) : tr(7) = 0}. Per tant, 
n{Oo{hi)) = niOM{hi))-
CalculemK(C>m(1,1)). Siguió; G Om(1, l )n i ío ,w = x+y^+z^+t^^, 
amb a;, í/, sr, ¿ G Z i í = —2a:. Aleshores, tenim que 
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6.4 Algoritmes i taules 

En relació amb els conceptes i resultats d'aquest capítol, hem programat 
algunes instruccions per a trobar les formes quadratiques associades ais or
dres quaterniónics. Recordem que un ordre está determinat per una Z-base 

Per tant, H(C>M(1,1)) = {{z,-2x,-y) : x,y,z G Z } = {(«,26, c) : a,6,c G 
Z } . 

Per a provar (ii), considerem HA{P) = ^——---^, on p = 3 mod 4, i l'ordre 

maximal C.i(2p,l) = Z [ l , ¿ , i , S i g u i 6U G Oyt(2p,l) n Fo, w = 
a; + y¿ + + íl±i±i±íi, amb X, y, z, í G Z i í = -2a:. Tenim que 

Per tant, = {-{z - x) - x^/p, 2{x - y)y/p, -{z - x) + xy^) . Així, 

niOA{2p, 1)) = {(a + 6VP, 2cv^, a - 6v^) : a, 6, c G Z } . 

De manera análoga es prova el resultat corresponent a l'álgebra HB{P,Q)-

En aquest cas, prenem l'ordre maximal OsipqA) = ^ [ l , * , ^ , ^ ] - Per a 
u} = x + yi + z{l+ j)¡2 + t{i + ij)/2 G OBÍPQ, 1) H HQ, tenim que z = - 2 x . 
Per tant, se satisfá 

/ O H = l /2(g(-2x - íy^ ) , -2(2y + t)^, 2x - ty/p). 

Prenem a = —2x, 6 = —í, c = —(2y + t) i observem que a,6, c G Z satisfan 
2|a i 2|6 — c. Així, obtenim l'expressió de ^{OBipq^ 1)) donada a l'enunciat. 
• 

6.3.11 Exemple. Considerem l'ordre O' = Z[l , 2Í, 2j, i + j + ¿j] en l'álgebra 

HA{p)=(^^y Tenim que 

U{0') = {{-{2z + t) +1^, -2(2y + 1 ) ^ , ~{2z + í) - Í ^ P ) : x, y, G Z } . 

Notem que C C 0(1,1) i, efectivament, se satisfá n{0') C ? i ( 0 ( l , 1)), tal 
com hem calculat en la proposició anterior. 
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qualsevol, donada per una Uista de quatre quaternions. L'argument opcio
nal true comprova primer si l'argument d'entrada efectivament defineix un 
ordre. 

Les formes nórmiques associades ais ordres es calculen mitjangant les instruc
cions nf Or4 i nf 0r3. Cal teñir en compte que la base de l'ordre donada com 
a argument ha de ser normalitzada. En cas contrari, la mateixa instrucció 
crida l'algoritme corresponent per a trobar-ne una de normalitzada. Tenint 
en compte els elements de traga diferent de O, hem programat també la ins
trucció quadOr, referent a la quádrica associada a un ordre. La instrucció 
t f Or4 dona la forma traga quatemária associada a un ordre. Aquesta ins
trucció, com les que ens donen les formes nórmiques, admet parámetres. Aixó 
ens ha permés reprogramar el cálcul del discriminant d'un ordre en la ins
trucció DiscOrg, utilitzant les propietats de la secció 6.2, per tal que funcioni 
amb parámetres. Per a trobar les constants i les formes associades, cal uti
litzar les instruccions generáis referents a formes quadrátiques, comentades 
en el capítol 4. 

Per al cálcul de la forma binaria associada a un element de l'álgebra de 
quaternions i de la forma binaria corresponent a un element genéric de l'ordre, 
tenim les instruccions bf H i bf Or, respectivament. 

Les taules següents mostren les formes nórmiques i les formes traga associades 
a ordres d'Eichler de les algebres de quaternions fr^(3), HB{2,5), HA{7) i 
•fffl(3,5). A partir de les taules 6.1-6.4, observem que la forma nórmica no,4 
és Ki-forma i, per tant, Ks-forma, per a tots els nivells N calculats. De la 
mateixa manera, la forma nórmica ternaria no,3 també és Ki-forma. Per a 
aquests casos, hem comprovat computacionalment que aixó és sempre així 
per a iV < 1000. 
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Taula 6.1 Representants de les classes de Z-equivaléncia de les formes 
nórmiques quaternáries i ternáries associades ais ordres d'Eichier 0{6,N), 
per a N < 20. 

N 
deti{no(6,N)A) di{no<6,N),4) N{no(6,N),4) 

«0(6,iV),3 
deiiino(6,N),3) di{no{e,N},3) N{no{e,N),3) 

1 - + -T'^ + XT-ZYT + ZT 
9/4 -3/2 6 

-5X' + 6XY - 2XZ - ZY' + Z' 
9 -3 12 

5 X^ + XT- 75Y^ - 60YZ - 45FT - UZ^ - IIZT - 7T^ 
225/4 -15/2 30 

- 2 9 X ' + 90Xr 4- 34XZ - 75^^ - 60YZ - llZ' 
225 -15 60 

7 x^ + x r - 147F2 - 42F^ - 105Fr - 2Z^ - 14ZT - 19T^ 
441/4 -21/2 42 

-77X^ + 210XF + 28XZ - 147r^ - 42YZ - 2Z'^ 
441 -21 84 

11 x'^ + x r - 3 F 2 - 3FT 4-1212'-^ 4- 55Zr 4- ST^ 
1089/4 -33/2 66 

19X^ -f 6XF - 110X2 - 3Y'^ + mz' 
1089 -33 132 

13 X^ + X T - 3Y^ - ZYT + 1692^ + 2 2 1 - f - 7ir^ 
1521/4 -39/2 78 

283X^ + 6XF - 442X2 - 3F=̂  4-1692'^ 
1521 -39 156 

17 x^ + x r -- 867F2 - 102F2 - 357Fr - 2Z^ - 20ZT - 37r2 
2601/4 -51/2 102 

-149X'-^ + 714XF + 40X2 ~ 867r'^ - 102FZ - 22'^ 
2601 -51 204 

19 X^ -f X r - 1083F^ - 1596rZ - 1539FT - 5872^ - 1133Zr - 547r2 
3249/4 -57/2 114 
-2189X'^ + 3078Xr + 2266XZ - 10837'^ - 1596F2' - 5872'-̂  
3249 -57 228 
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Taula 6.2 Representants de les classes de Z-equivaléncia de les formes 
nórmiques quaternáries i ternáries associades ais ordres d'Eichler O{\0,N), 
per a N <V1. 

N "o(io, ;v ) ,4 N 

d e t i ( n o ( i o , ; v ) , 4 ) d i ( n o ( i o , N ) , 4 ) N{no{iQ,N),i) 

N N 

d e t i ( n o ( i o , i v ) , 3 ) d i ( n o ( i o , N ) , 3 ) • ^ ( " o ( i o , N ) , 3 ) 

1 X^-^XT- - 2YZ + 2Z' -1 
25/4 -5/2 10 

1 

-bX' - 2Y'' - 2YZ + 2Z' 

1 

25 -5 20 
3 + XT - 18^2 _ ^YZ - 24YT + 2Z^ - 4ZT - 9T'^ 3 

225/4 -15/2 30 
3 

-37X2 ^ 48^y ^ ^xZ - 18Y'' - QYZ + 2Z' 

3 

225 -15 60 
7 X2 -f XT - 2^2 + 2YZ - 2YT - ISZ^ - 34ZT - 9r2 7 

1225/4 -35/2 70 
7 

-37X'^ -1- 4Xy + 68XZ - 2y^ + 2YZ - 18Z2 

7 

1225 -35 140 
9 x2 -F x r - i62y2 _ isrz - 72yr -i- 2Z2 - AZT - 9T^ 9 

2025/4 -45/2 90 
9 

-37X2 ^ i44xy + SXZ - 162F2 _ iSYZ - j - 2Z2 

9 

2025 -45 180 
11 X2 -1- XT - 242r2 _ 22YZ - 308yT + 2Z'' - 14ZT - 99r2 11 

3025/4 -55/2 110 
11 

-397X2 + 616Xy -t- 28XZ - 242^2 - 22yZ + 2^2 

11 

3025 -55 220 
13 X2 + Xr - 338y2 - 234yZ - 468yT - 38Z2 - 162ZT - 163r2 13 

4225/4 -65/2 130 
13 

-653X2 ^ 936xy + 324XZ - 338ŷ  - 234yZ - 38Z2 

13 

4225 -65 260 
17 X2 -f X r - 2y2 + 2YZ - 2YT - 43Z2 - 169ZT - 149r2 17 

7225/4 -85/2 170 
17 

-597X' + 4XY + 338XZ - 2y2 -f- 2yZ - 43Z2 

17 

7225 -85 340 
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Taula 6.3 Representants de les classes de "Z-equivaléncia de les formes 
nórmiques quaternáries i ternáries associades ais ordres d'Eichler 0(14:, N), 
per a N < W. 

N N 

deti{no{u,N),4) 

N 

no 14,JV),3 

N 

deti{no{x4,N),3) <li("o(i4,jV),3) N{no{i4,N),3) 
1 X' + XT - 7Y'' - 7YT + Z'' + ZT - ZT' 1 

49/4 -7/2 14 
1 

- 1 3 X 2 + 14Xy - 2XZ - 7Y'^ + Z'^ 

1 

49 -7 28 
3 X2 -1- X T - 7F2 - 7FT H- 92^ + i^ZT ^ 37^ 3 

441/4 -21/2 1 42 
3 

11X2 -f 14Xr - 30XZ - 7F2 + 

3 

441 -21 84 
5 X2 + X T - 175^2 _ 70rZ - 245yr - 6^2 - 4%ZT - B7T^ 5 

1225/4 -35/2 70 
5 

- 3 4 9 X 2 ^ 490XF + 96XZ - 175F*2 - 70FZ - 6^2 

5 

1225 -35 140 
9 X 2 -t- X T - 63F2 - 84FZ - 21FT - 19^2 - I IZT - 3T2 9 

3969/4 -63/2 126 
9 

-13X2 + 42XF -f- 22XZ - 63F2 _ 84FZ - 19^2 

9 

3969 -63 252 
11 X2 -1- X T - 847F2 - 924FZ - 693FT - 251^2 _ 377ZT - 143T2 11 

5929/4 -77/2 ^ 154 
11 

-573X2 ^ 1386XF + 754XZ - 847F2 - 924FZ - 251^2 

11 

5929 -77 308 
13 X2 -1- X T - 1183F2 - 364FZ - 273FT - 27^2 - 4rZT - 17T2 13 

8281/4 1 -91/2 182 
13 

- 6 9 X 2 ^ 546xy + 82XZ - 1183F2 - 364FZ - 27^2 

13 

8281 -91 364 
15 X2 + X T - 175F2 - 210FZ - 35FT - 54^2 _ QZT -f- 3r2 15 

11025/4 -105/2 210 
15 

11X2 ^ 70XF + 12XZ - 175F2 - 210FZ - 54^2 

15 

11025 -105 1 420 
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Taula 6.4 Representants de les classes de Z-equivaléncia de les formes 
nórmiques quaternáries i ternáries associades ais ordres d'Eichler 0{15,N), 
peraN< 20. 

N "0(15,W),4 N 
deti(nc>(i5,Ar),4) á-i{no{i5,N),4) Nino{i5,N),i) 

N N 

d e t i ( n o ( i 5 , j v ) , 3 ) d l ( n o ( i 5 , ; V ) , 3 ) N{no(l5,N),3) 

1 X2 + X T - 3 y 2 _ ZYZ + 3Z'^ - T' 1 

225/16 -15/4 15 
1 

-5X' - 3Y' - 3YZ + 3Z' 

1 

225/4 -15/2 60 
2 X^ + X T - 3r^ - 3yT - 5Z2 - 5^T + 2T^ 2 

225/4 -15/2 30 
2 

IX' -f 6 x y -i- l o x z - 3y^ - ^z' 

2 

225 -15 60 
4 X' •\-XT- 48y^ - 12yZ - 24yT 3Z'' - 3ZT - 4T2 4 

225 -15 60 
4 

-17X^ + 48Xy -(- ̂ XZ - 48y^ - 12yZ + 3Z' 

4 

900 -30 60 
7 -f X T - 1 4 7 y 2 - 2 i y Z - 168yr -f 3Z' - 12ZT - 49r2 7 

11025/16 -105/4 105 
7 

-197X^ -f 336Xy + 24XZ - 147y^ - 2 i y Z -1- 3Z' 

7 

11025/4 -105/2 420 
8 X^ + X T - 48y''' - 72yZ - 36yr - 32Z'' - 32ZT - 4T^ 8 

900 -30 120 
8 

-17X^ -1- 72Xy + 64XZ - 48y^ - 72YZ - 32Z'' 

8 

3600 -60 120 
11 X^ -h X T - 3y^ + 3YZ - 3 y r - A2Z^ - SIZT - 28T2 11 

27225/16 -165/4 165 
11 

-113X'^ -t- 6 X y + U2XZ - 3Y' + 3YZ - 42Z' 

11 

27225/4 -165/2 660 
13 X'' -f X T - 507y'-̂  - 39yz - i 5 6 y r -f 3Z' - 6ZT - isr^ 13 

38025/16 -195/4 195 
13 

-53X^ + 312Xy -1- 12XZ - 507Y'' - 39yZ -1- 3Z' 

13 

38025/4 -195/2 780 

file://�/-XT-
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N to(6,N),4 
1 X'' + XT + + dYT - Z'^ -ZT + 3/2T'^ 
5 X'^ + XT-\- IbY'^ + mYZ + 45yT + IIZ'^ + 11ZT + lbl2T'^ 
7 x'^ + X T -f i47y2 + 42y^ + losyr + 2Z'^ + IAZT + 39/2T2 

11 x' + X T + 3 y 2 + 3yr -121.^2 _ 55^^ _ g/gy^ 
13 x' + x r + s y ^ + 3yT - imz'^ - 22izr - 141/2T2 
17 X2 + XT + 867y2 + 102yZ + 357yr + 2Z'^ + 2QZT + 75/2r2 
19 x2 + + io83y2 + i596y^ + isagyr + 537^2 ^ 1133^^ +1095/272 23 X2 -f- jsf T + 1587y2 + 552y^ + 345yr + 47.̂ 2 ̂  59^^ ̂  39/2T2 
25 X' + X T + 1875y2 + 450yZ + 2175yr + 26̂ 2 ^ 260Zr + 1263/2r2 
29 X2 + x r + 2523y2 + 4m2YZ + 3915YT + m6Z'^ + 3104ZT + 3039/27^ 
31 X'' + XT + 2883y2 + ISay^Z + 837yT + 2Z' + 2ñZT + 123/27^ 
35 X2 + X T + 3675y2 + 4200yZ + 315yr + 1199^2 + 179ZT + 15/27^ 
37 x2 + x r + 3y2 + 3yr - izmz'^ - 2i83zr - im/iT'^ 41 X' + XT + 5043y2 + 8364yZ + 824iyT + 3467̂ 2 + 6833Zr + 6735/272 43 X2 + XT + 5547y2 + 516yZ + 8643yr + 11^2 + 401Zr + 6735/27^ 
47 x^ + XT + 3y2 + syr - 2209.̂ 2 _ 1545^7 _ 509/272 
49 X2 + XT + 7203y2 + 588yZ + 5145yr -t-11^2 + 209.^7 + 1839/272 
53 X2 + X 7 + 8427y2 + 1908y^ + 1113y7 + 107.̂ 2 + 125Z7 + 75/272 
65 X2 + X 7 + 9075y2 + vmOYZ + 7095y7 + 4106^2 ̂  4772^7 + 2775/272 
59 X2 + X 7 + 10443y2 + 3540yZ' + 12567y7 -f 299^2 + 2129Z7 + 7563/272 
61 X2 + X 7 + 11163y2 + 14274yZ + 12993y7 + 4562^2 + 8306Z7 + 7563/272 
65 X2 + X 7 + 12675y2 + 17550yZ + 13065y7 + 6074^2 + 9044Z7 -f 6735/272 
67 X2 + X 7 + 13467y2 + 6030yZ + 3417y7 + 674^2 + 764Z7 + 435/272 
71 X2 + X 7 + 15123y2 + 426yZ + 2769y7 + 2^2 -f 38.Z7 + 255/272 
73 X2 + X 7 + 15987y2 + 2190yZ -f 1730iy7 + 74.̂ 2 ̂  1134^7 + 9363/272 
77 X2 + X 7 + 17787y2 + 12012yZ + 716iy7 + 2027.̂ 2 ^ 2417Z7 + 1443/272 
79 X2 + X 7 + 18723y2 + 23226yZ + 237y7 + 7202^2 + 146Z7 + 3/272 
83 X2 + X 7 + 20667y2 + 17928yZ + 24153y7 + 3887̂ 2 + 10475Z7 + 14115/272 
85 X2 + X 7 + 21675y2 + 34170yZ + 41565y7 + 13466^2 + 32762Z7 + 39855/272 
89 X2 + X 7 + 23763y2 + 18690y.^ + 34443y7 + 3674^2 -f 13544Z7 + 24963/272 
91 X2 -f- X 7 + 24843y2 + 25662yZ + 43953y7 + 6626^2 + 22700Z7 + 38883/272 
95 X2 + X 7 + 27075y2 + 4560yZ + 2565y7 + 191.̂ 2 ̂  215Z7 + 123/272 
97 X2 + X 7 + 28227y2 + 14550yZ + 31137y7 + 1874^2 + 8024Z7 + 17175/272 

Taula 6.5 Forma traga associada ais ordres 0{6,N) de la taula 1.4, ordres 
d'Eichler de nivell N < 100 de HA{3). 
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N 

1 X^ + XT + 2Y'^ + 2YZ - 2Z'^ + Z/2T'^ 
3 X'^ + XT + 18Y'^ + QYZ + 2AYT - 2Z^ + AZT + 19/2T^ 
7 X'^ + XT + 2Y'^ + 14yZ + lOyr - 98Z'̂  - 140Zr - 97/2T'̂  
9 x2 + x r + i62y^ + i8y2^ + 72yr - 2z'^ + AZT + i9/2r2 

11 + X T + 242y2 + 22yZ + SOSyT - 2Z2 + 14Zr + 199/2T^ 
13 X^ + XT + 338y2 + 234yZ + 46Syr + 38Z'̂  + 162Zr + 327/272 
17 x2 + x r + 2y2 + 34y2 + 28yT - 573^2 - 9 5 2 2 7 ~ 731/272 
19 X2 + X r + 722y2 ^ 38y^ + 228yr - 2^2 + 627 + 39/272 
21 X2 + X 7 + 882y2 + 462y2 + 1344y7 + 5822 + 35227 + 1027/272 
23 X2 + X 7 + 1058y2 + 1426y2 + 368y7 + 47822 + 24827 + 67/272 
27 X2 + X 7 + 1458y2 + 54y2 + 1728y7 - 222 ^ gg^y ^ 1027/272 
29 X2 + X 7 + 1682y2 + 2262y2 + 116y7 + 75822 + 7327 + 7/272 
31 X2 + X 7 + 2y2 + 62y2 + 54y7 - 192222 - 334827 - 2913/272 
33 X2 + X 7 + 2178y2 + 3498y2 + 2640y7 + 140222 + 212027 + 1603/272 
37 X2 + X 7 + 2738y2 + 1406y2 + 1480y7 + 17822 + 38027 + 403/272 
39 X2 + X 7 + 3042y2 + 3666y2 + 2496y7 + 110222 + 150427 + 1027/272 
41 X2 + X T + 3362y2 + 6478y2 + 1968y7 + 311822 ^ iggg^T + 579/272 
43 X2 + X 7 + 3698y2 + 6966y2 + 2408y7 + 327822 + 226827 + 787/272 
47 X2 + X 7 + 4418y^ + 5922y2 + 7520y7 + 198222 + 504027 + 6403/272 
49 X2 + X T + 2y2 + 98y2 + 88y7 - 480222 - 862427 - 7741/27^ 
51 X2 + X T + 5202y2 + 7854y2 + 204y7 + 296222 + 16427 + 7/272 
53 X2 + X T + 5618y2 + 3074y2 + 1060y7 + 41822 + 29027 + 103/272 
57 X2 + X 7 + 6498y2 + 2850y2 + 5928y7 + 31022 ^ 1300^3^ + 2707/272 
69 X2 + X 7 + 6962y2 + 6490y2 + 4012y7 + 151022 ^ i87027 + 1159/272 
61 X2 + X T + 7442y2 + 8174y2 -f 11224y7 + 224222 _j. 616427 + 8467/272 
63 X2 + X 7 + 7938y^ + 12726y2 + 4788y7 + 509822 ^ 353827 + 1447/272 
67 X2 + X 7 + 8978y'̂  + 938y2 + 12328y7 + 2222 ^ 64427 + 8467/272 
69 X2 + X 7 + 9522y2 + 4830y2 + 14628y7 + 61022 + 371027 + 11239/272 
71 X2 + X T + 10082y2 + 18602y2 + 3124y7 + 857822 ^ 288227 + 487/272 
73 X2 + X 7 + 10658y2 + 8322y2 + 584y7 + 162222 + 22827 + 19/272 
77 X2 + X 7 + 11868y2 + 1694y2 + 14476y7 + 5822 ^ io3427 + 8839/272 
79 X2 + X 7 + 12482y2 + 15642y2 + 489822 + 3/272 
81 X2 + X 7 + 13122y2 + 9882y2 + 23004y7 + 185822 + 866227 + 20167/272 
83 X2 + X 7 + 13778y2 + 23074y2 + 2324y7 + 965822 + 194627 + 199/272 

Taula 6.6 Forma traga associada ais ordres 0(10, N) de la taula 1.5, ordres 
d'Eichier de nivell N < 85 de HB{2,5). 
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^ to{14,N)A 
1 X'^ + X r + 7Y'' + 7YT - Z'^ -ZT + 7/27̂  
3 X'^ + XT + 7Y'^ + 7YT - 9Z'' - 15ZT - 5/2T'̂  
5 

X2 + 175y^ + 70yZ + 245yr + ñZ'^ + 48Zr + 175/27^ 
9 + x r + 6 3 y ' ^ + 84yz + 2 i y r + i9z^ + IIZT+7/2T^ 

11 X^ + X r + 847y^ + m4YZ + 693yr + 251.̂ ^ + 377Zr + 287/2r'^ 

13 X^ + X T + 1183y^ + 364y.Z + 273yr + 27 Z'^ + 41.^r + 35/27'̂  
15 x^ + x r + i75y'-̂  + 2 i o y z + 3 5 y r + 54.̂ '-̂  + e^r - 5/2r2 
17 X^ + X T + 2023y^ + 1547yr - Z'^ -ZT + 595/2T^ 
19 X^ + X r + 2527y^ + 1064yZ + 359iyr + i n Z ^ + 755Zr + 2555/2r^ 
23 X^ + X T + 3703y2 + 322y.^4- 2093yr + 6Z'' + 90ZT + 595/2 -̂̂  
25 X'^ + XT + 4375y^ + 5250yZ + 8225yr + 1574Z'' + 4934Zr + 7736/2T̂  
27 x ^ + x r + 7y-̂  + 7 y r - 7292-̂  - s s i z r - 77/2T^ 
29 X'-̂  + X T + 5887y-̂  + 6496y^ + 6293yr + 1791^^ + 3471^T + 3367/27^ 
31 X'^ + XT + 7Y'' + 7YT - 961^"'' - 1271.^7 - 833/2T^ 
33 X' + XT + S47Y'' + 770YZ + lOQlYT + 166^^ + 452ZT + 595/2T'* 
37 X'^ + X T + 9583y=̂  + 4144yZ + 5957yT + 447.̂ ^ + 1287^r + 1855/21^ 
39 X^ + X T + 106477^ + 5460y2' + 11739yr + 699^^ + 3009ZT + 6475/2T^ 
41 X^ + X r + 117677^ + 1262872^ + 4879yr + 3387̂ -̂  + 2617Zr + 1015/27^ 
43 X 2 + X r + 12943F^ + 10836y2' + SOiyT + 2267^2 + 125Zr + 7/2T^ 
45 X'^ + X T + 1575y^ + 2730yZ + 52577 + 1174.̂ ^ + 452.^7 + 91/2T'̂  
47 X H x r + 154637'-̂  + 8554FZ + 2533377 + 1182.^2 ^ JQQQZT + 20755/27^ 
51 X^ + X T + 2023y'̂  + 952yZ -f 83377 + 103.̂ '-̂  + 181Z7 + 163/27^ 
53 X^ + X 7 + 19663y''̂  + 742yZ + 7049y7 + QZ'^ + 132Z7 + 1267/27^ 
55 X^ + X 7 + 211757'-^ + 3080yZ + 192577 + l l lZ^ + 139^7 + 91/27*'̂  
57 X'' + XT + 25277^ + 31927^ + 465577 + 9992""̂  + 2925Z7 + 4279/27^ 
59 X^ + X T + 243677'"̂  + 140427Z + 867377 + 2022^^ ^ 2498Z7 + 1547/27^ 
61 X^ + X T + 260477^ + 256272" + 2775577 + 622^ + 1364Z7 + 14791/27^ 
65 X^ + X T + 2957572 + 182007.Z + 5141577 + 27992^ + 15819Z7 + 44695/27'̂  
67 X'-̂  + X T + 314237'-̂  + 4221072^ + 3892777 + 14174^2 + 26U4ZT + 24115/27^ 
69 X'^ + X 7 + 37037'-̂  + 45087Z + 16177 + 13632^ + 9527 + 7/27^ 
71 X^ + X 7 + 3528772 + 49707Z + 4920377 + 1742'̂  + 346427 + 34307/27^ 
73 X'^ + X T + 3730372 + 715472 + 7102977 + 3422^ + 68102T + 67627/272 
75 X 2 + X 7 + 437572 + 70072 + 717577 +1922 + 55927 + 5875/272 

Taula 6.7 Forma traga associada ais ordres 0(14, N) calculats en la taula 
1.6; que son ordres d'Eichler de nivell N <75 de la Q-álgebra de quaternions 
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N 

1 X'^ + XT + 3y2 + 3YZ - 3̂ 2 + 3/2T2 
2 X'^ + X r + -I- ZYT + bZ'^ + 5ZT - 3/2T^ 

4 x'^ + X T + 48y2 + i 2 y z + 24yr - az^ + ZZT + 9/2T'^ 
7 x'^ + XT+ i47y2 + 2 i y z + í esyr - sz'^ + I 2 Z T + 99/2r2 
8 x'^ + XT+48y2 + 7 2 y z + 3 6 y r + 32̂ 2 + 32zr + 9/2T2 

11 X''^ + XT + 3y2 + 33yZ + 27yT - 363^2 - 594ZT - 483/2T2 
13 x'^ + XT+507y2 + 39yz + i seyr - 3Z'^ + QZT + 21 ¡2T'^ 
14 X^ + XT + 588y2 + 798yZ + 420yr + 267^2 + 285Zr + 153/2T2 
16 X'^ + XT+ 192y2 4- 144yZ + 264yr + 32^2 + 104ZT + 177/27^ 
17 + XT + 867y2 + 867yz + 102yr + 213^2 + 51ZT + 9/2T2 
19 X2 + XT + 1083y2 + 1653yZ + 62722 + 3/2T2 
22 X2 + X T + 363y2 + 396yZ + 33yr + 113^2 + 23Zr - 3/2T2 
23 X2 + XT + 1587y2 + 2139yZ + 2208yr + 717Z2 1488ZT + 1539/2r2 26 x2 + X T + 3 y 2 + s y r + 345̂ 2 + i i o sz r+7 i7 /2r2 28 X2 + XT + 2352y2 + 84yZ + 504yr - 3̂ 2 + 9ZT + 57/2T2 
29 X2 + XT + 2523y2 + 1305yZ + 2088yr + 165Z2 + 540Zr + 867/2T2 
31 X2 + XT + 2883y2 + 93yZ + 3162yT - 3̂ 2 + 51ZT + 1737/2T2 
32 X2 + XT+ 768y2 + 1056yZ + 720yr + 368Z2 + 500ZT + 333/272 34 X2 + XT + 3468y2 + 4182yZ + 1428yr + 1257Z2 + 861ZT + 297/272 
37 X2 -f XT + 4107y2 + 677iyZ + 5994yr + 2787Z2 + 4941ZT + 4377/2T2 
38 X2 + XT 4- 4332y2 4- 5814yZ 4- 228yT 4-1947^2 4- 153Zr 4- 9/2T2 
41 X2 4- XT 4- 5043y2 4- 7503YZ + 9348YT + 2787Z'^ 4- 6954ZT 4- 8667/2T2 43 X2 4- XT 4- 5547y2 4- 890iyZ 4- 2322yT 4- 3567^2 + 1863Zr + 489/2T2 
44 X2 4- XT 4- 12y2 4- 12yz 4- ISyT 4- 608Z2 4- 284ZT 4- 69/2T2 
46 X2 4- XT 4- 1587y2 4- 1794yZ 4- 1725yT 4- 512^2 ̂  ggoZT 4- 933/2T2 47 X2 4- XT + 3y2 4- 14iyZ 4- 129yT - 6627̂ 2 - 12126ZT - 11091/2T2 
49 X2 4- XT 4- 7203y2 4- 147yZ 4- 13230yT - 3̂ 2 4- 135ZT 4- 12153/2T2 
52 X2 4- XT + 2028y2 4- 1092yZ 4- 3822yT + 152^2 4- 1034ZT 4- 3597/2T2 53 X2 4- XT 4- 8427y2 4- 620iyZ 4- 13038yT + 1137^2 4- 4797ZT 4- 10089/2T2 
56 X2 4- XT 4- 2352y2 4- 2184yZ 4- 420yT 4- 512^2 4- 200ZT 4- 33/2T2 
58 X2 4- XT 4- 10092y2 4- wmYZ + 16356yT 4- 6483̂ 2 4- 13113ZT 4- 13257/2T2 59 X2 4- XT 4- 10443y2 4- 885yZ 4- 3540yT 4-15^2 4- 150ZT 4- 603/2T2 

Taula 6.8 Forma traga associada ais ordres 0(15, N) calculáis en la taula 
1.7, que són ordres d'Eichler de nivell N <60 de la Q-álgebra de quaternions 
ÍÍB(3,5). 
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Taula 6.9 Forma binaria genérica associada ais ordres 0{6, N) calculáis en 
la taula 1.4 que son ordres d'Eichier de nivell N < 100 de la Q-álgebra de 
quaternions HAÍ^). 

N fo(6,N) 
1 ( - 2 + X - XVZ, -2{-X + y)V3, -Z + X + XVZ) 
5 ( - 2 + X - xV3, ~2{5y - 3x + 2z)V3, - z + s + X^/Z) 
7 (-Z + X - XVZ, ~2{7y - 5x + Z)y/%, -z + X + X^/^) 

11 ( - l l z + 5x - x^/3, - 2 ( - x -f y ) v ^ , - l l z + 5x + xy/Z) 
13 l-lZz + 17x - x\/3, - 2 ( - x + y)y/Z, ~LZZ + 17x + xVS) 
17 {-z + X - x i /3 , -2(17y - 7x + z)y/Z, - z + x + x\/3) 
19 ( - Z + X - x\/3,-2(19y - 27x + 14z)v^3, - 2 + x + x\/3) 
23 ( - 2 + X - xv^3, -2(23|/ - 5x + 4^)y'S, + x + xv^3) 
25 ( - 2 + X - x\/3, -2(25y - 29x + 32)v^3, - 2 + x + x\/3) 
29 ( - 2 + X - x\/3, -2(29y - 45x + 232)\/3, - 2 + x + x^73j 
31 ( - 2 + X - x\/3, -2(31y - 9x + z)V3, - 2 + x + x\/3) 
35 { - 2 + x - x v ^ , - 2 ( 3 5 y - 3x + 202)v^3,-2 + x + x\/3) 
37 ( -372 + 59x - xv^, - 2 ( - x + y ) ^ , - 3 7 2 + 59x + x\/3) 
41 ( - 2 + X - x\/3, -2(41y - 67x + Z4z)^/%, - 2 + x + x\/3) 
43 ( - 2 + X - x\/3, -2(43y - 67x + 22)^3, - 2 + x + x\/3) 
47 ( -472 + 35x - x\/3", - 2 ( - x + y)%/3, - 4 7 2 + 35x + x\/3) 
49 ( - 2 + X - x\73, -2(49y - 35s + 22)\/3, - 2 + x + x\/3) 
53 ( - 2 + X - x\/5, -2(53y - 7x + 62)\/3, - 2 + x + x\/ f j 
55 ( - 2 + X - x V l , ~2(55y - 43x + 372)>/3, - 2 + x + x\73) 
59 ( - 2 -j- X - x / 3 , -2(59y - 71x + lQz)y/Z, -z + X + 
61 ( - 2 + X - x\/3, -2(61y - 71x + 392)\/3, - 2 + x + xv^") 
65 ( - 2 + X - x\/3, -2(65y - 67x + Ahz)y/Z, - z + x + x\/3) 
67 ( - 2 + X - x\/3, -2(67y - 17x + 15z)\/3, - 2 + x + XA/S) 
71 ( - 2 + X - xV3 , -2(71y - 13x + 2)V'3, - 2 + x + x / 3 ) 
73 ( - 2 + X - X 1 / 3 , -2(73y - 79x + 62)^^3, - 2 + x + x y f ) 
77 ( - Z + X - XA/3, -2(77y - 31x + 262)\/3, - 2 + x + xv^) 
79 ( - 2 + 2; - x\/3, -2(79y - x + 492)\/3, - 2 + x + xy^S) 
83 ( - 2 + X - xV3, -2(83y - 97x + 36z)V3, - 2 + x + xy^) 
85 ( - 2 + X - x\/3, -2(85y - 163x + 672)\/3, - 2 + x + x\/^) 
91 ( - 2 + X - xVS, -2(91y - 161x + 47z)\/3, - 2 + x + X%/í) 
95 ( - 2 + X - x\/3, -2(95y - 9x + 8z)V3, - z + x + aj/S) 
97 ( - 2 + X - x\/3, -2(97y - 107x + 25z)\/3, - 2 + x + a;v^) 
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N fo{io,N± 

1 ( -5x - 5 / 2 í v ^ , -2(y + l /2í)\/2,a;- l/2íx/2) 
3 (-5a: - 5/2tx/2, -2(3í/ + l/2¿ ~ 4x)>/2, x - l/2ty/2) 
7 {-5x - 5(7/22 - 5x)v^2,-2(y + 7/2z - 5x)V2, x - (7/22 - 5x)v^) 
9 (-5a; - 5/2í^2,-2(9y + 1/2Í - 4x)V2,x- l/2t^/2) 

11 {-bx - 5 / 2 í A - 2 ( l l y + 1/2Í - 14a:)v^',x - l/2ív^2) 
13 i-bx - 5/2tV2, -2(13y + 9/2í - íSx)y/2,x - 1/2¿A/2) 
17 ( -5x - 5(17/2z - Ux)V2, -2 (y + 17/2^ - Ux)y/2,x - (17/22 - 14x)v/2) 
19 ( -5x - 5/2¿x/2, -2(19y + l/2í - 6x)x/2, x - 1 /2ív^) 
21 ( -5x - 5/2í\/2, -2(21y + l l /2 í - 32x)v'2, x - l/2íV'2) 
23 ( - 5x - 5/2ív^,-2(23y + 31/2Í - 8x)\/2,x - l/2í\/2) 
27 ( -5x - 5/2í\/2, -2(27y + 1/2Í - 32x)v^,x - 1/2ÍA/2) 
29 ( -5x - 5/2í\/2, -2(29y + 39/2Í - 2x)V2,x- l/2í\/2) 
31 ( -5x - 5(31/22 - 27x)V2,-2(y + 31 /22 - 27x)V2, x - (31/22 - 27x)y/2) 
33 ( -5x - 5/2tV2, -2(33y + 53/2í - 40x)V^, x - l/2ty/2) 
37 ( -5x - 5/2ív^, -2(37y + 19/2Í - 20x)v^, x - 1/2^2) 
39 ( -5x - 5/2ív^, -2(39y + 47/2Í - 3 2 x ^ 2 , x - l/2í\/2) 
41 ( -5x - 5 /2Í /2, -2(41y + 79/2Í - 24x)v/2, x - lj2ty/2). 
43 ( -5x - 5/2ív^2, -2(43y + 81/2¿ - 28x)\/2, x - l/2í%/2) 
47 ( -5x - 5/2í\/2, -2(47y + 63/2í - 80x)\/2,x - l/2íV2) 
49 ( -5x - 5(49/22 - 44x)v^2, -2 (y + 49/22 - 44x)\/2, x - (49/22 - 44x)\/2) 
51 ( -5x - 5/2í%/2", -2(51y + 77/2t - 2x)^2, x - 1 /2^2) 
53 ( -5x - 5/2í72, -2(53y + 29/2í - 10x)V2,x - l¡2tV2) 
57 (~5x - b/2tV2, -2(57y + 25/2í - 52x)\/2, x - l/2íV2) 
59 ( -5x - 5/2ÍA/2,-2(59y + 55/2Í - 34x)\/2,x - l/2íV2) 
61 ( -5x - 5/2¿v^2, -2(61y + 67/2t - 92x)%/2, x - l/2ív/2) 
63 ( -5x - 5/2¿V^,-2(63y + 101/2Í - 38x)\/2 ,x- l/2í\/2) 
67 ( -5x - 5/2íV2, -2(67y + 7/2t - 92x)v^2, x - l/2í\/2) 
69 ( -5x - 5/2i>/2, -2(69y + 35/2í - 106x)v'2,a; - 1 /2^2) 
71 ( [ -5x - 5/22x/2, -2(71y + 131/22 - 22x)V2,x~ \¡2zyj2) 
73 ( -5x - 5/2í%/2, -2(73y + 57/2t - 4x)V^,a; - l/2íV2) 
77 ( - ox - b¡2tyj%-2(77y + 11/2Í - 94x)\/2,x - l/2í\/2) 
79 ( -5x - 5/2t\/2, -2(79y + 99/2í)\/2, x - l/2¿\/2) 

Taula 6,10 Forma binaria genérica associada ais ordres O{10,N) calculats 
en la taula 1.5 que son ordres d'Eichler de nivell AT < 80 de la Q-álgebra de 
quaternions HB{2,5). 
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Taula 6.11 Forma binaria genérica associada ais ordres 0{14,N) calculats 
en la taula 1.6 que son ordres d'Eichler de nivell N <S0 de la Q-álgebra de 
quaternions HA{7). 

N fo{14,N) 
1 ( - Z + X - xVl, -2{y - x)y/7, -z-\-x + Xy/7) 
3 {~Zz + 5a; - -2{y ~ x)^¡7, -3z + 5a; + x^/7) 
5 {—z + X — x\/7, —2(5y -f- ^ — 7s)\/7, —z + x + xy/7) 
9 {-3z + X - xv^7, -2(3y + 2^ - x)y/7, -3z + x + XA/7) 

11 ( -2 + X - xV7, - 2 ( l l y + 6z - 9x)\/7, -2 ; + x + xy/7) 
13 ( " Z + X - x\/7, -2(13y + 2z- 3x)v/7, + x + x\/7) 
15 {-3z + 5x - xx/7, -2(5y + 3z- x)y/7, -3z + 5x + xv^7) 
17 ( -2 -f X - xy/7, -2(17y - 13x)\/7,-z + x + xy/7) 
19 {-z + X - xVf, -2(19y + 4z - 27x)\/7, -z + x-\- x\/7) 
23 ( -2 + X - XA/7, -2(23y + z - 13x)\/7, - z + x + XA/7) 
25 ( -Z + X - x v f , --2(25y + 15z - 47X)a/7, - z + X + xa/7) 
27 ( -272 + 13x - x\/7, -2 (y - x)y/7, -27z + 13x + x\/7) 
29 ( -2 + X - x\^, -2(29t/ + 16z - 31x)V^, - 2 + x + xV?) 
31 (~3l2 + 41x - x\/7, -2 (y - x)^7, - 3 l 2 -f 41x + x\/7) 
33 ( -32 + X - x%/7, -2(1 ly + 52 - 13x)%/7, - 32 + x + x\/7) 
37 ( -2 + X - xv^7, -2(37y + 82 - 23x)\/7, - 2 + x + xa/7) 
39 ( -2 + X - x\/7, -2(39y + IO2 - 43X)a/7, - z + X + x^?) 
41 ( -2 -}- X - x\/7, -2(41y + 222 - 17x)^7, - 2 + x + XA/7) 
43 ( -2 + X - XA/7, -2(43y + I82 - X)A/7, - 2 + X + XA/7) 
45 ( -32 + X - xa/7, -2(15y + 132 - 5X)A/7, - 32 + x + xa/7) 
51 ( -32 + 5x - xa/7, -2(17y + 42 - 7X)a/7, ~3Z + 5X + x\/7) 
53 ( -2 + X - X A / 7 , - 2 ( 5 3 y + 2 - 1 9 x ) / 7 , - 2 + x + XA/7) 
55 ( -2 -[- X - xa/7, -2(55y + 42 - 5x)^7, - 2 + x + XA/7) 
57 ( -32 + 5x - XA/7, -2(19y + 122 - 35X)A/7, - 3 2 + 5x + xa/7) 
59 ( -2 + X - xV7, -2(59y + 172 - 21X)a/7, - 2 + X + XA/7) 
61 ( - 2 + X - XA/7, -2(61y + 32 - 65x)\/7, - 2 + x + XA/7) 
65 ( -2 + X - XA/7, -2(65y + 2O2 - 113X)A/7, - 2 + X + XA/7) 
69 ( -32 + X - xa/7, -2(23y + 142 - x)\/7, - 3 2 + x + XA/^) 
75 ( -32 + 5x - xy/7, -2(25y + 22 - 41X)A/7, - 32 + 5x + xa/7) 
79 ( - 2 + X - XA/7, -2(79y + 2I2 - 41x ) /7 , - 2 - f x + xa/7) 
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N fo{l5,N) 

1 {-5x - 5/2íx/3, -2{y + l/2i)\/3, x - 1/2*^3) 
2 (5^ - 5a; + 5a;v^3, -2{y - a;)v^3, ~ z + x + a;\/3) 
4 (-53; - 5/2ív^3, -2(l /2í - 2x + 4y)V3,x - l /2 ív^) 
7 {-bx - 5/2í\/3, -2(l /2í - 8x + 7y)V3,a; - l/2t^/3) 
8 (5z - 5a; + 5a;\/3, -2(3z - 3a; + 4t/)\/3, - 2 + a; + xy/3) 

11 (-5a; - 5(11/22 - 9a;)^/3, -2(y + ll/2z - 9a;)V3, x - (11/2^ - 9x)x/3) 
13 (-5a; - 5/2¿\/3, -2(l/2í - 4x + 13y)\/3, x - l /2 ív^) 
14 (-5a; - 5/2í^3, -2(19/2í - lOx + 14y)v'3,a; - l/2ív'3) • 
16 (52 - 5x + 5x%/3, -2(32 - l lx + 8y)\/l, - z + x + xy/Z) 
17 ( -5x - 5/2íV3, -2(17/2í - 2x + 17y)A/3, x - l/2í\/3) 
19 ( -5x - 5/2ív^,-2(19y + 29/2í)\/3, x - l/2í^3) 
22 (52 - 5x + 5x\/3, -2(62 - X + l l y )y3 , - 2 + x + a;y3) 
23 ( -5x - 5/2Í/3", -2(31/2í - 32x + 23y)%/3, x - l/2í\/3) 
26 (652 - 85x + 5xv^3, ~2(y - x)\/3, -132 + 17x + xy/Z) 
28 ( -5x - 5/2*^3, -2 ( l / 2 í - 6x + 28y)\/3,x - l /2íV3) 
29 ( -5x - 5/2¿x/3', -2(15/2í - 24x + 29y)\/3, x - l/2í\/3) 
31 ( -5x - 5/2ív^, -2(l /2í - 34x + 3 1 y ) ^ , x - l/2ív'3) . 
32 (52 - 53; + 5x\/3, - 2 ( l l 2 - 15x + 16y)^/3, - 2 + x + xy/Z) 
34 ( -5x - 5/2í%/3, -2(41/2í - 14x + 34y)x/3, x - l/2í%/3) 
37 ( -5x - 5/2íx/3, -2(61/2í - 54x + 37y)V3, x - l/2í\/3) 
38 ( -5x - 5/2í\/3, -2(51/2í - 2x + 38y)\/3,x - l/2í\/3) 
41 ( -5x - 5/2í\/3, -2(61/2t - 76x + 41y)%/3,x - l/2í\/3) 
43 ( -5x - 5/2í\/3, -2(69/2í - 18x -f 43y)\/3, x - l/2í\/3) 
44 (-25x + 552 + 5x\/3, -2(2 - 3x + 2y)vf , 5x - II2 + x\/3) 
46 (52 - 5x + 5x^/3, -2(132 - 25x + 23y)\/3, - 2 + x + xv^3) 
47 ( -5x - 5(47/22 - 43x)V^, -2 (y + 47/22 - AZx)y/Z, x - (47/22 - 43x)^3) 
49 ( -5x - 5/2íV3, -2(l /2í - 90x + 49y)x/3, x - 1/2ÍA/3) 
52 (5z - 5x + 5x\/3, -2(72 - 49x + 26y)\/3, - 2 + x + xVS) 
53 ( -5x - 5 / 2 í Á -2(39/2í - 82x + 53y)\/3, x - l/2íV5) 
56 (52 - 5 x + 5xV^, -2(132 - 5x + 28y)>/3, - 2 + x + xv^) 
58 ( -5x - 5/2í\/3, -2(93/2í - 94x + 58y)\/3, x - l /2íV3) 
59 ( -5x - 5/2í\/3, -2(5/2í - 20x + 59y)v^,x - l/2í\/3 

Taula 6.12 Forma binaria genérica associada ais ordres 0{15,N) calculáis 
en la taula 1.7 que són ordres d'Eichler de nivell N < QQ de la Q-álgebra de 
quaternions HB{Z,5). 





Capítol 7 

Immersions i formes 
quadrátiques 

En aquest capítol, tractem les immersions de cossos quadrátics en algebres 
de quaternions, tenint en compte l'aritmética de les algebres de quaternions i 
deis cossos quadrátics. Així, estudiem les immersions deis ordres quadrátics 
en els ordres quaterniónics i les relacionem amb les formes quadrátiques que 
hem associat ais ordres en el capítol anterior. 

Per a tot el capítol, sigui F — Q(\/5) un eos quadratic, on d G Z és Uiure 
de quadrats. Considerem DF el discriminant fonamental de F. Sigui H una 
Q-álgebra de quaternions que, en alguns casos, exigirem que sigui indefinida. 
Denotem per O i O' ordres quaterniónics de i í , i per A i A' ordres quadrátics 
de F. 

En la primera secció, caracteritzem l'existéncia d'immersions de F en íí per 
mitjá de representacions de formes quadrátiques. En la segona secció, es 
recorden les definicions d'immersions relatives ais ordres quadrátics i qua
terniónics i es recopilen resultats d'Eichler sobre la seva classificació. En la 
tercera secció, trobem bijeccions entre els conjunts d'immersions i els con
junts de representacions de certes formes quadrátiques ternáries, i obtenim 
una classificació d'aquestes representacions. En la quarta secció, provem re
sultats sobre bijeccions entre els conjunts d'immersions i certs conjunts de 
formes quadrátiques bináries, la qual cosa dona també una classificació d'a
questes formes bináries. En particular, per a les algebres no ramificades, les 
algebres poc ramificades de tipus A i les de tipus B, explicitem els conjunts 
de formes bináries corresponents. 

189 
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7.1 Immersions de cossos quadrátics en alge
bres de quaternions 

Ea la proposició 1.1.19 es caracteritza rexisténcia d'immersions d'un eos 
quadrátic F = Q(%/d) en una álgebra de quaternions H. A continuació, in-
terpretem els resultats d'aquesta proposició utilitzant les formes quadratiques 
per a la construcció de les immersions. 

7.1.1 Notació. Fixem les notacions següents per a designar els conjunts 
d'immersions i de representacions corresponents. Per a les formes quadrati
ques, utilitzem la notació introdui'da en el capítol 4. Recordem que, per a una 
forma quadrática / , la matriu associada a / es denota per A(f). Indiquem 
com a subíndex el nombre de variables de la forma quadrática. 

X{H, F) := {cp : (p és una immersió de F en fí"}, 

n{f4,92lQ) •= {P € M(4 X 2 , Q ) : P*A{/4)P = A{g2)}.0 

7.1.2 Proposició. Siguin H = una álgebra de quaternions i F = 
\Q J 

Q(v^) un eos quadrátic. Siguin nH,4 i íífr,3 les formes normiques quaternária 
i ternaria associades a H, i np^i la forma normica binaria associada a F. 

(i) Els conjunts X{H, F) iTZ{nH^3,~d;Q) están en correspondencia bijec
tiva. 

(ii) Existeix una aplicado injectiva de X{H,F) en 7^(nfl-,4, nF.alQ)-

(iii) Si n (nH,4, npx, Q) 0; aleshores I{H, F) ^ 0. 

DEMOSTRACIÓ: Considerem w = íp{Vd). El conjunt d'immersions t F M-
H es correspon de majiera bijectiva amb el conjunt d'elements ÜJ £ H\Q 
tais que n{u) = n{(p(y/d)) = n{y/d) = —d i tr(a;) = ti{(p{Vd)) = tr(\/5) = 0; 
és a dir, co G HQ, amb n{u}) = nH,si<j^). Si escrivim w = y¿ + + tij, 
aleshores el conjunt anterior es correspon bijectivament amb el conjunt de 
Q-representacions {y, z, t) de —d per la forma quadrática ternaria nu^s. Es 
ciar que immersions diferents equivalen a representacions diferents. Aixó 
demostra l'apartat (i). S'arriba a la mateixa conclusió si demanem que to = 
V̂ ÍVS) € H — Q satisfaci la igualtat u?̂  = ÍI a if. 
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(a) Existeix una immersió de F en H. 

(b) Per a cada primer p tal que nH,3 és Qp-anisótropa, p no descompon en 
Q{^/d). 

(c) Per a cada primer p tal que P\DH, tenim que ( ^ ~ ^ 5 ¿ 1. 
\ P / 

Donada una immersió ip € X{H, F), considerem l'element u = ip{y/d) e 
íf - Q, amb n(u;) = —d i tr(u;) = 0. Tenim que {l,u;} és una base de 
ip(F) i nffA{ip{a)) = n F , 2 ( « ) i per a tot a 6 F, per ser immersió. Consi
derem la matriu P, que expressa 1 i w en coordenades respecte de la base 
de l'álgebra de quaternions. Aleshores, és ciar que P té coeficients a Q i 
satisfá P^A{nH,A)P = A{nF,2)- Per tant, P € '7?.(nH,4,nF,2;Q)- Es ciar que 
immersions diferents proporcionen matrius de representació diferents. Així, 
hem provat l'apartat (ii). 

Vegem l'apartat (iii). Suposem que la forma quatemária n//,4 representa la 
forma binaria nF,2- Per a cada P\DH, si apliquem 5.1.13, tenim que UH^ 
no és Qp-isótropa. Deduím que, per a cada P\DH, la forma nF,2 tampoc és 
Qp-isótropa; és a dir, x"^ — dy^ no representa el O a Q*, la qual cosa equival 
a dir que d no és un quadrat a Q*. Així, per a cada P\DH tenim que p no 
descompon en Q(\/d), i aixó és equivalent al fet que existeixi una immersió 
de F en i í , cf., 1.1.19. • 

7.1.3 Remarca. Observem la relació entre els dos conjunts % {nH,3, —d; Q) 
i IZ {n¡],4, nF,2', Q)- D'una banda, tenim que 

riHA = < 1 > ® nH,3, nF,2=<l> ® <d> . 

D'altra banda, tenim que ~d = deti(nF,2) = disc(nF,2)- Aquest resultat és 
comparable a les relacions que obtindrem en el cas de les immersions deis 
ordres quadrátics en els ordres quaterniónics, cf. 7.3.3. • 

A continuació, trobem les condicions efectives per a l'existéncia d'immersions 
de F en i í , en funció del discriminant de l'álgebra de quaternions i í i de la 
forma nórmica ternaria nH,3. 

7.1.4 Lema. Siguin H = i F = Q(v^) . Aleshores, els fets següents 

son equivalents. 
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(ii) Existeixen immersions de Q(I/—D^-) en H. 

(iii) Hi ha immersions de Q(\/5ff) en H si, i només si, H és una álgebra 
de quaternions indefinida. 

DEMOSTRACIÓ: L'apartat (i) és trivial, tant si el pensem a nivell d'álgebres 
com a nivell de formes quadrátiques. 

Per a veure (ii) i (iii) només cal remarcar que per ais primers P\DH finits, és 
ciar que p ramifica a Q(\/±í?//); per tant, no descompon. Si H és definida, 
la condició necessária per a l'infinit equival al fet que el eos quadrátic sigui 
imaginari. • 

Considerem ara els ordres i les seves formes quadrátiques associades. De 
forma immediata, tenim el resultat següent sobre Q-representacions. En la 
secció 7.3, veurem el que fa referencia a Z-representacions. 

7.1.7 CoroMari. Siguin O i A ordres de H i F, respectivament. Si se satisfá 
I{H, F) / 0, aleshores 

no,4 % nA ,2. ^ 

DEMOSTRACIÓ: Com que nH,4 ~ ^0,4 i np ~ nA,2 , només cal aplicar la 
proposició 7.1.2. • 

DEMOSTRACIÓ: Recordem que P\DH si, i només si, nj/,3 és Qp-anisótropa, 
per 5.1.13. Així, deduim l'equivaléncia entre (a) i (b) directament de 1.1.19. 

L'equivaléncia entre (b) i (c) prové d'explicitar les condicions per a la repre
sentació de nombres per formes ternáries, que coincideixen amb les condicions 
per a la descomposició de primers. O 
7.1.5 CoroHari. No hi ha immersions de cossos quadrátics reals en algebres 

de quaternions definides. 

DEMOSTRACIÓ: D'una banda, si F és un eos quadrátic real, aleshores nj?2 

és una forma quadrática indefinida. De l'altra, si H és definida, aleshores 
nfjA és una forma definida positiva, per 5.1.14. Ara bé, és ciar que formes 
quadrátiques definides no poden representar formes indefinides; per tant, 
1l{nH,4,nF,2]Q) = 0- Per 7.1.2 (ii), obtenim que 1{H,F) = 0. • 

7.1.6 CoroHari. Sigui H = álgebra de quaternions. Aleshores, 

(i) Existeixen immersions áe Q(Va) iQiVb) en H. 
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7.2 Immersions d'ordres quadrátics en ordres 
quaterniónics 

7.2.1 Definició. Siguin O i A ordres de JT i F , respectivament. Un homo-
morfisme de Q-álgebres F H es diu que és una immersió de Fordre 
quadrátic A en l'ordre quaterniónic O si <P{A.) C O . • 

7.2.2 Definició. Siguin O i A ordres de H" i F , respectivament. Un bomo-
morfisme de Q-álgebres <p : F —y H es diu que és una immersió óptima! de 
l'ordre quadrátic A en l'ordre quaterniónic O si ^(F) fl C? = V'CA); equiva
lentment, si A = (p-\(f{F) n O). • 

7.2.3 Notació. De manera análoga a la secció anterior, considerem els con
junts d'immersions següents 

I{0, A ) := {cp-.Lp immersió de A en C } , 

l'{0, A ) : = {(P : (fi immersió optimal de A en O}. O 

7.2.4 Remarca. Sigui A l'ordre quadrátic de conductor m; és a dir, A = 
Z[l, mw], on lü = \/5 si d = 2,3 mod 4,iw= si d! = 1 mod 4. Sigui 
O un ordre quaterniónic de H. Definir una immersió ip de A en O equival a 
fixar Lú = <p{mw) € O tal que n{ip{mw)) = m^n{w) i ti{tp{mw)) = mtv{w). 
De forma equivalent, es pot fixar també u E O que satisfaci (ta — ü;)^ = 
DA- Notem que, donat un ordre A de F , una immersió (p : F H queda 
determinada per <̂ JA. D 

A partir de les definicions, obtenim directament els lemes següents, que re
lacionen conjunts d'immersions d'ordres diferents. 

7.2.5 Lema. Siguin O' Q O ordres dt H i M C A , ordres de F . Sigui 
IPEXIH,F). 

( i ) Si<PE X{0,A), aleshores <P £ 1 ( 0 , A ' ) - ! * ( ( ! ) , A ' ) . 

(ii) Si (PE X'{0, A ' ) , aleshores IP i X{0, A ) . 

(iii) Siipe X { 0 ' , A ) , aleshores <P € X{0, A ) . • 

7.2.6 Lema. Sigui (P : F H una immersió i O C B un ordre qua
terniónic. 
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( i ) Tenim que cp € X*{0,ip-^{ipiF) D O)). 

(ii) Si<p€ X(C, A), aleshores A C (p-^iipiF) O O ) . O 

7.2.7 Corol'lari. Siguin O C H un ordre quaterniónic i Ap Vanell d'enters 
de F. Aleshores, 1(0, Ap) = T{0,AF). • 

Els resultats següents donen condicions per a l'existéncia d'inamersions opti
mals entre ordres fixats. 

7.2.8 Lema. Considerem una Qp-álgebra de quaternions Hp de divisió local 
i Op C Hp l'únic ordre maximal Siguin Fp tal que X[Hp, Fp) % i Ap C Fp 
un ordre. Aleshores, X*{Op, Ap) ^ 0 si, i només si, Ap és maximal. 

DEMOSTRACIÓ: Sigui (p e X{Hp,Fp). És ciar que tp € X{Op,Ap), per ser 
l'ordre Op maximal. Podem suposar Fp C Hp. Aleshores, la immersió (p 
és optimal si, i només si, Opf\Fp = Ap, Pero, com que Op és un anell de 
valorado discreta, tenim que Op f! Fp és l'anell d'enters de Fp. Així, <p és 
optimal si, i només si, Ap és l'ordre maximal de Fp, com volíem veure. O 

7.2.9 Proposició. Siguin H una Q-álgebra de quaternions de discriminant 
D i O C H un ordre d'Eichler de nivell N. Siguin F = Q{\Ñ) un eos 
quadrátic tal que X{H, F) ^ 0 i A C F l'ordre quadrátic de conductor m. 

(i) SiT{0,A) 0, aleshores mcd{D,m) = 1. 

(ii) Si N = l i H és indefinida, aleshores X*{0,A) ^ 0 si, i només si, 
mcd(IÍ,m) = 1. 

DEMOSTRACIÓ: Suposem que X*{0,A) ^ 0 i p\D. Aleshores, Hp és una 
álgebra de quaternions de divisió \OpC.Hp és l'únic ordre maximal. Notem 
que X*{0,A) 5¿ 0 implica que X*{Op,Ap) ^ 0. Peí lema 7.2.8, tenim que 
Ap és l'ordre maximal de Fp-, per tant, deduim que p \ m. Aixó demostra 
l'apartat (i). 

Si iV" = 1 i í í és indefinida, tenim també el recíproc. En efecte, suposem 
mcd(í),m) = 1 i sigui ip G X{H,F). Llevat conjugado, podem suposar que 
(p G X{0,A), ja que (p{A) está contingut en un ordre quaterniónic maximal i 
tots els ordres maximals de H són conjugats, per ser l'álgebra H indefinida. 
Es ciar que (p será optimal si, i només si, (pp és optimal per a totes les places 
p. Per a les places p\D, tenim que p \ m i aplicant el lema anterior deduim 
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qtie ifp és una immersió optimal. Per a les places p f Dm, tenim que O és un 
ordre maximal de JH" ^ M ( 2 , Q) i la immersió és automáticament optimal, 
per 7.2.7. Si p -f D i p | m, tenim que O és un ordre maximal de M(2,Q) 
i Ap és un ordre no maximal; en aquest cas es demostra també que hi ha 
immersions optimals (cf. [VigSO]). O 

Considerem el conjunt d'immersions I{H, F) i el grup H* de les unitats de 
l'álgebra de quaternions H. Definim una acció de H' en 1{H, F) de la manera 
següent; 

I{H,F)xH* —> X{H,F) 

on y>'̂ (a) := cr~^ip{a)a, per a tot a G F. 
7.2.10 Lema. Sigui (p € X{H,F). Aleshores, per a tot a & H*: 

(i) ip> e 1 ( 0 , A) si, i només si, ip" € I{(r-^Ocr,A). 

(ii) íp € r{0,A) si, i només si, ip" 6 X*{cr-'^Oa, A). • 

Si H és una Q-álgebra de quaternions indefinida, tots els ordres d'Eichler d'un 
mateix nivell son conjugats; per tant, peí lema anterior ens podem reduir a 
estudiar les immersions en un ordre d'Eichler fixat per a cada nivell. 

Per ais conjunts d'immersions relatius ais ordres, ens podem restringir a 
l'acció deis subgrups G C Nor(0), com indica el coroHari següent. 

7.2.11 CoroMari. Sigui G un subgrup, G C Nor(O). Aleshores, l'acció de 
H* en X{H,F) indueix una acció de G en X{0, A) i en T{0, A). O 

Aquesta acció ens defineix una relació d'equivaléncia: (p,ip' € X*{0,A) son 
G-equivalents si existeix cr £ G tú que ip' = (p". Fixada una base {1, A} de 
l'ordre quadratic A, qualsevol immersió tp € X*{0,A) está determinada per 
y>(A). Per tant, perqué dues immersions (p, ip' £ X'{0, A) siguin (^-equivalents 
és suficient que existeixi cr G tal que < '̂(A) = cr~^(p{X)a. 

7.2.12 Notació. Considerem el conjunt quocient X*{0,A)/G. El nombre 
de classes de G-equivaléncia d'immersions optimals de A en O, si s'escau, el 
denotarem per i/(C?, A; G); és a dir, 

KO,A;(?) : = | r(C?,A) / a 
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a. 

7.2.13 Teorema. Sigui O C H un ordre d'Eichler de nivell N, on H és una 
Q-álgebra de quaternions indefinida de discriminant D. Sigui A C Q(\/d) 
l'ordre de conductor m. Suposem que hi ha immersions de Q(\/d) en H i 
que mcd(m,í)) = 1. Aleshores, 

u{D, N, d, m;0*) = h{d, m) J] Up{D, N, d, m; O*). 
p\DN 

Els nombres de classes d'immersions Vp{D, N, d, m; O*), per ais primersp\DN, 
venen donats de la manera següent. 

(i) Si p\D, aleshores Up(D, N, d, m;0*) = l - (—^ . 
\ P J 

(ii) Si p II N, aleshores Up{D, N, d, m; C*) = | ^ ( " ^ ) ^ ^ 
[2 si p\m. 

(iii) Suposem N = p^Ui, amb p\ Ui, r >2. Posem m = p''u2, p \ U2-

De manera análoga, per al cas local tenim que X{Op, Ap) i X*[Op, Ap) són Gp-
conjunts. Denotem per Up{0,K;G) el corresponent nombre de classes pels 
ordres locáis; és a dir, 

z/p(0,A;G):=ttr(Cp,Ap)/Gp. 

Si O és un ordre d'Eichler de nivell A'' d'una Q-álgebra de quaternions inde
finida de discriminant D, i A és l'ordre quadrátic de Q,{\/d) de conductor m, 
posem u{D,N,d,m;G) := u{0,A;G) i i^p{D,N,d,m;G) := Up{Op,Ap]Gp). 

Recordem que si A és l'ordre quadrátic de Q(\/d) de conductor m, denotem 
per h{A) o bé h{d,m) el seu nombre de classes d'ideals (cf. secció 4.5). • 

A continuado, explicitem resultats coneguts sobre el nombre de classes d'im
mersions u{D, N, d, m; G) per al cas de G = O*, válids també mes en general 
per a /íT-álgebres de quaternions indefinides, on K és un eos de nombres 
totalment real de nombre de classes señar. El teorema 7.2.13 següent (cf. 
Eic55b]) proporciona la relació entre els nombres de classes d'immersions 

locáis i globals i les formules del nombre de classes d'immersions locáis dona-
des a [Ogg83] i [VigSO]. Considerem tpp la funció multiplicativa donada per 
MP')^?^^^^ i ^p(«) = l s i p 
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(a) Sir >2k + 2, aleshores 

Up{D,NJ,m;0*)=^ \ 

(b) Si r = 2k + 1, aleshores 

2ipp{m) si 

O 
p 

= 1, 
altrament. 

2ij}p{rn) si 

Pp{D,N,d,m;0*)={ p' 

O 

SI 

Si 
>d 
\ p) 

1, 

o, 

- 1 . 

(c) Sir = 2k, aleshores 

UpiD,N,d,m;0'')=p'-'(p+l+ (—)). 
\ \P JJ 

(d) Sir <.2k — 1, aleshores 

j r si kés parell, 
UpiD,NAm;On = [l.-.J si k ésLaJ. • 

7.2.14 CoroHari. Siguin H una Q-álgebra de quaternions indefinida de dis
criminant D i O C H un ordre d'Eichier de nivell N, N Iliure de quadrats. 
Siguin F = Q(v^) un eos quadrátic de manera que 1{H, F) ^ $ i A C F 
l'ordre de conductor m, de manera que mcd(m, D) = 1. Aleshores, 

M ^ m-n*\ - í ^ exísíe» p\N, p\m,p inert a F, 
u{ü, iV, d, m, U } - I ^^^^ _ 2-+, altrament, 

on s — Í{p\D : p inert a F} ii = j|{p|iV : p descompon en F o bé p\m}. • 

Sigui H una álgebra de quaternions no ramificada. Si ens restringim a N 
Iliure de quadrats, o bé a iV primer, obtenim els resultats següents per al 
nombre de classes d'immersions optimals, com a coroHaris de 7.2.13. 

7.2.15 CoroHari. Considerem O = Oo(í,N) C M{2,Q), ordre d'Eichier 
de nivell N, amb N Iliure de quadrats. Sigui A(d,m) l'ordre áe F = Q(\/á) 
de conductor m. Aleshores, 

, „ , í O si existeix p N, p\ m, p inert en F, 
u{D, N, á, m; O ) = I ^^^^ . altrament, 

ont = |i{p|iV : p descompon en F o p\m}. • 
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7.2.16 CoroHari. Considerem O = Oo(l,iV) C M(2,Q), ordre d'Eichler 
de nivell N, amb N primer. Sigui A{d,m) l'ordre de F = Q{Vd) de conduc
tor m. Aleshores, 

( O si N és inert en F i N \m, 

h{d, m) si N ramifica en F i N \m, 
2h{d, m) si N descompon en F o bé si N = m.D 

Explicitem també el nombre de classes d'immersions optimals com a coroLlari 
de 7.2.13 en el cas de les algebres de quaternions H poc rámificades, de 
discriminant DH = pq. 
7.2.17 CoroWari. Suposem que F = Q{y/d) escindeix H. Considerem O = 
^(P9?l) Q H, un ordre quaterniónic maximal, i A{d,m) l'ordre de F de 
conductor m. Aleshores, 

(i) u{pq,l,d,m;0*) = O si, i només si, mcá{pq,m) ^ 1. 

(ii) Suposem que mcd{pq,m) = 1; aleshores, 

{ h(d,m) si p,q ramifiquen en F, 
2h{d,m) si p ramifica i q és inert en F 
4h{d,m) sip,q son inerts en F. • 

7.2.18 CoroHari. Suposem que F = Q(-v/á) escindeix H. Considerem O = 
0{pq,N) C H, un ordre quaterniónic d'Eichler de nivell N, on N és un 
nombre primer diferent de p i q. Sigui A{d,m) l'ordre de F de conductor m. 

(i) Si v{pq, iV, d, m\ O*) = O, aleshores m.cá{pq, m) ^1. 

(ii) Suposem que m.cá{pq,m) = 1; aleshores, u{pq,N,d,m',0*) és igual a 

O si N és inert en F i N \ m, 
h{d, m) si N,p i q ramifiquen en F i N \ m, 
2h[d,m) si N,p ramifiquen i q és inert en F 

o bé si N descompon i p,q ramifiquen en F, 
o bé si N = m i p,q ramifiquen en F, 

4h{d, m) si N ramifica, N \m ip,q son inerts en F, 
o bé si N descompon, N \m, p ramifica i q és inert en F, 
o bé si N\m, p ramifica i q és inert en F, 

8h{d,m) si N descompon o N\m p,q son inerts en F.n 
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7.3 Classificació de representacions per for
mes ternáries d'ordres quaterniónics 

Considerem les formes, nórmiques ternáries associades ais ordres quaternió
nics (cf. secció 6.1) i ais ordres quadrátics (cf. secció 4.5). Tot seguit, 
caracteritzarem l'existéncia i la construcció efectiva d'immersions d'ordres 
quadrátics en ordres quaterniónics en funció de representacions d'aquestes 
formes quadrátiques. 

7.3.1 Notació. Recordem la notació donada per al conjunt de representa
cions de formes quadrátiques de coeficients enters (cf. capítol 4). Siguin f,g 

A continuació, considerem el grup O'^, que intervé en la definició deis grups 
d'homografies quaternióniques. Tenim una estructura de C!^-conjunt defi
nida en A) i considerem el conjunt quocient !*(( !?,A)/0^. Mes en 
general, donat un subgrup G, O* C G C Nor((!?), definim := {a £ G : 
n((T) > 0}. 

Pels resultats de la secció 2.3 tenim que, si O és un ordre d'Eichier en una 
Q-álgebra indefinida, aleshores O"^ és un subgrup d'índex 2 en O*, ja que 
O conté unitats de norma negativa. Aixó ens diu també que, en aquest cas, 
[G : G+] = 2. Si ho apliquem ais nombres de classes d'immersions optimals, 
deduim la proposició següent. 

7.2.19 Proposició. Sigui O un ordre d'Eichier de nivell N en una Q-álgebra 
de quaternions H indefinida de discriminant D. Sigui G un subgrup tal que 
O* C G C Nor(O) i considerem G-j.. Aleshores, 

u{D, N, d, m;G+) = 2u{D, N, d, m; G). O 

Finalment, en el cas d'una Q-álgebra de quaternions indefinida H, notem el 
paper que teñen les immersions d'ordres quadrátics en ordres quaterniónics 
de H en relació amb la immersió de H en M(2,R) . Fixem # : i í M(2,R) . 
Aleshores, donada una immersió if áe F en H, la composició (f) := ^ o (p és 
una immersió de F en M(2, R) que anomenem immersió quaterniónica de F 
en M(2,R) . Així, podem trasUadar els resultats sobre immersions d'ordres 
quadrátics A en ordres quaterniónics O, a immersions d'ordres quadrátics A 
en #(C?) C M(2,R). En particular, podem parlar d'immersions quaternió
niques F-equivalents, per a certs subgrups F de GL(2,R), definits a partir de 
<?, on C?̂  C G C Nor(C>). 
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formes quadratiques de n i r variables, respectivament. 

nif,g;Z) := {P € M{n x r , Z ) : P'A{f)P = Aig)} , 

TV {f,g; Z) := {P € M{n x r , Z ) : P'A{f)P = A{g), P primitiva}. 

Considerem també les quádriques n^¿\[X,Y,Z) = ¡J, definides a la secció 
6.1. Per analogia amb la notació utilitzada per a les formes quadratiques, 
escrivim el conjunt de punts enters d'aquestes quádriques com 

n[nf^,5-z):={{x,y,z)GZ^:n^¿l{x,y,z) = 5], 

TV {rS¿l, 5; z ) := { (x , y,z)en (n'^^ 5; z ) : mcd(x, y,z) = l].D 

7.3.2 Lema. Sigui { l , t ? 2 , ^ 3 , ^ 4 } una base normalitzada d'un ordre quater
niónic O d'una Q-álgebra de quaternions. Aleshores, l'ordre Z + 20 és parell 
i una base normalitzada d'aquest ordre és {I,2u2,2u3,2i;4 — t r ( u 4 ) } . • 

7.3.3 Teorema. Sigui H una Q-álgebra de quaternions. Siguin O i A ordres 
de H i F = Q{-s/d), respectivament. Aleshores, 

( i ) Hi ha una correspondencia bijectiva 

p:I{0,A)—^n{nz+2O,3,-DA;Z). 

(ii) Hi ha una correspondencia bijectiva 

. : X ( 0 , A ) - * K t e ) . Í ^ Í ^ ; z ) . 

(iii) Hi ha una correspondencia injectiva 

g:I{0,A)—>TZino,4,nAX,I')-

DEMOSTRACIÓ: Siguí m el conductor de l'ordre quadrátic A. Sabem que 
{ 1 , mw} és una base de A, on { 1 , w} és una Z-base de l'anell d'enters Ap, i que 
JDA = Dpm'^ = —deti(nA,2)- Fixem una base normalitzada S = {1,^2,^3,^4} 

de l'ordre quaterniónic O. Així, B' = {1,2Í;2,2U3,2U4 — tr(t;4)} és una base 
normalitzada de l'ordre Z + 20, que és un ordre parell. 

En primer lloc, definim l'aplicació p : !((!?, A) — 7 1 (nz+20,3, - D A ; Z ) , dis-
tingint segons els valors de d a Z / 4 Z . 
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Suposem que d = 2,3 mod 4. Siguí ¡p El {O, A), donada per (p{ms/d) = w; 
és a dir, w € C? és tal que = —ám^ i tr(w) = 0. Considerem e = 
<p{2m\/d) = 2ca. Aleshores, e € Z-I-2C satisfá que n(e) = —4clm^ i tr(e) = 0. 
Així, respecte de la base normalitzada de Z + 2£?, tenim que e = (O, x, y, z)^!, 
on (x, y, z) és una representació de —Adm? ~ —Dprn^ — —D\ per «1+20,3. 
Aleshores posem p{(p) (x,y,z) € 7l(nz;+2o,3,--Í?A;2). É S ciar que, si 
p{(p) — p{<p')i aleshores <p{2m\/d) = (p'{2m\/d) i, per tant, necessáriament 
será (p = ip'. 

Construím l'aplicació inversa. Sigui (x,y,2) £ Í ? A ; ^ ) - Per a 
e = x{2v2)-{-y{2vz)-\-z{2vi-it{v4)), tenim que e e Z+2C, amb n(e) = -4<lm* 
i tr(e) = 0. Com que Z + 20 C O, respecte de la base normalitzada de O, 
obtenim que e = (—2:tr{y4),2x, 2y, 2z)fí. Observem que 2|.ztr(u4), ja que 
wo,4(e) = 2^tr(?;4) + 5(x,y,z) = -Adrn?' per a certa expressió quadrática 
g{x,y,z) que satisfá 2\g{x,y,z). Per tant, w = e/2 = (-2tr(í;4)/2 ,x,y,2)0 
pertany a O i satisfá «(o?) = —dm^ i tr(u;) = 0. Aíxí, si posem (p{m-\/d) := ta, 
tenim definida una immersió ¡p £ 1(0, A). Es ciar que, si considerem una 
representació diferent, la immersió obtinguda és diferent. 

Suposem ara que d ~ 1 mod 4. Considerem una immersió (p £ X (0 , A), 
donada per (p (m^^-~^^ = w; és a dir, donada per o; € O tal que n(u?) = 
m^(l — d)/A i tr(w) = m. Considerem e = <p{m\/d) = 2a> — m. Aleshores, 
e G Z + 20 satisfá que n(e) = — c¿m^ i tr(e) = 0. Per tant, e = (O, x, y, 2)5/ 
i ng-(-20,3(x,y, 2) = n(e). Així, (x,y,2) és una representació de —dm^ per 
^2+20,3; per tant, p{<p) := (x,y,2) € •E(nz + 2 C ? , 3 5 - i ? A ;S ) . Es ciar que p és 
injectiva per construcció. 

A la inversa, sigui (x,y,2) € 7?.(ns4.3ei,3, — Í^asS)- Posem e = x(2'ü2) + 
y(2«3) 4- 2(2^4 — tr(u4)). Aleshores, tenim que e € Z + 20 satisfá que 
n{e) — —drv? i tr(e) = 0. Notem que e = (—2tr(v4),2x,2|/,22)e, respecte 
de la base normalitzada de O. Considerem ara l'element u; = (m + e)/2 = 
((m — 2 tr(t;4))/2, x, y, 2)5, el qual clarament satisfá que n(w) = (1 — d)m^/4 
i tr(c4?) = m. Tenim que w G O si, i només si, 2|(m — 2tr(«4)). Si O és 
un ordre señar, tenim que tr(u4) = 1 i la condició equival al fet que miz 
siguin de la mateixa paritat. Efectivament, si 2J2, aleshores 4|n(e); com que 
n(e) = —drn^, per d Iliure de quadrats, dedu'ím que m és parell. A la inversa, 
si m és parell tenim que 2|n(e) = Re?,3(—2,2x,2y,22) i deduim 2|2. Si O 
és un ordre parell, tenim que tr(ií4) = O i la condició equival al fet que m 
sigui parell. Efectivament, si O és un ordre parell i d = 1 mod 4, tenim que 
e = (0,2x,2y,22)g i, per tant, 4|n(e) = -dm^. Ara bé, com que d és Uiiire 
de quadrats, deduim que m és parell, com volíem demostrar. Així, queda 
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provat que w G 0 , amb n{u) = m 2 ( l — d)/4 i tr{w) = m, per la qual cosa 
(f ^m^i^Y^^ := w defineix una immersió (p G 1{0,A). Aixó completa la 
demostració de (i). 

En particular, hem provat que, si O és un ordre parell, m és señar i d = 1 
mod 4, tenim que Tí (nz .̂20,3, —-Da ; 21) = 0. Notem que, en les mateixes 
condicions, també tenim que I{0,A) = 0, ja que en un ordre parell no hi ha 
cap element que pugui ser imatge de m^i^y^. 

Vegem a continuació la bijecció entre 1 ( 0 , A) i 1Z ^ « ^ ^ 3 ^ cor
responent a l'apartat (ii). Prenem a l'ordre A la Z-base {1,A}, amb A = 
•DA+VPA ^ independent del valor de d módul 4. Aleshores, definir la immersió 
IF és equivalent a fixar un element (p{X) £ O de norma igual a ^ '̂̂ '̂̂  i traga 
igual a D a - Per construcció de n^g^, és ciar que aixó és equivalent a tro-
bar un punt de la quádrica n^g^ = ^"^^'^• Per tant, obtenim la bijecció 
desitjada. 

Notem que, quan d = 1 mod 4 i m és señar, tenim que D a = Dpvn^ és 
señar. Per tant, si O és un ordre parell, aleshores O fl HD/^ = 0 i la quádrica 
és buida. Per tant, en aqüestes condicions, 7̂  ^«ofs? ^^^^T^i ^ ) ^1 ®^ 
consonancia amb els altres dos conjunts. Aixó completa la demostració de 
(ii). 

Anem a provar (iii). Sigui G I ( 0 , A), una immersió de A en O. Considerem 
l'element o; G O tal que ui = (p{mw) E H — Q i posem P la matriu que 
expressa 1 i c*; en coordenades respecte de la base de O fixada. Es ciar que 
P té coeficients a Z . Com que n{a) = raA,2(o:) = no^4{ip{a)), matricialment 
tenim la igualtat P^A{no,4)P = A(nA,2)- Per tant, no,4 representa nA,2 sobre 
Z i posem Q{tp) = P Eli ( « 0 , 4 , wa,2 ; 2)- ^ 

A partir deis detalls de la demostració anterior, obtenim el coroHari següent. 

7.3.4 CoroHari. Sigui O C H un ordre quaterniónic amb una base norma
litzada B fixada. Sigui A{d,m) un ordre quadrátic. Aleshores, l'aplicació p"^ 
ve donada per 

p-^:7l(nz+2(?,3,-I?A;Z) - - 4 I{0,A) 
ix,y,z) H- (p, 

on (p és la immersió definida per (p[mw) = ^r'"~fi''("^)^ x,y,z^ , on r = Q si 
á = 2,3 mod 4 ir — 1 si d=l mod 4. • 
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Podem donar altres maneres alternatives de trobar immersions d'un ordre 
quadratic A en un ordre quaterniónic O, relacionados amb formes quadrá
tiques, que varien en funció de la base de A escollida, cf. proposició 4.5.3. 
RecoUim les bijeccions explicites en la proposició següent, per tal que siguin 
fácilment implementables. 

7.3.5 Proposició. Siguin O C H un ordre quaterniónic i A C Q(\/á) l'or
dre quadratic de conductor m. Fixem una base normalitzada B = {1, T ; 2 , U S , ^ 4 } 
de O. Una immersió (p G X{0,A) es determina de forma efectiva a partir 
deis apartats següents. 

(i) Sigui {x,y,z)en(nz+20,3,-DA;Z). 

5í á s 2,3 mod 4, aleshores íp(Vd) = (—fj£Í!ííl A J L 
\ 2m m m m J 

dir, 
JO,—, —, —) si O és parell, 
\ m m m/ B 

; es a 
B 

9 (%/á) = 
/ ^ X y z\ 
i __—^ —^ —^ — 1 sz O es señar. 

< \ 2m m m mJ B 

Si d = í mod 4, aleshores <p{Vd) = 

dir, 

0tr (u4) 2x 2y 2z\ 
: es a 

/ 2x % 2£\ 
\ m m m J Q 

f-z 2x 2y 2z\ 

si O és parell i2m, 

si O és señar. 

(ii) Suposem d = 2,3 mod 4. Sigui {x,y,z) G 7Z{no,3j-dni?]Z). Alesho
res, 

tp (^/á) = 
\ m m m/B 

/ X y z —2x'\ 
^ \ m ' m ' m ' m 

si O és parell, 

si O és señar. 

Suposem d = 1 mod 4, Sigui (x^y^z) G TZ (nQ^^,m'^^^-^;Z^. Alesho-
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res, 

(Vá) = 

r /o 2x % 2 . x 
\̂  m m ni J g 

m m m \ m 

O és parell i 2\m, 

si O és señar. 
/ / B 

(iii) Sigui ix,y,z) e % {n^S',?'\m'^^^;'l). 
5¿ tZ = 2,3 mod A, aleshores 

(v^) = 
(o,—,—, — ) si O és parell, 
\ m m m/B 

< 

(--2d,^,-,-2(--2d)) si O és señar. 
\ \m m m \m JJB 

Si d~l mod A, aleshores 

^iVd) = 

0̂ ^ ^ — ' 

. m m m \ m . 

si O és parell 

i m és parell, 

si O és señar. 
y B 

(iv) Sigui {x,y,z) G U (n'¿'^^\ z). 
Si d=2,Z mod A, aleshores 

iVd) 
o, —, —, —) si o és parell, m m m/ B 

f — - 2dm, —, —, - 2 f — - 2dm) ) si O és señar. 
K \m m m \m J/B 

Sid=l mod 4, aleshores 

{Vd) = 

f /" 2£ % 22^ 

m m m / B 

'2x 2y 2z ^(2x 
— dm, —, —, —2 dm 

m m m Km /B 

si O és parell 

i m és parell, 

si O és señar. 
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En el cas deis ordres parells, els resultats s'expressen de manera mes simple 
en el coroMari següent. 

7.3.6 CoroHari. Sigui O un ordre parell d'una Q-álgebra de quaternions H 

DEMOSTRACIÓ: Considerem la base {l,mw} de l'ordre quadratic A, amb 
iu = Vds\d = 2 , 3 mod 4, i w = si (/ = 1 mod 4. 

Resseguint els detalls de la demostració de la proposició anterior, tenim que 
la immersió es defineix a partir de [x, y,z) EfZ (nz+20,35 —D\; Z). De forma 
natural, aquesta representació es correspon amb un element e £ Z + 2C, 
imatge d'un element de l'ordre quadratic. Si utilitzem la relació d'aquest 
element amb y/d, deduím l'expressió de 'p{\/d) en funció de la representació, 
la qual depén del valor de cí a 'L¡4'L, tal com es troba expressat en l'apartat 
(i)-
Els resultats de l'apartat (ii) es dedueixen directament de l'expressió de la 
immersió en la base {l,mit;} de A. Recordem que, per a definir la immersió, 
ens cal donar a; = <f{mw) G O. Per construcció de no,3 i n^oh ^i^° equival 
a trobar un element {x,y, z) de 7Z {no,3, —dm'\'L) o de 7̂  {^^o^i ^^^Í^^ ; 
depenent de si c? = 2,3 mod 4 o d = 1 mod 4, respectivament. Aleshores, 
íü = (/,í/2, x, y, x) si O és parell, i LO = (x, y, x,/i — 2a;) si O és señar, on = O 
si d = 2,3 mod 4, i = m si d = 1 mod 4. D'aquí deduím les expressions 
de ip{y/d) indicades en l'apartat (ii). 

Considerem ara la base { l , m ^ ^ + / ^ } de A. Una immersió es determina en 
fixar u! = íp ̂ m^^"^^^/^^. Aixó equival a trobar una representació {x,y,z) 

del conjunt Tí ^nQ^^^^m^ '£^_ Obtenim que u> = [mDpI2,x,y,x) 
si O és parell, i u = (a;, y, a;, mD^—2a;) si O és señar, cf. 6.1.16. En explicitar 
la base de A en funció de d, deduím les expressions de <p{-s/d) indicades en 
l'apartat (iii). 

L'apartat (iv) és l'análeg de l'apartat (iii) si fixem a l'ordre quadratic A la 
base | l , m ^ ^ t ^ ^ | . Notem que varia ben poc. En aquest cas, la immersió 

</? es determina en donar cu = </? {m ( ^ A+^^/SI^ _ Aixó correspon a trobar un 

element de norma igual a i traga igual a D^', és a dir, un element 
de IZ ̂ "0̂ 3, Z^. De forma análoga ais apartats anteriors, només cal 
aíUar (p{\/d), segons el valor de d a Z/4Z. • 
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( o , — , — , — s id = 2,3 mod4, \ m m mJ n 

{ O, — , —, — si d = l mod 4 í m es parell, 
\ m m m J g 

o, equivalentment, 

, ( V 5 ; ) = ( o . ? ^ , ? í . H i ) , 
\ m m m J g 

on (a;, y, z) pertany a algún deis conjunts seguents: 

(i) ninz+2o,3,-DK;I>). 

(n) n(no,3,-dm^;Z), sid = 2,3 mod 4; 

n ( n g , m 2 i i ^ ; z ) , si (i = 1 mod 4. 

( i v ) 7 ^ ( n ^ ^ 3 ^ ^ M z 5 ^ ; Z ) . • 

7.3.7 Proposició. ^¿^mn O i A orares de H i F = Q(%/5), respectivament 
Siguin p i Q les apKcacions definides a 7.3.3. Aleshores/ 

(i) La restricció de p dona una bijecció 

p* : r ( 0 , A ) - ^ 7 ^ * { n z + 2 o , 3 , - D A ; S ) . 

( i i ) La restricció de g dona una injeccié 

^ * : r ( 0 , A ) - 4 7^*(no,4,nA.2;2). 

DEMOSTRACIÓ; Suposem que A és l'ordre de conductor m i fixem la base 
{1, mw}, on {1, w} és una base de l'anell d'enters Ap. Fixem també una base 
normalitzada B = {l,V2,V3,V4} de l'ordre quaternionic O. 

i fixem una base normalitzada B de O. Siguí A C F = Q(\/^) Vorive de 
conductor m. Aleshores tota immersió íp de A en O és de la forma 
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Sigui ip G I*{0,A) donada per (p{mw) = uj. Aleshores, per 7.3.3 tenim 
definit p{ip) = {x,y,z) G 7?. ( 7 1 2 + 2 0 , 3 , - - D A ; Z ) tal que, aphcant 7.3.4, 

Vm — z tr(ü4) \ 
,x,y,z on í' = 

0 si d = 2,3 mod 4 
1 si d = 1 mod 4. 

Sigui 5 G Z tal que s\mcd{x,y,z). Considerem un enter / tal que / = 
'•'"-y*̂ "̂̂ ^ mod s i prenem l'element ^ = \ (^^11:=^^ - l, x, y, 2 ) ^ , el qual 

pertany a l'ordre O perqué té totes les coordenades enteres. És ciar que ^ = 
íp ( ~ ^ ) • Per tant, com que ip és una immersió optimal, ha de ser ^SIÍLZL g j^^ 
la qual cosa ens diu que s = 1. Així, {x,y,z) G 11* (nz+20,3, —-DA ; Z) , com 
volíem demostrar. 

A la inversa, sigui {x,y,z) G TV (712+20,3,—-DA; Z). Per la bijecció de 7.3.3, 
aquesta representació es correspon amb la immersió (p G I ( 0 , A ) donada 
per (p{mw) = (^'^"^~^^^^"'^\x,y,z^ , on r = O si J = 2,3 mod 4, i r = 1 si' 
d = 1 mod 4. Volem veure que ¡p és una immersió optimal. Suposem que 
(p{k -f smw) G O amb A;, s G Q; hem de veure que fc, s G Z. Per definició de. 
9?, tenim que 

ipik + smw) = í fe 4- s{rm — 2rtr(u4)) 
, 5a, sb, se 

on s = ^ amb mcd(si,S2) = 1- Aleshores, deduím que S2|mcd(s5Í/,2) = l i, 
per tant, 5 G Z. Llavors també son enters els nombres 

, s{rm — ztT{v4)) . s{rm — z ti:{v4)) 
k I 1 T , 

d'on resulta fc G Z. Així, cp G I * ( 0 , A), la qual cosa completa la demostrado 
de (i). 

Per a provar (ii), considerem <p G X*((9,A), donada per (p{mw) = uj. Hem 
definit ^(í^) = P G 7?.(no,4,KA,2; 2 ) , on P és la matriu donada per l i u; 
expressats respecte de la base de O fixada; és a dir, 

'rm — zix{v^ \ 
,x,y,z 

/ B 

11 rm-ztx(vi) \ 11 2 

0 X 

0 y 
\ o ^ 1 

on r = 0 si d = 2,3 mod 4, i r = 1 si d = l mod 4, per algún (x, y, z) G 
7^(HZ+2CJ,3, — D A ; Z ) . Comprovem que el máxim comú divisor deis menors 
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DEMOSTRACIÓ: Siguí LO = (P{MW) € O. En 7.3.4 s'obté una expressió 
explícita de tu en fundó de x,y,z i és fácil veure que —-oj 6 C?, ja que 

m' = medía:, y, z). Així, (p (-^w) = -i-w € O. Aixó ens diu que (p (—w) 

és un enter de H i —-w, un enter de F. Com que w és un element primitiu 

de l'anell d'enters Ap, és ciar que — 6 Z. Així tenim definida una immersió 
m' 

^eX{0,A'). 
Cal veure que 9? és una immersió optimal. La bijecció de 7.3.3, per a l'ordre 
quadrátic A', dona que PK'{^) = -^{x^y.z) 6 TV (nz+2C>,3, - -^A ' ; Z). Per la 
proposició 7.3.7, l'anterior ens assegura que 9 € A'). • 

A continuado, explicitem la forma nórmica ternaria n2+2a,3 de families d'or-
dres O d'Eichler. 

7.3.9 Lema. Siguin OQ{1,N), OM{1,N), OA{2P,N) iOsipq.N), els ordres 
íl ~l\ 

d'Eichler de nivell N de les algebres M(2,Q), - — - , F^(p) i HB{p,q), 
\ Q / 

respectivament, donats en 1.2.35. 

{l) m+^OMÍI,N),3 = -iNXY-Z\ 

(ii) nz+20^i2p,N),3 = - 4 p X 2 - 4pXZ + 4N^Y^ + iNYZ + (1 - 2p)Z\ 

(iii) nz+20s{m,N),3 = -ipN^X^ - ApNXY + p{q ~ l)Y^ - qZ\ • 

7.3.10 Lema. Sigui H una álgebra de quatemions no ramificada. Siguin 
0( l , iV) C C(1,M) dos ordres d'Eichler de H de nivell N i M, respectiva
ment, M\N. 5 í m c d ( m , f ) = 1, aleshoresX\0{l,N\A) CX*{0{1,M\A). 

2 X 2 de P és igual a mcd{x,y,z) = 1. Pero a l'apartat anterior, com 
que (P G J*(C,A), ja hem provat que mcá{x,y,z) — 1. Per tant, P 6 
"7̂ * («o,4) WA,2; 2)) com volíem veure. • 

7.3.8 Lema. Siqni IP € X{H,F). Siguin O C H un orive qnatemiónic i 
A C F l'ordre quadrátic de conductor m. Suposem que (P € I ( 0 , A ) , de 
manera que p\{^) — (a, y^z) ElZ {nz+20,3, —DA', Zl), on denota la bijecció 
de X{0,A) a 7l{nz+20,3,-DA;Z). Posem m' = m.cd{x,y,z). Aleshores 

771 

tenim que (P € X*{0,A'), on A' és l'ordre quadrátic de F de conductor —-. 
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DEMOSTRACIÓ: Per 7.3.5, una immersió A en un ordre O equival a una 
representació de m'^n{w) per no,3 o 3 , depenent de D A niod 4. En ambdós 
casos, és ciar que, si (xo, j / 0 , 2 0 ) és una solució per a l'ordre de nivell N, 
( .To , ^yo-, zo) és una solució per a l'ordre de nivell M. 

Comprovem la condició sobre la primitivitat. Suposem mcd(so,yo,2ro) = 1 
M-

i posem s = mcd(xo, ^ ^ 0 , 2 : 0 ) ; així, s = mcd(xo, ^,zo); en particular, s 
Substituint la representació obtenim s|m, pero per hipótesi mcd(^,m) = 1; 
per tant, s = 1. • 

7 . 3 . 1 1 Exemples. Considerem l'álgebra de quaternions no ramificada H = 
M ( 2 , Q ) i els ordres Oo(l, 1) = M ( 2 , Z ) i C>o(l, 5 ) , maximal i d'Eichler de ni
vell 5, respectivament. Sigui F = Q ( \ / ^ ) i considerem els ordres quadrátics: 
A(m) = Z [ l , mu;] per a m = 1, 2, 5, 6, on Í/; = Calculant elements deis 
conjunts de representacions sobre Z de 1, 4, 25 i 36 per les formes nórmiques 
ternáries no(i,i),3ÍX,Y,Z) = -X^ - YZ i no( i ,5) ,3 (X, F, Z) = -X^ - ñYZ, 
obtenim les immersions (ps € X{H,F) donades per ^s{w) = W j , 1 < s < 9, 
on 

w i : = 

(JO2 

0J3 := 

u}4 := 

W 5 : = 

W 6 : = 

0 
1 /2 

2 - 2 \ 
5 / 2 

0 - 3 / 2 
2 / 3 0 

üjj := 

:= 

1/3 - 4 / 3 \ 
5 /6 - 1 / 3 ) 

( 1 /5 - 1 3 / 5 \ 
\ 2 / 5 - 1 / 5 ) 

Aleshores, considerem els conjunts d'immersions possibles variant els ordres 
quadrátics i els ordres quaterniónics, entre els considerats en el parágraf 
anterior. En la taula següent mostrem quines immersions de les donades 
pertanyen ais conjunts d'immersions considerats. Assenyalem amb el símbol 
• les caselles que determinen una immersió i un conjunt d'immersions al qual 
la immersió pertany, i amb el símbol — els casos que no satisfan aquesta 
condició. 
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¥ 1̂ 92 <P3 95 Ve 98 9̂ 
2(0(1,1) ,A(-1,1) ) • m m 

R ( ( ! ? ( L , L ) , A ( - L , L ) ) • • • 
I (0 (1 ,1 ) ,A( -1 ,2 ) ) • — — — — 

R ( 0 ( L , L ) , A ( - L , 2 ) ) — — • m — — — — 
I (0 (1 ,1 ) ,A( -1 ,5 ) ) • • • — — — — • • 
R ( 0 ( L , L ) , A ( - L , 5 ) ) t • 
2(0(1 ,1) ,A( -1 ,6) ) • _ — 
R ( 0 ( L , L ) , A { - L , 6 ) ) — — — — • • _ — 
X(0(1,5) ,A(-1,1)) • 
R ( 0 ( L , 5 ) , A ( - L , L ) ) • 
J(0(1,5) ,A(-1 ,2) ) — — • — • — — — 
R(C?(L ,5 ) ,A( -L ,2 ) ) — — — • _ — — . 

I(C?(1,5),A(-1,5)) — • • — _ — — — • 
R{C?(L ,5 ) ,A( -L ,5 ) ) — • — — — — • 
J(0(1,5) ,A(-1 ,6) ) — _ • — • — • — — 
R ( C ( L , 5 ) , A ( - L , 6 ) ) • 

7.3.12 Exemples. Considerem l'álgebra de quaternions ^"^(7) = (J'Q^^ 

i l'ordre maximal 0 ^ ( 7 , 1 ) = Z[l,¿,j,i±i|i±ü]. Siguí F = Q ( v ^ ) i posem 
w = V—í- Consideren!els ordres quadrátics: A(—1,1), A(—1,3) i A ( - l , 15). 
Considerem les immersions 9s € I ( Í Í A ( 7 ) , F ) , donadas per (psi^) = u;^, 
s = 1,... ,4, on := j , W2 : = 3i + 8j, := 1/3? + 4/3j , u)4 •= 1/15¿ + 
22/15j + 2/5ij. Per a obtenir-les, hem considerat representacions de 1, 9 i 
225 per la forma nórmica ternaria 110(^14^1)3{X,Y,Z) = —13X^ + 14X1^ — 
2XZ -7Y^ + Z\ 

91 92 ¥'3 94 

J ( 0 ^ ( 7 , 1 ) , A ( - 1 , 1 ) ) • • — — 
R ( 0 4 7 , L ) , A ( - L , L ) ) • • — — 
J ( 0 4 7 , 1 ) , A ( - 1 , 3 ) ) • • • — 

R ( 0 ^ ( 7 , L ) , A ( - L , 3 ) ) — — • — 
Z ( E ? ^ ( 7 , L ) , A ( - L , 1 5 ) ) • • • • 
R ( C } 4 7 , L ) , A ( - L , 1 5 ) ) — _ — • 

7.3.13 Proposició. Signi O un ordre quaterniónic amb una base normalit-
zada B fixada. Aleskores, tenim un komomorfisme de grups 

/ í : N o r ( ( ! ? ) - ^ G L ( 3 , Z ) , 

el qual factoritza en un monomorfisme K : Nor(C)/Q* M- GL(3, Z ) . 
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1 * \ / 1 1 * 
0 ) \ 0 ) \ 0 SI. 

on les entrades de * están determinades per la resta de la matriu. D'aquí 
deduim la relació que volíem. 

Finalment, vegem com factoritza K . Suposem que tenim que K ( ( T ) = Sk,. 
coincideix amb K{a') — 5^3. Aleshores, tenim que Sk,^ = 5̂ ,4. Per tant, les 
bases {cr')~^Ba' i <x~^Bcr son la mateixa. Aixó ens diu que {a')~^va' = (T~^vcr 
per a tot u € H, i d'aquí deduim que a'a~^ commuta amb tots els elements 
de H; per tant, a'a~^ és un element de Z{H) ~ Q invertible. O 

7.3.14 Proposició. Siguin (p G T{0,A) i cr € Nor({!}). Aleshores, 

p*{ip') = K{ff)p*{ip) a TV (nz+20.3, ~ Í ? A ; S ) . 

DEMOSTRACIÓ: Considerem p*{(p) = (a;,y, 2) i p*{(p'') = {x',y',z'), on 
(a;,!/,2r), {w',y\z') € 11* {nz+20,3,~D\;Ii), Per la proposició 7.3.3, si fi-
xem la base {l,mw} de A, tenim que ÍO := ip{mw) = (A,a;,y, 2)0 i u)' := 
^^{mw) = iX',xW,ñB, on A := ^^^^^^f^ i A' = ^^2=^^. Per definido, 
íp'^{a) = a~'^(p{a)a, per a tot a € F; per tant, considerem a = mw i obtenim 
quew' = cr~ âjcr. Explicitem aquesta relació. 

Considerem B' la base obtinguda en conjugar B per cr. Aleshores, per la 
relació anterior, les coordenades de w' respecte de la base B' coincideixen amb 
les coordenades de u respecte de la base B; és a dir, oj' = {X\x',y',Z')B = 
(A, a;, y, z)^'. Si ho escrivim matricialment, amb 5*̂ ,4 la matriu de canvi de la 

DEMOSTRACIÓ: Definim l'aplicació K. Sigui cr £ Nor(C?). Siguí B' la base 
obtinguda a partir de B conjugant per cr, que és també una base normalitzada 
de C, cf. 1.2.12. Sigui Sk,4 la matriu del canvi de base de 6' a 5, on /i = 1 si 
0 és señar i fe = O si O és parell. Com que ambdues bases son normalitzades, 
la matriu Sk,4 satisfa les condicions de 1.2.11 i determina unívocament una 
matriu Sk,3 € GL(3,Z). Definim «(er) := 5̂ ,3. 

Vegem que és un homomorfisme. Es ciar que, si considerem cr = 1, aleshores 
tenim que B' = B i, per tant, Sk,3 és la matriu identitat. Siguin = 5fc,3 
1 K(<r') = S¿ 3. Considerem l'element <J(T'. Si denotem per S'¿^^ la matriu del 
canvi de base corresponent a la conjugació per l'element crcr', aleshores tenim 
que K{aa') — S'l.¡. Cal veure que Ŝ '̂  = Sk,3S'y.^^. En efecte, és ciar que tenim 
la relació S'l^^ = Sk,iS'f.,{, és a dir, 
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deduim que 

( X' \ 
X x' 

y y' 
\z J K^' ) 

í x \ 

Sk,3 y 

Sk,4 = 

f x'\ 
y' 

' 1 * 
^ 0 

Ara bé, per la definició de l'aplicació K de la proposició anterior, la relació 
obtinguda és precisament p*{^'^) = K{(j)p*{ip). • 

Notem que no podem afirmar que dues representacions que estiguin relacio
nados per una matriu Q € GL(3, Z) provinguin d'immersions equivalents, cf. 
1.1.17. Cal afinar l'equivaléncia en el conjunt de representacions. 

7.3.15 Notació. Donat G un subgrup de Ñor O, denotem per K{G) el sub
grup de GL(3, Z) imatge del grup G per l'aplicació anterior. Així, podem 
considerar el conjunt quocient TZ* {nz+20,3,—DA]I') ¡K(G). El seu nombre 
d'elements, si s'escau, el denotarem per r* {O, A; G); és a dir, 

r* im+2o,3,-DA; ( ? ) : = Ü TI* {nz+20,3, - D A ; ^ ) / i ^ { G ) . 

7.3.16 Teorema. Siguin O C H un ordre quaterniónic i A.{d,m) un ordre 
quadrátic. Sigui G un grup, O* C G C Nor(0). Aleshores, hi ha una bijecció 

^: X*iO,A)¡G TV (nz+20,3, - D A ; Z ) / « ( ( ? ) . 

DEMOSTRACIÓ: Només cal utilitzar la proposició 7.3.14 anterior i el fet que 
l'aplicació p* és bijectiva, vist a 7.3.7. 

Efectivament, siguin Tp = ip' £ I*{0,A)/G; aleshores existeix cr € G tal que 
(p' = ip<^. Per la proposició 7.3.14, tenim que p^i^p"^) — K{a)p*{<{f\, per tant, 
obtenim la igualtat p^i^p") = p*[}p) a 71* (722+20,3, - D A ; Z ) ¡K{G). 

A la inversa, considerem dues representacions de TV ( «2+20,3, —DA; Z ) . Po
dem suposar que són p*(y) i p*{<-p'), ja que l'aplicació p* és exhaustiva. Su
posem que p*{ip) - p*{ip')\ és a dir, suposem que existeix cr € G tal que 
p*{íp') = K{a)p*{ip). Aleshores, tenim que p*{(p') = p*{íp'') i la injectivitat de 
p* assegura que (p' = (p'^. O 

base B' a la base B, 
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7.3.17 CoroWari. Siguin O C H un ordre quaterniónic, A{d,m) un ordre 
quadrátic i G un grup O* C G C Nor(O). Aleshores, el nombre de K { G ) -
classes de representacions primitives de —D\ per a la forma ternaria nz+20,3 
és 

r* ( n z + 2 0 , 3 , - D A ; G ) = KO,A;G'). • 

En la secció 7.5 mostrem taules amb les formes nz+20,3 i els nombres de 
classes r* {ni^20 3, —-DA", O*) calculats per a ordres d'Eichler O de les algebres 
ií^(3), í í f l ( 2 , 5 ) > A ( 7 ) Í Í Í B ( 3 , 5 ) . 

7.4 Classificació de formes bináries associa
des a ordres quaterniónics 

En aquesta secció, relacionem els conjunts d'immersions d'ordres quadrátics 
en ordres quaterniónics amb conjunts de formes quadratiques bináries. En 
primer lloc, enunciem les bijeccions de conjunts corresponents, i remarquem 
la relació amb el conjunt de representacions per formes ternáries de la secció 
anterior. Aixó ens permet introduir un concepte de primitivitat en les formes 
bináries considerados i una relació d'equivaléncia. 

7.4.1 Notació. Sigui H una Q-álgebra de quaternions. Donat un ordre 
O C H, mo denota el denominador de l'ordre, cf. 1.2.13. Recordem la 
notació utilitzada per al conjunt de formes quadratiques bináries associat a 
un ordre quaterniónic O, 

HO) := {fo{u}) lueOnHo}. 

Donat un ordre quaterniónic O i un ordre quadrátic A, posem 

-HÍO, A) := { / G ^ (O) : deti(/) = - D A } . • 

7.4.2 Proposició. Siguin O C H un ordre quaterniónic i A{d,m) un ordre 
quadrátic. Aleshores, la correspondencia 

f : ! ( ( ! ? , A) —> H{Z + 20,A) 

és una bijecció. 
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DEMOSTRACIÓ: Posem O ' := Z+20. Per la proposició 7.3,3, cada immersió 
(p € X{0,A) es correspon amb un element e € C ' de n(e) = —DA i tr(e) = O, 

_ í V'(2mv/d) si ¿ = 2,3 mod 4, 
\ <p{m\/d) si d = 1 mod 4. 

Ho podem expressar posant e = ip{y/D\). Per la proposició 6.3.6, cada un 
d'aquest elements de O' f) HQ es correspon bijectivament amb una forma 
quadrática binaria de 71(0', A). O 

7.4.3 CoroMari. Tenim una bijecció entre eb conjunts TZ (nz+20,3, —D^', Z ) 
i H.{Z + 20, A), donada per ^ := f o p~^, on p és la bijecció donada a 7.3.3. 
O 

7.4.4 Definició. Considerem el subconjunt de formes quadrátiques bináries 
de H(Z + 2 0 , A), definit per 

W ' ( Z + 2 C ? , A ) : = f ( r { 0 , A ) ) . 

Les formes bináries que pertanyen a W{Z + 20, A), les aatomenem formes 
bináries {O, A)-primitives. 

7.4.5 CoroHari. Les bijeccions f i p. anteriors es restringeixen a les bijec-
cions: 

f : r ( 0 , A ) —> « * ( Z + 2 0 , A ) , 

^ * : 7 ^ ( n z + 2 o , 3 , - D A ; 2 ) —> ^ * ( Z +2C?, A) .0 
7.4.6 Definició. Siguin O C i í un ordre quaterniónic i # : H M- M ( 2 , R ) 
una immersió fixada. Definim l'aplicació: 

$ : Nor(O) —> {P € GL(2 ,R) : det P = ± 1 } 

Sigui G un grup, C? C Nor(O). Anomenem grup d'homografies quaternióniques 
definit per G el grup Va := imatge de G per l'aplicació # anterior. En 
particular, si {? C 0 % aleshores #(C?) = $((?). Si O és un ordre d'Eichier de 
nivell N en una Q-álgebra de quaternions indefinida de discriminant i?, per 
& G = 01 obtenim Ta — T{D, N), el grup d'homografies quaternióniques 
definit a la secció 2.3. • 
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7 . 4 . 7 Teorema. Siguin O C H un ordre quaterniónic i A(d,m) un ordre 
quadratic. Sigui G C Nor(C>) un grup. Aleshores, la bijecció f de 7.4.2 
indueix una bijecció entre els conjunts de classes 

F: T{0, A)/G %'{!. + 2 0 , A)/rG. 

DEMOSTRACIÓ: Cal comprovar que Í^,< '̂ 6 I ' ( 0 , A ) son (?-equivalents si, i 
només si, riv)ií*{v') € "H'ÍZ + 20,A) son Fo-equivalents, ja que f* ja és 
una bijecció. Posem a = y/D\. 

f{ip'') = f^^<'(a)) = h(<r-^<p{a)^) = f^cr)-i^v(<='))^<T)• 

Si ara apliquem el lema 2.2.8, obtenim que l'expressió anterior és igual a 

Posem P : = ^ ( < 7 ) i tenim efectivament f*((^') = P*f*(v?)P. Com que l'apli
cació é és exhaustiva sobre VQ, deduím la bijecció. O 

7 . 4 . 8 Notació. Siguin O C fí un ordre quaterniónic i A C F un ordre 
quadratic. Fixem un grup G C Nor(O). Denotem per h{0,A; G), si s'escau, 
el nombre de classes del conjunt de formes binarles (O, A)-primitives 4-
2 0 , A ) / r G . 

En particular, si O = 0{D,N), A = A{d,m) i G = 0{D,N)*, utiUtzem 
també les notacions següents: 

B.{D,N,d,m) := n'{0{D,N),A{d,m))¡To[D,N)' 
h{D, N, d, m) := | E{D, N, d, m). 

7 . 4 . 9 CoroMari. Siguin O C H un ordre quaterniónic, A{d,m) un or
dre quadratic i un grup G C Nor(O). Aleshores, el nombre de classes de 
formes bináries de 'H(Z + 20,A), {O, K)-primitives, per la relació de V G -
equivaléncia, és 

h{0,A',G) = p{0,A;G).a 

A continuació, considerem ordres d'Eichler d'álgebres de quaternions no ra
mificades, poc ramificades de tipus A i poc ramificades de tipus B. Per 
a aquests, en les proposicions següents explicitem els conjunts de formes 
bináries i les bijeccions anteriors. En primer lloc, obtenim el lema general 
següent. 
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7.4.10 Lema. Sigui O un ordre quaternionic d'una álgebra de quatemions 

H = ( ) indefinida. Suposem a > O i fixem la immersió <& : i í 
V Q / 

M ( 2 , Q ( v ^ ) . Aleshores, 

niZ+20) c í — (6(A2 - XsVE), -2Aiv^, -{X2 + X^VE)) : Ai, A 2 , A3 G z } 

DEMOSTRACIÓ: Per a un quaternió pur e G (Z + 20) f) HQ, tenim en general 
que 

#(e) = 
mo 

a ¡3 ( Al-y/a X2-\-Xz^/a 
\ b(3' a' J mo\ b{X2 - Xzy/á) -Xi^/a 

on a,/3 € Z[i/a] i tT{a) = O, i Ai, A 2 , A 3 G Z . La forma quadrática binaria 
corresponent és 

h{e) = W, -2a, -13) = — (6(A2 - Aav^), -2Aiv^, - A 2 - X^V^) . • 
7TÍCJ m0 

7.4.11 Teorema. Considerem Válgebra no ramificada H = M(2, Q) i Vordre 
O = OQ{1,N), que és un ordre d'Eichkr de nivell N. Sigui A = A{d,m) un 
ordre quadrátic qualsevol. 

(i) U{Z + 2C>o(l, iV), A) = { / = 2(Ara, 6, c ) : a, 6, c G Z, detj(/) = -D^} 
44 { / = {Na,b,c):a,h,c G Z, detaí/) = - í ? a } . 

(ii) Sigui ¡Jo la bijecció de 7.4.3. Aleshores: 

tio'.n{n^+20o{m,3,-DA;Z) — > n{I> + 20o{l,N),A) 
{x,y,z) h-> 2{Ny,-x,-z). 

(iii) El conjunt de formes bináries H*(Z+ 20o(l, N)jA) és igual a 

{2{Na,b, c) G nil> + 200(1, N),A)'. mcd(a, 6, c) = 1} . 

DEMOSTRACIÓ: Calculem ^ ( Z + 20o(l, iV)). Es comprova que 

. + 20o{l,N))nHo = X 2y 
\ 2Nz -X J : x,y,z el>>. 
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Per a cada tú e (Z + 20o{l,N)) D HQ, tenim que = {2Nz, -2x,-2xj). 
Per tant, 

n{Z + 20o(l,N)) = {2{Na,b,c) : a,b,c eZ} 
n(Z + 20o{l,N),A) = {g = 2{Na,b,c) : a,6,c € Z , deti(^) = - D ^ } . 

Ara bé, si considerem / = ^g, tenim que d e t 2 ( / ) = deti(fif) = - D A - Així, 

n{l, N,d,m) ~ { / = {Na,b,c):a,b,ceZ, de^) = - D A } . 

Sigui {x,y,z) € (n2¡4.2C»o(i,iV),35 — D A ; Z ) . Pels resultats de la secció an
terior, aquesta representació ens determina l'element e = (2^¡. l^.) G Z -f 
2Co(l,A'') n HQ, de norma n(e) = — D A - La forma binaria corresponent a 
aquest element és /$(e) = 2(iVy, —x, —z). 

Suposem que {x, y, z) G TV (n2+20o(i,iv),3, - D A ; Z ) ; és a dir, mcd(a;, y,z) = l. 
Aleshores, és ciar que la forma binaria donada per la bijecció de l'apartat 
anterior, / = 2{Ny, —x, —z) = 2{Na, b, c), satisfá que mcd(a, b, c) = 1. • 

7.4.12 Teorema. Considerem l'álgebra de quaternions HA{P) i l'ordre d'Eich
ler OA{2P,N) = Z [l,z',iVj,i±iii±^] de nivell N, per a N\?-^ Iliure de 
quadrats. Sigui A = A{d, m) un ordre quadrátic qualsevol. 

(i) El conjunt de formes bináries ̂ {Z -1- 20^(2p, A''), A) és igual a 

{ / = (a -f- by/p, 2cy/p, a — b^/p): a, 6, c G Z , a = 6 = c mod 2, 
N\a + b, deti(/) = - D A } . 

( i i ) Sigui fiA lo, bijecció de 7.4.3 entre els conjunts TZ {nz+20AÍ2p,N),3} — D A ; Z ) 
i %{Z -|- 20A{2P, N),A). Aleshores, ^ A está donada per 

IÍA{X, y, z) = {-{2Ny + z) + z^, ~2{2x + z)yfp,-{2Ny + z) - z^). 

(iii) El conjunt U*{Z + 20^(2p, A^), A) és igual a 

{{a + b^,2c^, a-b^)e U{Z -f 2C?^(2p,N), A) : 
m c d ( ^ , ^ , 6 ) = l } . 

DEMOSTRACIÓ: En primer lloc, calculem 7^(Z -l- 20A{2P, N)). ÉS immediat 
comprovar que $ ( Z -f 2C^(2p, N)) fl HQ és igual a 

[ ( (2y + í ) ^ (2iV. + t) + í v ^ \ 1 
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Per tant, el conjunt de formes bináries 7í{Z + 20^(2p, N)) és igual a 

{{-{2Nz + t) + ¿VP, -2(2y + í ) ^ , ~{2Nz + í) - Í^P) :y,z,teZ}. 

Si posem a = —{2Nz + i ) , b = t i c = ~{2y + i), obtenim les condicions 
de divisibilitat donades a l'expressió de l'apartat (i): a = b = c mod 2 i 
N\a + b. 

Sigui (x^y^z) € Tí (H24-20^(2P,ÍV),3T —DA; 2 ) . Pels resultats de la secció ante
rior, aquesta representació es correspon amb l'element e € ( Z - f 20^(2p, iV))n 
fio C O, de n(e) = —Í?A, donat per e = (0,a;,t/,2:)Bí = {—z,2x,2y,2z)B = 
— 2 + (2x -I- z)i + {2Ny + z)j -j- zij, on B i B' son les bases normalitzades 
fixades en els ordres 0^(2p, iV) i Z + 20A{2P, N ) , respectivament. La forma 
binaria corresponent a aquest element és 

/*(e) = {-{2Ny + z) + z^, -2{2x + z)^, ~{2Ny -f z) - z ^ . 

Suposem ara que (x, y, z) € TI* (nz+20^(2p,iV),3, - D A ; Z ) ; és a dir, suposem 
que, a mes, tenim que mcd(x,y, z) = 1. A la forma binaria donada per la 
bijecció de l'apartat anterior, Ü fem els canvis de variable a = —{2Ny -f- 2 ) , 
6 = 2 i c = - ( 2x -f- 2 ) ; és a dir, x = y = i 2 = 6. Així, 
una representació primitiva es correspon amb una forma binaria de •H(Z -|-

20^(2p, N), A) que satisfá la condició mcd | ^ ••, b = 1. O 

En el conjunt de formes bináries %{% -|- 20^(2]), N)) tenim la condició que 
a, 6, c son de la mateixa paritat. En funció de la paritat del valor DA, deduím 
el coroliari següent. 

7.4.13 CoroHari. Situem-nos en les hipótesis de la proposició anterior. 
Aleshores, 

(i) D A = O mod 4 si, i només si, 7Í{Z + 20^(2p, N), A) és igual a 

= { / = (a + by/p,2cy/p,a - b^/p) : a,b,ceZ, parells, 
N\a-\-b,det{f) = -DA}. 

(ii) DA = 1 mod 4 si, i només si, 7í{Z + 20A{2P, N),A) és igual a 

= { / = (« + &\/P,2cy^,a - by/p): a,b,c eZ,a,b,c senars, 
N\a + b, det(/) = - D A } . 0 
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7.4.14 Teorema. Considerem ¡'álgebra de quaternions i ÍB (p ,g) i l'ordre 
Osipq^N) = Z [l,Ni,^^,^^ , per a N lliiíre de quadrats, que satisfaci 

mcd(iV,p) — 1 i ^1^"^—) ^s un ordre d'Eichier de nivell N. Sigui A un 
ordre quadrátic qualsevol. 

(i) El conjunt de formes bináries 'H['L + 20B{2P, N),A) és igual a 

{ / = (g(« + &yp), 2 c ^ , -a + h^) : a , 6 , c G Z , 
2Ar|c-5,deti(/) = - D A } . 

(ii) ¿"¿¿fUJ /ifl /a bijecció del coroliari 7.4.3 eníre el conjunt de les repre
sentacions TZ (W2+20B(M,ÍV),3) ~Dh; Z ) i el conjunt de formes bináries 
H(Z -f 20B(P3) N),A). Aleshores, ¡XB está donada per 

UBÍX, y, z) = (<7(z - yVp), -2{2Nx + y)^, -z - y^/p). 

(iii) La bijecció fis restringeix a una bijecció entre els conjunts de represen
tacions primitives Tí* {nz+20B(p<],N),3i Z ) i el conjunt de formes 
bináries [Osipq, N), A)-primitives ?^*(Z + 20fl(pg, N),A), on el con
junt n*{Z + 20BÍpq, N),A) és igual a 

{{q{a + b^), 2cyp, ~a + b^) € 7^(2 + 20B{pq, N),A) :a,b,ceZ, 
mcd(a,6,|^) = l } . 

DEMOSTRACIÓ : De manera análoga a la proposició anterior, calculem 'H(Z + 
20BÍpq, N))- Es comprova que (Z + 20BÍpq, ^)) ^ HQ és igual a 

(2i¥y + í ) ^ z-\-t^\ 
q{z-t^) -i2Ny + t)^) • y,z,t G 

Per tant, el conjunt de formes bináries associades, ?^ (Z + 20B(pg, iV*)), és 

{{q{z - ty/3), -2{2Ny + t)VP, ~z + ty/^): y,z,teZ}. 

Si posem a = z, b = —t 1 c = —{2Ny + t), tenim que a,fe, c G Z, amb la 
condició 2iV)c — b. Aixó demostra (i). 

Fixem a l'ordre O B ( P 9 , A^) la Z-base normalitzada B = { 1 , Ni, i ^ , i±¿} , i 
denotem per la base normalitzada que correspon a l'ordre Z -1-20B(P?, N). 
Sigui ( a ; , y , 2 ) G IZ {nz,^-20B(pq,N),3,-D\;Z). Aquesta representació es cor
respon amb l'element e G (Z -h 20B{pqyN)) D HQ C O áe n(e) = - D A , 
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e = {Q,x,tj,z)B' = {-z,2x,2y,2z)B = {2Nx + tj)i + zj + yij. Per 6.3.6, 
aquest element es correspon bijectivament amb la forma binaria 

fm = - F V P ) ' -2(2iVa; + y)^, -z - t / . ^ . 

Suposem que ix,y,z) € 11* {nz+20B(pq,N),3^ ~DA;I>); és a dir, suposem que 
mcá{x,y,z) = 1. Fem els canvis a = 2 , 6 = - y i c = —{2Nx + y) en la 
forma binaria donada per la bijecció de l'apartat anterior. Es a dir, tenim 
que z = —jj^y y = —b i z =i a. Així, la condició de representado primitiva es 

correspon amb la condició mcd ^,b,~—-J = 1, en funció deis coeficients 

de la forma binaria corresponent. • 

7.4.15 Remarca. En els teoremes 7.4.11, 7.4.12 i 7.4.14, mostrem explí-
citament els conjunts de formes bináries + 20{D,N),A) per algunes 
familias de valors de D i iV. Observem que aqüestes formes bináries teñen 
els coeficients en un anell quadrátic fixat a partir de l'álgebra de quaternions 
inicial. Així, tenim definida una condició de primítivitat en conjunts de 
formes bináries de coeficients en anells quadrátics, tot i que aquests anells 
quadrátics poden ser no principáis. • 

Els resultáis 7.4.7 i 7.4.9 ens donen aleshores una classificació d'aquestes 
formes bináries 0{D, iV)-primitives respecte de l'acció de Va- En particular, 
per a. G = tenim una classificació per l'acció deis grups d'homografies 
quaternióniques r{D,N) C SL(2,R) amb nombres de classes h{D,N,d,m) 
calculables. 

Resumim en el coroMari següent les iguaJtats de certs nombres de classes, 
resultat de les bijeccions establertes en aquesta secció i l'anterior. 

7.4.16 CoroMari. Siguin 0{D,N) un ordre d'Eichler de nivell N d'una 
álgebra de quatemions de discriminant D i A{d,m) C Q(%/á) l'ordre quadrá
tic de conductor m. Aleshores els següents nombres de classes coincideixen: 

(i) h{D,N,d,m), igual al nombre de To{D,N)'-classes deformes quadráti
ques bináries associaies a Vordre Z + 2Ó{D^N) de determinant igual 
a ~DA{d,m), {0{D, N), A{d, m))-primitives. 

(ii) r*{n^+20{D,N),3, -i?A(rf,r«); 0{D, N)'), igual al nombre de K{0(D, N)*)-
classes de representacions primiiives de —DA{d,m) per la forma nbrmica 
ternaria nz+20{D,N),3-
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7.5 Algoritmes i taules 

A continuació comentem els algoritmes referents ais resultats d'aquest capítol, 
implementats en el paquet Poincaré, i presentem taules amb cálculs explícits 
per ais nombres de classes i per a les formes ternáries i bináries associades 
ais ordres quaterniónics. 

En la instrucció hqqOr hem implementat l'algoritme de cálcul del nombre de 
classes d'immersions optimals d'un ordre quadratic en un ordre quaterniónic. 
Per a aconseguir-ho, ens ha calgut implementar altres instruccions com ara: 
hqqOrp, que dona el corresponent nombre de classes local; hOrF, per al nom
bre de classes d'un ordre quadratic; valp, per al cálcul de la valorado p-ádica; 
i Psip, que calcula una funció aritmética. 

Per tal de fer efectives les immersions hem implementat també algunes ins
truccions. Amb nBasisZ20r obtenim una base normalitzada de l'ordre Z -|-
20. La instrucció FindRepQr está preparada per a buscar representacions en 
el conjunt 7l{nx+20{D,N)-,-DA{d,m)', Z ) , a partir de la base de 0{D,N) i els 
parámetres d i m. Inclou també un argument opcional per tal de controlar 
la profunditat de la recerca, ja que el procés requereix forga cálculs. Donada 
una representació del conjunt anterior, les instruccions ImHRep i ImMRep ens 
donen la immersió corresponent, com a element de i í o bé directament com 
a matriu, respectivament. 

La instrucció belongNOr comprova si un quaternió pertany al normalitzador 
d'un ordre donat, per tal de fer efectiva l'aplicació « , implementada en la 
instrucció kappa. 

Finalment, les funcions lógiques isPrimbf A i isPrimbf B comproven si la 
forma binaria corresponent a un quaternió satisfá o no la condició de pri-
mitivitat definida en els conjunts de formes bináries corresponents a certs 
ordres d'Eichler de les algebres HA{P) i Í ÍB(P, q), respectivament. 

El primer bloc de taules, 7.1-7.5, mostra el nombre de classes h{D, N, d, m), 
utihtzant el coroMari 7.4,16. En la taula 7.1, donem els valors corresponents 
a ordres de les algebres no ramificades; observem que per al cas = 1, tenim 

(iii) ¡/(D, N, d, m; 0{D, N)'), igual al nombre de 0{D, N)*-classes d'im
mersions optimals de A{d,m) en 0{D,N). 

En particular, es poden calcular tots utilitzant 7.2.13 •. 
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que / í ( l , ! , ( / , m) = h{d,m), que és el nombre de classes de l'ordre quadrátic 
A{d,m). En les taules següents, tractem les algebres poc ramificades de 
discriminant D = 6,10,14 i 15 íins a certs vaiors úe N, di m. 

En el següent bloc de taules, 7.6-7.10, calculem les formes normiques ternáries 
"z+20(D , iV) per a ordres quaterniónics de 1'álgebra de quatemions no ra
mificada M(2,Q) i de les algebres de quatemions poc ramificades HA{^), 

HB{2,5), HAÍ7) l HBÍZ,5). 

Finalment, les taules 7.11-7.14 contenen l'expressió genérica de les formes 
binarles de coeficients reals de 7í{Z + 20), per ais ordres quaterniónics de les 
algebres de quatemions poc ramificades ífyi(3), f í j3(2,5), ÍÍA(7) i Í ÍB(3 ,5) 
del bloc de taules anteriors. 
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l^ula 7.1 Nombres de classes h{l,N,d,m) corresponents ais parámetres 
N < 10, \d\ < 5 Iliure de quadrats ¿ m < 5. 

N d m h 
1 -1 1 1 

2 1 
3 2 
4 2 
5 2 

2 1 1 
2 2 
3 4 
4 4 
5 6 

-2 1 1 
2 2 
3 2 
4 4 
5 6 

3 1 1. 
2 2 
3 3 
4 4 
5 6 

-3 1 1 
2 1 
3 1 
4 2 
5 2 

5 1 1 
2 3 
3 4 
4 6 
5 5 

-5 1 2 
2 4 
3 4 
4 8 
5 10 

N m 
2 -1 1 1 

2 2 
3 2 
4 4 
5 2 

2 1 1 
2 4 
3 4 
4 8 
5 6 

-2 1 1 
2 4 
3 2 
4 8 
5 6 

3 1 1 
2 4 
3 3 
4 8 
5 6 

-3 2 2 
4 4 

5 2 6 
4 12 

-5 1 2 
2 8 
3 4 
4 16 
6 10 

3 -1 3 4 
2 3 8 
-2 1 2 

2 4 
3 4 
4 8 

iV d m 
5 12 

3 1 1 
2 2 
3 6 
4 4 
5 6 

-3 1 1 
2 1 
3 2 
4 2 
5 2 

5 3 8 
-5 1 4 

2 8 
3 8 
4 16 
5 20 

4 -1 2 3 
4 6 

2 2 6 
4 12 

-2 2 6 
4 12 

3 2 6 
4 12 

-3 2 2 
4 6 

5 2 6 
4 18 

-5 2 12 
4 24 

5 -1 1 2 
2 2 
3 4 
4 4 



224 Cap. 7. Immersions i formes quadrátiques 

N d m /i 
5 4 

2 5 12 
-2 5 12 
3 5 12 
-3 5 4 
5 1 1 

2 3 
3 4 
4 6 
5 10 

-5 1 2 
2 4 
3 4 
4 8 
5 20 

6 -1 3 4 
2 3 8 
-2 1 2 

2 8 
3 4 
4 16 
5 12 

3 1 1 
2 4 
3 6 
4 8 
5 6 

-3 2 2 
4 4 

-5 1 4 
2 16 

N í/ m /i 
3 8 
4 32 
5 20 

7 2 1 2 
2 4 
3 8 
4 8 
5 12 

-3 1 2 
2 2 
3 2 
4 4 
5 4 

-5 1 4 
2 8 
3 8 
4 16 
5 20 

8 -1 2 2 
4 6 

2 2 4 
4 12 

-2 2 4 
4 12 

3 2 4 
4 12 

-3 4 6 
5 4 18 
-5 2 8 

4 24 

d m h 
9 -1 3 6 

2 3 12 
-2 1 2 

2 4 
3 10 
4 8 
5 12 

3 3 12 
-3 3 4 
5 3 12 
-5 1 4 

2 8 
3 20 
4 16 
5 20 

10 -1 1 2 
2 4 
3 4 
4 8 
5 4 

2 5 12 
-2 5 12 
3 5 12 
5 2 6 

4 12 
-5 1 2 

2 8 
3 4 
4 16 
5 20 
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Taula 7.2 Nombres de classes h{6,N,d,m) corresponents ais parámetres 
N < 20, \d\ < 10 Uiure de quadrats i m < 5. 

N d m h 
1 -1 1 2 

5 4 
2 1 2 

5 12 
3 1 1 

5 6 
-3 1 2 

5 4 
5 1 4 

5 20 
6 1 1 

5 4 
-6 1 2 

5 8 
-10 1 4 

5 20 
5 -1 1 4 

5 8 
2 5 24 
3 5 12 
-3 5 8 
5 1 4 

5 40 
6 1 2 

5 8 
-6 1 4 

5 16 
-10 1 4 

5 40 
7 2 1 4 

5 24 
-3 1 4 

5 8 

N d m h 
-6 1 4 

5 16 
-10 1 8 

5 40 
11 3 1 2 

5 12 
5 1 8 

5 40 
-6 1 4 

5 16 
-10 1 8 

5 40 
13 -1 1 4 

5 8 
3 1 2 

5 12 
-3 1 4 

5 8 
-10 1 8 

5 40 
17 -1 1 4 

5 8 
2 1 4 

5 24 
19 -3 1 4 

5 8 
5 1 8 

5 40 
6 1 2 

5 8 
-10 1 8 

5 40 
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Taula 7.3 Nombres de classes h{10, N,d,m) corresponents ais parámetres 
N < 20, \d\ < 10 Iliure de quadrats i m < 5. 

N d m h 
1 2 1 2 

3 8 
-2 1 2 

3 4 
3 1 2 

3 6 
-3 1 4 

3 4 
5 1 2 

3 8 
-5 1 2 

3 4 
7 1 2 

3 4 
10 1 2 

3 4 
-10 1 2 

3 8 
3 2 3 16 

-2 1 4 
3 8 

3 1 2 
3 12 

-3 1 4 
3 8 

5 3 16 
-5 1 4 

3 8 
7 1 4 

iV d m h 
3 8 

10 1 4 
3 8 

-10 3 16 
7 2 1 4 

3 16 
-3 1 8 

3 8 
-5 1 4 

3 8 
7 1 2 

3 4 
-10 1 4 

3 16 
9 2 3 24 

-2 1 4 
3 20 

3 3 24 
-3 3 16 
5 3 24 
-5 1 4 

3 20 
7 1 4 

3 20 
10 1 4 

3 20 
-10 3 24 

11 -2 1 4 
3 8 

d m h 
3 1 4 

3 12 
5 1 4 

3 16 
-10 1 4 

3 16 
13 3 1 4 

3 12 
-3 1 8 

3 8 
10 1 4 

3 8 
-10 1 4 

3 16 
17 2 1 4 

3 16 
-2 1 4 

3 8 
19 -2 1 4 

3 8 
-3 1 8 

3 8 
5 1 4 

3 16 
7 1 4 

3 8 
-10 1 4 

3 16 
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Taula 7.4 Nombres de classes h{14,N,d,m) corresponents ais parametres 
iV < 20, |<i| < 10 Iliure de quadrats i m < 5. 

N d m h 
1 -1 1 2 

3 4 
5 4 

-2 1 2 
3 4 
5 12 

3 1 2 
3 6 
5 12 

5 1 4 
3 16 
5 20 

6 1 2 
3 6 
5 8 

7 1 1 
3 2 
5 6 

10 1 4 
3 8 
5 20 

3 -1 3 8 
-2 1 4 

3 8 
5 24 

3 1 2 
3 12 
5 12 

N m h 
5 3 32 
6 1 2 

3 12 
5 8 

7 1 2 
3 4 
5 12 

10 1 8 
3 16 
5 40 

5 -1 1 4 
3 8 
5 8 

-2 5 24 
3 5 24 
5 1 4 

3 16 
5 40 

6 1 4 
3 12 
5 16 

7 5 12 
10 1 4 

3 8 
5 40 

9 -1 3 12 
-2 1 4 

3 20 
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N d m h 
5 24 

3 3 24 
5 3 48 
6 3 24 
7 1 2 

3 10 
5 12 

10 1 8 
3 40 
5 40 

11 -2 1 4 
3 8 
5 24 

3 1 4 
3 12 
5 24 

5 1 8 
3 32 
5 40 

13 -1 1 4 
3 8 
5 8 

3 1 4 
3 12 
5 24 

10 1 8 
3 16 
5 40 

d m h 
15 -1 3 16 

-2 5 48 
3 5 24 
5 3 32 
6 1 4 

3 24 
5 16 

7 5 24 
10 1 8 

3 16 
5 80 

17 -1 1 4 
3 8 
5 8 

-2 1 4 
3 8 
5 24 

19 -2 1 4 
3 8 
5 24 

5 1 8 
3 32 
5 40 

6 1 4 
3 12 
5 16 

7 1 2 
3 4 
5 12 
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Taula 7.5 Nombres de classes h{í5,N,d,m) corresponenis ais parámetres 
N <20, \d\ < 10 Iliure de quadrats i m < 5. 

N d m /í 
1 2 1 4 

2 8 
4 16 

3 1 2 
2 4 
4 8 

-3 1 2 
2 2 
4 4 

5 1 2 
2 6 
4 12 

-7 1 4 
2 4 
4 8 

-10 1 4 
2 8 
4 16 

2 2 1 4 
2 16 
4 32 

3 1 2 
2 8 
4 16 

"3 2 4 
4 8 

5 2 12 
4 24 

-7 1 8 
2 8 
4 16 

m ^ 1 
-10 1 4 

2 16 
4 32 

4 2 2 24 
4 48 

3 2 12 
4 24 

-3 2 4 
4 12 

5 2 12 
4 36 

-7 1 8 
2 16 
4 24 

-10 2 24 
4 48 

7 2 1 8 
2 16 
4 32 

-3 1 4 
2 4 
4 8-

-7 1 4 
2 4 
4 8 

-10 1 8 
2 16 
4 32 

8 2 2 16 
4 48 

3 2 8 
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N d m h 
4 24 

-3 4 12 
5 4 36 
-7 1 8 

2 8 
4 24 

-10 2 16 
4 48 

11 3 1 4 
2 8 
4 16 

5 1 4 
2 12 
4 24 

-7 1 8 
2 8 
4 16 

-10 1 8 
2 16 
4 32 

13 3 1 4 
2 8 
4 16 

-3 1 4 
2 4 
4 8 

-10 1 8 
2 16 
4 32 

14 2 1 8 

N d m 
2 32 
4 64 

-3 2 8 
4 16 

-7 1 8 
2 8 

-7 4 16 
-10 1 8 

2 32 
4 64 

16 2 4 96 
3 4 48 
-3 4 16 
5 4 48 
-7 1 8 

2 8 
4 64 

-10 4 96 
17 2 1 8 

2 16 
4 32 

19 -3 1 4 
2 4 
4 8 

5 1 4 
2 12 
4 24 

-10 1 8 
2 16 
4 32 
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Taula 7.6 Formes nórmiques temáries nz+20,3 P^i" ordres quaterniónics 
O = Oo{l,N), per a N < 35, en l'álgebra de quaternions M(2,Q). 

N 
1 -4YZ 
2 -X^- -8YZ 
3 -X''- -12YZ 
4 -X' -16YZ 
5 -X'' ~20YZ 
6 -2AYZ 
7 -x^ -28YZ 
8 -X' -32YZ 
9 -X' -36YZ 

10 -X' -AOYZ 
11 -X^ -A4YZ 
12 -X'' -A8YZ 
13 -X' -52YZ 
14 -X'' -56YZ 
15 -x^ - 6 o y z 
16 -X' - 6 4 y . ^ 
17 -X' -QSYZ 
18 -x^ -12YZ 
19 ~X' -7QYZ 
20 -X' -80YZ 
21 -X^ ~84YZ 
22 -X' -88YZ 
23 -X'' -92YZ 
24 -X' -96YZ 
25 - x ^ - mYZ 
26 -X' - mYZ 
27 -X' ~ 108YZ 
28 - \\2YZ 
29 -IIQYZ 
30 -X' - mYZ 

file:////2YZ
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N « Z + 2 C 3 ( 6 , A r ) , 3 

1 -12X2 - 12ZX + 4Y'^ + 4YZ -
5 -300X2 - 240yX - 180ZX - 4 4 ^ ^ _ QSYZ - 29^^ 
7 - 5 8 8 X 2 _ iQgYX - 420ZX - 8 y 2 _ ^QYZ - 77Z^ 

11 -12X2 _ 12ZX + 484^2 + 220YZ + 19Z^ 
13 -12X2 - 12ZX + 676^2 + 884rZ + 283^2 
17 - 3 4 6 8 X 2 - 408rX - 1428ZX - 8^2 _ QQYZ - 149Z^ 
19 -4332X2 - 6384rX - 6156ZX - 2348^2 _ 4532^2 - 2189^2 
23 - 6 3 4 8 X 2 - 2208yX - 1380ZX - 188^2 _ 236FZ - 77^2 
25 -7500X2 - 1800yX - 8700ZX - 104F2 - 1040FZ - 2525^2 
29 -10092X2 _ i60O8rX - 15660ZX - 6344^2 _ I2416yz - 6077^2 
31 -11532X2 - 744yX - 3348ZX - 8 y 2 _ I04yz - 245^2 
35 -14700X2 - 16800yX - 1260ZX - 4 7 9 6 y 2 - 716yZ - 29^2 
37 -12X2 _ ^2ZX + 5 4 7 6 y 2 + 8732yZ + 3475^2 
41 -20172X2 - 33456yX - 32964ZX - 13868y2 - 27332yZ - 13469^2 
43 -22188X2 - 2064yX - 34572ZX - 4 4 y 2 - 1604yZ - 13469^2 
47 -12X2 - 12ZX + 8836y2 + 6580yZ + 1219^2 
49 -28812X2 - 2352yX - 20580ZX - 4 4 y 2 - 836yZ - 3677^2 
53 -33708X2 - 7632yX - 4452ZX - 428y2 - 500yZ - 149^2 
55 -36300X2 _ 4884oyx - 28380ZX - 16424y2 - 19088yZ - 5549^2 
59 -41772X2 - 14160yX - 50268ZX - 1196y2 - 8516yZ - 15125^2 
61 -44652X2 - 57096yX - 51972ZX - 18248y2 - 33224yZ - 15125^2 
65 -50700X2 - 70200yX - 52260ZX - 24296y2 - 36176yZ - 13469^2 
67 - 5 3 8 6 8 X 2 _ 24i20yX - 13668ZX - 2696y2 - 3056yZ - 869^2 
71 -60492X2 - 1704yX - 11076ZX - 8 y 2 - 152yZ - 509^2 
73 - 6 3 9 4 8 X 2 - 8760yX - 69204ZX - 296y2 - 4736yZ - 18725^2 
77 -71148X2 - 48048yX - 28644ZX - 8108y2 - 9668yZ - 2885^2 
79 -74892X2 - 92904yX - 948ZX - 28808y2 - 584yZ - 5^2 
83 -82668X2 - 71712yX - 96612ZX - 15548y2 - 41900yZ - 28229^2 
85 -86700X2 _ i36680yX - 166260ZX - 5 3 8 6 4 y 2 - 131048yZ - 79709^2 
89 -95052X2 - 74760yX - 137772ZX - 14696y2 - 54176yZ - 49925^2 
91 -99372X2 - 102648yX - 175812ZX - 26504y2 - 90800yZ - 77765^2 
95 -108300X2 - 18240yX - 10260ZX - 7 6 4 y 2 - 860yZ - 245^2 
97 -112908X2 - 58200yX - 124548ZX - 7 4 9 6 y 2 - 32096yZ - 34349^2 

Taula 7.7 Formes nórmiques ternáries n s + 2 0 , 3 per ais ordres quaterniónics 
O = 0{Q,N) calculats en la taula 1.4, per a N < 100, en l'álgebra de 
quaternions -fí^(3). 
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N NZ+20(LQ,N),3 
1 -SX^ - 8YX + SY^ - 5Z2 

3 - 7 2 X 2 _ 24YX - 96ZX + W - 167^ - 37^^ 
7 - 8 X 2 - 56XF - mXZ + 3 9 2 F 2 + mYZ + 195Z^ 
9 - 6 4 8 X 2 _ 72FX - 288ZX + 8^2 _ IQYZ - ZIZ'^ 

11 - 9 6 8 X 2 _ ^^YX - 1232ZX + 8^2 _ 5 6 y z - 397^2 
13 -1352X2 - 936yX - 1872ZX - 152y2 _ 648yZ - 653^2 
17 - 8 X 2 - 136Xy - 112XZ + 2312y2 + 3808yZ + 1563^2 
19 - 2 8 8 8 X 2 - 152yX - 912ZX + 8 y 2 - 24YZ - 77Z'^ 
21 - 3 5 2 8 X 2 - 1848yX - 5376ZX - 232y2 - 1408yZ - 2053^2 
23 -4232X2 _ 5704yx - 1472ZX - 1912y2 - 992yZ - 133^2 
27 - 5 8 3 2 X 2 _ 2 i 6 y X - 6912ZX + 8 y 2 - 128yZ - 2053^2 
29 - 6 7 2 8 X 2 - 9048yX - 4642X - 3032y2 - 312yZ - 13^2 
31 - 8 X 2 - 248Xy - 216XZ + 7 6 8 8 y 2 -f 13392yZ + 5827^2 
33 -8712X2 _ i3992yx - 10560ZX - 5 6 0 8 y 2 - 8480yZ - 3205^2 
37 -10952X2 - 5624yX - 5920ZX - 712y2 - 1520y2: - 805^2 
39 -12168X2 _ i4664yX - 9984ZX - 4408y2 - 6016yZ - 2053^2 
41 - 1 3 4 4 8 X 2 - 25912yX - 7872ZX - 12472y2 - 7584yZ - 1157.̂ 2 
43 -14792X2 _ 27864yX - 9632ZX - 13112y2 - 9072yZ - 1573^2 
47 -17672X2 - 23688yX - 30080ZX - 7 9 2 8 y 2 - 20160yZ - 12805^2 
49 - 8 X 2 - 392yX - 352XZ + 19208y2 + 34496y2 + 15483^2 
51 -20808X2 _ 3 i 4 i 6 y x - 816ZX - 11848y2 - 616yZ - 13^2 
53 -22472X2 - 12296yX - 4240ZX - 1672y2 - 1160y2^ - 205^2 
57 -25992X2 - 11400yX - 23712ZX - 1240y2 - 5200yZ - 5413^2 
59 - 2 7 8 4 8 X 2 - 25960yX - 16048ZX - 6040y2 - 7480yZ - 2317^2 
61 -29768X2 _ 32696yX - 448962X - 8 9 6 8 y 2 - 24656yZ - 16933^2 
63 -31752X2 - 50904yX - 19152ZX - 20392y2 - 15352yZ - 2893^2 
67 -35912X2 - 3752yX - 49312.^X - 8 8 y 2 - 2576y Z - 16933^2 
69 - 3 8 0 8 8 X 2 - i 932oyx - 58512ZX - 2440y2 - 14840yZ - 22477^2 
71 - 8 X 2 - 392yX - 352ZX + 19208y2 + 34496yZ + 15483^2 
73 -42632X2 - 33288yX - 2336ZX - 6 4 8 8 y 2 - 912yZ - 37^2 
77 - 4 7 4 3 2 X 2 - 6776yX - 57904ZX - 232y2 - 4136yZ - 17677^2 
79 - 4 9 9 2 8 X 2 - 62568yX - 19592y2 - 5^2 

Taula 7.8 Formes nórmiques ternáries nz+20,3 per ais ordres quaterniónics 
O = 0{W,N) calculats en la taula 1.5, per a N < 80, en l'álgebra de 
quaternions HB{2,5). 
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N 

1 ~28X^ - 2BZX + 4y2 + 41-2' _ 13^2 
3 -28^2 - 2ñZX + 36F2 + mYZ + 11Z^ 
5 -700X2 _ 280FX - 980.̂ X - 24Y^ - mYZ - U%Z'' 
9 -252^2 _ 336y^ _ 84ZJÍ - 76^^ - 44r^ ~ 13^^ 

11 -3388X2 „ 3696yx - 2772^X - 10047^ _ mSYZ - 573.̂ ^ 
13 -4732X2 - 1456FX - 10922̂ X - lOSF̂  - 1647^ - 692^ 
15 -700X2 _ 840FX - 140ZX - 216y2 - 2AYZ + 11^2 
17 -8092X2 _ 6I88ZX + 4F2 + 4FZ - 1189̂ 2 
19 -10108X2 - 4256FX - m64ZX - 444^2 _ 3020F2 - 5109 2̂ 
23 -14812X2 - 1288rX - 8372ZX - 24F2 _ 360FZ - 1189̂ 2 
25 -17500X2 - 21000FX - 32900ZX - 6296F2 - 19736FZ - 15469̂ 2 
27 -28X2 - 28ZX + 2916F2 + 1404FZ + 155̂ 2 
29 -23548X2 - 25984FX - 25172ZX - 7164F2 - 13884FZ - 6733 2̂ 
31 -28X2 - 28ZX + 3844F2 + 5084FZ + 1667̂ 2 
33 -3388X2 - 3080FX - 4004^X - 664F2 - 1808FZ - 1189̂ 2 
37 -38332X2 - 16576FX - 23828ZX - 1788F2 - 5148FZ - 3709 2̂ 
39 -42588X2 - 21840FX - 46956ZX - 2796F2 - 12036FZ - 12949̂ 2 
41 -47068X2 - 50512FX - 19516ZX - 13548F2 - 10468FZ - 2029^2 
43 -51772X2 - 43344FX - 1204ZX - 9068F2 - 500FZ - 13^2 
45 -6300X2 _ 10920FX - 2100ZX - 4696F2 - 1808FZ - 181̂ 2 
51 -8092X2 - 3808FX - 33322X - 412F2 - 724FZ - 325̂ 2 
53 -78652X2 - 2968FX - 28196ZX - 24F2 - 528F2 - 2533̂ 2 
55 -84700X2 - 12320FX - 7700ZX - 444F'2 - 556FZ - 181Z2 
57 -10108X2 - 12768FX - 18620ZX - 3996F2 - 11700FZ - 8557Z2 
59 -97468X2 - 56168FX - 34692ZX - 8088F2 - 9992FZ - 3093 2̂ 
61 -104188X2 - 10248FX - 111020ZX - 248F2 - 5456FZ - 29581̂ 2 
65 -118300X2 - 72800FX - 205660ZX - 11196F2 - 63276FZ - 89389̂ 2 
69 -14812X2 - 18032FX - 644ZX - 5452F2 - 380FZ - 13^2 
75 -17500X2 - 2800FX - 28700ZX - 76F2 - 2236FZ - 11749̂ 2 
79 -174748X2 - 92904FX - 90692ZX - 12344F2 - 24104FZ - 11773̂ 2 

Taula 7.9 Formes nórmiques temáries nz+20,3 per ais ordres quatemiónics 
O = 0(14, iV) calculáis en la taula 1.6, per a N < 80, en l'álgebra de 
quatemions HA{7)-
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N «Z+20(15,iV),3 
1 -12X2 - 12yX + 12^2 _ 5̂ 2 
2 -12X2 - 122X - 20F2 _ 2QYZ + 7Z'' 
4 -192X2 - 4 8 r X - mZX + 12^2 _ 12YZ - 17^2 
7 -588X2 - 84yX - 6722X + IIY'' - 48FZ - 197^2 
8 - 1 9 2 X 2 - 288FX - 144ZX - 128F2 - 128FZ - 17^2 

11 - 1 2 X 2 - 132FX - 108ZX + 1452F2 + 2376FZ + 967^2 
13 - 2 0 2 8 X 2 - 156FX - 6242X + 12F2 - 24FZ - 53^2 
14 -2352X2 - 3192FX - 1680ZX - 1068F2 - 1140FZ - 305^2 
16 -768X2 - 576FX - 1056ZX - 128F2 - 416FZ - 353^2 
17 -3468X2 - 3468FX - 408ZX - 852F2 - 204FZ - 17^2 
19 -4332X2 - 6612FX - 2508F2 - 5^2 
22 -1452X2 _ i 5 8 4 r x - 132ZX - 452F2 - 92FZ + 7^2 
23 -6348X2 - 8556FX - 8832ZX - 2868F2 - 5952FZ - 3077^2 
26 - 12X2 - 12ZX - 3380F2 - 4420FZ - 1433^2 
28 -9408X2 - 336FX - 2016ZX + 12F2 - 36FZ - 113^2 
29 -10092X2 - 5220FX - 8352ZX - 660F2 _ 216OFZ - 1733^2 
31 -11532X2 - 372FX - 12648ZX + 12F2 - 204FZ - 3473^2 
32 -3072X2 - 4224FX - 2880ZX - 1472F2 - 2000FZ - 665^2 
34 -13872X2 - 16728FX - 5712ZX - 5028F2 - 3444FZ - 593^2 
37 -16428X2 - 27084FX - 23976ZX - 11148F2 - 19764FZ - 8753^2 
38 -17328X2 - 23256FX - 912ZX - 7788F2 - 612F2 - 17^2 
41 -20172X2 - 30012FX - 37392ZX - 11148F2 - 27816F2 - 17333^2 
43 -22188X2 - 35604FX - 9288ZX - 14268F2 - 7452FZ - 977Z2 
44 -48X2 - 48FX - 72ZX - 2432F2 - 1136FZ - 137Z2 
46 -6348X2 _ -jn^YX - 6900ZX - 2048F2 - 3920FZ - 1865^2 
47 -12X2 _ 564yx - 516ZX + 26508F2 + 48504FZ + 22183Z2 
49 -28812X2 - 588FX - 52920ZX + 12F2 - 540FZ - 24305^2 
52 -8112X2 _ 4368FX - 15288ZX - 608F2 - 4136FZ - 7193Z2 
53 -33708X2 - 24804FX - 52152ZX - 4548F2 - 19188FZ - 20177^2 
56 -9408X2 - 8736FX - 1680ZX - 2048F2 - 800FZ - 65^2 
58 -40368X2 - 64728FX - 65424ZX - 25932F2 - 52452FZ - 26513Z2 
59 -41772X2 - 3540FX - 14160ZX - 60F2 - 600FZ - 1205Z2 

Taula 7.10 Formes nórmiques ternáries nz+20,3 per ais ordres quaterniónics 
O = C(15,Ar) calculats en la taula 1.7, per a N < 60, en l'algebra de 
quaternions HB (3,5). 
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Taula 7.11 Formes bináries genériques fi+20 per ais ordres quaterniónics 
O = 0(6, A'') calculats en la taula 1.4, per a N <95, en l'álgebra de quater
nions HA{3). 

N /s+20(6,iV) 

1 {-2z - t + íV3, -2{t + 2y)y/3, -2z - t - tVZ) 
5 {-2z - t + ¿ A / 3 , -2(3í + lOiJ + 4z)V^, - 2 z - t - t^/Í) 
7 {-2z -1 + Í A / 3 , - 2 ( 5 Í + 14y + 2^)73, -2z-t- t^/Z) 

11 ( - 2 2 2 - 5t + ÍA/3, -2{t + 2í /)x/3, - 2 2 2 - 5í - í\/3) 
13 ( - 2 6 2 - 17í + ív^, -2{t + 2y)V3, - 2 6 2 - 17í - t^Z) 
17 ( - 2 2 - t + ty/Z, -2(7í + Z4y + 2 2 ) ^ 3 , - 2 2 - ¿ - ty/Z) 
19 ( - 2 2 - í + ty/Z, -2(27í + Z^y + 28z)y/Z, - 2 2 - í - ¿x/S) 
23 ( - 2 2 - t + íV3, -2(5í + 46í/ + 8z)\/3, - 2 2 - ¿ - ty/Z) 
25 ( - 2 2 - í + ty/Z, -2(29¿ + 50y + %z)\/Z, -2z-t-~ tVZ) 
29 ( - 2 2 -1 + tVZ, -2(45í + 5Sy + 4 6 2 ) \ / 3 , - 2 2 - í - ¿v^) 
31 ( - 2 2 - í + tVZ, -2(9í + 62y -f 2z)VZ, -2z-t- ty/Z) 
35 ( - 2 2 -1 +1\/3, -2(3í + 70y + 4Qz)VZ, -2z - t - í\/3) 
37 ( - 7 4 2 - 59í + ty/Z, -2{t + 2y)y/Z, -74z - 59í - ty/Z) 
41 ( - 2 2 - t + ty/Z, -2(67í + 82y + 682)V'3", - 2 2 - í - tV^) 
43 ( - 2 2 - t + í\/3, -2(67í + 86y + 4 2 ) ^ 3 , - 2 2 - í - ty/Z) 
47 ( - 9 4 2 - 35í + ty/Z, -2{t + 2y)y/Z, -94z - 35í - ¿^3) 
49 ( - 2 2 - t + ty/Z, -2(35í + 9Sy + 4z)y/Z, - 2 2 - í - í\/3) 
53 ( - 2 2 -1 -f ív^3, -2(7í + 106y + 122)\/3, - 2 2 - t - ÍA/3) 
55 ( - 2 2 - 1 + íV3, -2(43í + IlOy + 7 4 2 ) \ / 3 , - 2 2 - í - ty/Z) 
59 ( - 2 2 - í + ív^3, -2(71í + 118y + 202)A/3, - 2 2 - t - ty/Z) 
61 ( - 2 2 - t + ty/Z, -2(71t + 122y + 7 8 2 ) ^ 3 , - 2 2 - í - ty/Z) 
65 ( - 2 2 - i + í\/3, -2(67í + 130y + 90z)y/Z, - 2 z - t - ty/Z) 
67 ( - 2 2 - t + ty/Z, -2(17í + 134y -f ZOz)y/Z, -2z - t - ty/Z) 
71 ( - 2 2 - t + ty/Z, -2(13í + 142y + 2z)y/Z, - 2 2 - í - ty/Z) 
73 ( - 2 2 -1 + f>/3, -2(79í + 146y + 10z)y/Z, - 2 2 - í - ty/Z) 
77 ( - 2 2 - ¿ + ty/Z, -2(31t + 154y + 5 2 2 ) ^ 3 , - 2 2 - í - ty/Z) 
79 ( - 2 2 -1 + ty/Z, -2{t + 158y + 982)v^3, - 2 2 - t - ty/Z) 
83 ( - 2 2 - t + ty/Z, -2(97í + 166y + 72z)y/Z, - 2 2 - í - ¿v^) 
85 ( - 2 2 - t + íx/3, -2(163í -f 170y + 1342 ) x / 3 , - 2 2 - í - ty/Z) 
89 ( - 2 2 - í + x/3, -2(129t + 178y + 7 0 2 ) ^ 3 , - 2 2 - ¿ - ty/Z) 
91 ( - 2 2 - t + ¿ /3 , -2(161í + 182y + 9 4 2 ) ^ 3 , - 2 2 - í - ty/Z) 
95 ( - 2 2 - t + tVZ, -2{9t + 190y + 16z)y/Z, - 2 2 - í - 1 ^ ) 
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N fz+2O{10,N) 

1 (5í - 5zV2, -2{2y + z)V2, -t - zy/2) 
3 {5t - 5zV2, -2{z + 4t + 6y)V2, -t - ^^/2) 
7 (5í - 5(7^ + 5í)^/2, -2(2y + 7z-^ 5t)V2, -t - {7z + 5t)y/2) 
9 (5í - 5zV2, -2{z + 4í + 18y)\/2, -t - zV2) 

11 (5í - 5zy/2, -2{z + 14t + 22y)V2, -t - z^2) 
13 (5í - 5z\/2, - 2 ( 9 2 + 18Í + 26y)\/2, -t - zy/2) 
17 (5í - 5(17z + 14í)\/2, -2(2y + 17^ + 14¿)\/2, -t - {17z + 14í)V2) 
19 (5í - 5zV2, -2{z + 6í + 38y)^/2, -t - zV2) 
21 (5í - 5zV2, - 2 ( l l 2 + 32í + 42y)V2, -t - z^/2) 
23 (5t - 52v^2, - 2 ( 3 U + 8í + 46y)^2, -t - zs/2) 
27 (5í - 52\/2, - 2 ( 2 + 32í + 54y)\/2, - í - z^/2) 
29 (5í - 52\/2, - 2 ( 3 9 2 + 2í + 58y)V2, -¿ - 2^/2) 
31 (5í - 5 (3 l2 + 27t)\/2, -2(2y + 3 I 2 + 27í)^A2, -t - (3I2 + 27í)v^) 
33 (5í - 52\/2, - 2 ( 5 3 2 + 40í + 66y)\/2, - 2^2) 
37 (5í - 5 2 A / 2 , - 2 ( 1 9 2 + 20í + 74y)A/2, - / - 2A /2) 
39 (5í - 5 2 A / 2 , - 2 ( 4 7 2 + 32í + 78y V 2 , -t - 2^2) 
41 (5í - 5 2 A / 2 , - 2 ( 7 9 2 + 24í + 82y)\/2, - 2A /2) 
43 (5í - 5 2 v ^ , - 2 ( 8 l 2 + 28í + 86y)v^2, - í - 2^2) 
47 (5í - 5 2 A / 2 , - 2 ( 6 3 2 + 80í + 94y)\/2, - í - zyjí) 
49 (5í - 5(492 + 44í)\/2, -2(2y + 492 + 44í)x/2, - í - (492 -f 44í)\^) 
51 (5í - 5 2 ^ 2 , - 2 ( 7 7 2 + 2í + 102y)\/2, - í - 2^2) 
53 (5í - 52\/2, -2(292 + lOí + 106y)\/2, - í - z^/2) 
57 (5í - 52\/2, - 2 ( 2 5 2 + 52í + 114Í/)\/2, - Í - zy/2) 
59 (5í - 52\/2, - 2 ( 5 5 2 + 34í + 118y)\/2, - í -
61 (5í - 52x /2 , - 2 ( 6 7 2 + 92í + 122y)\^, -t - z\¡í) 
63 (5í - 52A/2, -2(10l2 + 38í + 126y)\/2, - í - 2v/|) 
67 (5í - 5 2 A / 2 , - 2 ( 7 2 + 92í + 134y)x/2, - í - zyj2) 
69 (5í - 5 2 ^ 2 , - 2 ( 3 5 2 + 106Í + 138y)^^, - í - 2^2) 
71 (5Í - 52\/2, -2(142y + 1312 + 22t)\/2, -i - 2\/2) 
73 (5í - 52\/2, - 2 ( 5 7 2 + 4í + 146y)\/2, - í - z^2) 
77 (5í - 5 2 V 2 , - 2 ( l l 2 + 94í + 154y)^/^, - í - 2^/l) 
79 (5í - 52^/2, -2(158y + 992)\/2, - í - z^J2) 

Taula 7.12 Formes bináries genériques fz+20 per ais orares quaternidnics 
O = 0{W,N) calculáis en la taula 1.5, per a N < 80, en l'álgebra de 
quaternions HB{2,5). 
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Taula 7.13 Formes bináríes generiques fz+20 per ais ordres quaterniónics 
O = 0(14, Â ) calculáis en la taula 1.6, per a N < 80, en l'álgebra de 
quaternions HA{7)-

N fz+20{l4,N) 

1 {-2z - t + ty/7, -2{2y + t)y/7, -2z -1 - t^/l) 
3 \-%z- 5t H- tx/f, -2{2y + í)V7, - 6 z - 5t - t\ñ) 
5 {-2z - t + ÍV?, -2{my + 2z + 7 í )\/7 , - 2 z - ¿ - ty/l) 
9 ( - 6 z - t + í/7", -2(6?/ + 4 z + í)\/7, - 6 z - t - ty/1) 

11 {-2z - t + Í A / 7 , -2(22y + 12z + 9¿)\/7, - 2 z - t - ts/l) 
13 {-2z -1 + í\/7,-2(26y + 4z + 3 í ) \ / 7 , - 2 z - t - í ^ / 7 ) 

15 {-6z - 5 í + ¿ / 7 , -2(10í/ + 6z + í)%/7, - 6 ^ - 5 í - tV7) 
17 {-2z - t + íx/7, - 2 ( 3 4 y + 13í)\/7, -2z~-t- t\/7) 
19 {~2z -1 + ty/7, -2{3Sy + 8z + 27í)^7, -2z--t-1^/7) 
23 [-2z - t + t\f7, -2(46y + 2z + 13í)\/7, - 2 ^ - í - í\/7) 

25 ( -2z - 1 + íV7,-2(50í/ + 30^ + 4 7 í ) / 7 , - 2 z - t - ts¡7) 
27 {-Mz - m + f\/7, -2(2y + t^i, - 5 4 z -- 13í - t^f7) 
29 \-2z - i + í\/7, -2(58t/ + 32z + 31í)\/7, ~2z - í - í\/7) 

31 {-%2z - 41Í 4- í\/7, -2(2y + t)^/7, -62z - 41í - t\ff) 
33 ( - 6 2 - i + í\/7, -2(22í/ + lOz + 13í)%/7, - 6 2 - í - í\/7) 

37 
{~2z - í + íx/7, - 2 ( 7 4 y + 162 + 23 * ^ 7 , - 2 z - t - tW) 39 
i-2z - i + i^/7, -2{7Sy + 20z + 43t)^/7,-2z-t- t^ji) 41 \-2z -1 + í\/7,-2(82í/ + 442 + 17í )\/7 ' , -2z- t -1\/7) 

43 {-2z -1 +1 \ / 7 , -2(86?/ + 362 + í)\/7, - 2 2 - í - ^ 7 ) 

45 ( - 6 2 - 1 + ¿x/7, -2(30í/ + 262 + 5 ¿ ) ^ 7 , - 6 2 - í - tx/7) 

51 ( - 6 2 - 5í + tV^\ -2(34?/ + 82 + 7t)V7, - 6 2 - 5 í - ^ 7 ) 

53 ( -22 - í + iv^7, -2(106^ + 22 + 19í)\/7, - 2 2 - 1 - ¿v^) 
55 ( -22 - 1 + Í A / 7 , -2(110y + 82 + 5í)V7, - 2 2 - í - ^ 7 ) 
57 ( - 6 2 - 5t + ¿V7, -2(38y + 242 + 35í)V't, - 6 2 - 5 í - 1 % / 7 ) 

59 ( -22 - t + í\/7, -2(118?/ + 342 -f 21í)\/7, - 22 - t - t^/7) 
61 (-22 - í + ty/7, -2(122y + 62 + eSí)^/^", - 22 - í -1^/7) 
65 (-22 - ¿ + íV7, -2(130y + 4O2 + 113í)\/7, - 2 2 - í - tV7) 
69 ( - 6 2 - í + tV7, -2(46y + 282 + í)\/7, - 6 2 - 1 - ¿^7) 
75 ( - 6 2 - 5t +1^/7, -2(50?/ + 42 + 41t)x/7, - 6 2 - 5¿ -1^/7) 
79 ( -22 - ¿ + íV"7, -2(158y + 422 + 41í)^7, - 2 2 - í - ty/7) 
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N /z+20(15,iV) 

1 (5í - 5z\/3, -2(2y + z)\/3, - í - 2\/3) 
2 {lOz + bt- 5ÍA/3, -2(2y + í)V3, - 2 z - t - t^S) 
4 (5t - 5zV3, -2(8y + z + 2t)V3, -t - zy/Z) 
7 (5í - 5zx/3, -2(14y + z + 8t)y/3, -t - zV3) 
8 {lOz + 5t- 5í\/3, -2(8y + 6z + 3Í)A/3, -2z-t- ^ 3 ) 

11 (5í - 5(11;? + 9í)\/3, -2(2y + l l z + 9í)^/3, - í - {Uz + 9í)\/3) 
13 (5í - 5z\/3, -2(26y + z + 4í)\/3, - í - z^/3) 
14 (5t - 5z\/3, -2(28y + 19z + í0t)^/3, -t - zV^) 
16 {lOz + 5t- 5í^/3, -2(16y + 6 ^ + l l í )V3, - 2 z - t -
19 {5t - 5zy/3, -2(38y -f 29z)^/3, -t - zV^) 
22 {lOz + 5t- 5í^/3,-2(22y + 12z + t)V3,-2z-t-í\/3) 
23 (5í - bz^/^, -2(46y + Z\z + 32í)^/3, - í - zy/%) 
26 (130z + 85í - 5í\/3", -2(2y + í)\/3, -26z - 17í - í\/3) 
28 (5í - 5z\/3, -2(56y -f z + 6í)\/3, -t - z\/2>) 
29 (5í - bzy/Z, -2(58y + 15z + 24í)\/3, - í - zx/3) 
31 (5í - 5^73, -2(62y + z + 34í)x/3, -t - zy/Z) 
32 \lOz + 5í - 5í\/3, -2(32y + 22z + 15í)V3, -2z-t- t^/3) 
34 (5í - 5z\/3, -2(68y + 41^ + 14í ) /3 , -t - zV^) 
37 (5í - 5zy/3, -2(74y + 61^ + 54í V S , - t - z^y^) 
38 (5í - 5.2^3, -2(76y + 51^ + 2t)y/3, -t - zV3) 
41 {5t - 5z^3, -2(82y + 6 I 2 + 76í)\/3, -t - zV^) 
43 {5t - bzVS, -2(86y -f 69z + 18í)\/3, -t - zy/3) 
46 {lOz + 5t- 5ÍA/3, -2(46y + 26^ + 25í)\/3, - 2 z - t - Í^S) 
47 (5í - 5{47z + 43í)\/3, -2(2y + 47^ + 43í)^3, -t - {A7z + 43í) VS) 
49 (5í - 5z\/3, -2(98y + z + 90í)\/3, - í - zy/Z) 
52 {lOz + 5í - 5ÍA/3, -2(52y + 14^ + 49í)\/3, - 2 z - t - íV3) 
58 (5í - 5z\/3, -2(116y + 932 + 94í)\^, -t - zV3) 
59 (5í - 5zy/3, -2(118y + 52 + 20í)^3, - í - 2\/3) 

Taula 7.14 Formes bináries genériqtíes fx+20 per ais ordres quaterniónics 
O = 0{15,N) calculats en la taula 1.7, per a N < 60, en l'álgebra de 
quatemions ÍÍ'B(3,5). 





Capítol 8 

Uniformització hiperbólica de 
corbes de Shimura: cas 
ramificat 

Considerem les corbes de Shimura X{D, N ) , amb D i N nombres naturals 
primers entre si, D Iliure de quadrats i igual al producte d'un nombre parell 
no nul de primers. 

Fixats els nombres anteriors, considerem una álgebra de quaternions H = 

^— j de discriminant D. Per la condició sobre D, H és una álgebra de 

quaternions indefinida i ramificada. Considerem també 0{D, N) C H un 
ordre d'Eichler de nivell N. En particular, ens interessarem per les algebres 
de quaternions poc ramificades de tipus A i de tipus B, i pels ordres d'Eichler 
destacats en la secció 1.2. A partir de l'ordre d'Eichler 0{D, N) C H, 
obtenim el grup d'homografies quaternióniques V{D, AT), definit en la secció 
2.3, i una uniformització hiperbólica JD,N • T{D,N)\H X{D,N){C), cf. 
2.4. 

En aquest capítol apliquem els resultats sobre immersions i formes quadrá
tiques per a determinar homografies del grup T{D,N), punts eliíptics de 
X{D, N), etc. Aixó ens permetrá construir dominis fonamentals explícits 
per a corbes de Shimura. 

Recordem que # denota la immersió de H en M (2, Q{y/a)), fixada a 1.1.25. 
Si F és un eos quadrátic, per a cada immersió ip € X{H, F), posem (p := ^ocp, 
la immersió corresponent de F en M(2,R) . Recordem que denotem per ¿ el 
nombre complex imaginari tal que = —1. 

241 
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8.1 Homografies, immersions i formes 

En aquesta secció mostrem les relacions entre el grup d'homografies qua
ternióniques T{D, N ) , que defineix la corba de Shimura X ( D , iV), i les im
mersions d'ordres quadrátics en l'ordre quaterniónic 0{D, N). A partir deis 
resultats sobre les bijeccions d'immersions i els conjunts relacionats amb for
mes quadrátiques, donem resultats efectius, especialment peí que fa a homo
grafies i a punts el-líptics, que exphcitem per ais grups T{2p, N) i V{pq, N), 
corresponents a ordres d'Eichler d'álgebres poc ramificades de tipus A i de 
tipus B. Finalment, destaquem el paper de certes homografies hiperbóliques 
i introduim el concepte d'homotécia principal de T{D,N), en substitució de 
la translació que intervé en el cas modular. 

8.1.1 Notació. En el grup d'homografies quaternióniques T{D, iV), definim 
els subconjunts següents: 

T2{D,N) := {7 € r(I?, AT) : 7 és eHíptica d'ordre 2} , 

TsiD, N) := {7 € T{D, N) : 7 és eHíptica d'ordre 3 } , 

Th{D, N) := {7 e r(D, N) : 7 és hiperbólica}, 

Tp{D, N) := {7 G r(í?, N) : 7 és parabólica}. 

Considerem els conjunts de punts de Tí següents, en funció de l'acció del grup 
r (D , N): 

N):={zeH: ^(z) = z, 7 G T^iD, AT)}, 

N):={zen: 7(^) = ^,7 € Ts{D, N)}, 

Ve{D, N) := V2ÍD, N) U N). 
Posem també, per a fe = 2,3, 

ñ{D,N) ={zGC:y{z) = z,^erk{D,N)} = 
= {zeC:zohézeVk{D,N)}. 

Notem que ^ ( D , N) = ñ{D, N)n'H. 
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8.J.J Homografies quaternióniques 

Utilitzant les formes quadrátiques nórmiques associades a l'algebra de quater
nions obtenim una demostració directa del fet que la superficie de Riemann 
R ( D , N)\'H és compacta. 

8.1.2 Proposició. Si D > 1, aleshores la corba de Shimura X{D,N) no té 
punts parabolics; és a dir, Voo{D, N) = 0. 

DEMOSTRACIÓ: Fixem una álgebra de quaternions H — ^ ^ ^ ^ de discrimi

nant D. Suposem que existís w € de manera que n(u?) = 1 i que la matriu 

= b{^-^t) s - ) ^ RP(I>, N), és a dir, fos parabólica. Aixó 

diria que tr(w) = 2, per la qual cosa tindríem a; = 1 i -ay^ — bz^ + abt"^ = 0. 
Així, la forma quadrática ternaria nH,3{Y, Z, T) = —aY^ — bZ^ + ahT"^ seria 
isótropa a Q (o, equivalentment, seria isótropa a Z) ; per tant, seria isótropa 
a QP per a tot p. Ara bé, aplicant 5.1.13 sabem que per ais p\D la forma 
nf{,3 és QP-anisótropa, amb la qual cosa arribem a una contradicció. En par
ticular, tots els grups d'homografies quaterniónics R ( D , A )̂ C §{H) no teñen 
elements parabolics; és a dir, per a tot N, Tp{D, N) — 0. O 

A partir d'ara, considerem cossos quadrátics F = Q(\/d) tais que X{H,F) ^ 
0, i ordres quadrátics A{d, m) C F tais que X{0{D, N),A{d,m)) ^ 0. Amb 
aqüestes immersions, a partir de les unitats deis ordres quadrátics A(á, m) 
obtenim homografies quaternióniques distingides del grup T{D, N) i deduim 
propietats sobre la corba X{D, N). 

8.1.3 Proposició. Considerem una immersió ip € X{0{D, N), A{d, m)) i 
una unitat u € A{d, m)*. Posem j := (f}{u), on 0 = $ o 9?. 

(i) Si n(u) = 1, aleshores 7 6 R(D, AT). 

(ii) 5í n(«) = - 1 , aleshores 7 ^ T{D,N), pero 7̂  G R(Z) , AT). • 

Si considerem la corba de Shimura X{D, iV), aleshores els conjunts de punts 
eHíptics, per a A; = 2,3, els escriurem: 

?k{D, N) := r(D, N)\Vk{D, N). • 
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DEMOSTRACIÓ: Per construcció de r{D, N), existeix LO G 0{D, N)\, de ma
nera que 7 = §{u}). Si apliquem el lema 8.1.6 anterior, tenim que u) G v(-FL>) 
per a certa immersió ¡p G X{H, F^,), on F^ = Q(\ /5 ) , d = tr(w)^ — 4. 
Mes concretament, w = íp{a), on a = -f ~y/d és una unitat, ja que 
n{a) = n(w) = det(7) ~ í*̂ ^ tant, existeix n G Z — {0} tal que a — e"; 
n será necessáriament parell si n(e) = —1. Si considerem l'ordre quadrátic 
Z| l ,a ] , és clcu que tp és una immersió d'aquest ordre en 0{D,N), pero no 
podem assegurar que sigui una immersió optimal. Considerem aleshores l'or
dre quadrátic A = ip~^{0{D, N)) f)i^,, que inclou l'ordre quadrátic anterior, 
A = A(í¿,m). 

8.1.4 Notació. Donaí; un ordre quadrátic A(<í,m), sigui e la seva unitat 
fonamental. Aleshores, posem ^ := e si n(e) = 1 i ^ := £̂  si n(e) = —1. • 

8.1.5 CoroWari. Sigui (p € T'{0{D, N),A{d,m)) una immersió. Alesho
res, per atotnGZ,j = 4>{(") £ T{D, N). O 

A la inversa, els resultáis següents demostren que tots els elements de les 
algebres de quatemions es poden obtenir a través d'immersions de cossos 
quadrátics. 

8.1.6 Lema. Sigui u 6 H, UJ ̂  Q. Aleshores existeix una immersió <f del 
eos quadrátic :~ Q(-*ytr(w)^ — 4n(w)) en H tal que u> € fiFu)-

DEMOSTRACIÓ: Considerem el polinomi Puj{X) = - tr(u;)X + ti{u}) € 
Q(X) , que defineix el eos quadrátic Fa, = Q(\/5), amb d = tr(a?)^ — 4n(w). 
L'element a = + € F„ satisfá que tr(a) = tr(a;) i n{a) = n(a;). Per 
tant, (p{a) := u defineix una immersió ip £ I{H, • 

8.1.7 Teorema. Sigui 7 G r(i>,iV). Aleshores, 

(i) Exisieixen un eos quadrátic F = Q{Vd), un ordre A(d,m) C F, un 
nombre n G 7, — {0} i una immersió (p G X*(0{D,N),A{d,m)), tais 
que $((^(e")) = 7_, on s és la unitat fonamental de A{d, m). 

(ii) L'homografia-y és eliíptica si, i només si, d < O (és a dir, F és un eos 
quadrátic imaginari). 

(iii) L 'homografia 7 és hiperbólica si, i només si, d > O (és a dir, F és un 
eos quadrátic real). 
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De fet, tenim que F̂ , = Q ^i/tr(w)2 — 4^, ja que n(ü;) = 1. Per tant, 
és ciar que F„ és un eos quadrátic imaginari si, i només si, | tr(w)| < 2; 
aixo equival al fet que 7 sigui eliíptica. Notem que no hi ha homografies 
parabóHques; per tant, automáticament queda demostrat també (iii). També 
es veu directament: en efecte, F̂ , és un eos quadrátic real si, i només si, 
tr(uj)| > 2, i aixo equival al fet que 7 sigui hiperbólica. • 

8.J.2 Punts eMíptics de X{D,N) 

Peí teorema 8.1.7, les homografies eWíptiques del grup T(D,N) s'obtenen a 
partir de les unitats d'ordres quadrátics imaginaris, a través d'immersions 
d'aquests ordres en l'ordre quaternionic 0 ( D , N). UtiHtzant els resultats so
bre l'equivaléncia entre immersions i representacions de formes quadrátiques 
ternáries, reduím el problema de trobar els elements el'líptics de r(D, N) i els 
punts eHíptics de la corba de Shimura X{D, N), a l'estudi de representacions 
d'enters per formes quadrátiques ternáries. 

De manera alternativa, interpretem també els punts eHíptics com a punts 
fixos de formes quadrátiques bináries i obtenim resultats análegs ais anteriors. 

8.1.8 Lema. Sigui 7 € r(Z), N) una homografia eliíptica, de manera que 
7 = <^u;) amb LÜ € 0+(í>, N). 

(i) 7 és eliíptica d 'ordre 2 si, i només si, F^ = Q(-\/—T). 

(ii) 7 es eliíptica d'ordre 3 si, i només si, F.^ — Q(*\/—3). 

(iii) 7 només pot teñir ordre 2 o 3. 

DEMOSTRACIÓ: Per 8.1.7, tot element 7 e V{D, N) és 7 = §{LO) per a cert 
w que prové d'una unitat del eos quadrátic F^, i F̂ , és un eos imaginari per 
ser 7 eHíptica. Els únics cossos quadrátics imaginaris que contenen unitats 
no trivials son Q ( V ^ ) i Q(V—3). De fet, son les dues liniques possibilitats 
per al eos F^ = Q(>/tr(7)2 — 4), tenint en compte que, per a una homografia 
eliíptica 7 amb traga entera, | tr(7)| només pot prendre els valors O i 1. Els 
valors de la traga son els que determinen l'ordre de l'homografia, si apliquem 
2.2.6 i que # ( - 1 ) = - Id € T(D, N). Aixo prova els apartats (i) i (ii). 

No hi ha altres possibilitats ni per a la traga ni per ais cossos, la qual cosa 
demostra (iii). • 
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8.1.9 Remarca. Si apliquem el teorema 8.1.7, tenim que les homografies el-
líptiques es determinen a partir d'immersions d'unitats deis ordres quadrátics 
deis cossos Q(-v/—T) i Q(-s/—3). Ara bé, les unitats ^ ±1 deis cossos qua
drátics Q(v '^ ) i Q ( \ / ^ ) només están contingudes en els ordres quadrátics 
maximals. Per tant, les immersions considerades son necessáriament opti-
mals. 

Així, l'existéncia de punts eHíptics d'ordre 2 en la corba X{D, N) és equi-
valent a l'existéncia d'immersions optimals de l'anell d'enters de Q{\/—1) 
en l'ordre quaterniónic 0{D,N). Tenim la mateixa relació entre l'existéncia 
del punts eUíptics d'ordre 3 en la corba X{D, N) i l'existéncia d'immersions 
optimals de l'anell d'enters del eos quadrátic Q(\/—3) en l'ordre 0{D,N). 
Notem l'analogia entre les formules explícites que caracteritzen aquests fets 
(cf. 2.4.3, 7.2.13). • 

A continuado, caracteritzem les homografies quaternióniques el'h'ptiques en 
fundó de representacions per formes nórmiques temarles. 

8.1.10 Teorema, Sigui X{D, N) la corba de Shimura definida peí grup d%o-
mografies quaternióniques T{D,N). Sigui 0{D,N) l'ordre d'Eichler corres
ponent; amb una base B normalitzada fizada a partir de la qual obtenim les 
formes nórmiques associades ais ordres 0{D,N) i 71 + 20{D,N). Suposem 
que l'ordre 0{D,N) és señar. Sigui 7 G V{D,N). Aleshores, 

(i) 7 és una homografia eliíptica d'ordre 2 si, i només si, 

7 = * ( - Y , 3 ; o , t / o , ^ o ) ^ = Hxi,yi,zi,-2xi)8, 

on (.To,yo,-0) G '^*(«s+20(í?,iV),3,4;Z), (xi,yi,zi) G n*{no(D,N),3,l',^)-

(ii) 7 és una homografia eliíptica d'ordre 3 si, i només si, 

obé 7 = $ fi—^,xo,yo ,2;o') = ^Xi,iji,Zi,l - 2XI)B, 

obé -y = ^(^-^-^^,xo,yo,ZQ^ = $(a;i - l ,y i , 2 1 , 1 - 2x1)0, 

on{xo, yo, 2̂ 0) 6 Tl*{nz+20(D,N),3,3; Z ) , (xi, yi,zi) G Tl*{n'¿ljjj^^^s, 1; Z ) . 

DEMOSTRACIÓ: Pels resultats anteriors, cada homografia eHíptica s'obté a 
partir d'una unitat d'un eos quadrátic imaginari. Utilitzem la bijecció entre 
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J B 

\ 
, xo, yo, zo == [xi - l , y i , z i , l - 2XI)B. • 

y B 

8.1.11 CoroMari. Sigui X{D,N) una corba de Shimura uniformitzada per 
un grup d'homografies quaternióniques T{D,N). Aleshores, els conjunts de 
punts eliíptics P2(-D, N) i ^^{D, N) es determinen a partir del cálcul de 
representacions deis conjunts TZ*{nz+20(D,N),3,^;'^) i '^*("Z+20(D,N),3, 3; Z ) , 
respectivament. • 

les immersions i les representacions de formes quadrátiques ternáries donada 
a 7.3.3 i l'expressió explícita donada a 7.3.5. 

Peí lema 8.1.8 anterior i el teorema 8.1.7, tenim que una homografia 7 el-
líptica d'ordre 2 ha de ser 7 = <&((^(M)), on u és una unitat no trivial d'un 
ordre quadrátic A(—l,m) i ip € X{0{D,N),k{—l,m)). Ara bé, les unitats 
no trivials del eos quadrátic F = Q,{y/—l) són ± > / ^ , ambdues pertanyents 
només a l'ordre quadrátic maximal Ap = A(—1,1). Tenim que el conjunt 
d'immersions J(C)(D, A' ') , A F ) , igual en aquest cas a.I*{0{D,N),AF), es cor
respon amb el conjunt de representacions TV{nz+20(D,N),3^ 4; Z) i amb el con
junt de representacions 7?.*(nc»(i3,iv),3,1; Z ) , ja que i?Ap = —4. La proposició 
7.3.5 (i)-(ii) dona expressions explícitos de les immersions respecte d'aquests 
conjunts de representacions, respectivament. Notem que dues unitats u i —u 
donen lloc a la mateixa homografia; per tant,és suficient considerar la unitat 
u = \/^. Així, obtenim que ip(\/—í) = (—f-, XQ, yo, 20)g, per a una repre
sentació {xo,yo,zo) e 7^*(nz+20(D,jV),3,4;Z), i = {xi,yi, zi,-2XI)B, 
per a ( x i , yi, zi) G 'R*{no{D,N),z, 1; Z)-

De manera análoga, en el cas d'ordre 3 considerem les unitats del eos quadrátic 
F = Q (V- -3 ) ; aquestos unitats són 1, e, e^, - 1 , - e i -e^, on e = i 
només están contingudes en l'ordre quadrátic maximal Ap = A(—3,1). Per 
a aconseguir homografies, llevat unitats trivials i canvi de signe, és suficient 
considerar les unitats £ i e^. 

Així, una homografia 7 G r3(jD,A''), aplicant de nou 8.1.7 i 8.1.8, és 7 = 
$((/?(£)) o bé 7 = <^{ip[e^)), per a V? G T*{0{D,N),Ap). La proposició 
7.3.5 dona l'expressió explícita de ip{^/^) en funció d'una representació 
{xo,yo,zo) G 7^*(ra2+20(D,iV),3,3;Z) o bé d'una representació {xi,yi,zi) G 
^ * ( " o ( D , i V ) , 3 ' ^ partir d'aquestes expressions obtenim els resultats 
següents, que completen la demostració de (ii): 

(—ir^,xo,yo,zo] ={xi,yi,zi,l -2XI)B, 
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8.1.12 Remarca. A partir del teorema anterior, per a cada representado 
(••^0,̂ 0,2^0) e 7^••(nz4.2o,3,3;Z), o bé (x^ijuZi) € n*{n^¿]j,l;Z), tenim dues 
possibles homografies eHíptiques d'ordre 3: ai = ip{e) i cr2 = VÍ£^) = 
{ip{e))^ = cr̂ . Ara bé, si r e K és el punt eliíptic corresponent a cri, és 
ciar que r també és un punt fix de af. Per tant, les dues possibilitats ens 
donen els mateixos punts eHíptics. • 

8.1.13 Remarca. Utilitzant el nombre de classes d'immersions optimals 
deis anells d'enters de Q(V—T) i Q.{-s/—3) en (!?(D,JV), es reobtenen les 
formules per al nombre de punts eHíptics d'ordre 2 i 3 de les corbes de 
Sbimura X{D, N), donades al capítol 2. Aquest fet és un cas particular del 
resultat per ais punts de multiplicació complexa, que veurem a 9.1.17. • 

Per a cada corba de Shimura X{D, N) concreta, a partir de l'ordre 0{D, N) 
explícit podem calcular, efectivament, les homografies i els punts eHíptics, 
utilitzant els resultats anteriors. En particular, aixó s'aplica ais ordres calcu-
lats en les taules 1.5-1.6, i a les formes nórmiques corresponents, contingudes 
en les taules 7.6-7.9. 

8.1.14 Teorema. Sigui X{2p, N) la corba de Shimura determinada peí grup 
p — l 

d'homografies quatemióniques T{2p,N), per a p ~ 3 mod 4 i N\—-— i 
Iliure de quadrats. Fixem l'álgebra de quaternions HA{P) i l'ordre 0^(2^, N) = 
Z[l ,¿ , iVj, Üi^^iii]^ que és un ordre d'Eichler de nivell N. Áleshores: 

(i) El conjunt de punts eliíptics d'ordre 2 de X{2p,N) és 

P2(2p, N) = r(2p, N)\ñi2p, N) n n, 

on 7̂ 2 (2p, A'') és igual a 

f Í2XQ + ZQ)JP±2L , , ^ ^ , 1 

(ii) El conjunt de punts eliíptics d'ordre 3 de X{2p, N) és 

F^i2p,N) = T{2p,N)\P^i2p,N)n% 
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on Vz{2p,N) és igual a 

(1 +2(yi ~ a ; i ) ) ^ ± 
- ( l + 2 ( A r z i - x i ) ) + ( l - 2 x i ) v ^ ' 

( A ^ l , y l , ^ l ) € 7 ^ * ( N G _ Í 3 , l ; Z ) } . 

(iii) Els conjunts d'homografies eliíptiques corresponents son 

r2(2p, N) = {7.0 : ro € ^2 (2? , N)} = { 7 . . : n G P2(2p, iV)}, 

r3(2p, iV) = { 7 ^ : uo G 7^3(2^, N)} = { 7 . , : G 7^3(2^, iV)}, 

o n 

^ 1 / (2X0 + zo)y/p {2Nyo + ZQ) + \ 
2{-{2Nyo + zo) + zo^ -{2xo + zo)^ 

= ( ( 2 / 1 ( i V ^ i - x i ) - ^ 
\^ -{Nzi - x i ) - xi^ -{yi - x i ) ^ J 

7 ^ = 7ro ± Id, 7,., = 7r i ± Id. 

DEMOSTRACIÓ: Determinemles homografies el'h'ptiques d'ordre 2 i 3 a partir 
del teorema 8.1.10 anterior. 

Sigui 7 una homografia eHíptica d'ordre 2. Aleshores, existeix una represen
tació {xo,yo,zo) G 7^*(n2+20^(2p,]V),3)4; Z ) que determina una immersió 1,!? G 
X(0A(2P, A^),A(-1,1)), de manera que 7 = ^{(p{-s/^)). Si apliquem 8.1.10 
(i), obtenim explícitament que 7 = #(|((2xo -1- zo)i + {2Nyo + zo)j + ZQÍJ)); 

és a dir, 

_ 1 / (2x0 + zo)^ {2Nyo + zo) + zo,/p \ 
7 = 0 \ ~{2Nyo + Zo) + ZQ^ -(2XO + 2O)VP J 

Per tant, els punts fixos de 7 son els punts eliíptics (2xo + 2 o ) v ^ ± 2 t 
-(2iVyo + í̂ o) + zov^' 

També existeix una representació ( x i , y i , Z i ) G 7?.*(no,3,1;Z) tal que de
termina una immersió (p G I* (OA(2P,ÍV ) , A(—1,1)), de manera que 7 = 
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<b{ip{y/-l)). En aquest cas, tenim que 7 = *l'i{yi~xi)i + {Nzi-xi)j~xiij)); 
per tant, 

7 
^ (yi -xi)y/p {Nzi -xi)~xi^^ 

\ -{Nzi -xi)-xi^ - ( y i - x i ) v ^ J 

Els punts eliiptics corresponents son ara — -{Nzi-xi) -xiy/p' 

Per ais punts eliiptics d'ordre 3 de X{2p, N), la demostració és análoga a 
ranterior, utilitzant 8.1.10(ii). Donada 7 una homografia eliiptica d'ordre 3, 
tenim 7 = $ ((̂  (e)) o bé 7 = # (9? (e^)), on £ = Es calcula 

<p{e) = 1(1 + (2x0 + zo)i + i2Nyo + zo)j + ZQÍJ) 

= 1(1 + (1 + 2(yi - xi))i + (1 + 2iNzi) - 2xi)i + (1 - 2XI)ÍJ) 

(e') = |(-1 + (2x0 + zo)i + (2iVyo + zo)j + zoij) 

= |(-1 + (1 + 2(yi - xi))i + (1 + 2{Nzr) - 2xi)j -f (1 - 2x,)ij) , 

per a certes representacions (XQ,yo,^o) € 7^'(nz+2C>,3,3;Z) i (xi,yi,zi) € 
7?."'(no'*3,1; Z ) . Si apHquem # a aqüestes igualtats obtenim les expressions 
de les homografies i els corresponents pimts elh'ptics donades a l'enunciat. 
Notem que, com hem remarcat anteriorment, les dues possibilitats per a 
l'homografia 7 donen el mateix punt eliiptic. O 

Utilitzant uns altres arguments, es troba també la descripció equivalent 
següent, en funció de la forma nórmica ternaria associada a l'álgebra de 
quaternions, que generalitza la donada a [Als97]. 

8.1.15 Teorema. Sigui r{2p,N) el grup d'homografies definit a partir de 
l'ordre d'Eichler OA{2P, N)=Z [1,¿, iVj, i±i±i+ü] C HAÍP), on N\S^, Uiure 
de quadrats. Aleshores, els conjunts de punts eliiptics de X{2p,N) d 'ordre 2 
i d'ordre 3 son, respectivament, 

p,{2p, N) = r(2p, N)\ñ{2p, N) n n, 

P3(2p, N) = T{2p, iV)\ñ(2p, N) n n , 
on 7^2(2p, N) i 7^3(2p, N) son els conjunts següents: 

( b./p ± 2L \ 
\ - c + d ^ • ^ '̂""'"̂ ^ ̂  7^(nH.3,4;Z),6,c,d parells, 2 iV|c-d|, 



8.1. Homografies, immersions i formes 251 

1 í a + by/p c + ^ 
\ - c + dyjp a - hyjp ) 

ona = 0 sire V2{2p, N) i a ^ 1 si r E V3{2p, N). 

DEMOSTRACIÓ: Sigui 7 e re(2p, Â ) una homografia eHíptica. A partir 
de la descripció explícita del grup r(2p, A''), cf. 2.3.4, podem escriure 7 = 
1 / a + b^ c + á y f \ 

\ - c + d y f a-by/p ) , on a,h,c son enters, a = 6 = c = ÍI mod 2, 
2 
2A'' I c — (/, det(7) = 1 i |a| < 2. Per tant, tenim que els punts eHíptics son 

bJp ± Vo^ - 4 
r = — — z — , on a = 0,1, —1; de fet, és suficient considerar 0 = 01 

-c^-dy/p 
a = 1. Si a = O, aleshores els punts eHíptics son els punts r = g ¡g 

-c^dy/p 
de manera que 6, c, d son solucions enteres de l'equació —p̂ ^ -f — pcP = 
4, amb fe = c = d = O mod 2 i 2A''|c — d; en particular, fe, c, d parells. 
Si a = 1, els punts eliíptics son els punts r = g ¿ĝ jg 
b,c,d son una solució entera de l'equació —pfê  + ĉ  — pd^ _ 3̂  ĝ jĵ ĵ  ^ 
c = d = 1 mod 2 i 2A''|c — d; en particular, fe, c, d son senars. L'equació 
anterior equival a considerar la forma nórmica ternaria associada a l'algebra 
de quaternions nH,3ÍX, Z, T) = -pY"^ + Z^ - pT^; així, cal estudiar el conjunt 
de representacions de 3 i 4 per n//,3 sobre Z, depenent de p, amb les condicions 
de paritat i divisibilitat anteriors. 

Recordem que l'ordre deis punts elh'ptics ve determinat directament peí valor 
de la traga de l'homografia de la qual és punt fix, cf. 2.2.6. També es pot 
calcular directament l'ordre de l'homografia que el fixa. • 

8.1.16 Remarca. Els punts eHíptics pertanyen a les semirectes incloses a 
2 "̂ 3̂ 

H, de pendent ± ' — - o bé ± - — - , segons si son eliíptics d'ordre 2 o d'ordre 
by/p feVp 

3, respectivament. • 

De manera análoga, s'obtenen els resultats següents per a algebres poc ra
mificades de tipus B. 

6 ^ ± \/3t _ (^¡j^cd) € n(nH3,2;Z),b,c,d senars, 2N\c-d\ . 
-c + dy/p ' J 

Per a un punt eliíptic r E V2{2p,N) \JV3{2p,N) donat per les expressions 
anteriors, r — T{b,c,d), la matriu eliíptica corresponent és 
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DEMOSTRACIÓ: Vegem que no H ha punts eHíptics d'ordre 2. En primer 
Uoc, veiem que no hi ha immersions de ^(yf—í) en HB{p,q). En efecte, 

tenim que ¡ — = 1, per ser g = 1 mod 4, per la qual cosa el primer 
\ 9 / ^ 

q descompon al eos quadrátic Q{\/—1). D'altra banda, el discriminant de 
l'álgebra HB{P, q) és pq. Per tant, si apliquem el criteri 1.1.19, tenim que efec-
tivament Z{HB{P,g),Q(\/^)) = 0. Notem que concorda amb les formules 
donades a 2.4. Ara, pels resultats 8.1.7 i 8.1.8 deduim que T2{pq^ iV) = 0 i 
V2{pq,N) = 0. 

Determinem les homografies eHíptiques d'ordre 3. Sigui 7 € ^.{pq^ N). Exis-
teixen representacions (a:o,yo,2o) G 72.*(nz+20B(p3,iV),3,3;Z) i {xi,yi,zi) G 
7l*(n^_^3,l;Z) que determinen una immersió (p G X*{OB{pq, N), A{-3,1)), 
de manera que 7 = #(^(tí), on u és una unitat de A(—3,1)). Si apliquem 

8.1.17 Teorema. Sigui X{pq,N) la corba de Shimura determinada peí grup 

d'homografies quaternióniques r{pq,N), per a q = 1 mod 4, = —1, 

N\^-^, Iliure de qxtadrats ¿mcd(p, iV) = 1. Fixem l'álgebra de quaternions 

HBÍP,q) i l'ordre d'Eichler Ogipq.N) = Z[l,i\r¿,i±i, i±i¿]. 

Aleshores, tots els punts eih'ptics de X{pq,N) teñen ordre 3 i ^.{pq^N) = 
Tipq, N)\ñ{pq, N) n % on Vz{pq, N) 

í (2iVa;o-f yo)^d=v/3t 
= <UQ = - - — : {xQ,yQ,ZQ) € U (nz+20(M,iV),3,3;Z) 

{ q{zo - yQ^Jv) 

M conjunt d'homografies elitptiques corresponent és 

re(pg, iV) = T,{pq, N) = {7^ : î o € Paípg, iV)} = {7^ : 1^1 G V^ipq,N)}, on 

^ 1 / ±1 + (2iVa;o + yo)^ ZQ + y o ^ \ 
'̂̂  2 V 9(-̂ o - yo^/p) ±1 - {2Nxo + yo) v ^ 7 ' 

_ 1 / ± l + (2 iVyi+zi ) v ^ ( l - 2 x , ) + ^iVP ^ 
2 V - 2 x i ) - ziVp) ±1 - {2iVyi + z,)^ ) ' 
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o bé. 
7 = m - l + {2Nxo + yo)i + zoj -f- t/o¿Í) = 2 

= | # ( - 1 4- {2Nyi + zi)i + (1 - 2a;i)i -f ¿líj) . 

Per tant, les homografies 7 6 r3(pg, iV) son de la forma 

^ =2 
1 / ± 1 -f {2Nxo + yo)v^ zo -f yo^/p \ 

\ q{zo - VQ^/P) ± 1 - (2Ara;o -h yo)v^ > 

^ 1 /± l - f - (2 iVyi - t -^ i )v^ ( l - 2 a : i ) + ^iV^ \ 
2\ q{{l-2xi)~zi^) ±l-{2Nyi + zi)^ J 

Si en busquem els punts fixos, obtenim els punts el'Kptics 

(2iVa;o + yo)vP ± VSt (2iVyi + zi)y/p ± ^/3t 
q{zo - yoy/p) <?((1 - 2a;i) ~ Zi^) . • 

8.1.18 Teorema. Sigui T{pq,N) el grup de matrius definit a partir de l'or
dre d'Eichler OBÍpq,N) = Ni,^^,'^} C HB{p,q), on N és Iliure 
de quadrats, N\^Y^, i mcd(p, J¥) = 1. Aleshores, tots els punts eHíptics de 
X{pq, N) teñen ordre 3 i pertanyen a les semirecies incloses a 71 de pendent 

Explícitament, Vz{pq,N) és el conjunt 

h^±^/%i ^ ^ n{nH,3,3; 1 ) , c señar, 2N\h-d\ . 
q{c - d^) J 

Per a un punt eliíptic T = T{b,c,d) € 'P3{pq,N) la matriu eliíptica corres
ponent és 

^ = - ( 1 + C + 
2\q{c-d^) 

DEMOSTRACIÓ: ÉS análoga a la de la proposició 8.1.15, tenint en compte la 
descripció del grup quaternionic T{pq, 1 ) , cf. 2.3.5. Així, una homografia 7 = 

directament el teorema 8.1.10 (ii) a l'ordre Osipq, N), fixant la base norma
litzada B = { 1 , Ni, tenim explícitament que 

7 =mi + {2Nxo + yo)i + zoj + yoi)) = 

= i # ( l + (2iVi/i + zi)i + (1 - 2xi)j + zxij)), 
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l / a + ^s/P ^ + ^\fP_ \ jjgi axym T(pq, N) si, i només si, a, 6, c, d € Z, 
2\q{c- d^) a - h^/p ) 
a = c mod 2, 2iV|5 - d i det(7) = 1. 

Per 2.4.5 ja tenim que e2{pq, N) = 0. Es pot veure també directament, 
utilitzant la interpretació com a representacions. En efecte, suposem que fos 
7 G ^2{pq,N). Aleshores, per 2.2.6 caldria que tr(7) = 0. Per tant, hauria 
de ser a = O i c un enter parell. Com que n(7) = 1, tindríem que —pb'^ — 
qc^ + pgd^ ^ 4_ ĵ̂ f̂  ¡^^^^ normica n/y,3(F, Z, T) = -pY^ - qZ^ + pqT^ 
representarla 4. Ara bé, si plantegem la igualtat anterior módul q, tindríem 
que -pY"^ = 4 mod q. En particular, ^ - ^ ^ = = 1- Pero aixó no pot 

ser, perqué per hipótesi q=l mod 4 i = —1. Per tant, r2(p?, A) = 0. 

Sigui 7 G V^ijpq, N). Aleshores, per 2.2.6 cal que tr(7) = 1, la qual cosa ens 
assegura que a = 1 i c és un enter señar. Com que n(7) = 1, tenim que 
—ph'^ — gc^ -f pgd^ = 3; és a dir, cal que (6, c, d) G 7?.(nír,3j 3; Z) , on 6, c,d 
satisfan les condicions de paritat i divisibilitat anteriors. • 

Per a la recerca d'homografies quatemióniques el'h'ptiques de V{D, N) i els 
seus punts fixos, hem utilitzat l'equivaléncia entre immersions i representa
cions de formes ternáries. De manera alternativa, també podem utilitzar 
l'equivaléncia entre el conjunt d'immersions J*(C, A) i el conjunt de formes 
bináries 'H*(Z + 20, A), donada a 7.4.5. 

En particular, peí que fa ais punts fixos de les homografies, la relació amb les 
formes quadratiques bináries és directa, peí lema 2.2.8. Aixó és especialment 
aplicable en la recerca de punts eliíptics. Així tenim el resultat general 
següent. 

8.1.19 Proposició. Sigui X{D,N) ¡a corba de Shimura definida per un 
grup d'homografies quatemióniques V{D,N). Sigui 0(D,N) C H un or
dre d'Eichler associat a r{D,N). Aleshores, 

n{D,N) = { r ( / ) : / G K*(Z + 20(i?, iV)), deti(/) = 6}, 

on 5 = 4 si k = 2, i5 = 3 sik = 3. • 

A partir d'aquest resultat, podem calcular l'expressió deis punts el-h'ptics 
per a les corbes de Shimura X{D, N) corresponents ais casos poc ramificats 
de tipus A i B, utihtzant la descripció deis conjunts de formes bináries as
sociats donada en 7.4.12 i 7.4.14, respectivament. Per a l'ordre d'Eichler 
OA{2P,N) C HA{P), el resultat que obtenim és exactament el mateix que 
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8. J.3 Homotécies i simetries principáis de r(D, N) 

Peí teorema 8.1.7, totes les homografies hiperbóliques del grup r(í), N) s'ob-
tenen via immersions optimals d'ordres quadrátics de cossos reals en l'or
dre 0{D, iV), a partir de les unitats quadrátiques. Alguns d'aquests ordres 
quadrátics teñen un paper especialment important. 

Recordem que, al Uarg de tot el treball, hem fixat la immersió # : íf = 

( ^ ) ^ M ( 2 5 Q ( \ / « ) ) C M(2,R), donada a 1.1.25. Aixó fa que les unitats 

del eos quadrátic real Q{\/a) siguin especialment importants, sobretot la 
unitat fonamental. Aplicant els resultats anteriors, obtindrem homografies 
hiperbóliques especiáis. 

8.1.20 Notació. Sigui a un enter positiu, Uiure de quadrats. Sigui e la 
unitat fonamental de Q(\/o). Posem ^ = e si n(e) = 1 i ^ = si n{e) = — 1. 
Aleshores, denotem per h l'homografia hiperbólica de SL(2,E), obtinguda a 
partir de ̂ ; és a dir. 

h = o i' . • 

Observem que l'acció de h ve donada per h{z) = ^̂ 2, on € M. D'aquí 
deduím la seva interpretado geométrica. 

8.1.21 Lema. L'homografia hiperbólica h és una homotécia de centre O i rao 
. El seus dos punts fixos reals son, dones, O i oo. • 

8.1.22 Lema. Donats D i N, en les condicions generáis fixades en ini
ciar el capítol, considerem el grup d'homografies quatemióniques V{D,N) C 
SL(2,R). Aleshores, existeix un únic s GN tal que 

(a) e r{D,N). 

(b) Si h'' € r(D, N), aleshores s\s'. 

hem obtingut en 8.1.15, relacionant la condició deti{/) = S amb les repre-
sentacions de la forma nórmica ternaria de l'álgebra nH,3, cí. 6.3.7. Per a 
l'álgebra HB{p,q) i l'ordre d'Eichler OsipqiN), el resultat obtingut es cor-
respon amb 8.1.18. De manera análoga s'aplicaria també al cas no ramificat, 
que hem exclós en iniciar aquest capítol. 
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En particular, si N — 1, aleshores s = 1. 

DEMOSTRACIÓ: Fixem una álgebra de quaternions H = de discri

minant D i un ordre d'Eichler 0{D, N) C H de nivell N. 

Considerem la immersió natural i : Q{y/a) '-i H, donada per i{a) := a, 
de manera que h = Considerem l'ordre quadrátic de Q{y/a) definit 
per A := {i~^{0{D,N))) fl Q,{y/a). Fixat A, sabem que existeix un únic 
& e N tal que e* és la unitat fonamental de l'ordre A. Si k és parell i 
ii(e) = - 1 , aleshores n(e*=) = n{(^^'^) = 1 i considerem s = k/2,- En cas 
contrari, considerem s ^ k. Així, n(^*) = 1 i G C(D,iV)*^. Per tant, 
h^ = #(^(^^)) G T{D,N). Es ciar que aquest s satisfá les dues propietats 
(a) i (b) de l'enunciat. 

En particular, per a l'ordre maximal 0{D, 1) és ciar que s = 1, ja que l'ordre 
quadrátic A obtingut és l'anell d'enters de Q(-\/a). • 

8.1.23 Definició. Fixat el grup d'homografies quaternióniques r ( D , J¥), el 
lema anterior determina una homografia hiperbólica h^, que anomenem ho
motécia principal de r(í?, N). • 

6.1.24 Lema.. Sigui h' rhomotécia principal de T{D,N). 

(i) Els punts z i B^^z són V{D, N)-eqmvalent$, per a tot n E 

(ii) Sigui 7 G r{D,N),^. Aleshores, 7''"'" := h'^-yh'''' G V^^.n^^, per a tot 
n G Z . 

O (gsny j • Per tant, h^"{z) - e^^^, 

per a z € "H, ja que n(£)* = 1. Si apliquem que s satisfá (a), deduim l'apartat 
(i). 
Suposem que 7 G r ( D , N) és una matriu que té ZQ com a punt fix. Amb 
aquesta hipótesi, i apHcant el cálcul anterior, tenim que h^"'yh'~^'^{^'^^^ZQ) = 
(E'^'^ZQ), la qual cosa demostra (ii). • 

8.1.25 Remarca. Fixada una álgebra de quaternions H, a mes del eos 
Q ( y a ) , també hi ha altres cossos quadrátics reals pels quals podem assegu
rar en general que existeixen immersions en l'álgebra de quaternions H; per 
exemple, Q ( > / D ) . En aquest cas, de manera análoga a l'anterior, obtindríem 
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una homografia hiperbólica de SL(2,R). Ara bé, per tal de relacionar-ho 
amb el grup T{D, N) caldria fixar alguna immersió, ja que en aquest cas no 
hi ha una inclusió natural de 0^(^/0) en H. Aixo es podria aconseguir fixant 
des de l'inici una immersió de H en M{2,Q{\/D)), enlloc de # . • 

Ara bé, a part de les homotécies principáis, hi ha altres aplicacions en el 
semiplá de Poincaré amb un significat especial en els dominis fonamentals. 
Recordem que, donat un cercle en el pía complex, tenim definida l'aplicació 
inversió respecte del cercle, cf. 2.2. Si el cercle és una recta hiperbólica, la 
inversió respecte del cercle l'anomenem simetría hiperbólica. 

A partir deis resultats sobre l'existéncia i el nombre d'immersions optimals, 
7.2.13, obtenim fácilment el lema següent. 

8.1.26 Lema. Sigui 0{D,N) un ordre quaterniónic. Áleshores l'ordre qua-
drátic A{—DN, 1) satisfá que 

X*{0{D, N), A{-DN, 1)) # 0, u{D, N,-DN, 1; 0{D, AT)*) = 2\ 

on t = : p*|iV, k > 2}. En particular, si N és Iliure de quadrats, 
u{D,N,-DN,l;0{D,Ny) = 1. • 

Per a cada immersió ip'e T{0{D,N),A{-DN, 1)), posem u = ip{y/-DN). 
Tenim que n(w) = DN i tr(w) = O i u; G 0*{D,N), ja que ^/-DN € 
A{—DN, 1). Així, en considerar l'aplicació # definida a 7.4.6, tenim una 
homografia r] := Í(a;) € SL(2,R). 

Análogament, si ~DN = 1 mod 4, áleshores considerem també les immer
sions 9 € J* (0 ( JD , AT), A(—DiV,2)), a partir de les quals també obtenim 
elements de 0{D, N) de norma DN i traga O, ja que y/-DN € A{-DN,2). 

8.1.27 Definicions. Sigui r¡ una homografia de norma DN i traga O, cons
truida a partir d'una immersió en la forma indicada en el parágraf anterior. 
Suposem que i] no fixa l'ínfinít. Áleshores diem que el cercle d'isometria d 
assocíat a, rj és una recta hiperbólica principal del grup r(D, N). Una sime
tría hiperbólica es diu principal respecte de r(D, N) si és la simetría respecte 
d'una recta hiperbólica principal de T{D, N). • 

Remarquem que el calcul de rectes, i simetrías, principáis es realitza a partir 
del calcul d'immersions, per al qual utilitzem les formes quadrátiques. 

Recordem que tota homografia és la composíció de la simetría hiperbólica 
respecte del cercle C,, amb la simetría respecte de la recta Lr,, determinada 
per 1]. 
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1 / O - 3 + ^/2 \ 

El cercle d'isometria Cn és una recta hiperbólica principal i L,, és l'eix ima
ginari. Si posem u>' = i + Zj, que també satisfá n ( t j ' ) = 6 i tr(ü;') = O, tenim 
que 

rj' = ^co') = l = ( - f C,< = C(- l /v /3 ,x /2 /v /3) . 

El cercle d'isometria Cr,' és una recta hiperbólica principal i L^' és la recta 
d'abcisa -1/^/Z. • 

8.1.30 Cas poc ramificat de tipus B. Sigui Osipq, 1) Q HB{PI i), l'ordre 
maximal que correspon al grup d'homografies quaternióniques T{pq, 1). En 
aquest cas, donem l'expressió d'una recta principal de V{pq, 1) en funció de 
q. Considerem 

/ O - l \ 

8.1.28 Lema. Sigui rf = ^ ^ una homografia tal que el cercle d'isome

tria Cr, és principal. Aleshores Lj, és la recta d'ahcisa aje. 

DEMOSTRACIÓ: Siguin Z i , zi els punts fixos de r\. Pels resultats sobre cercles 
d'isometria 3.1, l'abcisa que determina la recta Lr, és 5 i ±a . Com que Q és 
principal tenim que tr(r;) = O, per tant d = —a. Així l'equació deis punts 
fixos és cZ^ -2aZ-b = 0, per tant = a/c. • 

També es pot raonar el lema anterior utilitzant directament 3.1.11 i els re
sultats d'aquesta secció, ja que t] prové d'un eos imaginari, per la qual cosa 
és una homografia eliíptica. En qualsevol cas, notem que l'abcisa de Lr¡ 
coincideix amb el centre del cercle d'isometria. 

En particular, comparant amb el cas modular, ens interessem especialment 
pels casos en qué Lr, és l'eix imaginari. Aixó s'aconsegueix si, i només si, 
l'homografia rj té zeros a la diagonal. 

8.1.29 Cas poc ramificat de tipus A , Sigui 0{2p, 1) C HA{P) l'ordre 
maximal que correspon al grup d'homografies quaternióniques r(2p, 1). Com 
a exemple, fixem p = 3. Considerem a; = —3j -H i j , que satisfá n{uj) = 6 i 
tr(a;) = 0. Aleshores, 
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( N J) eC?o(l,iV), n(u;) = iV, tr(a;) = 0. 

Aleshores obtenim 

El cercle d'isometria C,, és una recta hiperbólica principal i L,^ és l'eix ima
ginari. 

Si N és señar, també podem considerar 

iV \ 
2N ~N j € Oo{l,N), n(w) =JV,tr(a;) = 0. 

Aleshores obtenim 

El cercle d'isometria CT¡' és una recta hiperbólica principal i és la recta 
d'abcisa 1/2. Canviant els signes de la matriu, obtenim r¡" amb cercle Crj> = 
C ( - l / 2 , l/2\/ÍV) i L /̂ la recta d'abcisa - 1 / 2 . • 

8.2 Dominis fonamentals 

En aquesta secció, estudiem els cercles d'isometria associats a homografies 
quatemióniques amb l'objectiu de construir dominis fonamentals per ais 
grups d'unitats quatemióniques T{D,N), amb D > 1. Les notacions re
latives ais cercles d'isometria i ais dominis fonamentals les hem exphcitades 
en el capítol 3, on hem calculat dominis fonamentals per al cas no ramificat. 

Seguint el métode deis cercles d'isometria, en primer lloc determinem el sub
grup T{D, N)oo i construím un domini fonamental Vr{T{D, N)oo) que satisfá 
les propietats desitjades. A continuació, demostrem resultats sobre la in-
teracció de l'homotécia principal i els cercles d'isometria associats a homo
grafies de T{D, N). 

El cercle d'isometria C,, és una recta hiperbólica principal i £^ és l'eix ima
ginari. En efecte, rj = n(¿j) = pq, tv{ij) = 0. • 

8.1.31 Remarca. Notem el paral.lelisme amb el cas no ramificat, r ( l , N) = 
To{N). Considerem 
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7 

ja que /?' = x — yy/a = O implica que a; = y = O per ser a-^^l] per tant, /3 = 0. 
Notem que només pot ser a = 1 en el cas no ramificat, D = 1] aleshores, 
la immersió # també té sentit i seria /3' = x — y, pero ¡3 = x -\- y ^ 0. Els 
elements obtinguts aleshores son les translacions. 

Del fet que 7 € V{D,N) dedu'ím que tr(íí) e Z , n(«) = 1; per tant, u és 
una unitat de l'anell d'enters de Q{\/a) i ha de ser potencia de la unitat ^ 
construida a partir de la unitat fonamental. Així, existeix m 6 Z tal que 
u — i, per tant, 7 = /i"*. Ara bé, si apUquem la notació i el resultat de 
8.1.22, tenim que s|m i 7 = /i"' = {h')" per cert n 6 Z, 5 = s{D, N). Notem 
que /i* e r{D,N)oo. Aixo ens diu que T{D,N)oo és el grup cíclic infinit 
generat per A ;̂ és a dir, 

; V{D,N)^ = {h''" -.neZ}. 

8.2.J Construcció de V(T{D,N)oo}, per a D > 1 

Sigui H = ™^ álgebra de quaternions indefinida de discriminant 

D > 1. Suposem que a > O i fixem el monomorfisme í> : if M{2, R ) , 
donat a 1.1.25, que ens determina una immersió de H en M ( 2 , Q(-y/a)). Sigui 
e la unitat fonamental del eos quadrátic real Q{y/a). Recordem que posem 
^ = £ si n(£) = 1 i ^ = si n{£) = —1. Sigui r{D,N)cx> el subgrup de 
T{D, N) format per les homografies que fixen l'infinit. 

8.2.1 Notació. Donats dos nombres ri,r2 € R^, denotem per S(ri,ri) la 
semicorona {z G % : ri < \z\ < r j } . 

8.2.2 Proposició. Sigui r un nombre realpositiu. Sigui Vhomotécia prin
cipal de V{D,N). Aleshores, 

(i) r ( j D , i v ) ^ = < / i « > . 

(ii) S{r,^^^r) és un domini fonamental en Tí per l'acció de V{D,N)oei; és 
a dir, 

Vr{T{D, N)oo) = {zen'.r<\z\< f V } . 

DEMOSTRACIÓ: Siguí 7 e r{D,N) tú que 7(00) = 00. Sigui 0{D,N) un 
ordre quaternionic tal que T{D,N) = #(0(1) , iV)^). Utilitzant l'expressió 
genérica deis elements enters de # ( i í ) obtenim que 
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Utilitzant la interpretado geométrica de h, és ciar que és una homotécia de 
centre (0,0) i rao Per tant, el domini fonamental de V{D, N)oo =< > 
és una semicorona 5 ' (ri ,r2), amb ?'2 = i^^ri. El valor de r = ri el podem 
escoUir. • 

Observem que, fixada una semicorona S = ¿"(r, ^^*r), és ciar que les semi-
corones h^"{S) recobreixen el semiplá de Poincaré; teñen radi cada cop mes 
gran a mesura que n tendeix a l'infinit i radi cada cop mes petit quan n 
tendeix a menys infinit. 

8.2.3 Remarca. Notem el paralielisme d'aquesta construcció amb la del 
cas D = 1, on els elements que fixen l'infinit son les translacions. El resul
tat és ciar si considerem l'álgebra no ramificada M(2,Q) i l'ordre d'Eichler 
Oo{l,N) C M(2,2¡). Si considerem l'álgebra de quatemions no ramificada 

H = J i l'ordre d'Eichler OM{1,N) = % [l, ¿±i¿,iVÍ^:Í±Í^, i^l C F, 

observem qvie també s'obté el grup de les translacions amb el mateix argu-
ment que en la demostrado anterior. • 

8.2.4 Remarca. D'alguna manera, comparant amb el cas modular, es trac-
taria de triar una semicorona básica, que faci el paper que fa la banda 
{z E T-l : |Re(2)¡ < 1/2} per al cas no ramificat. Ara bé, si analitzem 
mes a fons el cas modular, observem que el domini fonamental escoUit és 
invariant per la simetría respecte de la recta hiperbólica que determina l'eix 
imaginari. Recordem que una simetría axial és un cas particular del que hem 
anomenat inversió del cercle, cf. 3.1, que és la composició de la conjugado 
complexa i una homografia. En aquest sentit, donada la representado del 
domini fonamental en forma de semicorona, té sentit determinar una recta hi
perbólica, que será un semicercle amb centre O, de manera que V{T{D, N)oo) 
sigui invariant per la simetría hiperbólica respecte d'aquesta recta; és a dir, 
que sigui invariant per la inversió respecte d'aquest cercle. El punt clau és 
escoUir quina ha de ser aquesta recta hiperbólica especial. Resumim aquests 
comentaris en el lema següent. • 

8.2.5 Lema. Sigui r G R+. Un domini fonamental 'D{T{D,N)^) és in
variant respecte de la simetría hiperbólica donada per la recta hiperbólica 
C = C(0,re) si, i només si, I>,(r(D,l)oo) = ¿'(r,̂ .̂̂ ). 

DEMOSTRACIÓ: Suposem que P(r(I>,l)oo) = 5 ' (r , fV) i considerem Ci = 
C(0, r) i C2 = C((0,0), ^^*r) les rectes hiperbóUques que el delimiten. El punt 
mig entre els punts rt i ^ *̂r¿., segons la distancia hiperbólica 5 definida a la 
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secció 2.1, és (O, y) tal que S{r,y) = log log = '^(y,C^*r); és a 
y 

dir, y = ^^r. Notem que hi ha infinites rectes hiperbóliques que passen peí 
punt (^rt i no teñen intersecció amb les rectes hiperbóliques Ci ni C2; pero cap 
d'aquelles és equidistant a aqüestes dues rectes. Fixem la recta C = C(0, ^^r) 
1 sigui / la simetría hiperbólica respecte d'aquesta recta. Per a veure que 
la semicorona és invariant, és suficient provar que / (C i ) = €2. En efecte, 
expressant / en funció del centre i el radi de C, tenim que f(z) = —-—. 

z 
En particular, / ( r ) = ^^'r i /(r¿) = ^'^^n; i com que les rectes van a parar a 
rectes, tenim que / (Cj ) = 0 2 -
A la inversa, sigui V{V{D,N)oo) — S{r',^'^^r') una semicorona invariant 
respecte de la simetría hiperbólica donada per la recta hiperbólica C = 

C(0, ^*r), que denotem per / . Aleshores, f{r'i) = —j--^— ha de ser igual a 

^2*r'¿; per tant, r' = r. • 

8.2.6 Remarca. Com a conseqüéncia del resultat anterior, per a un grup 
quaterniónic r{D,N), fixada una recta hiperbólica C = C(0,r), tenim tres 
dominis fonamentals especiáis de P(r ( í? , A'")co) amb bones propietats res
pecte de C, que son els següents: 

(i) S{r,(^^r), de manera que C és l'aresta inferior. 

(ii) S{(~'^^r,r), de manera que C és l'aresta superior. 

(iii) S{^~'r,^^r), de manera que és invariant per la simetría respecte de C. 

En el cas del domini fonamental V{V{1, iV)oo), per ais casos modulars podem 
fixar com a recta hiperbóhca destacada C el semieix imaginan. Entre els 
tres dominis fonamentals amb bones propietats respecte de C, que acabem 
de comentar, el domini fonamental habitual correspon al cas (iii). Notem que 
satisfá que en cada cicle parabólic hi ha un únic vértex. En el cas que D > 1, 
no tenim punts parabólics, per tant no podem aplicar un criteri análeg per 
a decidir entre les tres possibilitats anteriors. En aquest sentit, n'hi haurá 
prou amb fixar una recta hiperbólica C. 

Per exemple, es pot fixar una recta hiperbólica C que contingui punts el-
líptics. Recordem, a mes, la simetría deis punts eWíptics respecte de l'eix 
imaginari, cf. 2.2.16, de manera que com a mínim C contindrá dos punts 
eliiptics, que poden ser o no equivalents entre si. Aleshores, com que els 
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punts eHíptics no poden ser a l'interior del domini fonamental, escoUirem un 
domini fonamental respecte de C segons les opcions (i) o bé (ii) anteriors. 

També es pot fixar una recta C que sigui una recta hiperbólica principal per 
a r(D, iV), en el sentit de 8.1.27. • 

8.2.2 Cercles d'isometria 

A continuado estudiem els cercles d'isometria. Recordem que el métode 
utilitzat en el capítol 3, per a la construcció deis dominis fonamentals, re
quería que la regió determinada per la intersecció entre el domini fonamental 
X>(r(Z), A'̂ )oo) i l'exterior de tots els cercles d'isometria fos no buida. En par
ticular, cal que la intersecció deis exteriors de tots els cercles d'isometria sigui 
no buida. Aquest requisit no se satisfa pas en general per a D > 1. Els resul
tats següents mostren les obstruccions al métode i suggereixen alternatives 
per a aconseguir un refinament del métode. 

En primer Uoc, estudiem els cercles d'isometria corresponents a les homo
grafies eHíptiques. A continuado, provem relacions entre cercles d'isometria 
associats a una homografia en general. 

8.2.7 Lema. Fixada una álgebra de quaternions de divisió, H, sigui 7 una 
homografia quaterniónica tal que el cercle d'isometria iingui centre = 
( 0 , 0 ) . Aleshores, 7 és eliíptica d'ordre 2. 

DEMOSTRACIÓ: Sigui H = (-^R^ una algebra de quaternions de discrimi-

nant D. En general, tenim que 7 = ^ 5^/ q ' ^ ' ^̂ ^̂ ^̂ ^̂ '̂̂ ^ representado 
$ de í í en M(2, Q(v^)) , fixada a 1.1.25. La condició o^ = O implica ne
cessáriament a' = 0; per ser a > 1, tenim que aleshores també a = O i, per 
tant, tr(a) = 0. Així, per 2.2.6, l'homografia 7 és eHíptica d'ordre 2. • 

í a 0 \ 

Observem que si tenim una homografia 7 = 1 ^ ^ , o ' j ' ^"^^ ^^^^ ^ ^ ^ 
|6| > 1, aleshores el cercle d'isometria associat no pot ser de centre 0. 
8.2.8 Proposició. Fixem l'álgebra de quaternions HA{P). Considerem el 
conjunt d'homografies eliítiques d'ordre 2, r2(2p, 1). Aleshores, 

Pl ext(C.,) = 0. 
Ter2(2p ,i) 
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V 
sociat és Cy = C(0,1) i el punt eHíptic corresponent és z = i, on = —1. 
Considerem l'homotécia principal h, generadora de r(2p, l)oo. Es ciar que, 
quan n tendeix a l'infinit, = ^^"i és un punt eHíptic d'ordre 2, situat a 
l'eix imaginari, amb valor absolut que tendeix a l'infinit. Per les propietats 
del cercles d'isometria de les homografies eHíptiques d'ordre 2, 3.1.11, el radi 
del cercle corresponent tendeix a infinit. Per tant, l'exterior de la unió de 
tots els cercles d'isometria és clarament el conjunt buit. • 

La proposició anterior mostra que el método deis cercles d'isometria, tal com 
s'utiHtzava en el capítol 3, no es pot aplicar a les corbes de Shimura de 
tipus A, per a cap valor de p. L'obstrucció és la considerado simultania 
d'homografies relacionados per rhomotécia principal i, sobretot, el fet que hi 
hagi cercles d'isometria que continguin el punt O en el seu interior. 

Notem que, per aplicar el método deis cercles d'isometria, ens podem reduir 
a considerar les homografies de r (D, iV) ' = T{D,N) - T{D,N)oo tais que 
els seus cercles d'isometria tinguin intersecció amb una semicorona, domini 
fonamental per a l'acció de T{D, N)ooi fixada. En els resultats següents estu
diem l'acció induída per l'homotécia principal en la resta d'homografies, en 
relació amb els cercles d'isometria associats. En particular, obtenim resultats 
que generalitzen el resultat provat per a homografies el'h'ptiques en 8.2.8, en 
relació amb el fet que el punt O pertanyi o no a l'interior deis cercles. 

8.2.9 Lema. Sigui 7 € r{D,N). Sigui h = (^^ ) ^ r{D,N)oo. Ales

hores, 

(i) Chy és un cercle d'isometria de centre o^y = Oy i radi rhy = \u ry. 

1 . 1 (ii) Cyh és un cercle d'isometria de centre Oyh = —Oy i radi ryh = r.v. «1 ' 

(iii) Chyh-\ és un cercle d'isometria de centre Ohyh-i = u^Oy i radi rhyh-i = 

u '^ry. 

DEMOSTRACIÓ: Sigui 7 = ^ " ^ , on a,6, c i á són nombres reals. El seu 

cercle d'isometria és Cy = C{—d¡c,l¡\c\). 

DEMOSTRACIÓ: Tenim que e2{2|3,1) = 2 i observem que l'homografia 7 = 
/ O 1 \ 

1 0 / ^ r2(2p, 1), per a tot p = 3 mod 4. El cercle d'isometria as-
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Explicitem les homografies: 

ua ub 
/í7 = , 7/1 = 

ua u'b \ 
u'c u'd y ' \ uc u'd J 

Els cercles d'isometria associats son, respectivament: 

d 1 

a u% \ 
\{u'fc d ) 

Ch-Y = C 

• 

f-d u \ 

1 
V c 

c / 
Cyh = c 9 ' uc\ 

U 
c 

8.2.10 Remarca. Observem que els cercles d'isometria associats a elements 
del grup 1l{D,N) no teñen ni radis ni centres acotats (cf. 3.1.14). • 

8.2.11 Lema. Sigui 7 G T{D,N) i considerem el cercle d'isometria associat 
C~f. Fixem un domini fonamental S = X'(r(D, A'")oo)- Aleshores, O G int(C-|,) 
si, i només si, té intersecció amb un nombre infinit de transformats h'(S). 
• 

8.2.12 Proposició. Considerem l'homotécia principal h^ de T(D, N) i sigui 
7 G T{D,N). Fixem un domini fonamental S = V{V{D, N)oo)- Aleshores 
existeix n G Z tal que Ch'n-yh-'" D 5 7^ 0. 

DEMOSTRACIÓ: Considerem el cercle d'isometria associat C^. Sigui z G 
Cy nn, \z - Oy\ = ry. Sigui m l'únic enter tal que h^^iz) = ^^'""z G S. 
Notem que Ĉ am ^ per tant, |^2»m_^_^2.m^^| ̂  ^ 2 S M ^ ^ _ Peí lema 8.2.9(ih), 
la igualtat anterior és exactament ¡^'^"^z — 0}^sm.yf^->m\ = rh>m.yf^-sm; és a dir, 
(F2"*2 G Ch>m^h-sm. Aleshores, només cal considerar n igual a m per a algún 
2 G n -H. • 

8.2.13 Proposició. Fixem una semicorona S = V{T(D,N)oo)- Sigui 7 G 
r{D,N) tal que el cercle d'isometria Cy satisfaci Cy 0 S ^ 0. Sigui h' 
l'homotécia principal de V{D,N). 

(i) Si Cy C S, aleshores (n„ext(C;j.n.^í,-.n)) n 5 = ext(C-y) n S. 

(ii) Si Cy C (Si) h-'S),aleshores (n„ext((7/,»n.^h-,n)) n 5 = (ext(C^) n 
ext(C,.,.,;.-0)n5. 

(iii) Si (0,0) G int(C^), aleshores (n„ ext(Ch3n.^,,-.n) 0 5 = 0. 
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DEMOSTRACIÓ: Sigui n € 2 qualsevol. Fixada n, per alleugerir la notació 
posem 7) := h^^jh'"". Sigui S = ^ ( r ,^V) . 

Suposem que el cercle está totalment contingut en la semicorona S. En 
particular, ( 0 , 0 ) ^ int(Cy). Peí lema 8.2.9, C7„ té centre = ^2"«o.y i radi 

= j^2"*|r^; per tant, Cr¡ está totalment contingut en la semicorona ^'^""S. 
D'aquí deduím que {f\nCh'^jh-"') fl S = n 5, la qual cosa demostra (i). 

De manera análoga, si suposem que Cy está contingut en la unió de les 
semicorones S i h~'{S) = (~^^S, tenim que el cercle Cr, está inclós en la tmió 
de les semicorones ^'^"'S i ^^"'~^S, i dedui'm (ii). Notem que, en aquest cas, 
també tenim ( 0 , 0 ) ^ int(C.Y). 

Suposem ara ( 0 , 0 ) 6 int(C.Y). Peí lema 8 .2 .9 , és ciar que ( 0 , 0 ) € int(C„). És 
ciar que, n -> oo, el radi deis cercles corresponents també tendeix a Finfinit. 
Per tant, S C U„ int((7,,.».^,,-.n), i deduím (iii). O 

Com a aplicado deis resultats anteriors, mostrem que, per a les corbes de . 
Shimura corresponents a ordres d'álgebres poc ramificades de tipus A i B, 
els conjunts de punts eHíptics diferents del considerat a 8.2.8 no suposen cap 
obstrucció, llevat d'uns quants casos concrets. 

8.2.14 Proposició. Fixem Válgebra de quaternions HA{P) = > Con

siderem el conjunt d'homografies Tz{2p, N). Aleshores, sip^Z, 

ext(C^) 7¿ 0. 
-YERSCAP.iV) 

DEMOSTRACIÓ: És suficient provar-ho per a iV = 1, ja que r(2p,i¥) C 
r(2j), 1). Sigui 7 6 r3(2p, 1). Per 8.1.15, tenim que 

7 = ^ - c + d ^ ) l - & ^ ) ' o ^ ^ C ' C Í e Z senars, « ^ , 3 (6 , c ,d) = 3. 

El cercle d'isometria C-. corresponent té centre o-, = ^ j j-^di r~ = 
2 

•j j - p r - Veurem que O € Cy només per a p = 3, de la qual cosa es dedueix 
el resultat. 

Comparem |o-y| i r^. Podem suposar 6 > 0 ; per tant, 16,^^— 1] = h^— 1. 
En efecte, si fos 6 = 0 , com que c i d son senars, — pdP = 3 implicaría 
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^ = 2 
1 / 1 + 5 ^ c + d^ \ 

\ q{c - d^) 1 - hy/p ) 

amb 6, c, <¿ G Z tais que nH,3(&, c, á) = 3, c señar ih = d mod 2, per 8.1.18. 

El cercle d'isometria corresponent té centre = f ^ , ^ . i radi — 
q{c - d^) 

2 
Veurem que O ^ C ,̂, suposant que no estem en els casos H = q\c -

(2 5\ (1 5\ 
I -^r- I o íT = , de la qual cosa es dedueix el resultat. 

Comparem \o^\ i r-y. Per a 6 = O, hauria de ser g = 3, pero q=\ mod 4. 
Així, podem suposar 6 > O i, per tant, la desigualtat |o.y| > r^ equival a 

> 3. Per a 6 > 3 és ciar que se satisfá la desigualtat. Per a 6 = 2, 
també se satisfá per a tot primer p > 2. Observem que el cas 6 = 2 i p = 2 
no és possible, ja que nif,3(2, c, d) = 3 equival a l'equació q{-(? + 2d^) = 11 
i aquesta no té solució per a cap primer g = 1 mod 4. Si 6 = 1, tenim 
que \o^\ > r^ per ais primers p > 11. Ara bé, per a p = 3,5 no hi ha cap 
homografia el-Hptica amb 6 = 1, ja que nH,3{l,c,d) = 3 equival a l'equació 
q{—c^ + p(P) = 3 + p, que no té solució per a cap primer q = í mod 4. Per 
a p = 2, la condició 6 = 1 determina q = 5. Per a p = 7, s'obté també només 
q = 5. Així, la desigualtat se satisfá sempre excepte en aquests dos casos. • 

2\p. Així, la desigualtat \oy\ > equival a > 3. Per a 6 > 3, és ciar 
que se satisfá. Per a 6 = 2, se satisfá per a tot primer p > 2; notem que, 
efectivament, tenim que p ^ 2^ ja. que p = 3 mod 4. Si 6 = 1, tenim que 
ô l > r.y per ais primers p ^ 11. Ara bé, per a p = 7 no hi ha cap homografia 

el-Hptica amb 6 = 1, ja que «^,3(1, c,d) =3 equival a l'equació — 7d^ = 10 
i es comprova que = 3 mod 7 no té solució. Així, queda només el cas 
p = 3, en el qual sí que hi ha homografies que no satisfan la desigualtat; per 
tant, només ens cal excloure aquest cas. • 

8.2.15 Proposició. Fixem, l'álgebra de quaternions HB{p,q). Considerem 
el subconjunt d'homografies Teipq^N). Áleshores, per a {p,q) 7̂  (2,5) i 
(P,?)7^(7,5), 

f] ext (C ^ ) ^ 0 . 
7ere(p3.iV) 

DEMOSTRACIÓ: Com en la proposició anterior, és suficient provar-ho per a 
N = 1. Sabem que T^pq, 1) = ^3{pq, 1) i que 7 6 Tslpq, 1) és 
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8.3. J Comentaris generáis 

Considerem una corba de Shimura X ( D , A''), amb D > 1, i posem r(£). A''), 
el grup d'homografies quaternióniques que l'uniformitza. Volem trobar un 
domini fonamental de X(Z?, Â ) que satisfaci la hipótesi que tots els vértexs 
siguin punts el'hptics, si aixó és possible. En particular, cal que almenys un 
deis valors e2(I>, A'') i e.{D., N) sigui no nul. 

En primer Uoc, a partir de les formules explicitades en la secció 2.4 calculem 
les constants associades a la corba de Shimura X(Z>, N): e2{D, N), ez{D, N), 
giD,N) i V{D,N). Ens cal trobar un polígon hiperbólic, amb ne{D,N) 
vértexs eHíptics (cf. 2.4.7), que tingui associades les constants anteriors. 

8.3 Construcció de dominis fonamentals 

Els resultats de la secció anterior demostren l'existéncia teórica de domi
nis fonamentals a partir del métode generalitzat deis cercles d'isometria. 
En aquesta secció presentem construccions efectives de dominis fonamentals 
combinant els resultats deis capítols anteriors. 

El coneixement deis ordres explícits, els resultats sobre els conjunts de vértexs 
eHíptics, el cálcul d'immersions a partir de formes quadrátiques i el cálcul del 
volum hiperbólic, ens donen informado explícita del quocient V{D, N)\'H i 
ens permeten fer efectiva la construcció de dominis fonamentals explícits. Si, 
a mes, utilitzem els resultats que hem obtingut en les seccions anteriors sobre 
les homotécies i simetries principáis, i els cercles d'isometria, el resultat és 
mes reeixit i donem una interpretado geométrica del domini fonamental. 

En primer Uoc, fem un breu esbós del procés. A continuado, ho iliustrem 
amb la construcció explícita d'exemples, entre els quals hi ha algún cas deis 
que han quedat exclosos en la secció anterior. Comentarem també la relació 
de les arestes deis dominis fonamentals trobats amb els cercles d'isometria 
d'homografies quaternióniques del grup i un domini fonamental del subgrup 
d'homografies que fixen l'infinit. Hem escoUit els exemples de manera que 
incloguin casos de tipus A i de tipus B, amb diferents relacions amb els cercles 
d'isometria. Hem tingut especial interés en l'estudi de casos per a A'̂  = 1, de 
manera análoga al cas modular, on inicialment (en temps de Gauss) l'estudi 
es va centrar en un domini fonamental per l'acció de SL(2, Z ) . 

Les representacions gráfiques i les taules de constants es poden trobar a la 
secció 8.4. 
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Així dones, necessitem calcular explícitament punts eliiptics. Utilitzem els 
resultats sobre els ordres d'Eichler 0{D, N) donats en el capítol 1 i explici
tem el grup d'homografies quaternióniques V{D, N). Per a les algebres poc 
ramificades de tipus A i B, n'hem donat resultats a 2.3. Considerem les for
mes nórmiques associades a 0{D,N) i Z + 20{D,N), i estudiem les seves 
representacions, la qual cosa ens permet fer una recerca efectiva d'homogra
fies eliíptiques, cf. 8.1. En particular, hem donat resultats generáis per a 
ordres quaterniónics de les algebres poc ramificades de tipus A i B. 

Per tal d'escoUir un conjunt de punts eliiptics adequat, anahtzem les rela
cions entre els punts eliiptics trobats, buscant quins son T{D, iV)-equivalents. 
Les mateixes homografies el'h'ptiques donen sovint algunes relacions. Per a 
establir mes relacions, utilitzem les immersions i de nou la seva connexió amb 
les formes quadrátiques, que ens permeten obtenir homografies hiperbóliques 
a partir d'unitats fonamentals d'ordres quadrátics; en particular, utihtzem el 
generador del grup V{D, N)oo; és a dir, l'homotéciaprincipal. Notem que ens 
caldrá provar també la no-equivaléncia de punts, la qual cosa es resol també 
en termes de representacions de formes nórmiques. 

A partir deis cálculs anteriors podem realitzar temptatives per a determinar 
un poligon hiperbóhc, de ne{D,N) vértexs eliiptics, amb els cicles adequats 
segons e2{D,N), e3{D,N), que tingui les arestes identificades dos a dos, 
la qual cosa determina ja el genere. Donat un poligon hiperbólic escoUit 
com a candidat, comprovem si el seu volum hiperbólic és l'adequat. En cas 
afirmatiu, és ciar que el poligon escollit és el domini fonamental corresponent 
a l'acció per un subgrup de T{D, N). Ara bé, el quocient que defineix té els 
mateixos invariants que el quocient definit per T{D,N). Aplicant el teorema 
de Hurwitz, obtenim que el quocient és el mateix i, per tant, el poligon 
obtingut és un domini fonamental de X{D, N). Recordem que, a partir d'un 
domini fonamental, l'aparellament de les arestes ens dona una presentado 
explícita del grup r(D, A^). 

Per a situar el possible domini, podem fer ús de les simetries i les homotécies 
principáis, la qual cosa dona criteris per a escoUir entre els punts eliiptics. 
Aixi, podem fixar una semicorona que sigui domini fonamental per l'acció de 
r (D , N)oo amb bones propietats respecte de rectes hiperbóhques concretes. 
Per exemple, que sigui invariant respecte de la simetría hiperbólica donada 
per certa recta hiperbólica principal. Fixada la semicorona, només cal buscar 
punts eliiptics en la seva vora i el seu interior. O bé, a la inversa, podem 
fixar una semicorona a partir d'alguns punts el'h'ptics trobats préviament, tal 
com hem indicat a 8.2.6. 
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8.3.2 Domini fonamental per a X ( 6 , 1 ) 

El teorema següent explícita un domini fonamental per a la corba de Shi
mura ramificada X{6,1) amb la propietat que tots els vértexs son eHíptics. 
Conté també els vaiors de les constants, les dades sobre les relacions entre 
els vértexs. Recordem que, en aquest cas, no es podia aplicar el métode ge
neral deis cercles d'isometria, ja que la regió determinada per la intersecció 
de l'exterior de tots els cercles d'isometria és buida, per 8.2.14. 

8.3.1 Teorema. Considerem la corba de Shimura X(6,1). Aleshores: 

(i) El poUgon hiperbóKc determinat pels punts {vi,V2,Vs,V4^V5,vs}, on 

" ^ = r ; ^ ' ^ ^ = i t í ; i ' ^ 3 = ( 2 - X / 3 ) . , 

"̂  = 1 ? ^ ' ^̂  = - 2 - ' "« = '̂ 

és un domini fonamental per a la corba de Shimura X(6,1) en el se-
miplá de Poincaré. 

(ii) Tots els vértexs son eHíptics i les homografies ellíptiques corresponents 

Notem que els cálculs que es requereixen en el procés indicat per a determi
nar un domini fonamental son laboriosos, sobretot peí que fa a la recerca de 
formes normiques i a les seves representacions, utilitzades per a trobar punts 
el-Kptics i relacions entre aquests. En aquest sentit, en el paquet Poincare 
hem implementat instruccions que, si bé no resolen completament el problema 
de la recerca de representacions de formes ternáries, faciliten els cálculs. Al-
gunes d'aquestes instruccions fan referencia al cálcul d'immersions i ja han 
estat comentades en els capítols anteriors. En particular, hem utilitzat aqües
tes instruccions en els resultats que presentem a continuado sobre dominis 
fonamentals explícits. 
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son: 

7 " ! — 2 
/ l + ^/3 

7«3 = 
' O - 2 - l - V ^ 
,2 + ^/3 O 

1V2 = 

7 f 4 — 2 

\/3 4 - 2^/3^ 
- 4 - 2 x / 3 - x ^ y ' 

/ 1 + V^ - 3 + A/3\ 
\3 + y/3 1-V3 J' 

f^/Z - 2 ^ 
V 2 -v^y 7«;s = 

fO 1' 
V - 1 o, 

2n 
(iii) volum hiperbólic és Vh{6,l) = — ; e/ genere és 5 ( 6 , 1 ) = 0. 

o 

(iv) El nombre de vértexs elitptics d'ordre 2 és n a ( 6 , 1 ) = 4. Jíi ha 6 2 ( 6 , 1 ) = 

2 cicles elitptics d'ordre 2, { « 2 , ^ 6 } i {vstV^}. Les relacions entre 
aquests vértexs son 7„j (^2) = Ve i 7 ^ 4 ( ^ 3 ) = v^-

(v) El nombre de vértexs eHíptics d'ordre 3 és n 3 ( 6 , 1 ) = 2. Hi ha 6 3 ( 6 , 1 ) = 

2 cicles eHíptics d'ordre 3, que son {vi} i {V4}. 

(vi) L'homotécia principal de r(6, l ) és 

O 
O 2 - ^ / 3 / 

(vii) L 'aparellament de les arestes ve donat per: 

{viV2, VIVQ) per l'homografia 7 „ j , 
{V2V3, VQVS) per l'homografia 7 , 
{V3V4, v^Vi) per l'homografia 7^^, 

on 'j = 
/ 3 + v^ - l + \ / 3 \ 
V l + ̂ /3 3 - A / 3 J 

(viii) Tenim la presentado del grwp r ( 6 , 1 ) / ± Id següent: 

< 7 v i , 7 t - 4 , 7 : 7 Í = ll = ( 7 " ' 7 v , ) ' = ( 7 " ' 7 v 4 ) ^ = 1 > • 

(ix) Les arestes V2V3 i Vev^ son ares deis cercles d'isometria C~¡^^ i C{jva)-

(x) El domini fonamental obtingut está indos en les semicorones S{ri,r3) i 
S{r2,r4), que son dominis fonamentals per l'acció de V{6, l)oo, simétrics 
respecte de les rectes hiperbóliques principáis C(0 , r2) i C(0 , r3) respec
tivament, onri = 7 — 4\/3, ra = 2 — \/3, ra = 1 , r4 = 2 + \/3, 
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(xi) El domini fonamental obtingut és invariant respecte de l'homografia 
w e SL(2,R), 

1 / O + 
O w = Ve \ 3 + V 3 

/ 
que té associada la recta hiperbólica principal C^a = C O, 

\ 

\ z + Vdj 

DEMOSTRACIÓ: Les constants associades a la corba de Shimura X{6,1) 
són 62(6,1) = 2, 63(6,1) = 2, 5(6,1) = O i H(6,1) = f . Un domini 
fonamental de X(6,1) en "H amb tots els vértexs eliíptics, si existeix, ha de 
teñir ne(6,1) = 6 vértexs. 

Aplicant les descripcions donades a 8.1.14 i/o 8.1.15, a partir de representa
cions per formes nórmiques, trobem punts eliíptics d'ordre 2 i d'ordre 3. Per 
exemple, tenim els següents punts el'Kptics d'ordre 2, amb les homografies 
eHíptiques que els fixen corresponents: 

O A 
Al = t , 

A2 = (2 - A/3)t, 

- 1 O 

7^12 = 
/ O -2-f -^/3^ 
^2-f V3 O 

A3 = 

A4 = -

2 

A B = 

Afi = 

2 ' 

-VZ + L 

4-f 2>/3' 

4 + 2^/3' 

7̂ s = 

7^4 = 

7^8 = 

fy/3 2 \ 
V -2 

^V^ - 2 ^ 
2 -V^^ 

f y/Z 4 - 2\/3\ 
, - 4 - 2A/3 - V 5 

' V3 -4-í-2%/f\ 
,4 + 2\/3 

Els punts següents són el-h'ptics d'ordre 3: 

R -^ + ' 1 f I + VZ 3 - x / 3 \ 
5 i = — 7 = , 7B. = 2 ( ^ _ 3 _ ^ l - V s j 

_ 1 / H - \ / 3 - 3 - 1 - v ^ 5 , = 

l + %/3' 
1-Ht 

1 + V^' 
IB2 2 V3 + \/3 1 -
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7 = V l + \/3 J jivs) = U5. 

El volum hiperbólic d'aquest polígon és ^ , que en efecte coincideix amb 
el volum hiperbólic de r(6, l)\'H- Notem que la comprovació deis angles 
en els vértexs i la suma d'angles en els cicles ja determinen que el valor del 
volum hiperbólic sigui el que ha de ser. Per tant, efectivament aquest polígon 
hiperbólic és un domini fonamental per a la corba de Shimura X'(6,1). 

Les relacions entre els vértexs donen l'aparellament de les arestes. Així, 
-tenim que l'homografia 7„j porta l'aresta V1V2 a VIVQ; l'homografia 7»̂  porta 
l'aresta V3V4 a V5V4 i l'homografia 7 porta l'aresta ^2^3 a VQVS. A partir de 
l'aparellament de les arestes, es comprova que efectivament el genere és O i 
obtenim la presentado del grup r(6,1)/ ± Id següent: 

< 7«n7«4»7 : l l = 1 , 7 Í = 1, ( 7 ~ ' 7 v i ) ' = 1, ( 7 " S J ' = 1 > • 

En la secció 8.4 poden trobar la representació gráfica, amb l'aparellament 
d'arestes Indicat. 

Utilitzant el Uenguatge deis cercles d'isometria, tenim que les arestes «2^3 i 
V6V5, del domini fonamental trobat, corresponen a ares deis cercles d'isome
tria Cy„^ i C^„g, respectivament. 

Un domini fonamental de r(6, l)oo és una semicorona de la forma S{r,e^r), 
on e = 2 + \/3, unitat fonamental ele Q(v^) . Apliquem 8,2.5 i només cal 

Les homografies eliíptiques anteriors ens donen algunes relacions entre aquests 
punts: 

7Bi ( 5 i ) = S i , 7B , (^ i ) = A5, 

Provarem que el polígon determinat per (Bi, A5, A2, B^, A4, Ai), que reano-
menem {VI,V2,V3,V4,V5,VQ} satisfá les condicions desitjades. 

Es comprova que els dos vértexs eliíptics d'ordre 3, ÜI i V4, no son r(6,1)-
equivaients; així, ja tenim dos cicles d'ordre 3. Notem que l'angle del polígon 
hiperbóhc escoUit en cada un d'aquest vértexs és ^ ; per tant, cadascun ha de 
constituir individualment un cicle. De la mateixa manera, es comprova que 
{^2, f^e} i { « 3 , vs} formen dos cicles d'ordre 2; els angles en aquests vértexs 
també satisfan la condició que la suma en cada cicle sigui w. Per a l'aparella-
ment de les arestes, cal trobar una homografia que porti l'aresta V2V3 a VQV^. 

Efectivament, 
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comprovar que, en efecte, per a 7*2 = jusl = 2 — tenim que r^ = \ve\ = 
1 = e r 2 . 

Pinalment, es comprova directament que el domini fonamental trobat és in-
variant respecte de Thomografia w € SL(2,E) — r(6,1) donada a l'enunciat, 
veient que w és una involució tal que w{vi) — U 4 , w{v-^ = ug, wiyz) = v^. • 

8.3.2 Remarca. Notem que no se satisfá que el domini fonamental trobat 
estigui inclós en l'exterior deis cercles d'isometria C~,j^^ i Cy^ .̂ Observem que 
hi ha simetría respecte de l'eix imaginari en el conjunt de punts eHíptics, cf. 
2.2.16, pero el domini fonamental determínat no és simétric respecte de l'eix 
imaginari. • 

Evídentment, no es pot determinar unívocament tm domini fonamental d'una 
corba de Shimura de manera que satisfací propietats análogues a les anteriors. 
Ho iliustrem per a la corba X(6,1) donant un altre possible domini fona
mental construít de manera similar a l'anteríor. La representació d'aquest 
dos dominis es troba en les figures 8.1 i 8.2, respectívament. 

8.3.3 Teorema. Considerem la corba de Shimura X(6,1) . Áleshores: 

(i) El poUgon hiperbólic determinat pels punts {VI,V2,V3,V4,V^,VQ}, on 

Vi = 

V4 -

2 

1 + 

V2 = 

V5 = 

1 + ^/3' 
= (2 - x/3)t, 

^6 = ¿, 

és un domini fonamental per a la corba de Shimura X(6,1) en el se-
miplá de Poincaré. 

(ii) Tots els vértexs son eliíptics i les homografies eliíptiques corresponents 
son: 

/%/3 2 \ 
- 2 - V 3 Í ' 1V2 — 2 

7 « 3 = 

' O 
,2-f-v^ 

-2 + vy 
o 

'\/3 - 2 ^ 
, 2 - v ^ . 

7f4 ~ 2 

7u6 ~ 

V3 -f 1 - N/3 J 

'O A 
- 1 O 
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8.3.3 Domini fonamental per a X ( 1 0 , 1 ) 

8.3.4 Teorema. Considerem la corba de Shimura ̂ (10,1) . Aleshores: 

(iii) El volum hiperbólic és 14(6,1) = el genere és g{Q, 1) = 0. 
o 

(iv) El nombre de vértexs eliiptics d'ordre 2 és n2(6,1) = 4. Hi ha 62(6,1) = 
2 cicles eliiptics d'ordre 2, {v^} i {ui, 1^3,^5}. Les relacions entre 
aquests vértexs son 7^2(^3) = Vi i 7^4 (1^3) = f5> 

(v) El nombre de vértexs eliiptics d'ordre 3 és 713(6,1) = 2. Hi ha 63(6,1) = 
2 cicles eliiptics d'ordre 3, que son {V2} i { ^ 4 } . 

(vi) L'homotécia principal de r(6,l) és 

, / 2 + O \ 
O 2-Vz)-

(vii) L 'aparellament de les arestes ve donat per: 

{V2V3, V2V1) per rhomografia 7 ,̂ 
(^^3^4, VZV4) per l'homografia -j^^, 
(V^VQ, ViVe) per l'homografia -jy^. 

(viii) Tenim la presentado del grup r(6,1)/ ± Id següent: 

7«2 5 7f4 5 7v6 • 7u2 ~ '^«4 ~ Ive ~ i'yV2 7«67u4) = 1 > • 

(ix) Les arestes v^vg i VQVI son ares del cercle d'isometria corresponent a 
l'homografia eliiptica d'ordre 2. 

(x) El domini fonamental obtingut está indos en les semicorones S{ri,r3,) i 
S(r2,r4), que son dominis fonamentals per l'acció de r(6, l)oo, simetries 
respecte de la rectes hiperbóliques principáis C(0, ?'2) i C(0,r3) respec
tivament, on ri = 7 - 4\/3, ra = 2 — V^, rs = 1, r4 = 2 + VS. 

(xi) El domini fonamental obtingut és simétric respecte de l'eix imaginari. 
• 
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(i) El poKgon hiperbólic determinat pels punts {vi,V2,V3,V4,V5,ve}, on 

Vi = 

V4 ---

- v ^ + \ / 3 ¿ 

5 ( - l + V ^ ) ' 

5 ( 7 + 5 \ ^ ) ' 

V2 = -V2 + \/3t 
5 ( 1 + V2) ' 

^ / f + \ ^ ¿ 

5 ( 1 + v ^ ) ' 

V3 = 

Ve = 

-V2 + V3L 
5 ( 7 + 5^/2)' 
5 ( - l + V ^ ) ' 

és un domini fonamental per a la corba de Shimura X (10 , l ) en el 
semiplá de Poincaré. 

(ii) Tots els vértexs son el'Uptics d'ordre 3 i les homografies eliiptiqucs cor
responents son: 

_ i ( \-\-^/2 1 + V 2 \ 

_ 1 / 1 + x/2 - 7 + 5 V ^ 

' ^ ' " ~ H - 5 ( 7 + 5 v ^ ) 1 - V 2 y 

1 / l + \ / 2 - 1 + V 2 \ 

2 \ - 5 ( l + V 2 ) 1 - y 

7u4 ~ 2 

7ü5 — 2 

1 4 . ^ 1 -
V5 ( i + v ^ ) 1 - ^ ^ y ' 

7w6 ~ 2 

U 7 + 5 ^ / 2 ) l - v ^ y ' ' 

/ 1 + V ^ - 1 - v ^ 

V 5 ( - i + V 2 ) 1 - ; • 

(iii) M volum hiperbólic és 14(10,1) = -TT; el genere és ̂ (10,1) = 0. 
o 

(iv) El nombre de vértexs eHíptics d'ordre 3 és n3(10,1) = 6 . Hiha 63(10,1) = 
4 cicles eHíptics d'ordre 3, que son { ^ 1 , ^ 3 } , { ^ 4 , ^ 6 } , {V2} i {v^}. Les 
relacions entre aquests vértexs son 7^2(̂ ^3) = Vi i 71,5(^4) = «e-

(v) L'homotécia principal de T{W^l) és 

^ 3 - f - 2 ^ ^ 
h = 

O 
O \ 

(vi) L 'aparellament de les arestes ve donat per: 

(V2V3, V2Vi) per l'homografia 7^2, 

(u3U4,uiU6) per l'homografia h, 
{v4V5,veV5) per l'homografia'jv^. 

(vii) Tenim la presentado del grup r(10,1)/ ± Id següent: 

< /i,7«.,7«5 : 7', = l l = (h-'lv.f = {h-'^vsf = 1 > • 
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(vi i i ) La resta de les arestes corresponen a ares de cercles d'isometria de la 
forma següent: V1V2 C C-\, V2V3 C C - I , C C - I i V^^VQ C C -1. 

( ix) Les arestes U 3 U 4 i VIVQ determinen una semicorona ¿" (r i jTs) , que és un 
domini fonamental per l'acció de r (10, l)oo. Se satisfa que el domini 
fonamental obtingut és la intersecció entre la semicorona S{ri,r3) i 
l'exterior d'aquests cercles d'isometria. 

( x ) El domini fonamental obtingut és invariant respecte de l'homografia 

w = V 5 V 5 ( l + % ^ ) O 

i és simétric respecte de l'eix imaginari i la recta hiperbólica principal 

DEMOSTRACIÓ : Les c o n s t a n t s associades a l a c o r b a de S b i m u r a X{1Q, 1 ) son 

62(10,1) = O, 63(10,1) = 4, g{10,1) = O i y;.(10,1) = ^TT. 

E n un d o m i n i f o n a m e n t a l en qué t o t s els v é r t e x s fossin eHípt ics , a p l i c a n t 2.4.8 
hi h a u r i a d ' h a v e r ne (10 ,1 ) = 6 v é r t e x s . B u s q u e m p u n t s eUípt ics d ' o r d r e 3, 
segons les descr ipc ions d o n a d e s a 8 .1 .17 i/o 8.1.18. E n t r e a l t r e s , o b t e n i m els 

p u n t s i les corresponents homografies següents . N o t e m q u e , tenint e n c o m p t e 

els canvis de s igne , o b t e n i m les solucions a g r u p a d e s de 4 en 4. A mes, els 

p u n t s son s imetr ies r e s p e c t e de l ' e ix i m a g i n a r i . 

Bi = 
- V ^ + \ / 3 ¿ 

5 ( - l + V ^ ) 

- V ^ + \ / 3 ¿ 

5 (1 + A/2) 

5 (1 + v^) 

V ^ - t - \ /3¿ 

5 ( - l + \ / 2 ) 

7fli = 5 
/ l + \/2 l + V ^ 

V 5 ( l - \ / 2 ) l-^/2j 

_ 1 
IB2 = 

l + - 1 + ^ 
2 ^_5( l ^. ^ ) l-y/2) 

I B , = 5 

7 B 4 = 

/ l + y/2 l-y/2\ 
V5(l + \^) 1 - v ^ J 

V5(-l + V2 ) 1 - J 
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-V2 + y/3t 
5( -7 + 5^/2) 

5(7+ 5v^) 

V2+ \/3¿ 
5(7 + 5^2) 

5 ( -7 + 5^/2) 

IB, V5(7 - 5v^) 1 - \/5 

7fl6 = 2 
1 + N/2 - 7 + 5 V ^ 

-5(7+ 5v^) 1 - V 2 y 

7BT = 1 / 1 + V2 7 - 5 v ^ 
2 V5(7 + 5V2) 

H-x/2 - 7 - 5 \ / 2 \ 
H5(-7 + 5V^) l - x / 2 J 

Btisquem relacions entre aquests punts eHíptics, a partir de les mateixes 
homografies eHíptiques que els fixen, Seleccionem les següents: 

7B,(B2) = 52, JBÁBB) = BU 

7fl,(B3) = J53, 7B,(Br) = B4. 

D'altra banda, l'homografia hiperbólica distingida que fixa l'infinit és 

^ 3 + 2V^ O h = O 3 - 2 v ^ i satisfá h{Be) = B i , hiBr) = B4. 

Així, tenim els conjunts de vértexs equivalents: {BI,BQ}, {B4,Br}, {B2} i 
{Bz}. Es comprova que els vértexs de dos conjunts diferents no son equiva
lents, per la qual cosa ja tenim 6 punts eliíptics d'ordre 3 que es reparteixen 
en 4 cicles. 

Considerem el polígon hiperbólic format pels 6 punts el-h'ptics: 

iBi,B2,Be,B7,B3,B4). 

A partir d'ara podem (v i , U2, ws, ^4 , f s , Ve) aquest polígon hiperbólic. Es com
prova que les relacions anteriors donen l'aparellament de les arestes indicat. 
El seu volum hiperbólic és |7r. Per tant, efectivament aquest polígon hi-
perbóHc és un domini fonamental per a la corba de Shimura X(10,1). En la 
figura 8.3 el representem gráficament, indicant les parelles d'arestes. 

Comprovem que el genere és 0. A mes, obtenim la presentació del grup 
r ( 1 0 , l ) / ± Id següent: 
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5 ( 2 - V 3 ) ' 5{2 + V3y 5 (2+ v ^ ) ' 
8 + L 8 - f t 2 + í 

" ' ' ~ 5 ( 4 - f x / 3 ) ' ' ' ' ~ 5 ( 4 - x / 3 ) ' ''^ " 5(2 - v/3)' 

és un domini fonamental per a la corba de Shimura ^(15,1) en el 
semiplá de Poincaré. 

Si interpretem el domini fonamental a través deis cercles d'isometria s'observa 
que bona part de les arestes són ares de cercles d'isometria, tal com es descriu 
a l'enunciat. Les arestes V3V4 i VIVQ están contingudes en els dos cercles 
C(0, ri) i (7(0, ra), on ri = jus] i r^ = \vi\. Aquests cercles determinen 
la semicorona 5 (ri ,r3) que és un domini fonamental de r(10,1) 0 0 5 ja que 
l'homografia h relaciona aqüestes dues arestes. Sigui £2 la unitat fonamental 
de Q(\/2). Comprovem que e^ri = r2 i £2^2 = ra, la qual cosa, utilitzant 
8.2.5, demostra que 5(ri ,r3) és simétrica respecte de C(0,r2), r2 = |ü2l-

És ciar que se satisfá que el domini fonamental és la intersecció entre la 
semicorona i l'exterior deis cercles d'isometria deis quals formen part les 
altres arestes. 

La simetría respecte de l'eix imaginari és evident. Així mateix, és fácil com
provar la invariáncia del domini fonamental fixat per l'homografia w i per la 
simetría hiperbólica respecte de C ,̂. Notem que els tres fets están relacio-
nats, ja que l'homografia w és composició de les dues simetries, donat que 

és precisament l'eix imaginari. • 

8.3.5 Remarca. Notem, pero, que el domini fonamental descrit en el te
orema anterior, no s'obté com a aplicado del método general deis cercles 
d'isometria. Caldria considerar tots els cercles d'isometria; en particular, els 
cercles associats a les homografies eHíptiques j ^ . . En aquest cas, ja hem 
notat (cf. 8.2.15) que és un cas exclós del método general. • 

8.3.6 Remarca. Notem també que, a diferencia deis dominis fonamentals 
per ais casos no ramificats del capítol 3, l'aparellament d'arestes no es realitza 
aparellant per 7 els cercles Cj i C^-i. • 

8.3.4 Domini fonamental per a X(15,1) 

8.3.7 Teorema. Considerem la corba de Shimura X(15,1). Aleshores: 

(i) El polígon hiperbólic determinat pels punts {vi,V2,Vz,V4,V5,V6}, on 

-2 + i -2 + t 2 + i 
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(ii) Tots els vértexs son eltíptics d'ordre 3 i les homografies eliípiiques cor-
responents son 'fy. = , on 

9' 
/ l + 2v^ 3 + 2Vf\ 
V5(3 - 2N/3) 1 - 2 N / 3 ; ' 

1 + 2V3 3-2\/3\ 
5(3 + 2\/Z) 1 - 2V5; ' 

l + 8Vf - -3 -4\ /3\ 
5(-3 + 4N/3) 1-8^/3/ 

_ f H-2^/3 - 3 + 2N/3\ 
~ V5(-3 - 2N/3) 1 - 2 V / 3 y 

_ / H-8\/3 3 -4x /3\ 
~ V5(3 + 4^^) l - 8 v ^ y ' 

= 
f l+2\/3 - 3 - 2 v / 3 \ 
V5(-3 + 2\/3) 1 - 2v^ y 

8 (iii) El volum hiperbólic és H(15,1) = - r ; el j-énere és g{l5,1) = 1. 
ó 

(iv) L 'homotécia principal de r(15,1) és 

'2 + N/3 O \ 
, O 2 - ^ 3 / -h = 

( v ) Tenim n3(15,1) = 6 vértexs elitptics d'ordre 3. Hi ha 63(15,1) = 2 
cicles elitptics d'ordre 3, que son { v i , V2, ^̂ 4, "s} i {^3) ^Je}- i'CS relacions 
eritre aq^iests vértexs son 

h{V2) ~ Vi h{v3) = U6, 

¿ ( f i ) = t>5, fc(u2) = 
live) = V3, 7 ( ^ 5 ) = « 4 , 

on 
, 1 / 3 1\ ^ 1 /-4 + 3V3 - V f \ 

2 V5 3; ' ^ 2 V 5(^/3) -4 - 3 v ^ j ' 
(vi) £ 'aparellament de les arestes ve donat per: 

{viV2, U5W4) per l'homografia k, 
{V2V3, VIVQ) per l'homografia h, 
(«31)4, uetís) per Vhomografia'j"^. 

(vii) r(15,1)/ ± Id = < h, fe,7 : (7 )̂̂  = {hk-^'ykf = 1 >. 

(viii) Fi áomim fonamental obtingut está indos en la semicorona S{ri,r3)¡ 
que és un domini fonamental per l'acció de r(15, l)ooí simétric respecte 
de la recta hiperbólica principal C(0,r2), on Vi = y/E{2 — %/3)/5; ra = 
\/5/5, ra = v^(2 + v^)/5. Íes arestes V2V3 i VIVQ formen part deis 
semicercles que determinen la semicorona, els quals son, a mes, rectes 
principáis. 
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(x) El domini fonamental obtingut és simétric respecte de la recta hiperbó
lica principal (7(0, y/E¡5). 

DEMOSTRACIÓ: Les constants associades a la corba de Shimura J*í(15,1) son 
62(15,1) = O, 63(15,1) = 2, g{l5,1) = 1 i 14(15,1) = |7r. 

En un domini fonamental en qué tots els vértexs fossin eHíptics, aplicant 2.4.8 
hi hauria d'haver ne(15,1) = 6 vértexs. Busquem punts eHíptics d'ordre 3, 
segons les descripcions donades a 8.1.17 i/o 8.1.18. Entre altres, obtenim 
els punts i les corresponents homografies següents. Notem que els punts son 
simétrics respecte de l'eix imaginari. 

- 2 + ¿ ^ l f l + 2^/Z 3 + 2V3 \ 
' ~ 5(2 - v/3) '̂ ^̂  H 5 ( 3 - 2 x / 3 ) l-2Vz) 

-2 + í . __ií l + 2y/d - 3 + 2x/3^ 
5(2 + x/3) 2 \ ^ 5 ( - 3 - 2 v ^ ) l - 2 ^ / 3 

R = _ _ H ± L _ _ =kí l + 2 /̂3 3 - 2 N / 3 \ 
' 5(2 + x/3) 2 ^5(3 + 2V^) I-2V3J 

R 2 + ¿ _i_f l + 2y/3 - 3 - 2 x / 3 \ 
' 5 ( 2 - ^ ^ ) H 5 ( - 3 + 2v^) 1 - 2>/3 J 

' " 5 ( 4 - x / 3 ) ^ ^ ^ - H 5 ( 3 - 4 v ^ l-SV^J 

- 8 + ¿ 1 / 1 + 8^3 - 3 + 4 v ^ 
5(4 + v ^ ) ^ ^ ^ " • H 5 ( - 3 - 4 ^ / 3 l - 8 x / 3 j 

(ix) La resta de les arestes corresponen a ares de cercles d'isometria de la 
forma següent: V1V2 Q C „̂̂ , C C-,,^, V4V5 C C^^^ i V^VQ C C^^^ . Se 
satisfá que el domini fonamental és la intersecció entre la semicorona 
¿"(í'ii^s) ^ l'exterior d'aquests cercles d'isometria. 
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„ _ 8 + 1 _ i / l + 8 v ^ 3-4\/3\ 
' " 5(4 + y/3) ' ^ ^ ' " H 5 ( 3 + 4v/3 1~SV^J 

Z + i _ , / l + Sx/3 - 3 - 4 x / 3 \ 
* ~ 5 ( 4 - v / 3 ) ^ ^ • ~ H 5 ( - 3 + 4v^ l - S x ^ j 

Büsquem relacions entre aquests punts eliíptics. Ea aquest cas, les homogra
fies eliíptiques que els fixen no ens en donen cap. Si considerem l'homotécia 
principal h, tenim 

2 - ) ^^^'^ = = B 4 . 

Per a trobar altres relacions busquem noves homografies hiperbóliques, apli
cant els resultats d'immersions a unitats fonamentals d'ordres quadrátics 
reals. Considerem el eos quadrátic Q(\/5), que escindeix HB{3,5). L'unitat 
fonamental de l'anell d'enters és £ 5 = ^^^j^, de norma n(e5) = - 1 . Fixantuna 
immersió 9 de l'anell d'enters de Q(\/5) en 0(15,1), obtenim l'homografia 

k = H^pieD) = 3 ) , que satisfá ¿(^2) = Bs i fc(Bi) = Br. 

Busquem directament altres relacions entre els vértexs. Trobem: 

^ = 5 {~\Uf - 4 ' - w s ) ' = ' = 

Així, tenim els conjunts de vértexs equivalents { J 5 i , 5 2 , ^ 5 , B e } i { ^ 3 , 5 4 } . 
Es comprova que els vértexs de dos conjunts diferents no son equivalents, 
per la qual cosa ja tenim 6 punts elh'ptics d'ordre 3 que es reparteixen en 2 
cicles. 

Considerem el polígon hiperbólic format pels 6 punts el'h'ptics: 

(Bi,B2,B3,B7,S8,B4). 

Numeremels vértexs d'aquest poh'gon amb la notació (ui,V2, t?3, V4, Ug, VQ). Es 
comprova que les relacions anteriors donen un aparellament de les arestes. El 
seu volum hiperbóhc és |jr. Per tant, efectivament aquest polígon hiperbóhc 
és un domini fonamental per a la corba de Shimura X(15,1). El representem 
gráficament en la figura 8.4, indicant Faparellament de les arestes. 
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^ 1 = 
O 3 - 2 \ / 3 \ 1 / 0 - l \ 

^ rr. _ ] , m = —:= 
^ V 5 ( 3 + 2v^) O ^ / 5 V 5 O 

=:J—f O - 3 - 2v/3 \ 

És ciar que se satisfá que el domini fonamental és la intersecció entre la 
semicorona i l'exterior deis cercles d'isometria deis quals formen part les 
altres arestes. 

Finalment, es comprova que el domini fonamental de X{15,1) és invariant 
per la simetría hiperbólica respecte de la recta hiperbólica principal C(0, r 2 ) . 
• 

8.4 Algoritmes, taules i gráfiques 

En aquesta secció comentemles instruccions implementades relacionades amb 
la construcció del domini fonamental de les corbes de Shimura X{D,N), 
D > 1. Presentem també els gráfics deis dominis fonamentals per ais casos 
explicitats en la secció anterior i taules que recullen les dades relatives a cada 
domini fonamental, de manera análoga a la secció 3.3, en qué presentávem 
exemples en el cas modular. 

Hem implementat instruccions per a facilitar la construcció de dominis fo
namentals, seguint els comentaris generáis de la secció 8.3. En primer lloc, 

Comprovem que el genere és 1. A mes, obtenim la presentado del grup 
r ( 1 5 , l ) / ± I d següent: 

<h,k,j:{^hf = l,{hk-'ykf = l > . 

Si interpretem el domini fonamental a través deis cerdes d'isometria, s'ob-
serva que bona part de les axestes son circs de cercles d'isometria, tal i com 
es descriu a l'enunciat. Les arestes 112^3 i VIVQ formen part deis dos cer
cles C(0,ri) i C(0,rs), on ri = [ual i ^3 = Aquests cercles determinen 
la semicorona 5'(ri,r3) que és un domini fonamental de r(15,1) 

00 j ja que 
l'homografia h relaciona aqüestes dues arestes. Denotem per £3 la unitat 
fonamental de Q(\/3). Posem que r2 : = ezVi = es comprova que 
esra = r s , la qual cosa, utilitzant 8.2.5, demostra que 5(r i ,r3) és simétrica 
respecte de C(0, r 2 ) . Les rectes hiperbóliques definides per C(0, r,) son rectes 
principáis, ja que provenen de les homografies 77,- següents: 
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notem que Ira constants associadíís a la corba de Shimura A'(D, N) es cakni-
;uub les instruccions comentados en el capítol 2. 

Per al cálcul deis punts eliíptics i les homografies eliíptiques, a partir de 
l<'.s imnuTsions, es poden utilitzar les instruccions conicntades en el capítol 
iuittnior jmit ainb els resultats de la secció 8.1. Tot i així, per tal de facilitar 
VÚH (Ui paquet, hem iucorj)orat instruccions explícitos. Així, les instruccions 
FindRepOrE2 i FindRopOrES s'encarreguen de fer la recerca de les representa
cions que necessitem per a determinar els punts eliíptics d'ordre 2 i d'ordre 3, 
respectivament. A continuació es poden utilitzar les instruccions E2HomPRep 
i E3HomPRep, que ens donen l'homografia i el punt elh'ptic corresponent a 
partir d'una representació concreta. .Amb les instruccions E2HomP i ESHomP, 
incorporeni els dos algoritmes anteriors, i aconscguim una llista d'homografies 
i punts eliíptics. En general, cn les instruccions que busquen representacions 
iuclücni un parámetre opcional per a controlar la profunditat de la recerca. 

Per a buscar relacions entre punts eliíptics concrets, utilitzem instruccions 
rofercnts a les homografies, comentades també en el capítol 2. A mes, hem 
incorporat la instrucció FindCond, que dona condicions per a que dos punts 
estiguin relacionats; és especialment útil quan cal veure que dos punts no son 
equivalents. Per a treballar amb el polígon hiperbólic, recomanem Tvis de les 
instrviccions relativos a la gconietria hiperbólica. 

Hem implementat també instruccions cn relació amb Thomotécia principal 
i el domini fonamental del grup que genera. Així, prHom dona 1' homoté-
cin principal, com a homografia, a partir de la unitat fonamental de l'ordre 
quadrátic corresponent. Peí que fa a la semicorona, domini fonamental de 
grup generat per Thomotécia principal, tenim les instruccions symcS, symiS 
i syrasS, que utilitzen diferents criteris (cf. remarca 8.2.6) a partir d'un 
cercle de radi fixat. Finalment, la instrucció def sS defineix els cercles que 
determinen la semicorona com a objectes geométrics. 

D'altra banda, per a explicitar el fet que tots els elements de l'algebra de 
quaternions provenen d'immersions, tenim la instrucció Fquat. A partir d'un 
quaternió U3 £ H',\a instntcció dona el eos quadrátic tal que UJ s'obté a 
partir d'una immersió de en H. 

Les figures 8.1 i 8.2 representen, respectivament, els dos possibles dominis 
fonamentals per a la corba de Shimura A'(6,1) donats en els teoremes 8.3.1 
i 8.3.3. Resumim les dades corresponents en les taules 8.1 i 8.2. Notem que 
teñen propietats diferents respecte de les simetries. Així, el de la figura 8.2 
es simétric respecte de l'eix imaginari, mentre que el de la figura 8.1 ho és 
respecte d'una recta principal, que es mostra també en la figura. 
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El (lonüui foníuiieutal coustruít per a la corba de Shimura ,V(10,1), cí. 8.3.4, 
el mostreui eu la figura S.3. Rcprescntom també la intersecció de! cercle 
(risonietria C„, mnb el domini fouíiinental. Es pot ob.sermr graficanicnt qnii 
C„, és uu eix de simetría del domini i (|ue Tlioniografia w deíxa invariant Í ; ! 
domini. La taula 8.3 conté els punts i cis cicles cxplícít.s. 

Auálogament, reproduím el domini fonamental trobat a 8.3.7 per a la corba 
de Shimura A'(15,1) en la figura 8.4. En aquest cas representem també la 
recta hiperbólica principal que ens dóua un cix de simetría del domiut. En 
la taula 8.4 presentem les dados sobre els punts i els cicles. 
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- 0 . 2 0 . 5 

Figura 8.1: Domini fonamental de X{ñ, 1), 
segons 8.3.1, 

Taula 8,1 Cicles eliíptics de la corba de Shimura X(6,1) i presentado del 
grup r{6,1)/ ± Id, segons 8.3.1. 

k nfc(6,l) efc(6,l) cicles d'ordre k de r(6,1) 

2 4 2 { ^ 6 , V2} i {vs^vs} 

3 2 2 

generadors relacions 
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- 0 . 5 

Figura 8.2; Domini fonamental de -X'(6,1), 
segons 8.3.3. 

Taula 8.2 Cicles eHíptics de la corba de Shimura X(6,1) i presentado del 
grup T{6,1)/ ± Id, segons 8.3.3. 

k "fc(6,l) efc(6,l) cicles d'ordre k de r(6,1) 

2 4 2 {ve} i { u i ,U3 ,y5} 

3 2 2 { " 2 } i K } 

generadors relacions 

7 « 2 ' Tv4> Iva 7 Í = 1 , 7 Í = l ' 7^a = l = ( 7 ; / 7 « 6 7 » 4 ) ' = 1 
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- 0 . 5 0 . 5 

Figura 8,3: Domini fonamental de X(10,1). 

Taula 8.3 Cicles eliíptics de la corba de Shimura X(10,1) i presentado del 
grup r ( 10 , l ) / ± Id . 

k nfc(10,l) efc{10,l) cicles d'ordre k de r(10,1) 

2 0 0 

3 6 4 {"a}, {us}, {vi,V3}, {v4,ve} 

generadors relacions 

ii = hii = 1, {h~'j^r=1, {h-H,f=1 

b 



8.4- Algoritmes, tmles i gráfiques 289 

2 T 

Figura 8.4: Domini fonamental de ̂ ( IS , 1). 

Taula 8.4 Cicles eliíptics de la corba de Shimura X(15,1) i presentado del 
grup r(15,1)/ ± Id. 

k nfc(15,l) efc(15,l) cicles d'ordre k de r(15,1) 

2 0 0 

3 6 2 

generadors relacions 

h, fc, 7 {^hf = l,{hk-^jkf = l 






