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Capitol 6

Ordres quaternionics 1 formes
quadratiques

6.1 Formes normiques d’ordres quaternionics

Sigui H una Q-algebra de quaternions i sigui O C H un ordre quaternionic.

A partir de la forma normica de P’algebra, associem a cada ordre una forma
quadratica quaternaria i una de ternaria, que anomenem formes nérmiques
de Pordre i denotem per nep 4 i nogs, respectivament.

En aquesta seccié veurem com queden determinades les formes normiques,
quines propietats tenen en general i quines son les seves caracteristiques quan
es treballa amb ordres d’Eichler.

6.1.1 Construccio i propietats

Fixem en l'ordre O C H una base normalitzada {1, vs, vs, va} (cf. seccié 1.2),
per tal d’obtenir formes normiques amb bones propietats.

6.1.1 Definicié. La forma normica quaternaria associada a l'ordre és la
forma quadratica que s’obté a partir de la forma normica de 1’algebra, ex-
pressada en la base normalitzada fixada. La denotem per neg 4.

Per a definir la forma normica ternaria ens restringim al subespai dels qua-
ternions purs. Es tracta senzillament d’imposar la restriccié tr(a) = 0 als

elements de ’ordre; és a dir, la norma aplicada a @ N Hy s’obté a partir de
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156 Cap. 6. Ordres quaternionics i formes quadrdtiques

ne, amb la restriccid tr(a) = 0. Ara bé, la forma quadratica obtinguda
d’aquesta manera pot tenir coeficients no enters, depenent de la paritat de
P'ordre. Aixi, construim una altra forma quadratica ternaria mitjancant un
canvi de variable no enter, per tal que tingui coeficients enters. Amb aquesta
construccid, variar els elements de O N Hy equivaldra a recérrer els enters.

6.1.2 Definicié. La forma normica ternaria associada a O, en la base nor-
malitzada {1, vs,v3, v4}, és la forma quadratica ternaria que s’obté substituint
a np,q Lexpressié T = —2X si O és un ordre senar, i X = 0 si O és un ordre
parell. La denotem per npz. O

A continuacid, explicitem les relacions entre les matrius de les formes quadra-
tiques normiques associades a 1’algebra de quaternions H i les associades a
un ordre quaternionic O C H.

Suposem que O és un ordre parell. Denotem per P, la matriu de canvi de la
base fixada en l'ordre a la base fixada en I’algebra i definim les matrius Py 3,

Ry, Ry 4, Roj seglients:

/110 0 0 000

0 100
Po=10| Py R EER R

\ 0 001

G
Roa= . Res= [ 010 |=1d.

0100 S W

\0 0 10

Suposem que Q és un ordre senar. Denotem per Py la matriu de canvi de la
base fixada en 'ordre a la base fixada en Ialgebra i definim les matrius P, 3,
Rl, R1,4, R1,3 segﬁents.

10 0 1/2 100
0 » 010
Pl“‘ 0 P1,3 3R1— 0013
0 _ -2 0 0
100 0
.| 0100 010
14 = 0010 , Rig= 0 01
200 1 =200
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6.1.3 Lema. Posem k =0 51 O és un ordre parell, ik =1 st O €s un ordre
senar. Aleshores, amb les notacions anteriors, tenim que:

(i) A(no,‘;) = P,iA(nHA)Pk.
(i) A(nogs) = RiLA(no,)Rx.

(iii) A(ros) = (Br3)(Pe3) A(ny,3)PesRes. O

Utilitzant aquest resultat i el fet que les formes normiques quaternaries dels
ordres 1 la de algebra sén Q-equivalents, per 4.4.4, deduim les propietats
segients.

6.1.4 Proposicié. Siguin H una Q-dlgebra de quaternions i O C H un
ordre. Considerem les formes normiques associades a O. Aleshores,

(1) L’dlgebra H és definida si, i només si, la formane 4 és definida positiva;
st, 1 només si, la forma ne s €s definida positiva.

(i) L’dlgebra H és indefinida si, i només si, la forma ne 4 és indefinida, de
signatura (2,2); si, ¢ només si, la formane 3 €s indefinida, de signatura
(1,2).

(iii) deti(no,q) ¢ dety(nos) son quadrats. Explicitament, si P és la matriu
de canvi de la base normalitzada de O a la base de l’dlgebra, tenim que

det;(no4) = (abdet P)?,
dety(nos) = (abdet P)* st O és un ordre parell,
chi\nos) = (2abdet P)? st O és un ordre senar.

DEMOSTRACIO: Les formes ndrmiques ng4 i np4 sén Q-equivalents; en
particular, sén R-equivalents i, per tant, tenen la mateixa signatura. El seu
caracter es correspon amb el caracter de 1’algebra, per 4.4.5, 5.1.8 i 5.1.14.
Si apliquem la relacié matricial del lema anterior (iii), en segueix també el
resultat per a la forma ternaria i completa la demostracié de (i) i (ii).

De les mateixes relacions matricials anteriors deduim els resultats de (iii).
Notem que P = P i que det P, = det Py 3, per k = 0,1, segons la paritat de
Pordre. Com que deti(ng,4) = ab? = det;(ng3), obtenim que dety(np4) =
(abdet P)?. Notem que det Ro3 = 1 i det Ry 3 = —2; per tant, obtenim els
valors per a dety(no3) indicats a 'enunciat de (iii). O
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6.1.5 Corollari. Sigui O C H un ordre d’una Q-dlgebra de quaternions H.
Considerem les formes normiques associades a Uordre O. Aleshores,

|di(no.s)| = LDo,

ld?(”’@,‘l)l = Do,

|di(nos)| = { DO st O és un ordre parell,
1

st O és un ordre senar.

DEMOSTRACIO: Sigui P la matriu de canvi de la base de l'ordre a la base
de lalgebra. Per 6.1.4 tenim que det;(nop4) = a?b?(det P)? i el caracter de
la forma ne 4 depeén de si H és una algebra definida o indefinida. Recordem

que el signe de d;(f) es fixa en funcié del caracter de la forma f. Aixi,
|di(no4)| = |abdet P| i |dz(no4)| = 2*|abdet P|.

Per al cas de la forma ternaria, utilitzem també 6.1.4. Aixi, a partir de
det,(no3) obtenim que

labdet P|  si O és un ordre parell,
2|abdet P| si O és un ordre senar.

| di(nos)| = {

Si apliquem 1.2.6, podem expressar els resultats anteriors sobre d; en funcié
del discriminant de ’ordre, ja que Do = 4|abdet P|. Aixo completa la de-
mostracié de (ii). O

6.1.6 Lema. Sigui O un ordre d’una Q-dlgebra de quaternions H i fizem
una base normalitzada de O. Aleshores, les formes normiques no4 i no3
tenen coeficients a Z.

DEMOSTRACIO: Per ser @ un Z-ordre, només conté elements enters sobre Z.
Aixi, np 4 1 ne s sén formes quadratiques que, sobre Z, només representen
elements enters. En particular, els coeficients centrals sén enters. Ara bé, els
coeficients laterals també sén enters, ja que cada subforma de dues variables,
amb coeficient lateral diferent de 0, representa només elements enters.

a
6.1.7 Proposicié. Les formes normiques associades a un Z-ordre en bases

normalitzades diferents son Z-equivalents. Aizi, les formes normiques gueden
determinades per l’ordre llevat Z-equivaléncia.

DEMOSTRACIO: Per a la forma ne 4 és una aplicacié directa de 4.4.3.
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Considerem dues bases normalitzades de O, {v;} i {v}}, 1 sigui Q la matriu
de canvi de base de {vi} i {vi}; aix{, @ € GL(4,Z) i satisfa les condicions de

ore ) . ! e . I
1.2.9(iii). Posem nog3, N3, No4 i N4, les formes ternaries i quaternaries
associades a O en les dues bases, respectivament.

Expressem les relacions a nivell de matrius, seguint la notacié de 6.1.3. Volem
veure que existeix § € GL(3,Z) tal que S*A(no;3)S = A(nps). Es clar
que, per a lordre O, se satisfa A(ny ,) = Q*A(no4)Q. Aixi, d’'una banda,
tenim que A(np 3) = RLA(np 4)Ri = RLQ'A(no,4)Q Ry; de l'altra, tenim que
A(nos) = RLA(no4)Ry. Per tant, és suficient trobar S € GL(3,Z) tal que
@R, = RiS. Considerem les matrius de M(3,Z) segiients:

Q2 Q23 G24 1-2q4 q12 qus
So=1| @2 g qa |, S1= —2¢24 g2 ¢
Q42 Q43 Gaa —~2q34 Q32 Q33

Donades les condicions satisfetes per @, cf. remarca 1.2.11, es comprova
facilment que Q Ry = RypSk. A més, aplicant propietats de determinants
s’obté det S = det Q. Per tant, § € GL(3,Z), com voliem veure. Com a
alternativa, també és facil comprovar-ho veient que

So |0 ) Sl
R(t),z;QROA = (‘00—}“) 1 R§,4QR1,4 = ( 0-1 q14 ) .0

. Observem que també té sentit definir la forma normica quaternaria de ’ordre
respecte de bases no necessariament normalitzades. Aplicant de nou 4.4.3, la

forma quaternaria obtinguda seria Z-equivalent a la forma normica que hem
definit.

6.1.8 Proposicid. Les formes normiques associades a Z-ordres conjugats
son Z-equivalents.

DEMOSTRACIO: Es clar que la forma normica quaternaria ne 4 és multi-
plicativa. Aixi doncs, si no ens restringim a bases normalitzades, podem
aplicar directament el resultat de K-algebres 4.4.6 i tindrem que les formes
normiques quaternaries corresponents a ordres conjugats sén Z-equivalents.
Notem que, de fet, la demostracié de 4.4.6 consisteix a reduir-ho al cas de
bases diferents d’un mateix ordre, veient que les formes quadratiques cor-
responents a bases conjugades sén la mateixa. El mateix argument es pot
aplicar a la forma normica quaternaria que hem definit a partir de bases

normalitzades, ja que la base conjugada d’una base normalitzada és també
normalitzada.



160 Cap. 6. Ordres quaterniénics i formes quadrdtiques

La igualtat de les formes normiques quaternaries, en bases normalitzades
conjugades, es pot redemostrar facilment utilitzant directament la definicié
de la forma bilineal corresponent a la norma en funcié de la traga. Sigui {vi}
una base normalitzada de 0. Per la multiplicativitat, la norma es conserva
per conjugacid; aixi, els coeficients centrals de la forma normica de O, en
base {v;}, i els de la forma normica de A~1Oh, en base {h~'v;h}, sén iguals.
Per veure la igualtat dels coeficients laterals, fem

tr(u~tv;uulvgu) =
Yviwulvju + u” vjuu’lv u) =

Bu vy, utoju) =1
= 3(u”
7
%(u vt~ + ulouTTut) =
= 5(u
1

]

Hvin(u)o; + vin(u)m); u)) =
u™t tr(vv; )u =
=3 tl'(?)ﬁ);) =

= B(v,-,vj).

Il

Aix0 déna la igualtat de formes ndrmiques sobre bases conjugades. Aixi, hem
reduit el problema a la Z-equivaléncia de formes normiques quaternaries d’un
mateix ordre en bases diferents, la qual cosa és precisament la proposicié
anterior. Notem que en segueix automaticament el resultat per a les formes
normiques ternaries, ja que els ordres conjugats tenen el mateix tipus. O

b ,
6.1.9 Exemple. Sigui H = (%—) una algebra de quaternions qualsevol i

considerem Pordre O = Z[1,1, 7,17], que és un ordre parell. Aleshores,

(1) nos= X?—a¥Y? - bZ? + abT?.
(ii) nos = —aX? — bY? + abZ>.
(iii) deti(nep4) = a?b?, Dp = 4ab. O

6.1.10 Cas no ramificat. Considerem I’algebra de quaternions no rami-
1.—1 L e o
ficada H = (—’—QT—) i Pordre Op(1,N) = Z[1, 22, N2 1= gue és

un ordre senar, donat ja en una base normalitzada. Les formes nérmiques
associades a 'ordre en aquesta base sén:

(i) royans=X*+XT ~ NYZ.
(i) noy s =—-X*—- NYZ.
(ili) detl(noM(m)A) = N2/16, DOM(I,I) = 1.
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Considerem ara ’algebra de quaternions no ramificada H = M(2,Q) i 'ordre
d’Eichler Op(1, N). Si fixem a Oy(1, N) la base normalitzada segiient:

(1) Ga)lae)(e))

les formes nbriniques obtingudes sén exactament les anteriors. Es podria
argumentar que és més natural considerar directament ’ordre Op(1, N) res-
pecte de la base habitual

o) (6 o)(xo)(o)h

encara que és una base no normalitzada. En aquest cas, calculem la forma
normica quaternaria directament a partir del concepte de norma, vist com a
determinant de I’element. La forma normica ternaria es pot definir aleshores

directament, imposant la condicié que la traca sigui 0. Els resultats obtinguts
son:

(i) noyunye=XT - NYZ.

(i) no,an3=—-X? - NYZ.

- Notem que obtenim exactament la mateixa forma ternaria que en la base
anterior. Aixi, en el cas de I’algebra de matrius i els seus ordres, utilitzarem
la notacid i la construccié introduides en aquesta seccid, que unifica el cas no
ramificat i1 el cas ramificat. O

6.1.11 Cas poc ramificat de tipus A. Considerem ’algebra de quaterni-
,—1 - np e Lbibiii
ons Hy(p) = (E@_ . Sigui Vordre O4(2p, N) = Z[1,1, N}, 1—"‘—"—’—%1+—"-] donat

a 1.2.35. Observem que O4(2p, N) és un ordre senar i la base donada ja és
una base normalitzada. Les formes normiques associades a ordre O4(2p, N)
en aquesta base son:

. 1-
(i) no,@nnya = X2 —pY? + N2Z% + -—é—’i'f? + XT - pYT + NZT.

(i) no,(2pn)s = (1 —2p)X? — pY? + N?Z2 + 2pXY - 2NX Z.

(iii) detl(nOA(2p,N),4) = p2N2/4, DoA(gp,N) = 2pN.
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6.1.12 Cas poc ramificat de tipus B. Considerem l'ordre Op(pg, N) =
Z[1, Ni,l—}i, %1] C Hp(p, q) donat a 1.2.35. Observem que Op(pq, N) és un
ordre senar. La base donada no és normalitzada; la transformem en una base
normalitzada intercanviant el terceri el quart element. Les formes normiques

associades a ’ordre Op(pg, N), en aquesta nova base, son:

1- 1 -
(i) mosama = X2 = pN?Y? - p=— 1z2 . I1? L XT - pNY Z.

) ' 1-
(i1) NOL(pa,N)3 = —qX?%—pN?Y? — p-~~—£I—gZ2 —pNY Z.

(iii) detl(non(m,N)A) = p2q2N2/16, DOB(pq,N) =pgN. O

6.1.13 Teorema. Sigut O C H un ordre quaternionic, on H ¢és una Q-
dlgebra de quaternions.

(1) no4 és una K,-forma si, i només si, N(np4)|Do.
(1) no4 és una Ky-forma si, i només si, N(nep 4)|2D0.

(iii) Si O és un ordre parell, aleshores np s és una K-forma st, i només si,
N(rozs)|Do.

(iv) Si O és un ordre senar, aleshores np 3 és una Ky-forma si, i només si,
N(n@,3)|2Do.

~ DEMOSTRACIO: Per 4.3.12 (vii), el fet que la forma ndrmica quaternaria ne 4

sigui Ky-forma es caracteritza per la relacié de divisibilitat N(ne 4)| d2(no4).
Ara bé, per 6.1.5, tenim que dy(ne4) = Do. Aixi, obtenim que np4 és
K;-forma si, i només si, N(ne,4)|Do.

La condicié perque no 4 sigui Kp-forma és N(ne4)|2da(ne 4). Utilitzant 6.1.5
la condicié s’escriu de la manera indicada a (ii).

Per a la forma ternaria ne s, utilitzem 4.3.12(i) i 6.1.5. Aix{ obtenim les
equivalencies de (ii1). O

6.1.14 Remarca. Siguin H una Q-algebra de quaternions, O C H un or-
dre, B una base de O normalitzada fixada, ne 4 1 ne 3 les formes nérmiques
associades a ’ordre O i § un nombre enter. Considerem la base B com a
Q-base de H i posem w = (z,y, z,t) € H respecte de la base B. Es clar que,
per construccid, tenim els fets segiients.
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(i) w € Osi, i noméssi, z, 9, z,t € Z; en aquest cas, n(w) = npa(z,y, z,t).
Aixi, trobar un element w € O de norma igual a § és equivalent a trobar
una representaci6 sobre Z de é per la forma normica quaternaria ne 4.

(ii) Si O és un ordre parell, aleshores w € O N Hy si, i només si, z = 0 i
Y, z,t € Z; en aquest cas, n(w) = nes(y,2,t). Si O és un ordre senar,
aleshores w € ON Hy si, i només si, z,y,2z € Z it = —2z; en aquest cas,
n(w) = nes(z,y, z). Aixi, independentment del caracter de ’ordre O,
trobar un element w € O N Hy de norma igual § és equivalent a trobar
una representacié sobre Z de § per la forma normica ternaria np 3. O

Observem que els resultats sobre les representacions de les formes quadrati-
ques de coeficients enters no depenen de la classe de Z-equivalencia; per tant,
aquests comentaris només depenen de la classe de conjugacié de Pordre.

Donat p € Z, considerem el subconjunt de quaternions H, = {w € H :
tr(w) = u} = {e+yi+2zj+tj: 2z = p/2}. Per a cada element w =
(z,y,2,t) € H, tenim que n(w) = nya(w) = u?/4 + nma(y,z,t). Aixi,
posem nf;?é = p?/4 + ng3(Y, Z,T). Notem que 'equacié n(;}‘)s(Y, z,Ty=9$

és una quadrica, per a qualsevol § € R. Concretament, 'ngf)a(Y, Z,T) =
p2/4 — a¥? — bZ% + abT?.

Donat un ordre © C H, podem considerar el conjunt O N H,, i estudiar els
valors que pren la norma en aquest conjunt. Notem que si B = {1, v2,v3,v4}
" és una base normalitzada de O, tenim que ONH, = {(z,y,2,t)s: z,y,2,t €
Z, 2z + tr(vs)t = p}. Aixi, per a cada element w = (2,y,2,t) € ON H,, la
seva norma és np4(z,y,2,t),amb ¢t = p — 2z si O éssenari z = p/2 si O
es arell. L’expressid resultant en funcié de tres variables, la denotem per ’
"03 En particular, no 9 (X,Y, Z) =nops(X,Y,Z).

6.1.15 Notacié. Per analogia amb les representacions de nombres per for-
mes ternaries, considerarem el conjunt de punts de la quadrica ”go)e. = § com

el conjunt de representacions de § per n(” ) Aixi, denotem per

’R(ng‘)s,é Z) = {(w,y,z) : ng‘)s(a: Y,2) =26, z,y,T € Z}.

6.1.16 Remarca. Siguin H una (-algebra de quaternions i O C H un ordre

quaternionic, amb una base normalitzada fixada. Fixem p € Z. Aleshores,
sén equivalents:

(i) trobar un element w € O N H,, amb n(w) =
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(ii) trobar una representacié sobre Z de § per la forma normica quaternaria
ne,s amb la condicié que la traga sigui p.

(iii) trobar un punt de coordenades a Z de la quadrica ng‘}:,. = 4.

Aixi, w € O N H,, amb n(w) =4, si, i només si, en coordenades respecte de
la base normalitzada fixada a O,

_ | (#/2,2,y,2) si O és parell,
" (z,y, 2,4 —2z) si O és senar,

per a algun (z,y,2) € R (ng‘,):,,,(s; Z). Si O és un ordre parell, és clar que u
ha de ser un nombre enter parell. O

6.1.2 Formes normiques d’ordres d’Eichler

Per a les formes normiques associades als ordres d’Eichler tenim propietats
més explicites.

6.1.17 Proposicié. Sigui H = (%) una dlgebra de quaternions. Consi-

derem O i O' dos ordres d’Eichler de H del mateiz nivell. Aleshores,

. R . VA . .
(i) no; ~ nor; inei ~ nor i, per a tot p finit, per a i = 3,4.

(i) Si H és una Q-dlgebra de quaternions indefinida, aleshores no,i z ne i,
per a i = 3,4.

DEMOSTRACIO: La signatura de les formes ndrmiques només depén de la
signatura de 1’algebra; per tant, les formes normiques de dos ordres de la
mateixa algebra son R-equivalents.

Dos Z-ordres O i O’ d’Eichler del mateix nivell sén sempre localment con-
jugats com a Zg-ordres, per a tot primer p, cf. 1.2.21. Per tant, per 6.1.8,
les formes normiques ternaries i quaternaries associades no,; i nor; sén Z,
equivalents per a tot primer p. Aixo demostra (i).

Si H és una Q-dlgebra de quaternions indefinida, tots els Z-ordres d’Eichler
d’un mateix nivell sén conjugats, per 1.2.33, i les formes ndrmiques qua-

ternaries i ternaries associades a Z-ordres conjugats sén Z-equivalents, per
6.1.8. O
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6.1.18 Remarca. En particular, la Z-equivaléncia de les formes quadratiques
normiques implica la igualtat dels determinants de les matrius que expressen
la base dels ordres respecte de la base de 1’algebra de quaternions, la qual
cosa també es deduia directament en 1.2.30. O

Recordem que, per a les algebres indefinides racionals de discriminant D,
hi ha un dnic ordre d’Eichler per a cada nivell N, llevat conjugacié, que
denotem per O(D, N). A partir del resultat anterior, per a les algebres de
quaternions racionals indefinides de discriminant D, denotem per no(p,n)4

i no(p,N),3 les classes de Z-equivaléncia de les formes normiques dels ordres
d’Eichler de nivell N.

En aquest sentit, per a les algebres de quaternions poc ramificades de tipus
A i B fixades, les taules que donarem a la seccid 6.4 de formes normiques
associades als ordres sén completes, per als nivells indicats, ja que donen un
representant de la classe d’equivaléncia de les formes normiques associades a
un ordre d’Eichler.

6.1.19 Lema. Sigui O C H un ordre d’Fichler 1 suposem que H és una
Q-dlgebra de quaternions indefinida. Aleshores, np 4 A 1. o

DEMOSTRACIO: Només cal aplicar el resultat d’Eichler 2.3.2, el qual assegura
que en cada ordre d’Eichler hi ha unitats de norma igual a -1. O

6.1.20 Proposicié. Sigui O C H un ordre, on H és una Q-dlgebra de qua-
ternions. Si O és un ordre d’Fichler de nivell No lliure de quadrats, aleshores
no4 €s una Ky-forma si, ¢ només si, N(np4) = Do.

DEMOSTRACIO: Suposem que @ és un ordre d’Eichler de nivell Ng lliure de
quadrats. Aixd és equivalent al fet que Do = Dy No sigui lliure de quadrats
i, per 6.1.5, al fet que da2(ne 4) sigui lliure de quadrats. Aleshores, només cal
aplicar 4.3.13 (ii) a la forma quaternaria ng 4. O

A partir dels resultats anteriors, hem obtingut computacionalment, mit-
jancant el paquet Poincare, la proposici6 segiient.

6.1.21 Proposicié. Sigui O un ordre d’Eichler de nivell N < 1000 d’una
algebra poc ramificada H igual a una de les segients: Ha(3), Hp(2,5), Ha(7)
i Hp(3,5). Aleshores, no4 és una K,-forma, per a 0 = 1,2, i nps és una
K;-forma. O
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6.1.22 Proposicid. Siguin H una dlgebra de quaternions H de discriminant
D i O(D,M) C H un ordre d’Eichler de nivell M. Sigui O C O(D, M) un
altre ordre d’Eichler de H. Aleshores,

) No= M dety(no.4)
dety(no(p,m)4)

deta(n

(1) Si H és una dlgebra indefinida, aleshores tenim que __E]%E‘_’i) = D%;
o

és a dir, el quocient és un invariant de ’dlgebra i no depén de lordre

d’Eichler O.

DEMOSTRACIO: Sigui @ la matriu de canvi de la base fixada a l’ordre O
a la base fixada a 'ordre O(D, M). D’una banda, per 1.2.28 tenim que
N/M = [O(D,M) : O] = det Q. D’altra banda, aplicant 4.4.7 tenim que
dety(no4) = (det Q) dety(no(p,m)4). Per tant, si aillem det @ de les dues
expressions, deduim la igualtat de (i).

Per a veure (ii), prenem M = 1 a la igualtat de (i), la qual es transforma en

det1 no4
detl(no(D,l’)A) = ——1%—2—)
o
Com que H és una Q-algebra indefinida, tots els ordres maximals sén con-
jugats i les seves formes normiques, equivalents; per tant, det(no(p,1),4) no
depén de 'ordre maximal considerat i és un invariant de 1’algebra H.

Utilitzant les propietats de la forma normica podem calcular aquest invariant.
Per 6.1.4, tenim que dety (no(p,1)4) = (det P)?a?b?, on P és la matriu que ex-
pressa la base fixada a ’ordre O(D, 1) en funcié6 de la base de I’algebra de qua-

2
ternions H. Ara bé, si apliquem 1.2.6, tenim que det; (no(p,1)4) = (Dﬂfﬂ) .

D
Com que O(D, 1) és un ordre maximal, tenim que det;(no(p,1),4) = (—f) ,
que és equivalent a dety(no(p,1)4) = D}. Aixi,
det
e 215[7;90,4) — D?.; 0

Podem utilitzar els resultats anteriors per a obtenir el resultat segiient, que

estén la proposicié 4.4.6, en el cas d’ordres d’Eichler de Q-algebres indefini-
des.
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6.1.23 Teorema. Siguin O ¢ O' dos ordres d’Fichler d’una Q-algebra de
quaternions H.

o z . : )
(i) Si nous ~ neva, aleshores, per a tot primer p, Op 1 O, soén Zy-ordres
conjugats.

o\ ar ;o : zZ .. . : .
(ii) Si H és indefinida, aleshores np 4 ~ nov4 si, © només si, O i O’ sdn
Z-ordres conjugats.

DEMOSTRACIO: Suposem que tenim l’equivaléncia de formes ng 4 Z not 4.
Denotem per P i P’ les matrius de canvi de la base dels ordres O i O,
respectivament, a la base de 1’algebra. Aleshores, les dues formes tenen el
mateix determinant i dety(no,4)(abdet P)? = (abdet P')? = deti(ner4)), per
6.1.4. Per tant, det P = det P’. Ara bé, si apliquem 1.2.6, tenim també
la igualtat de discriminants Do = Do 1, per 1.2.29, la igualtat de nivells.
Notem que per a veure que els ordres O i O tenen el mateix nivell, a partir
del fet que les seves formes normiques quaternaries sén equivalents, també
podriem aplicar 6.1.22.

Per a una Q-algebra de quaternions podem assegurar que dos ordres d’Eichler
del mateix nivell sén Z,-ordres conjugats.

Si lalgebra és indefinida, tenim directament que els Z-ordres d’Eichler d’un
‘mateix nivell sén conjugats. Si dos ordres sén conjugats, ja tenim que les
seves formes normiques sén equivalents, per 6.1.8. O

6.2 Formes traca d’ordres quaternionics

A partir de la forma quadritica provinent de la traga associada a l’algebra
de quaternions, obtenim les formes quadratiques traca associades als ordres
quaternionics.

Siguin H una Q-algebra de quaternions i O C H un ordre. Fixem una Z-
base normalitzada {vy, ve, v, v4} de lordre. Considerem la forma quadratica
sobre H determinada per la forma bilineal B'(a,8) = £ tr(af), que hem
anomenat forma traga de H, cf. seccié 5.2.

6.2.1 Definicié. La forma quadratica traga quaternaria associada a un or-
dre O C H és la forma quadratica que s’obté a partir de la forma traca de
H, expressada en la base normalitzada fixada de O. La denotarem per t¢ 4.
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Com en el cas de la forma normica, aquesta forma depén de la base de
Pordre escollida, perd n’és independent si la considerem llevat Z-equivalencia
(cf 4.4.3).

6.2.2 Lema. La forma quadrdtica to4 té coeficients o l'anell Z[3].

DEMOSTRACIS: Sigui o € O. Tenim que o? € O, per ser anell. Per tant, és
un element enter i tr{a?) € Z. O

Si tenim ordres conjugats, no podem assegurar que les formes traca qua-
ternaries obtingudes siguin Z-equivalents, ja que la forma traga no és multi-
plicativa. Perd si que seran valids els altres resultats que no necessitaven la
multiplicativitat, com per exemple 4.4.4 i les seves conseqiiéncies.

6.2.3 Corollari. Siguin H una Q-dlgebra de quaternions 1 O C H un ordre.
Aleshores,

(i) H és una dlgebra definida si, i només si, to4 €s una forma indefinida
de signatura (1,3).

(i) H és una dlgebra indefinida si, i només si, to 4 és una forma indefinida
de signatura (3,1) o b€ (2,2).

(iii) — dety(to,4) €s un quadrat.

DEMOSTRACIO: Els dos primers apartats corresponen al corollari 4.4.5 més
5.2.5 (ii).

Per a veure (iii), utilitzem el resultat 4.4.4, que ens diu que els determinants
de to,4 i ty 4 difereixen en un quadrat, i det{(tp4) = —a?b?, per 5.2.5(i). O

La relacié entre els invariants de l'ordre i els invariants d’aquesta forma és
directa, ja que el discriminant de 'ordre es defineix justament en funcié del
determinant de la forma traga. Més concretament, aplicant 1.2.5, tenim el
resultat explicit seglient.

6.2.4 Lema. Siguin H una Q-dlgebra de guaternions 1 O un ordre de H.
D% |

Aleshores, deti(to4) = «-—E?- i deta(to4) = —D%. Eguivalentment, Do =

2?df(tos). O ‘
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En particular, el determinant de la forma quadratica traca caracteritza els
ordres maximals i els ordres d’Eichler de nivell N lliure de quadrats, per

1.2.25 1 1.2.29. Recordem que N és sempre coprimer amb el discriminant de
I'algebra.

6.2.5 Corollari. Sigui O un ordre i to4 la seva forma traga. Sigui N un
enter, N > 1, lliure de quadrats tal que mcd(N,Dy) = 1. Aleshores,

(i) O és un ordre mazimal si, i només si, df (to4) = —Dg/4; si, i només
S‘E; detz(f(}A) = _D%I

(ii) O és un ordre d’Eichler de nivell N si, i només si, se satisfa d (tp,4) =
—DgN/4; si, i només si, se satisfé dety(toq) = ~DyN?, O

A posteriori, doncs, obtenim que, en aquests casos, els ordres d’Eichler con-
jugats ens proporcionen formes traga amb el mateix determinant.

En la proposicié seglient donem explicitament la forma traca associada a les
families d’ordres d’Eichler presentades en el capitol 1. En la seccié 6.4, donem
una taula de formes quadratiques traca i les seves constants associades als
ordres d’Eichler, per a algunes algebres poc ramificades de tipus A i B, fins
al nivell indicat.

6.2.6 Proposicié. Considerem Op(1,N), Ou(2p,N) i Op(pg, N), els or-

‘dres d’Elichler de nivell N de les dlgebres (E@—-) , Ha(p) i Hp(p,q), res-
pectivament, donats a 1.2.35.
() towama=X>+XT+ NYZ +T%/2.
(ii) to,opya = X2+ XT + pY? + pYT — N2Z% — NZT + pT?/2.

1 —
(ii1) tog(pq,N),4=X2 + XZ + pN2Y? + pNYT + ‘;‘qzz +P(14 Q)Tz.

6.3 Formes binaries associades a ordres qua-
ternionics

6.3.1 Definicid. Siguin H una algebra de quaternions indefinida i & una
representacié matricial fixada de I’algebra de quaternions en M(2,R). Per
a cada element w € H, la forma quadratica binaria associada és la forma
binaria associada a l’element ®(w), segons 2.2.7. La denotem per fg(,). O
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6.3.2 Lema. Siguinw,w’ € H tals que w'—w € Q. Aleshores, fow) = fo(w)-

DEMOSTRACIO: Suposem w’ = w + k, per a cert £k € Q. Com que ® és un
morfisme, tenim que ®(w') = &(w) + kId. Ara, només cal aplicar 2.2.8. O

Aixi, és clar que 'assignacié de formes quadratiques binaries als elements
d’una algebra de quaternions no és pas bijectiva. El lema anterior mostra
Pobstruccié i convida a considerar només les formes bindries associades a
quaternions purs. En la proposicié 6.3.5 provarem que, en efecte, aleshores
aconseguim la bijeccid.

Per tal de facilitar ’expressié dels resultats fixem la immersié ®. Per a

. a :
una algebra de quaternions indefinida H = —(’5 , suposem que a > 0.

A partir d’ara, sigui & : H < M(2,Q(v/a)) € M(2,R), donada a 1.1.25.
Aixi, a ’algebra de quaternions li fem correspondre un conjunt de formes
quadratiques binaries de coeficients reals; més concretament, coeficients al

cos quadratic Q(v/a).

6.3.3 Notacié. Denotem per H(a, b) el conjunt de formes quadratiques bi-
naries associades als elements de H. Pel lema anterior, coincideix amb el
conjunt de formes binaries associades als quaternions purs w € Hp; és a dir,

H(a,b) = {fow) : w € Ho}.

Sigui @ C H un ordre quaternionic. Denotem per H(O) el subconjunt de
H(a,b) que conté les formes quadratiques binaries associades als elements de
O. Pel lema anterior, coincideix amb el conjunt de formes binaries associades
als elements w € O N Hy; és a dir,

H(O) = {fow) :w € ON Hp}.O

6.3.4 Remarca. Si H = M(2,Q), prenem ® = id. Aix{, per a un ordre @ C
H, podem considerar igualment el conjunt de formes quadratiques binaries
associades a Pordre O si posem

H(O) == {fy:v € O, tr(y) = 0}.0

e b .
6.3.5 Proposicio. Sigui H = (%) une dlgebra de quaternions indefinida.

(i) H(a,b) = {(b(A2 + Asv/@), Aiv/a, —Aq + A30/a) = Ay, Mgy As € Q)
= {(b:HI) a, —IB) : aaﬁ € Q(\/E), tr(a) = 0}
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(i) L’aplicacid fo: Ho — H(a,b), donada per fo(w) := fow), €s bijectiva.

DEMOSTRACIO: A un quaternié pur w = yi + zj + t2j € Hp, li correspon

. @(w) — y\ﬁ z+ t\/E )
. bz —tva) -yva )’
Ao = (LI T,

Aixi, tenim la forma quadratica binaria

fag) = (b(z — t/a), —2yv/a, —z — t/a).

Per a y,z,t € Q, posant Ay = =2y, Ay = z i A3 = —{, obtenim la primera
expressié de H(a,b), donada a (i). Si posem 8 = z+t\/a i a = —2y./a,
obtenim la segona expressio.

Donada f € ’H(a),\b), f = (b(A2 + A34/a), Aiva, —A2 + A34/a), és clar que

' 1 . . ’ .
si posem y = ——-, z = Az it = —A3 determinem un Unic element w =

—A + \oj + Asij € Ho tal que fo) = f. O

6.3.6 Proposicié. Sigui O un ordre d’una dlgebra de quaternions indefinida
a,b

H= (—@—) Recordem que me denota el denominador de Uordre O.

- (i) Les formes quadrdtiques bindries de H(O) tenen coeficients a anell
7, [L, \/5] ) ‘
mo

. 1 o . v
- (il) H(O) C {';L';(b(/\z + A3va), —2Mv/a, —A2 + Asv/a) : A, Ay A3 € Z}

~{ L0020, -6): 0,8 € 2143, 5t0) = 0}.

1
mo
(i) La bijeccid fs, restringida o O, déna una bijeccid entre els conjunts

O N Hy i H(O).

DEMOSTRACIO: Sigui w € O N Hy. Es clar que, per la definicié de me,
- s'escriuw = yi + zj +1ij, per a certs y,2,f € Z[;lg} Aleshores, si apliquem
la proposicié anterior obtenim els resultats de (i) 1 (ii).

La bijecci6 de (iii) és clara per la definicié de H(O) i el fet que fs ja és una
bijeccid. O
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El conjunt de formes quadratiques binaries H(O) no depén de la base fixada
a lordre @. Ara bé, si fixem una base normalitzada B de l'ordre, podem
obtenir una expressié genérica de les formes quadratiques binaries del conjunt
H(O), en funcié de les coordenades dels elements. Aixi, per a un element
w = (z,y,2,1t)p, la forma fa(,) s’expressa en funcié de z,y,z,t. Quan ens
restringim a un element w € O N Hy, els coeficients de la forma binaria sén
funcié només de tres parametres. Més concretament, si O és un ordre parell,
la forma biniria s’expressara directament en funcié de y, 2,t, ja que z = 0;
si @ és un ordre senar, substitulm la relacié t = —2z i obtenim també una
expressié en funcié de tres parametres. Denotem per fo la forma binaria
generica, en funcié de tres parametres, tal que fo(w) = fa()-

Amb 'expressié de la forma binaria associada a un element geneéric de Hyp
(respectivament, de O N Hp) podem recuperar la forma normica ternaria as-
sociada a ’algebra H (respectivament a 'ordre O), com mostra la propos1010
seguent.

b
6.3.7 Proposicié. Siguin H = (%) una algebra de quaternions indefi-

nida 1 O C H un ordre quaternionic, amb una base normalitzada fizada.
Aleshores,

(i) Per a tot w € Hy, nga(w) = dety(fo(w))-
(i) Per a tot w € O N Hy, respecte de la base normalitzada fixada de O,
tenim que noa(w) = dety(fow))-

DEMOSTRACIO: Per a w € Hy tenim que

@(w>=(£' ﬁ) 0B €Q(Va), tr(w)=a+a’=0.

o —a
Notem que 5 = —a= o', Per tant, fa) = (b8', —2a,~0B). Ara és clar

que dety(fo(w)) = —0BF' — ® = —bAf' + ad/ = det(d(w)) = n(w) = nys(w).

Sigui w € O N Hy. Com que w € O, si expressem w respecte de la base
normalitzada fixada a O, tenim que nps(w) = n(w). Ara bé, com que

w € Hy, per Dapartat anterior ja tenim n(w) = det)(fs(w)), la qual cosa
demostra (ii). O :

. . . a, hY
6.3.8 Corollari. Siguin H = (7()7) una dlgebra de gquaternions indefinida

1 O C H un ordre quaternionic. Sigui § € Z. La bijeccid fao es restringeiz
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a les bijeccions seqients entre conjunts de quaternions i conjunts de formes
quadrdtiques bindries:

(i) {w € Hp : n(w) =8} +— {f € H(a,b) : det1(f) = 6}.

(i) {w € ON Hp:n{w) =0} +— {f € H(O) : dety(f) =46} O
6.3.9 Lema. Sigui O un ordre quaterniénic d’una Q-algebra de quaternions

H indefinida. Sigui O(D,1) un ordre mazimal de H fizat. Aleshores, ezisteiz
o € H* tal que H(o7100) C H(O(D,1)). O

6.3.10 Proposicié. Sigui © C H un ordre quaternionic. Conjugant, si cal,
Pordre O, tenim els resultats segients.

() Si H = (L&) 0 bé H = M(2,Q), aleshores

H(O) C H(Oo(1,1)) = H(Om(1,1)) = {(a, 2b, ¢) : a,b,c € Z}.
(i) Si H = Hy(p), aleshores
H(O) C H(O4(2p,1)) = {(a+ b\/ﬁ, 2¢\/p, a — b\/p) : a,b,c € Z}.

(i) Si H = Hg(p,q), aleshores H(O) C H(OBp(pg,1)), on H(Op(pg,1)) és

igual a
. ] : .
{E(q(a + by/p), 2¢\/p, —a + b\/p) : a,b,c € Z,2|a,2|b— c} .

DEMOSTRACIO: Pel lema anterior, en cada cas només cal calcular el conjunt
- de formes quadratiques binaries corresponent a un ordre maximal.

En l'algebra M(2,Q), considerem l'ordre maximal Og(1,1) := M(2,Z). Si

1,-1
H= T , considerem l'ordre maximal Op(1,1) = Z[1, &4 =it 1=}

Notem que ®(On(1,1) N Hp) = {y € Oo(1,1) : tr(y) = 0}. Per tant,
H(Oo(1,1)) = H(Onm(1,1)).

Calculem H(Op(1,1)). Siguiw € Oy(1,1)NHp,w = z+y; i +z"+" il
amb z,y,z,t € Z 1t = —2z. Aleshores, tenim que

0@ = (2 2 ), atre=( 2, T2
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Per tant, H(On(1,1)) = {(z,—2z,~y) : z,y,2 € Z} = {(a,2b,¢) : a,b,c €
Z}.

3""1 . 1y
Per a provar (ii), considerem Ha(p) = (E@—’—), on p =3 mod 4, il'ordre

maximal O4(2p,1) = Z[1,1,7, -Ii‘-‘%&] Sigui w € O4(2p,1) N Hp, w =
T+ yi+zJ +t33’"i*~;—’;‘—tf—’-, amb z,y,2,t € Zit = —2z. Tenim que

_ (y——:z:)\/z_) (z—-—x)—w\/ﬁ
P(w) = ( _(z_x)—m\/ﬁ ~(y—w)\/25 )

Per tant, fow) = (—=(z — z) — 2/, 2(z — ¥)\/P, —(z — 2) + z/p). Aixi,

H(O4(2p,1)) = {(a + by/D, 2¢\/p, a — by/p) : a,b,cé Z}.

De manera andloga es prova el resultat corresponent a I’algebra Hp(p,q).
En aquest cas, prenem 'ordre maximal Og(pg,1) = Z[l,z',%l, %’—] Per a
w=z+yi+z(1+7)/2+t(+1:7)/2 € Op(pg,1) N Hy, tenim que z = —2z.

Per tant, se satisfa

fa) = 1/2(q(—2z — t/p), —2(2y + 1)/, 22 — 1/p).

Prenem a = ~2z, b = —t, ¢ = —(2y + ¢) i observem que a,b, c € Z satisfan
2|la12|b—c. Aixi, obtenim ’expressié de H(Op(pg,1)) donada a I'enunciat.
0

6.3.11 Exemple. Considerem 'ordre O’ = Z[1,21, 24,1+ j+17] en 'algebra

Hu(p) = <p,_(;71) Tenim que

H(O") = {(— 2z + 1) + t/B, =2(2y + t)\/p, —(22 + t) — t\/P) : T,y, 2z € L}.

Notem que O’ C O(1,1) i, efectivament, se satisfa H(O') C H(O(1,1)), tal
com hem calculat en la proposicié anterior.

6.4 Algoritmes i taules

En relacié amb els conceptes i resultats d’aquest capitol, hem programat
algunes instruccions per a trobar les formes quadratiques associades als or-
dres quaternionics. Recordem que un ordre estd determinat per una Z-base
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qualsevol, donada per una llista de quatre quaternions. L’argument opcio-
nal true comprova primer si I'argument d’entrada efectivament defineix un
ordre.

Les formes normiques associades als ordres es calculen mitjancant les instruc-
cions nf0r4 i nf0r3. Cal tenir en compte que la base de 'ordre donada com
a argument ha de ser normalitzada. En cas contrari, la mateixa instruccié
crida lalgoritme corresponent per a trobar-ne una de normalitzada. Tenint
en compte els elements de traga diferent de 0, hem programat també la ins-
truccié quadQr, referent a la quadrica associada a un ordre. La instruccid
tf0r4 déna la forma traca quaternaria associada a un ordre. Aquesta ins-
truccid, com les que ens donen les formes normiques, admet parametres. Aixd
ens ha permes reprogramar el calcul del discriminant d’un ordre en la ins-
truccio DiscOrg, utilitzant les propietats de la seccié 6.2, per tal que funcioni
amb parametres. Per a trobar les constants i les formes associades, cal uti-
litzar les instruccions generals referents a formes quadratiques, comentades
en el capitol 4. ‘

Per al calcul de la forma binaria associada a un element de Palgebra de
- quaternionsi de la forma binaria corresponent a un element generic de ’ordre,
tenim les instruccions bfH 1 bf0r, respectivament.

Les taules seglients mostren les formes normiquesi les formes traca associades
a ordres d’Eichler de les algebres de quaternions H4(3), Hp(2,5), Ha(7) i
Hp(3,5). A partir de les taules 6.1-6.4, observem que la forma ndrmica ne 4
és Kj-forma i, per tant, Ky-forma, per a tots els nivells N calculats. De la
mateixa manera, la forma normica ternaria nep s també és K;-forma. Per a

aquests casos, hem comprovat computacionalment que aixd és sempre aixi
per a N < 1000. -
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Taula 6.1 Representants de les classes de Z-equivaléncia de les formes
noérmiques quaterndries i terndries associades als ordres d’Eichler O(6, N),

per a N < 20.
N no6,N) 4
detl(no(e,N),4) I d1(n0(6,N),4) I N("O(G.N).4)
nos,N),3
dety(noe.n3) | di{noe.n.s) N(now,n,3)
1 X2 —3Y*+ 2 -T*+ XT~3YT+ 2T
9/4 [ -3/2 6
—5X*+6XY —2XZ7 ~3Y* 4+ Z°
9 ) -3 1 12
5 X2+ XT—-75Y2—60YZ —45YT — 1122 = 172T - 7T*
22574 1572 ] 30
—29X?+90XY +34XZ ~T5Y* —~60Y Z — 1127
225 [ -15 { 60
7 X 4 XT-147Y° —42YZ — 105YT — 22% — 14ZT — 19T
44174 [ 2172 ] 42
—TIX? +210XY +28XZ — 147Y? —42Y 7 — 227
441 | 21 [ 84
11 X? 4+ XT —3Y? -3YT +1212% + 55ZT + 5T
1089/4 | -33/2 ] 66
19X* 4+ 6XY —110XZ - 3Y* 4+ 1212°
1089 | -33 | ' 132 N
13 X? 4+ XT —-3Y*—3YT + 16922 + 221ZT + T1T?
152174 ] -39/2 ] 78
283X°% + 6XY — 442X 7 —~ 3Y? + 16927
1521 ; -39 ] 156
17 X*+XT —-867Y% —102YZ — 357YT — 222 — 20ZT — 3772
2601/4 | 5172 ] 102
—149X% + 7T14XY +40XZ - 867Y? — 102Y Z — 227
2601 ; -51 [ 204
19 | X%+ XT - 1083Y2% —1596Y Z — 1539Y T — 58722 — 1133ZT — 547T*
3249/4 | -57/2 | 114
—-2189X? + 3078XY +2266XZ — 1083Y2 — 1596Y Z — 5872°
3249 | -57 | 228
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Taula 6.2 Representants de les classes de Z-equivaléncia de les formes
normiques quaterndries i terndries associades als ordres d’Eichler O(10, N),
per a N <17.

N NO(10,N),4
detl(nc')(lo,N),4) | dl(nO(lo,N),4) | N(nO(IO,N),4)
no(10,N),3
deti (nogon),3) | di(noqon)as) | N(noqo,n)3)
1 X2+ XT -2Y*-2YZ +22* - T*
25/4 | -5/2 10
—5X? _92Y?_2YZ +22°
25 | -5 [ 20
3 X?+ XT —18Y2—-6YZ —24YT + 22°% — 42T — 9T?
225/4 -15/2 | 30
—37X? +48XY +8XZ —18Y* - 6Y Z +22°
_ 225 | -15 ] 60
7 X* 4+ XT-2Y?24+2YZ —2YT —182% —34ZT — 9T*
1225/4 -35/2 | 70
—37X? +4XY +68X7Z —2Y* +2YZ —182*
1225 | -35 f 140
9 X2+ XT —162Y2? —18YZ —72YT + 22% — 4ZT — 9T*
2025/4 | -45/2 | 90
—37X? 4+ 144XY +8XZ —162Y* —18Y Z +2Z°*
2025 ] 45 [ 180 ,
11 X* 4+ XT —242Y? —22Y 7 —308Y T 4 22% — 14ZT — 99T*
3025/4 ] -55/2 | 110
—397X% 4+ 616XY +28XZ —242Y? - 22Y 7 4227
3025 | -55 ] 220
13| X2 4+ XT —338Y2—234Y Z — 468Y T — 382?% — 162ZT — 163T?
4225/4 | -65/2 [ 130
—653X% + 936 XY + 324X Z — 338Y% — 234Y Z — 3827
4225 | -65 | 260
17 X? 4+ XT -2Y*42YZ —2YT —43Z% —169ZT — 149T>
7225/4 -85/2 | 170
—597X% +4XY +338XZ —2Y?* +2YZ — 437>
‘ 7225 | -85 | 340
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Taula 6.3 Representants de les classes de Z-equivaléncia de les formes
normiques quaterndries i terndries assoctades als ordres d’Eichler O(14, N),
pera N < 15.

N NO(14,N),4
det1 (no(a,mya) | dilnogan).a) N(no@an),4)
No(14,N),3
det; (nopa,n)s) | di{rogam ) N(noqua,n,3)
1 X2+ XT-7Y?-7YT+ 2%+ 2T —-3T*
/4 | a2 ] 14
—13X? +14XY —2XZ - TY* + Z*
49 7] 78
3 X4+ XT —7V?—7YT +92% +152T + 37T*
aijE | 22 ] D)
11X? +14XY —30XZ — 7Y? + 927
R 84
5] X+ XT —175Y2—70YZ - 045V T — 627 — 4307 — 8717
192574 | 352 | 70
—349X% +490XY +96XZ — 175Y* - 70Y Z — 62*
1295 | 35 ] 120
0]  X’+XT —63Y° -84V Z - 21YT — 192° — 1147 — 317
3969/4 | 63/2 | 1%6
—13X°% +42XY +22XZ —63Y* —84Y 7 — 192Z°
3969 3 252
11 | X*+ XT —847Y% —924Y Z — 693Y T ~ 25122 — 3772T — 143T*
5929/4 l -77)2 { 154 :
—573X* + 1386 XY + 754X Z — 847Y*% — 924Y Z — 251277
529 | 77| 308
130 X°+ XT—1183Y2-364YZ —273YT — 2722 — 41ZT — 17T*
§WI/A | 912 | 182
—69X% + 546 XY +82X7Z — 1183Y%2~364Y Z — 272Z°
§B1 | 91 | 364
15 X2+ XT —175Y? —210YZ — 35YT — 5472 — 62T + 3T
1025/4 | -105)2 | 310
11X° +70XY +12XZ - 175Y2 —210Y Z — 5472
11025 | 105 | 420
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Taula 6.4 Representants de les classes de Z-equivaléncia de les formes
normiques quaterndries i terndries associades als ordres d’Fichler O(15, N),
per a N < 20.

N NoO(15,N),4
detl(nO(ls,N)A) | dl(nO(ls,N)A) | N(nO(IS,N)A)
no(15,N),3
deti(nogs,ny3) | di(roasn)as) | N(no@s,n)3)
1 X +XT-3Y*-3YZ+32%-T?
225/16 | -15/4 | 15
—5X?-3Y?_-3YZ +32*
225/4 | -15/2 | 60
2 X*+ XT -3Y?—-3YT —52% —5ZT + 2T*
225/4 | -15/2 | 30
TX*+6XY +10XZ —-3Y% -52%
225 | -15 | 60
4 X2+ XT —48Y?2 - 12YZ —24YT + 32?% — 32T — 4T?
225 ] -15 | 60 ’
—17X% 4+ 48XY +6XZ —48Y* —~ 12Y Z + 3Z°
900 - | -30 | 60
7| X*4+XT —-147Y? -21YZ — 168Y T 4 32% — 12ZT — 49T?
11025/16 | -105/4 | 105
—197X? +336XY +24X7Z — 147Y* - 21Y Z + 3Z*
11025/4 [ -105/2 | 420 :
8] X°+XT —48Y?2—-72YZ —36YT — 322% —32ZT — 4T*
900 | -30 | 120
—17X% + 72XY 4+ 64XZ — 48Y% —T12Y Z — 322°
. 3600 | -60 | 120
11 X* 4+ XT -3Y?4+3YZ —-3YT — 4222 —812ZT — 2872
27225/16 | -165/4 | 165
—113X° + 6XY +162XZ —3Y? +3Y Z — 4227
27225/4 | -165/2 | 660
13| X? 4+ XT —-507Y?—-39YZ —156YT + 322 —-6ZT — 13T?
38025/16 | -195/4 | 195
—53X?% +312XY +12XZ —507Y? —-39Y Z + 322
38025/4 J -195/2 | 780
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Taula 6.5 Forma traga associada als ordres O(6,N) de la taula 1.4, ordres
d’Eichler de nivell N < 100 de Ha(3).

L

toe,N) 4

1

X2+ XT +3Y2+3YT — 2% — ZT + 3/2T2

5

X? 4+ XT+75Y24+60YZ +45YT +112% + 172T + 15/2T*

7

X2 XT +147Y2 4+ 42YZ + 105YT + 222 4+ 14ZT + 39/2T*

11

X2+ XT+3Y?43YT - 1212% - 552ZT — 9/2T*

13

X2+ XT+3Y?4+3YT — 16927 — 221ZT — 141/2T*?

17

X4+ XT4867TY%+102YZ +357YT +2Z% +20ZT + 75/2T*

19

X%+ XT 4+ 1083Y% 4 1596Y Z + 1539Y T + 5872° + 113327 + 1095/2T*

23

X%+ XT +1587Y? + 552Y Z + 345Y T + 4722 + 592T + 39/2T*

25

X% XT +1875Y% +450Y Z + 2175Y T + 2622 + 260ZT + 1263/2T*

29

X% 4+ XT +2523Y% +4002Y Z + 3915YT + 158622 + 3104ZT + 3039/2T*

31

XT L XT +2883Y°% + 186Y Z + 837Y T + 22° + 26 2T + 123/2T°

35

X2 ¥ XT +3675Y2 +4200YZ + 315Y T + 119922 + 179ZT + 15/2T°

37

X* 4+ XT+3Y?43YT — 136922 — 2183ZT — 1737/2T°

41

X%+ XT +5043Y% +-8364Y 7 + 8241YT + 346722 + 6833ZT + 6735/2T"*

43

X2+ XT +5547Y2 +516Y Z + 8643Y T + 1122 + 40127 + 6735/2T7

47

X*+ XT+3Y?+3YT — 22092% — 1645ZT — 609/2T>

49

X%+ XT +7203Y% 4+ 588Y Z + 5145Y T + 112% 4 20927 + 1839/27T*

53

X2+ XT +8427Y2 + 1908Y Z + 1113YT + 10722 + 12527 + 75/2T°2

55

X%+ XT +9075Y?% +12210YZ + 7095Y T + 410622 + 4772ZT + 2775/2T>

59

X%+ XT 410443Y% 4 3540Y Z + 12567Y T + 29922 + 2129ZT + 7563/2T%

61

X%+ XT 4+ 11163Y7% + 14274Y Z + 12993Y T + 456222 4 8306 ZT + 7563/27"2

65

X?F XT +12675Y2 + 17550Y Z + 13065Y T + 607422 + 9044271 + 6735/217

67

X%+ XT +13467Y% + 6030Y Z + 3417YT + 6742% + 764ZT + 435/2T"

71

X%+ XT +15123Y% + 426Y Z + 2769YT + 227 + 38ZT + 255/27°

73

X%+ XT +15987Y% + 2190Y Z + 17301YT + 7427 + 1184ZT + 9363 /2T

7

X%+ XT+17787Y7% + 12012Y Z + 7161YT + 202722 + 2417ZT + 1443/2T?

79

X? 4+ XT +18723Y7% + 23226Y Z + 237YT + 720227 + 146ZT + 3/2T7

83

X%+ XT 4 20667Y2 + 17928Y Z + 24153Y T + 388727 + 1047527 + 14115/2T%

85

X+ XT +21675Y2 + 34170Y Z + 41565Y T + 1346627 + 32762ZT + 39855/2T%

89

X2+ XT +23763Y% + 18690Y Z + 34443YT + 367422 + 135442ZT + 24963 /2T>

91

X? 4 XT +24843Y° + 25662Y Z + 43953Y T + 662622 + 2270027 + 38883 /212

195

X?+ XT +27075Y2 4 4560Y Z + 2565YT 4 19122 + 21527 + 123/2T?

97

X2 XT +28227Y2 + 14550Y Z + 31137Y T + 187422 + 8024271 + 17175217
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Taula 6.6 Forma traga associada als ordres O(10, N) de la taula 1.5, ordres
d’Eichler de nivell N < 85 de Hp(2,5).

L

to(10,7) 4

1

X2+ XT+2Y2 4+ 2YZ - 222 + 3/2T?

3

X? 4+ XT+ 18Y* +6YZ +24YT — 22% + 42T +19/277

7

X2+ XT+2Y%+14YZ + 10YT — 9827 — 140ZT - 97/27T*

9

X2+ XT+162Y% + 18YZ + 72YT — 2Z% + 4ZT + 19/2T?

11

X%+ XT +242Y% + 22Y Z + 308YT — 222 + 14ZT + 199/27

13

X2+ XT +338Y2 4+ 234YZ +468YT + 38272 + 162ZT + 327/2T"

17

X*+XT+2Y?+34YZ +28YT — 57872 — 95277 — 781 /277

19

X%+ XT+722Y? 4 38YZ + 228YT — 2Z° 4 62T + 39/2T"

21

X2+ XT 4 882Y% + 462Y Z + 1344Y T + 582Z° + 352ZT + 1027/2T7

23

X% XT + 1058Y2 + 1426Y Z + 368Y T + 47827 + 24827 + 67/2T"

27

X4 XT + 1458Y2% - 54Y Z + 1728YT — 2Z° + 322T + 1027/2T*

29

X%+ XT +1682Y2% +2262Y Z + 116YT + 7582% + 18ZT + 7/2T?

31

X2+ XT +2Y2+62YZ + 54V T — 192227 — 3348271 — 2913/27°

33

X2+ XT + 2178Y 2 + 3498Y Z + 2640Y T + 140222 + 212027 + 1603212

37

X?+ XT +2738Y % + 1406Y Z + 1480Y T + 1782% 4 38027 + 403/2T2

39

X2+ XT + 3042Y% 4 3666Y Z + 2496Y T + 11022% + 150427 + 1027/2T2

41

X%+ XT + 3362Y° +6478Y 7 + 1968Y T + 311827 + 1896 2T + 579/2T"

43

X2+ XT + 3698Y7 + 6966Y Z + 2408Y T + 3278Z° + 22682T + 787/2T2

47

X? 4+ XT + 4418Y? 4+ 5922Y Z + 7520Y T + 1982Z° + 504027 + 6403/27T7

49

XTF XT+2Y?+08YZ + 88Y T — 480222 — 862427 — 7741/2T°

51

X%+ XT +5202Y% + 7854Y Z + 204YT + 296227 + 154 ZT + 7/277

93

X?% 4+ XT + 5618Y% 4 3074Y Z + 1060Y T + 41822 4 290Z7T + 103/2T2

57

X%+ XT + 6498Y% 4 2850Y Z + 5928Y T + 3102° ++ 130027 + 2707/2T?

59

XZY XT + 6962Y2 + 6490Y Z + 4012Y T + 151027 + 187027 + 1159/97°

61

X2 4+ XT + 7442Y72 + 8174Y Z + 11224YT 4 22427°% 4 616427 + 8467/2T"*

63

X2+ XT + 7938Y7 + 12726V Z + 4788Y T + 509827 + 3838271 + 1447/2T°

67

X%+ XT+8978Y% +938Y Z + 12328YT + 227% + 64427 + 8467/2T2

69

X? 4 XT +9522Y2 4+ 4830Y Z + 14628YT + 6102°% + 371027 + 11239/277

71

X?+ XT 4 10082Y? + 18602Y Z + 3124Y T + 8578Z% + 2882ZT -+ 487/2T7

73

X2+ XT +10658Y72 4+ 8322Y Z + 584Y T + 16222% + 22827 + 19/271°

77

X2+ XT + 11858Y% 4 1694Y Z + 14476Y T + 5827 + 103427 + 8839/2T

79

XT3 XT + 12482Y7 + 15642V Z + 489827 + 3/217

81

X%+ XT +13122Y° + 9882Y Z + 23004Y T + 185822 + 866227 4 20167/2T°

83

X%+ XT + 13778Y2 + 23074Y Z + 2324Y T + 9658Z° + 1946 2T + 199/2T>
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Taula 6.7 Forma traga associade als ordres O(14, N) calculats en la taula
1.6, que son ordres d’Eichler de nivell N < 75 de la Q-dlgebra de quaternions

N | to(14,N) 4
VI X2+ XT+7Y?+7YT - 2% ~ ZT +7/2T*
3| X+ XT+TY?+7YT —-92Z°% — 1562T - 5/2T*
5| X2+ XT +175Y2 +70YZ 4 245YT + 62% + 48ZT + 175/2T7
9| X?+ XT+63Y*+84YZ +21YT + 1922+ 11ZT + 7/2T*
11 | X°+ XT +847Y% +924Y Z + 693YT + 251Z° + 3772T + 287/2T*
13 | X* 4 XT + 1183Y° + 364Y Z + 273YT + 272% + 41ZT + 35/2T*
15 | X2+ XT +175Y2% +210YZ + 35YT 4 542% + 62T — 5/2T2

17 | X%+ XT 4 2023Y% + 1547YT — Z° — ZT + 595/2T>

19 | X° + XT 4 2527Y% + 1064Y Z + 3591YT + 111Z% + 755ZT + 2555/2T*

23 | X% 4 XT +3703Y? + 322Y Z 4 2093Y T + 62 + 90ZT + 595/2T7

25 | X%+ XT +4375Y° + 5250Y Z + 8225YT + 15742% 4 4934 2T + T735/2T?

27| X2+ XT +7Y* +7YT —729Z% - 3512T — 77/2T*

29 | X%+ XT + 5887Y% + 6496Y Z + 6293Y T + 179127 + 347127 + 3367/2T*

31| X°+ XT+ 7Y +7YT —961Z% — 1271ZT — 833/2T">

33 | X2+ XT +847Y2 + T70Y Z + 1001Y T + 16622 + 45227 + 595/21"

37 | X%+ XT +9583Y2 +4144YZ + 5957YT + 44727 + 1287ZT + 1855/2T2

39 | X%+ XT +10647Y% 4 5460Y Z + 11739Y T + 69922 + 3009Z7T + 6475/2T7

41 | X%+ XT + 11767Y° + 12628Y Z + 4879Y T + 3387Z2 + 2617ZT + 1015/2T*

43 | X%+ XT +12943Y2 4 10836Y Z + 301YT + 226722 + 12527 + 7/2T*

45 | XT+ XT + 1575Y 2 + 2730Y Z + 525Y T + 117422 + 45221 + 91/21°2

47 | X*+ XT + 15463Y2 + 8554Y Z + 25333Y T + 118227% + 700627 + 20755/2T2

51 | X%+ XT +2023Y2% +952Y Z + 833YT + 10322 + 181ZT + 163/2T"

53 | X%+ XT + 19663Y7 + 742Y Z + 7049Y T + 622 + 132ZT + 1267/2T*

55 | X* 4 XT +21175Y2 + 3080Y Z + 1925YT + 11122 + 139ZT + 91/2T7

57 | X%+ XT +2527Y% + 3192Y Z + 4655Y T + 999272 4 2925ZT + 4279/2T7

159 | X°+ XT 4 24367Y% 4 14042Y Z + 8673YT + 202277 + 2498ZT + 1547/2T*

61 | X°+ XT +26047Y2% + 2562Y Z + 27755Y T + 6227 + 1364ZT + 14791/2T7

65 | X*+ XT +29575Y7% + 18200Y Z + 51415YT + 2799272 4 1581927 + 44695/2T>

67 | X%+ XT + 31423Y?% 4 42210Y Z + 38927V T + 1417422 + 26144 ZT + 24115/2T7

69 | X2+ XT +3703Y% +4508YZ + 161YT + 1363Z° + 95ZT + 7/2T>

171 XT 4 XT + 35287Y2 +4970Y Z + 49203YT + 17427 + 346427 + 34307/2T*

73 | X*+ XT +37303Y2 4 7154V Z + 71029YT + 34227 + 6810Z7T + 67627/2T7

75 | X? + XT +4375Y°% + 700Y Z + 7175Y T 4 1922 4 559 ZT + 5875 /27>
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Taula 6.8 Forma traga associada als ordres O(15,N) calculats en la taula
1.7, que sén ordres d’Eichler de nivell N < 60 de la Q-dlgebra de quaternions
Hpg(3,5).

to(15,N) 4

X2+ XT+3Y*4+3YZ —32Z° +3/2T*

X%+ XT +48Y2 +12YZ + 24YT — 32° + 32T + 9/2T*

XZF XT + 147Y2 + 21V Z + 168Y T — 322 + 1227 + 997217

N
1
2| X2+ XT+3Y2+3YT +522+52T - 3/2T"
4
7
8

X2+ XT +48Y% +72YZ +36YT +322° + 32ZT +9/2T1*

11 | X2+ XT+3Y?4+33YZ +27YT — 3632% — 59427 — 483 /2717

13 | X2+ XT +507Y%+39YZ 4+ 156YT — 3Z° + 62T + 27/2T°

14 | X7+ XT + 588Y 2 + 798Y Z + 420Y T + 2672 + 2852ZT + 153/2T*

16 | X2+ XT + 192Y2 + 144V Z + 264V T + 3222 + 104ZT + 177/2T72

17 | X2+ XT +867Y2 +867Y Z + 102YT + 213Z% + 512T + 9/2T*

19 | X%+ XT 4 1083Y2% + 1653Y Z + 6272% + 3/2T*

22 | X2+ XT +363Y2%+396YZ + 33YT + 1132% + 2327 — 3/271°

23 | X2+ XT + 1587Y2 1 2130Y Z + 2208Y T + 71722 + 148827 + 1530/2T2

26 | X? 4+ XT +3Y2 4+ 3YT +8452% + 110527 + 717/2T*

28 | X2 4+ XT +2352Y° +84Y Z + 504YT — 3Z° + 9ZT + 57/2T*

29 | X* 4+ XT + 2523Y% 4 1305Y Z + 2088YT + 1652° + 54027 + 867/2T"

31 | X%+ XT +2883Y% +93YZ +3162YT — 3Z° + 5127 + 1737/2T>

32 | X2+ XT + T68Y 2 + 1056Y Z + 720Y T + 36822 + 500271 + 333/2T7

34 | X? 4 XT + 3468Y2 +4182Y Z + 1428Y T + 1257Z°% + 86127 + 297/2T?

37 | X°+ XT +4107Y? + 6771Y Z + 5994Y T + 27872Z% + 49417T + 4377/2T>

38 | X%+ XT +4332Y° + 5814Y Z + 228YT + 19472° + 153ZT + 9/2T*

41 | X%+ XT +5043Y2% + 7503Y Z + 9348YT + 2787Z° + 6954ZT + 8667/2T*

43 | X%+ XT 4 5547Y% + 8901Y Z + 2322YT + 35672° + 186327 + 489/2T>

44 | X* 4+ XT+12Y? +12YZ + 18YT + 6082Z% + 284ZT + 69/27°

46 | X° ++ XT 4 1587Y% + 1794Y Z + 1725YT + 5122 +- 980ZT + 933/2T7

47 | X2+ XT +3Y? +141YZ + 129YT - 66272% — 12126 ZT — 11091/2T2

49 | X° 4+ XT 4 7203Y2 + 147Y Z + 13230YT — 3Z% + 13527 + 12153/2T2

52 | X2+ XT + 2028Y2 1 1002YZ + 3822Y T + 15222 + 103427 + 3597/21°

53 | X2+ XT +8427Y2 +6201YZ + 13038Y T + 11372° + 479727 + 1008921 °

56 | X+ XT +2352Y% 4 2184Y Z + 420YT + 5122% + 200ZT + 33/2T"

58 | X%+ XT -+ 10092Y* + 16182Y Z + 16356Y 7T + 64832Z° + 13113ZT + 13257/2T"

59 | X%+ XT + 10443Y° + 885Y Z + 3540Y T + 152 + 15027 + 603/2T>
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Taula 6.9 Forma bindria genérica associada als ordres O(6, N) calculats en
la taula 1.4 que sén ordres d’Fichler de nivell N < 100 de la Q-dlgebra de
quaternions H4(3).

| N fow.n)

1| (~z+z—-2vV3,-2(—z+y)V3,—z+z + 2V3)

5| (—z+z —2v3,—2(by — 3z + 22)v/3, -2z + z + 2/3)

T (—z+z—2V3,=2(Ty — 5z + 2)v/3,—z + = + 2/3)

11 | (-11lz + 5z — zV3, —2(—z +y)V3,—11z +5x—§-$\/§)
13 | (=132 + 17z — 24/3, =2(~z + y)v/3, =13z + 17z + z/3)
17| (~z4+2z— /3, —2(17y — Tz + z)\/§, —z4z 4+ 3:\/?;)

19| (~z+z—~ zv/3, —2(19y — 27z + 142)\/5, —z4z+ xx/g)
23 | (—z+z — 2v/3,—2(23y — bz + 42)V/3,—2 + z + zv/3)
25 | (—z + z — 23, —2(25y — 29z + 32)V/3, ~z + = + 2/3)
29 | (—z + z — /3, —2(29y — 45z + 232)V/3, —z + z + 2/3)
31| (24— V3, ~2(31y — 9z + z)\/?:, ~z4+z+ x\/ﬁ)

3B (~z+z— V'3, —2(35y — 3z + 262)\/§, —z 4T+ x\/§)
37 | (=372 + 59z — 2/3, =2(—2 + y)V/3, =37z + 59z + 2/3)
41 | (—z 4z — zv/3,—2(4ly — 67z + 342)V/3, —2z + z + £/3)
43 | (=2 +z — 2v/3,—2(43y — 67z + 22)V/3,~2z + z + 21/3)
47 | (=472 + 35z — 2v/3, —2(—z + y)V/3, —47z + 35z + 2/3)
49 | (~z2+z— zv/3, —2(49y — 35z + 2203, —z+z + x\/§)
833 | (~z+z— V3, ~2(53y — Tz + Gz)\/§, —z 4z + 3:\/5)
55 | (~2z +z — z/3, —2(55y — 43z + 372)V/3, —2 + = + /3)
59 | (—z +z — zv/3,—2(5% — Tlz -+ 102)/3, —z + z + 24/3)
61 | (—~2+z — zv3,—2(61ly — Tlz + 392)V/3, —z + & + 2+/3)
65 | (—z +z — V3, —2(65y — 67z + 452)V/3, —2 + = + 21/3)
67 | (~2 42z~ /3, —2(67y — 17z + 152)\/5, -z 4T+ m\/§)
1| {(~z24+z— /3, —2(71ly — 13z + z)\/?;, —z 4+ xﬁ)
i (~z+z— /3, —2(73y — 7% —}—52}\/5, —z+ :c—i—xv%_)
T (—z+z- V3, —2(7Ty —~31w+263)\/§,-—z+x+xx/§)
9 (~z+z- V3, —-2(71% — z + 492)\/5, —z 4T+ m\/?I)
83 | (—z+x — 2v/3, —2(83y — 97z + 362)v/3, —z + = + z/3)
85 | (—z +z — /3, —2(85y — 163z + 672)V/3, —z + = + 2/3)
91 | (—z 4z — a3, —2(91y — 161z + 472)v/3, -2z + = + zv/3)
9 | (~z+z— zv/3, —2(95y — 9z + 823, —z+z + z/3)

197 | (=2 + 2 — 23, -2(9Ty — 107z + 252)/3, —z + z + 2/3)
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Taula 6.10 Forma bindria genérica associada als ordres O(10,N) calculats
en la taula 1.5 que sén ordres d’Eichler de nivell N < 80 de la Q-dlgebra de
quaternions Hp(2,5).

[N] foqo,n

1] (=52 - 5/2tv/2, =2(y + 1/2t)v/2, = — 1/2t/2)

3| (=52 — 5/2tv/2,—-2(3y + 1/2t — 4z)v/2,z — 1/2t\/2)

9 | (=5z — 5/2tv/2, —2(9y + 1/2t — 42)V/2,z — 1/2t\/2)

(
(
7| (=52 — 5(7/2z — 52)v/2, —=2(y + 7/2z — 52)v/2, 2 — (T[22 — 5z)\/2)
(
(

11 | (=5z - 5/2tv/2, —2(11y + 1/2t — 14x)+/2,z — 1/2t+/2)

13 | (—5bz — 5/2tv/2, —2(13y + 9/2t — 18z)/2,z — 1/2ty/2)

17 | (=52 — 5(17/22 — 142)V?2, —2(y + 17/2z — 14z)v/2,z — (17/22 — 142)/2)

19 | (=52 — 5/2t/2, —2(19y + 1/2¢ — 62)+/2,z — 1/2t/2)

21 | (=5 — 5/2tv/2, —2(21y + 11/2t — 322)v/2, 2 — 1/2t/2)

23 | (=5z — 5/2tv/2, —2(23y + 31/2t — 82)v/2,z — 1/2t/2)

27 | (=5z — 5/26v/2, —2(27y + 1/2t — 322)v/2, 2 — 1/2t/2)

29 | (=52 — 5/2tv/2, —2(29y + 39/2t — 2x)+/2,z — 1/2t+/2)

31 | (=5z — 5(31/22 — 272)V/2, —2(y + 31/2z — 27z)v/2,z — (31/22 — 272)\/2)

33 | (=52 — 5/2tv/2, —=2(33y + 53/2t — 40z)v/2, = — 1/2t\/2)

37 | (=52 — 5/2tv/2, =2(37y + 19/2t — 202)v/2, = — 1/2t1/2)

39 | (=5z — 5/2tv/2, —2(3%y + 47/2t — 322)v/2, 2 — 1/2t\/2)

41 | (=52 — 5/2t\/2, —2(41y + 79/2t — 24x)V/2,z ~ 1/2t0/2).

43 | (=52 — 5/2tv/2, —2(43y + 81/2t — 282)v/2, 2 — 1/2t:/2)

47 | (=5 — 5/2t\/2, —2(47y + 63/2t — 80x)v/2, = — 1/2t\/2)

49 | (=5z — 5(49/2z — 44z)v/2, =2y + 49/22 — 44z)\/2, z — (49/22 — 44z)/2)

51 | (=52 — 5/2t\/2, —2(51y + 77/2t — 22)V/2,z — 1/2t\/2)

53 | (=bz — 5/2t+/2, —2(53y + 29/2t — 102)v/2,z — 1/2tV/2)

57 | (=bz — 5/2tv/2, =2(57y + 25/2t — 522)v/2, & — 1/2t/2)

59 | (=52 — 5/2t\/2, ~2(59y + 55/2t — 34z)/2,z — 1/2t+/2)

61 | (—5z — 5/2t/2, —2(61y + 67/2t — 922)+/2, ¢ — 1/24/2)

63 | (=52 — 5/2t\/2, —2(63y + 101/2t — 382)v/2, = — 1/2t1/2)

67 | (=5z — 5/2tv/2, —2(6Ty + 7/2t — 922)v/2, = — 1/2t+/2)

69 | (—=5x — 5/2tv/2, —2(69y + 35/2t — 106x)v/2,z — 1/2ty/2)

71 | ([=52 — 5/22v/2, =2(T1y + 131/2z — 222)V/2, 2 — 1/221/2)

73 | (=52 — 5/2tv/2, —2(73y + 57/2t — 4z)V/2, 2 — 1/2t+/2)

77 | (=52 —5/20\/2, =2(7Ty + 11/2t — 94z)V/2, 2 — 1/2tV/2)
(

79 | (=5 — 5/2tv/2, =2(79y + 99/2t)v/2, 2 — 1/2t/2)
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Taula 6.11 Forma bindria genérica associada als ordres O(14,N) calculats
en la taula 1.6 que son ordres d’Eichler de nivell N < 80 de la Q-algebra de
quaternions Ha(7).

LN | fo(ia,n)
1[(~z+z—2V7,-2(y —2)V7,—z + z + &/7)

(=32 + 5z — 27, —2(y — 2)V/7,—32 + bz + z/7)
5((—z4+z—av7,-20y + 2 — T2)V7,~2 4+ z + 2/7)

9| (=3z+z—2v7,-208y + 22 — 2)V7, -3z + ¢ + zV/7)

11 | (—z + 2z —zv7,-2(11y + 62 — 92)\/7,—2 + z + 2\/7)

13| (—z+z—2v7,-2(13y + 22 = 3z2)V/7,—2 + = + z\/7)

15 | (=32 + 5z — z+/7, —2(5y + 3z — 2)v/7,~32 + 5z + z/7)
17 | (2 +z — 2V7,-2(1Ty — 132)/7, =2 + = + 2/T)

19| (—z 42z —2V7,-2(19y + 4z — 272)V/T,—z + = + 2\/7)

23 | (—2z +z — V7, -2(23y + 2 = 132)V7,—z + & + 2\/7)

25 | (=2 4z — a7, -2(25y + 152 — 4727, —z + = + =/7)
27 | (=272 + 13z — a/7,—=2(y — 2)V/7, =27z + 13z + z/7)

29 | (—2 4+ z — 27, -2(29y + 162 — 312)V7, —z + = + 2/7)
31 | (—31z + 41z — /7, —2(y — 2)V/7, —31z + 41z + 2\/7)

33 | (=32 4z — 2v/7,-2(11y + 5z — 132)v/7, =3z + = + z/7)
37 | (—z +z — 27, -2(37y + 82 — 232)V/7, ~2 + & + z/T)
39 | (=2 + z — z/7,~2(3%y + 10z — 432)V/7, —z + = + z\/7)
41 | (=2 +z — 27, -2(4ly + 222 — 1727, —2 + = + 2/7)
43 | (—z 4z — 2/7,-2(43y + 182 — 2)V/7,—2 + = + zV/7)

45 | (=32 + = — z/7,~2(15y + 13z — 52)/7, =32 + = + 2/7)
51 | (~3z + 5z — 2+/7, —2(1Ty + 42 — Tx)\/7, ~3z + 5z + z/7)
53 |-(~z +z — /7, -2(53y + z — 192)\/7, —2 + z + 2/7)

55 | (—z + 2 — 27, -2(55y + 42 — 52)V/7,—2 + = + £/7)

57 | (=32 + 5z — 2+/7, —2(19y + 122 — 352)\/7, =3z + 5z + 2v/7)
59 | (=2 + 2 — 27, -2(59y + 172 — 2127, —2 + z + 2/7)
61 (—«z+m—-:1:\/'7,-2(61:g+3z—-65:v)\/7,—z+:c+a:\/’7)
65 | (—2 + = — /7, ~2(65y + 20z — 1132)V/7, —z + z + 2/7)
69 | (=32 +z — =/7,~2(23y + 14z — 2)\/7, -3z + z + & /7)
75 | (=32 + bz — z+/7, —2(25y + 2z — 412)V/7, =3z + 5z + 2/7)
79 (-—z+:c—x\/'?,-2(79g;+212-41m)\/’7,——z+$+x\/7) ‘
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Taula 6.12 Forma bindria genérica associada als ordres O(15, N) calculats
en la taula 1.7 que sdn ordres d’Eichler de nivell N < 60 de la Q-dlgebra de
quaternions Hg(3,5).

LN ] fous.n

1] (=52 - 5/2tv/3,=2(y + 1/2t)v/3,z — 1/2t/3)

2 | (52 — 5z + 523, —2(y — z)V3, —2z + = + 2/3)

4 | (=5z — 5/2tv/3, —2(1/2t — 2z + 4y)V/3,x — 1/2t+/3)

7| (=52 — 5/2t\/3, —2(1/2t — 8z + Ty)V/3,z — 1/2t\/3)

8 | (52 — 5z + 523, ~2(32 — 3z + 4y)V3, —z + T + z/3)
11 | (=52 = 5(11/22 — 92)v/3, ~2(y + 11/2z — 9z)v/3,z — (11/22 — 9x)/3)
13 | (=52 — 5/2t/3, -2(1/2t — 4z + 13y)V/3,2 — 1/2t/3)
14 | (=52 — 5/2t\/3,-2(19/2t — 10z + 14y)V/3, = — 1/2t/3)-
16 | (52 — 5z + 52v/3, —2(3z — 11z + 8y)V3,~2 + = + z/3)
17 | (=52 — 5/2t/3, —2(17/2t — 2z + 1Ty)v/3,z — 1/2t+/3)
19 | (=52 — 5/2t/3, —2(19y + 29/2t)v/3, z — 1/2t/3)

22 | (52 — 5z + 52+/3, —2(62 — z + 11y)V/3, —z + = + zv/3)
23 | (=52 — 5/2tV/3, —2(31/2t — 32z + 23y)V/3, = — 1/2t1/3)
26 | (652 — 85z + 52/3, —2(y — 2)V/3, —13z + 17z + 2/3)

(

—5z — 5/2t/3, =2(1/2t — 6z + 28y)V/3,z — 1/2t+/3)

29 | (=5z — 5/2tv/3, —2(15/2t — 24z + 29y)V/3, = — 1/2t/3)

31 | (=5z — 5/2t\/3, -2(1/2t — 34z + 31y)V/3,z — 1/2t/3) .

32 | (52 — bz + 5z+/3, —2(11z — 15z + 16y)V/3, —2z + = + 2/3)

34 | (=52 — 5/2tv/3, —2(41/2t — 14z + 34y)v/3,z — 1/2t\/3)

37 | (=52 — 5/2tV/3, —2(61/2t — 54z + 3Ty)V/3, z — 1/241/3)

38 | (=52 — 5/2t\/3, —2(51/2t — 2z + 38y)V/3,z — 1/2t1/3)

41 | (=52 — 5/2tV/3, —2(61/2t — 76z + 41y)V/3, 2 — 1/2t\/3)

43 | (=52 — 5/2t\/3, —2(69/2t — 18z + 43y)V/3, z — 1/2t\/3)

44 | (=252 + 55z + 52+/3, —2(z — 3z + 2y)V/3, 5z — 11z + £4/3)

46 | (52 — 5z + 52+/3, —2(13z — 25z + 23y)V/3, —z +  + 2/3)

A7 | (=bz — 5(47/2z ~ 43z)v/3, —2(y + 47/2z — 43z)V/3, = — (47/22 — 432)+/3)

49 | (=5z — 5/2t\/3, —2(1/2t — 90z + 49y)v/3, = — 1/2t+/3)

52 | (52 — 5z + 523, —2(7z — 49z + 26y)v/3, —z + z + z/3)

53 | (=bz — 5/2t+/3, —2(39/2t — 82z + 53y)/3, z — 1/2t/3)

56 | (52 — 5z + 52+/3, —2(13z — bz + 28y)V3, —z + ¢ + z/3)

58 | (=5z — 5/2tv/3, —2(93/2t — 94z + 58y)V/3, = — 1/2tV/3)

59 | (=5z — 5/2t/3, —2(5/2t — 20z + 59y)V/3,z — 1/2t\/3






Capitol 7

Immersions i formes
quadratiques

En aquest capitol, tractem les immersions de cossos quadratics en algebres
de quaternions, tenint en compte 'aritmetica de les algebres de quaternions i
dels cossos quadratics. Aixi, estudiem les immersions dels ordres quadratics
en els ordres quaternionics i les relacionem amb les formes quadratiques que
hem associat als ordres en el capitol anterior.

Per a tot el capitol, sigui F = Q(v/d) un cos quadritic, on d € Z és lliure
de quadrats. Considerem D el discriminant fonamental de F. Sigui H una
Q-algebra de quaternions que, en alguns casos, exigirem que sigui indefinida.
Denotem per O i (¥ ordres quaternionics de H, i per Ai A’ ordres quadratics

de F.

En la primera seccié, caracteritzem l'existéncia d’immersions de F' en H per
mitja de representacions de formes quadratiques. En la segona seccid, es
recorden les definicions d’immersions relatives als ordres quadratics i qua-
ternionics i es recopilen resultats d’Eichler sobre la seva classificacié. En la
tercera seccié, trobem bijeccions entre els conjunts d’immersions i els con-
junts de representacions de certes formes quadratiques ternaries, i obtenim
una classificacié d’aquestes representacions. En la quarta secci, provem re-
sultats sobre bijeccions entre els conjunts d’immersions i certs conjunts de
formes quadratiques binaries, la qual cosa déna també una classificacié d’a-
questes formes binaries. En particular, per a les algebres no ramificades, les
algebres poc ramificades de tipus A i les de tipus B, explicitem els conjunts
de formes binaries corresponents.

189



190 Cap. 7. Immersions 1 formes quadrdtiques

7.1 Immersions de cossos quadratics en alge-
bres de quaternions

En la proposicié 1.1.19 es caracteritza existéncia d’immersions d’un cos
quadratic F' = Q(\/E) en una algebra de quaternions H. A continuacié, in-
terpretem els resultats d’aquesta proposicié utilitzant les formes quadratiques
per a la construccid de les immersions.

7.1.1 Notacié. Fixem les notacions seglients per a designar els conjunts
d’immersions i de representacions corresponents. Per a les formes quadrati-
ques, utilitzem la notacid introduida en el capitol 4. Recordem que, per a una
forma quadratica f, la matriu associada a f es denota per A(f). Indiquem
com a subindex el nombre de variables de la forma quadratica. :

I(H,F) := {¢: v és una immersié de F en H},
R(f5,65Q) :={a € @ : dA(f)a = &)},

R(fé:gi; Q) = {P € M(4 X 2} Q) : PzA(f‘i)P = A(gg)}D

b _
7.1.2 Proposicié. Siguin H = (%) una dlgebre de quaternions ¢ F' =

Q(Vd) un cos quadrdtic. Siguinny 4 ings les formes normiques quaterndria
1 terndria associades a H, i npz la forma normica bindrie associada o F.

(i) Els conjunts Z(H, F) i R (nus,—d; Q) estan en correspondéncia bijec-
tiva. '

(ii) Eristeiz una aplicacid injectiva de T(H,F) en R (nna,nre2; Q).

(iii) Si R (nya,nre; Q) # 0, aleshores I(H,F)#0. \

DEMOSTRACIS: Considerem w = »(v/d). El conjunt d’immersions ¢ : F e
H es correspon de manera bijectiva amb el conjunt d’elements w € H\ Q
tals que n(w) = n(p(vd)) = (V) = —di tr(w) = tr(p(VD) = tr(v) = 0;
~ és a dir, w € Hy, amb n(w) = nga(w). Siescrivim w = yi + 2zj + #ij,
aleshores el conjunt anterior es correspon bijectivament amb el conjunt de
Q-representacions (y, #,t) de —d per la forma quadratica ternaria nygs. Es
clar que immersions diferents equivalen a representacions diferents. Aixo

demostra l'apartat (i). S’arriba a la mateixa conclusié si demanem que w =
¢(v/d) € H — Q satisfaci la igualtat w? = d a H.
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Donada una immersié ¢ € Z(H,F), considerem l'element w = ¢(v/d) €
H - Q, amb n(w) = —d i tr{w) = 0. Tenim que {1,w} és una base de
o(F) i ngale(a)) = nra(a), per a tot a € F, per ser immersié. Consi-
derem la matriu P, que expressa 1 i w en coordenades respecte de la base
de l'algebra de quaternions. Aleshores, és clar que P té coeﬁcignts aQi
satisfa P'A(nygq)P = A(nps). Per tant, P € R(nga,nr2 Q). Es clar que
immersions diferents proporcionen matrius de representacié diferents. Aixi,
hem provat 'apartat (ii).

Vegem D’apartat (iil). Suposem que la forma quaternaria ngy 4 representa la
forma binaria ngs. Per a cada p|Dy, si apliquem 5.1.13, tenim que ngq4
no és Q-isotropa. Deduim que, per a cada p|Dg, la forma np, tampoc és
Qy-isdtropa; és a dir, 2° — dy® no representa el 0 a @, la qual cosa equival
a dir que d no és un quadrat a Q). Aixi, per a cada p|Dy tenim que p no

descompon en Q(\/—cg), i aixo és equivalent al fet que existeixi una immersié
de Fen H, cf. 1.1.19. O

7.1.3 Remarca. Observem la relacié entre els dos conjunts R (nus, —d; Q)
i R (ng4,nr2; Q). D’una banda, tenim que

npa=<1>®ngs, npa=<1>0<d>.

D’altra banda, tenim que —d = dety(ngp2) = disc(ngz2). Aquest resultat és
comparable a les relacions que obtindrem en el cas de les immersions dels
ordres quadratics en els ordres quaternionics, cf. 7.3.3. O

A continuacid, trobem les condicions efectives per a I’existéncia d’immersions
de F' en H, en funcié del discriminant de ’algebra de quaternions H i de la
forma normica ternaria ny 3.

' 7.1.4 Lema. Siguin H = (%) i F = Q(v/d). Aleshores, els fets segiients

son equivalents.

(a) Ewisteiz una tmmersid de F en H,

(b) Per a cada primer p tal que nys és Qp-anisotropa, p no descompon en
Q(Vd).
: . Dp ‘
(c) Per a cada primer p tal que p|Dy, tenim que ry #1.
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DEMOSTRACIO: Recordem que p|Dy si, i només si, nys és Q,-anisotropa,
per 5.1.13. Aixi, deduim Pequivaléncia entre (a) i (b) directament de 1.1.19.

L’equivaléncia entre (b) i (c) prové d’explicitar les condicions per a la repre-
sentacié de nombres per formes ternaries, que coincideixen amb les condicions
per a la descomposicié de primers. O

7.1.5 Corollari. No hi ha immersions de cossos quadrdtics reals en dlgebres
de quaternions definides.

DEMOSTRACIO: D’una banda, si F' és un cos quadratic real, aleshores ngo
és una forma quadratica indefinida. De altra, si H és definida, aleshores
np4 és una forma definida positiva, per 5.1.14. Ara bé, és clar que formes
quadratiques definides no poden representar formes indefinides; per tant,
R (nya,nr2; Q) = 0. Per 7.1.2 (ii), obtenim que Z(H, F) =0

b V
7.1.6 Corollari. Sigui H = (%) una dalgebra de quaternions. Aleshores,

(i) Ewzisteizen immersions de Q(v/a) i Q(vb) en H.
(ii) Ewzisteizen immersions de Q(v/—Dg) en H.

(iii) Hi ha immersions de Q(v/Dy) en H si, i només si, H és una dalgebra
de quaternions indefinida.

DEMOSTRACIO: L’apartat (i) és trivial, tant si el pensem a nivell d’algebres
com a nivell de formes quadratiques.

Per a veure (ii) i (iii) només cal remarcar que per als primers p[DH finits, és
clar que p ramifica a Q(v/+Dpg); per tant, no descompon. Si H és definida,
la condicié necessaria per a l'infinit equival al fet que el cos quadratic sigui
imaginari, O

Considerem ara els ordres i les seves formes quadratiques associades. De
forma immediata, tenim el resultat segiient sobre Q-representacions. En la -
secci6 7.3, veurem el que fa referéncia a Z-representacions.

7.1.7 Corollari. Siguin O 1 A ordres de H i F, respectivament. Si se satisfa
I(H,F) #0, aleshores

R4 g A2

DEMOSTRACIO: Com que ng4 2 nea i np 2 na,z2, només cal aplicar la
proposicié 7.1.2. O
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7.2 Immersions d’ordres quadratics en ordres
quaternionics

7.2.1 Definicié. Siguin @ i A ordres de H i F', respectivament. Un homo-
morfisme de Q-algebres ¢ : F — H es diu que és una immersié de 'ordre
quadratic A en l'ordre quaternionic @ si ¢(A) C O. O

7.2.2 Definicid. Siguin O i A ordres de H i F, respectivament. Un homo-
morfisme de Q-algebres ¢ : F — H es diu que és una immersié optimal de
Vordre quadratic A en Pordre quaternionic O si (F) N O = ¢(A); equiva-
lentment, si A = ¢~ (@(F)N O). O

7.2.3 Notacié. De manera analoga a la seccié anterior, considerem els con-
junts d’immersions segiients

Z(O,A) := {¢ : ¢ immersi6 de A en 0},
IT(OA) ={p: ¢ immersié optimal de A en O}. O

7.2.4 Remarca. Sigui A Pordre quadratic de conductor m; és a dir, A =
Z[1,mw],onw=+dsid=2,3 mod4,iw= &2ﬁ sid =1 mod 4. Sigui
O un ordre quaternionic de H. Definir una immersié ¢ de A en O equival a
fixar w = p(mw) € O tal que n(p(mw)) = m?n(w) i tr(p(mw)) = mir(w).
De forma equivalent, es pot fixar també w € O que satisfaci (w — @) =
Dy. Notem que, donat un ordre A de F, una immersié ¢ : F' - H queda
determinada per ;. O

A partir de les definicions, obtenim directament els lemes segiients, que re-
lacionen conjunts d’immersions d’ordres diferents.

7.2.5 Lema. Siguin O' G O ordres de H i ' C A, ordres de F. Sigui
o € I(H, F).

(i) Sie € Z(O,A), aleshores ¢ € Z(O,A') = I*(O, A').

(ii) Sip € I*(O,A"), aleshores ¢ ¢ T(O,A).
(iil) Si € Z(O',A), aleshores ¢ € Z(O,A). O

7.2.6 Lema. Sigui ¢ : F — H una immersid i O C H un ordre qua-
ternionic.
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(1) Tenim que v € I*(O, 0~ (p(F)N O)).
(1) Sip € Z(O, A), aleshores AC o™ (o(F)NO). O

7.2.7 Corollari. Siguin O C H un ordre quaternionic ¢ Ap Uanell d’enters
de F, Aleshores, Z(O,Ap) = I*(O,AFp). O

Els resultats segiients donen condicions per a I’existéncia d’immersions opti-
mals entre ordres fixats.

7.2.8 Lema. Considerem una Q,-dlgebra de quaternions H, de divisid local
i Op C H, inic ordre mazimal. Siguin F, tal que Z(Hp, Fy) # 0 i A, C F,
un ordre. Aleshores, I*(Op, Ap) # O si, i només si, A, és mazimal.

DEMOSTRACIGS: Sigui ¢ € Z(H,, F,). Es clar que ¢ € Z(Op, Ap), per ser
I'ordre O, maximal. Podem suposar F, C H,. Aleshores, la immersi6 ¢
és optimal si, i només si, O, N F, = A,. Perd, com que O, és un anell de
valoracié discreta, tenim que O, N F, és I'anell d’enters de F,. Aixi, ¢ és
optimal si, i només si, A, és 'ordre maximal de Fy,, com voliem veure. O

7.2.9 Proposicié. Siguin H una Q-dlgebra de quaternions de discriminant
D i O C H un ordre d’Eichler de nivell N. Siguin F = Q(+/d) un cos
quadratic tal que Z(H, F) # @ i A C F Uordre quadrdtic de conductor m.

(i) Si I*(O,A) # 0, aleshores mcd(D,‘m) =1.

(1) 8i N =14 H és indefinida, aleshores T*(O,A) # 0 si, i només si,
mcd(D,m) = 1.

DEMOSTRACIO: Suposem que Z*(O,A) # 0 i p|D. Aleshores, H, és una
algebra de quaternions de divisié i O, C H, és I"inic ordre maximal. Notem
que Z*(O,A) # 0 implica que Z*(Op,A,) # 0. Pel lema 7.2.8, tenim que
A, és Pordre maximal de Fj; per tant, deduim que p t m. Aixd demostra
P'apartat (i).

Si N = 11i H és indefinida, tenim també el reciproc. En efecte, suposem
med(D,m) = 11isigui ¢ € Z(H, F). Llevat conjugacié, podem suposar que
v € Z(O,A), ja que p(A) esta contingut en un ordre quaternidnic maximal i
tots els ordres maximals de H sén con;ugats per ser ’algebra H indefinida.
Es clar que ¢ sera optimal si, i només si, p és optimal per a totes les places
p. Per a les places p|D, tenim que p { m i aplicant el lema anterior deduim
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que pp és una immersié optimal. Per a les places p{ Dm, tenim que O és un
ordre maximal de H ~ M(2,Q) i la immersié és automaticament optimal,
per 7.2.7. Sip{ D ip | m, tenim que O és un ordre maximal de M(2,Q)
i Ay és un ordre no maximal; en aquest cas es demostra també que hi ha
immersions optimals (cf. {Vig80]). O

Considerem el conjunt d’immersions Z(H, F') i el grup H* de les unitats de
’algebra de quaternions H. Definim una accié de H* en I( H, F') de la manera
seguent: o
I(H,Fyx H* — ZI(H,F)
(0, 0) =7,

on ¢°(a) := o lp(a)o, per a tot a € F.

7.2.10 Lema. Sigui ¢ € I(H, F'). Aleshores, per a tot ¢ € H*:

(i) @ € Z(O, A) si, i només si, ° € Z(¢™ O, A).

(ii) ¢ € I*(O,A) si, i només si, ¢ € T(¢™'00,A). O

Si H ésuna Q-algebra de quaternions indefinida, tots els ordres d’Eichler d’un
mateix nivell sén conjugats; per tant, pel lema anterior ens podem reduir a
estudiar les immersions en un ordre d’Eichler fixat per a cada nivell.

Per als conjunts d'immersions relatins als ordres, ens podem restringir a
Paccié dels subgrups G C Nor(0), com indica el corollari segient.

7.2.11 C§r0i'iafi. Sigui G un subgrup, G - Nor((’)); AEesho&”és, Paccid de
H* en I(H, F) indueiz una accid de G en Z(O,A) i en T5(O,A). O

Aquesta accié ens defineix una relacié d’equivaléncia: ¢, ¢’ € Z*(O,A) sén
G-equivalents si existeix ¢ € G tal que ¢’ = 7. Fixada una base {1,\} de
Pordre quadratic A, qualsevol immersié ¢ € Z*(0, A) esta determinada per
@(A). Per tant, perque dues immersions ¢, ¢’ € Z*(O, A) siguin G-equivalents
és suficient que existeixi o € G tal que ¢'()) = o~ 1p(N)o.

7.2.12 Notacié. Considerem el conjunt quocient Z*(0,A)/G. El nombre
de classes de G-equivaléncia d’immersions optimals de A en O, si s’escau, el
denotarem per v(O, A; G); és a dir,

VO, A; Q) = § T*(O, A)/G.
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De manera analoga, per al cas local tenim que Z(Op, Ap) 1 Z%(Op, Ap) s6n G-
conjunts. Denotem per v,(O, A; G) el corresponent nombre de classes pels
ordres locals; és a dir,

(O, A G) :=4T"(O,,Ap)/Gp.

Si O és un ordre d’Eichler de nivell N d’una Q-algebra de quaternions inde-
finida de discriminant D, i A és I’ordre quadratic de Q(+/d) de conductor m,
posem v(D, N,d,m;G) := v(O,A;G) i vp(D, N,d,m; G) := vp(Op, Ap; Gp).

Recordem que si A és Pordre quadratic de Q(v/d) de conductor m, denotem
per h(A) o bé h(d,m) el seu nombre de classes d’ideals (cf. secci6 4.5). O

A continuacid, explicitem resultats coneguts sobre el nombre de classes d’im-
mersions v(D, N, d, m; G) per al cas de G = O, valids també més en general
per a K-algebres de quaternions indefinides, on K és un cos de nombres
totalment real de nombre de classes senar. El teorema 7.2.13 segiient (cf.
[Eic55b]) proporciona la relacié entre els nombres de classes d’immersions
locals i globals i les férmules del nombre de classes d’immersions locals dona-
des a [Ogg83] i [Vig80]. Considerem 3, la funcié multiplicativa donada per

Yo(P) =p*(1+3) 1 ¢p(a) =1sipta

7.2.13 Teorema. Sigut O C H un ordre d’Eichler de nivell N, on H és una
Q-dlgebra de quaternions indefinida de discriminant D. Sigui A C Q(\/E)
lordre de conductor m. Suposem que hi ha immersions de Q(v/d) en H i
que mcd(m, D) = 1. Aleshores,

v(D, N,d,m; 0%) = h(d,m) [] v(D,N,d,m;0%).

p|DN

Els nombres de classes d’immersions vp,(D, N, d, m; O*), per als primers p| DN,
vénen donats de la manera segient.

(i) Sip|D, aleshores vp(D,N,d,m; 0*) =1 — (ﬁ)
’ p

. 1+ Dr siptm
(i) Sip|| N, aleshores v,(D, N, d,m; O%) = p P
2 st p|m.

(111) Suposem N = puy, amb p’[ul, r> 2. Posem m = pku2, p)[’l.tz.
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q

(a) Sir 22k 42, aleshores

. ) -DF
vo(D, N, d,m; O%) = { Wplm) s (?) =1

0 altrament.

(b) Sir =2k +1, aleshores

2p(m) st | =] =1,
' D,
vp(D,N,d,m; 0*) = { pt st —p—F =0,
0 st Pﬁ = -1
\ p

(c) Sir =2k, aleshores

(D, ¥, 07) = (p 1+ (22)).
(d) Sir <2k—1, aleshores

/2 4 ok[2-1 1o :
ey PPt si k és parell,
vo(D, N,{d,m,@ )= { 2pk-1/2 st k és senar. O

7.2.14 Corollari. Siguin H una Q-dlgebra de quaternions indefinida de dis-
criminant D 1 O C H un ordre d’Fichler de nivell N, N lliure de quadrats.
Siguin F = Q(v/d) un cos quadritic de manera que I(H,F) £ 0 iA C F
Pordre de conductor m, de manera que med(m, D) = 1. Aleshores,

P st exzisteiz p|N, p{m, p inert a F,
I/(D; N; d:m: O ) - { h(d, m) . Qs+t altmment,

on s = #{{p|D : p inert a F} it= Hp|N : p descomj;on en F o bé plm}. O
Sigui H una algebra de quaternions no ramificada. Si ens restringim a N

liure de quadrats, o bé a N primer, obtenim els resultats segiients per al
nombre de classes d’immersions optimals, com a corollaris de 7.2.13.

7.2.15 Corollari. Considerem O = Oo(1,N) C M(2,Q), ordre d’Eichler
de nivell N, amb N lliure de quadrats. Sigui A(d,m) l’ordre de F = Q(+/d)
de conductor m. Aleshores,

e | O si ezisteiz p|N, pt m, p inert en F,
V(D, N,d,m; O ) = { h(d,m) -2t altrament,

ont = {p|N : p descompon en F o p|m}. O
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7.2.16 Corollari. Considerem O = Oy(1,N) C M(2,Q), ordre d’Eichler
de nivell N, amb N primer. Sigui A(d,m) Uordre de F = Q(\/E) de conduc-

tor m. Aleshores,

0 si N ésinert en F i N { m,
v(1,N,d,m;0*) = ¢ h{d,m) si N ramifica en F i N {m,
2h(d,m) si N descompon en F 0 bé st N =m.O

Explicitem també el nombre de classes d’immersions optimals com a corol.lari
de 7.2.13 en el cas de les algebres de quaternions H poc ramlﬁcades, de
discriminant Dy = pq.

7.2.17 Corollari. Suposem que F = Q(v/d) escindeiz H. Considerem 0=
O(pg,1) C H, un ordre quaternionic mazimal, 1 A(d,m) Uordre de F de
conductor m. Aleshores,

(1) v(pg,1,d,m;O*) =0 si, i només si, med(pg, m) # 1.
(i) Suposem que mcd(pg,m) = 1; aleshores,

h(d,m) st p,q ramifiquen en F,
v(pq,1,d,m;0%) = ¢ 2h(d,m) sip ramifica 1 q és inert en F
4h(d,m) sip,q son inerts en F.O

7.2.18 Corollari. Suposem que F = Q(V/d) escindeiz H. Considerem O =
O(pg,N) C H, un ordre quaternionic d’Eichler de nivell N, on N és un
nombre primer diferent de p 1 q. Sigui A(d,m) Uordre de F de conductor m.

(i) Siv(pg, N,d,m;0") =0, aleshores mcd(pg,m) # 1.
(ii) Suposem que mcd(pg,m) = 1; aleshores, v(pq, N,d, m; O*) és igual a

(0 st N és inert en F i N {m,
h(d,m) si N,p i q ramifiqguen en F ¢ N {m,
2h(d,m) si N,p ramifiqguen ¢ q és inert en F
o bé si N descompon i p,q ramifiquen en F,
< o bé si N =m 1 p,q ramifiqguen en F,
4h(d,m) si N ramifica, N { m i p,q sén inerts en F,
o bé si N descompon, N { m, p ramifica i g €s inert en F,
o bé si N|m, p ramifica i q és inert en F,
8h(d,m) si N descompon o Nt m p,q son inerts en F.O

‘\
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A continuacid, considerem el grup O3, que intervé en la definicié dels grups
d’homografies quaternioniques. Tenim una estructura de O}-conjunt defi-
nida en I*(0,A) i considerem el conjunt quocient Z*(O,A)/O%. Més en
general, donat un subgrup G, O* C G C Nor(0O), definim G4 := {oc € G :
n(o) > 0}.

Pels resultats de la seccid 2.3 tenim que, si O és un ordre d’Eichler en una
Q-algebra indefinida, aleshores O} és un subgrup d’index 2 en 0%, ja que
O conté unitats de norma negativa. Aixo ens diu també que, en aquest cas,
[G: G4+] = 2. Si ho apliquem als nombres de classes d’immersions optimals,
deduim la proposici6 segiient.

7.2.19 Proposicidé. Sigui O un ordre d’Eichler de nivell N en una Q-dlgebra
de quaternions H indefinida de discriminant D. Sigui G un subgrup tal que
O* C G C Nor(0) i considerem Gy.. Aleshores,

v(D,N,d,m;Gy) = 2v(D, N,d,m; G). O

Finalment, en el cas d’una Q-algebra de quaternions indefinida H, notem el
paper que tenen les immersions d’ordres quadratics en ordres quaternionics
de H en relacié amb la immersié de H en M(2,R). Fixem ® : H — M(2,R).
Aleshores, donada una immersié ¢ de F' en H, la composicié ¢ := & o ¢ és
una immersié de F' en M(2,R) que anomenem immersié quaternionica de F
en M(2,R). Aixi, podem traslladar els resultats sobre immersions d’ordres
quadratics A en ordres quaternionics O, a immersions d’ordres quadratics A
en (0) C M(2,R). En particular, podem parlar d’immersions quaternio-
niques ['-equivalents, per a certs subgrups I' de GL(2,R), definits a partir de
G, on O C G C Nor(O0).

7.3 Classificacié de representacions per for-
mes ternaries d’ordres quaternionics

Considerem les formes normiques ternaries associades als ordres quaternio-
nics (cf. seccié 6.1) i als ordres quadratics (cf. seccié 4.5). Tot seguit,
caracteritzarem l’existéncia i la construccidé efectiva d’immersions d’ordres
quadratics en ordres quaternionics en funcié de representacions d’aquestes
formes quadratiques.

7.3.1 Notacid. Recordem la notacié donada per al conjunt de representa-
cions de formes quadratiques de coeficients enters (cf. capitol 4). Siguin f,g
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formes quadratiques de n i r variables, respectivament.

R(f,9;Z):={P € M(nxr,Z): PPA(f)P = A(9)},
R*(f,0;Z):={P € M(n xr,Z): PLA(f)P = A(g), P primitiva}.

Considerem també les quadriques ng‘,)S(X, Y,Z) = 4, definides a la seccié
6.1. Per analogia amb la notacié utilitzada per a les formes quadratiques,
escrivim el conjunt de punts enters d’aquestes quadriques com

R (ng‘%, 8 Z) = {(:v, y,z) € Z*: nff,‘,);;(:c,y,z) = 6} ,

R* (ng")z.,cs; Z) = {(:b,y,z) ER (ng‘zg, 8; Z) :med(z,y, 2) = 1} .0

- 7.3.2 Lema. Sigui {1,v;,v3,v4} una base normalitzada d’un ordre Quazter—
nionic O d’una Q-dlgebra de quaternions. Aleshores, l'ordre Z. + 20 és parell
i una base normalitzada d’aquest ordre és {1,2v,,2v3,2v4 — tr(vg)}. O

7.3.3 Teorema. Sigui H una Q-algebra de quaternions. Siguin O ¢ A ordres
de H 1 F = Q(ﬂ), respectivament. Aleshores,

(1) Hi ha una correspondéncia bijectiva

p:Z(0,A) — R (nz4+203,—Da; Z).
(1) Hi ha una correspondéncia bijectiva

| .
o :I(0,A) — R (ng?y, (—Dé-ziji);z) .

(iii) Hi ha una correspondéncia injectiva

0:Z(O,A) — R(noa,nrsZ).

DEMOSTRACIO: Sigui m el conductor de P'ordre quadratic A. Sabem que
{1, mw} és una base de A, on {1, w} és una Z-base de ’anell d’enters A, i que
Dy = Dpm?® = —det;(ny2). Fixem una base normalitzada B = {1,v2,v3,v4}
de l'ordre quaternionic O. Aixi, B’ = {1,2v,,2v;,2v, — tr(vs)} és una base
normalitzada de 'ordre Z + 20, que és un ordre parell.

En primer lloc, definim ’aplicacié p : Z(O,A) — R (nz+20,3, —Da; Z), dis-
tingint segons els valors de d a Z/4Z.
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Suposem que d = 2,3 mod 4. Sigui ¢ € (O, A), donada per p(mVd) = w;
és a dir, w € O és tal que n(w) = —dm? i tr(w) = 0. Considerem e =
¢(2mV/d) = 2w. Aleshores, e € Z +20 satisfa que n(e) = —ddm? i tr(e) = 0.
Aixi, respecte de la base normalitzada de Z +20, tenim que e = (0, z,y, 2) g,
on (z,y,z) és una representacié de —4dm® = —Dpm? = —Dy per nz 0.
Aleshores posem p(@) := (2,¥,2) € R(ngs203, —Da;Z). Es clar que, si

p(p) = p(y"), aleshores p(2mv/d) = ¢'(2m+/d) i, per tant, necessariament
sera o = ',

Construim 'aplicacié inversa. Sigui (z,y,z) € R{ng4203,—Ds;Z). Per a
e = z(2v;)+y(2v3)+2(2vs—tr(v4)), tenim que e € Z+20, amb n(e) = —4dm?
itr(e) = 0. Com que Z + 20 C O, respecte de la base normalitzada de O,
obtenim que e = (—=ztr(vs),22,2y,22)g. Observem que 2|ztr(vy), ja que
noale) = 2tr(vq) + g(z,v,2) = ~4dm? per a certa expressié quadratica
9(z,y, 2) que satisfa 2|g(z,y,2). Per tant, w = ¢/2 = (—ztx(v4)/2,2,y, 2)5
pertany a O isatisfa n(w) = —dm? i tr(w) = 0. Aixi, si posem p(mVd) 1= w,
tenim definida una immersié ¢ € Z{O, A). Es clar que, si considerem una
representacié diferent, la immersié obtinguda és diferent.

Suposem ara que d = 1 mod 4. Considerem una immersié ¢ € I(O,A),
~ donada per ¢ (mgi;—@l) = wj és a dir, donada per w € O tal que n(w) =

m*(1 — d)/4 i tr(w) = m. Considerem e = p(mV/d) = 2w — m. Aleshores,
e € Z + 20 satisfa que n(e) = —dm? i tr(e) = 0. Per tant, e = (0,7,y, 2)p
i nz4a03(z,y,2) = n(e). Aixi, (z,y,2) és una representacié de —dm? per
nz4203 per tant, p(¢) = (2,y,2) € R(nz+203, —Da; Z). Es clar que p és
injectiva per construccid. ' '

A la inversa, sigui (z,y,2) € R(nz4203 —Da;Z). Posem e = z(2v;) +
y(2vs) + 2(2v4 — tr(vy)). Aleshores, tenim que e € Z + 20 satisfa que
n{e) = —dm? i tr(e) = 0. Notem que e = (—ztr(vs), 22,2y, 22)g, respecte
de la base normalitzada de O. Considerem ara 'element w = (m + €}/2 =
((m — ztr(v4))/2, z,y, 2)8, €l qual clarament satisfa que n(w) = (1 — d)m?/4
i tr(w) = m. Tenim que w € O si, i només si, 2|(m — ztx{vy)). Si O és
un ordre senar, tenim que tr{vy) = 1 i la condicié equival al fet que m i z
_.siguin de la mateixa paritat. Efectivament, si 2|z, aleshores 4|n(e); com que
n(e) = —dm?, per d lliure de quadrats, deduim que m és parell. A la inversa,
si m és parell tenim que 2|n(e) = nos(—2,2z,2y,2z) i deduim 2}z. Si O
és un ordre parell, tenim que tr(v4) = 0 i la condicié equival al fet que m
sigui parell. Efectivament, si O és un ordre parelli d =1 mod 4, tenim que
e = (0,22, 2y,22)s i, per tant, 4|n(e) = —dm?®. Ara bé, com que d és lliure
de quadrats, deduim que m és parell, com voliem demostrar. Aixi, queda



202 Cap. 7. Immersions i formes quadratiques

provat que w € O, amb n(w) = m?(1 — d)/4 i tr(w) = m, per la qual cosa
@ (m—!i—‘[l) := w defineix una immersié ¢ € I(O,A). Aixo completa la
demostracié de (i).

En particular, hem provat que, si O és un ordre parell, m éssenarid = 1
mod 4, tenim que R (nz4203,—Da;Z) = 0. Notem que, en les mateixes
condicions, també tenim que Z(O, A) = 0, ja que en un ordre parell no hi ha

cap element que pugui ser imatge de mﬂl

Vegem a continuacié la bijeccié entre Z(O,A) i R (ngjg) , Q-A-:‘?“— Z) cor-
responent a l'apartat (ii). Prenem a 'ordre A la Z-base {1,)\}, amb A =
&‘—i}@, independent del valor de d modul 4. Aleshores, definir la immersio

, . . D2-Dj .
¢ és equivalent a fixar un element go(/\) € O de norma igual a =A—=* i traca

Dy)

igual a Dj. Per construccié de no , és clar que aix0 és equivalent a tro-

bar un punt de la quadrica nE,)’Q) = B%D“—. Per tant, obtenim la bijecci6
desitjada. '

Notem que, quan d = 1 mod 4 i m és senar, tenim que Dy = Dpm? és
senar. Per tant, si O és un ordre parell, aleshores O N Hp, = @ i la quadrica
és buida. Per tant, en aquestes condicions, R (ng’g, (——A-:Pi- Z) = (), en
consonancia amb els altres dos conjunts. Aix6 completa la demostracié de
(i1).

Anem a provar (iii). Sigui¢ € Z(O,A), una immersié de A en O. Considerem-
I'element w € O tal que w = p(mw) € H — Q i posem P la matriu que
expressa 1 i w en coordenades respecte de la base de O fixada. Es clar que
P té coeficients a Z. Com que n{a) = npz2(a) = ne 4(¢(a)), matricialment
tenim la igualtat P*A(ng4)P = A(naz). Per tant, ne 4 representa ny o sobre
Z iposem p(p) = P € R(nos,na2;Z). O

A partir dels detalls de la demostracié anterior, obtenim el corollari segtient.

7.3.4 Corollari. Sigui O C H un ordre quaternionic amb una base norma-
litzada B fizada. Sigui A(d,m) un ordre quadrdtic. Aleshores, aplicacié p~*
ve donada per

L: R(nz4205,—~Da;Z) — I(O,A)
(z,9,2) o,

rm=—z tr(vs)

on ¢ €s la immersid definida per o(mw) = -

d=2,3 moddir=1sd=1 mod4. O

,m,z,z)B, onr=0 s
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Podem donar altres maneres alternatives de trobar immersions d’un ordre
quadratic A en un ordre quaternionic O, relacionades amb formes quadra-
tiques, que varien en funcié de la base de A escollida, cf. proposicié 4.5.3.

Recollim les bijeccions explicites en la proposicié segiient, per tal que siguin
facilment implementables.

7.3.5 Proposicié. Siguin O C H un ordre quaternionic i A C Q(\/J} lor-
dre quadrdtic de conductor m. Fizem una base normalitzada B = {1, v,,v3,v4}

de O. Una immersid ¢ € Z(O,A) es determina de forma efectiva a partir
dels apartats segients.

(i) Sigui (z,y,2) € R (nz4203, —Da; Z).
—zt
Sid = 2,3 mod 4, aleshores p(v/d) = (——i-r—(%—)- L i) ; ésa
_ B

2om 'm'm’'m

dar,
(0, f., ’g_[_, _z_) 51 O és parell,
m' m m/B
o(Vd) =
z Ty z s,
- =, —-) 51 O és senar. -
2m'm ' m ' m/ 8

Sid =1 mod 4, aleshores p(V/d) = (m 2y 2—2) ; €5 a
B

] Y b
m m’ ' m’'m
dir, '

2
( ,?ﬁ %y —Z—> st O és parell i 2\m,
B

m’'m’'m

-z 23: 2 22 . /
—_—, l, — st O és senar.
m'm m m)/g

(ii) Suposem d =2,3 mod 4. Sigui (z,y,2) € R (nos,—dm?* Z). Alesho-
res,

(0, -:f—, }/_’ —?f-) st O és parell,
m’ m’ m/8
(Vi) = o

T Yy z 2
—, 1—, —, — s1 O és senar.
m'm'm’ m Jg

Suposem d =1 mod 4. Sigui (z,y,2) ER (ng’g,m2ﬁ'§ﬂ; Z). Alesho-
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res,

2z 2y 2
(0, —-w—-, __1{’ _z_) O és parell  2|m,
B

<2_x__1,z31,;2_f’_ (2—3:-——1>) siO és senar.
m m’ m m B

(i) Sigui (z,y,2) €R (ng?fpl,ngg—;fp—);Z).
Sid=2,3 mod 4, aleshores

(0, f—-, -Zf-, i) st O és parell,
m ' m’m/s
e(Vd) =1 ..
(-—- —2d, ﬁ, —,—2 (— - 2d>) st O és senar.
m m’m m B
Sid=1 mod 4, aleshores
( ,?ﬁ,gq,z—z) st O és parell
m'm’ ' m/g
e(Vd) = im és parell,
(g_:v_ ~d, Q_y, _2_z_, - (gﬁ — d)) st O és senar.
m m’m m B

4 b

(v) Sigui (2,9,2) € R (ny), PA324); 7).
Sid=2,3 mod 4, aleshores

(0, %, %, %)B st O és parell,
(P(\/c_l) ) (_:v_ —odm, L. Z 9 (_x_ — 2dm)) 81 O és éenar
m "m’m’ m B '

Sid=1 mod 4, aleshores

2z 2y 2 : |
(0, =2 -i) ‘ - 51O és parell
B

m’ m’'m
e(Vd) = im és parell,
2z 2y 2 2
(—— -~ dm, __EJ_,’ —z—, ~2 (—E - dm)) si O €s senar.
B

m m m
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DEMOSTRACIO: Considerem la base {1,mw} de lordre quadratic A, amb
w:\/c—lsidz2,3 mod4,iw=%si d=1 mod 4.

Resseguint els detalls de la demostracié de la proposicié anterior, tenim que
la immersi6 es defineix a partir de (z,y,2) € R (nz+20,3, —Da; Z). De forma
natural, aquesta representacié es correspon amb un element e € Z + 20,
imatge d’un element de l'ordre quadratic. Si utilitzem la relacié d’aquest
element amb 1/d, deduim P’expressi6 de ¢(+/d) en funci6 de la representacid,
la qual depén del valor de d a Z/4Z, tal com es troba expressat en l'apartat

(0)- |
Els resultats de ’apartat (ii) es dedueixen directament de P’expressié de la
immersié en la base {1, mw} de A. Recordem que, per a definir la immersid,

ens cal donar w = p(mw) € O. Per construccié de np s i ngng, aixo equival
b

a trobar un element (z,y, 2) de R (np3, —dm?Z)o de R (ngg, Q;—”Qm2; Z),

depenent de si d = 2,3 mod4 o d =1 mod 4, respectivament. Aleshores,
w=(u/2,z,y,z) si O és parell, iw = (z,y,z, p —2z) si O és senar, on y =0
sid=2,3 mod4,i u=msid=1 mod4. D’aqui deduim les expressions
de go(\/ZZ_) indicades en ’apartat (ii).

Considerem ara la base {1, mgﬂ%—@} de A. Una immersid es determina en
fixar w = ¢ (mpﬂgﬁ). Aix0 equival a trobar una representacié (z,y, z)
del conjunt R (ng’jf"),mzw—%;&—); Z). Obtenim que w = (mDp/2,z,y,z)
si O és parell,iw = (z,y,z,mDp—2z) si O és senar, cf. 6.1.16. En explicitar
la base de A en funcié de d, deduim les expressions de ¢(v/d) indicades en
Papartat (ii1).

L’apartat (iv) és I'andleg de 'apartat (iii) si fixem a Pordre quadritic A la

base {1, mg"—%— Y Z"} Notem que varia ben poc. En aquest cas, la immersid

. D .«
es determina en donar w = mg——“"—‘/m1 . Aix0d correspon a trobar un
2 ! 2

. " D2-D, . . , .
element de norma igual a =4-—2 i traca igual a Dy; és a dir, un element

7
D2 _D N . ’
de R (ng"3, L—’34—“—); ) De forma analoga als apartats anteriors, només cal

aillar ¢(v/d), segons el valor de d a Z/4Z. O

En el cas dels ordres parells, els resultats s’expressen de manera més simple
en el corollari segiient.

7.3.6 Corollari. Sigui O un ordre parell d’una Q-dlgebra de quaternions H
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i firem una base normalitzada B de O. Sigui A C F = Q(v/d) l'ordre de

conductor m. Aleshores tota immersid ¢ de A en O és de la forma

(?i,é’_,f_> sid=2,3 mod 4,
m m m/B

———-) sid=1 mod4 im és parell,
m/g
0, equivalentment,

m’'m’'m

2z 2y 2z
¢(v/Dr) = ( L S "—) )
B
on (z,y,z) pertany a algun dels conjunts segients:
(i) R(nz+203 —Da; L)

(i) R(nog,—dm*% %), sid= 2,3 mod 4;

’R,'( g’;‘g,m2g—;ﬂ;2), sid=1 mod 4.
(ii)) R (n§y?,m?2E2); 7).

(i) R (ngy, Bi2);7). o

N3

7.3.7 Proposicié. Siguin O i A ordres de H i F = Q(+/d), respectivament.
Siguin p i o les aplicacions definides @ 7.3.3. Aleshores,

(1) La restriccid de p déna una bz’jecbz’o’
p* IO, A) — R* (ng4203,—Das Z).
(1) La restriccid de ¢ déna una injeccid
o 1 IT(O,A) > R* (no,g,n&g;Z).

DEMOSTRACIO: Suposem que A és Pordre de conductor m i fixem la base

{1, mw}, on {1, w} és una base de I’anell d’enters Ap. Fixem també una base
normalitzada B = {1,v;,v3,v4} de U'ordre quaternionic ©.
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Sigui ¢ € Z*(O,A) donada per p(mw) = w. Aleshores, per 7.3.3 tenim
definit p(¢) = (2,y, 2) € R(nz4203, —Da; Z) tal que, aplicant 7.3.4,

Y= rm—ztr(m)x , onr=]0 sid=2,3 mod4
“\T e nYE) o “11 sid=1 mod4

Sigui s € Z tal que s|mcd(z,y,z). Considerem un enter | tal que [ =

—-—-i——-r""z;r “) mod s i prenem P'element =L = 1 (m%ti(gﬂ -l,z,y, z) , el qual
B

pertany a l’ordre O perqué t€ totes les coordenades enteres. Es clar que %‘l =
@ (ﬂ“—“fi) Per tant, com que ¢ és una immersié optimal, ha de ser 22=L ¢ A,
la qual cosa ens diu que s = 1. Aixi, (z,y,2) € R*(nz4+20,3, —Dj;Z), com
voliem demostrar.

A la inversa, sigui (z,y,2) € R" (nz+420,3, —Da; Z). Per la bijeccié de 7.3.3,
aquesta representacié es correspon amb la immersié ¢ € Z(O,A) donada
per ¢(mw) = (-T-I—"-'—’%M,w,y,z)s, onr=0sd=2,3 mod4,ir =1 sk
d =1 mod 4. Volem veure que ¢ és una immersié optimal. Suposem que

@k 4+ smw) € O amb k, s € Q; hem de veure que k,s € Z. Per definicié de.
p, tenim que

s(rm — z tr(vy))

o(k + smﬁ)) = (k + , 8a, sb, sc) ,
2 B

ons = % amb med(sy, s2) = 1. Aleshores, deduim que sp| med(z,y,2) = 11,

per tant, s € Z. Llavors també sén enters els nombres

k4 s(rm —zz tr(vs)) . s(rm —22 tr(v4)),

d’on resulta k € Z. Aixi, ¢ € (0, A), la qual cosa completa la demostracié
de (3).

Per a provar (ii), considerem ¢ € Z*(O, A), donada per p(mw) = w. Hem
definit p{p) = P € R(no4,npz2;Z), on P és la matriu donada per 1 i w
expressats respecte de la base de O fixada; és a dir,

1 rm—ztr!m!
: 2
rm — z tr{v 0 T
wz( 2 (4)’m’y’z)g’ P=1lo v |
0 z

onr=0s1d=2,3 mod4,ir =1sid=1 mod 4, per algun (z,y,2) €
R (nz+203, —Da; Z). Comprovem que el maxim comd divisor dels menors
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2 x 2 de P és igual a mcd(z,y,2) = 1. Perd a apartat anterior, com
que ¢ € I*(0O,A), ja hem provat que mecd(z,y,z) = 1. Per tant, P €
R* (no.4,naz2; Z), com voliem veure. O

7.3.8 Lema. Siui ¢ € Z(H,F). Siguin O C H un ordre quaternionic 4
A C F lordre quadrdtic de conductor m. Suposem que ¢ € Z(O,A), de
manera que pa(p) = (2,y,2) € R (nz4203, —Da; Z), on pa denota la bijeccio
de Z(O,A) a R(nz4203, —Da;Z). Posem m’ = mcd(z,y,z). Aleshores

’

tenim que ¢ € (O, '), on A’ és Uordre quadrdtic de F' de conductor -;%

DEMOSTRACIO: Sigui w = p(mw) € O. En 7.3.4 s’obté una expressié
explicita de w en funcié de z,y,z i és facil veure que v € O, ja que
o m 1 oo m
m' = mcd(z,y, 2). :m, @ (_n_z_'w) = —w € 0. Aixo ens diu que ¢ (a—;w)
és un enter de H i —w, un enter de F. Com que w és un element primitiu
m
m ., . . . .y
de I’anell d’enters Ap, és clar que — € Z. Aix{ tenim definida una immersi6
m _
p € I(O,N).

Cal veure que ¢ és una immersié optimal. La bijeccié de 7.3.3, per a ordre
quadratic A', déna que par(p) = Li(z,y,2) € R* (nz420,3 —Das; Z). Per la
proposici6 7.3.7, ’anterior ens assegura que ¢ € Z*(O,A’). O

A continuacié, explicitem la forma normica ternaria ngz 4203 de families d’or-
dres O d’Eichler.

7.3.9 Lema. Stguin ng(l,N), Om(1,N), Ou(2p, N) i O(pq, N), els ordres

d’Eichler de nivell N de les dlgebres M(2,Q), (}-’—:—), Hy(p) @ Hp(p,q),

Q

respectivament, donats en 1.2.35.

(l) ng_{_g@M(l,N),g = —4NXY - Zz.
(1) n2420,02pN)3 = —4pX? — 4pX Z + AN?Y? + ANYZ + (1 — 2p) 22,
(ili) nz4205peN) s = —4pN°X* —4pNXY +p(q-1)Y?~-q¢Z*. O

7.3.10 Lema. Sigui H una dlgebra de quaternions no ramificada. Siguin
O(1,N) C O(1, M) dos ordres d’Eichler de H de nivell N i M, respectiva-
ment, M|N. Simcd(m, ) =1, aleshores I(O(L,N),A) C Z*(O(1, M), A).
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DEMOSTRACIO: Per 7.3.5, una immersié A en un ordre @ equival a una
representacié de m*n(w) per np 3 o nfg 3, depenent de Dy mod 4. En ambdds
casos, és clar que, si (zo,Yo,20) és una solucié per a 'ordre de nivell N,
(%0, L£yo, 20) és una solucié per a l'ordre de nivell M.

Comprovem la condicié sobre la primitivitat. Suposem med{zo, Yo, 20) = 1
i posem s = mcd(zo, Myo,Zo) aixi, s = mcd(a:o, M,zo), en partlcular, S|M
Substituint la representaci6 obtenlm s|m, perd per hipotesi med( £ m)=1;
per tant, s =1. O

7.3.11 Exemples. Considerem 1’algebra de quaternions no ramificada H =

M(2,Q) iels ordres Og(1,1) = M(2,Z) 1 Oy(1,5), maximal i d’Eichler de ni-
vell 5, respectivament. Sigui F' = Q(+/—1) i considerem els ordres quadratics:
A(m) = Z[1,mw]peram = 1,2, 5, 6, on w = v/—1. Calculant elements dels
conjunts de representacions sobre Z de 1, 4, 25 1 36 per les formes normiques
ternaries no1,1)3(X, Y, 2) = ~X? —YZ i noa5s(X,Y,2) = —-X? - 5Y Z,
obtenim les immersions ¢, € Z(H, F') donades per ¢ (w) = w,, 1 <5< 9,
on

R ) I A B e )
a= (170 ) e (4 ) w= (3 )

i (3 3)rm (4 8) m (3740).

Aleshores, considerem els conjunts d’immersions possibles variant els ordres
quadratics i els ordres quaternionics, entre els considerats en el pardgraf
anterior. En la taula seglient mostrem quines immersions de les donades
pertanyen als conjunts d’immersions considerats. Assenyalem amb el simbol
e les caselles que determinen una immersid i un conjunt d’immersions al qual
la immersié pertany, i amb el simbol — els casos que no satisfan aquesta
condicid.
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@3 [ pa [ s [ s | o7 | s ] 9o |

AS
6
(S

( ( 1))A(_1v1))
( (51)’A(_’111))
Z{(0O(1,1),A(-1,2)) s | o
TOLDACL) = [==Te s ===
Z(O(1,1),A(-=1,5)) | o | @ | o | — .
TOLAL) = = === =1=Ts s
Z(O(1,1),A(=1,6)) | ¢ | o« | @« | o | @ | @
T o0 UL = = =~ =L
Z(O(laS):A(_lal)) I .

TOLO)AL) == [s == =T=1=1=
1(0(115)1A(_1’2)) R T e

I*(O(1,5),A(—'l,2)) D T T
TOLBA—LE) = [e o [ == =T=T<
Z*(0(175)3A(“175)) - d

TOWLEALE) | = [ = e =]s=Te=]<
TOLAL) | === === ==

|
!
I
.

-1
7.3.12 Exemples. Considerem 1’algebra de quaternions Hy(7) = (Z’TQ_)

i Pordre maximal O4(7,1) = Z[1,4, j, 4], Sigui F = Q(v/=1) i posem
w = y/—1. Considerem els ordres quadra.txcs A(-1,1), A(-1,3) i A(—1,15).
Considerem les immersions ¢, € Z(H4(7), F), donades per p,(w) = w,,
s=1,...,4, onwy 1= jJ, wy 1= 3t + 87, wy := 1/3i +4/37, wy := 1/15¢ +
22/157 + 2/5ij. Per a obtenir-les, hem considerat representacions de 1, 9 i
225 per la forma normica ternaria ne41)3(X,Y,Z) = —13X? + 14XY —
2XZ 77?4+ 72,

l 1 $1 l P2 | P3| P4
Z(OA(7,1),A(-1,1)) | ¢ | & | — | —
Z(OA(T,1),A(=1,1)) | o | o | — | —
I(OA(791)>A(—1) 3)) hd . d —
I*(OA(7:1)aA(_1:3)) N . -
Z(Oa(7,1),A(=1,15)) | ¢ | @« | & | »
I OA(7,1),A(-1,15)) | = | = | = | o

7.3.13 Proposicié. Sigui O un ordre quaternionic amb una base normalit-
zada B fizada. Aleshores, tenim un homomorfisme de grups

& : Nor(O) — GL(3,2Z),
el qual factoritza en un monomorfisme & : Nor(0)/Q* — GL(3,Z).
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DEMOSTRACIO: Definim 'aplicacié k. Sigui o € Nor(Q). Sigui B’ la base
obtinguda a partir de B conjugant per ¢, que és també una base normalitzada
de O, cf. 1.2.12. Sigui Si4 la matriu del canvi de base de B'a B,on k =1 si
O és senar i k = 0 si O és parell. Com que ambdues bases sén normalitzades,
la matriu Sk 4 satisfa les condicions de 1.2.11 i determina univocament una
matriu Sk 3 € GL(3,Z). Definim (o) := Si3.

Vegem que és un homomorfisme. Es clar que, si considerem o = 1, aleshores
tenim que B’ = B i, per tant, Sk 3 és la matriu identitat. Siguin k(o) = Si3
i k(o') = S} 3. Considerem V'element co’. Si denotem per Sy, la matriu del
canvi de base corresponent a la conjugacié per I'element oo, aleshores tenim
que k(oa’) = S 5. Cal veure que Sy = Si35; 5. En efecte, és clar que tenim
la relacié Sy, = Sk,aSy 45 €s a dir,

(vs) - (otsis) (st

on les entrades de * estan determinades per la resta de la matriu. D’aqui
deduim la relacié que voliem.

Finalment, vegem com factoritza x. Suposem que tenim que x(c) = Sks
coincideix amb x(0') = §j ;. Aleshores, tenim que Si4 = S} 4. Per tant, les
bases (¢/)"'Bo’ i 0™ Bo sén la mateixa. Aixd ens diu que (') vo’ = o7 lvo
per a tot v € H,.i d’aqui deduim que ¢’c~! commuta amb tots els elements
de H; per tant, 0’0" és un element de Z(H) = Q invertible. O

7.3.14 Proposicié. Siguin ¢ € T*(O,A) i o € Nor(Q). Aleshores,

p*(¢7) = k(o)p*(p) @ R (nz4203,—Dr;Z).

DEMOSTRACIO: Considerem p*(¢) = (z,y,2) 1 p*(¢”) = (2',¢,2'), on
(z,y,2), (&',¢,2") € R*(ng4203,—Da;Z). Per la proposicié 7.3.3, si fi-
xem la base {1,mw} de A, tenim que w := p{mw) = (A, z,y,2)p 1 & =
@ (mw) = (N, 2',y,2")g, on X := W 1N = r—"r—'i;gﬁf‘-l Per definicié, -
¢’ () = o~ p(a)o, per a tot & € F; per tant, considerem o = mw i obtenim
que ' = o~ 'wo. Explicitem aquesta relacié.

Considerem B’ la base obtinguda en conjugar B per ¢. Aleshores, per la
relacié anterior, les coordenades de w' respecte de la base B’ coincideixen amb -
les coordenades de w respecte de la base B; és a dir, w' = (XN, 2,y,2)s =
(A, z,y, z)pr. Siho escrivim matricialment, amb Sy 4 la matriu de canvi de la



212 Cap. 7. Immersions i formes quadratiques

base B’ a la base B,

A by
' 1 %
g || g.= ( ) ’
k,4 y yl k,4 0 Sk’g
z z!
deduim ‘que .
z z!
Sk,s Yy = v
z z

Ara bé, per la definicié de I’aplicacidé « de la proposicié anterior, la relacié
obtinguda és precisament p*(¢?) = k(o)p*(p). O

Notem que no podem afirmar que dues representacions que estiguin relacio-
nades per una matrin @ € GL(3,Z) provinguin d’immersions equivalents, cf.
1.1.17. Cal afinar ’equivaléncia en el conjunt de representacions.

7.3.15 Notacié. Donat G un subgrup de Nor O, denotem per x(G) el sub-
grup de GL(3,Z) imatge del grup G per I’aplicacié anterior. Aixi, podem
considerar el conjunt quocient R* (ng420,3, —Da;Z)[/6(G). El seu nombre
d’elements, si s’escau, el denotarem per r* (O, A; G); és a dir,

r* (nz+20,8,—Da; G) :=§ R* (nz420,3, —Da; Z) [6(G).

7.3.16 Teorema. Siguin O C H un ordre quaternionic ¢ A(d,m) un ordre
quadrdtic. Sigui G un grup, O* C G C Nor(O). Aleshores, hi ha una bijeccid

7 TO,A))G — R* (nz+203, —Da; Z) [£(G).

DEMOSTRACIO: Nomsés cal utilitzar la proposicié 7.3.14 anterior i el fet que
Paplicacié p* és bijectiva, vist a 7.3.7.

Efectivament, siguin @ = ¢’ € I*(0, A)/G; aleshores existeix o € G tal que
@' = 7. Per la proposicié 7.3.14, tenim que p*(¢%) = k(0)p*(¢”); per tant,
obtenim la igualtat p*(¢”) = p*(¢) a R* (nz+20,3, —Da; Z) [ k(G).

A la inversa, considerem dues representacions de R* (ng4203, —Da;Z). Po-
dem suposar que sén p*(p) i p*(¢'), ja que 'aplicacié p* és exhaustiva. Su-
posem que p*(p) = p*(¢’); és a dir, suposem que existeix ¢ € G tal que
p*(¢") = K(a)p*(). Aleshores, tenim que p*(¢') = p*(¢?) i la injectivitat de
p" assegura que ¢’ = ¢?. O
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7.3.17 Corollari. Siguin O C H un ordre quaternionic, A(d,m) un ordre
quadrdtic 1 G un grup O* C G C Nor(O). Aleshores, el nombre de x(G)-
classes de representacions primitives de — Dy per a la forma terndria nz4203
€8

r* (nz+420,3—Da; G) = v(0,A; G). O

En la seccid 7.5 mostrem taules amb les formes nzi203 i els nombres de

classes ™ (ngz 1203, —Da; OF) calculats per a ordres d’Eichler O de les algebres
Hu(3), Hp(2,5), Ha(7) 1 Hp(3,5).

7.4 Classificacio de formes binaries associa-
des a ordres quaternionics

En aquesta seccio, relacionem els conjunts d’immersions d’ordres quadratics
en ordres quaternionics amb conjunts de formes quadratiques binaries. En
primer lloc, enunciem les bijeccions de conjunts corresponents, i remarquem
la relacié amb el conjunt de representacions per formes terniries de la seccié
anterior. Aixd ens permet introduir un concepte de primitivitat en les formes
binaries considerades i una relacié d’equivaléencia.

7.4.1 Notacié. Sigui H una Q-algebra de quaternions. Donat un ordre
O C H, me denota el denominador de Vordre, c¢f. 1.2.13. Recordem la
notacié utilitzada per al conjunt de formes quadratiques binaries associat a
un ordre quaternionic O, ‘

CH(O) == {fo(w) : w € ON Hy}.
Donat un ordre quaternionic O i un ordre quadratic A, posem
H(O,A) :={f € H(O) : det1(f) = —Dp}.0O

7.4.2 Proposicié. Siguin O C H un ordre quaternionic i A(d,m) un ordre
quadratic. Aleshores, la correspondéncia

f:Z(O,A) — H(Z+20,A)
e = flo)= Jo(o(vDr)

és una bijeccid.
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DEMOSTRACIO: Posem (' := Z +20. Per la proposicié 7.3.3, cada immersié
¢ € (O, A) es correspon amb un element € € O’ de n(e) = —D, i tr(e) = 0,

_ [ w(2mVd) sid=2,3 mod4,
Tl e(mvd) sid=1 mod 4.

Ho podem expressar posant e = ¢(+/D,). Per la proposicié 6.3.6, cada un
d’aquest elements de O' N Hy es correspon bijectivament amb una forma
quadratica binaria de H(O',A). O

7.4.3 Corollari. Tenim una bijeccid entre els conjunts R (nz4203, —Da; Z)
i H(Z + 20, A), donada per u :=fop~t, on p és la bijeccid donada a 7.3.3.
0

7.4.4 Definicié. Considerem el subconjunt de formes quadratiques binaries
de H(Z + 20, A), definit per

HH(Z + 20, A) = §(Z*(O, A)).

Les formes binaries que pertanyen a H*(Z + 20, A), les anomenem formes
binaries (O, A)-primitives.

7.4.5 Corollari. Les bijeccions i u anteriors es restringeizen a les bijec-
cions:

FLINO,A) — H(Z+20,4),
[.L*ZR(?ZZ+20‘3,“DA;Z) —F %*(Z+20,A).G

7.4.6 Definicié. Siguin O C H un ordre quaternidnic i @ : H — M(2,R)
una immersi6 fixada. Definim Paplicacié:

$ :Nor(0) — {P € GL(2,R):detP = +1}
~ ®(o)
L 4 @(0‘ ) = W.

Sigui G un grup, G C Nor(O) Anomenem grup d’homografies quaternioniques
definit per G el grup I'g := @(G) imatge de G per aplicacié & anterior. En
particular, si G C O*, aleshores ®(G) = &(Q). Si O és un ordre d’Eichler de
nivell N en una Q-algebra de quaternions indefinida de discriminant D, per
a G = 0% obtenim I'g = T'(D, N), el grup d’homografies quaternidoniques
definit a la seccié 2.3. O
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7.4.7 Teorema. Siguin O C H un ordre quaternionic i A(d,m) un ordre
quadratic. Sigui G C Nor(O) un grup. Aleshores, la bijeccio f de 7.4.2
indueiz una bijeccid entre els conjunts de classes

7 IO, A)/G — H*(Z + 20, \)/Te.

DEMOSTRACIO: Cal comprovar que ¢,¢' € I*(0, A) sén G-equivalents si, i
només si, f*(¢), f*(¢") € H*(Z + 20, A) sén I'g-equivalents, ja que §* ja és
una bijeccié. Posem a = /Dy.

F(#7) = foeo (@) = fole-1o(a)0) = fo(o)-10(e(a))0(0)-
Si ara apliquem el lema 2.2.8, obtenim que ’expressié anterior és igual a

O(o
m(b(a)‘fow(an@(a) \/(—)—fw(a» (o)

Posem P 22':1;(0‘) 1 tenim efectivament §*(¢') = P*(p)P. Com que apli-
caci6 @ és exhaustiva sobre I'g, deduim la bijeccié. O

7.4.8 Notacié. Siguin O C H un ordre quaternionic i A C F un ordre
quadratic. Fixem un grup G C Nor(O). Denotem per (O, A; G), si s’escau,

el nombre de classes del conjunt de formes binaries (O, A) -primitives H*(Z +
20,A)/T¢.

En particular, si O = O(D,N), A = A(d,m) i G = O(D, N)*, utilitzem

també les notacions segiients:

H(D, N, d, m) = %*(O(D, N), A(d, m))/Fo(D,N)»
h(D,N,d,m) :=§{H(D,N,d,m).

7.4.9 Corollari. Siguin O C H un ordre quaternionic, A(d,m) un or-
dre quadrdtic 1 un grup G C Nor(O). Aleshores, el nombre de classes de
formes bindries de H(Z + 20,A), (O, A)-primitives, per la relacid de Tg-
equivaléncia, €s

MO, A;G) = v(O,A;G). O

A continuacid, considerem ordres d’Eichler d’algebres de quaternions no ra-
mificades, poc ramificades de tipus A i poc ramificades de tipus B. Per
a aquests, en les proposicions segiients explicitem els conjunts de formes
binaries i les bijeccions anteriors. En primer lloc, obtenim el lema general
segient.
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7.4.10 Lema. Sigui © un ordre quaternionic d’una dlgebra de quaternions

H = (%) indefinida. Suposem a > 0 i fizem lo immersic @ : H —»

M(2,Q(+/a)). Aleshores,

2

H(Z+20) C {m— (b(A2 — A3v/@), 2011/, —(A2 + Asv/@)) = A1, Aoy As € Z} .
[¢}

DEMOSTRACIO: Per a un quaternié pur e € (Z +20) N Hy, tenim en general

que
s 2 (@ BY_2 MvVE A+ dava
(e)‘%};(bﬂ' o ) mo \ba=dv@) —hya )’

on a,f8 € Z[\a] i tr(a) = 0, i A1, A2, A3 € Z. La forma quadratica binaria
corresponent és

f(}(e) = (bﬁ ,—20!, —ﬁ) (b(AZ’ - /\3\/_), 2A1\/— —/\2 — )\3'\/_) D

7.4.11 Teorema. Considerem l'dlgebra no ramificada H = M(2,Q) i l'ordre
O = Oo(1, N), que és un ordre d’Eichler de nivell N. Sigui A = A(d,m) un

ordre quadratic qualsevol.

(1) H(Z +204(1, N),A) = {f =2(Na,b,c) :-a,b,c € Z, dety(f) = —Da}
¢ {f =(Na,b,¢) s a,b,c € Z, deta(f) =

(ii) Sigui po la bijeccid de 7.4.3. Aleshores:"

po: R (nz+200(1,N),3, —Day; Z) — H(Z+20(1,N),A)
(m,y,z) = 2(Ny1 =T, —z)‘

(iil) El conjunt de formes bindries H*(Z + 200(1, N), A) és igual a

{2(Na,b,c) € H(Z + 200(1,N),A) : mcd(a,b,c) = 1}.
DEMOSTRACIO: Calculem H(Z + 200(1, N)). Es comprova que

(Z+2Oo(l?N))ﬂH0= {( ZN: _ZZ ) :m,y,zEZ}‘
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Per a cada w € (Z + 200(1, N)) N Hy, tenim que fa) = (2Nz, -2z, —2y).
Per tant,

H(Z + 200(13 N)) = {2(Naab, C) : aabsc € Z}
H(Z +200(1,N),A) = {g =2(Na,b,c) : a,b,c € Z, dety(g) = —Dy }.

Ara bé, si considerem f = 1g, tenim que dety(f) = det;(g9) = —Dy. Aixi,
H(1, N,d,m) ~ {f = (Na,b,c) : a,b,c € Z, deta(f) = —Dy}.

Sigui (z,y,2) € R (nz42001,5)3 —Da;Z). Pels resultats de la seccié an-
terior, aquesta representacié ens determina l’element e = (2 N _2_9;) € Z+
20¢(1,N) N Hy, de norma n(e) = —Dj. La forma binaria corresponent a

aquest element és fg(e) = 2(Ny, —z,—2).

Suposem que (z,y,z) € R” (nz+gc)o(1’}\;),3, —Dy; Z); és a dir, med(z,y,2) = 1.
Aleshores, és clar que la forma binaria donada per la bijeccié de V'apartat
~anterior, f = 2(Ny, —z,—2) = 2(Na, b, ¢), satisfa que med(a,b,c) =1. O
7.4.12 Teorema. Considerem l’dlgebra de quaternions H4(p) i l'ordre d’Fich-
ler O4(2p,N) = Z [1,%, Nj, 1+_*4;.1ﬂ3_] de nivell N, per a N}p; ! lliure de

quadrats. Sigut A = A(d, m) un ordre quadrdtic qualsevol.

- (i) El conjunt de formes bindries H(Z + 204(2p, N), A) és igual a
{f=(a+bp, 2¢\/P,a—b/p): a,byc€EZ,a=b=c mod?2,
N|a <+ b, detl(f) = —DA}.

(ii) Siguipia la bijeccid de 7.4.3 entre els conjunts R (nz420 4(2p,8),3, —Da; Z)
it H(Z + 204(2p, N),A). Aleshores, uy estda donada per

hal@,:2) = (~(2Ny +2) + 25, ~2(2% + 2)vF, 2Ny + 2) — 2v).
(iil) EI conjunt H*(Z + 204(2p, N), A) és igual a

{(a +by/p,2¢\/p,a ~by/p) € H(Z +204(2p,N),A) :

mecd (%, %%Q,b) =1}.

DEMOSTRACIO: En primer lloc, calculem H(Z + 204(2p, N)). Es immediat
comprovar que (Z + 204(2p, N)) N Hyp és igual a

2+t @Nz+t)+1/p ) |
{<"(2Nz+t)+t\/;5 —-(2y+t)\/ﬁ)'yaz,tez}.
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Per tant, el conjunt de formes binaries H(Z + 20 4(2p, N)) és igual a
{(=(2Nz +t) + t/p, —2(2y + t)\/p, —(2Nz + t) — t\/P) : y,2,t € L}.

Siposem ¢ = —(2Nz +t), b=1t1c = —(2y +t), obtenim les condicions
de divisibilitat donades a I’expressié de I'apartat (i): ¢« = b = ¢ mod 2 i
Nla + b. '

Sigui (z,y,2) € R (nz+w A(2p.N),3 — D3 Z). Pels resultats de la seccié ante-
rior, aquesta representacié es correspon amb l'element e € (Z+204(2p, N))N
Hy C O, de n(e) = —D,, donat per e = (0,z,y,2)p = (—2,22,2y,22)g =
—z 4 (22 + 2)i + (2Ny + 2)j + zij, on B i B’ s6n les bases normalitzades
fixades en els ordres O4(2p, N) 1 Z + 20 4(2p, N), respectivament. La forma
binaria corresponent a aquest element és A

o) = (—(2Ny + 2) + 2v/p, —2(22 + 2)v/p, —(2Ny + 2) — 2/p).

Suposem ara que (z,y,2) € R* (nz420 ;(zP,N),g,“DA;Z); és a dir, suposem
que, a més, tenim que med(z,y,z) = 1. A la forma binaria donada per la -

bijeccié de Papartat anterior, li fem els canvis de variable ¢ = —(2Ny + z),
b=zic= —(2z+z);ésadir,z =2, y = -2z =0) Aii

una representacié primitiva es correspon amb una forma binaria de H(Z +

204(2p, N),A) que satisfa la condicié med (C thaetd b) =1.0

2 ' 2N’

En el conjunt de formes binaries H(Z + 20 4(2p, N)) tenim la condicié que
a,b, csén de la mateixa paritat. En funcié de la paritat del valor Dy, deduim
el corollari segiient.

7.4.13 Corolllari. Situem-nos en les hipétes‘isv de la proposicié anterior.
Aleshores, ’

(i) Do =0 mod 4 si, i només si, H(Z + 204(2p, N),A)r és igual a

= {f = (a +b\/p,2c\/p,a — b\/P) : a,b,c € Z, parells,
‘ Nla +b, det(f) = —Dy}.

(ii) Dy =1 mod 4 si, i només si, H(Z +204(2p, N), A) és igual a

= {f = (a+b/p,2c\/B,a—b\/p) : a,b,c € Z,a,b,c senars,
‘ Nla+b, det(f) = —D,}.0
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7.4.14 Teorema. C’onsiderem Udlgebra de quaternions Hgp(p,q) i lordre
Og(pg, N) = Z [1 Ni, i ~—l] per a N lliure de quadrats, que satisfaci

1
med{N,p)=1¢N {T, que és un ordre d’Eichler de nivell N. Sigui A un
ordre quadratic qualsevol.

(i) El conjunt de formes bindries H(Z + 205(2p, N),A) €s igual a

{f = (aa+byp), 2¢\/p, —a+by/p) : a,b,c € Z,
2N|c — b, dets(f) = —Dy}.

(ii) Sigui pp la bijeccid del corollari 7.4.3 entre el conjunt de les repre-
sentacions R (nz+2oB(pq,N),3,“'DA;Z) t el conjunt de formes bindries
H(Z + 20p(pq, N),A). Aleshores, up esta donada per

/"B(mv'{ ’ Z) = (Q(Z - y\/ﬁ)s _2(2N$ + y)\/—$ —z - y\/f)—)'

(iii) La bijeccid pp restringeiz o una bijeccid entre els conjunts de represen-

- tacions primitives R* (nz4205(q,N),3, —Da; Z) 4 el conjunt de formes

binaries (Op(pg, N), A)-primitives H*(Z + 205(pg, N),A), on el con-
Junt H*(Z + 20p(pg, N),A) és igual a

{(a (a+byP), 2e/7 —a +b/p) € H(Z +205(pg, V), A) s 0, b c € Z,

mecd (a b, ‘;;\;’ = 1}

DEMOSTRACIO: De manera analoga a la proposicié anterior, calculem H(Z +
205(pq, N)). Es comprova que (Z + 20p(pg, N)) N H() és igual a

(028 i) e}

Per tant, el conjunt de formes biniries associades, H(Z + 205(pq, N)), és

{(a(z = t/5), 22Ny + W/p, —= + /P v, 2,t € B}

Siposem @ = 2z, b = —tic = —(2Ny + t), tenim que a,b,c € Z, amb la
condicié 2N|¢ ~ b. Aixo demostra (i).

Fixem a lordre Og(pg, N) la Z-base normalitzada B = {1, Nz, %ﬂ, 1—';1}, i
denotem per B’ la base normalitzada que correspon al’ordre Z +-205(pg, N).
Sigui (2,y,2) € R (nz+20p(pa,N)3 —Da; ). Aquesta representacié es cor-
respon amb element e € (Z + 20g(pg, N)) N Ho C O de n(e) = —Dy,
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e = (0,z,y,2)p = (—z,22,2y,22)p = (2Nz + y)i + zj + yij. Per 6.3.6,
aquest element es correspon leectlvament amb la forma binaria

fogey = (q(z = y/P), —2(2Nz + y)3/P, —2 — y/P)-

Suposem que (z,y,z) € R" (nz+203(pq,N) 3, -—-DA;Z); és a dir, suposem que
mcd(z,y,2) = 1. Femelscanvisa = 2, b= —yic=—(2Nz +y)enla
forma bmarxa donada per la bijeccié de }’apartat anterior. Es a dir, tenim
que z = 2N , ¥ = —biz=a. Aixi, la condicié de representacié primitiva es

correspon amb la condicié med <a b, 5 Nb) = 1, en funcid dels coeficients

de la forma binaria corresponent. O

7.4.15 Remarca. En els teoremes 7.4.11, 7.4.12 i 7.4.14, mostrem expli-
citament els conjunts de formes binaries H*(Z + 20(D, N), A) per algunes
families de valors de D i N. Observem que aquestes formes binaries tenen
els coeficients en un anell quadratic fixat a partir de P’algebra de quaternions
inicial. Aixi, tenim definida una condicié de primitivitat en conjunts de
formes binaries de coeficients en anells quadratics, tot i que aquests anells
quadratics poden ser no principals. O

Els resultats 7.4.7 i 7.4.9 ens donen aleshores una classificacié d’aquestes
formes binaries O(D, N)-primitives respecte de 'accié de Ug. En particular,
per a G = O] tenim una classificacié per 'accié dels grups d’homografies
quaternioniques I'(D, N) C SL(2,R) amb nombres de classes h(D, N,d,m)
calculables.

Resumim en el corollari segilent les igualtats de certs nombres de classes,
resultat de les bijeccions establertes en aquesta seccié i Panterior.

7.4.16 Corollari. Siguin O(D,N) un ordre d’Fichler de nivell N d’una
algebra de quaternions de discriminant D i A(d,m) C Q(v/d) Pordre quadrd-
tic de conductor m. Aleshores els segiients nombres de classes coincideizen:

(i) h(D,N,d Am), igual al nombre de T'o(p ny-classes de formes quadrati-
ques bindries associades a ordre Z + 20(D, N) de determinant igual
a ~Dagm), (O(D, N), A(d, m))-primitives.

(i) r*(nz420(0,8)3 —Daam); O(D, N)*), igual al nombre de k(O(D, N)*)-
classes de representacions primitives de ~Dp(a,m) per la forma normica
terndria nz20(D, N3
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(iii) »(D,N,d,m; O(D, N)*), igual al nombre de O(D,N)*-classes d’im-
mersions optimals de A(d,m) en O(D, N).

En particular, es poden calcular tots utilitzant 7.2.13 0O,

7.5 Algoritmes 1 taules

A continuacié comentem els algoritmes referents als resultats d’aquest capitol,
implementats en el paquet Poincare, i presentem taules amb calculs explicits
per als nombres de classes 1 per a les formes ternaries 1 binaries associades
als ordres quaternionics.

En la instruccié hqqOr hem implementat 1’algoritme de calcul del nombre de
classes d’'immersions optimals d'un ordre quadratic en un ordre quaternionic.
Per a aconseguir-ho, ens ha calgut implementar altres instruccions com ara:
hqqOrp, que déna el corresponent nombre de classes local; hOrF, per al nom-
bre de classes d’un ordre quadratic; valp, per al calcul de la valoracié6 p-adica;
i Psip, que calcula una funcid aritmeética.

Per tal de fer efectives les immersions hem implementat també algunes ins-
truccions. Amb nBasisZ20r obtenim una base normalitzada de ordre Z +
20. La instruccié FindRepOr esta preparada per a buscar representacions en
el conjunt R(ng+20(p,N)> —Da@m); Z), a partir de la base de O(D, N) i els
parametres d i m. Inclou també un argument opcional per tal de controlar
la profunditat de la recerca, ja que el procés requereix forga calculs. Donada
una representacié del conjunt anterior, les instruccions ImHRep i ImMRep ens
donen la immersié corresponent, com a element de H o bé directament com
a matriu, respectivament.

La instruccié belongNOr comprova si un quaternié pertany al normalitzador
d’un ordre donat, per tal de fer efectiva 'aplicacié &, implementada en la
instruccié kappa.

Finalment, les funcions logiques isPrimbfA i isPrimbfB comproven si la
forma binaria corresponent a un quaternié satisfa o no la condicié de pri-
mitivitat definida en els conjunts de formes binaries corresponents a certs
ordres d’Eichler de les algebres Ha(p) i Hp(p, q), respectivament.

El primer bloc de taules, 7.1-7.5, mostra el nombre de classes h(D, N, d, m),
-utilitzant el corollari 7.4.16. En la taula 7.1, donem els valors corresponents
a ordres de les algebres no ramificades; observem que per al cas N = 1, tenim
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que h(1,1,d,m) = h(d,m), que és el nombre de classes de 'ordre quadratic
A(d,m). En les taules seglients, tractem les algebres poc ramificades de
discriminant D = 6,10,14 1 15 fins a certs valors de N, d i m.

En el seglient bloc de taules, 7.6-7.10, calculem les formes normiques ternaries
nzi20(p,N) Per a ordres quaternionics de l’algebra de quaternions no ra-
mificada M(2,Q) i de les algebres de quaternions poc ramificades Hy(3),
Hp(2,5), Ha(7) 1 Hp(3,5). :

Finalment, les taules 7.11-7.14 contenen ’expressié genérica de les formes
binaries de coeficients reals de H(Z + 20), per als ordres quaternionics de les
algebres de quaternions poc ramificades H4(3), Hg(2,5), Ha(7) i Hp(3,5)
del bloc de taules anteriors.
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Taula 7.1 Nombres de classes h(1,N,d,m) corresponents als pardmetres

<5.
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Taula 7.2 Nombres de classes h(6,N,d,m) corresponents als pardimetres
N <20, |d] €10 lliure de quadrats i m < 5.

Nld mlb] [(NTaTm]H]

NERERE e

o R

018

5112 i

3 é é 3 |12

5112

3112 o

S 4 5740

5111 4 -

5120 e

6 ; }1 018

S 12 o ]| 40

Bl 114

518 R

(1] 4 R

520 2

5T 1 (14 1

5178 s

5 15 24 e

3 15112 i

S 158 171 -1 1] 4
5114

5 1740 . ? 8

6 1112 : 2‘2

— ‘;’ i 0314

516 51 8

071 4 5 (18

e 5 1740

712 (1] 4 6 ; g

5 | 24 018

Sl 5 1| 40
I
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Taula 7.3 Nombres de classes h(10, N,d,m) corresponents als parametres
N <20, |d| €10 lliure de quadrats i m < 5.

(N[ d[m[h] [N]|d][m]h] [N]d [m]| k]
112 1] 2 3| 8 —
R 01 4 S
2112 318 RN
54 0] 3 (16 e
311 2 712 (114 S
316 516 —
311 4 3T18 =
34 38 s
51112 F11 4 e
318 318 s
BT 2 T2 .
34 34 R
712 01| 4 s
3 2 316 S
012 o 2 [ 32
7] 2 |14
34 21 4 e
012 37120 R
318 3 3|24 s
31 2 [ 316 31316
S 114 5 13 |24 197-211) 4
38 511 4 3 ) 8
5112 3120 3118
312 714 31 8
311 4 31120 5114
38 014 3 || 16
5 1316 3120 T4
511 4 10| 3 || 24 318
38 1l 2 1104 100194
7 11 2 3 3 3 || 16
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Taula 7.4 Nombres de classes h(14,N,d, m) corresponents als parimetres
N <20, |d| <10 lliure de quadrats i m < 5.

(vld
T [-1

Rl (N[d|m]hA]
5 [3 [ 32
Z 6 2
Z
Z

12
8
2
4

12
8

16

40
4
8
8

24

24
4

16

40
4

12
16

12
4
8

40
12
4

20

10

10

12 -2

] cof | o wof =] wof e cof =] x| cof =] | cof =] en| wof =f ] co| | | o] =] en] o || 3
w
co| =] col anf eof =] e en| Lo R an| wol | o ] | o ] | Lo =) | Lot | O] | =
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(N[dTm ]| |i\;|€i|’;2||1”6—|
5 | 24
-2 15 || 48
313 |24
3 |5 || 24
5 | 3 1| 48
513 || 32
6| 3|24
6 | 1| 4
71114 2
3 || 24
3 | 10
5 || 16
5 | 12
7195 |24
101 8
1011 8
3 || 40
3 || 16
5 || 40
11]1-211] 4 5 || 80
171-1 )1 ) 4
38 3|l 8
9 || 24
3| 8
11| 4
2|11 4
3 |12
3 | 8
5 || 24
ET1 3 5 || 24
T30 19]-2|1| 4
5|40 g A
13(-1]1}Y 4
o1y 8
31 8
3 | 32
5 8
5 || 40
3|11 4
319 6 | 1] 4
5 | 16
1011 8
711 2
3 || 16 57
5 || 40
5 || 12
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Taula 7.5 Nombres de classes h(15, N,d, m) corresponents als pardmetres
N <20, |d] <10 lliure de quadrats i m < 5.

N|d |m]| & [NTd m[ &
12114 01 4
218 2 [ 16
4|16 432
31 2 4§12 (222
2 | 4 I4s
s 3 1212
3|12 424
212 32| 4
44 112

5 102 5 | 2 || 12
216 436
412 T 18
a1 2 | 16
2 | 4 4[24
18] 0224
01| 4 448
2] 8 712 18
1|16 2 |16
212 [1] 4 Z 32
2 1116 314
i3 2| 4
3112 48
2 18 7114

4 |16 7 4
3124 18
23 018

5 12 12 2 116
1| 432

T 118 81 2 [216
2 8 4|48
416 3218
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(N[ d[mfh|] [N|d[m]h|
4| 24 2 | 32

34 12] 4|64

5 | 4 ] 36 328

T 118 416

2 [ 8 T11]¢8

1[4 28

102 |16 7 [ 416

1 ® 013

11| 3 |1]4 2 || 32
28 4|64

116 16| 2 | 4096

5 |1 4 3 | 4 || 48

7 || 12 3[4 |16

i 54|48
118 7118
28 2 || 8

4|16 4 |64
0138 10| 4 [ 96

2 || 16 1712 |18

i[32 2 [ 16

133 |14 4 |32
RIEAE 193 1] 4
4|16 2 || 4

31| 4 48
2[4 | 5 1] 4

48 2 12

0|1 8 1 (24

2 [ 16 018

432 2 [ 16

4] 2 |1]8 432
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Taula 7.6 Formes normiques terndries ngi203 per als ordres quaternionics
O = Oy(1, N), per ¢ N < 35, en ldlgebra de quaternions M(2, Q).

|

NZ4+200(1,N),3
-X?—-4YZ
-X?-8YZ
-X?-12Y2
—-X?2_16YZ
-X?2-20YZ
-X?-24Y 7
~X?-28YZ
-X?-32YZ
-X?_-36YZ
10 | -X2-40YZ
11| -X?-44YZ
12| —X?—-48YZ
13| -X?2-52YZ
14| -X?-56YZ
15| -X2-60YZ
16 | —X? —64Y Z
17| -X?-68YZ
18| -X?-172YZ
19| -X2-176YZ
20 | —X?-80YZ
21 | - X% ~84Y 2
221 —X*—-88YZ
23| -X2-92YZ
124 -X?-96YZ
25 | -X? —-100Y Z
261 -X? ~104Y Z
27 | =X*—-108Y Z
28 | - X% -112Y2Z
29 | — X% —-116Y Z
30 | —X?%-120YZ

QDOO\IO“JU‘»-PNNHZ
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Taula 7.7 Formes normiques terndries ngyq03 per als ordres quaternionics

O =

O(6,N) calculats en la taula 1.4, per a N < 100, en lalgebra de

quaternions H,(3).

| N NZ+20(6,N),3
1] -12X2 —12ZX +4Y? +4Y Z — 522
5| —300X2% —240Y X — 180ZX — 44Y? — 68Y Z — 2922
71 —588X?% —168Y X —420ZX —8Y?2 —56Y 7 — 7722
11 | -12X? — 122X + 484Y2 +220Y Z + 192°
13 | =12X% —12ZX + 676Y2 + 884Y Z + 28327
17 | —3468X2% — 408Y X — 14282X — 8Y? — 80Y Z — 14972
19 | —4332X?% — 6384Y X — 6156ZX — 2348Y% — 4532Y Z — 218922
23 | —6348X2 —2208Y X — 1380ZX — 188Y 2% —236Y Z — 7722
25 | —7500X2 — 1800Y X — 8700ZX — 104Y? — 1040Y Z — 252527
29 | —10092X?% — 16008Y X — 156602 X — 6344Y 2 — 12416Y Z — 607722
31 | —11532X?% —744Y X —3348ZX —8Y? — 104Y Z — 245272
35 | —14700X2% —16800Y X — 1260ZX — 4796Y 2 — 716Y Z — 2922
37 | —12X?% — 122X + 5476Y % + 8732Y Z + 347522
41 | —-20172X? —33456Y X — 32964ZX — 13868Y 2 — 27332Y Z — 134692°
43 | —22188X2% —2064Y X — 345727X — 44Y? — 1604Y Z — 1346922
47 | —-12X?% — 127X + 8836Y % 4 6580Y Z + 121922
49 | —28812X% —2352Y X — 205802 X — 44Y? — 836Y Z — 36772>
53 | —33708X2% —7632Y X — 4452ZX — 428Y?% — 500Y Z — 14922
55 | —36300X% —48840Y X — 283802 X — 16424Y % — 19088Y Z — 5549277
1 59 | —41772X?% —14160Y X — 502682 X — 1196Y2 — 8516Y Z — 1512522
61 | —44652X% — 57096Y X — 51972ZX — 18248Y 2% — 33224Y Z — 1512522
65 | ~50700X2 — 70200Y X — 52260ZX — 24296Y?% — 36176Y Z — 1346922
67 | —53868X% —24120Y X — 13668ZX — 2696Y 2 — 3056Y Z — 86922
71 | —60492X?% —1704Y X — 11076ZX — 8Y?2 — 152Y Z — 5092%2
73 | —63948X?% — 8760Y X — 69204ZX — 296Y2 — 4736Y Z — 1872522
77 | —71148X?% — 48048Y X — 28644ZX — 8108Y? — 9668Y Z — 288572
79 | —74892X7% —92904Y X — 948ZX — 28808Y 2 —584Y Z — 572
83 | —82668X?% — 71712Y X — 966122X — 15548Y 2 — 41900Y Z — 2822972
85 | —86700X% — 136680Y X — 166260ZX — 53864Y % — 131048Y Z — 7970922
89 | —95052X2 — 74760Y X — 1377722ZX — 14696Y % — 54176Y Z — 4992572
91 | —99372X7% — 102648Y X — 175812ZX — 26504Y2 — 90800Y Z — 7776522
95 | —108300X2 — 18240Y X — 10260ZX — 764Y2 — 360Y Z — 245272
97 | —112908X? — 58200V X — 12454872 X — 7496Y 2 — 32006Y Z — 3434972
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Taula 7.8 Formes normiques terndries ngyq0 3 per als ordres quaternionics

O =

O(10,N) calculats en la taula 1.5, per a N < 80, en ldlgebra de

quaternions Hp(2,5).

| N l Nz.+20(10,N),3
1| —8X?—-8YX+8Y*—-52°
3| —T2X?—24YX —96ZX +8Y* —16YZ - 312"
7| —8X? —56XY —40XZ + 392Y* + 560Y Z + 1952°
9| —648X% —72Y X —288ZX +8Y? - 16Y 7 — 372
11 | —968X? — 88Y X — 1232ZX + 8Y* —56Y Z — 397Z*
13 | —1352X% — 936Y X — 18727 X — 152Y* — 648Y Z — 6532
17 | —8X* —136XY — 112X Z + 2312Y* + 3808Y Z + 15632°
19 | —2888X7% — 152Y X — 912ZX +8Y* - 24Y Z — 77 Z*
21 | —3528X? — 1848Y X — 537672 X — 232Y % — 1408Y Z — 205372
23 | —4232X? — 5704Y X — 14722 X — 1912Y? — 992Y Z — 13322
27 | —5832X? — 216Y X — 6912ZX +8Y? — 128Y Z — 205372
29 | —6728X2% — 9048Y X — 464ZX — 3032Y% — 312Y Z — 1322
31 | —8X? — 248XY — 216X Z + 7688Y% + 13392Y 7 + 582772
33 | —8712X% — 13992Y X — 10560ZX — 5608Y% — 8480Y Z — 32052>
37 | —10952X? —5624Y X — 5920ZX — 712Y% —1520Y Z — 80522
39 | —12168X7% — 14664Y X — 9984ZX — 4408Y% — 6016Y Z — 205322
41 | —13448X? —25912Y X — 7872Z X — 12472Y* — 7584Y Z — 115727
43 | —14792X? — 27864Y X — 9632ZX — 13112Y% — 9072Y Z — 15732
47 | —17672X? — 23688Y X — 30080ZX — 7928Y% — 20160Y Z — 1280522
49 | —8X?% —392Y X — 352X Z + 19208Y % + 34496Y Z + 15483272
51 | —20808X? — 31416Y X — 816ZX — 11848Y % — 616Y Z — 1322
53 | —22472X? — 12296 X — 4240ZX — 1672Y % — 1160Y Z — 20527
57 | —25992X2 — 11400Y X — 23712Z X — 1240Y% — 5200Y Z — 541372
59 | —27848X*% — 25960Y X — 16048ZX — 6040Y 2 — 7480Y Z — 2317 2>
61 | —29768X? — 32696Y X — 44896ZX — 8968Y % — 24656Y Z — 1693327
63 | —31752X% — 50904Y X — 191522 X — 20392Y% — 15352Y Z — 2893272
67 | —35912X% — 3752Y X — 4931272 X — 88Y? — 2576Y Z — 1693322
69 | —38088X% —19320Y X — 5851272 X — 2440Y% — 14840Y Z — 2247722
71 | —8X?* —392Y X — 352ZX + 19208Y 2 + 34496Y Z + 1548322
73 | —42632X% — 33288Y X — 23362 X — 6488Y % — 912Y Z — 37Z*
77 | —47432X? — 6776Y X — 579042 X — 232Y* — 4136Y Z — 1767722
79 | —49928X? — 62568Y X — 19592Y? — 572
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Taula 7.9 Formes normiques terndries ngip03 per als ordres quaternionics

o

= (14, N) calculats en la taula 1.6, per a N < 80, en lalgebra de

quaternions Ha(7).

LN ] N7420(14,N).3
1] —28X2 - zszx +4Y? 4+ 4Y 7 — 1327
3| —28X2—-28ZX +36Y%+60YZ+ 1122
5| —700X% — 280Y X — 980ZX — 24Y?% —192Y Z — 34922
9 [ —252X% —336Y X — 842X —T6Y?% —44Y Z — 1322
11 | —3388X?% — 3696Y X — 2772ZX — 1004Y? — 1508Y Z — 5732*
13 | —4732X2% —1456Y X — 1092ZX — 108Y?% — 164Y Z — 692*
15 | =700X? — 840Y X — 1402 X — 216Y? — 24Y Z + 11Z*
17 | —8092X2% —6188ZX +4Y?2 +4YZ ~11892%
19 | —10108X7 — 4256Y X — 14364ZX — 444Y? — 3020Y Z — 510922
23 | —14812X% — 1288Y X — 8372ZX — 24Y? — 360Y Z — 118922
25 | —17500X% — 21000Y X — 32900ZX — 6296Y2 — 19736Y Z — 15469.22 ~
27 | —28X% —28ZX +2916Y? + 1404Y Z + 15522 ‘
20 | —23548X2 ~ 25084Y X — 251722X — 7164Y? — 13884Y Z — 673327
31 | —28X72% — 28Z X + 3844Y? + 5084Y Z + 166722
33 | —3388X7% —3080Y X — 4004ZX — 664Y? — 1808Y Z — 118922
37 | —38332X7% — 16576Y X — 23828 ZX — 1783Y? — 5148Y Z — 370922
39 | —42588X% — 21840V X — 469562 X — 2796Y2 — 12036Y Z — 129492772
41 | —47068X? — 50512Y X — 19516 ZX — 13548Y%2 — 10468Y Z — 20292
43 | —B1772X? — 43344Y X — 1204ZX — 9068Y % — 500Y Z — 1322
45 | —6300X?2 — 10920Y X — 21002 X — 4696Y2 — 1808Y Z — 18122
51 | —8092X7? — 3808Y X — 3332ZX — 412Y? — 724Y Z — 3252772
53 | —78652X2 — 2968Y X — 28196ZX — 24Y? — 528Y Z — 253372
55 | —84700X? — 12320Y X — 7700ZX — 444Y? — 556Y Z — 18122
57 | —10108X? —12768Y X — 18620ZX — 3996Y2 — 11700Y Z — 855722
59 | —97468X* — 56168Y X — 34692ZX — 8088Y? — 9992Y Z — 300327
61 | —104188X2 — 10248Y' X — 111020ZX — 248Y % — 5456Y Z — 2958172
65 | ~118300X% — 72800Y X — 205660ZX — 11196Y 2 — 63276Y Z — 3938972
69 | —14812X? — 18032Y X — 64472 X — 5452Y2 — 380Y Z — 1322
75 | ~17500X2 — 2800Y X — 28700ZX — 76Y? — 2236Y Z — 11749722
79 | —174748X7% — 92904Y X — 906922 X — 12344Y2% — 24104Y Z — 1177322
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Taula 7.10 Formes normiques ternaries nzy203 per als ordres quaternionics

O =

O(15,N) calculats en la taula 1.7, per a N < 60, en Udlgebra de

quaternions Hg(3,5).

| N N2420(15,N) 3
1] -12X2 - 12YX + 12Y2 — 522
2 —12X%? - 12ZX —20Y?2 —20Y Z + 722
41 -192X? —48Y X —96ZX +12Y? —12Y 7 —172?
7| —588X% —84Y X — 672ZX + 12Y?* —48Y Z — 1977?
8 [ —192X? —288Y X —144ZX — 128Y% — 128Y Z — 1722
11 | —12X% - 132Y X — 108Z X + 1452Y2 + 2376Y Z + 96722
13 | —2028X?% —156Y X — 624ZX + 12Y2 — 24Y 7 — 5322
14 | —2352X2% — 3192Y X — 1680ZX — 1068Y%2 — 1140Y Z — 30527
16 | —768X?% — 576Y X — 10562ZX — 128Y 2 — 416Y Z — 35327
17 | —3468X2% —3468Y X — 408ZX — 852Y2 — 204Y Z — 1722
19 | —4332X?% —6612Y X — 25082 — 522
22 | —1452X2 — 1584Y X — 132ZX — 452Y2% —92Y Z + 722
23 | —6348X?% — 8556Y X — 8832Z2X — 2868Y% — 5952Y Z — 30772*
26 | —12X? — 127X — 3380Y2 — 4420Y Z — 14332
28 | —9408X? — 336Y X — 2016ZX + 12Y* —36Y Z — 113272
29 1 —10092X2 — 5220Y X — 8352ZX — 660Y% — 2160Y Z — 173322
31 | —11532X% —372Y X — 12648ZX + 12Y2 — 204Y Z — 347322
32 | —3072X7% — 4224Y X — 2880ZX — 1472Y?% — 2000Y Z — 66522
34 | —13872X2 — 16728Y X — 5712ZX — 5028Y % — 3444Y Z — 59372
37 | —16428 X2 — 27084Y X — 239762 X — 11148Y 2% — 19764Y Z — 875372
38 | —17328X2 — 23256Y X — 012ZX — 7788Y2 — 612Y Z — 1722
41 | —20172X2 — 30012Y X — 37392ZX — 11148Y2% — 27816Y Z — 1733322
43 | —22188X2 — 35604Y X — 92882 X — 14268Y 2 — 7452Y Z — 97722
44 | —48X? —48Y X — 722X — 2432Y?% — 1136Y Z — 13722
46 | —6348X% — 7176Y X — 6900ZX — 2048Y% — 3920Y Z — 186522
47 | —12X* — 564Y X — 516ZX + 26508Y % + 48504Y Z + 2218372
49 | —28812.X2 — 588Y X — 529202 X + 12Y?% — 540Y Z — 2430522
52 | —8112X2 —4368Y X — 152882 X — 608Y 2 —4136Y Z — 719322
53 | —33708X? — 24804Y X — 521522 X — 4548Y % — 19188Y Z — 2017722
56 | —9408X2 — 8736Y X — 1680ZX — 2048Y 2 — 800Y Z — 6522
58 | —40368X2 — 64728Y X — 65424ZX — 25932Y % — 52452Y Z — 265137°
59 | —41772X? — 3540 X — 14160ZX — 60Y? — 600Y Z — 12052°
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Taula 7.11 Formes bindries genériques fzi20 per als ordres quaternionics
O = O(6, N) calculats en la taula 1.4, per a N < 95, en ldlgebra de quater-
nitons Ha(3).

| N fzi2006.) |

1] (=22 —t+tv3, =2(t + 2y)V3, —22 — t — t/3)

(=22 — t + /3, —2(3t + 10y + 42)V/3, ~22 — t — £1/3)

71 (=22 —t + /3, =2(5t + 14y + 22)v/3, —22 — t — £1/3)

11 | (=222 — 5t + t/3, —2(¢ + 2y)V/3, =222 — 5t — t/3)

13 | (=262 — 17t + t/3, =2(t + 2y)V/3, =262 — 17t — t1/3)

17 | (=22 — t + t/3, —2(7t + 34y + 22)V/3, =2z — t — t/3)

19 | (=22 — t +tV/3, —2(27t + 38y + 282)v/3,—2z — t — t/3)

23 | (=22 —t +tV/3, —2(5t + 46y + 82)V/3, =2z — t — 11/3)
(=22 — t + /3, —2(29¢ + 50y + 62)v/3, ~22 — t — t1/3)

29 | (=22 — t + t1/3, —2(45t + 58y + 462)v/3, —22 — t — 11/3)
(__
(_

2z —t + /3, —2(9¢ + 62y + 22)/3, =2z — t — t/3)
2z — t +tV/3, —2(3t + 70y + 402)V/3, =2z — t — 11/3)
37 | (=Tdz — 59t + tv/3, —2(t + 2y)V/3, = T4z — 59t — ¢1/3)
41 | (=22 — t + /3, —2(67t + 82y + 682)V/3, =22 — t — t1/3)
43 | (=22 — t + /3, —2(67t + 86y + 42)/3, -2z — t — 11/3)
47 | (=942 — 35t 4+ 14/3, —2(t + 2y)V/3, —942 — 35t — 1/3)
49 | (=22 — t + t+/3, —2(35t + 98y + 42)V/3, -2z — t — £/3)
53 | (—2z — t + t/3, —2(7¢ + 106y + 122)v/3, =2z — t — £/3)
55 | (=22 — t 4 t1/3, —2(43t + 110y + 742)V/3, -2z — t — t/3)
59 | (=22 — t 4+ t+/3, ~2(71t + 118y + 202)v/3, —2z — t — t/3)
61 | (=22 — t + /3, —2(71t + 122y + 782)V/3, -2z — t — t/3)
(=22 — t + /3, —2(67t + 130y + 90z)v/3, —2z — t — t/3)
67 | (=22 —t + /3, —=2(17¢ + 134y + 302)V/3, —2z — ¢ — t1/3)
(=22 — t + /3, —2(13t + 142y + 22)v/3, =2z — t — t/3)
73 | (=22 — t + /3, —2(79¢ + 146y + 102)V/3, -2z — t — t/3)
77 | (=22 — t + /3, —2(31t + 154y + 522)/3, -2z — t — t/3)
79 | (=22 —t + /3, —2(t + 158y + 982)v/3, —2z — t — £/3)
83 | (—2z — ¢ + t/3, —2(97t + 166y + 722)V/3, -2z — t — t/3)
85 | (=22 — t +1/3,—2(163t + 170y + 1342)V/3, =2z — t — £/3)
89 | (=22 — t + /3, —2(129¢ + 178y + 702)/3, —2z — & — £/3)
91 | (—2z — t + /3, —2(161¢t + 182y + 942)v/3, 2z — t — 1/3)
95 | (=22 — t + /3, —2(9t + 190y + 162)/3, =2z — t — t1/3)
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Taula 7.12 Formes bindries genériques fzy20 per als ordres quaternionics
O = O(10,N) calculats en la taula 1.5, per a N < 80, en l'algebra de
quaternions Hp(2,5).

[ N I fZ+20(10,N) ]
1] (5t — 522, —2(2y + 2)V2, —t — 21/2)
3| (5t — 52v/2,—2(z + 4t + 6y)v/2, —t — 21/2)
7| (5t — 5(72 + 5t)v/2, =22y + Tz + 5t)v/2, —t — (72 + 5t)/2)
9 [ (5t — 52v/2, —2(z + 4t + 18y)V/2, —t — 2\/2)
11 | (5t — 524/2, —2(z + 14t + 22y)v/2, —t — 21/2)
13 | (5t — 52/2, —2(92 + 18t + 26y)v/2, —t — 2v/2)
17 | (5t — 5(172 + 148)v/2, —2(2y + 17z + 14t)/2, —t — (172 + 14t)1/2)
19 | (5t — 524/2, —2(z + 6t + 38y)V/2, —t — 21/2)
21 | (5t — 52v/2, —2(11z + 32t + 42y)V/2, —t — 21/2)
23 | (5t — 52v/2, —2(31z + 8t + 46y)V/2, —t — 2v/2)
27 | (5t — 52/2, —2(z + 32t + 54y)V/2, —t — 2v/2)
29 | (5t — 52+/2, —2(39z + 2t + 58y)V/2, —t — 2V/2)
31 | (5t — 5(31z + 271)v/2, —2(2y + 31z + 27t)V/2, —t — (312 + 2Tt)V/2)
33 | (5t — 52v/2, —2(53z + 40t + 66y)v/2, —t — 21/2)
37 | (5t — 52v/2,—2(19z + 20t + 74y)V/2, —t — 21/2)
39 | (5t — 52v/2, —2(47z + 32t + T8y)V/2, —t — 24/2)
41 | (5t — 52v/2, —2(79z + 24t + 82y)v/2, —t — 2/2)
43 | (5t — 524/2, —2(812 + 28t + 86y)V/2, —t — 2/2)
47 | (5t — 524/2,—2(632 + 80t + 94y)v/2, —t — 2¢/2)
49 | (5t — 5(49z + 441)v/2, —2(2y + 492 + 44t)v/2, —t — (49z + 441)+/2)
51 | (5t — 52v/2, —2(77z + 2t + 1029)V/2, —t — 22/2)

53 | (5t — 52v/2, —2(29z 4 10t + 106y)V/2, —t — 2/2)
57 | (5t — 52v/2, —2(252 + 52t + 114y)V/2, —t — 2/2)
59 | (5t — 52v/2, —2(552 + 34t + 118y)V/2, —t — 2V/2)
61 | (5t — 521/2, —2(67z + 92t + 1229)V/2, —t — 21/2)

(
(
E
63 | (5t — 52v/2, —2(101z + 38t + 126y)Vv/2, —t — 2¢/2)
67 | (5t — 52v/2, —2(7z + 92t + 134y)V/2, —t — 21/2)
(
(
(
(
(

71 | (5t — 52v/2, —2(142y + 131z + 22t)v/2, —t — 21/2)
5t — 52v/2, —2(57z + 4t + 146y)y/2, —t — 21/2)

5t — 52v/2, —2(11z + 94t + 154y)v/2, —t — 21/2)
5t — 52/2, —2(158y + 992)/2, —t — 21/2)

73
7
79

(
(
69 | (5t — 52v/2, —2(35z + 106t + 138y)v/2, -t — 2/2)
(
(
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Taula 7.13 Formes bindries genériques fzi20 per als ordres quaternionics
O = O(14,N) calculats en la taula 1.6, per a N < 80, en ldlgebra de
quaternions H(7).

| N | fz+20014,8) l
1] (=22 —t + /7, =22y + V7, =22 — t — t-/7)

3| (=62 — 5t + tV/7, =2(2y + t)\/7, =62 — 5t — t1/7)

51 (=22 —t+ /7, —2(10y + 22 + T1)V/7, =2z — t — t/T)

9| (—6z —t+t/7,—2(6y + 4z + £)/7,~62 — t — £\/7)

11 | (=22 — t + /7, —2(22y + 122 4+ )7, ~22 — t — t3/7)
13 | (=22 — t + /7, =2(26y + 4z + 3t)V/7, —22 — t — t/7)

15 | (=62 — 5t + t/7, —=2(10y + 62 + t)/7, —62 — 5t — #1/7)
17 | (=22 — t + t/7,=2(34y + 13t)\/7, =22 — t — t4/7)

19 | (=22 — t + /7, —2(38y + 82 + 27t)/7, =2z — t — t\/7)
23 | (=22 — t + t/7, —2(46y + 22 + 13t)V7, =2z — t — t/7)
25 | (=22 — t + tv/7, —2(50y + 30z + 477, =22 — t — t/7)
27 | (—54z — 13t + t/7, —2(2y + t)\/7, =54z — 13t — t\/7)

29 | (—2z —t + t/7, —2(58y + 32z + 317, -2z —t — t\/7)
31 | (=622 — 41t + t/7, —2(2y + t)V7, =62z — 41t — t/7)

33 | (—6z —t + t/7, —2(22y + 10z + 13t)\/7, =62 — t — t/7)
37 | (=22 — t + t/7,=2(7T4y + 162 + 23t)/7, =2z — t — t/7)
39 | (=22 — t + t/7, —2(78y + 20z + 43t)\/7, -2z — t — t\/T)
41 | (=22 —t + /7, —2(82y + 442 + 1Tt)VT, 22 — t — t/7)
43 | (=22 — t + t2/7,—2(86y + 362 + )T, =2z — t — t/7)

45 | (=62 — t + /7, —2(30y + 262 4 5t)V/7, =6z — t — t\/7)
51 | (=62 — 5t + £\/7, —2(34y + 8z -+ Tt)/7, 6z — 5t — t/7)
53 | (=22 —t + /7, —2(106y + 2z + 198)\/7, =22 —t — t/7)
55 | (=22 —t + /7, —2(110y + 82 + 5t)\/7,—2z — t — t/7)
57 | (=62 — 5t + 17, —2(38y + 24z + 351)\/7, —6z — 5t — t/7)
59 | (=22 —t + /7, —2(118y + 34z 4+ 217, -2z — t — t/7)
61 | (=22 —t + /7, —2(122y + 62 + 65¢)\/7, -2z — t — t/7)
65 | (=22 —t + /7, —2(130y + 40z + 113t)\/7, -2z — t — t/7)
69 | (=62 —t +1\/7, —2(46y + 28z + t)\/T,—62 — t — £/7)

75 | (=62 — 5t + /7, —2(50y + 4z + 418)\/7, —62z — 5t — t/7)
79 | (=22 — t + /7, —2(158y + 422 + 411)\/7, —22 — t — 1/7)
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Taula 7.14 Formes bindries genériques fziz0 per als ordres quaternionics
O = O(15,N) calculats en la taula 1.7, per a N < 60, en ldlgebra de
quaternions Hp(3,5).

| N | fz+20015,N) I
1] (5t — 52¢/3, —2(2y + 2)V/3, —t — 21/3)

2 | (102 + 5t — 5¢v/3, —2(2y + t)V/3, =22 — t — t/3)
4 | (5t — 52v/3,—2(8y + z + 2t)V/3, —t — 21/3)
7

8

1

(5t — 52v/3, —2(14y + z + 8¢)V/3, —t — 21/3)
(102 + 5t — 5t+/3, —2(8y + 62 + 3t)V/3, -2z — t — £1/3)
(5t — 5(11z + 9t)v/3, —2(2y + 11z + 9¢)v/3, —t — (112 + 9t)4/3)
13 | (5t — 52/3, —2(26y + z + 4t)V/3, —t — 2/3)
14 | (5t — 524/3, —2(28y + 19z + 10t)/3, —t — 21/3)
16 | (10z + 5t — 5tv/3, —2(16y + 62 + 11¢)V/3, =22 — t — t/3)
(5t — 524/3, —2(38y + 292)V/3, —t — 2+/3)
22 | (102 + 5t — 5t+/3, —2(22y + 12z + t)v/3, =22 — t — t1/3)
23 | (5t — 52v/3, —2(46y + 31z + 32t)v/3, —t — 21/3)
(1302 + 85t — 5tv/3, —2(2y + t)v/3, =262 — 17t — t/3)
28 | (5t — 52v/3, —2(56y + z + 6t)V/3, —t — 2¢/3)
29 | (5t — 52v/3, —2(58y + 152 + 24t)V/3, —t — 21/3)
31 | (5t — 52v/3, —2(62y + z + 34t)V/3, —t — 21/3)
(10z + 5t — 5tv/3, —2(32y + 222 + 15t)V/3, —~22 — t — t/3)
34 | (5t — 524/3,—2(68y + 41z + 14t)y/3, —t — 2/3)
(5t — 524/3, —2(T4y + 61z + 54t)V/3, —t — 2/3)
(5t — 52+/3,—2(76y + 51z + 2t)V/3, —t — 21/3)
(5t — 524/3,—2(82y + 61z + 76t)V/3, —t — 2/3)
(5t — 52/3, —2(86y + 69z + 18)V/3, —t — 21/3)
(102 + 5t — 5t1/3, —2(46y + 262 + 25¢)v/3, —22 — t — t1/3)
47 | (5t — 5(472 + 43t)v/3, —2(2y + 47z + 43t)V/3, —t — (472 4+ 43t)/3)
(
(
(
(

5t — 524/3,—2(98y + z + 90t)v/3, —t — 21/3)

10z + 5t — 5tv/3, —2(52y + 14z + 49t)v/3, —2z — t — t/3)
5t — 52v/3, —2(116y + 932 + 94t)v/3, —t — 2/3)

5t — 52+/3, —2(118y + 5z + 20t)V/3, —t — 24/3)







Capitol 8

Uniformitzacié hiperbolica de
corbes de Shimura: cas
ramificat

Considerem les corbes de Shimura X(D,N), amb D i N nombres naturals
" primers entre si, D lliure de quadrats i igual al producte d’un nombre parell
no nul de primers. ‘

Fixats els nombres anteriors, considerem una algebra- de quaternions H =

(%) de discriminant D. Per la condicié sobre D, H és una algebra de

quaternions indefinida i ramificada. Considerem també O(D,N) C H un
ordre d’Eichler de nivell N. En particular, ens interessarem per les algebres
de quaternions poc ramificades de tipus A i de tipus B, i pels ordres d’Eichler
destacats en la seccié 1.2. A partir de l'ordre d’Eichler O(D,N) C H,
obtenim el grup d’homografies quaternioniques I'(D, N), definit en la seccié
2.3, 1 una uniformitzacié hiperbolica jpn : (D, N)\H — X(D, N)(C), cf.
2.4.

En aquest capitol apliquem els resultats sobre immersions i formes quadra-
tiques per a determinar homografies del grup I'(D,N), punts elliptics de

X(D, N), etc. Aix0d ens permetra construir dominis fonamentals explicits
per a corbes de Shimura.

Recordem que ® denota la immersi6é de H en M (2,Q(y/a)), fixada a 1.1.25.
Si F ésun cos quadratic, per a cada immersié ¢ € Z(H, F), posem ¢ := $oyp,
la immersié corresponent de F' en M(2,R). Recordem que denotem per ¢ el
nombre complex imaginari tal que > = —1.

241
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8.1 Homografies, immersions i formes

En aquesta seccié mostrem les relacions entre el grup d’homografies qua-
ternioniques I'(D, N), que defineix la corba de Shimura X (D, N), i les im-
mersions d’ordres quadratics en 'ordre quaternionic O(D, N). A partir dels
resultats sobre les bijeccions d’immersions i els conjunts relacionats amb for-
mes quadratiques, donem resultats efectius, especialment pel que fa a homo-
grafies i a punts elliptics, que explicitem per als grups I'(2p, N) i I'(pg, V),
- corresponents a ordres d’Eichler d’algebres poc ramificades de tipus A i de
tipus B. Finalment, destaquem el paper de certes homografies hiperboliques
i introduim el concepte d’homotecia principal de I'(D, N), en substitucié de
la translacié que intervé en el cas modular. ‘

8.1.1 Notacié. En el grup d’homografies quaternioniques I'(D, N), definim
els subconjunts seglients: '

Iy(D,N) = {y € I'(D,N) : v és elliptica d’ordre 2}’
Ps(D,N) := {y € I(D, Nj : 7 és elliptica d’ordre 3},
Te(D,N) :=Ty(D,N)UTs(D,N),
Tu(D,N) :={ye (D, Nj : v és hiperbolica},
T,(D,N):={y € (D, N) : v és parabdlica}.
Considerem els conjunts de punts de H segiients, en funcié de I’aécié del grup
I'(D,N): ‘
Po(D,N) :={z € H:v(z) = z,v € I'o(D,N)},
Po(D,N) i= {z € H:9(2) = 2,7 € To(D, N)},
Pe(D,N) :=P2(D,N)UPs(D,N).

Posem també, per a k = 2,3,

Pu(D,N) ={2€C:4(z)=27€T(D,N)} =
={z€C:z0bé% e Py(D,N)}

Notem que Py(D, N) = P(D, N) N H.
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Si considerem la corba de Shimura X (D, N), aleshores els conjunts de punts
elliptics, per a k = 2,3, els escriurem:

Py(D, N) := I'(D, N)\P«(D,N).O

8.1.7 Homografies quaternioniques

Utilitzant les formes quadratiques ndormiques associades a l’algebra de quater-

nions obtenim una demostracié directa del fet que la superficie de Riemann
['(D, N)\'H és compacta.

8.1.2 Proposicié. Si D > 1, aleshores la corba de Shimura X(D, N) no té
punts parabdlics; és a dir, Poo(D,N) = 0.

o s . a,b C
DEMOSTRACIO: Fixem una algebra de quaternions H = -—6- de discrimi-

nant D. Suposem que existis w € H de manera que n(w) = 1 i que la matriu
CPlw) = ( bfzt\/\/a;-i) ; :i_: \\g; ) € I'y(D, N), és a dir, fos parabolica. Aixd
diria que tr(w) = 2, per la qual cosa tindriem z = 1 i —ay? — bz? + abt? = 0.
Aixi, la forma quadratica ternaria ng3(¥, Z,T) = —a¥? — bZ? + abT™? seria
isotropa a Q (o, equivalentment, seria isdtropa a Z); per tant, seria isdtropa
a Q, per a tot p. Ara bé, aplicant 5.1.13 sabem que per als p|D la forma
ny,s és Qp-anisdtropa, amb la qual cosa arribem a una contradiccié. En par-
ticular, tots els grups d’homografies quaternionics I'(D, N) C ®(H) no tenen
elements parabolics; és a dir, per a tot N, T',(D,N) = 0. O

A partir d’ara, considerem cossos quadratics F' = Q(V/d) tals que Z(H, F)
@, i ordres quadratics A(d,m) C F tals que Z(O(D, N),A(d,m)) # 0. Amb
aquestes immersions, a partir de les unitats dels ordres quadratics A(d, m)
obtenim homografies quaternioniques distingides del grup I'(D, N) i deduim
propietats sobre la corba X(D, N).

-8.1.3 Proposicié. Considerem una immersid ¢ € Z(O(D,N),A(d,m)) i
una unitat u € A(d,m)*. Posem v := ¢(u), ond = @ o .

(i) Sin(u) =1, aleshores v € T(D,N).

(i) Sin(u) = —1, aleshores vy ¢ I'(D,N), peré ¥2 € T'(D,N). O
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8.1.4 Notacié. Donat un ordre quadratic A(d,m), sigui € la seva unitat
fonamental. Aleshores, posem £ :=¢sin(e)=1 i €:=¢*sin(c)=-1. 0

8.1.5 Corollari. Sigui ¢ € IT°(O(D, N),A(d,m)) una immersié. Alesho-
res, peratotn € Z, v = $(£*) e I'(D,N). O

A la inversa, els resultats seglients demostren que tots els elements de les
algebres de quaternions es poden obtenir a través d’immersions de cossos
quadratics.

8.1.6 Lema. Sigui w € H, w ¢ Q. Aleshores ezisteiz una immersid ¢ del
cos quadritic F, := Q(+/tr(w)? — 4n(w)) en H tal que w € p(F,).

DEMOSTRACIO: Considerem el polinomi p,(X) = X? — tr(w)X + n(w) €
Q(X), que defineix el cos quadratic F,,'= Q(v/d), amb d = tr(w)? — 4n(w).
L’element a = Eﬂzﬂ + -;—\/E € F, satisfa que tr(a) = tr{w) i n{e) = n(w). Per
tant, ¢(a) := w defineix una immersié ¢ € Z(H,F,). O

8.1.7 Teorema. Sigui v € I'(D, N). Aleshores,

(i) Ezisteizen un cos quadrdtic F = Q(4d), un b?"drc Ald,m) C F, un
nombre n € Z — {0} 7 una immersié ¢ € I*(O(D, N),A(d,m)), tals
que ®(p(e™)) =, on ¢ és la unitat fonamental de A(d, m). :

(i) L’homografia v és elliptica si, i només si, d < 0 (és a dir, F' és un cos
quadrdtic imaginari).

(iii) L’homografia v €s hiperbolica si, i només si, d > 0 (és a dir, F és un
cos quadrdtic real).

DEMOSTRACIO: Per construccié de I'(D, N), existeix w € O(D, N)},, de ma-
nera que y = ®(w). Si apliquem el lema 8.1.6 anterior, tenim que w € (F,,)
per a certa immersié ¢ € Z(H,F,), on F, = Q(/d), d = tr(w)? — 4.
Més concretament, w = (), on a = t—rgl)- + 3V/d és una unitat, ja que
n(e) = n(w) = det(y) = 1. Per tant, existeix n € Z — {0} tal que o = &%
n sera necessariament parell si n(e) = —1. Si considerem 'ordre quadratic
Z[1,q], és clar que v és una immersié d’aquest ordre en O(D, N), perd no
podem assegurar que sigui una immersié optimal. Considerem aleshores 1’or-
dre quadratic A = ¢1(O(D, N))N F,, que inclou I’ordre quadratic anterior,
A = A(d,m). , \ '
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De fet, tenim que F, = Q(Vtr(m)2 -~4), ja que n(w) = 1. Per tant,
és clar que F, és un cos quadratic imaginari si, 1 només si, |tr{w)| < 2;
aixo equival al fet que v sigui elliptica. Notem que no hi ha homografies
paraboliques; per tant, automaticament queda demostrat també (i1i). També
es veu directament: en efecte, F, és un cos quadratic real si, i només si,
| tr{w)] > 2, i aixd equival al fet que + sigui hiperbolica. O

8.3.2 Punts elliptics de X(D,N)

Pel teorema 8.1.7, les homografies elliptiques del grup I'(D, N) s’obtenen a
partir de les unitats d’ordres quadratics imaginaris, a través d’immersions
d’aquests ordres en Vordre quaternionic O(D, N). Utilitzant els resultats so-
bre 'equivaléncia entre immersions i representacions de formes quadratiques
ternaries, reduim el problema de trobar els elements elliptics de I'(D, N) i els
punts elliptics de la corba de Shimura X (D, N), a V’estudi de representacions
d’enters per formes quadratiques ternaries.

De manera alternativa, interpretem també els punts elliptics com a punts
fixos de formes quadratiques binaries i obtenim resultats analegs als anteriors. -

8.1.8 Lema. Sigu: v € I'(D,N) une homografia el lzpt?,ca, de manera que
v = €{>(w) amb w € O%(D, N).

(i) v és elliptica d’ordre 2 si, i només si, F, = Q(v/—1).
(i) v és elliptica d’ordre 3 si, i només si, F,, = Q(+/—3).

(iif) 7 només pot tenir ordre 2 o 3.

DEMOSTRACIO: Per 8.1.7, tot element v € I'(D, N) és v = ®(w) per a cert
w que prové d’una unitat del cos quadratic F,,, i F, és un cos imaginari per
ser 7 elliptica. Els Unics cossos quadratics imaginaris que contenen unitats
no trivials sén Q(v/—1) i Q(v/=3). De fet, sén les dues tiniques possibilitats
per al cos Fi, = Q(+1/tr(7y)? — 4), tenint en compte que, per a una homografia
elliptica v amb traga entera, | tr(v)| només pot prendre els valors 01 1. Els
~valors de la traga sén els que determinen I’ordre de I’homografia, si apliquem
2.2.6 1 que ®(—1) = —Id € T'(D, N). Aixo prova els apartats (i) i (ii).

No hi ha altres possibilitats ni per a la traga ni per als cossos,vla qual cosa
demostra (iii). O
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8.1.9 Remarca. Si apliquem el teorema 8.1.7, tenim que les homografies el-
liptiques es determinen a partir d’immersions d’unitats dels ordres quadratics
dels cossos Q(v/=1) i Q(v/=3). Ara bé, les unitats # +1 dels cossos qua-
dratics Q(v/—1) i Q(v/~3) només estan contingudes en els ordres quadratics
maximals. Per tant, les immersions considerades son necessariament opti-
mals.

Aix{, Pexisténcia de punts elliptics d’ordre 2 en la corba X(D, N) és equi-
valent a ’existéncia d’immersions optimals de I’anell d’enters de Q(v/—1)
en 'ordre quaternionic O(D, N). Tenim la mateixa relacié entre I'existéncia
del punts elliptics d’ordre 3 en la corba X (D, N) i Vexistencia d’immersions
optimals de 1’anell d’enters del cos quadratic Q(v/—3) en 'ordre O(D, N).
Notem 'analogia entre les férmules explicites que caracteritzen aquests fets
(cf. 2.4.3,7.2.13). O

A continuacid, caracteritzem les homografies quaternioniques elliptiques en
funcié de representacions per formes normiques ternaries.

8.1.10 Teorema. Sigui X (D, N) la corba de Shimura definida pel grup d’ho-
mografies quaternioniques I'(D, N). Sigui O(D, N) Uordre d’Eichler corres-
ponent, amb una base B normalitzada fizada a partir de la qual obtenim les
formes normiques associades als ordres O(D,N) i Z + 20(D, N). Suposem
que Uordre O(D, N) és senar. Siguiy € I'(D,N). Aleshores,

(i) v és una homografia elliptica d’ordre 2 si, ¢ només sz,
¥= ® ( 2 %o Yo, ZO)B = <I>(x1,y1, 21, “’231)3)

on (o, Yo, 20) € R*(nz1200.M),3, 4 Z), (21, Y1, 21) € R*(nop,nys, 15 Z).

(i1) v és una homografia elliptica d’ordre 3 si, + només si,

, 1—-2% :
0bé y=2 ( 5 07w0>y0720) = ®(z1,41,21,1 — 221)5,
; B

) -1 -z ' '
0bé 4= ('—‘2—“‘9,330,%,20) = ®(z1 — 1,41, 21,1 — 2218,
' 8

OnA(:rOa Yo, ZO) € R*(nZ+2O(D,N),3) 3; Z)) (xla Y1, zl) € ’R'*(ngzp N),3 15 Z)

DEMOSTRACIO: Pels resultats anteriors, cada homografia elliptica s’obté a
partir d’'una unitat d’un cos quadratic imaginari. Utilitzem la bijeccié entre
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les immersions i les representacions de formes quadratiques ternaries donada
a 7.3.3 1 'expressio explicita donada a 7.3.5.

Pel lema 8.1.8 anterior i el teorema 8.1.7, tenim que una homografia ~ el-
liptica d’ordre 2 ha de ser v = ®(¢(u)), on u és una unitat no trivial d'un
ordre quadratic A(=1,m) i ¢ € Z(O(D, N),A(—=1,m)). Ara bé, les unitats
no trivials del cos quadratic F' = Q(y/—1) sén ++/—1, ambdues pertanyents
només a l'ordre quadratic maximal Ar = A(—1,1). Tenim que el conjunt
d’immersions Z(O(D, N), Ar), igual en aquest cas a Z*(O(D, N), Ar), es cor-
respon amb el conjunt de representacions R*(nz20(0,3),3,4; Z) i amb el con-
junt de representacions R*(no(p,n)3, 1;Z), ja que Dy, = —4. La proposicié
7.3.5 (1)-(i1) ddéna expressions explicites de les immersions respecte d’aquests
- conjunts de representacions, respectivament. Notem que dues unitats u i —u
donen lloc a la mateixa homografia; per tant, és suficient considerar la unitat
u = +/—1. Aix{, obtenim que ¢(v/—1) = (——%Q, 2o, Yo, zo) > PET @ una repre-
sentacié (zo, Yo, 20) € R*(nz+20(D,M),34 L), i p(v/=1) = (1,31, 21, —221)5,
per a (z1,¥1,21) € R*(no,n) 3, 1;Z).

De manera analoga, en el cas d’ordre 3 considerem les unitats del cos quadratic
F = Q(+/-3); aquestes unitats sén 1, €, €2, =1, —¢ 1 —¢?, on € = 1325, i
només estan contingudes en I'ordre quadratic maximal Ap = A(—3,1). Per
a aconseguir homografies, llevat unitats trivials i canvi de signe, és suficient
considerar les unitats € i 2.

Aixi, una homografia v € I's(D, N), aplicant de nou 8.1.7 1 8.1.8, és v =
®(p(e)) o bé v = ®(p(e?)), per a ¢ € I(O(D,N),Ar). La proposicié
7.3.5 déna l'expressié explicita de (v/—3) en funcié d’una representacié
(%0,%0,20) € R*(nz420(D,N);33;Z) o bé d’una representacié (x1,y1,21) €
'R*(ng()D,N),s, 1;Z). A partir d’aquestes expressions obtenim els resultats
seglients, que completen la demostracié de (ii):

1—z .
(p(&') = ( 9 O’xO’yOVZO) = (1;1, ylazlal - 2371)87
B

—-1—-=z
99(52) = ( ) 07w0,y0120) = (ml—' 1,y1,z1,1—2:c1)3. a

B
8.1.11 Corollari. Sigui X(D,N) una corba de Shimura uniformitzada per
un grup d’homografies quaternioniques I'(D,N). Aleshores, els conjunts de
punts elliptics Po(D, N) i P3(D,N) es determinen a partir del cdlcul de

representacions dels conjunts R*(nzi20(p,N)3 4 Z) iR*(nZ+20(D,N),3,3;Z),
respectivament. O
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8.1.12 Remarca. A partir del teorema anterior, per a cada representacié
(20, Yo, 20) € R*(nz4203,3;Z), 0 bé (21,11,21) € ’R*(ng,)s, 1;7Z), tenim dues
possibles homografies elliptiques d’ordre 3: oy = @(e) i 03 = (e?) =
(ple))? = of. Ara bé, si 1 € H és el punt elliptic corresponent a oy, és
clar que 7 també és un punt fix de o2. Per tant, les dues possibilitats ens
donen els mateixos punts elliptics. O

8.1.13 Remarca. Utilitzant el nombre de classes d’immersions optimals
dels anells d’enters de Q(v/—1) i Q(v/=3) en O(D,N), es reobtenen les -
férmules per al nombre de punts elliptics d’ordre 2 1 3 de les corbes de
Shimura X (D, N), donades al capitol 2. Aquest fet és un cas particular del
resultat per als punts de multiplicacié complexa, que veurem a 9.1.17. O

Per a cada corba de Shimura X (D, N) concreta, a partir de 'ordre O(D, N)
explicit podem calcular, efectivament, les homografies i els punts elliptics,
utilitzant els resultats anteriors. En particular, aixo s’aplica als ordres calcu-
lats en les taules 1.5-1.6, i a les formes normiques corresponents, contingudes
en les taules 7.6-7.9.

8.1.14 Teorema. Sigui X(2p, N) la corba de Shimura determinada pel grup
p—1
2
lliure de quadrats. Fizem P’dlgebra de quaternions Ha(p) i Uordre O4(2p, N) =

Z{1,1,Nj, EL";’ﬂ?—] , que és un ordre d’Eichler de nivell N. Aleshores:

3

d’homografies quaternioniques I'(2p, N), per a p = 3 mod 4 i N|

(i) El conjunt de punts elliptics d’ordre 2 de X (2p, N) és
Py(2p, N) = T(2p, N)\Pa(2p, N) N,

on ’ﬁz(2p, N) és igual a

{7 _ (2zo+z)/PE2
0" —(2Nyo + 20) + 200/7

: (%0, Y0, 20) € R*(nz420,3 4; E)} =

o -zt . .
= {7‘1 = -(NZ; — :L'l) — 1?1\/5 : (x;,y;,zl) ER (’no,g,l»,Z)}‘

(ii) El conjunt de punts elliptics d’ordre 3 de X(2p, N) és

Pa(2p, N) = I(2p, N\ Ps(2p, N)N'H,
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on Ps(2p, N) és igual a

(220 + 20)\/P £ V3t
= 1 {Zo, Yo, eER" AR
{Vo —(2Nyo + 20) + 20/P (0, Yo, Z0) (nz+20,3 )

_ {,, Q- m)BEVE
YT 0+ 2(Na @) + (L 2Zo)yp

(21,1, 21) € R*(n$5, 1,2) }.
(iii) Els conjunts d’homografies elliptiques corresponents son
P2(2p3 N) = {71'0 1T € p2(2p: N)} = {’}’1'1 1T € P2(2p3 N)})

T3(2p, N) = {7 : w0 € Pa(2p, N)} = {m, : 1 € P5(2p, N)},

on

To =35\ —(2Nyo + 20) + zo/P  —(2z0 + 20)\/P

1 ( (220 + 20)+/P (2Nyo + z0) + 20/ ) |
e = ( (= )/P (Nzy— 1) — 21,/P )
m —(Nzy — 1) — T1,/P —(y1 = ml)ﬁ )

Yo = Tro +Id, T = Tm +1d.

DEMOSTRACIO: Determinem les homografies el'liptiques d’ordre 2 i 3 a partir
del teorema 8.1.10 anterior. ”

Sigui 4 una homografia elliptica d’ordre 2. Aleshores, existeix una represen-
tacié (o, Yo, 20) € R*(nz+20 4(2p.N),3:4; Z) que determina una immersié ¢ €
Z(0a(2p, N),A(=1,1)), de manera que v = ®(p(v/—1)). Si apliquem 8.1.10
(i), obtenim explicitament que v = ®(1((2z0 + 20)7 + (2Nyo + 20)7 + 20i5));
és a dir, ‘

1 ( » (200 + 20)\/F  (2Nyo+ 20) + 20(/F ) _

T=3 2Nyo + z0) + zo/P  —(2m0 + 20)\/P
L 2
Per tant, els punts fixos de v sén els punts elliptics (220 + 20) /P 2 )
—(2Nyo + 20) + z00/P

També existeix una representacié (z1,y1,21) € R*(nos,1;Z) tal que de-
termina una immersié ¢ € I*(O4(2p, N),A(—1,1)), de manera que vy =
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$(p(v/-1)). En aquest cas, tenim que y = ¢((g1 — &1 )i+ (Nay—z1)7—2187));
per tant,

,_( (nn —z1) /P {NZ:~$1)“%\/§)‘
1= —~(Nzi—z1)—z1p —(nn—21)\/P

(y1 —z1)y/PE0L
—(NZI - 3}1) — .’171\/.?5‘

Per als punts elliptics d’ordre 3 de X(2p, N), la demostracié és analoga a
P'anterior, utilitzant 8.1.10(ii). Donada -y una homografia elliptica d’ordre 3,

tenimy = ® (p () o béy =P (p(e?)),one = l—%ﬁ Es calcula

Els punts elliptics corresponents sén ara

I

i

v (e?) (=14 (220 + 20)i + (2Nyo + 20)j + 20i7)

i

=1+ F 20y = 2))i + (L + 2(Nz) = 221) + (1 = 224)i),

per a certes representacions (Zo,¥0,20) € R'(nz4203,3Z) i (z1,y1,21) €
R'(ng?s, 1;Z). Si apliquem ® a aquestes igualtats obtenim les expressions
de les homografies i els corresponents punts elliptics donades a ’enunciat.
Notem que, com hem remarcat anteriorment, les dues possibilitats per a
homografia ¥ donen el mateix punt elliptic. O

Utilitzant uns altres arguments, es troba també la descripcié equivalent
segiient, en funcié de la forma normica ternaria associada a lalgebra de
quaternions, que generalitza la donada a [Als97).

8.1.15 Teorema. Sigui I'(2p, N) el grup d’homografies definit a partir de
Pordre d’Bichler O4(2p, N) = Z [1,i, Nj, X3} € Hy(p), on N|252, lliure
de quadrats. Aleshores, els conjunts de punts elliptics de X{2p, N) d’ordre 2
it d’ordre 3 son, respectivament,

Py(2p, N) = T(2p, N)\Py(2p, N) N H,
P3(2p, N) = F(?}}, N)\pli(gpa ]V) nH,

on Py(2p, N) i Ps(2p, N) sén els conjunts segiients:

b 2
{% :(byc,d) € R(nugs,4;2),b,¢,d parells, 2N|c — d} ,
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byp £ NED
—c -+ d\/f)

Per a un punt elliptic 7 € §2(2p, Nyu ’53(21), N) donat per les ezpressions
anteriors, T = 1(b, ¢, d), la matriv elliptica corresponent és

=_1_ a+b/p c+d\/j3
I 2\ —c+dyp a-byp )}’

ona=0siT€ P2, N)ia=1site Ps(2p,N).

: (bye,d) € R(np3,3;Z),b,c,d senars, 2N|c — (l} .

DEMOSTRACIO: Sigui v € [¢(2p, N) una homografia elliptica. A partir
de la descripci6 explicita del grup I'(2p, N), cf. 2.3.4, podem escriure v =

L a+b/p c+dyp ) o
2(-—-—c+d\/§ a—by/p , on a,b,csoén enters, a = b = ¢ = d mod 2,

2N | ¢ —d, det(v) = 1 i]a] < 2. Per tant, tenim que els punts elliptics sén
_by/pEtVar-4
T —c+ d\/p
a = 1. Sia =0, aleshores els punts elliptics son els punts 7 = -——-———-b\/;—) =2 €C,
~c+d\/p
de manera que b,c,d sén solucions enteres de I'equacié —pb? + ¢ — pd? =
4, amb b = ¢ =d = 0 mod 2 i 2N|c — d; en particular, b,c,d parells.
byp V31
—c+d\/p
b,c,d sén una solucid entera de ’equacié —pb? + ¢ — pd* = 3, amb b =
c=d =1 mod2i2N|c— d; en particular, b,c,d sén senars. L’equacié
anterior equival a considerar la forma normica ternaria associada a ’dlgebra,
de quaternions ny3(Y, Z,T) = —pY?+ Z2 — pT'?; aixi, cal estudiar el conjunt
de representacions de 3 1 4 per ny 3 sobre Z, depenent de p, amb les condicions
de paritat i divisibilitat anteriors.

yona = 0,1, ~1; de fet, és suficient considerar a = 0 i

Si a = 1, els punts elliptics sén els punts 7 = € C, tals que

Recordem que I’ordre dels punts elliptics ve determinat directament pel valor
de la traca de I’homografia de la qual és punt fix, cf. 2.2.6. També es pot
calcular directament l’ordre de '’homografia que el fixa. O

8.1.16 Remarca. Els punts elliptics pertanyen a les semirectes incloses a

3
H, de pendent :t:-—-—— o bé £——, segons si sén elliptics d’ordre 2 o d’ordre
b \/‘ b/

3, respectivament. O

De manera analoga, s’obtenen els resultats segiients per a algebres poc ra-
mificades de tipus B.
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8.1.17 Teorema. Sigui X(pg, N) la corba de Shimura determinada pel grup
d’homografies quaternioniques I'(pq, N), per a ¢ =1 mod 4, (g = -1,
N (-—w——-— ltiure de quadrats i mcd(p, N) = 1. Fm;em Z ‘algebra de quatemzons

Hg(p, q) i Pordre d’Bichler Og(pg, N) = Z[1, Ni, 13 &4,

Aleshores, tots els punts elliptics de X(pg, N) tenen ordre 3 i P3(pq,N) =
I(pq, N)\Ps(pg, N) N H, on Pa(pg, N)

_ {Va _ (2Nzo+y0) P V3L

: (o, Yo, 20) € R*(n N3 3 L) ¢ =
prE— (Z0, Yo, 20) (nZ4+20(pq,N),3 | )}

- {Vl _ (gNyl +Z1)ﬁiﬁb

= : rR* (1),1;2 .
(=22 - agp) | hP0A) ER o )}

El conjunt d’homografies elliptiques corresponent és

Te(pg, N) =T3(pg, N) = {7 : 0 € P3(pq, N)} = {7, : th € Ps(pq,N)}, on

1 ( +1 4 (2Nzo + Y0)/P 20 + Yo/P )
2 q(2z0 — Yor/P) +1— (2Nzo + yo)\/2 /)’

( 14+ @Np +2)/B (L= 221) +21/p )
Y q((1 = 2z1) — 21,/P) +1 - 2Ny1+21)yp /)’

n

Yo

DEMOSTRACIO: Vegem que no hi ha punts elliptics d’ordre 2. En primer
lloc, veiem que no hi ha immersions de Q(v/—1) en Hp(p,q). En efecte,

tenim que (—— = 1, per ser ¢ = 1 mod 4, per la qual cosa el primer
q

q descompon al cos quadratic Q(+/—1). D’altra banda, el discriminant de
Palgebra Hp(p, q) és pq. Per tant, si apliquem el criteri 1.1.19, tenim que efec-
tivament Z(Hp(p,q), Q(v/—1)) = 0. Notem que concorda amb les férmules
donades a 2.4. Ara, pels resultats 8.1.7 i 8.1.8 deduim que Ty(pg, N) = 0 i
Pa(pg, N) =0

Determinem les homografies elliptiques d’ordre 3. Siguiy € I‘g(pq, N). Exis-
teixen representacmns (%0, Yo, 20) € R*(N24205(paN)3: 35 L) 1 (21,¥1,21) €
’R*(nc, 32 1;Z) que determinen una immersié ¢ € I*(Op(pg, N), A(=3,1)),
de manera que v = ®(p(u), on u és una unitat de A(—3,1)). Si apliquem
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directament el teorema 8.1.10 (ii) a l'ordre Op(pg, V), fixant la base norma-
litzada B = {1, N7, 31 tenim explicitament que

7 = 38(1+ (2Nwo + yo)i + 20 + vai)) =

= %‘I’(l -+ (2Ny1 -+ Z])i + (1 - 21121)] + Zlij)),
o bé, '
v =3®(=1+ (2Nzo + yo)i + 20 + Yaij) =
= %@(—1 -+ (2Ny1 + Zl)i + (1 e 2331)] + Zlij).
Per tant, les homografies v € I'3(pg, N) s6n de la forma

_ 1/ 41+ (2Nzo + yo)4/P zo + Yo\/P )
v 2 q(z0 — yo\/P) +1 - (2Nzo + yo)/P

( +1 4+ 2Nys+21)vp  (1—2z1)+ 2P )
T2\ q((1-221) ~2p) E1-CNy+2z2)yp )

Si en busquem els punts fixos, obtenim els punts el'liptics

(2Nx0+y;))\/;5:{: V3 (2Ny1 + 2P E ‘\/.L
q(20 — Yo\/P) q((1 = 2z1) — z14/p)

8.1.18 Teorema. Szguz I(pgq, N) el grup de matrius definit a partir de lor-
dre d’Eichler C’)B(pq,N) = Z{1, Nz,“'J ;"—‘l} C Hgp(p,q), on N és lliure
de quadrats, N lq , imcd(p, N) = 1. Aleshores, tots els punts elliptics de
X(pg, N) tenen ordre 3 i pertanyen a les semirectes incloses a H de pendent
:i:—‘[—- Ezplicitament, Ps(pq, N) és el conjunt

by/P £ V3
g(c — d\/p)

: (byc,d) € R(nus,3;Z), ¢ senar, 2N|b — d} .

Per a un punt elliptic 7 = 7(b,¢,d) € Ps(pg, N) la matriu elliptica corres-

ponent €s
_l( 1+4bp ct+dyp
” ( (c-—d% - z,%)

DEMOSTRACIS: Es analoga a la de la proposicié 8.1.15, tenint en compte la
descripcié del grup quaternionic I'(pg, 1), cf. 2.3.5. Aixi, una homografia v =
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1/ a+b/p c+d\/55> , o .
— dl F ,N 5 y ’b, ,ZGZ,
2 ( q(c—d\/p) a—b/p és del grup T'(pg, N) si, i només si, a,b, ¢,
a=c mod 2, 2N|b—d i det(y) = 1.

Per 2.4.5 ja tenim que ez(pg, N) = 0. Es pot veure també directament,
utilitzant la interpretacié com a representacions. En efecte, suposem que fos
v € I'2(pg, N). Aleshores, per 2.2.6 caldria que tr(y) = 0. Per tant, hauria
de ser @ = 0 i c un enter parell. Com que n(7y) = 1, tindriem que —pb? —
gc? + pgd? = 4. Aixi, la forma ndrmica ng3(Y, Z,T) = —pY? — ¢Z% + pgT?
representaria 4. Ara bé, si plantegem la igualtat anterior modul g, tindriem

que —pY? =4 mod ¢. En particular, =22} = (4) = 1. Perd aixd no pot
q aq q

ser, perque per hipotesi g=1 mod 4 i (s) = —1. Per tant, ['y(pg, N) = 0.

Sigui vy € I'3(pg, N). Aleshores, per 2.2.6 cal que tr(y) = 1, la qual cosa ens
assegura que @ = 1 i ¢ és un enter senar. Com que n(y) = 1, tenim que
—pb? — qc? + pgd® = 3; és a dir, cal que (b,¢,d) € R(npys,3;Z), on b,c,d
satisfan les condicions de paritat i divisibilitat anteriors. O

Per a la recerca d’homografies quaternioniques elliptiques de I'(D, N) i els
seus punts fixos, hem utilitzat ’equivaléncia entre immersions i representa-
cions de formes ternaries. De manera alternativa, també podem utilitzar

Pequivaléncia entre el conjunt d’immersions Z*(O, A) i el conjunt de formes
binaries H*(Z + 20, A), donada a 7.4.5.

En particular, pel que fa als punts fixos de les homografies, la relacié amb les
formes quadratiques binaries és directa, pel lema 2.2.8. Aix0 és especialment
aplicable en la recerca de punts elliptics. Aixi tenim el resultat general
seguent. ‘

8.1.19 Proposicid. Sigui X(D,N) la corba de Shimura definida per un
grup d’homografies quaternioniques I'(D,N). Sigui O(D,N) C H un or-
dre d’Eichler associat a T'(D, N). Aleshores,

Pu(D,N) = {r(f) : f € H'(Z+20(D,N)), deta (f) = 5},

ond=4sk=216=3s1k=3.0

A partir d’aquest resultat, podem calcular Uexpressié dels punts elliptics
per a les corbes de Shimura X (D, N) corresponents als casos poc ramificats
de tipus A i B, utilitzant la descripcié dels conjunts de formes binaries as-
sociats donada en 7.4.12 i 7.4.14, respectivament. Per a P’ordre d’Eichler
O4(2p, N) C Hy(p), el resultat que obtenim és exactament el mateix que
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hem obtingut en 8.1.15, relacionant la condicié det;(f) = § amb les repre-
sentacions de la forma normica ternaria de l'algebra ny s, cf. 6.3.7. Per a
Palgebra Hp(p, q) i Vordre d’Eichler Op(pg, N), el resultat obtingut es cor-
respon amb 8.1.18. De manera analoga s’aplicaria també al cas no ramificat,
que hem exclos en iniciar aquest capitol.

8.1.3 Homoteécies i simetries principals de I'(D, N)

Pel teorema 8.1.7, totes les homografies hiperboliques del grup I'(D, N) s’ob-
tenen via immersions optimals d’ordres quadratics de cossos reals en 1’or-
dre O(D, N), a partir de les unitats quadratiques. Alguns d’aquests ordres
quadratics tenen un paper especialment important.

Recordem que, al llarg de tot el treball, hem fixat la immersi6 ® : H =
(%é) — M(2,Q(v/a)) € M(2,R), donada a 1.1.25. Aixd fa que les unitats

del cos quadratic real Q(y/a) siguin especialment importants, sobretot la
unitat fonamental. Aplicant els resultats anteriors, obtindrem homografies
hiperboliques especials.

8.1.20 Notacid. Sigui a un enter positiu, lliure de quadrats. Sigui ¢ la
unitat fonamental de Q(y/a). Posem { =esin(e) =11é =¢e?sin(e) = —1.
Aleshores, denotem per h ’homografia hiperbolica de SL(2,R), obtinguda a

partir de §; és a dir,
_(¢0
h = ( 0 fl .a

Observem que accié de h ve donada per h(z) = €2z, on € € R. D’aqui
deduim la seva interpretacié geometrica.

8.1.21 Lema. L’homografia hiperbolica h €s una homotécia de centre 0 i rad
£2. El seus dos punts fizos reals son, doncs, 0 1 00, O

8.1.22 Lema. Donats D ¢ N, en les condicions generals fizades en ini-

ciar el capitol, considerem el grup d’homografies quaternioniques I'(D, N) C
SL(2,R). Aleshores, existeiz un dnic s € N tal que

(a) h* € I(D, N).

(b) Si h* € T(D,N), aleshores s|s’.
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En particular, st N = 1, aleshores s = 1.

DEMOSTRACIO: Fixem una algebra de quaternions H = (-%é) de discri-
minant D i un ordre d’Eichler O(D,N) C H denivell N.

Considerem la immersié natural i : Q(y/a) <+ H, donada per i(a) := e,
de manera que h = ®(i(£)). Considerem Pordre quadratic de Q(y/a) definit
per A := (i"YO(D,N))) N Q(+/a). Fixat A, sabem que existeix un dnic
k € N tal que ¢* és la unitat fonamental de l'ordre A. Si k és parell i
n(e) = ~1, aleshores n(e*) = n(¢*?) = 1 i considerem s = k/2. En cas
contrari, considerem s = k. Aixi, n(€’) =11i1(¢) € O(D,N)*,. Per tant,
R = ®(p(£°)) € T(D, N). Es clar que aquest s satisfa les dues propietats
(a) 1 (b) de I’enunciat.

En particular, per a Pordre maximal O(D, 1) és clar que s = 1, ja que 'ordre
quadratic A obtingut és 'anell d’enters de Q(y/@). O '

8.1.23 Definicid. Fixat el grup d’homografies quaternioniques I'(D, N), el
lema anterior determina una homografia hiperbolica h®, que anomenem ho- -
motécia principal de I'(D, N). O

8.1.24 Lema. Sigui h* Phomotécia principal de T(D, N).

(1) Els punts z i "z sén T(D, N)-equivalents, per a tot n € Z.

(ii) Sigui v € I(D,N),,. Aleshores, v*" 1= h*"yh™*" € [ 2en,,, per a tot
n€Z. ‘

DEMOSTRACIO: Tenim que A*" = 80 (630,,), . Per tant, h*"(2) = £?*"z,
pera z € H, ja quen(e)® = 1. Si apliquem que s satisfa (a), deduim 'apartat
(i)

Suposem que v € ['(D, N) és una matriu que té z, com a punt fix. Amb
aquesta hipotesi, i aplicant el calcul anterior, tenim que A*yh™#"(£2"2,) =
(€%*"zg), la qual cosa demostra (ii). O

8.1.25 Remarca. Fixada una algebra de quaternions H, a més del cos
Q(v/a), també hi ha altres cossos quadratics reals pels quals podem assegu-
rar en general que existeixen immersions en 1’algebra de quaternions H; per
exemple, Q(v/D). En aquest cas, de manera aniloga a I’anterior, obtindriem
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una homografia hiperbolica de SL(2,R). Ara bé, per tal de relacionar-ho
amb el grup I'(D, N) caldria fixar alguna immersid, ja que en aquest cas no
hi ha una inclusié natural de Q(v/D) en H. Aixd es podria aconseguir fixant
des de ’inici una immersié de H en M(2, Q(v/D)), enlloc de &. O

Ara bé, a part de les homotécies principals, hi ha altres aplicacions en el
semipla de Poincaré amb un significat especial en els dominis fonamentals.
Recordem que, donat un cercle en el pla complex, tenim definida l'aplicacié
inversié respecte del cercle, cf. 2.2. Si el cercle és.una recta hiperbolica, la
inversi6 respecte del cercle 'anomenem simetria hiperbolica.

A partir dels resultats sobre ’existéncia i el nombre d’immersions optimals,
7.2.13, obtenim facilment el lema segiient.

8.1.26 Lema. Sigui O(D, N) un ordre quaternionic. Aleshores l’ordre qua-
dratic A(—~DN, 1) satisfd que

- I*(O(D, N),A(~DN,1)) £8, v(D,N,-DN,1;0(D,N)*) = 2,

ont = §{p : p*IN, k& > 2}. En particular, si N és lliure de quadrats,
v(D,N,—DN,1;O(D,N)*)=1. O

Per a cada immersié ¢ € Z*(O(D, N), A(~DN, 1)), posem w = @(/=DN).
Tenim que n(w) = DN i tr{w) = 0 i w € O*D,N), ja que vV/=DN €
A(—DN,1). Aixi, en considerar aplicacié d definida a 7.4.6, tenim una
homografia 1 := ®(w) € SL(2,R).

Analogament, si ~DN =1 mod 4, aleshores considerem també les immer-
sions ¢ € IZ*(O(D,N),A(—=DN,2)), a partir de les quals també obtenim
elements de O(D, N) de norma DN i traga 0, ja que V—DN € A(-DN,?2).

8.1.27 Definicions. Sigui n una homografia de norma DN i traca 0, cons-
truida a partir d’una immersi6 en la forma indicada en el paragraf anterior.
Suposem que % no fixa l'infinit. Aleshores diem que el cercle d’isometria C,,
associat a 7 és una recta hiperbolica principal del grup I'(D, N). Una sime-
tria hiperbolica es diu principal respecte de I'(D, N) si és la simetria respecte
d’una recta hiperbolica principal de I'(D, N). O

Remarquem que el calcul de rectes, i simetries, principals es realitza a partir
del calcul d’immersions, per al qual utilitzem les formes quadratiques.

Recordem que tota homografia 7 és la composicié de la simetria hiperbdlica
respecte del cercle C,, amb la simetria respecte de la recta L,, determinada
per 1.
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2 una homografia tal que el cercle d’isome-

tria C,, és principal. Aleshores L, és la recta d’abeisa afc.

8.1.28 Lema. Sigui n = (i

DEMOSTRACIO: Siguin 21, z; els punts fixos de 1. Pels resultats sobre cercles
d’isometria 3.1, ’abcisa que determina la recta L, és 232, Com que C, és
principal tenim que tr(n) = 0, per tant d = —a. Aixi 'equacié dels punts
 fixos és ¢Z? — 2aZ — b =0, per tant 3E2 =g/c. O

També es pot raonar el lema anterior utilitzant directament 3.1.11 1 els re-
sultats d’aquesta seccid, ja que n prové d’un cos imaginari, per la qual cosa
és una homografia elliptica. En qualsevol cas, notem que ’abcisa de L,
coincideix amb el centre del cercle d’isometria.

En particular, comparant amb el cas modular, ens interessem especialment
pels casos en qué L, és 'eix imaginari. Aixo s’aconsegueix si, i només si,
I’homografia n té zeros a la diagonal.

8.1.29 Cas poc ramificat de tipus A. Sigui O(2p,1) C Hu(p) lordre
maximal que correspon al grup d’homografies quaternioniques I'(2p,1). Com
a exemple, fixem p = 3. Considerem w = —3j + 17, que satisfa n(w) = 6 i
tr(w) = 0. Aleshores,

~ 1 0 -34v3 V2
:@(w):%<3+\/§ ‘ Of), C""'“C(O’TZ”;/E)'

El cercle d’isometria C,, és una recta hlperbollca principal i L, és D'eix ima-
ginari. Si posem w' =1i+4+3j, que tambe satisfa n(w ’) =61 tr(w') = 0, tenim
que

=8 == (T A). er=c VAV,

El cercle d’isometria Cyy és una recta hiperbolica principal i Ly és la recta
d’abcisa —1/+/3. O

8.1.30 Cas poc ramificat de tipus B. Sigui Op(pg,1) C Hg(p, q), l'ordre
maximal que correspon al grup d’homografies quaternioniques I'(pg,1). En
aquest cas, donem expressié d’una recta principal de I'(pg, 1) en funcié de
q. Considerem

=20 %) G=couva,
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El cercle d’isometria C), és una recta hiperbolica principal i L,, és 'eix ima-
ginari. En efecte, n = ®(iy), n(iy) = pg, tr(ij) = 0. O

8.1.31 Remarca. Notem el paral.lelisme amb el cas no ramificat, I'(1, N) =
Lo(N). Considerem

0 -1
w = ( N 0 ) € Oo(1,N), n(w)= N, tr(w) = 0.
Aleshores obtenim |

1=80) == (4 T5)s Ca=COUVE),

El cercle d’isometria C), és una recta hiperbolica principal i L,, és I'eix ima-
ginari.

Si N és senar, també podem considerar

N —N+ii
W = ( oN ——2N ) € Oo(l,N), n(w) — N,tl‘(u}) = 0.

Aleshores obtenim

t

/

n= (w):"\f—fj\—,

El cercle d’isometria Cyy és una recta hiperbdlica principal i L, és la recta
d’abcisa 1/2. Canviant els signes de la matriu, obtenim " amb cercle C,y =
C(-1/2,1/2V/N) i Ly la recta d’abcisa —1/2. O

' N+l
=(ay 2y ), Gr=camapvm,

8.2 Dominis fonamentals

En aquesta seccid, estudiem els cercles d’isometria associats a homografies
quaternioniques amb l’objectiu de construir dominis fonamentals per als
grups d’unitats quaternioniques I'(D, N), amb D > 1. Les notacions re-
latives als cercles d’isometria i als dominis fonamentals les hem explicitades
en el capitol 3, on hem calculat dominis fonamentals per al cas no ramificat.

Seguint el metode dels cercles d’isometria, en primer lloc determinem el sub-
grup I'(D, N) i construim un domini fonamental D,(T(D, N)o ) que satisfa
les propietats desitjades. A continuacié, demostrem resultats sobre la in-

teraccié de I'homoteécia principal i els cercles d’isometria associats a homo-
grafies de T'(D, N).



260 Cap. 8. Uniformitzacié hiperbolica de corbes de Shimura: cas ramificat

8.2.7 Construccié de D(I'(D,N)w), pera D > 1

Sigui H = % una algebra de quaternions indefinida de discriminant

D > 1. Suposem que ¢ > 0 i fixem el monomorfisme ¢ : H — M(2,R),
donat a 1.1.25, que ens determina una immersié de H en M(2,Q(y/a)). Sigui
¢ la unitat fonamental del cos quadratic real Q(1/a). Recordem que posem
§=esinle) =11¢ =¢e?sin(e) = —1. Sigui ['(D, N)s el subgrup de
I'(D, N} format per les homografies que fixen U'infinit.

8.2.1 Notacié. Donats dos nombres ry,r, € RY, denotem per S(ry,m2) la
semicorona {z € H : ry < |z| < o}

8.2.2 Proposicid. Siguir un nombre real positiv. Sigui h® 'homotécia prm_
cipal de T(D, N). Aleshores,

(i) T(D, N)oo =< h* >

(1) S(r,&%r) és un domini fonamental en H per Paccid de T{D, N)s; €s
a dir,

D, (D(D,N)w) = {z €H:r < 2| < E%r}.

DEMOSTRACIO: Sigui v € I'(D, N) tal que y(00) = oco. Sigui O(D, N) un
ordre quaternionic tal que I'(D, N) = ®(O(D, N)3). Utilitzant Pexpressié
- generica dels elements enters de ®(H) obtenim que ‘

7:::.(3 :3, )«, amb u € Q(\/a),

jaque §' = z—y+/a = 0 implica que z = y = 0 per ser ¢ # 1; per tant, § = 0.
Notem que només pot ser ¢ = 1 en el cas no ramificat, D = 1; aleshores,
la immersié ® també té sentit i seria ' = z —y, perd B = z+y # 0. Els
elements obtinguts aleshores sén les translacions.

Del fet que v € I'(D, N) deduim que tr{u) € Z, n(u) = 1; per tant, u és
una unitat de I'anell d’enters de Q(v/a@) i ha de ser poteéncia de la unitat £
construida a partir de la unitat fonamental. Aixi, existeix m € Z tal que
u = {™ i, per tant, v = A™. Ara bé, si apliquem la notacié i el resultat de
8.1.22, tenim que sjm iy = h™ = (h*)" per cert n € Z, s = s(D,N). Notem
que h* € T(D,N)w. Aixd ens diu que I'(D,N)o és el grup ciclic infinit
generat per A*; és a dir,

CT'(DyN)o ={h*"™ :n € Z}.
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Utilitzant la interpretacio geometrica de h, és clar que h* és una homotecia de
centre (0,0) i rad £2°. Per tant, el domini fonamental de I'(D, N)o, =< h® >

és una semicorona S(ry,rz), amb ry = £2°r;. El valor de r = r; el podem
escollir. O

Observem que, fixada una semicorona § = S(r, £2*r), és clar que les semi-
corones h°"(.S) recobreixen el semipla de Poincaré; tenen radi cada cop més
gran a mesura que n tendeix a 'infinit i radi cada cop més petit quan n
tendeix a menys infinit. '

8.2.3 Remarca. Notem el parallelisme d’aquesta construccié amb la del
cas D = 1, on els elements que fixen I'infinit sén les translacions. El resul-
tat és clar si considerem ’algebra no ramificada M(2,Q) i Pordre d’Eichler
Oo(1,N) € M(2,Z). Si considerem l’algebra de quaternions no ramificada

H= (1(& i Pordre d’Eichler Opr(1,N) = Z [1, &ZZNK::%*—JI%] CH,

observem que també s’obté el grup de les translacions amb el mateix argu-
ment que en la demostracio anterior. O

8.2.4 Remarca. D’alguna manera, comparant amb el cas modular, es trac-
taria de triar una semicorona basica, que faci el paper que fa la banda
{z € H : |Re(2)| < 1/2} per al cas no ramificat. Ara bé, si analitzem
més a fons el cas modular, observem que el domini fonamental escollit és
invariant per la simetria respecte de la recta hiperbolica que determina ’eix’
imaginari. Recordem que una simetria axial és un cas particular del que hem
anomenat inversié del cercle, cf. 3.1, que és la composici6 de la conjugacié
complexa i una homografia. En aquest sentit, donada la representacié del
domini fonamental en forma de semicorona, té sentit determinar una recta hi-
perbolica, que sera un semicercle amb centre 0, de manera que D(T'(D, N ), )
sigui invariant per la simetria hiperbolica respecte d’aquesta recta; és a dir,
que sigui invariant per la inversi6 respecte d’aquest cercle. El punt clau és

escollir quina ha de ser aquesta recta hiperbolica especial. Resumim aquests
comentaris en el lema segiient. O

8.2.5 Lema. Sigui r € R*. Un domini fonamental D(I'(D, N)) €s in-
variant respecte de la simetria hiperbolica donada per la recta hiperbolica

C = C(0,7¢°) si, i només si, D,(T(D,1)s) = S(r, &¥r).

DEMOSTRACIO: Suposem que D(IN(D,1)s) = S(r,£%*r) i considerem C, =
C(0,7)iC; = C((0,0), £r) les rectes hiperboliques que el delimiten. El punt
mig entre els punts r¢ i £2°r¢, segons la distancia hiperbolica § definida a la
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623,',.
Y
dir, y = £*r. Notem que hi ha infinites rectes hiperboliques que passen pel
punt £°r¢ 1 no tenen interseccié amb les rectes hiperboliques C ni Cs; pero cap
d’aquelles és equidistant a aquestes dues rectes. Fixem la recta C = C(0,£°r)
i sigui f la simetria hiperbolica respecte d’aquesta recta. Per a veure que
la semicorona és invariant, és suficient provar que f(C;) = C. En efecte,

§0 )2
. . T
expressant f en funcié del centre i el radi de C, tenim que f(z) = %-)——
En particular, f(r) = £%r i f(re) = £**rs; i com que les rectes van a parar a
rectes, tenim que f(Cy) = C,.

seccid 2.1, és (0,y) tal que 6(r,y) = ‘log ‘%H = \log ‘ = 6(y,%r); és a

A la inversa, sigui D(T(D, N)s) = S(r',£%r') una semicorona invariant
respecte de la simetria hiperbolica donada per la recta hiperbolica C' =

8 Y2,/
C(0,&°r), que denotem per f. Aleshores, f(r't) = £‘f—(:}—);E

ha de ser igual a

£2°r'y; per tant, v’ = . O

8.2.6 Remarca. Com a conseqiiencia del resultat anterior, per a un grup
quaternionic I'(D, N), fixada una recta hiperbolica C = C(0,r), tenim tres
dominis fonamentals especials de D(I'(D, N)) amb bones propietats res-
pecte de C, que sén els segiients:

(1) S(r,£%r), de manera que C és ’aresta inferior.
(i) S(é7%*r,r), de manera que C és I’aresta superior.

(iii) S(€7°r,£%r), de manera que és invariant per la simetria respecte de C.

En el cas del domini fonamental D(I'(1, N)w ), per als casos modulars podem
fixar com a recta hiperbolica destacada C el semieix imaginari. Entre els
tres dominis fonamentals amb bones propietats respecte de C, que acabem
de comentar, el domini fonamental habitual correspon al cas (iii). Notem que
satisfa que en cada cicle parabolic hi ha un 1nic vertex. En el cas que D > 1,
no tenim punts parabolics, per tant no podem aplicar un criteri analeg per
a decidir entre les tres possibilitats anteriors. En aquest sentit, n’hi haura
prou amb fixar una recta hiperbolica C.

Per exemple, es pot fixar una recta hiperbolica C' que contingui punts el-
liptics. Recordem, a més, la simetria dels punts elliptics respecte de I'eix
imaginari, cf. 2.2.16, de manera que com a minim C contindra dos punts
elliptics, que poden ser o no equivalents entre si. Aleshores, com que els
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punts elliptics no poden ser a l'interior del domini fonamental, escollirem un
domini fonamental respecte de C segons les opcions (i) o bé (ii) anteriors.

També es pot fixar una recta C que sigui una recta hiperbolica principal per
a I'(D,N), en el sentit de 8.1.27. O

8.2.2 Cercles d’isometria

A continuacié estudiem els cercles d’isometria. Recordem que el metode
utilitzat en el capitol 3, per a la construccié dels dominis fonamentals, re-
queria que la regié determinada per la interseccio entre el domini fonamental
D(T(D, N)«) 1 Pexterior de tots els cercles d’isometria fos no buida. En par-
ticular, cal que la interseccid dels exteriors de tots els cercles d’isometria sigui
no buida. Aquest requisit no se satisfa pas en general per a D > 1. Els resul-
tats seglients mostren les obstruccions al metode i suggereixen alternatives
per a aconseguir un refinament del métode.

En primer lloc, estudiem els cercles d’isometria corresponents a les homo-
grafies elliptiques. A continuaci6, provem relacions entre cercles d’isometria
associats a una homografia en general.

8.2.7 Lema. Fizada une dlgebra de quaternions de divisid, H, sigui v una
homografia quatemzomca, tal que el cercle d’isometria C,, tmguz centre o, =
(0,0). Aleshores, v és elliptica d’ordre 2.

C o a,b < : o
DEMOSTRACIO: Sigui H = (——’-—-—) una algebra de quaternions de discrimi-

Q

nant D. En general, tenim que vy = b(;’ g , ), utilitzant la representacié

® de H en M(2,Q(v/a)), fixada a 1.1.25. La condicié o, = 0 implica ne-
cessariament o/ = 0; per ser a > 1, tenim que aleshores també a = 0 i, per
tant, tr(a) = 0. Aixi, per 2.2.6, '’homografia v és elliptica d’ordre 2. O

Observem que si tenim una homografia v = ( b%’ f, ), amb n{f) € Z i

|b| > 1, aleshores el cercle d’isometria associat no pot ser de centre 0.

8.2.8 Proposicié. Fizem ldlgebra de quaternions Hy(p). Considerem el
conjunt d’homografies ellitiques d’ordre 2, T'3(2p,1). Aleshores,

ﬂ ext(C,) =10

7€F2(2p:1)
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DEMOSTRACIO: Tenim que e3(2p,1) = 2 1 observem que 'homografia v =
( _(1) (1) ) € I'2(2p,1), per a tot p = 3 mod 4. El cercle d'isometria as-
sociat és C, = C(0,1) i el punt elliptic corresponent és z = ¢, on * = —1.
Considerem ’homotécia principal h, generadora de I'(2p,1)s. Es clar que,
quan n tendeix a l'infinit, A™(¢) = "1 és un punt elliptic d’ordre 2, situat a
Peix imaginari, amb valor absolut que tendeix a ’infinit. Per les propietats
del cercles d’isometria de les homografies elliptiques d’ordre 2, 3.1.11, el radi
del cercle corresponent tendeix a infinit. Per tant, l’exterior de la unié de
tots els cercles d’isometria és clarament el conjunt buit. O '

La proposici6 anterior mostra que el metode dels cercles d’isometria, tal com
s’utilitzava en el capitol 3, no es pot aplicar a les corbes de Shimura de
tipus A, per a cap valor de p. L’obstruccié és la consideracié simultania
d’homografies relacionades per ’homotecia principal i, sobretot, el fet que hi
hagi cercles d’isometria que continguin el punt 0 en el seu interior.

Notem que, per aplicar el métode dels cercles d’isometria, ens podem reduir
a considerar les homografies de I'(D, N) = I'(D,N) — I'(D, N) tals que
els seus cercles d’isometria tinguin interseccié amb una semicorona, domini
fonamental per a l’accié de I'(D, N), fixada. En els resultats seglients estu-
diem 1’accié induida per ’homotécia principal en la resta d’homografies, en
relacié amb els cercles d’isometria associats. En particular, obtenim resultats
que generalitzen el resultat provat per a homografies elliptiques en 8.2.8, en
relacié amb el fet que el punt 0 pertanyi o no a 'interior dels cercles.

u 0

8.2.9 Lema. Siguiy € T(D,N). Sitgut h = ( 0 o

hores,

) € I(D,N)e. Ales-

(i) Chy és un cercle d’isometria de centre opy = 0y i radi Thy = |ulry.

. . . 1 . ) 1
(if) Cyn és un cercle d’isometria de centre oy, = —oy i radiry, = I——‘r,y.
u u
(iii) Chyn-1 €s un cercle d’isometria de centre opyp-1 = w20y 1 1adi rp,p-1 =
] _
|uf*ry.

DEMOSTRACIO: Siguiy = ,on a,b,cid sén nombres reals. El seu

b
d
cercle d’isometria és Cy = C(—d/c,1/]¢]).
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Explicitem les homografies:

_f ua ub _{ ua u'b 1 a u?
]w_(u'c u’d)’ 7h_(uc u’d)’ hyh™ = ( (u)2¢ d >

Els cercles d’isometria associats son, respectivament:

—-d 1 ~u?d
Cn=Cl—,—), Cppr=C ;

8.2.10 Remarca. Observem que els cercles d’isometria associats a elements
del grup I'(D, N) no tenen ni radis ni centres acotats (cf. 3.1.14). O

Ch’y =C <:£l'a

(o

u2

[

u

C

O

8.2.11 Lema. Siguiy € I'(D, N) i considerem el cercle d’isometria associat
Cy. Fizem un domini fonamental S = D(I'(D,N)o). Aleshores, 0 € int(C.,)

st, i només si, C,, t€ interseccid amb un nombre infinit de transformats h*(S).
O

8.2.12 Proposicié. Considerem I’homotécia principal h° de T'(D, N) i sigus
v € I'(D,N). Fizem un domint fonamental S = D(I'(D, N)o). Aleshores
ezisteiz n € Z tal que Cronyp—n NS # 0. :

DEMOSTRACIO: Considerem el cercle d’isometria associat C,. Sigui z €
C,NH, |z — oy] = ry. Sigui m inic enter tal que h*™(2) = £#™z € S.
Notem que £2*™ € R¥; per tant, [£2°™z—£2*™0,| = £2™r,,. Pel lema 8.2.9(iii),
la igualtat anterior és exactament |£2™z — Opsmop-sm| = Themyp—sm; és a dir,
£¥™z € Cpomqyp-am. Aleshores, només cal considerar n igual a m per a algun
ze€Cy,NH. O

8.2.13 Proposicié. Fizem una semicorona S = D(I'(D,N)o). Sigui v €
(D, N) tal que el cercle d’isometria C, satisfaci Cy NS # 0. Sigui h*
Phomotécia principal de T(D, N).

(i) Si C, C S, aleshores (N, ext(Chnqp-en)) N S = ext(C,)N S.

(i) Si Cy C (S UhR™°S),aleshores (N ext(Cronyp-m)) N S = (ext(C,) N
eXt(Cha,Yh—-a)) N S.

(iii) Si(0,0) € int(Cy), aleshores (N ext(Chonyp-sn) NS = 0.
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DEMOSTRACIO: Sigui n € Z qualsevol. Fixada n, per alleugerir la notacié
posem 7 ;= h**yh~*", Sigui § = S(r, £%r).

Suposem que el cercle C, esta totalment contingut en la semicorona S. En

particular, (0,0) ¢ int(C,). Pel lema 8.2.9, C, té centre o, = {0, i radi
= |¢2™|r,; per tant, C, estd totalment contingut en la semicorona £2*S.

D’aqui deduim que (NyChanyp-m) NS = C, N S, la qual cosa demostra (i).

De manera analoga, si suposem que C, estd contingut en la unié de les
semicorones S 1 h7*(S) = £7%5, tenim que el cercle C), esta inclos en la unié
de les semicorones 2" 8 i £2~1S i deduim (ii). Notem que, en aquest cas,
també tenim (0, 0) & int(C,).

Suposem ara (0,0) € int(C,). Pel lema 8.2.9, és clar que (0,0) € int(C,). Es
clar que, n — oo, el radi dels cercles corresponents també tendeix a 'infinit.
Per tant, § C Uy, int(Cpenyp-en ), i deduim (iii). O

Com a aplicacié dels resultats anteriors, mostrem que, per a les corbes de
Shimura corresponents a ordres d’algebres poc ramificades de tipus A i B,
els conjunts de punts elliptics diferents del considerat a 8.2.8 no suposen cap
obstruccio, llevat d’uns quants casos concrets.

8.2.14 Proposicié. Fizem Udlgebra de quaternions H A(p) (p,@ ) Con-
siderem el conjunt d’homografies I'3(2p, N). Aleshores, sip # 3, '

ﬂ ext(C,) # 0.

¥€l3(2p.N)

DEMOSTRACI®: Es suficient provar-ho per a N = 1, ‘ja que I'(2p, N) C
I'(2p,1). Sigui v € T'3(2p,1). Per 8.1.15, tenim que

1 1+5 c+d
T=3 ( --c-z-ez\/\/ﬁﬁ) 1 -bv\/’§ ) o by € B senars, by, d) =3

\/“ 1
—e+d/p)

Veurem que 0 € C,, només per a p = 3, de la qual cosa es dedueix

El cercle d’isometria C, corresponent té centre oy = iradiry =

-2
o= dyhl

el resultat.

Comparem |o,] i r,. Podem suposar b > 0; per tant, |b\/p — 1| = by/p — 1.
En efecte, si fos b = 0, com que ¢ i d sén senars, ¢ — pd? = 3 implicaria
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2|p. Aixi, la desigualtat |o,| > r, equival a b\/p > 3. Per a b > 3, és clar
que se satisfa. Per a b = 2, se satisfa per a tot primer p > 2; notem que,
efectivament, tenim que p # 2, ja que p = 3 mod 4. Si b = 1, tenim que
loy| > 7., per als primers p > 11. Ara bé, per a p =7 no hi ha cap homografia
elliptica amb b = 1, ja que ng3(1,¢,d) = 3 equival a 'equacié ¢ — 7d? = 10
i es comprova que ¢* = 3 mod 7 no té solucié. Aixi, queda nomsés el cas
p =3, en el qual si que hi ha homografies que no satisfan la desigualtat; per
tant, només ens cal excloure aquest cas. O ‘

8.2.15 Proposicié. Fizem [’dlgebra de quaternions Hg(p,q). Considerem
el subconjunt d’homografies I'e(pq, N). Aleshores, per a (p,q) # (2,5) @
(p,q) # (7,5),

() ext(Cy) #0.

'}’EFG (pqu)

DEMOSTRACIO: Com en la proposicié anterior, és suficient provar-ho per a
N =1. Sabern que Fe(pq, 1) = Ts(pg, 1) i que 7 € Ta(pg,1) és

‘=£< 1+byp c+d\/13>
T2\ gle—dyp) 1-byp )’

amb b, ¢, d € Z tals que ngs(b,c,d) =3, ¢ senari b=d mod 2, per 8.1.18.

' by/p—1
El cercle d’isometria C, corresponent té centre o, = ——\/-é-—-—-— iradiry, =

q(c — dy/p)
2

m. Veurem que 0 ¢ C,, suposant que no estem en els casos H =
qgic —

(2—’5—) oH= (Z}_,S_) , de la qual cosa es dedueix el resultat.
Q Q

Comparem |o,| i ry. Per a b = 0, hauria de ser ¢ = 3, perd ¢ = 1 mod 4.
Aixi, podem suposar b > 0 i, per tant, la desigualtat |o,] > r, equival a
by/p > 3. Per a b > 3 és clar que se satisfa la desigualtat. Per a b = 2,
també se satisfa per a tot primer p > 2. Observem que el cas b=2ip =2
no és possible, ja que npy3(2,c,d) = 3 equival a l'equacié g(—c? + 2d?) = 11
i aquesta no té solucié per a cap primer ¢ = 1 mod 4. Sib = 1, tenim
que |o,| > ry per als primers p > 11. Ara bé, per a p = 3,5 no hi ha cap
homografia elliptica amb b = 1, ja que ng3(l,¢,d) = 3 equival a Iequacid
g(—c* + pd*) = 3 + p, que no té solucié per a cap primer ¢ =1 mod 4. Per
a p =2, la condici6 b = 1 determina g = 5. Per a p = 7, s’obté també només
g = 5. Aixi, la desigualtat se satisfa sempre excepte en aquests dos casos. O
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8.3 Construccié de dominis fonamentals

Els resultats de la seccié anterior demostren l’existéncia teorica de domi-
nis fonamentals a partir del métode generalitzat dels cercles d’isometria.
En aquesta seccié presentem construccions efectives de dominis fonamentals
combinant els resultats dels capitols anteriors.

El coneixement dels ordres explicits, els resultats sobre els conjunts de vertexs
elliptics, el calcul d’immersions a partir de formes quadratiques i el calcul del
volum hiperbdlic, ens donen informacié explicita del quocient I'(D, N)\H i
ens permeten fer efectiva la construccié de dominis fonamentals explicits. Si,
a més, utilitzem els resultats que hem obtingut en les seccions anteriors sobre
les homotécies i simetries principals, i els cercles d’isometria, el resultat és
més reeixit i donem una interpretacié geometrica del domini fonamental.

En primer lloc, fem un breu esbds del procés. A continuacid, ho illustrem
amb la construccid explicita d’exemples, entre els quals hi ha algun cas dels
que han quedat exclosos en la seccié anterior. Comentarem també la relacio
de les arestes dels dominis fonamentals trobats amb els cercles d’isometria
d’homografies quaternioniques del grup i un domini fonamental del subgrup
d’homografies que fixen l'infinit. Hem escollit els exemples de manera que
incloguin casos de tipus A i de tipus B, amb diferents relacions amb els cercles
d’isometria. Hem tingut especial interés en P’estudi de casos pera N =1, de
manera analoga al cas modular, on inicialment (en temps de Gauss) estudi
es va centrar en un domini fonamental per P’accié de SL(2,Z).

Les representacions grafiques i les taules de constants es poden trobar a la
secci6 8.4.

8.3.7 Comentaris generals

Considerem una corba de Shimura X (D, N), amb D > 1, i posem ['(D, N),
el grup d’homografies quaternioniques que 'uniformitza. Volem trobar un
domini fonamental de X(D, N) que satisfaci la hipotesi que tots els vertexs
siguin punts elliptics, si aix0 és possible. En particular, cal que almenys un
dels valors e2(D, N) i e3(D, N) sigui no nul.

En primer loc, a partir de les férmules explicitades en la seccié 2.4 calculem
les constants associades a la corba de Shimura X(D, N): e;(D, N), es(D, N),
g(D,N) 1 V(D,N). Ens cal trobar un poligon hiperbolic, amb n.(D, N)
vertexs elliptics (cf. 2.4.7), que tingui associades les constants anteriors.
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Aixi doncs, necessitem calcular explicitament punts elliptics. Utilitzem els
resultats sobre els ordres d’Eichler O(D, N) donats en el capitol 1 i explici-
tem el grup d’homografies quaternioniques I'(D, N). Per a les algebres poc
ramificades de tipus A i B, n’hem donat resultats a 2.3. Considerem les for-
mes normiques associades a O(D, N) i Z + 20(D, N), i estudiem les seves
representacions, la qual cosa ens permet fer una recerca efectiva d’homogra-
fies elliptiques, cf. 8.1. En particular, hem donat resultats generals per a
ordres quaternionics de les algebres poc ramificades de tipus A i B.

Per tal d’escollir un conjunt de punts elliptics adequat, analitzem les rela-
cions entre els punts elliptics trobats, buscant quins sén I'( D, N)-equivalents.
Les mateixes homografies elliptiques donen sovint algunes relacions. Per a
establir més relacions, utilitzem les immersions i de nou la seva connexié amb
les formes quadratiques, que ens permeten obtenir homografies hiperboliques
a partir d’unitats fonamentals d’ordres quadratics; en particular, utilitzem el
generador del grup I'(D, N)e; és a dir, 'homotécia principal. Notem que ens
caldra provar també la no-equivaléncia de punts, la qual cosa es resol també
en termes de representacions de formes normiques.

A partir dels calculs anteriors podem realitzar temptatives per a determinar
un poligon hiperbolic, de n.(D, N) vertexs elliptics, amb els cicles adequats
segons ex(D, N), es(D,N), que tingui les arestes identificades dos a dos,
la qual cosa determina ja el génere. Donat un poligon hiperbolic escollit
com a candidat, comprovem si el seu volum hiperbolic és I’adequat. En cas
afirmatiu, és clar que el poligon escollit és el domini fonamental corresponent
a l’accid per un subgrup de I'(D, N). Ara bé, el quocient que defineix té els
mateixos invariants que el quocient definit per I'(D, N). Aplicant el teorema
de Hurwitz, obtenim que el quocient és el mateix i, per tant, el poligon
obtingut és un domini fonamental de X (D, N). Recordem que, a partir d’un

domini fonamental, 1’aparellament de les arestes ens déna una presentacié
explicita del grup I'( D, N).

Per a situar el possible domini, podem fer s de les simetries i les homotecies
principals, la qual cosa déna criteris per a escollir entre els punts elliptics.
Aixi, podem fixar una semicorona que sigui domini fonamental per 1'accié de
I'(D, N)w amb bones propietats respecte de rectes hiperboliques concretes.
Per exemple, que sigui invariant respecte de la simetria hiperbolica donada
per certa recta hiperbolica principal. Fixada la semicorona, només cal buscar
punts elliptics en la seva vora i el seu interior. O bé, a la inversa, podem

fixar una semicorona a partir d’alguns punts elliptics trobats préviament, tal
com hem indicat a 8.2.6.
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Notem que els calculs que es requereixen en el procés indicat per a determi-
nar un domini fonamental sén laboriosos, sobretot pel que fa a la recerca de
formes normiques i a les seves representacions, utilitzades per a trobar punts
elliptics i relacions entre aquests. En aquest sentit, en el paquet Poincare
hem implementat instruccions que, si bé no resolen completament €l problema
de la recerca de representacions de formes terniries, faciliten els calculs. Al-
gunes d’aquestes instruccions fan referencia al calcul d’immersions i ja han
estat comentades en els capitols anteriors. En particular, hem utilitzat aques-
tes instruccions en els resultats que presentem a continuacié sobre dominis
fonamentals explicits.

8.3.2 Domini fonamental per a X(6,1)

El teorema segiient explicita un domini fonamental per a la corba de Shi-
mura ramificada X(6,1) amb la propietat que tots els vertexs sén elliptics.
Conté també els valors de les constants, les dades sobre les relacions entre
els vertexs. Recordem que, en aquest cas, no es podia aplicar el meétode ge-
neral dels cercles d’isometria, ja que la regié determinada per la interseccié
de Vexterior de tots els cercles d’isometria és buida, per 8.2.14.

8.3.1 Teorema. Considerem la corba de Shimura X(6,1). Aleshores:

(i) El poligon hiperbolic determinat pels punts {vi;vg,vg,v‘;, Vs, Us}, O

—14. 341
=L, wm= Tl = (2-43),
=T T i e va)
. 14t V341
Vg = V5 = Vg =L,

143

és un domini fonamental per a la corba de Shimura X (6 1) en el se-
mipld de Poincaré.

(i1} Tots els vértezs son elliptics i les homografies elliptiques correspbnents
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e
son,

1 1+V3 3-8 _( V3 4-248
701—2 “3_\/5 1___.\/5 r v __4_2\/5 __\/:9; )
(0 243 _1(1+V3 =3+3
Yoz = 2+\/’3‘ 0 ) 704_'2 3_*_\/3‘ 1_\/?—) 3
_ (V3 -2 - _ (0 1
Yos = 2 _\/§ ) Yvg = —-1 0/
~ (iii) Bl volum hiperbolic és Vi(6,1) = -27;1; el génere és g(6,1) =0.

(iv) Elnombre de vértexs elliptics d’ordre2 ésnq(6,1) = 4. Hihaey(6,1) =
2 cicles elliptics d’ordre 2, {ve,ve} 1 {vs,vs}. Les relacions entre
aquests veértezs Son vy, (v2) = Vg © Yy, (V3) = vs.

(v) El nombre de vértess elliptics d’ordre 3 ésn3(6,1) = 2. Hihaes(6,1) =
2 cicles elliptics d’ordre 3, que sén {vi} @ {vs}.

(vi) L’homotécia principal de T'(6,1) €s

h= (2+0\/§ 2—0\/3')' |

(vii) L’aparellament de les arestes ve donat per:

(vive,v1v6)  per Uhomografia ., ,
(vovs,vevs)  per l’homografia v,
(vavs,vsvs)  per Phomografia v,,,

o= (3% 3508 )

(viii) Tenim la presentacid del grup I'(6,1)/ = 1d segient:
< Yo Your 7 731 = 734 = ('7_17111 )2 =‘(’7_17v4)2 =1>.
(ix) Les arestes vavz 1 vgus son arcs dels cercles d’isometria Cray © C(Yog)-

(x) El domini fonamental obtingut estd inclos en les semicorones S(ry,r3) 4
S(ra,r4), que son dominis fonamentals per Iaccid de T'(6,1) s, simétrics
respecte de les rectes hiperboliques principals C(0,r;) 1 C(0,r3) respec-
tivament, onry =T —4V3, ry =2 — V3, r3 = 1, ra =2+/3.
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(xi) El domini fonamental obtingut és invariant respecte de ’homografia

w € SL(2,R), . ) s V3
-3+
7‘5(3+\/§ 0 )’

ue 1€ associada la recta hiperbolica principal C,, =C | 0, ————= |.
q P princip ( 275 )

W =

DEMOSTRACIO: Les constants associades a la corba de Shimura X(6,1)
sén ey(6,1) = 2, e3(6,1) = 2, g(6,1) = 0 i V4(6,1) = ¥. Un domini
fonamental de X(6,1) en ‘H amb tots els vertexs elliptics, si existeix, ha de
tenir n¢(6,1) = 6 vertexs.

Aplicant les descripcions donades a 8.1.14 i/o 8.1.15, a partir de representa-
cions per formes normiques, trobem punts elliptics d’ordre 2 i d’ordre 3. Per
exemple, tenim els seglients punts elliptics d’ordre 2, amb les homografies
elliptiques que els fixen corresponents:

i+ ( 1-2/3
P4 2V3 4- 2f 3 )’
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Les homografies elliptiques anteriors ens donen algunes relacions entre aquests
punts:

B, (BI) = Blv B, (Al) = Ai’n
18,(B2) = Bz,  B,(A2) = A4

Provarem que el poligon determinat per (By, As, Aa, By, A4, A1), que reano-
menem {vy, vz, Us, V4, U5, U} satisfa les condicions desitjades.

Es comprova que els dos vertexs elliptics d’ordre 3 vy 1 v4, 1O 56D F(6 1)
equivalents; aixi, ja tenim dos cicles d’ordre 3. Notem que 'angle del poligon
hiperbolic escollit en cada un d’aquest vertexs és 2&; per tant, cadascun ha de
constituir individualment un cicle. De la ma,texxa manera, es COIprova que
{v2,ve} 1 {vs,vs} formen dos cicles d’ordre 2; els angles en aquests vertexs
també satisfan la condicié que la suma en cada cicle sigui #. Per a 'aparella-
ment de les arestes, cal trobar una homografia que porti Paresta vyv;3 a vgvs.
Bfectivament,

_[3+V3 —1+\/§> : Y(vz) = ve,
= ( 14v3 3-13 satisfa v(vs) = vs,
211'

El volum hiperbolic d’aquest poligon és <&, que en efecte coincideix amb
el volum hiperbolic de I'(6, 1)\ H. Not;em que la comprovacié dels angles
en els vertexs i la suma d’angles en els cicles ja determinen que el valor del
volum hiperbolic sigui el que ha de ser. Per tant, efectivament aquest poligon
hiperbolic és un domini fonamental per a la corba de Shimura X(6,1).

Les relacions entre els vertexs donen l'aparellament de les arestes. Aixi,
tenim que ’homografia v,, porta P’aresta v;vs a v1vg; 'homografia 7,, porta
Paresta vavs a vsvys i homografia v porta P'aresta vovs a vevs. A partir de
Paparellament de les arestes, es comprova que efectivament el génere és 0 i
obtenim la presentacié del grup I'(6,1)/ + Id seglient:

< Yoys Yoy Y 1"3'31 =1 '“/34 =1 (7-17.01)2 = 1, (,),-1%4)2 =1>.

Ex la seccidé 8.4 podeu trobar la repregentacm grafica, amb I’aparelia.rnent
d’arestes indicat.

Utilitzant el llenguatge dels cercles d’isometria, tenim que les arestes vyvs i
vgvs, del domini fonamental trobat, corresponen a arcs dels cercles d’isome-
tria Cy,, i C,,,, respectivament.

Un domini fonamental de I'(6, 1) és una semicorona de la forma S (r,e: r),
on ¢ = 2+ /3, unitat fonamexztal de Q(+/3). Aphquem 8.2.5 1 només cal
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comprovar que, en efecte, per a r; = |vs| = 2 — /3 tenim que 3 = |vg| =
1= £Tg.

Finalment, es comprova directament que el domini fonamental trobat és in-
variant respecte de ’homografia w € SL(2,R) — I'(6, 1) donada a l’enunciat,
veient que w és una involucié tal que w(vy) = vy, w(vy) = vs, w(vs) = ve. O

8.3.2 Remarca. Notem que no se satisfa que el domini fonamental trobat
estigui inclos en lexterior dels cercles d’isometria C,,, 1 Cy, . Observem que
bi ha simetria respecte de l’eix imaginari en el conjunt de punts elliptics, cf.
2.2.16, pero el domini fonamental determinat no és simetric respecte de 'eix
imaginari. O

Evidentment, no es pot determinar univocament un domini fonamental d’una
corba de Shimura de manera que satisfaci propietats analogues a les anteriors.
Ho illustrem per a la corba X(6,1) donant un altre possible domini fona-
mental construit de manera similar a 'anterior. La representacié d’aquest
dos dominis es troba en les figures 8.1 1 8.2, respectivament. o

8.3.3 Teorema. Considerem la corba de Shimurae X(6,1). Aleshores:

(i) El polz’gbn hiperbolic determinat pels punts {vy,va, v, v4, Vs, Vs}, 0N

3+ | —14.
V] = e Vg = ; = (2 —/3)¢,
1 9 ] 2 }_+\/§ U3 ( ‘/—)
o = 14 U_\/§+L o —
4-—""“‘——1+\/§, 5 = 5 Vg = L,

és un domini fonamental per o la corba de Shimura X (6.,1) en el se-
mipla de Poincaré.

(i) Tots els vértexs son elliptics i les homografies elliptiques corresponents
son: o
_ (V3 2 1 1+V3 3-43
Yo -9 _\/:-)T ) Yoz 2 __3__\/5 1__\/’?; 3
(0 -2+483 _1(1+V3 =3+V3
Yoz = 924+/3 0 » Yo = 3 3+v3 1-+3 )’

Yos = (? :\%) : Yoo = (_?1 (1)) :

i
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2
(ii1) El volum hiperbolic és Vu(6,1) = —g:; el génere és g(6,1) = 0.

(iv) Elnombre de vértezs elliptics d’ordre2 és ns(6,1) = 4. Hiha ey(6,1) =
2 cicles elliptics d’ordre 2, {vs} 1 {vi,vs,vs}. Les relacions entre
aquests vértezs som Yy, (v3) = vy © Yy, (v3) = vs.

(v) Elnombre de vértezs el'liptics d’ordre 3 ésnz(6,1) = 2. Hihaes(6,1) =
2 cicles elliptics d’ordre 3, que sén {va} 1 {v4}.

(vi) L’homotécia principal de I'(6,1) és

- (2 +0\/§ ; _0\/§> .

(vii) L’aparellament de les arestes ve donat per:
(vous, vov1)  per homografia vy,

(vsva,vsvs)  per Uhomografia v,,,
(vsve,v1v6)  per ’homografia ~y,.

(viii) Tenim la presentactd del grup I'(6,1)/ & 1d segient:

< Yvys Vvgs Yus 3’)/32 = 734 = 712)6 — (71';1,7,”6,},”4‘)2 =1 > .

(ix) Les arestes vsvg i vevy son arcs del cercle d’isometria corresponent a
Phomografia 7y, elliptica d’ordre 2.

(x) El domini fonamental obtingut estd inclos en les semicorones S(ry,rs) i
S(r2,74), que s6n dominis fonamentals per accid de T'(6, 1), simétrics
respecte de la rectes hiperboliques principals C(0,72) @ C(0,73) respec-

twament, on r; = 7—4\/§, reg =2 — \/5, rs=1,14 =2+\/§.

(xi) El domini fonamental obtingut €s simétric respecte de leiz imaginari.
0

8.3.3 Domini fonamental per a X(10,1)

8.3.4 Teorema. Considerem la corba de Shimura X(10,1). Aleshores:
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i) El poligon hiperbolic determinat pels punts {vy, vy, v3, V4, Vs, V6}, ON
D P p

—V2 +/3 ~V2 4+ /3 =24+ V3

Vg = — 3= =

TR Y, 3g1+\/§)’ 5(7+5V2)
V24V 2+ V3 _ V24V

R e M S RO

€s un domini fonamental per a la corba de Shimure X(10,1) en el
semiplé de Poincaré.

(i) Tots els vértexs son elliptics d’ordre 3 1 les homografies elliptiques cor-
responents son:

_l(l—k\/ﬁ 142 o af 1+V2 -14V2
T =2 \s01-v2) 1-v2)" 7”’“5<—5(1+\fz') 1-+v2 )"

) 1442 =745V2 oy 14+V2 T-52
7"‘*25(—-5(”5\/5) 1—+/2 ’7"4:5<5(7+5\/2') 1~@’
a1+ V2 1-42 | o 1+V2 —1-42
”’"5‘5<5(1+\/§) 1—@’ ””’6‘5(5(—1+x/§) 1-v2 )

ven . . ’ ’ 4 |\ ¢
(iii) El volum hiperbolic és V4(10,1) = 37 el génere és g(10,1) = 0.

(iv) Elnombre de vértezs éf'lz’ptz'cs d’ordre3 ésns(10,1) = 6. Hihaes(10,1) =
4 cicles elliptics d’ordre 3, que son {v1,v3}, {vs,ve}, {v2} ¢ {vs}. Les
relacions entre aquests vértezs son v,,(vs) = v1 1 Yus(V4) = Vs.

(v) L’homotécia principal de T'(10,1) és

h=<3+62\/§ 3--02\/5)'

(vi) L’aparellament de les arestes ve donat per:

(vovs,vov1)  per Uhomografia v,,,
(vavs,v16)  per l’homografia h,
(vavs,vevs) per homografia vy, .

(vil) Tenim la presentacid del grup ['(10,1)/ + Id segiient:

< h7702?'7v5 :’732 = '735 = (h_l')’vz)s = (h—17v5)3 =1>.
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(viil) La resta de les arestes corresponen a arcs de cercles d’isometria de la
forma segient: vive C C'%-ll, vou3 C C%;x, vavs C C%-sl 1 vsvg C C‘Yv"sl'

(ix) Les arestes vsvg & v1ve determinen una semicorona S(ry,r3), que és un

domini fonamental per laccid de I'(10,1)

- Se satisfd que el domini

fonamental obtingut €és la interseccid enire la semicorona S(ry,r3) i
Uezterior d’aquests cercles d’isometria.

(x) El domini fonamental obtingut és invariant respecte de 'homografia

w =

_1__( 0
VE\5(1+v2) 0

1-v2

)

i €s simétric respecte de etz 1maginari ¢ la recta hiperbolica principal

c.=c o el

1

AV

DEMOSTRACIO: Les constants associades a la corba de Shimura X(10,1) sén
e2(10,1) =0, e3(10,1) =4, ¢(10,1) =01 V4(10,1) = =

En un domini fonamental en que tots els vértexs fossin elliptics, aplicant 2.4.8
hi hauria d’haver n.(10,1) = 6 vértexs. Busquem punts elliptics d’ordre 3,
segons les descripcions donades a 8.1.17 i/o 8.1.18. Entre altres, obtenim els
punts i les corresponents homografies segiients. Notem que, tenint en compte
els canvis de signe, obtenim les solucions agrupades de 4 en 4. A més, els
punts son simetrics respecte de l’eix imaginari.

2._.

3:

4‘__

_ —V2 43

5(—1+12)

—VI+ V3
5(1 + V2)

V2 + /3t

5(1 +v2)

V2 + /3

5(=1 ++2)

=1
=3
=3

=il

1442
(1-+2)

1+v2 -
5(1 ++/2)

1+42

14++2
(-1++2)

1442
1-v2
~1++/2
1-v2

1—-+/2
5(1 4+ v2) 1——\;)

~1—+/2
1-+2
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14+v2  745/2

V24V
5(7-5v2) 1-v2

* T B(=T +5v2)

735:%<
B —V2t+ V3 =;< 14+v2  —7+5V2
*T 57+ 5/2) B =2\ 5(7+5v2) 1-+2
"}’B’r:%<

B — V243 1442  7-52
"7+ 5v2) 5(7+5v2) 1-V2

V2 + V3 1( 1+v2  =7—52

S S Ttsva) T E\B(-T+5v2) 1-V2

Busquem relacions entre aquests punts elliptics, a partir de les mateixes
homografies elliptiques que els fixen. Seleccionem les segiients:

732(32) = By, 'YBz(BG) = By,
'733(33) = Bs, ’734(37) = By.

D’altra banda, ’homografia hiperbolica distingida que fixa Pinfinit és

(3422 0 e _ _
h-—( 0 3__2\/2-> i satisfa h(Bs) = B, h(B7) = Ba.

Aixi, tenim els conjunts de vértexs equivalents: {B;, Bs}, {Bs, Br}, {B2} 1
{B3}. Es comprova que els vértexs de dos conjunts diferents no sén equiva-
lents, per la qual cosa ja tenim 6 punts elliptics d’ordre 3 que es reparteixen
en 4 cicles.

Considerem el poligon hiperbolic format pels 6 punts elliptics:
(Bla B27 B6, B’?, B3, B4).

A partir d’ara podem (v;, v, v3, 4, Us, Us) aquest poligon hiperbdlic. Es com-
prova que les relacions anteriors donen ’aparellament de les arestes indicat.
El seu volum hiperbolic és $7. Per tant, efectivament aquest poligon hi-
perbolic és un domini fonamental per a la corba de Shimura X(10,1). En la
figura 8.3 el representem graficament, indicant les parelles d’arestes.

Comprovem que el génere és 0. A més, obtenim la presentacié del grup
I'(10,1)/ % Id segiient:

< h’[y””%’f’ :732 =1, 735 =1, (h—17u2)3 =1, (h_l'sz)B =1>.
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Si interpretem el domini fonamental a través dels cercles d’isometrias’observa
que bona part de les arestes sén arcs de cercles d’isometria, tal com es descriu
a l'enunciat. Les arestes vavy i v1vs estan contingudes en els dos cercles
C(0,7) 1 C(0,r3), on ry = |v3] i 73 = |v1]. Aquests cercles determinen
la semicorona S(ri,r3) que és un domini fonamental de I'(10,1)s, ja que
I’homografia h relaciona aquestes dues arestes. Sigui €3 la unitat fonamental
de Q(\/i) Comprovem que g3r; = ry 1 €373 = 73, la qual cosa, utilitzant
8.2.5, demostra que S(ry,73) és simetrica respecte de C(0,72), r2 = |vg|.

Es clar que se satisfa que el domini fonamental és la interseccié entre la
semicorona 1 ’exterior dels cercles d’isometria dels quals formen part les
altres arestes.

La simetria respecte de l'eix imaginari és evident. Aixi mateix, és facil com-
provar la invariancia del domini fonamental fixat per I'homografia w i per la
simetria hiperbolica respecte de C,,. Notem que els tres fets estan relacio-
nats, ja que ’homografia w és composicié de les dues simetries, donat que
L,, és precisament ’eix imaginari. O

8.3.5 Remarca. Notem, perd, que el domini fonamental descrit en el te-
orema anterior, no s’obté com a aplicacié del meétode general dels cercles
d’isometria. Caldria considerar tots els cercles d’isometria; en particular, els
cercles associats a les homografies elliptiques «4,;. En aquest cas, ja hem
notat (cf. 8.2.15) que és un cas exclos del meétode general. O

8.3.6 Remarca. Notem també que, a diferéncia dels dominis fonamentals
per als casos no ramificats del capitol 3, I’aparellament d’arestes no es realitza
aparellant per v els cercles C,, i Cy1. O

8.3.4 Domini fonamental per a X(15,1)
8.3.7 Teorema. Considerem la corba de Shimura X (15,1). Aleshores:

(1) El poligon hiperbolic determinat pels punts {vy,vs2,vs,v4,Vs,06}, on

—2 4+ —2 4 241

= e = ——— V3 = —————
T52-v3) e+ T 52+ B)
8+ 8+t 24

B R T STV ¥

és un domini fonamental per a la corba de Shimura X(15,1) en el
semipla de Poincaré.

V4
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(ii) Tots els vértezs son elliptics d’ordre 3 i les homografies elliptiques cor-
responents 3on vy, = %g,,‘., on

o 1+2v8 3+2V3 =( 1+2v3  -3+42/3
In=\s53-2v3) 1-2v3)> 927 \5(-3-2v3) 1-2v3)°

_( 14+2/3 3-2V3 ___(l+8\/§ 3~4¢3>
9s = \53+2v3) 1-2v3)" T \5B+4v3) 1-8v3)’
[ 148/3 -3-4V3 _{ 1+2v3  -3-2V3
Js = \5(-3+4v3) 1-8/3)" 9T \5(-3+2v3) 1-2/3

(i) Bl volum hiperbolic és Vi(15,1) = -g-w; el génere és g(15,1) = 1.

(iv) L’homotécia principal de I'(15,1) és

. (2 +0\/§ ) ..0\/g> .

(v) Tenim n3(15,1) = 6 vértexs elliptics d’ordre 3. Hi ha e3(15,1) = 2
cicles elliptics d’ordre 3, que sén {vy,v2,vs,vs} © {vs, ve}. Les relacions
entre aquests vértezs son

;2(02) =M k(i?;;) = Vg,
k(u,) = Us; k(vz) = Vg,
7(v6) = V3, 7(7)5) = V4,

’~=“§@ 3’ ’f%("é{i%‘)/g _4“_\?\/3')'

(vi) L’aparellament de les arestes ve donat per:

on

(vyv9,vsv4)  per Phomografia k,
(vava,vive) per Phomografia b,
(vsvy,vevs)  per Uhomografia v~1.

(vil) D(15,1)/ £1d =< h, b,y ¢ (yh)? = (AK~19R) = 1 >.

(viit) El domini fonamental obtingut estd inclos en la semicorona S(ry,r3),
que és un domini fonamental per Uaccid de I'(15,1)o, simétric respecte
de la recta hiperbolica principal C(0,rs), onry = /5(2—/3)/5, ry =
V5[5, 3 = \/5(2 + \/5)/5 Les arestes vyuz @ vivg formen part dels
semicercles que determinen la semicorona, els quals sén, o més, rectes
principals.
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(ix) La resta de les arestes corresponen a arcs de cercles d'isometria de la
forma segiient: vivy C C,, , v3v4 C C,,,, vyvs C Oy, ivsve C Oy, . Se
satisfa que el domini fonamental és la interseccid entre la semicorona
S(ry,r3) i Uesterior d’aquests cercles d’isometria.

(x) El domini fonamental obtingut és simétric respecte de la recta hiperbo-
lica principal C(0,/5/5).

DEMOSTRACIO: Les constants associades a la corba de Shimura X(15,1) sén
8
es(16,1) = 0, es(15,1) = 2, g(15,1) = 11 V4(15,1) = .

En un domini fonamental en que tots els vertexs fossin elliptics, aplicant 2.4.8
hi hauria d’haver n.(15,1) = 6 vértexs. Busquem punts elliptics d’ordre 3,
segons les descripcions donades a 8.1.17 i/o 8.1.18. Entre altres, obtenim
els punts i les corresponents homografies segiients. Notem que els punts sén
simetrics respecte de ’eix imaginari.

B _ 2t " :£< 1+2V3 ,3+2\/3)
' 52— V3) Bi=2\53-2v3) 1-2V3
_ =24 ) :;( 1+2v3  -342/3
2= 52+ v3) B2 72 \5(-3-2v3) 1-2V3
B 2t .y =;(1+2\/§ 3-2J3>
> 52 +4/3) B2 \53+2v3) 1-23
24

14+2v3 -3 —-2vV3
By = ——o B, =
* 5(2—'\/3‘) Ba

5(—3+2v3) 1-2v3

2 Ll

Be — -84t
T 54— 3) Bs

o [

148/3 3443
5(3—4v3 1-8V3
B______:_S_'t_[_’___ ~ ‘:_1_(1‘*‘8\/5 -3 +4v/3
® 7 5(4+/3) Be T2\5(-3-4v3 1-8V3
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g o St 7s=l(1+8‘/§ 3~4J§)
"7 504+ V3) TTI\5(3+4v3 1-8V3

B SH o 1488 -3-4V3
8"5(4._\/5) VBs = 3 5(-3+4V3 1-8vV3

Busquem relacions entre aquests punts elliptics. En aquest cas, les homogra-
fies elliptiques que els fixen no ens en donen cap. Si considerem ’homotécia
principal A, tenim

2+4vV3 0 _ -
h=( ] 2_“\/3.) h(B,) = By, h(Bs) = Ba.

Per a trobar altres relacions busquem noves homografies hiperboliques, apli-
cant els resultats d'immersions a unitats fonamentals d’ordres quadratics
reals. Considerem el cos quadratic Q(v/5), que escindeix Hp(3,5). L’unitat
fonamental del’anell d’entersés 5 = %ﬁ, de norma n(es) = —1. Fixant una
immersi6 ¢ de I'anell d’enters de Q(v/5) en O(15,1), obtenim ’homografia

b= el =5 ( § 5 ) auesatish (B:) = B i H(Bi) = Br

Busquem directament altres relacions entre els vértexs. Trobem:

1/ - . o .
1T=3 < ;g/:g/ﬁ -4 “\/33\/5) » que satisfa y(B4) = B3 i y(Bs) = By.

Aixi, tenim els conjunts de vértexs equiva}ent's {B\, By, Bs, Bs} i {B3, Bs}.
Es comprova que els vertexs de dos conjunts diferents no sén equivalents,
per la qual cosa ja tenim 6 punts elliptics d’ordre 3 que es reparteixen en 2
cicles.

Considerem el poligon hiperbolic format pels 6 punts elliptics:
(Bl, B2, B3) BT; BS, B4)

Numerem els vertexs d’aquest poligon amb la notacié (vy, vz, vs, vs, vs, vs). Es
comprova que les relacions anteriors donen un aparellament de les arestes. El
seu volum hiperbolic és §¢r. Per tant, efectivament aquest poligon hiperbolic
és un domini fonamental per a la corba de Shimura X(15,1). El representem
graficament en la figura 8.4, indicant 'aparellament de les arestes.
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Comprovem que el génere és 1. A més, obtenim la presentacié del grup
['(15,1)/ £ Id segiient:

<hky:(vh)? =1, (A" k)P =1>.

Si interpretem el domini fonamental a través dels cercles d’isometria, s’ob-
serva que bona part de les arestes sén arcs de cercles d’isometria, tal i com
es descriu a P’enunciat. Les arestes vou; 1 vjvg formen part dels dos cer-
cles C(0,7y) 1 C(0,73), on ry = |va| i r3 = Jui]. Aquests cercles determinen
la semicorona S(ry,r3) que és un domini fonamental de I'(15,1), ja que
I’homografia h relaciona aquestes dues arestes. Denotem per €3 la unitat
fonamental de Q(v/3). Posem que 7, := e3r; = /5/5; es comprova que
€3r2 = T3, la qual cosa, utilitzant 8.2.5, demostra que S(ry,r3) és simetrica
respecte de C(0,r2). Les rectes hiperboliques definides per C(0,r;) sén rectes
principals, ja que provenen de les homografies 7; segiients:

=75 (aswe 0 ) me (s )

1 ( 0 ~3-2V3 )
=\ s(-3+2v3) 0 '
Es clar que se satisfa que el domini fonamental és la interseccid entre la

semicorona i l'exterior dels cercles d’isometria dels quals formen part les
altres arestes.

|

Finalment, es comprova que el domini fonamental de X(15,1) és invariant

per la simetria hiperbolica respecte de la recta hiperbolica principal C(0,r;).
0O

8.4 Algoritmes, taules i grafiques

En aquesta seccié comentem les instruccions implementades relacionades amb
la construccié del domini fonamental de les corbes de Shimura X (D, N),
D > 1. Presentem també els grafics dels dominis fonamentals per als casos
explicitats en la seccid anterior i taules que recullen les dades relatives a cada
domini fonamental, de manera analoga a la secci6 3.3, en qué presentavem
exemples en el cas modular.

Hem implementat instruccions per a facilitar la construccié de dominis fo-
namentals, seguint els comentaris generals de la seccié 8.3. En primer lloc,
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notem que les constants associades a la corba de Shimura X (D, N) es caleu-
len amb les instruccions comentades en el capitol 2.

Per al cilcul dels punts elliptics i les homografies elliptiques, a partir de
les tmmersions, es poden utilitzar les instruccions comentades en el capitol
anterior junt amb els resultats de la seccio 8.1, Tot i aixi, per tal de facilitar
"is del paquet, hem incorporat instruccions explicites. Aixi, les instruccions
FindRepOrE2: FindRepOrE3 s’encarreguen de fer la recerca de les representa-
cions que necessitem per a determinar els punts elliptics d’ordre 2 1 d’ordre 3,
respectivament. A continuacio es poden utilitzar les instruccions E2HomPRep
i E3HomPRep, que ens donen 'homografia i el punt elliptic corresponent a
partir d’una representacio concreta. Amb les instruccions E2HomP i E3HomP,
incorporem els dos algoritmes anteriors, i aconseguim una llista d’homografies
i punts elliptics. En general, en les instruccions que busquen representacions
incloem un pardmetre opcional per a controlar la profunditat de la recerca.

Per a buscar relacions entre punts elliptics concrets, utilitzem instruccions
referents a les homografies, comentades també en el capitol 2. A més, hem
incorporat la instruccié FindCond, que déna condicions per a que dos punts
cstiguin relacionats; és especialment util quan cal veure que dos punts no sén
equivalents. Per a treballar amb el poligon hiperbolic, recomanem s de les
instruccions relatives a la geometria hiperbolica.

Hem implementat també instruccions en relacié amb 'homotecia principal
i ¢l domini fonamental del grup que genera. Aixi, prHom dona 1’ homote-
cia principal, com a homografia, a partir de la unitat fonamental de 'ordre
quadratic corresponent. Pel que fa a la semicorona, domini fonamental de
grup generat per I'homotecia principal, tenim les instruccions symcS, symiS
i1 symsS, que utilitzen diferents criteris (cf. remarca 8.2.6) a partir d'un
cercle de radi fixat. Finalment, la instruccio defsS defineix els cercles que
determinen la semicorona com a objectes geomeétrics.

D’altra banda, per a explicitar el fet que tots els elements de 1'algebra de
quaternions provenen d'immersions, tenim la instruccié Fquat. A partir d’un
quaternio w € H*, la instruccidé ddona el cos quadratic F, tal que w s’obté a
partir d'una immersio de F, en H.

Les figures 8.1 i 8.2 representen, respectivament, els dos possibles dominis
fonamentals per a la corba de Shimura X(6,1) donats en els teoremes 8.3.1
1 8.3.3. Resumim les dades corresponents en les taules 8.1 i 8.2. Notem que
tenen propietats diferents respecte de les simetries. Aixi, el de la figura 8.2
¢s simetric respecte de 1'eix imaginari, mentre que el de la figura 8.1 ho és
respecte d’una recta principal, que es mostra també en la figura.
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El domini fonamental construit per a la corba de Shimura X(10,1), of. 8.3.4,
el mostrem en la figura 8.3. Representem també la interseccid del cercle
d'isometria Cy, amb el domini fonamental. Es pot observar graficament que
C. ¢s un eix de simetria del domini i que Phomografia w deixa invariant el
domini. La taula 8.3 conté els punts i els cicles explicits.

Analogament, reproduim el domini fonamental trobat a 8.3.7 per a la corba
de Shimnura X(15,1) en la figura 8.4. En aquest cas representem també la
recta hiperbolica principal que ens déna un eix de simetria del domini. En
la taula 8.4 presentem les dades sobre els punts i els cicles.
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~-0.2 0 0.5

Figura 8.1: Domini fonamental de X(6,1),
segons 8.3.1. ‘

Taula 8.1 Cicles elliptics de la corba de Shimura X (6,1) i presentacid del
grup I'(6,1)/ £ Id, segons 8.3.1.

k| ni(6,1) | ex(6,1) cicles d’ordre k de I'(6,1)
9 4 2 {ve,va} 1 {v3,us} |
3 2 2  {un}i{vg}
generadors relacions
Yous Your ¥ T =57 =L (M) =1L, ) =1
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-0.5 0 0.5

Figura 8.2: Domini fonamental de X(6,1),
segons 8.3.3.

Taula 8.2 Cicles elliptics de la corba de Shimura X(6,1) i presentacid del
grup I'(6,1)/ £ 1d, segons 8.3.3.

k| ng(6,1) | ex(6,1) cicles d’ordre k de T'(6,1)
2 4 2 {ve} i {v1,vs,vs}
3 2 2 {va} i {v4}
generadors relacions
Yozs Yoss Voo Yo, = 175, = 1,7 = L, (75 YoV ) = 1
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b

-0.5

Figura 8.3: Domini fonamental de X' (10, 1).

Taula 8.3 Cicles elliptics de la corba de Shimura X(10,1) i presentacié del
grup I'(10,1)/ £1d.

k| nk(10,1) | ex(10,1) cicles d’qrdre k de T'(10,1)

2 0 0

3 6 4 {v2}, {vs}, {v1,vs}, {vs,v6}
generadors relacions
Yoz Yos B Yoo = L%ag = LB 7176 )* = 1, (A7, )* = 1
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-1

Figura 8.4: Domini fonamental de X(15,1).
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‘Taula 8.4 Cicles elliptics de la corba de Shimure X(15,1) ¢ presentacid del

grup I'(15,1)/ £ 1d.

k nk(ls, 1) | ex(15,1) | cicles d’ordre k de T'(15,1)
2 0 0
3 6 2 {v1,v2,04,05}, {vs,ve}
generadors relacions
hy oy (yhY = 1,(Rk~ 19k =1









