Capitulo 5
Modelo constitutivo no lineal anisotropo
continuo para composites

5.1. Introduccion

Los materiales compuestos presentan mucha complejidad cuando se intenta aproximar su
comportamiento real. Los composites son materiales heterogéneos de muy diversas
tipologias, presentan una alta anisotropia y su comportamiento esta gobernado por
distintos mecanismos (rotura de fibras, debonding, agrietamiento de la matriz, deslaminacion,
pandeo local de la fibra, etc). Por lo tanto resulta muy dificil modelizar su comportamiento
no lineal mediante un solo modelo constitutivo Gnico y general.

El modelo constitutivo que se propone utiliza es un mesomodelo basado en el uso de una
regla de mezclas para determinar la contribucion al comportamiento global a partir del
modelo constitutivo de cada una de las substancias constituyentes. Para ello se usa una
teoria de mezclas modificada, Ofate et alt. (1997) Oller et al. (1995 y 1996), junto a una
formulacion general para el tratamiento de la anisotropia, Oller et al. (1995, 1996, 2002), y el
analisis mediante los elementos finitos conforman una estructura mecanica muy adecuada
para modelar el comportamiento de solidos heterogéneos, y en particular, composites. Las
bases de esta teoria estan en la interaccion a escala local entre los diferentes materiales
componentes en un medio continuo. Asimismo, se supone que en cada punto del sélido
los materiales componentes participan simultdneamente en la proporcién de volumen que
lo integra en el composite. Esto permite homogeneizar la distribucion de los materiales en
cada punto. De este modo el compuesto se trata como una combinacién del
comportamiento de los constituyentes segun su fraccion volumétrica y asumiendo
compatibilidad de deformaciones.

Para simular el comportamiento no lineal de un compuesto es necesario considerar muchas
de sus caracteristicas relevantes como: la fuerte anisotropia, la existencia de distintas
sustancias componentes con su propia ley constitutiva (que definen su comportamiento
particular: elastico, dafio progresivo, elasto-plastico, etc), deslizamiento fibra-matriz
(llevando a la pérdida de compatibilidad cinematica), pandeo local de las fibras, tendencia
de las fibras al alineamiento en la direccion de la tension maxima, grandes deformaciones,
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etc. Muchos de estos fendmenos producen pérdida de resistencia y rigidez global y son los
principales responsables del comportamiento no lineal de los materiales compuestos. El
modelo constitutivo utilizado, implementado en un codigo de elementos finitos, tiene en
cuenta las anteriores caracteristicas. Su formulacion estd descrita con detalle por Car et al.
(1999 y 2000). Este modelo es también un marco adecuado para contemplar el deterioro de
las propiedades con el tiempo debido a tensiones ciclicas. En el presente trabajo se
incorpora a este modelo la capacidad de simular el deterioro producido por la accion de
cargas ciclicas a través de la disminucion del umbral de discontinuidad elastica de cada
componente segun la formulacién presentada en el capitulo 4.

5.2. Teoria de mezclas. Regla de homogenizacion

Existen diversas alternativas que permiten simular el comportamiento constitutivo de los
materiales compuestos una de ellas es la teoria de mezclas que con ciertas modificaciones
es adecuada para representar el comportamiento de un material compuesto, incluso su
comportamiento no lineal.

La teoria de mezclas permite que cada material componente del compuesto pueda tener un
comportamiento distinto acorde con su propia ecuacion constitutiva (elastica, elasto-
plastica, visco-plastica, dafio, fractura, etc.). Por decirlo de alguna forma la teoria de
mezclas puede entenderse como un gestor de los modelos constitutivos de cada
constituyente. Permite el tratamiento simultaneo de los distintos tipos de comportamiento
de los constituyentes, combinando la respuesta de cada uno de ellos para obtener el del
composite. Por lo tanto, este tipo de modelo constitutivo permite simular el compuesto
mas alla de su limite de linealidad. La regla de mezclas determina mediante una ecuacion de
cierre las condiciones cinematicas internas entre componentes. Por el otro lado, se logra
obtener el estado tensional global del composite a partir de una recomposicion de esfuerzos
(ver figura 5-1).

La teoria de mezclas en su formulacion clasica establece que los materiales componentes
que coexisten en un mismo punto del sélido deben tener la misma deformacion, es decir,
considera que las componentes participan en paralelo. Esto plantea una limitacion en la
prediccion del comportamiento de los materiales compuestos. Para solucionar este
problema Oller et al. (2002) presenta una generalizacion de esta teoria donde a partir de una
ecuacion de compatibilidad méas adecuada se adapta al comportamiento del composite, es
decir, componentes participando en serie y paralelo.



Capitulo 5. Modelo constitutivo no lineal anisétropo continuo para composites 153

siguiente incremento n

iteracion

‘ AUM=AU+K ™ Freiq ‘ f Ley constitutiva no-lineal

anisétropa con
., . tratamiento de la fatiga
Ecuacion de cierre
| Anisotropia
| Mapeo entre el material
anisétropo y un material
o o o isétropo ficticio
—A [ - O N = O e AL S
z|Bg |2/BS c|BS
Slo®s S |c® [RSIS] Modelo
| oo |0 a L o & ? L
S |loc S |lo's S locs Constitutivo
2 g 2|z o |la ® 16t
E|lBT Q9 € |T o ISHIE - =) sotropo
S8 § 2 8 § = 8 § = elastico,
= = = dafio progresivo,
[' | 1] plasticidad, etc.
| :
o Fatiga
Recomposicion Reducci6n del umbral
prueba I \ de discontinuidad

convergencia

- . " ‘
converge siguiente incremento 77 1

Figura 5-1. Diagrama esquematico para la solucion no-lineal para un material multi-componente
5.2.1. Teoria de mezclas clasica

La teoria de mezclas clasica fue planteada por primera vez por Trusdell y Toupin (1960)
que formuld la base conceptual para otros trabajos posteriores (Green y Naghli, 1965)
(Ortiz y Popov, 1982) (Oller et al. 1996). Se basa en el principio de interaccion de los
componentes que forman parte de un material compuesto segun las siguientes hipétesis: i)
en cada volumen infinitesimal de un compuesto solo un numero finito de sustancias
componentes participan; ii) cada sustancia participa en el comportamiento del compuesto
en la misma proporcion que el volumen relativo que ella ocupa; iii) todos los componentes
observan compatibilidad cinematica; iv) el volumen ocupado por cada componente es
mucho menor que el volumen total del compuesto.

Asi, la teoria de mezclas permite estudiar el comportamiento de un punto de un compuesto
a través de la mecanica del medio continuo. En cada punto material todas las sustancias
componentes contribuyen al mismo tiempo y con sus propias leyes constitutivas
anisétropas no lineales en su fraccion de volumen o coeficiente volumétrico de participacion (k;)
definido como
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av,
k, =—= 5-1
T 5)

donde V, es el volumen de cada componente y V, es el volumen total del composite.

Dado que la teoria de mezclas clasica asume que todas las fases tienen el mismo campo de
deformaciones en cada punto. Esta aceptacion es equivalente a la hipotesis de que la
contribucion de esfuerzo de cada componente es en paralelo. Lo que establece que en
pequefias deformaciones la siguiente ecuacion de cierre

& =(E)1=(&),=...=(&) (5-2)

donde ¢ es la deformacion del material compuesto y (&), es la deformacion de la sustancia
componente c-ésima de dicho compuesto.

(a) Expresion de la energia libre

La energia libre de un material compuesto esta dada por la adicion de la funcién de energia
libre de cada una de sus componentes ponderadas en funcién de su participacion
volumétrica. Esto puede ser expresado como

my(e.0,a" =Y km. o, 5.7, 0,07 ] (53
e m . m
wwﬂﬂ)=2&ﬁ¢c (5-4)
c=1

donde m es la masa; ¢ es la energia libre especifica; & &, &, son los tensores de

deformacion total, elastico y plastico respectivamente; &es la temperatura absoluta y a" es
el conjunto de variables internas de plasticidad. El sufijo ¢ indica las variables para cada
componente c-éssimo del compuesto.

Los componentes de participacion volumetrica satisfacen la condicion
>k, =1 (5-5)

lo cual permite recuperar la expresion de la energia libre para el caso de materiales simples y
garantiza la conservacion de la masa.
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(b) Expresion de la entropia

A partir de la desigualdad de Clausius-Duhem y aplicando el método de Coleman (Malvern,
1969) —con el que se garantiza una disipacion positiva- se obtiene la siguiente expresion
para la entropia

p=-mPERDT) -3y SLELDT ) 5y, 56)
006 py 06 Py

donde 7, es la entropia de cada una de las componentes del material

(c) Ecuacion constitutiva

La ecuacion constitutiva surge también al aplicar con el método de Coleman la desigualdad
de Clausius-Duhem

. :mw:ikcmc awc(geijrelam)c :ikc(aij)c (5-7)

ij
agu agu c=1

La ecuacion constitutiva secante para el material compuesto se escribe como
n n
o; = Cﬁkl % = ZKC (Uij)C = ZKC (Ci‘(jm)c(é‘ekﬂC (5-8)
c=1 c=1

Teniendo en cuenta la condicién de compatibilidad expresada por la ecuacion (5-2) la
deformacién de cada componente viene dada por

(£q)c = &4 = (&%), +(ePn), + (59kl)c (5-9)
(&%), = & — (£%a), — (%), (5-10)

donde (&), , (€4). » (). representan la deformacion elastica, plastica y de origen térmico.
La deformacion plastica del material compuesto se obtiene substituyendo la expresion (5-
10) en la ecuacion (5-8), esto es

Ci?m (84— &P — &%) = Zri: k. (Cﬁm )e (‘9k| = (&%), = (% )c) (5-11)

P = (CﬁkI )_1( Zri: k. (CﬁkI )C((Epld ). — (% )C)j - &% (5-12)
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El tensor constitutivo tangente surge de considerar la variacion de la tension respecto de las
deformaciones segun la expresion

2 e m n
CiTjkl = 99, = ma Yleub.ar) = ch(Ciij)c (5-13)
0&,, 0¢g;0¢, Py
La teoria de mezclas cléasica, el la cual se parte de la hipétesis de que el campo de
deformaciones es el mismo para todas las substancias componentes del compuesto, es
rigurosamente valida sélo si se aplica a materiales cuyos componentes trabajan en paralelo.
Estos materiales se caracterizan por su estado de tensiones resulta de la adicion de las

tensiones de cada componente ponderadas por la fraccion de volumen.

5.2.2. Teoria de mezclas generalizada

La limitacion de la teoria de mezclas clasica ha impulsado a diversas modificaciones para
tener en cuenta tanto el comportamiento en paralelo como en serie de las substancias
componentes. EI comportamiento serie-paralelo invalida la hipotesis de compatibilidad de
deformaciones de la teoria clasica. Un posible enfoque es el propuesto por Oller et al.
(1995), Onate et al. (1997) y Neamtu et al. (1997) que establecen una generalizacion de la
teoria clasica incluyendo las configuraciones en serie y en paralelo para pequefias
deformaciones. Esta generalizacion define una ecuacion de cierre alternativa a la ecuacion
(5-2)

£ =A=-x)¢ i+ XE isjer (5-14)

]

ser

donde &£,y & son las componentes serie y paralelo de las deformaciones definidas

como
€ iFj)ar = 1 Z (5 ij )c € isjer = Zn: (g ij )c (5-15)y (5-16)
c=1

y X es un parametro de acoplamiento serie-paralelo que relaciona de manera ponderada los
dos comportamientos, el cual puede ser interpretado como una relajacion entre el
comportamiento estrictamente en serie 0 en paralelo (ver figura 5-2). No es facil obtener
este parametro. Debe ser encontrado experimentalmente o bien a través de modelos
micromecanicos (ver Apéndice C), ya que depende de la interaccion entre las distintas fases
a nivel microestructural.
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Figura 5-2. Comportamiento estrictamente serie (izquierda) y paralelo (derecha) para un composite de dos
componentes.

Otra forma de modificar implicitamente la ecuacion de cierre de la teoria de mezclas es
redefiniendo las propiedades de los materiales componentes para que su contribucion en
paralelo en el modelo sea equivalente a la configuracion real (Mayugo et. al. 2000).

Oller et. al. (2002) han presentado una formulacién mejorada de la relacién que se establece
entre la deformacién en el compuesto y la deformacion de cada componente. Permitiendo
establecer una ecuacion de cierre que vincule el comportamiento en serie con el
comportamiento en paralelo. Se establece una expresion donde la deformacion del

componente ¢-gsimo (&), se descompone en una cuota de participacion en paralelo (™), y
otra en serie (§"),

(gij )c =(‘°:i5')ar )c + (“:Ser )c (5-17)

Donde la participacion en paralelo del componente c-esimo resulta de la ecuacion de cierre
de la teoria de mezclas clasica (ecuacion 4-2), donde la deformacion es igual para todas las
componentes. Se puede calcular segun la expresion

(‘Ei'j)ar )C :(1_Xc)Dijk| €y (5-18)

donde x. es el parametro de acoplamiento serie-paralelo para cada componente, ,
0< [)(C =sin aXJsl, que depende del &ngulo 0 < [ax = (x[oc,xf)]s /2, que hay el entre la

orientacion de la tension principal (x7) mayor respecto de la orientacion de la fibra (x/ ).
Este parametro vale 0 para un comportamiento en paralelo puro y 1 para un
comportamiento en serie puro (ver figura 5-3). Fisicamente este parametro sitda la posicion
del refuerzo respecto de la accion. Para el estado de alineacion de la fibra de refuerzo en
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paralelo (x. =0), se obtiene la deformacion (Eij )C :(si'}af)C =(1-X, )0} € =€; para el

componente c-esimo, que resulta igual a todos los otros componentes, conforme con la
ecuacion de cierre de la teoria de mezclas clésica.

Cambio de comportamiento del compuesto
Paralelo Serie Paralelo-Serie
Xc=sen (a%)=0 Xc=sen (a¥)=1 0< [x.=sen(0¥)]<1
$ Xioc /4 Xioc
| ,
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Figura 5-3. Representacion esquematica del comportamiento serie-paralelo de un punto de un sélido
compuesto.

La participacion en serie del componente c-esimo resulta a partir de la compatibilidad de la
parte elastica de deformaciones de las componentes dispuestas en serie. De este modo la
deformacion elastica total se puede expresar como

e — e e — n e _
€ =k, & +---+k g =)k & =

=k, ((C%); :0,)+--+k, (C7); :0,)

(5-19)

donde (C7). es el tensor constitutivo del componente c-esimo

Dado que en la participacién en serie las tensiones son iguales para todas las componentes
es posible definir una relacion constitutiva entre la deformacién elastica en serie y la tensién
como la adicion de las relaciones constitutivas de cada componente como si trabajaran en
serie puro segun la expresion



Capitulo 5. Modelo constitutivo no lineal anisétropo continuo para composites 159

(C*) 7=k, ((C7))+-+k, ((C),) (5-20)
De este modo se puede rescribir la ecuacion (5-19) como
e® =k, ((C7);":(C™) ")+ +k, ((C);" :(C*) &%) (5-21)
%/—/ %/—J
@ @,
donde se define la relacion de rigidez ((p,jkI )C para cada componente como
o 1 A~ser
(ﬂju )C = (C s )C Craa (5-22)
La suma ponderada de los tensores que relacionan la rigidez es el tensor identidad
K @)+ +k, (@) =Tk, o= (5-23)

En consecuencia, la deformacion elastica de cada componente se puede obtener a partir de
la relacion de rigidez y de la deformacién elastica total

€ =@, & (5-24)

De este modo, la deformacion total de un componente se puede expresar como la suma de
la deformacion elastica mas la plastica y a partir de la ecuacion (5-24) se puede expresar

como
(gij )C :(‘Eij'J )C +(£ijp )C :((pu'm )C Heg —&d) +(€q). (5-25)

Por lo tanto, la participacion en serie del componente c-esimo en funcion del pardmetro de
acoplamiento serie-paralelo x. es

(“:Ser )c =X [t(%“ )c Hew —€0)+ (Ek?)cJ (5-26)

donde &, es la deformacion total en el compuesto, &, ° es la parte irrecuperable de la
deformacién del compuesto, (&, *)., es la deformacion irrecuperable real de cada
componente y ((p”.k, )C es la relacion entre los tensores de rigidez de cada componente con la

rigidez en serie.

Por lo tanto las deformaciones en cada componente se pueden expresar como la suma de la
expresion (5-18) y la expresion (5-26)

(Eij )c =(1_Xc)Dijk| Eq T Xe [t(%kl )c ey _Ek’?) +(£krl))cJ (5-27)

) ED)
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Reagrupando términos se puede expresar como

(gij )C = l(l_Xc)Dijkl Eg T X. [ﬁfpljkl )C Dtli_)(c I:t((oukl )Cgk’i _(5krf)cJ (5-28)
(&2).
siendo (€)). una deformacion plastica que se define con fines operativos y sin sentido

fisico, que resulta de la deformacidn plastica media del compuesto, distribuida entre sus
componentes segin sus respectivas relaciones de rigidez (<P,-k| )Ca,f,, y de la deformacion

pléstica real del componente (g,).. De este modo la deformacion en cada componente y
su derivada respecto a la deformacion total se puede expresar como

(gij )C = |_(1_Xc)|:|ijkl Eu T Xe [ﬁ¢|jkl )C Em]_)(c [(&q) (5-29)
o(e..
((:;:C = (1_Xc)Dijk| X [ﬂ(pljkl )c (5-30)

(a) Expresion de la energia libre

La energia libre de un material compuesto esta dada por la adicion de la funcién de energia
libre de cada una de sus componentes ponderadas y éstas a su vez se definen bajo el
principio de elasticidad desacoplada, el la que la parte elastica se escribe como

W :gkc%wg bW :2_;0 (Sij )C _(Si’;)c] (Ci?kl )C [(Skl )c ‘(Sfl)c] (5-31)

(b) Ecuacion constitutiva

La ecuacion constitutiva surge también al aplicar con el método de Coleman la desigualdad
de Clausius-Duhem. Se obtiene a partir de la ecuacion (5-31), la ecuacion constitutiva para
un simple componente serie-paralelo resulta

_ ow,
e =M 5.
_ 0 | 1 i . e ] _
= mc a(gu)c {ch ((grs)c (grs C)(CrStU)C ((gtU)C (ftu C)+ LIJC (5 32)

= (€5 (&), — (€0).)
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Asi, teniendo en cuenta la ecuacion anterior para un solo componente y la derivada de la
deformacién de un componente respecto de la total (5-30), resulta la ecuacion constitutiva
del compuesto

Uij = mai = mz kC & aLPC a(‘c"kl)c
0¢; = M o(g,), O0&;

! ’ (5-33)
= Sflen. ) lo-x) o +x da e, ) - e2))
El tensor constitutivo del material compuesto resulta,
Cun = masakge - mag {g;pj i Gg (a”):
tu ™ =i tu ij tu (5_34)

n
= ch{( Iflrs)c [(1_X0)Dklij +Xc [ﬁﬂdij )c]} |:{[(:l'_/\/c)l:lrstu +Xc |jﬂ'stu)c}
c=1
Las definiciones previas para la tension y el tensor constitutivo muestran que la definicion
cinematica realizada mediante la ecuacion (5-29) conduce implicitamente a un cambio en
las propiedades del material, o dicho de otra manera, la definicion cinematica puede
reflejarse como una modificacion en el tensor constitutivo (ver ecuacion (5-34)).

5.3. Anisotropia mecanica

La descripcion del comportamiento en régimen elastico de un sélido anisétropo no
presenta grandes dificultades. Es posible utilizar para tal fin las formas generales de la teoria
de elasticidad. En cambio, la formulacion de una ley constitutiva adecuada para simular el
comportamiento no lineal de solidos ort6tropos o anisétropos no proporcionales™
constituye un problema complejo. Los composites reforzados con fibras constituyen
materiales con una elevada anisotropia y una fuerte no proporcional. Por ejemplo, una
ldamina UD constituye una forma simplificada de materiales no proporcionales anisétropos
compuesto por dos sustancias.

La formulacién directa de la funcién umbral de discontinuidad para un material anisétropo
no proporcional y todos los conceptos que derivan de ella constituye un problema dificil

15 Se entiende por material no proporcional a aquel en el cual la relacion entre los modulos elasticos del
material en dos direcciones cualesquiera no es igual a la relacion entre las resistencias en las mismas
direcciones
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donde no se encuentran experiencias generales y satisfactorias. Los primeros intentos para
formular las funciones de fluencia para un material ortotropo no proporcional fue
mediante la extension de la funcién de fluencia isétropas de Von Mises -llamada funcion de
fluencia de Hill (1971)- que posteriormente ha sido mejorada (Hill 1979, 1990). La
principal limitacion de esta formulacion se encuentra en la imposibilidad de representar el
comportamiento de materiales sensibles a la tension volumétrica, como por ejemplo es el
caso de los composites. Otros muchos autores han propuesto otras funciones de fluencia
en el espacio anisotropo. Entre ellos Bassani (1977) y Barlat et al. (1989,1991) que utilizan
una transformacion lineal del estado tensional del material anisétropo multiplicando todos
los componentes del tensor de tensiones por diferentes constantes. Otros autores han
utilizado operadores tensionales para definir el criterio de fluencia de anisotropo. Dvorak y
Bahei-EI-Din (1982) utilizan operadores tensoriales junto al criterio de fluencia de von
Mises para el andlisis de materiales compuestos. Diversos autores han utilizado tensores de
cuarto orden en la formulacion de criterios de fluencia para materiales anisotropos entre
ellos se puede citar a Shih y Lee (1978), Eisenberg y Yen (1984), y Voyiadjis y Foroozesh
(1990). En 1995, Voyiadjis y Thiagarajan proponen una superficie general, la cual depende
de un tensor de cuarto orden y aplicaron este modelo para el estudio del comportamiento
de un compuesto reforzado por fibras dispuestas unidireccionalmente.

Por lo tanto, el procedimiento tradicional para obtener las ecuaciones constitutivas de este
tipo de materiales se basa en la descripcion de las superficies de discontinuidad plastica o
de dafio anis6tropas mediante propiedades caracteristicas del material. Sin embargo, la
solucion adoptada en el modelo, se basa en el concepto de mapeo de tensiones (mapped
stress tensor) propuesto por Betten (1981, 1988). La idea basica consiste en modelar el
comportamiento de un solido en el espacio real anisétropo mediante un solido ideal en un
espacio isotropo ficticio a través de una relacion lineal entre los dos espacios (ver figura 4-4).
Este enfoque hace posible el uso de formulaciones is6tropas no lineales conocidas con las
ventajas numéricas que ello supone. Por ejemplo, con esta metodologia se garantiza la
convexidad de la funcion de fluencia y del potencial plastico (Eggleston, 1969). La
convexidad de la funcién de fluencia asegura el cumplimiento de la segunda ley de la
termodindmica y garantiza que luego de aplicar una carga plastica, monotona creciente,
cualquier descarga conduce a un estado elastico. De acuerdo con el mapeo de tensiones de
Betten, el modelo se basa en realizar una transformacion lineal del tensor de tensiones
suponiendo que las deformaciones elasticas son idénticas en ambos espacios lo cual
introduce una limitacion en la teoria anisétropa mapeada. Esta limitacion esta dada por el
hecho de que se debe respetar la proporcionalidad entre el limite de resistencia y el modulo
de elasticidad para cada direccién del material. Para evitar este inconveniente Oller et al.
(1995) proponen que la aplicacion lineal se realice tanto sobre el espacio de tensiones como
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sobre el de deformaciones. Oller et. al. (2002) con este procedimiento han desarrollado una
generalizacion de la teoria de plasticidad isétropa al caso anisotropo.

El modelo constitutivo que se presenta resulta aplicable a materiales que presentan una alta
anisotropia, como en el caso de los materiales compuestos reforzados con fibras y permite
una generalizacion de los modelos no lineales para materiales isotropos. La utilizacion de la
teoria de transformacion de espacios permite obtener una metodologia para la definicion de
modelos anisétropos de caracter generalizado.

El comportamiento anisétropo del material se formula a través de un espacio ficticio
isotropo de tensiones y deformaciones que resulta de una transformacién tensorial lineal de
los espacios reales de tensiones y deformaciones anisotropas. Los parametros que
intervienen en la definicion del tensor de transformacion se obtienen a través de ensayos
experimentales. La ventaja en la utilizacion de este tipo de modelos consiste en la
posibilidad de utilizar las mismas funciones de fluencia, potenciales plasticos y métodos de
integracion de la ecuacién constitutiva desarrollados para materiales isotropos.

5.3.1. Tensores de transformacion de espacios

Toda la informacion de la anisotropia del material se encuentra en los tensores de cuarto
orden de transformacion materiales de los espacios de tensiones y deformaciones. La
formulacion resultante es completamente general y permite junto a la teoria de mezclas
realizar analisis de materiales multifase que presentan un grado de anisotropia elevado.

Los parametros que definen los tensores de transformacion de tensiones (A°, AS, a') se
pueden calcular a partir de las propiedades elasticas y de resistencia del material anisétropo.
Estas propiedades obtienen mediante experimentacion en probetas de laboratorio o
mediante las formulaciones de la micromecanica (ver Apéndice C) y los criterios de fallo
(ver apéndice D) que proponen distintos autores.

Los tensores de transformacion de deformaciones se pueden calcular a partir de los
anteriores tal y como muestran los apartados de siguientes.
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Tensor de transformacion de tensiones
A° Para pequefias deformaciones
AS en configuracién referencial
a' en configuracion actualizada
Tensor de transformacion de deformaciones
A®  Para pequefias deformaciones

AE en configuracion referencial

a¢  en configuracion actualizada

Tabla 5-1. Nomenclatura de los distintos tensores de transformacion para el tratamiento de la anisotropia.

(a) Anisotropia para pequefias deformaciones

Como se ha comentado anteriormente toda la informacion de la anisotropia del material
esta contenida en los tensores de transformacion de espacio de cuarto orden que relacionan las
tensiones y deformaciones entre el espacio real (anisotropo) y el ficticio (isétropo).

El procedimiento tradicional para obtener las ecuaciones constitutivas para los materiales
elasto-plasticos anisdtropos estd basado en la descripcion de la superficie del campo y del
potencial plastico en términos de las propiedades caracteristicas del material. Es este caso,
es dificil de satisfacer correctamente las condiciones de invariancia de los tensores de
tension.

Alternativamente, si las propiedades del solido anisotropo real son definidas en términos de
un solido ficticio isotropo a través de una relacion lineal entre ambos espacios, las
condiciones de invariancia se satisfacen (Oller et al., 2002):

g = Aja O (5-35)

gy o son los tensores de tension en el espacio real anisGtropo y en el espacio is6tropo
ficticio respectivamente y Ag, es un tensor de cuarto orden llamado space transformation
tensor, el cual relaciona la tension entre los espacios real y ficticio.

Ai?kl =0 (¥ )™ (5-36)

La relacion entre las tensiones elasticos en ambos espacios se define como:
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£y = A;kz £ (5-37)
Esta asuncion implica no unicidad de las deformaciones elasticas cuando el cambio de
espacio se produce. El tensor de transformacion de cuarto orden, 4;, puede ser expresado

como (Car et al., 2000):

-1
A::smn = |:E’irks:| Ai;kl lemn (5-38)

donde Cuasy C 4, son los tensores constitutivos en los espacios ficticios y reales
respectivamente que relacionen de una forma estandar las tensiones y deformaciones. Se ha
de observar que mientras el tensor C ;,,, incluye las propiedades reales del material el tensor

C s €S totalmente arbitrario y no representa las propiedades de ningun material real. La
figura 5-4 muestra las distintas transformaciones de espacio y cambios en la forma de las
funciones de fluencia.

Tension en el
espacio ficticio
(Is6tropo)

Tension en el
espacio real
(Aniso6tropo)

Deformacion en
el espacio ficticio
(Is6tropo)

Deformacion en
el espacio real
(Anisétropo)

—-e
— & e
&ij = A.jklakl
P R\ »
« O >

Figura 5-4. Diagrama esquematico para la solucion no-lineal para un material multi-componente



166 Estudio constitutivo de materiales compuestos laminados sometidos a cargas ciclicas

(b) Anisotropia en la configuracion referencial

En los apartados siguientes se presenta un modelo elasto-plastico que puede formularse
indistintamente en la configuracion referencial o actualizada utilizando la cinemaética
lagrangeana total o actualizada (Green Naghdi (1971)), (Lubliner (1990)). Este modelo
constitutivo permite simular el comportamiento no-lineal de materiales sometidos a
grandes deformaciones plasticas y pequefias deformaciones elasticas debido a que para la
definicion de la energia libre elastica se utiliza un potencial cuadratico (Garcia Garino y
Oliver, 1992), (Lubliner, 1990).

Esta formulacion implicita de la ortotropia, que se conoce como teoria de mapeo de espacio,
consiste en admitir la existencia de dos espacios de tensiones, uno definido en @ que se
denomina espacio real de tensiones en la configuracion referencial  Q°, donde reside el criterio de
fluencia ortétropo implicito F*(S, f°)=0, y otro definido en S denominado espacio ficticio de

tensiones en la configuracion referencial Q°, donde reside el criterio de fluencia is6tropo explicito
FS(S,f5)=0. Ademés, entre ambos espacios existe un tensor de cuarto orden de

transformacion de espacio A®, simétrico, que permite transformar biunivocamente una
imagen del tensor de tensiones definido en un espacio en el otro y viceversa. Este
procedimiento garantiza la condicion de invariancia (Oller et al., 1995), (Casas et al., 1998)
(ver figura 5-4).

La transformacion del segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff del espacio
anisotropo real al espacio isotropo ficticio que garantiza la invariancia del tensor de
tensiones se realiza a través de un tensor de cuarto orden

def

§IJ = A|SJKL SKL (5'39)
donde A°® es un tensor de cuarto orden definido como operador lineal que establece la
relacion entre el espacio de los tensores simétricos de tensiones reales y ficticias
respectivamente, S es el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff en el espacio
isotropo ficticio y S lo es en el espacio anisotropo real. El tensor de cuarto orden A® se
define en la configuracion referencial y permanece constante en esta configuracion. La

condicion de fluencia del material anisotropo en el espacio isotropo ficticio se expresa
como

F*(S,C,a,f5)=0 (5-40)

donde F® es la funcion de fluencia en la configuracion referencial y en el espacio istropo ficticio y

se diferencia de la funcion de fluencia en el espacio anisétropo F° en los argumentos que
ambas funciones contienen.
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La definicion del criterio de fluencia implicito ortétropo, resulta de admitir que en el espacio
ficticio is6tropo existe un criterio de fluencia isotropo del tipo ST P[5 -1=0,
equivalente al que se ha definido en la ecuacion (5-40), y que es imagen del criterio
ortétropo que se esta buscando aproximar. Esta afirmacién se demostrara a continuacion
sustituyendo en el criterio de fluencia ortotropo la transformacion de espacio de tensiones,

F°(S,f°)=S" P"[5-1=0

FS(S,f ) =FS(S,ASf5) = [(AS J* [$]T o [[(AS J* s] ~1=0 (5-41)
FS(S,A%,F %) =ST (A®) T P gA%) |5 -1=0
P
de donde resulta el criterio de fluencia ortdtropo en el espacio isotropo ficticio,
F*(S,f%)=S" PP[5-1=0 (5-42)

de donde se deduce el tensor A° que permite obtener la relacion P°" = (A®)" (P {A®)
que hay entre las matrices P°" (definida por el criterio ortdtropo implicito cuya ecuacion
se quiere aproximar, ecuacion (5-40) y P (definida por el criterio isétropo ficticio
adoptado). Elegido entonces el criterio de fluencia isitropo F°(S,f 5) =ST (P[5 -1=0, que
servira de base para la  obtencibn  del  criterio  ortdtropo  implicito
F°(S,f°)=S" (P°" [5-1=0, sélo queda por definir la forma en que se obtiene el tensor
de transformacidn de espacio A®, como se hace a continuacion.

En la definicion de la forma y propiedades del operador tensorial A°® introducido es
necesario tener en cuenta la siguiente simetria

AISJKL = AJSIKL = AlsJLK (5'43)

Se parte de la hipbtesis de que el tensor de cuarto orden de transformacion de espacio de
tensiones A° presenta la simetria

Al = Adi (5-44)

Como una primera aproximacion puede definirse el operador lineal A® en la siguiente
forma simplificada (Oller et al (1995)) que conduce a un tensor de cuarto orden cuyas
simetrias permite su representacion en forma de matriz cuadrada diagonal

AISJKL = fIS; [“JSL)_l (5-45)
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donde S y fS son los tensores de segundo orden de tensiones que representan la

resistencia correspondiente a los espacios isotropo ficticio y anisétropo real. La definicion
del operador lineal dada en la ecuacion (5-45) no es univoca ya que en general no es posible
la obtencién de un tensor de cuarto orden (81 componentes) a partir de la informacion de
dos tensores de segundo orden (9 componentes cada uno). Asi, la ecuacion (5-45) se
verifica solo para el caso de tensores diagonales limitando la generalizacion de esta
formulacion.

En forma mas general, el tensor de transformacion de tensiones A, puede ajustarse a

cualquier comportamiento anisotropo en el espacio de tensiones, a partir las propiedades
del material y la forma del criterio de fluencia plastico que se establezca en los espacios
isGtropo y anisétropo

AlsJKL = (WIJRSWRSKL )_1 (5'46)

donde W, ;s contiene la informacion de los umbrales de resistencia en cada direccion de
ortotropia y wgg, €S un tensor cuyo objetivo es ajustar la funcion de los criterios
ortotropos propuestos; ambos tensores seran definidos més adelante™.

El umbral de resistencia necesario para hallar el tensor A® resulta de obtener el valor de
este limite de resistencia en la configuracion referencial y por lo tanto debe realizarse el
transporte hacia atras (pull-back) de la tensién limite obtenida en un ensayo uniaxial, esto es:

f2=0(f") (5-47)

donde f° y f” son los tensores de resistencias en la configuracion referencial vy

actualizada respectivamente y @(¢) es el operador de transporte entre las dos

configuraciones (pull-back), funcion del tensor gradiente de las deformaciones. El calculo de
este tensor se obtiene componente a componente a partir del tensor gradiente de las
deformaciones, que para el caso unidimensional resulta

I:_aX_If

e 5-48
X |, (5-48)

16 La determinacion del limite elastico, o umbrales de resistencia, se realiza sobre ensayos experimentales
reales y por lo tanto con la pieza en estado deformado (configuracidn actualizada). Por consiguiente, este
valor limite obtenido se encuentra en la configuracion actualizada.
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donde |, es la longitud de la probeta ensayada en forma uniaxial y 1, es la longitud de la

probeta en la configuracion actualizada, correspondiente a la tension en la que se verifica la
pérdida de linealidad en la respuesta. Teniendo en cuenta que T=JO Yy que

S=F™:(J 0):F ", el valor de la resistencia del material resulta
I
fs :I—O(f ) (5-49)
f

donde f° y f°son las resistencias del material en la configuracion referencial y
actualizada respectivamente.

La transformacion de espacios definida en la ecuacion (5-40) s6lo puede aplicarse a
materiales proporcionales, esto es, materiales cuya relacion entre las tensiones de fluencia y
el modulo de Young para cada direccion del espacio es constante,

f11 /Cll = f22 /sz == f23 /C23 (5'50)

donde f; y C;representan respectivamente la resistencia y el modulo elastico del material

en la configuracion referencial para la direccion del espacio i—j. Esto implica que el

tensor de deformacion elastica debe ser el mismo en los espacios real y ficticio (Oller et al.,
1995). Con el objetivo de generalizar la formulacion a diversos materiales Oller et al. (1995)
proponen también una transformacion del espacio de deformaciones reales.

Se define la relacion entre las deformaciones de Green-Lagrange elasticas en el espacio
anisétropo real E;; y las deformaciones de Green-Lagrange elasticas en el espacio isétropo ficticio

E; (ver figura 5-5) a través de la siguiente relacion
def
Ei = AEKL EEL (5'51)
donde AF es un tensor de cuarto orden definido como el operador lineal A®:S, - S,
que establece la relacion entre los espacios de deformacion de Green-Lagrange real E; y
ficticio E)j. Esta hip6tesis implica no-unicidad en las deformaciones elasticas que se

desarrollan en los dos espacios. El tensor de transformacion de las deformaciones AF puede
calcularse teniendo en cuenta la ecuacion (5-40) y (5-51) de la siguiente manera,
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S e — AS S e

CIJMN EMN - AIJKLCKLRS ERS

S E e S S e
CIJMN AMNRS ERS - AIJKLCKLRS ERS
S E — AS S

CIJMN AMNRS - AIJKLCKLRS

E — (S -1 AS S
AMNRS - (CIJMN AIJKLCKLRS

(5-52)

donde C* es un tensor constitutivo arbitrario definido en el espacio isétropo ficticio y C° es

el tensor constitutivo en el espacio anisétropo real. La eleccion de C° es arbitraria y puede

estar representado por las propiedades de cualquier material isétropo conocido, debido a
que sélo se utiliza para trabajar en el espacio ficticio y luego se cancela su influencia al
regresar al espacio real.

Teniendo en cuenta la ecuacion (5-52), es posible establecer la relacion entre los tensores
constitutivos en el espacio anisétropo real e is6tropo ficticio,
S - S -1~S E
CKLRS - (AIJKL) CIJMN AMNRS (5'53)

El tensor constitutivo anis6tropo real C®y el tensor de transformacion de tensiones A°
estan expresados en coordenadas locales, por lo tanto resulta necesario expresarlos en el
sistema de referencia global a través de un tensor de rotacion de cuarto orden R, esto es

Cri = Ryps (Ciepo )i R
1JKL IJRS RSPQ /loc ' *PQKL (5_54)

S — S
AIJKL - RIJRS (ARSPQ)|OC RPQKL
donde (C®),. es el tensor constitutivo de cuarto orden, en el espacio anisotropo real,

expresado en un sistema de referencia local y (A®),,. es el tensor de cambio de espacios en
direcciones de ortotropia local. El tensor de rotaciones R se define como

RIJKL =l (5'55)

donde r,K=COS[(€.)g|ob,(eK)|oc], siendo (8, ) g Y (Ek)c 10S versores unitarios

correspondientes a las componente i-ésima y j-6sima de los sistemas de referencias global y
local respectivamente. El tensor de rotacion Rtiene en cuenta los &ngulos entre las
direcciones principales del material anisotropo y el sistema de coordenadas globales.
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(c) Anisotropia en la configuracion actualizada

Luego de un detallado estudio de la generalizacion del modelo elasto-plastico isotropo en la
configuracion referencial, es posible extender el tratamiento de la anisotropia a la
configuracion actualizada en forma analoga a lo realizado en la configuracion referencial. Se
presentan a continuacion los tensores de cuarto orden que definen la aplicacion lineal que
relaciona los espacios anisotropo real e isotropo ficticio de tensiones y deformaciones en la
configuracion actualizada y se demostrara la veracidad de esta formulacion, lo que da una
gran generalidad a la teoria desarrollada.

La relacion lineal entre los espacios de tensiones de Kirchhoff isotropo ficticio y
anisétropo real en la configuracion actualizada (ver figura 5-5) se propone a través de la
siguiente transformacion

def
—_ T
Tij - aijkl Ty (5'56)
siendo a” un tensor de cuarto orden definido como el operador lineal a” :S, - S, que

establece la relacion entre el espacio de los tensores simétricos de tensiones reales y ficticias
respectivamente en la configuracion actualizada, T es el tensor de tensiones de Kirchhoff
en el espacio ficticio y T es el tensor de tensiones de Kirchhoff en el espacio anisotropo

real. El tensor de cuarto orden a’ =@(A°®) procede de la transformacion del tensor de

transformacion de tensiones en la configuracion referencial. La condicion de fluencia del
material anis6tropo en el espacio isotropo ficticio se expresa como

F'(t,9,0,f")=0 (5-57)

donde F’ es la funcion de fluencia en la configuracion actualizad y en el espacio isotropo ficticio y
se diferencia de la funcion de fluencia en el espacio anisétropo F* en los argumentos que
ambas funciones contienen.

En el contexto de deformaciones finitas el operador lineal a“, que relaciona los espacios
de tensiones de Kirchhoff ficticio y real, no es constante. Esto se debe al cambio de
configuracion, al que es sometido el tensor de transformacion de tensiones en la

configuracion referencial a” = @(A°®) en funcion de los gradientes de deformaciones F ,
como se demostrara a continuacion.

La transformacion que experimenta el tensor de tensiones cuando pasa de la configuracion
referencial a la actualizada, se expresa como,

T=¢(S) = r; =F Sy (FjJ )' (5-58)
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Sustituyendo el segundo tensor de Piola-Kirchhoff en el espacio isotropo ficticio por la
expresion dada en la ecuacién (5-40), se tiene:

r; = Fy (AlsJKL S ) (Fy )! (5-59)

y el tensor de tensiones anisotropo real en la configuracion referencial se obtiene realizando
el pull-back del tensor de tensiones anisotropo de Kirchhoff, esto es:

S=@(1) = Sy =(F) 1y (F) (5-60)
Reemplazando la expresion de la tension (4-60) en la ecuacion (4-59) se obtiene:
1y =[Fu Al (Fu) (R (F) [z (5-61)
'}kl

De la ecuacién anterior se obtiene que el tensor de transformacion de espacios de tensiones
en la configuracidon actualizada es una funcion del gradiente de las deformaciones, que
expresa la cinematica del sistema referencial, y del tensor de transformaciones de espacios
de tensiones en la configuracion referencial (ver Figura 5-5)

ai?kl = I_Fil (Fu )_l (FIL)_T (FjJ )T J AISJKL (5-62)

donde F es el tensor gradiente de la deformaciones.

En forma anéloga a lo presentado para el espacio referencial, la transformacion de espacios
definida en la ecuacién (5-56) solo puede aplicarse a materiales proporcionales (ecuacién 5-
50). Al igual que ocurria en la configuracion referencial, esto implica que el tensor de
deformacion elastica debe ser el mismo en los espacios real y ficticio de la configuracion
actualizada. Nuevamente, con el objetivo de generalizar la formulacion a diversos
materiales Car (2000) propone también una transformacion del espacio de deformaciones
reales.

Se define la relacion entre las deformaciones elasticas de Almansi en el espacio anisétropo real
e; ¥ las deformaciones elasticas de Almansi en el espacio isotropo ficticio e (ver figura 5-5) a
través de la siguiente relacion

def
e _ e e
eij - aijkl € (5'63)
Tal que en forma analoga a lo expresado para el espacio referencial a®es un tensor de

cuarto orden definido como el operador lineal a®:S, — S, que establece la relacion entre
los espacios de deformaciones de Almansi reales y ficticios respectivamente, € es el tensor
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de deformaciones de Almansi en el espacio isotropo ficticio y e es el tensor de
deformaciones de Almansi en el espacio anisétropo real.

El operador lineal a® se encuentra definido en la configuracion actualizada y debido al
cambio de configuracion no permanece constante. En el contexto de deformaciones finitas
este operador es funcion del tensor de cambio de tensiones en la configuracion material

a® =@(AF) y de los gradientes de deformaciones F, como se demostrara a continuacion.

La transformacion que experimenta el tensor de deformaciones de Almansi cuando pasa de
la configuracion referencial a la actualizada, se expresa como,

e=¢(E) = €ij :(Fil)_T E, (FjJ)_l (5-64)

Sustituyendo el tensor de deformaciones de Green-Lagrange en el espacio isétropo ficticio
por la expresion anéloga a la dada en la ecuacion (5-57), se tiene:

€ = (F; )_T (AEKL EKL)(FjJ )_1 (5-65)

El tensor de deformaciones de Green-Lagrange anisotropo real en la configuracion
referencial se obtiene realizando el pull-back del tensor de deformaciones anisétropo de
Almansi, esto es:

E=¢) = E = (FKk)T eq (FL) (5-66)
Reemplazando la expresion de la deformacion (5-66) en la ecuacion (5-65) se obtiene:
€ = |_(Fil )_T AEKL (FKk)T (F.) (FjJ )_ljem (5-67)
a'ﬁkl

De la ecuacion anterior se obtiene que el tensor de transformacion de espacios de
deformaciones en la configuracion actualizada es una funcion del gradiente de las
deformaciones, que expresa la cinematica del sistema referencial, y del tensor de
transformaciones de espacios de deformaciones en la configuracion referencial (ver figura
5-5)

ai?kl = I_(Fil )_T (FKk)T (F.) (Fp )_IJAEKL (5-68)
donde F es el tensor gradiente de la deformaciones.
5.3.2. Regla de flujo pléstico. Ley de evolucién de las variables internas

A continuacion se presenta la regla de flujo y la ley de evolucion de las variables internas
que rigen el comportamiento de un material anisétropo genérico en régimen plastico. En
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forma analoga a lo realizado en apartados anteriores la formulacion se establece para
pequefias deformaciones y para grandes deformaciones en las configuraciones referencial y
actualizada.

(a) Pequerias deformaciones

La funcion de fluencia (yield function) y la funcion potencial (potential function) son definidas
respectivamente de la siguiente manera

f(oia;)=0 go;a;)=K (5-69) y (5-70)

donde o es el tensor de tensiones en el espacio anisotropo real y a," es el conjunto de
variables internas elasto-plasticas. Mediante los tensores de transformacion de cuarto orden
las funciones de fluencia y de potencial para el material anisétropo pueden ser escritas en
términos del tensor de tensiones para el espacio del material isotropo ficticio

f(o,al)=f(o;, A%al)=f(o;a2)=0 (5-71)
g(o,a;)=g(0;4%a;)=g(o;a;)=K (5-72)

(b) Configuracion referencial

En la configuracion referencial la ley de evolucion de la deformacion pléstica en el espacio
anisétropo esta dada por la siguiente regla de normalidad

0G*
oS

Teniendo en cuenta que toda la informacion de la anisotropia del material estd contenida

en el tensor de transformacion A®, se propone la siguiente funcion de potencial plastico
para el solido anisotropo

Ef=A

(5-73)

G*(S,C)=G*(S,A%,C)=G*(S,C) =K (5-74)

Reemplazando la ecuacion (5-75) en la ecuacion (5-74) resulta el siguiente incremento de la
cuota plastica de la deformacion de Green-Lagrange
N S I3 — S
oG =/16Ci :a—s=/16ci :A° =(I?p)S:AS (5-75)
oS oS 0S oS

EP=/
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S
donde (E*p )S =A aaGS es el flujo plastico normal al potencial isétropo G°. EI concepto

de aditividad de las deformaciones en la configuracion referencial’” permite extender la

regla de transformacion de las deformaciones a la cuota plastica de las deformaciones, es
decir:

EP =AE:Ep=AAE:ﬁ=AAE;@;aﬁ:
oS oS 0S
o (5-76)
0G*

=AA" i —— A =AF :(?p)s :AS
0S
(s
donde E Pes el cambio temporal de la deformacion plastica isétropa ficticia en la
configuracion referencial. Obsérvese que [ °es el flujo normal a la superficie potencial en

el espacio isdtropo. Este flujo afectado por el tensor 4;,, permite obtener la regla de flujo

asociada al espacio anisotropo de tensiones, O° =0°:A®. La transformacion
0% =A% : O° introduce la influencia de la anisotropia elastica en el flujo anisétropo. La
ley de evolucion de las variables internas o :{---,as,--} viene dada por la siguiente regla
general
o 0G® . 0G® 0S8
aS:/‘(H )S :WZA(H )S :ﬁ:gz
_ (5-77)
m aGS S m = p S S
=AM A =), (B0 ) :A
oS
donde (H™), es un tensor de segundo orden, funcion del estado de tensiones actualizado

y de la variable de endurecimiento plastico también actualizada. En el caso mas simple de la
teoria de la plasticidad toma la forma del segundo tensor de tensiones de Piola-Kircchoff y

en este caso a, coincide con la densidad de energia plastica o disipacion. La ley de
evolucion de la variable interna resulta:

17 El concepto de adicion de las deformaciones establece que E¢ = E —E” y al ser AF una aplicacion lineal,
la cuota elastica de la deformacion de Green-Lagrange resulta A" : E“ = A : E = AF : E”con lo cual se
obtiene E“=E —E” donde la ley de evolucion de la deformacién plastica en el espacio is6tropo resulta
E’=AF:E"’.
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0G*
oS

=0 =Wr=q . =1S:

— mec

(5-78)

(c) Configuracion actualizada

En la configuracion actualizada la ley de evolucién de la deformacion pléstica en el espacio
anisétropo esta dada por la siguiente regla de normalidad
aGT T
=1 ag
ot 0t

L,(e")=A (5-79)

donde G'(t,9)=9g"(t) =k y g=9(1). Teniendo en cuenta que toda la informacién de la

anisotropia del material estd contenida en el tensor de transformaciéon a’, se propone la
siguiente funcion de potencial plastico para el sélido anis6tropo

G'(1,9)=G'(r,a",9)=G"(1.9) =k (5-80)

Reemplazando la ecuacion (5-81) en la ecuacion (5-80) resulta el siguiente incremento de la
cuota plastica de la deformacion de Green-Lagrange

oG :AaG 'aT—/\aG :aT:LV(efp)T:aT (5-81)

dP=A1 t— =
ot 0T Ot ot

T

donde L (") =4 oG
ot

es el flujo plastico normal al potencial isétropo G’. El

concepto de aditividad de las deformaciones en la configuracion actualizada, en forma
analoga a la configuracion referencial permite extender la regla de transformacion de las
deformaciones totales a la cuota plastica de las deformaciones, es decir:

Dr
dP’ :ae:d”:/\ae:aG :/\ae:aG :a—T:Aae:aG :a’:ae:Lv(ef”)T:a’ (5-82)
ot ot 0t ot
%{—/

ks
donde d Prepresenta el cambio temporal de la deformacion plastica isétropa ficticia en la

configuracion actualizada. Obsérvese que [ 7 es el flujo normal a la superficie potencial en
un espacio isotropo. Este flujo afectado por el tensor a;;,, permite obtener la regla de flujo

asociada al espacio anis6tropo de tensiones, O" =0":a’. La transformacion
07 =a“:0" introduce la influencia de la anisotropia eléstica en el flujo anisétropo. La
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ley de evolucion de las variables internas a :{---,a,,--} viene dada por la siguiente regla

general

. :OG =A(h"), :OG :ﬁ=
ot Jt ot

=A(h"), :a;f:ar =(h"), :LV(€p)T:a’

a,=A(")

(5-83)

donde (h™), es un tensor de segundo orden, funcion del estado de tensiones actualizado y
de la variable de endurecimiento plastico tambien actualizada. En el caso mas simple de la
teoria de la plasticidad toma la forma del tensor de Kircchoff y en este caso a, coincide
con la densidad de energia plastica o disipacién. La ley de evolucion de la variable interna
resulta:
G’

ot

La magnitud de la deformacion plastica asi obtenida, resulta igual a la disipacion plastica
expresada en la ecuacion (5-79). Esta igualdad garantiza la objetividad de la formulacion y
muestra que se puede trabajar tanto en la configuracion referencial como en la actualizada.
Esta afirmacion puede demostrarse teniendo en cuenta las operaciones de transporte push-
forward y pull-back™, partiendo de la disipacion en la configuracion referencial, se verifica su
conservacion en la configuracion actualizada
=) =Wr=S:Er=(F'GEF "):(F'@"F)=
=(): (F7F @’ F F Y)=1:d "=¢" (5-85)
I I

=2 o=l =a,=A1:

~— mec

(5-84)

En el siguiente apartado se muestra, ademas, que la disipacion también es la misma en un
espacio isotropo ficticio que en el espacio anisétropo real.

5.3.3. Unicidad de disipacion

Este apartado tiene como objetivo demostrar que la disipacion plastica del modelo
constitutivo  anisétropo  desarrollado en los apartados anteriores es igual,
independientemente de si se la considera en el espacio anisétropo real o en el espacio

18 Se considera la validez del siguiente producto tensorial en las operaciones de cambios de configuracion:

(AB):C=B:(A" [C)=A:(CB").
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isotropo ficticio. Como se ha mencionado anteriormente la utilizacion del modelo
constitutivo en el espacio ficticio tiene la ventaja de poder utilizar todos los algoritmos
desarrollados para materiales is6tropos con la consiguiente ventaja en la implementacion en
un codigo de elementos finitos.

(a) Pequefias deformaciones

Debe de considerarse a la disipacion como un valor invariante entre el espacio isotropo y
anisétropo. Como consecuencia de la unicidad de la disipacion se muestra irrelevante escribir
el modelo constitutivo en cualquier de los dos espacios (Car et al., 2000):

_ . a . . a .

= . :Uy.ify.—m(;//a’:UU.:E‘y.—m(;//a’ZO (5-86)

a a

Las ecuaciones previas muestran como es equivalente escribir el modelo constitutivo en el
espacio real anisdtropo o en el espacio equivalente ficticio isétropo. Obviamente, escribir el
modelo constitutivo en el espacio ficticio isotropo permite aprovechar las ventajas y los
algoritmos usados para los materiales isétropos.

(b) Configuracion referencial

La magnitud de la energia libre de Helmholtz, para un proceso isotérmico, resulta igual
para el espacio anisétropo e isétropo ficticio,

Lp(E6,9,am)=W(E6,9)+W(am)=210[Ef:c:~'%Ef]+w(am)
m
= 5= WWELOAT) s e
OE ¢
LIJ(Ee,H,a’”):LIJe(EG,H)+W”(a’”):210[EG:CS:E€]+LIJ”(a”’) (5-87)
m
L OP(E*,6,a") _

= S=m tE° =

OE ¢
=[AS :C*° :(AE)_l]:(AE :E°)=A":S

donde W(E*,8,a")=W(E “,6,a™) es la energia libre total en la configuracion referencial,

espacio anisétropo e isotropo respectivamente, y W? (a™)=W”(a™) es la cuota plastica de dicha
energia libre. La ecuacidn constitutiva en la configuracién referencial, espacio isétropo, surge de
considerar la expresion de Clasius-Duhem y las ecuaciones de transformacion de espacios
de tensiones (5-31) y deformaciones (5-42). La disipacion esta dada en forma general por:
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=7 :S:E”—moawma’”—éqﬂ]]é’zo (5-88)
a

— mec
0

El primer término de la expresion de la disipacion en la configuracion referencial es
también posible escribirlo en funcion de los tensores de transformacion de espacios de

tensiones A° y deformaciones A y de los espacios de tensiones y deformaciones ficticias
como

S:E” =|(A%)*:S|:|A%)*:E7] (5-89)

Reemplazando en esta Ultima la deformacion plastica ficticia E ”por su expresion
(ecuacion (5-77)), se obtiene,

S
S:EP=A(A%)":S:(AF)" A" :aaG:AS
- S (5-90)
S:EP=AS:— =S:E°
oS

Considerando la ecuacién anterior y la conservacion de la energia, la expresion de la
disipacion para procesos isotérmicos resulta:
E;eC:S:E”—mOGiam:S:E”—moaiamE?nﬁeczO (5-91)
oa™ oa™
La expresion anterior muestra la disipacion es Unica, tanto si el modelo se formula en el
espacio anisétropo, como si la formulacion se realiza en el espacio isotropo equivalente. La
implementacion computacional de este modelo para anisotropia presenta grandes ventajas.
Al tratarse el material en un espacio isotropo ficticio solo es necesario realizar una
transformacion de los espacios de tension y deformacion a un espacio isétropo ficticio y
luego utilizar los algoritmos desarrollados en la literatura clasica para materiales isétropos.

(c) Configuracion actualizada

La expresion de la energia libre de Helmholtz en el espacio anisotropo y espacio isotropo
ficticio, en la configuracion actualizada, para un proceso isotérmico resulta:
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vt 8.0 =y @ 0+ @)= | frietie] ey @)
m

mM:cr :ee
de ¢

pe6an)zy e @)= ke elir@y e

= T=

maz/7(€g,6’,a’") -
oe*
:[aT e’ :(ae)_l]:(a“ :e‘)=a’:1

= T= e =

donde w(e“,68,a™)=w(€°,0,a™) es la energia libre total en la configuracién actualizada,

espacio anisotropo e isétropo respectivamente, y w”(@™) =w” (a™)es la cuota plastica de dicha
energia libre. La ecuacion constitutiva en la configuracion actualizada, espacio isétropo, surge de
considerar la expresion de Clasius-Duhem y las ecuaciones de transformacion de espacios
de tensiones (5-61) y deformaciones (5-68). La disipacion esta dada en forma general por:

=0 =1:d° —maa“fn a” —;q M6=0 (5-93)
a

El primer término de la expresion de la disipacion en la configuracion actualizada es
también posible escribirlo en funcion de los tensores de transformacion de espacios de

tensiones a’ y deformaciones a“ y de los espacios de tensiones y deformaciones ficticias
como

t:d? =|@)*:1f:|@) t:d P (5-94)

Reemplazando en esta Gltima la deformacién plastica ficticia d P por su expresion
(ecuacion (5-77)), se obtiene,

T:dp=/1(ar)_l:‘[:(a‘))_l:ae:aaG :a’

- T (5-95)
T:dP=A1: G =1:d°P

ot

Considerando la ecuacién anterior y la conservacion de la energia, la expresion de la
disipacion para procesos isotérmicos resulta:

=r =:d? -m Y g =tid? -m O g =z 50 (5-96)
oa” da”
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La expresion anterior muestra la disipacion es unica, tanto si el modelo se formula en el
espacio anisétropo, como si la formulacion se realiza en el espacio isétropo equivalente. Al
igual que en la configuracion referencial, la implementacion computacional de este modelo
para anisotropia presenta grandes ventajas. Al tratarse el material en un espacio isétropo
ficticio solo es necesario realizar una transformacion de los espacios de tension y
deformacién a un espacio isétropo ficticio y luego utilizar los algoritmos desarrollados en la
literatura clasica para materiales isotropos.

5.3.4. Ecuacién constitutiva tangente

El método de Newton-Raphson, que utiliza matrices de rigidez tangente es una de las
técnicas mas utilizadas en la aproximacion numeérica de las ecuaciones que rigen el
comportamiento de solidos elastoplasticos. Por lo tanto, es necesaria una relacion
incremental entre las tensiones y las deformaciones para obtener el operador lineal
tangente. A continuacion se presentan los operadores lineales elastoplasticos tangentes
continuos que establecen la relacion entre el incremento de tensiones y el de deformaciones
totales en las configuraciones referencial y actualizada.

El caso de materiales con comportamiento inelastico requiere la integracion numérica de
sistemas acoplados de ecuaciones diferenciales de pasos de tiempo de primer orden (Simo y
Taylor (1985)). El resultado del algoritmo de integracion es una funcion de respuesta no-
lineal que define el tensor de tensiones como una funcion de la historia de deformaciones
hasta el paso de tiempo actual. Este algoritmo de integracion permite tratar el problema
elastoplastico fundamentalmente como un problema linealizado equivalente en el paso de
tiempo.

El operador tangente que interviene en el problema linealizado se debe obtener mediante
una linealizacion de la funcién de respuesta consistente con el algoritmo de integracion de
la ecuacion constitutiva. La utilizaciobn de estos operadores tangentes preserva la
convergencia cuadratica de esquemas de solucion iterativos basados en metodos de
Newton (Simo y Taylor, 1985) (Crisfield, 1991). La precision con la que se obtiene la
matriz de rigidez tangente del sistema influye directamente en la velocidad de convergencia
y es de una importancia fundamental en la exactitud general del anélisis (Ortiz y Popov,
1985).

El operador elastoplastico que se presenta en este apartado es independiente del proceso de
integracion de la ecuacién constitutiva y por lo tanto no preserva la convergencia cuadratica
propia de los esquemas de solucion basados en métodos de Newton. En la referencia Car
(2000), se presenta la expresion del operador lineal elastoplastico tangente consistente con
el algoritmo de integracion de la ecuacion constitutiva. La utilizacién de este operador
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permite obtener convergencia cuadratica en el problema no-lineal con el método Newton-
Raphson.

(a) Configuracion referencial

La ecuacion constitutiva tangente en la configuracion referencial se obtiene a partir de la
variacion temporal de la tension de Piola Kirchhoff, esto es:

oS, ..
S]J = aEli:L EKL (5'97)

Teniendo en cuenta que la tension de Piola Kirchhoff en el espacio anisotropo puede

escribirse en funcién de la tension en el espacio is6tropo ficticio se tiene

S, 0SS, O0E;,

0S,; OE,, OE;,
%/_/

e
KL

1J

H,—/
(Aips)™ A
Sy = (Ars) ™ Croun A Exa (5-98)

SIJ = (AfIRS B 6RSMN (EMN - E]SN)

Teniendo en cuenta la condicion de consistencia plastica es posible obtener la ecuacién
constitutiva en el espacio isétropo ficticio, esto es:

S, =C% E, otambién S=C¥:E (5-99)

Donde C¢ representa el tensor constitutivo elastoplastico tangente en la configuracion
referencial, espacio isotropo ficticio, y su expresion esta dada por la siguiente ecuacion

A 0F°® _
(CIJRS O fes ) O (GS CRSKLJ

Cix =Cu — E° _ 61; 5 - (5-100)
@ CPQLND iN - ;m(h;ﬂu )S U iu
A

Teniendo en cuenta la ecuacién (5-98), que relaciona el tensor de tensiones de Piola-
Kirchhoff en los espacios real y ficticio, es posible obtener la variacion de tension
anisétropa real como:

S, = (AJSJKL - CI?ZRS FRS (5-101)
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Combinando esta ecuacion con la ecuacion (5-42), se obtiene la expresion del tensor
constitutivo elastoplastico anisétropo como:

Sy =(A) " Cihrs Apspo £, Otambién  §=C?:E (5-102)

ep
C PO

donde Cy,, = (45,,) " C2 o Ay, € el tensor elastoplastico anisétropo, que depende
del tensor constitutivo elastoplastico tangente isotropo ficticio.

(b) Configuracion espacial

La ecuacion constitutiva tangente en la configuracion espacial se obtiene considerando la
variacion temporal de la tension de Kirchhoff, esto es:

o7,
— L,(e) (5-103)

Lv (Tl/) = ae
ki

Teniendo en cuenta que la tension de Kirchhoff en el espacio anisétropo puede escribirse a
partir de la tension en el espacio isotropo ficticio se escribe

0T. Or o0e°
L 7.)= y rs mn L ee
V( 1]) aTm aé:m aezl v( kl)
(a;rs ) o alfl}’lkl
LV (le) = (aijr‘rs ) . Ersmn a;)mkl Lv (eZl) (5'104)
L,(6,) = (@) e [ L) = L) 3 Al =Lel)

Teniendo en cuenta la condicion de consistencia plastica se obtiene la ecuacion constitutiva
en el espacio isotropo ficticio,

L(t;)=cgL,(e,) otambiéen L (t)=c?:L, (e ) (5-105)

Donde ¢? representa el tensor constitutivo elastoplastico tangente en la configuracion
actualizada, espacio isotropo ficticio, y su expresion esta dada por la siguiente ecuacion
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(éijrs Ij is ) D (ZIF, érskl J
Ciir = Sy ~ OET C oo z agr () (5-106)
P = m A om twlT tu
or, ™ pall)

T

A

Teniendo en cuenta la ecuacion (5-104), que relaciona el tensor de tensiones de Kirchhoff
en los espacios real y ficticio, es posible obtener la variacién de tension anisotropa real
como:

L,(t;) = (a) Teg L(e,) (5-107)

g

Combinando esta ecuacion con la ecuaciéon (5-68), se obtiene la expresion del tensor
constitutivo elastoplastico anisétropo como:

L,(t,)=(aj,) " e a, L(e,) otambién L (T)=c?:L,() (5-108)

ep
ciipq

e

ep  — T -1 __ep
donde c - (a;jkz) Chirs arqu

iipq
tensor constitutivo elastoplastico tangente isotropo ficticio en la configuracion actualizada.

es el tensor elastoplastico anisotropo, que depende del

Los tensores constitutivos elastoplasticos tangentes obtenidos anteriormente no permiten
obtener convergencias cuadraticas en la solucion de problemas incrementales basados en
métodos de Newton, debido a que en su deduccion no se ha tenido en cuenta el
procedimiento de integracion de la ecuacion constitutiva y por lo tanto no es consistente
con el mismo.

Los tensores constitutivos elastoplasticos tangentes ficticios dados por las ecuaciones (5-
100) y (5-106) resultan simétricos para el caso de plasticidad asociada, mientras que el
tensor elastoplastico tangente anisétropo en las configuraciones referencial o actualizada
dado por las ecuaciones (5-100) y (5-108) en general son no simétricos (ver Car, 2000).

5.4. Tratamiento del desplazamiento fibra-matriz

Parte del comportamiento no lineal complejo de los FRP es consecuencia del deslizamiento
que se produce al nivel microestructural entre la fibra y la matriz una vez se ha perdido
adherencia entre estas dos fases (mecanismo conocido mediante el término inglés de
debonding). Este mecanismo se manifiesta como una deformacién no elastica (o
irrecuperable) debido al propio deslizamiento y una pérdida de rigidez del compuesto sin
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que lleguen a aparecer roturas de fibras causadas por la inhibicién de la colaboracién entre
fibra'y matriz.

En los materiales compuestos reforzados con fibras el agrietamiento o apertura de fisuras
en la matriz estd muy relacionado con el posterior deslizamiento entre fases. El proceso de
apertura de fisuras en la matriz ocurre a los niveles de tension que resultan
significativamente menores que el nivel tensorial necesario para producir la rotura de las
fibras, produciendo una disminucion de la rigidez e induciendo deformaciones inelasticas y
ciclos de histéresis (Beryerley et al., 1992). A los fines de modelar micromecanicamente el
fendmeno de deslizamiento fibra matriz en materiales compuestos, diversos modelos han
sido propuestos. Una parte de estos estudios se basan en permitir la ausencia de contacto
entre fibra y matriz (Owen y Lyness, 1972). Otros estudios introducen una capa
representativa de la interfase entre la fibra y la matriz (Agarwall y Bansal, 1979). Otros
autores proponen un modelo basado en la micromecanica del fenomeno. Hild, Burr y
Leckie (1994) presentan un modelo micromecanico basado en la mecénica de los medios
continuos, que permite tener en cuenta los efectos de la rotura de la matriz y el DFM.

Existen pocos antecedentes sobre el tratamiento de este fendmeno mediante la mecénica
de los medios continuos. Algunos autores han formulado modelos para compuestos de
matriz ceramica (Hild et al., 1994).

5.4.1. Equilibrio de una fibra embebida en una matriz

Existe un mecanismo de transferencia de tensiones entre fibra y matriz mostrada en la
figura 5-6 donde se observa que la accion se aplica siempre sobre la matriz y la
transferencia a la fibra se produce por la adherencia que este en ambos materiales. El
analisis de la distribucion de tensiones a lo largo de una fibra debe tener en cuenta que en
los extremos de las fibras se generan estados de tensiones complejos. Dado que las
deformaciones en los extremos de las fibras son menores que en la matriz se inducen
importantes tensiones cortantes en los extremos alrededor de la fibra en su direccion
longitudinal. En consecuencia la fibra se encuentra sometida a un estado de traccion. A
medida que la relacién en la longitud de la fibra () y su diametro (d) disminuye los
fendmenos que se producen en la zona final del refuerzo adquieren mas importancia
llegando a afectar a la rigidez del conjunto, de ahi que se precise un tratamiento especial de
los compuestos de fibra corta. En cambio, cuando se consideran fibras largas la
disminucién de rigidez del conjunto debido al efecto de los extremos es practicamente
despreciable.
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fibra matriz

A

ML
A

Esfuerzo de traccion Esfuerzo cortante en

/ en la fibra la interfase \

Figura 5-6. Variacion de los esfuerzos de traccion y cortante a lo largo de una fibra embebida en una matriz
sometida a traccion. Considerando un comportamiento elastico de la fibra y de la matriz la traccion resultante
en el extremo de la fibra resulta nula y maxima en la zona central, por el contrario las tensiones cortantes
resultan maximas en los extremos y decrecen hasta anularse en la zona central.

En el caso de superarse la resistencia del interfaz fibra-matriz se produce el consiguiente
deslizamiento relativo entre la fibra y la matriz. La falla, sin embargo, no implica
necesariamente que la matriz sea incapaz de transmitir carga a la fibra ya que pueden
aparecer fuerzas de friccion entre la fibra y la interfase. Por lo tanto, el DFM tiene como
consecuencia directa la limitacion de la matriz de transferir esfuerzos a la fibra.

5.4.2. Propuesta para el tratamiento del DFM

La metodologia que aqui se presenta, integrada dentro de la mecénica de los medios
continuos, reproduce los fendmenos que se observan debido a la aparicion del mecanismo
del DFM. Los materiales compuestos sometidos a estados de tension en los cuales se ha
producido el desprendimiento entre la fibra y la matriz produce una limitacion de la matriz
de transferir esfuerzos a la fibra y, ademas, debido al deslizamiento entre les fases no
cumplen con la ecuacion de cierre impuesta por la teoria de mezclas. Por lo tanto, estos
mecanismos producen por un lado i) la pérdida de rigidez global debido a la disminucion
de la colaboracién de la fibra en la matriz, y por el otro ii) deformaciones permanentes
debido al deslizamiento irrecuperable entre fases del compuesto.

Un modelo constitutivo basado en la mecénica de medios continuos permite cuantificar
estos fendmenos. Mediante una variable interna asociada a la teoria de dafio continuo (ver
Oliver et al., 1990, y Oller (1991 y 2001) permite tratar la pérdida de rigidez y el movimiento
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relativo entre fibra y matriz puede representarse a través de una deformacion irrecuperable
mediante la teoria de plasticidad (Oller et al., 1995).

La determinacion del inicio de este fendmeno se realiza mediante una condicién de
resistencia que compara la tension efectiva de un punto con la resistencia de la fibra
teniendo en cuenta el fendmeno del DFM. Conocida la forma en que participa la fibra
dentro del compuesto, y el mecanismo de transmision de tensiones entre fibra y matriz, se
puede decir que la fibra participa dentro del compuesto en funcion de su propia resistencia
y de la capacidad de transferencia de esfuerzo de la interfase fibra-matriz, por lo tanto su
resistencia esta influenciada por el medio que la contiene. Por lo tanto, la determinacion de
su resistencia real y su capacidad de colaboracion depende de su propia resistencia nominal
(), (0 resistencia de la fibra en condiciones aisladas), de la resistencia nominal de la matriz
(), Y de la resistencia nominal de la interfase entre fibra y matriz (V),,,... (0 capacidad de
transferencia de tensiones desde la matriz a la fibra). Se puede definir entonces la
resistencia de una fibra contenida en una matriz como (Car, 2000)

()i = min | () (7 D 2 ) (5-109)

f

donde r; es el radio de la fibra.

De la ecuacion anterior se deducen los siguientes estados limites dependiendo de que
término de la expresion (5-109) es menor: i) si la matriz es mas resistente que la fibra y la
adherencia fibra-matriz es perfecta, la capacidad de participacion de la fibra queda limitada
por su propia resistencia nominal, ii) si se produce un fallo en la matriz por
microfisuracion, etc., en tanto que la fibra se mantiene en régimen lineal, la resistencia de la
fibra queda limitada por la resistencia de la matriz, pues no podra transferir mas tension
que la que le permite el medio que la contiene v iii) si el fallo se produce en la interfase
fibra-matriz, la resistencia de la fibra queda limitada por la de la interfase.

En la mayoria de los FPR se verifica que el agrietamiento por cortadura de la interfase se
produce antes que la rotura de las fibras y se observa una separacion masiva entre fibra y
matriz y por lo tanto la resistencia de la fibra queda limitada por la capacidad de la interfase
de transmitir esfuerzos. La aparicion de fenomenos plasticos en la matriz de un material
compuesto sometido a un estado de cargas monotono creciente impide la transferencia de
los esfuerzos desde la matriz hacia las fibras dando lugar a la aparicion deformaciones
irrecuperables por deslizamiento de la fase de refuerzo respecto de la matriz. A partir de
aqui las deformaciones irrecuperables debidas al deslizamiento entre ambas fases se tienen
en cuenta con un modelo elastoplastico con endurecimiento para la fase de refuerzo debido
a la presencia de las fuerzas de rozamiento entre fases. También en este momento la
transferencia de cargas de la fibra a la matriz no es nula debido a la presencia de
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fendmenos de friccion entre ambas fases del material compuesto. Por lo tanto las fibras
aumentan su estado de tensiones segun un modulo elastico diferente del inicial.

El modelo que se propone en este trabajo se basa en establecer el estado de tensiones en el
que ese encuentra la fibra en el momento de producirse la rotura en la matriz del
compuesto. Por lo tanto se trata de un modelo no local material, debido a que el estado de
uno de los materiales (refuerzo) depende de otro (matriz). Con la intencion de tener en
cuenta la iteracion entre el estado de la matriz y de la fibra es necesario determinar el estado
de tensiones de la fase de refuerzo en el momento en que se verifica el DFM. Este nivel de
tensiones define el limite de tension que se transmite entre el refuerzo y la matriz. A partir
de este instante los esfuerzos se transmiten por friccion.

Con el objetivo de incluir el DFM en la formulacion del modelo constitutivo para
materiales compuestos se define la relacion

n

g
i = () (5-110)
‘ fR fib

donde (), representa la resistencia del refuerzo y o representa la tension en la direccion
longitudinal del la fibra en el momento que se verifica el DFM debido a la apariciéon de
fendmenos plasticos en la matriz.

Con el fin de simular las deformaciones irrecuperables que se verifican como consecuencia
del DFM se redefine el criterio de fluencia de la fase refuerzo. El factor r,, permite
establecer el momento a partir del cual la matriz alcanza el limite de transferir carga a la
fibra. Por lo tanto, el criterio de fluencia resulta

®(o,g,a)=F(0,g)-r,, K@) (5-111)

El producto r.,-K(a) permite redefinir el umbral de tensiones a partir del cual aparecen
fendmenos plasticos. La modificacion en la condicion de fluencia hace necesario redefinir
el modelo constitutivo elastoplastico de la fase de refuerzo. Si el modelo esta formulado en
grandes deformaciones esto se debe realizar tanto en la configuracion referencial como en
la actualizada (Car, 2000)

5.5. Compresion. Pandeo local de la fibra

Este capitulo resume parte del trabajo de investigacion publicado por Puig et al. (2002),
cuya motivacién ha sido la solucion de este complejo fendmeno dentro del marco teérico
que se ha descrito en los apartados previos. La importancia del pandeo local de la fibra es el
hecho de que tiene lugar a esfuerzos bajos en comparacion con los valores predichos por la
teoria de l1dminas (abolladura), o por la teoria de inestabilidad elastica de vigas.
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La presencia en la literatura especializada de articulos que traten el tema de la inestabilidad
elastica por compresion de las fibras mediante aproximaciones por el método de los
elementos finitos es en realidad muy escasa. De hecho, esto puede deberse a la falta de un
modelo adecuado para tratar los complejos fendmenos de interaccion entre las fibras y
matriz que se desarrollan en estos materiales compuestos. En este capitulo se hace una
aproximacion a la solucion numérica de este fendmeno de inestabilidad local inelastica.
Para ello, se presenta un modelo constitutivo de pérdida de rigidez por pandeo local de las
fibras largas en materiales compuestos reforzados. Dicho modelo se establece a partir de
una generalizacion del de dafio isotropo de Kachanov (ver Oliver et al., 1990, y Oller (1991
y 2001). La formulacion resultante se considera dentro del contexto de los materiales
compuestos anisotropos y se integra en un cédigo de elementos finitos. Esta formulacion
asi obtenida, permite simular numéricamente el complejo fendmeno de la inestabilidad de
las fibras en materiales compuestos de fibras largas y tratar esta inestabilidad local dentro de
una inestabilidad global representada mediante una formulacion en grandes deformaciones.
Esta formulacion se basa en la teoria de mezclas de sustancias basicas, anisotropia general,
grandes deformaciones y comportamiento no lineal de cada sustancia basica que compone
el material compuesto. Dada la amplitud del trabajo que implica el tratamiento de este
fendmeno de pandeo, aqui solo se hace un esfuerzo por presentar la inestabilidad local y su
influencia global en la pieza.

5.5.1. Descripcion del fenédmeno. Estado del conocimiento.

El fendmeno que se estudia se produce en aquellos materiales compuestos reforzados con
fibras paralelas entre si y orientadas en la direccion longitudinal de la pieza estructural.
Estas fibras se comportan solidariamente entre si y trabajan en forma confinada por
influencia de la matriz. El refuerzo dispuesto en este tipo de materiales se calcula para que
el compuesto ofrezca una respuesta Optima a esfuerzos de traccion, ya que no se espera que
estos materiales esbeltos de matriz reforzada con fibra trabajen a compresion. Sin embargo,
deben considerarse aquellas situaciones de cargas no esperadas que exigen que el material
responda adecuadamente frente a esta imposicion.

El punto de partida del estudio es la solucion del problema de la inestabilidad por
compresion de estructuras esbeltas para materiales elasticos, homogéneos e isotropos.
Mediante el planteamiento del problema, tal y como se observa en la figura 5-19, se obtiene
la ecuacion diferencial no homogénea que gobierna el fendmeno para el caso de piezas
ideales

EL"(x)+ N =F(r,,q,x) (5-112)
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donde E es el mddulo elastico del material; 1 es la inercia de la seccion recta de la pieza
respecto del eje de flexion; N la carga de compresion aplicada en el eje de la pieza; y la
distancia vertical de un punto de la deformada a la posicion sin deformar de la pieza; y F
una funcién que depende del estado de cargas particular de la estructura.

y

Figura 5-19. Esquema de una pieza ideal comprimida y flectada.

En el caso de que no haya carga transversal u otra accion que produzca flexion, entonces la
ecuacion (5-112) se reduce a su expresion homogénea

EL"(x)+ N =0 (5-113)
cuya solucion se conoce como la carga critica de Euler
2
n*mEl
NE = ]—2 (5'114)

donde | es la longitud de la pieza.

Para piezas estructurales en general, y en particular para aquellas conformadas por
materiales anisotropos, es posible obtener buenas aproximaciones con programas de
elementos finitos que tengan implementada una cinematica en grandes deformaciones.

Sin embargo, la inestabilidad por compresion de las fibras largas embebidas en una matriz
es un fenomeno de gran complejidad y de dificil estudio y comprension. La principal
dificultad estriba en el hecho de que en el mismo influyen tanto propiedades de la propia
fibra como de la matriz (problema no local). La geometria de la fibra, altamente esbelta por
naturaleza, y la coaccion al movimiento que ejerce la matriz influyen decisivamente en el
fendmeno. La anisotropia que caracteriza a la mayoria de las fibras utilizadas en materiales
compuestos avanzados condiciona igualmente la respuesta de estos materiales a
compresion.
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(a) Modelos micro-mecanicos

El primer intento de proponer un modelo analitico para estudiar el fenémeno se debe a
Rosen (1965), basandose en la idea de que la rotura a compresion axial estaria asociada al
curvado de las fibras cuyo comportamiento es analogo al de pandeo de columnas esbeltas.
Basandose en estas evidencias, diferencio dos posibles modos de pandeo segun el volumen
de fibras del material compuestos: modo extensional o desfasado, propio de volimenes de
fibra bajos; y shear o en fase, para grandes volimenes de fibra (figura 5-20

Figura 5-20. Representacién esquematica de los modos de curvado (a) en desfase y (b) en fase en laminas
unidireccionales a compresion longitudinal. (Hull, (1987))

A pesar de que posteriormente el trabajo de Rosen resultd insuficiente para la prediccion
fiable de las cargas de rotura, sobrestimando las mismas, la idea basica de su formulacion,
basada en los modos de micro-dobleces, ha supuesto el punto de partida de la mayoria de
los trabajos posteriores.

En trabajos posteriores al de Rosen, diversas han sido las lineas de investigacion con la
finalidad de obtener un modelo que reproduzca el micro-pandeo de las fibras y su
cinematica. En esta linea, Balacd de Morais (1996) propone una formulacién 2-D y 3-D en
elementos finitos, que se basa en la hipdtesis de que la inestabilidad local de las fibras
gobierna la rotura a compresion longitudinal de las Id&minas unidireccionales. EI modelo
original fue simplificado en trabajos posteriores (Balacd de Morais (2000)) hasta conseguir
la linealizacion del mismo. Dado que un modelo multi-fibra es muy costoso
computacionalmente, la formulacion resultante se usd principalmente para verificar un
modelo simplificado de celda bésica. Los resultados obtenidos mostraron que la longitud
de onda de la ondulacion inicial de la fibra no es particularmente relevante. Por contra, se
comprobo que el modulo elastico de la matriz y la participacion volumétrica de la fibra en
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el compuesto afectaban de forma importante la resistencia a compresion de la lamina,
siendo ésta mayor para valores elevados de aquellos. En general, sin embargo, los valores
predichos usando datos realistas para definir el modelo son muy superiores a los obtenidos
mediante ensayos experimentales. En conclusion, los modelos micro-mecénicos, cuya
finalidad es la de obtener la carga de rotura a compresion del compuesto mediante
aproximaciones a la cinematica real del pandeo de las fibras, resulta ser excesivamente
costosa computacionalmente, con lo cual deben deducirse formulaciones simplificadas que
permitan obtener dichos valores de forma explicita.

(b) Modelos de dafio mecanico

La otra linea principal de investigacion que se encuentra en las referencias se basa en la
consideracion de las imperfecciones como la variable fundamental para formular un
modelo valido. En este sentido, Barbero y Tomblin (1996) combinan una distribucion
estadistica de las imperfecciones con el clasico modelo de dafio mecanico de Kachanov. De
esta manera, la resistencia de la fibra disminuye debido a la presencia de las imperfecciones,
siendo tanto mayor esta reduccion como mayor sea el volumen de fibra.

El modelo parte de la constatacion de que el micro-pandeo de fibras perfectamente
alineadas (modelo de Rosen) es un problema sensible a las imperfecciones. Es decir,
pequefias cantidades de imperfecciones (desalineaciones) pueden causar grandes
reducciones de la carga de pandeo, y de esta manera reducir la resistencia a compresion
respecto la prediccion que realiza el modelo de Rosen. La relacion entre la tension de
pandeo (resistencia a compresion) y la magnitud de las imperfecciones (desalineaciones) es
conocida en la teoria de la estabilidad como la curva de sensibilidad a las imperfecciones.
En el trabajo realizado por Barbero y Tomblin (1996), también se comprueba que las
predicciones son muy sensibles a la ecuacion que modela la respuesta tenso-deformacional
a cortante. Debido a esto se hizo necesario el desarrollo de un modelo basado en la teoria
de la estabilidad. Para la definicion final del modelo de dafio, deben tenerse en cuenta
algunas consideraciones. En un trabajo anterior de Tomblin (1994), se demostrd que una
fibra pandeada no tiene resistencia post-pandeo (0 post-critica). Esta afirmacion, sin
embargo, no implica ni asume que una fibra pandeada esté permanentemente dafiada, ni
que el proceso sea irreversible. Sélo indica que la capacidad de carga de una fibra pandeada
es menor que la carga aplicada. La fibra puede romperse debido a la curvatura cuando la
deformacion lateral es excesiva. Por lo tanto, el modelo de dafio unidimensional no
requiere que la fibra esté en un estado de dafio permanente. Es suficiente asumir que todas
las fibras que hayan pandeado no son capaces de soportar cargas mayores debido a que no
disponen de resistencia post-pandeo. En el momento en que una fibra pandea, la carga
aplicada se redistribuye entre el resto de las fibras que no han pandeado todavia.



194 Estudio constitutivo de materiales compuestos laminados sometidos a cargas ciclicas

En cualquier instante de carga de la probeta, la carga aplicada (que en el instante inicial la
tension se aplica al area de fibra total) es igual a la tension efectiva en el instante de carga
considerado aplicada en el area de las fibras que permanecen sin pandear. Es decir,

Gy = Oz () (L - @) (5-115)

donde 0<w(a)<1 es el area de las fibras pandeadas por unidad de éarea de fibra inicial. El
area de las fibras pandeadas w(a) es proporcional a una funcion estadistica de la
distribucion de desalineaciones de las fibras. La ecuacion (5-115) tiene un maximo que se
corresponde con la tension maxima que puede ser aplicada al compuesto. Este maximo es
unico y proporciona un valor de la resistencia a compresion del compuesto que considera
la curva de sensibilidad a las imperfecciones y la distribucion aleatoria de las desalineaciones
de las fibras.

La comparacion de las predicciones obtenidas con el modelo con los ensayos
experimentales demostro que las diferencias eran muy sensibles a la forma de medicion de
las propiedades a cortante de las probetas ensayadas. Asi mismo, se constato la
dependencia clara de la resistencia a compresion con la rigidez a cortante inicial. También,
se observd que la resistencia a compresion decrece claramente cuando las imperfecciones
de las fibras aumentan, y que no aumentan a mayores volimenes de fibra debido a que
también aumenta la probabilidad de que presenten imperfecciones.

5.5.2. Modelo de pandeo de los compuestos con fibras largas

En este apartado se presenta una aproximacion al fenémeno a través de la mecanica de los
medios continuos que permite generalizar la simulacion numérica del fenémeno de
inestabilidad en estos materiales compuestos.

La dificultad de este planteamiento es el de considerar un fenOmeno esencialmente un
problema cinematico a través de un simil constitutivo. Sin embargo, el mismo fenédmeno
puede observarse desde los dos puntos de vista: i) el cinematico que estudia la pérdida de
rigidez global y ii) el constitutivo que estudia la pérdida de resistencia en un punto como
consecuencia de la pérdida de rigidez global. En este planteo se admiten como validas a
ambos puntos de vista.

También debe mencionarse el hecho de que no se ha pensado el modelo para ningun tipo
de material en particular. Igualmente, la teoria no supone a priori ningin modo de pandeo
determinado. Esto permite al modelo ser valido para cualquier volumen de fibras.
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(a) Definicion general del modelo de fibras

El modelo que se propone es una modificacion del de dafio isétropo de Kachanov (Oliver
et al. (1990)). Dicha modificacién consiste en la inclusion de una nueva variable interna
escalar, que define el comportamiento por pandeo, como se muestra en la siguiente
ecuacion

o={-d,)tl-d,)C:e (5-116)

donde o es el tensor de tensiones; € el tensor de deformaciones; C el tensor constitutivo
inicial; d, la variable de dafio mecanico; y ¢, la variable de pérdida de rigidez por pandeo.

La variable 4, esta acotada inferior y superiormente, tomando valores entre cero y uno, 0
< d,< 1, para cada extremo. El modelo resultante sigue siendo, por lo tanto, de dafio
isotropo. La variable de dafio mecanico 4, esta también acotada, 0 <d,< 1, y se obtiene

de igual forma que en el modelo original que puede consultarse en la referencia Oliver ¢t al.
(1990). Su propiedad fundamental es su irreversibilidad, y su funcién dentro del modelo es
la de cuantificar la degradacién del material debida a la superacion de la capacidad portante
del mismo.

La variable de pérdida de rigidez por pandeo J,, opuestamente a la variable de dafio

mecanico, se caracteriza principalmente por su reversibilidad. Su finalidad es la de
considerar la pérdida de rigidez que acontece en la fibra en el momento de producirse su
inestabilidad como una pérdida de capacidad portante a nivel constitutivo, influenciada por
la interaccion fibra matriz. Sobre esta afirmacion es importante recordar, para evitar
equivocos, que desde el punto de vista fenomenoldgico, el pandeo no es un fendGmeno
constitutivo, pero con este modelo, se hace una similitud entre el problema cinematico del
pandeo y el problema constitutivo introducido por esta variable reversible 4, de pérdida

de rigidez. Este procedimiento de “simulacion macroscopica”, permite estudiar la
inestabilidad de un gran namero de fibras, sin que importe exactamente el comportamiento
de una cualquiera de ellas, sino solo la influencia que este fendmeno tiene en el conjunto.

(b) Definicion de la variable de pérdida de rigidez por pandeo.

La definicion de 4, se complementa con la insercion del modelo de dafio en la teoria de

mezclas generalizada y en la técnica del mapeo de espacios para el tratamiento de la
anisotropia general propuestas por Car (2000). También tiene en cuenta la propuesta de
Rosen (1965) de asimilar la fibra a un conjunto de columnas esbeltas. A diferencia de éste,
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aqui no se supone a priori ningn modo de micro dobleces de fibra del material, sino que el
modo de inestabilidad resulta naturalmente de la formulacion misma.

La definicion méas general se muestra en la siguiente ecuacion,
d, = f,(fibra) Oy, (matriz) (5-117)

donde f,(fibra) es una funcion que depende de las propiedades caracteristicas de la fibra; y
f,(matriz) depende de las propiedades de la matriz. La consideracion de la primera de ellas
es obligada puesto que un modelo de inestabilidad de las fibras debe tener de alguna forma
en consideracion las propiedades mecénicas de las mismas. La inclusion de la segunda
funcién tiene como finalidad simular la coaccién al movimiento que ejerce la matriz sobre
la fibra, estableciendo asi una condicion de contorno para las fibras, que depende de la
propia evolucion del proceso mecanico (variable interna).

La idea basica de esta definicion es la de aprovechar la situacion que crea la teoria de
mezclas generalizada para la solucién numérica del problema de interaccién entre las
sustancias componentes. Dicha teoria se basa en la descomposicion del material compuesto
en sus componentes, la integracion de la ecuacion constitutiva particular de cada uno de
ellos, y la obtencion de la respuesta del compuesto como una recomposicién de las
respuestas obtenidas para los materiales componentes en funcion de la participacion
volumétrica de los mismos. La interaccion entre los distintos materiales se produce en la
etapa de recomposicion de la respuesta. En este marco, la idea es considerar la fibra como
un sistema de columnas independientes que actuan de forma conjunta, pero sin la matriz
que las une y las cohesiona (figura 5-21). Estas columnas son geométricamente perfectas y
sin imperfecciones. Frente a cargas actuantes, las fibras tendran una tendencia natural a
pandear debido a su gran esbeltez. La consideracién del efecto de coaccion al movimiento
y, en general, de confinamiento que ejerce la matriz circundante se tiene en cuenta a dos
niveles: a través de la recomposicion de la teoria de mezclas y de la variable de pérdida de
rigidez por pandeo. Esto supone un mayor factor de interrelacion entre los materiales
componentes.
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+ I|III

Figura 5-21. Descomposicion del material compuesto en sus componentes.

() Participacion de la fibra.

La participacion de la fibra se realiza mediante la definicion de una relacion entre la tension
aplicada y la tension de comparacion (f,(fibra)=0,,./0.,,). Esta formulacion para la fibra
se obtiene a partir de la expresion clasica de la tension critica de Euler, modificada para
tener en cuenta la reduccion del modulo elastico debido a la degradacion de la propia fibra.
Estas tensiones aplicadas y de comparacion se definen para la fibra como,

c)-aplic = (1_df)[(ﬂ‘_dp )EOS (5'118)

donde g, es la tension longitudinal de la fibra; E, el modulo longitudinal de la fibra; y € la

plic
deformacion elastica longitudinal de la fibra, y
n’m’l
Ucomp :juz(l_df)[(ﬂ-_dp )Eo (5'119)

donde g, es la tensién de comparacion; n, el modo de pandeo; I=Tt‘/64 la inercia de la
seccion recta de la fibra respecto del eje de flexion donde d es el diametro nominal de la
fibra; y | la longitud nominal de la fibra. La longitud de pandeo puede definirse en forma
general como

=L (5-120)
np

La tension de comparacion definida en la ecuacion (5-119) se ha obtenido de sustituir el
modulo elastico del material en la expresion de la tension critica de Euler (ecuacion 5-114)
por el médulo dafiado correspondiente a cada paso de carga. Este cambio implica que la
tension de comparacion difiera de la tension critica de Euler en que aquélla depende del
proceso de carga y por lo tanto no puede definirse a priori, mientras que la expresion
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clasica de Euler no depende del proceso de carga. La idea basica, sin embargo, es la misma
en ambos casos, que es proporcionar una tension de referencia que permita decidir si la
tension en el material es suficiente para producir la inestabilidad, y en que modo se
producira ésta.

La longitud de pandeo del modelo, ecuacion (5-120) puede interpretarse como una
modificacion adecuada de una longitud nominal original I. En cada caso particular, el
proyectista o analista debera decidir su valor mas adecuado y que mejor represente el
problema a estudiar. En particular, para el caso de un material compuesto laminado tipico,
la longitud | tomaria el valor de la longitud nominal de las fibras. De la misma manera, si el
analisis consistiera en el estudio de una viga o columna de hormigén armado, el valor
adecuado seria la longitud libre entre cercos. La evolucién posterior de la longitud de
pandeo estara condicionada por el proceso de carga, pero no seran necesarios ajustes
complementarios por parte del analista.

La evolucion de los modos de pandeo n, depende del proceso de carga. Para estados de
carga en que la tension en la fibra aumenta con los desplazamientos (rama creciente del
diagrama tension-deformacion), el modo de pandeo debe ser tal que la tension de
comparacion sea igual o superior a la tension alcanzada en el paso anterior del proceso de
carga. Es decir,

nit Oy 20 (5-121)

comp =

Donde ¢+1 es el paso de carga correspondiente al tiempo actual, ¢ el paso de carga
anterior; y o; la tension en la fibra para el estado convergido. En el caso que la fibra no
pueda asumir mayores niveles de tension para nuevos aumentos de deformacion (rama
decreciente del diagrama tensién-deformacion), se supone que la fibra pandea y, por lo
tanto, la relacion entre las tensiones aplicada o, y de comparacion o, es idéntica a la
unidad. En este supuesto, se obtiene una aproximacion al modo de pandeo de la fibra de la
siguiente forma,

Mjim :%\/E (5-122)

donde n;, es el modo de pandeo limite para la rama descendiente del diagrama tension-
deformacion.

En resumen, en este caso la participacion de la fibra se define como

2
fl(fibra)z O apiic :[ 4] ] ¢ (5_123)

Ocomp | 11,Td
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(d) Participacion de la matriz.

La segunda parte de la definicion se basa en la idea de que la variable de pérdida de rigidez
por pandeo debe considerar en su definicion el efecto de coaccién al movimiento y de
confinamiento que sobre ella ejerce la matriz. Este efecto debe considerarse en la definicion
debido a que la teoria de mezclas no es una herramienta valida para su representacion.

Para tal fin, es necesario que la matriz se modele mediante un modelo de dafio isétropo de
Kachanov. La variable de dafio mecénico correspondiente a la matriz, d,,, como medida de
la degradacién de dicho material, se utiliza también en el presente modelo como una
variable representativa de la evolucion de la capacidad de confinamiento de la matriz sobre
la fibra. Es decir, y en el caso de que la matriz esté formada por un Unico material, se
define,

1, (matriz)=d,, (5-124)

En el caso de que la matriz estuviese constituida a su vez por mas de un material
componente, la definicion dada en la ecuacion (5-124) se generalizaria de la siguiente forma

Im

fo(matriz)=> "k, .d,, (5-125)
I
donde n,, es el numero de materiales componentes de la matriz; d,,; es el dafio mecanico del
material j-¢simo de la matriz, y k,,; es el coeficiente de participacion volumétrica local de la
matriz del material j-6simo de la misma, que se define como
Va: V,

b, =L = T (5-126)
LV VY

donde V,,, V¢ ,V,; Yy V son respectivamente los volimenes de la matriz, de la fibra, del
material componente j-6simo y del compuesto total. Es decir, se aplica la teoria de la mezcla
de sustancias al dafio mecanico de los materiales componentes de la matriz, estableciéndose
asi una composicioén de comportamientos.

Debe considerarse, por ultimo, la conveniencia o no de modificar la definicién dada en la
ecuacion (5-125) de la siguiente manera:

fo(matriz)=> "k, . (¢, ; J (5-127)

j=1
donde g; actuaria como un factor regulador de la influencia de la matriz sobre la fibra. Es
decir, si g > 1, se estaria asumiendo que en los primeros estadios del proceso de
degradacion del material matriz considerado, éste es capaz de seguir coaccionando el
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movimiento de una forma bastante efectiva (figura 5-22). A medida que aumentara el dafio,
la posibilidad del pandeo aumentaria en mayor medida que al principio. Si, por el contrario,
se define una g, < 1, se estaria considerando que el material pierde rapidamente la capacidad
de coaccion en el momento en que empieza a degradarse.

f(dm) qj<1
R a—

Figura 5-22. Representacion de la capacidad de confinamiento de la matriz mediante un exponente g

Probablemente, sin embargo, la problemética serd& mucho mas extensa de lo que aqui se da
a entender. Es posible que el ajuste exacto de dichos coeficientes dependa en realidad de la
combinacion de materiales que se realice. Es decir, una misma matriz con dos tipos de
fibras diferentes podria tener un diferente comportamiento frente a la inestabilidad de estas
ultimas debido a que los mecanismos de adherencia son distintos, al propio proceso de
fabricacion del compuesto, etc. Sin embargo, debe huirse de considerar casos extremos. Es
decir, ajustar el valor de un Unico coeficiente para todos los casos posibles seria tan poco
practico como intentar definir un valor para todas y cada una de las combinaciones de
materiales posibles. Definiendo un valor medio para cada material, indistintamente de la
combinacién que se haga de los mismos y del tipo de fibra con el que formara el
compuesto, deberia ser suficiente en la mayoria de los casos.

Sin embargo, la inclusion de esta variable g, en el modelo tiene una clara desventaja, en una
primera aproximacion, se trataria de un pardmetro empirico o semiempirico. Lo ideal seria
definir dichos coeficientes como una funcion de las propiedades de los propios materiales
componentes de la matriz. Sin embargo, resultaria mas facil aproximar el valor a partir de
ensayos experimentales. Si se actuara de esta ultima forma, el modelo dependeria de una
variable ajustada experimentalmente, con lo cual se perderia la generalidad con que se ha
tratado el problema hasta el momento. Por lo tanto, antes de intentar definir o ajustar
dicho parametro, deberia discutirse acerca de la conveniencia de incluirlo o no en el
modelo.
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(e) Propuesta de la variable de pérdida de rigidez por pandeo.

Con los elementos presentados hasta el momento, la definicion de la variable de pérdida de
rigidez por pandeo que se propone en este trabajo resulta escrita del siguiente modo,

2
41
d = k. d_ 5-128
p (npﬂd} 8|:; m,j m,_/] ( )

Es decir, la variable de pérdida de rigidez por pandeo depende de caracteristicas
geométricas propias de la fibra (longitud y didmetro), de la evolucion de las caracteristicas
mecanicas de la matriz (suma ponderada del dafio mecénico de los materiales componentes
de la matriz) y del paso de carga considerado (deformacion actuante y condiciones sobre la
evolucion del modo de pandeo).

5.5.3. Principales caracteristicas del modelo

De la propia definicion de la variable de pérdida de rigidez por pandeo d,, ecuacion (5-128),
pueden extraerse conclusiones respecto al comportamiento del modelo definido en la
ecuacion (5-116). En primer lugar, el pandeo de la fibra no es posible si no existen procesos
de degradacion en la matriz. Este hecho se refleja con claridad en la ecuacion (5-128), pues
si no existe degradacion de la matriz, el dafio mecanico de la misma es nulo y la variable de
pérdida de rigidez d, vale cero. Solo cuando se supere el primer umbral de dafio en la
matriz podra producirse pérdida de rigidez

Como indica la ecuacion (5-116), la pérdida total de capacidad portante en la fibra puede
darse como consecuencia del dafio mecénico d; en ella misma, de la pérdida de rigidez por
pandeo d, o por una combinacion de ambos. Los estudios llevados a cabo al respecto
demuestran, en los casos estudiados, que la rotura tiene lugar por una combinacién de
ambos fendmenos. Al iniciarse el fendmeno, las fibras podrian estar sometidas a
desplazamientos y curvaturas excesivas que no serian capaces de soportar, con lo que se
iniciarian procesos de rotura fisica de las mismas.

Una de las principales propiedades de la variable de pérdida de rigidez por pandeo definida
en la ecuacion (5-128), y que la diferencia fundamentalmente de la variable de dafio clasica,
es su reversibilidad. En efecto, durante un proceso de carga mondtono creciente, la variable
de pérdida de rigidez por pandeo también evolucionara de forma creciente. En concreto,
en cada paso de carga deberan actualizarse los valores del modo de pandeo n, de la
deformacién ¢y del dafio de la matriz d,,. Si, llegados a cierto punto, se inicia un proceso de
descarga, el dafio de la matriz y el modo de pandeo se mantienen constantes: el primero
por su naturaleza irreversible, y el segundo por el mantenimiento de las condiciones de
contorno que se derivan de la degradacion de la matriz. En efecto, el confinamiento que la
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matriz ejerce sobre la fibra puede asimilarse, en un esquema estructural, a unas micro-
condiciones de contorno inducidas de un material a otro. Al cambiar las propiedades fisicas
de la matriz por efecto de su propia degradacion, las micro condiciones de contorno
también varian y, por lo tanto, el modo en qué puede pandear la fibra también debe
hacerlo. En el proceso de descarga, la matriz no puede recuperar las propiedades del
material original, manteniéndose constante el dafio alcanzado y, también, las micro-
condiciones de contorno inducidas a la fibra. De esta manera, el modo de pandeo debe
mantenerse constante igualmente.

La deformacion total para el compuesto, en cada paso de carga, se predice antes de la
aplicacion del algoritmo de la teoria de mezclas. Luego, mediante una ecuacion de
compatibilidad entre fibra y matriz (Car, 2000) se obtiene la deformacion de cada
componente. Este procedimiento es independiente del proceso de carga o de descarga. Por
lo tanto, la deformacion € variara desde el Gltimo valor alcanzado en el proceso de carga
hasta el valor nulo si se realiza una descarga completa. Por lo tanto, la variable de pérdida
de rigidez por pandeo d,, también actuara de la misma manera. Es decir, en un proceso de
carga hasta el paso r = t+i, se tiene:

d'*0Olo,d:]; o(+1)0f /] (5-129)
Si en el paso r+1 se inicia un proceso de descarga completa hasta el paso s = r+k, se tiene

dr* 0lar,0f; O(+ /)0, (5-130)
Es decir, el valor de la variable de pérdida de rigidez por pandeo es totalmente reversible.

Sin embargo, el proceso mismo de carga no lo es.

En efecto, la figura 5-23 muestra un ciclo completo de carga, descarga y recarga para la
fibra. El proceso de carga sigue la curva O — A — B — C, el de descarga la parabola C — O, la
recarga sigue también la parabola O — C, y en este punto se sigue cargando y el material
sigue el proceso de degradacién que tenia lugar antes de la descarga.

La primera conclusion que resulta de este proceso de carga-descarga-recarga es la evidencia
que la descarga sigue un camino elastico no-lineal, y puede demostrarse que toma la forma
(Puig, 2002),

=C(g):¢ (5-131)

0-descarga/recarga
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Figura 5-23. Ciclo de carga, descarga y recarga de la fibra.

La segunda conclusion hace referencia a que el fenomeno de la inestabilidad de las fibras es no-
recuperable en parte, esto se debe a que ésta inestabilidad se produce luego de dafiarse la
matriz. Es decir, la pérdida de rigidez por inestabilidad es un fendmeno asociado
directamente a la carga de compresion actuante. Si disminuye, el material debe recuperar la
rigidez perdida (la expresion (5-127) refleja este hecho, indicando que la variable de pérdida
de rigidez es totalmente recuperable). Ahora bien, debe tenerse en cuenta que el proceso de
carga de la fibra se ha realizado con una matriz, cuya rigidez no es constante durante el
proceso mecanico, pues esta sujeta a la degradacion considerada en la variable de dafio
mecanico de la misma. En el proceso de descarga, la matriz no puede recuperar sus
propiedades originales, por lo que el proceso de descarga de la fibra debe seguir,
obligatoriamente, una curva distinta a la de carga.

La tercera conclusion es que en un proceso de descarga-recarga, una vez se ha iniciado la
pérdida de rigidez por pandeo, la fibra no resiste de la misma forma que el material original,
aun en ausencia de dafio mecanico en la misma. Fijandose en la figura 5-23, si se inicia un
proceso de descarga antes de que se supere el primer umbral de dafio mecanico de la fibra,
el modelo de dafio isétropo de Kachanov predice que la fibra se mantiene en el rango
elastico, por lo que deberia resistir de la misma manera que el material original,
independientemente de que la matriz haya iniciado su proceso de degradacion. En cambio,
si también se considera la pérdida de rigidez por pandeo, se observa en la figura 5-23 que la
fibra no resiste de la misma manera. Y si la descarga se produce cuando el dafio mecanico
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de la fibra ha superado su primer umbral, el modelo predice que la respuesta de la fibra sera
siempre menor que la respuesta del modelo de dafio isétropo de Kachanov debido al
hecho de que la variable de pérdida de rigidez, a pesar de que disminuye, se mantiene
distinta de cero hasta que la descarga es completa.

La cuarta y mas importante conclusion, que se deduce de la anterior, es que el fendmeno del
pandeo de las fibras largas se desarrolla bajo un proceso disipativo, cuyos detalles pueden
verse en la referencia de Puig (2002). La Figura 5-23. y, de forma maés clara, en la Figura 5-
24 puede verse un ciclo completo de carga y descarga para la fibra. La energia de
deformacion del proceso de carga (area bajo la curva O-A-B) es mayor que la del proceso
de descarga (area bajo la curva B-O). La diferencia es la energia disipada. La recarga, como
se ha visto anteriormente, se produce por la misma curva que la de. Es decir, los procesos

de descarga-recarga son no disipativos.
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Figura 5-24. Ciclo de carga y descarga de la fibra. Energia disipada.

La energia disipada se justifica fisicamente atendiendo al hecho de que las condiciones de
contorno de la fibra, son distintas durante el proceso de carga y el de descarga. En efecto,
las micro condiciones de contorno inducidas por la matriz a la fibra, debido al
confinamiento que la primera ejerce sobre la segunda, evolucionan a lo largo del proceso de
carga debido a la degradacion de la matriz. Es decir, esta degradacion en la matriz impide
que ésta ejerza el confinamiento con la misma eficacia que el material no dafiado. Al ser las
condiciones de contorno distintas, las energias de deformacion generadas por ambos
procesos también deben serlo.
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Por lo tanto, puede afirmarse que el fendmeno de la inestabilidad elastica en materiales
compuestos con fibras largas disipa energia del mismo modo que un proceso evolutivo de
inestabilidad elastica clasica tambien disipa. En ambos casos, la disipacion es debida a un
cambio en las condiciones de contorno del problema. Por lo tanto el calificativo de elstica
hace referencia a la ausencia de fendmenos pléasticos en los materiales componentes del
compuesto. Sin embargo, todo el proceso puede cualificarse de inglastico en cuanto que
disipa energia.

Finalmente, en el proceso de descarga la degradacion de la matriz se mantiene constante, ya
gue no es posible que pueda recuperar sus propiedades iniciales de material no dafiado. Por
lo tanto, las micro-condiciones de contorno no varian, como tampoco deben hacerlo en el
proceso de recarga. Por lo tanto, ambos fendmenos son no-disipativos. Cuando la recarga
alcanza de nuevo los valores a los cuales se habia iniciado la descarga (punto C, Figura 5-
23. ), la matriz supera de nuevo su umbral de dafio y se reanudan los procesos de
degradacion de la misma (curva C-D, Figura 5-23. ). Consecuentemente, la pérdida de
rigidez por pandeo y los fendmenos de degradacion mecanica de la fibra también se
reanudan.

5.6. Implementacién del modelo constitutivo para FRP en el contexto de
MEF

En los ultimos afios el método de los elementos finitos (MEF) se ha convertido en el
procedimiento numérico mas utilizado para la resolucion numérica aproximada de un
sistema de ecuaciones diferenciales y, es por lo tanto, muy utilizado en el analisis estructural
(Bathe, 1982) (Hughes, 1987) (Onate, 1992) (Zienkiewicz y Taylor, 1994).

La discretizacion espacial del dominio en elementos finitos reduce el problema a una
resolucion discreta de unos parametros que satisfacen la forma integral de la ecuacion
diferencial complementada con algunas restricciones que representa las condiciones de
contorno.

El problema planteado es no-lineal debido a la aparicion de fendmenos como las grandes
deformaciones, el dafio o las deformaciones irrecuperables. La resoluciéon de problemas no-
lineales en MEF conduce a la resolucién de un sistema de ecuaciones no-lineales que se
resuelve utilizando una estrategia incremental-iterativa (Bathe, 1982) (Crisfield, 1991)
basado en la linealizacion del sistema no-lineal. El control de este proceso se realiza
mediante la definicion de variables internas para cada uno de los fendmenos no-lineales que
se modelen.

Para la implementacion de este modelo presentado en el contexto del método de los
elementos finitos se deben adoptar ciertas consideraciones.
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(a) Tratamiento de la teoria de mezclas

Para la implementacion de la teoria de mezclas en el contexto del MEF es necesario tener
en cuenta que el célculo de la tension predictora y la integracion constitutiva debe realizarse
para cada fase que constituye el material compuesto.

Es necesario destacar que para el caso de un material compuesto cuyos componentes son
materiales que presenta fendmeno no reversibles (plasticidad, dafio, etc.) es necesario la
existencia de variables interna que controlan los proceso no lineales para cada una de las
fases del material compuesto. La existencia de estas variables internas para cada una de las
fases del compuesto supone un elevado costo computacional desde el punto de vista de
capacidad de almacenamiento de estas variables que permiten tener en cuenta la historia de
carga del cada uno de los componentes.

El tratamiento de la anisotropia también se realiza a nivel de cada componente. Mediante la
teoria de mapeo de espacios se consigue reducir siempre el calculo a modelos constitutivos
isOtropos.

En Car et al. (2000) se puede encontrar una completa descripcion de como se implementa
este modelo dentro del contexto de los elementos finitos en una formulacién para grandes
deformaciones.

(b) Tratamiento de la fatiga

La implementacion en el modelo constitutivo de la degradacion por fatiga presentada en el
Capitulo 4 debe realizarse a dos niveles.

En primer lugar la formulacion de la fatiga afecta a nivel de cada componente. Se debera
definir una variable interna asociada a la fatiga para cada una de las fases componentes
donde se considere que haya degradacion por carga ciclica. Es decir, existird una variable
interna f., indicadora del nivel de reduccion de la resistencia estatica que afectara al modelo
constitutivo de cada una de las fases. El recélculo del valor de f,, también se realizara
independientemente a nivel de cada fase a cada nuevo incremento de carga.

El segundo nivel donde afecta el tratamiento de la fatiga es en la linealizacion de la carga
por numero de ciclos. Dado que la implementacidbn numérica ya estd concebida para
trabajar con modelos constitutivos no lineales a cada nuevo incremento se realiza un
linealizacion de la historia de carga. Esta misma linealizacion para las cargas en funcion de
su incremento se puede aprovechar para realizar una linealizacion de las cargas en nimero
de ciclos. La implementacion de la fatiga obliga a realizar un cambio continuo entre la base
de avance en incrementos de cargas propiamente o la base de incremento de carga en
namero de ciclos.
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Figura 5-25. Criterio entre avance de los incrementos de carga en base temporal o por linealizacion por
bloques de nimeros de ciclos.

5.7. Referencias

Agarwal, B.D. y R.K. Bansal. (1979). Effect of an interfacial layer on the properties of fibrous
composites: a theoretical analysis. Fibre. Sci. Technol. 5, 129-141.

Balaco de Morais, A. (2000). Prediction of the layer longitudinal compression strength. Journal of
Composite Materials 34, no. 21: 1808-1820.

Balaco de Morais, A. (1996). Modelling lamina longitudinal compression strength of carbon fibre
composite laminates. Journal of Composite Materials 30, no. 10: 1115-1131.

Barbero, E.J. y J.S. Tomblin. (1996). A damage mechanics model for compression strength of
composites. International Journal of Solids Structures 33, no. 29: 4379-4393.



208 Estudio constitutivo de materiales compuestos laminados sometidos a cargas ciclicas

Barlat, F., D.J. Lege y J.C. Brem. (1991). A six-component yield function for anisotropic materials.
Int. Journal of Plasticity 7, 693.

Barlat, F. y J. Lian. (1989). Plastic behavior and stretchability of sheet metals.Part I: A yield function
for orthotropic sheet under plane stress conditions. Int. Journal of Plasticity 5, 51.

Bassani, J.L. (1977). Yield characterization of metals with transversaly isotropic plastic properties.
Int. J. Mech. Sci. 19, 651.

Bathe, Klaus-Jirgen. (1982). Finite element procedures in engineering analysis. N.J.: Prentice-Hall.

Betten, J. (1988). Application of tensor functions to the formulation of yield criteria for anisotropic
materials. Int. J. Plasticity 4, 29-46.

Betten, J. (1981). Creep theory of anisotropic solids. J. Rheol. 25, 565-581.

Beyerley, D., S.M. Spearing, F.W. Zok y A.G. Evans. (1992). Damage, degradation and failure in a
unidirectional ceramic-matriz composite. J. Am. Ceram. Soc. 75, 2719-2725.

Car, E. (1999). Modelo constitutivo continuo para el estudio del comportamiento mecanico de los materiales
compuestos. Barcelona: Universistat Politécnica de Catalunya (Dir: Sergio Oller, Eugenio Ofiate).

Car, E., Oller, S. y Ofiate, E. (2000). Tratamiento numérico de los materiales compuestos. Vol. 57.
Barcelona: Centro Internacional de Métodos Numéricos en Ingenieria.

Crisfield, M.A. (1991). Non-linear finite element analysis of solids and structures.; New York: Wiley.

Dvorak, G.J. y Y.A. Bahei-EI-Din. (1982). Plasticity analysis of fibrous composites. J. App. Mech. 49,
327-335.

Eqggleston, Harold G. (1969). Convexity. VVol. 47. Cambridge, Eng.: Cambridge University Press.
Eisenberg, M.A. y C.F. Yen. (1984). The anisotropic deformation of yield surfaces. J. Engng. Mater.
Technol. 106, 355.

Green, A.y P. Naghdi. (1965). A dynamical theory of interacting continua. Journal Engineering Science
3, 3-231.

Hild, F., A. Burry A. Leckie. (1994). Fiber breakage and fiber pull out of fiber-reinforced
ceramic.matrix composites. Eur. J. Mech. A/Solids 13, no. 6: 731-749.

Hill, R. (1990). Constituive modelling of orthotropic plasticity in sheet metals. J. Mech. Phys. Solids
38, no. 3: 405-417.

Hill, R. (1979). Theoretical plasticity of textured aggregates. Math.Proc. Cambridge Philos. Soc. 85, no.
1:179-191.

Hill, R. (1971). The Mathematical Theory of Plasticity. Oxford University Press.

Malvern, Lawrence E. (1969). Introduction to the mechanics of a continuous medium. Englewood Cliffs,
N.J.: Prentice-Hall.

Mayugo, J.A., Costa, J., Blanco, N. y Oller, S. (2001). A constitutive model for the fatigue life
prediction of composite materials based on continuum damage mechanics. En . Brugge (Belgie):
European Society of Composite Materials (ESCM).

Neamtu, L., Oller, S. y Ofate, E. (1997). A generalized mixing theory Elasto-Damage-Plastic model
for finite element analysis of composites. En Fifth International Conference on Compatutational Plasticity -
COMPLAS V, editado por D.R. Owen, E. Oniate y E. Hinton. Barcelona: CIMNE.



Capitulo 5. Modelo constitutivo no lineal anisétropo continuo para composites 209

Oliver, J., Cervera, M., Oller, S. y Lubliner, J. (1990). Isotropic damage models and smeared crack
analysis of concrete. En Computer Aided Analysis and Design of Concrete Structures; Proceedings 2nd
International Conference.

Oller, S. (2001). Fractura Mecanica - Un enfoque global. CIMNE-Ediciones UPC., .

Oller, S. (1991). Modelizacion Numérica de Materiales Friccionales. Barcelona: Centro Internacional de
Métodos Numéricos en Ingenieria, .

Oller, S., E. Car y J. Lubliner. (2003). Definition of a general implicit orthotropic yield criterion.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering 192, no. 7-8: 895-912.

Oller, S., Neamtu, L. y Oniate, E. (1995). Una Generalizacion de la teoria de mezclas clasica para el
tratamiento en Serie-Paralelo. En Materiales Compuestos 95, editado por F. Paris y J. CaflasAEMAC.

Oller, S. y E. Onate. (1996). A Hygro-Thermo-Mechanical constitutive model for multiphase
composite materials. Int. J. Solids ans Structures 33, no. 20-22: 3179-3186.

Oller, S., E. Oniate, J. Miquel y S. Botello. (1996). A plastic damage constitutive model for
composite materials. Int. J. Solids and Structures 33, no. 17: 2501-2518.

Onate, E. (1992). Célculo de Estructuras por el Método de los Elementos Finitos. Centro Internacional de
Métodos Numéricos en Ingenieria, .

Oniate, E., Neamtu, L. y Oller, S. (1997). Generalization of the classical mixing theory for analysis
of composite materials. En International Conference on Advances in Computational Engineering Science
(ICES'97), editado por N.S. Atluri y G. Yagawa. Georgia-U.S.A.: Tech. Science Press.

Ortiz, M. y E. Popov. A physical model for the inelasticity of concrete. Proc. Roy. Soc. London A383,
101-125.

Owen, D. y J. Lyness. (1972). Investigation of bond failure in fibre-reinforced materials by the finite
element method. Fibre. Sci. Technol. 5, 129-141.

Puig, J.M., Car, E. y Oller, S. (2002). Solucién numérica para el pandeo inelastico de materiales
compuestos reforzados con fibras largas. En Anélisis y Célculo de estructuras de materiales
compuestos, editado por S. Oller. Barcelona: CIMNE.

Rosen, B.W. (1965). Mechanics of composite strenghtening. Fibre Composite Materials, .

Shih, C.F. y D. Lee. (1978). Further developments in anisotropic plasticity. J. Engng. Mater. Technol.
105, 242.

Tomblin, J.S. (1994). Compressive Strength Models for Pultruded Glass Fiber Reinforced Composites. PhD
thesis. Morgantown,WV,U.S.A.: West Virginia University, .

Trusdell, C. y Toupin, R. (1960). The classical Field Theories. Berlin: Springer Verlag, .

Voyiadjis, G.Z. y M. Foroozesh. (1990). Anisotropic distortional yield model. J. Appl. Mech 57, 537.
Voyiadjis, G.Z. y Thiagarajan, G. (1995). A damage ciclic plasticity model for metal matrix composites.
Zienkiewicz, O.y Taylor, R. EI Método de Elementos Finitos. Vol. 1y 2. McGraw Hill - Cimne.






