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Capitulo

El Problema de la Superficie
Libre

El presente capftulo se dedicard al estudio de la ecuacion de superficie libre.
En primer lugar se hard un recorrido sobre las distintas formas que hasta
la fecha se han utilizado para su resolucion y se discutiran los principales
problemas que se plantean. La problemdética que se trata de resolver nos lle-

“vard -a un profundo estudio de la ‘ecuacion de conveccion difusion. A través -

" del andlisis de este problema, se hard una presentacidn de la técnica de cdl-
culo finitesimal (CF) desarrollada para la estabilizacidn de los problemas de
transporte por conveccion y que en capttulos posteriores serd utilizada parq
la estabilizacion del algoritmo numérico para la resolucion de las ecuaciones
de Navier-Stokes. En 4iltimo lugar se presentan varios ejemplos bdsicos de

!

aplicacidn de las técnicas presentadas. |
|

2.1 Introducciéon

Como ya se ha comentado con anterioridad, la determinacién de la resistencia
~ debida a la formacién de olas es de gran importancia. Su importancia relativa
en la resistencia total (que puede llegar a valores en torno al 70%), asf como
su gran dependencia con las formas del buque, han hecho que numerosos
trabajos se llevaran a cabo al objeto de desarrollar un método efectivo para
su determinacién. El método de los elementos de contorno, para la resolu-
cién de las ecuaciones del flujo potencial, es la base de la mayoria de los
algoritmos numéricos desarrollados en los dltimos anos, aunque muy recien-
temente han comenzado a aparecer cédigos que resuelven las ecuaciones de
Navier-Stokes mediante esquemas de proyeccién o de pseud0001np1e31b111dad
[Cod92] [CVZ97] [LYOIQG] (GO99] [HMJ93] [LRB*98].
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12 Capitulo 2. El Problema de la Superficie Libre

Independientemente de las ecuaciones de la dindmica de fluidos resueltas
por diferentes métodos numéricos, la condicién de superficie libre, debido a
su especial complejidad, que podré apreciarse en detalle en el desarrollo del
pr'esente capitulo, ha sido tratada de muy diversas formas. Tanto la solucién
de la ecuacién completa como de varias linealizaciones han sido consideradas
por diversos autores [Daw77] [LRB*98] [FMJ93] [Rav96] [Yeu82] [D'E97).
La mayorfa de los esquemas propuestos resuelven el problema en un dominio
fijo, considerando una superficie de referencia,. Sélo en los tltimos anos
han comenzado a aparecer esquemas que resuelven el problema en dominios
méviles [Rav92] [MC98] [LYO93].

Pero ademds, la solucién de la ecuacién de superficie libre por los méto-
dos cldsicos de integracién de ecuaciones diferenciales, presenta una proble--
mética, no por estudiada, resuelta. Nos referimos a lo que en la literatura
al respecto se conoce por imposicién de la condicién de radiacién [Daw77)
[Let93] [D’E97] [Rav96]. La condicién de radiacién establece el cardcter de
la solucién en el infinito, y en concreto especifica que la superficie libre debe
permanecer imperturbada aguas arriba del barco y lejos de él. La necesidad
de imponer esta condicién se justifica en la teorfa lineal cldsica, por el hecho
comprobable de que el planteamiento del problema de mecénica de fluidos
dado por la ecuacién de conservacién de la masa' més las condiciones de
contorno de superficie libre dindinica y cinemdtica, conducen a un problema
hidrodindmico incompletamente formulado [Rav96). Efectivamente, puede
demostrarse como, en ese caso, el sistema de ecuaciones no determina univo-
camente el flujo alrededor del buque. De hecho puede comprobarse como
el sistema asi planteado admite soluciones simétricas respecto a un plano
perpendicular al sentido de avance del buque [D’E97, pp. 35-38].

Evidentemente, este tipo de justificaciones no sirven para el problema
no lineal que pretendemos abordar. Sin embargo, el correcto planteamiento
del problema de Navier-Stokes, tal y como se ha presentado en el capitulo
anterior, puede ser demostrado bajo ciertas condiciones [GR86].

Sin embargo, a lo largo de este capitulo estudiaremos el fenémeno de
inestabilidades asociadas a la resolucién de la ecuacién cinemd tica de super-
" ficie libre, cuya naturaleza es ciertamente la misma que la que se presenta
en los problemas lineales antes comentados. De hecho, demostraremos como,
tanto en el caso lineal como en el no lineal el operador discreto de transporte
por conveccién (ecuacién cinemaética de superficie libre) es inestable. De esta
forma al intentar resolver la ecuacién de superficie libre nos encontramos con

'En el planteamiento del problema del flujo no viscoso e irrotacional, s6lo es necesario
resolver la ecuacidn de incompresibilidad. dado que las incdgnitas del problema se reducen
al campo de potencial.
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oscilaciones no fisicas en todo el dominio de andlisis. Cabe senalar que, la
inestabilidad por si sola no provoca la aparicién de estas olas espur-as, sino
que se requiere la presencia de algiin foco de perturbacién. En muchos casos,
-esta perturbacién se produce por la imposicién de condiciones de contornc
inadecuadas. El hecho es que el operador de conveccién discreto permite que
las oscilaciones producidas en el contorno se propaguen de manera no fisica -
~aguas arriba en forma de olas espur~as. Sin embargo, esta no es la tnica
causa de la aparicién de estas olas, fenédmenos naturales de capas limite é
altos gradientes de las variables pueden producir el mismo efecto. :

Este nuevo enfoque del problema permitird entrar en detalle en su natu—
raleza y diseriar un esquema de solucién general para este tipo de problemas.
Cabe senalar que el enfoque que se planteard es perfectamente general, aplica-
ble tanto a los problemas lineales como no lineales, y de hecho, la metodologia
para su resolucién, puede ser extendida a problemas de distinta naturaleza.
En resumen, no hablaremos de la necesidad de imposicién de la condicién
de radiacién del problema, sino de la inestabilidad intrinseca del operador
discreto de conveccion.

Por otra parte conviene insistir en el hecho de que la inestabilidad de este
operador necesita una perturbacién para manifestarse, como la presencid
- de altos gradientes' de las variables o condiciones de contorno inadecuadas.
A este respecto en [D’E97] se muestra una metodologia para el problema
que permite imponer condiciones de contorno absorbentes, esto es, que son
capaces de no perturbar la solucién, y permiten resolver el problema sin
necesidad de modificar el operador de superficie libre.

Respecto a la inestabilidad del operador discreto de transporte convecti-
vo, el modo mds cldsico de evitar este problema fue propuesto por Dawson
[Daw77], quien usé un esquema de cuatro puntos aguas arriba para evaluar
la derivada que aparece en la ecuacién de superficie libre. La utilizacién def
este tipo de esquemas es, probablemente, la principal razén por la cual la
mayorfa de los cédigos que predicen la resistencia por formacién de olas en
buques utilizan mallas estructuradas [Rav96]. Otro esquema muy utilizado
por diversos autores se reduce a introducir una difusién de cuarto orden en
la ecuacion de superficie libre [LYQ98] [MC98]. En todo caso, es muy escaso
el nimero de publicaciones en las que se dan explicaciones claras de la accién
de estos esquemas en la resolucién (ver por ejemplo [Let93]), y en todo caso
no existe una justificacién tedrica con base fisica que sustente la aplicacién
de estas metodologias. En el presente trabajo, se plantea como objetivo
comprender toda la problemédtica inherente a la resolucién de la ecuacién de
superficie libre. Por ello, y dado que, matemé&ticamente, se describe la condi-
cién cinemética de superficie libre como una ecuacién de conveccién pura, se
hard un estudio profundo de este tipo de ecuaciones. A raiz de este estu-
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dio se podr4 de derivar un procedimiento consistente? de estabilizacién, a la
vez que obtener un mejor entendimiento de las razones fisicas y mateméti-
cas en las cuales se basan los métodos de estabilizacién existentes.- Por otra
parte, la metodologia que se desarrollard, permitiré tener més control sobre
la cantidad de difusién anadida en la ecuacién de superficie libre, eliminado
la amortiguacion excesiva de muchos de los esquemas utilizados. En nues-
tro caso este aspecto es vital, pues el problema que pretendemos resolver
es de naturaleza oscilatoria (olas), por lo que la solucién a la inestabilidad
de las ecuaciones, no puede ser una simple adicién de difusién, pues esto
amortiguarfa tanto las oscilaciones esplir~as como las fisicas. :

2.2 La Condicién de Contorno de Superficie
Libre

La condicién de contorno de superficie libre no puede expresarse matemati-
camente con una ecuacién sino con un conjunto de ellas que se presentan a
continuacién. "

En general, la condicién de contorno (denominada dindmica) de una su-
perficie libre obliga a la continuidad de la velocidad y las tensiones a través
de la superficie [RG96]. Para nuestro andlisis esta condicién puede expresarse
como la relacién entre el cambio en las tensiones de los fluidos y la tensién
superficial del contorno, es decir,

Tgn-T4n=f (1—% + Ri2> n e I, (2.1)

Donde 7 es el tensor de tensiones del agua y 74 el del aire, n es la

normal a la superficie libre, 3 es la tensién superficial y Ry, R, son los radios
de curvatura principales de la superficie y I',, es el contorno sobre el que se
aplica la condicidn. _
" Si consideramos que el aire est4 en reposo, manteniendo una presién cons-
tante p, sobre la superficie libre, y despreciamos ademds, los efectos de la
viscosidad en este medio, podemos obtener una primera versién simplificada.
de la ecuacién (2.1),

1 1

Tan+pon=f3 (E + R_2> n en Iy (2.2)

2Esto es, la solucién de la ecuacién diferencial original, es solucién del problema esta-
bilizado.
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Por dltimo, si despreciamos todos los efectos viscosos sobre la superficie
libre, lo cual es equivalente a suponer® que R, — oo, la ecuacién (2.2),
degenela a la simple imposicién de que la plesmn sobre la superficie libre
debe ser la atmosférica.

p=p, en ., (2.3)
: |

La ecuacién (2.3) es la condicién que consideraremos en el presente tra-j
bajo, suponiendo despreciables, en primera aproximacién, los efectos de la
viscosidad en el fendmeno de superficie libre, en los problemas précticos de
hidrodindmica naval [Daw77] [HMJ93] [LYOI96]

En todo lo anterior, se puede tomar sin pérdida de generalidad, p, = 0.

Por otra parte, la descripcién del movimiento de la superficie libre se _
hace a través de la llamada condicién cinemética de la superficie libre. Esta
expresa la condicién de superficie material (o de corriente) de este contorno.
Si describimos la posicién de la superficie libre en un instante dado, en la
forma clésica, a partir de la relacién siguiente, : 1

F(z,y,z,t)=z—~7/(x,.y,‘t)=0 . - (2.4):

“donde 7 (z,y,t) es la funcién que define la elevacién de un punto de co-
ordenadas z,y de la superficie libre en un instante dado y F(z,y, 2,t) es la
funcién implicita que define la superficie. De esta manera, podremos expr esar
la condicién cinemética de superficie libre como,

DF (x,t) _ N
———D—t-—' =0 (2.0);

Donde % es la derivada material o sustancial de la funcién F. Es-
ta derivada se interpreta sencillamente si se introduce el concepto de do-
minio material 2, cuyas coor denadas )\(/\1, A2, A3) son las etiquetas o iden-
‘tificadores de las particulas (descritas, por ejemplo, por su posicién en el
instante ¢ = 0). La versién euleriana de esa misma ecuacién (2.5) puede
obtenerse a partir del campo de posiciones instantdneas de las particulas del

ﬂuldo x = x(X,t).

DF (x(\1),t) _ OF _OF [x] _ oF _
Dt R Nt A (

$Valores normales de R,, en hidrodindniica naval son del orden de 107 — 10°.
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Teniendo en cuenta la definicién de la superficie F, la ecuacion (2.6) puede
simplificarse y resulta como sigue,

an on  On  On

ot ot oz Oz

Donde v = (u, ), V = (%, 5%) representan el vector velocidad y el
operador gradiente bidimensionales.

Del mismo modo se puede escribir la ecuacién (2.7) anterior en su forma
estacionaria como,

w=v-Vy en z=7 (2.8)

Hay que hacer notar, como ya se ha mencionado en la introduccién, que
tradicionalmente se defendia que la condicién de superficie libre requiere la
aplicacién de una imposicién adicional conocida como ecuacién de radiacién
[Rav96] [Daw77] [D’E97]. No obstante, el enfoque que se hard en este trabajo,
justificard que tal condicién de radiacién no es una condicién necesaria?, en el
caso general. El problema que se trata de resolver imponiendo esta condicién

se refiere en realidad a la inestabilidad del problema discreto y es inherente

al tlpo de ecuacién que se intenta resolver, como se vers posteriormente en
este mismo capitulo.

Por otra parte, conviene hacer notar que la descripcién de la superficie
libre hecha en (2.5) sélo permite que esté unfvocamente definida en 7, dados
un par z, y, y por lo tanto fenémenos como olas rompientes no pueden ser
reproducidos.

2.2.1 Formulacién ALFE de la Superficie Libre

Es bien conocido, que existen dos formas clésicas de representar las ecua-
ciones de los medios continuos: la representacién Lagrangiana y la Euleri-

ana. La primera basa la descripcién del movimiento en un seguimiento de

las particulas del medio, mientras que la segunda basa la descripcién en la
posicién respecto a un sistema de referencia.

Tradicionalmente, las ecuaciones de dindmica de fluidos se han descrito
con formulacién euleriana, mientras que la descripcién lagrangiana del mo-
vimiento quedaba restringida a su uso en mecdnica de estructuras. Esto se

*Hay que sefialar que en el problema de flujo no viscoso e irrotacional, la formulacién
incompleta del problema exige de una condicién adicional, de ahi la aparicién de esta
ecuacién de radiacién. Tal necesidad proviene de las simplificaciones hechas en el problema,
no de la naturaleza fisica del mismo.

—-F.f/-@nzwﬁ—+zL—+1:——w—0 en z=mn (2.7)

{
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debe a las ventajas relativas que ofrecen una y otra formulacién. Con el
objetivo de cubrir ese hueco creado entre los dominios fluido y estructural,
se desarrollé una descripcién mixta, o mejor arbitraria, denominada ALE
(Arbitrary Lagrangian Bulerian). :

Estas formulaciones se desarrollaron primero en el contexto de los métodos
de diferencias finitas [HAC74] y més tarde fueron incorporados al mundo del
método de los elementos finitos [HLZ81] [FKT99] [Don82] [0G99] [GO99]. -

La idea bésica de esta formulacién es incorporar un dominio de referencia.
adicional que denominaremos ¢ y cuyas coordenadas de referencia estéi
dadas por el vector £(£;,&,,&5). Este dominio de referencia podria ser, por}
ejemplo, el que describe el movimiento de la malla de elementos finitos. De
la misma manera denominaremos 2, al dominio material, cuyas coordenadas
A(A1, Az, A3) son las etiquetas de las particulas (descritas, por ejemplo, por
su posicién en ¢ =-0). Por ultimo tendremos el dominio espacial comiin
{2« de coordenadas x(z1,z2,23). Es evidente que existen las funciones de
trasformacién de coordenadas &€(x,t),x(€,t), (A, t), A&, ), A(x, 1) ¥y x(A, t).

Podemos entonces expresar la derivada material de una cantidad y, como,

Dt =_[ax<xést,t>,t)L= [a;;g,t>k+;axa(2é>_[%ﬂ ey

La relacién (2.9) anterior se suele denominar ecuacion fundamental ALE
[WRO8]. Expresa la derivada material de una cantidad x donde la derivada

temporal se ha calculado respecto a un sistema de referencia x y las derivadas

espaciales en un sistema de referencia £. Las cantidades [65 ]

1
1

se denominan

velocidades convectivas ALE. En el caso en que el dominio de referencia
2¢ describa el movimiento de la malla de elementos finitos, se cumple que

ot
Sl aplicamos la relacién (2.9) a la ecuacién (2.5), se obtiene la velslén
ALE de la conch(non cmematlca de superficie 11b1e s1gu1ente

[-a—fl} = v; — v*, donde v™ (v[") es la velocidad de deformacién de la malla.

—a—?+(fr~f1m)-\77}=w—wm en z=7 (2.10)“
Donde, evidentemente,v™ = [u™,v™, w™] y V™ = [u™,v™]. 1

2.2.2 Forma Simplificada de las Ecuaciones de Super-
ficie Libre

Las ecuaciones anteriores (2.3), (2.7) y (2.8) representan un contorno no lineal
en las incégnitas n y v. Ademds las condiciones deben imponerse sobre un
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contorno desconocido a priori. Esto hace evidente la complejidad del presente
problema. Por esta razén, en la gran mayoria de los algoritmos numéricos
desarrollados hasta la fecha se consideran simplificaciones de esta condicién
de -contorno. A continuacién presentaremos algunas de las mds conocidas
simplificaciones aplicables a la ecuacién (2.8) estacionaria de superficie libre.
Es comun a todas estas simplificaciones suponer que el efecto de la viscosidad
en la cercanfa de la superficie libre es despreciable. Si ademds consideramos
que el movimiento, en esa zona del fluido, es irrotacional, la ecuacién de
Bernoulli puede ser usada cerca de la superficie libre, esto es,

o 1
%+§ (W +v*+w?) +gn=C (2.11)
Donde C es un valor constante a lo largo de una lfnea de corriente (que
se puede obtener, en general, por comparacién con las condiciones aguas
arriba) y se ha denominado p, a la presién sobre la superficie libre. Si se
supone que la presién sobre la superficie libre es constante, el término %‘l se
puede incorporar a la constante C, quedando la ecuacién (2.11) anterior, tras
despejar 1, como,
___l‘__l_z 2 .2 '
"= C 2(u +v° +w?)| (2.12)
La ecuacién (2.12) anterior, relaciona a través de 7, las condiciones dindmi-
ca y cinemadtica de la superficie libre. De esta manera, considerando por
simplicidad el problema estacionario, puede sustituirse la ecuacién (2.12) en
la ecuacién (2.8) dando,

20w+ -VIv[ =0 en z=q (2.13)

En la ecuacién (2.13) anterior se pueden apreciar claramente los dos tipos
de no linealidades que estdn incluidas en el problema. La primera se refiere
al término ¥ - V [v|* que es una no linealidad clésica que incluye términos de
tercer orden en las velocidadeés. Por otra parte el desconocimiento a priori de
la posicién de la superficie libre 7 es una no linealidad tipica de los problemas |
de contorno mdévil.

La resolucién del problema planteado ha llevado al desarrollo de nu-
merosos esquemas. A continuacién haremos un recorrido por los mds sig-
nificativos.

Por otra parte, cabe sefialar que, las simplificaciones que se presentan
a continuacién han sido desarrolladas para problemas de flujo potencial, y
por tanto lineal. Es por ello que suponen se cumple la aditividad de las
componentes de la solucién.
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2.2.3 Condicién de Superficie Libre para Buques Lentos

La resolucién del problema de superficie libre choca, en primer lugar, con la ,
gran dificultad que plantea &l problema de contorno mévil, que es la necesidad
de deformar el dominio de anlisis. Esto requiere la aplicacién de técnicas de
movimiento de malla o remallado, que ailaden un coste adicional al cdlculo.
De ahf que la primera simplificacién que se puede llevar a cabo, a partir del
planteamiento de la ecuacién (2.13), es la de su aplicacién sobre una superficie
de referencia 7, (en general plana y muy a menudo la inicial en calma). De
esta manera podemos escribir una nueva versién de la ecuacién (2.13), como;

2gw+v - Vv =0 en z= Nref (2.14)

Una forma muy conocida de simplificacién de la ecuacién de superficie li-
bre se basa en suponer que el flujo con olas sélo supone una pequefia variacién
del flujo sin ellas (el conocido tradicionalmente como flujo de modelo doble
sumergido). Esta suposicién se cumple para pequenos numeros de Froude,
y esta es la razdn por la que esta forma de abordar el problema es conocit
da como teorfa de los buques lentos. Teniendo en cuenta esta suposicidn,
el potencial de velocidades, y por lo tanto la velocidad, se descompone en
dos partes aditivas. La componente debida al doble modelo sumergido y la
componente de perturbacién debida a las olas generadas.

V(Q?,y,Z) ~ v (51:71 73) + \4 (ﬂ?,y,Z) (215)

Donde v* es la velocidad correspondiente al doble modelo sumergido y
v’ es la velocidad de perturbacién, por lo cual podemos escribir que |[v*| >>
|v/|. En este caso podemos escribir la ecuacién (2.14) como,

2gw + [(\7’( + \7’)-6] V*+V]P=0 en z=1,y (2.16)

Si operamos los términos de la anterior ecuacion, podemos escribir que, .

~ 2 - 2 -
TV VvV 4290V (FvX) + (2.17)

TR AN AT (V'v¥) = 29w en z=1,y

Si se resuelve el problema del doble modelo sumergido en primer lugar, el
término v es conocido, por lo tanto los tres términos subrayados del primer
miembro de la anterior ecuacién son lineales, mientras que los tres restantes
son no lineales, y para su simplificacién se pueden seguir diversos criterios
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[Rav96], [BT75]. En efecto, muchos autores han derivado formas lineales y
no lineales simplificadas, a partir de la ecuacién (2.17). Una discusién sobre
ellas puede encontrarse en [Rav9(].

Por tltimo hay que mencionar que, en muchas ocasiones, la condicién de
superficie libre para buques lentos se encuentra en la forma,

0
29w + 2 |v] (uéazhfx + V| + w—a—y—[v>< + v’l) =0 en z=17, (218
que se puede derivar inmediatamente de (2.17).

2.2.4 Ecuacién de Superficie Libre Lineal

Bajo este epigrafe, presentaremos dos de las més conocidas formas lineales de
la condicién de superficie libre estacionaria. Ambas parten de la aplicacién
de la simplificacién (2.14), es decir, las condiciones se deben aplicar sobre
una superficie libre de referencia.

e Condicién de Superficie Libre de Kelvin

La forma mds simple de linealizacién de la ecuacién de superficie libre se
basa en suponer que toda la perturbacién que causa la presencia del buque
sobre la corriente uniforme es pequena. De esta manera y suponiendo que la
solucién (dado que esta solucién se aplica al flujo potencial, y por lo tanto
lineal) es aditiva de sus componentes, se tiene que,

v(z,y,2) ~ vz + vV (2,7, 2) (2.19)

Donde Voo = (Ueo, 0,0) es la velocidad no perturbada (que se supone lleva
la direccién del eje Oz) y v’ es la velocidad de perturbacién. Evidentemente,
la aplicacién de esta linealizacién supone que se cumple que V] << |voo|
. En este caso podemos escribir que: :

2 = g + ', 0, ') = [uge + U] + 02 4+ w? Uk + Queet (2.20)

Ademass, hay que tener en cuenta que, dada la suposicién hecha en este
caso, se cumple que,

w=w (2.21)
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De este modo, sustituyendo las relaciones (2.20) y (2.21) en la ecuacién
(2.14), queda como sigue,

29w’ + (ueo + 1) @—a,L (4 + 2ucott’) + (veo + ') aéi (U0 + 2ucou’) =0
(2.22)

De donde, operando y despreciando los términos de segundo orden en v/,
se obtiene la forma de la ecuacién de superficie libre de Kelvin:

J
29w’ + 9u§og— 0 (2.23)
e Condicién de Superficie Libre de Dawson

Dawson [Daw77] presenté en 1977 uno de los primeros, y probablemente
el més conocido de los algoritmos numéricos basado en el método de elemen-
tos de contorno para resolver el problema de flujo potencial con superficie
libre. Su propuesta de resolucién del problema de flujo tridimensional de . -
superficie libre se basaba en el acoplamiento de un algoritmo de resolucién
para el problema del modelo doble sumergido basado en el algoritmo de Hess
y Smith [HS64b] [HS64a] [GSP98] con un método de resolucion del proble-
ma con superficie libre basado en la teoria de los buques lentos presentade}
anteriormente en las ecuaciones (2.15) a (2.18). 5

Como se muestra en el apéndice F, la forma linealizada de la ecuacién de
superficie libre dada por Dawson tiene la forma, :

a X X X avx
gw + — a (v 2 |v|) = 2Y : <|v |_0T) en.. 2= Moy (2.24)

Donde se ha denominado 1 = I—z—:—l (vector unitario en la direccién de la
velocidad de doble modelo swmergido).

Como puede apreciarse la ecuacién (2.24) tiene grandes ventajas en su
implementacién, las cuales son, en gran medida, causa de su éxito. La posi-
bilidad de célculo de las derivadas segtin lineas de corriente, correspondientes
a la solucién de doble modelo sumergido (cuya direccién, evidentemente, esté
dada por 1 = 7 "I) facilita su determinacién utilizando el método de dlfe-
rencias finitas. De esta manera, el algoritmo de solucién se plantea de la
siguiente forma:



ADIOATLION TS, 1T
AYHULATAD GG

22 Capitulo 2. El Problema de In Superficie Libre

= 1. Resolver el problema de doble modelo sumergido, obteniendo asf -
el campo de velocidades v* = (u*,v*, w*).

2. A partir de la solucién anterior se pueden evaluar las derivadas |
respecto de la direccién dada por 1 = I%;I Asf se puede resolver
de nuevo el problema, pero imponiendo en este caso la condicién
(2.24), y obteniendo asf el campo de velocidades solucién del pro- .
blema v = (u. v, w).

Para facilitar la implementacién del algoritmo, en el método original los
paneles de la superficie libre se disponfan en tiras aproximadamente alineadas
con el fluyjo del modelo doble sumergido. De esta manera, las derivadas que
aparecen podfan ser calculadas directamente usando diferencias finitas sobre
los puntos de colocacién de sucesivos paneles de la misma. tira.

Pero, probablemente, el aspecto que ha hecho méds famoso al método de
Dawson fue la forma de estabilizacién de la ecuacién de conveccién, aspecto
que serd tratado posteriormente en este capitulo, y es discutido en el apéndice
F.

2.2.5 Meétodos Iterativos para la Resolucién del Pro-
blema de Superficie Libre no Lineal

Junto a los ampliamente utilizados, en multitud de cédigos desarrollados en
los ultimos aflos [Daw77] [Rav96] [PSS96], algoritmos basados en las diferen-
tes variantes de la condicién linealizada y cuasi linealizada de superficie libre,
discutidas en la seccién anterior, han aparecido en la ultima década formu- .
laciones que incluyen algoritmos de resolucién de la condicién no lineal. A
continuacién, haremos una revisién de los principales esquemas que se han
desarrollado en este dmbito.

Para la discusion que se presenta en este apartado se tomard la condicién
de superficie libre estacionaria. La versién transitoria puede ser derivada de
manera sencilla a partir de los esquemas presentados.

e Método de Bernouilli

Quizé el mds simple de los algoritmos para la resolucién iterativa de
las ecuaciones no lineales de superficie libre es el basado en imponer como
condicién de contorno en el fluido Ja condicién cinemética (2.8) basada en la
superficie libre 7,_; calculada en la iteracién anterior.

w; —V;:Vn,_ =0 en z=mn;, (2.25)
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Si partimos de una posicién de la superficie libre 7 = 7,, en general la
solucién sin olas, la relacién anterior permite calcular la nueva posicién de la
superﬁcne libre a partir de la ecuacién de Bernouilli (2. 12) En resumen, el -
proceso iterativo resultante esta dado por: y

= 1. Se parte de una soluciénn = 7.

2. Se resuelve el problema de mecdnica de fluidos en el dominio €2,
imponiendo como condicién de contorno de superficie libre,

2wig+ vV |vi =0 en z=n,, (2.2@

3. Por ultimo se calcula la nueva posicién de la superficie libre z = 77,
utilizando la ecuacién (2.12). i
4. El bucle se cierra volviendo al paso 2. i

La versién transitoria de este método es diffcilmente utilizable en la préc-
tica, dado que la ecuacién (2.12) se complica en este caso, apareciendo el
término 22 at, donde ¢ es el campo del potencial de velocidades®, definido por
v=Vo. , , :

Hay que sefialar que este metodo tiene .un 1ango de ‘convergencia muy.'
limitado. Esto es debido al efecto que el valor de la aceleracion de la gravedad
g, tiene en la ecuacion (2.26). Valores muy pequeiios de g, provocan cambios
muy grandes en el segundo término de la ecuacién (2.26), mientras que valore§
muy grandes de g crean importantes variaciones en la superficie libre, entre
iteraciones sucesivas.

Respecto a la imposicién de la condicion dindmica de superficie libre, ésta
se lleva a cabo a través de sustitucién de la ecuacién de Bernouilli (2.12) en
(2.26). Esto es equivalente a imponerla a través de la (2.33), que se presentara
posteriormente en esta seccién.

e Método de Pseudoconcentracion *

‘Un método muy conocido para la resolucién del presente problema es
el llamado método de pseudoconcentracién [Sot97], también conocido como
método del volumen de fluido. Esta técnica ha sido utilizada extensamente
para el seguimiento de superficies de interfase entre fluidos. La caracteristica
de poder resolver problemas con superficies libres en volimenes fijos, lo hacé
especialmente adecuado para este tipo de situaciones. Este método consiste
en transportar en un volumen fijo Q una funcién de pseudoconcentracién

a ) ] . ) . . sy . . . - i
SHay que recordar que la justificacion de la ecuacién de Bernouilli requiere que el fluido
sea ni viscoso e irrotacional, por lo que existe una funcién potencial de velocidades.
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n(z,y,z) que cumple —g—’zl = —1. De esta manera la ecuacién de transporte
equivalente a (2.8) queda como,

v-Vn=0 en z=0 | ‘(2.27)

La ecuacién (2.27) se resuelve cada iteracién usando el valor de v que
se obtiene de resolver el problema del fluido. De esta manera el algoritmo
queda como,

—Wji—1 + ui_l% + ’l-’i_l% =0 en (228)
ox Oy

Este método de solucién tiene como ventaja su simplicidad, ya que per-
mite resolver un problema con contornos méviles utilizando una malla fija.
Desafortunadamente, la precisién del método en la captura del frente no es
6ptima, y en general obliga a utilizar mallas muy finas. Por otra parte el
esquema presentado sélo impone la condicién cinemética de superficie libre,
por lo que requiere que de alguna manera se imponga la condicién dindmica.
. sobre el fluido. .Este es un problema de dificil solucién, y que por lo general
‘es obviado, o burdamente simplificado, en los algoritmos que utilizan esta |
técnica. ‘

El algoritmo de resolucién del problema, en este caso, podria ser el si-
guiente:

= 1. Se parte de una solucién 7 = n;.

2. Se resuelve el problema de mecédnica de fluidos en el dominio 2,
tomando como interfase entre fluidos, la superficie z = 7,_;.

3. Se calcula la nueva posicién de la superficie libre z = n; utilizando
para ello la ecuacién (2.28).

4. El bucle se cierra volviendo al paso 2.

En el caso transitorio la ecuacién (2.28) puede escribirse' como,

on; on; on;
01 +ui_157;— +1),-_1O—7ZJ =w;_; en £ (2.29)

Por lo que el algoritmo de resolucién del problema transitorio, podria ser
el siguiente:

= 1. Se parte de una solucién 1 = n,.
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2. Se resuelve el problema de mecdnica de fluidos en el dominio §2,
tomando como interfase entre fluidos, la superficie z =17,_;. .

3. Se calcula la nueva posicién de la superﬁcie libre z = 0, utilizando
para ello la ecuacién (2.29). '

4. El bucle se cierra volviendo al paso 2.

e Método de Transpiracién

Se puede entender este método como una versién mejorada del algontmo
de pseudoconcentracién anterior, dado que se resuelve la misma ecuamén
(2.28) pero s6lo sobre z = n,_;, e imponiendo ademds, sobre esta misma
superficie, la condicién dindmica (2.3). Esto obliga a que la superficie z =
1,1 se actualice a la posicién z = 7, en cada paso de tiempo. De esta manera
el algoritmo de resolucién del problema podria ser el siguiente:

= 1. Se parte de una solucién n = ;.

2. Se resuelve el problema de mecédnica de fluidos en el dominio {2
~ imponiendo en la superficie libre z = n, ; la condicién dindmica
‘dada por (2.3). '

3. Se calculala nueva posicién de la supel ﬁme hbre z=1; 1esolv1endo
para ello la siguiente ecuacién, l
On; Ut

z + v;- By =0 en z=m_, (2.30)

—Wi—1 + U

4. Se actualiza el dominio fluido 2, teniendo en cuenta la nueva posi-
cién de la superficie libre.

5. El bucle se cierra volviendo al paso 9.

El nombre del método proviene del hecho de que se permita en cada paso
“de tiempo que exista un flujo a través de la superficie libre, dado que s6lo,
en la solucién final del problema se cumplird la condicién u,T + ;2 ay =i
w; en z =7, que indica que la superficie z = 7, es superficie fluida. |

Se hace evidente que el algoritmo presentado tiene una gran complejidad:
para su implementacién, debido a la necesidad de actualizar la malla en
cada paso de tiempo. Por ello se han desarrollado versiones simplificadas del
método de transpiracién, que eliminan este inconveniente.

Supongamos ahora que la superficie z = 7 representa una pequena per-
turbacién respecto a una superficie de referencia dada por z = 7,,.;. En ese
caso podemos suponer que la velocidad v = (us, v;, w;) sobre z = 7,,; es:
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A

Figura 2.1: Esquema de la disposicién de las superficies 7 y 7,y

aproximadamente igual que sobre z = 7. Asf la ecuacién (2.30) se puede
escribir de manera simplificada como,

on; o, =0 en z2=1,; (2.31)

—Wi_ Uj_1—=— I e
Por otra parte,. lei_ nueva condicién” dindmica de 'sup'erﬁcie libre‘puede
- obtenerse de la aplicacién de la ecuacién de Bernouiilli (2.11). De su aplicacién
sobre un punto A en la superficie z = 7 y uno B sobre z = 7,,;, siendo B la

proyeccién segin Oz de A (ver figura 2.1), se obtiene,

!
an+ %4 +5 (uh +v5+wh) = Ca (2.32)
p | 1 ) 2 2\ _
9Myes + r + 3 (up +vp+wp) = Cs

Dado que ps = pg, y tomando en consideracién las suposiciones ante-
riores, hechas sobre la velocidad, se deduce que v4 = (ua,v4,wa) = vp =
(up,vg, wp), y teniendo en cuenta ademds, que las constantes C4, Cp coin-
- ciden, dado que en el infinito aguas arriba Cy = %".4—%v§o = (Cp, se tiene
que,

PB = Do+ pyg (T] - nref) (233)

Que se puede considerar una versién de la ecuacién (2.3) aplicable sobre
la superficie de referencia.

De esta forma el algoritmo de resolucién del problema, basado en una
superficie de referencia 7,.;, podria ser el siguiente:
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= 1. Se parte de una solucién 1 = 7,,.

2. Se resuelve el problema de mecdnica de fluidos en el dominio €2,
‘imponiendo en la superficie libre z = n;_; la condicién dindmica
dada por (2.33). - '
3. Se calcula la nueva posicién de la superficie libre z = 7, utilizando
para ello la ecuacién (2.31). :

4. El bucle se cierra volviendo al paso 2. | 1

Por tltimo, se presenta la versién para problemas transitorios del método
de transpiracién presentado. El algoritmo en este caso, estard dado por,

= 1. Se parte de una solucién 7 = 7,.
2. Se resuelve el problema de mecdnica de fluidos en el dominio 2,
imponiendo en la superficie libre z = 7,_; la condicién dindmica
dada por (2.3).
3. Se calcula la nueva posicién de la superficie libre z = 7, utilizando
para ello la ecuacion siguiente, obtenida a partir de la (2.7),
On, On; On; |
atz + ui,_lc?—;z:_'+ ’Ui_l-a—z—/- = w,-i_.l | e’n zZ= 771-:__1 (2.34)}
4. Se actualiza el dominio fluido €, teniendo en cuenta la nueva posi-
cién de la superficie libre.

5. El bucle se cierra volviendo al paso 2.
Y considerando su implementacién simplificada, quedarfa como sigue,

= 1. Se parte de una solucién 7 = 7,,.

2. Se resuelve el problema de mecdnica de fluidos en el dominio 2,
imponiendo en la superficie libre 2 = 7,_; la condicién dindmica
dada por (2.33). :

3. Se calcula la nueva posicién de la superficie libre z = 1, utilizandoj
para ello la ecuacién siguiente, . :

on; on; o

—é-L;- -+ 'U'i—l_a—x“ + 'Ui—la_y = W1 €N 2 =Ty (2.35)

4. El bucle se cierra volviendo al paso 2.

Conviene sefialar que la ecuacién (2.33) ha sido obtenida a partir de la
ecuacién de Bernouilli estacionaria, por lo que su aplicacién a un problema
PO - - . 9y _ ¢ - .
no estamc.)nano pasa por suponer que i = SP (ver figura 2.1). Siendo
¢ la funcién potencial de velocidades, que se define por v = V¢, una vez -
supuesto el movimiento irrotacional del fluido no viscoso. i
I
i
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2.2.6 Comentarios sobre la Integracién de la Ecuacién
de Superficie Libre

Conviene recordar llegado a este punto que la ecuacién de Bernouilli, no
es una ecuacién diferente de las utilizadas para describir el problema de
mecanica de fluidos, sino que proviene de simplificar la ecuacién de balance
de cantidad de movimiento en el caso en el que el movimiento del fluido es ir-
rotacional y no viscoso. Por lo tanto, su aplicacién supone una simplificacién
adicional a la necesaria para derivar la ecuacién (2.3); la irrotacionalidad
del movimiento. Este hecho puede derivar en problemas de estabilidad del
método, sobre todo en zonas donde el movimiento del fluido esta lejos de ser
irrotacional, como en zonas de la popa del buque donde la turbulencia est4
plenamente desarrollada.

Por otra parte, es conveniente aiadir, que ninguno de los métodos presen-
tados, a excepcién del método de transpiracién, impone (o lo hacen de forma
simplificada a través de la condicién de Bernouilli) la ecuacién dindmica de
superficie libre. Esto puede representar serios problemas de estabilidad, si
no se fijan otro tipo de restricciones al problema. Por esta razdén, escaparse
de las formulaciones clésicas de pequefias perturbaciones o de la teorfa de
buques lentos puede presentar grandes problemas en la préctica. ’ :

- Por otra parte, hay que afiadir que existe una versién mejorada de la
ecuacién (2.8), apta para ser aplicada sobre z = 17,,;. Esta forma se obtiene
a partir del desarrollo en serie de Taylor, a partir de z = 7,,; ¥ segin la
direccién Oz, de la velocidad (ver [I0S99]). Esta forma es la siguiente,

S ow
V- Vn =w+5—z— (n—n,ef) en  Z = Tgs (2.36)

Si se tiene en cuenta la incompresibilidad del flujo, la ecuacién anterior
puede escribirse como,

-

V- () - V. (»{’Uref)_ = w en{ E= My (2.37)

Aunque la ecuacién (2.37), sigue siendo una forma simplificada de la
(2.8), el hecho de ser una aproximacién de mayor orden, le confiere mayor,
exactitud. ‘

El pequeiio recorrido efectuado, a través de los métodos existentes para
la resolucién de las ecuaciones de superficie libre, nos permite sacar conclu-
siones que afectan a la eleccién de la metodologia adecuada para resolver
el problema planteado para el presente trabajo. En este sentido, se puede
ser concluyente. La unica formulacion que permite resolver el problema con
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una condicién de superficie libre apta para una amplia gama de ndmeros de
Froude es el método de transpiracién. Este método permite resolver el pro-
blema imponiendo las condiciones de contorno (2.3) y (2.8) de una manera
natural y exacta. Sin embargo, es evidente su complejidad frente a otros mé-
todos, lo cual por si sélo es una gran limitacién que se ha tenido que superar
a lo largo del desarrollo del presente trabajo.

2.3 El Problema de Conveccién Difusién
i
A lo largo de la seccién anterior se han presentado diferentes formas de la
condicién de contorno de superficie libre. En el presente apartado estudiare-
mos una caracteristica comun a todas ellas: su cardcter convectivo. Con ese
término nos queremos referir tanto a su descripcién matemadtica, como a su
comportamiento numérico (ver [0GI97d] [Cod93b] [Onad8al).

Consideremos la ecuacién de conveccion difusién clésica siguiente [LMTS96]
[RGY6], ' !

i

|
l

X uv VIt VK Ve +Q=0 (239
Donde v es coeficiente de conveccién, v la velocidad, K es la matriz de
difusién, Q representa un término de fuente y ¢ es el campo incégnita del
problema. Se muestra evidente que la ecuacién anterior coincide con la (2.8),
tomando K=0 y v = 1, e identificando ) con w y ¢ con 7. Dicho de otro
modo, la condicién cinemética de superficie libre se expresa mateméticamente
como una ecuacién de conveccién pura. En este apartado nos dedicaremos
al estudio de la dificultad de la solucién numérica de este tipo de ecuaciones
y presentaremos una metodologia general aplicable para su determinacién.
La problemética que presenta la resolucién de este tipo de ecuaciones
es ampliamente conocida. Ya se ha mencionado anteriormente el hecho de
‘que la aproximacién tipica basada en el Método de los Elementos Finitos de |
Galerkin aplicada a la ecuacién de conveccion difusién (2.38) presenta inesta--
bilidades para valores moderados y altos del término de conveccién [Cod93a)]
[Cod93b] [FFH92] [HB79] [Oia98a] [0GI97a] [GO99]. Este fendmeno se apre-
cia igualmente en la resolucién de esta ecuacién por otros métodos de inte-
gracién como Diferencias Finitas [Hir90] [Daw77] [Rav96], Voltmenes Finitos
[Hir90] [I094] [MC98] o Puntos Finitos [0I1ZT97] [GOSt98]. f
Los métodos tradicionales para eliminar las oscilaciones espurvas resul-
tantes estdan basados en la adicién de algiin tipo de difusién estabilizadora
al problema adicional (normalmente denominada difusion artificial). Esta
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difusién, aparentemente no fisica, juega dos papeles principales en la reso-
lucién de este tipo de ecuaciones. En primer lugar contrarresta el carédcter
infradifusivo de la mayorfa de los esquemas de integracién y en segundo es-
tabiliza la solucién numérica en la cercanfa de altos gradientes de la variable
transportada mediante el suavizado de la solucién. _

Se cree conveniente remarcar, llegado a este punto, la diferente naturaleza
de los dos problemas que encontraremos en la resolucién de la ecuacion de
conveccién difusién®. En primer lugar la inestabilidad inherente a la forma
discreta clédsica del operador de conveccién y en segundo lugar la existencia
de focos de perturbacién en el problema. La inestabilidad, por si sola, no
tiene por qué producir problemas. De hecho muchos problemas de la forma
(2.38) podrian resolverse utilizando, por ejemplo, las formulaciones cldsicas
del Método de Elementos Finitos. Sin embargo, la existencia de focos de
perturbacién (en general gradientes altos de las variables) actia como un
generador de olas en la resolucién, mientras que el cardcter inestable de la
solucién permite que estas oscilaciones se propaguen por todo el dominio. Si,
al contrario, hemos eliminado la inestabilidad de la ecuacién de conveccién,
estas oscilaciones no se transmiten y quedan localizadas en la zona de la
perturbacién. Cabe senalar que, en problemas lineales esta localizacién de
las oscilaciones es cierta, pero en problemas no lineales puede no ser asf.

Podrfamos simplificar el problema exponiendo que la inéstabilidad de la
forma discreta de la ecuacién (2.38), hace que el operador correspondiente sea
ciego a las oscilaciones espur -as, permitiendo su propagacién. Esta ceguera
se suele entender en el dmbito de los método numéricos en hidrodindmica
naval como una simetria del operador que le permite que se transmitan las
olas que se propagan tanto corriente arriba como corriente abajo. La solucién
del problema estaria entonces en perturbar el operador de manera que fuera
asimétrico, en el sentido de que no permitiera la propagacién de olas aguas
arriba. En efecto, el método mds clasico de estabilizacién de la ecuacién de
conveccién difusién, conocido como método de upwind (o contra corriente)
se basa en calcular las derivadas primeras descentradas y en avance [Daw77]
[Rav96] [I0S99] [PSS96].  Del mismo modo, puede entenderse que el resto
de métodos de estabilizacién desarrollados, provocan una perturbacién en el
operador de conveccién discreto.

Aunque en los ultimos anos se ha dedicado un gran esfuerzo al desa-
rrollo y justificacién de procedimientos de estabilizacién, la mayoria de los
métodos existentes estdn basados en justificaciones heurfsticas. En efecto,
aunque la derivacién de estos métodos de estabilizacién y sus correspondien-
tes pardmetros estd clara en algunos problemas simples unidimensionales, su

0Que, naturalmente. se trasladan al problema de superficie libre.
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determinacién en la mayoria de los casos précticos se muestra imposible (ver
[Cod96][Cod93a] para una revisién de los metodos existentes). |
En este apartado haremos una e\cposmlon clara de las causas de la ines-
tabilidad del problema numérico, y presentaremos algunos de los métodos
cldsicos de estabilizacién, para acabar con la presentacién de un nuevo méto-
do de estabilizacién basado en el concepto de balance (o equilibrio) de flujos
sobre un dominio finito. Esta nueva visién del problema, que denominare-
mos Cdlculo Finitesimal (en inglés Finite Increment Calculus), en adelante
CF, posibilita la reinterpretacién de los términos de estabilizacién como una
contribucién intrinseca y natural a las ecuaciones diferenciales originales, en
lugar del concepto de correccién a nivel discreto como es entendido por la
mayoria de los métodos utilizados. Adem4s, se puede comprobar que la ma-
yoria de los métodos de estabilizacién desarrollados hasta la fecha, desde
los mds rudimentarios, como son la adicién directa de difusién, la evalua-
cién contracorriente (upwind) y Petrov-Galerkin [KNZH80] [Hir90] [Rav96]
[Cod93a) [HU96], hasta los més elaborados, como Streamline Upwind / Petrov
Galerkin (SUPG) [BH82] [HHJ94] [Cod93a] [HU96], Characteristic Galerkin
[ZC95] [ZMS+95] [VCZ97], Galerkin Least Squares (GLS) [HFH89] [Sot97]
 [Cod93a], etc. pueden ser derivados como casos particulares de la formulacién =
- general CF [Oiia98a] [OGI97b] [OGI97d] [OGI97a] y as reinterpretados en.
una manera mds fisica (ver [Cod96] para una comparacién entre los més
conocidos métodos de estabilizacién existentes).

2.3.1 El Problema Unidimensional de Conveccién Di-;
fusién

El anélisis de la ecuacién (2.38) es complejo y es conveniente comenzar nues-

¢

fenémenos que hemos comentado.

Consideremos el problema de conveccién difusién en un dominio unidi-
mensional Q de longitud {. El esquema del problema se muestra en la figura
2.2. Si dividimos el dominio de andlisis en diferentes segmentos y tomamos
uno de ellos AB de longitud d (ver figura 2.3) sobre el que el balance de
flujos debe satisfacerse, podemos escribir, desarrollando las funciones en A
en términos de sus valores en B, utilizando una serie de Taylor de 2° orden,
que, \
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Ox)

- u(x)
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Figura 2.2: Problema de conveccién difusién unidimensional.
- _ dq 2
a1 = al@s—d)=qles)—d || +0(d) (2.39)
| _ T|g

s = bllen-0) =ty —a [ o)

Donde u = u(z) es una funcién genérica conocida con el significado fisico
de velocidad, ¢ puede ser entendido como la tasa de energfa transmitida por
difusién y [uy] serfa su equivalente por conveccién [HU96], mientras que ¢
es la variable transportada.

El balance de flujos entre los puntos A y B puede escribirse como:

ZFlujos = [Flujo en A] — [Flujo en B] + Q(z)dz =0 (2.40)
AB

o bien, suponiendo que @(z) es aproximadamente constante en el seg-
mento, :

lg (25 — d) + v ug] (v — d)] - [g (z5) + v [up] (z5)] + Qd =0 (241) |

En (2.40) y (2.41) se ha denominado @(z) a una fuente distribuida sobre
dominio de andlisis y v es el coeficiente de transmisién por conveccién que
se supone coustante.

Sustituyendo la ecuacién (2.39) en (2.41) y teniendo en cuenta que el
punto B es arbitrario y por ejemplo zp = x, obtenemos, tras simplificar,
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Figura 2.3: Balance en un dominio finito AB.
dlue] _dg | f
iz det9=0 (242)

La ley de Fourier [HU96] relaciona la tasa de energia transmitida p01
dlfusmn con la va11ac1én de ¢ mediante, _ _ ’

= 2.43
q = (2.43)

Y finalmente, sustituyendo la ecuacion (2.43) anterior, en (2.42) se obtiene
la forma convencional de la ecuacién de conveccién difusidn.

dz

Tt } +Q=0 (2.44)

En el caso transitorio, la forma de la ecuacién puede obtenerse planteand@
de nuevo la ley de conservacién: !

| Z Flujos = [Flujo en A] — [Flujo en B] + Q(z)dz = vi <p.(a:)d:c |
AB dt Jas
(2.45)

Si, al igual que en el caso anterior, hacemos g = z, podemos obtene1
tras simplificar,

d +ud[u¢] < {ki(e
dx

e J —Q=0 (2.46)

|

i
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Donde se ha supuesto, como es habitual, que ¢ y @ son constantes en
el dommlo de balance AB, y por lo tanto se cumple que f g P )dz =dy y
Jap Qz)dz =dQ.

Hac1endo una analogfa con el pr oblema de transmisién de calor [HU96), en
las ecuaciones (2.39)-(2.46) pueden interpretarse ¢(z) y u(z) como el campo
de temperaturas y velocidades, respectivamente. @) y k representarian una
fuente de calor y la conductividad térmica del material, y v = pc, donde p
es la densidad del material y ¢ su calor especifico.

Resolucién por el Método Clasico de los Elementos Finitos

La problemética que plantea la resolucién de la ecuacién de transporte por
conveccién, mediante la formulacién clédsica de elementos finitos, se puede
entender, de manera clara, a través del estudio del problema unidimensional,
estacionario y homogéneo de conveccién difusién con condiciones de contorno
de tipo Dirichlet, definido como:

Encontrar una funcién ¢ = ¢ () tal que,

dgo d%p . .

so(O) = g, w(l) o

Donde £ > 0 y u son constantes y g, ¢, son los valores prescritos de ¢
en el contorno (¢, # ¢;). Como puede apreciarse, la ecuacién (2.47) puede
derivarse facilmente a partir de la (2.46) tomando @ = 0, v = 1y u,k
constantes.

Consideremos una particién uniforme del intervalo [0,!] dada por 0
o < 1 < X < ... < zy = [ donde, evidentemente, 2,41 — T, =d (M
0,N -1).

Por conveniencia para la discusién posterior, escribamos la ecuacién (2.47)

I

I

en la siguiente forma:

Y= === = 0 en O<z<l | (2.48)
L e(0) = @y @) =g

Donde 7 es el denominado nimero de Péclet elemental definido como
v o= %% Este nimero adimensional da una idea de la importancia relativa
de la conveccién frente a la difusién. Podemos decir que la conveccién serd
dominante cuando |y| sea grande y que dominan los efectos de la difusién

para valores pequeiios de |7|.
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Figura 2.4: Gréfico de ¢(z) para [ = 10, d= 1.

La solucién analitica de (2.48) es,

ww=%—m—w%%ﬁﬁ> (2.49)

_e‘

Como se aprecia en la figura 2.4, la funcién (2.49) tiene importa.ntes"
gradientes de @ cerca de z = [ para valores de v > 1 (velocidad positiva) y
cerca de z = 0 para valores de v < 1 (velocidad negativa). De este simple
andlisis pueden anticiparse problemas numéricos si se pretende aproximar la
solucién tomando unos pocos puntos de interpolacién. :

Si la ecuacién (2.48) se resuelve mediante el método clésico de Galerkin,
usando elementos lineales, se obtiene la siguiente ecuacién en diferencias (ver
apéndice B), ‘

(1 — "/)QO(CCH_l) - QQD(CL‘L) -+ (’7 + ].)Qﬂ(ﬂfi._l) =0 con 1= 1, N -1 (250)

Como puede comprobarse, la misma ecuacién (2.50) se obtiene si, para
la discretizacién de la ecuacién (2.48), se utilizan diferencias finitas con ul
esquema centrado (ver apéndice B).

Como se demuestra en el apéndice C, la solucién nodalmente exacta en
el entorno de un punto z;, del esquema (2.50) corresponde a una ecuacién

modificada de la (2.48) original, dada por,
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dp(x;) (1- K)d%(wi)

dx

ISR

Ty =0 2:51
o Pr=0 @

Con K = —%,—2 [cosh(2vy) — v sinh(27) — 1], que resulta en una difusién
negativa en la ecuacién (2.51) para valores de y > 1.3657. De lo ante-
rior, se deduce que el error de truncamiento del esquema (2.50) es Er =
) 2
LK (1) |58

Por otra parte, la ecuacién en diferencias (2.50) puede resolverse analiti-
camente (ver apéndice B), obteniéndose como solucién,

o(z;) = C1 + C [8 :’H | (2.52)

que como puede comprobarse, debido a la forma del cociente, es oscilatoria
para cualquier || > 1.

- Concluyendo, la solucién numeérica cldsica de la ecuacién de conveccién |
difusién unidimensional (2.47) tiene una forma dada por (2.52) que muestra
un cardcter oscilatorio irreal para valores de |y| > 1. Este carécter es inhe-
rente al proceso de discretizacion llevado a cabo, y podemos pensar en dos
tipos de soluciones,

1. Diseilar métodos de discretizacién mds apropiados para la resolucién |
del problema, como es el caso del método de upwind, SUPG o GLS.

2. Modificar la forma de la ecuacién diferencial, para que el proceso de
discretizacién cldsico ofrezca como solucién la correspondiente al pro-
blema original, como es el caso de la adicién directa de difusién o el
método CF.

Cabe insistir en que las probleméticas aquf expuestas no son exclusivas de
la resolucién por elementos finitos o por diferencias finitas, sino que aparecen
en otros métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales como el método
de los voltimenes finitos [FMJ93] [MC98] [HMJ93] y el de los puntos finitos
[GOS*98] [OIZ*97).

En este sentido, las dificultades aquf planteadas son directamente trasla-
dables a todas las metodologias desarrolladas hasta la fecha para la resolucién
del problema de formacién de olas del buque.
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Estabilizacién de la Ecuacién de Conveccién Difusién

- Como ya se ha mencionado en el apartado anterior, la mayorfa de los méto-

- dos numeéricos clésicos de resolucién de ecuaciones diferenciales aplicados a la
ecuacion de conveccién difusién, resuelven en realidad una ecuacién modifi-
cada infradifusiva y no la original. Esto da lugar a inestabilidades numéricas
que se aprecian en forma de oscilaciones.

De la discusion anterior, parece obvio, que la solucién a la problemética
encontrada pasa por la adicién de una determinada cantidad de difusiéu
adicional. En efecto, la caracterfstica comin de la mayorfa de los métodos
de estabilizacién desarrollados, es la adicién de difusién artificial, con el fin
de contrarrestar los efectos indeseables de la discretizacion.

Una revisién de estos métodos puede encontrarse en [Cod96] [Cod93a]
[HU96}, pero aqui veremos las ideas bésicas que los sustentan.

La idea de anadir difusién a las ecuaciones que se resuelven 1o es nueva,
sino que ya en los afios 50 aparecen referencias en el 4mbito del método de
diferencias finitas [New76). Originalmente esta difusién era afladida mediante
la evaluacién de las derivadas primeras descentradas contracorriente (en la
direccién opuesta al flujo), los conocidos métodos de upwind’.

. Pero investiguemos un poco en las posibilidades de la adicién de dlfl.lSlOl]
a la ecuacion original. - : o ’ B

Planteemos, en lugar de la ecuacién (2.48), una versién modificada de la

misma,

dp d d%p _ ’ N
75—5(1—%&7)(12 =0 en O<z<l (2-53)1

©(0) = vy ©() =4,

Si al igual que en el caso anterior, aplicamos el método de Galerkin a la
ecuacién (2.53) (ver apéndice B), se obtiene la siguiente expresién,

(14 v = D)p(zis) — 201+ an)oles) + (1 +7(1+ (@) =0
(2.54)

con 1i=1,N—-1
Como puede comprobarse, la misma ecuacién (2.54) se obtiene si para

la discretizacién de la ecuacién (2.53) se utilizan diferencias finitas con un
esquema centrado (ver apéndice D).

"Evidentemente, la evaluacién de una derivada plimela en avance puede considerarse

una adiccién de difusién, ya que d"’(l —h) — d";ff) ‘;ddi_l) + 0(d?).
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En el apéndice E se demuestra que el error de truncamiento de la ecuacién
(2.54) es,

Er = o [(1 + &) [cosh(2v) — 1] — 7 sinh(27)] (2.55)
Donde, imponiendo como condicién para la determinacién de a que el
error de truncamiento sea nulo, se obtiene de (2.55),

a = coth(y) — % (2.56)

Es decir, es posible conseguir que la solucién numeérica de la ecuacién
(2.53) coincida nodalmente con la solucién analftica de la ecuacién (2.48)
original, tomando a = coth(y) — L en (2.53). Esta modificacién consiste en
la adicién de cierta cantidad de digusi(’)n, en concreto se anade un término de
la forma ﬂgﬂ%%. Conviene sin embargo seiialar que, la ecuacién (2.54) puede
ser derivada de diversas formas. Entre ellas destaca la modificacién de las

funciones de forma utilizadas para obtener la forma débil del término con-
vectivo origen de los métodos tipo Petrov-Galerkin [BH82] [FFH92] [Cod93a]
[Cod9g. .

Por otra parte, puede comprobarse que la solucién analitica de (2.54), es

de la forma (ver apéndice D),

w] (2.57)

,=C1+C
ARG 2[1—#057—7

de donde puede deducirse, que la solucién es no oscilatoria para valores

. -1 P R §
a>1 sya< 1.7.

2.3.2. El Método de Célculo Finitesimal

Acabamos de ver como en el caso del problema de conveccién difusién ho-
mogéneo y unidimensional (2.47), las inestabilidades que aparecen en la
solucién numeérica cldsica pueden justificarse por el error de truncamiento
producido por el proceso mismo de discretizacién. Ademé&s hemos encon-
trado que este error de truncamiento tiene forma de difusién negativa para
cualquier valor del niimero de Péclet. Esta demostracién préactica provoco en
el pasado la aparicién de diversos métodos apoyados en la adicién de difusion
para corregir los efect-os.indeseables del proceso normal de discretizacién. Sin
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embargo, estos métodos sélo tienen su apoyo en el estudio de problemas uni-
dimensionales, de los cuales se conoce solucién analitica y dificilmente pueden
. extenderse a problemas més complejos. Por lo tanto, de lo visto en anterio-
- res secciones no debe sacarse la conclusién de que la adicién apropiada de
difusién solucionard los problemas de estabilidad del método, sino que, de
un modo més general, la modificacién adecuada de la ecuacién diferencial
de conveccién difusién (2.48), puede resultar en una solucién nodalmente
exacta, con la aplicacién de las técnicas cldsicas de resolucién de ecuacion-
es diferenciales, y en concreto, mediante el método de los elementos finitos
utilizando el procedimiento cldsico de Galerkin. A continuacién presentare-
mos un método que se basa precisamente en mejorar la ecuacién diferencial
del problema, para poder ser utilizada en un contexto discreto; este es el
denominado Método de Cédlculo Finitesimal (CF).

- Volvamos a retomar el esquema del problema de conveccién difusién en
un dominio unidimensional de longitud [, mostrado en la (2.2). Si dividi-
mos, como anteriormente, el dominio de andlisis en diferentes segmentossj
y tomamos uno de ellos AB de longitud A (ver figura 2.3) sobre el que el
balance de flujos debe satisfacerse, podemos desarrollar las funciones en el
punto A en términos de sus valores en B. Si suponemos que el término de
transporte convectivo tiene una importante variacién sobre el segmento AB,
serd conveniente utilizar para este desarrollo una serie de Taylor de mayor |
orden (3* orden en este caso), ‘ |

u 2 [d? (u
el = fue] (22 - W = fuelp ~ 1 | 252] + {20 o

(2.58)

El balance de flujos entre los puntos A y B puede escribirse como en
(2.41), y sustituyendo en ella las relaciones (2.59), (2.39) y (2.43), puede
obtenerse, '

dlup]  hdlup] dg o o
—y—— f Vo — — = 2.59)!
Y dz +U2 dz dx+Q 0 ( )
Donde al igual que en (2.42) teniendo en cuenta que el punto B es arbi-
trario, se ha tomado zp = z. Si en (2.59) aplicamos la ley de Fourier (2.43)
y suponemos por simplicidad que u es constante y v = 1, se obtiene,

8Este proceso no tiene porqué coincidir con la discretizacién posterior para la aplicacion
del método de integracién. De hecho esta discretizacién s6lo se hace a nivel conceptual y es
equivalente a la utilizada en la derivacién cldsica de la ecuaciones diferenciales. Ahf toma
sentido el nombre de Célculo Finitesimal por oposicién al tradicional Célculo Infinitesimal.
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- dp d [, uh)dp A
v.—udx—i—.d? [(k +_..2> d:c] +Q*_0 o (260)

Como se puede apreciar el efecto de incluir términos de mayor orden en
la aproximacién del término convectivo (2.58), introduce naturalmente una
difusién adicional *—‘2-'5 en la ecuacién (2.60) .que gobierna el problema. El
valor’ h en (2.58)-(2.60) debe entenderse como una medida de la longitud
del segmento AB sobre el que se aplica el balance de flujos, que no tiene
porqué coincidir con la longitud de los elementos en los que se discretiza
el dominio unidimensional. De hecho, la longitud de este segmento es una
variable libre, por lo que para su determinacién se pueden imponer diversas
condiciones, como la estabilidad o la exactitud de la solucién del problema
(2.60).

Otro enfoque del problema nos podria llevar a imponer como condicién
para la determinacién de h, que se cumpliera,

| fugls = [ugl (o5 — h) = luply = h [E‘_S;_W)JB +§ [d?(w)

Que es el planteamiento de un problema de minimizacién de residuos.
Efectivamente, basado en esta idea se ha desarrollado un método para la
determinacién del valor de!” h que permite obtener mediante un esquema
iterativo un valor éptimo de este pardmetro, asegurando la estabilidad de la
solucién y una cuasi-exactitud nodal [0fia96] [OGI97a] [OGI97¢] [O0JI98].

La versién estabilizada de la ecuacién transitoria (2.46) se puede derivar
sencillamente con los criterios dados, obteniéndose,

dp  dp d [(,  uh\dp|
it Vi E[(’” t3 ) dx =Q | (2.62)

Para u constante y v = 1.

YEl pardmetro h se suele denominar longitud caracteristica y puede escribirse en la
forma h = 2fu, donde t se denomina, en la literatura al respecto, tiempo intrinseco. Se
hace notar que f es el tiempo en el que una particula recorre una distancia % a una
velocidad u.

10E] pardmetro h es comiin encontrarlo en la literatura al respecto en la forma h = al(®)
donde ¢} es la dimensién caracteristica de los elementos de la malla (su longitud en
problema unidimensionales). La determinacién del valor éptimo de h o £, serd equivalente
a encontrar un valor éptimo de a.

——|  (2.61)
- azt L% .
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Generalizacién del Proceso de Estabilizacidn

Supongamos'ahom que los cambios, sobre el dominio de balance AB, tanto
en los términos convectivo como en el difusivo son tan importantes que es
necesaria una expansién de orden superior en ambos,

4 = Q($B~—h)=q(m5)~h[j—q} +%2[;Z—Z%L—O(hz) (2.63)
wely = luel(oa - 8) = -1 [ 28] L ELA] )

De la misma manera se considera que la fuente Q(z) varfa linealimente
sobre el dominio AB y pues, despreciando los términos de orden 0(h®), se
tiene, .‘

h hz dQ 3

Qz)de = 3 [Q(e) + Qz — )] = hQ(z) - & —= (2.64)

AB T :

Sustituyendo entonces las relaciones (2.63) y (2.64) en la ecuacién de
balance (2.41) y aplicando la ley de Fourier (2.43), se tiene,

dp d |, dp hd | dp d _dgo ;
udm—{—-d—gj{k%]-i-Q—gdm[ uo -+ [d +Q| = (2.65)
Donde, si denominamos, ,
|

do d [ do ‘

—u— 4 2= 2.66

"= udm+dx[d:c]+Q ( 6)

Podemos escribir (2.65) en una forma m4és compacta, como,

r—22 20 en Q (2.67)

Del mismo modo, podemos hallar una versién estabilizada de la ecuacion
transitoria, si consideramos que,

| >

[pl@) +pla - ) = hple) ~ =L +O(RY) (269

| oteyia -
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y despreciamos los términos de orden 0(h?), obtenemos a partir de (2.45),

Char U
R — .en. 3 ) - 2.
F=5o 0 en Ox(0,T] (2.69)
_dy dp d |, dp
T dt uda:+d:v [kdx} t

Es importante hacer notar que las ecuaciones (2.67) y (2.69) son consis-
tentes con la forma original (2.42) y (2.46), respectivamente, dado que la
solucién r(z) = 0 (7(z) = 0) cumple ambas.

Las condiciones de contorno aplicables a las ecuaciones (2.67) y (2.69)
serdn discutidas en los siguientes apartados.

2.3.3 El Problema Multidimensional de Conveccién Di-
fusién

Ahora extenderemos los conceptos vistos en la seccién anterior a la solucién

del problema estacionario bidimensional de conveccién difusién definido como

sigue, o S : ‘

- Encontrar una funcién ¢ = ¢ (x) tal que,

(V-V)(p—V- [g-\’no] = Q en 0 (2.70)
¢ = g en Ip
Vo = qp en g

ar €n FNT

=
T
€
-
=
4
S,
I

Donde, al igual que en (2.38), ¥ = v(x) = (u,v) la velocidad, K = K(x)
es la matriz de difusién, Q = Q(x) representa un término de fuente, ¢ = ©(x)
es el campo incdgnita del problema y g = g(x) son los valores prescritos de

¢ en la parte del contorno (I'p) donde se prescriben las condiciones tipo
Dirichlet. Del mismo modo gp = gp(x) son los valores prescritos del flujo
difusivo en 'y, v g7 = ¢gr(x) las imposiciones sobre el flujo total en I'y,.. Se
cumple que ' =90 =Tp UT'y, U DN,

Se hace notar el paralelismo de la anterior ecuacién (2.70) con la forma
de la condicién cinemética de superficie libre (2.8).

Si consideramos un dominio de balance ABCD (ver figura 2.5) rectangu-
lar, podemos escribir las ecuaciones de balance para los flujos horizontales y
verticales,
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Figura 2.5: Dominio de balance para el problema bidimensional de conveccion
difusion.
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[FH(zc,yc) + FH(zp,yp)| hy —

1
-3 [FH(z4,y4a) + FH(zp,yB) hy (2.71)

<

ZFlujo's verticales = % [FV(zg,ys) + FV(zp,yp)| hx —
1 .
—5 [FV(za,y4) + FV (2o, yc) ha (2.72)

o=

Z Flujos horizontales =

Donde se ha denominado FH{z;,y;) y FV(z;,yr) a los flujos horizontales
-y verticales, respectivamente, en el punto (1, yr1)-

Podemos escribir las ecuaciones (2.71) y (2.72) en la siguiente forma mds
conveniente, si referimos todos los valores al punto A,

Z Flujos horizontales = % [FH(z — hg,y) + FH(z — hg,y ~ hy)| by —
1
S (FH@Y) + FH@y - )k, (273)
1
o > Flujos verticales = = [FV(z,y = hy) + FV (2 = he,y = hy)] b =

_% (FV(2,y) + FV(z — ha,y)] he (2:74)

Por otra parte, es evidente que se pueden obtener las siguientes expan-
siones en serie de Taylor,
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FHG@-hey) = FHEy -2 BEET o)
FH(z,y - hy) = FH(z,y) - hﬂZH+€MZ?{ m@)
IFH@-hmy—%)==FH@y)—h%%z+%ﬁzg{~ (2.75)
; Lo L N Y

| FV(z - hg,y) = FV(z,y)—hs dcl;V + h; dZFQV —0(hd)
FV(z,y—h,) = FV(z,y) - hyd(l;/V %gd'zdl;’;/ - O(hf;)
;;FV(QZ‘ —hg,y—hy) = FV(z,y) - h igrvy- + %%d;lg/ -
“h, dfy 4 %ydzdgz‘/ hzhy% — 0(h3, h3)

. Sustituyendo los desarrollos (2.75) anteriores, en las ecuaciones (2.73) y
(2.74), se obtiene, si se desprecian los términos de orden 0(h3),

Z Flujos horizontales =

Z Flujos verticales =

lzhyd§T{ (2.76)
JWIEPFH P FH
> da? v dzdy
dF
—hghy—— dv—f— (2.77)
bl °FV o dFV '
2 dy? V7T dady

- Evidentemente el balarice de las fuentes, suponiendo que su distribucién’
es lineal en el dominio ABCD, estd dado por,

Z Fuentes =

1
Q<1($A+$B+$C+5L’D)

1 _
,%w+w+m+w0M%=

4
= Qz— g,y - ‘g)hzhy = (2'7J8)
_ o ﬁ_@ _hoQ
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Donde, de la misma manera, se han despreciado los términos de orden
0(h3).

De este modo, podemos escribir la ecuacién de balance global en el do-
- minio ABCD. como,

Z Flujos horizontales + Z Flujos verticales + Z Fuentes =0 (2.79)

Si ademds, tenemos en cuenta que FV(x,y) = up + q, y FH(z,y) =
vy + g, y sustituyendo en (2.79) las relaciones (2.76)-(2.78), se obtiene, tras
algunas simplificaciones,

-~ ~ -~

V. (50) + V- Q——(h V)[V(go)srv-Q—Q}:o (2.80)

Donde si despreciamos los términos de las derivadas de la velocidad, te-
1emos que,

(v-9)e+9-a-0-5 (-9)[(v-9)+¥-a-0] =0 (a1

Donde se ha denominado, § = (¢z,g,) y h = (hs, by).
La ley de Fourier [HU96] en problemas bidimensionales, toma la forma,

d=-K-Vp (2.82)

. ~ k1w kn
siendo K = A“ Al } la matriz de difusién bidimensional. Sustituyen-
= 21 K22

do (2.82) en (2.81) obtenemos la forma de la ecuacién bldnnensmnal de con-
veccién difusién estabilizada, -

r-s (h V) r=0 en € | (2.83)
T=<G-6)¢—V-(§'690)—Q

De igual manera podemos obtener la versién transitoria de la ecuacién
(2.83) anterior. En este caso, la ecuacién de balance global en el dominio
ABCD puede escribirse como,
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Z Flujos houzontales + Z Flujos verticales + - (2.84)

+ ZFuentes = — //

Por otra parte, si suponemos lineal la variacién de ¢(z) en el dominiq
ABCD, podemos escribir que, !

// o(@)dz = ¢<XA+XB+XC+XD>hmhy=
ABCD 4

h h ‘
= oz - Y- E)Izm/zy = (2.85),
_ _hs0p  hyOp

( Y sustituyendo las ecuaciones (2.76), (2.77), (2.78) y (2.85) en (2.84),
tenemos, tras simplificar,

ABCD

3 (h v) =0 en Qg[o,T]' - (2.86)
B e

Se hace evidente que la extensién de las formas estabilizadas de la ecuacién
de conveccién difusién a problemas tridimensionales es inmmediata, se puede
comprobar de manera sencilla que en este caso las ecuaciones quedan como
sigue,

r—é(h-_V)rzO en , (2-87)j N
V-V E V-0

en el caso estacionario, y,

'F——;- (h-V)7=0 en Ox|0,T) (2-88)f
5 f
Fe s+ (v V)e- V- (K- Vo) - Q |

en el caso del problema transitorio.
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Donde, en ambos casos se ha tomado'! h = (hg, hy, h,).

Al objeto de ser consistentes en el planteamiento, es necesario senalar que
también las condiciones de contorno del problema deben ser modificadas. En
el apéndice H se demuestra que la ecuacién de balance de flujo en el contorno
resulta en unas condiciones tipo Neumann modificadas en la forma,

__n.:I:{_.VQO_qD—%(n-h)T = 0 en Ty, (2.89)

1
n~[vgo—K-V<p]—qT—§(n-h)r = 0 en Tn, (2.90)

2.3.4 Aplicacién del Método de los Elementos Finitos
al Problema Estabilizado

La ecuacién de conveccién difusién estabilizada dada en (2.87) (y en (2.88) en
su forma transitoria) ha sido obtenida a partir del concepto fisico de balance
en un dominio. finito. Por lo que esta forma debe entenderse como una
ecuacion diferencial de. mayor orden, que puede ser. utilizada para resolver
el problema planteado mediante cualquiera de las técnicas de integracién de
ecuaciones diferenciales.

El problema estabilizado que hemos planteado, se define como sigue'?,
Encontrar una funcién ¢ = ¢ (z) tal que,

1
"3 (h-V)r = 0 en £ (2.91)
¢ = g en Ip '
1
—n-K- V_cp —qp — §h ‘o= 0 en T'np

n-[wp-K-Vgo]——qT—ih-nr = 0 en I'n;,

conr=(v-V)p-V-(K-Vy)-Q.
La forma débil de la ecuacién (2.91) es,

11Se suele denominar a h = (. hy, h;) vector de longitudes caracterfsticas.
12Comparar con la formulacién tipica dada en (2.70).
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A[w(V-V)@—Vw-(g-v¢)]dQ+ |
/ 3V B9 [(v- V)~ V- (K- V)] d = (2.92)

/ QA + / SV () Qd ~ | dgpdT — | grdD

Tnp Ty

donde ¢ € ¥, siendo ¥ el espacio de las funciones de forma, definido por

U:={peH Q=0 en TIp}

Del mismo modo la solucién ¢ pertenecerd al espacio @ de funciones de
prueba, definido por

®:={peH (Q)]p=g en Tp}

- La ecuacién (2.92) se ha obtenido integrando'® por partes el término
' .d1fus1vo y el de estabilizacién, para posteriormente imponer las condiciones
de contorno de Neumann.

Si en la ecuacién (2.92) tomamos** h = 2tv, y despreciamos los términos
que incluyen las derivadas de h, tenemos,

A[¢(V'V)¢—V¢-(§-V¢)]dn+ |
+/Q£("'W’) [(v-V)p -V (K- V)] d2= (2.93)

/ $Qa + / (v V9)Qi2 - | yapdr~ | yardr

I"ND FNT

doncle podemos reconocer r la forma, clablca del metodo Streamlme Upwmd
/ Petrov Galerkin (SUPG). Como se aprecia, se ha obtenido esta expresion,
haciendo que el vector h tome la direccién de la velocidad, lo cual evidente-
mente es un caso particular del método CF més general. Lo mismo puede

3Hay que sefialar que, para llegar a esta forma, en este caso no es necesario hacer
la suposicién » = 0 en-TI" como ocurre en el caso de los métodos SUPG o GLS, pues
estos efectos son corregidos por la forma estabilizada de las condiciones de contorno tipo
Neumann.

HDonde £ es el denominado tiempo intrinseco.
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deducirse para varios de los métodos de estabilizaciéon més conocidos, cuya
expresion se puede derivar de restricciones a la forma general dada en (2.92).
En [Oia96) [Oiia98b] se discute detalladamente este aspecto.

- Por 1ltimo, sélo llamar la atencién sobre el segundo término de la ecuacion
(2.93) anterior. Este puede escribirse en la forma,

/Q £1v|2v¢.<ﬁ3> VpdQ + /Q (v Vy) [V (K- V)] dQ (2.94)

Donde, mirando el primer término, puede observarse el aspecto més re-
levante del método SUPG; la adicién de una difusién de valor £ |v{® segin
las lineas de corriente. Por lo que, volviendo a la ecuacién original (2.92), la
eleccién en ella de h = 2tv (en la direccién de v), produce la adicién de una
difusion £ |v|? segtn la velocidad.

2.3.5 Determinacién de las Longitudes Caracteristicas

En los anteriores apartados hemos presentado el método de cdlculo finitesimal
(CF). como base para la derivacién de esquemas estabilizados, en particular,

de la ecuacién de conveccién difusién. Este método da una explicacién para -

la mayoria de los esquemas propuestos para este mismo fin, muchos de los
cuales fueron presentados de manera heurfstica, sin ninguna base fisica.

Es importante ahondar en el hecho de que el método planteado es consis-
tente, es decir p, solucién del problema continuo estabilizado (2.91), también
es solucién del problema original (2.70). Puesto que, dada la solucién tinica
o, del problema (2.91) debe cumplir’® 7 = 0 y a la inversa, si ¢, es solucién
de (2.70) entonces 7 = 0 y se cumple (2.91).

Sin embargo, para completar el esquema estable ain nos queda por abor-
dar una cuestién bésica. La determinacién de las longitudes caracteristicas.
Aparentemente, la justificacién del método puede indicar una relacién de
estos pardmetros con el tamafio de los elementos en la discretizacién, pero
como se ha comprobado, la relacién entre ambos depende sustancialmente del
problema particular. En concreto, el nimero de Péclet parece tener mucha
influencia en el valor éptimo de estos pardmetros.

Aunque se ha llevado a cabo un importante trabajo para la obtencién de
un algoritmo iterativo que permita obtener la distribucién éptima de las lon-
gitudes caracterfsticas en un problema concreto [Ofia96] [OGI97d] [OGI9Tb]
[OGI98] [0JI98] [OGI9T7a] el alto coste computacional que esto requiere, lo

15Pues, evidentemente, esta es solucién del problema estabilizado.
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l}ace inviable para ser aplicado en el 4&mbito de este proyecto. Una introduc-
cién a esta metodologia se presenta en el apéndice L

Se hace patente pues, la necesidad de completar el esquema con una elec-
cién adecuada del vector h. La simple eleccién hecha en (2.93) de!S h = 2tv
no es suficiente. Efectivamente, la solucién que ofrece el método SUPG,
~ es Optima o casi-6ptima, para soluciones suficientemente suaves [HMM86]
[HFHB89], sin embargo, no se puede afirmar lo mismo en cercanfa de capas
lfmites o, en general, en presencia de altos gradientes. Por este hecho, en cier-
tos problemas, pueden aparecer oscilaciones localizadas, que en algunos casos
impiden la convergencia, sobre todo en problemas muy no lineales. Sin em-
bargo, del estudio de los resultados sobre la convergencia del método SUPG,
ﬁLledell sacarse conclusiones de interés para nuestra discusién. Planteemos
en primer lugar la resolucién del problema siguiente,

Encontrar una funcién ¢ = ¢ () tal que,

( (v - VYo—kAp = Q en Q (2.95)
¢ = g en Tp |
_ n-k-Vo = gp en I'n,
nU[ggo-,I—'k-V'go].: gr en Tnp.

[
!

| donde por simplicidad se ha tomado K = kI. Si aplicamos para la resolu-
cién del sistema (2.95) el método SUPG definido por (2.93), el planteamiento
del problema queda como sigue,

Encontrar ¢, € ¢, C ® = {x € H' (Q)|x = g en TIp} tal que
Vi € ¥}, se cumple que,

/Q W (v V)en+k(VYVe,)]dd+

N / v - V) (v - V) on — kApy] d2 = / $Qda+ - (2.96)

Ne . .
+ > (v V) QdQ — Pqpdl — Yardl

e=1 e Inp Pnp

S donde yp € U, C ¥ i={x € H'({Q)|x =0 en Tp}y ¥, o soiq
espacios de elementos finitos formados por polinomios de grado m. En (2.96)
se ha denominado ¢ al dominio correspondiente al elemento e.

6donde £ puede ser obtenido basandose en criterios de estabilidad (ver [HMM86]).

t
i

!
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En (2.96), las segundas integrales de ambos miembros (términos de esta-
bilizacién) son calculadas sélo en el interior de los elementos®’. Esto se debe
-a que-a las funciones de forma 1 no se les exige continuidad en las derivadas
primeras®®, y por ello el término kA, no estd definido en el contorno de
los elementos. Hay que hacer notar, que estos términos desaparecen si se
utilizan elementos de primer orden, pero no en el caso general. Por otra
parte, tal y como se ha hecho en (2.96), es normal escribir todo el término
de estabilizacién en esa forma, no sélo aquella parte que involucra derivadas
segundas. Aunque esto no es estrictamente necesario, esta forma de calcular

las integrales de los términos de estabilizacién es ampliamente usada en la
préctica [HFH89] [Cod93a] [Sot97] [Ona96] [FFHI2] [ZT94a] [VQZQ?]. Por

otra parte, dado que el vector de longitudes caracteristicas h = tv, se suele
evaluar en el centroide de los elementos, suponiendo que es constante en su 1
interior, en (2.96) se han eliminado los términos que involucran derivadas de !
h. - l

Con el planteamiento del problema hecho en (2.96), se puede demostrar

[Cod93a, pp. 1.10-14] [HFH89] que, si tomamos f= %, siendo,

ey ) B st y—o 0
° (-7)—{ K2y L. 7—>0,}
donde &, Ko son constantes genériCaS depéndientés del problema. concre-
to, se cumple que,

2
”‘P - (Ph,“supc < Ch*

o] = 2m s 7 — 00
1 2m+1 si y—0

Siendo ¢, suficientemente suave, la solucién del problema continuo, mien-
tras que ¢, lo es del problema definido en (2.96). La norma ||-||s,pq s la
utilizada para demostrar la estabilidad de la forma asociada al primer miem-
bro de (2.96) (ver [Cod93a, pp. 1.10-14] [HFHS89, pp. 178-183]).. Como se
aprecia, €l método es casi 6ptimo (el error de interpolacién es de orden m+1)..

178i N; es una funcién continua en un dominio Q y M es discontinua entre elementos

¥ pues % no esta definida en los lados de los elementos, se puede demostrar que, en un

sentido distribucional [011a98b, pp. 18-19],

y N, N
/ Mo 5 [ Wisaoy [ Namden)
o dv; e=1 Joo dz; 20

Siendo n; la normal en el contorno 9.
18 Continuidad CO.
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Desafortunadamente, la restriccién de suavidad, de la solucién del proble-
ma continuo, es una exigencia demasiado dura en la practica. La aparicién
de gradientes importantes de las variables, por la presencia de capas limites o
efecto de los contornos, por ejemplo, no permite que el resultado anterior sea
aplicable!”. De hecho, el problema se debe a que el estimador ||-||g; pg 10 €5
pulltLlalg”, lo cual se traduce en la préctica en que, atin habiendo convergencia
global, localmente podemos encontrar oscilaciones.

' En nuestra busqueda de un método estable, podemos hallar otra jus-
tificacién de la naturaleza de esas oscilaciones, en la falta de monotonia
del método SUPG. En problemas no estacionarios, un esquema numeérico
que evite oscilaciones localizadas debe ser monétono o preservar monotom’é
[Cod93a, pp. 1.10-14]. Un método numeérico se dice que es mondtono s
la solucién numeérica en cada paso de tiempo mantiene el signo del instante
ahterior para cada nodo de la malla espacial. De la misma manera se dice
quie un esquema preserva monotonia si mantiene la de los datos iniciales.
Existe una importante limitacién préctica al disefio de un método numérico
de alto orden de exactitud, con propiedades de monotonfa. El teorema de
Godunov [LeV90] establece que un método lineal, que preserve monotonfa,
como méximo es de primer orden de exactitud. Por lo tanto, la tnica manera.
de disefiar un método que pueda tener mayor precisién en la zona donde la
solucién es suave y evite las oscilaciones, alli donde la solucién tiene impor=
tantes gradiente, es pensar en un algoritmo no lineal. Es decir, un esquema
nume1 ico que dependa de la solucién numérica.

La convergencia puntual y uniforme de la ecuacion de conveccién difusion
estd ligada al cumplimiento del principio del méximo discreto (PMD, ver
[Cod93a] [Sot97]). Este principio establece que la solucién de la ecuacion
de conveccién difusién tiene su méximo en el contorno cuando el término de
fuente es mayor o igual que cero. Es evidente, que la solucién continua cumple
con este principio. Su estudio en el caso discreto concluye con el hecho de que
el cumplimiento de este principio asegura monotonia y estabilidad uniforme
‘del algoritmo numérico.

El andlisis de este p1mc1p10 permite llegar a la- conclusnin de que, en . .
ge11e1a1 es imposible cumplir ‘el PMD con la formulacién S UPG [Cod93a;

Pp- 3.14-15]. Por otra parte el andlisis de diferentes casos practicos [Cod93a‘
pp. 3.11-15] permite comprobar que mientras la adicién de difusién segin
las lineas de corriente no asegura la estabilidad de la solucién, ésta se puede
hallar con el afiadido de difusién homogénea de la forma 1a®h|v)| siendo

'9Fn realidad, el resultado anterior es aplicable, atin en esos casos, lejos de las zonas
con gradientes importantes.
20Un estimador puntual estarfa basado en la norma || f(a)ll,_ () == sup [f(z)].
’ xeQ
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ae(’y”) = Kg — ;11- con k3 una constante genérica dependiente del problema,
h
vV, M
VI = Sa VY M= -
De todo lo anterior, podemos sacar las siguientes conclusmnes

1. Del andlisis del método SUPG: Este método es cuasi 6ptimo si a®(y) =
{5, " 750}, pero requiere que la solucién del problema continuo,
@, sea suave. Por otra parte si en la solucién no hay importantes

gradientes, el método SUPG es el més apto.

2. Del teorema de Godunov: Un método numérico que preserve monotonia
y sea de orden mayor que uno debe ser no lineal, esto es depender de
su solucién. Debemos desarrollar un método no lineal.

3. Del anélisis del PMD: La simple adicién de difusién segin las lineas de
corriente (SUPG) no es suficiente para que se cumpla. Sin embargo,

la adicién de difusién homogénea del tipo ach v siendo a®(y)) =

2

— ,%”, es suficiente para el cumplimiento del PMD en varios casos

estudiados. Parece que en determinadas circunstancias es necesario
-anadir difusién homogénea al problema para asegurar su estabilidad.

-

" A partir de las anteriores conclusiones es posible establecer una forma
bésica para el vector de longitudes caracterfsticas. En primer lugar vamos a
escribir el vector h en una forma més apropiada (ver figura 3.2), basada en
la siguiente descomposicién?!??,

h -——‘h* + hy, + h, (2.97)
h* = v, hy, = 34Vy,, hy = ;s

Basdndonos en la anterior descomposicién (2.97), v despreciando el tér-
mino residual s3s, podemos escribir que,

h—-ah —+ﬁh 2.98
TR (298)

Siendo h€ es una medida del tamano del elemento® y v, se define por,

21G8i V¢ //v entonces h = sV + »35.

22Fn el caso bidimensional la descomposicién queda como h = 30, + 50V

23E] {ndide € indica que su valor serd elemental, aunque evidentemente, esto es una sim-
plificacién. Para su cédlculo pueden utilizarse. por ejemplo las recomendaciones presentadas
en [Sot97).
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Figura 2.6: Descomposicién vectorial de h.

r (Sf’h)
Vp= Vo, (2.99)
Ve l? |

La forma (3.64) de descomposicién del vector h cumple varias de los
requisitos que nos habfamos fijado para la determinacién del pardmetro de
estabilizacién. Para verlo en detalle, sustituyamos la anterior descomposicién
(3.64) en la ecuacion estabilizada original (2.91). Esto resulta en,

hé
2|v|

h%
2 v,

e

o (v V)rt——f (v, V)r=0" - (2100)

Como se aprecia, la ecuacién escrita en esa forma incorpora un térmi-
no 2’%—10/ (v - V)r equivalente al de la formulacién SUPG. La incorporacién
de este término permitird al esquema recoger todas las propiedades de con-
vergencia que se han demostrado para el método SUPG. Gracias a la des-
composicién hecha en (3.64), se ha incorporado un término de la forma
% B’ (v, - V) r cuyas propiedades se estudian en [Cod93a] y cuya derivaciéu

se apoya en el método de estabilizacién propuesto en [GDAC88]. Como se
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verd, esta expresién incorpora en la forma débil del problema un término
equivalente a una difusién homogénea, lo cual, como vimos, era deseable
para cumplir con el PMD. Hay que senalar ademds que, este sumando toma.
la forma de los métodos denominados de captura de discontinuidades [HM86]
[Cod93a] {Sot97], y debe anadir al esquema las propiedades de estabilidad
ante gradientes elevados de la variable ¢ que requerfamos. Cabe senalar,
haciendo referencia al mencionado teorema de Godunov, que el esquema de-
sarrollado es no lineal, pues en el tercer término v, depende de la solucién
del problema.

El dltimo aspecto que debemos considerar es la definicién de las funciones
o,B. Para ello, emplearemos las deducciones presentadas anteriormente,
segiin esto, se deben cumplir las siguientes relaciones:

' . K1 st |y]— o0

a(y) = { koy si 7 — 0 } (2.101)
, 1

Am) = e

Pero ademés es interesante, que seamos capaces de recuperar la forma
6ptima del método SUPG, en aquellas zonas del dominio donde la solucién
sea suave®. Para deducir una forma de conseguirlo, revisemos los términos
que este método de estabilizacién anade a la forma cldsica de Galerkin. Estos
son,

Nel
TE = / a'-h— (v V) (p,) dQ+ (2.102)
oo 2]V

R ho 7 (o)
SELENARN Y8 VIR VT o)
& Jo 2l wg,

Como ya se ha comentado, hay que observar que, mientras el primer tér-
mino continia siendo igual al que tenfamos antes, con la formulacién basada
en el método SUPG, tenemos un término adicional, equivalente al que ten-
drfamos con una difusién homogénea. De nuevo, para la obtencién de (2.102)
se han despreciado los términos que involucran derivadas de h. Esto puede
hacerse aceptando que h es constante en el interior de los elementos.

21Pyes ya conocemos el hecho de su estabilidad v cuasi éptima convergencia en este
caso.
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Los términos de estabilizacién de (2.102) pueden reescribirse, haciendo
uso de (2.99), como, |

Nt h ) )
TE = % / af’;w-vfjlv-wh dQ -+ (2.103)
(90h)
+ Vo, -V dQ
X [ aiaivenve v

Donde, para simplificar la exposicién, se han eliminado aquellos términos
que no tienen forma de difusién. Como ya se ha mencionado, el primero de
los términos de (2.103) es una difusién segun las lineas de corriente, descrita

por el tensor K . = o (7) %"—a—", mientras que el segundo es una difusién

homogénea dada por®® K = £ (7)) 5 ”—Q—"—I Al objeto de simplificar la
notacién, escribiremos los tensores antenol es en la forma,

vRv ho
K=k h=dt)zhl (108
L hlr(py)l |
= K k ey
g}-{ kol, ke g (7||) 2 Vel

De esta forma [VCZ97] [VCZ99], podemos escribir una versién alternativa
de (2.103), que cumple el requisito de recuperar la forma de SUPG ante
soluciones suaves, como,

TE = 5 / (kl—kzww-("—@—") Vi, dY+  (2.105)
e=1 e ’Vl

+ Z /v2 (VSOh Vw)

Donde (a1, as) = max (0,a; — as). Como puede comprobarse, los térmi-
nos de (2.105) recuperan la forma de SUPG en el caso en que ky = 0.

Resumiendo, si aplicamos para la resolucién del sistema (2.95) el méto-
do CF, con la definicién del vector h dada en (3.64), el planteamiento del
problema queda como sigue,

|

Hay que hacer notar que, como se observa por la forma de K, , la difusién que afiade
este tensor es siempre positiva, evitando asf los problemas de métodos alternativos.



58 Capitulo 2. El Problema de Ia Superficie Libre

Encontrar ¢, € &, C ® := {xy € H'(Q)|[x = g en Ip} tal que
Vi € ¥y, se cumple que,

| /Q W (v V) gp+ k (Vi Vg, ) d+

Net vV L
+ 5 (k1 — ko) Vi - (—2) -V, dY+ > ko (Vi0,-V 1)) dQ2 —
e=1 Qe |V| e=1 Qe
(2.106)
o[ (k)
> - (v V) kA, = | $Qd0 +
e=1 Joe |V Q
{ky — k)
+ Z ——— (v V) QdQ — Ygpdl’ — Ygrdl
e=1 Jqe |v| Iy, T,

Donde los términos subrayados corresponden a la mochﬁcamén de la forma
original de Galerkin.

A continuacién presentamos una tabla extraida de [C'od93a] [So’(97] y
que, basados en experimentacién numérica y las aproximaciones obtenidas
por estudios de estabilidad del problema, dan unas formas apropiadas para
la determinacién de los coeficientes o/, 5.

m=1 m=2
; 3 b3 T <3 !
“() hl>1 { 1 hi>3 } { L ohiss } (2.107)
o) < 3 3
A () maz (0,07 - L) maa(0,035— )

Donde m es el grado de los polinomios empleados en la aproximacién.

Por dltimo, conviene anadir que la forma final del método de. estabi-
lizacién, dada en (2.106) conserva todas las propiedades del algoritmo basado
en SUPG y adquiere propiedades adicionales de convergencia, un resumen
de las cuales puede encontrarse en [Cod93a].

2.3.6 Esquemas Estabilizados de Mayor Orden

Siguiendo los procedimientos presentados anteriormente en este capitulo,
pueden derivarse esquemas estabilizados CF' de mayor orden [Ona96]. Otra
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alternativa serfa la aplicacién de desarrollos en serie de Taylor multidimen-

sionales a las ecuaciones diferenciales ordinarias. Pero, de otra forma, se

pueden obtener, de manera simple, esquemas estabilizados de alto orden, .

mediante la metodologia que presentaremos a continuacion. "
Recuperemos la forma estabilizada dada en (2.92).

1
r—5(h-V)r=0 en Q (2.108)
r=(v'V)go—V~(§'Vg0) - Q
. Si al esquema (2.108) anterior, que puede considerarse, una ecuacién de

balance mejorada, le aplicamos directamente las técnicas presentadas en este
capitulo, podemos llegar a,

1
R (hy- V)re=0 en Q (2.109)

r2=r—é(h-V)r

Donde se hace notar que, evidentemente, h no tiene por qué coincidir con

h,, dado que son pardmetros de estabilizacién de ecuaciones diferentes.
Si sustituimos (2.108) en (2.109), tenemos®’,

r= 50 V) =7 (b V) (b-V)|[r=0 en O (2.110)

- Es importante senalar que la forma débil de la ecuacién anterior recuer-
da mucho a la obtenida con la aplicaciéon de métodos como Galerkin Least
Squares (GLS) [HFH89] [Cod96] [Sot97] o Subgrid Scale [Hug95]. De hecho la
apropiada seleccién de los valores de h, hy permitiria que fueran reproducidos
exactamente [Ofia98a).

- El proceso definido por las ecuaciones (2. 109) se puede utilizar recursiva-
mente para derivar esquemas de ordenes superiores.

'2.3.7 Esquemas Estabilizados en el Tiempo

El método CF presentado, permite adicionalmente, la construccién de esque-
mas estabilizados de mayor orden en el tiempo. Para ello, si escribimos el
balance de flujos, no sélo para un dominio espacial Q# sino para el dominio

26T Jamando h/ = h + hs.
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espacio temporal Q4 x [t,t + 6], siendo § un incremento de tiempo finito
arbitrario, la ecuacién de balance global puede escribirse como,

t+6 | ’ ' ' ¥+6 . '
/t /9.4 [Z Flujos + ZFuentesJ dxdt = /t /QA dp(z)dzdt  (2.111)

El primer término de la izquierda de la ecuacién (2.111) anterior puede
escribirse como,

t+6
Flujos + Fuentes] dzxdt ~
| [ Emis+ 2

o /mg Hr—% (h- V)fy + [F—é (h- V)?‘“} Hq dz ~ (2.112)

g/ma HF——%(h-V)T"Jt—l—g—g—t [r—%(h V)fH s

‘donde 7 tiene el significado usual dado en (2.86).

Por otra parte, el término de la derecha de la ecuacién (2. 111) puede |-

escribirse como,

t+6 Aot 532 t
dop(z)dwdt = e _ ) d =/ ALY
/t /QA o(z)dzdt /QA (p ©') dz QAzS ( 5 3 ae dz

De iguala1 (2.112) y (2.113) y teniendo en cuenta que Q4 es un dominio
genérico?’, se tiene,

f_%_(h-'V)_mg-—aa-[-%(h V)TJ—O en Qx[0, 7] (2114

de donde si eliminamos los términos de mayor orden se simplifica en la
forma,

1 . b0F
7—§(hV)T ‘5'52‘—0 en QX[O,T] (2115)

Ty del mismo modo ¢ es un instante genérico.




2.4. El Problema de Conveccién Pura 61

La ecuacién (2.115) se puede utilizar para derivar diferentes esquemas de
integracion, en los cuales el pardmetro § juega un papel crucial®®. A modo de
ejemplo, si se discretiza la ecuacién (2.115) en el tiempo usando un esquema.
centrado explicito y se toma 6 = At, se tiene,

t+ At t t+ AL t t—At
e -9t 1 ¢, Dt 1T =20 + ¢ _
——_“—At + 7 2(hV)’f‘ +? AP =0 (2.116)

en Qx|[0,T)

donde pala obtener (2.116) se han despreciado los términos de las derivadas
espaciales de %2 . Simplificando la ecuacién anterior, nos resulta la forma,

tHAE _ ot 4 %(pt-—At

At
que es un esquema de integracién temporal de ¢ de segundo orden.

30

|
i
+7~t—%(h-V)r‘t=o en Ox[0,T]  (2.117)
|
{

2 4 El Problema de Conveccmn Pura

. En las secciones anteumes hemos estudla,do el ploblema de conveccién . di+
fusion hallando que, en el caso homogéneo unidimensional, las inestabilidades
que aparecen en la solucién numérica cldsica pueden justificarse por el error
de truncamiento producido por el proceso mismo de discretizacién. Ademds
hemos encontrado que este error de truncamiento tiene forma de difusion
negativa para cualquier valor del niimero de Péclet.

Por otra parte, un anélisis de la ecuacién de balance del mismo problema
nos ha permitido disefiar un método de estabilizacién de aplicacién general
(CF). Una de las caracteristicas bdsicas de este método es la adicién de
difusién segin una direccién genérica. Pero su propiedad més interesante es
la consistencia, esto es, la solucién del problema diferencial estabilizado es
solucién del problema original.

~ Ahora, hemos de volver al punto de pa1t1da de este anilisis; la ecuacién
cinemdtica de superficie libre. Esta condicién, como ya hemos mencionado,
toma la forma del problema de conveccién pura siguiente,

~ Encontrar ¢ = ¢(z). tal que,

w=v- en en z=rm (2.118)
n=g en Ip, :

BPor su cardcter general, denominaremos a esta ecuacién, ecuacién fundamental del
célculo finitesimal.
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Como puede apreciarse tras comparar el problema. (2.118) anterior con el
(2.70), el limite de conveccién pura v — oo tiene unas propiedades particu-
lares, sobre todo en lo referente a las condiciones de contorno, que conviene
conocer. En primer lugar, la ecuacién (2.118) anterior es de primer orden, por
lo que si nos fijamos en el problema unidimensional, sélo admite una condi-
cién de contorno. Por otra parte la imposicién de condiciones de contorno de
flujo prescrito hecha en (2.70) queda limitada en este caso a la prescripcién
del flujo convectivo,

n-vn=gq en Iy,

pero su aplicacién carece de sentido fisico en el caso de su aplicacién a
los problemas de superficie libre.

Antes de continuar, hagamos un pequefio estudio sobre el problema uni-
dimensional siguiente,

Encontrar ¢ = ¢(x) tal que,

d | | | |
¢(0) = 0 | |

Dividimos a continuacién el intervalo [0, (] en N elementos iguales, siendo
0==xp <z <29 <..<ay=1[donde Zmy1 — Tm =d (m =0, N = 1).
Si discretizamos el problema anterior, utilizando el método de los elementos
finitos o diferencias finitas centradas, obtenemos,

@(Tip1) —@(zi-1) =0 con 1=1,N-~1 (2.120)

La ecuacién caracteristica de la anterior es A2 — 1 = 0 cuyas raices son,
A= =1. Por lo que la solucién genérica de (2.120) puede escribirse como,

©;, = Cl + Cg (—-—1)z (2121)
Cuyo cardcter oscilatorio es claro®®. Por otra parte es evidente que es
necesaria una condicién adicional a la del problema planteado, ya que el pro-
blema discreto es de segundo orden, lo cual es, por si sélo, una inconsistencia.

29Se hace notar que la ecuacién anterior puede obtenerse del mismo anlisis del caso con
difusion haciendo v — <.
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Por otra parte, estos problemas se trasladan al caso general de la ecuacién
no homogénea,

do_ e(z) en O<z<l (2.122)

Su forma discreta utilizando el mismo procedimiento anterior serd,

O(Tiv1) — @(Tic1) = €(eor, Tig1, Tiy Tie1,...) con i=1,N—1 (2.123)
{
|

© cuya solucién serd, evidentemente, de la forma,

0, =Cy+Ca(-1)' + E() (2.124)

. donde E(%) es una solucién particular de la ecuacion (2.123).

t La aplicacién de unas condiciones de contorno deseables (como las su-
geridas en [D’E97] [Daw77], ¢y = 0 y 1 = 0, que nnpone a nivel discreto
d‘p 0) da como 1esultado

+ E(4) (2.125)

i Que mantiene su cardcter oscilatorio siempre que E(1) # E(0).

' Este comportamiento de la ecuacién puede deducirse del anélisis hecho
en (2.39)-(2.69). La aplicacién directa del método de estabilizacién CF sobre
la ecuacién (2.119) resulta en,

_ e . : 2.12

" S 0 en O<a<l ( 6)
. dy ' '
.T—%

Si aplicamos la ecuacién (2.56) para deducir la longitud caracteristica h
6ptima, la ecuacion (2.126) anterior queda como,
o(@ip1) —@(x;)) =0 con i=1,N-1 (2.127){

1 {
La ecuacién caracteristica de la anterior es A = 1. Por lo que la solucion
genérica de (2.120) puede escribirse como,



64 Capitulo 2. El Problema de la Superficie Libre

e _ (2.128)

Que evidentemente es la solucién nodalmente exacta de la ecuacién (2.119)
original y es ademds consistente con sus condiciones de contorno®. Pode-
mos concluir de este sencillo anélisis que, en el limite v — oo, los resultados
obtenidos en los apartados anteriores para la ecuacién de conveccién difusién,
son perfectamente vélidos, haciendo la adecuada modificacién de las condi-
ciones de contorno.

Por otra parte, y ain cuando la mayoria de ellas pueden derivarse direc-
tamente de las conclusiones hechas sobre la ecuacién de conveccién difusién,
en [HFH89] se demuestran las propiedades de convergencia y estabilidad de
los método de estabilizacién tipo SUPG para el caso concreto de conveccién.

La estabilizacién utilizando el método CF requiere como punto de partida
una ecuacién de conservacion. En el caso de la condicién de superficie libre,
este balance estd dado por (2.5), que expresa que la superficie libre es un
contorno material, esto es que las particulas fluidas ni entran ni salen de él.

Recuperemos la forma estabilizada dada en (2.92), y apliquémosla a la
ecuacién de superficie libre (2.8), para dar,

r—é (fl ' 6) r=0 en z=1 (2.129)
r=v.-Vn—w

O en su forma transitoria, basada en (2.7) y (2.115),

1/~ = 6 OF
3 (h V)7+§0_—0 en z=rn (2.130)
= on
0t+v Vn-—w

Si aplicamos para la resolucién del sistema (2.129) la metodologfa expues-
“ta en (2.106) y (3.68), €l problema se plantea como’ ' S
Encontrar n € &, tal que V¢ € ¥y, se cumple que®!

3¢ Aunque, como es légico, no admite las condiciones de contorno fijadas en el problema.
de conveccién difusién.
31En este caso, el método estabilizado. tiene como condicién de contorno natural,

h
2|vIv nr=0 en I'y

Lo cual. evidentemente. cumple la solucién del problema r = 0.
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;/¢(V‘6)nd?+.23 (ks — ko) Ve <~®~)-@ndﬂ+ (2.131)

Q e=1 JQe |v[

" Ngg el

+ 3 | K (V?n-w) A0 = | PwdQ + ”z M(vﬁ«p) wd§)
& o o 9P

- Donde los términos subrayados afladen la necesaria estabilizacién al méto-
do y k1, k2 son los dados en (3.67) y (3.68).
La forma transitoria del sistema anterior, que se obtiene a partir de
(2.130), es '

2
/zbgo“'mdﬂ:/ éwcpt—lwgot_m dQl + At/wwdﬂ—
Q o 13 3 3 Jo

24t Q¢< | )ndQ—}- 1‘2’::.2?15'/8.(161':-'21‘»‘2):(?,6¢)wdQ_

3. v

(2.132j’ |

%:l gé—t /c ko (67;-@1@ dQ) —

Net 9 . A RT -
- Zﬂ/ (kl—k2>V¢"<v|—f)|2—v>'V7ldQ
. v

E donde se ha utilizado la forma simplificada dada en (2.117).
- Por dltimo anadir que el método CF transforma la ecuacién de convecc1én
pura en una de conveccién difusion. Esta ultima debe considerarse como una
- versién mejorada (de mayor orden de aproximacién) que la original, pero
continia siendo una ecuacién diferencial que representa el mismo problema.
Por lo tanto, todo el estudio hecho a lo largo del presente capitulo, sobre la
ecuacién de conveccién difusién, es plenamente aplicable en este caso.

25 El Método de Estabilizacién de Dawson

Ya hemos presentado, anteriormente en este capitulo, la forma linealizadal
de la ecuacién de superficie libre que fue propuesta en [Daw77] por Dawson.
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Pero sin duda, el aspecto mds destacado de este método, es la forma de
estabilizar la ecuacién de superficie libre.

Se ha comentado anteriormente que el calculo de las derivadas primeras
descentradas en contracorriente (upwind) introduce en las ecuaciones una. di-
fusién numeérica que puede corregir las inestabilidades asociadas a la ecuacién
de conveccién difusién. El problema de los metodos de este tipo es que la
adicién de difusién no puede ser controlada facilmente, por lo que la solucién
depende significativamente de pardametros como el tamafio de la malla.

El procedimiento de Dawson, si bien tiene caracteristicas de los métodos
de evaluacién en avance, es ligeramente diferente. La derivada primera que
aparece en la ecuacién (2.24) es evaluada mediante una férmula de deduccién
casi médgica y de resultados sorprendentes. Cabe seifialar, que en el articulo
original, esta férmula no tiene ninguna justificacién teérica y la recomen-
dacién de Dawson proviene de una seleccién usando la técnica de prueba y
error.

La propuesta consiste en usar un operador de cuatro puntos en avance, el
cual debe eliminar los errores de segundo y cuarto orden, pero no de tercero.
De esta manera, la derivada segtin una direccién 1 de la funcién f(z) puede
escribirse como (ver apéndice F),

(df> _10fi = 15fiy 4 6fim2 — fi3
'l = (2.133)
dl Dawson 6h

Que es la mencionada férmula de cuatro puntos, cuya evaluacién, estabi-
liza de manera notable la ecuacién (2.24). En efecto, la evaluacién del término

2 (v"2 IVI), de la ecuacién (2.24), mediante (2.133), permite obtener resul-

tados muy aceptables, no apareciendo efectos de amortiguacion significativos,
en los casos analizados en [Daw77]. Sin embargo, un estudio profundo del
operador (2.24) muestra que su rango de funcionamiento éptimo esté limi-
tado a un intervalo de®? F, y que su efectividad se ve afectada de manera
importante por el tamaiio de la malla (ver [Let93]). Se hace notar, por otra
‘parte, que la necesidad de evaluar la ecuacién (2.24), con tres puntos corriente
arriba, limita casi exclusivamente su utilizacién a mallas estructuradas.

En la referencia [I0S99] se analiza en profundidad la férmula (2.133), y
se presenta una forma de escribirla, basada en esquemas centrados. Por otra
parte en la referencias [Rav96, pp 89-91] [Let93] se discuten varias alternati-
vas a la formulacién de Dawson, para la resolucién de la ecuacién de superficie
libre, sin embargo ninguna de ellas parece tener propiedades suficientemente
atractivas.

32En concreto parece fallar notablemente [Let93] para altos F,,.
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Efectivamente, la férmula propuesta por Dawson no es tinica y sus pro-
piedades para la estabilizacién de la ecuacién de superficie libre son notables,
pero limitados. Ademds, estas limitaciones son comunes a todos los esquemas
similares estudiados en [Let93], por lo que dificilmente podrd derivarse una
forma general aplicable a diferentes problemas basada en la férmula (2.133).

~ Un aspecto destacable es la posibilidad de demostrar la equivalencia de
la metodologfa de Dawson con el algoritmo CF aqui presentado. En efecto,
a partir de la propuesta original de Dawson [Daw77], en [Let93] se derivaron
esquemas generales para la estabilizacién de la superficie libre. Ademés en la
misma referencia se estudian las propiedades de amortiguamiento y estabili-
dad de diversos operadores. Pero veamos cual es el modo de proceder, para
obtener estos esquemas. ,

El desarrollo en serie de Taylor de una funcién f sobre z + mh, puede
escribirse como,

(z) (2.134j

f(z+mh)=

o

n=

~ Por otra par te podemos escribir un oper ac101 de diferencias genenco pcua
la derivada primera, como,

i wn f (z + mh) (2.135)

=

f'(z) =

~ donde w, son los coeficientes apropiados, definitorios del operador. Si
sustituimos (2.134) en (2.135), e invertimos el orden de los sumatorios resulta,

f(z) = ie h”*lﬁ(m) o (2.136)

n=0 dz™

donde se ha denominado,

en = -1— > mlwy (2.137)

n: ! m=—0oC

Evidentemente, para obtener el operador f' (z) 6ptimo, nos gustarfa tener,
=1ye =0, para i # 1, de manera que coincidieran el operador y su
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derivada (operador exacto). Desafortunadamente eso requiere un infinito
nuimero de wy, # 0. La metodologia propuesta se limita a tomar un nimero
N de w, diferentes de cero, e imponer las condiciones requeridas sobre los
valores de e,. Esto conduce a un sistema lineal de tamafio N x N (para |
mds detalles ver [Let93]). El método de Dawson original se puede obtener
haciendo eg =0,e; =1, ea =0y ¢4 = 0.

En buena légica, todos los operadores que construyamos tendrén eq = 0
y €1 = 1, por lo que el operador (2.136), puede escribirse como,

f@=Tw+ S arZm (2.138)

n=2 dz™

Si partimos de la ecuacién cinemdtica de superficie libre unidimensional
33 siguiente,

n
5'6

Entonces s1gulendo la metodologla e*cpuesta la founa general de la ecuacién '
‘discreta estabilizada, serfa, sustituyendo (2.138) en (2.139), '

~w | (2.139)

7

n n19" _
U +u nZ? en h o = (2.140)

Por otra parte, en este caso es sencillo obtener la forma genérica del
método CF de alto orden. Esta puede derivarse del desarrollo en serie de los
términos de la ecuacién de balance unidimensional. El resultado es equiva-
lente a la aplicacién del desarrollo en serie de Taylor al residuo de la ecuacién
(2.139), y est4 dado por, |

< (ah)"
szQLwM@=0 (2.141)
n=0 n!
r = U@ —w
T Oz

De donde, si despreciamos las variaciones en u y w, se tiene,

30 de conveccién pura. segiin se quiera denominar.
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on & (ah)” ") o : o .
u@z+u',§2 ] (2)=w o (2142)

Que, como se puede apreciar, toma la misma forma que (2.140). De este
hecho pueden sacarse varias conclusiones,

1. El método de estabilizacién de Dawson puede derivarse de la aplicacién
de las técnicas CF. Lo cual permite dar una base tedrica al primero.

2. El método CF debe considerarse como una forma mds general del méto-
do de Dawson, que le anade propiedades de las que este carece, entre
ellas la de consistencia.

3. De las conclusiones que se obtienen en el estudio de diversos operadores
tipo Dawson [Let93], se concluyen sus deficientes propiedades estabi-
lizantes para un amplio rango de problemas. Al contrario, el método

- CF se presenta como una alternativa interesante para ser aplicada a
una amplia  variedad de problemas. Por otra parte, las propiedades
del operador del método CF lo hacen muy adecuado para su uso con -
mallas no estructuradas.

2.6 Extensién del Método CF a otros Pro-
blemas de Mecanica de Fluidos '

{
El enfoque fisico en el que se basa el método de cdleulo finitesimal presentado
en este capitulo, permite que sea facilmente extendido a otros problemas:
Hasta ahora nos hemos fijado en el problema de conveccién difusién, pero
como ya se ha comentado anteriormente, su tinica hmltamén es la existencia
de una ecuacién de balance. ' :
Por ello una primera aplicacién de interés es su extensxon a las ecuaciones
de Navier-Stokes incompresibles. Efectivamente, es inmediato plantear el
problema estabilizado, basado en el método CF, de las ecuaciones de flujo
incompresible. De hecho su cardcter de ecuaciones de balance de masa y
balance de cantidad de movimiento, las hace idéneas para la aplicacién del
método.
Si suponemos, al igual que anteriormente, que el dominio de balance, para
cada una de estas ecuaciones, es finito y representamos la variacién de masa y
cantidad de movimiento, utilizando expansiones en serie de Taylor de mayor
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orden, que las usadas en la teorfa infinitesimal cldsica, podemos encontrar las
ecuaciones estabilizadas, sélo retomando la ecuacién fundamental del cdlculo
- finitesimal (2.115) y aplicdndola a los residuos de las ecuaciones de balance.
Esto resulta en, ' ' ' :

Balance de Cantidaed de Movimiento

1 60 1
Tm; — _hmi ' V"‘m,» + (Tmf — ~hy, - VTm;) =0 71=1,3 en Q

2 20t 2
(2.143)
Balance de Masa
1 50 1
| g — EthTd + é‘a ('f‘d — Ethrd> =0 en £ (2144)
donde
ov )
CIm = ptp(V V)YV + Vp—f - (2.145)
Ty =V v T o (2.146)

y hp,., hg, son los vectores de longitudes caracteristicas asociados al pro-
blema. '

Una obtencién detallada de las ecuaciones (3.1)-(3.4) puede encontrarse
en el apéndice J, para el caso bidimensional.

Estas ecuaciones serdn usadas como base para el desarrollo del método
de resolucién del problema de mecénica de fluidos. Este aspecto serd consi-
derado en el siguiente capitulo.

2.7 Ejemplos

A’ continuacién se presentan varios ejemplos de aplicacién del método de |
estabilizacién CF. Los problemas elegidos en este caso son tests cldsicos de
la resolucién del problema de conveccién difusién, para nimeros de Péclet
(7) elevados, por lo que pueden considerarse similares a la resolucién de la
ecuacién de conveccién pura.

Los problemas de aplicacién practica del método a las ecuaciones del flujo
fluido y la superficie libre se presentaran en los siguientes capitulos.

Aqui se presentan ejemplos de resolucién del sistema (2.70) basados en el
método (2.106).
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Figura 2.7: Ejemplo 1. Problema bidimensional de conveccién difusién con condi-
ciones de contorno tipo Dirichlet no uniformes. La malla utilizada para el célculo
es no estructurada y tiene 812 tridngulos lineales.

'2.7.1° Ejemplo 1
El primer ejemplo que se presenta corresponde a la resolucién del problema
de conveccién difusién (2.70) en un dominio cuadrado de lado unidad definido

por 2= {]—4,3[x]-4,3[}. vy con,

k=103 3 || ] o -0

Las condiciones de contorno del problema estdn dadas por,
100 si (z,y

w(w,y)%{: 0si (z.y ;Fl }

{3 )

El problema se resuelve por medio de una malla de elementos finitos formada
por 812 tridngulos lineales. Un esquema del problema puede verse en la figura
2.7.

En la parte izquierda de la figura 2.8 se muestra la solucién obtenida uti-
lizando el método tipico de Galerkin. Como se aprecia, la solucién es com-
pletamente inestable, apareciendo oscilaciones en todo el dominio de analisis;

t
i
|

{
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Figura 2.8: Resultado de contornos de ¢ obtenidos aplicando el método clésico
de Galerkin al ejemplo 2 (izquierda). A la derecha puede verse la solucién del
-mismo problema aplicando el método CF.

Esta solucién se puede comparar con la obtenida utilizando la metodologia
CF (ver parte derecha de la figura 2.8). Puede verse que la solucién es
casi 6ptima en este caso, apareciendo sélo pequerios restos de inestabilidad
en zonas muy localizadas. También puede compararse esta solucién con la
obtenida aplicando técnicas tipo SUPG (ver figura 2.9). Como puede apre-
ciarse, la utilizacién de método SUPG en este caso, resulta en una solucién
con importantes restos de inestabilidad cerca de las zonas con gradientes
altos de ¢.

2.7.2 Ejemplo 2

A continuacién presentamos un ejemplo extensién del problema unidimen-
sional (2.47) al caso bidimensional. El problema se resuelve en este caso
en un dominio cuadrado de lado unidad definido por Q := {]0,1[ x ]0, 1{}
y se utiliza para ello una malla estructurada de 800 elementos triangulares
lineales. El resto de caracteristicas estd dado por,

={(1) ?},v:lolo[i},Q(m,y)=O

I

Las condiciones de contorno del problema son:

olz,y) =0 en z=0,y=0
o(z,y) = 100 en r=1
qn =0 en y=1
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Ejemplo 2. Problema bidimensional de conveccién difusién con

Figura 2.10

La malla utilizada para el

condiciones de contorno tipo Dirichlet y Neumann.

célculo es estructurada y tiene 800 tri

ngulos lineales.
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Figura 2.11: Resultado de contornos de ¢ obtenidos aplicando al ejemplo 2, el
método clésico de Galerkin (izquierda) y el método CF(derecha).

Un esquema del problema planteado puede verse en la figura 2.10.

En la parte izquierda de la figura 2.11 se muestra la solucién obtenida
utilizando el método tipico de Galerkin. Como se aprecia, la solucién es com-
pletamente inestable, apareciendo oscilaciones en todo el dominio de anélisis.
Esta solucién se puede comparar con la obtenida utilizando la metodologia
'CF (ver parte derecha de la figura 2.11). Puede observarse que la solucién es
casi éptima en este caso, apareciendo sélo pequefios restos de inestabilidad.
en zonas muy localizadas, que coinciden con cambios bruscos de las condi-
ciones de contorno. También puede compararse esta solucién con la obtenida
aplicando técnicas tipo SUPG (ver figura 2.12). Como puede apreciarse, la
utilizacién de método SUPG en este caso, al igual que antes, resulta en una
solucién con importantes restos de inestabilidad cerca del contorno .

2.7.3 Ejemplo 3

El dltimo ejemplo que se presenta corresponde a la resolucién del problema
de conveccién difusién (2.70) en un dominio cuadrado de lado unidad con,
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- Figura 2.12: Comparacion de los resultados obtemdos para el ejemplo 2 utilizan-
~-do la metodologia CF y SUPG.

=0 Qx.y)=Q

= p=0

(p==0)
A

Figura 2.13: Ejemplo 3. Problema bidimensional de conveccién difusién no
homogéneo con condiciones de contorno tipo Dirichlet. La malla utilizada para d}
calculo es estr uctu1 ada y tiene 800 tridngulos lineales.
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Figura 2.14: Resultado de contornos de ¢ obtenidos aplicando al ejemplo 3, el
método clésico de Galerkin (izquierda) y el método CF(derecha).

En los contornos se impone la condicién tipo Dirichlet ¢ = 0 (sobre todo el
contorno). El dominio se discretiza con una malla estructurada de elementos
formada por 800 tridngulos lineales. El problema esté representado en la
figura 2.13. : . . . _

. En la parte izquierda de la figura 2.14 se muestra la solucién' obtenida-
utilizando el método tipico de Galerkin. Como se aprecia, la solucién és com-
pletamente inestable, apareciendo oscilaciones en todo el dominio de anélisis.
Esta solucion se puede comparar con la obtenida utilizando la metodologfa
CF (a la derecha de la figura 2.14). La solucién es éptima en este caso,
no observdndose restos de inestabilidad. Esta caracteristica puede también
observarse en la gréfica 2.15 donde se muestra la variacién de la solucién en
un corte diagonal del dominio.

2.8 Conclusiones

En este capftulo hemos abordado el problema de estabilidad que presenta
la ecuacién cinemética de superficie libre para su resolucién mediante los -
métodos clésicos de integracién de ecuaciones diferenciales. Esto ha llevado
a la necesidad de hacer un andlisis profundo de los problemas numéricos que
subyacen a la inestabilidad.

Posteriormente se ha presentado una metodologfa basada en un anédlisis
finito del problema de balance (de ahi su nombre, cdlculo finitesimal), que
permite conseguir una nueva forma consistente de las ecuaciones diferenciales
originales. Esta algoritmica tiene unas propiedades de consistencia, estabili-
dad y exactitud que la hacen especialmente adecuada para la resolucién de
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Figura 2.15: Gréfica de la solucién del ejemplo 3 en un corte diagonal del dominio.

este tipo de problemas y puede ser usada para la derivacién de esquemas
discretos estabilizados de aplicacién, no sélo en el método de los elementos
-finitos, sino también en otros como diferencias finitas o puntos finitos..

El método es de aplicacién general y es especialmente adecuado para su
uso en mallas no estructuradas.

También se ha discutido la manera de calcular los pardmetros de estabi-
lizacién. La necesidad de evitar el alto coste computacional de los métodos
iterativos desarrollados para la determinacién de sus valores éptimos ha he-
cho necesario definir unos criterios bédsicos para su eleccién. Estos criterios
estdn basados en un estudio de estabilidad del método. Por ultimo se ha da-
do forma a estos pardmetros, baséndonos en estudios tedricos y experimentos
nUMEricos.

Una vez discutido el método de estabilizacién se ha aplicado a la reso-
lucién de la ecuaciéon cinemdtica de superficie libre y se ha comparado con
otras metodologias existentes en el campo de la hidrodindmica naval.

Por ultimo se ha presentado una extensién del método para su aplicacién
en problemas de balance genéricos, y en concreto para las ecuaciones de
Navier Stokes. ‘





