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Capitulo 3

Ecuaciones de Navier Stokes
Estabilizadas.
El Método de Pasos

Fraccionados

En el capitulo anterior se presentd el método denominado Cédleulo Finitesi-
mal (CF) aplicado a la estabilizacion de la ecuacion de conveccion difusion y
se expusieron las posibilidades de generalizacion del método CF a otro tipo de
problemas. En el presente capitulo se aplicard este método de estabilizacion
a las ecuaciones de Navier Stokes. A continuacion se planteard un procedi-
miento de resolucion de las mencionadas ecuaciones, que presenta grandes
ventajas frente a otros, para los objetivos del proyecto. Fl procedimiento
mencionado se apoyard en el método de los elementos finitos y el algoritmo
de pasos fraccionados semi implicito para la discretizacion y resolucién de
las ecuaciones. Durante el desarrollo del capttulo se expondrdn las modifica-
ciones para tener en cuenta el movimiento de la malla de elementos finitos
mediante técnicas ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian). Se incluye una dis-
cusion sobre las condiciones de contorno aplicables, ast como otros conceptos
relacionados como la turbulencia. En dltimo lugar se presentan varios ejem-
plos bdsicos de aplicacion de las ecuaciones mencionadas.

3.1 Introduccién
En los capitulos anteriores se han discutido las inestabilidades asociadas a la
resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando el método estdndar

de Galerkin. Como ya se menciond, estas inestabilidades son de dos tipos,
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unas asociadas al cardcter convectivo de la ecuacién de balance de cantidad
de movimiento y otras debidas a la imposicién de la incompresibilidad del
fluido, que pone limitaciones a la eleccién del espacio de interpolacién de los
. campos de velocidad y presién. '

En los tltimos anos ha existido una intensa bisqueda de la solucién a estos
problemas. Desde el uso de interpolaciones velocidad-presién que satisficieran
la condicién BB, junto al uso de metodologias tipo upwind, hasta el mds
reciente basado en la técnica de Galerkin Least/Squares que permite utilizar
interpolacién de igual orden en velocidad y presién, evitando la restriccién
BB, gracias a la adicién de un término proporcional al laplaciano de la presién
en la ecuacién de balance de masa.

Del mismo modo, otros métodos como Characteristic Galerkin, Variation-
al Multiscale o Residual-Free Bubbles permiten corregir total o parcialmente -
los problemas de inestabilidad que plantea la resolucién de las ecuaciones de
Navier-Stokes.

Los métodos mencionados, ain habiendo recibido un importante respal-
do matemaético y préctico, no cuentan con la suficiente base fisica tras ellos.
Ademds, la mayorfa de ellos pierden estabilidad en presencia de gradientes
elevados- de las variables, deficiencia que es usualmente corregida median-
te la adicién de nuevos términos de estabilizacién (términos de captma de
discontinuidades) a la formulacién previamente establecida!.

En esta tesis se presenta un enfoque mucho més fisico y simple, basado
en la técnica de Célculo Finitesimal (CF) presentada en el capftulo ante-
rior. Esta técnica se basa en retener términos de mayor orden en las ecua-
ciones de balance de cantidad de movimiento y de masa. Es importante
senalar que la estabilizacién de estas ecuaciones se produce a nivel de la
ecuacién diferencial, y esta misma forma es aplicable a cualquier método de
integracién de ecuaciones diferenciales (Elementos finitos [ZT94a] [ZT94b]
[Oi1a98b] [GPVCI8], Volumenes Finitos [HMJ93] [MC98|, Diferencias Fini-
tas [Hir90], Puntos Finitos [OI0T] [OIO*], etc.). Al contrario, muchos de
los métodos antes mencionados han sido desarrollados exclumvamente para
su aplicacion en uno -u otro p1ocedunlento

Posteriormente nos ocuparemos del algoritmo utilizado para la discreti-
zacién temporal y resolucién espacial. Este es el denominado algoritmo semi
implicito de pasos fraccionados que presenta varias ventajas para el presente
proyecto. Por una parte permite la utilizacién de igual interpolacién para los’
campos de presién y velocidad, evitando la condicién BB, y por otra presen-.
ta una menor necesidad de almacenamiento de memoria que en otros casos,

1Este aspecto. ya ha sido comentado en el capftulo 2 en referencia a la ecuacién de
conveccién difusion.
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dado que sélo es necesario invertir un sistema de ecuaciones de una incég-
nita por nodo (presién) frente a las cuatro incégnitas por nodo (velocidad
y presién) de otros métodos més convencionales. Por otra parte, la imposi-
cién de la presion en gran parte del dominio, én los problemas con superficie
libre, hace que este algoritmo gane velocidad frente a otros. Ademds, hay
que anadir que el sistema de ecuaciones resultante corresponde a una matriz
simétrica muy bien condicionada, por lo que no representa ningun problema
su inversion.

Cabe senalar que muchas de las propiedades de estabilizacién que anade
naturalmente el algoritmo de pasos fraccionados, pueden ser conseguidas con
la utilizacién de la técnica CF' aplicada a otros métodos de integracién de las
ecuaciones de Navier Stokes. Sin embargo, el algoritmo de pasos fracciona-
dos presenta todavia importantes ventajas en lo referente a necesidades de
recursos.

3.2 Formulacion Estabilizada de las vEcuacion—,
es de Navier Stokes |

~ Consideraremos el movimiento de un fluido viscoso incompresible alrededor
de un cuerpo, tal como se presenté en el capitulo 1. Como es conocido, estas
ecuaciones son resultado de la aplicacién de las leyes clédsicas de conservacién
de masa y cantidad de movimiento sobre un dominio de control infinitesimal.
Por otra parte, segin la metodologia de CF presentada en el capiftulo 2, si
suponemos que el dominio de control tiene dimensiones finitas (ver figura
3.1), y representamos la variacién de la masa y la cantidad de movimiento
utilizando una expansién en serie de Taylor, de un orden superior a la usada
en la teorfa de cdlculo infinitesimal cldsica, podemos encontrar las siguientes
expresiones que configuran la forma estabilizada de las ecuaciones diferen-
ciales que gobiernan el problema planteado (ver apéndice J),
Balance de Cantidad de Movimiento

1 sa( 1 L
Tm; — ,)hmi ) V71n,~ + ‘2"‘55 <7m¢ - Ehmi * Vrm,-) =0 i= 1,3 en {2
(3.1)

<

Balance de Masa

Td — ;1)-th7‘¢1 + ggg (Td — %hdvrd> =0 en 0 (3~2)J
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Figura 3.1: Dominio de balance finito (tetraedro elemental).

donde :
: . By o o S e
I'm = —5?+pV-(v®v)—V-f_~+Vp—f (3.3)
rg = V-v (3.4)

Los términos subrayados en las ecuaciones (3.1) y (3.2) introducen la
necesaria estabilizacién para la solucién numérica, tal y como se presenta en
el capitulo anterior.

Las distancias hy, (hm,) y by (h4;) son las denominadas longitudes carac-
terfsticas. Como se ha discutido en el capitulo 2, esas cantidades tienen un
cardcter geométrico y estén relacionadas con las dimensiones de los dominios
finitos donde se imponen los balances de cantidad de movimiento y masa,
respectivamente (ver figura 3.1). Del mismo modo, el pardmetro § es un
tiempo caracteristico del proceso y controla la estabilizacién temporal de las:
ecuaciones (3.1) y (3.2). El resto de la notacién utilizada en las ecuaciones
anteriores ya fue explicada en el capftulo 1.

Hay que hacer notar que para h,, — 0, hy — 0y 6 — 0 se recupera
la forma original de las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y
masa. Por simplicidad en la exposicién siguiente se tomard § = 0.

Conviene anadir que, por conveniencia para la discusion siguiente, se em-
pleard la notacién de indices, siendo v;, f; las i-ésimas componente de los’
vectores velocidad y de fuerzas de volumen y 7;; las componentes de la parte
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desviadora del tensor de esfuerzos para fluidos newtonianos?. De la misma
manera hp,,; es la componente ¢, j del tensor de longitudes caracteristicas de

la ecuacién de balance de cantidad de movimiento (h,,). Como es obvio, los
fndices variables son sélo los 1iltimos subindices, asf, por ejemplo en Am, N
no m. También indicar que a partir de ahora se aplicard la convencién de
Einstein de suma para los mdlces 1epet1dos en productos y derivadas. Asf,

por ejemplo, h Z hd] . La convencién anteriormente menciona-

dj 6:c

da sélo se aplicard a los 1’ndices 1,7 y k, al no ser que se indique expresamente

lo contrario. Para no perder claridad en la explicacién, se presentan a con-

tinuacién las ecuaciones (3.1) y (3.2) anteriores con la nueva notacién,
Balance de Cantidad de Movimiento

Tm; — 1hm11 aarm‘ =0 4,7=1,2,3 en Q (35)

Balance de Masa
- lhdJ grd =0 j=1,2,3 en O (36)
o _7 ;

donde

ov;  O(vju) 0Ty op

= _ ~ f, 3.7)
a'l)j ‘

r, = 3.8)
o= 5 (38)

En la ecuacién (3.5) no se debe sumar en el fndice 4, pero si en el j.

Mids detalles sobre la obtencién de las ecuaciones (3.1) a (3.8) pueden
encontrarse en [Ona98bj. '

Evidentemente, las anteriores ecuaciones (3.5) y (3.8) deben completarse
con un conjunto de condiciones de contorno e iniciales (ver capitulo 1). Como
puede comprobarse parte de estas condiciones de contorno han sido modifi-
cadas (estabilizadas) siguiendo la técnica CF' presentada en el capitulo 2.




84 Capitilo 3. Ecnaciones de Navier Stokes Estabilizadas. El Método de Pasos Fraceionados

v =1, (x,t) en I'px(0,t) (3.9

/
m;

njTij = tc;'_-éh'mijnj r I(no suma éni) en D'y x (0,2)  (3.10)

1 .
min; = v, (X, 1) n,-_—ihd,.ni_rd ,

n;Ti;8; = 0(x,t) —e;s; en D'y x (0,¢) (
p=pcx,t) en Tpx(0,1) (3.12)

v(x,0) =vo(x) en £ x {0} (

p(x,0) =po(x) en € x(0,t) (

Donde T := 99 es el contorno del dominio de andlisis, que ha sido dividido
en las siguientes partes, segun el tipo de condicién de contorno que sobre él
se impongan en:

I'p : parte de I" donde se prescribe el campo de velocidades a v, (contorno
tipo Dirichlet). :

'y : parte de I donde se prescriben las tensiones a t. (contorno tipo
Neumann). ' o , o .

"5 - parte de I' donde se prescribe la velocidad normal a v, .y la compo-
nente tangencial de la traccién ¢ (contorno tipo Neumann). Se ha Hamado
€; = 3Pm,;Nj Tm, (NO Se suma en ¢).

I'p : parte de I' donde se prescribe el campo de presiones a p. (contorno
tipo Dirichlet)

Se cumple que I' = I'pUI'yUT U, TpNTy =0, I'pNTi =0,
IpNT'p=0,TyyNCy=0,TyNIlp=0y 'yyNnTp=0.

En lo anterior se ha denominado n := (ny, ng, n3) al vector normal exterior
a 0. Mientras que s := (33, 82, $3) s un vector unitario genérico, paralelo
a I'p7, y en particular con la direccion de la proyeccién de la velocidad sobre
PM . .

En las ecuaciones (3.9)-(3.14) se han subrayado los términos de estabi-
lizacién obtenidos gracias a la aplicacién de las técnicas de CF. La justifi- .
. cacién de la aparicién de estos términos se puede encontrar en los apéndices
Iy K.

Una forma més conveniente de la ecuacién (3.6) puede obtenerse expre-
sando las componentes del vector de longitudes caracteristicas de la ecuacién
de balance de masa como,

hg; = —2tq;v; (no suma en j) (3.15)
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donde ¢4, se denomina ”tiempo intrinseco”. Bajo esta suposicién y usandoé
la ecuacién (3.6), la forma del termino de estabilizacién del balance de masa
. puede escribirse (ver apéndice G) como, :

O, 07‘;ni . . |
p@xi — tg, o, 0 i=12,3 en Q (3.16)

o Ov; + o ov; Oty Op
mi T p ot P ‘JaCL‘j aCL’j 6517,

- fi

. v ;
Donde, como puede apreciarse se ha renombrado 74 = p32. r
7
Por otra parte, en el mismo apéndice G, se muestra la siguiente expresién
alternativa a la prescripcién de la velocidad normal en el contorno (3.10), -
td; ’ ; 2
vy = Vg, (X, t) ny+—n;ry,,. en I'p. x (0,t) (3.17)
R

m;

Ya se ha comentado anteriormente que, las ecuaciones (3.5)-(3.9) son el

punto de partida para la obtencién de diversos métodos numéricos estabi- .

‘lizados para la resolucién de las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido
" incompresible. Hay que sefialar que la obtencién de las ecuaciones estabi-
lizadas ha sido hecha a nivel del planteamiento diferencial, por lo que el
proceso de discretizacién puede ser llevado a cabo con cualquiera de los mé-
todos disponibles. En nuestro caso, las ecuaciones diferenciales presentadas,
serdn integradas utilizando el método de los elementos finitos. El procedi-
miento elegido para ello es conocido como algoritmo de pasos fraccionados;
aunque puede comprobarse que diversos métodos de elementos finitos estabi-
lizados estdndar, que permiten interpolaciones de igual orden para velocidad
y presién pueden obtenerse a partir de la forma modificada de las ecuaciones
de balance de cantidad de movimiento y de masa presentadas anteriormente
[Oi1a98b]. Adicionalmente, a partir de las ecuaciones (3.5)-(3.9) pueden ob-
~ tenerse algoritmos que estabilizan el cardcter convectivo de los términos. de’

transporte de la ecuacién de balance de cantidad de movimiento [GOS*98]
[0G99] [GOY9). ‘
!
3.3 Formulacién ALFE de las Ecuaciones de

Navier Stokes

A estas alturas de la exposicién, ha debido quedar clara la gran complejidad
del problema que nos planteamos resolver. Sin embargo, uno de los puntos
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mds criticos del algoritmo aun no ha sido introducido, sino de forma prelimi- -
nar. Este se refiere al movimiento de los contornos del dominio de anélisis.

Efectivamente el cambio de forma del dominio §2 involucra varias dificultades .

- que se irdn discutiendo a medida que avance esta presentacién. En primer

lugar, fijémonos en las ecuaciones (3.1)-(3.9). Estas han sido planteadas sin
tener en cuenta el efecto del movimiento de los nodos de la malla. Es evidente

que se requiere un planteamiento especial de estas ecuaciones para poder ser

utilizado en este caso.

Es bien conocido, y ya se ha introducido en el capitulo 2, que existen
dos formas cldsicas de representar las ecuaciones de Navier-Stokes: la rep-
resentacién Lagrangiana y la Euleriana. La primera basa la descripcién del
movimiento en un seguimiento de las particulas del fluido, mientras que la
segunda basa la descripcién en la posicién respecto a un sistema de referencia.

Tradicionalmente, las ecuaciones de dindmica de fluidos se han descrito
con formulacién euleriana (y asf lo hemos hecho aqui) debido a las ventajas:
que tradicionalmente se la presumfa. Sin embargo, en nuestro caso, nece-'
sitaremos trabajar en un sistema de referencia arbitrario, en particular en
el definido por el movimiento de la malla de elementos finitos. La formu-
lacién que describe el movimiento en este caso se denomina ALE (Arbitrary
Lagrangian Eulerian).

Este tipo de formulaciones arbitrarias provienen del contexto de los mé- -
todos de diferencias finitas [HAC74] y més recientemente han sido incorpora-
dos al mundo del método de los elementos finitos [HLZ81] [FKT99] [Don82]
[0G99] [GO99], principalmente para su aplicacién en problemas de interac-
cién fluido estructura.

Como ya se ha comentado en el capitulo anterior, la idea bédsica de esta
formulacién es incorporar un dominio de referencia adicional que denom-:
inaremos {2 y cuyas coordenadas de referencia estén dadas por el vector
£(€,,€,,&5). Este dominio de referencia podria ser, por ejemplo, el que de-
scribe el movimiento de la malla de elementos finitos. De la misma manera
denominaremos §2, al dominio material, cuyas coordenadas A(Aq, Az, A3) son

. las etiquetas de las particulas (descritas, por ejemplo, por su posicién en,
t = 0). Por 1ltimo tendremos el dominio espacial comun 2, de coordenadas™
x(x1,x2,23). Es evidente que existen las funciones de transformacién de
coordenadas £(x,t),x(&,t), E(N, 1), A(&,1), A(x,t) ¥y x(\,1).

Podemos entonces expresar la derivada material o sustancial (

cantidad x, como,

b[g

-) de una

DXZ(;;,t) _ [ax(x(a%t),t)]A _ [axgz,t)]x axa(zt) [aaﬂ 3.18)
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La relacién (3.18) anterior se suele denominar ecuacion fundamental ALE
[WR98]. Expresa la derivada material de una cantidad x donde la derivada

temporal se ha calculado respecto a un sistema de referencia x y las derivadas

9
ot

velocidades convectivas ALE. En el caso en que el dominio de referencia Q¢

espaciales en un sistema de referencia £. Las cantidades [ se denominan

describa el movimiento de la malla, se cumple que [%l] = v; — %, donde
- A

v™(ul*, 15", v5*) es la velocidad de deformacién de la malla.

Al objeto de aplicar lo aqui expuesto a las ecuaciones del flujo fluido, con-
sideremos las ecuaciones de Navier-Stokes: para el caso incompresible, sigu-
ientes [RG96],

per— =24+ = fien Q2x(0,1) (3.19)
—— = 0 en Qx(0,2)

La forma anterior es la descripcién lagrangiana clésica de las ecuaciones
de Navier Stokes. Si aplicamos la relacién (3.18) en las anteriores (3.19),
obtenemos,

Iy oy Ov; 0T C'?p.. _
P lat ]x + [(w—w ) 3xj—87'j + B fi:|£ = 0 (3.20)

. _31)j _
- [5;.;15 =0

"en Qe x (0,1)

Estas ecuaciones (3.20) son directamente aplicables a nuestro problema,
pues nos permiten calcular todas las cantidades en un sistema de referencia
¢, definido por el movimiento de la malla, excepto para las derivadas de la
velocidad que son calculadas en el sistema de referencia original Q. Imagine-
mos que nuestra simulacién fuera tal que los nodos de la malla se movieran,
avanzando de acuerdo a su velocidad de deformacién. Entonces su compor:
tamiento seria exactamente igual que el de las particulas del fluido, y dirfamos
que nuestra simulacién del fluido es lagrangiana. En caso contrario, si nues-
tra simulacién fuera tal que los nodos de la malla permanecieran quietos,
el proceso de resolucién seguirfa un esquema euleriano tipico. Es evidente
que el sistema (3.20), sélo plantea una generalizacién de las formulaciones
lagrangianas y eulerianas cldsicas, permitiendo la posibilidad de contemplar
el problema (3.5)-(3.9) respecto de un sistema de referencia arbitrario.
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Por otra parte, podemos escribir las ecuaciones estabilizadas (3.5)-(3.8) en
forma ALE, sustituyendo la 1elamén (3.18) en (3.5), obteniendo la siguiente
forma,

Balance de Cantidad de Movimiento

1 OTm, |

Ty — §hm,.j 5z, =0 1,7=1,2,3 en Q . (3.21)
Balance de Masa
a .
T4 hd 8 =0 j=1,2,3 en Q (3.22)
donde
‘ O o Oy ov; Oty 0Op
Tmi = P + (7)]——1;1.) 5, +v1%; 5z, + B, fi  (3.23)
a?)j ’ -
Ty = "(.{)—’C“]' B (3.24)

3.4 El Algoritmd de Pasos Fraccionados Semi
Implicito

A continuacién, se presenta un algoritmo de pasos fraccionados semi implici-
to, para la resolucién de las ecuaciones (3.5)-(3.8) por el método de elementos
finitos. '

Como se ha mencionado ya en los capitulos anteriores, la introduccién de
la restriccién de compresibilidad del flujo en las ecuaciones de Navier Stokes
tiene como resultado efectos muy importantes. Estos efectos se derivan prin-
cipalmente del hecho de que el campo de velocidades puede tomarse como
unica incégnita del problema, para ser posteriormente corregido con un cam-
po de presiones derivado de él. En efecto, la presién en la formulacién incom-
presible de las ecuaciones de Navier Stokes, no es ya una variable termoding-
mica, sino que es una cantidad que establece el equilibrio de fuerzas en cada
volumen elemental. De hecho si tomamos el rotacional de (3.3), podemos
eliminar la presion de la ecuacién de balance de cantidad de movimiento.
En ese caso podriamos calcular un campo de velocidades que cumpliera la
condicién de balance de cantidad de movimiento, y posteriormente corre-
girlo con un campo de presiones que nos permitiera cumplir la condicién de
incompresibilidad (que se podria calcular tomando la divergencia de (3.3)).
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Por otra parte, la existencia y unicidad de la solucién® de las ecuaciones
de Navier Stokes queda demostrada?, bajo el cumplimiento de la condicién
BB [Bab71] [Cod93b] [Sot97], tal y como se presentd en el capitulo 1. Esta
condicién obliga a que los espacios de elementos finitos para la interpolacién
de la velocidad y la presién sean compatibles [Bab71].

En la préctica, y en el contexto del método de los elementos finitos, existen
dos posibilidades para evitar los indeseables resultados de esta inestabilidad.
La solucién mds cldsica consiste en utilizar interpolaciones mixtas velocidad
presion que verifiquen BB. Junto a ésta, existe la posibilidad de modificar la
forma variacional tipica, resultante de la aplicacién del método de Galerkin
al problema fuerte (3.1)-(3.4), de manera que la restriccién BB desaparez-
ca. Dentro de este segundo tipo se encuentran metodologias que, como GLS
[HE87] [HFH89] [BD88] han ganado mucha popularidad en los tltimos afios®.
Un importante grupo de soluciones dentro de esta aproximacién lo consti-
tuyen los denominados métodos de pasos fraccionados [Cho67] [VCZ99].

Bésicamente, han sido desarrollados dos diferentes procedimientos que se
agrupan bajo la misma denominacién de métodos de pasos fraccionados. Un
primer procedimiento estarfa basado en la idea de separar los efectos de los
términos de transporte por conveccién de los viscosos. De esta forma serfa
posible separar, por ejemplo, el tratamiento de los términos convectivos de los
efectos de la capa limite. Pero, quiz4 el mds conocido de estos algoritmos, y al
que, en lo siguiente, nos referiremos exclusivamente bajo la denominacién de
método de pasos fraccionados, se debe a A.J. Chorin [Cho67], quien proput
so fraccionar la ecuacién de balance de cantidad de movimiento, eliminando
el término del gradiente de la presién. La idea es resolver una ecuacién de
balance de cantidad de movimiento aproximada, resolver luego la ecuacion
de balance de masa y por tltimo corregir la cantidad de movimiento. Este
dltimo paso puede interpretarse también como una proyeccién de la solucién
sobre el espacio de velocidad con divergencia nula, por lo que el algoritmo sé
denomina a veces de proyeccién. El objetivo principal que se persegufa con
este fraccionamiento era precisamente la estabilizacién de la presién. A la
vez, se consiguié el beneficio adicional de poder utilizar espacios de interpo-
lacién iguales para velocidad y presién. Una revisién de esta metodologfa y
su extension a diferentes tipos de problemas puede encontrarse en [VCZQQ]
[VCZ97]. |

De las diversas variantes que admite el metodo de pasos fraccionados es-
tudiaremos el denominado algoritmo semi implicito. Este algoritmo resuelve

$Tanto del problema continuo como del discreto.

4Para moderados valores de R,,.

3Ya se ha mencionado que la aplicacién de las técnicas CF con la adecuada eleccién de
los pmémehos permite construir metodologias de este tipo. :
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de manera explicita los pasos correspondientes a la resolucién aproximada de
la ecuacién de balance de cantidad de movimiento y su posterior correccién,
mientras que es implicito el cdlculo del campo de presiones. De hecho, da-
do que las caracteristicas de esta algorftmica son especialmente apropiadas
para el problema que pretendemos resolver, esta ha sido la elegida para la
resolucién de las ecuaciones de Navier Stokes en este trabajo. Las ventajas
principales, frente a otras metodologfas, se pueden resumir en:

e La posibilidad de resolver la ecuacién de balance de cantidad de mo-
vimiento independientemente de la restriccién de incompresibilidad,
permite desarrollar un esquema semi implicito de manera que, en cada
paso de tiempo sélo haya que invertir una matriz de un sistema (tipo
Poisson) con un grado de libertad por nodo (la presién), a,houando una
considerable cantidad de memoria.

¢ El esquema semii implicito es ademds especialmente adecuado a nuestro
caso, dado que la existencia de una superficie libre hace que la presién
esté prescrita sobre gran parte del dominio, permitiendo que la inversién
de la. matriz del sistema sea muy répida.

e Los dos aspectos considerados con anterioridad indican que el sistema
resultante tiene unas caracteristicas 6ptimas para su inversién, siendo
simétrico y muy bien condicionado.

e Aunque, como ya se ha mencionado, de la aplicacién del método CF¢
(ecuaciones (3.5)-(3.17)) pueden derivarse esquemas de resolucién de
las ecuaciones de Navier Stokes (3.1)-(3.4), que permiten igual interpo-
lacién de los espacios de velocidad y presién, el uso de este algoritmo,
que por si sélo tiene este efecto, permite evitar el célculo de parte de
los términos de las ecuaciones (3.5)-(3.17), ahorrando tiempo de proce-
samiento.

Simplificando, las anteriores consideraciones se pueden resumir en una

frase: el método de pasos fraccionados semi implicito requiere menos recursos
(tiempo de procesamiento y memoria).

A continuacién, extenderemos la metodologia’ presentada en [Cho67)
[VCZ99], para la resolucién de las ecuaciones de Navier Stokes (3.5)-(3.17)

estabilizadas con las técnicas CF. Pero en primer lugar, para simplificar la

exposicién, nos detendremos a derivar el esquema para la resolucién de las

bcon la adecuada eleccién de los pardmetros de estabilizacién.
‘en su versién semi implicita.
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ecuaciones de Navier Stokes cldsicas (ya presentadas en el capitulo 1), dadas
por, - ‘

-Ov; Ov; Oty dp

4.._ + — = _’ 1 ) i == | ;, SZ .2
9% - 0 4,j=1,2,3 en 0 (3.26)
a:l:] . ,J T ' ‘

En primer lugar consideremos la ecuacion (3.25). Esta puede discretizarse
en el tiempo, de forma explicita, como,

ntl _ ,n ovr Ot gpt ‘
Pt — g b = =0 45=1,23 e O (327)
j b i .

Donde, evidentemente, se ha llamado At al incremento de tiempo y los
superindices ™ y ™! indican que el término -correspondiente es evaluado en
los instantes de tiempo n y n + 1 respectivamente. ‘

-~ Como ya se ha mencionado, la idea bésica del método de pasos fracciona+
dos es dividir la ecuacién anterior como sigue, |

v¥ — ou? 67_/'1;' -
f i nZt _ % n ) } '=:1’2,3 e Q 3.28
At Pt Oz;  Oz; T b ! (3:28)
1
il — g — At 9p

P

1

i,7=1,2,3 en (3.29)

Es decir, se elimina el término del gradiente de presién de la ecuacién
de balance de cantidad de movimiento para obtener una prediccién de la
velocidad (v]), que luego es corregida tras calcular la presion. ‘

Cabe senalar que la suma de las ecuaciones (3.28) y (3.29) da como re!
sultado la ecuacién de balance de cantidad de movimiento (3.25) original.

La ecuacién de balance de masa (3.26) nos permitird calcular el campo
de presién de manera tal, que se cumpla la condicién de divergencia nula. Si
discretizamos la ecuacién (3.26) en la siguiente forma,

n4-1
ov;

axi

=0 i=123 en (3.30)

y sustituimos la ecuacién (3.30) en (3.29), tenemos que,
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a2pn+1 ' .c"h.’;*

i=1,2,3 en Q - (3.31)

De esta manera el algoritmo se define por los siguientes pasos,

o™ ari? . )
1o ur=al+t épi (pv}’g% - fr) =123 e ©
2 +1 ’ .
2° A-é—m% 67: ‘ Z=1,2,3 en £
’ S .
3° ot = — Ap’—%;’—_ t=1,2,3 en

(3.32)

Es decir, por cada paso de tiempo se resolverian tres sistemas de ecua-
ciones, dos de ellos explicitos (1° y 3°) que involucran los grados de libertad
de la velocidad v; y la velocidad fraccionaria ©f, y uno implicito® (2°) que
permite calcular el campo de presiones.

Es evidente que la solucién mediante el método de elementos finitos clési-
co del paso 1° presenta los inconvenientes ya discutidos en el capitulo 2,
de inestabilidad por conveccién. Esto hace patente que el algoritmo (3.32).
requiere para su solucién de alguno de los métodos de estabilizacién de la
conveccién existentes, los cuales ya fueron discutidos en el capitulo 2.

3.4.1 Aplicacién a las Ecuaciones de Navier Stokes Es-
tabilizadas mediante Cdlculo Finitesimal

A continuacién aplicaremos el esquema semi implicito anterior a las ecua-
ciones (3.5)-(3.9), que representan la forma del problema de Navier Stokes
estabilizado con la técnica CF. .- A

La ecuacién (3.5) puede discretizarse en el tiempo, de forma explicita,
como

1)7""'1 — 7 0 (’U;’l)n) 87’”; ap"‘ or? ’
1 7 0 1 7 / . m, . .
P Ar VP on, " Bm, Towm T3ty —0 (339)
Ov; 9 (v;0;) Or;  Op

T ‘ - ——fi 4,7=12, )
rm P dx; 51‘j+0mi fi ,7=12,3 en

$Este paso implicito se presenta como un problema tipo Poisson.
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Al igual que en el caso anterior, podemos dividir la ecuacién anterior
como sigue,

vl — c")('v o ) o} ‘ N N 07‘,’7‘11
PTAE TP om, By T T gy, O (3:34)
At@ 7241
=g — = 521,23 en 0 (3.35)
p Oz p

Es decir, se elimina el término del gradiente de presion de la ecuacion de
balance de cantidad de movimiento, pero, sin embargo, el término correspon~j
diente se mantiene en la estabilizacién de la ecuacién (3.34).

Cabe senalar que, al igual que en el caso anterior, la suma de las ecua-
ciones (3.34) y (3.35) da como resultado la ecuacién estabilizada discreta de
balance de cantidad de movimiento (3.33) original.

La ecuacién de balance de masa nos permitird calcular el campo de pre-
sion de manera tal, que se cumpla la condicién de divergencia nula. Si dlS—
cretizamos la ecuacién (3.6) en la 51gulente forma, '

01)’.%“ 0 o} L Oul 077'-’; OpnHl :
1 __ 41 z ¢ — fn ::O 336
P o “i@:ci< Bt T PiGe, T, T om f%) ( )1
' i—1,2,3 en j

y sustituimos la ecuacién (3.36) en (3.35), se tiene que,

02 n+1 01!’-" a avn - O a,r/'n .

At +t Lot — 2 " 3.37
( + d ) 53,10@- Oa:i di 0:01 < Ot + pv] 0a:j 0 f ) ( )
Si tomamos tg, = 64, la ecuacién (3. 37) ante1101 se snnphﬁca y queda

como 81gue

a n+1 677* a,,.l/'n .
apa =g ~ % * s, (3.38)

(At + 64)

Donde se ha denominado,

N a“ e . aT{j n .
Jim — g . o 2 339
" ( Bt "0, By f) (3.39)
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Conviene senalar que, la mera estabilizacién de la conveccién [VCZ99]
[O11298b] realizada sobre el algoritmo de pasos fraccionados estdndar (3.32),:
desprecia la contribucién de los términos que son afectados por el factor 6d§
(64 = 0) en la ecuacién (3.38). Se puede comprobar que estos términos intro--
ducen un efecto de estabilizacién adicional que mejora la solucién numérica, :
esto se hace aun més evidente cuando los valores de At son pequerios.

La precisién de las ecuaciones presentadas depende del tamano del incre-|
mento de tiempo que debe satisfacer en todo caso los criterios de establhdad
de la solucién acoplada.

Como resumen se presentan a continuacién las tres ecuaciones (pasos) que
resuelven el problema de Navier Stokes, basado en las técnicas presentadas. !

1° o=l + é_t By Omij fr—1n Oy en
T T P az S 7 ™Mij Ox; '
o 32 ntl n O 3.40)
2° (At +6a) 3 +1——'~ 47z, en Q ( 0)‘
30 Pttt = ef%——, . en 0
L
cont,j=1,2,3.

3.4.2 Discretizacién del Problema usando el Método
de los Elementos Finitos
En el presente apartado abordaremos la discretizacién en el espacio de las
ecuaciones del método de pasos fraccionados semi implicito presentado ante-
riormente. '
En primer lugar, obtengamos la forma débil de las ecuaciones (3.40),

aplicando el método de Galerkin. A partir de lo expuesto de manera genel al
en el capftulo 1, podemos definir el problema como:

Encontrar v € [LQ (0,7),H* () } yp € [L2(0,T),H' ()], cumphendo

que V|, = V¢, V|r,, -0 = V- n, plr, = pe, tal que,

Ecuacion de la Cantidad de Movimiento Fraccionaria _ |

/pw r“ -71 ClQ _ /p,(/) (7 ’”) dQ 81,07 IndQ /w fn.dQ
dz; o0
| (3.41)

8 (hz, | |
- / —————( : ) TS+ / pnridl + = / iy, n3r, dT
g ,

i Tij
dz;

i € [L? (0,T), H () ]
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Ecuacion de Continuidad

7+1

n 7241
/0[¢(At+6 )l op 20 )
Q

oz, oz, d) — /At-{-é)wn o

/ pa *dQ / a IIZ, (lQ + / wnnrﬂn dl-\

-~ / ppuinidl Wy € [Li’ (0,T), H' ()]
r

Ecuacion de Momento o de proyeccio’n-

/ PPt = / PYurdQ — / aandQ Vap € [L (0,T),H (Q)N}
(3.43)

En lo anterior se ha llamado 9; a la i-ésima componente de la funcién de
test (i =1,N) y N el ntimero de dimensién del problema. Por otra parte se
debe cumplir I'p UT'y # 0 para que el campo de presiones esté determinado.

Al igual que hicimos en el capitulo 1, para la discretizacién en el espacio
de las ecuaciones (3.41)-(3.43) anteriores, se ha de definir el subespacio fun-
cional’ ¥;, ¢ |L2(0,T), H* (Q)N], asociado a una particién!’ de elementos
finitos {Q°} del dominio espacial Q2. De esta forma el problema discreto se
plantea como sigue: :

Encontrar v € [L2 (0,7),H? (Q)N] yp € [L2(0,T), H' (£2)], cumpliendo

que Vir, = Vg, Vir,, - n=vc-n, plr, = p,, tal que,

Ecuacion de la Cantidad de Movimiento Fraccionaria

vl — ol 0 (v;v; ) wh, o n ey
oo an =~ [ oy, S0 "o aq - [ Suran - | ontrao
- (3.44)

1 0 (hgh Yy, > )
. i n 1_In noo,n, n
3 /Q T, T / T+ g /”’" T T

vy, € [L2(0,7). H ()"

Yy ¥, C [L2 (0,T),H! (Q)] de manera que se denomina Wy, := (U, , Up,, Tpy).
WEs decir cumiple que Q =UQe y 9° NN =0sie#¢'.
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Feuacidon de Continuidad -

9 [wh,,- (At + 671)] a e . ) n 8])”‘+1
/Q (9 af[;? dQ - (At + 6d) whini 87:

/ a h, *dQ / dwh,) llndQ+

/6Z¢h nirordl — //)z[)h vintdl
V"/)h, [ 2 (01T) aHl (Q)]

ar— (3.45)

Ecuaciéon de Momento o de proyeccion

' 741
/ RO = / P 17— At'gb,, ap dQ . (3.46)
Q Q. ~ T; '

Vi, € [L(0,T), 5! ® ]

A continuacién estudiaremos el sistema (5.27)-(3.46), en lo referente a las
condiciones de contorno del problema dadas en (3.9)-(3.14).

En primer lugar consider emos la ecuacién del momento fraccionario (5.27).
En ella los términos [ 7 ;’;dl" +3 [o U, ;3 Tm, 01 pueden dividirse en
la siguiente forma, :

/F DT+ / o, W 2, dT =
wh,‘n?T;’}-dr + [y, (ti+pni)dl + . (3.47)
I'r ' Iy

—_ "ph,- h, n n dl-\ + / ’wh, h'n n ::L'dr\
Cp 1YY

Donde se ha hecho uso de la deﬁnicién del vector de traccién, dada por,

ty = —p'n; + TN = T - (348)

Si ademds tenemos en cuenta las condiciones de contorno dadas en (3 9)-
(3.14), se puede escribir la 1ela01on (3.47) anterior como,
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/ iR + / Dil, 7 42 =
/ 55+ [, (t o) 2+ (3.49)

2 gbh o ;15 T, A2

De esta forma podemos imponer la traccién a t., en el contorno I'y y tener
la posibilidad de incorporar un contorno abierto 'z (ver [Sot97] [VCZ97]).
En el contorno 'z no se impone en absoluto ninguna condicién de contorno,
lo cual permite que la solucién se independice del lugar donde se corta la
malla de elementos finitos [Sot97] [VCZ97]. |

Por otra parte es normal suponer que h,,, = 0 en I'r, por lo que la
ecuacién (5.27) puede escribirse como Sigue

. — ) 0
/P%bn, vy —op P /P’J’h, v, T, dQ / ¢h, '"dQ—

zp,“ R ndQ + (3.50)

0z;
/ Uh, n”T’"dI‘+/ ¥y, ( t” +pn?) dl’

Si nos ocupamos de la ecuacién de bz_tlance de masa (3.45), y tenemos
en cuenta que tal y como se demuestra en el apéndice K, la condicién de
contorno que expresa el balance de masa en un dominio finito, estd dada por,

, |
v = Ug, (X, 1) n + nity,, en ['px (0,1)
| p .

y teniendo en cuenta, ademss, la definicién de v} dada en (3.34) y (3.35),

se puede escubn :

At §pnt ty. : .
=vinl — — P nt—int* en T'p x (0,t) (3.51)
p Oz po |

n+1 n
c,. ni

Donde se ha denominado,

. 01)" ,
Tm.; = at + pU

1] X

3 aCL'j c")a:i

ou? B aTg? N Op”“ _ fzn
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De esta manera podemos reescribir la ecuacién (3.51) como,

apn+1
(9.1,;

Que es la forma correspondiente de la condicién de contorno tipo Dirich-
let, que impone la velocidad normal sobre el contorno y que es adecuada
para el algoritmo estabilizado. Hay que senalar que la condicién de contorno
(3.52) presenta una pequena incorreccién, dado que la velocidad normal se
impone sobre el contorno I'p, en el instante ¢, (cuya normal genérica es n™)..
En realidad esta es la tnica forma de proceder, dado que el contorno en el
instante siguiente no se conoce (en general) hasta que se ha resuelto el paso
de tiempo actual. Esta problemética estd asociada con la metodologia semi
implicita de resolucién de las ecuaciones y representa un error despreciable
del orden 0(At?), por lo que no reduce la precisién del esquema.

Si, por otra parte, tenemos en cuenta la siguiente relacién,

o ’H'l nl = puiny — (At + td) ~ . 15 Ty m en T'px(0,t) (3.52)

a’”: n . nn
/ pwh,a I‘ - /Tj)hn’i R'l(p I+1’ 171 )dF -
Q

- / Dne (07 = o 4 02) dO / Gun R )0 = (3.53)
0 aZEi ! _
_ dv '17 » 3% * n .
_‘/Q"/)hamzd‘(2 aa: ( : vi)dQ+

+ / B (0 — o2) n2dT / B R, 7 dr
I " T

Donde se ha denominado,

0
Ri(p1) = (Mt +67) 57+ 63rin

Y, si sustituimos la ecuacién (3.52) en (3.53), tenemos,

n 71 /'n 87} "
/pwha "Ry(p", ) dT = /whajdﬂ—»
awh ( iy — 1.’?) das) + / (N (1;;.* — 1)?) nf‘d.l_‘ — (3.54)
83,, T Jr-Ty :

— [ RG [ ( —o) b
I'-T'n ) .

Car
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Donde, si tomamos como condicién de contorno natural del problemal!

que w"‘H » = yPn?, su forma estabilizada, dada por (3.52), sers,
n — * 1 pn+1 n ,,//774 s
ving = pvinl — (At +t4,) 5 ni—tyniry. en Tp, x(0,t) (3.55)

Que sustituida en (3.54), da como resultado,

[ o aldﬂ [t amyar = (3.56)

/ Uy, aidn / awh (v} — v) dQ

Donde v} es un campo de velocidades corregido, de manera que se cumple
,Un+1 n = ,U/n‘n

Si sustltuunos la relacién (3.56) en (3. 5) tenemos que,

8 [y, (At + &3 ]apnﬂ oo
a’(ph * 7 _ ( (lwh) nn
" axz ( ;Y ) d§ ,/Q 0x; T'm; ds

Con lo cual hemos podido eliminar de la ecuacién (3.57) las integrales de
contorno con el consigniente ahorro en tiempo de procesamiento y necemdad
. de almacenamiento de datos.

Por otra parte, las integrales de (3.57), que involucran derivadas de 6% son
calculadas, en sentido distribucional, sélo en el interior de los elementos'?
suponiendo que 67 es constante en su interior. De esta manera podemos
escribir una nueva forma de la ecuacién (3.57), como, i

Nesta condicién de contorno permite que se imponga de manera automadtica la velocidad
normal a I" del instante anterior.

125 N; es una funcién contfnua y M estd definida s6lo a nivel elemental (es decir es
constante en los elementos y pues "—’t” no esta definida en los lados de los elementos se

puede demostleu que, en un sentido chstnbuuonal[OnaQSb pp. 18-19],

N,
/ N, ﬂdg = S an; \[dQ + N;AMn;d(0Q)

dz; Qu da; 29

Siendo n; la normal en el contorno 9.



100 Capitulo 3. Ecuaciones de Navier Stokes Estabilizadas, El Método de Pasos Fraceionados

Ne n awh apn+1 1 | |
O R e Tt / gt | (3.58)
aw Y¥h g Ne 7 ad h Jm
+ 5%, (v dQ_ e=21 Qe da my Y

Las ecuaciones (3.50) y (3.58) junto con la (3.46), definen en este caso la
forma final del algoritmo CF de pasos fraccionados semi implicito.

Como conclusién presentamos las ecuaciones del algoritmo CF' de pasos
fraccionados semi implicito para su resolucién por el método de los elementos
finitos. Se 1ncluyen las COlldlClOlleS de contorno aplicables en cada paso de la
resolucién’s

Ecuacién de Cantidad de Movimiento Fraccionaria

vF — 3 ()" Oy, o : o
oS dn - / o Tgerhan - [ Shrnaa [y, fran -
' - (3.59)

ol hy W
—l/ _(“‘“J—I)T AQ+ | g niTdl + / by, (o +pni) dT
2 Q I\N 7 ¢

a:E] , I*'_

ro = 01' 0(1’j7)7j) _ aT;j i c")p

T el PR

"fi.

Condiciones de contorno

Contorno libre 'z

Traccién t7 impuesta en I'y
' ,

Ecuacién de Continuidad

B Aunque existen diversas posibilidades de imponer algunas de estas condiciones, la
manera presentada es la que se considera més apropiada, a la vista de los resultados de |
diferentes pruebas.
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..].VEI 7 a"ph apn+1 1 E
D / U ge M a0+ (3.60)

oy, , . Ner nawh .
+/Qaa:i("‘ - ¥ [ s

! k13
"ZZ _.< 307; ngi v aaTij _ f1>
Tj
Condiciones de contorno
Presién prescrita en I'p
Velocidad normal a I” fijada a v.,n; en F D,
Velocidad normal a T fijada a vPn; en ' — I'p,

Ecuacién de Momento o de proyeccién

n+1
/ Py UAQ = / b vid — / At%a;g% (3.61)

C’ondzcwnes de contorno
Velocidad prescrita a v, en I'p , i

3.4.3 Determinacién de las Longitudes Caracteristicas

Hasta ahiora hemos presentado la forma general de las ecuaciones de Navier
Stokes para su resolucién mediante el algoritmo CF de pasos fraccionados
semi implicito, definido por las ecuaciones (3.59)-(3.61). Ahora bien, a partir
de esta forma pueden derivarse diferentes variantes de la metodologia general
segun la eleccién de los pardmetros de estabilizacién hy,, y dq.

En el capitulo 2 hemos discutido extensamente la eleccién de los par cime—
tros de estabilizacién para la ecuacién de conveccion difusion y hemos dado
una forma particular para los mismos. _

Si nos fijamos en la forma de la ecuacién de balance de cantidad de
movimiento estabilizada (3.5), y la reescribimos sustituyendo el tensor 77,

.7
por su valor, tenemos, f
{
l
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1 Orm.
m; ]fm — =0 - .62
T ) L ij (94 ] ». (3 )

LU 3(”1“11)_ 9 (ov Oy
™= P TP 0wy Moz, \ox; | O

Oz;

Si comparamos la ecuacién (3.62) anterior con la ecuacién estabilizada de
conveccion difusién siguiente, cuya obtencién se llevo a cabo en el capitulo
2, ‘ :

rcu——hoc gf” =0 - (3.63)
0 ot 0 (i 80)

™ — LI,
Pt T ox; 0wy \ Vo

Donde podemos apreciar claramente el cardcter convectivo de la ecua-
cién de conservacién de cantidad de movimiento (tomando ¢ = ;). ‘Ademds
el término viscoso tiene forma de difusién, aunque aparecen ciertos térmi-
nos cruzados debido al cardcter vectorial de la ecuacién de conservacién de

cantidad de movimiento que, ev1dentemente no aparecen en la ecuamén de
conveccién difusion. :

De esta analogia se puede inferir que las deducciones hechas para la de-
terminacién de los pardinetros de estabilizacién de la ecuacién de conveccién
difusién en el capitulo 2, nos servirdn para su aplicacién a la ecuacién de
conservacién de cantidad de movimiento.

Al igual que hicimos en el capitulo 2, descompongamos el vector hm en:
la siguiente formal? (ver figura 3.2), '

+ ke Yr

h,, :
lv"'i I

= a'hel—‘v’—l (3.64)

Donde v,= l——J—ng y h¢ es una medida del tamano del elemento“ Si

sustituimos la descomposicién (3 64) en (3.59), obtenemos,

Hdespreciando el término residual h;. :
L5E] indide € indica que el valor de h® se tomard constante en el interior de cada elemento.
Para su cdlculo pueden utilizarse, por ejemplo las recomendaciones presentadas en [Sot97]. .
Conviene indicar ademds que este valor puede depender del instante de tiempo.
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- Figura 3.2: Descomposicién vectorial del vector h,y,,.

1.7,;"':'-— vp (v0;)" 51/),11 o n
| o A0 = /mph “5iikan - [ Herna - /zz)hfcm

J

1 Nea - B Nel )
L e L n g 1 / 20“ Vhs g0 +
2 & Joe V] Basj e |vr,| |Vv1| Oz, Ox;

(3.65)
¢h n;Tipdl + / (79 (t’; + pn?) dr
Ty

En (3.65), las integrales correspondientes al término de estabilizacién son
calculadas, en sentido distribucional, sélo en el interior de los elementos.
Esto se debe a que a las funciones de forma 9, no se les exige continuidad
en las derivadas primeras!®, y por ello los términos que incluyen derivadas de
segundo orden no estdn definidos en el contorno de los elementos. Esta forma
de calcular las integrales de los términos de estabilizacién es ampliamente
usada en la practica [HFH89] [Cod93a] [Sot97] [Ofiad6].

Por otra parte, y al objeto de controlar la cantidad de difusién anadida

16 Continuidad Cp.
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en la estabilizacién, modificaremos los términos de estabilizacién para dejar
(3.65) en la siguiente forma,

/ p’l’/)h'. v; ; dQ = / Pwh (’U 1 ) AN a0~ d)h, mdQ / '(,bhf:ldﬂ R
Q i ’L a Q i

At z;
Ret v Oy, dv; Oy,

— k= ko) ——L17 dQ) — —2d0 3.66
egl Qe ( ! 2,) fV,2 313 71714 Z 8'@ 8'13] + ( )

J v

+ [ ’n"T’ndF + [ 4y, (£ +pn?)dD
Tp Tn

Donde, los pardmetros k; y ko toman los siguientes valores,

| N -
k=o' (7) 5 vl (3.67)
S h |7m]
AQ, —/H ( ”’l) 2 IV“'ii
Siendo (a1, as) = maz (0,a; — ag), ¥ = Vh Y Y = [v ” con vy;

IVVVQI) S%Vu;. Donde, para el cdlculo de 7, v); se ha 1dent1ﬁcado el valor de la

difusién con el de la viscosidad cinematica del fluido v = u/ p, como puede
deducirse facilmente de la comparacién entre (3.59) y (3.5). o

Para mayor claridad, reproducimos aqui de nuevo, la tabla extraida de
[Cod93a] [Sot97] que nos permite calcular los valores de los coeficientes o,

g

2

/ 3 -J’7I£3} {1 h!sa} \

o (v)  hl>1 { L b3 i s o)

a'(v) <1 3 ! |
8 () maz (0,07 - &) max(0,0.35 - 5L.)

Donde m es el grado de los poiinomios empleados en la interpolacion.
En lo referente a la determi'na_cién del pardmetro 6,4 correspondiente a la
ecuacién (3.60), una eleccién apropiada [OIOT] [GO99] es la mds simple,

5; Ny
d = maw QIVI 4,LL
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Que viene determinado por el andlisis 'dé los limites de estabilidad del
problema de conveccién difusién [Cod93a] [OM99].
De esta manera la ecuacion (3.60), quedard en la forma,

Oty (At +63)] Op "“ v
/Q . o / Y= e L 40 + (3.69)
a"/)h * /a dh /ln
) Fa (vf =) dQ — | = =orndn

3.4.4 El Fenéméno de la Turbulencia

Hasta ahora se ha presentado una metodologia para la resolucién de las
ecuaciones de Navier Stokes incompresibles en un régimen laminar. Estas
ecuaciones pueden ser derivadas partiendo de unos principios generales y
bajo unas ciertas hipétesis (ver apéndice J). :

Por otra parte, tal y como se discutié en el capitulo 1, la existencia y
unicidad de la solucién de estas ecuaciones, s6lo puede ser demostrada bajo
ciertas hip6tesis restrictivas, que en términos generales se reducen a que el
nimero de Reynolds R, sea moderado. Ante esta evidencia, no tenemos
m4s que preguntarnos qué ocurre en el caso general. Es conocido que en
algunos casos simplificados se puede demostrar que existe solucién de la forma
débil del problema si existe solucién a la forma fuerte original [Lio84]. Pero,
por otra parte, el andlisis numérico nos permite obtener soluciones a los
problemas planteados, incluso a elevados va101es de R,. Entonces, jes fisica
esa solucién?.

En la realidad, la experimentacién sugiere que esas soluciones laminares
estdn ahi, pero son més inestables cuanto mayor es el valor de R, del pro-
blema. Esta inestabilidad de la solucién significa que, en un experimento, en
funcién del valor de R, podemos encontrar las siguientes situaciones,

e Una tnica solucién.

e Sistemas estacionarios con mds de una solucién. La situacién esta-
cionaria final es funcién de las condiciones iniciales. (

o Mids de una solucién, alguna de ellas no estacionaria. La situacién
estacionaria final es funcién de las condiciones iniciales.

e Un flujo cadtico plenamente desarrollado [Tab89] cuya solucién, en un
diagrama de fases, describe un atractor extraiio. Este tipo de ﬁuJo se
denomina turbulento. '
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En el sentido expresado anteriormente, podemos considerar R, como el
pardmetro de bifurcacién del problema.

Se acepta que este denominado flujo turbulento cumple con los principios
de la mecdnica de fluidos (las ecuaciones de Navier Stokes) debido a que
las escalas de longitud mds pequerias de este tipo de fenémenos son mucho
mayores que las escalas moleculares. Desafortunadamente estas escalas son
todavia mucho menores que las que son posibles de calcular por simulacién
directa, excepto en los casos mds simples, de escasa utilidad practica [BB98]
[DLDB98]. La razén de ello es que la turbulencia presenta fluctuaciones
mucho mds pequenias que el tamafio de los elementos en los que se discretiza
el dominio. Los vértices mds pequerios sélo podrian capturarse con tamafios
de los elementos del orden h =~ vi [MP94]. El ntimero de nodos de una
malla tridimensional con ese tamano de elementos, serfa del orden de vi.
Un valor de v = 107, que corresponde a las aplicaciones que pretendemos
resolver en nuestro caso, nos llevarfa a 10! nodos. En la actualidad, los
superordenadores permiten trabajar hasta con 107 nodos [LY098], con lo
que atin tendremos que esperar para tener disponibles ordenadores capaces
de resolver este tipo de problemas mediante simulacién directa.

Por otra parte, cabe anadir que, el limite del problema de Navier Stokes
para R, — oo es el denominado problema de Euler, ya introducido en el
capitulo 1. Este problema es una simplificacién del més general de Navier
Stokes, en el que se han eliminado los términos de viscosidad. Es evidente
que, con esta simplificacién sé eliminan muchos fenémenos de interés de la
simulacién numérica, que pueden dar lugar a flujos que nada tienen que
ver con los que se encuentran en el limite R, — oo0. Pero, sin embargo,
la experiencia demuestra que el andlisis numeérico del fluido para R, — oo
resulta en soluciones muy similares a las que se producen en la realidad, en
muchos casos practicos. En este sentido hay que anadir que los flujos tipicos
en hidrodindmica naval tienen valores caracteristicos de R,, = 109, con lo que
se hace evidente que la consideracién de R,, — oo no es tan descabellada.

Las Ecuaciones de Reynolds

Recuperemos, para la siguiente exposicién, las ecuaciones de Navier Stokes
(3.1) y (3.2), obtenidas en el apéndice J, y en las que, para comodidad en la
exposicién siguiente, se han eliminado los términos de estabilizacién,

v, A(ww) 8 [dw dw\ dp _ .
Pt TP Ox; M@a?j (axj * ox; * Ox; U _ (3.70)
' Ou; 0

6513:,'
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Con las adecuadas condiciones de contorno e iniciales, que para la siguien-
te discusién no son importantes.

Como se coment6 anteriormente, con las capamdades de célculo disponibles -
en la actualidad, las ecuaciones (3.70) no pueden ser resueltas en flujos tur-
bulentos. Sin embargo, para la mayorfa de los problemas de ingenierfa, no es
necesario conocer exactamente la distribucién de velocidades y presiones en
el fluido, sino unos valores medios (tanto espaciales como temporales). Por
lo tanto, podemos adoptar un método estadistico para obtener una aproxi-
macién de esos valores medios. Esta metodologfa fue sugerida por Osborne
Reynolds [Rey83| tras una serie de experimentos sobre el flujo a través de
tubos. Una de sus mds importantes conclusiones fue que el comportamiento
general del fluido depende de un nimero (llamado tras él nimero de Rey-
nolds): |

puvd
7 X
donde d es el didgmetro del tubo y v es la velocidad de entrada. Reynolds
pudo observar como para bajos R, el flujo permanece en régimen laminar
(con un perfil parabélico de velocidades sobre el tubo). Pero cuando R,
superaba un valor critico (en torno a 2000) el flujo aparecia turbulento (el
perfil parabélico desaparecfa) a una cierta distancia de la entrada del tubo.
A partir de ahi el efecto de aumentar R,, significaba que la regién turbulenta
se extendfa més y més.

La complejidad del fenémeno de la turbulencia implica la nece&dad de
separar dos regiones de valores de R,. Aquélla de valores alejados del valor
critico de R, (aquél en el que se produce la transicién al régimen turbulento)
y aquélla en la que se estd cercano a la transicién. El fenémeno de la tran-
sicién al régimen turbulento debe abordarse de forma casi independiente del
problema. general de la turbulencia, y no se conblde1a de interés su estudio
en el preserite trabajo. -

En realidad la separacién anterior nos permite simplificar el problema:
Ante problemas con bajos o moderados valores de R,,, o aquellos en los qué
el régimen laminar sea predominante, recurriremos a la solucién del problema
de Navier Stokes presentado con anterioridad en este capitulo. Para valores
elevados de este pardmetro tendremos que recurrir a una nueva formulacién
que se basa en criterios estadisticos y que presentamos a continuacion.

Siguiendo los mencionados criterios estachstmos estudiaremos el ploble—
ma en relacién a la media de las variables que lo describen. Comencemos
diciendo que es posible definir tres tipos de medias; la media temporal, la
media espacial y la media estadistica [Sot97].

R, = (3.71)
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La media temporal es apropiada para la turbulencia estacionaria, esto es,’
un flujo turbulento que, de media, no varia con el tiempo. Para flujos de este
tipo, la media de una variable instantdnea y (x,t), se define como,

‘ N to+T . .
X (x) = lim —/ X (x,t) dt : (3.72)
T—K)O T to .

La media espacial es apropiada para la turbulencia homogénea. Esto
ocurre en el flujo turbulento que, de media, es uniforme en todas direcciones.
Esta media se define por,

L) = lim = [ x(xt)av 3

Voo v

La media estadistica (o media de experimentos) es la mds general. Se
define como la media de N experimentos idealmente iguales. Si se denomina
X,, (x,t) a la distribucién de la variable y (x,t) en el n-ésimo experimento,
podemos expresar la media estadfstica como, '

o W
X: (X.8)= lim = > x(x,%) (3.74)
N-—oo N n=1

Para un flujo turbulento, homogéneo y estacionario, se ha de suponer que
las tres medias anteriores coinciden. Para la siguiente discusién adoptaremos
la media estadistica (3.74). _

Si consideramos las variables del flujo como variables estadisticas, estas
pueden describirse como la suma de su valor medio més una ﬂuctuamén
aleatoria, es decir, '

v = ¥+V © (3.75)

p = p+p
donde ¥, { son las medias!” de las variables v, p y v/, p’ sus ﬁlictua.ciones
aleatorias. Las relaciones (3.75) es la denominada descomposicién de Rey-

nolds base de la siguiente discusién. Si sustituimos la (3.75) en las ecuaciones
(3.70) y tomando la media en estas tltimas'®, podemos escribir,

”n "N

"notaremos la media de una vauable con el signo
se notard f. :
1¥ge ha de tener en cuenta que Ia medm de las Huctuaciones es nula.

sobre él. Es decir la media de f,
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on (@m0 (0 0’“ﬂ')+0p

"ot o Oz; —”0:6]' dz; O dz; Ji (3.76)
o _
3:13j

v

PN (Criri . Lo .
El término —(Bf.’—') puede expandirse si se hace uso de la descomposicién
. i -
(3.75), quedando como,

o (wm) _ a(wsn) 0 (vw)

(3.77)

y sustituida en la ecuacién (3.76) queda como,

om;  0(v;w;)

O 0 (05 05\ . O o
Pae TP Ox; +p Bz, _Mamj (8xj 5—7—;)+a% = f{3.78)
0n; |

Si comparamos la ecuacién (3.78) con (3.70) y si identificamos las mediag
de las variables con las que define la ecuacién (3.70), vemos que la tnica

. . C L. (v - .
diferencia es la adicion del término p (g;L) Es usual escribir este término
P
como [Sot97] [VCZ97], ’
otk R _
i R _ .
—a?j, Tij = —‘p’U;’U,E (379)

Donde 7F es el denominado tensor de tensiones de Reynolds o de tensiones
turbulentas. A

La aparicién de este nuevo término en las ecuaciones de Reynolds, requiere
que sea modelado de alguna manera para cerrar el sistema de ecuaciones (que
ahora tiene N x N nuevas incégnitas). '

La propuesta mds conocida para modelar el tensor de Reynolds supone
que las tensiones turbulentas son proporcionales al gradiente de las veloci-
dades medias, '

R 2 ..
Tz'j = 2/,LT€2']' — g_Kéij (380)
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Que es la denominada hlpétesxs de Boussinesq [Wil93] [Sot97], doude k
es la energfa cinética de las ﬂuctuacxones definida como,

1—
T = oy
. l‘ - 2'”12?)1'

Si sustituimos la ecuacién (3.80) en (3.70) podemos escribir,

Ov; 9 (vv;) L Oeij  Op . :

pat +p amj 3 2(ILLT+;1,)8 +8'B = fi .(3.81)
% _ g
al'j

‘)7

donde se han eliminado las marcas sobre los valores promediados
y se ha incluido el término & en-la presion, por lo que no es necesaria su
determinacién.

Modelos de Turbulencia

Sobre la base de la modelizacién anterior del tensor de Reynolds, el problema
de incorporar los efectos de la turbulencia se reduce a encontrar la distribu-
cién de la viscosidad turbulenta p, que aparece en la ecuacién (3.80). Hay
que sefialar que esta no es una propiedad del fluido, sino que depende del
estado local de la turbulencia. Originalmente, el concepto de viscosidad tur-
bulenta surgié por analogfa entre el movimiento molecular y el movimiento
turbulento [Wil93] [Sot97]. Es interesante notar el parecido de la definicién
(3.80), con la presentada en el capitulo 1 para el tensor de tensiones del fluido
T;;. Esta analogfa lleva a considerar que los vértices turbulentos (turbulent
eddies) se comportan como particulas de fluido, que, como las moléculas,
colisionan e intercambian cantidad de movimiento. Dado que la viscosidad
molecular es proporcional a la velocidad media y al camino medio libre entre
moléculas, siguiendo la analogfa se puede postular que la viscosidad turbulen-
ta es proporcional a una velocidad caracteristica del movimiento fluctuante y
a una escala de longitud tipica de éste, la cual Prandtl [Pra25] bautiz6 como
longitud de mezcla. Esto puede escribirse como, :

Y- ~ (3.82)

Donde 1, es la velocidad caracteristica del movimiento fluctuante y I,
es la longitud de mezcla. '
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A los argumentos anteriores, base de la modelizacion (3.82), se le puede
objetar que los vértices turbulentos no son cuerpos rigidos y como tal no
tienen porqué comportarse como tales. Sin embargo, la experiencia demues-
tra que el modelo (3.82) funciona bien en la préctica.

A continuacién, se presentaran diferentes modelos de turbulencia, los
cuales; se diferencian en la manera de determinar v, y l,,. Estos serdn mod-
elos simples de los denominados de cero écuaciones [Sot97]. En principio
los modelos mds complicados de una y dos ecuaciones (ver [LRB*98] [Sot97]
[VCZ99]) debieran ser més exactos que los que se incluirdn aquf, que no
modelan, en su formulacién, ningtn efecto- de transporte de las cantidades
turbulentas!®. Sin embargo, el resultado de dos de los tltimos congresos
en los que se compararon resultados de andlisis CFD en buques no permite
apoyar esa suposicién. Incluso, las evidencias sugieren lo contrario [LB97]
[TOK98]. Esto puede ser debido a la gran dificultad de estabilizar las ecua-
ciones que modelizan el transporte convectivo de las variables turbulentas
[Sot97] [VCZ99] en las formulaciones més complejas, que puede dar lugar
a resultados imprevisibles. Esta complejidad es similar a la estudiada para
la ecuacién de conveccién difusién en el capitulo 2, y la técnica CF estd
disponible para solventar este aspecto. Frente a la complejidad de estos
modelos, los més simples son facilmente calibrados para tipos de problemas
especificos y permiten obtener muy buenas, y consistentes predicciones del
flujo [Wil93].

En virtud de las anteriores conclusiones y siguiendo los objetivos de este
trabajo presentados en la introduccién se creyé oportuno incluir modelos
turbulentos simples y robustos que permitieran obtener resultados suficien:
temente cercanos a los reales con un alto grado de fiabilidad. !

Modelo de Longitud de Mezcla El modelo de longitud de mezcla fue
el primer modelo de turbulencia propiamente dicho [Wil93]. Fue introducido
por Prandtl[Pra25] en 1925 y se basa en la denominada hipétesis de longitud
de mezcla de Prandtl. Este postuld que la velocidad caracteristica del mo-
vimiento fluctuante v, era proporcional al gradiente de la velocidad media
por la longitud de mezcla I,y '

UV = lm 251']'61‘]' (383)

La hipétesis anterior se basé en la observacién del flujo cortante (shear
flow), donde sélo hay una componente del gradiente de velocidad y sélo una
componente del tensor de Reynolds es importante {Sch69] [Wil93].

YEs decir, la turbulencia se disipa allf donde se genera. \
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De la relacién (3.83), y junto con la relacién (3.82), se puede obtener,

pr = Cply/2ei58i; - (3.84)

Donde C es la constante de proporcionalidad de (3.82).

La longitud de mezcla [, se puede considerar constante, aunque existen
férmulas de base experimental que permiten su determinacién. Si denomi-
namos y a la distancia a la superficie sélida, la férmula de Nikuradse [Sch69]
define,

In=1L [0.14 - 0.018 (1 - %)2 ~0.06 ( - %)4] | | (3.85)

Donde L es una distancia caracterfstica del problema. que en canales abier-
tos suele tomarse como la altura total del flujo. '

Como ya se ha mencionado, se han desarrollado diferentes formulaciones
para el cdlculo de l,. Una de las mds conocidas se debe a Baldwin & Lomax
(ver [LB97] [Sch69]). Este modelo propone calcular I, en la capa limite (Iy,),

como [Wil93],
. N |
L, = Ky <1 —e if) (3.86)

Donde y* es un valor adimensional®’ de la distancia a la pared y, y que se
definird posteriormente (3.94), en este mismo capitulo, con objeto del estudio
de la capa limite. AF es una constante que toma el valor AY = 26.

La anterior ecuacién (3.86) puede ser corregida, para tener en cuenta los
efectos de los gradientes de presién, en la siguiente forma, '

o +
lm; = Ky (1 - e'}f\T> (3.87):
o op ]2
+ oz
A = 26 |1+ ym’?}

Donde = debe entenderse como la direccién del flujo (y es la direccién
normal a la pared) y v, es la velocidad de friccién que se introducird poste-
riormente.

Wyt = ¥ donde vy =,/ 1’}', siendo 7, la tensién de corte en la pared.




3.4. El Ajg'q1'it1110 de Pasos Fraccionados Semi Implicito 113

En cambio, fuera de la capa limite, la viscosidad turbulenta estd dada
por, ' ’
pr = pCiCoFyy Fi; (3.88)

Donde,

Cy = 0.0168, C; =
Cw =025, Cic=0.3

o 2
’l]
azr
F Ww = = nun [ynlamE7laza CW ymam :l

Fo
Frae = % mazx (lm‘ /251-]-51.].)
Y

Fr = [1 +55 < Cre ﬂ
Ymaz

Donde Ymqe €s el valor de y donde la cantidad (l,m/25,~j£,-j) toma su
MAXIMO Y VUpmae €5 la méxima velocidad en la capa limite?!

Modelo de Smagorinsky El modelo de Smagorinsky es un caso sencillo
de los modelos tipo LES (Large Eddy Simulation). La base de estos modelos
es intentar modelar el movimiento de las escalas mds pequefias del problema
que no pueden ser capturadas por la malla de elementos finitos, mientras qué
el movumento de las escalas mayores de la tulbulencm se resuelve directa-
mente.

Este modelo propone que la viscosidad turbulenta depende del tamaiio
de la malla de la siguiente forma [Sma63],

Hp = Cph,e2 A/ 26,']'6{]' (389)

Donde C es una constante que debe ser del orden de C' =~ 0.01, y h® el
tamano del elemento en cuestién.

Aunque el modelo de Smagorinsky (3.89) se , basa en supuestos diferentes
que el de longitud de mezcla (3.84), los dos’com_uden si se toma [,,, = he.

21Aunqﬂe para flujo en cortante se suele tomar la diferencia entre la velocidad médxima
en la capa limite y la velocidad en el punto en el que la cantidad (lm NS j) toma su
nidximo. - .
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La Ley de Pared

Siguiendo con el modelo de longitud de mezcla, estudiaremos como se com-
porta el flujo en las cercanias de un contorno sélido. La figura 3.3 muestra
un tipico perfil de velocidades para una capa limite turbulenta. La cantidad
y*, como se definird después, es una distancia adimensional a la pared, al
igual que vt que representa el médulo de la velocidad adimensional. Desde
un punto de vista experimental, pueden distinguirse las tres regiones que
aparecen representadas en la figura 3.3. Estas son, una capa interna o subca-
pa viscosa, una capa externa y una capa de transicién entre ambas conocida
como capa logarftmica o en ocasiones también capa plenamente turbulenta
[Wil93]. Esta capa logarftmica se define por ser la zona suficientemente cer-
cana a la pared que los términos inerciales de las ecuaciones de Navier Stokes
pueden despreciarse y que a la vez estd lo suficientemente alejada de ella co-
mo para que se puedan despreciar las tensiones (moleculares) viscosas frente
a las de Reynolds. Esta regién se acepta que se encuentra en el intervalo
entre y* = 30 e y* = 100 (o incluso por encima, dependiendo del valor de

Por otra parte, se supone que en la zona mds cercana a la pared (subcapa
viscosa) la velocidad varfa linealmente con y* para después tender asint6ti-
camente hacia la variacién en capa logaritmica. La capa exterior se extiende :
hasta una distancia 6, que es la amplitud de la capa limite. El comportamien- "
to de la velocidad en esa zona es mucho més complicado de definir.

Estrictamente hablando la capa logaritmica no es sino una transicién
entre las capas interna y externa. Sin embargo, encontraremos, por la sim-
plicidad de las ecuaciones que la gobiernan que es muy ttil para simplificar
la simulacién de los fenémenos en la zona cercana a las paredes. -

Si consideramos una capa limite (bidimensional) con presién constante, el
flujo en situacién estacionaria estard gobernado por las siguientes ecuaciones
de la capa limite [Wil93], que pueden derivarse de la simplificacién de las
ecuaciones de Reynolds, ‘

ou du 9 [ Ou 4 _
pug + pz!% ~ % [u% + 'rlr_,} =0 | (3.90)
e
or = dy

Dado que en la zona de la capa logarftmica los términos convectivos son
despreciables, las ecuaciones 3.90 indican que la suma de las tensiones de
Reynolds y viscosas debe ser constante,
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Figura 3.3: Distribucién de velocidad tipica para una capa limite turbulenta.

au R 0’LL- . p
N'@ t TR <5§>P =Tp (3.91)

Donde el subfndice P indica "evaluado en la pared” y por lo tanto 7,
es la tensién de corte en la pared. Normalmente se denomina velocidad de

friccién al valor dado por v, = , /1/;‘1.
Como se indicé anteriormente, en la capa logaritmica las tensiones de
Reynolds son mucho mayores que las viscosas, y por lo tanto de acuerdo con

el modelo de longitud de mezcla,

,
12, (%) zj,rz‘ (3.92)

Si se supone que la longitud de mezcla [Wil93] estd dada por I, = Ky,
podemos integrar la ecuacién (3.92) inmediatamente, resultando,

ur Zin(y) +C (3.93)

K
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Donde si introducimos las siguientes cantidades adimensionales,

yt = L (3.94)

14
u
1

y las sustituimos en (3.93), obtenemos la forma mds conocida de la de-
nominada ley de pared. '

ut & %ln (y") +C © (3.95)

Donde x es conocida como constante de Kérmén y C es una constante’
adimensional, sus valores, para capas lfimite incompresibles sin gradientes de
presién significativos, pueden tomarse como [Wil93],

k-~ 041
C. =~ 50

Evidentemente, por los supuestos que se han hecho, la ley (3.95) sélo se
considera vélida?? entre y* =30 e y = 0.16. |

Sin embargo la ley (3.95) ha sido revisada en muchas ocasiones, con el
objetivo de extender su rango de validez, aqui consideraremos, la denommada
ley de pared de Reichardt [Wil93] [FKT99] siguiente,

. +
ut = 2.50n (1+ kyt) +7.8 (1 _eH - %6—0'33y+) (3.96)
El rango de validez de la- anteuol se sitia entre y* =0 ey = 0.16 (o
= 300). v
A partir de aqui, pueden cons1derarse otras muchas modificaciones de la
ley de pared (ver por ejemplo [Wil93]) pero por su simplicidad y su éptimo
comportamiento para simular flujos desprendidos [Wil93] [Sot97] (los cuales
violan las hipétesis de la ley de pared) cabe destacar la siguiente ley que
permite tener en cuenta los efectos de la rugosidad,

1 y+SR |
+ o~
ut ~ Eln < 100 ) + 8.4 (3.97)3

22para valores menores de yt se puede considerar mds exacta la relacién[Sot97) y* = ut. :
Aunque cabe sefialar que las dos leyes coinciden[GM98] para y* = 11.06.
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Siendo,

(50/k%)% sikf <25
SR = L+ s L.t |
100/k},  sikf>25

donde ki = ﬁ%”l, siendo kg la altura media de la rugosidad.

Las leyes de pared dadas en (3.95), (3.96) y (3.97) pueden utilizarse para
simplificar los célculos. Fijémonos en la figura 3.4, en ella podemos (a la
izquierda) ver la disposicién de los nodos de una malla de elementos finitos
cerca de una pared. Supongamos que los nodos A,B,C estédn dentro de la
zona descrita por las leyes de pared anteriores (en general y% < 100). Dado
que conocemos la forma de la solucién en la zona mds cercana a la pared
(esta dada por (3.95), (3.96) o (3.97)), podemos eliminar la parte de la malla
més proxima al contorno (nodos A y B de la figura 3.4), sustituyendo su
efecto por una condicién especial en el siguiente nodo de la malla (nodo C
de la izquierda de la figura 3.4). esta condicién de contorno especial es la
traccién dada por la ley de pared. -

Efectivamente, dado el par y , v, es posible gracias a (3.95), (3.96) y
(3.97) calcular v, y con &l 7, = pv2. Que es la componente de la traccién
tangehte' al contorno (en la direccién de la velocidad), que es constante en la
- zona mds cercana a la pared (nodos A,B,C en nuestro caso).

F ijénionos en la parte derecha de la figura 3.4, para poder describir de
manera breve el algoritmo para la implementacién de esta condicién de con-
torno. : '

1° Dado y, mover la pared una distancia y segun la normal (ver parte
derecha de la 3.4)

2° Resolver el problema de flujo nnpomendo en el nodo A, vn; =0
3° Calcular 7, a partir de |v4| dado y
4° Resolver el problema del flujo fluido imponiendo en el nodo A,

o =0, ngTi = Ty — 3 mi M T
5° Volver a 3°

' (3.98)

Por otra parte y dado que la distancia que abarca la zona interior y la
logarftmica de la capa limite (se puede considerar en torno a 0.1§) es en
general despreciable frente al tamafio de los elementos de la malla, podemos
despreciar el desplazamiento del contorno (paso 1°del algoritmo (3.98)) con
lo que la condicién de traccién puede imponerse directamente sobre el nodo
de contorno de la malla.
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Figura 3.4: Simplificacién del problema para la condicién de contorno para la
ley de pared.
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Una revisioén sobre las bondades y hnntamones de la Ley de Pared puede
encontraise en [BH]. '

3.5, Ejemplos

A continuacién se presentan algunos eJempIOS numencos de validacién del
algoritmo presentado.

3.5.1 Ejemplo 1

El primer ejemplo es el problema del flujo confinado en una cavidad (en in:
glés cavity flow). Esta es una prueba cldsica para evaluar el compor tamlento
de un algoritmo en la resolucién de flujos 1ncomp1e51b1es En este caso ex:
tenderemos el problema, que normalmente se estudla bidimensionalmente, al
espacio tridimensional. |

Un esquema del problema puede verse en la figura 3.5. Un fluido viscoso
estd confinado en una cavidad en forma de cubo de lado unidad. Todos los
lados!del cubo tienen prescrita la condicién de velocidad nula®, a excepcion
del superior, cuya prescripcién es velocidad unidad, y las caras delantera y
posterior, que tienen impuesta la condicién de velocidad normal nula. Se
impone la condicién de presién nula en una linea paralela al eje de simetrfa
del problema sobre la base del cubo (ver figura 3.5). '

Inicialmente, excepto en la cara superior, la velocidad se inicializa a cero.
A partir de ese momento inicial, la viscosidad transmite la cantidad de mo-
vimiento al interior de la cavidad. . '

Para los cédlculos se utilizé una malla de 9553 tetraedros lineales con 1970
nodos, cuyo contorno se muestra en la figura 3.6.

En las figuras 3.8, 3.7 y 3.9, se presentan diversos resultados obtenidos
para un R, unidad. Para un valor tan bajo de R, podemos suponer qué
los tér minos convectivos de las ecuaciones de Navier Stokes son despreciables
flente a los difusivos, por lo que este tipo de flujo es una buena prueba
para comprobar la estabilidad ante la restricciéon de incompresibilidad. Los
resultados comparan muy bien con los obtenidos por otros autores, mediante
otros, algoritmos numeéricos (ver [Cod92]). En la distribucién de la p1e51on
se observaron (ver figura 3.10) pequeias oscilaciones en su distribucién, que
sin duda pueden atribuirse a la grosera discretizacién del problema. ;'

ZIncluyendo las aristas laterales de la cara superior del cubo.
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Figura 3.5: Flujo en una cavidad. Definicién del problema.

Figura 3.6: Malla de cohtorno utilizada para el flujo en cavidad.
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Figur? 3.8: Contornos de velocidad, sobre un corte diametral, del flujo en una
cavidad (componente horizontal a la izquierda y vertical a la derecha).
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——— Componente 0x

—E- Componente Oy

Figura 3.9: Distribucién de velocidad {componentes 0x y Oy) sobre l;a linea media

horizontal del plano diametral en el flujo en una cavidad. |
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Figura 3.10: Distribucién de la presion la linea media horizontal del plano dia-
metral en el flujo en una cavidad.
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Figura 3.11: Definicién geométrica del problema del andlisis de un perfil NACA
0012.

3.5.2 Ejemplo 2

A continuacién se presentan diferentes resultados del anédlisis de un perfil
NACA 0012 a diferentes dngulos de ataque (entre 0%y 15°). Para su analisis
se han resuelto las ecuaciones de Euler (R, — oo, p = 1.01Kg/m3 y u = 0)
y de Navier Stokes (R, = 10%, p = 1.01Kg/m?® y p = 0.00001Kg.m™1.s71)
en diferentes casos. En todos los casos la velocidad de entrada en el dominio
se tomé ve = 10m/s. En el resto de las caras del dominio se prescribié a
cero la velocidad normal a la superficie, a excepcién de la cara opuesta a la
de entrada donde se dejé el contorno libre. Un resumen de los resultados
obtenidos se muestra a continuacién. Estos resultados se han comparado con
los experimentales disponibles en [AD59]. Una definicién tipo del problema
se muestra ‘en la figura 3.11. En los anédlisis se utilizaron mallas entre los
35.000 y los 160.000 elementos (tetraedros lineales). Un ejemplo de las mallas
utilizadas puede verse en la figura 3.12.

En la figura 3.13 se muestra la distribucién del coeficiente v2/v2, sobre
el perfil en un corte diametral de la malla. Estos resultados se comparan
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Figura 3.12: Malla tipo utilizada en el analisis del perfil NACA 0012.
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con datos experimentales, pudiéndose apreciar la buena correspondencia en-
tre ambos. Esta buena correspondencia con los resultados experimentales,
en cuanto a la distribucién del coeficiente v2/v2 se pudo apreciar en los
diferentes dngulos de ataque analizados. En la figura 3.14 se presenta la
distribucién de presién sobre el perfil en el caso del dngulo de ataque de 5°.
En este mismo caso se muestra la distribucién de vectores de velocidad en la
figura 3.15. -

En la figura 3.16 se muestra la distribucién de velocidad (componente
segin Oz) en el caso de R, = 10°. En los ejemplos corridos con p # 0, se im-
puso sobre el contorno la traccién dada porla ley de pared logaritmica. No se
us6 ningin modelo de turbulencia, con la intencién de probar las capacidades
de esta condicién de contorno en flujos lam’inares”‘. Como se puede apreciar

-en la figura 3.17, los resultados del coeficiente de empuje obtenidos en este

caso concuerdan bastante bien con los datos experimentales. Sin embargo,
las diferencias apreciadas, que también se encontraron en el caso de u = 0,
son significativas. En los andlisis detenidos de la solucién, se observé que la
velocidad trasversal al eje del perfil, tomaba valores que llegaban a valores
en torno al 5% de la velocidad de entrada. Este fendmeno se debe a imper-
fecciones de la malla en la zona donde la curvatura del perfil es importante,
que pueden provocar las diferencias observadas con los datos experimentales.
Sin embargo, cabe insistir en el hecho significativo de que las diferencias pun-
tuales de las variables calculadas, con los datos experimentales, son minimas
en todos los casos analizados (ver figura 3.13).

3.5.3 Ejemplo 3

Por 1ltimo, presentamos el ejemplo cldsico del andlisis del flujo ante un es-
calén inverso (en inglés backwards facing step). Este ejemplo ha sido anal-
izado para R, = 7-10* (p = 1000Kg/m?® y p = 0.0071Kg.m~t.s71). En
este caso los resultados numéricos obtenidos pueden ser comparados con los
experimentales disponibles en [KKJ80).

La geometria del problema se ha representado esquemédticamente en la
figura 3.18. En la entrada de canal (de dimensiones 2m x 0.5m se prescribe
la componente Oz de la velocidad a 1m/s, haciendo nulas el resto de las
componentes. En la superficie de salida se dejé el flujo libre. Las superficies
laterales se consideran planos de simetria y sobre ellas se anula la componente
de la velocidad segin Oz. El resto de superficies tienen impuesta la traccién
dada por la ley de pared extendida. '

24En los dngulos de ataque analizados el flujo no tiene fenémenos importantes de de:
“sprendimiento, por lo que la aproximacién laminar parece légica.
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Figura 3.13: Comparacién de los valores experimentales y numéricos de la dis-
tribucién de v2/v2, en el perfil NACA 0012 con un dngulo de ataque de 0°.

Figura 3.14: Distribucién de presién en torno al perfil NACA 0012 (dngulo de
ataque 5°, R, — 00). E '
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Figura 3.15: Vectores de velocidad sobre el perfil NACA 0012 (4ngulo de ataque
5°, u=0). ' .

Figura 3.16: Distribucién de presién en tor‘vn(_)' al perfil NACA 0012 (dngulo de
ataque 5°, R, = 10°).
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Figura 3.17: Comparacién de los resultados numéricos y experimentales de em-
puje dindmico obtenidos en el andlisis del perfil NACA 0012 (R,, — o0).

2w

Figura 3.18: Geometria utilizada en el andlisis del flujo ante un escalén.
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Figura 3.19: Malla de contorno utilizada en el anélisis del flujo sobre un escalén.

La malla utilizada en los célculos, que se presenta en la figura 3.19, consta.
de 13428 nodos y 49241 tetraedros lineales.

Los resultados experimentales, muestran, que en este caso el flujo turbu-
lento estd plenamente desarrollado, por lo cual, este problema es un buen
test para probar la validez del método presentado en este tipo de flujos. El
modelo de turbulencia utilizado en este caso es el de Smagorinsky:.

A continuacién se muestran diversos resultados gréficos de la solucién
obtenida. En primer lugar, en la figura 3.20 se muestran los contornos de la
componente de velocidad segiin Oz. En esta figura puede observarse clara-
mente la recirculacién que se produce tras el escalén. De la misma manera,
en la figura 3.21 se presenta el trazado de lineas de corriente a valores de
la coordenada y. En el detalle que se incluye en la misma figura 3.21 se
aprecia claramente el vértice formado tras el escalén. Es importante notar la
importancia de los efectos tridimensionales en este caso. En las referencias
[Sot97] y [VCZ97] se hace mencién a la importancia de estos efectos, como
posible causa de la disparidad entre los resultados numéricos obtenidos y los
experimentales disponibles en [KKJ80].

Por dltimo, en la figura 3.22 se muestran diversos resultados en un corte
diametral de la malla. Un anélisis de estos resultados permite estimar la lon-
gitud del vortice en torno a 3.2m. Mientras que los resultados experimentales
dan un valor en torno a 3.5 & 0.5m, con loly_cual se puede considerar que el
cdlculo numeérico predice apreciablemente bien la formacién de este vértice.
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Figura 3.20: Distribucién de 15 c'omponente Oz de la velocidad en el andlisis del
flujo ante un escalén. ' :

Figura 3.21: Trazado de lineas de corriente del flujo ante un escalén. Se incluye
detalle de la recirculacion en la zona cercana al escalén. '
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Figura 3.22: Detalle del resultado sobre el plano’ diametral del andlisis del flujo
ante un escalén. '
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3.6 Conclusiones

En este capitulo se ha aplicado el método de cilculo finitesimal para la-estabi-
lizacién de las ecuaciones de Navier Stokes incompresibles. Adicionalmente se
ha presentado el algoritmo de pasos fraccionados semi implicito como esque-
ma de integracién temporal de las mismas. La aplicacién de esta metodologfa
es original de este trabajo y se complementa con la incorporacién de la condi-
cién de superficie libre presentada en el capftulo anterior. Por otra parte, se
han presentado las ventajas de la metodologia desarrollada para la solucién
del problema planteado.

Se han definido ademds los pardmetros de estabilizacién aplicables a las
ecuaciones de Navier Stokes, a partir de los criterios presentados en el capitulo
2. o .

Ademads, se han extendido los conceptos mencionados para la resolucién
de las ecuaciones de Reynolds. Para ello se han introducido los conceptos
bésicos de la turbulencia y se han presentado diferentes modelos. Por dltimo
se ha presentado la condicién de contorno basada en denominada ley de
pared, para su aplicacién en flujos con elevados valores de R,,.

En los ejemplos numéricos presentados se han probado las capacidades
del método y sus propiedades de éstabilizacién en diferentes problemas.






