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Apéndice A

Los Métodos de Elementos de
Contorno

Se presentardn a continuacién los pilares tedricos que sustentan los deno-
minados métodos de elementos de contorno o de singularidades. Este tipo
de c6digos son, hoy en dia, practicamente los tinicos utilizados en el diseno
asistido por técnicas CFD en ingenierfa naval.

En primer lugar veremos sucintamente cémo funciona una herramienta de
este tipo. En la figura A.1 se muestra un esquema bésico de funcionamiento.

El mencionado esquema se refiere a un algoritmo genérico de solucién
de las ecuaciones de flujo potencial con un contorno de superficie libre. Este
problema es en general no lineal, por la imposicién de la condicién de contorno
de la superficie libre, por lo que deberd resolverse iterativamente hasta la
convergencia.

La base de todo el algoritmo es el planteannento discreto del problema,
pero este punto se tratard con més detalle en el siguiente apartado. En
primer lugar plantearemos las ecuaciones que goviernan el movimiento de un
fluido, supuesto estacionario, incompresible e irrotacional. Si se define un
sistema de coordenadas cartesiano, con su origen en la proa del buque, sobre
la superficie libre no perturbada, yendo el eje Ox aguas arriba (paralelo a
Voo, Velocidad no perturbada), y el eje Oz vertical y hacia arriba, con las
condiciones se puede definir una funcién potenual de velocidades ¢ de la
forma:

v(x) = -Vo (A1)

Este potencial debe satisfacer la ecuacién de contlnuldad de masa (ver
capitulo 1) y por lo tanto:
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Preproceso:
Discretizacién de 1a
v —
Px:t;lg:;ﬁe sﬂf o Ensamblado de 1a
superficie libre matriz del sistema
Resoluci6n del sistema
(lineal)
Calculo de las
velocidades en la
superficie libre
Célculo de 1as lineas de
corriente en la
superficie libre
Problema de flujo
potencial con Embh® dela
superficie libre matriz del sistema
Resolucién del sistema
(lineal)
Calculo de las
velocidades en la
superficie libre
Actualiyzigén del
dominio fluide (si
procede)
Comprobacién de la
convergencia (si
procede)
Postproceso:
Anélisis de los
resultados

Figura A.1: Esquema general de funcionamiento de un cédigo de elementos de

contorno con superficie libre.
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V.v=0=Vi%=0 (A.2)

En general, los métodos de singularidades describen el potencial de ve-
locidad como suma de un potencial en el infinito mds una perturbacion.

¢=doo+bp (A.3)

evidentemente se puede escribir que:

El término de perturbacién tiene forma de expansién de singularidades
(fuentes de potencial). Estas singularidades se distribuyen de manera conve-
niente sobre el dominio, como se verd en ld resolucién por el método de Hess
y Smith.-

Sobre esta forma del potencial se imponen las condiciones de contorno
en velocidad. Estas condiciones se resumen en obligar a que las superficies
discretas del casco y la mar sean superficies de corriente o lo que es lo mismo,
impenetrables (velocidad normal a la superficie nula). Estas condiciones
desde el punto de vista numérico obligan a calcular la derivada normal a las
superficies y se pueden escribir como:

[%ﬂ = 0 (A.5)

Siendo n el vector normal a la superficie en cuestién. Esta condicién se
impone en puntos concretos de las superficies. Es decir, el problema discreto
considera el buque definido por una serie de puntos en los que se imponen
las condiciones de contorno.

La ecuacién (A.5) es funcién de las intensidades de las singularidades
distribuidas en el dominio, lo cual plantea un sistema de ecuaciones lineales,
cuyas incégnitas son las intensidades de las fuentes (por necesidades obvias
de resolubilidad iguales en ntimero a las condiciones de contorno).

Como primer paso para la resolucién de problema, se parte de una super-
ficie libre plana (ver figura A.1) y se resuelve el problema, permitiendo asf
calcular las lineas de corriente sobre esta primera aproximacion de la super-
ficie libre. Estas lineas de corriente son necesarias en general para la adicién
sobre las condiciones de contorno de la superficie libre de una difusién que
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permita la eliminacién de las ondas propagadas aguas arriba por el fluido
(fenémeno no fisico que aparece en el proceso de discretizacion). '

Adicionalmente en la figura (A.1) se incluye la posibilidad de actualizar de
nuevo las discretizaciones de los contornos méviles del problema (superficie
del mar y casco) permitiendo una aproximacién maés real del problema.

A.0.8 METODO DE HESS Y SMITH

Como ya se ha comentado, la base. de todo el algoritmo es el planteamiento
discreto del problema. Aunque existen diferentes alternativas para esta dis-
cretizacion (ver por ejemplo [LM] [GSP98]) en este apartado nos centraremos
en el sin duda més conocido de ellos el método de Hess y Smith [HS64b)
[HS64a).

Consideremos la carena del buque definida por una serie de escamas
planas (cuadriléteros en este caso) con una distribucién homogénea de fuentes
de potencial, de intensidad unidad. Estas fuentes generan una velocidad
(ul,»!,w') en un punto genérico del espacio (z,y, z) dada por:

?’“’w
i (3,y,2) = qu // x—¢ df dn

o (z,y,2) = - a(b // ly=mdS-dn ndé dn | (AG)

Ay
o = B [[

Las anteriores expresiones est'é.jn dadas tomando un sistema. de ejes locales
(€,7m) en el cuadrildtero. El origen de este sistema de coordenadas locales es
el punto nulo de la fuente. El eje z es el que define la normal pasando por
ese origen, con el sentido positivo. hacia fuera del cuerpo. Los ejes x e y se
sitian sobre el plano del cuadrildtero, ortogonales entre sf, y se colocan de
tal modo que €l eje x estd en la direccién del vector que une los vértices 1
y 3, y el eje y se coloca perpendicularmente a éste (ver figura A.2). Se ha

llamado r[(z,v, 2), (£,7,0)] = \/(7 — &%+ (y—n)?+2%y S ala superficie
de la carena. o

Las integrales tienen expresiones analiticas que aparecen descritas de mo-
do detallado en las referencias [HS64b] [HS64a), pero adn asf. su célculo es
complejo. De todos modos, las expresiones completas de la velocidad resulta-
do de resolver estas integrales sélo se usan cuando el punto donde calculamos
la velocidad esté cerca del panel, dado que su complejidad motiva un coste en

tiempo de procesamiento muy alto. La magnitud que define la cercanfa o no -
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Figura A.2: Sistema de ejes locales en cada cuadrildtero.

es una de las dimensiones del panel. Se elige como dimensién caracterfstica
del panel su diagonal mayor (D). Se utilizan tres expresiones diferentes para
el célculo de la velocidad: la exacta (A.6), una simplificacién sustituyendo la
densidad uniforme por un cuadripolo, y una simplificacién atin mayor susti-
tuyendo la densidad uniforme por una sola fuente El criterio para elegir una
u otra expresion es el siguiente:

r<245-D formuléciones exactas
245-D <r<40-D expansién por un cuadripolo

r>4.0-D expansién con un sélo polo

Si imponemos la condicién (A.5) en m puntos concretos del casco, y en
particular sobre los m puntos nulos de los cuadrildteros (es decir, consider-
amos al buque definido por una serie de puntos en los que se imponen las
condiciones de contorno), la ecuacién (A.5) plantea un sistema lineal dado
por las m ecuaciones siguientes, cuyas m mcégmtas son las densidades de las
distribuciones en los cuadrildteros.

[%} =0= Voot 2 Vi(3;,05,2)| n=0 1<j<m (A7)

donde (z;,y;, z;)son los m puntos nulos de las m escamas planas definidas,
v; las velocidades inducidas por estas escamas (definidas a partir de la ecua-
cién (A.6)) y n la normal a la escama en su punto nulo.

Dado que la formulacién de las v;, de esta manera definidas es lineal
en las incégnitas, s; (intensidades de fuente en los paneles), estas ecuaciones
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representan un sistema lineal de m ecuaciones con m incégnitas. Este sistema .

se puede escribir a partir de (A.6) y (A.7) como:

m u? ‘(l’C,?J»Z) ’ .
Voot O 8¢ vl(a,y,2) m=0 1<j<m  (AS8)
‘ wl (“1:?’(7z) . '

Una vez resuelto este las velocidades en cualquier punto pueden ser cal-

culadas de la misma manera que las inducidas en los paneles (A.6).

A.0.9 LA CONDICION DE SUPERFICIE LIBRE

Aungue en el capitulo 2 se ha hecho una extensa discusién de los métodos

disponibles para imponer la condicién de superficie, con el objeto de comple- . !

tar este apéndice, se incluyen aquf unas lineas bésicas sobre este aspecto.
La condicién cinemdtica de supe1ﬁc1e libre en funcién del potenc1al de
velocidades, puede escribirse como- [PM77]:

¢a‘%+¢y$_¢z=0

Es posible derivar una condicién de superficie libre dindmica a partir de la

continuidad de las tensiones sobre la interfaz. Pero, en el flujo potencial, esta
condicién degenera a la simple imposicién de que la presidon debe ser la at-
mosférica en en la superficie, y sin pérdida de generalidad esta presién puede
ser tomada como nula. Si despreciamos la tensién superficial y aplicamos la
ecuacién de Bernuilli, podemos escribir,

9B+ = (¢ + g+ R —vE) =0 (A10)

Donde g es la aceleracién de la gravedad.
A las anteriores, en el caso del flujo potencial, hay que anadir la llamada
condicién de radiacién, que elimina la simetrfa del problema, imponiendo la

evidencia fisica de que las olas generadas por el buque no se trasmiten aguas-

arriba. Esta condicién puede expresarse matematicamente como [D'E97],

lim V¢ =vg | - (A11)

T— 00

o5 9B . ho)
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Esta condicién es forzada numéricamente en la mayorfa de los cédigos,
existiendo muchas variantes para ello. |

Como puede apreciarse, las condiciones de superficie libre son no lineales
y deben imponerse sobre una superficie inicialmente desconocida. Esto se ha
llevado a cabo tradicionalmente usando esquemas basados en la suposicién
de que la perturbacién producida en la superficie libre es pequena. A partir
de esta suposicion es sencillo linealizar las ecuaciones anteriores o desarrollar
esquemas iterativos de resolucién, tal y como se ha expuesto en el capitulo 2
de este trabajo. Se puede encontrar amplia informacién sobre este particualr
en [LRB*98] [Rav06] [Rav92] [Daw77].
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Apéndice B

El Método de Galerkin
Aplicado a la Ecuacién de
Conveccion Difusién

A continuacién, trataremos de resolver la siguiente ecuacién unidimensional,
utilizando el método de los elementos finitos mediante la formulacién cldsica
de Galerkin,

=0 en O<z<! (B.1)
©(0) = . ¢()=¢,
La forma débil de la ecuacién (B.1) puede obtenerse multiplicando por

una funcién de test 1(z) (con ¥%(0) = ¥(l) = 0) e integrando,

body “he d?p

Integrando por partes el segundo término de (B.2), se obtiene la forma
débil clasica de la ecuacién (B.1),

L dyp ‘h dzb"dw
2 L Xy = 3
/0 7¢d:c de +/ 2 dx dx d% 0 (B-3)

Considerando funciones de forma v,(x) lineales y aproximando la funcion

_ 2
@(z), en la forma clésica ¢(z) = ¢(z) = > ¥p(z;), podemos construir
) i=1
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. . > y dip.
de manera sencilla las matrices elementales. Llamando K;; = [J ~yv,bieg;’da: +

U dyp; 4oy . : . ..
03 = dx, se tiene que, para el elemento I de nodos 1, j

1{112—%‘*‘%

1{122‘%—'% v -1 1 111 -1 Pi .
- ’ = 1= — |

Ky =-3- % 21 -11 + 21 -11 ®;

K22=-'21+-% - .

Ensamblando las matrices elementales el sistema queda de la forma si-
guiente, ‘ '

0 0 077 -
w0 1 0 0 0 || ¢
ylo =10 1 00 ||
2000 -10 10| |@y,!|"
00 0 =10 Gira
00 0 0 1L
[ 0 0 0 07[.. ]
w2 =10 0 0 ||@,
110 =12 —-10 0 ]e
2100 -12 -10 A
000 0 -12 .|| ous
00 0 0 1L

Como puede apreciarse, las ecuacion centrales quedan como sigue:

o Pie1
W[-101]+[-12 ~-1]]|e |=0
- Pit1
De donde, operando,
(1= Nprs =20+ (147 =0 con i=1,N-1 = (B4

Como puede comprobarse, €l mismo resultado habriamos obtenido si en
vez del método de los elementos finitos hubiéramos usado diferencias finitas
con un esquema centrado, donde. - :
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dp| Pl — Qi1 =
[dm]i ~ 2h . (B-5)
dQ_‘P ~ Pit1 T 20; + iy

dz? |, h?

Sustituyendo lo anterior (B.5) en (B.1) sé tiene,

i1 —Pin  hoi — 20+ ’

Que,-como querfamos demostrar, coincide con (B.4).

Bsta ecuacién puede resolverse como sigué. Su ecuacién caracteristica es
(1—=9)A2=2X+(14+~) = 0 cuyas raices son, A = L y A = %‘_L—:’T% (para v # 1),
por lo que la solucién genérica de (B.4) puede escribirse como,

0. = C1 +Cy [8:;] (B.7)

Los valores de las constantes C; y Cy, deben determinarse a partir de
las condiciones de contorno, pero por la forma de la solucién (B.7) ya puede
advertirse que habrd oscilaciones debidas al cambio de signo del segundo
término para valores de |y| > 1.

Si imponemos como condiciones de contorno ¢ (0) =0, ¢ (1) =1 la forma
de la solucién serd,

o = ___1_]_N {1 - {“ ”)H (B.8)

1At
1 [(1—7)

Senalar que para v = 1, la ecuacién (1 — 7)A* — 2) + (1 +v) = 0 queda
como —2\ + 2 = 0 cuya raiz es A = 1, con lo que la solucién es ahora,

‘PizCl-_

que, ‘evi_dentemente, no es compatible con las condiciones de contorno
¢ (0) =0, 9 () =1. |

En las graficas a) y d) de la figura B.1 se ha representado la solucién de
(B.8) en funcién del pardmetro . En ella se puede apreciar claramente la
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8

[ \ iy 1\‘}\\\;}\‘&.&\"

Figura B.1: Solucién de la ecuacién unidimensional de conveccién difusién me-
diante el método de Galerkin. En las graficas a) y d) se ha representado ¢; en
funcién del pardmetro . En las graficas b) y ¢) se presentan las zonas estables e
inestables, respectivamente, de la solucién. '
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Figura B.2: Error cometido en la solucion de la ecuacién unidimensional de
conveccién difusion mediante el método de Galerkin.

aparicién de oscilaciones en la solucién para valores de |y| > 1. (ver graficas
b), ¢) y d) de la figura B.1).

Dado que, en este caso, existe solucién analitica de la ecuacién (B.1),
dada por, -

1-— eg'zi
p(z) = vy — (wo — ¥l) T (B.9)

— e h

podemos comparar las soluciones analitica y numérica (con el método
cldsico de Galerkin) para ¢ (0) =0, ¢ (I) = 1.
A continuacién se presentan curvas del error de la solucién numeérica,

1—e R (1+7)Y
e, y)=||l—0>r| - ——————— |1 = | —— B.10
() 1—6% 1 — [(IM)]N [(1—')’) ( )
(1—‘1')_

para unos valores de los pardmetros geométricos de { = 10 y h = 1
(N =0, 10). En ellas se puede apreciar como crecen las oscilaciones asociadas
a la inestabilidad de las soluciones numéricas de la ecuacién de conveccién-
difusién, al aumentar el valor de |y|. El error de la solucién numeérica, dado
por (B.10) se ha representado en la figura B.2.
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Apéndice C

Ecuacién de Conveccién
Difusion que Resuelve el
Método de Galerkin

Como se ha visto en el apéndice B, la formulacién cldsica de Galerkin (y
como puede comprobarse facilmente, otros métodos cldsicos de resolucién de
ecuaciones diferenciales, como por ejemplo el método de las diferencias finitas
centradas) aplicada a la ecuacién de conveccion difusién siguiente,

Yo T S e'n:_"0.<x < (C.1)

da como resultado la siguiente ecuacion en diferencias (ver Apéndice B),

(1- ;7)<P(flfi+1) —2p(z;) + (v + (i) = 0 con i=1,N-1 (C.2)

Cuando el intervalo [0,] es dividido en N elementos iguales, siendo 0 =
To < 71 < Ty < ... < zy = [l donde, evidentemente, Z,y1 — Tm = h
(m=0,N-1).

Si desarrollamos en serie de Taylor la funcién incégnita (z) en torno al
punto z;, tendremos,

olz)= > o (afi)u | (C3)

dx

Donde ™ (z) = %22 Sj ademds, el radio de convergencia de la serie es
mayor que h, podemos escribir, :

251
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.00 ) AL '
plaw) = % @)y (C4)
oo S hl'n.
olzis) = 3 (=1)""(zi)—
n=0 n:

- n,,n) h" b n) h”
> (D))= + X oW (@) + (C.5)
n=1 .o ’n'! n=1 77!
- n .n).‘ h" d n) h"
+7 ZO (—1) ¥ ( ~1)_' - X—:O (mz)_' ={
h211 oo h2n—1
) 2n) ; - 2n—1) _

Dado que la ecuacién original (C.1), cumple,

dy_wdp _ dp [0 oo
de? = hdx  dz» | h dz? o :

Sustituiremos la anterior relacién en (C.5) con el fin de calcular el error

cometido en el cumplimiento de (C.1). Esto resulta en,

'
]
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dz(P(Clli) ) 2y n-2 p2n © 2y n-3 p2n-1
— +
n=2 h (

2n — 1)!

T h 2 dng(ﬂii) 00 [27]217. : 00 [ ]2 n—1
» {—] dz? nz=:o (27") n; (271 - 1)! -1
+/7,2 d?so(g;,,j) ; dp(z;) -

2 da? L dx

Si consideramos los siguientes desarrollos en serie de Taylor,

sinh(z) = i = (C.8)

cosh(z) = ioj 51 (C.9)

- [cosh(2y) - sinh(2y) — 1] +

h? d*p(z;) dio(;)
C T T2 vh- T 0 (C.10)
dp(:) {h h . d*p(2:) _

— > 2’\ — / N L —
v P + o [cosh(27) — §znf§(27) 1] T

Es decir la discretizacién (C.2) resuelve de forma exactal la ecuacién,

1Exacta en los nodos x; de la particién.
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4.0
3.5
3.0 -
2.5
X 2.0
1.5 -
1.0 4
0.5 -

0.0 1 T i T T i T T .
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 Y1.25 150 1.75 2.00 2.25

Figura C.1: Gréfica de la variacién de la funcién K con 7.

do(z;) ~ h . d2p(z o '
V—d.(a?‘i(l"j‘)“d—if’)ﬂ ~(c)
Con K = —g5 [cosh(27) — 7 sinh(2y) ~ 1], cuya variacién puede apre-

ciarse en la figura (C.1),

Como puede apreciarse, para valores de vy > 1.3657 el valor  obtenido
de K es mayor que 1, con lo que, en esa situacién la ecuacién que se esté
resolviendo tiene una difusién total negativa.

Estas consideraciones ayudan a entender el cardcter inestable de la solu-
cién mediante el método de Galerkin de la ecuacién de conveccién difusion.



Apéndice D

Estﬂdio de la EcuaCién
Unidimensional Modificada de
Conveccmn leusmn

En este caso repetiremos la demostracién hecha en el apéndice D, pero en
este caso aplicada a la resolucién de la ecuacuﬁn unidimensional modificada
de conveccién difusién siguiente,

do h N .

4

l‘)
p(0) = 990, e(l) =y
(

La forma débil de la ecuacién (D.1) puede obtenerse multiplicando por
una funcién de test ¥(z) (con ¥(0) = ¥(l) = 0) e integrando, :

! Ly o 12 :
/ s = [ 50+ anpThd =0 (D2)
\ )

Integ1 ando por partes el segundo telnuno de (D.2), se obtiene la forma
débil clasica de la ecuacién (D.1),

"] ! -
do h L dyde
/ ’Y¢Edm+/ §(l+a7) T dmdl =0 | (D.3)
Considerando func1ones de forma ;(z) hneales y aproximando la funcién

@(z), en la forma clésica ¢(z) = ¢(z) = Z w,o(x;), podemos construir
. C =1

255
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de manera sencilla las matrices elementales. Llamando Kj; = fo ’yw, dz’ —idx +
/
2(1+ay) S & —idm se tiene que, para el elemento I de nodos 1, j

Kn=-1+5;(1+a)
Kp=%-3(1+ay)
Kn=-1-3(1+ay)
K22?%f%(1+a7)
Sty -1 1 Qtay)  —(+ay) ®; |
21 -11 2 -—_(1 +ay) (1+ay) ®;
Ensamblando las matrices elementales el sistema queda de la f01ma si-
guiente, '
[ 0 0 0 0 /[.. T
. 01 0 00 Vi1
Y0 -10 1 00 ®; +
0 0 0 -10 )
00 0 0 1L
i 0 0 0 o717[.. T
2 -10 0 0 Pi-1 ,
1 0o -12 ~-10 0 0, _
ta+enN g o7 19 1o o | 0
00 0 0 .. . j ]

Como puede apreciarse, las ecuacién centrales quedan como sigue:

: Pi
Y[-1 0 1]+(Q+ay)[~1 2 ~1]] w,-,l =0
o Pit1

De donde, operando,

1+ (e = 1))e(@u) = 2(1 + av)e(z:) + 1+ (1 + a))p(zi1) =0 (D4)
con 1=1,N—-1 '
Como puede comprobarse, el mismo resultado habriamos obtenido si en

vez del método de los elementos finitos hubiéramos usado dlfelencms finitas
con un esquema centrado, donde.
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de Pir1 ~ Pi1 =
[dm]i ~ 2 (D-5)
d’p ~ Pit1” 20 + @i
da? |, h?

Sustituyendo lo anterior (D.5) en (D.1) se tiene,

Pip1— i D Vik1 — 20, + 0,
Figl — -1 Do,
T on 5L +a) 02

=0 (D.6)

Que, como querfamos demostrar, coincide con (D.4).

Esta ecuacién puede resolverse como sigue. Su ecuacién caracteristica es
(1+9(a=1)A*=2(1 4+ ay)A + (1 + (1 +a)) = 0 cuyas raices son, A =1y
A= %9&% (para 1+ ay =y # 0), por lo que la solucién genérica de (D.4)
puede escribirse como,

1+a7+7y (D.7)

@; =C1+Cy [1+a7_7

Comparando con la solucién obtenida en el Apéndice B para la ecuacion
conveccién difusién tipica, en este caso tanto el numerador como el denom-
inador del segundo término de (D.7) se hayan corregidos por un valor avy.
Esto nos permite, por ejemplo, imponer como condicién para la determi-
nacién de «, que el cociente del segundo término de (D.7) no cambie de
signo (sg(1 + ay +7) = sg(1 + ay —7)). De esta forma,

Denominador Numemdor. ~ Condicién
+ a>1-1% a>-1-2 = a>1-7
— _1 e 1 1 e -1 — 1

o<l 5 a< —1 ¥ = a< -1 5

Pues los valores criticos (valores mdximo y minimo del intervalo para
el que aparecen oscilaciones) son @ = 1 = 1, a = —1 — =. Una gréfica
comparativa de las curvas @ = 1 — = y @ = —1 — = se presenta en la figura
D.4. Cabe senalar que estos valores han sido obtenidos imponiendo sélo la
condicién de que el segundo término de (D.7) no cambie de signo, ninguna
otra condicién ha sido impuesta sobre la solucién, por lo que su forma no
tiene, en principio, que parecerse a la solucién analitica de la ecuacién de
conveccion difusién original dada por (ver apéndice B):
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1-— ezz,i
©() = g — (g — 1) T (D.8)
—eh )

Si imponemos como cond1c1one'§ de contorno ¢ (0) = 0, ¢ (1) = 1 la forma
de la solucién ser4, :

: 1-— eg%‘:‘: '
o) = | (09)
Del mismo modo los valores de las constantes C; y Cs en (D.7), deben
y )
determinarse a partir de las condiciones de contorno. Si imponemos como
condiciones de contorno, al igual que en el caso anterior, ¢ (0) =0, ¢ (1) = 1,
la forma de la solucién ser, '

B 1 C[l+oav+1] '.(DlO)"
Vi 1 1+ay+y N l+oay—7 ' -
- 1+ay—j

En los gréficos a) y b) de la ﬁgula D.1 se ha representado la solucién de la
funcién (D.10) para oo = 1.01 -1 5. (se hace notar que la solucién (D.7)-(D.10)
es singular para el valor cntlco a. =1-— ;) Como puede apreciarse en la
figura D.1, la solucién para v < 0.no se parece nada a la esperable.- Se han
incluido también (gréficos ¢) y d) de la figura D.1) representaciones del error
cometido en la aproximacion utilizando la solucién analitica de la ecuac16n
original (D.9). Este error estd dado por,

] — e 1 14+ ay+ 1 3
E(zi,7) = S 1 (— 17
(#7) <1~egﬂ‘l> 1— {1+a1+1]N [ [1“"0’7‘7]

14-ay—v

(a1

En los gréficos a) y b) de la figura D.2 se ha representado la solucién de la |
funcién (D.10) para a = —1.01— % (se hace notar que la solucién (D.7)-(D.8)
esta indefinida en zy = 0 para el valor critico a, = -1 — —) Como puede .
apreciarse, en este caso a la inversa del anterior) la solucién para v > 0 no se
parece nada a la esperable. Se han incluido también (gréficos c) y d) de la
figura D.1) representaciones del error cometido en la aproximacion utlhzando )
la solucién analitica de la ecuacién original (D.9). _ ,
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b ]
iy
.
o5 m .‘
2 ‘l \\\\. 100
fi¥ ‘__P‘g_‘_é‘.““.“ L
X, 2

Figura D.2: Solucién de la ecuacion de conveccion difusién modificada con o =
-1.01 —;1; (graficos a) y b)). En los graficos c) y d) se representa el error cometido
en la aproximacién utilizando la solucién analitica de la ecuacién original.
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Figura D.3: Solucién de la ecuacién de conveccion difusiéon modificada con a =
1
cot =.
otgh(y) — 5

Por 1ltimo se incluyen en la figura D.3 gréficos de la solucién de la fun-
cién (D.10) para el valor éptimo o = cotgh(y) — %, obtenido en el apéndice
E. En estas gréficas se puede comprobar que; como era esperable, la solucién
numérica es nodalmente exacta (en las evaluaciones numéricas el error max-
imo que.se apreci6 era del orden de 107'°). Por otra parte, en la figura D.4
se han representado las curvas de los valores criticos y éptimo de a.
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Figura D.4: Compara.ciéﬁ de las curvas de a: criticos y éptimo.



Apéndice E

Ecuacién de Conveccién
Difusién Modificada Optima

El objetivo del presente apéndice es calcular el valor de o 6ptimo para obtener
un error de truncamiento nulo en la ecuacién de conveccién difusién modifi-
cada siguiente: '

2

7———(1+a'y)3£§-20 en O<z<l (E.1)

La solucién por el método de Galerkin, de la ecuacién (E.1) anterior, da
como resultado la siguiente ecuacién en diferencias (ver apéndice D),

(1 +7(a = 1))p(zin) — 21 + ay)p(@:) + (L + (1 + ) p(ziy) =0 (E.2)
con i=1N-1

Cuando el intervalo [0, {] es dividido en N elementos iguales, siendo 0 =
o < T, < Ty < ... < zy = | donde, evidentemente, Tpy1 — Ty = h
(m=0,N-1). - :

Para poder seguir en paralelo el desarrollo hecho en el apéndice C, vamos
a escribir el esquema (E.2) en la siguiente forma,

_ (1 = 7Me(Tipr) — 2¢(;) + (1 + Y)p(zio1) +
+a"y‘_[<,0(m,j+1) —20(z;) + @(zi-1)] =0 con i=1,N -1 (E.3)

Si desarrollamos en serie de Taylor la funcién incégnita ¢(z) en torno al
punto z;, tendremos,
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(E.4)

Donde ¢™(z) = z) g ademés el radio de convergencia de la serie es

dx™

mayor que h, podemos escribir,

- 00 ) " )
90($i+1) = 20 2 (xz)m . (E5)
Y | 2 7, .1 h"‘
o(z—) = (—1) L4 )(331')—,
=0 n:

Sustituyendo los desarrollos (E.4) y (E.5) en (E.3) se tiene,

oo hQn

. h2n—1
2n) : 211 1)
nz—-:l v (:L‘Z ( z=: ( ( 7’)—1)‘+
+ary io: o™ (z;) h -0
. n=1 ’ (277)’ )
2n) th A  ® 2n-1) p2n-1
n.§2 P (mi)(zn)! —7 n; @ (:t:l)——-—-——(zn m— + (E.6)

B R2d%(z)  de(x)
2n) o (7 2\t
oy Z v e )(277) Ty e O

n=1

Dado que (,0(1) se pretende cumpla la ecuacién original de conveccion di-
fusién 'y = ’—;Eg = 0 (ver apéndice B), puede obtenerse, de manera sencilla,
la relacion, : ‘

dQ(,O 2,), ng dngD 2,7 n—2 d2(p -
P — —— — —_— —_— E-?
d?  hdz  dor | h| da? - (ED

Que sustituida en (E.G), resulta,
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d280($i), , 00 2y -2 p2n 00 2y 2n—-3 p2n-1
s |1 2 [TL] e {7{} en-Di| "
| h? d*p(z:) deo(x;)
2w " O
h1? (e = )2 e
—_ ——k 1 ; —_ ) —_— ’
[27} - dx? (14 a7) ,ZZ=O (2n)! g ,,; (2n —1)! (L+an] +
| . (E.8)
h2 dgtp(fﬂz) ng(iL‘,)
n —~h LA
| 2 da? T 0
Considerando los siguientes desarrollos en serie de Taylor,
. o0 v m?n—l
sinh(z) = 7; 2n = 1) (E.9)
o0 ,L.‘Zn
cosh(z) = e (E.10)
n=0 2n! .
la relacién (E.8), puede escribirse como, -
—71 2 Polz) [(1 4+ a) [cosh(2 ) = 1] =y sinh(2y)] +
27y dzx? _ 7 e T SnmEy
h? d*p(z;) di(z;)
- — ~} . A1
: + 2 dzx? R 0 (B11)
do(z) - [h R | ) d*p(z;) _
— - [5 yoe: [(1+ ay) [cosh(2y) = 1] = smh(‘h)]J e 0

Es decir la discretizacion (E.2) resuelve de forma exacta (nodalmente
exacta) la ecuacién, '

wmn_gu_Kﬁ%W0=o (E.12)

7 dz . da?

con K = —2—117 [(1 4+ a) cosh(2y) — 7 sinh(2y) — (1 + ay)]. Por lo tanto
el error de truncamiento del método es:
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P L T o D e

Figura E.1: Gréfica de o = coth(y) — %Y

h N N
Er = poe [(1+ ay) [cosh(2y) — 1] — v sink(27)]

Como hemos mencionado, la condicién para la determinacion del para-
metro ¢, es que el error de truncamiento sea nulo, esto €s, que la solucién sea
nodalmente exacta para la ecuacién original 'y%‘f — %‘;—m‘é = 0. Por lo tanto
queremos que se cumpla la siguiente relacién,

(1+ ay) [cosh(2y) — 1] = v sinh(2y) = a = coth(y) — -

Esta curva (o = coth(y) — %)'Se ha representado en la figura E.1.



Apéndice F

La Condicién de Superficie
Libre de Dawson

Dawson [Daw77] presentd en 1977 el, probablemente, mds conocido de los
algoritmos numeéricos basado en el método-de elementos de contorno para
resolver el problema de flujo potencial con superficie libre. Su propuesta de
resolucion del problema de flujo tridimensional de superficie libre se basaba en
el acoplamiento de un algoritmo de resolucién para el problema del modelo
doble sumergido basado en el algoritmo de-Hess y Smith [HS64b] [HS644]
[GSP98] con un método de resolucién del problema con superficie libre basado
en la denominada teorfa de los buques lentos.

Esta teorfa estd basada en la suposicién de que el flujo con superficie libre
s6lo supone una pequena variacién del flujo sin ella (el conocido tradicional-
mente como flujo de modelo doble sumergido). Esta suposicién se cumple
para pequenos ntmeros de Froude, y esta es la razén por la que esta forma
de abordar el problema es conocida como teorfa de los buques lentos. En
este sentido, el potencial de velocidades y por lo tanto el campo de velocidad
(v = (u,v,w)) se descompone en dos partes aditivas. La componente debida
al doble modelo sumergido y la componente de perturbacién debida a las olas
generadas. '

v (z,y,2) =V (2,9,2) + V' (2,1, 2) (F.1)

Donde v* es la velocidad correspondiente al doble modelo sumergido y
v’ es la velocidad de perturbacién, por lo cual podemos escribir que |[v*| <<
[v'[. Si aplicamos la descomposicién de la velocidad hecha en la teorfa de los
buques lentos (F.1) a la ecuacién de Bernouilli, tenemos,
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1 Po 1, 51 1 Do 1 2 k
77='"[ _——E(v)}gg{ —;——Z-(VX—FV/)ZI - (F2)
Donde C es una constante, p;, es la presion sobre la superficie libre, p es
la densidad del fluido y 7 la elevacién de la superficie libre. Si se COl‘lSldel a
que p, = 0, podemos escribir que, -

17, 1 2
= - C — = X ! o F3
=1l ey 3
Si, en (F.3), despreciamos las componentes de la velocidad segun Oz,
tenemos que,

1[ po 1
g

C—-=- 3 (u*? + 1”‘2 +u 40 4w+ 21;"1.”)] - (F4)
P
Si ademés eliminamos los términos cuadrédticos de la velocidad de pertur-
bacién, nos resulta finalmente,

1 o
n=- [C - % (u*? + 0% + 2u™u + 2’1;"1)')} - (F.5)
9 S )

Con el objeto de simplificar la exposicidn, en lo que sigue se notard v* =
(uw*,v*) y v = (u/,7'), dado que se considera despreciable la componente
vertical de la velocidad. De esta manera la ecuacién (F.5), se puede escribir
como, ,

=1 [c (v .vf)}  (Fe

La ecuacion de superficie libre, en el caso estacionario, y suponiendo que
se cumple, aproximadamente sobre z = 7,,¢, puede escribirse como,

w = (V Vin en z=r1,y o (F.7)

Donde, en (F.7) y en lo que sigue debe entenderse que v = (u,v) y
V= (5‘9;, a%) Sustituyendo (F.3) en (F.7), tenemos que, :
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29w+ [(v* + V') - V] (v + v)??=0 (F.8)

Si en lo anterior sustituimos la ecuacién (F.6), pero sélo en el término
multiplicado por v*, resulta,

29w + (v* - V) (v v VY + (V) (v + V) =0 (F.9)
En el tercer término, se desprecia el sumando v/, para dar,

x? x?
Phove V) + u'agx + 1/agy =0 (F.10)

29w + (v>< . V) (v*

Operando los dos ultimos términos, la ecuacién (F.10) puede escribirse
como,

29w + (v* - V) (v 4+ 2v% V) + UV VX + 2 - Vot =0 (F.11)

Por otra parte, si suponemos que la velocidad, y sus componentes aditivas,
derivan de funciones potencial, es decir,

0 0 D¢

“_55’”_0‘1;’79“ 0z

0 ,_ 08 . _of |
U= o= Oy’w. =3, (F.12)
—.a_q)_rl)x—@'wx.—.a_q)

oz Qy' T 0z

qu

se cumplirdn las siguientes relaciones, -

ou | % v o 9% o Bux 2 O

Oy - Oxdy 0z’ dy Oz0y 02’ Oy Oxzdy O ( )
Que aplicadas sobre (F.11), permiten escribir que,
vx?
gw + (v V) ( o+ Vv + v V(W' 4 0"0) = (F.14)
R rox OV OV
= UtV — vty —
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Lo anterior se puede poner en forma mds compacta como,

gw+ (v*- V) (%va +v V) + (v V) (V) - (F.15)
—v* (v V)V =0 |

L

Simplificando en la ecuacién anterior, se tiene que,

gw+ v (V) Vv (v V)V 4 (F.16)
+2v - (v V) v¥ =0

Teniendo en cuenta que v/ = v — v*, podemos escribir que,

g+ v* - (v V)v +v (V) (v=v¥) = .. (F.17)
=2 (v* —v) (VX-V)V" '

y operando,
gw+ v (v V)v42v. (v Vv =2v (v V) ve (F.18)

. . x . . . I .
Si denominamos 1 = F‘:_"—I (vector unitario en la direccién de la velocidad de

doble modelo sumergido), el operador (v* - V) puede escribirse como |v’< | & It
Asi podemos rescribir la ecuacién (F.18) como,

g.'w+vx . (lvﬂ%) + 2v - <lvx| —a—;r) = 2v*. <|v l 3l ) (F.19)

Finalmente, la ecuacién (F.19) puede escribirse de forma aproxnnada co-
mo,

, S o S
qw + = Bl (vx2 ]V[) = 2v™ <,vx] —;_l> en 2 = 1p . (F.20)

que es la forma final plopuesta en [Daw77).

Como puede apreciarse la forma de la (F.20) tiene grandes ventajas para
su implementacién, las cuales son, en gran medida, causa de su éxito. La
posibilidad de cdlculo de las derivadas segin lineas de corriente, de la solucién
de doble modelo sumergido (cuya direccién estd dada por 1 = I%;—I) facilita
su determinacién utilizando el método de diferencias finitas. De esta manera,
el algoritmo de solucién se plantea de la siguiente forma:
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1. Resolver el problema de doble modelo sumergido, obteniendo asf el
campo de velocidades v* = (u*,v*, w™).

2. A partir de la solucién anterior se pueden evaluar las derivadas respecto
de la direccién dada por 1 = ]—7} Asf se puede resolver de nuevo el
problema, pero imponiendo en este caso la condicién (F.20), obteniendo
asf la solucién v = (u, v, w). |

Para facilitar la implementacién del algoritmo, en el método original los
paneles de la superficie libre se disponfan en tiras aproximadamente alineadas
con el flujo del modelo doble sumergido. De esta manera las derivadas que
aparecen podfan ser calculadas directamente usando diferencias finitas sobre
los puntos de colocacién de sucesivos paneles de la misma tira.

Pero, probablemente, el aspecto que ha: hecho mas famoso al método de
Dawson fue la forma de estabilizacién de la ecuacién de conveccién.

Es conocido desde hace tiempo que el célculo de las derivadas primeras
descentradas y corriente arriba (upwind) introduce en las ecuaciones una di-
fusién nmumérica que puede corregir las inestabilidades asociadas a la ecuacién
de conveccién difusién. El problema de esta metodologfa es que la adiccién
de difusién no puede ser controlada facilmente, por lo que la solucién suele
depender significativamente de pardmetros como el tamano de la malla.

Sin embargo, Dawson propone evaluar la derivada primera de una fun-
cién (—811) mediante una férmula de deduccién casi mégica y de resultados
sorprendentes.  Cabe senalar, que en el articulo original, esta férmula no
tiene ninguna justificacién teérica y la recomendacién de Dawson proviene
de una seleccién usando la técnica de prueba y error.

La propuesta consiste en usar un operador de cuatro puntos de upwind
(ver figura F.1), el cual debe eliminar los errores de segundo y cuarto or-
den, pero no del tercero. De esta manera, la funcién f(z) debe cumplir las
siguientes relaciones, '

| & R Wy
Flas=h) = o =li= g 5 g ¥ g aw

df &f | 24 d'f
Sl =2m) = = fi- 2k [ 2 (F.21)

B df On2d2f 2Tt dif
f(:vj_3h) = f fJ 2 d12 + 8 (4

de las anteriores relaciones puede obt.enelse,

ﬁ _ 10f; — 15fi—1.‘+ 6fi-2 = fi-3 (F.22)
dl Dawson " Gh -
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!

ar

dl i,
3 2 L .

Figura F.1: Esquema de evaluacién de la férmula de upwind de Dawson con
cuatro puntos.



273

Que es la mencionada férmula de cuatro puntos, cuya evaluacién, es-

tabiliza de manera notable la ecuacién (F.20). La evaluacion del término

% (v"2 '|v|)v, de la ecuacién (F.20), mediante esta férmula, permite obtener

resultados muy aceptables, no afiadiendo difusién en exceso de manera, signi-
ficativa. Sin embargo un estudio profundo del operador (F.22) muestra que
su rango de funcionamiento éptimo estd limitado a un rango de F), y que su
efectividad se ve afectada de manera importante por el tamaio de la malla
(ver [Let93]). .

En la referencia [I0S99] se analiza en profundidad la férmula (F.22), y se
presenta una forma alternativa de escribirla, basada en esquemas centrados.
Por otra parte en la referencias [Rav96] [Let93] se discuten varias alternativas
a la formulacién de Dawson, para la resolucién de la ecuacién de superficie
libre. ’ :
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Ap‘éndice G

La Ecuacién de Balance de
Masa Estabilizada

El objetivo del presente apéndice es presentar una forma estabilizada alter-
nativa para la ecuacién de balance de masa. Esta forma ha demostrado tener
muy buenas propiedades y es especialmente indicada para problemas en los
que el incremento de tiempo critico es mfimo, ya que corrige este valor.

Las ecuaciones de balance de cantidad de movimiento y balance de masa
(ecuaciones de Navier-Stokes) ya fueron presentadas' en el capitulo 3 del
presente trabajo y se reproducen a continuacién,

Balance de Cantidad de Movimiento

aT"n’l,i

1
Tm; = 5 lmy; 7z, =0 4,j=1,2,3 en (G.1)
Balance de Masa
1 8 o
rq — éizdjaif‘; =0 j=123 e O (G.2)

donde

v, N 0 (vju;) _ 74 + 9p.

= — f; G.3

a’l.’j .
. = G4
Td 22, (G4)

ly su derivacion se incluye en el apéndice .J.
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Al objeto de simplificar la exposicién, escribamos la ecuacién de balance
de masa, multiplicada por la densidad p, en la forma siguiente,

rq— lhdjgzd =0 j=1,2,3 en " (G.5)
| Jv;
Td Pal
j

Para obtener una forma alternativa, ttil por sus propiedades especiales
para los propésitos del presente trabajo, de la ecuacién (G.5) expresaremos
las componentes del vector de longitudes caracteristicas de la ecuacién de
balance de masa como,

h.d;, = —2tq,v; 7 (G.6)

donde t4 se denomina ”tiempo intrinseco”. De esta forma la ecuacién
(G.2) queda como sigue,

Jrq
7d+td Vi

= =0 j=123 en Q .. (G.7)

Por otra parte, derivando la ecuacién (G.1), y despreciando los términos
de mayor orden de derivacion, se tiene que,

Orm; _ - 0 (Ou: \ 0 01’ + ;_87’11 + (G.8)

or, ~ Pom\ot) "o \"ow; " Vs o
0 [0 o op 8f1 o

+3a:i (5%—) oz, (03;1) + a% i,7=1,2,3

De donde podemos escribir que,
0 Ov; - ¥ o0 5 (o i

pafE'L ( a'l}']) - —pa’C,I <1101]> - paxl (E) + - (Gg)
0 (01 9 Op of, . .

+a‘7:i ((9’%) 33, <a’131) + axz ] = 1,.2,3

Teniendo en cuenta que se cumple la relacién,

0 07: o ' @7, A, 2 o .
1’10 (a’lh) - a.’l}i ( 0$J> - <5;1> L) = 1?273 . (G].O)




277

Combinado (G.9) y (G.10), y despr eciando los términos de orden superior,
se puede escribir que,

Orqg 0 [Ov;\ _ 9 dv; A,
V; aa;i - PY; aa:z <a$1) - —p&;’j ( a"LJ> pa'Lz ( ) Gll)
0 (9ry) _ 0 (Op), 0f . _
+83:i (a%) Oz; (553—) * Oz 5j=12,3

Sustituyendo la relacién (G.11) anterior en la ecuacion (G.7), se tiene,

-8 [ Oy Ov;  Ory;  Op

g —tag, = : : - — Ji] = L, =1,2 0
d = tai g [pa +p Ja 0$j+0m,g f] 0 4,j=1,23 en
: (G.12)
Que escrito en una forma més compacta, queda como,

, orl. -

T4 — tg; a;’“ =0 i=1,23 en 0 (G.13)
ov; ~  Ovy; Oy Op

Po= g2t Y - f; G.14
m = P iy 0z; O'L] + oz, f ( )

Ya se ha comentado, en diversos momentos, a lo largo del presente tra-
bajo que, las ecuaciones anteriores son el punto de partida para la obtencién
de diversos métodos numéricos estabilizados para la resolucién de las ecua-
ciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible. La derivacién de las
ecuaciones estabilizadas ha sido hecha a nivel elemental, por lo que el proce-
so de discretizacién puede ser llevado a cabo con cualquiera de los métodos
disponibles. En nuestro caso, las ecuaciones presentadas, serdn resueltas uti-
lizando el método de los elementos finitos. El procedimiento elegido para
ello es conocido como algoritmo de pasos fraccionados, aunque puede com-
probarse que diversos métodos de elementos finitos estabilizados estdndar,
que permiten interpolaciones de igual orden para velocidad y presién pueden
derivarse a partir de la forma modificada de las ecuaciones de balance de
cantidad de movimiento y de masa presentadas anteriormente.
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Apéndice H

Condicién de Contorno
Estabilizada para la Ecuacién
de Conveccion Difusién

En este apéndice determinaremos una forma estabilizada de las condiciones
de contorno tipo Neumann para el problema de conveccién difusién.
Estudiaremos en primer lugar el balance de flujos en un dominio triangu-
lar DEF como el representado en la figura H.1.
Este balance se e puede expresar de la sxgmente forma, teniendo en cuenta
que DE = 2hz y FD = 2h,,

anl = 2hy (g, + (up)c + 2R, [Qy.’{'A('U‘P)]B + 2hgyQ (H.1)

Donde gy es el flujo normal prescrito, a través del contorno de longitud i
(D ') y Q es el valor de la fuente distr 1bmda que se supone constante en
el dominio DEF.

Por otra parte pueden derivarse las 51gulentes expansiones en serie de
Taylor,

oo+ (wlle = [a.

+ (up)] (& = hay) =
| = lae+ (09} () ~ hag o+ (p)) +00) (82)
o+ (vo)lp = oy + (v)] (2,9 — hy) =
R = oy + (9] (23) - hyj gy + ()] + 0(12)
Sustituyendo (H.2) en (H.1), y teniendo en cuenta que la normal al con-
torno n'= (ng,ny) = (2, =) se tiene que, -
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(ver+g,
b,

Figura H.1: Balance de ﬂujos en un dominio triangular DEF.

av = g+ ()], + 1y gy + (00)], - o (H3)
2hzhy | O

el | Do+ wplla+ o+ (- Q)

donde, reordenando los términos, y teniendo en cuenta que 4hzh, =
[(hyng + hany), se puede escribir que,

B+ B (99) g — oy = 5 (e + hemy) [¥ - a4 (vl — Q] = 0
: (H.4)

donde g4 = (¢z, qy), 1 = (ng, ny), V= (%, %) y v = (u,v). _.

Sustituyendo la ley de Fourier [HU96), § = —K - Ve, donde K es el
tensor de difusién, en la anterior ecuacién (H.4), obtenemos la forma final de
la ecuacion de balance en el contorno, como, o

fi- ('Cfcp)—ﬁ-gn@(p—q,\r—% (ﬁﬁ) r=0 - (H.5)

4



281

donde se ha tomado h = (hg, ) ¥

r=V-(3p) - V- (g : VW) ~Q (H.6)

Si consideramos constante el valor de v en el dominio DEF, la ecuacién
(H.5), se puede escribir como,

i (ch)—ﬁ-é-@go—qu%(ﬁ-ﬁ> r=0 (H.7)
— <6.o)¢__v. (g_.,@w) —Q

Una forma alternativa de la ecuacién (H.G) se puede conseguir si se tiene

en cuenta que! h, = hi¥, h, = hi%, entonces se puede escribir
: [¥]* ¥} ’

- - - = b
i (V) - K- Vo —qy - mv-m":O (H.8)

Se hace evidente que la extensién de las formas estabilizadas de las ecua-
ciones de balance en el contorno (H.5)-(H.8) a problemas tridimensionales
es inmediata, se puede comprobar de manera sencﬂla que en este caso las
ecuaciones quedan como sigue,

n (vo) —n-K- Ve —qy — 2? |v nr=20 (H.9)
=(V-v)p-V- (K- V¢)-Q

donde se ha llamado h = (hg, by, hs), n = (ng,ny,12), 4 = (€2, @y, 92),

a8 a
V = (awawa;.) y v =(u,v,w).
Por otra parte si en el contorno se unpone sélo el flujo difusivo gy, la

ecuacion (H 9) anterior se simplifica, quedando en la forma,

; |
K- Vo —qn, — 2|1 venr =0 (H.10)

Hlamando & = |h].
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Apéndice I

Balance Estabilizado de
Cantidad de Mov1m1ento en el
Contorno

En este apéndice determinaremos una forma estabilizada de las condiciones
de contorno tipo Neumann para la ecuacién de balance de cantidad de mo-
vimiento del problema de Navier-Stokes en un dominio finito 2, definido por
las siguientes ecuaciones diferenciales,

Balance de Cantidad de Movimiento

v, Ov; 37'23 Op
v _ P _f=0 ij=1,23 e @ (L1
Pt TPz, T Ba, T oa; b en (11)

Balan_ce_ de Masa

% _ g j=1,2,3"en (1.2)
Oz; -

Donde, en las ecuaciones (I.1) y (I.2) anteriores, se ha denominado p =
p(x,t) al campo de presiones del fluido, 7/ a la parte desviadora (excluyen-
do el término isotrépico de presién) deT_'tensor de tensiones del fluido y
f =f (x,t) al campo de fuerzas volumétricas.

Como se expone en el apéndice J del presente trabajo, las ecuaciones
estabilizadas correspondientes a las (I.1) y (I.2) anteriores son,

Balance de Cantidad de Movimiento

283
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F ‘ v,
A
h,
T‘E’ B \
th(—— E

2h,

(p‘)v| Vo
u
V o e

Figura I.1: Balance de ﬁujos en un dominio triangular DEF, contlguo a un
contorno tipo Neumann.

r,,,,,.—lhmuagm' =0 i,j=123 e © 1)
Balance de Masa
T4 111(13 —-O j=1,2,3 en § (L.4)
donde

Para simplificar la exposicién, analizaremos el caso bidimensional. Para
ello estudiaremos en primer lugar el balance de flujos en un dominio trian-
gular DEF, contiguo a un contorno tipo Neumann como el representado en
la figura I.1. : _

Si suponemos que todas las fuerzas, tanto las debidas a la conveccién
como las viscosas, varian linealmente a lo largo de los lados del tridngulo
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EDF y teniendo en cuenta que DE = 2h,, FD = 2h, y EF = [, podemos

~escribir el balance de fuerzas como,
Balance de Cantidad de Movimiento segin Ox
(1.6)

tel = 2hy [T11]g — 2Rs [T12) 5 + 2hohy fo

= [(eu) unll — 2k [(pu) vl 5 — 2y (o) ul
Balance de Cantidad de Movimiento segun Oy
(L.7)

tyl — 2R [Tas) g — 2hy [Ta1]p + 2hahy fy =
= [(pv) un) L — 2hg [(pv) v]5 — 2hy [(pv) U)o

} es el vector de tracciones prescritas en el contorno I'y,

2
dondet =4 *
ty
Ti1 T12 ) . . . .
= { o T es el tensor de tensiones del fluido de densidad p, v =
21 T22

U . . -
el vector velocidad y up=11- 7.
Por otra parte, podemos escribir las siguientes expansiones,

07’11 (h2>

—— |

S +0

[Tl = Tu{e—hgy) =711 — he
L2 4 h2)

[l_T.21_]c = Ty (T — hg,y) =To1 — hy -
‘ - 0T
['.7-'2‘2]3 = To9 (CB, Yy — h’y) = T99 h,y-a—:jz 0 h;)
57 9
2 40 (h2) (1.8)

'z—hy'%

[T'm.]'B = T(x,y—hy) =71
w4 4o 2)

dy
oyl = 1, 2 0 1)
dl(pv)u 0
___—_[(g:z:) ] +0(h3)

() ulo = l(pu)el (m—hx,y>=[(pu)@]“ﬁw [(2
Ollew)el | (p2)

[(pu) 7] (T,y —hy) = [([)u)v‘v] ~ h,

(o) o] 5
o))y = [(pv)v)(z,y — hy) =

() ule = [(pv)u] (2 — hayy) = [(@ u] = hy

Sustituyendo las expansiones (L8) anteriores en (L6) y (L7) y tras un

simplificar, se llega a,
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Balance de Cantidad de Movimiento segin Oz

2hly {bi . aarf . a;; ~ a[<g:> W 8 [(QZ) v]]

te = NgT11 + NyT12 —

Balance de Cantidad de Movimiento segin Oy

by = NyTag + NgTo1 —

hyhy Ot Ot Ol(pm)u]  O[(pm)v]
! [by__*_ oy + Oz Oz Oy

Donde se ha hecho uso de las relaciones n, = 2= y n, = =%, de donde
se cumple que, ' '

(pu)unl = 2h; (pu) 1’+2h;J (pu) u
(pv)unl = 2hg (pv)v+ 2hy (pv)u

Por otra parte, podemos escribir el término %22 como
:+ P al ’

[ 2

2hzhy 1<ww 2h,
l l

——m+——%)=§ﬂﬁ

Por lo que las ecuaciones (Ii9)_y (1.10) pueden escribirse como, -

Balance de Cantidad de Movimiento segin Ox

= 1. - Oty Orn Of{pu)u]  9[(pu) )]
te = NgT11 + NyTio 21 h {bz-k Ew + 3y S 5

(I11)

Balance de Cantidad de Movimiento segin Oy

by =NyTog + NyTo1 —

I Ore2 Ot O[(pv)u]  O[(pv) ]
nh[by—}- 8y+0:v oz Oy

(112)

1
2

y teniendo en cuenta que,
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o Otz Orn  O[(pu)u]  0[(pu)v] ‘

Tmy = bzt o T 2 e 99 (L.13)
_ Ot9 0T _ 0-[(0“) ul _ 9 [(pv) v)

Tme = byt Oy T e Oz Ay

Se pueden escribir las ecuaciones (I.11) y. (I.12) en forma vectorial como,

=

- 1 /. ~\
t=nT—~ (1 h) I'm (1.14)

Sefialar que, considerando el problema incompresible, haciendo p cons-
tante en (I.13),podemos escribir ,

OT12 + Orep O’ _ O(w)
Ox dy Poz —°F Oy

. _ 87’22 anz] k é) (’LL’U) 07)2
tme = byt T TPy TPy

(L15)

Tmy = Oz +

Despreciando los términos de las derivadas de orden superior. Eviden-
temente, la condicién de contorno (I.14) sigue siendo valida en este caso,
teniendo en cuenta la nueva definicién del vector ry,.

Por otra parte, la férmula (I.14) puede ser extendida sencillamente al caso
tridimensional, quedando en la forma,

_ % (n- h.)-r’"' : (1.16)

t=n-

]

4
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Apéndice J

Derivacion de las Ecuaciones de
Navier Stokes estabilizadas

En este apéndice derivaremos la forma estabilizada de las ecuaciones de
Navier-Stokes, en el caso bidimensional.

Como es conocido, el balance de cantidad de movimiento en un fluido da-
do, puede derivarse de la segunda ley de Newton, que define que la variacién
de la cantidad de movimiento en un dominio de control {2 es igual al total
de las fuerzas exteriores que actuian sobre él. Esto puede escribirse en la
siguiente forma [Ona96] [RG96],

—q/pvdﬂ+/(pv)v-ndF:/fdQ+/de‘ T (J.1)
at Ja r Ja r

Donde f es la fuerza por unidad de volumen que actia sobre el dominio
de control 2, y b es la fuerza por unidad de superficie que actda sobre la
superficie de control ' = 92 cuya normal es n. El fluido tiene una densidad

: X U
p y su velocidad estd dada por el campo v = { " }
Como es evidente, la ecuacién (J.1) es aplicable a cualquier dominio
genérico, y en particular al rectangulo ABC D representado en la figura J.1.

En este caso el balance de fuerzas en las direcciones horizontal y vertical,
pueden escribirse (ver figura J.1) como,

289
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r\lm
cl | | ml T34

Figura J.1: Dominio rectangular donde se considera el balance de fuerzas.

hy | h

> Balance horizontal = =X ([rul, + [ruu]s) = 22 ([rule + [rualp) +
+%ﬁ ([raa] 4 + [721]5) - %“5 (ratlg + [raalp) + hehyfi - (3.2)
3" Bolance vertical = - (1anl + [rale) = < (sl + [rals) +
P22 (fraly  rol) = 2 (el + [ralp) + heyfo

™ T . ) . .
donde T = { Tn 712 } es el tensor de tensiones del fluido.
= 21 T22 -

Si expandimos en serie de Taylor de tercer orden, los valores de las ten-
siones de los balances (J.2) en los puntos B, C'y D en funcién de los valores
en el punto A, pueden escribirse las siguientes relaciones,
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c (puv . N . LA
n g b, n _ h, n
{puju (pwu ~ (pv {p¥)u
s > b, b, \
B 1 3B
(puly
(Vv

1

=

Figura J.2: Dominio de balance de cantidad de movimiento. En la derecha se
representa el balance en la direccién vertical y a la izquierda el correspondiente a
la direccién horizontal.

[']B = [’]A y a[,;A'*' 23 815]"+0(h2)

o = Ha-h2a 4 BZHa o) 33y
Uy = Ha-n2fla—n, ey 200y
4 2‘30;[/]/4 +h th; [a]A +0 (h3,h3)

Si aplicamos los desarrollos (J.3) anteriores a los balances (J.2), y teniendo
en cuenta que A es un punto genérico, se puede escribir que,

1 or 07‘
Balance horizontal = ~— 12

_ _'hzhyz - 03; +h-
d

. hz 87—11 07—12 h:y 3 07']_1 67‘12
0 {B:L fl} Q'ay{ax + By + f
- Z Balance vertical = el + O
halty | Oz y
_QEE [87‘21 0722 f} hy 0 {8721 0T }
2 &

5z |3z T oy T2 T2y

De la misma manera, podemos escribir los balances de cantidad de mo-
vimiento en las direcciones horizontal y vertical, (ver figura J.2) como,
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Z Balance horizontal =

= 2 (e o+ o) ulp) = 2 () g + (ou)udp) +
2 (o)l + o) la) = 22 () vl + [(udelp) (9
> " Balance vertical = |
= (((pn) +[(ms>’u1'>—%<[<pw Julo+ () elp) +
22 ([ ol + (o) 1)) — 22 (o) 2l + (o) 2],)

Si como antes, aplicamos los desarrollos en serie de Taylor (J. 3) a los
balances (J.5), tenemos,

Ol(pu)u]  Ol(pw)] _
h,z Oz Jy
hy 0 6[ pu)u}  0{(pu) 1..’] hy 0 [0[(pw)u] = O[(pu) ]
20z [ P Jy ] 2 By { gz Qy ] (4.6)

ol(pv)u) , 9[(pr)v]
h:z: P Z Balance vertical = pe + 7y

he @ [l(ev)u]  dl(ev)e]] By & [8l(pv)u]  dl(pv)e]
_7%[ Oz * Jy }—_2—51;[ Oz * Jy ]

Z Balance horzzontal

Si sustituimos los balances de fuerzas (J.4) y cantidad de movimiento
(J.6) en la ecuacion (J.1), tenemos las siguientes relaciones,

s s 20l UG 3y [P 21
=a;:i1 am +h= hv[%m+%+fl] o
h:hyaat prdSi+ ng,) }+ [(g;’) 7] %h-v[a{(g;’) u] +@[(gz)7']} _

Si ademds, tenemos en cuenta que JopudQY = hehypu y [o pudQ) ~
hyhypv, podemos escribir,
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Ol Ol 8l 1, g o, 2ltpr)) _

ot " Ox Oy 2 Oz dy
| . 067;1 + a;; +fi- é-h v [a;: + %Tj—? + fl] (J.8)
3([;;U]+5[(gz) ul 0[(§;) o) _ ;h v [0[ gz Jul | 0[(gz) vq _
S G g

Que se puede escribir en una forma mdas compacta como,

1 OTm,;
Tm; — h —
m mJ amJ
811, d(vjw) Oty  Op
=P TP e, By | om,

=0 4,j=1,2 en Q (J.9)

- fi

Donde se ha tenido en cuenta que la densidad del fluido (p) es constante.

En la anterior exposicién se ha considerado que el dominio de balance
para los flujos y fuerzas verticales es el mismo que para las horizontales. Es
evidente ‘que esto es una restriccién, pues en el caso general puede existir
una importante variacién de las cantidades en una direccién y no en otral,
no siendo los dominios de balance éptimos-iguales. Una forma més general
de las ecuaciones (J.9), puede escribirse como,-

- 1 Orm,
™2™ B
, dv; 0(v;v;) 01y Op
'm; -—pat P 01, . 0a:j * 0z

=0 4,j=1,2 en (J.10)

- f

Por otra parte, podemos derivar la ecuacién de conservacién de masa, a
partir del balance en el dominio representado en la figura J.3.

5" Balance masa = 22 ([, + [pula) — 2 (loulo + o)) +
+’—;£([pu] +lpv],) - %([pq.;]c+[pq,,]o) » (3.11)

'Podemos imaginar, por ejemplo, un flujo tenga una direccién preferente o de simetria.
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ﬁ\ o (V)

(pv)
Figura J.3: Dominio sobre el que se calcuula el balance de masa.

Si aplicamos a la relacién anterior (J.11), los desarrollos (J.3), y tenemos
en cuenta que p es constante, podemos escribir, '

Td—ihdj-a%; =0 en Q a (J.12)
a?)j .
=24 =12
" 8a:j J

Es conveniente senalar que, el dominio de balance para el balance de masa
no tiene porqué ser el mismo que para el balance de cantidad de movimiento.

Por otra parte, se hace evidente que las ecuaciones derivadas, pueden
generalizarse al caso tridimensional, quedando en la siguiente forma,

1 OTm.
T'TTI»,' - 5]7:171,1']' aivjz = O i’j = 1’2)3 en Q
1. or -
Tq— Elldiﬁ =0 en 0 (J.13)
o, 0'(711-7;7;) O3 op
i P L e
Ty = % .7 = 1)2

] (91]
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Por tltimo, podemos derivar facilmente, esquemas estabilizados de mayor
orden en el tiempo. Para ello, si integramos en el tiempo las ecuaciones (J.13)

en la siguiente forma,
i+ 1 87"
Ty — h " dt o~
[ |: m; mi; a J

¥ 1 t 1 o 1570
~ g “rmi hm” arm,J + [7‘,,11 hm” 0 m’] ~ (J.14)

0 0

1. Orylt 60 1. Ory
5[[7‘(1——]1%6 ]-1-2(%[ hda :IJ

Por lo que podemos escribir las ecuaciones (J.13), como,

m; 68‘71‘ .
L Orim, = 7“=()' z,]=1,2,3 en £

ll_im" = gt Ox; 3275
1
T4 — —hd gm + 53824 =0 en 02 (J.16)

Ov; 0 (vyv;) o1, ;  Op
Tmi _pat +P 01, __&cj + 0271‘
a’l)j .

Ty = —
03:]-

-
j=_1,2

donde, para la obtencién de las ecuaciones (J.16) se han despreciado los
términos de mayor orden.
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Apéndice K

Balance de Masa Cerca de un
Contorno tipo Dirichlet

En este apéndice haremos una discusién sobre como expresar el balance de
masa, cerca; de un contorno del dominio. :

Para simplificar la exposicién, analizaremos el caso bidimensional. Para
ello estudiaremos el balance de masa en un dominio triangular DEF, contiguo
a un contorno tipo Dirichlet (I'p) como el representado en la figura K.1,
donde se prescibe la velocidad normal a u,,.

De la simple observacién de la figura K.1, y teniendo en cuenta que DE =
2hg, FD = 2hy y EF =1, podemos derivar la siguiente relacién,

pluchy + vgh] = plu, (K.1)

Si suponemos que la velocidad varia liAne‘almente a lo largo de los lados
del tridngulo EDF| podemos expresar las velocidades en los puntos B y C
en funcién de su valor en A, de la siguiente forma,

hs | Ou 5
h, [0u]
va = w5 vom)

Si sustituimos las relaciones (K.2) anteriores en (K.1), y tenemos en cuen-
ta que A es un punto genérico, podemos obtener,

1 ' Ou Ou o
(ung + vny) — 5 (hznz. + hyny) (5—1— + a_y) = U (K.3)

297
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Figura K.1: Dominio de balance cerca de un contorno tipo Dirichlet.
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Donde se ha hecho uso de las relaciones n, = % y n, = '—‘;i, siendo
n = (ng,ny) el vector normal al contorno.

Evidentemente la expresién (K.3) puede ser extendida de manera sencilla
al caso tridimensional, quedando como sigue, -

v-n-— %h CNTg = Uy (K.4)
T4 = V-v

Por otra parte, si expresamos las componentes del vector de longitudes
caracterfsticas, en la siguiente forma!l,
—_ =
hj = =2ty v, (K.5)

donde t4 es el vector de tiempos intrinsecos, podemos reescribir la condi-
cién (K.4), como,

VNG + Ly unrg = Uy (K.6)
ov;
Ta = —L
0wj

Si ademsds consideramos la ecuacién de balance de cantidad de movimiento
estabilizada, cuya expresién se deriva en el apéndice G, quedando en la forma
siguiente,

1 ms o .
Tm; — 2h,,mJ Bar =0 ’L,_’/.z 1,2,3 en (K.7)
Ov; 9 (vjv;) 'aﬁj Op
T =P TP o, O T om

— fi

Podemos escribir, despreciando los términos de orden superior que,

ov; v, dv; Oty N op

P o7 pvja + pu; 5;] - »5:;]— 9z, fi~0 (K.8)

1por simplificar la exposicién se usard en lo siguiente notacién de indices y se aplicard
la convencion de Emstem de suma pam los llldl(,(,s repetidos en productos y derivadas.

Asi, por ejemplo, ha; 52+ 3 E hd, é‘):z.
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y combinado (.8) con (K.6). obtener,

ving = v (x.t) nFngt  en Ip, x (0,¢) (K.9)
) p 1
s Oy . O, 87';]- dp

™ - — .+. 7{_ -
i Pt TP dz; Oz; Oz



Apéndice L

Un Procedimiento .para el
Calculo de los Parametros de
Estabilizacién :

En este apéndice presentaremos un procedimiento iterativo para el célculo
de los pardametros de estabilidad del método de cédlculo finitesimal. Para
ello fijémonos primero en un problema unidimensional estabilizado genérico,
definido por, '

r(@) =57 (p) =0 0,§wsl (L.1)

Si conocemos una solucién aproximada g, del problema (L.1), su evalua-
cién resulta en,

hdr ‘
7 (o) — 5Tz (o) =10 0<z < (L.2)

Por otra parte, definiremos la media del residuo de una solucién numérica
particular sobre un elemento §2¢, como,

1 -
7= — rodQ L.3
O /Q T (L.3)
Si sustituimos la ecuacién (L.2) en (L.3), tenemos,
. y) d7 e
= () - |5 3 w0l (L.4)

301
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donde, hemos llamado,

.1

a = -

/ an0| (L.5)
Qe

Si consideramos, por simplicidad, que A es constante por elementos, pode-
mos escribir (L.4) como,

F=rt ool = | (w0l )

Supongamos ahora, que hemos encontrado una solucién numérica ¢,
mejoradal, entonces, debe cumplirse que,

7 (o) — 7 (ip1) > 0 : (L.7)

Sustituyendo la relacién (L.4) en (L.7), podemos obtener una expresién
para la longitud caracterfstica. del elemento, dada por, ‘

s 20°e) =)
() - ()

de dx

(L.8)

Puede demostrarse (ver [Ona98a]) que la relacién (L.8) se cumple para
valores mayores que el critico en caso de la ecuacién de conveccién difusién
homogénea con coeficientes constantes. :

Si expresamos la longitud caracteristica en funcién de una dimensién tipi-
ca del elemento (¢, como, : '

h® = afl®

podemos escribir (L.8) como,

2(r (121) = (120)) ]
(=2) - (=) |

A partir de la relacién (L.9) es posible desarrollar metodologias itera-
tivas para la resolucién del problema unidimensional estabilizado, como se

af > , (L.9)

1Que puede obtenerse, por ejemiplo. por un suavizado de la solucién original.
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muestra en [Oad8a] [OGI97b] . De la misma manera, es posible derivar es-
quemas para el calculo de los pardmetros de estabilidad en el caso general. La
metodologia propuesta en [OGI97¢] [OGI97d] se basa en suponer en primera
aproximacion que el vector de longitudes caracteristicas toma la direccién de
la velocidad, para luego corregirlo.

Tomemos el problema general estabilizado, dado por,

rg) == (hV)r(p) =0 0<z <l (L.10)

L\.’le—l

Al igual que en el caso anterior, si conocemos una solucién aproximada
@y del problema (L.10), su evaluacién resulta en,

r{pg) — % (h-V)r(py) =rq 0<2<1 (L.11)

Que sustituido en (L.3), resulta en,

7 =1°(py) — B (h-V) T (990)} (L.12)

Si tomamos el mismo criterio (L.7) anterior y sustituimos en él la relacién
(L.12), tenemos que,

(h® - V) [r® (1) = ¢ (wo)] > 2[7° (1) — 7° (0)] (L.13)

Donde se ha supuesto, que h es constante por elementos. Si, ademds,
suponemos que h® = agl® Ize , donde v¢ es una velocidad media del elemento,

la relacién (L.13) puede escribirse como,

E
‘U

(]ve] )[7 (901 )-—7¢ ()] '
Una vez calculado iterativamente? af;., cumpliendo la relacién (L.14),

podemos corregir la suposicién inicial hecha para h®, mediante la adicién
de un nuevo término segun la direccién del gradiente de la variable, es decir,

2Sushtuyendo el signo > por =, puede deﬁnuse un proceso iterativo que asegura que
el error elemental 110 aumenta entle iteraciones.
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e e

e Vv V.
b = afl" g agl Ty

donde vi = [L;%]%Vga, de esta forma podemos calcular el valor de af,
gracias a la relacion, o

21 (1) = (o)l = 5 (35 ) [ (01) = 7° (o)
(75 9) I (1) = 7= ()]

obtenida a partir de (L.13). :
Una exposicién més detallada de esta metodologia y de otras alternativas,
junto con ejemplos de su aplicacién puede encontrarse en [OGI97a] [OJI98].

(L.15)





