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Annex. Nomenclatura estadistica

Annex. Nomenclatura estadistica

En aquest annex hi ha informaci6 tant sobre la nomenclatura estadistica que s’utilitza en
aquest treball, com sobre els metodes matematics relacionats amb les operacions amb
matrius necessaries per poder desenvolupar els algorismes proposats en aquest treball.

Nombre d’objectes d’entrenament de la classe i-essima: n;

C
o Nombre total d'objectes del conjunt d’entrenament: n, amb n=>n;
i=1

« Nombre de classes d’objectes: ¢
« Nombre de caracteristiques dels objectes: m
o Vector de caracteristiques de I'objecte i-essim: Xi = (Xiz,Xiz- -+, Xim)

o Variable aleatoria X d’'una poblacio C

Es una caracteristica numérica amb una certa llei de probabilitat que en el cas continu
esta descrita per una funcié de densitat de probabilitat f(x/C). La probabilitat que la
variable aleatoria assoleixi valors compresos entre a i b ve donada per:

p(a<x<b) = [2 f (x/ C).dx (A1)
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Mitjana d’una variable aleatoria X

p=[" xf(x/C).dx (A.2)

Mitjana mostral d’'una mostra de n valors d’'una variable X

1 n
X=—- Xi (A3)
n iz
Variancia d’'una variable aleatoria X
=" (x—p)®.f(x).dx (A.4)

Variancia mostral d’'una mostra de n valors d’una variable X

£z 13 (x-%) (A5)

Covariancia entre dues variables aleatories X; i X;

Es una mesura del grau d’interdependéncia de les dues variables aleatories. Es calcula
segons I’expressié seglient:

o = [ XX f O X )Xy OX O o = o (A.6)

Matriu de variancies-covariancies

La matriu de variancies-covariancies d’una distribucié de variables aleatories m-
dimensionals conté totes les covariancies entre m variables aleatories i ve donada per
I’expressio seguent:

2
o] ©C12 - Oip
2
2= 621 02 e 02m (A_?)
2

Covariancia mostral entre dues variables X; i X;

Es una mesura del grau d’interdependéncia de les dues variables aleatories. Es calcula
segons I’expressio seglient:
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1= )13 S0 0 =) (A9

Matriu de variancies-covariancies mostrals

2
S1 S12 -+ S1m
2
S S . S
S = 21 2 2m (Ag)
2
Sml Sm2 s Sm

Coeficient de correlacio entre dues variables aleatories X; i X

Es una mesura del grau d’interdependéncia lineal entre les dues variables aleatories.
Adopta valors entre -1 i 1. En el cas de ser 0, indica que les variables son linealment
independents, i en el cas de valer +£1, significa que una és exactament combinacio lineal
de I’altra.

Gij
Pij = (A.10)
Gi .Gj
Coeficient de correlacié mostral entre dues variables X; i X
Sij
rij = — (All)
Si 'Sj
Distribucié normal univariant
(x—p)?
)= L . 20 (A.12)
o2 '
Distribucié normal univariant mostral
(x—%)
)= L .o 28 (A.13)
SA/2.1 .
Distribucié normal multivariant
1 T -1
——(X=p) Z(x-p)
f(x) = 1 e 2 (A.14)

- (zln)mlz .‘2‘1/2
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X i 42 s6n vectors de m dimensions i [Z| és el determinant de la matriu de variancies-

covariancies.

e Distribucié normal multivariant mostral

1 —%.( x-x)1 S7L(x=x)

f(x) = -e
(2m)™2 g2

(A.15)

X i X son vectors de m dimensions i \S\ és el determinant de la matriu de variancies-

covariancies mostrals.

« Diagonalitzacié d’una matriu quadrada

Donada una matriu quadrada A, perqué sigui diagonalitzable cal que tingui n vectors
propis linealment independents. La matriu diagonal (2) tindra a la diagonal els n valors
propis de la matriu A.

Els vectors i valors propis d’una matriu compleixen:
Avi= /1i.Vi, (A16)
on v;j i 4; son els vectors i valors propis, respectivament.

Propietats de les matrius quadrades diagonalitzables:

n
1.- Determinant(A) = []A; (A.17)
i=1
n
2.- Traga(A) = XA (A.18)
i=1

3.- A=V.ZV"' onV és la matriu les columnes de la qual son els vectors propis de la
matriu A, ordenats de major a menor valor propi, i 2'és una matriu diagonal els
elements de la diagonal de la qual son els valors propis de la matriu A, ordenats de
més gran a més petit.

4.-A"=V.3"V! (A.19)

5-Y=V'AV (A.20)

o« Descomposicié d'una matriu en valors singulars (Singular Value
Decomposition, SVD)

La descomposicio en valors singulars o SVD és una técnica util per determinar els
valors i vectors propis d’una matriu, en general no quadrada, aixi com per invertir-la. Si
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tenim una matriu A, no quadrada, en general amb n >m, la descomposici6 d’aquesta
en valors singulars resulta:

SVD(A) = U(n,m)-z‘(m,m)-VT(m,m) (A.22)

Les matrius anteriors compleixen:
U: matriu ortogonal: (U™.U = I,,). Els seus vectors columna s6n vectors propis de A.A".

V: matriu quadrada ortogonal (V'.V = V.V' = I,,). Els seus vectors columna son vectors
propis de AT.A.

2% matriu diagonal. La seva diagonal conté els valors singulars /4 , ordenats de major
a menor.

La descomposicio en valors singulars és aplicable a tota matriu A, amb n >m. En el

casquen<mesté [A; =0, per j=n+l.,m. Les corresponents columnes de la

matriu U també seran nul-les.

Sigui quin sigui el grau de singularitat d’una matriu A qualsevol, es pot fer la
descomposicio en valors singulars donada per I’expressio (A.22). A més a més, la
descomposicio en valors singulars és un métode molt utilitzat per determinar la inversa
d’una matriu (consulteu [Pre92]).

Inversa generalitzada d’'una matriu

Quan una matriu no és quadrada, la seva inversa es pot calcular per diferents metodes i,
en general, no és Unica. Si es té una matriu A, la seva inversa generalitzada es
designa per A" i pot complir:

1- AAA=A (A.23)
2- AAA =A (A.24)
3- (AA)=AA (A.25)
4-(ANA)T=AA (A.26)

Normalment s’agafa la inversa generalitzada donada per I’expressio 1.
Fent la descomposicio en valors singulars de la matriu A, resulta que:
A=U.ZV" i pertant, A =V.Z.U",
amb X" =diag(1/ /Ay , 1/ /Ay ,...1/ /A 0,..,0) i rang(A) =r.
Propietats de la inversa generalitzada:
1-AA=UxVVI U =U 22U =uU=1I,
2-AA=V.Z U UIV =V IV =VV =,
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Distancia

La distancia entre dos punts o dos vectors es pot definir de diferents maneres. La
distancia no és un concepte universal.

Distancia euclidiana

La distancia euclidiana és segurament I’expressié més utilitzada per calcular la distancia
entre dos punts. Suposa un espai isotrop i la seva expressio ve donada per:

d=/R-HT.R-9. (A.27)

Distancia de Mahalanobis

La distancia de Mahalanobis és invariant a translacions, girs i canvis d’escala de les
coordenades de les dades, fet que la fa molt interessant per calcular distancies relatives
entre objectes individuals i el centre d’una classe d’objectes, o per calcular la distancia
entre diferents classes. Es calcula a partir de I’expressio seglent:

de=JR-HTSTR-H), (A.28)

on X és un objecte individual, S és la matriu de variancies-covariancies de la classe i #/

és el centre de la classe a la qual calculem la distancia.

Per entendre el significat de la distancia de Mahalanobis, I’estudiarem en el cas d’una
dimensio. Desenvolupant I’expressio (A.28) per al cas d’una dimensio, resulta:

du = J(x—u).lz.(x—mﬂ;“. (A.29)

o

En una dimensio, la distancia de Mahalanobis és el nombre de desviacions estandard
que separen I’objecte del centre de la classe en questid. Per tant, en calcular la distancia
entre un objecte i el centre d’una classe, la distancia de Mahalanobis té en compte el
grau de dispersié dels objectes de la classe a la qual calculem la distancia.

En el cas de dues dimensions, les expressions que s’obtenen s6n més complexes,
resultant:

oy (=g )+ og (Y —py )P =285 (X= ) (Y )
dv = R . (A.30)
Oy Oy —Sy

Si les variables fossin independents, es tindria s,, = 0 i I’expressié resultant seria:

(X— gy )2+(y_ﬂy)2.

o2 o2

Ay = (A.31)
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