—— !

imssimeisil  UNIVERSITAT DE BARCELONA

Métodos iterativos de reconstruccion tomografica
en SPECT

Carles Maria Falcon Falcon

ADVERTIMENT. La consulta d'aquesta tesi queda condicionada a I'acceptacio de les seglients condicions d'Us: La difusié
d’aquesta tesi per mitja del servei TDX (www.tesisenxarxa.net) ha estat autoritzada pels titulars dels drets de propietat
intel-lectual Gnicament per a usos privats emmarcats en activitats d'investigacié i docéncia. No s'autoritza la seva
reproduccio amb finalitats de lucre ni la seva difusio i posada a disposicié des d’'un lloc alie¢ al servei TDX. No s'autoritza la
presentacio del seu contingut en una finestra o marc alie a TDX (framing). Aquesta reserva de drets afecta tant al resum
de presentacié de la tesi com als seus continguts. En la utilitzacié o cita de parts de la tesi és obligat indicar el nom de la
persona autora.

ADVERTENCIA. La consulta de esta tesis queda condicionada a la aceptacion de las siguientes condiciones de uso: La
difusién de esta tesis por medio del servicio TDR (www.tesisenred.net) ha sido autorizada por los titulares de los derechos
de propiedad intelectual inicamente para usos privados enmarcados en actividades de investigacién y docencia. No se
autoriza su reproduccion con finalidades de lucro ni su difusion y puesta a disposicion desde un sitio ajeno al servicio
TDR. No se autoriza la presentacion de su contenido en una ventana o marco ajeno a TDR (framing). Esta reserva de
derechos afecta tanto al resumen de presentacion de la tesis como a sus contenidos. En la utilizacién o cita de partes de
la tesis es obligado indicar el nombre de la persona autora.

WARNING. On having consulted this thesis you're accepting the following use conditions: Spreading this thesis by the
TDX (www.tesisenxarxa.net) service has been authorized by the titular of the intellectual property rights only for private
uses placed in investigation and teaching activities. Reproduction with lucrative aims is not authorized neither its spreading
and availability from a site foreign to the TDX service. Introducing its content in a window or frame foreign to the TDX
service is not authorized (framing). This rights affect to the presentation summary of the thesis as well as to its contents. In
the using or citation of parts of the thesis it's obliged to indicate the name of the author.




Departament de Fisica Aplicada i Electronica
Universitat de Barcelona '

Programa de Micro y Optoelectronica Fisica.
Bienio 1993-1995

Meétodos iterativos de reconstruccion
tomogrdfica en SPECT

Carles Maria Falcon Falcon

Barcelona, septiembre de 1999.

Memoria presentada para optar al titulo de Doctor en Ciencias Fisicas.

Realizada bajo la direccion de: Dr. Doménec Ros i Puig
Dr. Ignasi Juvells i Prades



Capitulo 5 Métodos de reconstruccion algebraicos pag. 91

5. Métodos de reconstruccion algebraicos

En este capitulo se expone la implementacién de los algoritmos de
reconstruccion algebraica y el andlisis de la variacion de la calidad de la
reconstruccion obtenida en funcion de dos factores, el parametro de
relajacion y el nimero de iteraciones en el que debe interrumpirse el
proceso iterativo de reconstruccion.

5.1. Formulacion matematica

Existen dos vias para la deduccion del algoritmo de reconstruccion
algebraica utilizado en este trabajo. En primer lugar, la discretizacion de
las ecuaciones de la reconstruccién tomografica, segin se vio en el
capitulo 2, deriva en un sistema de ecuaciones lineales. En este sentido,
la reconstrucciéon tomografica es equivalente a la resoluciéon de un sistema
de ecuaciones lineales. En segundo lugar, se puede enmarcar el
problema dentro del analisis funcional. La implementacion numérica de
métodos analiticos de inversidon transforma el problema analitico en un
problema algebraico, ya que las funciones se sustituyen por vectores de
valores numéricos y los operadores funcionales se convierten en
operaciones ailgebraicas. Aunque ambos planteamientos son, en principio,
diferentes, desembocan en un mismo algoritmo.

A continuacion, se describe el método de proyecciones para la resolucién
de sistemas lineales (método de Kaczmarz). Posteriormente, se realiza
una pequefia introducciéon a la teoria de inversion de problemas en
espacios de Hilbert por el método POCS (Projection Onfo Convex Sets:
proyecciéon sobre conjuntos convexos). Se comprueba que el método de
las proyecciones es un caso particular de POCS. Finalmente, de describe

el algoritmo de reconstrucciéon empleado.
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5.1.1. Método de las proyecciones de Kaczmarz

Al discretizar la expresion que relaciona la imagen y sus proyecciones se

obtiene el sistema lineal (ec 2-12):
p=A-q+n (ec 5-1)

La reconstruccion tomografica es la inversion de dicho sistema, es decir,
determinar la imagen g a partir de las proyecciones p. El principal
problema es que las proyecciones tienen dos componentes: la seial (4:q)
y el ruido (n). El desconocimiento del ruido hace imposible separarlo de la

sefal e invertir la expresion.

Una primera aproximacion es ignorar la presencia de ruido. Entonces, el
sistema de ecuaciones (ec 5-1) se sustituye por el sistema:

r=Agq (ec 5-2)

Seguln se analizarad mas adelante, la inversién directa de este sistema de
ecuaciones es inviable. No obstante, existen diversos algoritmos iterativos
de inversién de sistemas lineales aplicables en esta situacion. Entre ellos
se puede citar el método del gradiente conjugado (CG: Conjugate
Gradient) [BAK-80] [GOL-89] o el método de Landweber [STR-74] [GOL-
89]. El mas comun y simple es el conocido con el nombre de método de
las proyecciones. Fue descrito por primera vez por Kaczmarz y esta
explicado, por ejemplo, en [HER-80] [KAK-84] [VIE-88]. Su interpretacion

geométrica es la siguiente: Cada ecuacién del sistema (ec 5-2) define un
hiperplano de dimension M %1 dentro del espacio R de las imagenes.

La solucion del sistema sera, por tanto, un punto comun a todos estos
hiperplanos; esto es, un punto que verifique todas las ecuaciones. Un
método para llegar al punto de interseccion de varios hiperplanos
partiendo de un punto inicial arbitrario es proyectar ortogonalmente dicho
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punto sobre el primer hiperplano, el punto encontrado se proyecta sobre
el segundo hiperplano y asi sucesivamente. Cuando se ha proyectado
sobre el Gltimo hiperplano se proyecta de nuevo sobre el primero y se
continia el proceso. A modo de ejemplo, en la figura 5-1, esta
representado graficamente el caso de la interseccion de dos rectas en el

plano.

Az1 Xy + Ap X2 = P2

X2A —\
\ A1 X1+ AzX2 = Py

/ X

Figura 5-1 Sucesivas aproximaciones a la interseccion de dos rectas mediante
proyecciones ortogonales.

El algoritmo se deduce mediante la geometria analitica. Cada ecuacion de
un sistema genérico de ecuaciones lineales puede ser escrita como el

producto escalar de una forma a, (el subindice j hace referencia al

numero de orden de la forma correspondiente, no a sus componentes) por

el vector de incégnitas x igualado a un escalar c;:

a,-x=c, (ec 5-3)



Capitulo 5 Meétodos de reconstruccién algebraicos pag. 94

La forma a, es ortogonal al hiperplano que define la ecuacién (ec 5-3).

Los puntos obtenidos al proyectar sucesivamente sobre los hiperplanos
estan indexados con dos subindices, el primero hace referencia al numero
de ciclo (iteracién) y el segundo al hiperplano sobre el que se esta

proyectando. Dado un punto de la sucesion x*\)| el siguiente x*V*) es
la interseccion del hiperplano correspondiente con la recta ortogonal al

mismo que pasa por x*X/). La ecuacién vectorial de dicha recta es, por
tanto:

x=x® 4. a, (ec 5-4)

x®+) es |a solucién del sistema que forman las dos ultimas ecuaciones.

Puede resolverse multiplicando escalarmente la segunda ecuacion por a;:
a,-x=a, Ly -a;

De (ec 5-3), el primer término de esta uitima expresién puede cambiarse
por ¢;. Despejando ahora 1 se obtiene:

que substituido de nuevo en (ec 5-4):

)
L) = 600 . 1T .2,’,‘ ., (ec 5-5)
a; '

Si el sistema tiene solucion, su convergencia esta asegurada aunque la
velocidad de convergencia depende en gran manera del orden en que se
numeren los diferentes hiperplanos [KAK-84] [GUA-94] [GUA-96].
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En el sistema (ec 5-2), las formas a; que definen los hiperplanos son las

filas de la matriz 4, y el vector de términos independientes ¢ es la

proyeccion p . Con ello, la recurrencia de inversién del sistema (ec 5-2) es:

MxM (k =
( ZA/I ql 4 J

=49, MxM

24
I=1

(ec 5-6)

La resolucion del sistema esta sujeta a alguna restriccion, por ejemplo, la
no negatividad de los pixeles de la imagen u otras informaciones a priori,
como el soporte de la funcion. El método de las proyecciones junto las
restricciones sobre la solucidon es denominado ART con restricciones
(constrained ART). La convergencia de este proceso esta demostrada,
por ejemplo, en [KOL-90].

5.1.2. Método de proyecciones sobre conjuntos convexos
(POCS)

El método POCS es un método ideado para resolver problemas inversos
en espacios de funciones. Antes de explicar este método, se realiza una
breve descripcion de los elementos de analisis funcional necesarios para
su desarrollo. Una exposicién mas completa puede encontrarse en [LOU-
83] [HER-87] [MAT-91] o en cualquier libro basico de analisis funcional,
como [ABE-76].

Un espacio de Hilbert es un espacio lineal dotado de un producto escalar

que es completo en la norma que define el producto (”x":(x,x)%). Un

espacio de Hilbert es a la vez un espacio vectorial y un espacio métrico,
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pues la norma define una distancia: la distancia entre dos elementos de
un espacio de Hilbert es la norma de su diferencia:

d(x,y) =[x~y

En este tipo de estructuras tiene sentido hablar tanto de variedades

lineales y ortogonalidad como de proximidad y distancia entre elementos.

Como ejemplo de espacios de Hilbert se podria citar cualquier espacio
vectorial de dimension finita dotado de un producto escalar. En particular,

lo es RY, para todo valor de N, con el producto escalar euclideo:

N
xoy= 3%y,
i=1

También tiene estructura de espacio de Hilbert el conjunto Ly(Q) de las
funciones reales de cuadrado integrable sobre un dominio Q del plano con

el producto escalar definido por:
frg= [ £(.y)- glxy)dsdy

Las imagenes entendidas como funciones analiticas son elementos de

L2(Q2), mientras que las imagenes digitalizadas son elementos del espacio

vectorial R¥™  En ambos marcos, una imagen es un elemento de un

espacio de Hilbert.

La idea basica del método POCS es que cada dato disponible de la
funcién problema define un subconjunto, el subconjunto de las funciones
compatibles con ese dato [HER-87]. Si se dispone de una serie de datos,

la funcion buscada pertenecerd a la interseccion de todos los subespacios
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definidos por esos datos. Cuanto mayor sea la cantidad de datos, cuanta
mayor sea la informacion que se tenga de la funcién, mas acotado estara
el subespacio de las soluciones. Un problema de dificil resolucién es
como determinar dichos subconjuntos y su interseccion. En vez de
encontrar la solucién general, usualmente, sbélo es posible dar con

soluciones particulares.

Figura 56-2. La sucesiva proyeccidon sobre dos conjuntos convexos conduce a un punto
de la interseccion. El resultado final depende del punto inicial escogido.

Para encontrar una funcién solucién es deseable que los subconjuntos de
las funciones compatibles con cada dato sean conjuntos convexos'. Si es
asi, se puede llegar facilmente a la interseccion partiendo de una funcién
arbitraria proyectando® sucesivamente sobre todos los subconjuntos
(método POCS). La convexidad de los conjuntos es condicion suficiente
para asegurar la convergencia del proceso [YOU-82] [HER-87], aunque el

resultado final depende de la estimacién inicial (punto de partida). En la

' Un conjunto C de funciones se denomina convexo, si dadas dos funciones f, g
cualesquiera de C, toda funcién del tipo ¢ £ +(1- a)-g con 0< o <1 también es de C. Su

traduccion geométrica a subespacios euclideos es que si dos puntos pertenecen al
subconjunto, todos los puntos del segmento que los une también pertenecen a dicho
subconjunto.

% Dado C un subconjunto convexo y funa funcién cualquiera, entonces existe una unica
funcién g de C cuya distancia a f es estrictamente menor que la distancia de cualquier
otra funcidn de C. La funcién g se denomina la proyeccion de fsobre C. Sifes de C, la
proyeccién de f sobre C es f mismo. En el caso euclideo, la proyeccién de un punto
sobre un subconjunto es el punto del subconjunto mas proximo al punto inicial.
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Figura 5-2 se muestra el proceso iterativo para dos conjuntos convexos
del plano. Si los subconjuntos son disjuntos, el proceso iterativo converge
ciclicamente a los puntos de los subconjuntos que estan mas proximos a
los otros subconjuntos (Figura 5-3)

Figura 5-3. Proyecciones sucesivas sobre dos subconjuntos convexos disjuntos. El
algoritmo converge hacia los puntos de mayor proximidad de ambos subconjuntos.

Como datos principales de la funcién se tienen sus proyecciones en
distintos angulos. Hay otro tipo de informacién conocida de antemano que
también puede incluirse en el proceso como, por ejemplo, la no
negatividad de la funcidn solucién en ningan punto, el dominio en que la
funcién puede tener un valor distinto de cero (soporte de la funcién), el
valor de la integral de la funcién (numero total de cuentas), etc. Todas
estas condiciones pueden ser formuladas analiticamente en el espacio de
funciones [YOU-82], aunque aqui se formulan directamente en el espacio
euclideo de las imagenes y proyecciones digitalizadas. Las ecuaciones de
proyeccion definen un hiperplano (que es convexo al ser una variedad
lineal) para cada uno de los bins de la proyeccién. El conjunto de las
imagenes que verifican la no negatividad de sus pixeles constituye el
hipercuadrante definido por los semiejes positivos de todas las variables

(es un conjunto convexo). El conjunto de funciones con un soporte



Capitulo 5 Métodos de reconstruccién algebraicos péag. 99

determinado, definen una variedad lineal de dimensiéon P, siendo P el
nimero de pixeles que pueden tener un valor distinto de cero. El conjunto
de imagenes que tienen un determinado nimero de cuentas constituye un
hiperplano definido por la forma cuyas componentes son 1 y el término
independiente es igual al nimero de cuentas. Diversos autores han
propuesto otras condiciones y han demostrado que los conjuntos que
definen son convexos [YOU-82] [SEZ-83] [OSK-88] [MAR-90] [SEZ-92]. Asi
pues, el conjunto definido por cada uno de estos datos disponibles en
reconstruccion tomografica es convexo.

Una vez definidos los subconjuntos, es preciso determinar los proyectores
sobre ellos (el proyector sobre un conjunto C es el operador que conecta
un elemento x con el elemento de C mas préximo a x). En el caso que el
conjunto sea un hiperplano el proyector ortogonal tiene exactamente la
misma férmula de la expresién (ec 5-5) [OSK-88].

La conservacion de cuentas en la imagen es una condicién que puede
establecerse en este marco sélo en el caso que no exista atenuacion,
pues entonces el numero de cuentas de la imagen coincide con el de las
proyecciones. Si existe atenuacion, el nimero de cuentas de la imagen
(fotones emitidos) es mayor que el numero de cuentas sobre las
proyecciones (fotones detectados). El nimero de cuentas de las
proyecciones es un dato del que se dispone, pero el de la imagen no es
obtenible. Otras normalizaciones del nimero de cuentas pueden hacerse
por comparacion del numero de cuentas de las proyecciones originales
con el de las proyecciones obtenidas de la imagen reconstruida. En este
caso, no es claro que el conjunto definido sea convexo y cual es el
proyector. Su inclusidon podria alterar la convergencia del proceso
iterativo. En cuanto a la no negatividad, el proyector se define con la
relacién [OSK-88]:
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g; sig; 2 0
0 sig; <0

El proceso iterativo consiste en, a partir de una estimacién inicial,
proyectar sobre el conjunto que define el primer dato, la funcién obtenida
se proyecta sobre el segundo conjunto y asi sucesivamente sobre todos
los conjuntos. Este proceso puede repetirse tantas veces como sea
necesario.

En resumen, el algoritmo de reconstruccién estudiado puede enmarcarse
en el algebra lineal o en el andlisis funcional. Por una parte, es un
algoritmo iterativo de inversion de sistemas algebraicos al que se ha
afiadido la restriccion de no-negatividad para todo pixel de la imagen. Por
otra, es un caso simple de una teoria general de inversion de problemas
conocida con las siglas POCS. La equivalencia entre ART y POCS fue
determinada por Censor [CEN-83b]. Si el sistema tiene solucién, la
convergencia estad asegurada. En caso de incompatibilidad de los datos,
el algoritmo converge ciclicamente a los puntos de cada uno de los
sucesivos conjuntos que estan a distancia minima respecto al conjunto
siguiente.

5.1.3. Limitaciones del método ART. Parametro de
relajacion.
A continuaciéon se expone como afecta el mal condicionamiento de la

reconstruccion tomografica en los métodos de reconstruccién algebraicos
y qué medidas de regularizacién pueden ser adoptadas.

En primer lugar, se prescinde del ruido bajo el supuesto implicito de que si
el ruido es pequefio, la solucién del sistema (ec 5-2) sera parecida a la
solucion del sistema (ec 5-1). Sin embargo, por ser un problema mal

condicionado, esto no es necesariamente asi. Ademas, al trabajar con
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proyecciones con ruido, los datos no son consistentes necesariamente, el
sistema aproximado (ec 5-2) no tiene por qué tener solucién vy, si la tiene,
la solucién no tiene por qué ser parecida a la de (ec 5-1). Por otra parte,
ocurre que, por lo general, el sistema esta subdeterminado o
sobredeterminado ya que suele ocurrir que M#N vy, por tanto, la matriz A
no es cuadrada. En este caso, el sistema se podria transformar a uno de
matriz cuadrada multiplicando por la matriz traspuesta:

!

B-q=p

conB=A"-Ay p'=A"-p. No obstante, el sistema obtenido estd mal
condicionado, al ser su nimero de condicion® alto [LLA-82] [DEM-89].
Esto implica que, aunque tedéricamente se puede invertir por
procedimientos algebraicos, una pequefia variacion en los datos
proyecciones puede producir una variacién muy grande en la imagen.
Dado que en las proyecciones hay una componente de ruido que esta
indeterminada, la amplificacion de esta componente produciria imagenes
de calidad inaceptable. Dentro del formalismo POCS, diversos autores
han propuesto formas de incorporar el tratamiento del ruido que
garantizan que la imagen se mantenga a cierta distancia de las
proyecciones ruidosas para que no se produzca el ajuste y amplificacion
del ruido [SEZ-83] [JAF-90] [MAR-90]. En ART, también han sido definidos
dispositivos de regularizaciéon equivalentes [BER-86] [NAT-88] [PLA-90].
basados en la regularizacion de Tikhonov [TIK-74]. El problema se
redefine mediante la introduccion de un funcional estabilizador y se busca
la funcién que minimice este funcional en los alrededores de la solucién,
como, por ejemplo, la minimizacion de la norma de la solucién o la
minimizacion del negativo de la entropia de la solucion. En [KAR-90]

[DEP-91], se sumarizan algunas de las principales funciones utilizadas
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con este proposito. Diversos métodos iterativos de busqueda del minimo
de un funcional son aplicables a este tipo de problemas, como por
ejemplo el método del gradiente conjugado (CG: Conjugate Gradient)
[KAW-85] [FOR-89] [ELF-91] o el método de Landweber [STR-74] [PAN-
91]. Otras modificaciones del método para suavizar las imagenes es el
método SIRT (Simultaneous lterative Reconstruction Technique) [GIL-72]
[KAK-84] y el denominado BIP (Block lterative Projections o Block
Iterative-ART) [HER-88] [CEN-91] en los que la actualizacion de la imagen
en cada iteracion no se realiza para ajustar correlativamente cada uno de
los bins de las proyecciones sino que en cada pixel se actualiza con el
promedio de las correcciones necesarias para todos (SIRT) o un conjunto

(BIP) de los bins simultaneamente.

El método de regularizacion empleado en este trabajo es de truncacion
del proceso iterativo [DEF-86] [BER-86] [FLE-90]. No obstante, dada la
gran rapidez de convergencia del método, la imagen obtenida en una sola
iteracion es ya inaceptable por la amplificacidon excesiva del ruido. La
solucidén pasa por ralentizar el algoritmo con un parametro de relajacion.
La relajacién de un método iterativo consiste en afadir a los pixeles de la
imagen, en cada actualizacién, sélo una fraccibn de la correccion

correspondiente, determinada por el parametro de relajacién o :

N W)
A‘,-,--[p‘,— ZAJI q j
/=1

qi(k)(./‘) = q,(k)(.i*l) @ =t e (ec 5-7)

MnM

24
I=1

% Se define el nimero de condicién como el cociente entre el mayor y el menor valor
propio de la matriz. Cuanto mayor sea el numero de condicion de la matriz peor
condicionado sera el sistema [BAK-80].
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El parametro de relajacion debe estar comprendido entre 0 y 1 y puede
variar iteracién a iteracion. Al ir el algoritmo mas lento, permite diferenciar
el punto en que el ruido empieza a amplificarse y detener en ese
momento el proceso iterativo de reconstruccion. El uso del parametro de
relajacién fue introducido en reconstrucciéon tomografica por Gordon
[GOR-70] [GOR-74] como una estrategia para mejorar la calidad de la
reconstruccion. Natterer justifica el uso de un factor de relajacion muy
pequefic como método de regularizacidon del problema [NAT-86]. La
convergencia de ART con relajacion para 0<w <2 esta demostrada en
[HER-78]. El uso de un parametro de relajacién proximo a cero hace que,
en caso de inconsistencia, el algoritmo converja al punto de mayor
proximidad a todos los conjuntos. En [CEN-83a] se comprueba que

cuando el sistema es inconsistente, el método de ART con relajacién

v . . . . 2 «
fuerte converge a la funcién que minimiza el residuo (]lA-q— p|| solucién

de minimos cuadrados).

5.1.4. El algoritmo utilizado.

El algoritmo utilizado en este trabajo es el de ART con relajacion y la
restriccion de no negatividad de los pixeles de la imagen. En la
transcripcion del algoritmo, se han de tener en cuenta las siguientes
consideraciones:

e En cada iteracion, la imagen se actualiza M'N veces, ya que su valor
es modificado para que coincida sucesivamente con cada uno de los
bins de la proyeccién. Por esto la imagen lleva un doble superindice.
El indice % indica el nimero de iteraciéon, mientras que el indice j, al
recorrer los bins de la proyeccion, indica la actualizacién

correspondiente de la imagen dentro de cada iteracion.

* En el caso de ser mayor que 1 se obtendria una aceleracion del proceso
(sobrerelajacion). Si es proximo a cero, se habla de relajacion fuerte y si es proximo a 1,
pero inferior, de relajacién débil.


file://{//A-q-
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e Las proyecciones obtenidas a partir de la imagen reconstruida llevan
un superindice que indica la iteracion. Las proyecciones
experimentales, en cambio, no llevan superindice.

El algoritmo de reconstruccién algebraica consta de los siguientes pasos:
I. Inicializacion. Como estimacioén inicial se toma la imagen cero (cada
pixel de la imagen es cero).

k=0 q(l)(o) =0
Il. lteraciones:
k=k+1; j=0

a) Para cada bin de la proyeccion:
-j=J+1
- Se calcula la proyeccion de la imagen actual sobre el bin j de la
proyeccion:

. MM .
p.(l_k)(.l) _ Z Aﬁ ,ql_(k)(/—l)
i

- Se evalla la diferencia de este valor con el experimental:

- Se reparte dicha diferencia sobre la imagen segun la expresion:

g W) = g g 4 BU) (ec 5-8)

i MxM i

54

- Si tras esta actualizacién de la imagen algun pixel tiene un valor
negativo, se le asigna el valor cero (condicién de no-negatividad)
b) Una vez recorrido todos los bins de la proyeccién, se considera que

se ha efectuado una iteracion.
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- Se graba la imagen para su posterior evaluacion.
- Si el namero de iteraciones preestablecido no se ha cumplido, se

realiza la asignacion ¢* = 4®)) y se repite este proceso.

5.2. Descripcidén de las pruebas realizadas

Se ha realizado un estudio de la dependencia de la calidad de la imagen
reconstruida en funcién de tres parametros de la reconstruccion: el
numero de cuentas sobre las proyecciones, el numero de iteraciones
necesarias y el valor del parametro de relajacion. Para ello, han sido
obtenidas unas proyecciones experimentales del modelo real de Jaszczak
usando los siguientes parametros de adquisicién:

Colimador B

Numero de proyecciones: 60 equiespaciadas en 360°

Tamario de pixel: 0.4587 cm

Radio de giro de la gammacamara: 17 ¢

Cuentas por seccién: 400 Kc.

Posteriormente, han sido generadas numéricamente proyecciones de este
modelo con las degradaciones de ruido, PSF, atenuacién y dispersion.
Los parametros de las proyecciones simuladas han sido los mismos que
los experimentales. También han sido simulados dos conjuntos mas de
proyecciones con los mismos valores pero diferente nimero de cuentas
por seccion: 250 Kc en un caso y 2000 Kc en el otro. De todos los
conjuntos se han realizado 10 realizaciones diferentes de ruido. Todos
estos conjuntos de proyecciones, han sido corregidos de dispersion
mediante una deconvolucién de la SRF correspondiente.

Tanto los conjuntos de proyecciones reales como los simulados han sido
reconstruidos utilizando el algoritmo descrito en el punto anterior para los
valores del parametro de relajacion de 0.01, 0.02, 0.04, 0.08, 0.1, 0.14,
0.16, 0.18, 0.2, 0.25, 0.3 y 0.35. Parametros de relajaciéon superiores han
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sido desestimados después de las primeras pruebas dados sus malos
resultados. El nimero maximo de iteraciones usado en cada caso fue de
64, pues se ha visto que, para todas las pruebas, los mejores resultados
se obtienen antes de esta iteracién. Las diferentes secuencias de
imagenes obtenidas han sido evaluadas mediante las FDM: CC, CV, CON
y SNR (ambas en el circulo 1) al igual que en las pruebas del capitulo

anterior.

5.3. Resultados obtenidos

Para cada realizacién de ruido y para cada factor de relajacion se han
evaluado las diferentes FDM para cada iteracion. Los resultados de los
diferentes estudios se han promediado sobre las 10 realizaciones de
ruido. También se ha calculado la dispersion de todos los valores sobre
las diferentes realizaciones de ruido, sin encontrarse ningun valor
anormalmente alto para las FDM discutidas. Para fijar la notacion, cada
vez que se escriba el valor de una FDM se indica entre paréntesis la
iteracion en que dicha FDM alcanza ese valor. Si la FDM esta definida
sobre una regién de interés, a continuacién de la FDM se indica con un

numero la regién de la imagen a la que se refiere.

La Figura 5-4 muestra, para el estudio simulado de 400 Kc, los valores
(en promedio sobre las 10 realizaciones de ruido) de CC, CONI, CV'y
SNR1 en funcién del nUmero de iteraciones para los valores del parametro
de relajacion 0.01, 0.06, 0.1, 0.14, 0.2 y 0.35. Las graficas de las FDM
respecio el numero de iteraciones nos muestran un comportamiento
diferenciado para las distintas FDM. Asi, mientras CC y SNR son funciones
que alcanzan un valor maximo y CV un valor minimo (su mejor valor) tras
el que empiezan a deteriorarse, CON es una funcién siempre creciente.
Respecto el factor de relajaciéon, se observa que, cuanto menor es los

mejores valores de CC, CV' y SNRI se obtienen con un ndmero de

iteraciones mayor. Asi, por ejemplo, para el caso w= 0.01, ni CC ni SNRI
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alcanzan su maximo en las 64 iteraciones realizadas (0.959(64) vy
5.11(64), respectivamente) y CV tiene un minimo de 14.37(9), mientras

que, si w = 0.1, el valor maximo de CC es 0.963(10), el de SNRI 5.13(6) y
el minimo de CV es 15.42(6). El valor maximo de CON! crece con el factor

de aceleracion.

cC

CON1

Figura 5-4. Modelo simulado (400 Kc).Valores de CC, CV, CONI y SNRI en funciéon del
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En la Figura 5-5, se muestra el mejor valor de cada FDM (izquierda) vy el
namero de iteraciones en que se alcanza ese valor (derecha) en funcion
del parametro de relajacion, para los estudios de 250 Kc (linea de
puntos), 400 Kc (linea continua) y 2000 Kc (linea mixta). Analizando los
resultados obtenidos con 400 Kc, el valor de CC se mantiene constante
hasta valores de »=0.15 aproximadamente. A partir de ese punto, el
maximo de CC alcanzado decrece, reflejando un deterioro de la calidad de
la imagen. Este deterioro se pone también de manifiesto considerando

CV, su valor minimo crece con w. El crecimiento es mayor a partir de

valores de @ mayores de 0.1. Esto significa que el fondo del modelo es
mas no-uniforme cuanto mayor sea el parametro de relajacion. En
cambio, CONI crece rapidamente de #=0.01 hasta ©#=0.1. A partir de
®w=0.14, la curva de CONI! continua creciendo, pero su pendiente es
mucho menor Se ha de recordar, que, al ser CONI una funcion creciente,
su valor maximo esta limitado por el numero maximo de iteraciones
realizadas, no es un maximo absoluto. En este sentido, si el nUmero de
iteraciones fuera mayor en las reconstrucciones con parametro de
relajacidon menor, se alcanzarian valores maximos de CONI similares a los
obtenidos con parametros de relajacion mayores. La grafica de SNRI, que
es una FDM que evalla conjuntamente el efecto de CON y CV sobre la
imagen, es plana para valores de @ menores de 0.1, valor a partir del cual
decrece significativamente. En cuanto al nimero de iteraciones en que se
alcanza el mejor valor, en la Figura 5-5 se pueden observar diferentes
comportamientos para las diferentes FDM. Tanto para CC como para SNR

el nimero de iteraciones disminuye al aumentar o, mientras que para CV

y CON, el nimero de iteraciones es practicamente independiente de .



Capitulo 5 Métodos de reconstruccion algebraicos

pag. 109

1.000 T T T
0.975
Q
&)
» 0.950
g -
0.925 - T
0.900 L . L
0.0 01 02 03
factor de relajacion
35 T T T
>
&
£
€
10 1 | 1
0.0 0.1 0.2 03
factor de relajacién
1.0 T T T
-
z
Q
O
%
«©
£
06 1 1 ]
0.0 0.1 02 03
factor de relajacion
7 T T T
-
o
Z
n
*
3]
=
2 1 1 1
0.0 0.1 02 03

factor de relajacion

iter. max. CC

iter. min. CV

iter. max. CON1

iter. max. SNR1

factor de relajacion

0 L £ 1
0.0 0.1 0.2 0.3

factor de relajacion

factor de relajacion

Figura 5-5. Modelo simulado. Mejores valores de las FDM e iteraciones precisas para
alcanzarlos, para 250 Kc (puntos), 400 Kc (continua) y 2000 Kc (mixta).
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Diametro del circulo:
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Figura 5-6. Modelo simulado (400 Kc). Valores maximos de CON y SNR y nUmero de
iteraciones necesario para alcanzarlos de los 6 circulos en funcién del parametro de
relajacion

La Figura 5-6 muestra el comportamiento de CON y SNR para los 6
circulos de la imagen en la simulacion de 400 Kc. Puede observarse que
el comportamiento para los diferentes circulos es parecido, obteniéndose
los mejores resultados para los de mayor tamafo. La dispersién de los
valores obtenidos de las diferentes FDM en las 10 realizaciones de ruido
es mayor para los circulos de menor radio. Esto indica que, para los
circulos mas pequenos, el resultado es mas sensible a las fluctuaciones
de la seiial debidas a la presencia de ruido. Para el circulo menor, la



Capitulo 5 Métodos de reconstruccién algebraicos pag. 111

dispersion era del orden del 15% de su valor. Esto y el hecho de que este
ultimo circulo esta formado por tan sélo 4 pixeles, sugiere el
comportamiento anémalo que se observa para valores altos del parametro
de relajacién no es un hecho muy significativo.

La Figura 5-7 muestra la confrontacién de los resultados obtenidos para el
modelo real con los obtenidos en la simulacion. Los resultados para CC'y
CV son muy parecidos, con sélo pequeiias diferencias en cuanto valor del
maximo y nimero de iteraciones. También se observa que, para ambas
FDM el resultado es algo mejor en el caso simulado. EI nimero de
iteraciones para alcanzar el mejor valor son ligeramente inferiores en el
caso real. Respecto a CON y SNR las graficas muestran los resultados
para los circulos de 4 y 1.5 cm de diametro (zonas 2 y 5 respectivamente).
La linea discontinua corresponde al circulo de radio 4 cm en el caso
simulado, la linea de puntos corresponde al mismo circulo en el caso real.
‘Para el circulo de 1.5 cm la linea raya-punto corresponde al caso
simulado y la raya-punto-punto al caso real. El comportamiento para
ambos circulos es cualitativamente igual para el caso real y simulado,
aunque cuantitativamente hay pequerias diferencias. En general, los
mejores resultados corresponden al caso simulado, excepto para CON del
circulo menor. Para los circulos menores, el efecto del ruido afecta mas al
resultado y la dispersién para las diferentes realizaciones de ruido es
mayor.
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Figura 5-7. Comparacion de los resultados obtenidos de las proyecciones simuladas
(400 Kc) con los de las proyecciones del modelo real. Valores mejores de las FDM e
iteraciones en las que se consiguen en funcién del parametro de relajacion.
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La Figura 5-8 muestra la imagen del modelo real obtenida mediante la
reconstruccion de las proyecciones experimentales bajo diferentes
condiciones deducidas del estudio simulado. En todas ellas hay
correccion de los efectos degradantes de la dispersién (por deconvolucion
de la SRF), de PSF y atenuacion (incluidos en la matriz de pesos). La
figura (a) es el modelo de referencia utilizado para evaluar las FDM. Las
figuras (b), (c) y (d) muestran la imagen reconstruida con un parametro de
relajacion igual a 0.1 después de 2, 8 y 64 iteraciones respectivamente.
Puede verse la influencia del numero de iteraciones en la reconstruccion.
Para dos iteraciones, el contraste, especialmente el de los circulos
menores, es muy bajo. La imagen parece no estar corregida de
atenuacion. Los bordes de la imagen estan realzados respecto el centro
de la misma. Esto provoca que, aunque la imagen sea muy poco ruidosa,
CV sea alto, pues el valor del fondo no es uniforme. Esto concuerda con
los resultados de CV expuestos en la Figura 5-4. La correccion del efecto
de la atenuacion, incluido en la matriz de pesos, necesita mas iteraciones
para manifestarse. En la figura (c) puede verse Ila imagen que, segun los
resultados obtenidos, corresponderian a una situacion éptima (mejor
calidad global — solucién balanceada entre maximo CC y maximo CON -
con el minimo de iteraciones). En esta imagen, todos los circulos excepto
el menor tienen un contraste elevado, la correccién de la atenuacion ya
esta realizada y el fondo es bastante uniforme. Para 64 iteraciones (figura
(d)), incluso el circulo pequefio presenta un elevado contraste, pero la
presencia de ruido en la imagen se ha incrementado, en concordancia
con lo encontrado para la simulacion. La figura (e) corresponde a la
reconstruccion con »=0.01 y 64 iteraciones. La imagen es practicamente
igual que en (c) mientras que se ha necesitado 8 veces mas iteraciones
para alcanzarla, con el consiguiente aumento de tiempo de computacion.
La ultima imagen (f) es la reconstruccion obtenida con #=0.3 y 8
iteraciones. Esta imagen presenta un mayor contraste pero un fondo mas
ruidoso que (c). Este hecho es consistente con los resultados encontrados
en el estudio simulado.
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Figura 5-8. Imagenes de la reconstruccion de las proyecciones experimentales. a)
Modelo de referencia (digitalizacion del modelo real) b) c) y d) imagen obtenida utilizando
w=0.1y 2, 8 y 64 iteraciones respectivamente. €) Imagen con #=0.01 y 64 iteraciones. f)
Imagen resultante de utilizar ©=0.3 y 8 iteraciones.

5.4. Discusion de los resultados

Es destacable el diferente comportamiento de CON respecto CC, CV'y
SNR. La mejora de CON se corresponde con un deterioro de las otras tres
FDM. CON es una FDM relacionada con la correcta distribucién de las
cuentas por las diferentes regiones de la imagen. La presencia de ruido
no modifica, dentro de un rango, su valor, como puede comprobarse es la
superposicion de las graficas de CONI para diferentes numeros de
cuentas en las proyecciones (Figura 5-5). En cambio, las otras tres FDM
si que tienen una gran dependencia con el ruido sobre las proyecciones.
Su deterioro aporta informacién sobre la progresiva amplificacion del ruido

sobre la imagen. Todo ello indica que debe tenerse en cuenta la FDM que
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interesa optimizar para decidir el punto de truncacién del proceso iterativo
y el parametro de relajacion a usar. De los resultados se infiere que, para
obtener una imagen bien definida, poco ruidosa, se han de realizar menos
iteraciones que si desea una imagen bien contrastada. En contrapartida,
el valor de CON alcanzado sera bajo. Reciprocamente, si se desea una
imagen bien contrastada, con las cuentas bien repartidas en las zonas
correspondientes de la imagen, se debe iterar mas, aunque sea a costa
de aumentar el ruido sobre la imagen. Usualmente, para propositos
generales, se buscara un compromiso de ambos factores que mejoren
globalmente varias FDM.

Se deduce que, por una parte @ y el numero de iteraciones deben ser
altos para que CON sea alto, y por otra parte CC, CV'y SNR exigen valores
de @ pequefos. Entonces, un valor de o préoximo a 0.1 equilibra los dos
propdsitos: CC y SNR se mantienen en sus mejores valores, CV todavia no
se ha deteriorado significativamente, y CON ha alcanzado valores

préximos a los 6ptimos. En cuanto el nimero de iteraciones, para o = 0.1,
CC necesita 10 iteraciones para alcanzar su mejor valor, CV 6 iteraciones,
CON 64 iteraciones y SNR 8 iteraciones. Esto, junto al conocimiento que
se tiene del comportamiento de las FDM en funcién del numero de
iteraciones (Figura 5-4), nos permite deducir que el resultado que mejora
globalmente las diferentes FDM es el obtenido en las 8-10 iteraciones.
Para este nimero de iteraciones, CC, CV'y SNR se hallan muy proximos a
sus mejores valores y CON es ligeramente inferior (Figura 5-4). En funcion
de lo que se quiera observar en la imagen, puede ser conveniente
efectuar mas iteraciones para mejorar CON en detrimento de CV y las
otras FDM.

En la Figura 5-5 queda reflejado que el parametro de relajacién produce

dos efectos sobre el proceso iterativo. En primer lugar, si el valor del

parametro de relajacién es pequefio (w<0.1) se observa que cuanto
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menor es su valor mayor es el numero de iteraciones necesarios para
alcanzar los mejores resultados. Para este rango de valores, el efecto del
parametro de relajacion es ralentizar el proceso iterativo (mismos valores
en un ndmero mayor de iteraciones). Por otra parte, si el parametro es
mayor (»>0.1) los valores mejores de CC, CV'y SNRI decrecen con el
factor de relajacion, lo que refleja el deterioro de la imagen resultante.
Esto esta de acuerdo con lo expuesto en la primera parte de este capitulo
sobre la necesidad de utilizar un factor de relajacion en ART en presencia
de ruido y el uso de un factor de relajacion pequefio con el fin de mejorar
los resultados de este método de reconstruccion.

En cuanto a la contrastaciéon de los resultados simulados con los
experimentales, se ha de referir que el ajuste entre la imagen inicial y la
imagen de referencia con la que se evalilan las FDM es mayor en el caso
simulado (en que coinciden exactamente) que en el caso real. Esto
justifica, en parte, los peores resultados de las FDM en el caso real
respecto el simulado. Otro factor a tener en cuenta en la justificaciéon de la
diferencia de resultados experimentales y numéricos es en el conjunto de
aproximaciones llevadas a cabo en la simulacién de las proyecciones. Por
eso, los resultados deben ser contrastados solamente de manera
cualitativa. En este sentido, se puede ver que, a pesar de los factores
mencionados con anterioridad, el estudio real y el simulado exhiben una
buena concordancia. El comportamiento cualitativo de las curvas es igual
para ambos casos (Figura 5-7).
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6. Métodos de reconstruccion estadisticos

Los métodos de maxima verosimilitud fueron introducidos en la
reconstruccion tomografica de imagenes de emisién por Rockmore [ROC-
76] y, posteriormente, por Shepp y Vardi [SHE-82]. Desde entonces, han
tenido un gran desarrollo y una creciente aceptacién como métodos
robustos que permiten incorporar las correcciones de atenuacion y
respuesta del detector, de manera que, poco a poco, se va
estandarizando su uso en equipos de gammagrafia convencionales. No
obstante, hay algunos puntos que todavia no estan satisfactoriamente
resueltos. Este podria ser el caso, por ejemplo, de la lentitud del método o
del numero de iteraciones en que debe detenerse el proceso iterativo.

En este capitulo, tras una introduccién al formalismo matematico y a la
implementaciéon del algoritmo, se hace un estudio de dos métodos de
‘aceleracién, la sobrerelajacion y los subconjuntos ordenados (OS:
Ordered Subsets). Se evalla su eficacia como técnica de aceleracion y su
rango de validez. Paralelamente, se realiza un estudio sobre Ia
aplicabilidad y funcionamiento de un criterio estadistico para finalizar el
proceso iterativo de la reconstruccion, la validacion cruzada (CVR: cross-
validation ratio), en estos esquemas acelerados. Para ello, se estudia la
evolucion de la imagen en sucesivas iteraciones con el fin de determinar
si el criterio CVR detiene el proceso en un punto idoneo, tanto al usar el

algoritmo estandar como esquemas acelerados.

6.1. Formulacion matematica

6.1.1. Estimadores de maxima verosimilitud

Se hace a continuacion un breve resumen de la teoria de los estimadores
de maxima verosimilitud. Puede encontrarse un desarrollo en [RIO-74],
[CUA-81] 0 [CUA-96].
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Sea una distribucién de probabilidad de la variable aleatoria x dependiente
de un parametro f{x; ). Se quiere determinar el valor de ese parametro
mediante una muestra (x;,x;,...,xy) de la variable. Para ello se construye un
estimador, esto es, una funcion de los valores de la muestra, que nos
permita conocer el valor estimado del parametro. El método de la maxima
verosimilitud (MLE- Maximum Likelihood Estimator), introducido por Fisher
en 1950, indica que el valor que debe tomarse como estimacion del
parametro « es el que hace que la probabilidad de haber observado
(x1,x2...xy ) @ partir de f(x;a) sea maxima. Para obtener este valor, se

construye la funcion de verosimilitud de la muestra:

L(a)= f(x;;@)...f (xy; @)

El estimador de maxima verosimilitud de « es el valor de este parametro

gue maximiza la funcién de verosimilitud, es decir:

d(a)
doe

0

Dado que el logaritmo es una funcidon mondtona y, por tanto, el maximo
del logaritmo de una funcién coincide con el maximo de la funcién, por
razones de facilidad de calculo, en vez del maximo de la verosimilitud se
suele calcular el maximo de su logaritmo:

Olog L(at)
oo

0

Si la funcion depende de varios parametros fix,; ;... ), esta dltima

expresion se generaliza con la serie de condiciones:
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OdlogL _0

_OlogL 0: OlogL
oo, " oL,

seeey

0

oo,

El estimador de maxima verosimilitud es consistente, en el sentido de que
converge en probabilidad hacia el valor real del parametro cuando el
numero de elementos de la muestra tiende a infinito.

Estos métodos pueden ser facilmente extendidos al caso de procesos
multivariantes, con una funciéon de densidad de un vector de m variables
aleatorias x=(x,...x") dependiente de un vector de k parametros
O=(q,...,aq). Y con una muestra formada por N observaciones m-
dimensionales x1=(x11,...,xm1),...., xx=(x'y,...x™y). La funcién de maxima

verosimilitud de la muestra es igualmente:

L(O)=f(x,0)...f(xy;0)

y las ecuaciones de verosimilitud son las mismas.

6.1.2. Aplicacion de los estimadores de maxima
verosimilitud a la reconstruccion tomografica.

Segln se vio en el capitulo 2, la reconstruccion tomografica puede
plantearse como un problema de estimacién de parametros de funciones
de probabilidad. Cada pixel emite siguiendo una ley de Poisson de
parametro proporcional a su actividad. Reconstruir la imagen significa
determinar la actividad del pixel, o sea, el parametro de la distribucién de
Poisson. Este parametro se puede estimar mediante un estimador de
maxima verosimilitud. Es decir, se busca la imagen (actividades de cada
pixel) que maximiza la probabilidad de obtener una proyeccion

experimental dada.
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Para encontrar ese estimador, primero se ha de construir la funcién de
verosimilitud. La funcién de verosimilitud es la probabilidad de encontrar la
proyeccion experimental condicionada al valor de la imagen [ROC-76]. En
el caso de que las variables aleatorias sean del tipo Poisson, Ia
verosimilitud se calcula mediante la expresiéon [SHE-82] [VEK-87]:

MxN hPi

Lg=Ppg)=][" "

(ec 6-1)

donde

MxM

hy=2 44,
i=1
Las ecuaciones de verosimilitud respecto a los valores a ajustar son:

OlogL
0q,

_ OlogL

0; _OloglL _
0q,

0; ..;
0q,

0 (ec 6-2)

El logaritmo de la expresién (ec 6-1) es:

MxN

My h Vi
log L =log| [ Je™ p/' = Z(— h;+p;-logh; —logp, )
J=l J J=1

y las ecuaciones de verosimilitud:

Ologl M« p;

S 1]=0
— . MxM

A, ~ ZA.,’/ g,
I=]

que se pueden escribir de la forma:



Capitulo 6 Métodos de reconstruccion estadisticos pég. 121

MxN _-g:i . A/I 1

T =] (ec 6-3)

= ; Ajl °q, ;Aﬁ

Esta es la ecuacion basica del algoritmo de la maxima verosimilitud,
donde las incognitas son los valores ¢; de emision de los pixeles de la
imagen. Dado que no es posible la resolucién directa de este sistema de
ecuaciones, existen diferentes esquemas iterativos para la resolucién del

mismo.

Multiplicando ambos lados de la (ec 6-3) por la incégnita ¢, queda una

ecuacion de la forma:
X=x- f(x) (ec 6-4)

Este tipo de problemas puede resolverse mediante una recurrencia del
tipo:

LD = 0 ,f(x(k)) (ec 6-5)

Este método de resolucién de ecuaciones, denominado método de las
aproximaciones sucesivas, substituciones sucesivas o método iterativo
simple, dependiendo de la fuente bibliografica consultada, es muy
corriente en analisis numérico. Puede encontrarse su desarrollo y
propiedades en cualquier manual de analisis numérico como, por ejemplo,
[DEM-77b] [BAK-80]. El algoritmo iterativo para el sistema de ecuaciones

de verosimilitud se escribe:

(ec 6-6)
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Una manera alternativa de desarrollar un algoritmo de resolucion de las
ecuaciones de verosimilitud es utilizar el algoritmo de maximizacioén de la
expectacion (EM: Expectation Maximization). El esquema EM para el
calculo de estimadores de maxima verosimilitud fue desarrollado por
Dempster [DEM-77a] y aplicado por primera vez en al reconstruccion de
imagenes de emision por Shepp y Vardi [SHE-82]. Para su aplicacion,
debe ser definido un conjunto de datos {x;} asociado a los valores p;
denominado conjunto completo de datos. Cada x;; representa los fotones
que han sido emitidos en el pixel i-ésimo de la imagen que han sido

detectados en el bin j-ésimo de las proyecciones. Por tanto:

MxM
p;= ij,.
i=1

El algoritmo consta de dos pasos en cada iteracion:

e Paso E (Expectation). Calculo del valor esperado del logaritmo de la
verosimilitud. El valor esperado del conjunto completo de datos con
distribucién Poisson es [SHE-82] [LAN-84] [LLA-b]:

(k)
| p'A'iqi
x5 =E{x4,-,-§p,q(“}= ST

Z Aj/1 ql(tk)
h=1

En funcién del conjunto de datos {x;}, el logaritmo de la verosimilitud

Se expresa como:

MxN Mo

log L = log(P(p!q)) = Z Z(‘ Auq; x5 l°g<A_nqi )_ log x, !)

Sustituyendo los datos {x;} por su valor esperado:
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: MiN MM A, ,_(k)
E{log L(qu,q("))}= Z 2 —Ad;q; + A‘ZA; i -log(A.,.iq,.)+ tindep.deq,
=1 i=l ZA_th;(,k)
el

expresa el valor esperado del logaritmo de la verosimilitud, donde los
términos independientes de las variables g; corresponden al logaritmo

del factorial de x;;.

e Paso M (Maximization). Maximizacién del valor esperado del logaritmo
de la verosimilitud. El maximo se consigue para el valor que anula la
derivada del valor estimado del logaritmo de la verosimilitud. La

solucion de la ecuacion es el nuevo valor estimado ¢**:

OE{ b p_l.Aﬁq,(k) 1y
”0/)‘]:‘ - ; _Aji gy (k) 4; =0
‘ hzﬂAthh

que tiene por solucién la expresion (ec 6-6).

El proceso iterativo resultante es convergente a una solucién Unica
incluso cuando los datos tienen ruido [WU-83] [LAN-84]. El algoritmo
resultante es denominado ML-EM (Maximum Likelihood Estimator-
Expectation Maximization)

6.1.3. Métodos de aceleracion del proceso

Dada la lentitud del algoritmo original ML-EM, en los ultimos afios han
sido propuestos numerosos procedimientos para acelerarlo [LEW-86],
[KAU-87], [TAN-87], [LLA-93], [HUD-94] [WAL-96] [KAM-98]. En este
trabajo se estudian un método clasico de sobrerelajacion [LEW-86]


http://indep.de
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[CHE-88] [LLA-a] asi como otro método mas reciente, denominado el
método de los subconjuntos ordenados (OS: Ordered Subsets) [HUD-94].

Parametro de aceleracion

Un método de acelerar un proceso iterativo como el descrito por la
expresion (ec 6-5) es el uso de un parametro de sobrerelajacion [SCH-93].
Los esquemas multiplicativos de este tipo pueden incorporar un
parametro n correspondiente a una potencia a la que elevar la correcciéon
efectuada en cada iteracion:

H
D = (6 -(f(x(k)))

n actia como un parametro de relajacion (subcorreccion de la incégnita
que produce un retraso en la convergencia del proceso iterativo) si toma
valores comprendidos entre 0 y 1 y de sobrerelajacién (sobrecorreccion
de la incégnita que provoca una aceleracién en la convergencia) en caso
que sea mayor que 1. El uso del parametro de sobrerelajacién hace que
el nimero de cuentas total, que se preserva automaticamente en el
algoritmo ML-EM sin aceleracion, pueda alterarse durante el proceso
iterativo. Para eludir esta inestabilidad, en [LLA-a] se propone el uso de
un multiplicador indeterminado de Lagrange u en las ecuaciones de
verosimilitud que fuerza la conservacién del nimero total de cuentas de la

reconstruccion. El logaritmo de la verosimilitud a minimizar se reescribe:

log L=, Z(_ A +%; 'IOg(A,iqu)" log x; ) u DIDIH DN S
=

MxN MxM MxN MxM MxN
J=1 =l j=t =l

A las ecuaciones de la verosimilitud tiene que afadirse la condicion de

minimizacién respecto el parametro u:
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PE{} MM p; A,q,(k) 1 R

G RS e S I
q; = ZA,,,q,, ) 4i -

é’E{ MxN MxM MxN

=2 240 2P, =0

é’ﬂ J=l =1

La dltima ecuacién conlleva la conservacion del numero de cuentas
(iguaidad entre el nimero de cuentas de las proyecciones experimentales
con el nimero de cuentas de la proyeccion calculada a partir de la imagen

estimada). De las primeras ecuaciones se deduce la siguiente relacion:

MxN 1

'u + 1) Z MM ! ! 'i " VN

- ZA// g ZA

Elevando esta expresion a la potencia n-ésima y multiplicando por g¢;, la

recurrencia resultante es:

(1) _ q/(k_),, & opi4y 1

qi Muhd " MxN (ec 6-7)
(ﬂ+l) ’IZA,/ q[ ZA

En [LLA-a] se demuestra que este factor tiende rapidamente a cero,
aunque, para evitar inestabilidad en el desarrollo de la recurrencia, puede
ser conveniente calcularlo en las primeras iteraciones. En lo sucesivo, se
emplearan las siglas SSA (Successive Substitution Algorithm) para
referirse a este esquema de reconstruccion de las ecuaciones de

verosimilitud.
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Existe otro algoritmo muy similar derivado de la ecuacion (ec 6-3). La

ecuacion (ec 6-4) se puede expresar de la forma:

x=x+x~(f(x)—1)=x-(1+(f(x)—l))

y la recurrencia que lo resuelve es:
x5 -(1 + (f(x(")) - 1)) (ec 6-8)

Este esquema, que es totalmente analogo a (ec 6-5), puede ser acelerado

mediante un parametro de sobrerelajacion:
x+) =x(")-(l+n-(f(x(k))—1)) n>1

Aplicado a las ecuaciones de verosimilitud [LEW-86]:

W) = @ |1pp |50 Pidi 1
g®) = g® | 1en| ST L (ec 6-9)

/= IZlAjI : QI(k) ZI:A_,':'
- =

Esta variante del método de maxima verosimilitud sera referenciada en
adelante con las siglas AA (Aditive Algorithm). La expresién de AA puede
ser concebida como una expansion en serie de Taylor de SSA a primer
orden. Llamando a al término que esta entre paréntesis:

MxN .
a=S P A, 1
- MxM MxN

= ;Aﬂ ) q/(k) Z]:Aji
= =
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y teniendo en cuenta que la expansion lineal de 4" alrededor de a=1 es:

a"=1+n-(a-1) (ec 6-10)

puede comprobarse que AA es la expansion lineal de SSA.

Subconjuntos Ordenados

En 1994, Hudson describié un esquema de aceleracion del algoritmo ML-
EM al que bautizd6 con el nombre del método de los subconjuntos
ordenados (MLE-OS: Ordered Subsets) [HUD-94]. De esta referencia, se

ha obtenido toda la informacion expuesta en este punto.

La idea basica de este esquema de aceleraciéon es hacer una particion del
conjunto de bins de las proyecciones en varios subconjuntos de igual
tamafio provistos de un orden. Luego, en cada iteracion se busca
sucesivamente la estimacién de la imagen que maximiza la verosimilitud
de cada uno de estos subconjuntos de datos. Asi, en una sola iteracion
los valores de los pixeles de la imagen son estimados tantas veces como
subconjuntos se utilicen. Utilizar este procedimiento casi no altera el
ndmero total de operaciones efectuadas en cada iteracién, mientras que
el ajuste de las proyecciones a la imagen se produce en un numero
considerablemente inferior de iteraciones (aproximadamente del orden del

ndmero de subconjuntos utilizados).

El modo de realizar la particion de la proyeccion afecta al rendimiento del
algoritmo. Para que éste sea o6ptimo se ha de procurar que cada
subconjunto contenga proyecciones lo mas dispersas posibles dentro del
rango de angulos de proyeccion. Igualmente, ha de buscarse la maxima
dispersion entre las proyecciones que forman un subconjunto y las
proyecciones que forman el siguiente. Por ejemplo, si el nimero de

angulos de proyeccion es 60 y se quieren utilizar 20 subconjuntos, el
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primero de ellos lo formaran las proyecciones a 0, 120 y 240 grados, el
segundo estara compuesto por las proyecciones a 60, 180 y 300 grados
(maxima distancia entre ellos y maxima separacion con las proyecciones
del subconjunto anterior), el tercero a 30, 150 y 270 grados, el cuarto a
90, 210 y 330 grados y asi sucesivamente.

Desde su apariciéon en 1994, esta variante de MLE ha adquirido gran
difusidn y ha sido objeto de varios estudios [LI-94], [MAN-95], [KAM-96a],
[KAM-96b] , [LIU-96], [BYR-97], [XIA-97], [YU-97] y [BYR-98].

6.1.4. Rango de validez de los métodos estadisticos

La formulacion estadistica de la reconstruccion en ECT pretendia, en un
principio, abordar el problema del ruido e incorporarlo en el proceso de
reconstruccién, de manera que quedara automaticamente corregido. Sin
embargo, la experiencia muestra que ML-EM produce imagenes ruidosas,
siendo la presencia de ruido en la imagen mas importante cuanto mayor
sea el ruido sobre las proyecciones [LIE-93]. El origen del ruido es la
escasa estadistica de cuentas en cada pixel (incertidumbre o aleatoriedad
de la medida). Para clarificar esta argumentacion puede plantearse, a
modo de ejemplo, el siguiente problema de estimacion por ML-EM: Se
tiene una moneda de la que se quiere averiguar cual es la probabilidad de
obtener cara o cruz al lanzarla al aire. La distribucién de probabilidad que
describe este proceso aleatorio es una distribucion binomial de parametro
p (p probabilidad de que salga cara, 1-p la probabilidad de que salga cruz;
p=0.5 si la moneda es normal). El problema consiste en estimar el
parametro p por el método de ML-EM a partir de una muestra estadistica
determinada. Si, por ejemplo, se lanza cuatro veces una moneda normal y
se obtiene 3 caras y 1 cruz, se puede calcular facilmente que la
estimacién de p, esto es, el valor de p que da una probabilidad mas
grande de obtener 3 caras y una cruz al lanzar la moneda cuatro veces,
es p=0.75. Este sencillo ejemplo ilustra que, aunque el estimador de ML-
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EM tenga asegurada la convergencia en probabilidad [WU-83], el hecho

de disponer de un numero escaso de cuentas hace que el valor del

parametro obtenido no sea necesariamente el deseado. La presencia de

ruido no se soluciona con la formulacion estadistica del problema. Es por

ello que han sido desarrollados diferentes mecanismos de regularizacion
de la solucién [DEM-89] [FES-92] [BAR-94]:

La penalizacién de la verosimilitud con funciones que sirvan para
controlar la suavidad de la imagen. Se ftrata de maximizar
simultdneamente la verosimilitud y la suavidad de la imagen, mediante
algun compromiso entre ambos factores. Por ejemplo, el método de
Sieves [SNY-85] o el descrito en [SIL-90].

Métodos Bayesianos. El uso de funciones de penalizacion de la
verosimilitud permite una interpretacién bayesiana de la reconstruccion
[LAN-87] [ARC-95] [KAO-98]. La estimacién bayesiana consiste en
encontrar la imagen mas probable dadas las proyecciones. Es decir,
se trata de maximizar la probabilidad condicionada. Esta probabilidad

esta relacionada con la verosimilitud mediante el teorema de Bayes:

P(q|p) < P(pla)- P(4)

donde P(q) es la distribucion de probabilidad a priori de la imagen.
Una muestra de las funciones de densidad a priori utilizadas son la
entropia [MOH-88] [NUN-90] [WAN-92], funciones de Gibbs [GEM-84]
[GRE-90] [LAN-90] [FES-92].[HEB-92] [LAL-92] [HIG-97] y otras como
[LEV-87] o [LIA-89]. También ha sido propuesto el disefio de
funciones de Gibbs a partir de la informacién anatémica conocida de
antemano [GIN-93] [BOW-96].

El filtrado de las proyecciones con un filtro paso-baja previamente a la
reconstruccion [LIA-91].

La truncacién del proceso iterativo [BER-86] [DEF-86] [FLE-90]. Debe

ser definido el nimero de iteraciones en el que detener el algoritmo.
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En [VEK-87], [LLA-89], [LLA-90] son propuestos varios meétodos
basados en el concepto de factibilidad de la imagen reconstruida en
términos de test de hipdtesis. En [HEB-88] y [HEB-90] hay otros
métodos propuestos basados en test Chi-cuadrado. [COA-91] propone
un criterio de detencién de los algoritmos ML-EM basado en un
sistema de validacién cruzada (CVR: Cross Validation Ratio).

En este trabajo se utiliza la truncacion como método de regularizacion y

se estudia la aplicabilidad del criterio CVR en SPECT.

Otro punto pendiente de clarificacion en el uso de los métodos
estadisticos es hasta qué punto se puede suponer que las distribuciones
de probabilidad que intervienen son conocidas. Aunque todas las formulas
de este capitulo se han deducido con la hipétesis que las variables
aleatorias que describen tanto los pixeles de la imagen como los bins de
la proyeccion eran del tipo Poisson, la atenuacion, la dispersion, la PSF y
el ruido electrénico en la deteccion pueden modificar las leyes de
distribucion de probabilidad de los bins de las proyecciones. Saber si
estas variables quedan suficientemente bien descritas mediante una
variable de Poisson es una cuestion de dificil resolucion. La veracidad de
esta suposicion ha de asumirse como hipoétesis de trabajo.

6.1.5. La validacion cruzada como criterio de detencién del
proceso iterativo.

Uno de los problemas de los métodos iterativos de reconstruccion y, en
particular, del algoritmo ML-EM es determinar cuando debe detenerse el
proceso iterativo. Coakley [COA-91] propuso un procedimiento automatico
de interrupcion del proceso iterativo para el calculo de los estimadores EM
utilizados en el analisis de la dispersion de neutrones, denominado
validaciéon cruzada. La aplicabilidad de este método ha sido estudiada
para la reconstruccién tomografica de imagenes de PET mediante ML-EM
[LLA-1993], aunque no habia sido analizada para SPECT.
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Para utilizar la validacién cruzada se requieren dos conjuntos
independientes de proyecciones (A y B). La idea basica de la validacion
cruzada es reconstruir el primer conjunto de proyecciones A y utilizar el
segundo conjunto B para confrontar y validar la reconstruccién. Después
de cada iteracibn se evalita la funcidbn de verosimilitud de las
proyecciones A y B respecto a la imagen reconstruida. La verosimilitud del
conjunto A — llamada verosimilitud directa- es una funcion creciente con el
namero de iteraciones, pues, si el proceso converge, el algoritmo conduce
al maximo de la verosimilitud (imagen que maximiza la probabilidad de
obtener las proyecciones). En cambio, la verosimilitud de la imagen
reconstruida de A respecto las proyecciones B - verosimilitud cruzada -,
de acuerdo con [LLA-1993], crece inicialmente, debido a que la parte de
senal de las proyecciones es comun a los dos conjuntos A y B, pero, tras
alcanzar un valor maximo, decrece, cuando el proceso empieza a
reconstruir la parte de ruido que es diferente en ambos conjuntos. El
proceso'debe detenerse en el punto en que la verosimilitud cruzada es
maxima. Para calcular el maximo de la verosimilitud cruzada, se evalta a
cada iteracion el cociente de incrementos de las verosimilitudes cruzada y

directa.

_ CL(k)~-CL(k-1)
CVR(k)= DL(k)- DL{k —1)

donde DL y CL son la verosimilitud directa y cruzada respectivamente (ver
3.4.3) y k hace referencia al numero de iteracion. CVR hace las funciones
de derivada de la verosimilitud cruzada en funcién del numero de
iteraciones, ya que la verosimilitud directa es una funcién creciente con el
numero de iteraciones. El maximo de la verosimilitud cruzada se alcanza
en el cero de CVR.
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A la hora de utilizar CVR como criterio de interrupcion del proceso iterativo

se han de tener en cuenta las siguientes consideraciones:

Los dos conjuntos de proyecciones han de ser totalmente independientes.
Esto se consigue con una doble adquisicién, ya sea temporalmente o
mediante una gammacamara de doble cabezal.

e Una vez reconstruido el primer conjunto de proyecciones, los
conjuntos de proyecciones A y B intercambian sus papeles: se
reconstruye el conjunto B tomando como referente A. Se asume que la
mejor reconstruccion posible es la suma de las reconstrucciones
“6ptimas” de Ay B.

6.1.6. Algoritmo MLE.

A continuacién se describe el algoritmo implementado. Esta descripcion
se hace conjuntamente para los dos algoritmos MLE-EM y MLE-OS. La
variable & indica el nimero de iteracidén, la variable j el indice de los
subconjuntos de proyecciones, n es el parametro de aceleracion y OS se
refiere al numero total de subconjuntos utilizados. El resto de variables
tiene el mismo significado que en los capitulos anteriores. Para obtener el
primer esquema basta con suponer 0S=1. Para el segundo, es suficiente
con hacer la asignacién n=1. El algoritmo consta de los siguientes pasos:
I. Inicializacién.

a) Como estimacion inicial se toma la imagen de maxima entropia o
minima informacién, es decir una imagen con un valor uniforme
distinto de cero. El valor inicial de cada pixel de la imagen es el valor
correspondiente a la equidistribuciéon del nimero de cuentas de las
proyecciones sobre la imagen, aunque debido a la atenuacién no
haya el mismo numero de emisiones que de detecciones.

k=0

MxN
ne=2.p;
=
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(1)(0) ne

M-M
b) Se calculan los indices de los bins que componen cada subconjunto

q

ordenado ;.
II. lteraciones:
k=k+1
j=0
a) Para cada subconjunto de proyecciones:
- Se calcula la proyeccién de la imagen actual sobre el conjunto de

bins correspondiente:

MxM

pl(k)(./) — ZA” 'q/'(k)(j_]) leS
=

- Se actualiza la imagen segun la expresion SSA o AA (adaptando
para los subconjuntos ordenados la (ec 6-7) y la (ec 6-9)
respectivamente). El indice i recorre todos los pixeles de la

imagen:
®0) _ G- p 1
E.'/- ! A )
h=l1 i
para SSA, y:
()Y — ,k)-1) D 1
q; 1) = q; = 1+n- Z(k)(/) 'Ali v -1

les, Pr
' Z 4,
=l

para AA.
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b) Una vez recorrido todos los subconjuntos de bins de la proyeccion,
se considera que se ha efectuado una iteracién.

- Si es preciso, se corrige el nimero de cuentas de la imagen. Para

ello, se calculan el nimero de cuentas nc’ de las proyecciones de

esta nueva imagen y se multiplican los pixeles de la imagen por el

nic .
factor — . Al ser el proyector un operador lineal, se puede
nc

asegurar que la imagen corregida por este factor tiene unas
proyecciones con el mismo numero de cuentas que las
proyecciones experimentales.

- Si se utiliza el esquema aditivo AA, puede que algin pixel adquiera
un valor negativo. En este caso, se le asigna el valor cero.

- Se graba la imagen para su posterior evaluacion.

- Si se requiere, se calcula CVR de la imagen actualizada respecto
un segundo conjunto de proyecciones.

c) Si el numero de iteraciones preestablecido no se ha cumplido o el
criterio de detencién del proceso iterativo no se verifica, se realiza la

asighacion y se repite este proceso.

6.2. Estudio de la CVR

En primer lugar, se ha realizado el andlisis de CVR como criterio de
detencién del proceso iterativo en imagenes de SPECT reconstruidas con
el algoritmo MLE. Se ha evaluado la calidad de la imagen obtenida en la
iteracién que indica el criterio CVR para un conjunto de reconstrucciones.
De esta manera, se ha pretendido precisar la utilidad y el margen de
confianza de este mecanismo de detencidon del proceso iterativo de

reconstruccion.
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6.2.1. Pruebas realizadas

Para realizar este estudio, han sido generados numeéricamente 3
conjuntos de proyecciones del modelo de Jaszczak de 100 Kc, 200 Kc y
800 Kc respectivamente, cada uno con 110 realizaciones diferentes de
ruido y los mismos parametros geométricos que el modelo real. Estas
proyecciones incluyen la simulacion de atenuaciéon, PSF, dispersion y
ruido, generadas segun se indica en el capitulo 3. Las proyecciones han
sido corregidas de dispersion por deconvolucién con la SRF. Para poder
utilizar CVR, las proyecciones correspondientes a las 10 primeras
realizaciones de ruido han sido reconstruidas y sobre cada reconstruccion
ha sido evaluada la verosimilitud cruzada con las proyecciones
correspondientes a las 100 realizaciones de ruido restantes. La
reconstruccion se ha llevado a cabo incluyendo la atenuacion y la PSF en
la matriz de transicién. Las imagenes reconstruidas han sido evaluadas
con las figuras de mérito: CC, CON, SNR y CVR definidas en el capitulo 3.
Al igual que en los estudios del capitulo 4 y 5, CON y SNR se han

calculado sobre el circulo 1 del modelo (ver 3.2.9).

6.2.2. Resultados obtenidos

En la Figura 6-1 se muestra la evolucién de los valores de las FDM de las
reconstrucciones en funcion del nimero de iteraciones, promediado sobre
las 10 realizaciones de ruido. En primer lugar, se observa un
comportamiento analogo al observado en los métodos iterativos
estudiados en anteriores capitulos: mientras CC y SNR/ alcanzan un
maximo tras el que decrecen, CONI aumenta continuamente. Otro hecho
destacable es que la evolucion de las FDM es mas lenta cuanto mayor es
el nimero de cuentas de las proyecciones, es decir, cuanto menor es el
ruido, menos para CONI, que tiene una evolucién independiente del
nimero de cuentas de las proyecciones. Esto indica que al calcular
valores medios de actividad en los circulos con un numero grande de
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pixeles, se compensan entre si las fluctuaciones del valor debidas el
ruido.

En la Tabla 6-1, se muestra la dependencia del criterio CVR con la
proyeccioén particular de referencia. En el primer cuadro, se indica, para
diferentes niveles de ruido, el nimero de iteraciones maximo, minimo y
promedio indicado por el criterio CVR para 100 diferentes segundas
proyecciones. Se observa que la dispersién del nimero de iteraciones
aumenta con el nimero de cuentas en las proyecciones, de acuerdo con
la mayor lentitud en la evolucion del proceso de reconstrucciéon observada
en la Figura 6-1 para dichas proyecciones. En cada caso, los valores
individuales y promedio son muy parecidos. En los tres cuadros
siguientes, se muestran respectivamente los valores de tres FDM en la
iteracién minima, promedio y maxima indicada por CVR con las 100
segundas proyecciones. Para los valores del numero de iteraciones
extremos, la variacion de estas tres FDM es poco significativa ya que la
mayoria de resultados estan dentro de un intervalo en que las variaciones
son minimas. En los valores extremos, se tienen imagenes con mejor CC
(menos ruidosas para un nimero de iteraciones inferior) o con mejor CON
(mas contrastadas para un nimero de iteraciones mayor). En la Figura 6-
2 se muestra toda la evolucién de la imagen con el nimero de iteraciones,
estando ampliadas las imagenes correspondientes al nimero minimo,
promedio y maximo de iteraciones. En esta ampliacién se pone de
manifiesto las diferencias entre la primera y la Gltima imagen valida segun
CVR. Mientras en la iteracién 34 la imagen es mas suave, en la iteracion
56 estda mas contrastada (los circulos negros estan mejor delimitados y su
valor es inferior). Sin embargo, a pesar de estas diferencias ambas
imagenes son aceptables para imagenes de propoésito general. La imagen
obtenida en la iteraciéon promedio es una situacion intermedia entre mayor
suavidad y mayor contraste.
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Variacién de CC con iteraciones
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Figura 6-1. Variacién de las FDM con el numero de iteraciones para los modelos de
100Kc (linea delgada), 200Kc (linea gruesa) y 800Kc {linea de puntos).
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. . 100 Kc 200 Kc 800 Kc
Iteraciones segin CVR 3 b a b 3 b
numero de iteraciones minimo 26 24.5 34 | 34.9 65 | 69.1
numero de iteraciones promedio | 31.8 | 31.1 | 452 | 46.2 [ 100.5|104.3
namero de iteraciones maximo 41 39.8 56 | 61.3 | 144 | 143.7
desviacion estandar 2.9 3.0 49 52 | 13.3 | 153
Valores de CC 100 Kc 200 Ke 800 Kc
a b a b a b
namero de iteraciones minimo 0.9300.931(0.94410.943 | 0.957 | 0.958
niimero de iteraciones promedio | 0.923 | 0.924 | 0.939 | 0.937 | 0.951 | 0.953
nimero de iteraciones maximo | 0.911]0.914 | 0.932 | 0.928 | 0.942 | 0.946
Valores de SNRI 100 Kc 200 Kc 800 Kc
a b a b a b
ndmero de iteraciones minimo 275|279 | 316 | 3.23 | 3.93 | 3.99
nimero de iteraciones promedio | 260 | 2.64 | 298 | 3.04 | 364 | 3.72
nimero de iteraciones maximo 241 | 245 | 2.81 | 281 | 3.31 | 3.43
Valores de CONI 100 Kc 200 Kc 800 Kc
a b a b a b
nimero de iteraciones minimo 063062 | 064 | 0.68 | 0.77 | 0.78
numero de iteraciones promedio | 0.66 | 0.65 | 0.67 | 0.72 | 0.81 | 0.82
nimero de iteraciones maximo 070 |1 0.69 | 069 | 0.75 | 0.84 | 0.84

Tabla 6-1. En el primer cuadro se muestra, para el modelo con 100 Kc, 200 Kc y 800 Kc,
el nimero de iteraciones minimo, promedio y maximo que indica el criterio CVR para una
realizacion determinada de ruido (columnas a) y para el promedio de 10 realizaciones de
ruido (columnas b) al contrastar la reconstruccion con 100 segundas proyecciones
diferentes. En las restantes tablas se muestra los valores de tres FDM para el numero de
iteraciones minimo, promedio y maximo que indica la primera tabla.
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iteraciéon 34 iteracion 45 iteracion 56

Figura 6-2. Evolucién de la reconstruccién en funcién del nimero de iteraciones
{(dispuesto por filas) para una realizacion de ruido determinada (200Kc). Las tres
imagenes separadas y ampliadas corresponden al nimero minimo (34), promedio (45) y
maximo (56) de iteraciones indicadas por CFR al cruzarse la reconstruccion con 100
segundas proyecciones distintas
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6.2.3. Discusion de los resultados

El primer resultado observado es que, al igual que en ART, las diferentes
FDM tienen un comportamiento dispar. Mientras CON es creciente, tanto
CC como SNR pasan por un maximo tras el que empiezan a decrecer. No
es posible, por tanto, mejorar dichas FDM simultaneamente. Aunque las
cualidades a optimizar de la imagen dependen de su utilidad, para un
propésito general debe encontrarse un punto de compromiso donde sus
valores estén equilibrados. Los resultados observados en CVR=0
muestran que este criterio interrumpe el proceso iterativo en un punto
donde tanto CC y SNR como CON estan préoximos a su valores 6ptimos.
Mientras las dos primeras FDM ya han sobrepasado la iteracion en la que
tienen su valor maximo, CON todavia no lo alcanzado. Un menor numero
de iteraciones produciria mejores valores de CC y SNR (que reflejan
menos ruido sobre la imagen) y un contraste peor. Si, por el contrario, se
sobrepasa el numero de iteraciones indicado por CVR, CON aumenta a

costa de la disminucién de CC y SNR (imagenes mas ruidosas).

En lo referente a la variacion respecto el niumero de cuentas sobre las
proyecciones, se observa que cuanto menor es la relacién sefal-ruido en
las proyecciones, CVR detiene el proceso en un numero inferior de
iteraciones. La justificacién de esta relacién viene dada porque cuanto
menor es la presencia de ruido, mayor puede ser el ajuste de la imagen
reconstruida con las proyecciones y, por tanto, el proceso admite un
mayor nimero de iteraciones. Reciprocamente, si la presencia de ruido es
importante, la mejor imagen no debe ajustarse mucho a las proyecciones
para que no se produzca el ajuste de la componente de ruido, y, por
consiguiente, el numero de iteraciones debe ser menor.

Del estudio en la dependencia de la CVR respecto la proyeccion de
referencia, se comprueba que, si bien existe dependencia de la iteracion
que indica CVR con la proyeccién particular escogida, en todos los casos
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la reconstruccion obtenida con el método CVR es aceptable para
imagenes de proposito general. Seguin se muestra en la Tabla 6-1 y en la
Figura 6-2, las variaciones de las FDM entre los nimeros minimos y
maximo de iteraciones obtenidas con este criterio al contrastar con 100
segundas proyecciones diferentes son poco significativas. No obstante,
debe tenerse en cuenta dicha dependencia al utilizar este método. Si, en
funcion del diagnéstico a realizar, se desean imagenes poco ruidosas o
muy contrastadas, no es recomendable emplear ciegamente este criterio,
pues CVR no garantiza la minimizacion o maximizacion de estos
parametros. En este caso, debe hacerse un seguimiento de la evolucion
de la imagen y determinar manualmente el punto éptimo de interrupcion

del proceso iterativo.

6.3. Estudio del parametro de aceleracion

-El objetivo de este estudio es comprobar la relacién entre los algoritmos
SSA y AA, comprobar el efecto del factor de aceleracion en MLE y
corroborar la utilidad de CVR como método de interrupciéon del proceso

iterativo en imagenes de SPECT al usar esquemas acelerados.

6.3.1. Pruebas realizadas

Para realizar este estudio se han utilizado las mismas proyecciones reales
utilizadas en el apartado anterior. También han sido generadas
numéricamente 4 conjuntos de proyecciones de 100 Kc, 200 Kc, 400 Kc y
800 Kc respectivamente, cada uno de 20 realizaciones de ruido diferentes
y los mismos parametros geométricos que el modelo real. En estas
proyecciones se han incluido la simulacibn de atenuacion, PSF,
dispersion y ruido. Las proyecciones han sido corregidas de dispersion
por deconvolucién de la SRF correspondiente. Para poder utilizar CVR, las
10 primeras realizaciones han sido reconstruidas, mientras que las 10

restantes se han utilizado como referencia, tanto en el caso real como en
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el simulado. Han sido probados 4 factores de aceleracién 1, 1.5, 2y 2.5
para todas las proyecciones disponibles, con el algoritmo SSA y con AA.
Algan valor del factor de aceleracién mayor (3, 3.5 y 4) también ha sido
probado en alguna de las proyecciones. Las imagenes reconstruidas han
sido evaluadas con las figuras de mérito: CC, CON, SNR y CVR. El estudio
de la primera de estas FDM permite la evaluacion del factor de
aceleracion. Las FDM CON y SNR se han evaluado sobre los circulos 2y
del modelo (ver 3.2.9), el primero en representacion de los circulos
mayores y el segundo de los menores, para poder de manifiesto si existe
dependencia de la aceleracién obtenida en la evolucién de estas FDM con
el tamafrio del circulo.

6.3.2. Resultados obtenidos

A no ser que se especifique lo contrario, los resultados referidos en este
punto corresponden a la reconstruccion de las proyecciones generadas
numericamente de 200Kc. En la Figura 6-3, se muestra la dependencia de
las diferentes FDM respecto el niumero de iteraciones para SSA y »n=1
(linea rayas cortas), n=1.5 (linea punto-raya), »=2 (linea continua) y n=2.5
(linea de puntos) y para AA y n=2 (triangulos). En cada caso, la linea
corresponde al promedio de las 10 realizaciones de ruido. Con valores
superiores del factor de aceleracion se obtienen imagenes que se
deterioran por inestabilidad de la solucién a las pocas iteraciones. Esta
degeneracion del proceso iterativo para factores de aceleraciéon grandes
se refleja ya para n=2.5 en el comportamiento oscilante de CVR. Valores
superiores del parametro de aceleracion han producido una fuerte
inestabilidad en el proceso iterativo de reconstrucciéon. En cuanto al
comportamiento respecto el parametro de aceleracion, para poder
comparar cuantitativamente los valores de las FDM conseguidos, la Tabla
6-2 muestra para CC y SNR, el valor maximo y el numero de iteraciones
que precisa para alcanzarlo. Dado que el contraste es una funcidn

creciente, el valor maximo del contraste se obtiene siempre en la ultima



Capitulo 6 Meétodos de reconstruccién estadisticos pag. 143

iteracion, como se ve en la Figura 6-3. Los valores maximos de CON
obtenidos para los diferentes factores de aceleraciéon no son directamente
comparables, puesto el numero de iteraciones realizado se ha limitado al
mismo valor en todos los casos y no es equivalente 64 iteraciones para

los diferentes factores de aceleracion.
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Figura 6-3. Estudio simulado con 200Kc. Representacion de CVR y otras FDM respecto
el nimero de iteraciones para SSA y n=1 (rayas), »=1.5 (punto-raya), »n=2 (continua) y
n=2.5 (puntos). También estan representados los valores de AA y n=2 (triangulos-
representado cada cinco iteraciones).
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En vez de mostrar el valor maximo de CON vy las iteraciones, la Tabla 6-2
se muestra, para los diferentes factores de aceleracion, el nimero de
iteraciones preciso para tener el valor de CON mas parecido al obtenido
para n=1 y 64 iteraciones. También se muestra el nimero de iteraciones
en los que CVR cambia de signo (paso por el cero). Se observa una gran
coincidencia de los resultados de SSA y AA para n=2. Salvo una ligera
discrepancia en las primeras iteraciones las diferencias entre los valores
de las FDM son despreciables. Se advierte, tanto en la Figura 6-3 como
en la Tabla 6-2, que los valores maximos de CC y SNR son
aproximadamente los mismos para los distintos factores de aceleracion y
ambos algoritmos de reconstruccion mientras que el numero de
iteraciones requerido en cada caso es inversamente proporcional al valor

de n.
cC CON2 CON35 SNR2 SNRS CVR=0

Factor | Valor Ite Valor Ilte Valor Ite Valor Ite Valor Ilte Ite
MLE-EM

1 0947 21 0720 64 0345 64 3181 23 1722 38 47
SSA

1.5 0.947 14 0719 42 0344 42 3177 15 1.724 25 32

2 0947 10 0721 32 0346 32 3173 12 1724 19 24 .

25 0947 9 0720 25 0345 25 3168 10 1.736 15 17

1.5 0948 14 0721 43 0346 43 3207 16 1732 27 32
2 0948 11 0720 32 0345 32 3230 11 1742 19 26
25 0048 9 0718 25 0343 25 3253 10 1758 15 23

Tabla 6-2. Valores de las FDM vy iteraciones necesarias para alcanzarlos para diferentes
factores de aceleracién. Ef método sin aceleraciéon MLE-EM coincide con SSA y AA 'y
n=1. De CC, SNR2 y SNR5 se muestran los valores maximos. De CON2 y CONS los
valores mas préximos al obtenido para n=1 y 64 iteraciones. En la Gltima columna esta
indicado el nimero de iteraciones necesarios para que CVR sea negativo.
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En la Figura 6-4, esta representado CC en funcién del numero de
iteraciones para n=1 (linea rayas cortas), para SSA »=2 (linea continua) y
para AA y n»n=2 (tridangulos). El primer conjunto de puntos esta
representado respecto el eje-x inferior de la grafica (1-64 iteraciones) y los
otros dos respecto el superior (1-32 iteraciones). De esta manera, se pone
de manifiesto que los resultados obtenidos para »=2 coinciden (excepto
pequenas diferencias en las primeras iteraciones) con los obtenidos para
n=1 con el doble de iteraciones.

0 5 10 15 20 25 230 35
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Figura 6-4. CC respecto el nimero de iteraciones. Para n=2 SSA (linea continua) y AA

(triangulos- representados de 5 en 5 iteraciones) el nimero de iteraciones corresponde
al eje x superior mientras que para »n=1 (rayas) el eje de las x es el inferior.

Todos estos resultados son consistentes con la hipdtesis que el
parametro de sobrerelajacion actia solamente como un factor de
aceleracion, con una aceleracion inversamente proporcional a su valor,
sin modificar la calidad de las imagenes reconstruidas. Con el propdsito
de acabar de confirmar esta premisa, se ha calculado mediante el método
simplex [NEL-65] el factor de escala con que se debia contraer el eje x de
las graficas obtenidas de las diferentes FDM y factores de aceleracion de
1.5, 2 y 2.5 para que coincidieran con las correspondientes al algoritmo
sin aceleracion (n=1). Los promedios sobre las FDM (calculadas en todos
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los circulos) de los factores de escala del eje de las iteraciones que
producen un mayor ajuste de las graficas respecto las correspondientes a
n=1 se muestran en la Tabla 6-3. Estos resultados estan de acuerdo con

la hipbtesis que se pretendia verificar.

n 1.5 2 25
SSA 1506 2.005 2440
AA 1464 1906 2277

Tabla 6-3. Valor promedio sobre todas las FDM calculadas del factor de contracciéon que
debe experimentar el eje de las iteraciones para que la grafica tenga un maximo ajuste
con la correspondiente a n=1.

La Figura 6-5 ilustra la dependencia de las FDM con el numero de
cuentas de las proyecciones (o, equivalentemente, con el ruido sobre las
proyecciones). Las curvas dibujadas corresponden a SSA y n=2 y 100Kc
(puntos), 200Kc (continua), 400Kc (punto-raya) y 800Kc (rayas). Se
observa que el decrecimiento de CC y SNR tras el maximo es mas rapido
cuanto menor es el nimero de cuentas. Esto refleja que ambas FDM son
muy sensibles a la presencia de ruido en la imagen reconstruida. No
ocurre lo mismo con CON. Las curvas relativas a los diferentes nimeros
de cuentas en las proyecciones estan practicamente superpuestas,
Unicamente se observan pequefias discrepancias en CON5 y 100Kc
donde los valores de la curva son ligeramente inferiores. También se
observa que cuanto mayor es el nimero de cuentas de las proyecciones,
mayor es el nimero de iteraciones para las que CVR cambia de signo. La
dependencia es lineal. Si se ajusta mediante una regresion lineal el
namero de iteraciones definido por CV'R se obtiene que:

iteraciones = 0.0459 - cuentas +12.78

con un coeficiente de correlacion de r? = 0.9935.
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En la Figura 6-6 se comparan los resuitados obtenidos de las
proyecciones generadas numéricamente (linea continua) con los de las
proyecciones del modelo fisico (puntos) ambas reconstruidas con SSA y
n=2. Se contempla una buena concordancia cualitativa de los resultados
de ambos modelos, aunque cuantitativamente existan pequefias

diferencias.
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Figura 6-5. Estudios simulados. CVR y otras FDM en funcién del numero de iteraciones
para SSA y n=2 y diferentes niimeros de cuentas en las proyecciones: 100Kc (puntos),
200Kc (linea continua), 400Kc (punto-raya) y 800Kc (rayas).
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Modelo numérico Modelo real

te CC CON2 CON5 SNR2 SNR5 Ite CC CON2 CON5 SNR2 SNRS5

10 0.946 0.530 0.201 3.131 1.514 11 0939 0566 0236 2.838 1.498

27 0932 0700 0320 2.848 1678 22 0930 0678 0.331 2714 1.670

64 0.883 0791 0414 2111 1399 64 0875 0.765 0.443 1.974 1.397

Tabla 6-4. Valores de las FDM obtenidas en la reconstruccion del modelo real y
numérico (200Kc) con SSA y n=2. En ia primera fila de resultados se muestran los
valores de las FDM en la iteracion en el maximo de CC. La segunda esta formada por los
valores de las FDM correspondientes a la iteracion en la que CVR cruza el cero. La
dliima fila presenta los valores de las FDM en la uitima iteracion realizada (64). Al ser
CON una funcidn creciente, esta Ultima imagen es para la cual el contraste es maximo.
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Figura 6-6. CVR y otras FDM respecto el numero de iteraciones para SSA y »=2 de los
modelos real (puntos) y simulado (linea continua) con 200Kc.
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En la tabla 6-4 se comparan los resultados obtenidos con el modelo real y
simulado (ambos con 200 Kc) para el esquema SSA con n=2, en el
maximo de CC, en CVR=0 y en el maximo de CON. Se observa que el
criterio CVR produce imagenes con las FDM compensadas. Respecto a la
comparacion entre el modelo real y el simulado, se notan pequenas
diferencias. Las FDM dependientes del ruido alcanzan resultados
ligeramente superiores en el estudio simulado, mientras que CON obtiene
mejores valores en el modelo real. Estas discrepancias se pueden

justificar con las aproximaciones realizadas en la simulacion.

Figura 6-7. Imagenes reconstruidas del modelo numérico (200Kc) y real con SSAy n=2 a
las iteraciones indicadas en la Tabla 6-4. En la fila superior se muestra correlativamente
el modelo numérico a las 10, 27 y 64 iteraciones. Andlogamente, en la inferior, se
presenta la reconstruccion del modelo real a las 11, 22 y 64 iteraciones respectivamente.

La Figura 6-7 muestra las imagenes reconstruidas con SSA y n=2 para las
proyecciones del modelo numérico (fila superior) y del modelo real (fila
inferior). En cada serie, la primera imagen corresponde a la iteracién
donde CC alcanza su valor maximo. La imagen central es la obtenida
empleando CVR como criterio de detencién del proceso iterativo (iteracion

en la que CVR cruza el cero). La Ultima es la imagen obtenida en la ultima
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iteracion realizada (iteracion 64). En ambas series se observa un
progresivo ajuste del ruido al aumentar las iteraciones y una mayor
contraste de los circulos que se traduce en una mejor definicion de los

bordes y un valor medio mas préximo a cero.

6.3.3. Discusion de los resultados

La Figura 6-3, Figura 6-4 y Tabla 6-2 muestran que los resultados de SSA
y AA son muy parecidos para todos los valores del pardmetro de
aceleracion. Se observan pequenas diferencias localizadas en las
primeras iteraciones. Esto indica, por una parte, que el comportamiento
de ambos algoritmos es muy similar. Por otra parte, las pequefias
diferencias observadas en la Figura 6-4 pueden ser explicadas por el
hecho que la aproximacion lineal de SSA puede no ser adecuada en las
primeras iteraciones por estar el término a en (ec 6-10) alejado de 1. No
obstante, dada la rapida convergencia de ambas lineas, puede concluirse
que la expansioén lineal de SSA es valida para todo el proceso.

En lo que respecta al factor de aceleracion, los resultados indican que los
valores menores de 2.5 no afectan la estabilidad del algoritmo. De la
Tabla 6-3 se infiere que los valores de las FDM indican que el factor de
aceleracion incrementa la rapidez del método en un orden
aproximadamente igual a su valor (mas parecido cuanto menor es su

valor).

Por otra parte, el criterio CVR de detencion del proceso iterativo tiene un
comportamiento correcto al utilizarse un parametro de aceleracion inferior
a 2.5. Al igual que con MLE sin aceleracién, CVR interrumpe el proceso
iterativo en un punto en que los valores de CC, SNR y CON estan bien
equilibrados. La buena concordancia entre los resultados numéricos con
los reales sugiere que estos resultados son extrapolables a estudios

reales.
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Valores mayores de 2 del parametro pueden hacer que el proceso
iterativo llegue a ser inestable y, por tanto, no convergente, aunque en
[TAN-86] se indique que valores entre 2 y 4 producen buenos resultados.

6.4. Subconjuntos ordenados.

El objetivo de este estudio es evaluar el comportamiento del algoritmo
MLE-OS para imagenes de SPECT y comprobar la aplicabilidad de CVR
como criterio de detencion del proceso iterativo cuando es usado este
algoritmo. En este apartado, dado que puntualmente algunas pruebas ha
presentado un comportamiento anémalo de DL, dejando de ser una
funcién estrictamente creciente, en vez de emplear la variable CVR, se
han representado DL y CL por separado. El criterio CVR =0 equivale a
maximizar CL.

6.4.71. Pruebas realizadas

Para realizar este estudio han sido utilizadas las mismas proyecciones,
tanto las reales como las simuladas, que en el estudio MLE con
parametro de aceleracion (ver 6.3.1). Dada la naturaleza de este método
de aceleracion y sus buenos resultados, se ha creido conveniente
probarlo también para una imagen con mapa de atenuacién no uniforme.
Por este motivo, .han sido generadas numéricamente un conjunto de
proyecciones del modelo de térax con los siguientes parametros
(analogos a los de un estudio clinico de térax):

Colimador A de agujeros paralelos (ver 3.1)

60 proyecciones equiespaciadas en 360°.

64 bins de 0.566 cm en las proyecciones.

Radio de giro de la gammacamara de 20.4 cm.

50Kc, 100Kc, 200 Kc, 400Kc, 800Kc y 1600Kc, 20 realizaciones de

ruido diferentes en cada caso.
Todos las proyecciones han sido reconstruidas utilizando 1, 2, 3, 4, 5, 6,
10, 12, 15, 20, 30 y 60 subconjuntos ordenados. Analogamente a las
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pruebas realizadas en el estudio anterior, las imagenes reconstruidas han
sido evaluadas con las figuras de mérito: CC, CON, SNR (sobre los circulos
2y 5 del modelo -ver 3.2.9) y CVR.

6.4.2. Resultados obtenidos

En la Figura 6-8, las cuatro primeras graficas corresponden a los
resultados obtenidos para el modelo de Jaszczak simulado de 200Kc,
mientras que las cuatro restantes corresponden a la reconstruccion del
modelo real. En cada una de ellas estan representados los resultados
obtenidos utilizando 1 subconjunto ordenado (linea continua), 10 (circulos
blancos), 20 (circulos negros), 30 (cuadrados blancos) y 60 subconjuntos
ordenados (cuadrados negros). En cada grafica se representa el valor de
la FDM en funcién del nimero de iteraciones utilizados para OS=1. Se
superponen los valores de las FDM obtenidos con los diferentes valores
de OS, dispuestos sobre la iteracion resultante de multiplicar el nimero de
iteracién correspondiente por el valor de OS. Esto se hace asi para
comprobar la hipdtesis de que la utilizacién de un valor determinado de
OS acelera en un mismo factor OS el proceso iterativo, siendo la iteraciéon
n-ésima con OS diferente de 1 equivalente a la iteracién n-OS obtenida con
un solo subconjunto ordenado. Los valores de las FDM representadas son
el promedio sobre las diez realizaciones de ruido del CC, el contraste del
segundo y quinto circulo negro y la verosimilitud directa y cruzada
respecto un segundo conjunto de proyecciones, distinto para cada
realizacion de ruido. En las cuatro graficas correspondientes al estudio
real, se adjuntan también los resultados del modelo simulado con OS=1
(linea discontinua) a fin de poder contrastar los resultados simulados con
los reales.



Capitulo 6 Métodos de reconstruccion estadisticos pag. 153
10717 T T 71 WO T T T T 7
08 -
0.95 |- © 3
S osl n
8 o090 8 >
S 04t
0.85 }- B 8
’ 0.2
ogol—t 1 v v 11 ool L 1 v 100
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
nimero de iteraciones nlmero de iteraciones
10000 7T T T T T 1
-11000 n ]
-12000 [
B -13000
-14000
-15000
-16000 | I { 1 i I 1 1 -16000 I | § { i 1 i 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
nimero de iteraciones namero de iteraciones
1.00 W71 T T 7T 71
0.8 ;
0.95 % 0 .
o O 06 -
S 090 >
% 041d o g B eERTYT
0.85 (&) 02
0.80 0.0 . I | | 1 | | i i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
néimero de iteraciones niimero de iteraciones
-10000 T -10000 —r——T—T—T— T T 7T
-11000 e -11000
-12000 -12000
- |
A -13000 O -13000
-14000 -14000
-15000 -15000
eoop L1 L1 1Ll -16000

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

niimero de iteraciones

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

nlmero de iteraciones

Figura 6-8. Representacién de CC, CON2, CONS5, DL (verosimilitud directa) y CL
(verosimilitud cruzada) respecto el nimero de iteraciones multiplicado por OS para
diferentes valores de OS. Las 4 primeras graficas corresponden al estudio simulado (200
Ke) mientras que las 4 restantes son del estudio real. 0OS=1 (continua), 0S=10 (circulos
blancos), 0S=20 (circulos negros), 0S=30 (cuadrados biancos) y 0S=60 (cuadrados
negros). En los estudios reales, la linea de puntos es la referencia correspondiente al
modelo simulado y OS=1.
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El primer resultado destacable en los dos estudios (simulado y real) es
que para los valores de OS menores (10 y 20) hay una perfecta
superposicién de los resultados con los de OS=1, de acuerdo con la
premisa expuesta en [HUD-94] referente a que el factor de aceleracidén
producido por el uso de subconjuntos ordenados coincide con el valor de
OS. No obstante, se observa también que para valores mayores de OS, los
valores de las FDM alcanzados son peores, denotando una peor calidad
de la imagen. Este hecho no es debido a que, para valores de OS altos, el
factor de aceleraciéon no sea igual al valor de OS. En efecto, si se mira el
comportamiento de CC y CON2 para 0S=60 en las dos primeras graficas
de la Figura 6-8, se observa que la gréfica de CC indicaria que OS=60
acelera un factor mayor que 60, mientras que la grafica CON2 indica lo

contrario.

En la Figura 6-9, se expresan los resultados analogos obtenidos del
modelo digital de térax. Se aprecian los mismos comportamientos que en
el modelo de Jaszczak simulado y real. La Unica pequefia diferencia,
dificil de justificar, es el mejor comportamiento de CC a un namero de
iteraciones para OS=60 respecto valores menores de OS.

Las graficas de la Figura 6-10 representan los mismos resultados que la
Figura 6-8 para el estudio simulado de Jaszczak con 50 Kc y 800 Kc
respectivamente. En primeras las cuatro graficas, correspondientes a
50Kc, se observa que para 0S= 60, 30 e incluso 20, los valores obtenidos
de CC, DL i CL son peores respecto los conseguidos con OS=1.
Contrariamente, en las cuatro inferiores (correspondientes a 800 Kc, los
valores de las FDM se mantienen para valores altos de OS. Sélo OS=60
presenta resultados claramente inferiores que los de 0S=1 para algunas
FDM. Comparando las cuatro graficas correspondientes a 50 Kc, con las
de 800Kc y las de la Figura 6-8 (200 Kc), se observa que el nimero de

subconjuntos utilizables sin que se produzca una degradacion de la
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imagen es mayor cuanto mayor sea el nimero de cuentas, es decir,

cuanto mayor sea la relacién sefial-ruido en las proyecciones.

Las Figuras 6-11 y 6-12 muestran las imagenes correspondientes al
maximo de CC para el modelo de Jaszczak simulado (200 Kc) y el modelo
de térax con el mismo nlimero de cuentas utilizando valores de 0S=1, 10,
20, 30 y 60. Puede observarse, en concordancia con lo visto en las
graficas de la Figura 6-8, la total equivalencia de las 3 primeras imagenes,
correspondientes a 0S=1 y 21 iteraciones, 0S=10 y 2 iteraciones y 0S=20
y 1 iteracion, y la peor calidad de las dos ultimas, correspondientes a
05=30 y 0S=60 y una iteracion.
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Figura 6-9. Resultados obtenidos a partir del modelo simulado de térax. Representacion
de CC, CONI, CON4, DL (verosimilitud directa) y CL (verosimilitud cruzada) respecto el
namero de iteraciones multiplicado por OS para diferentes valores de 0OS. 0S=1
(continua), 0OS=10 (circulos blancos), 0S=20 (circulos negros), OS=30 (cuadrados
blancos y 0S=60 (cuadrados negros)
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diferentes valores de OS. Las 4 primeras graficas corresponden al estudio simulado con
50Kc mientras que las 4 segundas son del estudio simulado con 800Kc. 0S=1 (continua),
05=10 (circulos blancos), 05S=20 (circulos negros), 05=30 (cuadrados blancos) y 0S=60
(cuadrados negros).
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Figura 6-11. Correlativamente, imagenes obtenidas para OS=1y 21 iteraciones, 05=10y
2 iteraciones, y 05=20, 30 y 60 y 1 iteracion para el modelo de Jaszczak simulado y 200
Kc.

Figura 6-12. Correlativamente, imagenes obtenidas para 0S=1y 62 iteraciones, OS=10y
6 iteraciones, OS=20 0S=30y 2 iteraciones y 05=60 y 1 iteracion para el modelo de térax
simulado y 200 Kc (iteracién para el maximo de CC).

En la Figura 6-13 se representa para el modelo de Jaszczak simulado y
50, 200 y 800Kc (grafica primera), para el modelo real (grafica intermedia)
y para el modelo simulado de térax con 50, 200 y 800Kc (grafica inferior)
el nimero de iteraciones para aicanzar el maximo de CL (equivalente a
CVR=0) en funcién del numero de subconjuntos ordenados utilizados en
escala semilogaritmica. lLos valores estan promediados sobre 10
realizaciones de ruido. Se representa también mediante una linea
continua la funcién nimero de iteraciones con 0S=1 dividido por OS.
Segun la premisa que OS actlla como un factor de aceleracién, el numero
de iteraciones precisas para alcanzar el maximo de CL debe ser el
numero de iteraciones necesitado con 0S=1 dividido por el factor de
aceleracién, es decir, OS. Los puntos deben superponerse a la grafica
continua para verificar esta premisa. En el modelo real, a su vez, se dibuja

los valores obtenidos con el modelo simulado equivalente.
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Figura 6-13. Representacion en escala logaritmica del nimero de iteraciones para
alcanzar el maximo de CL en funcién del nimero de subconjuntos empleados. Los
valores encontrados estan representados por simbolos. La linea continua es la curva
predicha por la teorfa (nimero de iteraciones de 0S=1 dividido por OS). La primera figura
corresponde al modelo de Jaszczak simulado para 50 Kc (circulos blancos), 200 Kc
(circulos negros) y 800 Kc (triangulos). La segunda figura corresponde al modelo real. La
linea discontinua muestra los resultados del modelo numérico equivalente. La tercera
figura corresponde al modelo simulado de térax para 50 Kc (circulos blancos), 200 Kc
(circulos negros) y 800 Kc (triangulos)
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Se observa en las tres graficas que, para los valores menores de OS, el
ajuste entre los puntos experimentales y la prediccion teérica es muy
buena. Las discrepancias, sin ser muy significativas, se producen para
valores de OS grandes. Se observa, también, que el valor de OS en que
aparecen las primeras discordancias es menor para numeros de cuentas
inferiores, tanto en el modelo de Jaszczak como en el modelo de térax.
Finalmente, puede destacarse que el ajuste entre el modelo real y el
modelo simulado equivalente es bueno. En el mismo sentido, en la Tabla
6-5 se muestra, para un realizacion de ruido determinada, el valor de las
diferentes FDM en el punto de corte indicado por CVR. Se observa, que
para valores de OS bajos, los valores de las FDM son analogos. Ademas,
si el numero de iteraciones equivalentes (el producto de las iteraciones
por el nimero de subconjuntos empleados) es menor, entonces CC es
ligeramente superior y CON inferior y viceversa. Esto demuestra la
compatibilidad del criterio CVR con el uso de subconjuntos ordenados. No
obstante, si el numero de subconjuntos es grande, este buen
comportamiento se rompe, ya que se obtienen imagenes con un CC
claramente inferior y un CON no necesariamente superior.

05=1 0S=10 05=20 08=30 05=60
Modelo simulado
iteracién 48 4 2 1 1
cC 0.937 0.940 0.937 0.937 0.906
CON2 0.690 0.666 0.690 0.645 0.701
CONS5 0.240 0.241 0.241 0.272 0.167
Modelo fisico
iteracion 51 35 3 2 1
cC 0.922 0.922 0.913 0.902 0.897
CON2 0.640 0.647 0.671 0.690 0.527
CON5 0.389 0.397 0.404 0.399 0.439
Modelo de térax
iteraciéon 59 6 3 2 2
cc 0.902 0.900 0.896 0.891 0.866
CON?2 0.803 0.809 0.816 0.850 0.856
CONS 0.414 0.416 0.424 0.403 0.452

Tabla 6-5. Valores de las diferentes FDM en el punto de corte indicado por el criterio
CVR para diferentes imagenes. Todos los modelos corresponden a 200 Kc.
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En la Figura 6-14 pueden observarse las imagenes correspondientes a los
modelos y al numero de iteraciones indicado en la Tabla 6-5 dispuestos
en el mismo orden.

Figura 6-14 Imagenes obtenidas con el criterio CVR para los modelos simulado 200Kc
(primera fila), modelo real (segunda fila) y modelo simulado de térax 200Kc (tercera fila).
Las diferentes imagenes corresponden, sucesivamente a valores de 05=1,10, 20, 30 y
60. El nimero de iteraciones se puede encontrar en la tabla 6-5.

6.4.3. Discusion de los resultados.

Los resultados obtenidos indican que el uso de subconjuntos ordenados
acelera el proceso de reconstruccién un factor igual al numero de
subconjuntos empleados si el numero de subconjuntos es bajo. No
obstante, si el nUmero de subconjuntos ordenados es grande, OS deja de
actuar Unicamente como un factor de aceleracibn y se obtienen

reconstrucciones la calidad inferior. Esto sugiere que hay un valor maximo
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de OS utilizable que optimiza la reconstruccion en el sentido que obtiene
los mejores resultados mediante un minimo de iteraciones. La utilizacion
de un valor superior de OS produce imagenes de peor calidad. Este valor
depende, entre otros factores, del nimero de cuentas de la imagen, es
decir de la relacion sefal-ruido de la misma. Cuanto mayor sea el numero
de cuentas, mas subconjuntos pueden utilizarse sin que se produzca la
degradacién de la imagen. Por ejemplo, para las imagenes de 800 Kc
podria utilizarse un valor de 0S=20, que aceleraria la reconstruccion un
factor 20 sin degradar la imagen. Por otra parte, si el nimero de cuentas
es menor, el valor maximo de OS utilizable es inferior. Segun se muestra
en la Figura 6-10, el resultado de OS=20 es inferior que para valores

menores de esta variable. En tal caso, es conveniente utilizar un valor de
05=10.

Otro aspecto que se ha de tener en cuenta es que, aunque OS se
comporte como factor de aceleraciéon dentro de un determinado rango de
valores, no siempre sera deseable utilizar su valor éptimo por sobrepasar
el nimero de iteraciones en que obtenemos la mejor imagen. Por
ejemplo, si una FDM obtiene sus valores 6ptimos alrededor de la iteracién
30 y se utiliza OS=20, tanto con una iteracion como con 2 se obtendrian
peores resultados que con OS=10 y 3 iteraciones. Si la evolucidon de esta

FDM es rapida, este hecho puede tener gran importancia.

Finalmente, se comprueba que, para los valores de OS validos (en los que
no se produce degradacion de la imagen), el criterio CVR interrumpe el
proceso iterativo en un punto equivalente al obtenido con MLE (OS=1).
Por tanto, este método de detencién de la reconstruccion es compatible
con el uso de subconjuntos ordenados.
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7. Comparacion de resultados.

Una vez estudiados los diferentes métodos de reconstruccion
implementados, la FBP con correccion de la atenuacién por el método de
Chang iterativo, ART con restriccion de no negatividad y parametro de
relajacion y los esquemas acelerados de MLE, podria parecer interesante
llevar a cabo un estudio comparativo de los mismos para determinar con
cual de los métodos se obtienen mejores resultados. No obstante, segin
se ha visto en los capitulos precedentes, no tiene sentido hacerlo para el
caso general, sino para casos concretos. En efecto, cuando se mejoran
los valores de determinadas FDM, simultaneamente se empeoran los
valores de otras. En cada caso, segun el tipo y la utilidad de la imagen, se
han de determinar las caracteristicas a optimizar [CEN-87][DEM-89].
Existen, ademas de la optimizacion de las FDM, otros factores que
condicionan la eleccién de un método u otro, como la disponibilidad o no
del mapa de atenuacién o la relacién calidad-coste en tiempo y recursos
informaticos necesarios. Por tanto, no se pretende establecer un criterio
de eleccidon de métodos de reconstruccion, sino un procedimiento que
permita establecer, mediante la realizacion de estudios simulados, sus
prestaciones y los parametros que optimizan su rendimiento en cada
situacion concreta y, de esta manera, poder evaluar la conveniencia o no
de su uso.

En este capitulo, en primer lugar, se comparan los resultados obtenidos
para el modelo de Jaszczak en los capitulos 4, 5 y 6. El método estandar
utilizado en la rutina clinica, la FBP sin correccion de atenuacion, o con
correccion de atenuacioén no iterativa, se toma como referencia para poder
precisar la mejoria debida al uso de los diferentes métodos iterativos.
Posteriormente, se profundiza sobre los rasgos comunes a los diferentes
métodos de reconstruccidn y se muestra una relacién de los principales
articulos donde han sido comparados diferentes métodos de
reconstruccion, ya sea desde un punto de vista practico como tedrico.



Capitulo 7 Comparacién de resultados pag. 164

Para concluir, como ejemplo de aplicacién de la metodologia desarrollada
en este trabajo, se generan y comparan los resultados obtenidos para un
estudio de cuantificacion de captaciéon de un determinado farmaco por
tumores pulmonares.

7.1. Comparacion de los resultados de los capitulos 4,5y 6

A continuacion se muestra una seleccion de resultados de los capitulos 4,
5 y 6. También se muestran algunos resultados no incluidos en los
mencionados capitulos, en particular las pruebas con el colimador B para
ART. Las pruebas del modelo de térax no se incluyen por ser muy
parecidas a las de la aplicacion del apartado 7.2. No se han tenido en
cuenta los factores de aceleracion. Sélo se ha pretendido ver las
prestaciones de los métodos, independientemente del numero de
iteraciones necesarias. Las discusion sobre la velocidad de los métodos
de reconstruccidon no ha sido considerada, pues el tiempo de ejecucién
depende del numero de iteraciones y éste de la aceleracién aplicable al
proceso de reconstruccion en cada caso concreto. No obstante, segin lo
observado, no existe mucha diferencia entre métodos. Para realizar 64
iteraciones sobre el equipo informatico descrito en el apartado 3.3, el
tiempo de calculo requerido es aproximadamente de 3 minutos en IFBP,
3'6 minutos en ART y 4 minutos en MLE.

7.1.1. Recopilacion de resultados para el modelo de
Jaszczak

En la Figura 7-1 se muestra la evolucién de CC, CONI y SNRI en funcién
del numero de iteraciones para el modelo de Jaszczak simulado con 200
Kc y el modelo real, reconstruido con ML-EM (linea continua), ART con
parametro igual a 0.1 (linea discontinua) y IFBP con filtro de Metz y
exponente igual a 1 (linea de puntos). Estas graficas ponen de manifiesto,
en primer lugar, la misma evolucion de las FDM. Sin tener en cuenta la

velocidad de convergencia, que como se ha visto anteriormente es
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regulable en los tres métodos, CC y SNRI alcanzan un valor maximo tras

el que empeoran, mientras que CONI aumenta continuamente.
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Figura 7-1. Evolucion de las diferentes FDM en funcién de las iteraciones para el modelo
de Jaszczak simulado 200 Kc (primera columna de graficas) y el modelo real (segunda
columna). La linea gruesa corresponde a la reconstruccion con MLE, la linea delgada a
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De las graficas de la Figura 7-1 se ha extraido la tabla 7-1 de valores
maximos. Las dos primeras filas son el valor de las FDM para FBP (primer
punto de la grafica de IFBP) y para FBP aplicando Chang 1 vez (segundo
punto de la grafica de IFBP). Después se muestran los valores maximos
que alcanzan cada una de las FDM. Este valor maximo se alcanza a una
iteracién diferente para cada FDM y cada método de reconstruccion. En
las tres dltimas filas se ha querido evaluar las FDM sobre la imagen mejor
de la serie, entendiendo por imagen mejor una solucién de compromiso
entre la maximizacion de CC y la de CON segun lo discutido en los
respectivos capitulos (en el caso de MLE, corresponde a la iteracion
encontrada en el estudio de CRV del apartado 6.2). Sobre los resultados
de la tabla, puede comprobarse cémo los métodos iterativos mejoran los
valores de FBP y FBP con la aplicacion no iterativa del método de Chang.
Solamente MLE tiene un valor mas bajo de SNRI que FBP en el modelo
real. El bajo valor de esta FDM es debido a la suavidad de las imagenes
de MLE. Globalmente el método que da mejores resultados es ART
aunque la diferencia, como puede apreciarse en las imagenes de la
Figura 7-2, no es importante. Dado el crecimiento de CONI, su valor

maximo no es absoluto, sino que es el valor a la iteracion 64.

Modelo simulado 200 Kc Modelo real
cC CONI SNRI cC CONI  SNRI
FBP 0.867 0.653 2.962 0.897 0.626 3.212
- FBP+Ch 0.937 0.644 4.183 0.934 0.605 3.443
g g MLE 0.948 0.741 3.387 0.937 0.702 2.866
s g ART 0.953 0.815 4.310 0.945 0.776 3.464
IFBP 0.940 0.746 4.183 0.934 0.698 3.443
55 MLE (46) 0.938 0.705 3.033 0.927 0.673 2.663
g g ART (8) 0.951 0.704 3.989 0.942 0.685 3.325
= IFBP (3) 0.940 0.659 3.501 0.934 0.624 3.033

Tabla 7-1. Resultados de los diferentes métodos de reconstruccién para el modelo de
Jaszczak simulado (200Kc) y para el modelo real. En primer lugar, se muestra los
resultados para FBP y FBP con correccion de atenuacion por el método de Chang sin
iterar; las tres filas siguientes corresponden a los valores maximos alcanzados por las
diferentes FDM en los métodos iterativos (independientemente de la iteracién al que lo
alcanzan); las tres ultimas muestran los valores de las FDM para la “mejor” imagen de la
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Figura 7-2 Imagenes obtenidas con los diferentes métodos. La primera fila corresponde
al modelo simulado (200 Kc) y la segunda al modelo real. En cada fila, la primera imagen
corresponde a FBP, la segunda a FBP con aplicando una sola vez la el método de
Chang de correccion de atenuacion, la tercera es MLE a fa iteracién 46, la cuarta ART a
la iteracion 8 y la ultima IFBP a la tercera iteracion.

7.1.2. Discusion de los resultados

En la Figura 7-1 y en los diferentes estudios realizados en los capitulos 4,
5y 6 sobre la calidad de la imagen reconstruida en funciéon del numero de
iteraciones en los diferentes métodos iterativos, se han puesto de
manifiesto un conjunto de rasgos comunes. En todos los casos, la
convergencia de la reconstruccién hacia la imagen ideal es parcial, es
decir, aproximacion en las primeras iteraciones y divergencia a partir de
una iteraciéon dada. Igualmente, el comportamiento de las diferentes FDM
es similar. Mientras CC, SNR y C¥V, muy dependientes del ruido, tienen un
valor maximo tras el cual se degradan, CON, menos dependiente del
ruido, parece tener una evolucion diferente, mejorando continuamente su
valor (en realidad, en pruebas realizadas con un nimero muy grande de
iteraciones —de 800 a 2000, segun el caso- se observa también una
degradacion de CON). Estos fendbmenos son inherentes al problema de
reconstruccion tomografica de proyecciones con ruido. Diversos autores

han realizado estudios tedricos donde se predicen, parcial o totalmente,
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alguno de estos efectos como, por ejemplo, [LOU-83][CEN-87][DEF-88]
[NAT-88][VIE-88][DEM-89][FLE-90] o [BAR-94]. Como se ha mencionado
en los capitulos precedentes, dada la naturaleza mal condicionada de la
reconstruccion tomografica, debe buscarse, en cada caso, un mecanismo
de regularizacion de la solucidon. La presencia de ruido en las
proyecciones hace que la mejor reconstruccién (la imagen mas parecida
al modelo original) no sea la que mejor se ajusta a las proyecciones,
solucién de minimos cuadrados (LS= Least Squares)', ya que el ruido
tiende a amplificarse mucho sobre la reconstruccion [CEN-83][NAT-88]
[DEM-89]. Esta regularizacion es la responsable de las diferencias entre
los diversos métodos iterativos de reconstruccion dado que la mayoria de
ellos convergen hacia la misma solucién LS (en [VIE-88] se demuestra
que tanto MLE como ART convergen hacia esa solucién). En este sentido,
si se deseara la solucién LS no habria diferencia entre escoger un método
u otro. Contrariamente, los procesos iterativos regularizados si pueden
producir imagenes diferentes segin el método de reconstruccion y de
regularizacion empleado y tiene sentido estudiar sus prestaciones por
separado. |

Resumiendo lo dicho en el capitulo 3 y siguientes sobre la regularizacion

de los procesos iterativos de reconstruccion, ésta puede conseguirse por

dos vias:

¢ Introduciendo un condicionamiento sobre la solucion, mediante la
minimizacién o maximizacién de algun funcional como la norma de la
solucion o la entropia, que garantice su suavidad. En este caso, por
mas que se itere, este funcional mantendra la solucién siempre
suficientemente “alejada de los datos”, es decir, que el ajuste con las
proyecciones experimentales no sea maximo, y la solucién sera suave
[TIT-85][DEM-89]. La distancia a la solucién LS viene calibrada por el

! Solucién gue minimiza la diferencia entre la proyeccion calculada a partir de la imagen
. . . . 2 ..
y las proyecciones experimentales, es decir, [4-q - p|” es minimo.
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parametro de regularizacion.

e Se demuestra en [FLE-90] que cualquier regularizacién es equivalente
a la truncacién de un proceso iterativo. Este hecho puede interpretarse
de la siguiente manera: segin se ha mencionado en el capitulo 4, el
ruido en ECT es blanco, es decir, que tiene una descomposicién
espectral uniforme [BAR-81] [ROS-95a]. Dado que en las imagenes con
que se trabaja en SPECT las componentes de baja y media frecuencia
tienen mucho mas peso que las de alta frecuencia, es en la alta
frecuencia donde el ruido predomina sobre la sefial. En los procesos
iterativos de reconstrucciéon, primero son reconstruidas las bajas
frecuencias de la imagen y posteriormente las altas frecuencias [LOU-
83] [DEF-88] [PAN-91]. Por tanto, la componente de alta frecuencia del
ruido, que es la que degrada la imagen, no empieza a ajustarse hasta
al cabo de wunas iteraciones. Al interrumpir el proceso de
reconstruccién antes de que se produzca este ajuste, se obtiene una
imagen suave. El parametro de regularizacién que permite optar por
un mayor ajuste o una mayor suavidad es el numero de iteraciones.
En este sentido, para tener un parametro de regularizacion que
permita modular la soluciéon, es bueno tener mecanismos que
posibiliten el control de la velocidad de convergencia del proceso
iterativo (exponente del filtro en IFBP, parametro de relajacién en ART
y parametro de sobrerelajacién o nimero de subconjuntos ordenadoe
en MLE). Por otra parte, cuanto menos ruido exista sobre las
proyecciones, mas alta sera la frecuencia en la que el ruido prevalezca
sobre la sefal y, por consiguiente, mas iteraciones se podran realizar
sin que se degrade la imagen.

Sobre los resultados de la tabla 7-1 y las imagenes de la Figura 7-2,
puede suponerse que para este tipo de imagenes y para un propésito
general bastaria con realizar FBP con la correccién de Chang no iterativa,
pues produce imagenes de suficiente calidad a bajo coste (para aplicar el
método de Chang una sola vez no es preciso calcular la matriz de pesos —
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el proyector- con todas las ventajas que ello conlieva). No obstante, si se
quiere mejor calidad, cualquier método, y en particular ART, mejoran los
resultados de la reconstruccion.

7.2. Ejemplo de aplicacion

Aparte de una compilacién de los resultados de los capitulos 4, 5y 6, en
este capitulo se realiza la simulacién de un estudio real de neoplasias
pulmonares, para ilustrar la metodologia desarrollada en este trabajo
sobre el uso de los diferentes métodos de reconstruccion en situaciones
concretas. El estudio médico persigue cuantificar el nivel de captacién de
¥mTc-tetrofosmina por neoplasias pulmonares, a fin de determinar si la
mayor o menor captacién de este farmaco significa la mayor o menor
eficacia del tratamiento del tumor mediante quimioterapia.

Sobre este tipo de estudio se prueban los tres métodos iterativos
desarrollados en este trabajo (MLE-OS, ART, IFBP) y se comparan los
resultados con los obtenidos con el método estandar (FBP) para
determinar las prestaciones, ventajas e incovenientes de cada uno de
ellos. Las proyecciones utilizadas son simuladas numéricamente segun lo
expuesto en el capitulo 3. De esta manera, se puede conocer
exactamente los valores de las FDM previsibles sobre la reconstruccion
(no asi si se trabajara con estudios reales) y evaluar objetivamente los
métodos iterativos.

7.2.1. Descripcion de las pruebas realizadas

Ha sido generado el modelo numérico que muestra la Figura 7-3 a partir
del ajuste mediante elipses de una reconstruccion del estudio real de un
paciente con un tumor pulmonar. Dado que no se podia determinar
directamente la actividad de cada zona, ésta ha sido fijada mediante una
técnica de prueba-error de manera que, empleando el mismo método de

reconstruccién con los mismos parametros que en el estudio real, se
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obtuviera el mismo nimero de cuentas relativo en cada regién de la
imagen respecto el existente en el estudio real. Para llevar a cabo un
estudio de linealidad, se han simulado imagenes con diferente actividad:
3, 6, 9y 12 veces mas actividad en el tumor (zona mas clara en el pulmén
izquierdo) que en el fondo pulmonar (elipses oscuras). Los parametros de
adquisicion (tipo de colimador: B, radio de giro de la gammacamara: 23
cm, tamafio de pixel: 0.7373 y nimero de cuentas en las proyecciones:
170 Kc) coincidian con los del estudio real. La dispersion ha sido simulada
por convoluciéon. Los métodos de reconstruccion empleados han sido la
retroproyeccion filtrada con un filtro de Metz con los exponentes 0.2, 1y 3
y correccion de atenuacion mediante el método de Chang iterativo, ART
con los parametros de relajaciéon 0.01, 0.1 y 0.4 y MLE-OS con 5y 10
subconjuntos. En todos los casos se ha fijado el nimero maximo de
iteraciones en 16 y se han reconstruido 100 realizaciones de ruido
diferentes, pues la dispersion era importante. El parametro evaluado ha
sido uno usualmente empleado en este tipo de pruebas, el cociente de la
~actividad del tumor respecto la actividad del pulmén contrario que sera
referenciado con las siglas CVM (cociente de valores medios)?. Para evitar

Figura 7-3 Imagen numérica proveniente del ajuste mediante elipses de la seccion
reconstruida de un térax real. Las dos elipses oscuras interiores representan los
pulmones y {a mancha clara del pulmén de la izquierda el tumor.

2 Es mas usual hacer el cociente de la actividad del tumor respecto la zona contralateral
(simétrica) del otro pulmén. No obstante, proceder asi en este caso haria que los
resultados tuvieran mucha mas dispersion (dependencia de la realizacién de ruido
concreta), ya que el tumor ocupa pocos pixeles y la actividad de la zona contralateral es
muy escasa.
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los efectos de contorno, la actividad del tumor se ha evaluado en el 25%
de pixeles de mayor actividad.

7.2.2. Resultados obtenidos

De todos las pruebas realizadas, han sido escogidas MLE-OS con 10
subconjuntos ordenados, ART con parametro de relajacién 0.4 y IFBP con
exponente del filtro de Metz=1 para mostrar los resultados, puesto que las
demas pruebas, salvo ART utilizando el parametro 0.01, mucho mas
lento, daban resultados muy parecidos a un ndmero distinto de
iteraciones. Para el caso de IFBP, la primera iteracion corresponde al
resultado de la FBP sin correccion de atenuacién. Es, por tanto, el valor
que se obtendria con la reconstruccién estandar. En la Figura 7-4, se
muestran los valores obtenidos con los tres métodos de reconstruccion
para la imagen con actividad tumoral relativa al pulmén igual a 6. La linea
corresponde al promedio de diez realizaciones de ruido y las barras de
error representan la desviacidbn estandar. Lo primero que puede
comprobarse es que la evolucién de los tres métodos, con estos
parametros de reconstruccién, es muy parecida. En todos los casos, la
dispersion en las primeras iteraciones es pequefia y, a medida que se
produce el ajuste, aumenta. Segun se puede comprobar en la tabla 7-2,
los valores relativos de la dispersibn son muy parecidos para niveles
similares de ajuste (alrededor del 12%). El problema de la dispersion en
los resultados va relacionado directamente con el ruido sobre las
proyecciones. Para comprobar esta premisa, se ha generado un conjunto
de proyecciones con un numero de cuentas 20 veces superior (cuanto
mayor es el numero de cuentas, menor es la importancia relativa del

ruido) y se ha obtenido una dispersion mucho menor (el 4.35%).
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Figura 7-4. Evolucion de CVM en funcién del numero de iteraciones para los tres
métodos de reconstruccion. La linea representa el promedio sobre las 100 realizaciones
de ruido. Las barras de error representan la dispersion. El primer valor de la tercera
grafica corresponde a FBP.
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MLE-OS, 10 subc ART, param.= 0.4 IFBP, expon=1
: arM ) ese | | o
1 1.936 6.875 2.369 6.186 2.578 7.297
2 3.055 10.122 3.349 8.683 2.588 7.271
3 4.074 11,522 4.155 9.929 3.797 9.806
4 4.811 12.083 4.729 10.591 4.765 10.720
5 5.308 12.374 5.130 11.015 5.260 11.394
6 5.659 12.575 5.425 11.294 5.578 11.863
7 | 5923 | 12720 | 5655 11.548 5.822 12.259
8 6.136 12.841 5.846 11.788 6.026. | 12574
9 6.318 12939 | 6010, | 12.010 6.203 12.820
10 6.478 13.101 6.156 12.211 6.360 12.991
1 6.624 13.289 6.290 12.396 6.504 13.110
12 6.760 13.461 6.414 12.563 6.638 13.231
13 6.890 13.630 6.530 12.729 6.763 13.359
14 7.014 13.791 6.639 12.886 6.882 13.456
15 7.134 13.953 6.741 13.031 6.994 13.542
16 7.248 14.114 6.839 13.175 7.102 13.602

Tabla 7-2. Valores de CVM respecto el nimero de iteraciones para los tres métodos
iterativos. La primera columna es el valor promedio sobre 100 realizaciones y la segunda
el porcentaje que representa la dispersién sobre el promedio. Sombreado el valor mas
proximo al exacto (en este caso 6).

Otro factor a tener en cuenta es si el niUmero de iteraciones para el que se
consigue el valor correcto depende o no de la actividad del tumor. En este
caso, la aplicacién de métodos iterativos resultaria conflictiva ya que no
podria determinarse el nimero de iteraciones necesario puesto que
dependeria de una informacioén desconocida a priori. En la Figura 7-4 se
grafican simultdneamente los resuitados obtenidos con los tres métodos
de reconstruccion para diferentes valores de actividad del tumor (el
numero indica la actividad del tumor relativa al fondo del pulmén)
promediados sobre 100 realizaciones de ruido. Se puede comprobar que,
para MLE-OS, los mejores resultados se obtienen practicamente a la
misma iteraciéon (7-8), mientras que tanto para ART como para IFBP, el
numero de iteraciones necesarios para recuperar la actividad exacta en el
tumor crece con el valor de esta actividad. Esto invalida la utilidad de
estos dos métodos para este tipo de estudios. Si que hay dependencia
del nimero de iteraciones al que se recupera el valor exacto con el
namero total de cuentas de la imagen. En las pruebas realizadas con

mayor nimero de cuentas, el nimero de iteraciones precisas era mayor
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(por ejemplo 18-19 para 3400 Kc). Este factor, sin embargo, es conocido
a priori. Dadas unas proyecciones, mirando el nimero de cuentas total
puede determinarse las iteraciones necesarias.

La tabla 7-3 muestra la comparacion de los valores obtenidos con el
método estandar y con MLE-OS y 10 subconjuntos ordenados a la
séptima iteracion. Aparte del valor obtenido (en promedio) se muestra la
dispersion y el coeficiente de regresion de los valores obtenidos con los
tedricos, para poder discernir si en ambos métodos se mantiene la
proporcionalidad de la actividad del tumor en la reconstruccién. La recta
de regresion ha sido forzada a pasar por el origen. Se observa linealidad
en ambos casos, pero siendo mucho mejor en el método iterativo. Otro
dato que se pone de manifiesto en esta tabla, es que la dispersién
decrece con la actividad del tumor. Como cabria esperar, al haber mas

cuentas, hay mas estadistica y los resultados no fluctian tanto.

Finalmente la Figura 7-5 muestra las imagenes obtenidas para FBP, MLE-
OS y 10 subconjuntos (7 iteraciones), ART con parametro de relajacion de
0.4 (9 iteraciones) y IFBP con exponente 1 (8 iteraciones). Aunque se
aprecian diferencias entre los distintos métodos iterativos, sobre todo
MLE-OS respecto los otros dos, éstas no se reflejan en el valor de CVM.
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parametro=0.4 y IFBP, exponente=1. El resultado es el promedio de 100 realizaciones
diferentes de ruido.
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valor tedrico=3

valor teoérico=6

valor teérico=9

valor teérico=12

FBP sin iterar 1.589

MLE-OS (iter 7) | 2.867

CVM | %disp { CVM | %disp | CVM | %disp | CVM | %disp r
8.221 2.578 7.297 3.605 6.457 4.608 5101 | 0.9568
16.211 5.923 12720 | 9.149 11.659 | 11.920 | 9.910 | 0.9989

Tabla 7-3. Valores obtenidos mediante FBP y MLE-OS con 10 subconjuntos y 7
iteraciones. En la ultima columna se muestra el coeficiente de regresién del valor

obtenido con el tedrico para cada método.

a)

b)

* modelo con CVM tedrico=6 reconstruido con: a) FBP, b) MLE-OS -iteracion 7-,
iteracién 9- y d) IFBP -iteracion 8-.

7.2.3. Discusion de los resultados

d)
Figura 7-5. Iméagenes correspondientes a una realizacién de ruido determinada del

¢) ART -

El primer hecho destacable es que con FBP, el método estandar, no se

recupera el valor exacto de actividad. No obstante, la actividad del tumor

en la imagen reconstruida mantiene linealidad respecto el valor teérico

(r’=0.9568).

Al utilizar meétodos iterativos, se puede recuperar el valor exacto, en un

nimero de iteraciones determinado. En el caso de MLE-OS, a diferencia

de los otros dos métodos, ese nimero de iteraciones es independiente de

la actividad del tumor. La dependencia del nimero de iteraciones a

realizar con la actividad del tumor inhabilita los métodos ART y IFBP. En

efecto, aunque recuperen en cada caso el valor exacto, se deberia poder
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estimar de antemano la actividad del tumor para poder determinar el
numero de iteraciones a realizar.

Otro factor a tener en cuenta es que a medida que se itera el resultado es
mas dependiente de la realizacion de ruido particular. Aunque en
promedio los resultados mejoran (la linealidad respecto la actividad del
tumor es muy buena para los promedios: r?=0.9989), la dispersién de los
resultados debida al ruido aumenta con el nimero de iteraciones. Se
comprueba que la dispersidn es consecuencia directa del ruido
observando los resultados obtenidos con unas proyecciones con un
numero de cuentas 20 veces superior, donde la dispersion es claramente
inferior. La dispersion en la iteracién donde se obtiene el valor correcto es
algo menos del doble que en el caso de la FBP.

De todo ello se deduce que existen dos factores contrapuestos, la
fiabilidad y la recuperacion del valor exacto. En caso de preferirse poca
dispersion a costa de obtener valores mas alejados de los tedricos, la
FBP es suficiente, pues mantiene una buena linealidad con la actividad
del tumor. Por lo contrario, si se desea obtener un resultado mas proximo
al valor teorico es preciso iterar, alun a costa de perder cierta fiabilidad en
los resultados. También seria posible encontrar, si fuera necesario, una
solucién de compromiso entre ambos factores utilizando MLE-OS con un
nuamero menor de iteraciones del indicado con anterioridad. Este estudio
esta pendiente de nuevas pruebas, en particular del nivel de dependencia
del valor de CVM obtenido, tanto con FBP como con MLE-OS con las
condiciones de adquisicion: tamafo de pixel, radio de giro de la
gammacamara, colimador, posicién y condiciones fisicas del paciente
(dimensiones del térax, obesidad) etc. Al modificar estos parametros, no
deberia variar el valor de CVM encontrado con los diferentes métodos de
reconstruccidn para garantizar que el valor esta FDM esta univocamente
relacionado con la actividad de emisién, esto es, con la concentracion del
radiofarmaco y no depende de otros factores
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8. Conclusiones

8.1. Capitulo 3: Simulacion de proyecciones.

Se ha construido un simulador de proyecciones que permite incluir el
efecto de la atenuacion, de la PSF, de la dispersion y del ruido. Para ello
se ha creado un programa que calcula la matriz de pesos o transicion y
otro programa que genera las proyecciones a partir de una imagen
numerica y dicha matriz de pesos. Tanto las diferentes pruebas a ias que
se ha sometido el simulador como la comparacion cualitativa de los
resultados obtenidos de proyecciones reales y de proyecciones simuladas
avalan la correcta implementacién del mismo y la adecuacién de las
aproximaciones realizadas. Existen, no obstante, pequefas diferencias
cuantitativas entre los resultados obtenidos de proyecciones numéricas y
proyecciones reales justificables por las diferentes aproximaciones
llevadas a cabo.

A su vez, se ha implementado un programa que evalia objetivamente,
mediante el calculo de diferentes figuras de mérito, la calidad de la
imagen reconstruida.

8.2. Capitulo 4: IFBP

Se ha implementado un programa de reconstruccion por el método IFBP,
retroproyeccion filtrada con correccion de atenuaciéon por el método de
Chang iterativo.

Se ha realizado un estudio de la calidad de la reconstruccion en funcion

del exponente del filtro de Metz y del nimero de iteraciones. Se concluye

que:

e Siempre que el exponente sea suficientemente bajo, no se observa
dependencia de la calidad de la reconstruccién en funcion del
exponente, pero si del numero de iteraciones (imagenes con los
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mismos valores de las FDM a un numero diferente de iteraciones).
Cuanto menor es el exponente, mayor nimero de iteraciones deben
realizarse para obtener una imagen de caracteristicas iguales. En este
contexto, el exponente puede ser considerado como un factor de
aceleracion.

e Cuando el exponente sobrepasa un valor maximo la calidad de la
reconstruccion es inferior.

¢ El rango de valores del exponente con los que se obtienen los mejores
resultados depende del ruido sobre las proyecciones: a mayor nimero
de cuentas, mayor puede ser el exponente.

o Siel mapa de atenuacién es uniforme, se puede escoger el exponente
de manera que sea necesaria una sola iteracién para alcanzar
resultados aceptables, sin que sea preciso implementar el operador
proyeccion, aunque procediendo de esta manera, se prima CON sobre
CC, es decir, se obtienen imagenes con mejor contraste y mayor
presencia de ruido. El uso de exponentes menores permite optar por
imagenes menos ruidosas y peor contraste o imagenes mas ruidosas
y de mayor contraste.

e Si el mapa de atenuacién es no uniforme, los mejores resultados se
obtienen después de mas de una iteracidbn. En este caso, debe
implementarse el operador proyecciéon necesario para la realizacion de

varias iteraciones.

8.3. Capitulo 5: ART

Se ha implementado un método iterativo de reconstruccion, la
reconstruccion algebraica con condicién de no negatividad, dependiente

de dos parametros: el nimero de iteraciones y el parametro de relajacion.

Se ha realizado un estudio de la dependencia de la calidad de la imagen
reconstruida en funcién de ambos parametros. Las conclusiones que se

obtienen de este estudio son:
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Respecto del numero de iteraciones, se comprueba que el
comportamiento de las diferentes FDM es distinto. En patrticular, el
comportamiento de CON es opuesto al de las otras FDM consideradas.
Mientras CON es creciente las otras FDM tienen un maximo tras el
cual decrecen. Si la aplicacion clinica lo requiere, puede conseguirse
un mejor valor de CON aumentando el nimero de iteraciones en
detrimento de las demas FDM (imagenes mas ruidosas).

En cuanto al factor de relajacién, se observa, para valores altos del
parametro, una notable mejoria de la calidad de la imagen al ir
disminuyendo su vaior. No obstante, existe un valor a partir del cual la
reduccion del parametro de relajacion no conlleva un aumento de la
calidad de la reconstruccion, siendo necesaria, por otra parte, una
mayor cantidad de iteraciones para conseguir imagenes analogas.
Combinando ambos factores, se concluye que existe un rango de
valores de ambos parametros en los que la calidad de la
reconstruccion mejora globalmente. Para el modelo empleado en este
capitulo, se comprueba que los mejores resultados se encuentran para
un factor de relajacion del orden de 0.1 y un numero de iteraciones del
orden de 8. Los mismos resultados pueden obtenerse disminuyendo el
factor de relajacién y aumentando el nimero de iteraciones, pero a
costa de aumentar el tiempo de reconstruccion.

8.4. Capitulo 6: MLE

Se ha implementado un método iterativo de reconstruccion por estimacion

de maxima verosimilitud con el criterio de detencion CVR. Se han

implementado dos esquemas de aceleracion de este método, la

sobrerelajacion (SSA y AA) y los subconjuntos ordenados (MLE-OS).

Sobre el criterio CVR, se concluye que:

CVR es un buen criterio de detencion del proceso iterativo para

imagenes de propésito general, pues en ningun caso produce
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imagenes de mala calidad. Ademas, este criterio no requiere ningun
tipo de informacién a priori de la imagen, siendo una ventaja mas del
uso de los métodos de reconstruccion estadisticos.

La iteracion de interrupcion del proceso iterativo indicada por CVR
depende de la proyecciéon tomada de referencia. Aunque la variacion
no es importante, este criterio puede producir imagenes mas suaves o
mas ruidosas y contrastadas dependiendo de la proyeccion de
referencia. Este hecho debe ser tenido en cuenta cuando se quiera
maximizar uno de estos criterios.

Del parametro de sobrerelajacion, se ha realizado un estudio de la

dependencia de la calidad de la imagen reconstruida en funcién del

numero de iteraciones y del valor del mismo, asi como de la aplicabilidad

del criterio de la CVR como método de detencién del proceso iterativo. Las

conclusiones que se obtienen de este estudio son:

El comportamiento de las diferentes FDM respecto el nimero de
iteraciones es analogo al observado en ART.

El rango de factores de aceleracion utilizables va de 1 a 2.5. Factores
superiores deben desestimarse al deteriorarse las reconstrucciones a
las pocas iteraciones. El factor 2.5 produce un comportamiento °
oscilatorio de la CVR, por lo que se desaconseja su uso si se desea
utilizar la CVR.

Las imagenes obtenidas con SSA y AA obtienen valores de las FDM
muy parecidos. Puesto que AA no aporta ninguna mejora respecto
SSA, se recomienda el uso de este segundo esquema puesto que la
no-negatividad de la imagen esta garantizada al ser un esquema
multiplicativo.

En el rango de valores de 1 a 2.5 del factor de aceleracion, se
comprueba que las diferentes FDM sobre las imagenes alcanzan los
mismos valores a un numero de iteraciones que es inversamente

proporcional a dicho factor. Se concluye que, a diferencia de ART, el
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parametro de relajacion no mejora la calidad de la imagen y se
comporta Unicamente como un factor de aceleracion.

Aunque el estudio del niamero de iteraciones al cual interrumpir el
proceso iterativo debe hacerse en funcion de la finalidad de la imagen,
se puede concluir que la CVR es un método de detencién eficaz tanto
para SSA como para AA, pues produce imagenes con valores
compensados de las FDM de comportamiento opuesto (CON respecto
CC o SNR).

También se ha realizado un estudio de la dependencia de la calidad de la

imagen respecto el nimero de subconjuntos ordenados en que se divide

las proyecciones y el numero de iteraciones en MLE-OS. Del mismo se

extraen las siguientes conclusiones:

Utilizando un nimero pequefio de subconjuntos ordenados el método
MLE-OS acelera el método MLE en un factor igual al numero de
subconjuntos utilizados.

Si el nimero de subconjuntos empleado es excesivo, la imagen
resultante es de calidad inferior a la conseguida con MLE.

El nimero maximo de subconjuntos utilizables depende, entre otros
factores, del la importancia del ruido sobre las proyecciones. Cuanto
menor es la presencia de ruido, mayor es el nUmero de subconjuntos
ordenados que se puede utilizar sin que se produzca una pérdida de
calidad en la reconstruccion.

El criterio CVR de interrupcion del proceso iterativo es compatible con
la utilizacion de subconjuntos ordenados mientras el numero de
subconjuntos ordenados utilizados se mantenga dentro del rango de
valores en que la reconstruccion tiene la misma calidad que con MLE.
Si se utiliza un nimero de subconjuntos superior, CVR puede

presentar comportamientos anémalos.
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8.5. Capitulo 7: Comparacion de métodos

En vista a los resultados de los tres capitulos anteriores se extraen las

siguientes conclusiones:

o Los procesos iterativos mejoran los resultados de FBP. En particular,
es notable la correccién de la atenuacion.

e La convergencia del proceso iterativo es parcial en los tres casos. Tras
mejorar en las primeras iteraciones, la imagen empeora si se prolonga
el proceso iterativo mas alla de un determinado niimero de iteraciones.

e Aunque existen pequefias diferencias, el comportamiento de las
diversas FDM en funcién de las iteraciones es muy parecido en los
tres métodos iterativos. Tanto CC como SNR alcanzan su valor maximo
a las pocas iteraciones, mientras que CON mantiene su crecimiento.

e En los tres métodos existe un parametro para regular la velocidad de
convergencia. En los tres, sin embargo, existe un valor maximo de ese
parametro, dependiente basicamente de la cantidad de ruido sobre las
proyecciones y que puede ser determinado mediante estudios
simulados, a partir del cual los resultados obtenidos son peores.

A nivel tedrico se concluye que:

¢ La interrupcién del proceso iterativo es un método de regularizacién. Al
ser reconstruidas en primer lugar las componentes de baja frecuencia
(estructura general de la imagen) y posteriormente las de alta
frecuencia (detalles), dado que la componente de ruido afecta
principaimente a las altas frecuencias, la truncaciéon del proceso
iterativo elimina la amplificacion de ruido sobre la reconstruccion.

e El parametro de regularizacion es el numero de iteraciones en
combinacion con la velocidad de convergencia del método.
Aumentando el nimero de iteraciones se consigue ajustar mas la
imagen a las proyecciones a costa de amplificar el ruido. Por el
contrario, disminuyendo el numero de iteraciones, se consiguen

imagenes mas suaves, pero con menor resolucioén y contraste.



Capitulo 8 Conclusiones pag. 185

En la aplicacion a la cuantificacion de la actividad de emisién de un tumor

pulmonar se concluye que:

e El método FBP empleado usualmente en este tipo de estudios no
recupera el valor de la actividad del tumor.

e Los métodos iterativos si recuperan dicho valor, pero s6lo MLE-OS lo
hace a un nimero de iteraciones independiente de la actividad del
tumor. En consecuencia, el desconocimiento a priori de esa actividad
hace que unicamente pueda utilizarse MLE-OS.

¢ Aunque el valor encontrado no sea correcto, la actividad del tumor en
la imagen reconstruida mantiene para FBP una buena linealidad
respecto el valor tedrico.

e Debido al ruido en las proyecciones, los resultados tienen un cierta
dispersién, siendo mas elevada cuanto mayor sea el ajuste. Con
niveles de ajuste similares, se obtienen dispersiones del mismo orden
independientemente del algoritmo utilizado. La dispersion aumenta

con el numero de iteraciones y disminuye con la actividad del tumor.

8.6. Publicacion de los resultados de esta tesis.

Los resultados de este trabajo han dado lugar a los articulos [ROS-95b]
[ROS-96] [FAL-98] [FAL-99c] y a las comunicaciones a congresos [FAL-
93] [LLO-93] [ROS-93] [FAL-94a] [FAL-94b] [JUV-94] [FAL-95a] [FAL-95b]
[FAL-96] [FAL-97] [JUV-97a] [JUV-97b] [ROS-98] [FAL-99a] [FAL-99b].

8.7. Desarrollo futuro de las investigaciones.

Los temas que quedan abiertos a posteriores investigaciones son
muchos. No obstante, las lineas a desarrollar en un futuro inmediato
quedan enmarcadas por el proyecto de la CICYT: SAF99/0137.

Esta previsto mejorar la simulacion mediante la implementacion de un
programa que genere proyecciones de 512 bins de una imagen
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digitalizada a 512x512, para que, posteriormente, las proyecciones se
reconviertan, por agrupacion de bins, en proyecciones de 64 o 128 bins.
De esta manera se pretende mejorar el parecido entre las proyecciones
reales y las simuladas, sobre todo en los objetos de dimension pequena.
También esta previsto mejorar la simulacion de la dispersion. Otra linea
de investigacion en la obtencion de proyecciones en la que se esta
trabajando es la simulacion basada en métodos de Monte Carlo. Esta
simulacién se podria utilizar tanto para obtener proyecciones como: para
evaluar el método utilizado hasta el momento.

De los métodos de reconstruccion, estd pendiente el estudio de las
diferentes variantes de los algoritmos utilizados. Se hara especial
atencion a la optimizacion del método MLE-OS. Asi mismo, se
implementara la reconstruccion tridimensional con interrelacién de las

diferentes secciones.

La tercera, y principal, via de desarrolio de este trabajo esta en la
aplicaciéon a estudios clinicos. Se pretende aplicar el par simulacion-
reconstruccion implementado, con las sucesivas mejoras que se realicen,
para determinar las mejores condiciones de trabajo en estudios reales de
perfusion cerebral y miocardica. Para ello, deben realizarse modelaciones
numéricas precisas de las partes del cuerpo a simular y de las
disfunciones a evaluar, debe validarse la reconstruccion tomografica con
mapa de atenuacidén obtenido por transmision simultaneamente a la
adquisicion, ha de ser implementado un programa que genere la matriz de
pesos para los colimadores fan-be‘am utilizados en SPECT cerebral y
debe ser desarrollado una interfase que permita a los facultativos que
estén poco familiarizados con los lenguajes de programacion el uso de

estos programas.
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Apéndice A: Siglas, abreviaturas y nombres de variables.

A:
AA:
ART:
CC:
CL:
CON:
CV:
CVM:
CVR:
DL:
ECT:
EM:
FBP:
FDM:
FFT:
IFBP:
Kc:
M:

MLE:

Variable que representa la matriz de pesos.

Aditive Algorithm. Variante de MLE.

Algebraic Reconstruction Techniques. Métodos de reconstruccion algebraicos.
Coeficiente de Correlacion.

Cross Likelihood. Verosimilitud cruzada.

Contraste.

Coeficiente de Variacion.

Cociente de Valores Medios.

Cross Validation Ratio. Cociente entre la verosimilitudes cruzada y directa.
Direct Likelihood. Verosimilitud directa.

Emission Computed Tomography. Tomografia computerizada de emision.
Expectation Maximization. Maximizacion del valor esperado.

Filtered Back Projection. Retroproyeccidn filtrada.

Figuras (funciones) de mérito.

Fast Fourier Transform. Algoritmo de la transformada de Fourier.

Iterative Filtered Back Projection. Métodos iterativos de correccion en FBP.
Kilocuentas. (1 Kc=1000c).

Variable que representa el numero de filas y columnas de la imagen
digitalizada. Numero de bins para la proyeccion en cada angulo.

Maximum Likelihood Estimation.Reconstruccion por el método de la maxima
verosimilitud.

MLE-OS: Maximum Likelihood Estimation with Ordered Subsets.Reconstruccién por

N:

OS:

p:
PET:
POCS:
PSF:

SNR:
SPECT:

SREF:
SSA:
TC:
TF:

MLE utilizando subconjuntos ordenados.

Variable que representa el numero de angulos de proyeccidn.

Variable que indica el niimero de subconjuntos ordenados utilizados.

Variable que representa las proyecciones.

Positron Emission Tomography. Tomografia por Emision de Positrones.
Projection Onto Convex Sets. Projecciones sobre subconjuntos convexos.
Point Spread Function. Respuesta del detector a un punto emisor.

Variable que representa la imagen.

Signal-to-Noise Ratio. Relacion Sefial-Ruido.

Single Photon Emission Computed Tomography. Tomografia por Emision de
Fotén Unico.

Scattering Response Function. Funcién que modeliza la dispersion de fotones.
Successive Substitution Algorithm. Variante de MLE.

Tomografia Computerizada.

Transformada de Fourier.
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