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Capítulo 1

Introducción

El desarrollo de gran parte de los modelos y métodos estadísticos ha ido
ligado al deseo de estudiar aplicaciones especí�cas dentro de diversos ámbitos
cientí�cos. El presente trabajo también surgió con el objetivo de resolver di-
versos problemas que se plantean dentro del ámbito de la oftalmología, todos
ellos ligados con un conjunto de datos y con una aplicación muy concreta: el
estudio del glaucoma. El glaucoma es una enfermedad ocular muy extendi-
da entre la sociedad actual, que se caracteriza por producir una pérdida de
visión gradual en el paciente, pudiendo en sus estadios más avanzados llegar
a producir la ceguera del paciente.

Para diagnosticar y evaluar el desarrollo de la enfermedad, los oftalmólo-
gos basan buena parte sus diagnósticos en el análisis de unos mapas, llama-
dos campos visuales, que les informan de la intensidad de visión que tiene
el paciente en un conjunto de puntos de su retina. Por ello, gran parte de
este trabajo está dedicado a estudiar modelos estadísticos espacio temporales
que nos permitan caracterizar la evolución espacio-temporal de los campos
visuales tanto de pacientes sanos, como de pacientes que padecen glaucoma.

Los modelos espacio temporales, empezaron a plantearse y a estudiarse a
partir de la abundancia de aplicaciones que desde diversos ámbitos aplicados
demandaron estas técnicas. Problemas relacionados con cuestiones meteo-
rológicas [90, 176, 177], con polución ambiental [76, 58, 86], con el análisis
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24 1. Introducción

de problemas ecológicos y de recursos mediambientales [40], con problemas
relativos a la epidemiología y a las ciencias de la salud, o relacionados con
la construcción de mapas de enfermedades [200] entre otros, demandaron el
desarrollo de este tipo de modelos.

El primer paso a la hora de empezar a desarrollar modelos espacio-
temporales, fue el intentar adaptar a este contexto, modelos ya conocidos y
ampliamente utilizados. Así empezó a estudiarse cómo modelizar fenómenos
espacio-temporales generalizando tanto los métodos propios de la estadística
espacial (Geoestadística, Cadenas de Markov, Métodos MCMC, ...), como los
métodos ya desarrollados en la teoría de series temporales (Modelos ARMA,
ARIMA, Modelos en espacio de estados, Filtro de Kalman,...).

En algunas ocasiones, aunque se disponía de observaciones recogidas en
un dominio espacio temporal, se intentaba seguir trabajando con modelos
puramente espaciales o puramente temporales. En estos casos, como Kyr-
iakidis y Journal [122] explican, el análisis se enfocaba a menudo hacia la
construcción (modelización o en general estudio) de mapas espaciales para
cada instante de tiempo con el objetivo de compararlos y detectar persisten-
cias o cambios en los patrones espaciales en el tiempo [69, 185]. Alternati-
vamente el análisis podía enfocarse hacia la modelización de series tempo-
rales, de�niendo una serie temporal para todas las observaciones recogidas
en cada posición espacial [16]. Cuando existe correlación entre las distintas
series temporales, esta se re�eja permitiendo una correlación espacial entre
los parámetros de dichas series temporales [76].

Otra aproximación de las que se propusieron para modelizar fenómenos
espacio temporales, fue la de considerar cualquier fenómeno espacio tem-
poral como la realización de un campo aleatorio de�nido en<3 (dimensión
espacial=2+1=dimensión temporal). Este método resultó no ser en muchas
ocasiones adecuado, debido a las diferencias existentes entre el dominio es-
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pacial y el temporal [171]. Las diferencias entre los dos dominios son muchas,
por citar unas cuantas podemos destacar que los datos están ordenados de
forma natural en el tiempo, y que esta ordenación no existe en el espacio.
Además los datos en el tiempo y en el espacio se miden en escalas distintas,
que no pueden ser comparadas, y normalmente no se dispone de la misma
cantidad de información en ambos dominios. Es más habitual tener datos
mucho más densos en el tiempo que en el espacio, debido al coste que puede
suponer el aumentar el número de �observatorios� espaciales, siendo habitual-
mente el coste mínimo a la hora de tomar repeticiones de las observaciones en
el tiempo. Por último decir que los datos pueden mostrar periodicidad tem-
poral y no estacionariedad espacial, lo cual imposibilita también el trabajar
de forma conjunta en <3.

En este trabajo vamos a hacer una revisión de la teoría de las series
temporales multivariantes, y de la metodología geoestadística, y utilizare-
mos modelos y técnicas estadísticas espacio temporales extraídas de ambas
metodologías para resolver una serie de problemas que se plantean en el
estudio del glaucoma.

En el capítulo 2 vamos a explicar brevemente qué es el glaucoma, y nos
centraremos en las características de los campos visuales.

A lo largo de la tesis, trabajaremos con bases de datos en las que ten-
dremos campos visuales de un conjunto de pacientes, que han sido obtenidos
en la consulta oftalmológica. Nuestros datos van a ser en principio algo dis-
tintos a los datos de los que normalmente se dispone en cualquier estudio
espacio temporal, ya que para nosotros cada observación es un mapa com-
pleto, y tenemos mapas repetidos en el tiempo para cada paciente. Esa es
la peculiaridad de nuestro conjunto de datos, el disponer de observaciones
(mapas) en el tiempo para un grupo de pacientes.

Como hemos comentado anteriormente, varias son las perspectivas bajo
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las cuales analizar datos espacio temporales. En este trabajo nos planteamos
el análisis de los campos visuales bajo dos perspectivas distintas, y sus co-
rrespondientes metodologías. Por eso hemos dividido la tesis en dos partes
que corresponden a las dos metodologías utilizadas.

En la primera parte de la tesis, vamos a trabajar utilizando la metodología
propia de la Geoestadística. Por ello en el capítulo 3 revisamos los principios
teóricos de la Geoestadística, que necesitaremos en los capítulos 4, 5 y 6. El
lector familiarizado con las técnicas geoestadísticas puede saltar la lectura
del capítulo 3, y pasar directamente a las aplicaciones.

En el capítulo 4 nos planteamos el construir un modelo para caracterizar
la distribución espacio temporal de campos visuales de pacientes sanos. Una
vez construido el modelo lo utilizaremos para construir intervalos de con�an-
za que nos permitan clasi�car cada una de las posiciones de un campo visual
como �normal� o �afectada por el glaucoma�, para realizar predicciones, y en
el capítulo 5 para realizar simulaciones. En el capítulo 6, generalizaremos el
modelo para que describa tanto campos visuales de pacientes sanos, como
de pacientes afectados por la enfermedad.

En la segunda parte de la tesis cambiaremos la metodología y empezare-
mos a trabajar con los métodos propios de las series temporales multivarian-
tes, desde el punto de vista clásico. En el capítulo 7 veremos la teoría de las
series temporales multivariantes que necesitaremos más tarde.

Los dos capítulos teóricos que contiene la tesis, no pretenden recoger toda
la teoría propia de la Geoestadística y de las series temporales multivariantes,
sino centrarse en aquellos aspectos teóricos que nos son necesarios a la hora
de trabajar en los distintos problemas planteados.

El lector familizarizado con la teoría clásica de series temporales multi-
variantes puede omitir la lectura del capítulo 7, y pasar directamente a los
capítulos 8 y 9 en los que planteamos dos problemas. En el capítulo 8, bajo
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un enfoque bayesiano planteamos el problema de la estimación de la variable
�estatus� en cada posición. Esta variable nos permite saber si cada una de
las posiciones testeadas es �sana� o �enferma�.

En el capítulo 9 el objetivo que planteamos está más próximo al persegui-
do en la primera parte de la tesis en la que utilizamos la metodología geoes-
tadística, ya que pretendemos construir un modelo espacio temporal conjunto
que nos permita caracterizar la distribución espacio temporal de campos vi-
suales de pacientes que sufren glaucoma, y utilizar el modelo obtenido para
realizar predicciones.

Destacar por último que el software hemos utilizado en este trabajo ha
sido: el R en la parte de geoestadística, y el Matlab, para la parte de series
temporales.



28 1. Introducción



Capítulo 2

Glaucoma

Contenidos

2.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

2.2. Análisis del campo visual . . . . . . . . . . . . . . 34

2.3. SITA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.4. Resultados de la perimetría . . . . . . . . . . . . 40

2.5. Características generales de los campos visuales
de diferentes poblaciones . . . . . . . . . . . . . . 44

29



30 2. Glaucoma

2.1. Introducción

Glaucoma es el nombre con el que se conoce a una enfermedad ocular
que puede llegar a dañar seriamente la función visual, y que actualmente se
sitúa entre las principales causas de ceguera en todo el mundo. Esta enfer-
medad suele caracterizarse por llevar habitualmente asociada una elevación
de la presión intraocular, que con el tiempo puede llegar a producir daños
irreversibles en las �bras del nervio óptico.

Las �bras del nervio óptico se deterioran cuando la presión intraocular
se eleva por encima de un nivel, que varía de unos individuos a otros. Si
la presión elevada se mantiene durante mucho tiempo, o alcanza cifras exa-
gerádamente altas, las �bras se pueden dañar de forma irreparable, y la
pérdida de visión se hace irreversible, pudiendo llegar a producir una ceguera
total. Por lo tanto, un diagnóstico precoz, iniciar el tratamiento correcto y
establecer las pautas de seguimiento adecuadas, constituyen las armas más
e�caces para evitar estas graves consecuencias.

El glaucoma es una enfermedad que suele afectar a los dos ojos, y aunque
se sabe que suele ir asociado con una alta presión ocular, se desconocen las
causas exactas que lo provocan. Hasta ahora no se ha encontrado una relación
directa entre una elevada presión intraocular y la presencia de glaucoma.

Por el interior del ojo circula un líquido, encargado de la nutrición de
sus estructuras internas. Este líquido, denominado humor acuoso, tiene un
sistema de producción y otro de evacuación (ver �guras 2.1 (a) y (b)). El
equilibrio entre estos dos sistemas, permite mantener prácticamente cons-
tante la presión intraocular. Si algo falla en estos mecanismos, y entra más
líquido en el ojo del que puede salir, la presión se eleva y el nervio óptico
comienza a dañarse.

Los oftalmólogos son capaces de diagnosticar varias decenas de glauco-
mas diferentes, pero aquí vamos a esbozar brevemente sólo los tipos más
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(a)

(b)

Figura 2.1: Anatomía del ojo.
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frecuentes:

1. Glaucoma primario congénito: Se produce como consecuencia de un
desarrollo defectuoso de las vías de salida del humor acuoso, ya desde
las primeras semanas o meses de vida.

2. Glaucoma crónico de ángulo abierto: Es el más frecuente (aproximada-
mente las 3/4 partes de los diagnosticados). Se produce por el deterioro
progresivo del sistema de eliminación del humor acuoso, deterioro mu-
cho más pronunciado al que de forma natural se produce con la edad.
Se presenta muy lentamente, sin producir síntomas que la persona que
lo sufre, sea capaz de detectar.

3. Glaucoma agudo o de ángulo cerrado: Esta forma de glaucoma se pre-
senta bruscamente, con gran dolor y brusca disminución de la visión,
pudiendo ir acompañado de náuseas, vómitos, etc... Se produce por el
cierre brusco de las vías de eliminación del humor acuoso. Debido a la
forma especial del ojo de estas personas, el ángulo a través del cual se ha
de eliminar este líquido, es excesivamente estrecho y en determinadas
circunstancias, las paredes de este ángulo pueden ponerse en contac-
to, obstruyendo por completo el paso. Esto trae como consecuencia la
rapidísima elevación de la presión y el intensísimo dolor.

Los principales grupos de riesgo están formados por personas de avanzada
edad, que tienen antecedentes familiares de glaucoma, que padecen miopía
o diabetes, personas que han seguido tratamientos prolongados con corti-
costeroides, que padecen enfermedades cardiovasculares y aquellas que han
sufrido traumatismos o intervenciones quirúrgicas oculares. Las personas que
están en alguna de estas circunstancias, deben pasar una revisión oftalmoló-
gica anual. Si concurren varios de estos factores, es posible que las revisiones
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deban ser a más corto plazo. En cada revisión, se suelen incluir las siguientes
exploraciones:

1. Tonometría.- Medida de la presión ocular con la ayuda de un tonómetro.

2. Oftalmoscopía o exploración del fondo de ojo, para comprobar si existe
algún tipo de daño en el nervio óptico.

3. Gonioscopía para comprobar, en caso de sospecha de glaucoma, a qué
tipo pertenece.

4. Campimetría o perimetría. Consiste en la exploración del campo visual,
y es una prueba imprescindible para con�rmar el diagnóstico de la
enfermedad y establecer el tratamiento adecuado.

Como las posibilidades del tratamiento son mayores cuanto más precoz-
mente se realice el diagnóstico, las revisiones periódicas son de gran impor-
tancia. El tratamiento tiene como objetivo conservar la visión y el campo
visual tal y como están en el momento del diagnóstico, pues hoy por hoy re-
sulta imposible regenerar las �bras del nervio óptico que ya estén atro�adas.

La única forma de evitar la progresión del daño en el nervio óptico,
es manteniendo la presión intraocular en cifras normales. Por ello, tras el
diagnóstico el oftalmólogo debe optar entre un tratamiento médico (colirios
hipotensores oculares, que se aplicarán ya inde�nidamente, una o varias veces
al día), y un tratamiento quirúrgico, (intervenciones con láser, o interven-
ciones quirúrgicas propiamente dichas), dependiendo por una parte del tipo
de glaucoma, y por otra de la mayor o menor gravedad de la enfermedad en
el momento del diagnóstico.

De todas formas, independientemente del tipo de tratamiento que se
siga, el paciente de glaucoma requiere vigilancia y seguimiento. Un glaucoma
puede mantenerse durante muchos años sin problemas con un tratamiento
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determinado, pero en un momento concreto puede necesitar el cambio a otro
tratamiento más adecuado.

En la mayor parte de los casos, especialmente los diagnosticados precoz-
mente, el paciente puede desarrollar sus actividades con toda normalidad,
sin ningún tipo de limitaciones para su trabajo, lectura etc.

Hemos dicho que una de las pruebas médicas más concluyentes a la hora
de diagnosticar glaucoma es la campimetría o exploración del campo visual.
Por ello, ahora que conocemos un poco por encima las características de la
enfermedad, vamos a centrarnos en ver cuales son los datos de que dispone
el oftalmólogo para diagnosticarla y controlar su seguimiento. En la sección
2.2 veremos cómo funciona un campímetro (perímetro o analizador de cam-
po), y qué información proporciona. Estudiaremos el funcionamiento de los
campímetros Humphrey y del paquete estadísticoSITA.

2.2. Análisis del campo visual

La perimetría es una herramienta clave para el diagnóstico del glaucoma,
y su automatización ha hecho posible que se desarrollen varios dispositivos
de interpretación asistida por ordenador.

Los campímetros o analizadores de campos visuales más utilizados en
las consultas oftalmológicas son el analizador de campo Humphrey y el
perímetro Octopus 500 (http://www.humphrey.com; http://www.octopus.ch),
(ver �gura 2.2).

Todos los campos visuales de la base de datos que vamos a analizar, han
sido adquiridos con un campímetro de la casa Humphrey, por ello vamos a
estudiar únicamente las propiedades de este campímetro y los resultados que
presenta al �nalizar cada test.

Cualquier campímetro consta fundamentalmente de una pantalla y un
ordenador. La pantalla muestra un fondo con luminosidad constante de 31.5
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(a) (b)

Figura 2.2: (a) Campímetro �Octopus�, (b) Campímetro �Humphrey�.

apostilbs (asb), y desde este fondo se irán �disparando� estímulos luminosos
de intensidad variable hacia la retina del paciente. Estos estímulos tienen un
tamaño estándar, y su intensidad puede variar de 0,08 a 10,000 asb. Cada
campímetro lleva implementado un software que de�ne la �estrategia de test�
que se va a realizar. Estos paquetes incorporan mayoritariamente herramien-
tas estadísticas, y han ido evolucionando rápidamente, buscando siempre
obtener la máxima información del estado del campo en el menor tiempo
posible. Los paquetes estadísticos que se han implementado en los campí-
metros Humphrey, de más antiguo a más reciente son los llamados:FAST-
PAC [81], STATPAC [194, 93], SITA [15, 14, 12], SITA Fast [13]. Existen
numerosos trabajos médicos que realizan estudios clínicos para evaluar y
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comparar estos métodos. Entre ellos destacamos los siguientes: [204, 170].
Todos los campos visuales que analizaremos han sido tomados en cam-

pímetros Humphrey y utilizando el paqueteSITA, por lo que en adelante, al
hablar del funcionamiento del campímetro, realmente nos estaremos referirien-
do a cómo trabaja el SITA.

Antes de someterse a un análisis de campo visual, y para que los resul-
tados sean válidos, el paciente debe �jar su mirada en un punto de �jación.
Para controlar esta �jación, los campímetros Humphrey, �bombardean� pe-
riódicamente la mancha ciega con estímulos luminosos. La mancha ciega es
una zona de la retina sin visión, por lo que respuesta positivas a estos estí-
mulos indicarán una �jación pobre.

Existen dos tipos básicos de perimetrías: la perimetría estática y la kinéti-
ca. Se diferencian en que en la primera, la posición desde la que se emite el
estímulo no se mueve durante el periodo de exposición, y el tiempo de ex-
posición de los estímulos no varía, mientras que en la kinética los estímulos
se van moviendo durante su exposición, normalmente hacia el centro de la
pantalla. Los campímetros utilizan la perimetría estática, y en adelante nos
referiremos siempre a esta modalidad.

2.3. SITA

Se conoce con el nombre de SITA (Swedish Interactive Threshold Al-
gorithms) a una familia de algoritmos desarrollados por un grupo de inves-
tigadores suecos encabezados por el doctor A. Heijl [15]. Estos algoritmos
determinan la estrategia de test que se aplicará al paciente. Al hablar de
estrategia de test nos referimos al número de localizaciones de la retina que
se testearán, a de�nir el orden en que se visitarán, a cómo se elegirá el primer
valor del estímulo que se presente en cada localización, etc, ... En esta sección
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Cuadro 2.1: Rejilla con la localización de los puntos que el campímetro Humphrey

con el programa umbral 24-2, testea en un análisis de campo visual
1 2 3 4

5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24 25 26
27 28 29 30 31 32 33 34

35 36 37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48

49 50 51 52

veremos la estrategia de test de�nida por elSITA.

Dentro del SITA existen varios programas. Todos los campos visuales
que analizaremos han sido adquiridos con el programa24− 2, que testea 52

puntos de la retina del paciente (ver su disposición en la tabla 2.1). Estas posi-
ciones están situadas sobre un grid regular, siendo el distanciamiento entre
dos posiciones de 6o (vertical y horizontalmente). Los dos puntos en blanco
corresponden con las localizaciones de la mancha ciega (o punto ciego).

El objetivo de la campímetría es obtener el umbral de visión en cada uno
de los puntos testeados. El umbral de visión (que en adelante llamaremos
simplemente umbral), se de�ne como la intensidad del estímulo con una
probabilidad de respuesta del 50%, y se utilizará para cuanti�car pérdidas
de función visual.

El umbral en cada localización se estimaba originalmente mediante un
método de �escalera de luminancia� en el que el test escogía un nivel ini-
cial para el estímulo, y lo presentaba en una localización. Si se producía
una respuesta, el nivel de intensidad (medido end = −dB, decibelios nega-
tivos), decrecía 4 unidades, y en caso contrario se incrementaba 4 unidades.
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Este proceso se iba repitiendo hasta que se producía al primer reverso (i.e.
la primera respuesta distinta a las anteriores). Entonces el test continuaba
igual, pero con incrementos o decrimentos de 2 unidades en vez de 4. (A
esta estrategia se la llama estrategia 4-2). La intensidad del último estímu-
lo percibido por el paciente se utilizaba como estimación del umbral en ese
punto.

El SITA, aprovechando los estudios realizados durante los años 80 sobre
campos visuales de pacientes sanos y de pacientes con glaucoma, modi�ca
esta estrategia para hacer el test más rápido. En [154], Olsson y Rootzen ob-
tuvieron las distribuciones a posteriori de la variable umbral en cada punto,
dadas las respuestas de los pacientes incluidas en las bases de datos. El pico
de cada distribución proporciona el estimador máximo a posteriori (MAP)
del umbral en dicho punto, y esta estimación será mejor, cuanto menor sea la
amplitud de la distribución. Al realizar un nuevo test, las nuevas respuestas
(tanto positivas como negativas) se introducen en el modelo, y las distribu-
ciones de probabilidad a posteriori en cada punto se recalculan (después de
cada respuesta producida en cada punto, al testear las localizaciones veci-
nas, y al �nalizar toda la prueba). A partir de estas nuevas distribuciones
de probabilidad a posteriori se obtendrán nuevos estimadores MAP de los
valores del umbral en cada punto. La in�uencia del modelo a posteriori de
partida irá disminuyendo gradualmente, conforme se vaya introduciendo más
y más datos en el modelo (ver [15] para una explicación más detallada).

El test empieza evaluando el valor del umbral en cuatro puntos primarios
(�jos, siempre los mismos), y a partir de ellos calcula los niveles de intensi-
dad iniciales para los puntos adyacentes. La última intensidad percibida en
puntos vecinos, sirve para calcular los valores iniciales de los nuevos puntos,
aún no testeados.

La estimación MAP permite la estimación de los errores de medida en
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tiempo real. El test se puede detener en aquellos puntos en los que la es-
timación del error cometido es pequeño en comparación con un nivel de
precisión pre-establecido, llamado ERF (error related factor). Acabaremos
el test, si hemos conseguido en ese punto al menos una respuesta positiva, y
el error cometido es menor que el ERF. En caso de que el error sea mayor
que el de�nido por el ERF al �nalizar una escalera, se realizará otra es-
calera completa con dos reversos, siguiendo la estrategia del "Full Treshold
Strategy".

Además de determinar los umbrales, elSITA proporciona al oftalmólogo
tres índices que le permitirán valorar la �abilidad de los resultados obtenidos.
Estos índices son:

Indice de pérdida de �jación: A lo largo del test, el campímetro pre-
senta estímulos en la mancha ciega. Si el paciente responde, se registra
como �jación perdida. Si el valor de �jaciones perdidas es superior
al veinte por ciento, hay razones para preocuparse sobre la �abilidad
de los resultados que se están obteniendo, y el símbolo XX aparece a
continuación de tal valor, para llamar la atención del explorador.

Error falso positivo: En las estrategias de test anteriores (FASTPAC
y STATPAC), para detectar lo que de�nieron como respuestas fal-
so positivas, el proyector maniobraba como si presentara un estímulo,
pero no lo hacía. Si el paciente respondía, se registraba un error fal-
so positivo. Un número alto de falsos positivos vuelve a indicar poca
�abilidad en los resultados obtenidos. Una de las principiales �mejo-
ras� que aporta el SITA frente a paquetes anteriores, es que reduce el
tiempo de realización del test, y para ello utiliza una técnica distinta
para calcular el error falso positivo.

Divide en tres partes el tiempo que transcurre entre dos exposiciones
consecutivas de estímulos: una primera parte desde el momento de la
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exposición, hasta que ha transcurrido el tiempo necesario para que
pueda ser percibido ( [t0q , t0q + tq,min]); una segunda parte que llama
tiempo (o ventana) de escucha y es el periodo durante el cual esperamos
que la respuesta se produzca [t0q +tq,min, t0q +tq,max]; y una tercera parte
que va desde que acaba el tiempo razonable de espera, hasta que se
expone un nuevo estímulo.([t0q + tq,max, t0q +1])

-t t t t
t0q t0q + tq,min t0q + tq,max t0q+1

δq︷ ︸︸ ︷
︸ ︷︷ ︸

∆q

Para modelizar el número de respuestas falso postivas producidas, se
utiliza una distribución Poisson que tiene en cuenta en su de�nición
el número de respuestas obtenidas fuera del intervalo de escucha, y la
longitud de este intervalo.

Error falso negativo: Un estímulo mucho más intenso que el umbral, se
presenta en un área donde la sensibilidad ha sido ya determinada. Si
el paciente no responde, se registra un falso positivo. Un número alto
de falsos positivos indica fatiga o falta de atención del paciente.

Para calcular el coste del algoritmo (tiempo) se almacenan todos los
tiempos de respuesta de los pacientes. Sus medias y desviaciones típicas nos
servirán para ajustar repetidamente la duración de las ventanas de respuesta.
(Conforme el test vaya discurriendo, tendremos ventanas más robustas, y los
ajustes serán menos frecuentes).

2.4. Resultados de la perimetría

Al �nalizar cada test el campímetro presenta al oftalmólogo los índices de
�abilidad: �jaciones perdidas; número de errores falsos negativos, y errores
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falsos positivos. Si estos índices sugieren que los resultados no son �ables, el
test no servirá para diagnosticar y la prueba deberá repetirse.

Junto con los índices de �abilidad presenta también los datos del pa-
ciente, el ojo que se está explorando, el tiempo consumido en su realización
y el número de estímulos totales mostrados al paciente. En la �gura 2.3 pode-
mos ver una salida completa del campímetro tras la realización de un test
perimétrico. Los resultados directos del test se imprimen en dos formatos
grá�cos:

1. Representación numérica (�gura 2.3 a): Muestra el umbral de sensibi-
lidad en todos los puntos explorados. Los puntos en los que se encuentra
una sensibilidad de al menos 5 db. menor de lo esperado, son explo-
rados una segunda vez y el valor hallado se representa entre parénte-
sis. Este doble �mapeo� permite veri�car contestaciones inesperadas y
diferenciar entre errores del paciente y defectos del campo verdaderos.
Generalmente el segundo valor puede ser considerado más exacto que
el primero. Este será el tipo de datos con el que trabajaremos en esta
tesis.

2. Representación grá�ca en escala de grises (�gura 2.3 b): Da una idea
inmediata del tamaño y seriedad de los defectos que pueden existir en
el campo visual.

Por último se presentan una serie de índices y grá�cos estadísticos basa-
dos en comparar los resultados que se obtienen en el test con los obtenidos
en estudios empíricos realizados sobre un extenso grupo de sujetos normales.
La comparación con los resultados de este estudio permite al campímetro
analizar la �normalidad� (ausencia de enfermedad), en cada uno de los pun-
tos testeados. Tenemos entonces en la salida de la perimetría cuatro grá�cos
que realizan este análisis �punto a punto�, y dos índices numéricos globales.

Los índices globales son:



42 2. Glaucoma

Figura 2.3: Resultado de una campimetría. Además de los datos del paciente y los

índices de �abilidad incluye: a) grá�co de representación numérica de los resultados;

b)representación en escala de grises; c) y e) diagramas de desviación total; d) y f)

diagramas de patrón de desviación, y g) índices globales.
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1. Desviación media (DM). Desviación media ponderada del campo de
referencia normal.

DM = { 1
n

∑n
i=1

(xi−Ni)
s2
1i

}/{ 1
n

∑n
i=1

1
s2
1i
}

siendo:
xi y Ni el umbral medido, y el umbral del campo de referencia normal
en el punto i.
s2
1i la varianza de las medidas del campo normal en el punto i.

n el número total de puntos del test (quitando la mancha ciega).
Una disminución en el valor de este índice indicará que los defectos del
campo visual van en aumento, o de forma más general, que hay una
pérdida generalizada de sensitividad.

2. Desviación estándar del modelo (DSM). Desviación estándar pondera-
da de las diferencias puntuales entre el campo medido y el campo de
referencia central.

DSM2 = { 1
n

∑n
i=1 s2

1i} ∗ { 1
n−1

∑
i=1 n (xi−Ni−DM)2

s2
1i

}

Es una medida del grado en que la forma del campo del paciente se
desvía de lo normal, para su edad. Una DSM baja, indica una colina
de la visión uniforme. Una DSM alta indica una colina irregular que
será debida a una variabilidad en las respuestas del paciente, o a irre-
gularidades en el campo visual.

Límites de predicción de normalidad, han sido calculados para estos índices
visuales. Si obtenemos algún valor fuera de estos límites, el ordenador nos
proporciona también el nivel de signi�catividad de la desviación.

Veamos ahora los diagramas de desviación total. El primero de estos
diagramas (�gura 2.3 c) consta de valores numéricos y expresa la diferencia
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en decibelios, entre los resultados del test del paciente y lo que corresponde
a una persona normal, de su misma edad (i.e. xi − Ni). El segundo de los
diagramas (�gura 2.3 e) utiliza símbolos para indicar la probabilidad que
existe de que esos resultados estén dentro de la normalidad.

Por último, los diagramas de patrón de desviación (�gura 2.3 d y
2.3 f), son similares a los esquemas anteriores, pero plasmando posibles cam-
bios del campo en conjunto, causados por ejemplo, por cataratas o pupilas
pequeñas (i.e. xi −Ni −DM).

Obviamente, si tras examinar a un paciente debe decidirse si su resultado
es normal o si no lo es, lo primero que debemos determinar es qué se entiende
por un resultado normal. Por ello, se han realizado estudios empíricos sobre
un numeroso grupo de personas sanas, y sobre otro grupo de enfermos de
glaucoma. A partir de ellos se han construido dos bases de datos, y dos dis-
tribuciones empíricas que permiten estudiar la distribución de los umbrales a
lo largo de todo el campo visual y el establecimiento de límites de con�anza
para los valores esperados en cada punto.

2.5. Características generales de los campos visuales
de diferentes poblaciones

Para construir modelos �ables que informaran sobre si los valores umbral
encontrados en una determinada posición son propios de personas sanas o
de personas enfermas, ha sido necesario estudiar de las propiedades típicas
de los campos visuales tanto de personas normales como de personas con
glaucoma. Estos estudios han permitido concluir que:

1. Los valores esperados para los umbrales, decrecen continua y lineal-
mente con la edad, y este decrecimiento no es homogéneo en todo el
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campo visual, sino que es más rápido en la zona �midperipheral� que
en la central [94].

2. Los resultados de las primeras exploraciones perimétricas a las que se
somete un paciente pueden no ser muy �ables, debido a la existencia
de un efecto aprendizaje. Los resultados de las primeras campimetrías
suelen mejorarse tras la tercera o cuarta exploración, y no porque la
visión del paciente haya mejorado, sino porque el paciente ya conoce
el funcionamiento del test [95]. Por ello a la hora de analizar campos
visuales se sugiere eliminar de la base de datos los dos primeros tests
realizados por cada paciente.

3. No hay in�uencia de la edad en la variabilidad de los umbrales [153].

4. La sensitividad decrece en los pacientes con glaucoma, por lo que se
necesitará un estímulo más intenso para lograr la misma probabilidad
de una respuesta a�rmativa.

5. Los defectos en el campo visual debidos a la existencia de glaucoma se
van desarrollándo siguiendo las �bras nerviosas (del nervio óptico y en
general de la retina) [153].
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3.1. Introducción.

El término Geoestadística fue acuñado por Georges Matheron y sus co-
laboradores en la Escuela de Minas de Fontainebleau [142, 143] en Francia,
para referirse a una metodología que empezaban a desarrollar, y que busca-
ba dar respuesta a problemas de predicción espacial surgidos en la industria
minera [119]. Las ideas de este grupo de investigadores se desarrollaron du-
rante mucho tiempo con una terminología y un estilo propios, y fueron los
trabajos paralelos de Matérn [140, 141] y de Whittle [203], junto con los li-
bros de Ripley [168] y de Cressie [38] quienes permitieron la difusión de estas
técnicas y su integración con el resto de técnicas de la estadística espacial.

Todo estudio geoestadístico parte de un conjunto de observaciones{zi}i∈{1,··· ,n}
tomadas sobre localizaciones (en principio espaciales) {xi}i∈{1,··· ,n}, con-
tenidas en una región continua del espacio D ⊂ <2, y considera las ob-
servaciones como una realización de un proceso estocástico{Z(x) : x ∈ D},
(el cual se considera a su vez una realización parcial del proceso estocástico
{Z(x) : x ∈ <2}).

A menudo se considera a cada observaciónZi como el valor en la posi-
ción xi de un proceso subyacente {S(x) : x ∈ <2} (proceso que realmente
se quiere estudiar y que no es directamente observable) afectado por un
ruido. En este caso el modelo geoestadístico deberá caracterizar el proceso
estocástico S(x) y de�nir también un modelo estadístico para las medidas
Z = (Z(x1), Z(x2), · · · , Z(xn)) condicionado a {S(x) : x ∈ <2}.

El modelo que clásicamente se ha utilizado en los estudios geoestadísticos
se basa en considerar:

1. Que {S(x) : x ∈ <2} es un proceso gausiano, con mediaµ, varianza σ2

y función de correlación ρ(x, x′) = Corr(S(x), S(x′)).

2. Que condicionadas a {S(x) : x ∈ <2}, las observaciones zi son rea-
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lizaciones de v.a. Z(xi) gausianas y mutuamente independientes, con
media condicional E[Z(xi) | S(·)] = S(xi), y varianza condicional τ2.

Estas dos suposiciones equivalen a modelizar:

Z(xi) = S(xi) + εi : i = 1, . . . , n

siendo {S(x) : x ∈ <2} como en la suposición 1 anterior, y donde las εi ∼
N(0, τ2) i.i.d.

Si de�nimos Z = (Z(x1), · · · , Z(xn)), y S = (S(x1), · · · , S(xn)), estas
suposiciones equivalen a modelizar S ∼ N(µ · 1n, σ2R) siendo 1n un vector
de n unos, y R = (ri,j) con ri,j = ρ(xi, xj), y como consecuencia:

Z ∼ N(µ · 1n, σ2R + τ2I) siendo I la matriz identidad n× n.

Apartándose un poco de esta doble suposición de normalidad, en [50],
Diggle, Tawn y Moyeed acuñan la frase �Geoestadística basada en el modelo�
para referirse a una aproximación Geoestadística a problemas en los queS
es un proceso gausiano, pero en los queZi | S ya no es gausiana.

Nosotros vamos, en principio, a centrarnos en estudiar la metodología
de la Geoestadística tradicional. Para ello seguiremos suponiendo que las
dos distribuciones son gausianas (a menos que en algún momento digamos
explícitamente lo contrario).

Los objetivos �clásicos� de la Geoestadística son: la estimación de los
parámetros del modelo estocástico de los datos, y la predicción.

En cuanto a la predicción, puede interesarnos predecirZ en una posi-
ción x0 no observada, o predecir {S(x)}. Si el objetivo es predecir S(x), la
predicción se puede realizar en toda la región de interés,D, con la inten-
ción de hacer mapas de esta variable, o sólo en algún punto aisladox0 ∈ D.
En cualquier caso, las predicciones se realizan a partir de las observaciones
Z(x1), . . . , Z(xn).
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En el capítulo 4 plantearemos una modelización espacio temporal, en la
que nos interesará predecir el valor de la variable observada, en posiciones
no monitorizadas.

La metodología geoestadística clásica se ha extendido al contexto espacio
temporal, pudiendo encontrar actualmente trabajos geoestadísticos espacio
temporales en diversas disciplinas cientí�cas ([198, 90, 86, 20, 169, 77, 138,
36, 22] ...) e incluso libros dedicados íntegramente a la geoestadística espacio
temporal [34].

La generalización de la Geoestadística al caso espacio temporal, supone
ahora que las observaciones

{Z(x, t) : x ∈ D, t ∈ T}

con D ⊂ R2, T ⊂ R, se han recogido en un dominio espacio temporal. Este
proceso puede suponerse también como resultado de haber añadido ruido
gausiano a un proceso {S(xi, ti)}, subyacente, no observable.

Siguiendo con los estándares de la Geoestadística clásica, modelizaremos
la distribución espacio temporal de las observaciones, como una distribución
gausiana. Esta distribución quedará perfectamente caracterizada al de�nir
sus momentos de primer y segundo orden. En la sección 3.2 veremos cómo
hacerlo.

Para realizar predicciones, la Geoestadística ha desarrollado algoritmos,
que proporcionan el predictor lineal óptimo (lineal en las observaciones),
y que reciben el nombre general de métodos (o algoritmos) kriging en re-
conocimiento del trabajo realizado en este campo por Danie Krige [119].
(Comentaremos alguno de estos algoritmos en la sección 3.3).
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3.2. Modelizando los datos

Como acabamos de ver, la Geoestadística clásica trabaja con procesos
gausianos, que quedan perfectamente determinados por su esperanza y su
función de covarianza.

En este apartado vamos a ver cómo construir el modelo, es decir cómo a
partir de las observaciones Z(x1, t1), . . . , Z(xn, tn) determinar la estructura
de la media y de la covarianza,

E(Z(x, t)) = µ(x, t) = ¾? ; Cov(Z(x1, t), Z(x2, q)) = ¾?

y cómo estimar los parámetros del modelo.

3.2.1. Sobre la estructura de la media

El primer paso de todo estudio geoestadístico suele ser la realización de
un análisis exploratorio de los datos. En este análisis se busca qué covariables
resultan in�uyentes en las observaciones y pueden entrar a formar parte en
una formulación paramétrica de la media.

Este análisis exploratorio deberá realizarse tanto en el dominio espacial
como en el dominio temporal, ya que si los datos muestran comportamien-
tos cíclicos, periódicos, o tendencias, estos rasgos deberán plasmarse en la
formulación de la media a través de funciones periódicas.

A menudo la media del proceso se estimará por mínimos cuadrados, y
será restada de las observaciones para seguir trabajando con los resíduos, o
se estimará al tiempo que se realicen las predicciones mediante el método
�kriging universal� que comentaremos en la sección 3.3.

Modelos aditivos

Al aplicar las técnicas de la Geoestadística, en los capítulos 4 y 6, nos en-
contraremos con un problema que puede ocurrir cuando buscamos la estruc-
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tura de la media, y es que no podamos explicitar la media paramétricamente,
por no disponer de su�ciente información (su�cientes covariables). Resolve-
remos esta situación recurriendo a una formulación semiparamétrica de la
media. En particular, utilizaremos los modelos aditivos (AM), introducidos
por Hastie y Tibshirani [91, 92].

Las técnicas de regresión no paramétricas son herramientas estadísticas
muy populares, utilizadas tanto en análisis exploratorios como a la hora
de construir modelos. La utilidad de estas técnicas empezó a probarse en
problemas de regresión univariante, pero ha sido en el caso de regresión mul-
tivariante donde realmente presentan mayores ventajas frente a las técnicas
de regresión puramente paramétricas.

Los modelos aditivos son una generalización del modelo de regresión li-
neal. Vamos a establecer una notación, y veremos en qué sentido se da esta
generalización.

Supongamos que tenemos una variable respuestaY y p variables explica-
tivas (X1, X2, · · · , Xp). La herramienta estándar para estudiar la dependen-
cia entre la variable dependiente Y , y las independientes X1, X2, · · · , Xp es
el modelo de regresión lineal (múltiple si p > 1), donde:

Y = α + X1β1 + · · ·+ Xpβp + ε

con E(ε) = 0 y var(ε) = σ2. Este modelo está haciendo una suposición muy
fuerte sobre cómo es la dependencia deE(Y ) sobre cada una de las variables,
ya que estamos a�rmando que ésta dependencia es lineal en cada una de las
variables predictoras.

Una de las principales ventajas del modelo lineal es que, una vez ajustado,
podemos examinar los efectos de cada variable predictiva sobre la respuesta
de forma separada, con ausencia de interacciones. Los modelos aditivos van
a retener esta propiedad, ya que se van a caracterizar por ser aditivos en los
efectos de los predictores.
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Un modelo aditivo se de�ne como:

Y = α +
p∑

j=1

fj(Xj) + ε (3.1)

donde al igual que en el modelo lineal, los errores ε son independientes de
los Xj , E(ε) = 0 y var(ε) = σ2. En este modelo, las fj son funciones nor-
malmente univariantes, una para cada predictor. (En el caso multivariante
se supone además que los εi son independientes entre sí).

Destacar que este modelo retiene uno de los rasgos interpretativos más
importantes del modelo lineal: la variación de la super�cie respuesta �jando
los valores de todos los predictores excepto de uno sólo dependerá de los
valores del predictor que queda por �jar, y en ningún caso dependerá de
los valores que hayan tomado los otros. (Para estudiar más detalladamente
tanto los modelos aditivos como los modelos aditivos generalizados consultar
[91, 92].)

Para no imponer restricciones demasiado severas en la formulación del
modelo, en la ecuación 3.1 las funciones fj(·) suelen ser funciones suaves
de las covariables. La ventaja de utilizar estos modelos es que no estamos
imponiendo ninguna estructura paramétrica rígida para relacionar las cova-
riables con la variable respuesta, sino que se deja a los datos que den forma
a esta relación.

El método más general para estimar modelos aditivos, consiste en esti-
mar cada una de las funciones fj mediante un suavizador (�smoother�) arbi-
trario. Los suavizadores más comunes son los �smoothing splines� y los �ker-
nel smoothers�. Existen varias aproximaciones para estimar estas super�cies
suaves. Las dos más utilizadas son la estimación por el método �back�tting�
y técnicas basadas en la integración.

El método back�tting se presentó en [24]. Es un algoritmo iterativo que
permite ajustar un modelo aditivo utilizando mecanismos de ajuste similares
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a los de regresión. Su motivación es la siguiente: si el modelo 3.1 es correcto,
entonces

E[Y − α−
∑

j 6=k

fj(Xj) | Xk] = fk(Xk).

A partir de aquí podemos calcular iterativamente todas las funcionesfj

a partir de los datos y del suavizadorSj adecuado. El algoritmo iterativo es
el siguiente:

1. Inicializar: α = Ȳ , fj = f0
j ∀j

2. Iterar: Para j = 1, · · · , p, 1, · · · , p, · · ·

fj = Sj(y − α−
∑

k 6=j

fk | xj),

(siendo Sj(y | xj) un suavizamiento de la respuesta y en función del
predictor xj . Por tanto, al reajustar fj quitamos de y los efectos de
todas las otras variables, y ajustamos la función resultante al suavizar
los resíduos respecto a la variable predictivaxj).

3. Repetir el paso 2 hasta que las funciones fj no cambien.

Aunque es de uso dominante, las propiedades asintóticas de las estima-
ciones obtenidas por el método back�tting no se empezaron a desarrollar
hasta muy recientemente [156, 115]. De hecho, aunque en algunas ocasiones
ha sido utilizado con buenos resultados [151], las propiedades asintóticas para
datos relacionados no han sido todavía desarrolladas. En [32] se recomienda
su uso sólo en caso de variables no muy fuertemente correlacionadas. Para
compensar esta de�ciencia, Linton y Nielsen [129] propusieron un método
de ajuste no iterativo basado en la integración marginal de estimaciones
de kernel estándar para modelos aditivos. Este método fue extendido unos
años después para modelos aditivos generalizados [128]. Para ver un estudio
comparativo entre los dos métodos recomendamos consultar [188] y [148].
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Hay estudios previos en los que se han combinado las nociones de la
Geoestadística con las de la modelización aditiva, como por ejemplo el tra-
bajo de Kelsall y Diggle [116].

3.2.2. Sobre la estructura de la covarianza

Antes de ver cómo construir una función de covarianzas, necesitamos ver
una serie de de�niciones y caracterizaciones que nos facilitarán el trabajo.
Diremos que:

De�nición 2.1 Un campo aleatorio Z(x, t) es estrictamente estacionario
si su distribución de probabilidad es invariante ante traslaciones, es de-
cir si dados dos vectores cualesquiera (Z(x1, t1), Z(x2, t2), · · · , Z(xn, tn)) y
(Z(x1 + h, t1 + u), Z(x2 + h, t2 + u), · · · , Z(xn + h, tn + u)) tienen la misma
función de distribución multivariante.

Una condición menos exigente que la estacionariedad estricta, es la esta-
cionariedad de segundo orden.

De�nición 2.2 Un proceso aleatorio espacio-temporalZ(x, t) es estacionario
de segundo orden, o estacionario en sentido amplio si se cumple que:

E(Z(x, t)) = µ(x, t) = µ (cte) ∀(x, t) ∈ <2 ×< y además:

cov(Z(x, t), Z(y, q)) = C(x− y; t− q) ∀(x, t), (y, q) ∈ <2 ×<

Si además C(x − y; t − q) es función simplemente de la distancia entre las
posiciones, i.e. de (‖ x − y ‖; | t − q |) diremos que además de estacionario
el proceso es isotrópico en el espacio y en el tiempo.

De�nición 2.3 Diremos que un proceso estocástico es ergódico si la depen-
dencia entre observaciones tiende a 0 al aumentar la separación entre ellas
(tanto en el sentido espacial como temporal).
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La ergodicidad es una propiedad necesaria para poder estimar las ca-
racterísticas de un proceso a partir de una única realización ya que si el
proceso no es ergódico, al aumentar el tamaño muestral no se adquiere in-
formación adicional por ser todas las observaciones muy dependientes entre
sí. En adelante supondremos siempre procesos estacionarios ergódicos.

Otra propiedad muy importante de las funciones de covarianza es la si-
guiente:

De�nición 2.4 Se dice que una funciónC(−,−) es de�nida positiva si para
todo (x1, t1), (x2, t2), · · · , (xn, tn) ∈ <2×<, λ1, · · · , λn ∈ < y para todo entero
positivo n satisface:

n∑

i=1

n∑

j=1

λiλjC(xi − xj ; ti − tj) ≥ 0

Si Z(·, ·) es un campo aleatorio tal queV ar(Z(x, t)) < ∞∀(x, t) ∈ <2×<,
con el hecho de que

var(
n∑

i=1

λiZ(xi, ti)) =
n∑

i=1

n∑

j=1

λiλjCov(Z(xi, ti), Z(xj , tj)

es no negativa, se comprueba que la función de covarianza

Cov(Z(xi, ti), Z(xj , tj)) = E{[Z(xi, ti)−E(Z(xi, ti))][Z(xj , tj)− E(Z(xj , tj))]}

es una función de�nida positiva.
Luego la función de covarianza de un proceso estocástico estacionario de

segundo orden es siempre de�nida positiva.
La pregunta que se plantea ahora es si cualquier función de�nida positiva

C(·, ·) se corresponde con la función de covarianzas de un proceso estocástico
estacionario de segundo orden. La respuesta es que sí, y se puede deducir a
partir del teorema de Bochner [19] (ver también [38], pág84).

Por lo tanto, la clase de funciones de�nidas positivas en <2 × < y la
clase de funciones de covarianzas de procesos estacionarios en<2 × < son
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idénticas, por lo que buscar funciones de covarianza equivaldrá a buscar
funciones de�nidas positivas.

Para determinar la estructura de la covarianza en la práctica, garantizan-
do que la función de covarianzas sea de�nida positiva, a menudo se escoge
esta función entre una familia de funciones paramétricas que ya sabemos que
son de�nidas positivas, es decir se asume que

cov(Z(xi, ti), Z(xi + h, ti + u)) = C0(h, u)

siendo C0 una función de�nida positiva de una determinada familia, y depen-
diendo de una serie de parámetros a determinar. Los modelos de covarianza
puramente espacial, y los modelos de covarianza temporal han sido amplia-
mente estudiados [140, 38, 179], y se dispone de una amplia lista de modelos
que a priori podemos utilizar para modelizar las funciones de covarianza, con
la garantía de que la función de covarianza resultante será de�nida positiva.
(Podemos ver algunos de ellos en la tabla 3.1 y los grá�cos 3.1 y 3.2).

Si resulta complicado demostrar que una función espacial o temporal es
de�nida positiva [179], la cosa se complica más a la hora de buscar modelos de
covarianza espacio temporales válidos. Por ello, muchos autores empezaron
a investigar la forma de combinar modelos espaciales y modelos temporales
válidos para obtener modelos de covarianza espacio temporales, dando lugar
a los llamados modelos de covarianza espacio temporal separables.

De�nición 2.5 Una función de covarianza espacio-temporalC(h, u) (sien-
do h ∈ R la distancia espacial entre las posiciones, y u ∈ R la distancia
temporal) es separable si se puede descomponer en una operación (suma o
producto) entre una función de covarianza puramente espacial y de otra pu-
ramente temporal.
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Cuadro 3.1: Familias de funciones de�nidas positivas.

Familia de Bessel
ρν(h) = 2νΓ(ν + 1)h−νJν(h)

Es de�nida positiva en Rd para ν ≥ d−2
2

Familia de Cauchy
ρν(h) = (1 + h2)−ν

que es de�nida positiva en R∞

Modelo exponencial
ρ(h) = exp{−(h/φ)k}
con φ > 0, y 0 < k < 2

Coseno
ρ(h) = cos(h)

modelo válido únicamente en R1

Modelo esférico
ρ(h) =





1− 3
2h + 1

2h3 0 ≤ h ≤ 1

0 resto
Función de�nida positiva en R3

Modelo gausiano ρ(h) = e−h2

Nugget e�ect
ρ(h) =





0 si h = 0

1 en otro caso

Clase de Whittle-Matérn
o de Basset

ρ(h) = 21−νΓ(ν)−1hνKν(h) con ν > 0.
Funciones de�nidas positivas enR∞.

Permiten especi�car el grado de diferenciabilidad
subyacente. Si ν = (2n + 1)/2 entonces ρ() es 2n

veces diferenciable.
Hole e�ect ρ(h) = h−1sen(h)
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Figura 3.1: (a) Modelos de la familia Bessel, (b) Modelos de la familia Cauchy, (c)

Modelos de la familia exponencial, (d) Modelo Gausiano.
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Figura 3.2: (a) Modelo esférico, (b) Familia Mattérn.

Uno de los modelos de covarianza separables más utilizados en la litera-
tura es el modelo producto, que de�ne

C(h, u) = C1(h) · C2(u)

siendo C1 y C2 funciones de�nidas positivas, (C1 actuando como función
de covarianza de un modelo puramente espacial, y C2 actuando como la
función de covarianza de un modelo puramente temporal). Este modelo ha
sido utilizado en muchas aplicaciones prácticas, muchas veces atendiendo
más a su simplicidad que a su conveniencia a la hora de ajustar los datos.

La de�nición (2.5) implica que dados dos retardos espaciales h1 y h2

cualesquiera:

C(h1, u) = C1(h1) · C2(u)

C(h2, u) = C1(h2) · C2(u)



 → C(h1, u) ∝ C(h2, u) ∀u ∈ R

Por lo tanto la estructura de correlación temporal es la misma para cualquier
separación espacial, y análogamente podemos ver que también la correlación
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espacial continua teniendo la misma forma para los diferentes retardos tem-
porales.

Otro tipo de separabilidad consiste en descomponer la covarianza espacio-
temporal como suma de una función de covarianza puramente espacial y de
otra puramente temporal (Cressie et al. [40]). A este tipo de modelo separable
se le conoce comomodelo lineal

C(h, u) = C1(h) + C2(u)

pero en este caso la función de covarianza resultante no siempre será de�nida
positiva (Rouhani et al [171]).

En [179] podemos encontrar criterios necesarios y su�cientes para con-
struir funciones de�nidas positivas; propiedades para combinarlas de forma
que las funciones resultantes sigan siendo de�nidas positivas, y comentarios
sobre los errores más comunes al trabajar con este tipo de funciones.

En este trabajo se ve por ejemplo bajo qué condiciones una combinación
lineal �nita de funciones de�nidas positivas con escalares no negativos,C =

a1C1 + a2C2, da lugar a una función de�nida positiva. Comprueba que al
multiplicar dos funciones de covarianza válidas siempre obtenemos una nueva
función de covarianzas válida, y que un modelo ϕ válido en Rd es válido
también en Rd−1 (aunque el recíproco ya no sea cierto).

A pesar de la simplicidad de los modelos separables, estos resultan en
ocasiones bastante limitados. Por ello en los últimos años la demanda de
modelos de covarianza espacio-temporal no separables ha ido en aumento.
En este campo cabe destacar varios trabajos. En primer lugar y siguiendo
un orden cronológico, el de Jones y Zhang [106], quienes utilizan ecuaciones
en derivadas parciales, para construir familias de densidades espectrales que
implícitamente determinan, aunque no de forma cerrada, las funciones de
covarianza buscadas. En un trabajo posterior, Cressie y Huang [39] desarro-
llan una metodología que ya no se basará en ecuaciones diferenciales, y que
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resultará bastante más sencilla. Basándose en el teorema de Bochner [19],
Cressie y Huang demostraron que si podemos expresar:

C(h;u) ≡
∫

eih′ωρ(ω; u)k(ω)dω

siendo ρ(−,−) y k(−) dos funciones veri�cando que:

1. ∀ω ∈ <d, ρ(ω,−) es una función de autocorrelación,
∫

ρ(ω; u)du < ∞ y k(ω) > 0

2.
∫

k(ω)dω < ∞

se cumple que C es una función de covarianzas espacio temporal, estaciona-
ria, continua y válida.

Funciones de covarianza así generadas serán, en general, funciones de
covarianza no separables, aunque algunas funciones de covarianza separables
podrán ser formuladas como casos particulares de estas.

En un trabajo posterior, Gneiting [66] da una caracterización aún más
general para los modelos de covarianza espacio temporal no separables. Antes
de verla necesitamos una de�nición.

De�nición 2.6 Una función continua ϕ(t) de�nida para t > 0 o t ≥ 0 se
dice que es completamente monótona si posee derivadas de todos los órdenes
ϕ(n) y además:

(−1)nϕ(n)(t) ≥ 0

Gneiting demuestra que dada ϕ(t), t > 0 cualquier función completa-
mente monótona, ψ(t), t > 0 cualquier función positiva con derivada com-
pletamente monótona, y σ2 > 0, entonces:

C(h, u) =
σ2

ψ(| u |2) d
2

ϕ
( ‖ h ‖2

ψ(| u |2)
)
, (h, u) ∈ <d ×<
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es un modelo de covarianza espacio-temporal válido.

Pensando que estos modelos en general son no separables, Gneiting pro-
pone el asociar ϕ(t) y ψ(t) con la estructura espacial y temporal de los datos,
respectivamente.

Existen más trabajos en los que se plantean (o derivan a partir de los
ya existentes), nuevos modelos de covarianza espacio temporal, demostrán-
dose también su válidez. Entre estos trabajos destacamos los trabajos de
Christakos y Hristopulos [35], de De Cesare, Myers y Posa [27, 28], y de
Ma [135, 134, 133], pero nosotros nos quedaremos con los dos trabajos que
acabamos de comentar, el de Cressie y Huang [39], y el de Gneiting [66].
Entre los dos trabajos nos van a permitir de�nir una gran variedad de fun-
ciones de covarianza espacio temporal válidas, y nos basaremos en ellos en
el capítulo 4 para determinar la estructura de covarianza en la modelización
de campos visuales.

Una vez tenemos claro que podemos optar por una gran variedad de mo-
delos para la estructura de covarianza, ante un problema particular debemos
ver cómo quedarnos con uno u otro.

A menudo, en vez de trabajar directamente con la función de covarianzas,
en Geoestadística se trabaja con el variograma, ya que resulta más fácil de
manejar.

De�nición 2.7 Dado un proceso estocástico Z(x, t) se de�ne el variograma
como:

γ(h, u) =
1
2
V ar[{Z(x, t)− Z(x + h, t + u)}], h > 0

Como

V ar[{Z(x, t)− Z(x + h, t + u)}] = V ar[Z(x, t)] + V ar[Z(x + h, t + u)]−
−2Cov[Z(x, t), Z(x + h, t + u)]
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si el proceso es estacionario, el variograma se simpli�ca a:

γ(h, u) = C(0, 0)− C(h, u) (3.2)

En [67], Gneiting et al. analizan la equivalencia de distintos resultados
teóricos al trabajar con variogramas o con funciones de covarianza.

Los variogramas son funciones condicionalmente de�nidas negativas, es
decir:

n∑

i=1

n∑

j=1

λiλjγ(xi − xj ; ti − tj) ≤ 0

∀(x1, t1), (x2, t2), · · · , (xn, tn) ∈ <d ×< y ∀λ1, · · · , λn ∈ < :
n∑

i=1

λi = 0

y al trabajar con procesos estacionarios, comoE[Z(x, t)] es constante, pode-
mos formular el variograma como:

γ(h, u) =
1
2
E[{Z(x, t)− Z(x + h, t + u)}2]

Un estimador no paramétrico del variograma es el variograma empírico,
de�nido como:

γ̂(h, u) =
1

2 | N(h, u) |
∑

N(h,u)

{Z((xi, ti)− Z(xj , tj)}2 (3.3)

con N(h, u) = {(xi, ti), (xj , tj) :‖ xi − xj ‖= h y | ti − tj |= u}, y siendo
| N(h, u) | el cardinal de N(h, u).

Una vez calculado el variograma empírico, podemos dibujar la nube de
puntos de los valores obtenidos, en función de h y de u. Como γ̂(h, u) ≈
C(0, 0)−C(h, u), podemos buscar modelos paramétricos para la función de
covarianza y estimar sus parámetros.

Para la estimación de los parámetros del modelo podemos utilizar cualquiera
de los métodos tradicionales de estimación. Cressie ([39]) recomienda utilizar
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el método de mínimos cuadrados ponderados, y miminizar:

W (θ) =
∑

h

∑
u

| N(h, u) |
{

γ̂(h, u)
γ(h, u/θ)

− 1
}2

sobre todos los posibles valores de los parámetros, θ. De todas formas este
método no es único, y cualquier otro método de estimación de parámetros
puede ser utilizado.

3.3. Kriging

Dentro del contexto de la Geoestadística, se conoce con el nombre de
kriging a una familia de algoritmos de regresión por mínimos cuadrados ge-
neralizados que, a partir de un conjunto de observacionesZ(xi, ti)i∈{1,··· ,n},
proporcionan el predictor lineal óptimo para la variableZ en una nueva posi-
ción (x0, t0). Estos algoritmos reciben el nombre de kriging en reconocimiento
del trabajo realizado en este campo por Danie Krige [119].

Existen varios métodos de kriging, pero todos comparten la misma �losofía,
minimizar la varianza del error de la estimación, con la restricción de que el
estimador obtenido Z∗ sea insesgado, es decir minimizar:

σ2
E(x0, t0) = V ar{Z∗(x0, t0)− Z(x0, t0)}

con la restricción: E(Z∗(x0, t0)− Z(x0, t0)) = 0.
Para poder obtener este predictor óptimo, el procesoZ(x, t) deberá sa-

tisfacer la condición de regularidad:

V ar(Z(x, t)) < ∞ ∀(x, t) ∈ <2 ×<, t ≥ 0

ya que en este caso tanto la función media µ(x, t) = E(Z(x, t)) como la
covarianza entre dos observaciones cualesquiera

K(x, y; t, q) ≡ cov(Z(x, t), Z(y, q)); x, y,∈ <2, t > 0, q > 0
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existen y están bien de�nidas.

En adelante llamaremos Z∗(x0, t0) al predictor kriging de Z(x0, t0), que
será aquella combinación lineal de las observaciones

Z∗(x0, t0) = µ(x0, t0) +
n∑

i=1

ai(Z(xi, ti)− µ(xi, ti)) (3.4)

que minimice el error de predicción cuadrático medio. Para que el estimador
sea insesgado deberemos exigir que∑n

i=1 ai = 1.

Los métodos kriging han sido ampliamente estudiados y aplicados en el
contexto de la estadística espacial [38], y espacio-temporal [39].

Existen varios tipos de kriging, y dependiendo de las suposiciones que
hagamos sobre la media µ(x, t) de Z(x, t), trabajaremos con una variedad o
con otra.

Distintas variantes de kriging

Dependiendo de las suposiciones que hagamos sobre la tendenciaµ(x, t),
vamos a distinguir tres variantes de kriging:

1. Kriging Simple (SK) Considera la media conocida y constante a
través de todo el dominio espacio temporal. Es decir: µ(x, t) = µ

∀(x, t) ∈ <2 ×<. En este caso el estimador (3.4) será de la forma:

Z∗(x0, t0) =
n∑

i=1

aiZ(xi, ti) +
(

1−
n∑

i=1

ai

)
µ

Este estimador siempre será insesgado, por lo tanto no necesitaremos
imponer la restricción de que ∑n

i=1 ai = 1, y la expresión a minimizar
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será:

σ2
E(x0, t0) = V ar{Z∗(x0, t0)− Z(x0, t0)} =

= V ar

(
µ +

n∑

i=1

ai(Z(xi, ti)− µ)− Z(x0, t0)
)

=

=
n∑

i=1

n∑

j=1

aiajCov

(
Z(xi, ti)− µ,Z(xj , tj)− µ

)
−

−2
n∑

i=1

aiCov

(
Z(xi, ti)− µ,Z(x0, t0)− µ

)
+

+V ar

(
Z(x0, t0)− µ

))
(3.5)

Si de�nimos Ci,j := Cov(Z(xi, ti), Z(xj , tj)), la expresión a minimizar
será:

σ2
E(x0, t0) =

n∑

i=1

n∑

j=1

aiajCi,j − 2
n∑

i=1

aiCi,0 + V ar

(
Z(x0, t0)

)
.

Calculando las derivadas parciales de esta expresión respecto aai, e
igualando a 0:

n∑

j=1

ajCi,j − C0,i = 0 ∀i = 1, · · · , n (3.6)

y si llamamos: θ = (a1, a2, · · · , an)
′ , C0 = (C1,0, C2,0, · · · , Cn,0)

′ , y

Σ =




V ar(Z(x1, t1)) C1,2 · · · C1,n

C2,1 V ar(Z(x2, t2)) · · · C2,n

... ... · · · ...
Cxn,1 Cxn,2 · · · V ar(Z(xn, tn))




la solución del sistema anterior será:

θ = Σ−1C0 (3.7)

Una vez tenemos ya los valores de los pesos ai, ya estamos en condi-
ciones de realizar la predicción.
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Otra cantidad que puede resultar de interés es la varianza del error de
predicción. Para calcularla, sustituimos (3.6) en (3.5), con lo que:

σ2
E(x0, t0) =

n∑

i=1

aiC0,i − 2
n∑

i=1

aiC0,i + C0,0

σ2
E(x0, t0) = C0,0 −

n∑

i=1

aiC0,i

2. Kriging Ordinario (OK) Esta variante de kriging se utiliza cuando
desconocemos el valor de la media, sabemos que no es constante en todo
el área de estudio, pero podemos considerarla constante localmente,
i.e. considerarla constante (µ = µ0) en una vecindad centrada en el
punto en el que queremos predecir. El dominio de estacionariedad de
la media se restringe en este caso a una vecindad local, centrada en la
localización (x0, t0) en la que queremos predecir.

Sea N(x0, t0) el conjunto de puntos vecinos a (x0, t0) en el que con-
sideramos la media constante. Si suponemos queN(x0, t0) = {(xi, ti) :

n0 ≤ i ≤ n1}, el predictor kriging (ec. 3.4) quedará:

Z∗(x0, t0) = µ0 +
n1∑

i=n0

ai(Z(xi, ti)− µ0) =

=
n1∑

i=n0

aiZ(xi, ti) + (1−
n1∑

i=n0

ai)µ0

Para que el estimador sea insesgado exigiremos que∑n1
i=n0

ai = 1, y
entonces el estimador kriging quedará:

Z∗(x0, t0) =
n1∑

i=n0

aiZ(xi, ti)

Por tanto, si el único objetivo es la predicción, no necesitaremos estimar
la media del proceso.
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De�nimos un multiplicador de Lagrange,m, para garantizar la inses-
gadez del estimador. Para minimizar el ECM de la predicción, mimizare-
mos:

σ2
E(x0, t0)− 2m

( n1∑

i=n0

ai − 1
)

=

= V ar{Z∗(x0, t0)− Z(x0, t0)} − 2m

( n1∑

i=n0

ai − 1
)

=

= V ar

( n1∑

i=n0

aiZ(xi, ti)− Z(x0, t0)
)
− 2m

( n1∑

i=n0

ai − 1
)

=

=
n1∑

i=n0

n1∑

j=n0

aiajCov

(
Z(xi, ti)− µ0, Z(xj , tj)− µ0

)
−

−2
n1∑

i=n0

aiCov

(
Z(xi, ti)− µ0, Z(x0, t0)− µ0

)
+

+V ar

(
Z(x0, t0)− µ0

)
− 2m

( n1∑

i=n0

ai − 1
)

.

Si llamamos Ci,j := Cov(Z(xi, ti), Z(xj , tj)), la ecuación a minimizar
quedará:

n1∑

i=n0

n1∑

j=n0

aiajCi,j − 2
n1∑

i=n0

aiCi,0 + V ar

(
Z(x0, t0)− µ0

)
− 2m

( n1∑

i=n0

ai − 1
)

Calculando las derivadas parciales respecto a ai y a m e igualando a
0, obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones:





∑n1
j=n0

ajCi,j − C0,i −m = 0 ∀i = n0, · · · , n1

∑n1
i=n0

ai = 1

(3.8)

Si de�nimos θ = (an0 , · · · , an1 ,−m)
′ ; C0 = (Cn0,0, · · · , Cn1,0, 1)

′ y



72 3. Geoestadística. Fundamenteos teóricos y metodología

Σ =




V ar(Z(xn0 , tn0)) Cn0,n0+1 · · · Cn0,n1 1

Cn0+1,n0 V ar(Z(xn0+1, tn0+1)) · · · Cn0+1,n1 1
... ... · · · ... ...

Cn1,n0 Cn1,n0+1 · · · V ar(Z(xn1 , tn1)) 1

1 1 · · · 1 0




podremos expresar el sistema (3.8) matricialmente como:

Σθ = C0 es decir:

θ = Σ−1C0 (3.9)

El sistema kriging tendrá solución única siempre que el sistema (3.9)
sea compatible determinado. En este caso, la varianza del error de
predicción será:

σ2
E(x0, t0) =

n1∑

i=n0

n1∑

j=n0

aiajCov

(
Z(xi, ti), Z(xj , tj)

)
−

−2
n1∑

i=n0

aiCov

(
Z(xi, ti), Z(x0, t0)

)
+V ar

(
Z(x0, t0)

)
=

=
n1∑

i=n0

ai(C0,i + m)− 2(C0,0 + m) + C0,0

σ2
E(x0, t0) =

n1∑

i=n0

aiC0,i − C0,0 −m

En ocasiones, en lugar de predecir el valor de la variable que estamos
estudiando en una nueva posición, nos puede interesar el estimar y ha-
cer mapas de medias. Estamos suponiendo que la media es desconocida
pero constante en la vecindad del punto de predicción. Para estimar
la media µ∗0, de Z en el punto (x0, t0), consideramos una combinación
lineal de las variables aleatorias de�nidas en la vecindad de (x0, t0),
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N(x0, t0) := {(xn0 , tn0), (xn0+1, tn0+1), · · · , (xn1 , tn1)}) :

µ∗0 =
n1∑

i=n0

aiZ(xi, ti)

Para garantizar la insesgadez del estimador, exigimos de nuevo que
∑n1

i=n0
ai = 1. La varianza del error será ahora:

σ2
E(x0, t0) = V ar(µ∗0 − µ0) = V ar(µ∗0) + V ar(µ0)− 2Cov{µ∗0, µ0}

Si en la ecuación anterior consideramos queµ0 es una tendencia deter-
minística

σ2
E(x0, t0) = V ar(µ∗0) =

n1∑

i=n0

n1∑

j=n0

aiajCov(Z(xi, ti), Z(xj , tj))

y la ecuación a minimizar será:
n1∑

i=n0

n1∑

j=n0

aiajCov(Z(xi, ti), Z(xj , tj))− 2m(
n1∑

i=n0

ai − 1)

que lleva al siguiente sistema de ecuaciones




∑n1
j=n0

ajCov(Z(xi, ti), Z(xj , tj))−m = 0 ∀i ∈ {n0, · · · , n1}∑n1
i=n0

ai = 1
(3.10)

Notar que los pesos ai no van a depender del punto en el que vamos
a estimar, sino de las observaciones que consideremos para hacer la
predicción. Si queremos predecir la media utilizando kriging ordinario
y el mismo conjunto de observaciones, en dos localizaciones espaciales
distintas, obtendremos el mismo valor.
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3. Kriging con un modelo de tendencia (KT) o Kriging universal

Considera la media desconocida, y permite que varíe dentro de cada
vecindad situada en el área de estudio.

La tendencia se modeliza como una combinación de funcionesfk(x, t)

de las coordenadas, o de variables explicativas asociadas con los datos
en (x, t): µ(x0, t0) =

∑K
k=0 ckfk(x0, t0), siendo fk(·, ·) funciones cono-

cidas, y ck nuevas constantes a estimar.

En este caso, el estimador kriging será de la forma:

Z∗(x0, t0) = µ(x0, t0) +
n∑

i=1

ai(Z(xi, ti)− µ(xi, ti)) =

=
K∑

k=0

ckfk(x0, t0) +
n∑

i=1

ai

(
Z(xi, ti)−

K∑

k=0

ckfk(xi, ti)
)

=

=
n∑

i=1

aiZ(xi, ti) +
K∑

k=0

ck

(
fk(x0, t0)−

n∑

i=1

aifk(xi, ti)
)

Al trabajar con kriging universal, vamos a buscar un predictor uni-
formemente insesgado ([38] pág 152), es decir, vamos a exigir que:

n∑

i=1

aifk(xi, ti) = fk(x0, t0)

ya que entonces podremos expresar el estimador kriging, como función
únicamente de los datos, es decir:

Z∗(x0, t0) =
n∑

i=1

aiZ(xi, ti)
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Además, en este caso el predictor será insesgado, ya que:

E

(
Z∗(x0, t0)− Z(x0, t0)

)
=

n∑

i=1

aiE(Z(xi, ti))−E(Z(x0, t0)) =

=
n∑

i=1

ai

K∑

k=0

ckfk(xi, ti)−
K∑

k=0

ckfk(x0, t0) =

=
K∑

k=0

ck

( n∑

i=1

aifk(xi, ti)− fk(x0, t0)
)

= 0.

La minimización de la varianza del error de predicción, teniendo en
cuenta todas las restricciones que hemos impuesto, supone minimizar:

E

( n∑

i=1

aiZ(xi, ti)− Z(x0, t0)
)2

−
K∑

k=0

mk

( n∑

i=1

aifk(xi, ti)− fk(x0, t0)
)

.

Si, de nuevo, llamamos Ci,j := Cov(Z(xi, ti), Z(xj , tj)), la ecuación a
minimizar quedará:

n∑

i=1

n∑

j=1

aiajCi,j − 2
n∑

i=1

aiCi,0 + V ar

(
Z(x0, t0)

)
−

−
K∑

k=0

mk

( n∑

i=1

aifk(xi, ti)− fk(x0, t0)
)

derivando respecto a todos los parámetros (a1, · · · , an,m1, · · · ,mK), e
igualando las derivadas a 0 obtendremos el siguiente sistema:




∑n
j=1 ajCi,j − C0,i −

∑K
k=0 mkfk(xi, ti) = 0 ∀i = 1, · · · , n,

∑n
i=1 ai = 1,

∑n
i=1 aifk(xi, ti) = fk(x0, t0),

y al resolverlo obtendremos los valores de todos los pesos.

Teniendo en cuenta las n primeras ecuaciones del sistema anterior,
es fácil comprobar que la varianza del error de predicción para esta
variante de kriging es:
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σ2
E(x0, t0) =

n∑

i=1

n∑

j=1

aiajCov

(
Z(xi, ti), Z(xj , tj)

)
−

−2
n∑

i=1

aiCov

(
Z(xi, ti), Z(x0, t0)

)
+V ar

(
Z(x0, t0)

)
=

=
n∑

i=1

ai

(
C0,i +

K∑

k=0

mkfk(xi, ti)
)
− 2

(
C0,0 +

K∑

k=0

mkfk(x0, t0)
)

+

+C0,0.

σ2
E(x0, t0) =

n∑

i=1

aiC0,i − C0,0 −
K∑

k=0

mkfk(x0, t0).

Esta última variante de kriging es la más frecuente en las modelizaciones
de fenómenos físicos. Las funciones fk(x, t) son funciones conocidas, muchas
veces sugeridas directamente por la física del fenómeno estudiado. Por ejem-
plo, una serie de funciones seno y coseno puede usarse para modelizar una
tendencia periódica de algún componente.

La intención de este apartado era la de revisar las tres técnicas de kriging
más importante, aunque nosotros sólo utilizaremos una de ellas, el kriging
simple, en capítulos posteriores. Para un estudio más exhaustivo de estas
técnicas recomendamos el capítulo 5 del libro de Goovaerts [68], o [38] entre
otros. Allí se pueden encontrar comparaciones entre los distintos métodos, y
las ventajas y desventajas de utilizar cada uno.

3.4. Análisis de validación cruzada

Un análisis de validación cruzada es un método que nos permite com-
probar las suposiciones que hemos hecho tanto en el modelo (i.e. el tipo de
función que hemos ajustado al variograma, sus parámetros, el tamaño de la
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vecindad a la hora de hacer el kriging, etc,...) como sobre los datos (es decir,
para detectar datos atípicos, �outliers�).

En un análisis de validación cruzada, empezamos extrayendo un valor
muestral Z(xi, ti) de la base de datos, y utilizando el resto de observaciones
estimamos el valor de la variable en la posición �eliminada�. Denotaremos por
Ẑ(xi, ti)−i a la estimación obtenida para la variable en la posición (xi, ti)

a partir de todas las observaciones de la base de datos exceptuando a la
i−ésima.

Repetimos este procedimiento para todas las observaciones de la base de
datos. Quitamos una cada vez, y estimamos con las restantes.

En cada caso, la diferencia Z(xi, ti) − Ẑ(xi, ti)−i mide si la observación
en el punto (xi, ti) se asemeja a la obtenida a partir de las observaciones
tomadas en los puntos vecinos.

Si la media de los errores de validación cruzada está próxima a0,

1
n

n∑

i=1

(
Z(xi, ti)− Ẑ(xi, ti)−i

)
∼= 0

podremos decir que no hay un sesgo aparente. Valores positivos de esta
media podrían indicar que sistemáticamente estamos estimando por defecto,
y valores negativos de la media indicarán que estamos estimando en todas
las posiciones por exceso.

Por otra parte, la varianza del error de predicción (la varianza del kriging)
σ2(xi, ti)−i representa el error de predicción del modelo cuando predecimos
en la posición (xi, ti) a partir de las observaciones recogidas en el resto de
posiciones. Dividiendo el error de validación cruzada porσ(xi, ti)−i podremos
comparar la magnitud del error actual y del error de predicción:

Z(xi, ti)− Ẑ(xi, ti)−i

σ(xi, ti)−i

Si el modelo que hemos adoptado y las estimaciones obtenidas para los
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parámetros son las adecuadas, deberá veri�carse que

1
n

n∑

i=1

(
Z(xi, ti)− Ẑ(xi, ti)−i

)2

σ2(xi, ti)−i

∼= 1

i.e. el error de estimación tiene que ser, en media, igual al error predicho por
el modelo.

3.5. Problemas que hemos encontrado al trabajar
desde el punto de vista de la Geoestadística

En el capítulo 4 vamos a plantear la modelización de la distribución
espacio temporal de campos visuales de pacientes sanos. Uno de los objetivos
que nos plantearemos con esta modelización será la predicción de campos
visuales en instantes de tiempo en los que no dispongamos de observaciones.

Partiremos por tanto de un conjunto de observaciones que considera-
remos una realización de una variable espaciotemporalZ(x, t), que descom-
pondremos como suma de una media (o tendencia) y una parte residual
Z(x, t) = µ(x, t) + ε(x, t).

Entonces, siguiendo la metodología Geoestadística deberíamos:

1. Estimar la tendencia del fenómeno, µ̂(x, t).

2. Estimar los resíduos: ε̂(x, t) = Z(x, t)− µ̂(x, t).

3. Buscar un modelo de covarianza para estos resíduos.

4. Aplicar el algoritmo kriging adecuado para para predecir en posiciones
no monitorizadas, aunque también podríamos haberlo utilizado para
estimar la media (ya que será desconocida, aunque aún no sabemos si
será constante o con una forma paramétrica determinada).
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5. Utilizar la varianza de la predicción como una estimación de la pre-
cisión.

6. Realizar un análisis de validación cruzada para analizar la bondad del
modelo.

Al intentar seguir estos pasos generales, veremos que nos encontramos con
una serie de problemas. El primero ha sido el no poder hablar de procesos
estacionarios (ver sección 3.5.1), problema que hemos resuelto aplicando una
transformación a los datos.

Al realizar un estudio exploratorio espacial de los datos para formular
un modelo para la media espacial, nos hemos encontrado con una estructura
bastante complicada para la media, que ha impedido que pudiéramos formu-
larla paramétricamente y que hayamos tenido que recurrir a una formulación
semiparamétrica.

El no tener una estructura paramétrica para la media, y el no poder con-
siderarla constante, ni siquiera en vecindades locales, hace que no podamos
utilizar ningún algoritmo kriging para estimarla. Por ello buscaremos algo-
ritmos que nos permitan estimar todos los parámetros del modelo, y para la
predicción consideraremos la media conocida, y utilizaremos kriging simple.

Por lo tanto vamos a trabajar mezclando la metodología propia de la
estadística clásica (máxima verosimilitud, back�tting,... ) con la metodología
geoestadística.

3.5.1. Geoestadística cuando no hay estacionariedad espacial

Hasta ahora hemos trabajado suponiendo estacionariedad en los datos,
pero ¾qué ocurre cuando esta condición no se satisface? Sampson y Guttorp
[175] desarrollaron una técnica para estimar la estructura de la covarianza
en el caso de no estacionariedad espacial, y la aplicaron en la modelización
de datos de concentración de Ozono en una determinada región de Arizona.
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Otros autores han desarrollado trabajos en los que se proponen modelos no
estacionarios y no isotrópicos. Entre ellos destacamos el trabajo de Guttorp
et al [76], quienes utilizaron la técnica de deformación propuesta por Samp-
son y Guttorp en [175] para capturar la no isotropía espacial en series en
las que previamente eliminan la dependencia temporal. Los trabajos de Hig-
don [98, 97] en los que utiliza convoluciones y una metodología bayesiana
para aproximar el modelo temporal y la no estacionariedad espacial, y el
trabajo de Lavine y Lozier, quienes propusieron un modelo Bayesiano para
modelizar temperaturas en una zona del Océano Atlántico [125]. En otro
trabajo, Sampson et al [174] revisan las distintas técnicas utilizadas para
trabajar cuando no se tiene isotropía espacial. Por último, citar un trabajo
de Cressie y Majure [40], quienes plantean la modelización geoestadística de
un proceso espacio temporal, con heterogeneidad en la varianza. Esta refe-
rencia nos ha servido como punto de apoyo al desarrollar el problema que
abordamos en el capítulo 6.
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4.1. Introducción

En este capítulo vamos a trabajar en la caracterización de la distribución
espacio temporal de campos visuales de pacientes sanos. Nuestro objetivo
�nal será la caracterización de campos visuales (CV) de pacientes con glau-
coma, pero para entender el comportamiento de CV en pacientes enfermos
nos ha parecido adecuado empezar estudiando su comportamiento en pa-
cientes sanos, y dejar la generalización del modelo que obtengamos para
considerar también a los enfermos, para el capítulo 6.

Como comentábamos en el capítulo 2, el análisis de campos visuales
(CV) tras la realización de perimetrías, es una herramienta clave para el
diagnóstico y seguimiento del glaucoma. La información contenida en un
campo visual ayuda al oftalmólogo en el diagnóstico de la enfermedad, y en
el control de su evolución.

Al hablar de modelización espacio temporal, no nos referimos a la inci-
dencia de la enfermedad en un país o región geográ�ca, sino a su distribución
espacial en la retina del paciente que sufre la enfermedad. Como comenta-
mos en el capítulo 2, un campo visual es un mapa numérico que proporciona
información sobre el umbral de visión de un paciente en 52 puntos de su
retina. Estos puntos están situados sobre un grid regular, y son puntos con-
tiguos separados 6 grados (vertical y horizontalmente). (Ver capítulo 2 para
recordar la disposición espacial de los puntos testeados en el grid).

En este capítulo, y en el capítulo 6, abordaremos la modelización de la dis-
tribución espacio temporal de los campos visuales utilizando la metodología
propia de la Geoestadística, y distinguiendo claramente dos etapas: la mode-
lización de CV de pacientes sanos en este capítulo y la extensión del modelo
al caso de pacientes con glaucoma en el capítulo 6.

Aunque vamos a trabajar bajo un punto de vista geoestadístico, vamos
a utilizar un tipo de �Geoestadística basada en el modelo�, queriendo de-
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cir con ello que además de utilizar métodos exploratorios para identi�car
la estructura de la media y de la matriz de varianzas covarianzas propios
de todo análisis geoestadístico, y además de utilizar kriging para realizar
predicciones en posiciones no monitorizadas, utilizaremos las propiedades
de la distribución gausiana para estimar los parámetros del modelo, y para
construir intervalos de con�anza para pacientes sanos, (que podremos uti-
lizar después para clasi�car una posición observada en un CV de cualquier
paciente como �normal� o �anormal�). También podremos utilizar el mode-
lo para predecir futuras observaciones, y para simular campos visuales de
pacientes sanos. Esta última aplicación (la simulación), podría ser muy útil
en el estudio del glaucoma debido a la gran di�cultad existente para recoger
grandes conjuntos de datos. Un test perimétrico resulta aburrido y engorroso
para el paciente. Además, la evolución de la enfermedad es muy lenta, por lo
que no es posible conseguir conjuntos de datos grandes en un breve período
de tiempo.

Resulta difícil encontrar bases de datos de CV en el tiempo para un
grupo de pacientes, pero la tarea se complica aún más si nos restringimos a
observaciones de pacientes sanos. Como comentábamos en el capítulo 2, en
la mayoría de los hospitales públicos españoles, si no se trata de pacientes
que requieran una vigilancia especial, las campimetrías se realizan a cada
paciente con una periodicidad de un año, y es difícil convencer a pacientes
sanos para que vuelvan año tras año para repetir las exploraciones.

En nuestra base de datos tenemos 131 pacientes sanos con una única
observación, 38 pacientes sanos con 2 observaciones, 9 con 3 observaciones
y 8 con 4. Todas estas observaciones satisfacen unos requisitos mínimos de
�abilidad ( menos del 20% de pérdidas de �jación, porcentaje de respuestas
falso negativas inferior al 33%, y porcentaje de respuestas falso positivas
inferior al 33%). Estos criterios son los mismos que se han exigido en otros
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trabajos ([153]).
Para empezar a trabajar, en la sección 4.2 vamos a plantear un análisis

exploratorio espacial de los datos. Para ello, deberemos quedarnos aleatoria-
mente con una de las observaciones de cada paciente, y nuestro objetivo será
modelizar la media, varianza y la estructura de covarianza espacial. En la
sección 4.3 plantearemos un análisis exploratorio puramente temporal, para
ello consideraremos sólo aquellos pacientes con medidas repetidas, restare-
mos de las observaciones la media espacial estimada en 4.2, y estudiaremos la
correlación temporal de los resíduos. En la sección 4.4 tendremos en cuenta
los resultados de las secciones anteriores para construir un modelo espacio
temporal conjunto. Finalmente en la sección 4.5 y en el capítulo 5, veremos
algunas de las posibles aplicaciones del modelo.

4.2. Análisis exploratorio espacial

El análisis de datos exploratorio (EDA [195]), resulta una herramienta
fundamental como primer paso para un análisis espacial. Para poder reali-
zarlo, necesitamos tener un conjunto de datos independientes, y para ello
escogemos aleatoriamente una observación de cada paciente.

Como un primer paso en este análisis exploratorio, nos planteamos el
cálculo de la media y de la varianza de las intensidades observadas en cada
posición del CV. Una vez calculadas, dibujamos mapas con estos valores.
Así en la �gura 4.1 podemos ver un primer mapa con el valor de la media
obtenida en cada posición, y otro para la varianza.

Analizando estos mapas y las �guras 4.1 c) y 4.1 d) en las que representa-
mos la media y la varianza respectivamente de cada posición en función a su
distancia al centro del CV, podemos ver que existe una fuerte relación entre
los valores de la media y de la varianza de cada posición, con esta distancia.
Las posiciones más periféricas son las que presentan valores más bajos para
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la media, y más altos para la varianza. Además media y varianza están entre
sí fuertemente correlacionadas.

Para romper esta fuerte relación existente entre media y varianza nece-
sitamos transformar los datos. Hemos probado con la transformación �raíz
cuadrada� y con la transformación �logarítmica�, pero ninguna de las dos ha
sido capaz de destruir la fuerte dependencia. Al plantearnos la posibilidad
de realizar una transformación de Box-Cox, vimos que la más adecuada era
la transformación con λ = 4, es decir:

yi =
x4

i − 1
4

Tras transformar los datos, vemos que ya no existe correlación entre media
y varianza (�gura 4.2), y que podemos asumir homogeneidad en la varianza,
así pués en adelante, vamos a trabajar con los datos transformados por una
transformación de Box-Cox con λ = 4.

4.2.1. Notación

Tras la transformación de Box-Cox llamamos Yi,j al valor observado
en el CV realizado al paciente número i en la posición número j, e Yi =

(Yi,1, Yi,2, · · · , Yi,52) al vector con las observaciones de las 52 posiciones del
campo visual del i−ésimo paciente.

Para trabajar bajo una metodología geoestadística, vamos a buscar un
modelo en el que podamos expresar:

Yi = µi + εi

con µi = (µi,1, µi,2, . . . , µi,52), εi = (εi,1, εi,2, · · · , εi,52), εi ∼ MV N(0, V )

variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que siguen
una distribución normal con una matriz de varianzas covarianzas V que
deberemos determinar.
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Figura 4.1: a) y b) Medias y varianzas de los datos no transformados. Colores más

oscuros indican valores más bajos. c) Varianza vs distancia al centro del campo

visual. d) Varianza vs media.
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Cox. Colores más oscuros indican valores más bajos. c) Varianza vs distancia al

centro del CV. d) Varianza vs media.
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4.2.2. Modelización de la media

Como primer paso para la construcción del modelo espacial, empezamos
buscando un modelo para la media, y como es habitual es estos casos, vamos
a buscar un conjunto de covariables adecuado, y a plantear una modelización
paramétrica.

Modelización paramétrica

Para modelizar la media, buscamos el conjunto de covariables que puedan
ser signi�cativas.

Llamamos dj a la distancia euclídea de la posición j−ésima al centro
del campo visual. Empíricamente, en el grá�co 4.2 podemos ver que existe
una relación lineal (aunque no demasiado fuerte) entre las dos variables. Las
posiciones más periféricas tienen valores más bajos para la media. Además de
esta relación lineal entre la media y la distancia al centro del campo visual,
empíricamente, en 4.2 podemos ver que existe un efecto que podríamos llamar
�de la �la�, ya que las intensidades de la media son mayores en las �las
superiores del campo visual que en las inferiores (el hemicampo superior
presenta medias más altas que el inferior).

También la edad es una covariable a tener en cuenta, ya que en la práctica
oftalmológica se sabe que la agudeza visual disminuye con la edad. Hemos
comprobado que esta disminución es lineal, y tras realizar varios análisis de
la varianza (ANOVAS) hemos podido concluir que la pendiente de las rectas
es la misma en todos los puntos del campo visual. La recta que explica la
disminución de la agudeza visual como función de la edad, tendrá en cada
punto una ordenada en el origen distinta, pero todas ellas tendrán la misma
pendiente.

Una vez determinadas las covariables a tener en cuenta, realizamos un
análisis de regresión múltiple, para comprobar que las tres covariables son
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signi�cativas, y que podemos formular la media espacial como:

µi,j = β0 + β1dj + β2rj + β3ai i = 1, . . . N j = 1, . . . , 52

siendo ai la edad del paciente número i; rj la �la en la que se encuentra la
posición número j; β0, β1, β2 y β3 los parámetros del modelo, yN el número
total de pacientes sanos en el estudio.

En cuanto a la covariable ��la�, decir que hemos numerado las �las con
números consecutivos del 1 al 8, empezando a numerar por la �la más supe-
rior del campo visual.

A partir de esta formulación podemos expresar:

µi =




µi,1

µi,2

...
µi,52




=




1 d1 r1 ai

1 d2 r2 ai

1 d3 r3 ai

... ... ... ...
1 d52 r52 ai




·




β0

β1

β2

β3




:= Xiβ (4.1)

y expresar vectorialmente el modelo como:

Yi = Xiβ + εi (4.2)

con εi ∼ MV N(052, V ) variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con media igual a 0, y varianza V , ∀i ∈ {1, · · · , N}.

Una vez formulado el modelo, podemos estimar el valor del parámetroβ
por mínimos cuadrados, y comprobar la bondad del ajuste, realizando tests
sobre los resíduos (ri = yi −Xiβ̂).

Comprobamos dos hipótesis sobre los resíduos; la hipótesis de que la
media sea igual a 0 en todas las posiciones espaciales, y la hipótesis de in-
dependencia entre resíduos de pacientes distintos. Ambas hipótesis han sido
rechazadas, lo que nos lleva a concluir que el modelo que hemos construi-
do para la media no es su�cientemente descriptivo. El que los resíduos de
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pacientes distintos sean no independientes nos lleva a concluir que existen
covariables comunes a todos los individuos que no han sido introducidas en
el modelo todavía. Además, analizando los resíduos vemos que existen posi-
ciones que son sistemáticamente sobre estimadas, y que otras son siempre
estimadas por defecto.

Deberíamos por tanto plantearnos el introducir nuevas covariables en la
modelización, pero el problema es que no disponemos de más información,
y por lo tanto no podemos introducir nuevas covariables para completar la
descripción paramétrica de la media. Esto nos ha llevado a plantearnos la
posibilidad de utilizar una aproximación semiparamétrica, y en particular
a utilizar la metodología de los modelos aditivos, desarrollada por Hastie y
Tibshirani en 1990 [92], que comentamos brevemente en el capítulo 3.

Aproximación semiparamétrica. Modelos aditivos

La metodología de los modelos aditivos (AM) [92] permite la construcción
de modelos más �exibles y formular la estructura de la media como:

µi = Xiβ + f(x) ∀i ∈ {1, · · · , N} (4.3)

con x = (x1, x2, · · · , x52), siendo xj las coordenadas cartesianas de la posi-
ción número j; f(−) una super�cie suave dex, y Xiβ la componente paramétri-
ca de la estructura de la media (como en la ecuación (4.1)). (Ver el capítulo
3 para tener una visión de los modelos aditivos, o consultar directamente
[92].)

Siguiendo la teoría de Hastie y Tibshirani [92], y la aplicación de Kelsall
y Diggle [116], utilizaremos kernels gausianos para modelizar las funciones
suaves f(−), y un algoritmo back�tting para ajustar el modelo.

La mayor parte de la investigación reciente sobre back�tting, se centra en
estudiar la convergencia del algoritmo [24], y las propiedades asintóticas de
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los estimadores [155]. La literatura sobre regresión no paramétrica con datos
dependientes, es escasa. Entre los trabajos existentes destacamos [32, 151],
que justi�can el uso de algoritmos tipo back�tting en situaciones en que la
dependencia serial no es muy fuerte. Casi todos ellos se dirigen al trabajo
con series temporales.

Nosotros utilizaremos el método back�tting para estimar los paráme-
tros del modelo, y una vez tengamos el modelo completamente construido,
comprobaremos su bondad.

Veamos los pasos del algoritmo que vamos a seguir:

Algoritmo 2.1 .

1. Inicializar f̂(x) = 0, y estimar por mínimos cuadrados el valor de β

en: Yi = Xiβ.

2. Calcular Zi = Yi −Xiβ̂.

3. Calcular las varianzas empíricas de las observaciones en cada posi-
ción, y de�nir los pesos wj como la inversa de estas varianzas, ∀j ∈
{1, · · · , 52}.

4. Realizar una regresión kernel ponderada deZ sobre x, con pesos wj,

f̂(xl) =
∑

i

52∑

j=1

wjKh(xl − xj)zi(j)
/∑

i

52∑

j=1

wjKh(xl − xj), (4.4)

∀l ∈ {1, · · · , 52}, siendo Kh(x) = 1
h2 K(x/h), y K(x) el kernel gausiano

estándar, es decir:

K(x) =
1
2π

· exp

(
− 1

2
‖ x ‖2

)
,

f̂(x) = (f̂(x1), · · · , f̂(x52)).
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5. De�nir Ti = Yi − f̂(x), y estimar por mínimos cuadrados los valores
de β en:

Ti = Xiβ.

6. Repetir los pasos 2-5 hasta obtener la convergencia de las estimaciones.

Para elegir la amplitud de banda (bandwith) del kernel de regresión, (i.e.
para elegir los valores de h para la ecuación 4.4), utilizamos el método de
validación cruzada. Para ello cada vez que llegamos al paso (4.) y tenemos
que estimar la super�cie suave, elegimos el valor deh que minimiza:

CV (h) =
1

52 ·N
N∑

i=1

52∑

j=1

wj · {Yi,j − f̂−j
i (xj)}2, (4.5)

siendo f̂−j
i (xj) la estimación de f(xj) utilizando como amplitud de banda

h, y utilizando todos los datos menos el par (Zi,j , xj).
Para minimizar la ecuación (4.5), calculamosCV (h) para un número �nito
de valores de h en un rango apropiado, y nos quedamos con aquel valor de
h que haya proporcionado el valor más pequeño paraCV (h).

4.2.3. Estructura de correlación en los resíduos

Una vez estimada la media espacial, la restamos de todas las observa-
ciones para obtener los resíduos.

Contrastamos empíricamente la hipótesis de homogeneidad en la varianza
en los 52 puntos del campo visual (�gura 4.2), y dibujamos un mapa de
correlaciones direccionales [49] (�gura 4.3) para garantizar (empíricamente)
la isotropía de la estructura de correlación.

Para dibujar este mapa, consideramos todas las parejas de puntos que
están situados a la misma distancia y con la misma dirección, es decir, �jamos
un par de valores (i, j) y cogemos todas las parejas de puntos de coordenadas
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Figura 4.3: Variograma direccional empírico.

(x, y) y (x+i, y+j), calculamos la correlación entre cada una de estas parejas,
y �nalmente la media de todas las correlaciones. Representamos el valor que
hemos obtenido en la coordenada (i, j) del grá�co que hemos llamado mapa
de correlaciones direccionales (�g 4.3). En caso de isotropía debemos obtener
un grá�co en el que todos los puntos equidistantes al centro tengan el mismo
valor, tal y como ocurre en nuestro caso.

Tras haber comprobado las hipótesis de homogeneidad e isotropía, dibu-
jamos el variograma espacial empírico para detectar las fuentes de variación
presentes en nuestro conjunto de datos (ver [48] para una explicación más
detallada de las distintas fuentes de variabilidad).

En la �gura 4.4 hemos dibujado el variograma empírico, y podemos detec-
tar la presencia de tres fuentes de variabilidad: un efecto aleatorio re�ejando
la variabilidad entre pacientes, la correlación serial, y un término de error de
medida. Por lo tanto a la hora de formular la varianza deberemos tenerlas
en cuenta y escribir:

V ar(ε) = ν2 · J + σ2 ·H + τ2 · I (4.6)
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siendo J una matriz 52 × 52 con todos sus valores iguales a 1, H = (ρi,j)

la matriz de correlaciones espaciales, e I la matriz identidad (en este caso
52× 52).

Como hemos probado que podemos trabajar bajo la hipótesis de isotropía,
utilizaremos una función de la familia de las funciones de Matérn para mo-
delizar la correlación espacial:

ρ(u, φ) = (2κ−1Γ(κ))−1(u/φ)κKκ(u/φ)

con Γ() denotando a la funciónΓ, y siendoKκ la función de Bessel modi�cada
de orden κ.

Esta familia es válida paraφ > 0 y κ > 0. Fue introducida por B. Matérn
en 1960 y publicada algunos años después ([141]).

Como casos particulares de las funciones de Bessel tenemos la función de
correlación exponencial (en el caso particular de queκ = 0,5), y la función de
correlación gausiana (cuando κ → ∞). Uno de los rasgos más atractivos de
esta familia es que el parámetro κ controla la diferenciabilidad del proceso
de una forma directa: la parte entera de κ da el número de veces que el
proceso subyacente es diferenciable (mean-square di�erentiable). Por lo tanto
la función de correlación de Matérn es una de las funciones de correlación
más �exibles para el uso general. (Ya habíamos comentado las funciones de
Matern en el capítulo 3, y remitimos a [190] a todos a quellos interesados en
estudiarlas de forma más detallada).

Para estimar todos los parámetros que aparecen en la formulación de la
varianza, ajustamos la ecuación 4.6 a nuestro variograma espacial empíri-
co utilizando el método de mínimos cuadrados y considerando una función
de matérn para la correlación espacial. Este ajuste nos permite tener una
primera especi�cación del modelo ya con todos los parámetros estimados.
De todas formas vamos a quedarnos simplemente con las modelizaciones de
todas las estructuras, y vamos a buscar un método que nos permita estimar
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Figura 4.4: Variograma espacial empírico. La línea horizontal es una estimación

de la varianza total.
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conjuntamente todos los parámetros de modelo. Para ello vamos a modi�car
el algoritmo que nos ha permitido estimar la media espacial tal y como se
explica a continuación.

4.2.4. Ajuste del modelo espacial

Una vez determinadas las estructuras de la media y de la varianza, nos
planteamos el estimar conjuntamente todos los parámetros del modelo. Para
obtener estos estimadores, combinamos el algoritmo de máxima verosimilitud
con el algoritmo back�tting. Tendremos entonces que modi�car el algoritmo
2.1 que quedará como sigue:

Algoritmo 2.2 .

1. Inicializar f̂(x) = 0, y estimar los parámetros de:

Yi = Xiβ + εi

por máxima verosimilitud, conXiβ como en la ecuación (4.1), y εi una
variable aleatoria gausiana de media 0 y varianza dada por la ecuación
(4.6).

2. Calcular Zi = Yi −Xiβ̂.

3. De�nir los pesos wj como la inversa de las varianzas estimadas,∀j ∈
{1, · · · , 52}.

4. Realizar una regresión kernel ponderada de Z sobre x con pesos wj

como en el algoritmo 2.1. f̂(x) = (f̂(x1), · · · , f̂(x52)).

5. De�nir Ti = Yi − f̂(x), y ajustar por máxima verosimilitud los pará-
metros del modelo:

Ti = Xiβ + εi.
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Cuadro 4.1: Estimaciones de los parámetros del modelo 4.2

β0 β1 β2 β3

344377.31 -38626.64 1358.14 -898.12

σ2 ν2 τ2 φ

1384625939 1497356676 595927637 0.9367

6. Repetir los pasos 2-5 hasta lograr la convergencia de las estimaciones.

Utilizamos de nuevo el método de validación cruzada para elegir el valor de
h a utilizar en el paso 4 del algoritmo.

Dada la complejidad de la función de Matérn, �jamosκ = 1 y estimamos
el resto de los parámetros (β0, β1, β2, β3, ν

2, σ2, τ2, φ) siguiendo los pasos del
algoritmo anterior. Repetimos la estimación �jando otros valores para κ,
pero vemos que no hay variaciones sustanciales en los valores que obtenemos
para la verosimilitud.
En la tabla 4.1 podemos ver las estimaciones de todos los parámetros del
modelo espacial, cuando en la función de Matérn �jamosκ = 1.

4.3. Análisis exploratorio temporal

Una vez construido el modelo espacial, pasamos a explorar la estructura
temporal de los datos. Como en la sección anterior hemos estimado la media
espacial, vamos a restársela a todas las observaciones de nuestra base de
datos, y estudiaremos la correlación temporal de los resíduos.

Para llevar a cabo el análisis temporal, quitamos de la base de datos a
todos aquellos pacientes de los que tenemos una única observación y tra-
bajamos con los 55 pacientes de los que tenemos observaciones repetidas.
Identi�camos la edad del paciente en el momento de someterse al test con el
índice �tiempo�.
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Nuestras observaciones son más densas en el espacio que en el tiempo,
ya que tenemos muy pocas repeticiones de cada paciente. Si cogemos un
único paciente y nos �jamos en una de las posiciones espaciales, vemos que
no tenemos su�ciente información para poder realizar inferencias a partir
de ahí. Esta �pérdida de información� se suple por el hecho de tener 55

repeticiones independientes de la misma medida (de cada serie temporal).

La primera cuestión que nos aparece inmediatamente es si podemos
asumir un mismo modelo temporal sobre todas las posiciones espaciales.
Recordar que para cada paciente tenemos 52 series temporales, una sobre
cada localización espacial, entonces ... ¾podemos suponer un único modelo
para las 52 series temporales? Para comprobar empíricamente esta hipótesis
construimos sobre cada posición un �variograma medio� de todas las series
temporales que tenemos sobre ella (es decir calculamos un variograma para
cada una de las series temporales y luego calculamos la media de los vario-
gramas, promediando sobre retardos iguales). Al comparar los variogramas
(�gura 4.5) vemos que el comportamiento es bastante parecido, y podemos
suponer un modelo temporal común para las 52 series temporales.

Por lo tanto vamos a adoptar tres suposiciones: que para cada paciente
tenemos 52 series temporales muy cortas con media igual a0; que existe una
estructura temporal común para modelizar las52 series temporales, y que la
estructura de la correlación es isotrópica.

Para modelizar la correlación, empezamos dibujando el variograma tem-
poral empírico medio. Calculamos en cada posición el variograma temporal
de cada paciente por separado, y luego promediamos todos los variogramas.
Podemos ver el grá�co resultante en la �gura 4.6 (a).

En ella detectamos de nuevo la presencia de las tres fuentes de aleato-
riedad: un efecto aleatorio re�ejando la variabilidad existente entre distintos
pacientes, la correlación temporal para medidas del mismo individuo, y un
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Figura 4.5: Variogramas temporales empíricos calculados: a) en la posición número

16, b) en la posición número 37.
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ρ(u) = exp(− du)
ρ(u) = mattern(κ = 1)
ρ(u) = mattern(κ = 17)
ρ(u) = exp(− due)

(a) (b)

Figura 4.6: (a) Variograma temporal empírico medio. La línea horizontal es una

estimación de la varianza total. (b) Ajuste de distintas funciones paramétricas al

variograma temporal empírico.

término de error de medida. Por lo tanto la matriz de varianzas-covarianzas
volverá a ser:

V ar(ε) = ν2J + σ2H + τ2I (4.7)

siendo J una matriz con todos sus elementos iguales a1, H = (ρi,j) la matriz
de correlaciones temporales, e I la matriz identidad.

Sobre el variograma empírico, γ(u) = τ2 + σ2(1 − ρ(u)), podemos ajus-
tar por mínimos cuadrados varios modelos paramétricos. Por probar varios
modelos, vamos a ajustar dos funciones de Matérn (con dos valores distin-
tos para κ) y dos funciones exponenciales (una función exponencial, y una
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Cuadro 4.2: Resultados de ajustar modelos paramétricos al variograma espacial

empírico.

ρ(u) matern(u, φ, κ) matern(u, φ, κ) exp(−d · u) exp(−d · ue)

τ2 =1.350e+09 τ2 =1.41e+09 τ2 =1.27e+09 τ2=1.44e+09
σ2 =1.15e+09 σ2= 9.55e+08 σ2 =1.41e+09 σ2=8.99e+08
φ=8.42e-01 φ= 1.51e-01 d =5.86e-01 d=6.29e-01

k = 1 k = 17 e=2.36e+00
RSE 94510000 81240000 105500000 79040000
GL 55 55 55 54

función exponencial potencial). Estudiaremos el ajuste tanto grá�ca (�gura
4.6 (b)) como numéricamente. En la tabla 4.2 vemos las estimaciones de los
parámetros (por mínimos cuadrados), el error residual estándar y los grados
de libertad de los diferentes ajustes.

En vez de utilizar el método de mínimos cuadrados para estimar los
parámetros, hubiéramos podido optar también por maximizar la cuasive-
rosimilitud, procedimiento más complicado que el de mínimos cuadrados,
pero que proporciona estimaciones más precisas. En este caso hubiéramos
necesitado utilizar la información sobre la media y como Barry et al [10]
sugieren, en la práctica la mejora en las estimaciones obtenidas suele ser poca.
Como nosotros estamos simplemente explorando varios modelos y viendo qué
modelo paramétrico podemos utilizar para modelizar la correlación temporal,
nos quedamos con el método de estimación de parámetros que nos parece
más sencillo. Después, cuando ya tengamos clara la estructura temporal,
construiremos un modelo espacio temporal conjunto, y volveremos a estimar
conjuntamente todos los parámetros del modelo por máxima verosimilitud.

Notar que la función exponencial es un caso particular de función de
Matérn (con κ = 0,5), y que hubiéramos podido no considerarla en el estudio



4.4. Modelización espacio temporal conjunta 103

ya que es también un caso particular de la función exponencial potencial
(para e = 1), sin embargo la incluimos ya que se trata de un modelo muy
utilizado.

Como podemos ver, obtenemos el mejor ajuste al considerar la función
exponencial potencial. Sin embargo Diggle y Ribeiro [49] nos hablan de esta
función y nos avisan de que aunque estos modelos suelen ajustar de forma ra-
zonable (cualitativamente hablando) la estructura de correlación empírica de
un conjunto de datos, a menudo las predicciones basadas en este modelo son
poco robustas a pequeñas desviaciones del modelo asumido. Por lo tanto a la
hora de construir el modelo espacio temporal conjunto, tendremos en cuenta
el modelo exponencial potencial para modelizar la correlación temporal, pero
no olvidaremos los otros.

4.4. Modelización espacio temporal conjunta

Una vez analizadas por separado la estructura espacial y la temporal
vamos a plantearnos la modelización espacio temporal conjunta.

Volvemos a introducir la notación ya que ahora en cada observación ten-
dremos que señalar tanto su posición espacial como temporal. Llamamos
Yi,j,t a la observación número t del paciente número i en la posición número
j, y denotamos por Yi,·,t = (Yi,1,t, Yi,2,t, · · · , Yi,52,t) al vector con los 52 va-
lores obtenidos en el test número t del paciente número i, i ∈ {1, · · · , N},
t ∈ {1, · · · , ni}, y por

Yi = (Yi,1,t1 , Yi,2,t2 , · · · , Yi,52,t1 , · · · , Yi,1,tni
, · · · , Yi,52,tni

).

Al igual que en la sección anterior, identi�camos el �tiempo� t con la edad
del paciente, y nuestro objetivo sigue siendo el modelizar:

Yi,·,t = µi,·,t + εi,·,t (4.8)
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con εi,j,t variable gausiana, con:
E[εi,j,t] = 0 ∀(i, j, t), Cov(εi,j,t, εi,k,m) = f(‖ j − k ‖, | t−m |). Necesitamos
por tanto un modelo para la estructura de la media y otro modelo para la
covarianza espacio temporal. Seguiremos suponiendo que la covarianza es
estacionaria tanto en el espacio como en el tiempo.
Con respecto a la media, seguiremos considerando la aproximación semi-
paramétrica que hemos construido en la sección 4.2.2, es decir:

µi,j,t = β0 + β1dj + β2rj + β3ai + f(xj)

con f(xj) una super�cie suave dependiendo de la posición.
Para modelizar la covarianza, dibujamos el variograma espacio tempo-

ral conjunto empírico (�gura 4.7), cuyo cálculo viene dado por la siguiente
expresión:

γ̂(h, u) =
1
N

N∑

i=1

[
1

2 | N(h, u) |
∑

(j,k,t1,t2)∈N(h,u)

(Yi,j,t1 − Yi,k,t2)
2

]

Ahora debemos buscar un modelo paramétrico adecuado para ajustar
esta super�cie. Como ya comentamos en el capítulo 3, el principal problema
que existe a la hora de modelizar una función de covarianzas, es que debe-
mos garantizar que sea de�nida positiva, condición bastante complicada de
demostrar. Por ello normalmente se opta por ajustar al variograma empírico
el modelo que resulte más apropiado.

Ya hemos hablado en el capítulo 3 de las funciones de covarianza sepa-
rables y de las no separables. Vamos a ajustar al variograma empírico varios
modelos de covarianza, tanto separables como no separables, y luego nos
quedaremos con el que proporcione mejor ajuste.

Entre los modelos de covarianza separables [169, 171, 122, 39] considera-
remos sólo modelos multiplicativos, i.e. aquellos en los queC(h, u) = C1(h) ·
C2(u) siendo C1(−) un modelo de covarianza espacial válido, y C2(−) un
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Figura 4.7: Variograma espacio-temporal empírico.

modelo de covarianza temporal válido. En cuanto a los modelos no separables
nos basaremos en los modelos propuestos en los trabajos de Cressie y Huang
[39] y de Gneiting [66].

Como una primera aproximación, ajustaremos tanto modelos separables
como no separables al variograma espacio temporal empírico, y estimaremos
sus parámetros así como los de la media espacial, combinando el método de
mínimos cuadrados con el algoritmo back�tting. Esta estrategia nos permi-
tirá ver cual es el modelo paramétrico más adecuado.
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Una vez hayamos encontrado �el mejor� modelo paramétrico para la co-
varianza, buscaremos estimaciones más precisas de todos parámetros del
modelo, y para ello volveremos a estimar los parámetros utilizando el método
de máxima verosimilitud conjuntamente con el algoritmo back�tting.

4.4.1. Modelos de covarianza separables

Una función de covarianza separable, es del tipo:

C(h, u/θ) = C1(h/θ1)C2(u/θ2)

(siendo C1(h/θ1) una función de correlación espacial, yC2(u/θ2) la tempo-
ral). Entonces:

γ(h, u) = τ2 + σ2(1− ρ1(h)ρ2(u))

En el análisis exploratorio (sección 4.2) hemos visto que podíamos ajustar la
correlación espacial utilizando una función de Matérn. Después, en el análi-
sis exploratorio temporal 4.3, hemos ajustado tres funciones distintas a la
estructura de correlación temporal: una función de Matérn, y dos funciones
exponenciales. Combinamos todas estas funciones para obtener modelos de
correlación espacio-temporal válidos, y los ajustamos por mínimos cuadrados
al variograma espacio temporal empírico. Los resultados se pueden ver en la
tabla 4.3, y vemos que el mejor ajuste se obtiene al combinar dos funciones
de Matérn.

4.4.2. Modelos de covarianza no separables

Como ya hemos comentado, para construir modelos de covarianza no se-
parables, nos basaremos en los trabajos de Cressie y Huang [39] y de Gneiting
[66].
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Cuadro 4.3: Resultados de ajustar modelos de covarianza separables al variograma

espacio temporal empírico . Llamamos ρ1(h) = matern(h, φ1, κ1).

ρ1(h) ρ1(h) ρ1(h)

ρ2(u) = matern(u, φ2, κ2) ρ2(u) = exp(−d · u) ρ2(u) = exp(−d · ue)

τ2 = 1,20e + 09 τ2 = 1,01e + 09 τ2 = 1,12e + 09

σ2 = 1,74e + 09 σ2 = 2,08e + 09 σ2 = 1,79e + 09

φ1 = 1,10e + 00 φ1 = 3,56e + 00 φ1 = 3,15e + 00

φ2 = 6,42e− 01 κ1 = 2 κ1 = 2

κ1 = 14 d = 7,20e− 01 d = 7,79e− 01

κ2 = 1,25 e = 1,47e + 00

RSE 193200000 197700000 195900000
GL 1736 1736 1735

En [39], Cressie y Huang dan una serie de condiciones que deben tenerse
en cuenta a la hora de construir funciones de�nidas positivas, y por lo tanto,
para construir funciones de covarianza espacio temporales válidas, que ya
comentamos en el capítulo 3.

Además del desarrollo teórico, presentan ejemplos de familias espacio
temporales. Veremos si podemos utilizar alguna de ellas en nuestra modeli-
zación.

Para elegir la función más adecuada, nos �jamos en que nuestro variogra-
ma espacial empírico es cóncavo, y consideramos los dos modelos de entre los
expuestos por Cressie y Huang que cumplen esta condición. Estos modelos
son:

Cressie 1

C(h, u | θ) =
σ2

(a | u | +1)
exp

{
− b2 ‖ h ‖2

a | u | +1

}
,

θ = (a, b, σ2), siendo a ≥ 0 un parámetro de escala temporal, y b ≥ 0



108 4. Modelización espacio temporal de CV de pacientes sanos

un parámetro de escala espacial.
En este caso:

γ(h, u) = τ2 + σ2·
(

1− 1
a | u | +1

exp

{
− b ‖ h ‖2

a | u | +1

})

Cressie 2

C(h, u | θ) =
σ2(a | u | +1)

{(a | u | +1)2 + b2 ‖ h ‖2} 3
2

θ = (a, b, σ2), con a ≥ 0 un parámetro de escala temporal, y b ≥ 0 un
parámetro de escala espacial.
Entonces:

γ(h, u) = τ2 + σ2·
(

1− a | u | +1

{(a | u | +1)2 + b2 ‖ h ‖2} 3
2

)

En un artículo reciente [66], Gneiting da una caracterización más general
de estructuras de covarianza no separables, que también comentamos en el
capítulo 3. En él propone construir una función de�nida positiva:

C(h, u) =
σ2

ψ(| u |2)ϕ
( ‖ h ‖2

ψ(| u |2)
)

, (h, u) ∈ <2 ×<

a partir de una función de covarianza puramente espacialϕ(−), y otra pu-
ramente temporal ψ(−).

Teniendo en cuenta los resultados que hemos obtenido en las secciones
anteriores, podríamos aplicar el resultado de Gneiting utilizando una función
de Matérn para modelizar la estructura de covarianza espacial, y probando
con dos funciones exponenciales diferentes, (ρ(u) = exp(−d · u2) (Gneiting
1) y ρ(u) = exp(−d · ue) (Gneiting 2)) para modelizar la estructura de
correlación temporal.

En la tabla 4.4 podemos ver los resultados de los distintos ajustes con
modelos de covarianza no separables. Los ajustes se han realizado por el
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Cuadro 4.4: Resultados de ajustar varios modelos de covarianza no separables a

nuestro variograma espacio temporal empírico .

Cressie 1 Cressie 2 Gneiting 1 Gneiting 2
τ2=1.10e+09 τ2= 1.08e+09 τ2=1.579e+09 τ2= 1.147e+09
σ2=2.84e+09 σ2= 2.59e+09 σ2=1.185e+09 σ2= 3.906e+09
a=5.65e-01 a= 2.88e-01 d=1.036e+00 d= 3.174e-01
b=8.57e-03 b= 8.08e-03 e= 2.885e-01

φ=3.539e+01 φ= 4.688e+01
κ=1 κ=2

RSE 201100000 204600000 2.37e+08 205400000
GL 1736 1736 1736 1735

método de mínimos cuadrados. Si comparamos estos resultados con los pre-
sentados en la tabla 4.3 vemos que hemos obtenido el mejor ajuste, al suponer
una estructura de correlación separable. El producto de dos funciones de
Matérn nos ha proporcionado el mejor ajuste a nuestro variograma espacio
temporal empírico.

4.4.3. Estimación

Una vez hemos modelizado tanto la estructura de la media como la de la
matriz de varianzas covarianzas, nos planteamos la estimación conjunta de
todos los parámetros del modelo. Para ello volveremos a combinar el método
de máxima verosimilitud con el algoritmo �back�tting�, con el objetivo de
obtener estimaciones lo más precisas posible.

Tenemos en un vector todas las observaciones tomadas sobre un mismo
paciente

Yi = (Yi,1,t1 , Yi,2,t1 , · · · , Yi,52,t1 , · · · , Yi,1,tni
, · · · , Yi,52,tni

).
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Suponemos que los datos siguen una distribución gausiana con media:

µi,j,t = β0 + β1dj + β2rj + β3ai,t + f(xj)

y dependiendo de la persona variará la longitud del vectorYi (dependiendo
del número de CV observados), la varianza para el i−ésimo paciente será:

Vi = V ar(ε) = ν2Ji + σ2Hi + τ2Ii

con Ji una matriz 52·ni×52·ni de unos, Ii una matriz identidad52·ni×52·ni,
y siendo Hi otra matriz 52 · ni× 52 · ni. Si de�nimos dk

j = distancia(xj , xk),
tml =| tl − tm |, M(h, u) = matern(h, φ1, κ1) ·matern(u, φ2, κ2):

Hi =




M(d1
1, t

1
1) · · · M(d52

1 , t11) · · · M(d1
1, t

ni
1 ) · · · M(d52

1 , tni
1 )

... . . . ... ... ... . . . ...
M(d1

52, t
1
1) · · · M(d52

52, t
1
1) · · · M(d1

52, t
ni
1 ) · · · M(d52

52, t
ni
1 )

... ... ... ... ... ... ...
M(d1

1, t
1
ni

) · · · M(d52
1 , t1ni

) · · · M(d1
1, t

ni
ni

) · · · M(d52
1 , tni

ni
)

... . . . ... ... ... . . . ...
M(d1

52, t
1
ni

) · · · M(d52
52, t

1
ni

) · · · M(d1
52, t

ni
ni

) · · · M(d52
52, t

ni
ni

)




En la tabla 4.5 tenemos las estimaciones de los parámetros que hemos
obtenido, y en la �gura 4.8 podemos ver la estimación de la super�cie suave
f(x) .

4.4.4. Comprobando los resíduos

Como una medida para estudiar la bondad del ajuste, podemos calcular
los resíduos estandarizados:

Ri = V̂
−1
2 (Yi − µ̂i)

En el caso de tener un buen ajuste, la media de los resíduos debería
ser igual a cero y su variograma espacio temporal debería ser una super�-
cie constante igual a 1. Para comprobar estas hipótesis, calculamos la media
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Figura 4.8: Estimación de f(x).

muestral de los resíduos estandarizados, obteniendo el valor de -0.0036, y cal-
culamos y dibujamos el variograma espacio temporal empírico. En la �gura
4.9, dibujamos la media en cada posición de los resíduos obtenidos, y el
variograma espacio temporal empírico. A la vista de los resultados, podemos
concluir que el ajuste es bastante bueno.

4.4.5. Validación cruzada

Además de estudiar los resíduos del modelo como hemos hecho en la
sección anterior, otra forma de comprobar la bondad de un ajuste es mediante
un método de validación cruzada [199] que nos permitirá comprobar las
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Cuadro 4.5: Estimaciones de los parámetros del modelo, utilizando máxima

verosimilitud y el algoritmo back�tting.

Parámetro Estimación Parámetro Estimación
β0 374904.3139 ν2 1.1964e+09
β1 -31820.6705 σ2 1.1671e+09
β2 1777.4231 τ2 1.0666e+09
β3 -1307.0925

Parámetro Estimación Parámetro Estimación
φ1 0.4438 φ2 0.3256
κ1 14 κ2 1.25
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Figura 4.9: (a) Media empírica de los resíduos estandarizados en cada posición. (b)

Variograma espacio temporal empírico calculado sobre los resíduos estandarizados.
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suposiciones que hemos ido haciendo, tanto sobre el modelo como sobre los
datos.

Como comentábamos en el capítulo 3, un estudio de validación cruzada
consiste en borrar de la base de datos una observación, volver a estimar los
parámetros del modelo a partir de las observaciones restantes, y predecir el
valor de la observación que hemos �borrado�. Una vez hecho esto se vuelve
a introducir esta observación en la base de datos, se quita otra y se repiten
los pasos de estimación de parámetros y de predicción de la observación
borrada. Este proceso se va repitiendo iterativamente hasta haberlo hecho
sobre todas las observaciones de la base de datos. Una medida del error
global cometido (observaciones-predicciones) nos servirá como medida de la
bondad del ajuste.

Para hacer este estudio, consideraremos únicamente a aquellos pacientes
que tenemos en la base de datos con tres observaciones o más (en estas
condiciones tenemos a 17 de los 55 pacientes incluidos inicialmente en el
estudio), e iremos extrayendo sucesivamente de la base de datos un campo
visual de cada uno de ellos.

Al proceder de esta forma no estaremos haciendo propiamente un estudio
de validación cruzada, sino una simpli�cación del mismo. En un estudio de
validación cruzada propiamente dicho, en vez de quitar cada vez todo un
campo visual, deberíamos quitar una única observación (posición), es decir
en vez de quitar un valor muestral cada vez, estamos quitando cada vez52

valores muestrales. Quitar un campo visual en cada caso signi�ca repetir los
pasos de estimación de parámetros y de predicción tantas veces como campos
visuales tenemos en la base de datos. Si en cada paso quitáramos un único
valor muestral (una posición), este número quedaría multiplicado por52, lo
cual requeriría mucho tiempo de computación.

En este estudio de validación cruzada, no vamos a tener en cuenta a los38



114 4. Modelización espacio temporal de CV de pacientes sanos

pacientes que tenemos en la base de datos con únicamente2 observaciones ya
que si los incluyéramos, al quitar uno de sus campos visuales, no tendremos
su�ciente información para estimar los parámetros.

Así pués cada vez quitamos un campo visual, volvemos a estimar todos
los parámetros del modelo completo, y estimamos por kriging simple ([199],
[68]) los valores del campo visual �eliminado� a partir de las nuevas estima-
ciones de los parámetros, y de la información proporcionada por el resto de
campos visuales que tenemos del paciente en cuestión (recordar que estamos
suponiendo independencia entre pacientes).

Si llamamos Y ∗
i0,·,t0 a la estimación por kriging simple del campo visual

perteneciente a la t0-ésima exploración del paciente número i0, entonces:

Y ∗
i0,·,t0 − µi0,·,t0 =

∑

i

∑

j

∑
t

wi,j,t

(
Yi,j,t − µi,j,t

)
(4.9)

y los pesos wi,j,t se obtienene minimizando la varianza del error, es decir,
minimizando:

V ar[Y ∗
i0,·,t0 − Yi0,·,t0 ] = E[(Y ∗

i0,·,t0 − Yi0,·,t0)
2] (4.10)

Podemos utilizar kriging simple porque al haber estimado el valor de
todos los parámetros en la sección 4.4.3, podemos considerar la media del
modelo conocida.

Una vez quitado cada uno de los campos visuales, re-estimados los pa-
rámetros y aplicado el kriging simple para predecirlos, calculamos la media
del error de validación cruzada (i.e. la media de las diferencias entre los
campos visuales observados y los obtenidos al aplicar el kriging con los nuevos
parámetros). Si esta media no está lejos de cero, diremos que no hay un sesgo
aparente, e indicará un buen ajuste.

Por otro lado, comparamos la raiz cuadrada de los errores de validación
cruzada con la desviación estándar del kriging en cada punto. (Ver en el
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capítulo 3 de forma más detallada cómo evaluar la bondad de un modelo
utilizando validación cruzada). Si la media de este cociente no dista dema-
siado de 1, tendremos una evidencia de la adecuación del modelo.

Como resultado de este estudio, obtenemos el valor -71414.67 para la me-
dia del error de validación cruzada, y un cociente de desviaciones estándar
igual a 2.342. Aunque no hemos obtenido un valor para la media del error
próximo a 0, ni un valor para el cociente de desviaciones típicas próximo a
1, creemos que los resultados obtenidos son aceptables, ya que al trabajar
con una transformación de Box Cox sobre los datos, estamos trabajando con
valores que tienen una magnitud alrededor de106, y además no hemos com-
pletado propiamente el estudio de validación cruzada. Además al trabajar
con 38 de los 55 pacientes iniciales, tampoco esperábamos obtener resultados
mucho mejores.

4.5. Posibles aplicaciones del modelo

Este modelo puede proporcionar gran cantidad de aplicaciones. En esta
sección vamos a comentar aquellas que nosotros creemos que pueden ser más
relevantes.

En principio parece que las aplicaciones más inmediatas del modelo pueden
encaminarse hacia tres objetivos muy concretos: la detección de posiciones
no sanas, utilizando intervalos de con�anza, la predicción de la evolución de
los campos visuales de pacientes sanos a lo largo del tiempo, y la simulación
de campos visuales, también de pacientes sanos.

Sabemos que cada una de estas aplicaciones necesitaría un estudio expe-
rimental mucho más extenso, aunque nosotros nos limitaremos a exponerlas
para destacar la utilidad del modelo que hemos estado construyendo a lo
largo de todo el capítulo.

Sólo trataremos con detalle una de las tres aplicaciones: la simulación de
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campos visuales, ya que a nuestro parecer se trata de una aplicación muy
importante, y por ello le dedicaremos el capítulo 5 donde la trataremos con
más profundidad.

4.5.1. Construcción de intervalos de con�anza para identi-
�car posiciones �enfermas�

A partir del modelo que acabamos de construir, podemos calcular inter-
valos de con�anza, bien para posiciones de forma aislada, o para grupos de
posiciones. En particular, si construimos intervalos de con�anza para posi-
ciones de forma aislada, dada una nueva observación en dicha posición, po-
dremos clasi�carla de inmediato como �normal� o �enferma�, dependiendo de
si cae dentro o fuera del intervalo.

Este procedimiento está actualmente incorporado en la mayoría de los
paquetes estadísticos comerciales implementados en los campímetros, como
el STATPAC [194] o el SITA [15], con la diferencia de que en estos paquetes,
los intervalos de con�anza para los �valores normales� se han construido
empíricamente a partir de un conjunto muy extenso de CV de pacientes
normales. En la �gura 4.11 analizamos varios CV de nuestra base de datos
utilizando los intervalos de con�anza construidos a partir de nuestro modelo.
Las posiciones �defectuosas� se detectan con una con�anza del95%. En la
misma �gura presentamos también la clasi�cación que ofrece el SITA para
la misma con�anza. Como se puede ver, hay un alto grado de concordancia
entre ambas clasi�caciones.

4.5.2. Predicción

En este apartado queremos predecir CV de un paciente del que disponemos
de observaciones, en un instante en el que no tenemos observaciones (nor-
malmente en el futuro).
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Siguiendo la metodología geoestadística clásica, si el objetivo único de
nuestro estudio hubiera sido la realización de predicciones, podríamos haber
utilizado kriging universal, y habernos �ahorrado� parte del trabajo que
hemos ido exponiendo en las secciones anteriores. Este método nos hubiera
permitido estimar la media del proceso al mismo tiempo que obteníamos las
predicciones.

Sin embargo, debido a la complejidad de la media de nuestro modelo,
hemos preferido alejarnos un poco de la Geoestadística clásica, ya que el
kriging universal se hubiera complicado muchísimo en este caso. A partir de
las estimaciones que hemos obtenido en la sección 4.4.3, podemos conside-
rar la media conocida, y realizar las predicciones utilizando kriging simple
(ecuaciones 4.9 y 4.10).

En la �gura 4.10 vemos una predicción de un CV de un paciente de 70.5
años. Hemos hecho esta predicción (por kriging simple) utilizando el modelo
y la información contenida en los 4 CV que teníamos de este paciente a las
edades de 66.8, 68.2, 68.7 y 69.4 años. Esta predicción podría ser guardada
por el oftalmólogo y comparada con un futuro CV observado al paciente a
la edad de 70.5 años.

Otra aplicación muy interesante sería la predicción en posiciones espa-
ciales no observadas. Este procedimiento posibilitaría el acortar el tiempo
de realización de los tests, ya que el número de posiciones a explorar sería
menor. Esta posibilidad debería estudiarse con detenimiento, y si se consi-
derara adecuada, podría incorporarse en los distintos paquetes perimétricos
comerciales.

4.5.3. Simulación

Dejamos esta aplicación para desarrollarla con más detenimiento en el
capítulo 5.
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Figura 4.10: En e) tenemos la predicción del CV de un paciente sano a la edad

de 70.5 años. En a), b), c) y d) vemos las observaciones que disponíamos de este

paciente a las edades de 66.8, 68.2, 68.7 y 69.4 años.
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Figura 4.11: Comparación entre la clasi�cación de posiciones como �normales� o

�enfermas�. En a), c) y e) hemos utilizado intervalos de con�anza construidos a

partir de nuestro modelo, y en b),d) y f) vemos la clasi�cación dada por el SITA

para los mismos CV, ambos trabajando a una con�anza del95%.



120 4. Modelización espacio temporal de CV de pacientes sanos



Capítulo 5

Simulación condicionada y sin
condicionar de campos visuales
de pacientes sanos

Contenidos

5.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

5.1.1. Notación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

5.2. Simulación no condicional . . . . . . . . . . . . . 126

5.2.1. Simulación directa . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

5.2.2. Simulación no condicional de campos visuales . . . 129

5.3. Simulación condicional . . . . . . . . . . . . . . . 134

5.3.1. Primer método.- Método secuencial gausiano . . . 136

5.3.2. Segundo método.- Basado en Kriging Simple . . . 136

5.3.3. Simulación condicional de campos visuales . . . . . 137

121



122 5. Simulación de CV

5.1. Introducción

En el capítulo 4, hemos modelizado la distribución espacio temporal de
campos visuales de pacientes sanos. Nuestro objetivo en este capítulo es el
utilizar este modelo para realizar simulaciones.

Tal y como explican Vesti et al [197], se necesitan grandes bases de datos
con largas series de CV pertenecientes a un mismo paciente, tanto para
analizar la e�ciencia y e�cacia de los distintos métodos que permiten detectar
y hacer un seguimiento del glaucoma, como para evaluar y comparar la
e�ciencia de los nuevos métodos que van surgiendo. Sin embargo, el tiempo
necesario que conlleva realizar cada test, y la lentitud con la que evoluciona
la enfermedad hacen que sea difícil para el investigador el disponer de un
conjunto de datos su�cientemente largo como para poder sacar conclusiones
a partir de él. Además no hay una �regla de oro� objetiva que nos permita
decidir entre la e�cacia de dos métodos sobre un conjunto de datos extenso.

En la literatura podemos encontrar dos planteamientos o dos objetivos
distintos en la utilización de simulaciones en la investigación relacionada con
el análisis de campos visuales.

El primero de los objetivos que encontramos es el de estudiar la e�cacia
y e�ciencia de los distintos procedimientos de test. Cada perímetro lleva im-
plementado un procedimiento de test con el que trabajar. Un procedimiento
de test es un software que lleva implementado distintas herramientas y donde
se de�ne el funcionamiento del test. Todos los CV de nuestra base de datos
han sido adquiridos con campímetros Humphrey y utilizando el test llamado
SITA que ya comentamos en el capítulo 2 [15, 14, 12]. Pero contínuamente
se proponen modi�caciones o novedades en los procedimientos de test, bus-
cando siempre conseguir tests de menor duración, que proporcionen tanta
información como sea posible. Otros procedimientos de test muy utilizados
han sido, el métodoFASTPAC [81], el STATPAC [194, 93], y el SITA Fast
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[13].

Siguiendo esta línea de investigación, en uno de sus trabajos, Turpin
et al. [196] explican detalladamente cómo utilizan una de estas técnicas de
simulación. Como punto de partida, toman los CV que han obtenido en un
análisis exploratorio realizado sobre una muestra amplia tanto de personas
normales (n1 = 506), como de enfermos de glaucoma (n2 = 352). El proceso
de simulación toma uno de los CV de la base de datos, almacena estos datos
como �datos de entrada�, imagina que tiene delante a un paciente y comienza
el procedimiento de test. Obviamente considera cada uno de estos �datos de
entrada� como el CV real del paciente, por lo que sería deseable que al
�nalizar el test, el campímetro devolviera estos mismos valores. Entonces
la simulación del desarrollo del test empieza eligiendo los primeros puntos
a testear, la intensidad con que se mostrarán inicialmente los estímulos, el
procedimiento de escalera a utilizar, etc,....

En su versión más sencilla, el proceso de simulación va presentando es-
tímulos en las distintas posiciones, obteniendo una respuesta negativa del
paciente (no respuesta) cuando el estímulo presentado tiene una intensidad
luminosa menor a la del �dato de entrada� correspondiente, y obteniendo
una respuesta positiva cuando el estímulo presenta una intensidad superior
a la del �dato de entrada�. Si las dos intensidades coinciden, la respuesta
será positiva (o negativa), con una probabilidad del50 %. Al �nalizar el test,
para probar la precisión del método utilizado compara el CV resultante con
el considerado inicialmente y que ha servido para realizar el test.

Esta es una versión muy simpli�cada del procedimiento de simulación,
que normalmente se completa al introducir medidas de error, diferentes reglas
de decisión, etc...

Procedimientos de simulación similares se han utilizado también en otros
trabajos para comprobar la bondad y la e�cacia de distintos procedimientos
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de test. Entre ellos, podemos citar el trabajo de Johnson y Shapiro [105],
quienes utilizan un programa de simulación llamadoKRAKEN [183] para
comparar el procedimiento del test de la escalera tradicional, con un nuevo
procedimiento de escalera conocido comoMOBS (búsqueda binaria modi�-
cada). Shapiro y Johnson [182] utilizan de nuevo el mismo programa de simu-
lación para examinar la precisión y reproductibilidad de la perimetría manual
kinética. Usando otro simulador de campos visuales, conocido como Barra-
mundi (http://www.computing.edu.au/ andrew/Barramundi/barramundi.htm),
Turpin et al [196] desarrollan estrategias de umbral para la perimetría Tec-
nológica de doble frecuencia (Frequency Doubling Technology Perimetry),
i.e. utilizan simulación por ordenador para comparar una técnica rápida de
búsqueda binaria e�ciente (REBS) con un procedimiento basado en la má-
xima verosimilitud (ZEST).

Un objetivo completamente distinto ha sido el perseguido por Spry et al
[189], quienes desarrollaron un programa de simulación de campos visuales
(en C++), que simula una serie de campos visuales entre un CV inicial y un
CV �nal que son �jados con anterioridad.

El CV inicial y el �nal se �jan de antemano, y se simulan nuevos CV entre
ellos mediante interpolación, permitiendo un decaimiento lineal, cuadrático,
etc... entre los valores de los datos. Su intención, por tanto, es la de si-
mular campos visuales para analizar la evolución de un paciente entre dos
exploraciones dadas, espaciadas en el tiempo.

Para tener en cuenta la �uctuación que ocurre a lo largo de una sesión de
test, los umbrales interpolados y un término de �uctuación (short term �uc-
tuation value) se utilizan como media y desviación típica respectivamente de
una distribución normal. Un valor de esta distribución normal se genera in-
dependientemente para cada posición espacial y secuencialmente para todos
los campos dentro de las series.
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Nuestro objetivo está más próximo a este segundo planteamiento que al
primero. En el capítulo 4 hemos modelizado la distribución espacio temporal
de CV de pacientes sanos. Nuestra intención en este capítulo es la de simular
varios CV en pacientes sanos para re�ejar su evolución en el tiempo. ¾Cuáles
son las diferencias entre nuestro método de simulación y el propuesto por
Spry et al.?

El modelo propuesto por Spry et al realiza simulaciones independien-
temente sobre cada posición del CV. En ningún momento consideran que
los valores de las distintas posiciones de un mismo CV están fuertemente
relacionados.

Nosotros tenemos un modelo estadístico espacio temporal a partir del
cual simular, considerando la correlación existente entre los valores observa-
dos (o simulados) tanto en el espacio como en el tiempo.

La simulación desarrollada por Spry et al. se basa en un procedimiento
de interpolación entre un CV inicial y otro �nal, pre�jados de antemano.
Nuestra tarea ahora es simular varios CV para un mismo paciente a dis-
tintas edades, distinguiendo para ello entre dos procedimientos generales de
simulación. En algunos casos el paciente se ha sometido a algún análisis de
CV y estamos interesados en ver cómo evoluciona en el tiempo. Otra posibi-
lidad es simular CV de un paciente a distintas edades, pero sin tener ninguna
observación inicial.

Como consideramos innecesario recordar las características del modelo
espacio temporal a partir del que vamos a realizar las simulaciones, (ya que
es el que acabamos de construir en el capítulo 4), organizamos el resto del
capítulo en dos secciones. En la sección 5.2, analizaremos los distintos méto-
dos existentes para simular distribuciones gausianas no condicionalmente, y
aplicaremos uno de ellos para simular CV a partir de nuestro modelo. En
la sección 5.3, veremos dos métodos distintos para simular campos aleato-
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rios gausianos condicionalmente, y �nalmente aplicaremos uno de ellos para
obtener las simulaciones que nos interesan.

5.1.1. Notación

Recordamos brevemente la notación que utilizamos en el capítulo 4, y
que seguiremos utilizando en este capítulo.

Denotamos por Yi,j,t a la observación número t del paciente número i, en
la posición número j. Llamaremos Yi,·,t = (Yi,1,t, Yi,2,t, · · · , Yi,52,t)′ al vector
con los 52 valores obtenidos en el test número t para el paciente número i,
i ∈ {1, · · · , N}, t ∈ {t1, · · · , tni}, y llamaremos Yi al vector con todas las
observaciones que tenemos del paciente número i:

Yi = (Yi,1,t1 , Yi,2,t1 , · · · , Yi,52,t1 , · · · , Yi,1,tni
, · · · , Yi,52,tni

)

Identi�camos el �tiempo� t con la edad del paciente.
Como ya tenemos el modelo probabilístico completamente determinado, a

la hora de enfrentarnos a la simulación, deberemos elegir entre dos estrategias
dependiendo del �n que nos propongamos. Si estamos interesados en simular
CV de un mismo paciente sano a distintas edades, podemos utilizar alguno de
los métodos disponibles para simular de una forma no condicional (sección
5.2). Alternativamente si hemos observado un CV en un paciente sano y
queremos simular su evolución en el tiempo, podemos utilizar métodos para
simular condicionalmente (sección 5.3).

5.2. Simulación no condicional

Nuestro objetivo en esta sección es revisar los métodos que permiten
simular una función aleatoria gausiana estacionaria, con mediaµ, y función
de covarianza C.
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En la literatura podemos encontrar varios métodos para simular funciones
aleatorias gausianas o vectores aleatorios [38, 179, 124, 43].

Alguno de ellos, como el �método espectral�, desarrollado por Shinozuka
y Jan [184] entre otros, y el �Turning Bands Method� desarrollado por Ma-
theron [143], simulan procesos aleatorios, no gausianos en general, con media
cero y covariogramaC(−). En estos casos, se puede aplicar el teorema central
del límite para obtener las simulaciones del proceso gausiano que nos interesa.
(Consultar [38, 179, 124] para más detalles.)

Si �jamos la dimensión del proceso a simular y ésta no es demasiado
grande, podemos simular directamente distribuciones gausianas utilizando
un método muy intuitivo. Lo veremos en la sección 5.2.1, y en la sección 5.2.2
lo aplicaremos a nuestro problema. (Una vez más, recomendamos consultar
[38, 179, 124] para encontrar explicaciones más detalladas.)

5.2.1. Simulación directa

Queremos simular enn localizaciones espaciales especí�casx1, x2, · · · , xn,
un proceso gaussiano Y = (Y1, · · · , Yn) con una cierta media µ, y ma-
triz de covarianza V = (vi,j)i,j∈{1,··· ,n}, (en particular queremos que vi,j =

C(Yi, Yj)).
Es relativamente sencillo simular un vector aleatorioZ = (Z1, · · · , Zn),

con (Z1, · · · , Zn) componentes independientes generadas a partir de una dis-
tribución gausiana con media 0 y varianza 1, Zi ∼ N(0, 1) , ∀i ∈ {1, · · · , n}
i.i.d., por tanto, si encontramos una matrizW tal que W ·W ′

= V entonces
podremos de�nir Y como:

Y = µ + WZ (5.1)

y nuestro problema de simulación quedará resuelto.
Hay distintos métodos para obtenerW . El primero sería utilizar la des-
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composición de Cholesky para descomponerV como:

V = WW
′

con W una matriz triangular inferior n× n.
Pero si n es mayor que 1000 y V es una matriz dispersa, utilizar este

método puede llevarnos a obtener resultados numéricos imprecisos.
El segundo de los métodos propuesto para obtenerW se basa en la des-

composición espectral de V .
Si llamamos λ1, λ2, · · · , λn a los valores propios de V , y Q es una matriz

ortogonal formada por los vectores propios deV como columnas, entonces:

V = Q · diag{λ1, · · · , λn} ·Q′

y podemos de�nir:

W = Q · diag{λ1/2
1 , λ

1/2
2 , · · · , λ1/2

n } (5.2)

El tercer método para calcularW se basa en el hecho de que la ecuación
(5.1) puede formularse alternativamente como una convolución de las va-
riables aleatorias {Zi : i ∈ {1, · · · , n}} generadas independientemente. Por
tanto es equivalente (5.1) a la siguiente ecuación:

Y (r) = µ + (w ∗ Z)(r) = µ +
∑

i∈{x1,··· ,xn}
w(r − i) · Z(i), ∀r ∈ {x1, · · · , xn}

Debemos imponer dos restricciones sobre w : ∑
h w2(h) = 1 y w(r) =

w(−r), ∀r. Entonces, como Y (r) será gausiana, por ser suma de variables
gausianas, y

E[Y (r)] = µ +
∑

i∈{x1,··· ,xn}
w(r − i) · E[Z(i)] = µ

Cov[Y (r), Y (r + u)] =
∑

i,j∈{x1,··· ,xn}
w(r − i) · w(r + u− j) · Cov[Z(i), Z(j)] =

=
∑

i∈{x1,··· ,xn}
w(r − i) · w(r − i + u) = (w ∗ w)(u)
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Si formulamos Cov[Y (r), Y (r + u)] = ρ(u), siendo ρ(−) una función de
covarianzas conocida, entonces:

(w ∗ w)(u) = ρ(u)

Aplicando una transformación de Fourier (por ejemplo la transformada rá-
pida de Fourir, �Fast Fourier transform�) a ambos lados de la igualdad, ten-
dremos:

FFT ((w ∗ w)(u)) = FFT (ρ(u))

y como la transformada de Fourier de una convolución, equivale al producto
de las transformadas de Fourier:

w = FFT−1
√

FFT (ρ(u))

5.2.2. Simulación no condicional de campos visuales

Una vez hemos visto cómo simular campos aleatorios gausianos, veamos
cómo aplicarlos a la simulación de campos visuales.

Queremos utilizar el modelo desarrollado en el capítulo 4 para simular
CV pertenecientes a un hipotético paciente sano.

Sea N el número de CV que queremos simular de esta persona hipotética,
y sea ti su edad en cada simulación. Como en cada CV hay 52 posiciones,
simularemos un total de52×N valores, i.e. queremos simular un proceso gau-
siano en las 52×N posiciones: {(1, t1), (2, t1), · · · , (52, t1), (1, t2), · · · , (52, t2),

· · · , (1, tN ), · · · , (52, tN )} con media, varianza y covarianza (ver capítulo 4):

µj,ti = β0 + β1 · dj + β2 · rj + β3 · ti + f(j), (5.3)

var(Yj,ti) = ν2 + σ2 + τ2, (5.4)

Cov(Yj,ti , Yk,tl) = ν2 + σ2ρ(distancia(j, k), | ti − tl |), (5.5)
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Cuadro 5.1: Parámetros del modelo de CV
Parámetro β0 β1 β2 β3

Valor estimado 374904.3139 -31820.6705 1777.4231 -1307.0925

Parámetro ν2 σ2 τ2

Valor estimado 1.1964e+09 1.1671e+09 1.0666e+09

Parámetro φ1 κ1 φ2 κ2

Valor estimado 0.4438 14 0.3256 1.25

donde hemos eliminado el subíndice i de la notación que utilizábamos en
el capítulo 4, porque vamos a simular CV de un único paciente. Hemos
llamado dj a la distancia euclídea de la posición espacial número j al cen-
tro del CV; rj a la �la donde está la posición número j; f(j) a la super-
�cie suave que ya estimamos en el capítulo 4 (ver �gura 4.8); ρ(u, v) =

matern(u, φ1, κ1)·matern(v, φ2, κ2) y (β0, β1, β2, β3, ν
2, σ2, τ2, φ1, φ2, κ1, κ2)

al vector de parámetros que toman los valores que se detallan en la tabla
5.1.

Si utilizamos el índice k = 1, ..., 52 × N para enumerar las 52 × N lo-
calizaciones, podemos de�nir Y(i−1)∗52+j = Yj,ti , y utilizando la notación
que hemos introducido en la sección anterior, nuestro problema se reduce
a simular un vector gausiano Y = (Y1, ..., Y52N )′ con vector de medias
µ = (µ1, ..., µ52N )′, (siendo µ(i−1)∗52+j = β0 + β1dj + β2rj + β3ti + f(j)),
y matriz de covarianzas V de�nida como:

V = ν2152N×52N + σ2H + τ2I (5.6)

Si desarrollamos la expresión de V , denotando por N al número total
de CV a simular, por dj

i = distancia(i, j) a la distancia euclídea entre la
i−ésima y la j−ésima posición espacial, y por tml =| tl − tm | al tiempo en
valor absoluto transcurrido entre la l-ésima y la m−ésima exploración, nos
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quedará la siguiente expresión:

V =




ν2 + σ2 + τ2 ν2 + σ2ρ(d2
1, t

1
1) . . . ν2 + σ2ρ(d52

1 , tN1 )

ν2 + σ2ρ(d2
1, t

1
1) ν2 + σ2 + τ2 . . . ν2 + σ2ρ(d52

2 , tN1 )
... ... . . .

...
ν2 + σ2ρ(d52

1 , t11) ν2 + σ2ρ(d52
2 , t11) . . . ν2 + σ2ρ(d52

52, t
N
1 )

ν2 + σ2ρ(d1
1, t

1
2) ν2 + σ2ρ(d2

1, t
1
2) . . . ν2 + σ2ρ(d52

1 , tN2 )
... ... ... ...

ν2 + σ2ρ(d52
1 , t12) ν2 + σ2ρ(d52

2 , t12) . . . ν2 + σ2ρ(d52
52, t

N
2 )

... ... ... ...
ν2 + σ2ρ(d1

1, t
N
1 ) ν2 + σ2ρ(d2

1, t
N
1 ) . . . ν2 + σ2ρ(d52

1 , tNN )
... ... ... ...

ν2 + σ2ρ(d52
1 , tN1 ) ν2 + σ2ρ(d52

2 , tN1 ) . . . ν2 + σ2 + τ2




Para elegir el algoritmo de simulación, tendremos en cuenta el número
total,N , de CV que queremos simular. Para clari�car todo el proceso, veamos
un ejemplo. Vamos a simular N = 3 CV de un paciente a las edades de
42, 64 y 76 años. Veamos cómo quedan las primeras �las y columnas de la
matriz de varianzas-covarianzas (V ), cuando particularizamos a este caso (3
simulaciones a edades t1 = 42, t2 = 64 y t3 = 76). En este caso particular:

V =




3,4 2,2 1,9 1,7 2,1 2,2 2,1 1,9 · · · 1,2

2,2 3,4 2,2 1,9 1,9 2,1 2,2 2,1 · · · 1,2

1,9 2,2 3,4 2,2 1,6 1,9 2,1 2,2 · · · 1,2

1,7 1,9 2,2 3,4 1,4 1,6 1,9 2,1 · · · 1,2

2,1 1,9 1,6 1,4 3,4 2,2 1,9 1,6 · · · 1,2

2,2 2,1 1,9 1,6 2,2 3,4 2,2 1,9 · · · 1,2

2,1 2,2 2,1 1,9 1,9 2,2 3,4 2,2 · · · 1,2
... ... ... ... ... ... ... ... . . . ...
1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 · · · 3,4




× 109 (5.7)
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Como el número de campos visuales a simular,N , no es demasiado grande,
vamos a utilizar el método de �simulación directa�. En él debemos descom-
poner la matriz de varianzas (ecuación 5.6) como V = WW ′, y para ello
utilizaremos el segundo de los métodos comentados (ecuación 5.2), i.e. uti-
lizaremos la descomposición espectral de V , en valores y vectores propios,
y calcularemos W aplicando la ecuación 5.2. Una vez calculadas W y µ,
obtenemos las simulaciones utilizando la ecuación 5.1.

En la �gura 5.1, podemos ver las simulaciones de varios CV obtenidas
para tres pacientes hipotéticos, todas ellas a las edades de42, 64 y 76 años.

¾Como evaluar la bondad de estas simulaciones? En el capítulo 4, tras
construir el modelo realizamos un análisis de resíduos y un estudio de valida-
ción cruzada para comprobar su bondad. Por otro lado, todos los algoritmos
de simulación que hemos utilizado han sido ampliamente estudiados en la li-
teratura, por lo que si los combinamos, esperamos obtener buenos resultados.
Pero de todas formas nos gustaría veri�carlos.

Una de las formas más sencillas de evaluar estas simulaciones es pregun-
tando su opinión a oftalmólogos expertos. Ellos están acostumbrados a ver
gran cantidad de CV cada día, y pueden decirnos si bajo su opinión los CV
que hemos obtenido podrían considerarse �realistas� o si no. Al mostrar nues-
tras simulaciones a dos oftalmólogos expertos, efectivamente las encontraron
bastante realistas.

Además de esta evaluación �cualitativa� nos planteamos el evaluar la
�credibilidad� de las simulaciones por medio de un procedimiento grá�co,
similar a un test no paramétrico de Montecarlo [47, 42]. Este procedimiento
se basa en las siguientes ideas. Normalmente en la estadística espacial y en
el análisis de series temporales se dispone únicamente de una realización del
proceso en cada posición de monitorización, y se realizan inferencias a partir
de esta única observación. Siguiendo esta idea, podríamos decir que esta-



5.2. Simulación no condicional 133

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

a)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

b)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

c)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

g)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

h)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

i)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

d)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

e)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

f)

Figura 5.1: Simulaciones de tres diferentes pacientes de la misma edad. En a), g),

d) los tres tienen 42 años, en b), h) y e) tienen 64, y en c), i) y f) tienen 76.
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mos interesados en probar que el conjunto deN campos visuales simulados
se ajustan a un modelo particular. Bajo esta interpretación, necesitaremos
un test de bondad de ajuste. Si no queremos hacer ninguna suposición so-
bre el modelo, deberíamos basar el test sólo en el conjunto de datos origi-
nal. De esta forma deberíamos considerar cada CV observado para cada pa-
ciente como una muestra simulada de este modelo desconocido, y podríamos
aplicar un test grá�co de Montecarlo. Para ello, debemos elegir un estadístico
cualquiera, calcularlo para cada paciente, y dibujar las envolventes superior
e inferior de los valores obtenidos. Entonces, calcular el mismo estadístico so-
bre los datos que hemos obtenido tras la simulación y ver si el valor obtenido
está entre las dos envolventes.

Para aplicar este procedimiento a nuestros datos, elegimos como estadísti-
co el variograma espacial dividido por el cuadrado de la media, para eliminar
así el efecto de la edad. Podemos ver los resultados en la �gura 5.2. Podemos
ver claramente que en todos los casos el estadístico (variograma) calculado
sobre los datos simulados, está entre las dos envolventes.

5.3. Simulación condicional

Al igual que en la sección anterior, nuestra intención es simular un proceso
aleatorio estacionario gausiano Y , con media µ, y función de covarianzas
C, pero ahora tenemos una limitación adicional. Queremos simular Y, pero
veri�cando que en un conjunto cerrado de puntosE, los valores de Y sean
�jos, i.e. Y (x) = Y0(x), ∀x ∈ E valores conocidos, o variables aleatorias
previamente simuladas.

Estos procedimientos de simulación serán especialmente interesantes para
nosotros, ya que si tenemos un CV de un paciente a la edad det1 años, sere-
mos capaces de simular su evolución en el tiempo, en sucesivas exploraciones.

En la literatura, hemos encontrado dos métodos distintos para simular
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Figura 5.2: Las líneas continuas muestran las envolventes superior e inferior del

variograma espacial normalizado calculado a partir de los 56 pacientes de nues-

tra base de datos. Con líneas discontinuas tenemos los variogramas normalizados

calculados a partir de los campos visuales simulados de la �gura 5.1.
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campos aleatorios gausianos condicionalmente. Vamos a describirlos breve-
mente y luego los aplicaremos para obtener las simulaciones que nos intere-
san. (Podemos encontrar más detalles sobre estos métodos en [38, 179, 124]).

5.3.1. Primer método.- Método secuencial gausiano

Sea Y1 = {Y (e) : e ∈ E} el conjunto de valores conocidos, o las variables
aleatorias previamente simuladas, sea Y2 = {Y (p) : p 6∈ E} el conjunto de
variables aleatorias a simular, y sea Y = Y1 ∪ Y2.

El método secuencial gausiano va simulando punto a punto sucesiva-
mente, en vez de simularlos todos a la vez, y para ello trabaja con distribu-
ciones condicionales dados los valores ya simulados.

Siguiendo nuestra notación, queremos simularY2 dado Y1, y:

Y2 | Y1 ∼ N(S21S
−1
11 Y2, S22 − S21S

−1
11 S12)

siendo Sij = Cov(Yi, Yj)

Si de�nimos µ := S21S
−1
11 Y2 y V = S22 − S21S

−1
11 S12, podemos utilizar el

método de simulación directa que hemos comentado en la sección 5.2.1 para
obtener las simulaciones de Y2.

5.3.2. Segundo método.- Basado en Kriging Simple

Siguiendo la misma notación, tenemos Y1 = {Y (e) : e ∈ E} el conjunto
de valores conocidos, o de variables aleatorias ya simuladas, D todos los
puntos en los que queremos simular (incluyendo aE, i.e. E ⊂ D), e Y2 =

{Y (p) : p ∈ D\E} el conjunto de variables aleatorias a simular,Y = Y1∪Y2.
Utilizando la información contenida enY1, podemos calcular el predictor

del kriging simple [68]:

Y ∗(x) =
∑

e∈E

λe(x)Y1(e), ∀x ∈ D (5.8)
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y expresar Y como la suma de dos funciones gausianas independientes,Y ∗

e Y − Y ∗ (la demostración de su independencia se puede encontrar en [38] y
en [124]):

Y (x) = Y ∗(x)+
(

Y (x)− Y ∗(x)
)

, ∀x ∈ D

El segundo término de esta suma, se puede reemplazar por un término
basado en una simulación no condicional, para ello podemos utilizar cualquier
método de simulación no condicional y simular un campo aleatorio gausiano
{Z(x), x ∈ D} con media 0 y covarianza C en todo D. Una vez simulado
{Z(x)}, podemos distinguir entre Z1 = {Z(e) : e ∈ E}, y Z2 = {Z(p) : p ∈
D\E}, y podemos calcular los siguientes estimadores kriging:

Z∗(x) =
∑

e∈E

λe(x)Z1(e),∀x ∈ D

La simulación condicional [107], se de�ne ahora como:

Y (x) = Y ∗(x)+
(

Z(x)− Z∗(x)
)

, ∀x ∈ D (5.9)

Si x ∈ E, entonces Y ∗(x) = Y (x) y Z∗(x) = Z(x), por tanto:

Y (x) = Y (x) + Z(x)− Z(x) = Y (x)

5.3.3. Simulación condicional de campos visuales

Nos planteamos de nuevo la simulación de varios CV de un paciente a
distintas edades, pero ahora vamos a tener un punto de partida.

Suponemos que el paciente ya se ha sometido alguna vez a tests de campo
visual, y tenemos uno de sus campos visuales. Nuestro objetivo ahora será
simular la evolución de éste campo visual en el tiempo. Para ello denotaremos
por t1 a la edad del paciente cuando se observó este CV que tomaremos como
inicio de nuestro estudio, y por t2, · · · , tN a las edades en las que queremos
simular.
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Por tanto, al igual que en la sección 5.2.2, queremos simular un proceso
gausiano sobre 52×N posiciones, {(1, t1), (2, t1), · · · , (52, t1), (1, t2), · · · ,

(52, t2), · · · , (1, tN ), · · · , (52, tN )} con media, varianza y covarianza como en
las ecuaciones 5.3, 5.4 y 5.5. Pero ahora siendo{Y (1, t1), Y (2, t1), · · · , Y (52, t1)}
valores conocidos, e iguales a los obtenidos en el CV del paciente.

Para ver un ejemplo, cogemos un CV de una persona de las incluidas
en nuestra base de datos, es un paciente con 49 ños y vamos a suponer que
estamos interesados en simular la evolución de este CV a las edades de 50,
51 y 52. Por tanto, N = 4, t1 = 49, t2 = 50, t3 = 51 y t4 = 52. Podemos
ver el CV inicial en la �gura 5.3 a). Utilizamos el segundo de los métodos
propuestos para llevar a cabo las simulaciones. Como primer paso, obtenemos
las estimaciones por simple kriging (ec. 5.8) siendoλe(x) el e-ésimo elemento
del vector:

Λe = V −1
52×52Vx

donde V52×52 es el primer bloque cuadrado de tamaño 52 de la matriz V

dada en la tabla 5.7, y donde Vx es un vector que contiene los primeros 52
elementos de la x−ésima �la de la matriz V . En la �gura 5.4 podemos ver
las distintas Z∗(x) que hemos obtenido (estimaciones kriging) .

A continuación, utilizamos uno de los métodos expuestos en la sección
5.2.2 para simular un campo aleatorio gausianoZ, con media 0, y matriz de
varianzas V (como en la tabla 5.4). En la �gura 5.5 podemos ver las distintas
Z que hemos obtenido.

El tercer paso consiste en obtener las estimaciones krigingZ∗ para Z,
de nuevo con los mismos coe�cientes λe(x) que utilizamos en el paso 2. Las
tenemos en la �gura 5.6.

Por último podemos obtener ya las simulacionesY ∗ (ecuación 5.9, �gura
5.3).

En las �guras 5.7 y 5.8 podemos ver más simulaciones condicionales,
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obtenidas a partir de CV de otros pacientes. En ellas vemos también la
evolución en el tiempo de los CV de dos pacientes distintos, con un retardo
temporal de 1 año entre dos simulaciones consecutivas.

Para evaluar las simulaciones, en este caso podemos compararlas con
nuestros datos reales. En la �gura 5.9 podemos ver3 series distintas, con 4

CV cada una. La primera de las series muestra los datos �reales� (observados)
de un paciente, y la segunda y la tercera son simulaciones condicionadas al
primer CV de ese paciente.

Hemos de tener en cuenta que estamos trabajando con simulaciones,
no estamos prediciendo futuras observaciones a partir de las primera, por
lo tanto necesariamente existirá una diferencia entre los CV �reales� y los
�simulados�, debido a las distintas fuentes de aleatoriedad existentes.

Por lo tanto, como se puede ver, los CV simulados son similares a los
reales, pero no idénticos.

Como medida numérica de la bondad de las estimaciones, vamos a cal-
cular el error cuadrático medio normalizado entre las medias de 50 CV
simulados (como los que mostramos en la �gura 5.9), y los valores reales:
ECM = 1

3×52

∑ (Yjt−Ȳ ∗jt)
2

Ȳ 2
ijt

, siendo Y ∗ los datos simulados. El ECM (error
cuadrático medio) obtenido fue 0.53.
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Figura 5.3: En a) tenemos el CV observado en un paciente de 49 años. En b), c)

y d) mediante simulación condicionada hemos simulado CV a partir del CV que

tenemos en a) con un retardo temporal de 1 año entre dos simulaciones consecutivas.
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Figura 5.4: Estimación Kriging de la �gura 5.3 a), a las edades de 50, 51 y 52 años.
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Figura 5.5: Simulaciones no condicionales de un proceso aleatorio gausianoZ de

media 0 y matriz de covarianzasV detallada en la ecuación 5.7. El retardo temporal

entre dos simulaciones consecutivas es de 1 año.
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Figura 5.6: Estimaciones Kriging de la �gura 5.5.
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Figura 5.7: En a) vemos el CV �real� de un paciente de 63 años. En b), c) y d)

hemos simulado condicionalmente CV a partir del primero, con un retardo temporal

de 1 año entre dos simulaciones consecutivas.
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Figura 5.8: En a) vemos el CV �real� de un paciente de 58 años. En b), c) y d)

hemos simulado condicionalmente CV a partir del primero, con un retardo temporal

de 1 año entre dos simulaciones consecutivas.



146 5. Simulación de CV

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

a)

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

b)

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

c)

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

d)

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

a)

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

e)

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

f)

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

g)

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

a)

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

h)

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

i)

0.0 0.4 0.8

0.
0

0.
4

0.
8

j)

Figura 5.9: Comparación de CV �reales� y �simulados�. En a), b), c) y d) vemos

4 CV �reales�, pertenecientes al mismo paciente a distintas edades. En e), f), y g)

vemos tres CV que han sido simulados condicionalmente a partir de a), al igual que

en h), i) y j), a las mismas edades que tenía el paciente en, b), c) y d).
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6.1. Introducción

Como un primer paso para el estudio espacio temporal de campos vi-
suales, en el capítulo 4, hemos modelizado la distribución espacio tempo-
ral de CV de pacientes sanos [101]. Este modelo nos ha permitido realizar
predicciones, simulaciones, y construir intervalos de con�anza para clasi�car
posiciones de nuevas exploraciones como �normales� o �enfermas�.

En este capítulo nos planteamos ampliar este modelo al caso de pacientes
con glaucoma.

Seguiremos utilizando la misma notación, llamandoYi,j,t a la observación
número t del paciente número i, posición número j; Yi,·,t = (Yi,1,t, Yi,2,t, · · · , Yi,52,t)

al vector con los 52 valores obtenidos en el test número t realizado al paciente
i, i ∈ {1, · · · , N}, t ∈ {t1, · · · , tni}, y �nalmente

Yi = (Yi,1,t1 , · · · , Yi,52,t1 , · · · , Yi,1,tni
, · · · , Yi,52,tni

)

al vector que recoge todas las observaciones que tenemos del paciente número
i. Identi�camos el �tiempo� t con la edad del paciente.

En el capítulo 4, al trabajar con CV de pacientes sanos, vimos que para
lograr estacionariedad en media y varianza necesitábamos transformar los
datos, aplicándoles una transformación de Box-Cox. En este capítulo vamos
a seguir trabajando con los datos sometidos a la misma transformación.

La diferencia con el trabajo que realizamos en el capítulo 4, es que ahora
en la base de datos tenemos CV tanto de pacientes sanos como de pacientes
enfermos. Pero en vez de hablar de CV sanos y de CV enfermos, vamos a
hablar de posiciones sanas y de posiciones enfermas dentro de cada CV. Cada
una de las posiciones de cada uno de los CV que hemos observado puede estar
�sana� o �enferma�, y dependiendo de esta condición, la intensidad de visión
que pueda percibir el paciente en ella será mayor o menor.

Para poder etiquetar cada una de las posiciones como �normal� o �en-
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ferma�, de�nimos una variable si,.,t = (si,1,t, si,2,t, · · · , si,52,t), con si,j,t = 0

si en el instante t la posición j−ésima del i−ésimo paciente está sana, y
si,j,t = 1 si está afectada por el glaucoma. Análogamente, denotaremos por
si al vector con todas las �etiquetas� de todas las posiciones observadas en
los distintos CV que tenemos del paciente número i, es decir:

si = (si,1,t1 , · · · , si,52,t1 , · · · , si,1,tni
, · · · , si,52,tni

)

En el capítulo 4, teníamos una base de datos con 131 pacientes sanos
con una única observación, 38 con 2, 9 con 3 y 8 con 4. Todos ellos satis-
faciendo unos requisitos mínimos de �abilidad. Añadimos ahora los CV que
tenemos de pacientes clasi�cados por los oftalmólogos como �CV con glauco-
ma�, juntando un total de 131 pacientes con una única exploración, y otros
160 pacientes cuyo número de exploraciones oscila entre 2 y 9.

Tras caracterizar el comportamiento de CV de pacientes sanos, en el capí-
tulo 4 construimos intervalos de con�anza para las intensidades percibidas
en cada posición. Estos intervalos de con�anza, a un nivel del95%, nos van
a permitir clasi�car cada una de las posiciones de todos los CV que tenemos
en nuestra base de datos como �sana� o �enferma�. Una vez tenemos todas
las posiciones etiquetadas, vamos a continuar trabajando suponiendo que
la clasi�cación es la correcta y que en todo momento es conocido el estado
(normal/enfermo) de cada una de las posiciones.

Siguiendo las mismas pautas que en el capítulo 4, empezaremos estudian-
do la distribución espacial de los CV.

6.2. Análisis espacial

Empezamos realizando un análisis exploratorio espacial de los datos, y
para tener repeticiones independientes del mismo suceso, extraemos aleato-
riamente de la base de datos un CV de cada uno de los pacientes. Entre
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estos CV tenemos algunos con todas sus posiciones sanas, otros con algunas
posiciones afectadas, y otros pocos con casi la totalidad de sus posiciones
afectadas por la enfermedad.

Al centrarnos en el análisis espacial, vamos a suprimir momentáneamente
el índice t de la notación, denotando ahora por Yij al valor observado en la
j−ésima posición del CV que hemos seleccionado del paciente númeroi.

Como ya hemos discriminado entre posiciones sanas y posiciones enfer-
mas, calculamos la media y la desviación típica de cada grupo de observa-
ciones en cada posición, y realizamos varios grá�cos para comparar los resul-
tados obtenidos. En la �gura 6.1 (a) vemos claramente que existen diferencias
en las medias dependiendo de si la posición es sana o enferma. La media em-
pírica de las observaciones tomadas en posiciones sanas, es mayor que la
media obtenida en las posiciones enfermas.

En el caso de pacientes sanos, hemos modelizado la media como:

µij = β0 + β1dist(xj , 0) + β2fila(xj) + β3edadi + f(j),

siendo f(·) una función suave que depende de la posición. Para conseguir
ahora que la media µij dependa de si la posición j−ésima es normal o defec-
tuosa, y buscando para ello el modelo más simple posible, podemos formular:

µijt = β0 + β1dist(xj , 0) + β2fila(xj) + β3edadit + f(j) + β4sijt (6.1)

siendo de nuevo f(·) una función suave que depende de la posición.
Con respecto a la varianza, en la �gura 6.1 (b), vemos que su compor-

tamiento en principio es análogo al de la media, ya que la varianza en posi-
ciones sanas también es mayor que la varianza en posiciones enfermas.

Para ayudarnos con la modelización, y comprender mejor las diferencias
entre medias y varianzas de posiciones sanas y de posiciones enfermas, en la
�gura 6.2 vemos una serie de mapas que re�ejan la disposición espacial de las
medias y varianzas empíricas obtenidas en cada posición. Podemos ver que
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Figura 6.1: En (a) vemos la media empírica de las observaciones recogidas en cada

posición, (en rojo tenemos la media para las posiciones enfermas, y en azul la de

las posiciones sanas ). Las posiciones han sido enumeradas del 1 al 52 siguiendo

el orden natural. En (b) tenemos un grá�co análogo para las varianzas empíricas.

Las varianzas para las posiciones enfermas (en rojo) son también las que presentan

valores más bajos.
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las medias tanto en posiciones sanas como enfermas tienen una estructura
�concéntrica� muy similar, por lo que la modelización dada en la ecuación
(6.1) puede ser adecuada.

Sin embargo, mirando los mapas de la varianza de la �gura 6.2, vemos
que en las posiciones enfermas ya no tenemos homogeneidad en la varianza,
por lo tanto deberemos buscar una nueva transformación de los datos para
poder seguir trabajando bajo la hipótesis de homogeneidad, o recurrir a
modelizaciones más complejas que tengan en cuenta esta heterogeneidad.

Siguiendo la idea del artículo de Cressie y Majure [40] en la que también
utilizan la Geoestadística en un problema espacio-temporal con heterogenei-
dad en la varianza, transformaremos los datos para conseguir homogeneidad,
y poder seguir, (trabajando con los datos transformados), más o menos los
mismos pasos que seguimos en el capítulo 4 en la modelización de pacientes
sanos.

6.3. Buscando homogeneidad en la varianza espa-
cial

Nuestro objetivo en este apartado es buscar una transformación con la
que obtengamos homogeneidad en la varianza. En el caso de posiciones sanas
vimos en el capítulo 4 que sí que podíamos suponer la varianza homogénea
(notar que estamos trabajando ya con los datos transformados por una trans-
formación de Box-Cox). El problema lo tenemos con las posiciones enfermas.
Para encontrar la transformación más adecuada para conseguir homogenei-
dad, continuamos trabajando con la base de datos �reducida� en la que te-
nemos un único CV de cada paciente.

A la vista de los grá�cos de la varianza de la �gura 6.2, y de estudios
de regresión comprobamos que tanto la distancia al centro de cada posición
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Figura 6.2: Mapas de medias y varianzas en posiciones sanas y en posiciones en-

fermas.
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como la �la en la que cada posición se encuentra, son covariables signi�cativas
para la varianza, por lo que proponemos modelizar para cada posiciónYij

V ar(Yij) = σ2 · exp{sij · (k1dist(xj , 0) + k2fila(xj))}

(cuando volvamos al contexto espacio-temporal, modelizaremosYijt como:
V ar(Yijt) = σ2 · exp{sijt · (k1dist(xj , 0) + k2fila(xj))}). Ya que con esta
formulación tenemos una varianza constante para las posiciones sanas, y
una varianza dependiendo de un conjunto de covariables, para las posiciones
enfermas.

Ajustamos por mínimos cuadrados este modelo a los valores obtenidos
empíricamente para la varianza en las posiciones enfermas, obteniendo para
k1 y k2 los valores: k1 = −1,0515, k2 = 0,3120, y construimos para cada
campo visual la matriz

Di = diag(σ2 · exp{si1 · (−1,05 · dist(x1, 0) + 0,31 · fila(x1))},
σ2 · exp{si2 · (−1,05 · dist(x2, 0) + 0,31 · fila(x2))}, · · · ,

· · · , σ2 · exp{si52 · (−1,05 · dist(x52, 0) + 0,31 · fila(x52))}) (6.2)

Para comprobar si este modelo que acabamos de ajustar para las va-
rianzas es adecuado, vamos a suponer por un momento que cada uno de
los campos visuales observados Yi ∼ N(µi, σ

2 · Di), siendo Di como en la
ecuación 6.2, y con

µi =




1 dist(x1, 0) fila(x1) edadi si1

1 dist(x2, 0) fila(x2) edadi si2

... ... ... ... ...
1 dist(x52, 0) fila(x52) edadi si52




︸ ︷︷ ︸
Xi

·




β0

β1

β2

β3

β4




︸ ︷︷ ︸
β

es decir, no consideramos dependencia espacial entre las posiciones.
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(a) (b)

Figura 6.3: En (a) vemos la media empírica de los resíduos y en (b) tenemos la

varianza empírica, también de los resíduos.

Si estimamos el parámetro β por mínimos cuadrados,

β̂ =
( ∑

i X
′
iDiXi

)−1( ∑
i X

′
iDiYi

)
, podremos construir los resíduos es-

tandarizados Ri = D
−1/2
i (Yi −Xi · β̂), y comprobar si ya podemos suponer

homogeneidad en la varianza. En la �gura 6.3 vemos los mapas para la media
y para la varianza empírica de los resíduos. Tras observar la �gura 6.3 (b), ve-
mos que con los datos transformados podemos seguir trabajando asumiendo
homogeneidad en la varianza.

Transformamos por tanto los datos, y abusando de notación volvemos a
denotar por Yi al CV resultante al transformar el originalYi. La transforma-
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ción es la siguiente:

Yi = D
−1/2
i Yi (6.3)

En adelante, y al menos que digamos lo contrario, al hablar de Y·,·,· nos
referiremos siempre a los datos transformados. Antes de continuar, modi�-
camos todos los datos de nuestra base de datos (i.e. aplicamos la ecuación 6.3
a todos los CV de todos los pacientes de nuestra base de datos �completa�).

6.4. Modelización espacio temporal

En este capítulo nos proponemos generalizar el modelo encontrado en el
capítulo 4 para que abarque la modelización de posiciones o CV tanto sanos
como enfermos.

Siguiendo las pautas de la Geoestadística, buscamos un modelo en el que
podamos expresar

Yi = µi + εi

siendo Yi = (Yi,1,t1 , · · · , Yi,52,t1 , · · · , Yi,1,tni
, · · · , Yi,52,tni

)′, y
εi = (εi,1,t1 , · · · , εi,52,t1 , · · · , εi,1,tni

, · · · , εi,52,tni
)′.

Tal y como vimos en la modelización de los pacientes sanos, para formu-
lar la media planteamos una modelización semiparamétrica, utilizando los
modelos aditivos de Hastie y Tibshirani [92], que nos permiten modelizarla
como:

µijt = β0 + β1dist(xj , 0) + β2fila(xj) + β3edadit + β4sijt + f(j) (6.4)

siendo f(·) una función suave, de la posición espacial en la que se toma cada
observación.

Combinando el método de mínimos cuadrados con el algoritmo back�t-
ting (algoritmo 2.1 capítulo 4), podemos estimar todos los parámetros de
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la media. En la tabla 6.1 podemos ver las estimaciones obtenidas para los
parámetros de la parte paramétrica, y en la �gura 6.4 podemos ver la esti-
mación de la super�cie suave.

Figura 6.4: Estimación de la super�cie suave f(x) que aparece en la formulación

de la media (ecuación 6.4).

Cuadro 6.1: Estimaciones de los parámetros de la media modelizada en la ecuación

6.4
β0 β1 β2 β3 β4

326237.47 -24994.37 4624.46 -2193.94 -87561.70

Una vez estimada la media, la restamos de todas las observaciones, y nos
quedamos con los resíduos. Para modelizar la estructura de covarianza, y de-
tectar las diferentes fuentes de aleatoriedad presentes en los datos, dibujamos
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el variograma espacio temporal empírico de estos resíduos. Recordemos que
el variograma espacio temporal empírico se calcula como:

γ̂(h, u) =
1
N

N∑

i=1

[
1

2 | N(h, u) |
∑

(j,k,t1,t2)∈N(h,u)

(Yi,j,t1 − Yi,k,t2)
2

]

Retardo esp
acia

l

Retardo tem
poral

V
ariogram

a

Figura 6.5: Variograma espacio temporal empírico.

De nuevo, al analizar el grá�co del variograma (�gura 6.5), detectamos
la presencia de las tres fuentes de aleatoriedad: un efecto aleatorio re�ejan-
do la variabilidad existente entre distintos pacientes, la correlación espacio-
temporal, y un término de error de medida.

Ahora debemos buscar un modelo paramétrico adecuado para ajustar
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esta super�cie. Como ya comentamos en los capítulos 3 y 4, el principal
problema que existe a la hora de modelizar una función de covarianzas, es
que debemos garantizar que la función resultante sea de�nida positiva.

Como nosotros queremos generalizar un modelo ya construido, vamos a
suponer que se mantiene la estructura de la matriz de varianzas covarianzas.
En el capítulo 4 utilizamos un modelo separable para modelizar la correlación
espacio temporal. Vamos a seguir utilizando el mismo modelo, y tras el ajuste
comprobaremos su bondad. Nuestro modelo quedará:

Yi = (Yi,1,t1 , · · · , Yi,52,t1 , · · · , Yi,1,tni
, · · · , Yi,52,tni

)

Yi = µi + εi

µijt = β0 + β1 · dist(xj , 0) + β2 · fila(xj) + β3 · edadit + β4 · sijt + f(xj)

Si llamamos:

Xi =




1 dist(x1, 0) fila(x1) edadit1 si1t1

... ... ... ... ...
1 dist(x52, 0) fila(x52) edadit1 si52t1

... ... ... ... ...
1 dist(x1, 0) fila(x1) edaditni

si1tni

... ... ... ... ...
1 dist(x52, 0) fila(x52) edaditni

si52tni




, y β =




β0

β1

β2

β3

β4




podemos formular:

µi = Xiβ + f(x)

εi = (εi,1,t1 , · · · , εi,52,t1 , · · · , εi,1,tni
, · · · , εi,52,tni

)

εi ∼ N(0, Vi)

Vi = V ar(ε) = ν2Ji + σ2Hi + τ2Ii
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Cuadro 6.2: Estimaciones de los parámetros del modelo de la distribución espacio

temporal de todos los pacientes
β0 β1 β2 β3 β4

5.2546e+05 -2.5824e+04 3.7241e+02 -2.3787e+03 -9.5882e+03

ν2 σ2 τ2

1.548006e+09 1.911588e+09 1.247544e+09

φ1 κ1 φ2 κ2

3.665576e-01 14 4.128466e-01 1.25

siendo Ji una matriz 52ni×52ni de unos, Ii una matriz identidad 52ni×52ni,
y siendo Hi otra matriz 52ni × 52ni. Si de�nimos dk

j = distancia(xj , xk),
tml =| tl − tm |, M(h, u) = matern(h, φ1, κ1) · matern(u, φ2, κ2), la matriz
Hi quedará de nuevo como:

Hi =




M(d1
1, t

1
1) · · · M(d52

1 , t11) · · · M(d1
1, t

ni
1 ) · · · M(d52

1 , tni
1 )

... . . . ... ... ... . . . ...
M(d1

52, t
1
1) · · · M(d52

52, t
1
1) · · · M(d1

52, t
ni
1 ) · · · M(d52

52, t
ni
1 )

... ... ... ... ... ... ...
M(d1

1, t
1
ni

) · · · M(d52
1 , t1ni

) · · · M(d1
1, t

ni
ni

) · · · M(d52
1 , tni

ni
)

... . . . ... ... ... . . . ...
M(d1

52, t
1
ni

) · · · M(d52
52, t

1
ni

) · · · M(d1
52, t

ni
ni

) · · · M(d52
52, t

ni
ni

)




Una vez construido el modelo, estimamos los parámetros combinando el
algoritmo de máxima verosimilitud con el algoritmo back�tting (algoritmo
2.2 capítulo 4). En la tabla 6.2 podemos ver las estimaciones obtenidas para
los parámetros del modelo, y en el grá�co 6.6 la super�cie suave estimada.
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Figura 6.6: Estimación de f(x) de la media de la distribución espacio temporal

conjunta.
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6.5. Bondad del modelo

Como una medida para estudiar la bondad del ajuste, podemos calcular
los resíduos estandarizados:

Ri = V̂i

−1
2 (Yi − µ̂i)

Si hemos conseguido un buen ajuste, la media de los resíduos debe ser
igual a cero y su variograma espacio temporal debe ser una super�cie cons-
tante igual a 1. En nuestro caso, al calcular la media muestral de los resíduos
estandarizados, obtenemos el valor de−0,0353.

Calculamos y dibujamos también el variograma espacio temporal em-
pírico de los resíduos. En la �gura 6.7 podemos ver un mapa con la media
empírica de los resíduos estandarizados en cada posición, y el variograma
espacio temporal empírico. A la vista de los resultados, podemos concluir
que hemos conseguido un ajuste bastante bueno.

6.5.1. Validación cruzada

Al igual que hicimos en el capítulo 4, además de estudiar los resíduos
del modelo, comprobaremos la bondad del ajuste mediante un método de
validación cruzada ( [199] o capítulo 3).

Al igual que hicimos allí, consideraremos únicamente a aquellos pacientes
que tenemos en la base de datos con tres observaciones o más, e iremos
extrayendo sucesivamente de la base de datos un campo visual de cada uno de
ellos. De esta forma estamos simpli�cando el estudio de validación cruzada,
pero reducimos considerablemente el tiempo computacional.

Una vez �quitado� cada uno de los campos visuales, volvemos a estimar
todos los parámetros, aplicamos kriging simple para predecir las observa-
ciones eliminadas, y calculamos la media de las diferencias entre los cam-
pos visuales observados y los obtenidos al aplicar el kriging con los nuevos
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Figura 6.7: (a)Media empírica de los resíduos estandarizados en cada posición. (b)

Variograma espacio temporal empírico calculado sobre los resíduos estandarizados.

parámetros. Si el valor obtenido (que llamamos media del error de validación
cruzada), está próximo a cero, nos indicará ausencia de sesgo, y la bondad
del ajuste. Por otro lado, la media del cociente entre la raiz cuadrada de
los errores de validación cruzada con la desviación estándar del kriging en
cada punto, no debe distar demasiado de 1, para tener una evidencia de la
adecuación del modelo.

Con nuestro modelo y nuestros datos, obtenemos el valor 5094.48 para la
media del error de validación cruzada, y un cociente de desviaciones estándar
igual a 0.8669.
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7.1. Introducción.

En este capítulo hacemos una revisión de los conceptos básicos de series
temporales multivariantes desde el punto de vista clásico y de la metodología
de Box y Jenkins [21]. Nos centraremos en el estudio de los modelos, técnicas
y metodología general, que necesitaremos en los capítulos 8 y 9 para construir
un modelo que caracterice la evolución espacio temporal de CV de pacientes
con glaucoma. No pretendemos profundizar en todos los modelos y métodos
desarrollados en la literatura, sino centrarnos en aquellos que puedan sernos
útiles en nuestra modelización.

La mayor parte del capítulo se ha escrito tras consultar los siguientes
textos [132, 85, 149, 167, 88], que se recomiendan como referencia para aquel
que quiera profundizar más en cualquiera de los puntos que aquí se traten.

Al hablar de una serie temporal multivariante, normalmente nos referimos
a un conjunto de observaciones de una variable k-dimensional, y, tomadas
en puntos igualmente espaciados en el tiempo, y es habitual plantearnos dos
objetivos: su análisis y la predicción de futuras observaciones. El objetivo del
análisis es resumir las propiedades de la serie y destacar sus rasgos carac-
terísticos. Para ello se puede trabajar tanto en el dominio del tiempo como
en el dominio de las frecuencias. En el dominio del tiempo centramos nues-
tra atención en las relaciones existentes entre las observaciones recogidas en
tiempos distintos, mientras que en el dominio de frecuencias nos centramos
más en estudiar sus movimientos cíclicos. Las dos formas de análisis no son
competitivas, sino complementarias, ya que procesan la misma información
bajo dos perspectivas distintas. En este trabajo utilizaremos únicamente el
análisis en el dominio del tiempo.

La principal razón para modelizar una serie temporal suele ser la de poder
utilizar el modelo para predecir futuras observaciones, y este será uno de los
�objetivos� que plantearemos en el capítulo 9.
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El primer paso en el análisis de una serie temporal es la selección de un
modelo matemático factible, y el modelo matemático que genera una serie
temporal es el proceso estocástico. Una serie temporal multivariante{yt} t =

0,±1,±2, · · · es una realización (o una parte �nita de una realización) de
un proceso estocástico multivariante en el espacioZ de los números enteros,
i.e. para t ∈ Z �jo, una función yt:Ω −→ <k con (Ω, A, P ) un espacio de
probabilidad, o, para un w ∈ Ω �jo, una secuencia de vectores yt(w), t ∈ Z.
El proceso estocástico subyacente se denomina proceso generador de la serie
temporal.

En adelante, al hablar de procesos estocásticos nos referiremos a proce-
sos estocásticos multivariantes, a no ser que en algún caso explicitemos que
trabajamos en el caso univariante.

Para caracterizar y/o describir un proceso estocástico deberemos conocer
la función de distribución conjunta de cualquier subconjunto �nito de{yt :

t ∈ S ⊂ Z}, aunque en la práctica a menudo será su�ciente con estudiar
y determinar los momentos de primer y segundo orden de la distribución.
Estos momentos se de�nen comoE(yt) := µt , V ar(yt) := Σt , Cov(yt, ys) =

E[(yt − µt)(ys − µs)]).
Veamos a continuación, en este contexto, una serie de de�niciones básicas

que ya vimos en el capítulo 3.

De�nición 1.1 Un proceso estocástico (serie temporal) es estacionario en
sentido débil (o estacionario en la covarianza), si existen los momentos de
primer y segundo orden, y no dependen de t, es decir si:

1. E(yt) = µy = cte ∀t ∈ T .

2. V ar(yt) = Σy = cte ∀t ∈ T .

3. Cov(yt, yt+k) = Γ(k) := Γk.
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De�nición 1.2 Una serie temporal {yt}, t = 0,±1,±2, · · · se dice esta-
cionaria en sentido estricto, si la distribución de probabilidad de los vectores
aleatorios (y1,t1 , y2,t2 , · · · , yk,tk) y (y1,t1+l, y2,t2+l, · · · , yk,tk+l) es la misma,
para tiempos t1, · · · , tk arbitrarios y ∀l = 0,±1,±2, · · · .

Aunque en el caso gausiano ambas son equivalentes, en general la esta-
cionariedad en sentido estricta es más exigente que la estacionariedad débil.
En adelante, al hablar de estacionariedad nos referiremos a la estacionariedad
débil, a menos que digamos lo contrario.

De�nición 1.3 Dada {yt} una serie temporal estacionaria, la covarianza
entre yt e yt+l dependerá sólo de la diferencia entre los tiempos de obser-
vación l. En este caso se de�ne la matriz de covarianzas cruzadas para el
retardo l como:

Γ(l) = E[(yt − µ)(yt+l − µ)′] =




γ11(l) γ12(l) · · · γ1k(l)

γ21(l) γ22(l) · · · γ2k(l)
... ... . . . ...
γk1(l) γk2(l) · · · γkk(l)




con

γij(l) = Cov(yit, yj,t+l) = E[(yit − µi)(yj,t+l − µj)]

De�nición 1.4 Dada yt una serie temporal (multivariante) estacionaria, se
de�ne la matriz de correlaciones cruzadas (temporal) para un retardol como:

ρ(l) = V
−1
2 Γ(l)V

−1
2 =




ρ11(l) ρ12(l) · · · ρ1k(l)

ρ21(l) ρ22(l) · · · ρ2k(l)
... ... . . . ...
ρk1(l) ρk2(l) · · · ρkk(l)




para l = 0,±1,±2, · · · , con V −1/2 = Diag{γ11(0)−1/2, · · · , γkk(0)−1/2}, y
γii(0) = V ar(yit). Donde: ρij(l) = Corr(yit, yj,t+l) = γij(l)/[γii(0)γjj(0)]1/2.
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Notar que al estar trabajando con procesos estacionarios se cumple que
γij(l) = γij(−l), y por tanto Γ(l)′ = Γ(−l) y ρ(l)′ = ρ(−l). Además las
matrices Γ(l) y ρ(l) son de�nidas no negativas, y por tanto veri�can que
∑n

i=1

∑n
j=1 b′iΓ(i− j)bj ≥ 0 para todo entero positivo n, y para cualesquiera

vectores b1, · · · , bn de dimensión k.

De�nición 1.5 Dada una serie temporal {yt} se de�ne el operador retardo,
L, como aquel operador tal que:

Lyt = yt−1

Análogamente L2yt := L(Lyt) = yt−2, y así sucesivamente.

Vamos a dedicar este capítulo al estudio de los modelos clásicos para
series temporales multivariantes. Empezaremos en la sección 7.2 estudiando
las series temporales multivariantes estacionarias, y dejaremos la sección 7.3
para estudiar las no estacionarias.

En los capítulos 8 y 9 utilizaremos la metodología que vamos a ir des-
cribiendo en este capítulo, para modelizar y analizar la distribución espa-
cio temporal de campos visuales. Las observaciones serán series temporales
multivariantes, y cada observación en el tiempo, así como una variable no
observada que asociaremos en cada posición, podrán ser consideradas como
un campo aleatorio de Markov. Por eso en este capítulo vamos a añadir una
tercera sección (sección 7.4) en la que veremos el concepto de campo aleato-
rio de Markov y en la que haremos un estudio sobre algunos algoritmos de
estimación de parámetros en estos modelos.

7.2. Series temporales multivariantes estacionarias.

En esta sección introducimos una clase muy importante de series tempo-
rales de�nidas en términos de ecuaciones lineales en diferencias con coe�cien-
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tes constantes. La imposición de esta estructura de�ne una familia paramétri-
ca de procesos estacionarios multivariantes. Vamos a estudiar en la sección
7.2.1 los procesos autoregresivos multivariantes (procesosV AR), los proce-
sos de medias móviles multivariantes (procesosV MA) en la sección 7.2.2, y
por último en 7.2.3 veremos los procesos autoregresivos de medias móviles
multivariantes (procesosV ARMA). De todos estos modelos, los que veremos
con más detalle serán los procesosV AR ya que serán los que utilizaremos en
los capítulos 8 y 9 en el análisis de campos visuales de pacientes afectados
por glaucoma. La estructura lineal de todos estos procesos conduce a una
teoría muy simple y hace que tengan una interpretación muy intuitiva.

Estos modelos se vieron muy popularizados a partir del trabajo de Box y
Jenkins [21]. La disponibilidad de códigos informáticos bien documentados,
ha ayudado mucho a su difusión y aplicabilidad.

7.2.1. Procesos autoregresivos multivariantes (ProcesosV AR).

Decimos una serie temporal{yt} es un proceso autoregresivo multivarian-
te, o que es un proceso V AR de orden p (V AR(p)), si podemos expresar:

yt = ν + A1yt−1 + A2yt−2 + · · ·+ Apyt−p + εt t = 0,±1,±2, · · · (7.1)

siendo yt = (y1t, y2t, · · · , ykt) un vector aleatorio de dimensión k; Ai matri-
ces k × k de coe�cientes (normalmente desconocidos); ν = (ν1, ν2, · · · , νk)

vector de ordenadas (también desconocidas), yεt = (ε1t, ε2t, · · · , εkt) un pro-
ceso aleatorio (ruido blanco gausiano), tal que E(εt) = 0, V ar(εt) = Σε,
Cov(εt, εs) = 0, ∀t 6= s.

Utilizando la notación de retardos, podemos expresar la ecuación (7.1)
como:

[Ik −A1L−A2L
2 − · · · −ApL

p]yt = ν + εt o:

Ap(L)yt = ν + εt
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siendo Ap(L) una matriz de polinomios en L.

Para estudiar bajo qué condiciones un procesoV AR(p) es estacionario, y
para encontrar de una forma sencilla las expresiones de la media marginal y
de la matriz de varianzas-covarianzas marginal, vamos a utilizar el hecho de
que cualquier proceso V AR(p) con p > 1, puede expresarse como un proceso
V AR(1), sin más que de�nir:

Yt =




yt

yt−1

...
yt−p+1




(kp×1)

υ =




ν

0
...
0




(kp×1)

ξt =




εt

0
...
0




(kp×1)

A =




A1 A2 · · · Ap−1 Ap

Ik 0 · · · 0 0

0 Ik · · · 0 0
... . . . 0

0 0 · · · Ik 0




(kp×kp)

Entonces la ecuación (7.1) es equivalente a:

Yt = υ + AYt−1 + ξt, ξt ∼ N(0,W ) (7.2)

con:

E(ξtξ
′
τ ) =





Σε si t = τ

0 en otro caso
W =




Σε 0 · · · 0

0 0 · · · 0
... ... . . . ...
0 0 · · · 0




(kp×kp)



7.2. Series temporales multivariantes estacionarias. 175

Calculamos los momentos de primer y segundo orden de este proceso:

Y1 = υ + AY0 + ξ1

Y2 = υ + AY1 + ξ2 = (I + A)υ + A2Y0 + ξ2 + Aξ1

Y3 = υ + AY2 + ξ3 = (I + A + A2)υ + A3Y0 + ξ3 + Aξ2 + A2ξ1

...

Yt =
t−1∑

i=0

Aiυ + AtY0 +
t−1∑

i=0

Aiξt−i (7.3)

...

Entonces:

E(Yt) =
t−1∑

i=0

Aiυ + AtE(Y0) +
t−1∑

i=0

AiE(ξt−i) =
t−1∑

i=0

Aiυ + AtE(Y0). (7.4)

Tomando varianzas en (7.2), suponiendo estacionariedad, y de�niendo
Ξ = V ar(Y (t)) ∀t, debe cumplirse que:

Ξ = AΞA′ + W. (7.5)

Para resolver esta ecuación, de�nimos el operadorvec, como un operador
que al aplicarlo sobre una matrizA de dimensión m× n, la convierte en un
vector columna mn× 1 al �apilar� las columnas de A una a continuación de
otra, es decir:

Si A =




a11 a12

a21 a22

a31 a32




(3×2)

entonces vec(A) =




a11

a21

a31

a12

a22

a32




(6×1)
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Si A,B y C son matrices cuyas dimensiones permiten que el producto
ABC exista, entonces:

vec(ABC) = (C ′ ⊗A) · vec(B)

con ⊗ representando al producto de Kronecker.
Si aplicamos el operador vec a los dos lados de la ecuación (7.5) ten-

dremos:

vec(Ξ) = (A′ ⊗A) · vec(Ξ) + vec(W ). De�niendo F = A′ ⊗A

vec(Ξ) = F · vec(Ξ) + vec(W )

vec(Ξ) = (I − F )−1vec(W ) (7.6)

Proposición 7.2.1 Una condición necesaria para que un proceso V AR(p)

como (7.2) sea estacionario es que todos los valores propios de la matrizA
sean en módulo menor que la unidad.

En la demostración vamos a ver que al hablar de estacionariedad nos estamos
re�riendo a estacionariedad suponiendo que el proceso empezó en un pasado
in�nito, llamaremos a este tipo de estacionariedad, estacionariedad asintóti-
ca. En adelante siempre que digamos que un proceso VAR es estacionario,
implícitamente estaremos suponiendo que esta estacionariedad es asintótica.

Demostración Vamos a suponer que todos los valores propios de A

son en módulo menor que la unidad, y comprobaremos a partir de aquí la
estacionariedad del modelo V AR, para ello veremos qué pasa con la media
y qué pasa con la varianza.

Media. En (7.4) hemos visto que

E(Yt) =
t−1∑

i=0

Aiυ + AtE(Y0)
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Si todos los valores propios de A tienen módulo menor que la unidad,
la secuencia Ai, i = 0, 1, · · · es absolutamente sumable, y:

(I + A + A2 + · · ·+ Ai) · υ i→∞−−−→ (I −A)−1 · υ

Además Ai tiende a 0 rápidamente cuando i → ∞ por tanto, en el
límite podemos ignorar el término At · E(Y0) (aunque en la práctica
el proceso ha empezado en un instante especí�co, es a menudo conve-
niente suponer que empezó en el pasado in�nito). Por tanto:

E(Yt) := µ = (I −A)−1υ constante ∀t (7.7)

Varianza. Sabemos por (7.6) que

vec(Ξ) = (I − F )−1vec(W ).

Para que vec(Ξ) exista, la matriz (I − F ) debe ser no singular. Si
existiera algún valor propio de A igual a la unidad esta condición ya
no se cumpliría, pero no es el caso.F = A′⊗A, y los valores propios de
A⊗A son de la forma λi · λj , (con λi, λj valores propios de A). Como
| λi |< 1 ∀i, (I − F ) es no singular, y la varianza existe y no depende
de t.

De�nición 2.1 Diremos que un proceso {yt} ∼ V AR(p) con Ap(L)yt =

ν + εt es estable, si todos los valores propios deA son en módulo menor que
la unidad.

La proposición 7.2.1 puede reformularse ahora diciendo que todo proceso
V AR(p) estable es estacionario.

Además, como los valores propios de la matrizA son aquellos valores λ

que cumplen:

| Ikλ
p −A1λ

p−1 −A2λ
p−2 − · · · −Ap |= 0 (7.8)
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hemos visto que un proceso V AR(p) como (7.2) es estacionario en sentido
débil si todos los valores propios deA son en módulo menor que la unidad,
es decir si todos los λ que cumplen (7.8) son en módulo menor que la unidad.
Equivalentemente, el proceso V AR(p) es estacionario en sentido débil si to-
dos los valores de z que cumplen que

| Ik −A1z −A2z
2 − · · · −Apz

p |= 0

son en módulo mayor que la unidad.

Expresión de la media y de la covarianza de un proceso VAR(p).

Si tenemos un proceso estacionario yt, tomado esperanzas en (7.1) ob-
tendremos la expresión del vector de medias marginal:

µy = ν + A1µy + A2µy + · · ·+ Apµy,

µy = (I −A1 −A2 − · · · −Ap)−1ν. (7.9)

La expresión de las autocovarianzas Γ(h), para un proceso V AR(p) es-
table vendrá dada por un conjunto de ecuaciones que permitirán su cálculo
recursivamente. Estas ecuaciones, que deduciremos a continuación, reciben
el nombre de �ecuaciones de Yule-Walker�.

Dado un proceso V AR(p), Yt = υ + AYt−1 + ξt, la varianza

V ar(Yt) := Ξ = E((Yt − µ) · (Yt − µ)′) =

= E

{



yt − µ

yt−1 − µ

· · ·
yt−p+1 − µ



×

[
(yt − µ)′ (yt−1 − µ)′ · · · (yt−p+1 − µ)′

]}
=
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=




Γ0 Γ1 · · · Γp−1

Γ′1 Γ0 · · · Γp−2

... ... . . . ...
Γ′p−1 Γ′p−2 · · · Γ0




Hemos visto queΞ = AΞA′+W , y que vec(Ξ) = (I−F )−1vec(W ) siendo
F = A′ ⊗A.

Si llamamos Ξh = E((Yt − µ)(Yt−h − µ)′), se cumplirá que Ξh = A Ξh−1

para h = 1, 2, · · · , o análogamente que Ξh = Ah Ξ para h = 1, 2, · · · , y como:

Ξh =




Γh Γh+1 · · · Γh+p−1

Γh−1 Γh · · · Γh+p−2

... ... . . . ...
Γ′h−p+1 Γ′h−p+2 · · · Γh




tendremos que:

Γh = Cov(yt, yt−h) = A1Γh−1 + A2Γh−2 + · · ·+ ApΓh−p. (7.10)

Estimación de parámetros.

Existen varios métodos que nos permiten estimar los parámetros de un
proceso autoregresivo multivariante.

Podríamos, por ejemplo, utilizar las ecuaciones de Yule-Walker que acabamos
de deducir (consultar por ejemplo [132] o [85] para ver el desarrollo de es-
tos métodos de estimación), sin embargo, en este apartado vamos a estudiar
la estimación de los parámetros del modelo por máxima verosimilitud, ya
que será éste el método que utilizaremos para estimar los parámetros en los
capítulos 8 y 9.

Supongamos por tanto que tenemos un procesoV AR(p) {yt},

yt = c + A1yt−1 + A2yt−2 + · · ·+ Apyt−p + εt con εt ∼ i.i.d.N(0, Σε)
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que hemos observado enT +p instantes en el tiempo, y que queremos estimar
sus parámetros por máxima verosimilitud.

La expresión de la verosimilitud completa en este tipo de modelos resulta
muy complicada, por ello lo habitual en este caso es trabajar con la función
de verosimilitud condicionada a las p primeras observaciones, y basar la
estimación en las T observaciones restantes.

La expresión de la verosimilitud condicionada es:

f(yT , yT−1, · · · , y1 | y0, y−1, · · · , y−p+1; Θ,Σε) con Θ = (c, A1, A2, · · · , Ap)′

Si llamamos Xt = (1 yt−1 · · · yt−p+1 yt−p), tendremos que:

yt | yt−1, yt−2, · · · , yt−p ∼ N(XtΘ,Σε)

y a partir de aquí ya podemos obtener la log-verosimilitud (condicionada):

L(Θ, Σε) =
T∑

t=1

log f(yt | yt−1, · · · , yt−p; Θ) =

=
−Tk

2
log(2π) +

T

2
log | Σ−1

ε | −1
2

T∑

t=1

[
(yt −XtΘ)′Σ−1

ε (yt −XtΘ)
]

Para simpli�car un poco más la notación, expresamos




y′1
y′2
...
y′T




︸ ︷︷ ︸
Y

=




1 y′0 y′−1 · · · y′−p+1

1 y′1 y′0 · · · y′−p+2
... ... ... . . . ...
1 y′T−1 y′T−2 · · · y−p+T




︸ ︷︷ ︸
X

·




c

A′1
A′2
...
A′p




︸ ︷︷ ︸
Θ

+




ε′1
ε′2
...
ε′T




︸ ︷︷ ︸
ε

siendo ahora ε =




ε′1
ε′2
...
ε′T



∼ N(0, IT ⊗ Σε)
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Si de�nimos Σ̃ = IT ⊗Σε, la log-verosimilitud (condicionada) quedará [180]:

L(Θ, Σ̃) =
−Tk

2
log(2π) +

T

2
log | Σ̃−1 | −1

2
tr

[
(Y −XΘ)′(Y −XΘ)Σ̃−1

]

(7.11)

Derivando e igualando a 0 obtendremos los estimadores máximo verosímiles
de los parámetros del modelo:

dL(Θ, Σ̃)
dΘ

=
d

dΘ

(
− 1

2
tr

[
(Y −XΘ)′(Y −XΘ)Σ̃−1

])
=

= −1
2

d

dΘ

(
tr

[
(Y ′Y Σ̃−1 − Y ′XΘΣ̃−1 −Θ′X ′Y Σ̃−1 + Θ′X ′XΘΣ̃−1

])
=

= −1
2
(−X ′Y Σ̃−1 −X ′Y Σ̃−1 + 2X ′XΘΣ̃−1)

Por lo que: Θ̂ = (X ′X)−1(X ′Y ) (7.12)

Como dada una matriz cuadradaM cualquiera, se cumple que:

dlog | M |
dM

= (M ′)−1

entonces:

dL(Θ, Σ̃)
dΣ̃−1

=
d

dΣ̃−1

(
T

2
log | Σ̃−1 | −1

2
tr

[
(Y −XΘ)′(Y −XΘ)Σ̃−1

])
=

=
T

2
Σ̃− 1

2
(Y −XΘ)′(Y −XΘ)

Por tanto:

ˆ̃Σ =
1
T

(Y −XΘ̂)′(Y −XΘ̂) (7.13)

Una vez estimados los parámetros nos planteamos la distribución asin-
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tótica de los estimadores. Para ello de�nimos:

x′t := [1 y′t−1 y′t−2 · · · y′t−p](1×(kp+1))

Q := E(xtx
′
t)

θ̂ := vec(Θ̂) (expresamos los parámetros estimados en forma

vectorial), con: θ̂i = [
T∑

t=1

xtx
′
t]
−1[

T∑

t=1

xtyit].

θ := vec(Θ) expresión en forma vectorial de los parámetros

poblacionales.

vech() operador que apila verticalmente los elementos de una matriz

simétrica que están sobre su diagonal o, equivalentemente,

por debajo de ella, i.e.

vech




σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33


 =




σ11

σ21

σ31

σ22

σ32

σ33




A partir de aquí se obtienen los siguientes resultados sobre la distribución
asintótica de los estimadores (las demostraciones, se pueden consultar por
ejemplo en [85, 132]):

a) θ̂
p−→ θ;

b) ˆ̃Σ
p−→ Σ̃;

c)
√

T (θ̂ − θ) L−→ N(0, (Σ⊗Q−1)), siendo ⊗ el producto de Kronecker .

d)



√

T [θ̂ − θ]
√

T [vech( ˆ̃Σ)− vech(Σ̃)]


 L→ N





 0

0


 ,


 (Σ̃⊗Q−1) 0

0 Σ22







Siendo Σ22 la matriz que en cada coordenada recoge la covarianza entre
pares de elementos de ˆ̃Σ−Σ̃. En particular el elemento deΣ22 correspondiente
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a la covarianza entre ˆ̃σij − σ̃ij y ˆ̃σlm − σ̃lm viene dado por σijσjm + σimσjl,
∀i, j, l, m = 1, 2, · · · , k.

Comprobación de la bondad del ajuste.

Hasta este momento, hemos estado suponiendo que nuestros datos se
podían modelizar utilizando un modeloV AR(p), y hemos visto cómo estimar
los parámetros del modelo. Dependiendo de cual sea nuestro objetivo �nal
tras la modelización, los métodos que vamos a ver en este apartado serán
más o menos �decisivos� a la hora de hablar de la �adecuación� del modelo.

Los modelos V AR pueden verse, en general, como métodos que propor-
cionan un �ltro para transformar los datos en series multivariantes de ruido
blanco. Si es éste el objetivo �nal del estudio, será muy importante disponer
de criterios para ver si realmente los resíduos del modelo pueden considerarse
generados por un proceso de ruido blanco multivariante, o si no. Por otro la-
do, el objetivo del estudio puede estar enfocado también en la realización de
predicciones. En este caso ya no será tan importante saber si los resíduos son
realmente ruido blanco gausiano, siempre y cuando el modelo proporcione
buenas predicciones.

En esta sección vamos a repasar brevemente herramientas para compro-
bar la bondad del ajuste. Así veremos dos procedimientos para decidir si
el orden (p) del modelo V AR que hemos elegido es adecuado, y veremos
también tests que nos permitan contrastar si los resíduos del modelo pueden
considerarse generados por un proceso de ruido blanco, y si siguen una dis-
tribución gausiana.

De todas formas, queremos destacar que son muchas las técnicas desarro-
lladas en la literatura para abarcar cada uno de los objetivos anteriores. En
[167, 132] o [85], pueden consultarse estos métodos mucho más detallados, y
encontrar otros que no comentamos aquí.
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Minimizando el error cuadrático medio de predicción.
Si la predicción es el objetivo �nal del análisis, tiene sentido elegir el orden
del modelo de forma que se minimice el error cuadrático medio de predicción.

Más adelante en esta sección, en el subapartado en que hablemos de cómo
hacer predicciones, veremos que dado un procesoV AR(p) ,{yt},

yt = c + A1yt−1 + A2yt−2 + · · ·+ Apyt−p + εt con εt ∼ i.i.d.N(0, Σε)

que hemos observado hasta un instante t, podemos plantearnos predecir su
valor en t + 1. A este valor lo llamaremos ŷt+1|t, y veremos (ecuación (7.15))
que el error cuadrático medio de predicción en este caso es:

ECM(ŷt+1|t) = Σε +
kp + 1

T
Σε =

T + kp + 1
T

Σε

siendo T el tamaño muestral, k la dimensión de la serie temporal, y p el
orden del proceso V AR ajustado. Para poder calcularlo (y minimizarlo),
deberemos reemplazar la matriz de covarianzas de los resíduos(Σε), por una
estimación, e idear alguna forma de resumir en un escalar el error cuadrático
medio, que resultará ser una matriz.

Supongamos que llamamos Σ̂ε al estimador máximo verosímil de Σε.
Akaike [2, 3] sugiere aproximar Σε por esta estimación corregida por sus
grados de libertad, y calcular el determinante de la matriz resultante. Este
criterio se llama criterio de error de predicción �nal (FPE) y se de�ne como:

FPE(p) = det

[
T + kp + 1

T
· T

T − kp− 1
· Σ̂ε

]
=

=
[
T + kp + 1
T − kp− 1

]k

· det(Σ̂ε)

Por tanto este método propone plantear y estimar los parámetros de
modelos VAR de varios órdenes, y quedarnos con el modelo de aquel orden
que minimice el valor de FPE(p).
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Basándose en otro razonamiento distinto, Akaike [4] derivó otro criterio
muy similar al que acabamos de exponer, que se conoce con el nombre de
AIC (Criterio de Información de Akaike). Para un proceso V AR(p) este
criterio se de�ne como:

AIC(p) = ln | Σ̂ε | +2pk2

T

y también nos quedaremos con el orden p del proceso que minimice esta
cantidad.

Lutkepol [132] compara la e�cacia de estos estimadores, y hace hincapié
en destacar el buen comportamiento de los dos criterios al trabajar con
muestras pequeñas. Además, destaca que aunque trabajemos con muestras
pequeñas puede ser que estos criterios no nos proporcionen el orden más
adecuado para el modelo, pero sí que proporcionan el orden que minimiza el
error cuadrático medio de predicción. Por último, comenta también que es-
tos dos criterios di�eren esencialmente en un término de ordenO(T−2), por
lo que serán prácticamente equivalentes para valores deT moderados o altos.

Tests de Cociente de Verosimilitud para comprobar el orden del
proceso V AR ajustado.
Al estar nuestro modelo basado en una distribución gausiana, uno de los
métodos más sencillos para realizar contrastes de hipótesis sobre la ade-
cuación del modelo, será el de realizar tests de cocientes de verosimilitudes.

En esta sección, en el subapartado en el que hemos visto la estimación
de parámetros, hemos obtenido la expresión de la verosimilitud y hemos
calculado los estimadores máximo verosímil de los parámetros del modelo.
Sustituyendo la expresión de los estimadores en la verosimilitud, se obtiene
fácilmente que:

L(Θ̂, ˆ̃Σ) =
−Tk

2
log(2π) +

T

2
log | ˆ̃Σ−1 | −Tk

2
.
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Esto simpli�ca mucho la realización de tests de cocientes de verosimili-
tudes.

Para comprobar la adecuación del orden del proceso V AR ajustado,
podemos contrastar que el orden sea p = p0 (orden que hemos ajustado),
frente a la alternativa de que sea otro valor p = p1 > p0. El doble del
cociente de verosimilitudes, en este caso, será:

2(L∗1 − L∗0) = T{log | ˆ̃Σ−1
1 | −log | ˆ̃Σ−1

0 |} (7.14)

que bajo la hipótesis nula tendrá asintóticamente una distribuciónχ2 con
k2(p1 − p0) grados de libertad.

Para el caso de muestras pequeñas, Sims ([187], pag 17) sugiere una
modi�cación al test de cociente de verosimilitudes, y recomienda sustituir
(7.14) por

(T − (kp + 1)){log | ˆ̃Σ−1
1 | −log | ˆ̃Σ−1

0 |}

que es más conservador.

Distribuciones asintóticas de la autocovarianza y autocorrelación
de un proceso de ruido blanco.
Si el modelo ajustado es adecuado a los datos, podremos modelizar los resí-
duos como un proceso de ruido blanco. Fuller [57] y Hannan [87] entre otros,
estudiaron las distribuciones asintóticas de las autocovarianzas y autocorre-
laciones de un proceso de ruido blanco multivariante.

Sea ut un proceso de ruido blanco de dimensión k, con una matriz de
varianzas-covarianzas no singular, Σu, (y una matriz de correlaciones ρu).
Estimamos las matrices de autocovarianza deut con:

Ci =
1
T

T∑

t=i+1

utu
′
t−i i = 0, 1, · · · , h < T
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Proposición 7.2.2 Sea ut un proceso estandarizado de ruido blanco, inde-
pendiente e idénticamente distribuido, es decirut y us tienen la misma dis-
tribución multivariante con matriz de covarianzas no singularΣu, y matriz
de correlación ρu. Entonces, ∀h ≥ 1,

√
Tch

d−→ N(0, Ih ⊗ Σu ⊗ Σu) y
√

Trh
d−→ N(0, Ih ⊗ ρu ⊗ ρu)

siendo ch := vec(Ch), Ch = (C1, C2, · · · , Ch) las matrices de autocovarianza
estimadas hasta un retardo h, rh := vec(Rh) y Rh = (R1, R2, · · · , Rh) las
matrices de autocorrelación estimadas hasta un retardoh.

(La demostración puede encontrarse, entre otros, en [57, 87]).

Notar que el segundo resultado implica que las varianzas de la distribu-
ción asintótica de los elementos de

√
Trh son todas igual a la unidad, por lo

tanto, para muestras grandes, para i > 0,
√

Trmni (siendo rmni el elemento
(m, n)-ésimo de Ri), tendrá aproximadamente una distribución normal es-
tándar. Si asumimos una signi�cación aproximadamente del5% y llamamos
ρmni a los verdaderos coe�cientes de correlación correspondientes armni, el
contraste:





H0 : ρmni = 0

H1 : ρmni 6= 0

rechazará la hipótesis nula si:

| √Trmni |> 2 o, equivalentemente: | rmni |> 2/
√

T .

Por tanto, una forma sencilla de cotrastar la hipótesis de que una serie
temporal múltiple es ruido blanco, será calcular las correlaciones y comparar
sus valores absolutos con 2/

√
T . La hipótesis de ruido blanco es rechaza-

da si alguno de los coe�cientes de correlación estimados excede esta cota.
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Este método goza de gran popularidad debido a su sencillez, pero puede ser
conveniente no basarse exclusivamente en él, ya que realiza un contraste de
hipótesis sobre cada una de las autocorrelaciones de los resíduos del modelo,
basándose en que estos son asintóticamente independientes.

Notar también que estamos trabajando con distribuciones asintóticas,
por lo tanto, este resultado no será demasiado bueno cuando el tamaño de
la muestra sea pequeño.

Test de Pormanteau.
Los �Tests de Pormanteau� son tests globales para estudiar las autocorrela-
ciones de los resíduos hasta un retardo h. La versión multivariante de estos
tests ha sido estudiada entre otros por [99, 162, 127].

Este test, realiza un contraste de hipótesis sobre un conjuntos de coe�-
cientes de correlación residual, calculados hasta un retardoh. El test pro-
puesto es el siguiente:





H0 : ρh = (ρ1, ρ2, · · · , ρh) = 0

H1 : ρh 6= 0

Utilizando la misma notación que hemos utilizado en el apartado anterior,
el estadístico propuesto es:

Ph = T
h∑

i=1

tr(R′
iR
−1
0 RiR

−1
0 )

Obviamente este estadístico es muy sencillo de calcular a partir de los resí-
duos. En el libro de Lutkepohl [132], puede encontrarse la demostración de
que este estimador sigue una distribuciónχ2 con k2(h−p) grados de libertad.

Notar que volvemos a estar trabajando con distribuciones asintóticas.
Para muestras pequeñas se ha sugerido modi�car el estadístico de test ([41,
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130] o [99]), y utilizar

P̄h = T 2
h∑

i=1

(T − i)−1tr(R′
iR
−1
0 RiR

−1
0 ).

Test de Normalidad.
Como es de sobra conocido, una forma muy sencilla de contrastar normali-
dad, se basa en los momentos centrales de tercer y cuarto orden de la dis-
tribución normal. La generalización de estas medidas de asimetía y curtosis
al caso multivariante han sido propuestas por Mardia [137] y Seber [181],
quienes para una v.a. multivariante, x, de dimensión k, que suponemos que
sigue una distribución de mediaµ y matriz de varianzasΣ, proponen de�nir:

β1k = E[{(y − µ)′Σ−1(x− µ)}3]

β2k = E[{(y − µ)′Σ−1(x− µ)}2]

siendo y una v.a. independiente dex pero con la misma distribución. Cuando
x ∼ Nk(µ,Σ), β1k = 0 y β2k = k(k + 2) [181].

Otros autores [132], en vez de utilizar estos índices multivariantes, pre-
�eren seguir trabajando con índices univariantes. Si ut es un proceso gau-
siano multivariante, de dimensión k, de forma que ut ∼ N(µu, Σu), y P es
una matriz triangular inferior, con elementos en la diagonal positivos, tal que
P · P ′ = Σu, entonces P−1 · (ut − µu) ∼ N(0, Ik).

Si de�nimos wt = P−1(ut − µu) = (w1t, w2t, · · · , wkt)′ ∼ N(0, Ik), las
componentes de wt son independientes, entonces podemos utilizar tests uni-
variantes para ver si todas las wt ∼ N(0, 1). Notar que con este método no
estamos comprobando que wt sigue una distribución normal multivariante,
sino que cada una de sus componenteswit es normal univariante.

Cómo hacer predicciones.

Uno de los principales objetivos del análisis de series temporales es la
predicción de futuras observaciones, a partir de la información recogida hasta
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el instante t.

Normalmente al hacer predicciones, se de�ne la �predicción óptima� como
aquella que minimiza una función de coste escogida con antelación. Por lo
tanto, a la hora de hacer una predicción se busca minimizar el coste o la
pérdida esperada. En general las predicciones dependerán por tanto de la
función de pérdida a minimizar.

En el contexto de modelos V AR, los predictores que minimizan elECM

(error cuadrático medio) de predicción son los más utilizados, es decir, si
queremos predecir una observaciónyt+h, el mejor predictor según este méto-
do será aquel ŷt+h que minimize

ECM(ŷt+h) := E[(yt+h − ŷt+h)2]

[70, 72] entre otros, probaron que la predicción que minimiza elECM , tam-
bién minimiza un amplio rango de funciones de pérdida diferentes alECM .

Supongamos que hemos modelizado un proceso como unV AR(p), que
tenemos observaciones hasta un instante t, y que queremos predecir futuras
ocurrencias del proceso.

La predicción del valor yt+h se basará en el hecho, conocido en la litera-
tura estadística, de que la predicción óptima en el sentido de minimizar el
ECM de predicción coincide con la esperanza de la distribución de probabi-
lidad condicionadaE(yt+h | {ys : s ≤ t}) (la demostración puede encontrarse
por ejemplo en [132]).

Como estamos trabajando con un procesoV AR(p) ,{yt},

yt = c + A1yt−1 + A2yt−2 + · · ·+ Apyt−p + εt con εt ∼ i.i.d.N(0, Σε)
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tomando esperanzas condicionadas:

ỹt+1|t := E(yt+1 | y1, · · · , yt) =

= c + A1E(yt | y1, · · · , yt) + A2E(yt−1 | y1, · · · , yt) + · · ·+
+ApE(yt−p+1 | y1, · · · , yt) = c + A1yt + A2yt−1 + · · ·+ Apyt−p+1

ỹt+2|t := E(yt+2 | y1, · · · , yt) =

= c + A1E(yt+1 | y1, · · · , yt) + A2E(yt | y1, · · · , yt) + · · ·+
+ApE(yt−p+2 | y1, · · · , yt) = c + A1ỹt+1 + A2yt + · · ·+ Apyt−p+2

...

obtendremos las predicciones de forma recursiva.
Estas expresiones serán válidas en caso de que los parámetros del modelo

V AR sean conocidos (no se hayan estimado). Si las predicciones se realizan
a partir de estimaciones de los parámetros, tendremos que cambiar en las
ecuaciones anteriores los coe�cientes c, A1, A2, · · · , Ap por sus estimaciones
ĉ, Â1, Â2, · · · , Âp.
Vamos a separar en dos pasos el cálculo de la varianza de las predicciones.
Primero supondremos que los coe�cientes del modelo son conocidos, y luego
calcularemos la varianza de las predicciones cuando se han estimado los
parámetros.

1. Parámetros del modelo V AR conocidos.

La predicción en t + 1 condicionada a la información hasta el instante
t se obtiene:

yt+1 = c + A1yt + A2yt−1 + · · ·+ Apyt−p+1 + εt+1

ỹt+1|t = c + A1yt + A2yt−1 + · · ·+ Apyt−p+1



 →

→ yt+1 − ỹt+1|t = εt+1
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Si de�nimos B0 = I tenemos: yt+1 − yt+1|t = B0εt+1.

La predicción en t + 2 condicionada a la información hasta el instante
t es:

yt+2 = c + A1yt+1 + A2yt + · · ·+ Apyt−p+2 + εt+2

ỹt+2|t = c + A1ỹt+1|t + A2yt + · · ·+ Apyt−p+2



 →

→ yt+2 − ỹt+2|t = εt+2 + A1εt+1

Si llamamos B1 = A1 tendremos que yt+2 − ỹt+2|t = B0εt+2 + B1εt+1.

Si de�nimosB0 = I; B1 = A1; y Bs = A1Bs−1+A2Bs−2+· · ·+ApBs−p

para s = 1, 2, · · · , y Bs = 0 ∀s < 0, es facil ver por inducción que:

yt+s − ỹt+s|t = εt+s + B1εt+s−1 + · · ·+ Bs−1εt+1

Entonces:

ECM(ỹt+s|t) := E[(yt+s − ỹt+s|t)(yt+s − ỹt+s|t)′] =

= V ar[εt+s + B1εt+s−1 + B2εt+s−2 + · · ·+ Bs−1εt+1] =

= Σε + B1ΣεB
′
1 + B2ΣεB

′
2 + · · ·+ Bs−1ΣεB

′
s−1

E[(yt+s − ỹt+s|t)(yt+s − ỹt+s|t)′] =
s−1∑

i=0

BiΣεB
′
i

Notar que:ECM(ỹt+s|t) = ECM(ỹt+s−1|t)+Bs−1ΣεB
′
s−1, por lo tanto

el error de predicción será mayor cuanto a más largo plazo estemos
haciendo las predicciones.

En la sección 7.2.2 veremos que todo procesoV AR(p) puede expresarse
como: yt = c +

∑∞
i=0 Biεt−i con Bi como los que hemos de�nido en

este apartado. Por lo tanto cuando s −→ ∞, ECM(ỹt+s|t) = Γ0 =

V ar(yt) =
∑∞

i=0 BiΣεB
′
i
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2. Parámetros del modelo V AR estimados.
De una forma muy parecida a la anterior, se demuestra que en este
caso:

ECM(ŷt+h|t) =
h−1∑

i=0

BiΣεB
′
i + E[(ỹt+h|t − ŷt+h|t)2]

Para calcular E[(ỹt+h|t − ŷt+h|t)2] usamos la distribución asintótica de
los estimadores Θ̂ = (ĉ, Â1, · · · , Âp), y llegamos a que:

ECM(ŷt+h|t) =
h−1∑

i=0

BiΣεB
′
i +

1
T

Ω(h) con:

Ω(h) =
h−1∑

i=0

h−1∑

j=0

tr

[
(P ′)h−1−iΓ−1P h−1−jΓ

]
BiΣεB

′
j

siendo:

P :=




1 0 0 · · · 0 0

c A1 A2 · · · Ap−1 Ap

0 Ik 0 · · · 0 0

0 0 Ik · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · Ik 0




(kp+1)×(kp+1)

;

Zt :=




1

yt

...
yt−p+1




(kp+1)×1

y Γ := E(ZtZ
′
t)

La demostración de este resultado puede encontrarse en [132], páginas
87-88.

A partir de este resultado, es conveniente �jarse en la varianza del error
de predicción cuando predecimos ent+1, condicionada a la información



194 7. Series temporales multivariantes y C.A.M.

recogida hasta t. En este caso:

ECM(ŷt+1|t) = B0ΣB′
0 +

1
T

Ω(1) con:

Ω(1) = tr

[
(P ′)1−1Γ−1P 1−1Γ

]
B0ΣεB

′
0

Por lo tanto:

ECM(ŷt+1|t) = Σε +
kp + 1

T
Σε =

T + kp + 1
T

Σε (7.15)

Este resultado destaca que el error cuadrático medio de predicción a
un paso, cuando los coe�cientes del proceso V AR se han estimado,
depende tanto de la dimensión k del proceso, como del orden p, como
del tamaño muestral utilizado para la estimación.

Intervalos de con�anza para las predicciones.

Estamos trabajando con:

yt = c + A1yt−1 + A2yt−2 + · · ·+ Apyt−p + εt con εt ∼ i.i.d.N(0, Σε),

y acabamos de ver que bajo estas condiciones,

yt+s − ŷt+s|t ∼ N(0, ΣPred) (7.16)

donde ΣPred =
∑s−1

i=0 BiΣεB
′
i si los parámetros del modelo V AR eran cono-

cidos, o ΣPred =
∑s−1

i=0 BiΣεB
′
i + 1

T Ω(s) si los parámetros del modelo eran
desconocidos y se han estimado con anterioridad. Por lo tanto el error de
predicción de cada componente individual es normal, y si llamamos ŷi,t+s|t
a la i−ésima componente de ŷt+s|t, y llamamos σi,s a la raíz cuadrada del
i−ésimo elemento de la diagonal deΣPred, tendremos que:

yi,t+s − ŷi,t+s|t
σi,s

∼ N(0, 1)
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Por lo tanto un intervalo de con�anza al (1− α)% para yi,t+s será:

[ŷi,t+s|t − zα/2σi,s, ŷi,t+s|t + zα/2σi,s]

A partir de (7.16) también podemos construir intervalos de con�anza
conjuntos para dos o más variables. Por ejemplo, supongamos que quere-
mos construir un intervalo de con�anza para lasN primeras componentes.
Entonces si de�nimos la matriz F = [IN 0]N×k, entonces:

[yt+s − ŷt+s|t]′F ′(FΣPredF
′)−1F [yt+s − ŷt+s|t] ∼ χ2

N

Para simpli�car notación, en la ecuación anterior hemos denotado por
ΣPred =

∑s−1
i=0 BiΣεBi.

Ahora se puede utilizar la distribuciónχ2
N para construir el �elipsoide de

con�anza� para las primerasN componentes del proceso, con la signi�cativi-
dad deseada.

En la práctica, la construcción de este elipsoide puede resultar engorrosa
si el valor de N es mayor de 2 o 3, y otros métodos para construir intervalos
de con�anza pueden ser más adecuados en este caso. Entre ellos destacar el
�método de Bonferroni�, que podemos encontrar detallado en la página35

de [132].

7.2.2. Procesos de medias móviles multivariantes (Procesos
MA).

En el apartado anterior hemos estudiado los procesos autoregresivos mul-
tivariantes. En la modelización clásica de series temporales estacionarias se
trabaja normalmente con tres tipos de modelos: los modelos autoregresivos
(que ya hemos visto), los modelos de medias móviles (a los que dedicamos
este apartado), y los modelos autoregresivos de medias móviles (que veremos
en el apartado siguiente).
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Nuestra motivación para esta revisión teórica, es la de revisar los resul-
tados que aplicaremos en los capítulos 8 y 9. Como allí trabajaremos única-
mente con procesos autoregresivos, veremos los procesos de medias móviles y
los autoregresivos de medias móviles muy por encima. Para saber más acerca
de estos procesos recomendamos consultar [85] y [132].

Un proceso de medias móviles de orden q (un proceso MA(q)) toma la
forma:

yt = µ + εt + B1εt−1 + B2εt−2 + · · ·+ Bqεt−q

siendo Bj matrices de coe�cientes, y εt = (ε1t, ε2t, · · · , εkt) un proceso de
ruido, i.e. E(εt) = 0, V ar(εt) = Σε, Cov(εt, εs) = 0, ∀t 6= s. Entonces:

E(yt) = µ

V ar(yt) = Γ0 = E[(yt − µ)(yt − µ)′] =

= E[εtε
′
t] + B1E[εt−1εt−1]B′

1 + · · ·+ BqE[εt−qεt−q]B′
q =

= Σε + B1ΣεB
′
1 + · · ·+ BqΣεB

′
q

Cov(yt, yt−h) =





BhΣε + Bh+1ΣεB
′
1 + · · ·+ BqΣεBq−h 1 ≤ h ≤ q

ΣεB
′
−h + B1ΣεB−h+1 + · · ·+ Bq+hΣεB

′
q −q ≤ h ≤ −1

0 | h |> q

con B0 = I.
Por tanto cualquier procesoMA(q) multivariante es estacionario en sen-

tido débil.

Proposición 7.2.3 Cualquier proceso V AR(p) estacionario, es equivalente
a un proceso MA(∞).

DemostraciónAl empezar a hablar de los procesosV AR(p), en la ecuación
(7.3) vimos que si consideramos que el procesoV AR(p) se ha iniciado en un
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pasado in�nito, podemos llegar a que

Yt = µ +
∞∑

i=0

Aiξt−i (7.17)

Con

A =




A1 A2 · · · Ap−1 Ap

Ik 0 · · · 0 0

0 Ik · · · 0 0
... . . . 0

0 0 · · · Ik 0




(kp×kp)

Como Yt = (yt, yt−1, · · · , yt−p+1)′ si multiplicamos (7.17) por la matriz J =

[Ik 0 · · · 0] tendremos

yt = JYt = Jµ +
∞∑

i=0

JAiJ ′Jξt−i = Jµ +
∞∑

i=0

JAiJ ′εt−i (7.18)

Si el proceso yt es estable, todos los valores propios de la matrizA serán en
módulo menor que 1, por tanto la serie Ai es absolutamente sumable, y la
serie JAiJ ′ también lo es, luego (7.18) está bien de�nida.

A partir de esta expresión, es fácil ver la relación existente entre las
matrices Ai del modelo expresado en forma autorregresiva, y las matricesBi

del modelo expresado en forma de medias móviles.

Bi = JAiJ →





B0 = I

B1 = A1

B2 = A2
1 + A2 = A1B1 + A2

...
Bi = A1Bi−1 + · · ·+ ApBi−p, ∀i ≥ 1, con Bj = 0 ∀j < 0

(7.19)

Cómo hacer predicciones.

Por último, veamos cómo hacer predicciones cuando tenemos modelos de
medias moviles, a partir de la información recogida hasta el instantet.
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La �losofía a la hora de hacer las predicciones, es la que ya comentamos
en el apartado correspondiente para los procesos autoregresivos: la predicción
óptima es aquella que minimiza una función de coste elegida de antemano.
Por lo que la �nalidad es buscar el valor que minimice el coste o la pérdida
esperada.

La función de pérdida habitual sigue siendo elECM , y por lo tanto, la
predicción óptima coincide con la esperanza de la distribución de probabili-
dad condicionada E(yt+h | {ys : s ≤ t}), y se puede demostar que si yt sigue
un proceso MA(q) y tenemos observaciones hasta el instante t, podemos
obtener predicciones del proceso en el futuro como sigue:

ỹt+h|t =





µ +
∑q

i=h Biεt+h−i si h < q

µ si h = q

0 si h > q

(7.20)

y la varianza de estas predicciones será:

V ar(ỹt+h|t) =





∑q
i=h B′

iΣεBi si h < q

0 si h ≥ q
(7.21)

7.2.3. Procesos ARMA multivariantes.

La expresión general de un modelo V ARMA(p, q), donde p es el orden
de la parte autoregresiva, y q el orden de la parte MA es:

yt = ν + A1yt−1 + A2yt−2 + · · ·+ Apyt−p + εt + B1εt−1 + · · ·+ Bqεt−q

con εi ∼ N(0,Σε) i.i.d. ∀i.
De�niendo A(L) = I−A1L−· · ·−ApL

p y B(L) = I +B1L+ · · ·+BqL
q

podemos expresar el modelo V ARMA(p, q) como:

A(L)yt = ν + B(L)εt (7.22)

Decir que las propiedades de un procesoV ARMA dependen de las propiedades
que veri�quen la parte V AR y la parte MA.
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7.3. Series multivariantes no estacionarias.

7.3.1. Introducción.

En el apartado 7.2, hemos estudiado modelos para series temporales mul-
tivariantes estacionarias, y hemos visto que estas series se pueden modelizar
como:

yt = ν + B(L)εt

siendo B(L) un polinomio de la formaB(L) = I +B1L+B2L
2 + · · ·+BqL

q,
q el orden del proceso (puede ser q = ∞ o cualquier número natural �nito);
donde las Bj son matrices de coe�cientes, y donde εt = (ε1t, ε2t, · · · , εkt) es
un proceso de ruido, i.e. E(εt) = 0, V ar(εt) = Σ, Cov(εt, εs) = 0, ∀t 6= s.

Estas series se caracterizan, por de�nición, por tener invariantes sus mo-
mentos de primer y segundo orden. Sin embargo, muchas de las series tem-
porales que aparecen en la práctica son no estacionarias, ya que presentan
tendencias, ciclos, movimientos estacionales, etc ... Por ello vamos a dedicar
este apartado a estudiar cómo trabajar con series no estacionarias.

Como las causas posibles de no estacionariedad son muy numerosas, nos
centraremos sólo en el estudio de tres tipos de no estacionariedad, que son
las que después nos aparecerán en los casos prácticos que estudiaremos en
los capítulos 8 y 9. Para un estudio más a fondo de procesos temporales no
estacionarios recomendamos consultar [85, 136, 120, 167, 163] o [132].

La causa más frecuente de no estacionariedad, es la debida a la aparición
de tendencias en las series temporales. En la literatura se proponen ma-
yoritariamente dos aproximaciones o modelizaciones para trabajar en estos
casos. La primera de las aproximaciones, consiste en incluir en el modelo una
tendencia temporal determinística y expresar:

yt = α + δt + B(L)εt (7.23)
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Procesos de este tipo reciben el nombre de �estacionarios en tendencia�, ya
que si pudiéramos restar la tendencia α + δt de (7.23) el proceso resultante
sería estacionario.

La segunda aproximación, viene dada por los procesos con raices uni-
tarias.

Vamos a estructurar este apartado como sigue: en la sección 7.3.2 estu-
diaremos los procesos estacionarios en tendencia, y en la sección 7.3.3 los
procesos con raices unitarias. En la sección 7.3.4 compararemos los dos tipos
de procesos, y por último en 7.3.5 hablaremos de otro tipo de procesos no
estacionarios como son los procesos con cambios en régimen.

7.3.2. Procesos estacionarios en tendencia

Los procesos estacionarios en tendencia son de la forma:

yt = α + δt + B(L)εt (7.24)

con yt = (y1t, y2t, · · · , ykt)′ ∀t, α = (α1, · · · , αk)′, δ = (δ1, · · · , δk)′, y siendo
B(L) = I +B1L+B2L

2 + · · ·+BqL
q, con Bj las matrices de coe�cientes con

q = ∞ o igual a cualquier número natural �nito y cumpliendo las condiciones
de estacionariedad de la proposición 7.2.1 y ecuación 7.19. Además εt =

(ε1t, ε2t, · · · , εkt) con E(εt) = 0, V ar(εt) = Σ, y Cov(εt, εs) = 0, ∀t 6= s.
Si los parámetros α y δ fueran conocidos, podríamos convertir el proceso
en estacionario simplemente restando la media, ya que la esperanza de un
proceso estacionario en tendencia resulta ser:

E(yt) := µt = α + δt

La estimación de los parámetros de un proceso estacionario en tendencia
suele hacerse por mínimos cuadrados ordinarios, pero las distribuciones asin-
tóticas de las estimaciones de estos coe�cientes no pueden calcularse siguien-
do las pautas utilizadas para los procesos estacionarios. Estas distribuciones



7.3. Series multivariantes no estacionarias. 201

serán ahora más complejas, ya que por ejemplo las estimaciones de los distin-
tos parámetros tendrán distintas velocidades de convergencia asintótica. La
aproximación general que se utiliza para obtener estas distribuciones asintó-
ticas fue sugerida por Sims, Sotck y Watson [187], y puede consultarse por
ejemplo en el capítulo 16 de [85].

Nosotros, no vamos a detenernos en la exposición de la teoría asintótica,
ni en obtener las expresiones de los estimadores de los parámetros, sino
simplemente en exponer la forma de trabajar y destacar aquellas propiedades
que distinguirán este tipo de procesos, de los procesos de raices unitarias que
veremos en la sección 7.3.3. Veremos también que este tipo de modelos no
será adecuado para la modelización que nos plantearemos en los capítulos 8
y 9.

Para predecir a partir de estos modelos, nos �jamos en la ecuación (7.20).
Sea cual sea el valor q del orden del proceso MA, si disponemos de observa-
ciones del proceso hasta un instante t, y queremos predecir futuras observa-
ciones, las ecuaciones de predicción serán:

ỹt+1|t := E(yt+1 | y1, · · · , yt) =

= α + δ(t + 1) + B1εt + B2εt−1 + · · ·+ Bqεt−q+1

ỹt+2|t := E(yt+2 | y1, · · · , yt) =

= α + δt+2 + B2εt + · · ·+ Bqεt−q+2

...

ỹt+q|t := E(yt+q | y1, · · · , yt) = µ

ỹt+q+k|t = α + δ(t + q + k) ∀k > 0

de donde podemos concluir que

ỹt+h|t =





α + δ(t + h) +
∑q

i=h Biεt+h−i si h < q

α + δ(t + h) si h ≥ q
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Por tanto:

ỹt+h|t − yt+h =





∑h−1
i=0 Biεt+h−i si h < q

0 si h ≥ q

y el error de predicción será:

E

(
yt+h − ỹt+h|t

)2

=





∑h−1
i=0 B′

iΣBi si h < q

0 si h ≥ q

Dejamos aquí estos resultados de momento. Los retomaremos en la sección
7.3.4, cuando veamos las diferencias entre estos procesos y los procesos con
raices unitarias.

7.3.3. Procesos con raices unitarias

En la sección 7.2.1 vimos que un procesoV AR(p),

yt = ν + A1yt−1 + · · ·+ Apyt−p + εt

es estacionario si todos los valores propios deA (siendo la matriz A como en
la sección 7.2.1) son en módulo menor que la unidad, i.e. si todos losλ que
cumplen: | Ikλ

p − A1λ
p−1 − A2λ

p−2 − · · · − Ap |= 0 son en módulo menor
que la unidad. Si existe algún valor propio deA que sea en módulo mayor o
igual que 1, el proceso será no estacionario.

La existencia de valores propios deA mayores que 1 da lugar a procesos
explosivos (i.e. procesos en los que la varianza tiende a in�nito, [132, 85]),
que resultan poco aplicables a casos prácticos. Por ello vamos a centrarnos
en el caso de que alguno de los valores propios deA sea igual a 1, y el resto
estén dentro del círculo unidad.

Si tenemos un proceso V AR(p), y A tiene m valores propios iguales a 1,
decimos que tenemos un proceso V AR(p) con m raices unitarias.



7.3. Series multivariantes no estacionarias. 203

Vamos ahora a distinguir entre varios tipos de procesos VAR con raices
unitarias. Todo proceso V AR(p) puede expresarse:

(Ik −A1L−A2L
2 −A3L

3 − · · · −ApL
p)yt = ν + εt (7.25)

pero teniendo en cuenta la siguiente igualdad de polinomios:

(Ik −A1L−A2L
2 −A3L

3 − · · · −ApL
p) =

= (Ik − ρL)− (ζ1L + ζ2L
2 + · · ·+ ζp−1L

p−1)(1− L)

con

ρ = A1 + A2 + · · ·+ Ap,

ζs = −[As+1 + As+2 + · · ·+ Ap], ∀s = 1, 2, · · · , p− 1,

podremos reformularlo como:

(Ik − ρL)yt − (ζ1L + ζ2L
2 + · · ·+ ζp−1L

p−1)(1− L)yt = ν + εt (7.26)

Si ρ = Ik, es decir

A1 + A2 + · · ·+ Ap = Ik, (7.27)

entonces

| Ik −A1 −A2 − · · · −Ap |= 0 (7.28)

por lo que el proceso será no estacionario. En este caso, la ecuación (7.26)
quedará:

(Ik − ζ1L− ζ2L
2 − · · · − ζp−1L

p−1)∆yt = ν + εt

Si las raices de | Ikλ
p−1ζ1λ

p−2 − ζ2λ
p−3 − · · · − ζp−1 |= 0 son ahora en mó-

dulo menor que la unidad, ∆yt será un proceso V AR(p − 1). Si ζ vuelve
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a tener un valor propio igual a 1, podremos repetir el todo el razonamien-
to anterior y concluir que∆2yt es un proceso V AR(p−2) y así sucesivamente.

Luego dado un proceso V AR(p) no estacionario con una raíz unitaria, se
cumple que:

| Ik −A1 − · · · −Ap |= 0

y en este caso puede ocurrir que Ik = A1 + A2 + · · · + Ap o que Ik 6=
A1 + A2 + · · ·+ Ap, ya que, aunque (7.27) implica (7.28), (7.28) no implica
necesariamente (7.27).

A continuación vamos a estudiar la clase particular de modelos no esta-
cionarios para los que se veri�ca (7.27). Estos modelos se llaman modelos
integrados, y hemos visto que al diferenciarlos darán lugar a procesos esta-
cionarios. Después veremos una clase más general de procesos no estaciona-
rios, llamados procesos cointegrados. Estos procesos veri�can (7.28) pero no
cumplen (7.27). Como en los capítulos posteriores no vamos a necesitarlos,
veremos su de�nición, y daremos referencias de dónde poder estudiarlos con
más profundidad.

Procesos integrados

Sea yt un proceso V AR(p) de dimensión k,

yt = ν + A1yt−1 + · · ·+ Apyt−p + εt

y supongamos que

Ik = A1 + A2 + · · ·+ Ap,

o dicho de otra forma, que el polinomio Ik −A1z −A2z
2 − · · · −Apz

p tiene
d < p raices unitarias, y el resto de raices fuera del círculo unidad. Entonces



7.3. Series multivariantes no estacionarias. 205

podemos escribir

Ik −A1L−A2L
2 − · · · −ApL

p = (1− L)dα(L),

siendo α(L) un polinomio en L de grado p− d, que ya satisface la condición
de estacionariedad, por lo tanto podemos expresar el modeloV AR(p) como

α(L)(1− L)dyt = ν + εt es decir,

α(L)∆dyt = ν + εt

y concluir que ∆dyt es un proceso V AR(p−d) estacionario. A partir de aquí
los pasos de estimación de parámetros, predicción, estudio de la bondad del
modelo, etc, ... pueden hacerse tal y como hemos visto para el caso de los
modelos V AR estacionarios.

Este tipo de modelos, que se transforman en estacionarios tras diferen-
ciarlos, se llaman modelos integrados, y se de�ne el orden de integración
como el número de veces que hay que diferenciar el proceso para lograr la
estacionariedad.

De�nición 3.1 Un proceso integrado {yt} se denomina procesoV ARIMA(p, d, q),
si tomando diferencias de ordend, el proceso resultante es unV ARMA(p, q).

En el capítulo 8, utilizaremos un modeloV ARI(1, 1) para modelizar la evolu-
ción temporal de los campos visuales. Diferenciaremos la serie para lograr
estacionariedad, y a partir de ahí trabajaremos como si tuviéramos un pro-
ceso V AR(1) estacionario.

Procesos cointegrados

Los procesos cointegrados, surgen en el ámbito de la economía, donde en
ocasiones se trabaja con variables económicas multivariantes, en las que se
puede observar que existe un equilibrio a largo plazo entre sus componentes.
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Existen situaciones, en que cada componente de la variable multivariante
por sí misma es un proceso no estacionario, pero donde una combinación de
las distintas componentes da lugar a un proceso estacionario.

Dado un proceso (una serie temporal) {yt} multivariante (de dimensión
k), se dice que es un proceso cointegrado de orden (d, b) (abreviadamente,
que yt ∼ CI(d, b)), si todas las componentes de yt son integradas de orden
d, y además existe una combinación lineal de las componentes deyt, cyt, con
c = (c1, c2, · · · , ck) 6= 0, que es integrado de orden d− b. Así por ejemplo, si
todas las componentes de yt son I(1), y cyt es estacionario (I(0)), entonces
se dice que yt ∼ CI(1, 1). Al vector c se le llama �vector de cointegración�.
Estos procesos fueron desarrollados en el contexto de modelización de series
económicas, e introducidos por [71, 53]. Desde entonces su popularidad en
el trabajo tanto teórico, como aplicado a modelizaciones econométricas, ha
ido en aumento.

A partir de la de�nición, podemos concluir de inmediato que un vector
de co-integración no es único.

A pesar de que la de�nición de sistema cointegrado es la que acabamos
de dar, la mayor parte de la literatura referente a procesos cointegrados, se
centra en el caso particular de procesosCI(1, 1) (cada componente yt ∼ I(1),
y existe una matriz C tal que Cyt ∼ I(0)). La particularización es tal, que
a menudo al hablar de procesos cointegrados ya se tiene en cuenta en la
de�nición que todas las componentes del procesoyt son I(1), y se dice que el
proceso es cointegrado de orden r, si existe una matriz C de rango r tal que
yt ∼ I(1) y Cyt ∼ I(0). Esta será la de�nición de cointegración que nosotros
adoptaremos también en adelante.

Proposición 7.3.1 Dado un proceso V AR(p)

yt = c + A1yt−1 + A2yt−2 + Apyt−p + εt (7.29)
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de dimensión k, si la matriz Π = Ik −A1− · · · −Ap es de rango r, entonces
el proceso {yt} es cointegrado de rango r < k .

La demostración es muy simple si re-escribimos (7.29) como:

yt − yt−1 = c− (Ik −A1)yt−1 + (Ik −A1)yt−2 −
−(I −A1 −A2)yt−2 + (I −A1 −A2)yt−3 −
−(I −A1 −A2 −A3)yt−3 + (I −A1 −A2 −A3)yt−4 −
−(I −A1 −A2 −A3 −A4)yt−4 + · · · −
−(I −A1 −A2 − · · · −Ap)yt−p + εt

ya que si llamamos D1 = −(I − A1), D2 = −(I − A1 − A2), · · · , Di =

−(I −A1 −A2 − · · · −Ai), la expresión anterior nos queda:

∆yt = c + D1∆yt−1 + D2∆yt−2 + · · ·+ Dp−1∆yt−p+1 −Πyt−p + εt

Si Π es una matriz de rango r < k, se puede factorizar como Π = HC

siendo H una matriz k × r, y C una matriz r × k, ambas de rango r. En
este caso, despejando el término que contiene yt−p en el segundo término
de la ecuación anterior, vemos que podemos expresar Πyt−p como combi-
nación lineal de procesos estacionarios, por lo que Πyt−p = HCyt−p debe
ser estacionaria, y debe seguir siendo estacionaria si lo multiplicamos por
(H ′H)−1H ′, por lo tanto Cyt es estacionaria, y cada �la de Cyt representa
una relación de cointegración.

Un desarrollo teórico sobre propiedades de estos modelos (en el caso mul-
tivariante), así como todo lo referente a estimación de parámetros y compro-
bación de la bondad del ajuste, puede encontrarse en [132, 85, 167].

Tests de integración y de cointegración

Tanto en [85] como en [132], podemos encontrar varios de los tests de in-
tegración y de cointegración propuestos en la literatura. Entre ellos podemos
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citar el test de Johansen [104] que construye un test de cociente de verosi-
militudes para contrastar un rango de cointegración especí�cor = r0, frente
a un rango de cointegración mayor r = r1. Y los tests de Engle y Granger
[53] y Engle y Yoo [54], quienes proponen una batería de tests que pueden
utilizarse para constrastar si existe una relación de cointegración entre un
conjunto de variables. Algunos de estos tests, necesitan testear en algún mo-
mento si existen raices unitarias en algún proceso univariante. Los test de
raices unitarias en el caso univariante, fueron desarrollados en gran parte
por Dickey y por Fuller en [57, 45]. Un test de raices unitarias para procesos
V AR(p) se discute en [55], y podemos encontrar otros tests de cointegración
en [159, 192].

Predicción a partir de procesos integrados

En este apartado vamos a extraer sólo las ecuaciones de predicción para
procesos integrados de orden 1. El no deducir las ecuaciones para un modelo
integrado o cointegrado de cualquier orden (en general), es debido a que
en los capítulos 8 y 9 sólo vamos a trabajar con modelos autoregresivos
integrados de primer orden. El sacar las ecuaciones en particular para este
caso, nos ayudará a comprender mejor la situación en el capítulo 9. De todas
formas, las ecuaciones de predicción para modelos integrados o cointegrados
de cualquier orden pueden encontrarse en la sección 11.3 de [132].

Nos centramos por tanto en un modelo autoregresivo integrado de orden
1. Para poder comparar con las predicciones en los modelos estacionarios en
tendencia, y al mismo tiempo calcular más fácilmente el error de predicción,
usaremos la representación MA(∞)(la relación entre ambas representaciones
la podemos encontrar en la ecuación 7.19). En la práctica, será mucho más
sencillo el hacer la predicciones de forma recursiva como vimos en la sección
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7.2.1 para un proceso VAR(p).

(1− L)yt = δ + B(L)εt i.e. ∆yt = δ + B(L)εt

siendo B(L) un proceso MA de orden in�nito.
Como hemos supuesto que la serie {yt} tenía únicamente una raiz uni-

taria, la serie ∆yt será estacionaria. En particular, ∆yt es un proceso esta-
cionario MA(∞), por lo tanto podemos aplicar las ecuaciones de predicción
de estos procesos (ec 7.20) y tendremos que:

∆ỹt+h|t = ỹt+h|t − ỹt+h−1|t = δ +
∞∑

i=h

Biεt+h−i

y como

ỹt+h|t = (ỹt+h|t − ỹt+h−1|t) + (ỹt+h−1|t − ỹt+h−2|t) + · · ·+ (ỹt+1|t − yt) + yt =

= ∆ỹt+h|t + ∆ỹt+h−1|t + · · ·+ ∆ỹt+1|t + yt =

= hδ + yt + (Bh + · · ·+ B1)εt + (Bh+1 + · · ·+ B2)εt−1 + · · ·

Luego

ỹt+h|t = hδ + yt + (Bh + · · ·+ B1)εt + (Bh+1 + · · ·+ B2)εt−1 + · · ·

Veamos ahora cuanto vale el error de predicción. Es este caso:

yt+h − ỹt+h|t = (∆yt+h + ∆yt+h−1 + · · ·+ ∆yt+1 + yt)−
−(∆ỹt+h|t + ∆ỹt+h−1|t + · · ·+ ∆ỹt+1|t + yt)

y como ∀j ∈ {1, · · · , h} se cumple que

∆yt+j −∆ỹt+j|t =
(

δ + εt+j +
∞∑

i=1

Biεt+j−i

)
−

(
δ +

∞∑

i=j

Biεt+j−i

)
=

= εt+j +
j−1∑

i=1

Biεt+j−i
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tendremos que:

yt+h − ỹt+h|t = εt+h +
h−1∑

i=1

Biεt+h−i + εt+h−1 +
h−2∑

i=1

Biεt+h−i + · · ·+ εt+1 =

= εt+h + (I + B1)εt+h−1 + (I + B1 + B2)εt+h−2 + · · ·+

+(I +
h−1∑

i=1

Bi)εt+1

por lo que la varianza del error de predicción será:

E[yt+h − ỹt+h|t]2 =

= Σ + (I + B1)′Σ(I + B1) + (I + B1 + B2)′Σ(I + B1 + B2) +

+ · · ·+ (I + B1 + B2 + · · ·+ Bh−1)′Σ(I + B1 + B2 + · · ·+ Bh−1).

7.3.4. Comparación: Procesos estacionarios en tendencia y
procesos integrados

Para comparar los modelos estacionarios en tendencia y los modelos in-
tegrados, nos �jaremos principalmente en las diferencias existentes cuando
queremos predecir a partir de ellos, en la varianza del error de predicción,
y en las transformaciones que se requieren en cada caso para lograr la esta-
cionariedad. Para más detalles consultar [85].

Recordamos las expresiones de los modelos que queremos comparar: los
modelos estacionarios en tendencia yt = α + δt + B(L)εt, como (7.24), y los
modelos con raices unitarias (integrados) (1− L)yt = δ + B(L)εt.

Para poder comparar las dos modelizaciones, vamos a particularizar al
caso en que tanto en el modelo estacionario en tendencia como en el modelo
con raices unitarias, B(L), es un proceso MA(∞).

Comparación de predicciones

Supongamos que tenemos observaciones hasta un instantet y que quere-
mos predecir la variable en el instante t + h. Hemos visto que si trabajamos



7.3. Series multivariantes no estacionarias. 211

con modelos estacionarios en tendencia, la ecuación de predicción será:

ỹt+h|t = α + δ(t + h) +
∞∑

i=h

Biεt+h−i

y al trabajar con modelos integrados de primer orden, la ecuación de predic-
ción es:

ỹt+h|t = hδ + yt + (Bh + · · ·+ B1)εt + (Bh+1 + · · ·+ B2)εt−1 + · · ·

Por lo tanto, el parámetro δ juega un papel muy parecido en las dos
modelizaciones. Con cualquiera de los dos modelos, la predicción converge-
rá a una función lineal del horizonte de predicción h, con pendiente δ. La
principal diferencia está en la ordenada de esta función lineal, ya que para
procesos estacionarios en tendencia la predicción converge a una recta que
es independiente del valor de yt, pero la ordenada en el origen de esta recta
en el caso de modelos con raices unitarias, va cambiando continuamente con
cada nueva observación sobre y.

Comparación de los errores de predicción

Veamos que también hay diferecias en los errores de predicción al trabajar
con unos procesos u otros.

En el caso de procesos estacionarios en tendencia, el error de predicción
es:

E

(
yt+h − ỹt+h|t

)2

=
h−1∑

i=0

B′
iΣBi

Podemos ver, que este error de predicción crece con el horizonte de predic-
ción, es decir, predicciones a más largo plazo implicarán un mayor error de
predicción.

Sin embargo, notar que en el límite este error de predicción coincide con
la varianza no condicionada de la componente estacionaria del modelo, i.e.
con la varianza de B(L)ε.



212 7. Series temporales multivariantes y C.A.M.

En el caso de procesos integrados:

E[yt+h − ỹt+h|t]2 =

= Σ + (I + B1)′Σ(I + B1) + (I + B1 + B2)′Σ(I + B1 + B2) +

+ · · ·+ (I + B1 + B2 + · · ·+ Bh−1)′Σ(I + B1 + B2 + · · ·+ Bh−1).

Al igual que en el caso anterior, la varianza también crece con el horizonte
de predicción, pero ahora no converge cuando h −→ ∞. En el caso univa-
riante, se ha demostrado que la variación del error de predicción se aproxima
linealmente a una función lineal de h, con pendiente (1 + B1 + B2 + · · · )2σ2

(siendo ahora losBi escalares en lugar de matrices). En el caso multivariante,
nos quedamos con la idea de que este error de predicción no está acotado
[85].

Diferentes transformaciones para lograr estacionariedad

Una última diferencia entre procesos estacionarios en tendencia y pro-
cesos con raices unitarias, es la forma de transformarlos para lograr series
estacionarias.

Si realmente tenemos un proceso estacionario en tendencia, el tratamiento
adecuado es restar yt − δt para obtener una serie estacionaria. Sin embargo,
si tuviéramos una serie con raices unitarias, al restar yt − δt lograríamos
quitar la dependencia temporal de la estructura de la media, pero no de la
estructura de la varianza.

Veámoslo con un ejemplo muy sencillo. Cogemos una serie temporal uni-
variante con raices unitarias (en particular un proceso de paso aleatorio con
pendiente), y veamos que pasa al restarle δt.

Supongamos que tenemos el proceso con raices unitarias univariante más
simple

yt = yt−1 + δ + εt
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o lo que es lo mismo:

yt = y0 + δt + (ε1 + ε2 + · · ·+ εt)

si restamos yt − δt tendremos:

yt − δt = y0 + (ε1 + · · ·+ εt).

Por tanto

E(yt − δt) = 0 pero V ar(yt − δt) = tσ2

Como podemos ver, no hemos conseguido que la serie sea estacionaria.
En caso de series con raices unitarias, la forma de lograr series estacio-

narias es diferenciándolas. Sin embargo, si intentamos diferenciar un proceso
estacionario en tendencia:

yt = α + δt + εt + B1εt−1 + B2εt−2 + · · ·
yt−1 = α + δ(t− 1) + εt−1 + B1εt−2 + B2εt−3 + · · ·
∆yt = δ + (εt − εt−1) + B1(εt−1 − εt−2) + B2(εt−2 − εt−3)− · · ·
∆yt = δ + (1− L)B(L)εt

Obtenemos una serie estacionaria, pero hemos introducido una raiz unitaria
en la parte MA, hecho que hará el trabajo con este modelo mucho más
complicado.

7.3.5. Procesos con cambios de régimen (o con cambios es-
tructurales)

Como hemos visto en los capítulos anteriores, la suposición de estacio-
nariedad es sumamente importante, y el que esta condición no se veri�que
puede deberse a diversas causas, siendo las más frecuentes, la aparición de
tendencias, componentes estacionales o varianzas que varían en el tiempo. En
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las secciones 7.3.2 y 7.3.3 hemos estudiado la no estacionariedad debida a la
existencia de tendencias y varianzas que dependen del tiempo, y hemos visto
que en este caso podemos recobrar la estacionariedad fácilmente (restando
la tendencia o diferenciando, dependiendo del modelo utilizado).

En este apartado, vamos a hablar de un tipo particular de series tempo-
rales no estacionarias que no podremos transformar en estacionarias median-
te ninguna transformación. Estas series son las llamadas series con cambios
de régimen o con cambios estructurales. Estos cambios estructurales, surgen
habitualmente cuando se produce algún acontecimiento (social, económico,
el inicio o el �nal de una guerra, la entrada de una nueva legislación, una
caida de la bolsa, el contraer una enfermedad,...) que causa cambios drásticos
en alguna variable, y que hace que a partir de aquí el comportamiento de la
serie temporal sea distinto a su comportamiento hasta este momento.

La solución a este problema, ha sido desarrollar varias modelizaciones que
permitan tener en cuenta los cambios estructurales. Entre las modelizaciones
desarrolladas, las dos que han tenido mayor difusión y aplicabilidad han sido
los modelos con cambios en régimen, que comentaremos a continuación, y
los modelos en espacio de estados, en los que los parámetros van cambiando
contínuamente, que no comentaremos demasiado ya que no los utilizaremos
después. Junto a estos modelos, se han desarrollado también gran cantidad
de trabajos y tests que permiten �detectar� en estas series temporales la
existencia de cambios estructurales, y estudiar su efecto. Así por ejemplo
encontramos en la literatura tests que contrastan la hipótesis de cero cam-
bios frente a la alternativa de un único cambio [33], o frente a la alternativa
de múltiples cambios [52]. Encontramos también procedimientos que inten-
tan estimar el número de cambios estructurales [117] en una serie temporal.
Este es realmente un problema de selección de modelo, que abordan entre
otros Kim y Maddala [118], P. Phillips [158], y Bai y Perron [6, 7], quienes
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discuten además las distribuciones asintóticas de los estimadores. También
se han desarrollado tests que además de decir si existe o no algún cambio
estructural en la serie temporal, en el caso de concluir que exista, identi�can
su localización. Este es el caso de los testsCUSUM (plots of the cumulative
sum) [23, 161, 111]; de los tests propuestos por Banerjee, Lumsdaine y Stock
[8], Zivot y Andrews [209], o Chu y White [37]; o los tests que desde una
aproximación bayesiana son discutidos por Kim y Maddala [118].

La literatura sobre la materia, y los tests y estudios derivados de las re-
ferencias que acabamos de dar son extensísimos, ya que es un área en la que
actualmente existen muchos investigadores trabajando. Para un tratamiento
más extenso y ver en qué consiste exactamente cada test, además de las
referencias que hemos dado, recomendamos consultar [136], y las referencias
que allí se citan.

La existencia de cambios estructurales en las series temporales, puede ir
acompañada también de la existencia de raices unitarias en el proceso, o de
cointegración. Los estudios de Rappoport y Reichelin [166], Hendry y Neale
[96] y Perron [157] entre otros, han demostrado que las inferencias sobre
raices unitarias se ven afectadas por la existencia de cambios estructurales
(los test de raices unitarias en presencia de cambios estructurales tienden a
rechazar menos veces la hipótesis nula de que no hayan raices unitarias). Lo
mismo pasa con los tests de cointegración, como han demostrado Gregory,
Nason y Watt [75], y Campos, Ericsson y Hendry [26]. Volvemos a referir
a [136] y a las referencias que acabamos de citar, a todo aquel que quiera
saber más sobre cómo quedan modi�cados estos tests (de raices unitarias y
de cointegración), en presencia de cambios estructurales.

Antes de centrarnos en los modelos con cambios en régimen, comentar
brevemente otra aproximación para modelizar series no estacionarias, que
permite que los cambios sean graduales (ver [136]). Se trata de los modelos
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en espacios de estados [89], que permiten que los cambios se realicen de forma
continua en el tiempo.

Dada una serie temporal multivarianteyt de dimensión N, un modelo en
espacio de estados formula

yt = Ztαt + dt + εt, t = 1, · · · , T (7.30)

donde Zt es una matriz N ×m de covariables, dt es un vector N × 1; y εt es
un vector N × 1 de errores, tales que E(εt) = 0 y V ar(εt) = Ht

En general Zt y dt son conocidos, y aunque pueden variar con el tiempo,
normalmente esta variación es determinista. Los elementos de αt no son
observables, y se supone que están generados por un proceso de Markov de
primer orden, i.e.:

αt = Ttαt−1 + ct + Rtηt, t = 1, · · · , T (7.31)

siendo Tt una matriz m×m, ct un vector m× 1, Rt una matriz m× g y ηt

un vector g × 1 de errores, con E(ηt) = 0 y V ar(ηt) = Qt.
A las matrices Zt, dt,Ht, Tt, ct, Rt y Qt se las llama matrices del sistema,

y se supone que no son estocásticas, i.e. que aunque pueden cambiar con el
tiempo, lo hacen de una forma predeterminada.αt recibe el nombre de vector
de estados, la ecuación (7.30) se llama ecuación de observación, y (7.31) es
la ecuación de transición.

Para completar la especi�cación del espacio de estados se requieren varias
suposiciones más [89]:

1. E(α0) = a0 y V ar(α0) = P0 (aunque esta suposición puede relajarse
en algunas situaciones [89]),

2. los distintos errores están incorrelados entre sí en todos los instantes,
y están incorrelados también conα0, i.e. E(εtη

′
s) = 0 ∀s, t = 1, · · · , T

y E(εtα
′
0) = 0 y E(ηtα

′
0) = 0 para t = 1, · · · , T
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En ocasiones, podemos encontrarnos con que las matricesZt,Ht, Tt, Rt

y Qt pueden depender a su vez de un conjunto de parámetros desconocidos
(hiperparámetros) que deberán estimarse también.

Una vez tenemos un modelo expresado en forma de espacio de estados,
la estimación de los parámetros del modelo, y la predicción de futuras ob-
servaciones realizadas a partir de la información disponible hasta el instante
t se realizará utilizando el Filtro de Kalman [109, 110, 144].

Aunque los modelos de estados junto con el �ltro de Kalman son uti-
lizados en multitud de casos prácticos, no vamos a centrarnos en ellos, y
pasamos a la sección siguiente en la que nos centramos en los modelos con
cambios en régimen que son los que necesitaremos en nuestra modelización
en los capítulos 8 y 9.

Modelos con cambios en régimen

Muchas veces, al observar el comportamiento de una serie temporal, ve-
mos que cambia abruptamente a partir de un instante, debido a que se ha
producido algún suceso que ha in�uido en su comportamiento. Es por ejemplo
el caso del comportamiento de variables económicas ante anuncios de acon-
tecimientos bélicos, cambios en las políticas económicas, ... o el de variables
biológicas al contraer una enfermedad, o cuando se aplica un tratamiento
médico.

Una idea muy sencilla para modelizar series temporales que se ven someti-
das a estos cambios abruptos, es la de modelizar cada período por separado
(un modelo para el comportamiento de la serie antes del cambio, y otra para
su comportamiento a partir del cambio). Pero si un proceso ha cambiado en
el pasado, puede ser que vuelva a cambiar en el futuro, y esta posibilidad
debería tenerse en cuenta si nos planteamos realizar predicciones.

Por lo tanto, ante procesos en los que observamos cambios abruptos, va-
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mos a suponer que el proceso está in�uenciado por una variable no observada,
st, que llamaremos estado o régimen. Entonces, si inicialmente hubiéramos
modelizado la serie como un V AR(p), yt = ν + A1yt−1 + · · · + Apyt−p + ut

con ut ∼ iid(0,Σ), e y0, · · · , y1−p �jos, al tener un proceso con cambios en
régimen, si suponemos que st ∈ {1, 2, · · · ,M}, el modelo a plantear sería:

yt =





ν1 + A11yt−1 + · · ·+ Ap1yt−p + Σ1/2
1 ut si st = 1

ν2 + A12yt−1 + · · ·+ Ap2yt−p + Σ1/2
2 ut si st = 2

...
νM + A1Myt−1 + · · ·+ ApMyt−p + Σ1/2

M ut si st = M

o equivalentemente:

yt = νst + A1styt−1 + · · ·+ Apstyt−p + Σ1/2
st

ut. (7.32)

Aunque éste es el modelo general, habitualmente sólo alguno de los
parámetros del modelo dependerá del estado, siendo el resto de parámetros
invariantes respecto al régimen.

Además, los cambios en régimen son, a su vez, procesos aleatorios (muy
pocas veces responden a procesos deterministas), por lo tanto para tener
un modelo completo deberemos especi�car una distribución de probabilidad
para el paso de un régimen a otro.

Los modelos con cambios en régimen fueron introducidos en la litera-
tura económica por Quandt [164], pero los modelos con cambios de régi-
men más difundidos, son los llamados modelos con cambios en régimen de
Markov (Markov-switching model), introducidos en la literatura estadística
por Hamilton [82, 83]. En estos modelos se supone que el proceso no obser-
vado, el de los regímenes, está gobernado por un proceso de Markov discreto
(estados discretos y tiempos discretos), que viene de�nido por determinadas
probabilidades de transición:

pij = Pr(st+1 = j | st = i),
∑

j

pij = 1, ∀i, j ∈ {1, · · · ,M}. (7.33)
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Una de las características de los modelos de cambios en régimen estu-
diados en la literatura, es que aunque la serieyt sea una serie multivariante,
todas sus componentes se encuentran en el mismo estado st en el instante
t. Los cambios en régimen se producen en el mismo instante para todas las
componentes de la serie. No hemos encontrado ninguna referencia a traba-
jos en los que los estados no sean univariantes. Por supuesto que, como se
comenta en [85], podríamos �rede�nir� los estados, y de�nir para cadat,

s̃t = 1 si (s1,t = 1, s2,t = 0, s3,t = 0, · · · , sk,t = 0)

s̃t = 2 si (s1,t = 0, s2,t = 1, s3,t = 0, · · · , sk,t = 0)
...

s̃t = M si (s1,t = 1, s2,t = 1, s3,t = 1, · · · , sk,t = 1)

con M = 2k. En el caso en que k sea grande será bastante complicado traba-
jar con estos s̃ y además, como veremos en los capítulos 8 y 9 dondek = 52,
el cálculo de las probabilidades de pasopij son di�ciles de calcular. En ambos
capítulos buscaremos otra forma de modelizar el proceso con cambios en ré-
gimen. Aquellos lectores interesados en saber cómo estimar los parámetros, y
cómo predecir cuando se trabaja con este tipo de modelos pueden consultar
[84, 121, 120]. En los capítulos 8 y 9 propondremos una generalización de
estos métodos para trabajar con cambios de régimen multivariantes conk

grande.

7.4. Campos aleatorios de Markov y algoritmos de
estimación de parámetros

7.4.1. Introducción

En este apartado queremos revisar brevemente el concepto de �campos
aleatorios de Markov� en un cierto contexto que comentaremos a continua-
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ción, y principalmente estudiar algoritmos que permitan la estimación de
parámetros en estos modelos. Estos métodos nos serán de utilidad en los
capítulos 8 y 9, cuando nos planteemos la modelización de la distribución
espacio temporal de CV de pacientes que sufren glaucoma por dos motivos:

Trabajaremos entonces con series temporales multivariantes, y podremos
considerar cada una de las componentes de la serie (�jadot) como un
campo aleatorio de Markov de tipo gausiano.

En cada posición del campo visual consideraremos una variable latente
indicando si la posición es sana o enferma. Dadot también se supondrá
que sigue un Campo Aleatorio de Markov en este caso de tipo binario.

Notar que estaremos en un contexto muy similar al del análisis bayesiano
de imágenes (segmentación, restauración, ...) pues toda imagen digitalizada
se identi�ca con un retículo regular y cada píxel de la imagen se identi�ca con
una posición del retículo. Asociada al retículo tenemos un conjunto de varia-
bles aleatorias. En este marco, el problema (segmentación, restauración,...)
se reformula como un problema de estimación de parámetros, ya que se
considera la imagen observadaY como una versión con ruido de la verdadera
imagen S. i.e. S, la verdadera imagen, se considera como un parámetro más
de la distribución de probabilidad deY . Distribuciones a priori paraS pueden
construirse para incorporar en el modelo la información que a priori se tenga
de la verdadera imagen. El modelo de campo aleatorio de Markov permite
incorporar en el modelo relaciones de dependencia entre píxeles vecinos y dar
probabilidades altas a imágenes cuyos rasgos sean similares a los deseados.

Por este motivo, para hacer este estudio, nos centraremos en este con-
texto, el del análisis de imágenes, ya que pensamos que es más intuitivo y en
él podremos comprobar y comparar la e�cacia de los distintos métodos más
fácilmente. Además, un CV puede considerarse como una imagen a niveles
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de gris, por lo que la aplicación de lo que aquí veamos a la modelización que
planteemos en los capítulos 8 y 9, será inmediata.

Los modelos de campos aleatorios de Markov (CAM) han sido muy uti-
lizados en el ámbito del análisis de imágenes [31, 126]. Los primeros trabajos
en la materia, son los artículos de Besag [18] y de Geman y Geman [61].
A partir de entonces su aplicabilidad ha ido en aumento, convirtiéndose en
una herramienta muy utilizada en el análisis de imágenes médicas, como por
ejemplo para la reconstrucción de datos de tomografías computerizadas (sin-
gle photon emission computed tomography data) [62, 5, 74, 202, 201, 178],
en la detección de contornos en ventrículos [193], y en la segmentación y
alineamiento de angiografías �uoresceínicas para la detección y evaluación
de enfermedades como la retinopatía diabética [51, 100, 186].

Otras aplicaciones de los CAM incluyen la restauración de películas [108],
la restauración y descompresión de imágenes de satélite [102, 139], el re-
conocimiento de caracteres escritos [25], reconocimiento del habla [131, 73,
147] e imágenes de sonar [206, 145], etc...

En muchas de las técnicas de procesamiento de imágenes, la estimación
de parámetros tiene un papel importantísimo, pero la mayoría de los procedi-
mientos clásicos de estimación no pueden aplicarse en situaciones en las que
existen datos faltantes o cuando la constante normalizadora es desconocida.

En este apartado vamos a revisar varios métodos de estimación de pa-
rámetros. Tras su revisión haremos un estudio de simulación para comparar
los que hemos considerado más relevantes.

Seguiremos la siguiente organización: en la sección 7.4.2 introduciremos
los campos aleatorios de Markov y derivaremos el problema de estimación de
parámetros en este contexto. En la sección 7.4.3 introduciremos el método
de verosimilitud de Montecarlo. En la sección 7.4.4 revisaremos los méto-
dos de estimación de parámetros basados en la pseudoverosimilitud y en la
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sección 7.4.5 los basados en el gradiente estocástico. Haremos un análisis
comparativo con los tres algoritmos expuestos más relevantes en la sección
7.4.6.

7.4.2. Campos aleatorios de Markov. Conceptos básicos

Como ya hemos comentado, para introducir la metodología general de
los campos aleatorios de Markov (CAM) y revisar brevemente algunos algo-
ritmos de estimación de parámetros, vamos a centrarnos en el contexto del
análisis de imágenes.

Sea por tanto Y = {Y (x)}x∈X la imagen observada, y seaS = {S(x)}x∈X

la verdadera imagen.
Deberemos asumir un modelo para los datos observadosY dado S, de-

pendiendo de un vector de parámetros β:

pβ(Y/S) = c(β/S)−1exp(−hβ(Y/S)). (7.34)

y podemos formular también una distribución a priori de la verdadera ima-
gen, utilizando un modelo probabilístico de Markov con vector de parámetros
α:

πα(S) = c(α)−1exp(−hα(S))

En estos modelos, a la función hα(S) se le llama �función de energía� y es
la suma de funciones de�nidas sobre cliques. Un clique es un conjunto de
píxeles con la particularidad de que todos son mutuamente vecinos respecto
a una vecindad dada. c(α) es la constante normalizadora, que en la mayoría
de modelos tiene una expresión analítica desconocida.

Al vector de parámetros α se le llama vector de hiperparámetros.
Como hemos comentado, vamos a centrarnos principalmente en la esti-

mación conjunta del vector de parámetros θ = (α, β).
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Estos parámetros se estiman a menudo utilizando técnicas �ad-hoc� [112],
o una aproximación completamente bayesiana, asumiendo un modelo a priori
para θ [146, 139]. Nosotros vamos a suponer que no disponemos de ningún
conocimiento a priori de θ, y vamos a centrarnos en el método de máxima
verosimilitud (ML).
Si tuviéramos acceso a una realización de S (i.e. si tuviéramos �training
data�), para encontrar el estimador máximo verosímil deberíamos maximizar
el logaritmo de la verosimilitud, donde:

l(θ) = log pθ(S, Y ) = log{pβ(Y/S)πα(S)}. (7.35)

Pero en la gran mayoría de métodos basados en CAM, el objetivo �nal es
la estimación de la verdadera imagen (S) a partir de los datos observados
(Y ), y de la distribución a priori (πα(S)). Por lo tanto, en adelante vamos a
suponer que no disponemos de ninguna observación de la verdadera imagen
(S) y basaremos la estimación de θ sólo en la imagen observada (Y ).

Si la verdadera imagen (S) no ha sido observada, tenemos un proble-
ma de datos faltantes, y para obtener el estimador máximo verosímil de
los parámetros, en vez de maximizar la log-verosimilitud (7.35), deberemos
trabajar con la distribución marginal:

pθ(Y ) =
∫

pβ(Y/S)πα(S)dS (7.36)

y maximizar la log-verosimilitud de esta distribución marginal:

log pθ(Y ) = log
∫

pβ(Y/S)πα(S)dS = Eθ[log pθ(S, Y ) | Y ], (7.37)

expresión normalmente muy di�cil de maximizar.
Aún en el caso de disponer de una observación completaZ = (S, Y ), el

cálculo del estimador máximo verosímil es una tarea complicada debido a
la intratabilidad de la constante normalizadora de pθ(S, Y ) (de hecho, sólo
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en el caso de que la distribución a priori πα(S) sea gausiana, la constante
normalizadora tiene una expresión analítica).

En la literatura podemos encontrar varias aproximaciones para resolver
estas di�cultades (la existencia de datos faltantes y la intratabilidad de
la constante normalizadora). Revisemos los distintos métodos desarrollados
para tratar cada problema por separado, y luego ya veremos sus generaliza-
ciones para aquellos casos en que se presentan los dos �problemas�.

Estimación de parámetros con datos faltantes

El algoritmo más popular para trabajar en problemas de datos faltantes
(S desconocida), es el algoritmo EM [44].
El algoritmo EM es un algoritmo iterativo, que partiendo de una iniciali-
zación de los parámetros θ = θ0, construye θn+1 a partir de θn maximizando:

gn(θ) = Eθn [log pθ(S, Y ) | Y ]. (7.38)

La comparación de las ecuaciones (7.37) y (7.38) nos da una idea intuitiva
del algoritmo EM. Este algoritmo intenta rellenar en cada paso los datos
faltantes, utilizando para ello el modelo y los valores que en cada momento
tengan los parámetros.
Cada iteración del algoritmo consta de dos pasos. El primero es el �Paso E�
(esperanza), en el que se calcula la media de la función de log-verosimilitud
condicionada sobre los datos observados y el valor de los parámetros en esta
iteración θ = θn. En el segundo paso, llamado �Paso M� (maximización),
maximizamos esta media con respecto a θ.

Cuando no podemos calcular la esperanza en (7.38), podemos aproximar-
la utilizando métodos de Montecarlo. Esta es la base de gran cantidad de
algoritmos, llamados algoritmos EM Estocásticos [46, 150, 172, 165, 65], cuya
idea original se debe a Celeux y Diebolt. Aunque este es el método más cono-
cido y utilizado, existen otras aproximaciones y métodos derivados, como el
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método propuesto por Noda et al. [152] que combina el algoritmo EM con
la descomposición del campo medio, o el algoritmo de máxima verosimilitud
generalizado (GLM), consistente en maximizar alternativamente (7.35) con
respecto a S y a θ. Este último método es subóptimo, pero es rápido y senci-
llo. Fue introducido en el contexto de análisis de imágenes por Lakshamanan
et al [123], siendo utilizado también más recientemente en [30].

Otro procedimiento general para trabajar en problemas con datos fal-
tantes, es el �Iterated Conditional Estimation� (ICE) propuesto por Piec-
zynski [160]. Este método es similar al algoritmo EM pero converge más
rápidamente. Se basa en el hecho de que si θ̂ = θ̂(S, Y ) es un buen estimador
de θ en un contexto en el que no hayan observaciones faltantes (por ejemplo
el estimador máximo verosímil), Eθ(θ̂(S, Y )) será la mejor aproximación a
él (mejor en sentido de mínimos cuadrados) cuandoS sea desconocida (no
observada). Desafortunadamente, esta esperanza condicional depende deθ.
Para superar este obstáculo, proponen un algoritmo iterativo que en cada
paso aproxime la esperanza por la media de una muestra den realizaciones
de S, dado el anterior valor de θ.

Estimación de parámetros cuando desconocemos la constante nor-
malizadora

Suponemos ahora que desconocemos la constante normalizadora, pero
que la verdadera imagen S es conocida. En este caso el método tradicional-
mente usado ha sido el sustituir la función de verosimilitud (7.35) por otra
función más manejable, como por ejemplo la función de pseudoverosimilitud
[17, 18, 186], dada por:

PLθ(S, Y ) =
∏

x∈X

pβ(Y (x)/S(x))πα(S(x)/S(z)x 6= z, α).

También pueden utilizarse ante este problema algoritmos basados en el
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gradiente estocástico, de entre los que destaca el algoritmo de Younes [207].
Para explicar brevemente en qué consiste este algoritmo simpli�camos no-
tación, llamando pθ(S, Y ) = c(θ)−1exp(−hθ(S, Y )). Es éste un algoritmo
iterativo, que partiendo de S (conocida) y de un valor inicial del vector de
parámetros θ = θ0, actualiza las estimaciones de los parámetros como sigue:

θn+1 = θn +
c

n + 1

{
h′(Sn+1, Yn+1)− h′(S, Y )

}

donde Y es la imagen observada, h′(−) es el gradiente de h(−) con respec-
to a θ, y (Sn+1, Yn+1) es una realización de (S, Y ) simulada mediante el
muestreador de Gibbs de acuerdo con su distribución conjunta paraθ = θn.

Los métodos que acabamos de exponer, permiten estimar todos los paráme-
tros del modelo conjuntamente, aunque normalmente al trabajar con un
problema de estimación donde S es conocida y la constante normalizadora
es intratable, se suele partir el problema de estimación en dos pasos, y estimar
por separado los parámetros de la distribución deS y los de la distribución
de Y/S.

Veamos ahora métodos que nos permitan estimar parámetros cuando te-
nemos datos faltantes, y la constante normalizadora es desconocida. Veremos
cómo la mayoría de métodos son aproximaciones o generalizaciones de los
métodos ya comentados [78].

Son muchos los métodos propuestos en la literatura para estimar pará-
metros en problemas de datos faltantes (u observaciones imperfectas), y
constante normalizadora intratable. La mayoría de ellos se enfocan a re-
solver aplicaciones muy especí�cas, como por ejemplo la segmentación o
restauración de imágenes, y se basan en la idea de ir alternando pasos de
estimación-restauración: si suponemos que hemos completado las observa-
ciones perdidas, Ŝ, y tenemos θ = g(S, Y ) un buen estimador de θ (en un
contexto de no datos faltantes), entonces θ̂ = g(Ŝ, Y ) será un buen estimador
del vector de parámetros.
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Como nos interesan los métodos más generales, vamos a explicar en de-
talle únicamente el método de verosimilitud de Montecarlo, el método de
Chalmond (Chalmond's Gibbsian EM algorithm), y el algoritmo de Younes.
Algoritmos más particulares, similares o muy relacionados con éstos, son
también comentados en los apartados respectivos. Sólo recordar que esta-
mos interesados en la estimación máximo verosimil, en modelos de campos
aleatorios de Markov, y bajo una perspectiva no bayesiana.

7.4.3. Verosimilitud de Montecarlo

En esta sección vamos a introducir y aplicar al contexto del análisis de
imágenes, el algoritmo de verosimilitud de Montecarlo (MCL). Este algorit-
mo ha sido ampliamente utilizado en el contexto de procesos puntuales, y
permite obtener una buena aproximación del estimador máximo verosímil, en
presencia de datos faltantes y siendo la constante normalizadora desconocida.

El método general de verosimilitud de Montecarlo (MCL) fue introduci-
do en la literatura estadística por Geyer et al [64], pero su generalización
para trabajar con datos faltantes y constante normalizadora desconocida fue
desarrollada por Gelfand et al [59].

El método MCL se basa en aproximar el logaritmo de la función de
verosimilitud (7.37) utilizando métodos MCMC [65] (ver [59] y [63] para una
revisión de este método más detallada que la dada a continuación), y su
fundamento teórico reside en dos conocidos resultados probabilísticos.

Sea p(S) = c(θ) exp(−hθ(S)) cualquier distribución de probabilidad ge-
neral con vector de parámetrosθ. Sea θ = θ0 un valor inicial para este vector.
Teniendo en cuenta quet c(θ) = 1/

∫
exp(−hθ(S))dS, es fácil comprobar que:

c(θ)
c(θ0)

= Eθ0(
exp(−hθ(S))
exp(−hθ0(S))

).

Por otro lado, si volvemos a nuestro caso particular, usando la ecuación
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(7.36) es también fácil comprobar que:

pθ(Y ) =
c(θ/Y )

c(θ)
, (7.39)

siendo c(θ/Y ) la constante normalizadora de la distribución condicional deS
dado Y y siendo c(θ) la constante normalizadora de la distribución conjunta
(7.35), i.e. pθ(S, Y ) = c(θ)−1exp(−hθ(S, Y )).

Si combinamos los dos resultados anteriores, el logaritmo de la función
de verosimilitud veri�ca:

l(θ) ∝ log Eθ0{
exp(−hθ(S, Y ))
exp(−hθ0(S, Y ))

/Y } − log Eθ0{
exp(−hθ(S, Y ))
exp(−hθ0(S, Y ))

} (7.40)

Finalmente, estas esperanzas pueden ser aproximadas utilizando métodos
de Montecarlo. Para ello necesitamos muestras de la distribución conjunta
de S e Y , y muestras de la distribución condicional dada Y , ambas para
θ = θ0, que podremos obtener utilizando métodos MCMC como por ejemplo
el muestreador de Gibbs [61].
Si (S1, Y1), ..., (Sk, Yk) son muestras de la distribución conjunta, S∗1 , ..., S∗k
son muestras de la distribución condicional, e y es el valor observado de Y ,
podemos aproximar l(θ) por:

l̂(θ)k ∝ log
1
k

k∑

i=1

{ exp(−hθ(S∗i , y))
exp(−hθ0(S∗i , y))

}− log
1
k

k∑

i=1

{ exp(−hθ(Si, Yi))
exp(−hθ0(Si, Yi))

} (7.41)

Maximizando esta aproximación obtendremos una aproximación de Mon-
tecarlo, θ̂k, al MLE. Cuanto mayor sea el valor de k, mejor será la aproxi-
mación. De hecho si k es �jo, sólo si θ está en una vecindad de θ0, l̂(θ)k

será una buena aproximación de l(θ). El tamaño de la vecindad depende del
tamaño muestral, k. Cuando el valor de θ0 no esté próximo al MLE θ̂, la
aproximación dada por este método podría llegar a ser muy mala, o podría
también no encontrar ningún máximo. Por ello, varios autores [64] propo-
nen un algoritmo recursivo que repita el procedimiento anterior realizando



7.4. CAM y algoritmos de estimación de parámetros 229

únicamente maximizaciones locales, partiendo en cada iteración del máximo
obtenido en la iteración anterior.

Este método permite construir tests de cocientes de verosimilitud e in-
tervalos de con�anza basados en verosimilitudes. Además no se trata de un
algoritmo iterativo, por lo que no deberemos imponer ningún criterio de para-
da. La precisión de la aproximación dependerá del tamaño de la muestra de
Montecarlo, y esta puede decidirse a priori, dependiendo de la relación que
exijamos entre tiempo computacional y precisión de los resultados. Debemos
enfatizar el hecho de que este método aproxima la verosimilitud, por lo tanto
no es ninguna simpli�cación de la estimación máximo verosímil.

7.4.4. Algoritmos basados en la pseudoverosimilitud

1. Algoritmo EM de Gibbs de Chalmond Chalmond [29] describe
una versión del algoritmo EM que consiste fundamentalmente en susti-
tuir la función de log-verosimilitud en (7.38) por la pseudoverosimili-
tud, y en utilizar muestreador de Gibbs para calcular la esperanza.

Si reemplazamos πα(S) por la pseudoverosimilitud:

PLα(S) =
∏

x∈X

πα(S(x)/S(z)z 6= x, α), (7.42)

y análogamente pθ(S, Y ) por la pseudoverosimilitud:

PLθ(S, Y ) =
∏

x∈X

pβ(Y (x)/S(x))πα(S(x)/S(z)x 6= z, α), (7.43)

el algoritmo EM (7.38) actualizaría la estimación actualθn como:

θn+1 = Arg MaxθE[log PLθ(S, Y )/θn]. (7.44)

Podemos utilizar el muestreador de Gibbs para calcular la esperanza
por métodos de Montecarlo.
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Al aproximar la verosimilitud por la pseudoverosimilitud, estamos supo-
niendo independencia condicional, por lo tanto pese a sus buenas pro-
piedades asintóticas (sección 7.1 de [38]), en la práctica este método
puede no funcionar bien.

2. Algoritmo �Reversible Jump MCMC� Un algoritmo muy rela-
cionado con el algoritmo de Chalmond es el llamado �Reversible Jump
MCMC� [9]. Este algoritmo ha sido utilizado para segmentar imá-
genes, e intenta estimar conjuntamente S y θ bajo una perspectiva
bayesiana. Asume una distribución de probabilidad a priori para to-
dos los parámetros del modelo, y al igual que en el algoritmo de Chal-
mond, sustituye la log-verosimilitud por la función de pseudoverosimili-
tud. Utiliza un algoritmo MCMC (muestreador de Gibbs o Metropolis-
Hasting) para muestrear, en una búsqueda secuencial, de la distribu-
ción a posteriori completa. Por último utiliza Simulated Annealing para
estimar la solución máximo a posteriori (MAP).

7.4.5. Algoritmos basados en el gradiente estocástico

1. Algoritmo de Younes. Younes [208] propone un algoritmo de gra-
diente estocástico para maximizar la expresión de la log-verosimilitud
marginal (ecuación 7.37) para modelos exponenciales.

En el contexto de análisis de imágenes, es muy habitual que la dis-
tribución conjunta pθ(S, Y ) pertenezca a la familia exponencial. En
este caso, esta distribución conjunta puede formularse como:

pθ(S, Y ) = c(θ)−1exp(− < θ, H(S, Y ) >)

y en este caso es fácil comprobar que maximizar (7.37) es equivalente
a encontrar una solución a la ecuación:

Eθ(H) = Eθ(H/Y ) (7.45)
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El esquema del algoritmo es el siguiente: llamamosθn al valor actual de
los parámetros, y llamamos(Sn+1

1 , Y n+1
1 ) y Sn+1

2 a los valores obtenidos
tras actualizar el valor de una posición utilizando el muestreador de
Gibbs para la distribución conjunta y la distribución condicional res-
pectivamente, con parámetros θn.
Este método actualiza el valor de los parámetros como:

θn+1 = θn +
c

n + 1
{H(Sn+1

i , Y n+1
i )−H(Sn+1

i , y)} (7.46)

siendo c una constante dada.

Younes prueba que si el valor de c es pequeño y θ está en un compacto,
el algoritmo converge a una solución de (7.45). Pero la implementación
de este algoritmo requiere ciertas precauciones ya que se necesita ele-
gir adecuadamente el valor de c y el valor inicial de los parámetros.
Dependiendo de si partimos de los valores iniciales adecuados o si no,
podemos encontrarnos con diferencias signi�cativas en el tiempo com-
putacional, hasta el extremo de que una mala elección puede llevar a
que el algoritmo no converja. Estos valores deben en general ser en-
contrados por el investigador, experimentando el algoritmo sobre un
modelo dado.

Esta aproximación se ha estudiado en [178] para aplicaciones bayesianas
a trabajos con tomografías.

2. ICE+ Algoritmo del gradiente estocástico.Un método muy rela-
cionado, es el propuesto por Salzenstein et al. [173], quienes proponen
combinar el algoritmo �Iterated Conditional Estimation� (ICE) con el
algoritmo del gradiente estocástico. Como se ha explicado en la sección
7.4.2, para usar el método ICE necesitamos:

(i) Un buen estimador θ̂ = θ̂(S, Y ) de θ, en un contexto en el que no
hayan observaciones faltantes.
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(ii) Simulaciones deS de acuerdo con su distribución a posteriori para
cada θ.

Si la constante normalizadora es deconocida, tendremos problemas tan-
to para encontrar el estimador de θ, θ̂, como para obtener las simula-
ciones de S. Para resolver el problema de la constante normalizadora al
hacer la simulación, utilizaremos el muestreador de Gibbs. En cuanto
a la estimación de parámetros, para estimar los hiperparámetros (α)
de πα(S), se propone utilizar un algoritmo de gradiente estocástico
[207]. Los parámetros de la distribución de Y se toman igual a sus
correspondientes medias muestrales.

Un algoritmo similar, pero en el contexto de segmentación de imágenes
se plantea por Kato et al. en [113, 114]. Este algoritmo va combinan-
do pasos de estimación y restauración. Ellos proponen estimarS y θ

conjuntamente maximizando de una forma iterativa ([60]):

(i) Ŝ = argmaxSpθ̂(S, Y ) (7.47)

(ii) θ̂ = argmaxθpθ̂(Ŝ, Y ) (7.48)

Los problemas derivados de desconocer la constante normalizadora,
aparecerán sólo en el paso 2 cuando se plantee la estimación de los
hiperparámetros del modelo. En este paso, proponen la aproximación
del gradiente utilizando relajación estocástica.

7.4.6. Estudio comparativo

En este apartado hacemos un estudio comparativo sobre tres de los algo-
ritmos que acabamos de exponer: el algoritmo MCL, el algoritmo de Chal-
mond y el de Younes, y vamos a trabajar con imágenes sintéticas porque sólo
en este caso podemos conocer exactamente los valores de los parámetros (va-
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lores que nos han servido para simular las imágenes) y podremos comparar
fácilmente el �valor real� de los parámetros con las estimaciones.

Modelo

Para comparar los tres métodos vamos a considerar un problema muy
sencillo: la segmentación de una imagen conL colores que se ha degradado
con un ruido aditivo gausiano con media 0 y varianza σ2.

Al igual que hicimos en la sección 7.4.1, denotamos porS a la imagen
original, no degradada, y por Y a la imagen degradada. LlamamosX al grid
de dimensión p× q, y x ∈ X a las posiciones del grid.
Entonces:

pσ2(Y/X) = c(σ2/X)−1exp(
−1
2σ2

∑
x

(Y (x)− S(x))2). (7.49)

Asumimos una distribución a priori muy simple parax:

πα(S) = c(α)−1exp(−α
∑

x

∑
z:z∼x

H(S(z), S(x))) (7.50)

con H(S(z), S(x)) =





1 if S(z) 6= S(x)

0 otherwise
Para simpli�car la notación de�nimos: n(x) =

∑
z:z∼x H(S(x), S(z)) y

n(x, l) =
∑

z:z∼x H(S(z), l) para l = 1, . . . , L.
La expresión de la log verosimilitud es:

l(θ) ∝ −1
2σ2

∑
x

(Y (x)− S(x))2 − α
∑

x

n(x)), (7.51)

y estamos interesados en la estimación de los parámetrosθ = (α, σ2).
Veamos cómo se pueden aplicar los distintos métodos para obtener las

estimaciones de los parámetros.

1. Verosimilitud de Montecarlo. Siguiendo con la notación que hemos
utilizado en la sección 7.4.3, y teniendo en cuenta la ecuación 7.51, para



234 7. Series temporales multivariantes y C.A.M.

aplicar el método de verosimilitud de Montecarlo necesitamos �jar unos
valores iniciales para el vector de parámetros θ0 = (σ2

0, α0). Entonces
la ecuación 7.41 será ahora:

l̂(θ)k ∝

∝ log
(1
k

k∑

i=1

{exp
(1
2
(

1
σ2

0

− 1
σ2

)
∑

x

(Y ∗
i (x)− S∗i (x))2 + (α0 − α)n∗i (x)

)})−

− log
(1
k

k∑

i=1

{exp
(1
2
(

1
σ2

0

− 1
σ2

)
∑

x

(Yi(x)− Si(x))2 + (α0 − α)ni(x)
)})

y esta será la expresión a maximizar.

2. Algoritmo de Chalmond. Al aplicar el método de Chalmond, en
cada paso del algoritmo tendremos que maximizar:

E[log PLθ(S, Y )/θn] =

= −p · q log(
√

2πσ2
n)− 1

k

( k∑

i=1

[p · q · log(
L∑

l=1

exp{−αnni(x, l)})−

− 1
2σ2

n

∑
x

(Yi(x)− Si(x))2 − αn

∑
x

ni(x)]
)

3. Algoritmo de Younes. Por último, si aplicamos el algoritmo de
Younes, las actualizaciones vendrán dadas por:

H(Sn+1
i , Y n+1

i )−H(Sn+1
i , y) =

=




1
2

∑
x[(Y ∗

i (x)− S∗i (x))2 − (Yi(x)− Si(x))2]
∑

x n∗i (x)−∑
x ni(x)




Resultados

Hemos simulado un conjunto de imágenes a partir de la distribución
(7.50), tomando L = 5 y dos valores de α distintos (0.3 y 0.6).

Simulamos un centenar de imágenes para cada valor deα, sobre un retícu-
lo regular de dimensión 64× 64 (ver �guras 7.1 y 7.4). Como podemos ver,
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las imágenes generadas con α =0.3 presentan mucho más ruido que las ge-
neradas con α = 0.6.
Añadimos ruido blanco con varianza 0.8, (�guras 7.2 y 7.5), y ruido blanco
con varianza 1 (�guras 7.3 y 7.6) a todas las imágenes, y aplicamos los tres
métodos de estimación sobre las imágenes resultantes.
En primer lugar tomamos cuatro puntos iniciales diferentesθ0=(α0, σ

2
0) para

iniciar los tres métodos de estimación. Podemos ver que la convergencia del
método de verosimilitud de Montecarlo depende en gran medida del valor
inicial que asignemos a la varianza. Valores deσ2

0 próximos al valor de σ2 que
se usó en la simulación de la imagen, proporcionan buenas estimaciones, y
valores de σ2

0 alejados de σ2 pueden llevar a que no se consigan estabilizar las
estimaciones a lo largo del procedimiento de estimación. Por ello decidimos
utilizar dos valores iniciales distintos para el parámetro α para el método
de verosimilitud de Montecarlo, y utilizaremos la varianza muestral de la
imagen observada como valor inicial del parámetro σ2 (en las tablas 7.1 y
7.2 denotaremos la varianza muestral por s2

y). La convergencia de todos los
procedimientos, se aseguró observando la convergencia de las estimaciones
de los parámetros.

Las tablas 7.1 y 7.2 muestran la media muestral y la desviación típica de
las estimaciones, y el tiempo computacional aproximado que se necesita para
alcanzar la convergencia de las estimaciones (cociente contra el tiempo que ha
utilizado el método de verosimilitud de Montecarlo) para cada procedimiento
de estimación para cada punto inicial. Cuando no se alcanza la convergencia
de alguna de las estimaciones, dibujamos una recta en lugar de un valor
numérico, para indicar esta situación.

Al analizar los resultados obtenidos vemos que el método de Chalmond
converge más rápidamente que el método de verosimilitud de Montecarlo y
que el método de Younes; a pesar de todo proporciona las estimaciones menos



236 7. Series temporales multivariantes y C.A.M.

precisas. Este método tiene la ventaja de no depender del valor inicial. La
convergencia del estimador de α con el método de Younes es ligeramente
más rápido que con el método MCL, pero el método de Younes tiene una
di�cultad adicional, y es que depende de la constante,U , y no hay forma
de elegir este valor excepto mediante experimentación. Finalmente, podemos
ver que el método MCL proporciona la mejor estimación si, como ya hemos
comentado, el valor inicial para el parámetro de la varianza está muy próximo
al valor verdadero de este parámetro. Además, los valores más pequeños
de α son los que proporcionan las peores estimaciones. Esto ocurre porque
este parámetro controla la suavidad de la verdadera imagen. Por tanto, si
α es muy pequeño, el algoritmo no puede distinguir entre el ruido debido
al efecto de este parámetro en la generación de la imagen y el efecto del
ruido gausiano que hemos añadido. De hecho, a través de este estudio raras
veces hemos conseguido la convergencia de las estimaciones utilizando el
método de Younes, y las estimaciones obtenidas con el método de Chalmond
quedan muy lejos de los verdaderos valores. Debemos destacar también que
la convergencia falla más a menudo cuando los valores iniciales del parámetro
α es menor que el verdadero valor.

Como conclusión general podemos decir que un algoritmo de estimación
muy e�ciente podría resultar al mezclar el método de Chalmond o el de
Younes con el método de verosimilitud de Montecarlo. Podríamos así utilizar
el método de Chalmond o el de Younes pra acercarnos al estimador máximo
verosímil, y aplicar entonces el algoritmo de verosimilitud de Montecarlo
para completar el procedimiento de estimación.
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(a) (b) (c) (d)

Figura 7.1: Ejemplos de las imágenes utilizadas en nuestros experimentos, genera-

das a partir de la distribución (7.50) conα = 0,6

(a) (b) (c) (d)

Figura 7.2: Añadimos un proceso de ruido blanco con varianza0,8 a las imágenes

de la �gura 7.1

(a) (b) (c) (d)

Figura 7.3: Añadimos un proceso de ruido blanco con varianza 1 a las imágenes

de la �gura 7.1
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(a) (b) (c) (d)

Figura 7.4: Ejemplos de las imágenes utilizadas en nuestros experimentos, genera-

das a partir de la distribución (7.50) conα = 0,3

(a) (b) (c) (d)

Figura 7.5: Añadimos un proceso de ruido blanco con varianza0,8 a las imágenes

de la �gura 7.4

(a) (b) (c) (d)

Figura 7.6: Añadimos un proceso de ruido blanco con varianza 1 a las imágenes

de la �gura 7.4
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(α,σ2)=(0.3,0.8)
Algor. θ0 media desv. típ. tiempo
MCL (0.4,s2

y) (0.3,0.920) (0,0.120) 1
(0.2,s2

y) (0.3,�) (0,�) 1
Younes (0.4,0.96) (�,1.363) (,0.016) 3

4

(0.2,0.96) (1.4,0.790) (0.32,0.223) 3
4

Chalm. (0.4,0.96) (0.080,0.88) (0,0.002) 1
2

(0.2,0.96) (0.080,0.770) (0,001) 1
2

(α,σ2)=(0.6,0.8)
Algor. θ0 media desv. típ. tiempo
MCL (0.7,s2

y) (0.648,0.813) (0.204,0.127) 1
(0.5,s2

y) (0.717,0.800) (0.156,0.035) 1
Younes (0.7,0.96) (0.453,0.802) (0.113,0.004) 3

4

(0.5,0.96) (1.439,0.790) (0.270,0.156) 3
4

Chalm. (0.7,0.96) (0.450,0.806) (0.001,6e-9) 1
2

(0.7,0.64) (0.571,0.808) (0.013,0.001) 1
2

Cuadro 7.1: Resultados del estudio experimental. En la tabla tenemos la me-

dia muestral y la desviaciones típicas de las estimaciones y el tiempo computa-

cional que hemos necesitado para alcanzar la convergencia de las estimaciones

(tiempo=cociente respecto al tiempo tardado por el método de verosimilitud de

Montecarlo) para cada procedimiento de estimación, y para cada punto inicial. Las

líneas indican que no se ha alcanzado la convergencia.
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(α,σ2)=(0.3,1)
Algor. θ0 media desv. típ. tiempo
MCL (0.4,s2

y) (0.390,1.100) (0.180,0.184) 1
(0.2,s2

y) (0.345,�) (0.127,�) 1
Younes (0,4, 1,16) (�,1.654) (�,0.138) 3

4

(0,2, 1,16) (�,1.059) (�,0.122) 3
4

Chalm. (0,4, 1,16) (0.067,0.706) (0.000,1.8e-7) 1
2

(0,2, 1,16) (0.070,0.982) (0.000,4.06e-7) 1
2

(α,σ2)=(0.6,1)
Algor. θ0 media desv. típ. tiempo
MCL (0.7,s2

y) (0.758,1.080) (0.045,0.000) 1
(0.5,s2

y) (0.686,1.077) (0.196,0.020) 1
Younes (0.7,1.16) (0.345,1.069) (0.079,0.011) 3

4

(0.5,1.16) (�,1.071) (�,0.160) 3
4

Chalm. (0.7,1.16) (0.193,0.900) (0.010,0.022) 1
2

(0.5,1.16) (�,1.026) (�,0.025) 1
2

Cuadro 7.2: Resultados del estudio experimental. En la tabla tenemos la me-

dia muestral y la desviaciones típicas de las estimaciones y el tiempo computa-

cional que hemos necesitado para alcanzar la convergencia de las estimaciones

(tiempo=cociente respecto al tiempo tardado por el método de verosimilitud de

Montecarlo) para cada procedimiento de estimación, y para cada punto inicial. Las

líneas indican que no se ha alcanzado la convergencia.
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8.1. Introducción

En este capítulo y el siguiente vamos a aplicar las metodologías introduci-
das en el capítulo anterior en dos tipos de estudios relacionados con campos
visuales de pacientes que sufren glaucoma.

En los capítulos 4 y 6 de este trabajo, estudiamos la evolución espacio
temporal de CV, tanto de pacientes sanos (capítulo 4), como de pacientes
con glaucoma (capítulo 6), utilizando en ambos casos la metodología propia
de la Geoestadística. Nuestro objetivo ahora, es abordar problemas similares
utilizando la metodología clásica de series temporales multivariantes y los
campos aleatorios de Markov, que hemos estado viendo en el capítulo 7. Es
decir, una serie de campos visuales de un paciente será considerada una serie
temporal multivariante. Dado t, las componentes de yt se asumirán un campo
aleatorio de Markov. Utilizaremos un modelo VARIMA para modelizar cada
serie.

En este capítulo, nos planteamos el problema de �etiquetar� cada una de
las posiciones de los CV observados como �sana� o �enferma�, usando méto-
dos estadísticos bayesianos. Para ello además de una variable que recoja las
observaciones, de�niremos una segunda variable que nos permita identi�car
cada posición como sana o enferma. El objetivo de este capítulo será estimar
los valores de esta nueva variable en cada posición.

En el siguiente capítulo (capítulo 9), nos proponemos un objetivo distin-
to, mucho más próximo al que nos planteábamos en el capítulo 6, ya que
buscaremos una modelización para la distribución espacio temporal de CV
de pacientes con glaucoma, con el objetivo de poder realizar predicciones y
simulaciones.

Como antecedente directo del estudio que vamos a realizar, debemos citar
el trabajo de Olsson y Rootzen de 1.994 [154]. En este trabajo los autores pro-
ponen un modelo para la distribución espacial de CV de pacientes enfermos
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de glaucoma. Aunque ellos tenían acceso a datos internos del campímetro, y
a todas las respuestas (tanto a�rmativas como negativas) de los pacientes,
(i.e. tenían información muy distinta a la nuestra), nos basaremos en sus
conclusiones, e intentaremos generalizar alguno de sus modelos para incluir
en ellos la componente temporal.

8.1.1. Conjunto de datos y notación

En este capítulo y el siguiente, vamos a trabajar con una base de datos
formada por 10 pacientes con un número de observaciones cada uno que
oscila entre 4 y 9. La razón de que la base de datos sea tan pequeña se ha
debido a varios factores. Primero a que en los hospitales públicos españoles
estas pruebas se realizan con una periodicidad de un año, por lo que es difícil
tener largas series de observaciones de un mismo paciente. Además, aunque
teóricamente se realiza una revisión al año, este período puede acortarse o
alargarse dependiendo de la mayor o menor gravedad del estado del paciente.
Al trabajar con series temporales, vamos a exigir que las observaciones estén
igualmente espaciadas, con un retardo de un año entre dos observaciones
consecutivas, por lo que no hemos podido incluir en nuestra base de datos
muchas de las exploraciones que nos han proporcionado los oftalmólogos.
De todas formas continuamos trabajando para obtener una base de datos
mucho más extensa sobre la que poder repetir y validar todos los métodos
que vamos a desarrollar a continuación.

Notar que el tipo de datos con los que trabajamos son un poco diferentes
a los habituales en series temporales multivariantes y en general en estadís-
tica espacio-temporal, puesto que tenemos repeticiones independientes de
la serie (10 pacientes). Por tanto deberemos adaptar muchos de los resul-
tados del capítulo anterior a esta situación, la mayoría de ocasiones esta
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adaptación es inmediata. El hecho de tener repeticiones independientes de
la misma variable podría en cierta forma �compensar� el hecho de que las
series de observaciones sobre cada paciente sean tan cortas.

Siguiendo con la misma notación que ya introdujimos en el capítulo 4,
sea P el número de pacientes que tenemos en nuestra base de datos, y seap,
con p = 1, . . . , P cada uno de ellos. LlamamosNp al número de observaciones
que tenemos del paciente número p, y utilizaremos el índice t, t = 1, . . . , Np

para diferenciarlas.
Vimos en el capítulo 2, que cada campo visual contiene información

sobre la intensidad de visión del paciente en 52 puntos de su retina. Por
eso, continuando con la misma notación de�nimos una variable contínua,z,
que recogerá el umbral de visión de cada paciente en cada uno de los pun-
tos. De�nimos zitp como el umbral observado en la i−ésima posición, de la
t−ésima observación del paciente númerop, y llamamos Zp = (Z1p, Z2p, . . . ,

ZNpp) al vector con todos los umbrales observados en todas las exploraciones
de un paciente, con Ztp = (z1tp, z2tp, . . . , z52tp).

Asociada a cada una de las posiciones del campo visual, de�nimos una
nueva variable, que llamamos �estatus�. Será una variable binaria en cada
posición, latente, no observada, que nos permitirá clasi�car cada posición
como sana (s = 1), o enferma (s = −1). De forma análoga a la notación
utilizada para los umbrales, llamaremos sitp al valor de la variable estatus
en la i−ésima posición del t−ésimo campo visual del paciente número p, y
de�niremos Sp = (S1p, S2p, . . . , SNpp) con Stp = (s1tp, s2tp, . . . , s52tp).

8.1.2. Objetivos

Recordemos brevemente el problema médico que hemos estado siguiendo
durante todo este trabajo. Como hemos explicado de forma bastante extensa
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en el capítulo 2, el glaucoma es una enfermedad muy grave en la que el ojo
pierde sin dolor y gradualmente la visión, empezando por la periferia del
campo visual y extendiéndose paulatinamente hacia zonas más centrales,
pudiendo llegar a la ceguera. Una información muy útil para diagnosticar
glaucoma es la medición del campo visual por medio de un test perimétrico.
Llamaremos �campo visual� al resultado de esta medición, y consiste en un
mapa numérico que informa al oftalmólogo sobre el estado de visión del
paciente. Un campo visual (CV) puede considerarse como un vector con52

valores numéricos, uno por cada uno de los puntos testeados en la retina, y
cada uno de estos valores numéricos es una estimación de la intensidad de
visión del paciente en el punto correspondiente. Los puntos se encuentran
colocados sobre el grid regular de la tabla 2.1 (tabla del capítulo 2). El
paciente se somete a este tipo de mediciones habitualmente una vez al año,
pero esta frecuencia puede variar dependiendo del estado de la enfermedad.

El objetivo que nos planteamos en este capítulo, es la estimación del
estatus de cada uno de los puntos testeados en la retina, es decir, decidir qué
posiciones del CV son �normales� y cuales han sido afectadas por el glaucoma,
en base a la información proporcionada por todos los campos visuales del
paciente.

Todos los paquetes implementados en los campímetros (SITA, SITA FAST,
FASTPAC,...) proporcionan esta información al oftalmólogo, ya que presen-
tan unos mapas en los que destacan las posiciones que consideran �dañadas�.
Como comentámos en el capítulo 2, para hacer esta clasi�cación se basan en
estudios empíricos realizados sobre bases de datos bastante grandes. Nuestro
objetivo ahora es desarrollar un modelo bayesiano que permita estimar a
partir de él, el valor de la variable estatus en cada posición.

Estamos por tanto planteando un problema muy parecido al problema
de la segmentación de una imagen, (en el contexto del análisis de imágenes),
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bajo una perspectiva bayesiana (ver [18, 61, 38, 78, 205] o [100] para más
detalles). Los umbrales,Z, pueden considerarse como la �imagen observada�,
y los estatus, S, como la �imagen con las etiquetas�, donde cada valor repre-
senta el verdadero estado (normal/enfermo) de cada posición, y del que no
disponemos de observaciones.

En estos problemas, se construye la distribución de probabilidad de la
imagen observada, f(Z/S), y se formula una distribución a priori sobre S,
π(S). A partir de aquí se calcula la distribución a posteriori deS dado Z:

f(S/Z) ∝ f(Z/S)π(S)

y la estimación de S se obtiene habitualmente tomando Ŝ como la moda
de esta distribución a posteriori. Este estimador se conoce como estimador
máximo a posteriori(MAP ), y será el que utilizaremos nosotros también.

8.2. Rasgos característicos de los campos visuales

Como hemos comentado en el capítulo 2, los campos visuales han sido
extensivamente estudiados por los oftalmológos, por lo tanto muchas de sus
características �siológicas son bien conocidas y pueden encontrarse documen-
tadas en la literatura médica. Recordemos brevemente aquellas característi-
cas de los campos visuales que tendremos en cuenta a la hora de formular
nuestros modelos.

Así por ejemplo respecto a campos visuales sanos, recordemos que es
conocido que el valor esperado de los umbrales decrece linealmente con la
edad, y que este decrecimiento no es homogéneo en todo el campo visual, sino
que es más rápido en las posiciones periféricas que en las centrales. Además,
las posiciones más periféricas son aquellas que presentan niveles más bajos
en las intensidades de los umbrales, y valores más altos para su varianza.
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Por otro lado, se sabe también que no hay una in�uencia signi�cativa de
la edad sobre la variabilidad de los umbrales.

Con respecto a las posiciones afectadas por glaucoma, se sabe que los
defectos aparecen agrupados formando patrones típicos, y que la enfermedad
se va extendiendo siguiendo el trazado de las �bras nerviosas de la retina,
por lo tanto podremos utilizar este hecho para de�nir un tipo de �distancia
�siológica� que nos permita de�nir una relación de vecindad para la variable
�estatus�.

Por último, recordar que aunque el umbral medio disminuye con la edad,
esta disminución es más pronunciada en las posiciones �enfermas� que en las
�sanas�.

El resto de capítulo se ha organizado como sigue: en la sección 8.3 se pro-
pone un modelo para la variable umbral condicionada a la variable estatus, a
continuación en la sección 8.4 se propone un modelo a priori para el estatus
y se formula la verosimilitud en la sección 8.5. El problema de estimación
de parámetros se aborda en la sección 8.6 y por último en la sección 8.7 se
presentan los resultados empíricos y las conclusiones del trabajo.

8.3. Modelización de los umbrales condicionados a
los estatus

Sabemos que en general, el valor esperado de los umbrales decrece li-
nealmente con la edad; que este decrecimiento no es homogéneo en todo el
campo visual, siendo más rápido en las posiciones más periféricas, y que
el decrecimiento es más pronunciado en las posiciones enfermas que en las
sanas.

Así pués, para cada paciente y en cada posición tenemos una serie tem-
poral no estacionaria.
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En el capítulo 7.3 hemos visto que en este caso podemos plantearnos
dos tipos de modelos, y trabajar con procesos estacionarios en tendencia
(sección 7.3.2), o con modelos con raices unitarias (sección 7.3.3). Además,
independientemente del tipo de modelo que �nalmente cojamos, deberemos
tener en cuenta que también estamos en una situación de cambios en régimen
(sección 7.3.5), ya que el comportamiento de la serie cambia cuando una
posición pasa de ser normal a ser enferma.

Si intentamos modelizar los umbrales condicionados a los estatus con un
modelo estacionario en tendencia, al querer re�ejar que el decrecimiento de
los umbrales con la edad es más rápido en las posiciones enfermas que en
las sanas, nos encontramos con que los distintos regímenes (sano/enfermo),
afectan a la pendiente de la recta, y deberíamos plantear un modelo multi-
variante donde cada componente sea del tipo:

zitp =





ai + bit + εitp si sitp = 1

ai + (bi + ci)t + εitp si sitp = −1

Este modelo tiene la peculiaridad de no ser estacionario para cada uno de
los regímenes. Este hecho es bastante inusual en los modelos con cambios
en régimen, donde se asume habitualmente que, dado el régimen, las dos
series son estacionarias, de hecho no hemos podido encontrar en la literatura
ninguna referencia en la que se de esta situación. Una forma para lograr que
la serie sea estacionaria en cada �trozo� sería diferenciarla, y tendríamos:

∆zitp := zitp − zi−1tp =





bi + εitp si sitp = sit−1p = 1

(bi + ci) + εitp si sitp = sit−1p = −1
... ...

pero este modelo resultaría muy complicado de expresar en forma multiva-
riante.
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Dejamos abierto este camino para seguir trabajando en el futuro, y nos
decantamos por plantear un modelo utilizando procesos con raices unitarias.
Dentro de estos procesos y debido a la precariedad de nuestra base de datos,
optamos por elegir el modelo más parsimonioso y así proponemos mode-
lizar la variable umbral con un modeloVARI(1,1), con cambios de régimen
(volveremos a proponer el mismo modelo en el capítulo 9, y allí comprobare-
mos la bondad del ajuste).

En principio podríamos haber planteado un modelo cointegrado, pero no
lo hemos hecho por dos motivos. El primero es que los modelos cointegrados
se basan en el conocimiento a nivel práctico de que el comportamiento de las
series temporales de alguna forma se �compensan� o �tienen un equilibrio� a
largo plazo. Esta hipótesis es bastante natural en Economía pero en nuestro
caso parece no tener demasiado sentido a nivel práctico. El segundo motivo
para no trabajar con modelos cointegrados ha sido, como decíamos antes,
el buscar el modelo más parsimonioso. Por otro lado, la �precariedad� de
nuestra base de datos nos impide poder aplicar los tests de cointegración con
cambios estructurales propuestos en la sección 7.3.5. Los dejamos también
como trabajo futuro para cuando podamos contar con una base de datos
más extensa en el tiempo.

Si denotamos por ∆ al operador �primera diferencia�, es decir: ∆Ztp =

Ztp − Zt−1p, el modelo que proponemos para los umbrales condicionados a
los estatus es:

∆Ztp = C0 + c1∆Stp + Ψ
(

∆Zt−1p − c1∆St−1p

)
+ εtp (8.1)

con εtp | ∆Zt−1p, Sp ∼ N(0,M(I − C)−1)

Como hemos dicho se trata de un modelo VARI(1,1) con cambios en
régimen que afectan sólo al termino constante y que vienen dados por la
variable ∆Stp, es decir por cambios en el estatus.
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Veamos a continuación cuáles son y qué signi�cado tienen los parámetros
del modelo:

C0 es un vector con 52 componentes, C0 = (c01, c02, · · · , c052). Si tene-
mos en mente el modelo de predicción con procesos integrados, que vi-
mos en la sección 7.3.3,C0 podría interpretarse como las 52 pendientes
resultantes al hacer la predicción de la intensidad en cada posición.

El parámetro c1 representa el cambio en la pendiente debido al cambio
en el estatus.

La matriz Ψ es la matriz de los coe�cientes autoregresivos. Vamos a
suponer que estos coe�cientes no dependen de la posición, y que sobre
cada umbral en un instante t in�uye únicamente el valor del umbral en
la misma posición en el instante anterior, y su valor en las posiciones
vecinas (también en el instante anterior), es decir que:

Ψ = (ψij)i,j=1,··· ,n con ψij =





α1 si j ∼ i

α0 si i = j

0 en otro caso
(8.2)

M(I−C)−1 es la matriz de varianzas covarianzas de los resíduos, no va-
mos a distinguir distintas varianzas dependiendo del valor del estatus,
pero sí que vamos a considerar diferencias debido a la excentricidad.
Supondremos que existe una relación lineal entre la varianza en cada
posición y su distancia al centro del CV. Para ello de�nimos:

M = σ2
0I + σ2D = σ2

(
σ2

1I + D

)
(8.3)

siendo σ2, σ2
1 parámetros a estimar, I la matriz identidad y D =

diag(d1, . . . , d52), con di la distancia euclídea de la posición i al centro
del CV.
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La dependencia espacial, que será Markoviana, vendrá dada por la
matriz C y vamos a suponerla constante entre posiciones vecinas, es
decir:

C = (γij)i,j=1,...,52 con: γij =





c si j ∼ i

0 en otro caso
(8.4)

siendo c un nuevo parámetro a estimar.

Para simpli�car notación, de�nimos una matriz de vecindadesH como:

H = (δij)i,j=1,...,52 con: δij =





1 si j ∼ i

0 en otro caso

Con esta nueva notación, podemos cambiar las expresiones de las matrices
Ψ y C. La expresión de Ψ en la ecuación (8.2) quedará:

Ψ = α0I + α1H

y la de�nición de C en la ecuación (8.4) quedará:

C = cH

Sustituyendo la expresión de Ψ y de C en (8.1), tendremos que con la
nueva notación el modelo propuesto para los umbrales condicionados a los
estatus es:

∆Ztp = C0 + c1∆Stp+
(

α0I + α1H

)(
∆Zt−1p − c1∆St−1p

)
+ εtp

con εtp | ∆Zt−1p, Sp ∼ N(0, σ2(σ2
1I + D)(I − cH)−1) (8.5)

Para poder hallar las expresiones de los estimadores de los parámetros,
necesitamos modi�car un poco más la notación y expresar (8.5) en forma
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vectorial. Para ello de�nimos:

∆Zp =




∆Z ′3p

· · ·
∆Z ′Npp


 ;∆Z−1,p =




∆Z ′2p

· · ·
∆Z ′Np−1p


 ; (8.6)

∆Sp =




∆S′3p

· · ·
∆S′Npp


 ;∆S−1,p =




∆S′2p

· · ·
∆S′Np−1p


 ;

H∆Z−1,p =




H∆Z ′2p

· · ·
H∆Z ′Np−1p


 ; H∆S−1,p =




H∆S′2p

· · ·
H∆S′Np−1p




Con esta nueva notación, el modelo de�nido en (8.5) quedará:

∆Zp = 1′ · C0 + c1∆Sp + α0∆Z−1,p + α1H∆S−1,p − α0c1∆S−1,p −
−α1c1H∆S−1,p + ε̃p

con εtp | ∆Zt−1p, Sp ∼ N(0, σ2(σ2
1I + D)(I − cH)−1) (8.7)

8.4. Modelización a priori de los estatus

Recordemos que los estatus son variables binarias, no observadas y de�nidas
sobre cada posición como sitp ∈ {±1}, siendo sitp = −1 cuando la posición
correspondiente está enferma, y siendo sitp = 1 cuando la posición está nor-
mal.

En la sección 7.3.5 hemos estado hablando de los modelos con cambios de
régimen, y en particular de los �Markov-switching model� [82, 83, 84, 85], que
suponen que el proceso no observado (el de los regímenes) está gobernado
por un proceso de Markov discreto (estados discretos y tiempos discretos),
que viene de�nido por determinadas probabilidades de transición:

pij = Pr(st+1 = j | st = i),
∑

j

pij = 1, ∀i, j ∈ {1, · · · ,M}. (8.8)



254 8. Estimación bayesiana de la variable estatus

Como ya comentamos entonces, una de las características de estos mo-
delos, es que aunque la serie zt sea multivariante, todas sus componentes se
encuentran en el mismo estado st en el instante t. Pero en nuestro caso no
ocurre esto, como comentábamos al principio de este trabajo, el glaucoma
es una enfermedad que se va extendiendo con el tiempo. Al principio sólo
unas pocas posiciones están enfermas y con el tiempo este número va en
aumento. Por tanto cada posición tiene un determinado estatus. Como tam-
bién comentábamos en la sección 7.3.5, una solución a este problema sería
�rede�nir� los estados, y de�nir para cada pacientep y cada instante t,

stp =





1 si (s1tp = 1, s2tp = 1, s3tp = 1, · · · , s52tp = 1)

2 si (s1tp = −1, s2tp = 1, s3tp = 1, · · · , s52tp = 1)
... ...
M si (s1tp = −1, s2tp = −1, s3tp = −1, · · · , s52tp = −1)

con M = 252. Sin embargo, el cálculo de las probabilidades de transición
pij = Pr(stp = j/st−1p = i) resulta muy complicado.

Olsson y Rootzen [154] propusieron modelizar la distribución espacial de
los estatus utilizando un modelo autologístico:

π(S) =
1
Zs

exp{−U(s)} con U(s) =
−1
2

∑

i

αisi − 1
4

∑

i

∑

j∼i

βijsisj

y de�nieron βij de forma que re�ejara el hecho de que la enfermedad evolu-
ciona siguiendo el trazado de las �bras nerviosas.

En la literatura médica pueden encontrarse mapas con el trazado de las
�bras nerviosas en el ojo [1]. A partir de estos mapas, Olson y Rootzen
de�nieron lo que llamaron �dirección preferida entre dos puntos�, que deno-
taron por eij . Para de�nirla, llamaron (xi, yi) a las coordenadas (en grados)
de la posición i−ésima del CV, y de�nieron: xi,j = xi+xj

2 ; yi,j = yi+yj

2 ; y
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−→e i,j =
−→e 0

i,j

‖−→e 0
i,j‖

, siendo

−→e 0
i,j = (e0,x

i,j , e0,y
i,j ) con e0,x

i,j =





xi,j − 15 si 0 < xi,j

−3 en otro caso

e0,y
i,j =





yi,j si 0 < xi,j

−1 si xi,j < 0 y 0 < yi,j

1 si xi,j < 0 y yi,j < 0

0 en otro caso

Una vez de�nida esta �distancia preferida� entre cada par de posiciones,
para cada par de puntos i, j, construyen el vector −→d ij trazado del punto
i−ésimo al j−ésimo, y lo descomponen en una componented‖ paralela a−→e i,j

y otra parte d⊥, perpendicular a −→e ij . Abusando de notación y llamando de
nuevo d‖ y d⊥ a los módulos de estos vectores, de�nen:

βij =
b

ρij
si i 6= j ,j ∈ Ni con: ρij =

√
d2
‖ + k2d2

⊥ (8.9)

siendo Ni la vecindad de segundo orden de i.
El objetivo que nos planteamos es modi�car este modelo autologístico,

para incluir en él la componente temporal.
En la bibliografía hemos encontrado dos generalizaciones del modelo de

Ising al contexto espacio-temporal.
La primera de ellas, es la utilizada por Hainsworth y Mardia [80] quienes

en el contexto de la restauración de secuencias de imágenes, utilizan un mo-
delo de Ising espacio-temporal de�nido a partir de la distribución conjunta,
de�niendo:

π(X1, X2, · · · , XT ) = exp{−U(X1, · · · , XT )}/Z (8.10)

siendo Z la constante normalizadora apropiada, yU(X1, · · · , XT ) una fun-
ción de energía que descompondrán como suma de unas determinadas fun-
ciones potenciales.
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La otra aproximación es la utilizada entre otros, por Järpe [103] y por
Guyon y Hardouin [79], que se basa en generalizar el modelo de Ising al caso
espacio temporal, de�niendo las siguientes probabilidades condicionadas:

Pr

(
X(t) = x(t)/X(t− 1) = x(t− 1)

)
= (8.11)

= Z−1exp{φ
∑

i

xi(t)
∑

j∼i

xj(t) + ψ
∑

i

xi(t)xi(t− 1)}

Este modelo está basado en el concepto de �Markov Chain of Markov
Field�, introducido por Guyon [78] y por Bayomog [11].

De�nición 4.1 Sea A = {1, . . . , k} un conjunto de posiciones formando
un retículo en un espacio medible en el que se ha de�nido una relación de
vecindad ∼. Denotemos por δi para i ∈ A el conjunto de posiciones en A

vecinas de i y por A − i todas las posiciones de A excepto la i-ésima. Un
proceso estocástico {X(t)}, t ∈ Z con X(t) = {Xi(t) i ∈ A}, es un MCMF
si cumple que:

Xi(t) | {XA−i(t), {X(s) : s = 1, 2, · · · , t− 1}} d= Xi(t) | {Xδi(t), X(t− 1)}

Notar que X = {X(t)} es una cadena de Markov y X(t) condicionado a
X(t− 1) es una campo aleatorio de Markov enA.

¾Cuales son las ventajas y desventajas de cada una de las aproxima-
ciones? Ambas aproximaciones sólo di�eren en el hecho de formular el modelo
conjuntamente o a partir de las distribuciones condicionales ent dado t− 1.
Obviamente el modelo de�nido en (8.11) permite obtener fácilmente proba-
bilidades de transición, i.e. permite calcular facilmentePr(X(t) = xt/X(<

t)). Por otra parte, el modelo de�nido en la ecuación (8.10) permite simular
fácilmente a partir de él, pero no nos permite hacer simulaciones ni predic-
ciones de lo que ocurrirá en el instanteT +1, ya que el modelo está explícita-
mente de�nido para los instantes1, · · · , T , y no podemos extraer información
fuera de este intervalo temporal.
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Cuadro 8.1: Penalizamos el que una posición enferma en el instante t − 1 pase a

sana en t

sit−1 sit (1 + sitp)(1− sit−1p)

-1 -1 0
-1 1 2
1 -1 0
1 -1 0

Como lo que nos interesa en este apartado es la estimación bayesiana de la
variable estatus en los puntos observados, y por tanto su expresión conjunta,
trabajaremos con la formulación (8.10). En el siguiente capítulo en el que nos
plantearemos realizar predicciones trabajaremos con la formulación (8.11).

Proponemos por tanto la siguiente distribución a priori para la variable
estatus:

π

(
S2p, · · · , STp | S1p

)
∝ (8.12)

∝ exp

{ T∑

t=2

52∑

i=1

(∑

j∼i

βijsitpsjtp − φ(1 + sitp)(1− sit−1p)
)}

siendo βi,j como en la ecuación (8.9). Con el términoφ(1 + sitp)(1− sit−1p),
intentamos penalizar evoluciones no deseables de la enfermedad, ya que �-
siológicamente se sabe que si una posición está enferma en el instante t,
no puede evolucionar a un estado sano. El parámetro φ controlará estas
evoluciones no deseadas (ver tabla 8.1), y cuanto mayor sea su valor, menor
probabilidad habrá de que una posición enferma evolucione a normal. Como
una �corrección de bordes� vamos a sustituir en la ecuación (8.12)φ por φt,
donde:

φt =





φ si t < T

2φ si t = T



258 8. Estimación bayesiana de la variable estatus

Una situación ideal se daría al considerar φ → ∞, pero en la realidad
hemos visto que factores como el efecto aprendizaje presente en las primeras
exploraciones que realiza un paciente, las pérdidas de �jación, y las respuestas
falsas positivas y falsas negativas, hacen que nos encontremos con series de
tests en los que hay posiciones inicialmente clasi�cadas como enfermas que
evolucionan a sanas, cosa �siológicamente imposible. Por todo ello, consi-
deraremos φ como un parámetro más a estimar.

Por tanto, en la distribución de los estatus tenemos tres parámetros a
estimar: (φ, b, k).

Para trabajar desde una perspectiva completamente bayesiana, ahora de-
beríamos de�nir distribuciones a priori para los hiperparámetros del modelo,
pero no vamos a hacerlo de momento. Dejamos la modelización completa-
mente bayesiana para un trabajo futuro.

8.5. Distribución conjunta

Con la distribución a priori de los estatus

π

(
S2p, · · · , STp | S1p

)
∝

∝ exp

{ T∑

t=2

52∑

i=1

( ∑

j∼i

βijsitpsjtp − φt(1 + sitp)(1− sit−1p)
)}

,

y la distribución de los umbrales condicionados a los estatus

∆Zp = 1′ · C0 + c1∆Sp + α0∆Z−1,p + α1H∆S−1,p − α0c1∆S−1,p −
−α1c1H∆S−1,p + ε̃p

con εtp | ∆Zt−1p, Sp ∼ N(0, σ2(σ2
1I + D)(I − cH)−1), la distribución
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conjunta quedará:

f

(
∆Z, S3, · · · , ST | Z1, Z2, S1, S2

)
∝ (8.13)

∝
P∏

p=1

(2πσ2)
−n·(Np−2)

2 | (σ2
1I + D)−1(I − cH) |Np−2

2 ·

·exp

{ −1
2σ2

(
∆Zp − 1 · 1′C0 − c1 ·∆Sp − α0∆Z−1,p − α1H∆S−1,p +

+α0c1∆S−1,p + α1c1H∆S−1,p

)′
· (σ2

1I + D)−1 · (I − cH) ·
(

∆Zp − 1 · 1′C0 − c1 ·∆Sp − α0∆Z−1,p − α1H∆S−1,p + α0c1∆S−1,p +

+α1c1H∆S−1,p

)
+

Np∑

t=3

52∑

i=1

( ∑

j∼i

βijsitpsjtp − φt(1 + sitp)(1− sit−1p)
)

.

Notar que hemos calculado la distribución conjunta, condicionada a las
dos primeras observaciones. Estamos trabajando con un modelo equivalente
a un V AR(2) y, como comentamos en la sección 7.2.1, la estimación resulta
mucho más sencilla si maximizamos la distribución condicional, pues la dis-
tribución conjunta suele dar lugar a ecuaciones no lineales. Por este motivo,
a partir de ahora tomaremos las dos primeras observaciones como �jas y
conocidas.

La matriz de vecindad H, es una matriz cuadrada y simétrica. Si lla-
mamos h1 ≤ h2 ≤ · · · ≤ hn a sus valores propios ordenados, entonces
| I − cH |= ∏n

i=1(1− chi), y la logverosimilitud quedará:

log(L) ∝
P∑

p=1

[−n · (Np − 2)
2

log(2πσ2)− (8.14)

−Np − 2
2

n∑

i=1

log(σ2
1 + di) +

Np − 2
2

n∑

i=1

log(1− chi)−

− 1
2σ2

(
∆Zp − 1 · 1′C0 − c1 ·∆Sp − α0∆Z−1,p − α1H∆S−1,p+
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+α0c1∆S−1,p + α1c1H∆S−1,p

)′
· diag

(
1

σ2
1 + di

)(
I − cH

)
·

(
∆Zp − 1 · 1′C0 − c1 ·∆Sp − α0∆Z−1,p − α1H∆S−1,p +

+α0c1∆S−1,p + α1c1H∆S−1,p

)
+

+
Np∑

t=3

n∑

i=1

(
n∑

j=1

βijsitpsjtp − φt(1 + sitp)(1− sit−1p))
]

8.6. Estimación de parámetros

A partir de la distribución de f(Z/S) y de la distribución a priori de
S, π(S), hemos construido en el apartado anterior la distribución conjunta
f(Z, S). Nuestro objetivo es estimar los parámetros (deπ(S) y de f(Z/S))
y los valores de la variable estatus, conjuntamente. Como comentábamos en
la sección 7.4, para estimar S desde el punto de vista bayesiano debemos
obtener la distribución a posteriori f(S/Z) ∝ f(S, Z) y tomaremos como es-
timador de S, la moda de esta distribución a posteriori. Lógicamente, debido
a la complejidad de todas las distribuciones propuestas y la dimensión del
espacio en que nos encontramos, ninguna de estas tareas pueden obtenerse
de forma analítica y tendremos que recurrir a aproximaciones y/o métodos
de Montecarlo.

De los métodos revisados en la sección 7.4 tenemos que �jarnos en aque-
llos que intentan estimar a la vez los parámetros y maximizar la distribución
a posteriori, que como hemos comentado son los métodos usados habitual-
mente en los problemas de restauración y segmentación de imágenes.

Si nos �jamos en la expresión de la distribución conjunta 8.14, vemos
además, que si sólo nos interesara la estimación de los parámetros del modelo,
podríamos estimar por separado los de la distribución a priori de los estatus,
de los de la distribución de los umbrales condicionados a los estatus. Además,
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la distribución de los umbrales condicionada a los estatus es de tipo gausiano
y sólo en este tipo de modelos de Markov la constante normalizadora es
conocida y el estimador máximo verosímil de los parámetros es relativamente
sencillo de obtener.

Por todos estos motivos, de los algoritmos estudiados en el apartado 7.4
vamos a utilizar un algoritmo de la sección 7.4.5, similar al introducido en
el contexto de segmentación de imágenes por Kato et al. en [113, 114].

El proceso iterativo es el siguiente:

1. Elegir valores iniciales para todos los parámetros (incluidos los estatus)
e hiperparámetros.

2. Estimar los hiperparámetros de la distribución de los estatus.

3. Estimar por máxima verosimilitud los parámetros de la distribución de
los umbrales.

4. Estimar los estatus, utilizando el �Simulated Annealing�.

5. Repetir los pasos 2-4 hasta obtener la convergencia de las estimaciones.

Notar que en el paso de estimación de parámetros usamos un algoritmo
de estimación similar al EM estocástico [46, 150, 172, 165], pero en el paso
E del algoritmo, calculamos la media muestral sólo a partir de una única
simulación del proceso �faltante�. Este paso es combinado con Simulated
Annealing para obtener el máximo a posteriori (MAP) de la distribución de
los estatus.

Para ver otros trabajos en los que se han utilizado procedimientos itera-
tivos similares para la estimación de parámetros consultar [60, 114].

Veamos a continuación estos pasos poco a poco:
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8.6.1. Paso 2. Estimación de los parámetros de la distribu-
ción a priori de los estatus

Como la constante normalizadora de la función de distribución de los
estatus (ec. 8.12) es desconocida, vamos a utilizar el algoritmo de Younes
[207] para estimar los parámetros. Notar que ahora no estamos en un pro-
blema de datos faltantes, ya que conocemos los valores de la variable �estatus�
(bien porque la hemos inicializado, o porque la tomamos igual a la estimada
en el paso 4 del algoritmo).

Partiendo de la ecuación (8.12), podemos escribir la distribución de los
estatus, condicionada a la primera observación de todos los paciente como:

π(b,k,φ)(S/S1) ∝ exp

{ P∑

p=1

Np∑

t=2

52∑

i=1

( 52∑

j=1

b√
d2
‖i,j + k · d2

⊥i,j

· si,t,p · sj,t,p −

−φt(1 + si,t,p)(1− si,t−1,p)
)}

Si llamamos θ = (b, k, φ) al vector de parámetros, el método de Younes
actualiza

θn+1 = θn +
c

n + 1

{
h′(s∗)− h′(s)

}

con s∗ denotando a una realización de la variableS simulada con el muestreador
de Gibbs de acuerdo con su distribución para θ = θn. En nuestro caso:

h′(sitp) =




−∑
j

1√
d2
‖i,j

+k·d2
⊥i,j

· sitp · sjtp

∑
j

b·d2
⊥

2·
√

d2
‖i,j

+k·d2
⊥i,j

sitp · sjtp

(1 + sitp)(1− sit−1p))




8.6.2. Paso 3. Estimación de los parámetros de la distribu-
ción de los umbrales condicionados a los estatus

Como la distribución de los umbrales condicionados a los estatus es gau-
siana, vamos a estimar sus parámetros por máxima verosimilitud.
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Para simpli�car notación y que las expresiones resultantes sean más
manejables de�nimos:

V −1 = diag

(
1

σ2
1 + di

)
(I − cH)

Ap := Ap(c1, α0, α1) = c1 ·∆Sp + α0∆Z−1,p + α1H∆S−1,p −
−α0c1∆S−1,p − α1c1H∆S−1,p

Bp := Bp(C0, α0, α1) = 1′C0 + α0∆Z−1,p + α1H∆S−1,p

Dp := Dp(C0, c1, α1) = 1′C0 + c1 ·∆Sp + α1H∆S−1,p − α1c1H∆S−1,p

Ep := Ep(C0, c1, α0) = 1′C0 + c1 ·∆Sp + α0∆Z−1,p − α0c1∆S−1,p

Entonces el estimador máximo verosímil de C0 será:

log(L) ∝

∝
P∑

p=1

(
∆Zp − 1 · C ′

0 −Ap

)′

· V −1·
(

∆Zp − 1 · C ′
0 −Ap

)
=

=
P∑

p=1

tr

[(
∆Zp − 1 · C ′

0 −Ap

)′

·
(

∆Zp − 1 · C ′
0 −Ap

)
· V −1

]

al derivar e igualar a 0 tendremos que:

Ĉ0 =
P∑

p=1

(
A′p1−∆Z ′p1

)(
1′1

)′
(8.15)

2. Estimador máximo verosímil de c1:

log(L) ∝
P∑

p=1

(
∆Zp − c1 ·∆Sp + c1 · α0 ·∆S−1,p + α1c1H∆S−1,p −Bp

)′

·

V −1·
(

∆Zp − c1 ·∆Sp + c1 · α0 ·∆S−1,p + α1c1H∆S−1,p −Bp

)
=
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=
P∑

p=1

tr

[(
∆Zp − c1 ·∆Sp + c1 · α0 ·∆S−1,p + α1c1H∆S−1,p −Bp

)′

·
(

∆Zp − c1 ·∆Sp + c1 · α0 ·∆S−1,p + α1c1H∆S−1,p −Bp

)
· V −1

]

al derivar e igualar a 0, si llamamos:

P1 := tr

[(
−∆Z ′p ·∆Sp + α0∆Z ′p∆S−1,p + α1 ·∆Z ′p ·H∆S−1,p +

+B′
p ·∆Sp − α0B

′
p ·∆S−1,p − α1B

′
p ·H∆S−1,p

)
V −1

]

P2 := tr

[(
∆S′p ·∆Sp − 2α0∆S′p ·∆S−1,p − 2α1∆S′p ·H∆S−1,p +

+α2
0∆S−1,p ·∆S−1,p + 2α0α1∆S′−1,p ·H∆S−1,p +

+α2
1H∆S′−1,p ·H∆S−1,p

)
V −1

]

tendremos que ĉ1 = −P1
P2

(8.16)

3. Estimador máximo verosímil de α0

log(L) ∝
P∑

p=1

(
∆Zp + c1 · α0∆S−1,p − α0∆Z−1,p −Dp

)′

· V −1 ·

·
(

∆Zp + c1 · α0∆S−1,p − α0∆Z−1,p −Dp

)
=

=
P∑

p=1

tr

[(
∆Zp + c1 · α0∆S−1,p − α0∆Z−1,p −Dp

)′

·

·
(

∆Zp + c1 · α0∆S−1,p − α0∆Z−1,p −Dp

)
· V −1

]

al derivar e igualar a 0, si al igual que antes llamamos:

P3 := tr

[(
c1∆Z ′p ·∆S−1,p −∆Z ′p ·∆Z−1,p − c1D

′
p ·∆S−1,p +

+D′
p∆Z−1,p

)
V −1

]
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P4 := tr

[(
c2
1∆S′−1,p ·∆S−1,p − 2c1∆S′−1,p ·∆Z−1,p +

+∆Z ′−1,p ·∆Z−1,p

)
V −1

]

tendremos que:

α̂0 = −P3
P4

(8.17)

4. Estimador máximo verosímil de α1:

log(L) ∝
P∑

p=1

(
∆Zp + α1c1H∆S−1,p − α1H∆Z−1,p − Ep

)′

·

·V −1·
(

∆Zp + α1c1H∆S−1,p − α1H∆Z−1,p −Ep

)
=

=
P∑

p=1

tr

[(
∆Zp + α1c1H∆S−1,p − α1H∆Z−1,p −Ep

)′

·

·
(

∆Zp + α1c1H∆S−1,p − α1H∆Z−1,p −Ep

)
· V −1

]

al derivar e igualar a 0 llamaremos ahora:

P5 := tr

[(
c1 ·∆Z ′p ·H∆S−1,p −∆Z ′p ·H∆Z−1,p − c1E

′
p ·H∆S−1,p +

+E′
pH∆Z−1,p

)
· V −1

]

P6 := tr

[(
c2
1H∆S′−1,p ·H∆S−1,p − 2 · c1 ·H∆S−1,p ·H∆Z−1,p +

+H∆Z ′−1,p ·H∆Z−1,p

)
· V −1

]

y podremos expresar α̂1 =
P5
P6

(8.18)

5. Estimador máximo verosímil de σ2

Para simpli�car notación de�nimos:

Υ̂p = 1′ · Ĉ0 + ĉ1 ·∆Sp + α̂0∆Z−1,p + α̂1H∆Z−1,p − α̂0ĉ1∆S−1,p −
−α̂1ĉ1H∆S−1,p (8.19)
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Entonces la expresión de la logverosimilitud (ec. 8.14) queda:

log(L) ∝
P∑

p=1

[−n · (Np − 2)
2

log(2π)− n · (Np − 2)
2

log(σ2)−

−Np − 2
2

n∑

i=1

log(σ2
1 + di) +

Np − 2
2

n∑

i=1

log(1− chi)−

− 1
2σ2

(
∆Zp − Υ̂p

)′

diag

(
1

σ2
1 + di

)(
I − cH

)
·
(

∆Zp − Υ̂p

)
+

+
Np∑

t=3

n∑

i=1

(
n∑

j=1

βijsitpsjtp − φ(1 + sitp)(1− sit−1p))
]

Al derivar con respecto a σ2 e igualar a 0 tendremos:
P∑

p=1

[
− n(Np − 2) +

+
1
σ2

tr

[(
∆Zp − Υ̂p

)′

·
(

∆Zp − Υ̂p

)
· diag(

1
σ2

1 + di
)(I − cH)

]
= 0

σ̂2 =

∑P
p=1 tr

[(
∆Zp − Υ̂p

)′

·
(

∆Zp − Υ̂p

)
· diag( 1

σ2
1+di

)(I − cH)
]

∑P
p=1 n · (Np − 2)

(8.20)

6. Estimador máximo verosímil de c y de σ2
1.

Si sustituimos (8.19) y (8.20) en el logaritmo de la verosimilitud, ten-
dremos:

log(L) ∝
P∑

p=1

[
− n · (Np − 2) · log(σ̂2)− (Np − 2)

n∑

i=1

log(σ2
1 + di) +

+(Np − 2)
n∑

i=1

log(1− chi)
]
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log(L) ∝
(
− n · log(σ̂2)−

n∑

i=1

log(σ2
1 + di) +

n∑

i=1

log(1− chi)
)

(8.21)

siendo hi los valores propios de la matriz H que es una matriz simétrica
H = (hi,j), tal que hi,j = 1 si las dos posiciones son vecinas, y 0 en otro
caso.
No podemos derivar esta expresión respecto a c ni respecto a σ2

1, ya que el
EMV de σ2 depende de Υ̂ y para estimar Υ necesitamos conocer σ2

1 y c. Por
tanto vamos a estimarlos mediante un grid search.

Iremos dando valores a (σ2
1, c) en un grid, y a partir de ellos calcularemos

Υ̂t,p,(∀t, p), y σ̂2. Cuando tengamos todos los parámetros del modelo esti-
mados, evaluaremos la verosimilitud (8.21) y nos quedaremos con aquellos
valores de σ2

1 y de c que la maximicen.

8.6.3. Paso 4. Estimación de los estatus

Una vez estimados todos los parámetros e hiperparámetros del modelo,
podemos construir la distribución a posteriori deS condicionado a Z:

f(S/Z) ∝ f(Z/S) · π(S)

y podemos estimar S como la moda de esta distribución a posteriori. Para
obtener este máximo, utilizaremos, como hemos comentado anteriormente,
el algoritmo de �Simulated Annealing� con el muestreador de Gibbs [61].
Es bien conocido [78] que este método funciona bien cuando la función a
maximizar es de Markov. El esquema del algoritmo es:

Paso 4.1: Inicialización: k = 1. De�nimos un parámetro T (k) llamado
temperatura, y lo inicializamos, T (1).

Paso 4.2: Actualización completa. Se actualizan todos los valores deS.
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El nuevo valor para sitp se escoge aleatoriamente con probabilidad

exp

{
1

T (k)
ln

(
f(sitp/S−itp, ∆Z, )

)}

(a continuación, añadimos un apartado más para desarrollar las expre-
siones de estas probabilidades condicionales, ec. 8.22- 8.24).

Paso 4.3: Actualizar los parámetros de control. Poner k = k + 1, T (k).

Paso 4.4: Repetir los pasos 4.2-4.3 hasta obtener la convergencia de las
estimaciones.

8.6.4. Simulación de los estatus

Vamos a desarrollar las expresiones de las probabilidades condicionales
que necesitamos en el paso 4.2 del algoritmo anterior.

A partir de la expresión de la log-verosimilitud:

log(L) ∝
P∑

p=1

[−n · (Np − 2)
2

log(2πσ2)− Np − 2
2

n∑

i=1

log(σ2
1 + di) +

+
Np − 2

2

n∑

i=1

log(1− chi)− 1
2σ2

(
∆Zp − 1 · 1′C0 − c1 ·∆Sp − α0∆Z−1,p −

−α1H∆S−1,p + α0c1∆S−1,p + α1c1H∆S−1,p

)′
diag

(
1

σ2
1 + di

)(
I − cH

)
·

(
∆Zp − 1 · 1′C0 − c1 ·∆Sp − α0∆Z−1,p − α1H∆S−1,p + α0c1∆S−1,p +

+α1c1H∆S−1,p

)
+

Np∑

t=3

n∑

i=1

(
n∑

j=1

βijsitpsjtp − φt(1 + sitp)(1− sit−1p))
]

podemos calcular la expresión de los estatus condicionada a los umbrales.
Para simpli�car la notación llamaremos:

Ritp = ∆Zitp − C0i − α0∆Zit−1p − α1

r

∑

j∈Ni

∆Zjt−1p

Eitp = c1(sitp − sit−1p) + c1α0(sit−1p − sit−2p) + c1α1
1
r

∑

j∈Ni

(sjt−1p − sjt−2p)
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Con la nueva notación,

log(L) ∝
P∑

p=1

Np∑

t=3

[−n(Np − 2)
2

log(2π)− n(Np − 2)
2

log(σ2)−

−Np − 2
2

n∑

i=1

log(σ2
1 + di) +

Np − 2
2

n∑

i=1

log(1− chi)−

− 1
2σ2

(
Rtp − Etp

)′

diag(
1

σ2
1 + di

)(I − cH)·
(

Rtp − Etp

)
+

+log(k(φ)) +
n∑

i=1

(
n∑

j=1

βijsitpsjtp − φt(1 + sitp)(1− sit−1p))
]

=

=
P∑

p=1

Np∑

t=3

[−n(Np − 2)
2

log(2π)− n(Np − 2)
2

log(σ2)−

−Np − 2
2

n∑

i=1

log(σ2
1 + di) +

Np − 2
2

n∑

i=1

log(1− chi)−

− 1
2σ2

( 52∑

l=1

1
σ2

1 + dl
(Rltp − Eltp)2 − c · (Rltp − Eltp) ·

∑

j∈N(l)

(Rj − Ej)
)

+

+
n∑

i=1

(
n∑

j=1

βijsitpsjtp − φt(1 + sitp)(1− sit−1p))
]

Para que las ecuaciones no resulten tan largas ni engorrosas, seguimos
simpli�cando notación. De�nimosBi,t,p = Ri,t,p −Ei,t,p, ∀i, t.

Si 3 ≤ t < N(p)− 1

f(sitp/Z, St−1p, St+1p, S−itp) ∝ (8.22)

∝ exp

{ −1
2σ2

·
t+2∑

l=t

[
1

σ2
1 + di

(
Bi,l,p

)2

− c

(
Bilp

)
·

∑

k∈Ni

(
Bklp

)]
−

− 1
2σ2

t+2∑

l=t+1

∑

m∈Ni

[
1

σ2
1 + dm

(
Bmlp

)2

− c·
(

Bmlp

)
·

∑

k∈Nm

(
Bklp

)]}
·

·exp{2
∑

j∈Ns
i

βijsitpsjtp − φ(1 + sitp)(1− sit−1p)− φ(1 + sit+1p)(1− sitp)}
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Si t = N(p)− 1

f(sitp/Z, St−1p, St+1p, S−itp) ∝ (8.23)

∝ exp

{ −1
2σ2

·
N(p)∑

l=N(p)−1

[
1

σ2
1 + di

(
Bi,l,p

)2

− c

(
Bilp

)
·

∑

k∈Ni

(
Bklp

)]
−

− 1
2σ2

∑

m∈Ni

[
1

σ2
1 + dm

(
BmN(p)p

)2

− c·
(

BmN(p)p

)
·

·
∑

k∈Nm

(
BkN(p)p

)]}
· exp

{
2

∑

j∈Ns
i

βijsi,N(p)−1,psj,N(p)−1,p −

−φ(1 + si,N(p)−1,p)(1− si,N(p)−2,p)− 2φ(1 + si,N(p),p)(1− si,N(p)−1,p)
}

Si t = N(p)

f(sitp/Z, St−1p, St+1p, S−itp) ∝ (8.24)

∝ exp

{ −1
2σ2

·
[

1
σ2

1 + di

(
Bi,N(p),p

)2

− c

(
BiN(p)p

)
·

∑

k∈Ni

(
BkN(p)p

)]}
·

·exp{2
∑

j∈Ns
i

βijsi,N(p),psj,N(p),p − 2φ(1 + si,N(p),p)(1− si,N(p)−1,p)}.

Para �nalizar esta sección, queremos comentar que como criterio de con-
vergencia del algoritmo hemos considerado simplemente la diferencia entre
los valores obtenidos de los estimadores de los parámetros en dos iteraciones
consecutivas, de manera, que paramos el algoritmo si el mínimo de estas
diferencias es menor que un determinado nivel de tolerancia. En cuanto al
método de Younes, como se encuentra dentro de una iteración del algoritmo
general, hemos tenido que �jar el número de iteraciones a un valor �jo. Este
valor se obtuvo probando con una única iteración. El mismo comentario lo
extendemos al muestreador de Gibbs usado en el paso de simulación de los
estatus.
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Cuadro 8.2: Estimaciones de los parámetros de la distribución de los estatus.

b k φ

0.75 10.25 0.45

8.7. Resultados y conclusiones

La estimación de los parámetros de la distribución de los estatus puede
verse en la tabla 8.2. Como valores iniciales para los parámetrosb y k, hemos
utilizado los obtenidos por Olsson et al [154]. El valor inicial deφ fue elegi-
do �ad-hoc� como 0.5. En la tabla 8.3 encontramos las estimaciones de los
parámetros de la distribución de los umbrales.

En cuanto a la estimación de los estatus, como ilustración de las estima-
ciones obtenidas, en la �gura 8.1 podemos ver varios de los CV que hemos
observado sobre un paciente en el tiempo, y la estimación de la variable esta-
tus en cada posición. En los cuatro primeros grá�cos, podemos ver la repre-
sentación de los umbrales. Los colores más oscuros indican menor intensidad
de visión en esos puntos. Los otros cuatro grá�cos muestran las estimaciones
de los estatus. Hemos representado en color negro las posiciones que han sido
estimadas como enfermas, y en color blanco las posiciones normales.

Si comparamos estas estimaciones con la clasi�cación obtenida con la base
empírica del SITA, nuestro método clasi�ca más posiciones como enfermas.
Este resultado es lógico puesto que la clasi�cación de una posición como
enferma tiene en cuenta el estatus de las posiciones vecinas y de las anteriores,
lo cual no es tenido en cuenta en el SITA.
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Cuadro 8.3: Estimaciones de los parámetros de la distribución de los umbrales.
Parámetro Estimación

C0

(0.065, -0.184, 0.109, -0.061, 0.102, -0.153,
0.096, -0.071, -0.187, 0.341, 0.095, 0.081,
-0.110, -0.286, 0.232, 0.393, 0.471, 0.458,
0.311, 0.122, 0.052, -0.039, 0.589, 0.135,
0.183, 0.412, -0.316, 0.177, -0.170, 0.210,
0.493, 0.234, -0.102, -0.010, -0.134, -0.211,
-0.033, 0.022, 0.074, 0.065, 0.103, -0.102,
-0.319, 0.289, 0.012, 0.280, 0.105, 0.030,
0.058, -0.122, -0.041, -0.195)

c1 1.465
α0 -0.440
α1 0.093
σ2 1.145
σ2

1 0.574
c 0.104
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Figura 8.1: Ilustración de los resultados obtenidos. En a), b), c) y d) tenemos 4

CV observados en un mismo paciente con diferencia de un año entre observaciones

consecutivas. En e), f), g) y h) vemos las estimaciones obtenidas para la variable

�estatus�. En negro representamos las posiciones estimadas como �enfermas�.
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9.1. Introducción

En este capítulo nos planteamos la construcción de un modelo para carac-
terizar la distribución espacio temporal de los CV de pacientes con glaucoma.
Será por tanto un trabajo similar al que planteamos en el capítulo 6, pero
ahora utilizando la metodología de las series temporales multivariantes.

El objetivo de la modelización, además de la descripción del proceso, será
ver si es posible predecir el comportamiento futuro del CV de un paciente, a
partir de las observaciones que tengamos de él. Para construir este modelo,
en la sección 9.2 modelizaremos la distribución de los umbrales condicionados
a los estatus f(Z/S); en la sección 9.3 modelizaremos la distribución de los
estatus, y en la sección 9.4 formularemos la función de distribución conjunta
f(Z, S).

Los modelos y métodos utilizados van a ser prácticamente los mismos del
capítulo anterior, por este motivo no nos extenderemos demasiado en ellos
y sólo nos detendremos en aquellos que representen alguna novedad respec-
to al capítulo anterior. También seguimos manteniendo la misma notación
introducida en la sección 8.1.1 y utilizamos la misma base de datos. Las mis-
mas consideraciones sobre los campos visuales comentadas en la sección 8.2
deberán tenerse en cuenta.

El resto de capítulo se ha organizado como sigue: en la sección 9.2 se
propone un modelo para la variable umbral condicionada a la variable esta-
tus, a continuación en la sección 9.3 se propone un modelo para la variable
estatus, y en la sección 9.4 se formula la verosimilitud conjunta. El problema
de estimación de parámetros se aborda en la sección 9.5. En la sección 9.6
se estudia cómo hacer predicciones con el modelo propuesto y por último se
comprueba la bondad del ajuste en la sección 9.7.
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9.2. Modelización de los umbrales condicionados a
los estatus

En la sección 8.3 del capítulo anterior construimos un modelo para la dis-
tribución de los umbrales (condicionados a los estatus), tenido en cuenta las
características de los CV. Como seguimos trabajando con el mismo conjunto
de datos, continuaremos trabajando con el mismo modelo:

∆Ztp = C0 + c1∆Stp + Ψ
(

∆Zt−1p − c1∆St−1p

)
+ εtp

εtp | ∆Zt−1p,∆Stp ∼ N(0, σ2(σ2
1I + D) · (I − C)−1),

con C0, c1, Ψ, σ2, σ2
1, D y C como en la sección 8.3

9.3. Modelización de los estatus

Siguiendo el trabajo de Olsson y Rootzen [154], quienes utilizaron un
modelo de Ising para modelizar la variable estatus, en la sección 8.4 vimos dos
aproximaciones que permiten generalizar el modelo de Ising al caso espacio
temporal: la utilizada por Hainsworth y Mardia [80] y el modelo propuesto
entre otros por Järpe [103], y por Guyon y Hardouin [79]

El objetivo �nal que nos planteamos en este capítulo es el poder predecir
CV en tiempos no observados (en el futuro). Como ya comentamos en la
sección 8.4, en este caso es conveniente modelizar los estatus como proponen
Guyon et al., ya que la aproximación propuesta por Hainsworth et al. no nos
permite calcular probabilidades de sucesos en tiempos futuros, y por tanto
no permite realizar predicciones.
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Por tanto, vamos a formular:

π

(
Stp/St−1p, St−2p, · · · , S1p

)
= π

(
Stp/St−1p

)
=

= ς−1
tp exp{

∑

i

∑

j∼i

βijsitpsjtp − φ
∑

i

(1 + sitp)(1− sit−1p)},

siendo j ∼ i el conjunto de posiciones vecinas de la localización i-ésima del
grid, (considerando simplemente una vecindad de primer orden),βij como
en la ecuación (8.9), y ςtp = ς(St−1p, b, k, φ) =

=
∑

stp
exp{∑i

∑
j∼i βijsitpsjtp − φ

∑
i(1 + sitp)(1 − sit−1p)} la constante

normalizadora de la distribución. (Hemos utilizado la letra ς para denotar
la constante normalizadora en lugar de la letra Z, para no confundir ésta
constante con la variable �umbral� a la que también habíamos denotado
por Z. Notar que en la constante normalizadora sumamos sobre todas las
posibles con�guraciones stp, por lo que en total tendremos 252 sumatorios).

A partir de esta distribución, se deduce que:

π

(
Sitp = sitp/Sjtp = sjtp∀j ∼ i, Slt−1p = slt1p∀l ∈ {1, · · · , 52}

)
=

= ς−1
itp exp

{
sitp·

[ ∑

j∼i

βijsjtp − φ(1− sit−1p)
]}

(9.1)

y como sitp ∈ {±1}:

ςitp = exp

{ ∑

j∼i

βijsjtp − φ(1− sit−1p)
}

+ exp

{
−

∑

j∼i

βijsjtp + φ(1− sit−1p)
}

=

= 2cosh
(∑

j∼i

βijsjtp − φ(1− sit−1p)
)

.

Veamos a partir de aquí cómo queda la función de verosimilitud y cómo
podemos estimar los parámetros de las dos distribuciones,f(Z/S) y π(S).
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9.4. Verosimilitud

Una vez modelizada la distribución de los estatus

π

(
S2p, · · · , STp | S1p

)
=

T∏

t=2

π(Stp/St−1p)

y la distribución de los umbrales condicionados a los estatus, si utilizamos
la notación vectorial que introdujimos en la ecuación 8.6, tendremos:

∆Zp = 1′ · C0 + c1∆Sp + α0∆Z−1,p + α1H∆S−1,p − α0c1∆S−1,p −
−α1c1H∆S−1,p + ε̃p

con εtp | ∆Zt−1p, Sp ∼ N(0, σ2(σ2
1I + D)(I − cH)−1).

La distribución conjunta quedará:

f

(
∆Z, S3, · · · , ST | Z1, Z2, S1, S2

)
=

=
∏
p

f

(
∆Zp, S3p, · · · , SNp | Z1p, Z2p, S1p, S2p

)
=

=
∏
p

f(∆Zp | Z1p, Z2p, S1p, · · · , SNp) · π
(

S3p, · · · , SNp | S1p, S2p

)
=

=
∏
p

(
f(∆Zp | Z1p, Z2p, S1p, · · · , SNp) ·

Np∏

t=3

π

(
Stp | St−1p

))
. (9.2)

Por tanto:

f

(
∆Z, S3, · · · , ST | Z1, Z2, S1, S2

)
= (9.3)

=
P∏

p=1

[
(2πσ2)

−n·(Np−2)

2 | (σ2
1I + D)−1(I − cH) |Np−2

2 ·

·exp

{ −1
2σ2

(
∆Zp − 1 · 1′C0 − c1 ·∆Sp − α0∆Z−1,p − α1H∆S−1,p+
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+α0c1∆S−1,p + α1c1H∆S−1,p

)′
· (σ2

1I + D)−1 · (I − cH) ·
(

∆Zp − 1 · 1′C0 − c1 ·∆Sp − α0∆Z−1,p − α1H∆S−1,p + α0c1∆S−1,p +

+α1c1H∆S−1,p

)
·

·
Np∏

t=3

ς−1
tp exp{

∑

i

∑

j∼i

βijsitpsjtp − φ
∑

i

(1 + sitp)(1− sit−1p)}
)]

.

Hemos calculado la distribución conjunta condicionada a las dos primeras
observaciones, ya que de nuevo estamos trabajando con un modelo equiva-
lente a un V AR(2).

Si al igual que en la sección 8.5, suponemos que la matriz de vecindad
H, es una matriz cuadrada y simétrica, y llamamos h1 ≤ h2 ≤ · · · ≤ hn

a sus valores propios ordenados, entonces | I − cH |= ∏n
i=1(1 − chi), y la

logverosimilitud quedará:

log(L) =
P∑

p=1

[−n · (Np − 2)
2

log(2πσ2)− (9.4)

−Np − 2
2

n∑

i=1

log(σ2
1 + di) +

Np − 2
2

n∑

i=1

log(1− chi)−

− 1
2σ2

(
∆Zp − 1 · 1′C0 − c1 ·∆Sp − α0∆Z−1,p − α1H∆S−1,p +

+α0c1∆S−1,p + α1c1H∆S−1,p

)′
· diag

(
1

σ2
1 + di

)(
I − cH

)
·

(
∆Zp − 1 · 1′C0 − c1 ·∆Sp − α0∆Z−1,p − α1H∆S−1,p +

+α0c1∆S−1,p + α1c1H∆S−1,p

)
−

Np∑

t=3

log(ςtp) +

+
Np∑

t=3

n∑

i=1

(
n∑

j=1

βijsitpsjtp − φ(1 + sitp)(1− sit−1p))
]
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9.5. Estimación de parámetros. Búsqueda del méto-
do apropiado

La estimación de los parámetros del modelo,(C0, c1, α0, α1, σ
2, σ2

1, c, φ, b, k)

sigue siendo, como en el capítulo anterior, un problema complicado por el
hecho de tener datos faltantes (no tenemos observaciones de la variable esta-
tus), y porque la constante normalizadora de la distribución de probabilidad
de la variable �estatus� es intratable.

De nuevo vemos que debido a la expresión de nuestra verosimilitud (ec.
9.2), si no tuviéramos datos faltantes podríamos estimar por separado los
parámetros de la distribución a priori de los estatus, y los parámetros de la
distribución de los umbrales condicionados a los estatus. También ocurre,
como en el capítulo anterior, que la distribución de los umbrales es gausiana
y por tanto los estimadores máximo verosímiles pueden ser obtenidos de una
forma relativamente sencilla.

A diferencia del capítulo anterior, en este caso no queremos estimar los
estatus, y nos encontramos con el hecho de que en la verosimilitud la dis-
tribución de los estatus aparece expresada en términos de condicionales. Te-
niendo en cuenta todo lo expuesto, si volvemos a repasar los métodos de
estimación que vimos en el apartado 7.4 vemos que el algoritmo más ade-
cuado en este caso es un algoritmo muy similar al método de Chalmond,
�Reversible Jump MCMC� [9]. Este algoritmo, como comentábamos en la
sección 7.4.4, es similar al EM estocástico pero sustituyendo la verosimili-
tud por la pseudoverosimilitud. Nosotros utilizaremos la pseudoverosimilitud
para la distribución del estatus y la verosimilitud para los parámetros de la
distribución de los umbrales, y en el pasoE del algoritmo, calcularemos la
media muestral sólo a partir de una única simulación del proceso �faltante�.

El proceso iterativo consistirá pués es lo siguiente. Empezaremos dando
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valores iniciales a todos los parámetros y simulando los valores de los estatus.
Una vez concluida la simulación, consideraremos que los valores de la variable
�estatus� son conocidos e iguales a los obtenidos, y estimaremos por separado
los parámetros de la distribución de los estatus, y los de la distribución de
los umbrales condicionados a los estatus. Para estimar los parámetros de
la distribución de los estatus vamos a utilizar la pseudoverosimilitud. Por
último, la estimación de los parámetros de la distribución de los umbrales
condicionados a los estatus seguirá exactamente los mismos pasos que ya
detallamos en las ecuaciones 8.15-8.21.

Una vez estimados todos los parámetros, volvemos a simular los estatus
a partir de los nuevos valores estimados de los parámetros; volvemos a es-
timar todos los parámetros del modelo, y así sucesivamente hasta lograr la
convergencia de los estimadores.

Veamos un poco más detalladamente cómo simular los estatus y cómo
estimar todos los parámetros del modelo.

9.5.1. Paso 1. Simulación de los estatus

Vamos a utilizar de nuevo el muestreador de Gibbs para simular los
estatus, y para ello debemos simular de la distribución:
f(sitp | ∆Zp, S−itp, S−tp), siendo S−itp = (s1tp, · · · , si−1tp, si+1tp, · · · , s52tp),
y S−tp todos los CV que tenemos del paciente número p excepto el número
t.

Como

f(sitp | ∆Zp, S−itp, S−tp) ∝ f(∆Zp | sitp, S−itp, S−tp)f(sitp | S−itp, S−tp)

necesitamos conocer las expresiones de estas dos distribuciones condicionales.
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Fácilmente se demuestra [79] que

f(sitp | S−itp, St−1p, St+1p) ∝
∝ ς−1

it+1pexp(
∑

j∼i

βijsit+1psjt+1p − φ(1 + sit+1p)(1− sitp)) ·

·exp(
∑

j∼i

βijsitpsjtp − φ(1 + sitp)(1− sit−1p))

Además:

f(∆Ztp | sitp, S−itp, S−tp) ∝

∝ exp

{(
∆Ztp − C0 − c1∆Stp −Ψ

(
∆Zt−1p − c1∆St−1p

))′
·

·
(

σ2(σ2
1I + D) · (I − C)−1)

)−1/2

·

·
(

∆Ztp − C0 − c1∆Stp −Ψ
(

∆Zt−1p − c1∆St−1p

))}

con C0, c1, Ψ, σ2, σ2
1, D y C como en la sección 8.3, y por tanto podemos ya

obtener la expresión de

f(sitp | ∆Zp, S−itp, S−tp) ∀(i, t, p)

9.5.2. Paso 2. Estimación de los parámetros de la distribu-
ción de los estatus

Como hemos comentado, debido a la intratabilidad de la constante nor-
malizadora de la distribución conjunta de los estatus, para estimar los pa-
rámetros de esta distribución vamos a utilizar métodos basados en la pseu-
doverosimilitud, estimando por tanto los parámetros a partir de probabili-
dades condicionales, que son las únicas de las que conocemos su expresión
en forma cerrada.
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La pseudoverosimilitud [17] para la distribución de los estatus será:

PLb,k,φ(S) =

=
P∏

p=1

Np∏

t=2

52∏

i=1

π

(
Sitp = sitp/Sjtp = sjtp ∀j ∼ i, Slt−1p = slt1p ∀l

)

Teniendo en cuenta la ecuación (9.1), y la expresión de la constante nor-
malizadora ςitp tendremos que:

PLb,k,φ(S) =
( P∏

p=1

Np∏

t=2

52∏

i=1

2cosh(
∑

j∼i

βijsjtp − φ(1− sit−1p))
)
·

·exp

{ P∑

p=1

Np∑

t=2

52∑

i=1

(
sitp·

[ ∑

j∼i

βijsjtp − φ(1− sit−1p)
])}

Para maximizar la pseudoverosimilitud, utilizaremos uno de los algorit-
mos numéricos que vienen implementados en el toolbox de optimización del
MATLAB.

9.5.3. Paso 3. Estimación de los parámetros de la distribu-
ción de los umbrales condicionados a los estatus

Volveremos a utilizar el procedimiento iterativo que ya detallamos en el
Paso 3 del apartado 8.6 (ec. 8.15- 8.21).

Por último, comentar que los criterios usados para controlar la conver-
gencia son los mismos que comentamos en la sección 8.6. En las tabla 9.2 y
9.1 tenemos las estimaciones de los parámetros que hemos obtenido para la
distribución de los umbrales y de los estatus respectivamente. Notar que en
este caso el signi�cado de los parámetros de la distribución del estatus no es
la misma, el parámetro βi,j debería ser ahora aproximadamente el doble al
obtenido en la formulación bayesiana.
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Cuadro 9.1: Estimaciones de los parámetros de la distribución de los estatus uti-

lizando el algoritmo iterativo propuesto en la sección 9.5

b k φ

2.43 0.73 0.47

Cuadro 9.2: Estimaciones de los parámetros de la distribución de los umbrales

utilizando el algoritmo iterativo propuesto en la sección 9.5
Parámetro Estimación

C0

(-0.105, -0.129, 0.168, -0.036, 0.158, -0.147,
-0.009, -0.002, -0.194, 0.155, 0.079, 0.080,
-0.120, -0.355, 0.353, 0.305, 0.514, 0.416,
0.357, -0.028, 0.073, 0.041, 0.390, -0.042,
0.222, 0.434, -0.339, -0.131, -0.324, 0.211,
0.354, 0.109, -0.170, -0.204, -0.247, -0.088,
-0.289, -0.067, -0.091, -0.076, 0.157, -0.239,
-0.455, 0.409, -0.244, 0.261, 0.106, 0.035,
-0.229, -0.281, -0.135, -0.248)

c1 0.30749
α0 -0.34382
α1 0.038115
σ2 1.383
σ2

1 0.574
c 0.112
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9.6. Predicción.

En la sección 7.2.1 estudiamos los procesos autoregresivos multivariantes,
y obtuvimos las expresiones para predecir el valor de la variable en el instante
t+h, a partir de la información disponible hasta el instantet, ŷt+h|t tomando
aquel valor que minimiza el error cuadrático medio de predicción.

En este apartado vamos a adaptar estas expresiones a nuestro mode-
lo (como la expresión es la misma para todos los pacientes eliminamos el
subíndice p):

∆Zt = C0 + c1∆St + Ψ
(

∆Zt−1 − c1∆St−1

)
+ εt

Zt − Zt−1 = C0 + c1(St − St−1) + Ψ
(

Zt−1 − Zt−2 − c1(St−1 − St−2)
)

+ εt

Zt = (I + Ψ)Zt−1 −ΨZt−2 + C0 + c1(St − (I + Ψ)St−1 + ΨSt−2) + εt.

Como la forma más sencilla de hacer predicciones en un modelo VAR es
de forma recursiva, veremos únicamente la predicción del valor de la variable
en t + 1 a partir de la información que tenemos hasta el instantet.

Hemos de tener en cuenta que estamos ante un modelo con cambios en
régimen. Si el régimen, en nuestro caso la variable estatus,S1, ..., St, fuera
conocido la predicción en t + 1 sería simplemente:

E[Zt+1 | Zl, Sl : l ≤ t] = (I + Ψ)Zt −ΨZt−1 + C0 +

+c1(St+1 − (I + Ψ)St + ΨSt−1)

La predicción incondicional se obtiene de una forma directa utilizando
propiedades básicas del operador esperanza:



288 9. Modelización de CV con la metodología de series temporales

Ẑt+1|t = E[E[Zt+1 | Zl, Sl : l ≤ t]] =

= (I + Ψ)Zt −ΨZt−1 + C0 + c1(E[St+1 | Zll ≤ t]−
−(I + Ψ)E[St | Zll ≤ t] + ΨE[St−1 | Zll ≤ t])

Como las esperanzas respecto a la distribución de los estatus no pueden
obtenerse de forma analítica, análogamente a lo que propone Hamilton [84]
lo que proponemos es aproximarlas mediantes simulaciones.

Una vez tengamos la predicción en Z para el instante t + 1 podremos
predecir en t + 2, y así recursivamente hasta el instante que nos interese.

En la �gura 9.1, vemos como ilustración un ejemplo de predicción. A
partir de 5 CVs observados a un paciente, predecimos su comportamiento un
año, y dos años después de la última exploración.

9.7. Bondad del ajuste

En el capítulo 7, vimos que al trabajar con modelos VAR, la bondad del
ajuste se realizaba a partir del análisis de los resíduos, sobre los que se podía
realizar una serie de tests para comprobar si son ruido blanco gausiano.

Queremos comentar que este apartado lo presentamos simplemente como
ilustración de la metodología a seguir para comprobar la bondad del modelo.
Debido a la limitación de observaciones en el tiempo que tenemos en nuestra
base de datos, somos conscientes de que los resultados de este apartado
deberían repetirse sobre una base de datos mayor, y que por tanto no pueden
tomarse como concluyentes.

Calculamos por tanto los resíduos:

Rtp := Ztp − Ẑtp|t−1p
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a) b) c) d)

e) f) g)

Figura 9.1: En a), b), c), d) y e) vemos 5 campos visuales observados en un

paciente, en cinco exploraciones consecutivas. A partir de ellas predecimos CVs de

este paciente. En f) vemos la predicción un año después de la última observación,

y en g) dos años después.
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Sobre estos resíduos, como indicamos en el apartado 7.2.1, podemos
aplicar tests para ver si las autocorrelaciones de los resíduos se correspon-
den con las autocorrelaciones de un proceso de ruido blanco, y estudiar sus
momentos de tercer y cuarto orden para ver si proceden de una distribución
gausiana.

Empezamos calculando las correlaciones para diferentes retardos tempo-
rales, y compararando los valores obtenidos (en valor absoluto) con2/

√
T .

Rechazaremos la hipótesis de ruido blanco, si alguno de los coe�cientes de
correlación estimados excede esta cota.

Debido al reducido número de observaciones en el tiempo, las bandas de
con�anza son muy anchas, y resulta un contraste muy conservador, en el que
va a resultar muy difícil rechazar la hipótesis de ruido blanco. Comprobamos
que, efectivamente, todos los valores que obtenemos para las correlaciones
caen dentro de estas cotas. En la �gura 9.2, vemos un ejemplo de los coe-
�cientes de correlación obtenidos para un paciente del que disponíamos de
9 observaciones en el tiempo. (Recordar que las dos primeras observaciones
las suponemos �jas y conocidas, por lo que no las consideramos al analizar
los resíduos. Aceptamos por tanto la hipótesis de que los resíduos de nues-
tro modelo siguen una distribución de ruido blanco, teniendo en cuenta las
limitaciones comentadas anteriormente.

Para ver que los resíduos siguen una distribución gausiana, simplemente
como ilustración, calculamos los índices univariantes de asimetría y curtosis.
Para ello, trabajamos con los resíduos estandarizados, sobre los que calcu-
lamos los índices para los resíduos obtenidos en cada una de las52 posiciones
del CV de cada paciente. Como estamos siempre suponiendo independencia
entre distintos pacientes, podemos juntar los resíduos que tenemos en la mis-
ma posición de todos ellos, para tener una muestra más grande sobre la que
calcular los índices de asimetría y curtosis.
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Figura 9.2: Algunas de las correlaciones estimadas para los resíduos de un paciente

del que tenemos 9 exploraciones.r(k, l, i) indica el (k, l)-ésimo elemento de la matriz

de correlación de retardo i (ver apartado 7.2.1).
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Obtenemos los siguientes resultados:
Pos. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Asim. 0.2 0.3 -0.6 1.1 0.1 -0.1 -0.8 -0.2 -0.7 -1.4 0.1
Curt. 2.7 2.8 2.9 3.4 3.2 5.0 3.2 2.4 3.4 5.9 1.8

Pos. 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Asim. 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 -0.9 -0.4 0.3 -0.2 0.1 0.2
Curt. 2.6 2.5 3.0 2.9 2.6 5.1 3.2 3.2 2.7 2.9 3.0

Pos. 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33
Asim. -0.1 0.1 -1.8 -0.6 2.1 -1.7 0.6 -0.8 0.1 2.1 -0.1
Curt. 2.2 4.2 7.9 4.7 9.9 7.1 3.4 3.2 3.2 2.8 2.7

Pos. 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44
Asim. 0.1 -0.2 0.7 0.19 -1.2 -0.9 -0.8 -0.1 0.2 0.1 0.2
Curt. 4.6 2.9 10.8 2.9 3.0 3.9 2.9 4.2 3.3 4.4 2.4

Pos. 45 46 47 48 49 50 51 52
Asim. -0.6 -0.5 -0.9 -0.3 0.6 0.4 -0.3 -0.28
Curt. 2.6 3.0 4.4 2.5 2.9 2.1 2.8 4.1

Podemos observar que en algunas posiciones, la forma de la distribución sí
se asemeja a la de la distribución normal, mientras que en otras la normalidad
es un poco más dudosa. Estas medidas podrían complementarse con otros
tests de mormalidad como por ejemplo el test de Kolmogorov-Smirnov o el
test de Newton [149].

Además de estos tests, como comentábamos en la sec. 7.2.1, si el objetivo
�nal de la modelización es la predicción, el ECM de predicción nos dará una
medida de la bondad del modelo. En la sec. 7.2.1, hemos visto tests que
se basan en este estadístico para elegir el orden del modelo más adecuado.
Como hemos comentado, y debido de nuevo a la limitación de nuestra base
de datos, calculamos este valor simplemente como una medida descriptiva
más de la bondad del ajuste. El valor obtenido para el ECM es 8.24.
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Capítulo 10

Comentarios, conclusiones y
problemas abiertos

Como ya comentábamos en el capítulo 1, el objetivo de este trabajo
ha sido el estudio y la aplicación de modelos y técnicas estadísticas espacio
temporales para la resolución de una serie de problemas que se plantean en el
estudio del glaucoma. Hemos aprovechado también para hacer una revisión
de la teoría de los modelos espacio temporales en geoestadística, y de los
modelos de series temporales multivariantes.

Los problemas que nos hemos planteado han sido la modelización de la
distribución espacio temporal de campos visuales de pacientes sanos, y de
pacientes que sufren glaucoma (con el objetivo de realizar predicciones y si-
mulaciones) y el poder �etiquetar� cada una de las posiciones de un CV como
�sana� o �enferma�. Para ello, hemos trabajado utilizando dos metodologías
muy distintas: la metodología geoestadística, y la metodología clásica de las
series temporales multivariantes de Box & Jenkins.

Para llevar a cabo estas modelizaciones, hemos trabajado con una base
de datos de CVs de pacientes sanos y de pacientes con glaucoma. En esta
base de datos tenemos 131 pacientes sanos con una única observación, 38
pacientes sanos con 2 observaciones, 9 con 3 observaciones, y 8 con 4. La

295



296 10. Conclusiones

base de datos se completa con CVs de otros 105 pacientes a los que se ha
diagnosticado glaucoma, y de los que tenemos entre 2 y 9 observaciones por
persona.

Debido a las características de la enfermedad, y al poco tiempo que hace
que el SITA se ha introducido como estrategia estándar en las consultas of-
talmológicas, no nos ha sido posible conseguir una base de datos más extensa.
Nuestro objetivo es continuar trabajando en colaboración con los oftalmólo-
gos para conseguir una mejor base de datos, en la que tengamos un conjunto
de pacientes, con un número bastante mayor de observaciones sobre cada
uno, y repetir todos los análisis que hemos presentado en este trabajo con
esta nueva base de datos, especialmente la parte en la que hemos usado la
metodología de series temporales multivariantes. En este sentido, presenta-
mos nuestro trabajo como una ilustración de la metodología a utilizar, y no
presentamos los resultados como de�nitivos desde el punto de vista clínico.

En la parte de geoestadística, gran parte del trabajo se ha desarrollado
basándose en un modelo puramente espacial construido, en este caso sí, sobre
un número bastante grande de CVs pertenecientes a distintos pacientes.

Con las dos metodologías hemos estado trabajando suponiendo que los
datos siguen distribuciones normales. En el caso de la geoestadística transfor-
mamos los datos para conseguir homogeneidad, y en el caso de la metodología
de series temporales trabajamos con modelos autoregresivos.

Los modelos que hemos construido bajo las dos metodologías pueden
verse resumidos del siguiente modo:

1. Geoestadística

yt = β0 + f(x) + β1dist + β2fila + β3edadt152 + β4st + εt

con f(x) = (f(x1), · · · , f(x52)), una función suave dependiente de la
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posición, E(εt) = 052, V ar(yit) = σ2∀(i, t), y Cov(yi,t, yj,m) = σ2 ·
ρ(‖i− j‖, | t−m |).

2. Modelo V ARI(1, 1)

∆yt = C0 + c1∆st + Φ(∆yt−1 − c1 ·∆st−1) + ζt

con ζt ∼ N(0, Q)i.i.d

siendo:

yt = (y1t, y2t, · · · , y52t)′52×1, vector con los 52 valores observados en

la t−ésima exploración del paciente (omitimos el índicep).

xi i-ésimo punto del campo visual.

dist = (distancia(x1, 0), distancia(x2, 0), · · · , distancia(x52, 0))′52×1;

fila = (fila(x1), fila(x2), · · · , fila(x52))′52×1;

β0 = (β0,1, β0,2, · · · , β0,52)′52×1;

st = (s1t, s2t, · · · , s52t)′52×1;

152 = (1, 1, · · · , 1)′52×1;

β1, β2, β3, β4 ∈ <

Para empezar el análisis geoestadístico, nos planteamos el estudio de
CVs de pacientes sanos. Modelizamos la media utilizando un modelo semi-
paramétrico, y utilizamos un modelo separable para modelizar la función de
covarianza. La complejidad de la formulación de la media ha hecho que no
podamos seguir la metodología geoestadística �clásica�, al no poder estimar
la estructura de la media utilizando métodos como el �kriging universal�.
Estimamos los parámetros del modelo combinando el método de máxima
verosimilitud con el algoritmo back�tting.

A partir de la modelización de CVs de pacientes sanos, construimos in-
tervalos de con�anza que nos permiten clasi�car cada una de las posiciones
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de un CV observado, como �normal� o �enferma�. A partir de esta clasi�-
cación, en el capítulo 6 generalizamos el modelo para incluir también CVs
de pacientes con glaucoma.

Queremos comentar que esta línea de trabajo no está cerrada. Hemos
obtenido la modelización para los umbrales, condicionando a que conocemos
el valor de los estatus en cada posición, y estimamos los estatus a partir de
intervalos de con�anza construidos a partir del modelo para pacientes sanos.
Sin embargo, no podemos simular ni predecir el comportamiento futuro de
CVs de pacientes con glaucoma, puesto que para ello necesitaríamos intro-
ducir un modelo para los estatus, y simular/predecir teniendo en cuenta los
dos modelos. Este problema no ha sido estudiado hasta ahora en el ámbito
de la geoestadística. Notar que se trataría de una aproximación parecida a
la propuesta por Diggle et al. cuando hablan de �Geoestadística basada en
el modelo� [50], pero en nuestro caso, los datos observados son gausianos, y
los no observados, no gausianos.

Dentro de este campo, también como trabajo futuro, nos planteamos
continuar trabajando en la siguientes líneas:

En nuestro trabajo la decisión de utilizar un modelo de covarianza sepa-
rable (frente al no separable) la basamos en el ajuste del variograma espacio
temporal por medio de mínimos cuadrados, de forma que elegimos el modelo
que proporcionaba mejor ajuste. Recientemente en [56] se proponen con-
trastes formales que podríamos aplicar a nuestros datos.

La no estacionariedad de los datos la resolvimos mediante una trans-
formación. También recientemente, se han estudiado modelos de covarianza
espacio temporal no estacionarios [191] que podríamos intentar ajustar.

El primer problema con que nos encontramos al trabajar con la metodología
de series temporales, es que las observaciones deben ser igualmente espacia-
das. Al trabajar con esta metodología, no hemos podido empezar construyen-
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do un modelo para los pacientes sanos, tal y como hicimos en el estudio
geoestadístico, por no tener su�cientes datos nuestra base de datos. Notar
que tenemos muchos pacientes sanos con una única observación, pero sólo 8
pacientes con 4 observaciones, y ninguno con más. Por todo ello, siguiendo el
trabajo de Olsson y Rootzen [154], planteamos un modelo para los umbrales
condicionados a los estatus, y otro modelo para explicar la evolución de los
estatus.

Para modelizar los estatus, buscamos en la literatura generalizaciones del
modelo de Ising al contexto espacio temporal, y trabajamos con los dos mo-
delos que encontramos, utilizando cada uno en el contexto en el que resultaba
más adecuado. La modelización de los umbrales se vio bastante complicada al
tratarse de un modelo con cambios en régimen. Además, cambios en régimen
multivariantes, problema que no ha sido estudiado en la literatura hasta
ahora. Para estimar los parámetros, hemos tenido que recurrir a métodos de
Montecarlo, y a métodos basados en la pseudoverosimilitud.

Al trabajar en series temporales ya desde el primer momento con el mo-
delo �completo� y resultar éste muy complejo por ser un modelo con cambios
en régimen, no hemos podido comprobar algunas hipótesis que asumíamos en
el modelo como el orden, o la no cointegración. Nuestra intención es también
comprobar estas hipótesis cuando tengamos una base de datos más extensa.

En cuanto a la comparación de ambas metodologías, hemos visto que la
Geostadística és mucho más �exible a la hora de modelizar tanto la media del
proceso (podemos usar, por ejemplo, modelos aditivos), como la covarianza
(notar que por ejemplo si usamos un modelo AR(1) univariante nos estamos
limitando a correlaciones del tipo exponenciales). Sin embargo los modelos de
series temporales multivariantes son más descriptivos del proceso y, también
a nuestro parecer, la predicción es más sencilla.

Como conclusión �nal, decir que con esta memoria hemos pretendido
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mostrar que los modelos estadísticos espacio temporales pueden resultar
muy útiles en el análisis de campos visuales y en particular de campos vi-
suales para la detección del glaucoma. En cuanto a las dos metodologías
utilizadas, decir que no nos podemos decantar por ninguna de ellas, ya que
cada una tiene sus ventajas e inconvenientes. Nuestra experiencia en este
trabajo nos lleva a aconsejar la utilización, ante cada problema concreto, de
la metodología que mejor se adapte a sus características y al objetivo que
nos hayamos propuesto.
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