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Capitulo 1

Introduccion

El desarrollo de gran parte de los modelos y métodos estadisticos ha ido
ligado al deseo de estudiar aplicaciones especificas dentro de diversos &mbitos
cientificos. El presente trabajo también surgié con el objetivo de resolver di-
versos problemas que se plantean dentro del &mbito de la oftalmologia, todos
ellos ligados con un conjunto de datos y con una aplicacién muy concreta: el
estudio del glaucoma. El glaucoma es una enfermedad ocular muy extendi-
da entre la sociedad actual, que se caracteriza por producir una pérdida de
visiéon gradual en el paciente, pudiendo en sus estadios mas avanzados llegar
a producir la ceguera del paciente.

Para diagnosticar y evaluar el desarrollo de la enfermedad, los oftalmélo-
gos basan buena parte sus diagndésticos en el anélisis de unos mapas, llama-
dos campos visuales, que les informan de la intensidad de visiéon que tiene
el paciente en un conjunto de puntos de su retina. Por ello, gran parte de
este trabajo estd dedicado a estudiar modelos estadisticos espacio temporales
que nos permitan caracterizar la evolucién espacio-temporal de los campos
visuales tanto de pacientes sanos, como de pacientes que padecen glaucoma.

Los modelos espacio temporales, empezaron a plantearse y a estudiarse a
partir de la abundancia de aplicaciones que desde diversos &mbitos aplicados
demandaron estas técnicas. Problemas relacionados con cuestiones meteo-

rolégicas [90, 176, 177|, con poluciéon ambiental [76, 58, 86|, con el analisis

23



24 1. Introduccién

de problemas ecoléogicos y de recursos mediambientales [40], con problemas
relativos a la epidemiologia y a las ciencias de la salud, o relacionados con
la construccién de mapas de enfermedades [200] entre otros, demandaron el

desarrollo de este tipo de modelos.

El primer paso a la hora de empezar a desarrollar modelos espacio-
temporales, fue el intentar adaptar a este contexto, modelos ya conocidos y
ampliamente utilizados. Asi empezé a estudiarse como modelizar fendémenos
espacio-temporales generalizando tanto los métodos propios de la estadistica
espacial (Geoestadistica, Cadenas de Markov, Métodos MCMC, ...), como los
métodos ya desarrollados en la teoria de series temporales (Modelos ARMA,

ARIMA, Modelos en espacio de estados, Filtro de Kalman,...).

En algunas ocasiones, aunque se disponia de observaciones recogidas en
un dominio espacio temporal, se intentaba seguir trabajando con modelos
puramente espaciales o puramente temporales. En estos casos, como Kyr-
iakidis y Journal [122] explican, el anélisis se enfocaba a menudo hacia la
construccion (modelizacion o en general estudio) de mapas espaciales para
cada instante de tiempo con el objetivo de compararlos y detectar persisten-
cias o cambios en los patrones espaciales en el tiempo [69, 185]. Alternati-
vamente el analisis podia enfocarse hacia la modelizacién de series tempo-
rales, definiendo una serie temporal para todas las observaciones recogidas
en cada posicion espacial [16]. Cuando existe correlacion entre las distintas
series temporales, esta se refleja permitiendo una correlacion espacial entre

los paréametros de dichas series temporales [76].

Otra aproximacién de las que se propusieron para modelizar fendémenos
espacio temporales, fue la de considerar cualquier fenémeno espacio tem-
poral como la realizacién de un campo aleatorio definido en?® (dimension
espacial=2+1=dimension temporal). Este método resulté no ser en muchas

ocasiones adecuado, debido a las diferencias existentes entre el dominio es-
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pacial y el temporal [171]. Las diferencias entre los dos dominios son muchas,
por citar unas cuantas podemos destacar que los datos estan ordenados de
forma natural en el tiempo, y que esta ordenacién no existe en el espacio.
Ademas los datos en el tiempo y en el espacio se miden en escalas distintas,
que no pueden ser comparadas, y normalmente no se dispone de la misma
cantidad de informacién en ambos dominios. Es mas habitual tener datos
mucho mas densos en el tiempo que en el espacio, debido al coste que puede
suponer el aumentar el nimero de “observatorios” espaciales, siendo habitual-
mente el coste minimo a la hora de tomar repeticiones de las observaciones en
el tiempo. Por ultimo decir que los datos pueden mostrar periodicidad tem-
poral y no estacionariedad espacial, lo cual imposibilita también el trabajar

de forma conjunta en 3.

En este trabajo vamos a hacer una revision de la teoria de las series
temporales multivariantes, y de la metodologia geoestadistica, y utilizare-
mos modelos y técnicas estadisticas espacio temporales extraidas de ambas
metodologias para resolver una serie de problemas que se plantean en el

estudio del glaucoma.

FEn el capitulo 2 vamos a explicar brevemente qué es el glaucoma, y nos

centraremos en las caracteristicas de los campos visuales.

A lo largo de la tesis, trabajaremos con bases de datos en las que ten-
dremos campos visuales de un conjunto de pacientes, que han sido obtenidos
en la consulta oftalmologica. Nuestros datos van a ser en principio algo dis-
tintos a los datos de los que normalmente se dispone en cualquier estudio
espacio temporal, ya que para nosotros cada observacién es un mapa com-
pleto, y tenemos mapas repetidos en el tiempo para cada paciente. Esa es
la peculiaridad de nuestro conjunto de datos, el disponer de observaciones

(mapas) en el tiempo para un grupo de pacientes.

Como hemos comentado anteriormente, varias son las perspectivas bajo
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las cuales analizar datos espacio temporales. En este trabajo nos planteamos
el analisis de los campos visuales bajo dos perspectivas distintas, y sus co-
rrespondientes metodologias. Por eso hemos dividido la tesis en dos partes

que corresponden a las dos metodologias utilizadas.

En la primera parte de la tesis, vamos a trabajar utilizando la metodologfa
propia de la Geoestadistica. Por ello en el capitulo 3 revisamos los principios
teoricos de la Geoestadistica, que necesitaremos en los capitulos 4, 5y 6. El
lector familiarizado con las técnicas geoestadisticas puede saltar la lectura

del capitulo 3, y pasar directamente a las aplicaciones.

En el capitulo 4 nos planteamos el construir un modelo para caracterizar
la distribucién espacio temporal de campos visuales de pacientes sanos. Una
vez construido el modelo lo utilizaremos para construir intervalos de confian-
za que nos permitan clasificar cada una de las posiciones de un campo visual
como “normal” o “afectada por el glaucoma”, para realizar predicciones, y en
el capitulo 5 para realizar simulaciones. En el capitulo 6, generalizaremos el
modelo para que describa tanto campos visuales de pacientes sanos, como

de pacientes afectados por la enfermedad.

En la segunda parte de la tesis cambiaremos la metodologia y empezare-
mos a trabajar con los métodos propios de las series temporales multivarian-
tes, desde el punto de vista clésico. En el capitulo 7 veremos la teoria de las

series temporales multivariantes que necesitaremos mas tarde.

Los dos capitulos tedricos que contiene la tesis, no pretenden recoger toda
la teoria propia de la Geoestadistica y de las series temporales multivariantes,
sino centrarse en aquellos aspectos teéricos que nos son necesarios a la hora

de trabajar en los distintos problemas planteados.

El lector familizarizado con la teoria clésica de series temporales multi-
variantes puede omitir la lectura del capitulo 7, y pasar directamente a los

capitulos 8 y 9 en los que planteamos dos problemas. En el capitulo 8, bajo
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un enfoque bayesiano planteamos el problema de la estimacién de la variable
“estatus” en cada posicién. Esta variable nos permite saber si cada una de
las posiciones testeadas es “sana’” o “enferma’.

En el capitulo 9 el objetivo que planteamos estd més proximo al persegui-
do en la primera parte de la tesis en la que utilizamos la metodologia geoes-
tadistica, ya que pretendemos construir un modelo espacio temporal conjunto
que nos permita caracterizar la distribucién espacio temporal de campos vi-
suales de pacientes que sufren glaucoma, y utilizar el modelo obtenido para
realizar predicciones.

Destacar por dltimo que el software hemos utilizado en este trabajo ha
sido: el R en la parte de geoestadistica, y el Matlab, para la parte de series

temporales.
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30 2. Glaucoma
2.1. Introduccion

Glaucoma es el nombre con el que se conoce a una enfermedad ocular
que puede llegar a danar seriamente la funcién visual, y que actualmente se
sitda entre las principales causas de ceguera en todo el mundo. Esta enfer-
medad suele caracterizarse por llevar habitualmente asociada una elevacién
de la presién intraocular, que con el tiempo puede llegar a producir danos
irreversibles en las fibras del nervio 6ptico.

Las fibras del nervio 6ptico se deterioran cuando la presién intraocular
se eleva por encima de un nivel, que varia de unos individuos a otros. Si
la presion elevada se mantiene durante mucho tiempo, o alcanza cifras exa-
geradamente altas, las fibras se pueden danar de forma irreparable, y la
pérdida de visién se hace irreversible, pudiendo llegar a producir una ceguera
total. Por lo tanto, un diagnéstico precoz, iniciar el tratamiento correcto y
establecer las pautas de seguimiento adecuadas, constituyen las armas més
eficaces para evitar estas graves consecuencias.

El glaucoma es una enfermedad que suele afectar a los dos ojos, y aunque
se sabe que suele ir asociado con una alta presién ocular, se desconocen las
causas exactas que lo provocan. Hasta ahora no se ha encontrado una relacién
directa entre una elevada presiéon intraocular y la presencia de glaucoma.

Por el interior del ojo circula un liquido, encargado de la nutricién de
sus estructuras internas. Este liquido, denominado humor acuoso, tiene un
sistema de produccion y otro de evacuacion (ver figuras 2.1 (a) y (b)). El
equilibrio entre estos dos sistemas, permite mantener practicamente cons-
tante la presién intraocular. Si algo falla en estos mecanismos, y entra més
liquido en el ojo del que puede salir, la presién se eleva y el nervio 6ptico
comienza a danarse.

Los oftalmélogos son capaces de diagnosticar varias decenas de glauco-

mas diferentes, pero aqui vamos a esbozar brevemente sélo los tipos més
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Figura 2.1: Anatomia del ojo.
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frecuentes:

1. Glaucoma primario congénito: Se produce como consecuencia de un
desarrollo defectuoso de las vias de salida del humor acuoso, ya desde

las primeras semanas o meses de vida.

2. Glaucoma cronico de angulo abierto: Es el mas frecuente (aproximada-
mente las 3/4 partes de los diagnosticados). Se produce por el deterioro
progresivo del sistema de eliminacion del humor acuoso, deterioro mu-
cho mas pronunciado al que de forma natural se produce con la edad.
Se presenta muy lentamente, sin producir sintomas que la persona que

lo sufre, sea capaz de detectar.

3. Glaucoma agudo o de angulo cerrado: Esta forma de glaucoma se pre-
senta bruscamente, con gran dolor y brusca disminucién de la visién,
pudiendo ir acompanado de nauseas, vomitos, etc... Se produce por el
cierre brusco de las vias de eliminaciéon del humor acuoso. Debido a la
forma especial del ojo de estas personas, el &ngulo a través del cual se ha
de eliminar este liquido, es excesivamente estrecho y en determinadas
circunstancias, las paredes de este angulo pueden ponerse en contac-
to, obstruyendo por completo el paso. Esto trae como consecuencia la

rapidisima elevacion de la presién y el intensisimo dolor.

Los principales grupos de riesgo estan formados por personas de avanzada
edad, que tienen antecedentes familiares de glaucoma, que padecen miopia
o diabetes, personas que han seguido tratamientos prolongados con corti-
costeroides, que padecen enfermedades cardiovasculares y aquellas que han
sufrido traumatismos o intervenciones quirtirgicas oculares. Las personas que
estan en alguna de estas circunstancias, deben pasar una revision oftalmolo-

gica anual. Si concurren varios de estos factores, es posible que las revisiones
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deban ser a méas corto plazo. En cada revision, se suelen incluir las siguientes

exploraciones:

1. Tonometria.- Medida de la presién ocular con la ayuda de un tonémetro.

2. Oftalmoscopia o exploracion del fondo de ojo, para comprobar si existe

algin tipo de dano en el nervio optico.

3. Gonioscopia para comprobar, en caso de sospecha de glaucoma, a qué

tipo pertenece.

4. Campimetria o perimetria. Consiste en la exploracion del campo visual,
y es una prueba imprescindible para confirmar el diagnostico de la

enfermedad y establecer el tratamiento adecuado.

Como las posibilidades del tratamiento son mayores cuanto mas precoz-
mente se realice el diagnoéstico, las revisiones periédicas son de gran impor-
tancia. El tratamiento tiene como objetivo conservar la visién y el campo
visual tal y como estan en el momento del diagnéstico, pues hoy por hoy re-
sulta imposible regenerar las fibras del nervio 6ptico que ya estén atrofiadas.

La tunica forma de evitar la progresion del dafio en el nervio 6ptico,
es manteniendo la presién intraocular en cifras normales. Por ello, tras el
diagnostico el oftalmologo debe optar entre un tratamiento médico (colirios
hipotensores oculares, que se aplicaran yva indefinidamente, una o varias veces
al dia), y un tratamiento quirargico, (intervenciones con laser, o interven-
ciones quirdrgicas propiamente dichas), dependiendo por una parte del tipo
de glaucoma, y por otra de la mayor o menor gravedad de la enfermedad en
el momento del diagnéstico.

De todas formas, independientemente del tipo de tratamiento que se
siga, el paciente de glaucoma requiere vigilancia y seguimiento. Un glaucoma

puede mantenerse durante muchos anos sin problemas con un tratamiento
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determinado, pero en un momento concreto puede necesitar el cambio a otro
tratamiento més adecuado.

En la mayor parte de los casos, especialmente los diagnosticados precoz-
mente, el paciente puede desarrollar sus actividades con toda normalidad,
sin ninghn tipo de limitaciones para su trabajo, lectura etc.

Hemos dicho que una de las pruebas médicas mas concluyentes a la hora
de diagnosticar glaucoma es la campimetria o exploracién del campo visual.
Por ello, ahora que conocemos un poco por encima las caracteristicas de la
enfermedad, vamos a centrarnos en ver cuales son los datos de que dispone
el oftalmologo para diagnosticarla y controlar su seguimiento. En la secciéon
2.2 veremos como funciona un campimetro (perimetro o analizador de cam-
po), y qué informaciéon proporciona. Estudiaremos el funcionamiento de los

campimetros Humphrey y del paquete estadistico SITA.

2.2. Analisis del campo visual

La perimetria es una herramienta clave para el diagnoéstico del glaucoma,
y su automatizacién ha hecho posible que se desarrollen varios dispositivos
de interpretacién asistida por ordenador.

Los campimetros o analizadores de campos visuales més utilizados en
las consultas oftalmoldgicas son el analizador de campo Humphrey y el
perimetro Octopus 500 (http://www.humphrey.com; http://www.octopus.ch),
(ver figura 2.2).

Todos los campos visuales de la base de datos que vamos a analizar, han
sido adquiridos con un campimetro de la casa Humphrey, por ello vamos a
estudiar inicamente las propiedades de este campimetro y los resultados que
presenta al finalizar cada test.

Cualquier campimetro consta fundamentalmente de una pantalla y un

ordenador. La pantalla muestra un fondo con luminosidad constante de 31.5
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(a) (b)

Figura 2.2: (a) Campimetro “Octopus”, (b) Campimetro “Humphrey”.

apostilbs (asb), y desde este fondo se irdn “disparando” estimulos luminosos
de intensidad variable hacia la retina del paciente. Estos estimulos tienen un
tamano estandar, y su intensidad puede variar de 0,08 a 10,000 asb. Cada
campimetro lleva implementado un software que define la “estrategia de test”
que se va a realizar. Estos paquetes incorporan mayoritariamente herramien-
tas estadisticas, y han ido evolucionando rapidamente, buscando siempre
obtener la maxima informacién del estado del campo en el menor tiempo
posible. Los paquetes estadisticos que se han implementado en los campi-
metros Humphrey, de més antiguo a mas reciente son los llamados: FAST-
PAC [81], STATPAC [194, 93], SITA |15, 14, 12], SITA Fast [13]. Existen

numerosos trabajos médicos que realizan estudios clinicos para evaluar y
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comparar estos métodos. Entre ellos destacamos los siguientes: [204, 170].

Todos los campos visuales que analizaremos han sido tomados en cam-
pimetros Humphrey y utilizando el paquete SITA, por lo que en adelante, al
hablar del funcionamiento del campimetro, realmente nos estaremos referirien-
do a cémo trabaja el SITA.

Antes de someterse a un anélisis de campo visual, y para que los resul-
tados sean validos, el paciente debe fijar su mirada en un punto de fijacion.
Para controlar esta fijacion, los campimetros Humphrey, “bombardean” pe-
riédicamente la mancha ciega con estimulos luminosos. La mancha ciega es
una zona de la retina sin visién, por lo que respuesta positivas a estos esti-
mulos indicaran una fijacién pobre.

FExisten dos tipos basicos de perimetrias: la perimetria estatica y la kinéti-
ca. Se diferencian en que en la primera, la posicion desde la que se emite el
estimulo no se mueve durante el periodo de exposiciéon, y el tiempo de ex-
posicién de los estimulos no varfa, mientras que en la kinética los estimulos
se van moviendo durante su exposicién, normalmente hacia el centro de la
pantalla. Los campimetros utilizan la perimetria estatica, y en adelante nos

referiremos siempre a esta modalidad.

2.3. SITA

Se conoce con el nombre de SITA (Swedish Interactive Threshold Al-
gorithms) a una familia de algoritmos desarrollados por un grupo de inves-
tigadores suecos encabezados por el doctor A. Heijl [15]. Estos algoritmos
determinan la estrategia de test que se aplicara al paciente. Al hablar de
estrategia de test nos referimos al nimero de localizaciones de la retina que
se testearan, a definir el orden en que se visitaran, a como se elegira el primer

valor del estimulo que se presente en cada localizacién, etc, ... En esta seccién
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Cuadro 2.1: Rejilla con la localizacion de los puntos que el campimetro Humphrey

con el programa umbral 24-2, testea en un anélisis de campo visual

1 2 3 4
5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24 25 26
2r 28 29 30 31 32 33 34
35 36 37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48
49 50 o1 52

veremos la estrategia de test definida por el SITA.

Dentro del SITA existen varios programas. Todos los campos visuales
que analizaremos han sido adquiridos con el programa24 — 2, que testea 52
puntos de la retina del paciente (ver su disposicién en la tabla 2.1). Estas posi-
ciones estan situadas sobre un grid regular, siendo el distanciamiento entre
dos posiciones de 6° (vertical y horizontalmente). Los dos puntos en blanco

corresponden con las localizaciones de la mancha ciega (o punto ciego).

El objetivo de la campimetria es obtener el umbral de visién en cada uno
de los puntos testeados. El umbral de visién (que en adelante llamaremos
simplemente umbral), se define como la intensidad del estimulo con una
probabilidad de respuesta del 50 %, y se utilizara para cuantificar pérdidas

de funcién visual.

El umbral en cada localizacién se estimaba originalmente mediante un
método de “escalera de luminancia” en el que el test escogia un nivel ini-
cial para el estimulo, y lo presentaba en una localizacién. Si se producia
una respuesta, el nivel de intensidad (medido end = —dB, decibelios nega-

tivos), decrecia 4 unidades, y en caso contrario se incrementaba 4 unidades.
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Este proceso se iba repitiendo hasta que se producia al primer reverso (i.e.
la primera respuesta distinta a las anteriores). Entonces el test continuaba
igual, pero con incrementos o decrimentos de 2 unidades en vez de 4. (A
esta estrategia se la llama estrategia 4-2). La intensidad del ultimo estimu-
lo percibido por el paciente se utilizaba como estimacién del umbral en ese

punto.

El SITA, aprovechando los estudios realizados durante los afios 80 sobre
campos visuales de pacientes sanos y de pacientes con glaucoma, modifica
esta estrategia para hacer el test mas rapido. En [154], Olsson y Rootzen ob-
tuvieron las distribuciones a posteriori de la variable umbral en cada punto,
dadas las respuestas de los pacientes incluidas en las bases de datos. El pico
de cada distribuciéon proporciona el estimador maximo a posteriori (MAP)
del umbral en dicho punto, y esta estimacién serd mejor, cuanto menor sea la
amplitud de la distribucion. Al realizar un nuevo test, las nuevas respuestas
(tanto positivas como negativas) se introducen en el modelo, y las distribu-
ciones de probabilidad a posteriori en cada punto se recalculan (después de
cada respuesta producida en cada punto, al testear las localizaciones veci-
nas, y al finalizar toda la prueba). A partir de estas nuevas distribuciones
de probabilidad a posteriori se obtendran nuevos estimadores MAP de los
valores del umbral en cada punto. La influencia del modelo a posteriori de
partida ira disminuyendo gradualmente, conforme se vaya introduciendo mas

y méas datos en el modelo (ver [15] para una explicacion més detallada).

El test empieza evaluando el valor del umbral en cuatro puntos primarios
(fijos, siempre los mismos), y a partir de ellos calcula los niveles de intensi-
dad iniciales para los puntos adyacentes. La iiltima intensidad percibida en
puntos vecinos, sirve para calcular los valores iniciales de los nuevos puntos,

aun no testeados.

La estimacion MAP permite la estimacién de los errores de medida en
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tiempo real. El test se puede detener en aquellos puntos en los que la es-
timacién del error cometido es pequefio en comparacién con un nivel de
precision pre-establecido, llamado ERF (error related factor). Acabaremos
el test, si hemos conseguido en ese punto al menos una respuesta positiva, y
el error cometido es menor que el ERF. En caso de que el error sea mayor
que el definido por el ERF al finalizar una escalera, se realizard otra es-
calera completa con dos reversos, siguiendo la estrategia del "Full Treshold
Strategy".

Ademas de determinar los umbrales, el SITA proporciona al oftalmoélogo
tres indices que le permitiran valorar la fiabilidad de los resultados obtenidos.

Estos indices son:

» Indice de pérdida de fijaciéon: A lo largo del test, el campimetro pre-
senta estimulos en la mancha ciega. Si el paciente responde, se registra
como fijacion perdida. Si el valor de fijaciones perdidas es superior
al veinte por ciento, hay razones para preocuparse sobre la fiabilidad
de los resultados que se estan obteniendo, y el simbolo XX aparece a

continuacién de tal valor, para llamar la atencién del explorador.

» Error falso positivo: En las estrategias de test anteriores FASTPAC
y STATPAC), para detectar lo que definieron como respuestas fal-
S0 positivas, el proyector maniobraba como si presentara un estimulo,
pero no lo hacia. Si el paciente respondia, se registraba un error fal-
so positivo. Un ntmero alto de falsos positivos vuelve a indicar poca
fiabilidad en los resultados obtenidos. Una de las principiales “mejo-
ras” que aporta el SIT A frente a paquetes anteriores, es que reduce el

tiempo de realizacién del test, y para ello utiliza una técnica distinta

para calcular el error falso positivo.

Divide en tres partes el tiempo que transcurre entre dos exposiciones

consecutivas de estimulos: una primera parte desde el momento de la
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exposicién, hasta que ha transcurrido el tiempo necesario para que

pueda ser percibido ( [tg

,tg + tg,min]); una segunda parte que llama
tiempo (o ventana) de escucha y es el periodo durante el cual esperamos
que la respuesta se produzca [Ifg—i—tq,mm, t2+tq7max]; v una tercera parte
que va desde que acaba el tiempo razonable de espera, hasta que se

expone un nuevo estimulo.([t) + tg.maz ty 11])

5‘1
—_—~
@ Q- 09— 00—
t t9 + tq.min B t9 + tgmaz thi

Para modelizar el nimero de respuestas falso postivas producidas, se
utiliza una distribucién Poisson que tiene en cuenta en su definicién
el numero de respuestas obtenidas fuera del intervalo de escucha, y la

longitud de este intervalo.

» Error falso negativo: Un estimulo mucho més intenso que el umbral, se
presenta en un area donde la sensibilidad ha sido ya determinada. Si
el paciente no responde, se registra un falso positivo. Un ntmero alto

de falsos positivos indica fatiga o falta de atencién del paciente.

Para calcular el coste del algoritmo (tiempo) se almacenan todos los
tiempos de respuesta de los pacientes. Sus medias y desviaciones tipicas nos
serviran para ajustar repetidamente la duracién de las ventanas de respuesta.
(Conforme el test vaya discurriendo, tendremos ventanas més robustas, y los

ajustes seran menos frecuentes).

2.4. Resultados de la perimetria

Al finalizar cada test el campimetro presenta al oftalmdlogo los indices de

fiabilidad: fijaciones perdidas; niimero de errores falsos negativos, y errores
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falsos positivos. Si estos indices sugieren que los resultados no son fiables, el
test no servira para diagnosticar y la prueba debera repetirse.

Junto con los indices de fiabilidad presenta también los datos del pa-
ciente, el ojo que se esti explorando, el tiempo consumido en su realizacion
v el ndmero de estimulos totales mostrados al paciente. En la figura 2.3 pode-
mos ver una salida completa del campimetro tras la realizaciéon de un test
perimétrico. Los resultados directos del test se imprimen en dos formatos

graficos:

1. Representacién numérica (figura 2.3 a): Muestra el umbral de sensibi-
lidad en todos los puntos explorados. Los puntos en los que se encuentra
una sensibilidad de al menos 5 db. menor de lo esperado, son explo-
rados una segunda vez y el valor hallado se representa entre parénte-
sis. Este doble “mapeo” permite verificar contestaciones inesperadas y
diferenciar entre errores del paciente y defectos del campo verdaderos.
Generalmente el segundo valor puede ser considerado més exacto que
el primero. Este serd el tipo de datos con el que trabajaremos en esta

tesis.

2. Representacion grafica en escala de grises (figura 2.3 b): Da una idea
inmediata del tamano y seriedad de los defectos que pueden existir en

el campo visual.

Por ultimo se presentan una serie de indices y graficos estadisticos basa-
dos en comparar los resultados que se obtienen en el test con los obtenidos
en estudios empiricos realizados sobre un extenso grupo de sujetos normales.
La comparaciéon con los resultados de este estudio permite al campimetro
analizar la “normalidad” (ausencia de enfermedad), en cada uno de los pun-
tos testeados. Tenemos entonces en la salida de la perimetria cuatro graficos
que realizan este analisis “punto a punto”, y dos indices numéricos globales.

Los indices globales son:
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Figura 2.3: Resultado de una campimetria. Ademas de los datos del paciente y los

indices de fiabilidad incluye: a) grafico de representaciéon numérica de los resultados;

b)representacion en escala de grises; ¢) y e) diagramas de desviacion total; d) y f)

diagramas de patréon de desviacién, y

g) indices globales.
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1. Desviacion media (DM). Desviacion media ponderada del campo de

referencia normal.

DM = {3 30, S5y T &)

siendo:

x; v IN; el umbral medido, y el umbral del campo de referencia normal
en el punto <.

2. la varianza de las medidas del campo normal en el puntoi.

n el ntmero total de puntos del test (quitando la mancha ciega).

Una disminucién en el valor de este indice indicarad que los defectos del
campo visual van en aumento, o de forma mas general, que hay una

pérdida generalizada de sensitividad.

2. Desviacion estandar del modelo (DSM). Desviacion estandar pondera-
da de las diferencias puntuales entre el campo medido y el campo de

referencia central.

i—N;—DM)?
DSM? = {% D1 S%z} * {ﬁ D et n%}

81

Es una medida del grado en que la forma del campo del paciente se
desvia de lo normal, para su edad. Una DSM baja, indica una colina
de la visi6n uniforme. Una DSM alta indica una colina irregular que
serd debida a una variabilidad en las respuestas del paciente, o a irre-

gularidades en el campo visual.

Limites de prediccién de normalidad, han sido calculados para estos indices
visuales. Si obtenemos algin valor fuera de estos limites, el ordenador nos

proporciona también el nivel de significatividad de la desviacion.

Veamos ahora los diagramas de desviacién total El primero de estos

diagramas (figura 2.3 ¢) consta de valores numéricos y expresa la diferencia
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en decibelios, entre los resultados del test del paciente y lo que corresponde
a una persona normal, de su misma edad (i.e. z; — NN;). El segundo de los
diagramas (figura 2.3 e) utiliza simbolos para indicar la probabilidad que
existe de que esos resultados estén dentro de la normalidad.

Por dltimo, los diagramas de patréon de desviacion (figura 2.3 d y
2.3 f), son similares a los esquemas anteriores, pero plasmando posibles cam-
bios del campo en conjunto, causados por ejemplo, por cataratas o pupilas

pequenas (i.e. x; — N; — DM).

Obviamente, si tras examinar a un paciente debe decidirse si su resultado
es normal o si no lo es, lo primero que debemos determinar es qué se entiende
por un resultado normal. Por ello, se han realizado estudios empiricos sobre
un numeroso grupo de personas sanas, y sobre otro grupo de enfermos de
glaucoma. A partir de ellos se han construido dos bases de datos, y dos dis-
tribuciones empiricas que permiten estudiar la distribucién de los umbrales a
lo largo de todo el campo visual y el establecimiento de limites de confianza

para los valores esperados en cada punto.

2.5. Caracteristicas generales de los campos visuales

de diferentes poblaciones

Para construir modelos fiables que informaran sobre si los valores umbral
encontrados en una determinada posicién son propios de personas sanas o
de personas enfermas, ha sido necesario estudiar de las propiedades tipicas
de los campos visuales tanto de personas normales como de personas con

glaucoma. Estos estudios han permitido concluir que:

1. Los valores esperados para los umbrales, decrecen continua y lineal-

mente con la edad, y este decrecimiento no es homogéneo en todo el
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campo visual, sino que es mas rapido en la zona “midperipheral” que

en la central |94].

2. Los resultados de las primeras exploraciones perimétricas a las que se
somete un paciente pueden no ser muy fiables, debido a la existencia
de un efecto aprendizaje. Los resultados de las primeras campimetrias
suelen mejorarse tras la tercera o cuarta exploracion, y no porque la
visién del paciente haya mejorado, sino porque el paciente ya conoce
el funcionamiento del test [95]. Por ello a la hora de analizar campos
visuales se sugiere eliminar de la base de datos los dos primeros tests

realizados por cada paciente.
3. No hay influencia de la edad en la variabilidad de los umbrales [153].

4. La sensitividad decrece en los pacientes con glaucoma, por lo que se
necesitaré un estimulo mas intenso para lograr la misma probabilidad

de una respuesta afirmativa.

5. Los defectos en el campo visual debidos a la existencia de glaucoma se
van desarrollando siguiendo las fibras nerviosas (del nervio 6ptico y en

general de la retina) [153].
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50 3. Geoestadistica. Fundamenteos tedricos y metodologia
3.1. Introduccién.

El término Geoestadistica fue acunado por Georges Matheron y sus co-
laboradores en la Escuela de Minas de Fontainebleau [142, 143] en Francia,
para referirse a una metodologia que empezaban a desarrollar, y que busca-
ba dar respuesta a problemas de prediccion espacial surgidos en la industria
minera [119]. Las ideas de este grupo de investigadores se desarrollaron du-
rante mucho tiempo con una terminologia y un estilo propios, y fueron los
trabajos paralelos de Matérn [140, 141] y de Whittle [203], junto con los li-
bros de Ripley [168] y de Cressie [38] quienes permitieron la difusion de estas

técnicas y su integracion con el resto de técnicas de la estadistica espacial.

Todo estudio geoestadistico parte de un conjunto de observaciones{z; }ic(i...

tomadas sobre localizaciones (en principio espaciales) {;}icq1,... n}, cOD-
tenidas en una region continua del espacio D C R2, y considera las ob-
servaciones como una realizacion de un proceso estocéastico{Z(x) : x € D},
(el cual se considera a su vez una realizacion parcial del proceso estocastico
{Z(z) : x € R?}).

A menudo se considera a cada observacion Z; como el valor en la posi-
cién x; de un proceso subyacente {S(x) : * € R?} (proceso que realmente
se quiere estudiar y que no es directamente observable) afectado por un
ruido. En este caso el modelo geoestadistico deberd caracterizar el proceso
estocastico S(x) y definir también un modelo estadistico para las medidas
Z = (Z(z1), Z(x2),- -+, Z(x,)) condicionado a {S(z) : x € R?}.

El modelo que clasicamente se ha utilizado en los estudios geoestadisticos

se basa en considerar:

1. Que {S(x):x € N2} es un proceso gausiano, con media y, varianza o>

y funcion de correlacion p(z, 2') = Corr(S(x), S(z')).

2. Que condicionadas a {S(z) : z € R?}, las observaciones z; son rea-
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lizaciones de v.a. Z(z;) gausianas y mutuamente independientes, con

media condicional E[Z(x;) | S(-)] = S(z;), y varianza condicional 7.
Estas dos suposiciones equivalen a modelizar:
Z(xi):S(xi)+6i e =1,...,n

siendo {S(z) : x € N2} como en la suposicién 1 anterior, y donde las ¢; ~
N(0,72%) i.i.d.

Si definimos Z = (Z(z1), -, Z(xyn)), y S = (S(x1),---,S(xy)), estas
suposiciones equivalen a modelizar S ~ N(u - 1,,0%R) siendo 1, un vector

de n unos, y R = (1 ;) con r; j = p(x;,x;), y como consecuencia:
Z ~ N(p-1,,0°R+ 7%I) siendo I la matriz identidad n x n.

Apartandose un poco de esta doble suposicion de normalidad, en [50],
Diggle, Tawn y Moyeed acunan la frase “Geoestadistica basada en el modelo”
para referirse a una aproximacion Geoestadistica a problemas en los queS
es un proceso gausiano, pero en los que Z; | S ya no es gausiana.

Nosotros vamos, en principio, a centrarnos en estudiar la metodologia
de la Geoestadistica tradicional. Para ello seguiremos suponiendo que las
dos distribuciones son gausianas (a menos que en algin momento digamos
explicitamente lo contrario).

Los objetivos “clasicos” de la Geoestadistica son: la estimacion de los
parametros del modelo estocastico de los datos, y la prediccion.

FEn cuanto a la prediccién, puede interesarnos predecir Z en una posi-
cion xp no observada, o predecir {S(x)}. Si el objetivo es predecir S(x), la
prediccién se puede realizar en toda la regién de interés, D, con la inten-
cién de hacer mapas de esta variable, o s6lo en algtin punto aisladoxg € D.

En cualquier caso, las predicciones se realizan a partir de las observaciones

Z(J}l), .. ,Z(ZEn)
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En el capitulo 4 plantearemos una modelizacién espacio temporal, en la
que nos interesard predecir el valor de la variable observada, en posiciones

no monitorizadas.

La metodologia geoestadistica clasica se ha extendido al contexto espacio
temporal, pudiendo encontrar actualmente trabajos geoestadisticos espacio
temporales en diversas disciplinas cientificas ([198, 90, 86, 20, 169, 77, 138,
36, 22] ...) e incluso libros dedicados integramente a la geoestadistica espacio

temporal [34].

La generalizacion de la Geoestadistica al caso espacio temporal, supone

ahora que las observaciones

{Z(z,t):x € D,t €T}

con D C R?,T C R, se han recogido en un dominio espacio temporal. Este
proceso puede suponerse también como resultado de haber anadido ruido

gausiano a un proceso {S(x;,t;)}, subyacente, no observable.

Siguiendo con los estandares de la Geoestadistica clasica, modelizaremos
la distribucién espacio temporal de las observaciones, como una distribucién
gausiana. Ksta distribuciéon quedara perfectamente caracterizada al definir
sus momentos de primer y segundo orden. En la seccién 3.2 veremos coémo

hacerlo.

Para realizar predicciones, la Geoestadistica ha desarrollado algoritmos,
que proporcionan el predictor lineal 6ptimo (lineal en las observaciones),
y que reciben el nombre general de métodos (o algoritmos) kriging en re-
conocimiento del trabajo realizado en este campo por Danie Krige [119].

(Comentaremos alguno de estos algoritmos en la seccion 3.3).
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3.2. Modelizando los datos

Como acabamos de ver, la Geoestadistica clasica trabaja con procesos
gausianos, que quedan perfectamente determinados por su esperanza y su
funcién de covarianza.

En este apartado vamos a ver cémo construir el modelo, es decir cémo a
partir de las observaciones Z(z1,t1),. .., Z(xp,t,) determinar la estructura

de la media y de la covarianza,
E(Z(z,t) = plx,t) =7 5 Cov(Z(a1,t), Z(x2,q)) = (7

y c6mo estimar los pardmetros del modelo.

3.2.1. Sobre la estructura de la media

El primer paso de todo estudio geoestadistico suele ser la realizacién de
un analisis exploratorio de los datos. En este analisis se busca qué covariables
resultan influyentes en las observaciones y pueden entrar a formar parte en
una formulacion paramétrica de la media.

Este anélisis exploratorio debera realizarse tanto en el dominio espacial
como en el dominio temporal, ya que si los datos muestran comportamien-
tos ciclicos, periddicos, o tendencias, estos rasgos deberan plasmarse en la
formulacién de la media a través de funciones periddicas.

A menudo la media del proceso se estimard por minimos cuadrados, y
serd restada de las observaciones para seguir trabajando con los residuos, o
se estimaré al tiempo que se realicen las predicciones mediante el método

“kriging universal” que comentaremos en la seccion 3.3.

Modelos aditivos

Al aplicar las técnicas de la Geoestadistica, en los capitulos 4 y 6, nos en-

contraremos con un problema que puede ocurrir cuando buscamos la estruc-
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tura de la media, y es que no podamos explicitar la media paramétricamente,
por no disponer de suficiente informacioén (suficientes covariables). Resolve-
remos esta situacién recurriendo a una formulacién semiparamétrica de la
media. En particular, utilizaremos los modelos aditivos (AM), introducidos
por Hastie y Tibshirani [91, 92].

Las técnicas de regresion no paramétricas son herramientas estadisticas
muy populares, utilizadas tanto en anélisis exploratorios como a la hora
de construir modelos. La utilidad de estas técnicas empezd a probarse en
problemas de regresién univariante, pero ha sido en el caso de regresiéon mul-
tivariante donde realmente presentan mayores ventajas frente a las técnicas
de regresién puramente paramétricas.

Los modelos aditivos son una generalizacion del modelo de regresion li-
neal. Vamos a establecer una notacion, y veremos en qué sentido se da esta
generalizacion.

Supongamos que tenemos una variable respuestaY y p variables explica-
tivas (X1, X2, -+, Xp). La herramienta estandar para estudiar la dependen-
cia entre la variable dependiente Y, y las independientes X1, Xo, -+, X, es

el modelo de regresion lineal (multiple sip > 1), donde:
Y=a+Xi161+ -+ XpBp +¢

con E(e) = 0 y var(e) = 0. Este modelo est4 haciendo una suposicién muy
fuerte sobre cémo es la dependencia de E(Y') sobre cada una de las variables,
va que estamos afirmando que ésta dependencia es lineal en cada una de las
variables predictoras.

Una de las principales ventajas del modelo lineal es que, una vez ajustado,
podemos examinar los efectos de cada variable predictiva sobre la respuesta
de forma separada, con ausencia de interacciones. Los modelos aditivos van
a retener esta propiedad, ya que se van a caracterizar por ser aditivos en los

efectos de los predictores.
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Un modelo aditivo se define como:
P
Y=a+) f(X;)+e (3.1)
=1

donde al igual que en el modelo lineal, los errores e son independientes de
los Xj, E(e) = 0 y var(e) = 0. En este modelo, las f; son funciones nor-
malmente univariantes, una para cada predictor. (En el caso multivariante
se supone ademas que los ¢; son independientes entre si).

Destacar que este modelo retiene uno de los rasgos interpretativos més
importantes del modelo lineal: la variacién de la superficie respuesta fijando
los valores de todos los predictores excepto de uno sélo dependera de los
valores del predictor que queda por fijar, y en ningin caso dependera de
los valores que hayan tomado los otros. (Para estudiar mas detalladamente
tanto los modelos aditivos como los modelos aditivos generalizados consultar
[91, 92].)

Para no imponer restricciones demasiado severas en la formulacion del
modelo, en la ecuacion 3.1 las funciones f;(-) suelen ser funciones suaves
de las covariables. La ventaja de utilizar estos modelos es que no estamos
imponiendo ninguna estructura paramétrica rigida para relacionar las cova-
riables con la variable respuesta, sino que se deja a los datos que den forma
a esta relacion.

El método mas general para estimar modelos aditivos, consiste en esti-
mar cada una de las funciones f; mediante un suavizador (“smoother”) arbi-
trario. Los suavizadores mas comunes son los “smoothing splines” y los “ker-
nel smoothers”. Existen varias aproximaciones para estimar estas superficies
suaves. Las dos mas utilizadas son la estimaciéon por el método “backfitting”
y técnicas basadas en la integracion.

El método backfitting se present6 en [24]. Es un algoritmo iterativo que

permite ajustar un modelo aditivo utilizando mecanismos de ajuste similares
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a los de regresion. Su motivacion es la siguiente: si el modelo 3.1 es correcto,

entonces

—a =Y fi(X)) | Xp] = fr(Xe).
J#k

A partir de aqui podemos calcular iterativamente todas las funciones f;
a partir de los datos y del suavizador S; adecuado. El algoritmo iterativo es

el siguiente:

1. Inicializar: a =Y, f; = f0 Vj

2. TIterar: Paraj=1,---,p,1,--- ,p,---
fi =55 _Q—ka‘%
k#j
(siendo S;(y | ;) un suavizamiento de la respuesta y en funcion del
predictor x;. Por tanto, al reajustar f; quitamos de y los efectos de
todas las otras variables, y ajustamos la funcién resultante al suavizar

los residuos respecto a la variable predictiva ;).

3. Repetir el paso 2 hasta que las funciones f; no cambien.

Aunque es de uso dominante, las propiedades asintoticas de las estima-
ciones obtenidas por el método backfitting no se empezaron a desarrollar
hasta muy recientemente [156, 115|. De hecho, aunque en algunas ocasiones
ha sido utilizado con buenos resultados [151], las propiedades asintoticas para
datos relacionados no han sido todavia desarrolladas. En [32] se recomienda
su uso s6lo en caso de variables no muy fuertemente correlacionadas. Para
compensar esta deficiencia, Linton y Nielsen [129] propusieron un método
de ajuste no iterativo basado en la integracién marginal de estimaciones
de kernel estandar para modelos aditivos. Este método fue extendido unos
anos después para modelos aditivos generalizados [128|. Para ver un estudio

comparativo entre los dos métodos recomendamos consultar [188] y [148].



3.2. Modelizando los datos 57

Hay estudios previos en los que se han combinado las nociones de la
Geoestadistica con las de la modelizacién aditiva, como por ejemplo el tra-

bajo de Kelsall y Diggle [116].

3.2.2. Sobre la estructura de la covarianza

Antes de ver cémo construir una funcion de covarianzas, necesitamos ver
una serie de definiciones y caracterizaciones que nos facilitaran el trabajo.

Diremos que:

Definicion 2.1 Un campo aleatorio Z(x,t) es estrictamente estacionario
st su distribucion de probabilidad es invariante ante traslaciones, es de-
cir si dados dos vectores cualesquiera (Z(x1,t1), Z(x2,t2), -, Z(xn,tn)) y
(Z(x1+hyt1+u), Z(zo + bty +u), -, Z(xn + h, ty +u)) tienen la misma

funcion de distribucion multivariante.

Una condicién menos exigente que la estacionariedad estricta, es la esta-

cionariedad de segundo orden.

Definicion 2.2 Un proceso aleatorio espacio-temporal Z(x,t) es estacionario

de seqgundo orden, o estacionario en sentido amplio si se cumple que:
» B(Z(z,t)) = p(z,t) =p (cte) Y(z,t) € R2 x R y ademds:
= cov(Z(x,1), Z(y,q)) = Clz —y;t —q)  V(x,1),(y,q) € R2 xR

Si ademds C(x — y;t — q) es funcion simplemente de la distancia entre las
posiciones, i.e. de (|| x —y ||;| t — q|) diremos que ademds de estacionario

el proceso es isotrdpico en el espacio y en el tiempo.

Definiciéon 2.3 Diremos que un proceso estocdstico es ergddico si la depen-
dencia entre observaciones tiende a0 al aumentar la separacion entre ellas

(tanto en el sentido espacial como temporal).
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La ergodicidad es una propiedad necesaria para poder estimar las ca-
racteristicas de un proceso a partir de una dnica realizacién ya que si el
proceso no es ergddico, al aumentar el tamano muestral no se adquiere in-
formacién adicional por ser todas las observaciones muy dependientes entre
si. En adelante supondremos siempre procesos estacionarios ergodicos.

Otra propiedad muy importante de las funciones de covarianza es la si-

guiente:

Definicion 2.4 Se dice que una funcion C(—, —) es definida positiva si para
todo (z1,t1), (T2, t2), -+, (Tp, tn) € REXR, A1, -+, Ay € R y para todo entero

positivo n satisface:

n

ZZ)\l)\jC('xz - l‘j;ti - t]') Z 0

i=1 j=1
Si Z(-,-) es un campo aleatorio tal que Var(Z(xz,t)) < oo V(z,t) € RZxR,
con el hecho de que
UaT(Z )\¢Z($i, tl)) = Z Z )\i)\jCO’U(Z(xi, ti), Z(l‘j, tj)
i=1 i=1 j=1

es no negativa, se comprueba que la funcién de covarianza
Cov(Z(wi, ti), Z(xj,t5)) = E{[Z(xi, t;) — E(Z (i, 4:))][Z (2}, t5) — E(Z(x;,15))]}

es una funcién definida positiva.

Luego la funcién de covarianza de un proceso estocéstico estacionario de
segundo orden es siempre definida positiva.

La pregunta que se plantea ahora es si cualquier funcién definida positiva
C(+,-) se corresponde con la funcion de covarianzas de un proceso estocastico
estacionario de segundo orden. La respuesta es que si, y se puede deducir a
partir del teorema de Bochner [19] (ver también [38], pag84).

Por lo tanto, la clase de funciones definidas positivas en R? x R y la

clase de funciones de covarianzas de procesos estacionarios en#? x R son
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idénticas, por lo que buscar funciones de covarianza equivaldra a buscar

funciones definidas positivas.

Para determinar la estructura de la covarianza en la practica, garantizan-
do que la funcién de covarianzas sea definida positiva, a menudo se escoge
esta funcién entre una familia de funciones paramétricas que ya sabemos que

son definidas positivas, es decir se asume que

cov(Z(z5,t;), Z(x; + h,t; +u)) = C°(h,u)

siendo C? una funcion definida positiva de una determinada familia, y depen-
diendo de una serie de parametros a determinar. Los modelos de covarianza
puramente espacial, y los modelos de covarianza temporal han sido amplia-
mente estudiados [140, 38, 179], y se dispone de una amplia lista de modelos
que a priori podemos utilizar para modelizar las funciones de covarianza, con
la garantia de que la funcién de covarianza resultante serd definida positiva.

(Podemos ver algunos de ellos en la tabla 3.1 y los graficos 3.1 y 3.2).

Si resulta complicado demostrar que una funcién espacial o temporal es
definida positiva [179], la cosa se complica mas a la hora de buscar modelos de
covarianza espacio temporales validos. Por ello, muchos autores empezaron
a investigar la forma de combinar modelos espaciales y modelos temporales
validos para obtener modelos de covarianza espacio temporales, dando lugar

a los llamados modelos de covarianza espacio temporal separables.

Definicion 2.5 Una funcién de covarianza espacio-temporal C(h,u) (sien-
do h € R la distancia espacial entre las posiciones, yu € R la distancia
temporal) es separable si se puede descomponer en una operacion (suma o
producto) entre una funcidn de covarianza puramente espacial y de otra pu-

ramente temporal.
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Cuadro 3.1: Familias de funciones definidas positivas.

Familia de Bessel

pu(h) =2"T(v + 1)h="J,(h)

Es definida positiva en R? para v > %

Familia de Cauchy

pu(h) = (1+h2)~

que es definida positiva en R>

Modelo exponencial

p(h) = exp{—(h/$)"}
conp>0,y0< k<2

Coseno

p(h) = cos(h)

modelo valido tnicamente en R!

Modelo esférico

—3h+1in3 0<h<1
p(h) = S
0 resto

Funcién definida positiva en R3

Modelo gausiano p(h) = e
0 si h=0
p(h) =
Nugget effect 1 en otro caso

Clase de Whittle-Matérn

o de Basset

p(h) =2"T(v)"'hY K, (h) con v > 0.
Funciones definidas positivas en R*°.
Permiten especificar el grado de diferenciabilidad
subyacente. Siv = (2n + 1)/2 entonces p() es 2n

veces diferenciable.

Hole effect

p(h) = h=tsen(h)
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Familia Exponencial

Figura 3.1: (a) Modelos de la familia Bessel, (b) Modelos de la familia Cauchy, (c)
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Figura 3.2: (a) Modelo esférico, (b) Familia Mattérn.

Uno de los modelos de covarianza separables mas utilizados en la litera-

tura es el modelo producto, que define
C(h,u) = CH(h) - C*(u)

siendo C' y C? funciones definidas positivas, (C! actuando como funcién
de covarianza de un modelo puramente espacial, y C? actuando como la
funciéon de covarianza de un modelo puramente temporal). Este modelo ha
sido utilizado en muchas aplicaciones précticas, muchas veces atendiendo
mas a su simplicidad que a su conveniencia a la hora de ajustar los datos.
La definicion (2.5) implica que dados dos retardos espaciales hy y ha

cualesquiera:
— C(h1,u) < C(h2,u) Yu € R

Por lo tanto la estructura de correlacién temporal es la misma para cualquier

separacion espacial, y andlogamente podemos ver que también la correlacién
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espacial continua teniendo la misma forma para los diferentes retardos tem-
porales.

Otro tipo de separabilidad consiste en descomponer la covarianza espacio-
temporal como suma de una funcién de covarianza puramente espacial y de
otra puramente temporal (Cressie et al. [40]). A este tipo de modelo separable

se le conoce como modelo lineal
C(h,u) = C*(h) + C%(u)

pero en este caso la funcién de covarianza resultante no siempre serd definida
positiva (Rouhani et al [171]).

En [179] podemos encontrar criterios necesarios y suficientes para con-
struir funciones definidas positivas; propiedades para combinarlas de forma
que las funciones resultantes sigan siendo definidas positivas, y comentarios
sobre los errores més comunes al trabajar con este tipo de funciones.

En este trabajo se ve por ejemplo bajo qué condiciones una combinacién
lineal finita de funciones definidas positivas con escalares no negativos,C =
a1C1 + a2Cy, da lugar a una funcién definida positiva. Comprueba que al
multiplicar dos funciones de covarianza vélidas siempre obtenemos una nueva
funcion de covarianzas vélida, y que un modelo ¢ valido en R? es valido
también en R%~! (aunque el reciproco ya no sea cierto).

A pesar de la simplicidad de los modelos separables, estos resultan en
ocasiones bastante limitados. Por ello en los ultimos afios la demanda de
modelos de covarianza espacio-temporal no separables ha ido en aumento.
En este campo cabe destacar varios trabajos. En primer lugar y siguiendo
un orden cronolégico, el de Jones y Zhang [106], quienes utilizan ecuaciones
en derivadas parciales, para construir familias de densidades espectrales que
implicitamente determinan, aunque no de forma cerrada, las funciones de
covarianza buscadas. En un trabajo posterior, Cressie y Huang [39] desarro-

llan una metodologia que ya no se basara en ecuaciones diferenciales, y que
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resultard bastante méas sencilla. Basandose en el teorema de Bochner [19],

Cressie y Huang demostraron que si podemos expresar:
C(h;u) = /eih/wp(w;u)k(w)dw
siendo p(—, —) v k(—) dos funciones verificando que:

1. YweRY p(w,—) es una funciéon de autocorrelacion,

[ pwsu)du < ooy k(w)>0

2. [k(w)dw < x

se cumple que C' es una funcién de covarianzas espacio temporal, estaciona-
ria, continua y valida.

Funciones de covarianza asi generadas serdn, en general, funciones de
covarianza no separables, aunque algunas funciones de covarianza separables
podran ser formuladas como casos particulares de estas.

En un trabajo posterior, Gneiting [66] da una caracterizacion ain maés
general para los modelos de covarianza espacio temporal no separables. Antes

de verla necesitamos una definicién.

Definicion 2.6 Una funcion continua ¢(t) definida parat > 0 ot > 0 se
dice que es completamente mondtona si posee derivadas de todos los drdenes

o™ y ademds:
(1) (1) > 0

Gneiting demuestra que dada ¢(t), t > 0 cualquier funcién completa-
mente mondtona, ¥ (t), t > 0 cualquier funcién positiva con derivada com-

pletamente monoétona, y o? > 0, entonces:

(w2 (e f?)

)y (hyu) € R x R
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es un modelo de covarianza espacio-temporal valido.

Pensando que estos modelos en general son no separables, Gneiting pro-
pone el asociar ¢(t) y 1(t) con la estructura espacial y temporal de los datos,
respectivamente.

Existen mas trabajos en los que se plantean (o derivan a partir de los
ya existentes), nuevos modelos de covarianza espacio temporal, demostréan-
dose también su validez. Entre estos trabajos destacamos los trabajos de
Christakos y Hristopulos [35], de De Cesare, Myers y Posa (27, 28|, y de
Ma [135, 134, 133], pero nosotros nos quedaremos con los dos trabajos que
acabamos de comentar, el de Cressie y Huang [39], y el de Gneiting [66].
Entre los dos trabajos nos van a permitir definir una gran variedad de fun-
ciones de covarianza espacio temporal validas, y nos basaremos en ellos en
el capitulo 4 para determinar la estructura de covarianza en la modelizaciéon
de campos visuales.

Una vez tenemos claro que podemos optar por una gran variedad de mo-
delos para la estructura de covarianza, ante un problema particular debemos
ver como quedarnos con uno u otro.

A menudo, en vez de trabajar directamente con la funcién de covarianzas,
en Geoestadistica se trabaja con el variograma, ya que resulta més facil de

manejar.

Definicion 2.7 Dado un proceso estocdstico Z(z,t) se define el variograma

() = %Var[{Z(x,t) Z(zthttw), h>0
Como
Varl{Z(z,t) — Z(z + h,t +w)}]  =Var[Z(xz,t)]|+ VarlZ(z+ h,t +u)] —

—2Cov[Z(z,t), Z(x + h,t + u)]
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si el proceso es estacionario, el variograma se simplifica a:
v(h,u) = C(0,0) = C(h, u) (3.2)

En [67], Gneiting et al. analizan la equivalencia de distintos resultados
teoricos al trabajar con variogramas o con funciones de covarianza.

Los variogramas son funciones condicionalmente definidas negativas, es
decir:

ZZ)‘)‘J’)/ — Tl tj)SO

=1 j=1

V(z,th), (w2, ta), - (2o, tn) ERIXR y VAL A €R:D N =0

y al trabajar con procesos estacionarios, como E[Z(z,t)] es constante, pode-

mos formular el variograma como:
1
v(hou) = SE{Z(2,1) = Z(x + hyt + w)f’]

Un estimador no paramétrico del variograma es el variograma empirico,

definido como:

Y(h,u) = B) | N Z){Z i, ti) (l‘],t])}z (3.3)

con N(h,u) = {(x;,t;), (xj,t;) || @i —z; ||=h y | t;i —t; |= u}, y siendo
| N(h,u) | el cardinal de N(h,u).

Una vez calculado el variograma empirico, podemos dibujar la nube de
puntos de los valores obtenidos, en funcion de h y de u. Como §(h,u) ~
C(0,0) — C(h,u), podemos buscar modelos paramétricos para la funcion de
covarianza y estimar sus parametros.

Para la estimacion de los parametros del modelo podemos utilizar cualquiera

de los métodos tradicionales de estimacion. Cressie ([39]) recomienda utilizar
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el método de minimos cuadrados ponderados, y miminizar:

_ o { A
WO =2 2 1N st 1)

sobre todos los posibles valores de los parametros, #. De todas formas este
método no es Gnico, y cualquier otro método de estimacién de pardmetros

puede ser utilizado.

3.3. Kriging

Dentro del contexto de la Geoestadistica, se conoce con el nombre de
kriging a una familia de algoritmos de regresiéon por minimos cuadrados ge-
neralizados que, a partir de un conjunto de observaciones Z(z;, t;)ic(1,... n};
proporcionan el predictor lineal 6ptimo para la variableZ en una nueva posi-
cion (xo, to). Estos algoritmos reciben el nombre de kriging en reconocimiento
del trabajo realizado en este campo por Danie Krige [119].

Existen varios métodos de kriging, pero todos comparten la misma filosofia,
minimizar la varianza del error de la estimacién, con la restriccién de que el

estimador obtenido Z* sea insesgado, es decir minimizar:
o2 (z0,to) = Var{Z*(zo,to) — Z(zo,t0)}

con la restriccion: E(Z*(xo,t0) — Z(xo,t0)) = 0.
Para poder obtener este predictor 6éptimo, el proceso Z(x,t) debera sa-

tisfacer la condicion de regularidad:
Var(Z(z,t)) < oo V(z,t) eRZE xR, t>0

ya que en este caso tanto la funcion media p(z,t) = E(Z(z,t)) como la

covarianza entre dos observaciones cualesquiera

K(z,y;t,q) = cov(Z(x,t),Z(y,q)); =,y,€ R:, t>0, ¢>0
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existen y estan bien definidas.

En adelante llamaremos Z*(xg, o) al predictor kriging de Z(xg,ty), que

serd aquella combinacién lineal de las observaciones
Z* (o, t0) = p(wo, to) + Zaz (@i, i) — (i, i) (3.4)

que minimice el error de prediccién cuadratico medio. Para que el estimador

sea insesgado deberemos exigir que > " ; a; = 1.

Los métodos kriging han sido ampliamente estudiados y aplicados en el
contexto de la estadistica espacial [38], y espacio-temporal [39].

Existen varios tipos de kriging, v dependiendo de las suposiciones que
hagamos sobre la media u(z,t) de Z(x,t), trabajaremos con una variedad o

con otra.

Distintas variantes de kriging

Dependiendo de las suposiciones que hagamos sobre la tendenciap(z,t),

vamos a distinguir tres variantes de kriging:

1. Kriging Simple (SK) Considera la media conocida y constante a
través de todo el dominio espacio temporal. Es decir: u(x,t) = p

V(z,t) € R2 x R. En este caso el estimador (3.4) sera de la forma:
*(x0, to) Zaz (@i, ts) (1 - Zai)u
=1

Este estimador siempre serd insesgado, por lo tanto no necesitaremos

imponer la restriccion de que Y 7 ; a; = 1, y la expresién a minimizar
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sera.:
o%(xo,t0) = Var{Z*(xo,t0) — Z(xo,t0)} =
=Var <u + Zai(Z(aci,ti) — ) — Z(xo,tg)> =
i=1
= ZZCLZCLJCOU< xi i) — p, Z(xj,t5) —u) —
i=1 j=1

23 aiCou Z(o1,8) — s 2o to) — )+
=1

+Var (Z(aco, to) — u)) (3.5)
Si definimos C; j := Cov(Z(z4,t;), Z(x;,t)), la expresion a minimizar
sera.:

%.’L’o,to ZZaza] i.j QZGZ zO+VCLT‘< (l‘o,to)).

=1 j=1

Calculando las derivadas parciales de esta expresion respecto aa;, e

igualando a O:

ZajCi,j—C(),i =0 Vi = 1,-" , (36)
7=1

y si llamamos: § = (a1,a9,--- ,an)l, Co = (01,0702,0, s 7Cn,0)/7 y

Var(Z(xz1,t1)) Cip Cin
2 _ CQJ VCLT(Z(Z‘Q, tg)) e Cgm
Ceni Cy, .2 o Var(Z(xn, ty))

la solucién del sistema anterior sera:
6=x"1Cy (3.7)

Una vez tenemos ya los valores de los pesos a;, ya estamos en condi-

ciones de realizar la prediccién.
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Otra cantidad que puede resultar de interés es la varianza del error de

prediccion. Para calcularla, sustituimos (3.6) en (3.5), con lo que:

n

n
o (wo,t0) = Y _aiCos — 2 aiCoi+ Coo

i=1 i=1

n
o5 (20,t0) = Coo — Y _ aiCo;

=1

2. Kriging Ordinario (OK) Esta variante de kriging se utiliza cuando
desconocemos el valor de la media, sabemos que no es constante en todo
el 4rea de estudio, pero podemos considerarla constante localmente,
i.e. considerarla constante (u = pp) en una vecindad centrada en el
punto en el que queremos predecir. El dominio de estacionariedad de
la media se restringe en este caso a una vecindad local, centrada en la

localizacion (xg,to) en la que queremos predecir.

Sea N(zg,tp) el conjunto de puntos vecinos a (zg,tp) en el que con-
sideramos la media constante. Si suponemos que N (zg,to) = {(xi,t;) :

no < i < nqp}, el predictor kriging (ec. 3.4) quedaré:

ni

Z*(wo,to) = po+ Y ai(Z(wists) — po) =
i=ng
ni
= Z a;Z $17 z (1 - Z ai)NO
i=ng i=ng
Para que el estimador sea insesgado exigiremos que Y ;. Lo =1,y

entonces el estimador kriging quedara:
xOv 750 E a;z xu z
i=ng

Por tanto, si el inico objetivo es la prediccién, no necesitaremos estimar

la media del proceso.
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Definimos un multiplicador de Lagrange, m, para garantizar la inses-
gadez del estimador. Para minimizar el ECM de la prediccién, mimizare-
mos:

ni
O’%(xo,to) — 2m<z a; — 1> =

1=nQ

= Var{Z"(xo,t0) — Z(x0,t0)} — 2m<§1: “ 1> -

1=ng
ni ni
= Var(Z a; Z(xi, t;) — Z(xg,to)> - 2m<z a; — 1> =
1=nQ i=no

ni ni
— Z Z a;a;Cov <Z<$i,tz’) — pio, Z(wj,t5) — M0> -

t=ngo j=no

n1
-2 Z a;Cov (Z(wz‘,ti) — Mo, Z(xo,to) — M0>+

1=ng
n
+Var <Z(w0,t0) — ,u0> - 2m<z a; — 1)
1=nQ

Si llamamos C; j := Cov(Z(xi,t;), Z(xj,t;)), la ecuacién a minimizar
quedaré:

ni ni ny ni

Z Z a;a;C;j — 2 Z a;Cio + Var (Z(:po,to) — u0> — 2m<z a; — 1)

i=ng j=TLO 1=ng 1=ng

Calculando las derivadas parciales respecto aa; y a m e igualando a

0, obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones:

an ajC’i,j—C’o,i—m:() Vi:no,“- , 1

Jj=no

(3.8)
Z?:lno a; = 1

/

Si definimos 0 = (ang, - , Gn,, —m)/; Co=(Cnp0,--,Cny0,1) y
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VaT(Z(mnovtno)) Cno,noJrl T Cno,m
Cn0+1,n0 VaT(Z($n0+1v tn0+1)) e Cno+1,n1
E =
Cnl,no Cnl,no—f—l s V(l?“(Z({Enl , tnl))
1 1 .. 1

podremos expresar el sistema (3.8) matricialmente como:

Y0 =Cy es decir:
6=x"1C (3.9)

El sistema kriging tendra solucion tnica siempre que el sistema (3.9)
sea compatible determinado. En este caso, la varianza del error de

predicciéon seré:

2 (w0, t0) = Z z azajC'ov< Ty ti), Z(:L‘j,tj)> -

1= n()] no

) Z azCov( iyt ),Z(xo,to)>+var<2(xo,t0)) —

i=ng
ni

= Z ai(Co; +m) —2(Coo+m) + Cop

i=ng

ni

o (wo,t0) = Y aiCoi — Cog —m

i=ng

En ocasiones, en lugar de predecir el valor de la variable que estamos
estudiando en una nueva posicién, nos puede interesar el estimar y ha-
cer mapas de medias. Estamos suponiendo que la media es desconocida
pero constante en la vecindad del punto de prediccién. Para estimar
la media puf, de Z en el punto (xg, tp), consideramos una combinacion

lineal de las variables aleatorias definidas en la vecindad de (o, o),
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N(x07t0> = {(xnmtno), (xno+17tn0+1)a T (xnlatm)}) :
ni
=Y aiZ(wit;)
i=ng
Para garantizar la insesgadez del estimador, exigimos de nuevo que

> itn, @i = 1. La varianza del error serd ahora:

op(x0,t0) = Var(ug — po) = Var(us) + Var(uo) — 2Cov{us, po}
Si en la ecuacién anterior consideramos que pg es una tendencia deter-

ministica

ni ni
O’%(ﬂ?o,to) = Var(py) = Z Z a;a;Cov(Z(x;,t;), Z(xj,t5))

i=ng j=no

y la ecuacién a minimizar sera:

n1 ni ni
Z Z a;a;Cov(Z (x4, t;), Z(xj,t5)) — 2m(z a; — 1)
i=ng j=ng i=ng

que lleva al siguiente sistema de ecuaciones

St a;Cov(Z(z,t;), Z(z4,t)) —m =0 Vi€ {ng,- - ,n1}

Jj=no

. (3.10)
Zizlno a; =1

Notar que los pesos a; no van a depender del punto en el que vamos
a estimar, sino de las observaciones que consideremos para hacer la
predicciéon. Si queremos predecir la media utilizando kriging ordinario
v el mismo conjunto de observaciones, en dos localizaciones espaciales

distintas, obtendremos el mismo valor.
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Kriging con un modelo de tendencia (KT) o Kriging universal

Considera la media desconocida, y permite que varie dentro de cada

vecindad situada en el area de estudio.

La tendencia se modeliza como una combinaciéon de funciones fi(x,t)
de las coordenadas, o de variables explicativas asociadas con los datos
en (x,t): u(xo,to) = Z,]::O ek fr (2o, to), siendo fi(-,-) funciones cono-

cidas, y ¢ nuevas constantes a estimar.

En este caso, el estimador kriging sera de la forma:

Z*(x0,0) p(zo,to) +Zaz (@i, t;) — p(zi, ty)) =

K
Z ek fr(zo, to) +Zal< Tiy t;) chfk xi, ti ) =

n

K n
= Z (x4, +ch (fk xo,to) Zaifk(l‘i,ti))
k=0

i=1 i=1

Al trabajar con kriging universal, vamos a buscar un predictor uni-

formemente insesgado ([38] pag 152), es decir, vamos a exigir que:

Zasz(évi,ti) = fr(o,to)

ya que entonces podremos expresar el estimador kriging, como funcién

tnicamente de los datos, es decir:

.’Eo,to § a;Z xu z
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Ademés, en este caso el predictor seré insesgado, ya que:

E<Z*($0,t0) xo,to ) Zaz «731; 7 ) - E(Z(:Iio,to)) =

n K

- Zaizckfk‘ Tyt chfk 'T();tO
i=1 k=0

= ZCk<Zaifk($z, ) fk(xo,t0)> —0
k=0 =1

La minimizacién de la varianza del error de prediccién, teniendo en

cuenta todas las restricciones que hemos impuesto, supone minimizar:

E(ZazZ(ivi,ti) — Z (o, to > ka’<zalfk’ i, ti) fk(%io))
=1

Si, de nuevo, lamamos C; ; := Cov(Z(x;,t;), Z(z4,t;)), la ecuacion a

minimizar quedara:

Zzal% i.j 2204 10+VG7"< (xo,t0)>_

=1 j=1
—Z?W( E a; [ (i, ti) fk($07t0)>
derivando respecto a todos los parametros (a1, -+ ,an,m1, -+ ,MK), €

igualando las derivadas a 0 obtendremos el siguiente sistema:

S a;Cig— Coi — Yo mufu(wi ti) =0 Vi=1,---n,
Z?:l a; =1,
Yo aifrw(i, ti) = fr(zo, o),

v al resolverlo obtendremos los valores de todos los pesos.

Teniendo en cuenta las n primeras ecuaciones del sistema anterior,
es facil comprobar que la varianza del error de prediccion para esta

variante de kriging es:
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2 (o, tp) = ZZal%Cov( i, Z),Z(:Uj,tj)> -

=1 j=1

—2ZCLZCOU< i, 1),Z(:L‘U,to))—i-Var(Z(xo,to)) =
K
= Zaz‘ <CO,i + kafk(wi,ti)> - 2<Co,o + > mufi(xo, to)) +
i=1 k=0

k=0
+Co70.

op(x0,t0) = ZQZCOZ Copo — kafk o, to).-

Esta dltima variante de kriging es la mas frecuente en las modelizaciones
de fenémenos fisicos. Las funciones fy(z,t) son funciones conocidas, muchas
veces sugeridas directamente por la fisica del fenémeno estudiado. Por ejem-
plo, una serie de funciones seno y coseno puede usarse para modelizar una
tendencia periédica de algiin componente.

La intencién de este apartado era la de revisar las tres técnicas de kriging
mas importante, aunque nosotros soélo utilizaremos una de ellas, el kriging
simple, en capitulos posteriores. Para un estudio mas exhaustivo de estas
técnicas recomendamos el capitulo 5 del libro de Goovaerts [68], o [38] entre
otros. Alli se pueden encontrar comparaciones entre los distintos métodos, y

las ventajas y desventajas de utilizar cada uno.

3.4. AnAlisis de validacion cruzada

Un andlisis de validacién cruzada es un método que nos permite com-
probar las suposiciones que hemos hecho tanto en el modelo (i.e. el tipo de

funcion que hemos ajustado al variograma, sus parametros, el tamano de la
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vecindad a la hora de hacer el kriging, etc,...) como sobre los datos (es decir,
para detectar datos atipicos, “outliers”).

En un anélisis de validacién cruzada, empezamos extrayendo un valor
muestral Z(z;,t;) de la base de datos, y utilizando el resto de observaciones
estimamos el valor de la variable en la posicién “eliminada”. Denotaremos por
ZA(xi,ti),i a la estimacion obtenida para la variable en la posicion (z;,t;)
a partir de todas las observaciones de la base de datos exceptuando a la
t—ésima.

Repetimos este procedimiento para todas las observaciones de la base de
datos. Quitamos una cada vez, y estimamos con las restantes.

En cada caso, la diferencia Z(z;,t;) — Z(xi, t;)—; mide si la observacion
en el punto (z;,t;) se asemeja a la obtenida a partir de las observaciones

tomadas en los puntos vecinos.

Si la media de los errores de validacién cruzada estd proxima a0,

1< .
5 (At - 2wt =0
i=1

podremos decir que no hay un sesgo aparente. Valores positivos de esta
media podrian indicar que sisteméaticamente estamos estimando por defecto,
y valores negativos de la media indicardn que estamos estimando en todas
las posiciones por exceso.

Por otra parte, la varianza del error de prediccion (la varianza del kriging)
o%(x;,t;)_; representa el error de prediccién del modelo cuando predecimos
en la posicion (x;,t;) a partir de las observaciones recogidas en el resto de
posiciones. Dividiendo el error de validacion cruzada poro(x;, t;)—; podremos

comparar la magnitud del error actual y del error de prediccién:

Z(wi,ti) — Z(wi,ti)_i
o(xi ti)—i

Si el modelo que hemos adoptado y las estimaciones obtenidas para los
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parametros son las adecuadas, debera verificarse que

2
1 n (Z(l‘i,ti) — Z(l’i,ti)i>
— ~ ]
n Z UQ(ZUi,ti)_i

=1

i.e. el error de estimacién tiene que ser, en media, igual al error predicho por

el modelo.

3.5. Problemas que hemos encontrado al trabajar

desde el punto de vista de la Geoestadistica

En el capitulo 4 vamos a plantear la modelizacién de la distribucién
espacio temporal de campos visuales de pacientes sanos. Uno de los objetivos
que nos plantearemos con esta modelizacién serd la prediccién de campos
visuales en instantes de tiempo en los que no dispongamos de observaciones.

Partiremos por tanto de un conjunto de observaciones que considera-
remos una realizacion de una variable espaciotemporal Z(x,t), que descom-
pondremos como suma de una media (o tendencia) y una parte residual
Z(x,t) = p(z,t) + e(z, t).

Entonces, siguiendo la metodologia Geoestadistica deberfamos:
1. Estimar la tendencia del fenémeno, ji(x,t).
2. Estimar los residuos: é(z,t) = Z(z,t) — ji(z,t).
3. Buscar un modelo de covarianza para estos residuos.

4. Aplicar el algoritmo kriging adecuado para para predecir en posiciones
no monitorizadas, aunque también podriamos haberlo utilizado para
estimar la media (ya que serd desconocida, aunque atn no sabemos si

seré constante o con una forma paramétrica determinada).
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5. Utilizar la varianza de la predicciéon como una estimacion de la pre-

c1s16n.

6. Realizar un anélisis de validacion cruzada para analizar la bondad del

modelo.

Al intentar seguir estos pasos generales, veremos que nos encontramos con
una serie de problemas. El primero ha sido el no poder hablar de procesos
estacionarios (ver seccion 3.5.1), problema que hemos resuelto aplicando una
transformacion a los datos.

Al realizar un estudio exploratorio espacial de los datos para formular
un modelo para la media espacial, nos hemos encontrado con una estructura
bastante complicada para la media, que ha impedido que pudiéramos formu-
larla paramétricamente y que hayamos tenido que recurrir a una formulacion
semiparamétrica.

El no tener una estructura paramétrica para la media, y el no poder con-
siderarla constante, ni siquiera en vecindades locales, hace que no podamos
utilizar ningin algoritmo kriging para estimarla. Por ello buscaremos algo-
ritmos que nos permitan estimar todos los pardmetros del modelo, y para la
prediccién consideraremos la media conocida, y utilizaremos kriging simple.

Por lo tanto vamos a trabajar mezclando la metodologia propia de la
estadistica clasica (maxima verosimilitud, backfitting,... ) con la metodologia

geoestadistica.

3.5.1. Geoestadistica cuando no hay estacionariedad espacial

Hasta ahora hemos trabajado suponiendo estacionariedad en los datos,
pero jqué ocurre cuando esta condicién no se satisface? Sampson y Guttorp
[175] desarrollaron una técnica para estimar la estructura de la covarianza
en el caso de no estacionariedad espacial, y la aplicaron en la modelizacién

de datos de concentracién de Ozono en una determinada regiéon de Arizona.
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Otros autores han desarrollado trabajos en los que se proponen modelos no
estacionarios y no isotrépicos. Entre ellos destacamos el trabajo de Guttorp
et al [76], quienes utilizaron la técnica de deformacion propuesta por Samp-
son y Guttorp en [175] para capturar la no isotropia espacial en series en
las que previamente eliminan la dependencia temporal. Los trabajos de Hig-
don [98, 97] en los que utiliza convoluciones y una metodologia bayesiana
para aproximar el modelo temporal y la no estacionariedad espacial, y el
trabajo de Lavine y Lozier, quienes propusieron un modelo Bayesiano para
modelizar temperaturas en una zona del Océano Atlantico [125]. En otro
trabajo, Sampson et al [174] revisan las distintas técnicas utilizadas para
trabajar cuando no se tiene isotropia espacial. Por dltimo, citar un trabajo
de Cressie y Majure [40], quienes plantean la modelizacion geoestadistica de
un proceso espacio temporal, con heterogeneidad en la varianza. Esta refe-
rencia nos ha servido como punto de apoyo al desarrollar el problema que

abordamos en el capitulo 6.
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4.1. Introduccion

Fn este capftulo vamos a trabajar en la caracterizacién de la distribucién
espacio temporal de campos visuales de pacientes sanos. Nuestro objetivo
final sera la caracterizacion de campos visuales (CV) de pacientes con glau-
coma, pero para entender el comportamiento de CV en pacientes enfermos
nos ha parecido adecuado empezar estudiando su comportamiento en pa-
cientes sanos, y dejar la generalizaciéon del modelo que obtengamos para
considerar también a los enfermos, para el capitulo 6.

Como comentidbamos en el capitulo 2, el anilisis de campos visuales
(CV) tras la realizacion de perimetrias, es una herramienta clave para el
diagnéstico y seguimiento del glaucoma. La informacién contenida en un
campo visual ayuda al oftalmélogo en el diagnéstico de la enfermedad, y en
el control de su evolucién.

Al hablar de modelizacion espacio temporal, no nos referimos a la inci-
dencia de la enfermedad en un pais o regién geogréfica, sino a su distribucién
espacial en la retina del paciente que sufre la enfermedad. Como comenta-
mos en el capitulo 2, un campo visual es un mapa numérico que proporciona
informacién sobre el umbral de visién de un paciente en 52 puntos de su
retina. Estos puntos estén situados sobre un grid regular, y son puntos con-
tiguos separados 6 grados (vertical y horizontalmente). (Ver capitulo 2 para
recordar la disposicién espacial de los puntos testeados en el grid).

En este capitulo, y en el capitulo 6, abordaremos la modelizacién de la dis-
tribuciéon espacio temporal de los campos visuales utilizando la metodologia
propia de la Geoestadistica, y distinguiendo claramente dos etapas: la mode-
lizacion de CV de pacientes sanos en este capitulo y la extensién del modelo
al caso de pacientes con glaucoma en el capitulo 6.

Aunque vamos a trabajar bajo un punto de vista geoestadistico, vamos

a utilizar un tipo de “Geoestadistica basada en el modelo”, queriendo de-
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cir con ello que ademéas de utilizar métodos exploratorios para identificar
la estructura de la media y de la matriz de varianzas covarianzas propios
de todo anélisis geoestadistico, y ademds de utilizar kriging para realizar
predicciones en posiciones no monitorizadas, utilizaremos las propiedades
de la distribucién gausiana para estimar los parametros del modelo, y para
construir intervalos de confianza para pacientes sanos, (que podremos uti-
lizar después para clasificar una posicién observada en un CV de cualquier
paciente como “normal” o “anormal”). También podremos utilizar el mode-
lo para predecir futuras observaciones, y para simular campos visuales de
pacientes sanos. Esta ultima aplicacion (la simulacion), podria ser muy tutil
en el estudio del glaucoma debido a la gran dificultad existente para recoger
grandes conjuntos de datos. Un test perimétrico resulta aburrido y engorroso
para el paciente. Ademas, la evolucion de la enfermedad es muy lenta, por lo
que no es posible conseguir conjuntos de datos grandes en un breve perfodo

de tiempo.

Resulta dificil encontrar bases de datos de CV en el tiempo para un
grupo de pacientes, pero la tarea se complica ain més si nos restringimos a
observaciones de pacientes sanos. Como comentiabamos en el capitulo 2, en
la mayorfa de los hospitales publicos espafioles, si no se trata de pacientes
que requieran una vigilancia especial, las campimetrias se realizan a cada
paciente con una periodicidad de un ano, y es dificil convencer a pacientes

sanos para que vuelvan afo tras ano para repetir las exploraciones.

FEn nuestra base de datos tenemos 131 pacientes sanos con una Unica
observacién, 38 pacientes sanos con 2 observaciones, 9 con 3 observaciones
y 8 con 4. Todas estas observaciones satisfacen unos requisitos minimos de
fiabilidad ( menos del 20 % de pérdidas de fijacion, porcentaje de respuestas
falso negativas inferior al 33 %, y porcentaje de respuestas falso positivas

inferior al 33 %). Estos criterios son los mismos que se han exigido en otros
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trabajos (|153]).

Para empezar a trabajar, en la seccién 4.2 vamos a plantear un anélisis
exploratorio espacial de los datos. Para ello, deberemos quedarnos aleatoria-
mente con una de las observaciones de cada paciente, y nuestro objetivo sera
modelizar la media, varianza y la estructura de covarianza espacial. En la
seccion 4.3 plantearemos un andlisis exploratorio puramente temporal, para
ello consideraremos s6lo aquellos pacientes con medidas repetidas, restare-
mos de las observaciones la media espacial estimada en 4.2, y estudiaremos la
correlacion temporal de los residuos. En la seccién 4.4 tendremos en cuenta
los resultados de las secciones anteriores para construir un modelo espacio
temporal conjunto. Finalmente en la seccién 4.5 y en el capitulo 5, veremos

algunas de las posibles aplicaciones del modelo.

4.2. Analisis exploratorio espacial

El analisis de datos exploratorio (EDA [195]), resulta una herramienta
fundamental como primer paso para un andlisis espacial. Para poder reali-
zarlo, necesitamos tener un conjunto de datos independientes, y para ello
escogemos aleatoriamente una observaciéon de cada paciente.

Como un primer paso en este anéilisis exploratorio, nos planteamos el
calculo de la media y de la varianza de las intensidades observadas en cada
posicion del CV. Una vez calculadas, dibujamos mapas con estos valores.
Asi en la figura 4.1 podemos ver un primer mapa con el valor de la media
obtenida en cada posicién, y otro para la varianza.

Analizando estos mapas y las figuras 4.1 ¢) y 4.1 d) en las que representa-
mos la media y la varianza respectivamente de cada posicion en funcién a su
distancia al centro del CV, podemos ver que existe una fuerte relaciéon entre
los valores de la media y de la varianza de cada posicién, con esta distancia.

Las posiciones mas periféricas son las que presentan valores més bajos para
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la media, y mas altos para la varianza. Ademés media y varianza estan entre
si fuertemente correlacionadas.

Para romper esta fuerte relacion existente entre media y varianza nece-
sitamos transformar los datos. Hemos probado con la transformaciéon “raiz
cuadrada” y con la transformacién “logaritmica”, pero ninguna de las dos ha
sido capaz de destruir la fuerte dependencia. Al plantearnos la posibilidad
de realizar una transformacién de Box-Cox, vimos que la mas adecuada era

la transformacion con A = 4, es decir:

4

Yi = 4

Tras transformar los datos, vemos que ya no existe correlacion entre media
y varianza (figura 4.2), y que podemos asumir homogeneidad en la varianza,
asi pués en adelante, vamos a trabajar con los datos transformados por una

transformacion de Box-Cox con A = 4.

4.2.1. Notacién

Tras la transformaciéon de Box-Cox llamamos Y;; al valor observado
en el CV realizado al paciente nimero ¢ en la posicion ntmero j, e Y; =
(Yi1,Yi2,---,Yis2) al vector con las observaciones de las 52 posiciones del
campo visual del i—ésimo paciente.

Para trabajar bajo una metodologia geoestadistica, vamos a buscar un

modelo en el que podamos expresar:
Yi=pi+e

con fu; = (fi1, Hi2s -5 Pi52), € = (€i1,€2,  ,€52), € ~ MVN(0,V)
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas que siguen
una distribucién normal con una matriz de varianzas covarianzasV que

deberemos determinar.
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Varianza
Varianza

Distancia al centro Media
c) d)
Figura 4.1: a) y b) Medias y varianzas de los datos no transformados. Colores méas
oscuros indican valores méas bajos. ¢) Varianza vs distancia al centro del campo

visual. d) Varianza vs media.
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Figura 4.2: a)y b) Medias y varianzas de los datos tras la transformacion de Box-
Cox. Colores méas oscuros indican valores mas bajos. ¢) Varianza vs distancia al

centro del CV. d) Varianza vs media.
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4.2.2. Modelizacion de la media

Como primer paso para la construccién del modelo espacial, empezamos
buscando un modelo para la media, y como es habitual es estos casos, vamos
a buscar un conjunto de covariables adecuado, y a plantear una modelizaciéon

paramétrica.

Modelizaciéon paramétrica

Para modelizar la media, buscamos el conjunto de covariables que puedan
ser significativas.

Llamamos d; a la distancia euclidea de la posicién j—ésima al centro
del campo visual. Empiricamente, en el grafico 4.2 podemos ver que existe
una relacion lineal (aunque no demasiado fuerte) entre las dos variables. Las
posiciones mas periféricas tienen valores mas bajos para la media. Ademés de
esta relacion lineal entre la media y la distancia al centro del campo visual,
empiricamente, en 4.2 podemos ver que existe un efecto que podriamos llamar
“de la fila”, ya que las intensidades de la media son mayores en las filas
superiores del campo visual que en las inferiores (el hemicampo superior
presenta medias mas altas que el inferior).

También la edad es una covariable a tener en cuenta, ya que en la practica
oftalmolodgica se sabe que la agudeza visual disminuye con la edad. Hemos
comprobado que esta disminucién es lineal, y tras realizar varios anéalisis de
la varianza (ANOVAS) hemos podido concluir que la pendiente de las rectas
es la misma en todos los puntos del campo visual. La recta que explica la
disminucién de la agudeza visual como funcién de la edad, tendra en cada
punto una ordenada en el origen distinta, pero todas ellas tendrén la misma
pendiente.

Una vez determinadas las covariables a tener en cuenta, realizamos un

analisis de regresién maultiple, para comprobar que las tres covariables son
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significativas, y que podemos formular la media espacial como:
Wi = Bo+ Brdj + PBorj + PB3a; i=1,...N j=1,...,52

siendo a; la edad del paciente nimero 7; r; la fila en la que se encuentra la
posicion namero j; Bo, 01, B2 v O3 los parametros del modelo, y N el niumero
total de pacientes sanos en el estudio.

En cuanto a la covariable “fila”, decir que hemos numerado las filas con
nimeros consecutivos del 1 al 8, empezando a numerar por la fila mas supe-
rior del campo visual.

A partir de esta formulacién podemos expresar:

1 dl ™ a;

i1
‘ 1 dg 9 a; 50
Hi,2 b1
i = Z = 1 d3 rs  a; . = Xlﬁ (4.1)
: B2
i 52 S B3

1 dso 752 @y

y expresar vectorialmente el modelo como:
Yi=Xi0+¢ (4.2)

con € ~ MV N(052,V) variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas con media igual a0, y varianza V', Vi € {1,--- | N}.

Una vez formulado el modelo, podemos estimar el valor del parametro(
por minimos cuadrados, y comprobar la bondad del ajuste, realizando tests
sobre los residuos (r; = y; — XZB)

Comprobamos dos hipétesis sobre los residuos; la hipdtesis de que la
media sea igual a 0 en todas las posiciones espaciales, y la hipétesis de in-
dependencia entre residuos de pacientes distintos. Ambas hipotesis han sido
rechazadas, lo que nos lleva a concluir que el modelo que hemos construi-

do para la media no es suficientemente descriptivo. El que los residuos de
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pacientes distintos sean no independientes nos lleva a concluir que existen
covariables comunes a todos los individuos que no han sido introducidas en
el modelo todavia. Ademas, analizando los residuos vemos que existen posi-
ciones que son sistemdaticamente sobre estimadas, y que otras son siempre
estimadas por defecto.

Deberfamos por tanto plantearnos el introducir nuevas covariables en la
modelizacién, pero el problema es que no disponemos de méas informacion,
y por lo tanto no podemos introducir nuevas covariables para completar la
descripcién paramétrica de la media. Esto nos ha llevado a plantearnos la
posibilidad de utilizar una aproximacién semiparamétrica, y en particular
a utilizar la metodologia de los modelos aditivos, desarrollada por Hastie y

Tibshirani en 1990 [92], que comentamos brevemente en el capitulo 3.

Aproximacion semiparamétrica. Modelos aditivos

La metodologia de los modelos aditivos (AM) |92| permite la construccion

de modelos més flexibles y formular la estructura de la media como:

con x = (x1,22, -+ ,xs52), siendo z; las coordenadas cartesianas de la posi-
cion nimero j; f(—) una superficie suave dex, y X; /3 la componente paramétri-
ca de la estructura de la media (como en la ecuaciéon (4.1)). (Ver el capitulo
3 para tener una visiéon de los modelos aditivos, o consultar directamente
[92].)

Siguiendo la teoria de Hastie y Tibshirani 92|, y la aplicacién de Kelsall
y Diggle [116], utilizaremos kernels gausianos para modelizar las funciones
suaves f(—), y un algoritmo backfitting para ajustar el modelo.

La mayor parte de la investigacién reciente sobre backfitting, se centra en

estudiar la convergencia del algoritmo [24], y las propiedades asintoticas de
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los estimadores |155]. La literatura sobre regresion no parameétrica con datos
dependientes, es escasa. Entre los trabajos existentes destacamos [32, 151],
que justifican el uso de algoritmos tipo backfitting en situaciones en que la
dependencia serial no es muy fuerte. Casi todos ellos se dirigen al trabajo
con series temporales.

Nosotros utilizaremos el método backfitting para estimar los parame-
tros del modelo, y una vez tengamos el modelo completamente construido,
comprobaremos su bondad.

Veamos los pasos del algoritmo que vamos a seguir:
Algoritmo 2.1 .

1. Inicializar f(x) = 0, y estimar por minimos cuadrados el valor de 3

en: Y; = X;[0.
2. Calcular Z; = Y; — XiB.

3. Calcular las varianzas empiricas de las observaciones en cada posi-

cion, y definir los pesos w; como la inversa de estas varianzas, Vj €

{1,---,52}.

4. Realizar una regresion kernel ponderada de Z sobre x, con pesos wj,
I ST A /Zzw]m ), (44)
1 g=1 7

Vie{l,---,52}, siendo Kp(z) = h—ng(m/h), y K(z) el kernel gausiano

estandar, es decir:
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5. Definir T; = Y; — f(ac), y estimar por minimos cuadrados los valores

de B en:

T; = X;p.

6. Repetir los pasos 2-5 hasta obtener la convergencia de las estimaciones.

Para elegir la amplitud de banda (bandwith) del kernel de regresion, (i.e.
para elegir los valores de h para la ecuaciéon 4.4), utilizamos el método de
validacion cruzada. Para ello cada vez que llegamos al paso (4.) y tenemos
que estimar la superficie suave, elegimos el valor deh que minimiza:

N 52
CV() = 55 Sy (Y = 7 @) (45)
i=1 j=1
siendo fl-_j(xj) la estimacion de f(x;) utilizando como amplitud de banda
h, y utilizando todos los datos menos el par (Z; j, z;).
Para minimizar la ecuacion (4.5), calculamos CV (h) para un nimero finito
de valores de h en un rango apropiado, y nos quedamos con aquel valor de

h que haya proporcionado el valor mas pequerio paraCV (h).

4.2.3. Estructura de correlacion en los residuos

Una vez estimada la media espacial, la restamos de todas las observa-
ciones para obtener los residuos.

Contrastamos empiricamente la hipotesis de homogeneidad en la varianza
en los 52 puntos del campo visual (figura 4.2), y dibujamos un mapa de
correlaciones direccionales [49] (figura 4.3) para garantizar (empiricamente)
la isotropia de la estructura de correlacion.

Para dibujar este mapa, consideramos todas las parejas de puntos que
estan situados a la misma distancia y con la misma, direccion, es decir, fijamos

un par de valores (4, 7) y cogemos todas las parejas de puntos de coordenadas
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Figura 4.3: Variograma direccional empirico.

(xz,y) v (x+1i,y+7), calculamos la correlacion entre cada una de estas parejas,
y finalmente la media de todas las correlaciones. Representamos el valor que
hemos obtenido en la coordenada (i, j) del grafico que hemos llamado mapa
de correlaciones direccionales (fig 4.3). En caso de isotropia debemos obtener
un grafico en el que todos los puntos equidistantes al centro tengan el mismo
valor, tal y como ocurre en nuestro caso.

Tras haber comprobado las hipdtesis de homogeneidad e isotropia, dibu-
jamos el variograma espacial empirico para detectar las fuentes de variacién
presentes en nuestro conjunto de datos (ver [48] para una explicacién mas
detallada de las distintas fuentes de variabilidad).

En la figura 4.4 hemos dibujado el variograma empirico, y podemos detec-
tar la presencia de tres fuentes de variabilidad: un efecto aleatorio reflejando
la variabilidad entre pacientes, la correlacién serial, y un término de error de
medida. Por lo tanto a la hora de formular la varianza deberemos tenerlas

en cuenta y escribir:

Var(e)=v?-J+o® - H4712-1 (4.6)
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siendo J una matriz 52 x 52 con todos sus valores iguales a 1, H = (p; ;)
la matriz de correlaciones espaciales, e I la matriz identidad (en este caso
52 x 52).

Como hemos probado que podemos trabajar bajo la hipo6tesis de isotropia,
utilizaremos una funcién de la familia de las funciones de Matérn para mo-

delizar la correlacién espacial:

pu, ) = (2" 1T (k)™ (u/§)" Kye(u/0)

con I'() denotando a la funcionT', y siendo K, la funcion de Bessel modificada
de orden k.

Esta familia es valida para¢ > 0 y k > 0. Fue introducida por B. Matérn
en 1960 y publicada algunos anos después (|141]).

Como casos particulares de las funciones de Bessel tenemos la funciéon de
correlacion exponencial (en el caso particular de quex = 0,5), y la funcion de
correlacion gausiana (cuando k — 00). Uno de los rasgos mas atractivos de
esta familia es que el pardmetro x controla la diferenciabilidad del proceso
de una forma directa: la parte entera de x da el nimero de veces que el
proceso subyacente es diferenciable (mean-square differentiable). Por lo tanto
la funcién de correlacion de Matérn es una de las funciones de correlacion
mas flexibles para el uso general. (Ya habiamos comentado las funciones de
Matern en el capitulo 3, y remitimos a [190] a todos a quellos interesados en
estudiarlas de forma mas detallada).

Para estimar todos los parametros que aparecen en la formulacién de la
varianza, ajustamos la ecuacién 4.6 a nuestro variograma espacial empiri-
co utilizando el método de minimos cuadrados y considerando una funciéon
de matérn para la correlaciéon espacial. Este ajuste nos permite tener una
primera especificacién del modelo ya con todos los parametros estimados.
De todas formas vamos a quedarnos simplemente con las modelizaciones de

todas las estructuras, y vamos a buscar un método que nos permita estimar
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conjuntamente todos los parametros de modelo. Para ello vamos a modificar
el algoritmo que nos ha permitido estimar la media espacial tal y como se

explica a continuacién.

4.2.4. Ajuste del modelo espacial

Una vez determinadas las estructuras de la media y de la varianza, nos
planteamos el estimar conjuntamente todos los pardmetros del modelo. Para
obtener estos estimadores, combinamos el algoritmo de maxima verosimilitud
con el algoritmo backfitting. Tendremos entonces que modificar el algoritmo

2.1 que quedara como sigue:

Algoritmo 2.2 .

1. Inicializar f(ac) =0, y estimar los pardmetros de:
Yi=Xif+e

por mdzima verosimilitud, con X;3 como en la ecuacion (4.1), ye; una

variable aleatoria gausiana de media 0 y varianza dada por la ecuacion

(4.6).
2. Calcular Z; = Y; — XZ-B.

3. Definir los pesos w; como la inversa de las varianzas estimadasyj €

{1,---,52}.

4. Realizar una regresion kernel ponderada de Z sobre x con pesos w;

como en el algoritmo 2.1. f(z) = (f(x1), -, f(x352)).

§. Definir T; = Y; — f(x), y ajustar por mdxima verosimilitud los pard-

metros del modelo:

T, = X3+ «;.
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Cuadro 4.1: Estimaciones de los parametros del modelo 4.2

Bo B B2 B33
344377.31 -38626.64 1358.14 -898.12
52 2 2 é

1384625939 1497356676 595927637 0.9367

6. Repetir los pasos 2-5 hasta lograr la convergencia de las estimaciones.

Utilizamos de nuevo el método de validacion cruzada para elegir el valor de
h a utilizar en el paso 4 del algoritmo.

Dada la complejidad de la funcién de Matérn, fijamosk = 1 y estimamos
el resto de los parametros (3o, 41, B2, B3, V%, 0%, 72, ¢) siguiendo los pasos del
algoritmo anterior. Repetimos la estimacién fijando otros valores parak,
pero vemos que no hay variaciones sustanciales en los valores que obtenemos
para la verosimilitud.

En la tabla 4.1 podemos ver las estimaciones de todos los parametros del

modelo espacial, cuando en la funcién de Matérn fijamosx = 1.

4.3. Analisis exploratorio temporal

Una vez construido el modelo espacial, pasamos a explorar la estructura
temporal de los datos. Como en la seccién anterior hemos estimado la media
espacial, vamos a restarsela a todas las observaciones de nuestra base de
datos, y estudiaremos la correlaciéon temporal de los residuos.

Para llevar a cabo el analisis temporal, quitamos de la base de datos a
todos aquellos pacientes de los que tenemos una tnica observacion y tra-
bajamos con los 55 pacientes de los que tenemos observaciones repetidas.
Identificamos la edad del paciente en el momento de someterse al test con el

indice “tiempo”.
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Nuestras observaciones son més densas en el espacio que en el tiempo,
yva que tenemos muy pocas repeticiones de cada paciente. Si cogemos un
tnico paciente y nos fijamos en una de las posiciones espaciales, vemos que
no tenemos suficiente informacién para poder realizar inferencias a partir
de ahi. Esta “pérdida de informacién” se suple por el hecho de tener 55

repeticiones independientes de la misma medida (de cada serie temporal).

La primera cuestién que nos aparece inmediatamente es si podemos
asumir un mismo modelo temporal sobre todas las posiciones espaciales.
Recordar que para cada paciente tenemos 52 series temporales, una sobre
cada localizacién espacial, entonces ... ;podemos suponer un tnico modelo
para las 52 series temporales? Para comprobar empiricamente esta hipdtesis
construimos sobre cada posicién un “variograma medio” de todas las series
temporales que tenemos sobre ella (es decir calculamos un variograma para
cada una de las series temporales y luego calculamos la media de los vario-
gramas, promediando sobre retardos iguales). Al comparar los variogramas
(figura 4.5) vemos que el comportamiento es bastante parecido, y podemos

suponer un modelo temporal comtn para las 52 series temporales.

Por lo tanto vamos a adoptar tres suposiciones: que para cada paciente
tenemos 52 series temporales muy cortas con media igual a0; que existe una
estructura temporal comian para modelizar las52 series temporales, y que la

estructura de la correlacién es isotrépica.

Para modelizar la correlaciéon, empezamos dibujando el variograma tem-
poral empirico medio. Calculamos en cada posiciéon el variograma temporal
de cada paciente por separado, y luego promediamos todos los variogramas.

Podemos ver el grafico resultante en la figura 4.6 (a).

En ella detectamos de nuevo la presencia de las tres fuentes de aleato-
riedad: un efecto aleatorio reflejando la variabilidad existente entre distintos

pacientes, la correlacién temporal para medidas del mismo individuo, y un
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Figura 4.6: (a) Variograma temporal empirico medio. La linea horizontal es una

estimacion de la varianza total. (b) Ajuste de distintas funciones paramétricas al

variograma temporal empirico.

término de error de medida. Por lo tanto la matriz de varianzas-covarianzas

volvera a ser:
Var(e) = v*J + o*H + 7°1 (4.7)

siendo J una matriz con todos sus elementos iguales al, H = (p; ;) la matriz
de correlaciones temporales, e I la matriz identidad.

Sobre el variograma empirico, y(u) = 72 4+ 0%(1 — p(u)), podemos ajus-
tar por minimos cuadrados varios modelos paramétricos. Por probar varios
modelos, vamos a ajustar dos funciones de Matérn (con dos valores distin-

tos para k) y dos funciones exponenciales (una funcién exponencial, y una
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Cuadro 4.2: Resultados de ajustar modelos paramétricos al variograma espacial

empirico.

p(u)  matern(u,d,k) matern(u,p,k)  exp(—d-u) exp(—d - u)
72 =1.350e+09 72 =1.41e+09 72 =1.27e+09 72=1.44e+09
02 =1.15e+09  o02= 9.55e+08 02 =1.41e+09 02=8.99¢+08

$=8.42¢-01 ¢= 1.51e-01 d =5.86e-01 d=6.29e-01
k=1 k=17 e=2.36e+00
RSE 94510000 81240000 105500000 79040000
GL 95 95 99 o4

funcién exponencial potencial). Estudiaremos el ajuste tanto grafica (figura
4.6 (b)) como numéricamente. En la tabla 4.2 vemos las estimaciones de los
parametros (por minimos cuadrados), el error residual estdndar y los grados
de libertad de los diferentes ajustes.

En vez de utilizar el método de minimos cuadrados para estimar los
pardmetros, hubiéramos podido optar también por maximizar la cuasive-
rosimilitud, procedimiento mas complicado que el de minimos cuadrados,
pero que proporciona estimaciones més precisas. En este caso hubiéramos
necesitado utilizar la informacién sobre la media y como Barry et al [10]
sugieren, en la prictica la mejora en las estimaciones obtenidas suele ser poca.
Como nosotros estamos simplemente explorando varios modelos y viendo qué
modelo paramétrico podemos utilizar para modelizar la correlacién temporal,
nos quedamos con el método de estimacién de parametros que nos parece
mas sencillo. Después, cuando ya tengamos clara la estructura temporal,
construiremos un modelo espacio temporal conjunto, y volveremos a estimar
conjuntamente todos los parametros del modelo por méxima verosimilitud.

Notar que la funcién exponencial es un caso particular de funcién de

Matérn (con k = 0,5), y que hubiéramos podido no considerarla en el estudio
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va que es también un caso particular de la funcién exponencial potencial
(para e = 1), sin embargo la incluimos ya que se trata de un modelo muy
utilizado.

Como podemos ver, obtenemos el mejor ajuste al considerar la funcién
exponencial potencial. Sin embargo Diggle y Ribeiro [49] nos hablan de esta
funcién y nos avisan de que aunque estos modelos suelen ajustar de forma ra-
zonable (cualitativamente hablando) la estructura de correlaciéon empirica de
un conjunto de datos, a menudo las predicciones basadas en este modelo son
poco robustas a pequenas desviaciones del modelo asumido. Por lo tanto a la
hora de construir el modelo espacio temporal conjunto, tendremos en cuenta
el modelo exponencial potencial para modelizar la correlacién temporal, pero

no olvidaremos los otros.

4.4. Modelizacién espacio temporal conjunta

Una vez analizadas por separado la estructura espacial y la temporal
vamos a plantearnos la modelizacién espacio temporal conjunta.

Volvemos a introducir la notacién ya que ahora en cada observacién ten-
dremos que senalar tanto su posicién espacial como temporal. Llamamos
Y; j+ a la observacion niimero ¢ del paciente nimero ¢ en la posicién nimero
J, y denotamos por Y;.; = (Yj1¢,Yios, -+, Yisee) al vector con los 52 va-
lores obtenidos en el test niumero ¢ del paciente namero i, ¢ € {1,--- , N},

te{l,---,n;}, y por
}/; - (Y;,l,tlv}/i,ltgv T 7}/;,52,1517 T 7}/;,1,1571,1.7 e 7}/;’527t7li)'

Al igual que en la seccion anterior, identificamos el “tiempo” ¢ con la edad

del paciente, y nuestro objetivo sigue siendo el modelizar:

}/7:7'7t = IU/Z'fzt + €i>'7t (4'8>
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con ¢; j; variable gausiana, con:

Eleijt] = 0V(3,4,t), Cov(€ijt, €ikm) = f(|| 7 —k,| t —m |). Necesitamos
por tanto un modelo para la estructura de la media y otro modelo para la
covarianza espacio temporal. Seguiremos suponiendo que la covarianza es
estacionaria tanto en el espacio como en el tiempo.

Con respecto a la media, seguiremos considerando la aproximacién semi-

paramétrica que hemos construido en la seccion 4.2.2; es decir:
Wit = Po + Bid; + Bory + PBsa; + f(x;)

con f(x;) una superficie suave dependiendo de la posicion.

Para modelizar la covarianza, dibujamos el variograma espacio tempo-
ral conjunto empirico (figura 4.7), cuyo célculo viene dado por la siguiente
expresion:

N

1 1
(hu) == | s > Yiit, — Yik)?
,Y( ’ u) N |:2 | N(h, U) | ( ,J5t ak’tQ)

i=1 (J:kt1,t2)EN (hyu)

Ahora debemos buscar un modelo paramétrico adecuado para ajustar
esta superficie. Como ya comentamos en el capitulo 3, el principal problema
que existe a la hora de modelizar una funcién de covarianzas, es que debe-
mos garantizar que sea definida positiva, condicién bastante complicada de
demostrar. Por ello normalmente se opta por ajustar al variograma empirico
el modelo que resulte més apropiado.

Ya hemos hablado en el capitulo 3 de las funciones de covarianza sepa-
rables y de las no separables. Vamos a ajustar al variograma empirico varios
modelos de covarianza, tanto separables como no separables, y luego nos
quedaremos con el que proporcione mejor ajuste.

Entre los modelos de covarianza separables [169, 171, 122, 39| considera-
remos sélo modelos multiplicativos, i.e. aquellos en los queC/(h,u) = C1(h)-

C?(u) siendo C'(—) un modelo de covarianza espacial valido, y C?(—) un
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Figura 4.7: Variograma espacio-temporal empirico.

modelo de covarianza temporal valido. En cuanto a los modelos no separables
nos basaremos en los modelos propuestos en los trabajos de Cressie y Huang

[39] v de Gueiting [66].

Como una primera aproximacién, ajustaremos tanto modelos separables
como no separables al variograma espacio temporal empirico, y estimaremos
sus parametros asf como los de la media espacial, combinando el método de
minimos cuadrados con el algoritmo backfitting. Esta estrategia nos permi-

tir4 ver cual es el modelo paramétrico mas adecuado.
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Una vez hayamos encontrado “el mejor” modelo paramétrico para la co-
varianza, buscaremos estimaciones méas precisas de todos parametros del
modelo, y para ello volveremos a estimar los pardmetros utilizando el método

de maxima verosimilitud conjuntamente con el algoritmo backfitting.

4.4.1. Modelos de covarianza separables

Una funcién de covarianza separable, es del tipo:
C(h,u/8) = C*(h/61)C*(u/62)

(siendo C*(h/61) una funcién de correlacion espacial, y C?(u/6s) la tempo-

ral). Entonces:
y(hyu) =72+ o*(1 = pu(h)p2(u))

En el analisis exploratorio (seccion 4.2) hemos visto que podiamos ajustar la
correlacién espacial utilizando una funcién de Matérn. Después, en el anali-
sis exploratorio temporal 4.3, hemos ajustado tres funciones distintas a la
estructura de correlaciéon temporal: una funcién de Matérn, y dos funciones
exponenciales. Combinamos todas estas funciones para obtener modelos de
correlacion espacio-temporal validos, y los ajustamos por minimos cuadrados
al variograma espacio temporal empirico. Los resultados se pueden ver en la
tabla 4.3, y vemos que el mejor ajuste se obtiene al combinar dos funciones

de Matérn.

4.4.2. Modelos de covarianza no separables

Como ya hemos comentado, para construir modelos de covarianza no se-
parables, nos basaremos en los trabajos de Cressie y Huang [39] y de Gneiting

[66].
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Cuadro 4.3: Resultados de ajustar modelos de covarianza separables al variograma

espacio temporal empirico . Llamamos p; (h) = matern(h, ¢1, K1).

p1(h) p1(h) p1(h)
p2(u) = matern(u, g2, k) p2(u) = exp(—d-u) p2(u) = exp(—d - u)

72 = 1,20e 4 09 72 =1,0le 4+ 09 72 =1,12¢ + 09

0% =1,74e + 09 0% =2,08¢e + 09 02 = 1,79 + 09

é1 = 1,10¢ + 00 é1 = 3,56¢ + 00 é1 = 3,15¢ + 00
P9 = 6,42 — 01 K1 =2 K1 =2

Ky = 14 d = 7,20e — 01 d =779 — 01

Ko = 1,25 e =147e+00

RSE 193200000 197700000 195900000

GL 1736 1736 1735

En [39], Cressie y Huang dan una serie de condiciones que deben tenerse
en cuenta a la hora de construir funciones definidas positivas, y por lo tanto,
para construir funciones de covarianza espacio temporales validas, que ya
comentamos en el capitulo 3.

Ademaés del desarrollo tedrico, presentan ejemplos de familias espacio
temporales. Veremos si podemos utilizar alguna de ellas en nuestra modeli-
zacion.

Para elegir la funcién més adecuada, nos fijamos en que nuestro variogra-
ma, espacial empirico es concavo, y consideramos los dos modelos de entre los
expuestos por Cressie y Huang que cumplen esta condicién. Estos modelos

SO

= Cressie 1

- B B2
houlf)=—2F _ 2 e
Clhulf) <a|u|+1>““’p{ a|u|+1}’

0 = (a,b,0?), siendo @ > 0 un pardametro de escala temporal, y b > 0
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un parametro de escala espacial.

En este caso:

1 bl h|?
h.ow) = 72 21— S A |
v(hu)=7"+0 < a\u\—i—lexp{ alul|+1

s Cressie 2

02(a | u|+1)
{(a]u|+1)24+02| |2}

C(h,u|0) =

0 = (a,b,0?), con a > 0 un parametro de escala temporal, y b > 0 un
pardmetro de escala espacial.
Entonces:

1
'y(h,u)272+02.<1— alult 3)
{lalu|+1)2+ 02| h[?}2

En un articulo reciente [66], Gneiting da una caracterizacion mas general
de estructuras de covarianza no separables, que también comentamos en el
capitulo 3. En él propone construir una funcion definida positiva:

2 2

L ( 7]
(| ul?)"\e(ul?)

a partir de una funcién de covarianza puramente espacial (—), y otra pu-

C(h,u) =

>,(h,u)€8‘€2><8%

ramente temporal 1(—).

Teniendo en cuenta los resultados que hemos obtenido en las secciones
anteriores, podriamos aplicar el resultado de Gneiting utilizando una funcién
de Matérn para modelizar la estructura de covarianza espacial, y probando
con dos funciones exponenciales diferentes, (p(u) = exp(—d - u?) (Gneiting
1) y p(u) = exp(—d - u®) (Gneiting 2)) para modelizar la estructura de
correlacién temporal.

En la tabla 4.4 podemos ver los resultados de los distintos ajustes con

modelos de covarianza no separables. Los ajustes se han realizado por el
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Cuadro 4.4: Resultados de ajustar varios modelos de covarianza no separables a

nuestro variograma espacio temporal empirico .

Cressie 1 Cressie 2 Gneiting 1 Gneiting 2
72=1.10e+09 72=1.08e4+09 72=1.579¢+09 72— 1.147e+09
02=2.84e+09 o%= 259409 02=1.185e+09 o= 3.906e+09

a=5.65¢-01  a= 2.88¢-01  d=1.036e+00  d= 3.174e-01

b=8.57e-03 b= 8.08e-03 e= 2.885e-01
$=3.539e+01  ¢= 4.688e+01
k=1 K=2
RSE 201100000 204600000 2.37e+08 205400000
GL 1736 1736 1736 1735

método de minimos cuadrados. Si comparamos estos resultados con los pre-
sentados en la tabla 4.3 vemos que hemos obtenido el mejor ajuste, al suponer
una estructura de correlacién separable. El producto de dos funciones de
Matérn nos ha proporcionado el mejor ajuste a nuestro variograma espacio

temporal empirico.

4.4.3. Estimacion

Una vez hemos modelizado tanto la estructura de la media como la de la
matriz de varianzas covarianzas, nos planteamos la estimacién conjunta de
todos los pardmetros del modelo. Para ello volveremos a combinar el método
de méxima verosimilitud con el algoritmo “backfitting”, con el objetivo de
obtener estimaciones lo méas precisas posible.

Tenemos en un vector todas las observaciones tomadas sobre un mismo

paciente

}/ti — (Yi,l,tl ) }/;,2,1517 T 1}/;;,52,1517 e aY;;,l,tni y T 7Yvi,52,tni)-
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Suponemos que los datos siguen una distribucion gausiana con media:

pigt = Bo + Pidj + Borj + Bzait + f(x;)

y dependiendo de la persona variara la longitud del vectorY; (dependiendo

del namero de CV observados), la varianza para eli—ésimo paciente sera:
Vi=Var(e) = V2 + o H; + 72,
con J; una matriz 52-n; x 52-n; de unos, I; una matriz identidad 52-n; x 52-n;,

y siendo H; otra matriz 52 - n; X 52 - n;. Si definimos d? = distancia(xj, xy),

" =|t; —tm |, M(h,u) = matern(h, ¢1, k1) - matern(u, g2, k2):

M(dj,t}) - M(dP? ) - M(dtt) - M(dPR )
M(dgy,t}) -+ M(d3.t1) -+ M(dgp.ty") -~ M(d33, 1))
M(d%%trlzz) M(dg%at}%) M(d%Qvt%) M(dggthZ)

En la tabla 4.5 tenemos las estimaciones de los parametros que hemos

obtenido, y en la figura 4.8 podemos ver la estimacién de la superficie suave

fz) .

4.4.4. Comprobando los residuos

Como una medida para estudiar la bondad del ajuste, podemos calcular

los residuos estandarizados:
A =1 ~
R, =V7=(Y; — i)

En el caso de tener un buen ajuste, la media de los residuos deberia
ser igual a cero y su variograma espacio temporal deberia ser una superfi-

cie constante igual a 1. Para comprobar estas hipétesis, calculamos la media




4.4. Modelizacién espacio temporal conjunta 111

Figura 4.8: Estimacion de f(z).

muestral de los residuos estandarizados, obteniendo el valor de -0.0036, y cal-
culamos y dibujamos el variograma espacio temporal empirico. En la figura
4.9, dibujamos la media en cada posicion de los residuos obtenidos, y el
variograma espacio temporal empirico. A la vista de los resultados, podemos

concluir que el ajuste es bastante bueno.

4.4.5. Validacion cruzada

Ademaés de estudiar los residuos del modelo como hemos hecho en la
seccion anterior, otra forma de comprobar la bondad de un ajuste es mediante

un método de validacion cruzada [199] que nos permitird comprobar las
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Cuadro 4.5: Estimaciones de los parametros del modelo, utilizando méaxima

verosimilitud y el algoritmo backfitting.

Pardmetro Estimacion Parametro FEstimaciéon
Bo 374904.3139 v? 1.1964e+09
51 -31820.6705 o2 1.1671e+09
Ba 1777.4231 72 1.0666e-+-09
B3 -1307.0925

Pardmetro Estimacién Paradmetro Estimacién
b1 0.4438 2 0.3256
K1 14 Ko 1.25

(a) (b)

Figura 4.9: (a) Media empirica de los residuos estandarizados en cada posicion. (b)

Variograma espacio temporal empirico calculado sobre los residuos estandarizados.
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suposiciones que hemos ido haciendo, tanto sobre el modelo como sobre los

datos.

Como comentédbamos en el capitulo 3, un estudio de validacion cruzada
consiste en borrar de la base de datos una observacion, volver a estimar los
parametros del modelo a partir de las observaciones restantes, y predecir el
valor de la observaciéon que hemos “borrado”. Una vez hecho esto se vuelve
a introducir esta observaciéon en la base de datos, se quita otra y se repiten
los pasos de estimacion de pardmetros y de prediccion de la observaciéon
borrada. Este proceso se va repitiendo iterativamente hasta haberlo hecho
sobre todas las observaciones de la base de datos. Una medida del error
global cometido (observaciones-predicciones) nos servird como medida de la

bondad del ajuste.

Para hacer este estudio, consideraremos tinicamente a aquellos pacientes
que tenemos en la base de datos con tres observaciones o mas (en estas
condiciones tenemos a 17 de los 55 pacientes incluidos inicialmente en el
estudio), e iremos extrayendo sucesivamente de la base de datos un campo

visual de cada uno de ellos.

Al proceder de esta forma no estaremos haciendo propiamente un estudio
de validacion cruzada, sino una simplificacién del mismo. En un estudio de
validacién cruzada propiamente dicho, en vez de quitar cada vez todo un
campo visual, deberiamos quitar una tnica observacion (posicion), es decir
en vez de quitar un valor muestral cada vez, estamos quitando cada vez52
valores muestrales. Quitar un campo visual en cada caso significa repetir los
pasos de estimacion de parametros y de prediccién tantas veces como campos
visuales tenemos en la base de datos. Si en cada paso quitdramos un tnico
valor muestral (una posicién), este ntimero quedaria multiplicado por52, lo

cual requerirfa mucho tiempo de computacion.

En este estudio de validacién cruzada, no vamos a tener en cuenta a los38



114 4. Modelizacién espacio temporal de C'V de pacientes sanos

pacientes que tenemos en la base de datos con tinicamente2 observaciones ya
que si los incluyéramos, al quitar uno de sus campos visuales, no tendremos
suficiente informacién para estimar los parametros.

Asi pués cada vez quitamos un campo visual, volvemos a estimar todos
los parametros del modelo completo, y estimamos por kriging simple ([199],
[68]) los valores del campo visual “eliminado” a partir de las nuevas estima-
ciones de los parametros, y de la informacion proporcionada por el resto de
campos visuales que tenemos del paciente en cuestion (recordar que estamos
suponiendo independencia entre pacientes).

Si llamamos a la estimacion por kriging simple del campo visual

‘*
20,5t0

perteneciente a la tp-ésima exploracién del paciente niimero ig, entonces:
Y;Jo7-,t0 = Hig,to = E E g Wj 5.t <Y7,,],t Mz,ggﬁ) (49)
it

y los pesos wj j; se obtienene minimizando la varianza del error, es decir,

minimizando:

VGT[Y‘* - Ygoyio] = E[(Y* - Yio7~,to)2] (4-10)

%0,°5t0 10,%0

Podemos utilizar kriging simple porque al haber estimado el valor de
todos los parametros en la seccién 4.4.3, podemos considerar la media del
modelo conocida.

Una vez quitado cada uno de los campos visuales, re-estimados los pa-
rametros y aplicado el kriging simple para predecirlos, calculamos la media
del error de validacion cruzada (i.e. la media de las diferencias entre los
campos visuales observados y los obtenidos al aplicar el kriging con los nuevos
parametros). Si esta media no esta lejos de cero, diremos que no hay un sesgo
aparente, e indicard un buen ajuste.

Por otro lado, comparamos la raiz cuadrada de los errores de validacién

cruzada con la desviacion estdndar del kriging en cada punto. (Ver en el
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capitulo 3 de forma més detallada cémo evaluar la bondad de un modelo
utilizando validacion cruzada). Si la media de este cociente no dista dema-
siado de 1, tendremos una evidencia de la adecuacién del modelo.

Como resultado de este estudio, obtenemos el valor -71414.67 para la me-
dia del error de validacién cruzada, y un cociente de desviaciones estandar
igual a 2.342. Aunque no hemos obtenido un valor para la media del error
préximo a 0, ni un valor para el cociente de desviaciones tipicas proximo a
1, creemos que los resultados obtenidos son aceptables, ya que al trabajar
con una transformacion de Box Cox sobre los datos, estamos trabajando con
valores que tienen una magnitud alrededor de10°, y ademés no hemos com-
pletado propiamente el estudio de validacion cruzada. Ademas al trabajar
con 38 de los 55 pacientes iniciales, tampoco esperdbamos obtener resultados

mucho mejores.

4.5. Posibles aplicaciones del modelo

Este modelo puede proporcionar gran cantidad de aplicaciones. En esta
seccidon vamos a comentar aquellas que nosotros creemos que pueden ser mas
relevantes.

En principio parece que las aplicaciones méas inmediatas del modelo pueden
encaminarse hacia tres objetivos muy concretos: la detecciéon de posiciones
no sanas, utilizando intervalos de confianza, la prediccién de la evolucién de
los campos visuales de pacientes sanos a lo largo del tiempo, y la simulacién
de campos visuales, también de pacientes sanos.

Sabemos que cada una de estas aplicaciones necesitaria un estudio expe-
rimental mucho més extenso, aunque nosotros nos limitaremos a exponerlas
para destacar la utilidad del modelo que hemos estado construyendo a lo
largo de todo el capitulo.

Soélo trataremos con detalle una de las tres aplicaciones: la simulacién de
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campos visuales, ya que a nuestro parecer se trata de una aplicacién muy
importante, y por ello le dedicaremos el capitulo 5 donde la trataremos con

mas profundidad.

4.5.1. Construccién de intervalos de confianza para identi-

ficar posiciones “enfermas”

A partir del modelo que acabamos de construir, podemos calcular inter-
valos de confianza, bien para posiciones de forma aislada, o para grupos de
posiciones. En particular, si construimos intervalos de confianza para posi-
ciones de forma aislada, dada una nueva observacién en dicha posicién, po-
dremos clasificarla de inmediato como “normal” o “enferma”, dependiendo de
si cae dentro o fuera del intervalo.

FEste procedimiento estd actualmente incorporado en la mayorfa de los
paquetes estadisticos comerciales implementados en los campimetros, como
el STATPAC [194] o el SITA [15], con la diferencia de que en estos paquetes,
los intervalos de confianza para los “valores normales” se han construido
empiricamente a partir de un conjunto muy extenso de CV de pacientes
normales. En la figura 4.11 analizamos varios CV de nuestra base de datos
utilizando los intervalos de confianza construidos a partir de nuestro modelo.
Las posiciones “defectuosas”’ se detectan con una confianza del95%. En la
misma figura presentamos también la clasificacion que ofrece el SITA para
la misma confianza. Como se puede ver, hay un alto grado de concordancia

entre ambas clasificaciones.

4.5.2. Prediccion

En este apartado queremos predecir CV de un paciente del que disponemos
de observaciones, en un instante en el que no tenemos observaciones (nor-

malmente en el futuro).
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Siguiendo la metodologia geoestadistica clésica, si el objetivo tnico de
nuestro estudio hubiera sido la realizaciéon de predicciones, podriamos haber
utilizado kriging universal, y habernos “ahorrado” parte del trabajo que
hemos ido exponiendo en las secciones anteriores. Este método nos hubiera
permitido estimar la media del proceso al mismo tiempo que obteniamos las
predicciones.

Sin embargo, debido a la complejidad de la media de nuestro modelo,
hemos preferido alejarnos un poco de la Geoestadistica clasica, ya que el
kriging universal se hubiera complicado muchisimo en este caso. A partir de
las estimaciones que hemos obtenido en la seccién 4.4.3, podemos conside-
rar la media conocida, y realizar las predicciones utilizando kriging simple
(ecuaciones 4.9 y 4.10).

En la figura 4.10 vemos una prediccién de un CV de un paciente de 70.5
anos. Hemos hecho esta prediccion (por kriging simple) utilizando el modelo
y la informacion contenida en los4 CV que teniamos de este paciente a las
edades de 66.8, 68.2, 68.7 y 69.4 anos. Esta prediccién podria ser guardada
por el oftalmoélogo y comparada con un futuro CV observado al paciente a
la edad de 70.5 anos.

Otra aplicacién muy interesante seria la prediccién en posiciones espa-
ciales no observadas. Este procedimiento posibilitarfa el acortar el tiempo
de realizaciéon de los tests, ya que el nimero de posiciones a explorar seria
menor. Esta posibilidad deberfa estudiarse con detenimiento, y si se consi-
derara adecuada, podria incorporarse en los distintos paquetes perimétricos

comerciales.

4.5.3. Simulacién

Dejamos esta aplicaciéon para desarrollarla con mas detenimiento en el

capitulo 5.
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e)

Figura 4.10: En e) tenemos la prediccién del CV de un paciente sano a la edad
de 70.5 afios. En a), b), ¢) y d) vemos las observaciones que disponiamos de este

paciente a las edades de 66.8, 68.2, 68.7 y 69.4 anos.
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Figura 4.11: Comparacion entre la clasificacion de posiciones como “normales” o
“enfermas”. En a), ¢) y e) hemos utilizado intervalos de confianza construidos a
partir de nuestro modelo, y en b),d) y f) vemos la clasificacion dada por el SITA

para los mismos CV, ambos trabajando a una confianza del 95 %.
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5.1. Introduccion

En el capitulo 4, hemos modelizado la distribucién espacio temporal de
campos visuales de pacientes sanos. Nuestro objetivo en este capitulo es el
utilizar este modelo para realizar simulaciones.

Tal y como explican Vesti et al [197], se necesitan grandes bases de datos
con largas series de CV pertenecientes a un mismo paciente, tanto para
analizar la eficiencia y eficacia de los distintos métodos que permiten detectar
y hacer un seguimiento del glaucoma, como para evaluar y comparar la
eficiencia de los nuevos métodos que van surgiendo. Sin embargo, el tiempo
necesario que conlleva realizar cada test, y la lentitud con la que evoluciona
la enfermedad hacen que sea dificil para el investigador el disponer de un
conjunto de datos suficientemente largo como para poder sacar conclusiones
a partir de él. Ademés no hay una “regla de oro” objetiva que nos permita
decidir entre la eficacia de dos métodos sobre un conjunto de datos extenso.

En la literatura podemos encontrar dos planteamientos o dos objetivos
distintos en la utilizacién de simulaciones en la investigaciéon relacionada con
el andlisis de campos visuales.

El primero de los objetivos que encontramos es el de estudiar la eficacia
y eficiencia de los distintos procedimientos de test. Cada perimetro lleva im-
plementado un procedimiento de test con el que trabajar. Un procedimiento
de test es un software que lleva implementado distintas herramientas y donde
se define el funcionamiento del test. Todos los CV de nuestra base de datos
han sido adquiridos con campimetros Humphrey y utilizando el test llamado
SITA que ya comentamos en el capitulo 2 [15, 14, 12]. Pero continuamente
se proponen modificaciones o novedades en los procedimientos de test, bus-
cando siempre conseguir tests de menor duracién, que proporcionen tanta

informacién como sea posible. Otros procedimientos de test muy utilizados

han sido, el método FASTPAC [81], el STATPAC [194, 93], y el SITA Fast
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[13].

Siguiendo esta linea de investigacién, en uno de sus trabajos, Turpin
et al. [196] explican detalladamente como utilizan una de estas técnicas de
simulacién. Como punto de partida, toman los CV que han obtenido en un
andlisis exploratorio realizado sobre una muestra amplia tanto de personas
normales (n; = 506), como de enfermos de glaucoma (n2 = 352). El proceso
de simulacién toma uno de los CV de la base de datos, almacena estos datos
como “datos de entrada”, imagina que tiene delante a un paciente y comienza
el procedimiento de test. Obviamente considera cada uno de estos “datos de
entrada” como el CV real del paciente, por lo que seria deseable que al
finalizar el test, el campimetro devolviera estos mismos valores. Entonces
la simulacién del desarrollo del test empieza eligiendo los primeros puntos
a testear, la intensidad con que se mostraran inicialmente los estimulos, el

procedimiento de escalera a utilizar, etc,....

En su versiéon mas sencilla, el proceso de simulaciéon va presentando es-
timulos en las distintas posiciones, obteniendo una respuesta negativa del
paciente (no respuesta) cuando el estimulo presentado tiene una intensidad
luminosa menor a la del “dato de entrada” correspondiente, y obteniendo
una respuesta positiva cuando el estimulo presenta una intensidad superior
a la del “dato de entrada”. Si las dos intensidades coinciden, la respuesta
seré positiva (o negativa), con una probabilidad del50 %. Al finalizar el test,
para probar la precision del método utilizado compara el CV resultante con

el considerado inicialmente y que ha servido para realizar el test.

Esta es una versién muy simplificada del procedimiento de simulacion,
que normalmente se completa al introducir medidas de error, diferentes reglas

de decision, etc...

Procedimientos de simulacién similares se han utilizado también en otros

trabajos para comprobar la bondad y la eficacia de distintos procedimientos
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de test. Entre ellos, podemos citar el trabajo de Johnson y Shapiro [105],
quienes utilizan un programa de simulacion llamado KRAKEN [183] para
comparar el procedimiento del test de la escalera tradicional, con un nuevo
procedimiento de escalera conocido como MOBS (buisqueda binaria modifi-
cada). Shapiro y Johnson [182] utilizan de nuevo el mismo programa de simu-
lacién para examinar la precision y reproductibilidad de la perimetria manual
kinética. Usando otro simulador de campos visuales, conocido como Barra-
mundi (http://www.computing.edu.au/ andrew/Barramundi/barramundi.htm),
Turpin et al [196] desarrollan estrategias de umbral para la perimetria Tec-
nolégica de doble frecuencia (Frequency Doubling Technology Perimetry),
i.e. utilizan simulacién por ordenador para comparar una técnica rapida de
busqueda binaria eficiente (REBS) con un procedimiento basado en la ma-

xima verosimilitud (ZEST).

Un objetivo completamente distinto ha sido el perseguido por Spry et al
[189], quienes desarrollaron un programa de simulacion de campos visuales
(en C++), que simula una serie de campos visuales entre un CV inicial y un

CV final que son fijados con anterioridad.

El CV inicial y el final se fijan de antemano, y se simulan nuevos CV entre
ellos mediante interpolacién, permitiendo un decaimiento lineal, cuadratico,
etc... entre los valores de los datos. Su intencién, por tanto, es la de si-
mular campos visuales para analizar la evolucién de un paciente entre dos

exploraciones dadas, espaciadas en el tiempo.

Para tener en cuenta la fluctuacién que ocurre a lo largo de una sesion de
test, los umbrales interpolados y un término de fluctuacion (short term fluc-
tuation value) se utilizan como media y desviacion tipica respectivamente de
una distribuciéon normal. Un valor de esta distribuciéon normal se genera in-
dependientemente para cada posicién espacial y secuencialmente para todos

los campos dentro de las series.
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Nuestro objetivo estd mas proximo a este segundo planteamiento que al
primero. En el capitulo 4 hemos modelizado la distribucién espacio temporal
de CV de pacientes sanos. Nuestra intenciéon en este capitulo es la de simular
varios CV en pacientes sanos para reflejar su evolucién en el tiempo. ; Cudles
son las diferencias entre nuestro método de simulacion y el propuesto por

Spry et al.?

El modelo propuesto por Spry et al realiza simulaciones independien-
temente sobre cada posicién del CV. En ningin momento consideran que
los valores de las distintas posiciones de un mismo CV estan fuertemente

relacionados.

Nosotros tenemos un modelo estadistico espacio temporal a partir del
cual simular, considerando la correlacion existente entre los valores observa-

dos (o simulados) tanto en el espacio como en el tiempo.

La simulacion desarrollada por Spry et al. se basa en un procedimiento
de interpolacién entre un CV inicial y otro final, prefijados de antemano.
Nuestra tarea ahora es simular varios CV para un mismo paciente a dis-
tintas edades, distinguiendo para ello entre dos procedimientos generales de
simulacion. En algunos casos el paciente se ha sometido a algin anélisis de
CV y estamos interesados en ver cdmo evoluciona en el tiempo. Otra posibi-
lidad es simular CV de un paciente a distintas edades, pero sin tener ninguna

observacién inicial.

Como consideramos innecesario recordar las caracteristicas del modelo
espacio temporal a partir del que vamos a realizar las simulaciones, (ya que
es el que acabamos de construir en el capitulo 4), organizamos el resto del
capitulo en dos secciones. En la seccién 5.2, analizaremos los distintos méto-
dos existentes para simular distribuciones gausianas no condicionalmente, y
aplicaremos uno de ellos para simular CV a partir de nuestro modelo. En

la seccion 5.3, veremos dos métodos distintos para simular campos aleato-
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rios gausianos condicionalmente, y finalmente aplicaremos uno de ellos para

obtener las simulaciones que nos interesan.

5.1.1. Notacion

Recordamos brevemente la notacién que utilizamos en el capitulo 4, y
que seguiremos utilizando en este capitulo.

Denotamos por Y; ;; a la observacién ntimero ¢ del paciente nimero i, en
la posicion namero j. Llamaremos Y;.; = (Yi1+, Yios, -+, Yiso+) al vector
con los 52 valores obtenidos en el test nimero ¢ para el paciente nimero ¢,
ie{l,--- N}, t e {t, - ,tn,}, y llamaremos Y; al vector con todas las

observaciones que tenemos del paciente nimeroi:

}/i = (Yi,l,tl ) Y;,Zﬂfla e a}/;',527t17 e 7}/1',].,tni) e 7}/7;,52,tni)

Identificamos el “tiempo” t con la edad del paciente.

Como ya tenemos el modelo probabilistico completamente determinado, a
la hora de enfrentarnos a la simulacién, deberemos elegir entre dos estrategias
dependiendo del fin que nos propongamos. Si estamos interesados en simular
CV de un mismo paciente sano a distintas edades, podemos utilizar alguno de
los métodos disponibles para simular de una forma no condicional (seccion
5.2). Alternativamente si hemos observado un CV en un paciente sano y
queremos simular su evolucién en el tiempo, podemos utilizar métodos para

simular condicionalmente (secciéon 5.3).

5.2. Simulacién no condicional

Nuestro objetivo en esta seccién es revisar los métodos que permiten
simular una funcién aleatoria gausiana estacionaria, con mediap, y funcién

de covarianza C.
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En la literatura podemos encontrar varios métodos para simular funciones
aleatorias gausianas o vectores aleatorios |38, 179, 124, 43].

Alguno de ellos, como el “método espectral”, desarrollado por Shinozuka
y Jan [184] entre otros, y el “Turning Bands Method” desarrollado por Ma-
theron [143], simulan procesos aleatorios, no gausianos en general, con media
cero y covariograma C'(—). En estos casos, se puede aplicar el teorema central
del limite para obtener las simulaciones del proceso gausiano que nos interesa.
(Consultar 38, 179, 124] para méas detalles.)

Si fijamos la dimensién del proceso a simular y ésta no es demasiado
grande, podemos simular directamente distribuciones gausianas utilizando
un método muy intuitivo. Lo veremos en la seccién 5.2.1, y en la seccién 5.2.2
lo aplicaremos a nuestro problema. (Una vez mas, recomendamos consultar

[38, 179, 124| para encontrar explicaciones mas detalladas.)

5.2.1. Simulacién directa

Queremos simular enn localizaciones espaciales especificasxy, xo, -+ , Tp,
un proceso gaussiano Y = (Y7,---,Y,) con una cierta media g, y ma-
triz de covarianza V' = (v ;); jef1,.. .n}, (en particular queremos que v;; =

C(Yi, Yj)).

Es relativamente sencillo simular un vector aleatorio Z = (Z1,-- -, Zy),
con (Zy,- -+, Zy,) componentes independientes generadas a partir de una dis-
tribucion gausiana con media 0 y varianza 1, Z; ~ N(0,1) , Vi € {1,--- ,n}

i.i.d., por tanto, si encontramos una matriz W tal que W - W' =V entonces

podremos definir Y como:
Y=p+W2 (5.1)

y nuestro problema de simulacién quedara resuelto.

Hay distintos métodos para obtener W. El primero serfa utilizar la des-
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composicién de Cholesky para descomponer V' como:
V=ww

con W una matriz triangular inferior n x n.

Pero si n es mayor que 1000 y V' es una matriz dispersa, utilizar este
método puede llevarnos a obtener resultados numéricos imprecisos.

El segundo de los métodos propuesto para obtener W se basa en la des-
composicién espectral de V.

Si llamamos A1, A2, -+ - , A, a los valores propios de V', y @ es una matriz

ortogonal formada por los vectores propios de V' como columnas, entonces:

V =Q-diag{\, -, \n} - Q

y podemos definir:
W= Q ’ dlag{)\}/Q, )‘5/27 U ?)‘i/2} (52)

El tercer método para calcular W se basa en el hecho de que la ecuacién
(5.1) puede formularse alternativamente como una convolucion de las va-
riables aleatorias {Z; : i € {1,--- ,n}} generadas independientemente. Por
tanto es equivalente (5.1) a la siguiente ecuacion:

Y(r)=p+ (wxZ)(r)=p+ Z w(r—1)-Z(i),Vr € {z1, - ,xn}
i€{z1, ,Tn}

Debemos imponer dos restricciones sobrew : Y, w*(h) = 1y w(r) =
w(—r),Vr. Entonces, como Y (r) serd gausiana, por ser suma de variables
gausianas, y

EY()=p+ S wlr—i)-E[Z()] = p

i€{z1, - ,zn}

CovlY (r), Y (r+ u)] = Z w(r —i) - w(r+u—7j) Cov[Z(i), Z(j)]
ije{, - zn}

= Z w(r —i) - w(r —i+u) = (w*w)(u)

ie{ml"" ,(En}



5.2. Simulacién no condicional 129

Si formulamos Cov[Y (1), Y (r + u)] = p(u), siendo p(—) una funcion de

covarianzas conocida, entonces:

(w * w)(w) = plu)

Aplicando una transformacion de Fourier (por ejemplo la transformada ra-
pida de Fourir, “Fast Fourier transform”) a ambos lados de la igualdad, ten-

dremos:
FFT((1 % w)(u)) = FFT(p(u))

y como la transformada de Fourier de una convolucién, equivale al producto

de las transformadas de Fourier:

w=FFT '\/FFT(p(u))

5.2.2. Simulacién no condicional de campos visuales

Una vez hemos visto como simular campos aleatorios gausianos, veamos
como aplicarlos a la simulaciéon de campos visuales.

Queremos utilizar el modelo desarrollado en el capitulo 4 para simular
CV pertenecientes a un hipotético paciente sano.

Sea N el nimero de CV que queremos simular de esta persona hipotética,
y sea t; su edad en cada simulacién. Como en cada CV hay 52 posiciones,
simularemos un total de 52 x IV valores, i.e. queremos simular un proceso gau-

siano en las 52x N posiciones: {(1,%1), (2,t1),- -+, (52,t1), (1,t2),--- , (52, t2),

<, (Ltn), -+, (52,tN)} con media, varianza y covarianza (ver capitulo 4):
Wit = Bo+ B1-dj+ P21+ Bs-ti + f(4), (5.3)
var(Yjy,) = v2 4+ 0% + 12, (5.4)

Cov(Yjs;, Yir,) = v* + o?p(distancia(j, k), | t; — t; |), (5.5)
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Cuadro 5.1: Parametros del modelo de CV

Parametro Bo B B2 B3
Valor estimado 374904.3139 -31820.6705 1777.4231 -1307.0925
Parametro V2 o2 72

Valor estimado 1.1964e+-09 1.1671e+09 1.0666e--09

Parametro 01 K1 ®2 K2

Valor estimado 0.4438 14 0.3256 1.25

donde hemos eliminado el subindice ¢ de la notaciéon que utilizibamos en
el capitulo 4, porque vamos a simular CV de un tnico paciente. Hemos
llamado d; a la distancia euclidea de la posicién espacial namero j al cen-
tro del CV; r; a la fila donde esta la posicion namero j; f(j) a la super-
ficie suave que ya estimamos en el capitulo 4 (ver figura 4.8); p(u,v) =
matern(u, g1, k1)-matern(v, g2, k2) y (Bo, B1, B2, B3, V2, 02,72, ¢1, ¢2, k1, ko)
al vector de parametros que toman los valores que se detallan en la tabla
5.1

Si utilizamos el indice £ = 1,...,52 X N para enumerar las 52 X N lo-
calizaciones, podemos definir Y(;_1),504; = Yj4;, ¥ utilizando la notacion
que hemos introducido en la seccién anterior, nuestro problema se reduce
a simular un vector gausiano Y = (Y1,...,Y50n)" con vector de medias
po= (p1, s psan)’s (siendo pii_1yuso45 = Bo + Bidy + Bary + Bsti + f(4)),

v matriz de covarianzas V definida como:
V =’ 15onxson + 02 H + 721 (5.6)

Si desarrollamos la expresion de V, denotando por N al nimero total
de CV a simular, por d{ = distancia(i,j) a la distancia euclidea entre la
i—ésima y la j—ésima posicion espacial, y por ¢/ =| t; — t,,, | al tiempo en

valor absoluto transcurrido entre lal-ésima y la m—ésima exploracién, nos
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quedara la siguiente expresion:

V2 4+ 02 4+ 12

V2 +a?p(di, 1)

v +o%p(d?, t})
v+ o?p(di, td)

V4 o2 p(dE2, 1)

V2 4+ o%p(d, )

v+ o®p(di?, 1)

V2 +o%p(di, 1)

V2 4+ o2 + 12

2+ 0%p(d, )
v? 4+ o?p(d3, t})

2+ ool )

v+ o%p(df, 1))

v+ 2p(dEE, 1)
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V2 + 02 p(d2, 1)
V2 + 02 p(d32, 1)

v + 0 p(d33, 1)

V2 op(d2, )
V2 op(d33 )

P+ o?p(d2, 1)

1/2+0'2+72

Para elegir el algoritmo de simulacién, tendremos en cuenta el ntimero

total, N, de CV que queremos simular. Para clarificar todo el proceso, veamos

un ejemplo. Vamos a simular N = 3 CV de un paciente a las edades de

42,64 y 76 anos. Veamos como quedan lag primeras filas y columnas de la

matriz de varianzas-covarianzas (V'), cuando particularizamos a este caso (3

simulaciones a edades t; = 42, to = 64 y t3 = 76). En este caso particular:

34 22 19
2,2 34 272
1,9 22 34
1,7 1,9 2,2
v=| 21 19 16
2,2 21 1,9
21 22 21

12 12 12

1,7
1,9
2,2
3.4
1,4
1,6
1,9

1,2

2,1
1,9
1,6
1,4
3.4
2,2
1,9

1,2

2,2
2,1
1,9
1,6
2,2
3.4
2,2

1,2

2,1
2,2
2,1
1,9
1,9
2,2
34

1,2

1,9
2,1
2,2
2,1
1,6
1,9
2,2

1,2

1,2
1,2
1,2
1,2
1,2 | x10° (5.7)
1,2
1,2

3.4
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Como el ntmero de campos visuales a simular, N, no es demasiado grande,
vamos a utilizar el método de “simulacién directa”. En él debemos descom-
poner la matriz de varianzas (ecuacién 5.6) comoV = WW’, y para ello
utilizaremos el segundo de los métodos comentados (ecuacion 5.2), i.e. uti-
lizaremos la descomposicion espectral de V', en valores y vectores propios,
v calcularemos W aplicando la ecuacién 5.2. Una vez calculadas W y p,

obtenemos las simulaciones utilizando la ecuacion 5.1.

En la figura 5.1, podemos ver las simulaciones de varios CV obtenidas

para tres pacientes hipotéticos, todas ellas a las edades de42,64 y 76 anos.

., Como evaluar la bondad de estas simulaciones? En el capitulo 4, tras
construir el modelo realizamos un anélisis de residuos y un estudio de valida-
cién cruzada para comprobar su bondad. Por otro lado, todos los algoritmos
de simulacién que hemos utilizado han sido ampliamente estudiados en la li-
teratura, por lo que si los combinamos, esperamos obtener buenos resultados.

Pero de todas formas nos gustaria verificarlos.

Una de las formas mas sencillas de evaluar estas simulaciones es pregun-
tando su opinién a oftalmoélogos expertos. Ellos estdn acostumbrados a ver
gran cantidad de CV cada dia, y pueden decirnos si bajo su opinién los CV
que hemos obtenido podrian considerarse “realistas” o si no. Al mostrar nues-
tras simulaciones a dos oftalmélogos expertos, efectivamente las encontraron

bastante realistas.

Ademas de esta evaluacién “cualitativa” nos planteamos el evaluar la
“credibilidad” de las simulaciones por medio de un procedimiento grafico,
similar a un test no paramétrico de Montecarlo [47, 42|. Este procedimiento
se basa en las siguientes ideas. Normalmente en la estadistica espacial y en
el anélisis de series temporales se dispone tinicamente de una realizacién del
proceso en cada posiciéon de monitorizacion, y se realizan inferencias a partir

de esta tnica observacion. Siguiendo esta idea, podriamos decir que esta-
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Figura 5.1: Simulaciones de tres diferentes pacientes de la misma edad. En a), g),

d) los tres tienen 42 afios, en b), h) y e) tienen 64, y en c), i) y f) tienen 76.
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mos interesados en probar que el conjunto de N campos visuales simulados
se ajustan a un modelo particular. Bajo esta interpretacién, necesitaremos
un test de bondad de ajuste. Si no queremos hacer ninguna suposicion so-
bre el modelo, deberiamos basar el test sélo en el conjunto de datos origi-
nal. De esta forma deberiamos considerar cada CV observado para cada pa-
ciente como una muestra simulada de este modelo desconocido, y podriamos
aplicar un test grafico de Montecarlo. Para ello, debemos elegir un estadistico
cualquiera, calcularlo para cada paciente, y dibujar las envolventes superior
e inferior de los valores obtenidos. Entonces, calcular el mismo estadistico so-
bre los datos que hemos obtenido tras la simulacién y ver si el valor obtenido
estd entre las dos envolventes.

Para aplicar este procedimiento a nuestros datos, elegimos como estadisti-
co el variograma espacial dividido por el cuadrado de la media, para eliminar
asi el efecto de la edad. Podemos ver los resultados en la figura 5.2. Podemos
ver claramente que en todos los casos el estadistico (variograma) calculado

sobre los datos simulados, estd entre las dos envolventes.

5.3. Simulaciéon condicional

Aligual que en la seccion anterior, nuestra intenciéon es simular un proceso
aleatorio estacionario gausiano Y, con media p, y funcién de covarianzas
C, pero ahora tenemos una limitacion adicional. Queremos simular Y, pero
verificando que en un conjunto cerrado de puntos E, los valores de Y sean
fijos, i.e. Y(z) = Yp(x), Vo € E valores conocidos, o variables aleatorias
previamente simuladas.

Estos procedimientos de simulacién seran especialmente interesantes para
nosotros, ya que si tenemos un CV de un paciente a la edad det; anos, sere-
mos capaces de simular su evolucién en el tiempo, en sucesivas exploraciones.

En la literatura, hemos encontrado dos métodos distintos para simular
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Figura 5.2: Las lineas continuas muestran las envolventes superior e inferior del
variograma espacial normalizado calculado a partir de los 56 pacientes de nues-
tra base de datos. Con lineas discontinuas tenemos los variogramas normalizados

calculados a partir de los campos visuales simulados de la figura 5.1.
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campos aleatorios gausianos condicionalmente. Vamos a describirlos breve-
mente y luego los aplicaremos para obtener las simulaciones que nos intere-

san. (Podemos encontrar mas detalles sobre estos métodos en |38, 179, 124]).

5.3.1. Primer método.- Método secuencial gausiano

Sea Y1 = {Y(e) : e € E} el conjunto de valores conocidos, o las variables
aleatorias previamente simuladas, seaYs = {Y(p) : p € E} el conjunto de
variables aleatorias a simular, y seaY =Y; UY5.

El método secuencial gausiano va simulando punto a punto sucesiva-
mente, en vez de simularlos todos a la vez, y para ello trabaja con distribu-
ciones condicionales dados los valores ya simulados.

Siguiendo nuestra notacién, queremos simular Y dado Y1, y:
Yy | Y1 ~ N (821577 Ya, Sa2 — 521577 S12)

siendo S;; = Cov(Y;,Y;)
Si definimos u := Sngl_llYg vy V = S99 — Sngl_llSm, podemos utilizar el
método de simulacién directa que hemos comentado en la seccion 5.2.1 para

obtener las simulaciones de Y5.

5.3.2. Segundo método.- Basado en Kriging Simple

Siguiendo la misma notacion, tenemos Y7 = {Y'(e) : e € E} el conjunto
de valores conocidos, o de variables aleatorias ya simuladas, D todos los
puntos en los que queremos simular (incluyendo a F, i.e. E C D), e Yy =
{Y(p) : p € D\E} el conjunto de variables aleatorias a simular,Y = Y] UY5.

Utilizando la informacién contenida en Y7, podemos calcular el predictor

del kriging simple [68]:

Y*(x) =) Ae(z)Yi(e),Vz € D (5.8)
eck
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y expresar Y como la suma de dos funciones gausianas independientes, Y*
e Y — Y™ (la demostracion de su independencia se puede encontrar en [38| y

en [124]):
Y(z) = Y*(:E)Jr(Y(x) - Y*(az)) ,Vr € D

El segundo término de esta suma, se puede reemplazar por un término
basado en una simulacién no condicional, para ello podemos utilizar cualquier
método de simulacion no condicional y simular un campo aleatorio gausiano
{Z(x),x € D} con media 0 y covarianza C' en todo D. Una vez simulado
{Z(x)}, podemos distinguir entre Z; = {Z(e) : e € E},y Zo = {Z(p) : p €
D\E}, y podemos calcular los siguientes estimadores kriging:

Z*(x) =Y Xe(z)Zi(e), V2 € D
ecFE

La simulacion condicional [107], se define ahora como:
Y(z)=Y"(z)+ (Z(ac) - Z*(x)),Vm €D (5.9)
Siz € E, entonces Y*(z) =Y (x) y Z*(z) = Z(x), por tanto:

Y(z)=Y(z) + Z(z) — Z(z) = Y ()

5.3.3. Simulacién condicional de campos visuales

Nos planteamos de nuevo la simulacién de varios CV de un paciente a
distintas edades, pero ahora vamos a tener un punto de partida.

Suponemos que el paciente ya se ha sometido alguna vez a tests de campo
visual, y tenemos uno de sus campos visuales. Nuestro objetivo ahora sera
simular la evolucién de éste campo visual en el tiempo. Para ello denotaremos
por t1 ala edad del paciente cuando se observé este CV que tomaremos como
inicio de nuestro estudio, y ports,--- ,tx a las edades en las que queremos

simular.
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Por tanto, al igual que en la seccién 5.2.2, queremos simular un proceso
gausiano sobre 52 x N posiciones, {(1,t1), (2,t1),---,(52,t1), (1,t2), -,
(52,t2),- -+, (1,tn), -, (52,tn)} con media, varianza y covarianza como en
las ecuaciones 5.3, 5.4 y 5.5. Pero ahora siendo{Y (1, t1),Y (2,t1),--- ,Y(52,t1)}
valores conocidos, e iguales a los obtenidos en el CV del paciente.

Para ver un ejemplo, cogemos un CV de una persona de las incluidas
en nuestra base de datos, es un paciente con 49 nos y vamos a suponer que
estamos interesados en simular la evolucion de este CV a las edades de 50,
51 y 52. Por tanto, N = 4, t; = 49, to = 50, t3 = 51 y t4 = 52. Podemos
ver el CV inicial en la figura 5.3 a). Utilizamos el segundo de los métodos
propuestos para llevar a cabo las simulaciones. Como primer paso, obtenemos
las estimaciones por simple kriging (ec. 5.8) siendo\¢(x) el e-ésimo elemento

del vector:

Ae = V55i52Vw

donde Viox52 es el primer bloque cuadrado de tamano 52 de la matriz V'
dada en la tabla 5.7, y donde V, es un vector que contiene los primeros 52
elementos de la x—ésima fila de la matriz V. En la figura 5.4 podemos ver
las distintas Z*(x) que hemos obtenido (estimaciones kriging) .

A continuacién, utilizamos uno de los métodos expuestos en la seccion
5.2.2 para simular un campo aleatorio gausiano Z, con media 0, y matriz de
varianzas V' (como en la tabla 5.4). En la figura 5.5 podemos ver las distintas
Z que hemos obtenido.

El tercer paso consiste en obtener las estimaciones kriging Z* para Z,
de nuevo con los mismos coeficientes Ae(z) que utilizamos en el paso 2. Las
tenemos en la figura 5.6.

Por altimo podemos obtener ya las simulacionesY™* (ecuacion 5.9, figura
5.3).

En las figuras 5.7 y 5.8 podemos ver més simulaciones condicionales,



5.3. Simulacién condicional 139

obtenidas a partir de CV de otros pacientes. En ellas vemos también la
evolucién en el tiempo de los CV de dos pacientes distintos, con un retardo
temporal de 1 afio entre dos simulaciones consecutivas.

Para evaluar las simulaciones, en este caso podemos compararlas con
nuestros datos reales. En la figura 5.9 podemos ver 3 series distintas, con 4
CV cada una. La primera de las series muestra los datos “reales” (observados)
de un paciente, y la segunda y la tercera son simulaciones condicionadas al
primer CV de ese paciente.

Hemos de tener en cuenta que estamos trabajando con simulaciones,
no estamos prediciendo futuras observaciones a partir de las primera, por
lo tanto necesariamente existird una diferencia entre los CV “reales” y los
“simulados”, debido a las distintas fuentes de aleatoriedad existentes.

Por lo tanto, como se puede ver, los CV simulados son similares a los
reales, pero no idénticos.

Como medida numérica de la bondad de las estimaciones, vamos a cal-
cular el error cuadratico medio normalizado entre las medias de 50 CV
simulados (como los que mostramos en la figura 5.9), y los valores reales:
ECM = 3253 (th_%*t)g, siendo Y* los datos simulados. El ECM (error

vz
cuadratico medio) obtenido fue 0.53.

gt
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Figura 5.3: En a) tenemos el CV observado en un paciente de49 atios. En b), ¢)
y d) mediante simulacién condicionada hemos simulado CV a partir del CV que

tenemos en a) con un retardo temporal de 1 aflo entre dos simulaciones consecutivas.
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<) d)

Figura 5.4: Estimacion Kriging de la figura 5.3 a), a las edades de 50, 51 y 52 afios.
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Figura 5.5: Simulaciones no condicionales de un proceso aleatorio gausianoZ de
media 0 y matriz de covarianzas V' detallada en la ecuacién 5.7. El retardo temporal

entre dos simulaciones consecutivas es de 1 ano.
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c) d)

Figura 5.6: Estimaciones Kriging de la figura 5.5.
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Figura 5.7: En a) vemos el CV “real” de un paciente de 63 afios. En b), ¢) y d)
hemos simulado condicionalmente CV a partir del primero, con un retardo temporal

de 1 ano entre dos simulaciones consecutivas.
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c) d)

Figura 5.8: En a) vemos el CV “real” de un paciente de 58 afios. En b), ¢) y d)
hemos simulado condicionalmente CV a partir del primero, con un retardo temporal

de 1 ano entre dos simulaciones consecutivas.
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Figura 5.9: Comparacién de CV “reales” y “simulados”. En a), b), ¢) y d) vemos
4 CV “reales”, pertenecientes al mismo paciente a distintas edades. En e), ), y g)
vemos tres CV que han sido simulados condicionalmente a partir de a), al igual que

en h), i) y j), a las mismas edades que tenia el paciente en, b), c) y d).
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6.1. Introduccién

Como un primer paso para el estudio espacio temporal de campos vi-
suales, en el capitulo 4, hemos modelizado la distribucién espacio tempo-
ral de CV de pacientes sanos [101|. Este modelo nos ha permitido realizar
predicciones, simulaciones, y construir intervalos de confianza para clasificar
posiciones de nuevas exploraciones como “normales” o “enfermas”.

Fn este capitulo nos planteamos ampliar este modelo al caso de pacientes
con glaucoma.

Seguiremos utilizando la misma notacién, llamandoY; ;; a la observacion
namero t del paciente ntimeros, posicion nimero j; ;. = (Yi14, Yioe, -, Yisor)

al vector con los 52 valores obtenidos en el test nimerot realizado al paciente

i,ie{l,--- N}, t€{ts, - ,tn,}, y finalmente
}/ti — (}/i,l,tla T 7}/;:,52,t17 e 7}/;:,1,1‘/»,11.7 e 7Yvi,52,tni)

al vector que recoge todas las observaciones que tenemos del paciente niimero
i. Identificamos el “tiempo” ¢t con la edad del paciente.

En el capitulo 4, al trabajar con CV de pacientes sanos, vimos que para
lograr estacionariedad en media y varianza necesitdbamos transformar los
datos, aplicandoles una transformacion de Box-Cox. En este capitulo vamos
a seguir trabajando con los datos sometidos a la misma transformacion.

La diferencia con el trabajo que realizamos en el capitulo 4, es que ahora
en la base de datos tenemos CV tanto de pacientes sanos como de pacientes
enfermos. Pero en vez de hablar de CV sanos y de CV enfermos, vamos a
hablar de posiciones sanas y de posiciones enfermas dentro de cada CV. Cada
una de las posiciones de cada uno de los CV que hemos observado puede estar
“sana” o “enferma”, y dependiendo de esta condicién, la intensidad de vision
que pueda percibir el paciente en ella serd mayor o menor.

Para poder etiquetar cada una de las posiciones como “normal” o “en-
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ferma”, definimos una variable s; ; = (8i1,¢, 52,65 »8i52,¢), con S; ¢ = 0
si en el instante ¢t la posicién j—ésima del i—ésimo paciente estd sana, y
sijt = 1 si estd afectada por el glaucoma. Analogamente, denotaremos por
s; al vector con todas las “etiquetas” de todas las posiciones observadas en

los distintos CV que tenemos del paciente nameroi, es decir:

8i = (Sity, " 5 Si52t1s" St Lt s " ySi,52,tnl.)

En el capitulo 4, tenfamos una base de datos con 131 pacientes sanos
con una Unica observacion, 38 con 2, 9 con 3 y 8 con 4. Todos ellos satis-
faciendo unos requisitos minimos de fiabilidad. Anadimos ahora los CV que
tenemos de pacientes clasificados por los oftalmologos como “CV con glauco-
ma”, juntando un total de 131 pacientes con una tnica exploracién, y otros
160 pacientes cuyo nimero de exploraciones oscila entre 2 y 9.

Tras caracterizar el comportamiento de CV de pacientes sanos, en el capi-
tulo 4 construimos intervalos de confianza para las intensidades percibidas
en cada posicion. Estos intervalos de confianza, a un nivel del95 %, nos van
a permitir clasificar cada una de las posiciones de todos los CV que tenemos
en nuestra base de datos como “sana” o “enferma”. Una vez tenemos todas
las posiciones etiquetadas, vamos a continuar trabajando suponiendo que
la clasificaciéon es la correcta y que en todo momento es conocido el estado
(normal/enfermo) de cada una de las posiciones.

Siguiendo las mismas pautas que en el capitulo 4, empezaremos estudian-

do la distribucién espacial de los CV.

6.2. Analisis espacial

Empezamos realizando un analisis exploratorio espacial de los datos, y
para tener repeticiones independientes del mismo suceso, extraemos aleato-

riamente de la base de datos un CV de cada uno de los pacientes. Entre
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estos CV tenemos algunos con todas sus posiciones sanas, otros con algunas
posiciones afectadas, y otros pocos con casi la totalidad de sus posiciones
afectadas por la enfermedad.

Al centrarnos en el analisis espacial, vamos a suprimir momenténeamente
el indice ¢ de la notacion, denotando ahora porYj; al valor observado en la
j—eésima posiciéon del CV que hemos seleccionado del paciente ntmeros.

Como ya hemos discriminado entre posiciones sanas y posiciones enfer-
mas, calculamos la media y la desviaciéon tipica de cada grupo de observa-
ciones en cada posicién, y realizamos varios graficos para comparar los resul-
tados obtenidos. En la figura 6.1 (a) vemos claramente que existen diferencias
en las medias dependiendo de si la posicién es sana o enferma. La media em-
pirica de las observaciones tomadas en posiciones sanas, es mayor que la
media obtenida en las posiciones enfermas.

En el caso de pacientes sanos, hemos modelizado la media como:
iz = Bo + Brdist(x;,0) + B2 fila(z;) + Bzedad; + f(7),

siendo f(-) una funcién suave que depende de la posicion. Para conseguir
ahora que la media p;; dependa de si la posicién j—ésima es normal o defec-

tuosa, y buscando para ello el modelo més simple posible, podemos formular:

wije = Bo + Pridist(z;,0) + Bafila(x;) + Bzedady + f(5) + Basije (6.1)

siendo de nuevo f(-) una funcién suave que depende de la posicion.

Con respecto a la varianza, en la figura 6.1 (b), vemos que su compor-
tamiento en principio es andlogo al de la media, ya que la varianza en posi-
ciones sanas también es mayor que la varianza en posiciones enfermas.

Para ayudarnos con la modelizacién, y comprender mejor las diferencias
entre medias y varianzas de posiciones sanas y de posiciones enfermas, en la
figura 6.2 vemos una serie de mapas que reflejan la disposicion espacial de las

medias y varianzas empiricas obtenidas en cada posicién. Podemos ver que
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150000 200000
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(a) (b)
Figura 6.1: En (a) vemos la media empirica de las observaciones recogidas en cada
posicion, (en rojo tenemos la media para las posiciones enfermas, y en azul la de
las posiciones sanas ). Las posiciones han sido enumeradas del 1 al 52 siguiendo

el orden natural. En (b) tenemos un grafico andlogo para las varianzas empiricas.

Las varianzas para las posiciones enfermas (en rojo) son también las que presentan

valores mas bajos.
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las medias tanto en posiciones sanas como enfermas tienen una estructura
“concéntrica” muy similar, por lo que la modelizacién dada en la ecuacién
(6.1) puede ser adecuada.

Sin embargo, mirando los mapas de la varianza de la figura 6.2, vemos
que en las posiciones enfermas ya no tenemos homogeneidad en la varianza,
por lo tanto deberemos buscar una nueva transformacion de los datos para
poder seguir trabajando bajo la hipétesis de homogeneidad, o recurrir a
modelizaciones méas complejas que tengan en cuenta esta heterogeneidad.

Siguiendo la idea del articulo de Cressie y Majure [40] en la que también
utilizan la Geoestadistica en un problema espacio-temporal con heterogenei-
dad en la varianza, transformaremos los datos para conseguir homogeneidad,
y poder seguir, (trabajando con los datos transformados), mas o menos los
mismos pasos que seguimos en el capitulo 4 en la modelizacién de pacientes

Sanos.

6.3. Buscando homogeneidad en la varianza espa-

cial

Nuestro objetivo en este apartado es buscar una transformacion con la
que obtengamos homogeneidad en la varianza. En el caso de posiciones sanas
vimos en el capftulo 4 que s{ que podiamos suponer la varianza homogénea
(notar que estamos trabajando ya con los datos transformados por una trans-
formacion de Box-Cox). El problema lo tenemos con las posiciones enfermas.
Para encontrar la transformacién mas adecuada para conseguir homogenei-
dad, continuamos trabajando con la base de datos “reducida” en la que te-
nemos un tnico CV de cada paciente.

A la vista de los graficos de la varianza de la figura 6.2, y de estudios

de regresién comprobamos que tanto la distancia al centro de cada posicién
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Media Media

Posiciones sanas Posiciones enfermas

Varianza Varianza

Posiciones sanas Posiciones enfermas

Figura 6.2: Mapas de medias y varianzas en posiciones sanas y en posiciones en-

fermas.
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como la fila en la que cada posiciéon se encuentra, son covariables significativas

para la varianza, por lo que proponemos modelizar para cada posicionY;;
Var(Yij) = o - exp{sij - (krdist(x,0) + ka fila(z;))}

(cuando volvamos al contexto espacio-temporal, modelizaremos Yj;; como:
Var(Yije) = 0% - exp{siji - (kidist(z;,0) + kafila(z;))}). Ya que con esta
formulacién tenemos una varianza constante para las posiciones sanas, y
una varianza dependiendo de un conjunto de covariables, para las posiciones
enfermas.

Ajustamos por minimos cuadrados este modelo a los valores obtenidos
empiricamente para la varianza en las posiciones enfermas, obteniendo para
k1 v ko los valores: k; = —1,0515, ko = 0,3120, y construimos para cada

campo visual la matriz

D; = diag(c? - exp{si - (—=1,05 - dist(x1,0) + 0,31 - fila(x1))},
o? - exp{si - (—1,05 - dist(x2,0) + 0,31 - fila(x2))},- - -,
0% exp{sise - (1,05 - dist(z52,0) + 0,31 - fila(zs2))})  (6.2)

Para comprobar si este modelo que acabamos de ajustar para las va-
rianzas es adecuado, vamos a suponer por un momento que cada uno de
los campos visuales observados Y; ~ N (ui,az - D;), siendo D; como en la

ecuacion 6.2, y con

1 dist(z1,0) fila(z1) edad; sp bo
1 dist(z2,0) fila(zy) edad; s h
pi= : : : | B2
Do | . | : : s,
1 dist(zs2,0) fila(zs2) edad; sis2 5
4
X; T/

es decir, no consideramos dependencia espacial entre las posiciones.
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(a) (b)

Figura 6.3: En (a) vemos la media empirica de los residuos y en (b) tenemos la

varianza empirica, también de los residuos.

Si estimamos el parametro § por minimos cuadrados,
—1
8 =(Zl X{DiXi) (ZZ X{DiY;), podremos construir los residuos es-

tandarizados R; = D;l/Q(Yi - X; - B), y comprobar si ya podemos suponer
homogeneidad en la varianza. Fn la figura 6.3 vemos los mapas para la media
y para la varianza empirica de los residuos. Tras observar la figura 6.3 (b), ve-
mos que con los datos transformados podemos seguir trabajando asumiendo

homogeneidad en la varianza.

Transformamos por tanto los datos, y abusando de notacién volvemos a

denotar por Y; al CV resultante al transformar el original Y;. La transforma-
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cion es la siguiente:
Y; = D; 'y, (6.3)

En adelante, y al menos que digamos lo contrario, al hablar deY... nos
referiremos siempre a los datos transformados. Antes de continuar, modifi-
camos todos los datos de nuestra base de datos (i.e. aplicamos la ecuacion 6.3

a todos los CV de todos los pacientes de nuestra base de datos “completa”).

6.4. Modelizacién espacio temporal

En este capitulo nos proponemos generalizar el modelo encontrado en el
capitulo 4 para que abarque la modelizacién de posiciones o CV tanto sanos
como enfermos.

Siguiendo las pautas de la Geoestadistica, buscamos un modelo en el que

pOdamOS expresar
Yi=pi+¢€

M — . . . . /
siendo Y; = (Yi1,trs -, Yis2 s s Yiltn s 5 Yis2tn,)s ¥
64:(6, e € e € e € )’
) 1,1,t1> » €4,52,t1 » €4, 10, ) €4,52,tn, ) -
Tal y como vimos en la modelizacion de los pacientes sanos, para formu-
lar la media planteamos una modelizacién semiparamétrica, utilizando los
modelos aditivos de Hastie y Tibshirani [92], que nos permiten modelizarla

Ccomo:
pijt = Po + Brdist(x;,0) + B fila(x;) + Bsedadi + Basize + f(3)  (6.4)

siendo f(+) una funcién suave, de la posicion espacial en la que se toma cada
observacion.
Combinando el método de minimos cuadrados con el algoritmo backfit-

ting (algoritmo 2.1 capitulo 4), podemos estimar todos los parametros de
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la media. En la tabla 6.1 podemos ver las estimaciones obtenidas para los
pardmetros de la parte paramétrica, y en la figura 6.4 podemos ver la esti-

macion de la superficie suave.

Figura 6.4: Estimacion de la superficie suave f(z) que aparece en la formulacion

de la media (ecuacion 6.4).

Cuadro 6.1: Estimaciones de los parametros de la media modelizada en la ecuacién

6.4

Bo B B2 B3 Ba
326237.47 -24994.37 4624.46 -2193.94 -87561.70

Una vez estimada la media, la restamos de todas las observaciones, y nos
quedamos con los residuos. Para modelizar la estructura de covarianza, y de-

tectar las diferentes fuentes de aleatoriedad presentes en los datos, dibujamos
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el variograma espacio temporal empirico de estos residuos. Recordemos que

el variograma espacio temporal empirico se calcula como:

N
1 1
3 = — E oo Yiis — Yigs)?
A(h,u) N 2 [2 N | Z (Yiin tz)
i=1 (4,k,t1,t2)EN (hu)

7,0

7
<A ,
774
17

/ /
///% 77

Figura 6.5: Variograma espacio temporal empirico.

De nuevo, al analizar el grafico del variograma (figura 6.5), detectamos
la presencia de las tres fuentes de aleatoriedad: un efecto aleatorio reflejan-
do la variabilidad existente entre distintos pacientes, la correlaciéon espacio-
temporal, y un término de error de medida.

Ahora debemos buscar un modelo paramétrico adecuado para ajustar
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esta superficie. Como ya comentamos en los capitulos 3 y 4, el principal
problema que existe a la hora de modelizar una funcién de covarianzas, es
que debemos garantizar que la funcién resultante sea definida positiva.
Como nosotros queremos generalizar un modelo ya construido, vamos a
suponer que se mantiene la estructura de la matriz de varianzas covarianzas.
En el capitulo 4 utilizamos un modelo separable para modelizar la correlacién
espacio temporal. Vamos a seguir utilizando el mismo modelo, y tras el ajuste

comprobaremos su bondad. Nuestro modelo quedara:

}/’i - (Yi,l,tla T 7Y;,52,t17 e 7Y:i,1,tni) T 7}/i,52,tni)
Yi=pi+¢€
Wijt = Bo+ B - dist(l‘j, 0) + 0o - fila(a:j) + B3 - edad; + By - Sijt + f(a:])

Si llamamos:

1 dist(z1,0) fila(z1) edady, s
. . . 5
1 dist(x52, 0) fila(x52) 6dadit1 Si52t1 61
X, =1 : : : : : Yy B=1| B2
L dist(z1,0)  fila(z1) edady,, — Siit, B3
. . . . B,

1 dist(x52,0) fila,(m52) edaditni Si52tni

podemos formular:

pi = Xip + f(x)

€ = (€ 1,trs " 1 €052t " 5 €ty s €052t )
e ~ N(0,V;)

Vi = Var(e) = v2J; + o H; + 721
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Cuadro 6.2: Estimaciones de los parametros del modelo de la distribucion espacio

temporal de todos los pacientes

Bo B B2 B3 Ba
5.2546e+05 -2.5824e+04 3.7241e4-02 -2.3787e+03 -9.5882¢+03
V2 0.2 7_2

1.548006e+09 1.911588e+09 1.247544e+09

o1 K1 o2 K2

3.665576e-01 14 4.128466e-01 1.25

siendo J; una matriz 52n; X 52n; de unos, I; una matriz identidad 52n; x 52n;,
y siendo H; otra matriz 52n; x 52n;. Si definimos dé‘? = distancia(z;, xy),
t" =]t — tm |, M(h,u) = matern(h, ¢1, k1) - matern(u, ¢2, k2), la matriz

H; quedara de nuevo como:

M(di,ty) - M(dP ) - M(dity) - M(dP )

M(d%%t%) M(dg%at%) M(d%%t?) M(dg%,t?‘)
H, =1 : : : : : : :

M(dsy,ty,) -+ M(d35,t,) - M(dp,ty) -+ M(d33, 1))

Una vez construido el modelo, estimamos los pardmetros combinando el
algoritmo de méxima verosimilitud con el algoritmo backfitting (algoritmo
2.2 capitulo 4). En la tabla 6.2 podemos ver las estimaciones obtenidas para

los parametros del modelo, y en el gréifico 6.6 la superficie suave estimada.
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Figura 6.6: Estimacion de f(z) de la media de la distribucién espacio temporal

conjunta.
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6.5. Bondad del modelo

Como una medida para estudiar la bondad del ajuste, podemos calcular

los residuos estandarizados:
L=l
R, =V;* (Y, — i)

Si hemos conseguido un buen ajuste, la media de los residuos debe ser
igual a cero y su variograma espacio temporal debe ser una superficie cons-
tante igual a 1. En nuestro caso, al calcular la media muestral de los residuos
estandarizados, obtenemos el valor de —0,0353.

Calculamos y dibujamos también el variograma espacio temporal em-
pirico de los residuos. En la figura 6.7 podemos ver un mapa con la media
empirica de los residuos estandarizados en cada posicién, y el variograma
espacio temporal empirico. A la vista de los resultados, podemos concluir

que hemos conseguido un ajuste bastante bueno.

6.5.1. Validacién cruzada

Al igual que hicimos en el capitulo 4, ademas de estudiar los residuos
del modelo, comprobaremos la bondad del ajuste mediante un método de
validacion cruzada ( [199] o capitulo 3).

Al igual que hicimos alli, consideraremos tinicamente a aquellos pacientes
que tenemos en la base de datos con tres observaciones o més, e iremos
extrayendo sucesivamente de la base de datos un campo visual de cada uno de
ellos. De esta forma estamos simplificando el estudio de validacién cruzada,
pero reducimos considerablemente el tiempo computacional.

Una vez “quitado” cada uno de los campos visuales, volvemos a estimar
todos los parametros, aplicamos kriging simple para predecir las observa-
ciones eliminadas, y calculamos la media de las diferencias entre los cam-

pos visuales observados y los obtenidos al aplicar el kriging con los nuevos
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oureIbOU® N

(a)

(b)
Figura 6.7: (a)Media empirica de los residuos estandarizados en cada posicion. (b)

Variograma espacio temporal empirico calculado sobre los residuos estandarizados.

parametros. Si el valor obtenido (que llamamos media del error de validacion
cruzada), estd proximo a cero, nos indicard ausencia de sesgo, y la bondad
del ajuste. Por otro lado, la media del cociente entre la raiz cuadrada de

los errores de validacién cruzada con la desviacién estandar del kriging en

cada punto, no debe distar demasiado de 1, para tener una evidencia de la
adecuaciéon del modelo.

igual a 0.8669.

Con nuestro modelo y nuestros datos, obtenemos el valor 5094.48 para la
media del error de validacién cruzada, y un cociente de desviaciones estandar



164 6. Modelo Geoestadistico para pacientes con Glaucoma



Parte 111

Series temporales y Campos

Aleatorios de Markov

165






Capitulo 7

Introduccion a las series
temporales multivariantes y a

los campos aleatorios de

Markov

Contenidos

7.1. Imntroduccién. . ........ ... ..., 169
7.2. Series temporales multivariantes estacionarias.. 172

7.2.1. Procesos autoregresivos multivariantes (Procesos

VAR). .« . . 173

7.2.2. Procesos de medias moviles multivariantes (Pro-
cesos MA). . . ... L oL 195
7.2.3. Procesos ARMA multivariantes. . . ... .. ... 198
7.3. Series multivariantes no estacionarias. . . . . . . 199
7.3.1. Introduccién. . . . . ... ... ... ... 199
7.3.2. Procesos estacionarios en tendencia . . . . . . . .. 200
7.3.3. Procesos con raices unitarias . . . . . .. .. ... 202

167



168 7. Series temporales multivariantes y C.A.M.

7.3.4. Comparacion: Procesos estacionarios en tendencia

y procesos integrados . . . . . ... ..o L. 210

7.3.5. Procesos con cambios de régimen (o con cambios

estructurales) . . . .. ... L L 213
7.4. CAM y algoritmos de estimacion de parametros 219
7.4.1. Introduccién . . . . .. ... ..o 219

7.4.2. Campos aleatorios de Markov. Conceptos basicos . 222

7.4.3. Verosimilitud de Montecarlo . . . . . . ... .. .. 227
7.4.4. Algoritmos basados en la pseudoverosimilitud . . . 229
7.4.5. Algoritmos basados en el gradiente estocastico . . 230

7.4.6. Estudio comparativo . . . ... .. ... 0. 232




7.1. Introduccién. 169

7.1. Introduccién.

En este capitulo hacemos una revisiéon de los conceptos bésicos de series
temporales multivariantes desde el punto de vista clésico y de la metodologia
de Box y Jenkins |21|. Nos centraremos en el estudio de los modelos, técnicas
y metodologia general, que necesitaremos en los capitulos 8 y 9 para construir
un modelo que caracterice la evolucién espacio temporal de CV de pacientes
con glaucoma. No pretendemos profundizar en todos los modelos y métodos
desarrollados en la literatura, sino centrarnos en aquellos que puedan sernos
tutiles en nuestra modelizacién.

La mayor parte del capitulo se ha escrito tras consultar los siguientes
textos [132, 85, 149, 167, 88|, que se recomiendan como referencia para aquel
que quiera profundizar mas en cualquiera de los puntos que aqui se traten.

Al hablar de una serie temporal multivariante, normalmente nos referimos
a un conjunto de observaciones de una variable k-dimensional, y, tomadas
en puntos igualmente espaciados en el tiempo, y es habitual plantearnos dos
objetivos: su andlisis y la prediccion de futuras observaciones. El objetivo del
analisis es resumir las propiedades de la serie y destacar sus rasgos carac-
teristicos. Para ello se puede trabajar tanto en el dominio del tiempo como
en el dominio de las frecuencias. En el dominio del tiempo centramos nues-
tra atencién en las relaciones existentes entre las observaciones recogidas en
tiempos distintos, mientras que en el dominio de frecuencias nos centramos
més en estudiar sus movimientos ciclicos. Las dos formas de anélisis no son
competitivas, sino complementarias, ya que procesan la misma informacién
bajo dos perspectivas distintas. En este trabajo utilizaremos tinicamente el
andlisis en el dominio del tiempo.

La principal razén para modelizar una serie temporal suele ser la de poder
utilizar el modelo para predecir futuras observaciones, y este serd uno de los

“objetivos” que plantearemos en el capitulo 9.
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El primer paso en el analisis de una serie temporal es la seleccién de un
modelo matematico factible, y el modelo matemético que genera una serie
temporal es el proceso estocéstico. Una serie temporal multivariante{y;} t =
0,£1,4+2,--- es una realizacion (o una parte finita de una realizacion) de
un proceso estocastico multivariante en el espacio Z de los ntimeros enteros,
i.e. para t € Z fijo, una funciéon y;:Q — R* con (Q, A, P) un espacio de
probabilidad, o, para un w €  fijo, una secuencia de vectores y.(w), t € Z.
El proceso estocastico subyacente se denomina proceso generador de la serie
temporal.

En adelante, al hablar de procesos estocasticos nos referiremos a proce-
sos estocasticos multivariantes, a no ser que en algiin caso explicitemos que
trabajamos en el caso univariante.

Para caracterizar y/o describir un proceso estocéastico deberemos conocer
la funcion de distribucién conjunta de cualquier subconjunto finito de{y; :
t € S C Z}, aunque en la practica a menudo seréd suficiente con estudiar
y determinar los momentos de primer y segundo orden de la distribucion.
Estos momentos se definen como E(y;) := p , Var(y) := %, Cov(ys, ys) =
E(ye — 1) (ys — s)))-

Veamos a continuacién, en este contexto, una serie de definiciones bésicas

que ya vimos en el capitulo 3.

Definicion 1.1 Un proceso estocdstico (serie temporal) es estacionario en
sentido débil (o estacionario en la covarianza), si existen los momentos de

primer y seqgundo orden, y no dependen det, es decir si:
1. E(y) = py = cte VteT.
2. Var(y)) =%, =cte VteT.

3. Cov(yt, yryr) = L'(k) := .
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Definicion 1.2 Una serie temporal {y;}, t = 0,£1,£2,--- se dice esta-
ctonaria en sentido estricto, si la distribucion de probabilidad de los vectores

aleatorios (Y1, Y2t s Ykitn) ¥ (YLt Y2415 Ykayt1) €5 la misma,

para tiempos ti,-- -ty arbitrarios y Vi =0,£1,£2,---.

Aunque en el caso gausiano ambas son equivalentes, en general la esta-
cionariedad en sentido estricta es mas exigente que la estacionariedad débil.
En adelante, al hablar de estacionariedad nos referiremos a la estacionariedad

débil, a menos que digamos lo contrario.

Definicion 1.3 Dada {y:} una serie temporal estacionaria, la covarianza
entre y¢ € Ypy; dependerd sdlo de la diferencia entre los tiempos de obser-
vacion l. En este caso se define la matriz de covarianzas cruzadas para el

retardo | como:

| Y1) y2(l) - k() ]

z N I

00 = Bl — ) — ) = | 20 0wl
() w2 k()

con
Y5 (1) = Cov(Yit, Yjer1) = El(yie — i) Wjee1 — 1))

Definicion 1.4 Dada y; una serie temporal (multivariante) estacionaria, se

define la matriz de correlaciones cruzadas (temporal) para un retardol como:

p11(l) p12()) -+ p1x(D)
p() = VEL()V T = par(l) paa(l) -+ par(l)
L) pre(l) e (D)

para l = 07 :tlv :l:2a cr, COM V_1/2 = Diag{vll(o)_l/zﬂ e 77]616(0)_1/2}) Y
7:i(0) = Var(yi). Donde: pi;(1) = Corr(yit, yj 1) = Yij (1) /[7:(0)7;; (0)]H/2.
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Notar que al estar trabajando con procesos estacionarios se cumple que
Yi;(1) = 7i;(=1), y por tanto I'(l)) = T'(=1) y p(l)) = p(—1). Ademas las
matrices I'(l) y p(I) son definidas no negativas, y por tanto verifican que
> ie1 2i—1 biT(i = j)bj > 0 para todo entero positivon, y para cualesquiera

vectores by, --- , b, de dimensién k.

Definicion 1.5 Dada una serie temporal {y;} se define el operador retardo,

L, como aquel operador tal que:
Lyt =yt
Andlogamente L?y; :== L(Ly;) = y1_2, y asi sucesivamente.

Vamos a dedicar este capitulo al estudio de los modelos clasicos para
series temporales multivariantes. Empezaremos en la seccién 7.2 estudiando
las series temporales multivariantes estacionarias, y dejaremos la seccién 7.3
para estudiar las no estacionarias.

En los capitulos 8 y 9 utilizaremos la metodologia que vamos a ir des-
cribiendo en este capitulo, para modelizar y analizar la distribucién espa-
cio temporal de campos visuales. Las observaciones serédn series temporales
multivariantes, y cada observacién en el tiempo, asi como una variable no
observada que asociaremos en cada posicion, podran ser consideradas como
un campo aleatorio de Markov. Por eso en este capitulo vamos a anadir una
tercera seccion (seccion 7.4) en la que veremos el concepto de campo aleato-
rio de Markov y en la que haremos un estudio sobre algunos algoritmos de

estimacién de pardmetros en estos modelos.

7.2. Series temporales multivariantes estacionarias.

En esta seccién introducimos una clase muy importante de series tempo-

rales definidas en términos de ecuaciones lineales en diferencias con coeficien-
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tes constantes. La imposicién de esta estructura define una familia paramétri-
ca de procesos estacionarios multivariantes. Vamos a estudiar en la seccién
7.2.1 los procesos autoregresivos multivariantes (procesos VAR), los proce-
sos de medias moviles multivariantes (procesos VM A) en la seccién 7.2.2, y
por ultimo en 7.2.3 veremos los procesos autoregresivos de medias méviles
multivariantes (procesos VARM A). De todos estos modelos, los que veremos
con més detalle serén los procesos VAR ya que seran los que utilizaremos en
los capitulos 8 y 9 en el analisis de campos visuales de pacientes afectados
por glaucoma. La estructura lineal de todos estos procesos conduce a una
teoria muy simple y hace que tengan una interpretacién muy intuitiva.
Estos modelos se vieron muy popularizados a partir del trabajo de Box y
Jenkins [21]. La disponibilidad de cédigos informaticos bien documentados,

ha ayudado mucho a su difusién y aplicabilidad.

7.2.1. Procesos autoregresivos multivariantes (ProcesosV AR).

Decimos una serie temporal {y; } es un proceso autoregresivo multivarian-

te, o que es un proceso VAR de orden p (VAR(p)), si podemos expresar:
y=v+Ay+ Ao+ +Ay—p+e t=0,%1,£2,--- (7.1)

siendo y: = (Y11, Yot, - - - , Ykt) un vector aleatorio de dimension k; A; matri-
ces k X k de coeficientes (normalmente desconocidos);v = (vi,va, -, V)
vector de ordenadas (también desconocidas), ye; = (€14, €2¢, - -+ , €k¢) un pro-
ceso aleatorio (ruido blanco gausiano), tal que E(e) = 0, Var(e) = 2,
Cov(et, e5) = 0,Vt # s.

Utilizando la notacion de retardos, podemos expresar la ecuacion (7.1)

CcOomao:

I — AJL — AgL? — - — APy, = v+ ¢ O
AP(L)ys =v+e
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siendo AP(L) una matriz de polinomios en L.

Para estudiar bajo qué condiciones un procesoVAR(p) es estacionario, y

para encontrar de una forma sencilla las expresiones de la media marginal y

de la matriz de varianzas-covarianzas marginal, vamos a utilizar el hecho de

que cualquier proceso VAR(p) con p > 1, puede expresarse como un proceso

VAR(1), sin més que definir:

Yt

Yt—1
| Yt—p+1 | (kpx1)
[ AL A

I, O

0 I

0 0

v

0
v =

0
Apy Ay
0 0
0 0

0
Iy, 0

(kpx1)

Entonces la ecuacion (7.1) es equivalente a:

con:

E(&&) =

Yi=v+ AY; 1 + &,

Ye

0

sit=r1

en otro caso

&~ N(O,W)
S 0
0 0
W:
0 0

&t

= (kpxkp)

€t
0
0
d (kpx1)
(7.2)

0

0

0

d (kpxkp)
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Calculamos los momentos de primer y segundo orden de este proceso:
Y1 =v+ AYy + 51

Yo =v+ AY] + & = (I + A)v + A%Y) + & + A&

Yz=v+ AYo 4 & = (I + A+ A%)v + A3Y) + & + A&y + A%

t—1 t—1
V=Y Av+ AV + > A& (7.3)
1=0 1=0
Entonces:
t—1 ' t—1 ) t—1 '
E(Y;) =) Av+ ABYo) +) A'BE-) =) Av+AE(Y). (T4)
=0 =0 1=0

Tomando varianzas en (7.2), suponiendo estacionariedad, y definiendo

= =Var(Y(t)) Vt, debe cumplirse que:
E=AZA +W. (7.5)

Para resolver esta ecuacién, definimos el operadorvec, como un operador
que al aplicarlo sobre una matriz A de dimension m x n, la convierte en un
vector columna mn x 1 al “apilar” las columnas de A una a continuacion de

otra, es decir:

a1l
a21
ail; a2
Si A= A= "™
1 = | ao1 a entonces  vec(A) =
a2
asyr as2
(3x2) a9
as2

(6x1)
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Si A, B y C son matrices cuyas dimensiones permiten que el producto

ABC exista, entonces:
vec(ABC) = (C' ® A) - vec(B)

con ® representando al producto de Kronecker.
Si aplicamos el operador vec a los dos lados de la ecuacion (7.5) ten-

dremos:

vec(Z) = (A’ @ A) -vec(Z) + vec(W). Definiendo F=A"® A

[1]

vec(Z) = F - vec(E) + vec(W)

vec(E) = (I — F) tvec(W) (7.6)

Proposiciéon 7.2.1 Una condicion necesaria para que un procesoVAR(p)
como (7.2) sea estacionario es que todos los valores propios de la matrizA

sean en modulo menor que la unidad.

En la demostracién vamos a ver que al hablar de estacionariedad nos estamos
refiriendo a estacionariedad suponiendo que el proceso empez6 en un pasado
infinito, llamaremos a este tipo de estacionariedad, estacionariedad asintéti-
ca. En adelante siempre que digamos que un proceso VAR es estacionario,
implicitamente estaremos suponiendo que esta estacionariedad es asintética.

Demostracion Vamos a suponer que todos los valores propios de A
son en moédulo menor que la unidad, y comprobaremos a partir de aqui la
estacionariedad del modelo VAR, para ello veremos qué pasa con la media

v qué pasa con la varianza.

Media. En (7.4) hemos visto que

t—1
E(Y;) =) _ Alv+ A'E(Yp)
=0
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Si todos los valores propios de A tienen modulo menor que la unidad,

la secuencia A%, i = 0,1,--- es absolutamente sumable, y:
T+A+A2 4+ A0 22 (T A) o

Ademas A’ tiende a 0 rapidamente cuando i — oo por tanto, en el
limite podemos ignorar el término A’ - E(Yy) (aunque en la practica
el proceso ha empezado en un instante especifico, es a menudo conve-

niente suponer que empez6 en el pasado infinito). Por tanto:
EY;):=p=(I-A"tv constante Wt (7.7)
Varianza. Sabemos por (7.6) que
vec(Z) = (I — F) lvec(W).

Para que vec(Z) exista, la matriz (I — F) debe ser no singular. Si
existiera algin valor propio de A igual a la unidad esta condicion ya
no se cumplirfa, pero no es el caso. ' = A’® A, y los valores propios de
A® A son de la forma \; - \j, (con A;, Aj valores propios de A). Como
| \i |[< 1Vi, (I —F) esno singular, y la varianza existe y no depende

de t¢.

Definicion 2.1 Diremos que un proceso {y:} ~ VAR(p) con AP(L)y; =
v+ € es estable, si todos los valores propios de A son en mddulo menor que

la unidad.

La proposicién 7.2.1 puede reformularse ahora diciendo que todo proceso
V AR(p) estable es estacionario.
Ademsés, como los valores propios de la matriz A son aquellos valores A

que cumplen:

| AP — ANPTE — ApNP2 — o AL =0 (7.8)
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hemos visto que un proceso VAR(p) como (7.2) es estacionario en sentido
débil si todos los valores propios de A son en médulo menor que la unidad,
es decir si todos los A que cumplen (7.8) son en modulo menor que la unidad.
Equivalentemente, el proceso VAR(p) es estacionario en sentido débil si to-

dos los valores de z que cumplen que
’Ik—Alz—Agzz—"-—Apr ’:0

son en moédulo mayor que la unidad.

Expresion de la media y de la covarianza de un proceso VAR(p).

Si tenemos un proceso estacionario y;, tomado esperanzas en (7.1) ob-

tendremos la expresion del vector de medias marginal:

My:V+A1//Ly+A2//Ly+"'+ApNy,
py=(I—A; — Ay — - — Ayt (7.9)

La expresion de las autocovarianzas I'(h), para un proceso VAR(p) es-
table vendra dada por un conjunto de ecuaciones que permitiran su célculo
recursivamente. Estas ecuaciones, que deduciremos a continuacién, reciben
el nombre de “ecuaciones de Yule-Walker”.

Dado un proceso VAR(p), Vi = v+ AY;_1 + &, la varianza

Var(Yy) :=Z=E((Y; — p) - (Vi — p)') =

- E{ yt_l — X [ (e =) =) - Wepr1—n) }}

Yt—p+1 — K|
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Ty I Iy
. /1 Lo pr2
F;_l F;_z e T

Hemos visto que Z = AZA'+ W, y que vec(Z) = (I —F)~tvec(W) siendo
F=A®A.

Si llamamos Zp, = E((Y; — p)(Yi—p, — p)’), se cumplird que =, = A=,

para h =1,2,---, 0 andlogamente que Z, = A"Z para h = 1,2, - -, y como:
Ty Phi1 R S
Fh1 Ty o Dhypoo

/ /
h—p+1 * h—p+2 L

tendremos que:
'y =Cov(ys, yr—n) = Ailp—1 + Aol o+ -+ ALy, (7.10)

Estimacion de parametros.

Existen varios métodos que nos permiten estimar los parametros de un
proceso autoregresivo multivariante.

Podriamos, por ejemplo, utilizar las ecuaciones de Yule-Walker que acabamos
de deducir (consultar por ejemplo [132] o [85] para ver el desarrollo de es-
tos métodos de estimacion), sin embargo, en este apartado vamos a estudiar
la estimacién de los pardmetros del modelo por maxima verosimilitud, ya
que serd éste el método que utilizaremos para estimar los parametros en los
capitulos 8 y 9.

Supongamos por tanto que tenemos un proceso VAR(p) {y:},

y=c+Ayi1+ Ao+ -+ Ay p+e  con &~ i.i.dN(0,X)
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que hemos observado enT'+p instantes en el tiempo, y que queremos estimar
sus parametros por maxima verosimilitud.

La expresiéon de la verosimilitud completa en este tipo de modelos resulta
muy complicada, por ello lo habitual en este caso es trabajar con la funcién
de verosimilitud condicionada a las p primeras observaciones, y basar la
estimacion en las T observaciones restantes.

La expresién de la verosimilitud condicionada es:
fyrsyr—1,- v [ vo,y—1, s y—pi1;0,8) con  © = (¢, Ay, Ag, -+, Ap)’
Si lamamos X¢ = (1 %—1 -+ Yt—pt1 Yi—p), tendremos que:
Yt \ Yt—1,Yt—2," " s Yt—p ™~ N(Xt@7 Ee)

y a partir de aqui ya podemos obtener la log-verosimilitud (condicionada):

T
L(©,%) = > log f(ye | g1, 91— ©) =
t=1

T
~Tk T 1
= —5 log(2m) + S log | 7 [ =5 ) [(yt — X102 (g = X,0)

t=1

Para simplificar un poco mas la notacién, expresamos

c
/ / / / /
Y1 Ly Y1 Ypn A €1
/ / / / 1 /
Yo . Iy Yo o Ypro o €9
. - . . . . ’ 2
! / / : !

Yr L ypy Yp—o = Y-piT o €
N—_—— ~ P ——
Y X N—_—— €

S)
/
€
€

siendo ahora e = [ ~ N(0,I7 ® %)
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Si definimos . = I ® %, la log-verosimilitud (condicionada) quedara [180):

L(6,%) =

¥ log(2m) + g log | 57| —%tr (Y — XOY(Y — XO)5!
(7.11)

Derivando e igualando a 0 obtendremos los estimadores maximo verosimiles

de los pardmetros del modelo:

dL(@,f])d(l

6 — a6\ 5t [(Y - X0)(Y - Xe)ilb =

1 - - - -
- Ld <tr [(Y’Yz—l ~v'Xexs!'-e'xyst+ @’X’X@z—1D -

2dO
1 - - -
= —5(—X’Yz—1 - Xvyt42x'xex)
Por lo que: 6= (X'X)"4X'Y) (7.12)

Como dada una matriz cuadrada M cualquiera, se cumple que:

dlog | M | o n—1
entonces:
aLe,x)  d (T s, 1 / 1] ) _
51 =5 (2 log | X7 2tr Y -X0)(Y - X0)% =
T - 1 ,
Por tanto:
2 1 ~ ~
E:f(Y—X@)’(Y—X@) (7.13)

Una vez estimados los pardmetros nos planteamos la distribucién asin-
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totica de los estimadores. Para ello definimos:

y = Ty vig - ylg—p](lx(kp-i-l))
Q= E(xx})
0:= wec(®) (expresamos los parametros estimados en forma
T T
vectorial), con: 6; = [Z xtx;]_l[z T1Yit]-
t=1 t=1
0:=  wec(O) expresion en forma vectorial de los parametros
poblacionales.
vech() operador que apila verticalmente los elementos de una matriz

simétrica que estan sobre su diagonal o, equivalentemente,

por debajo de ella, i.e.

011

021
011 012 013

031

vech | 091 092 0923 =

022
031 032 033

032

033

A partir de aqui se obtienen los siguientes resultados sobre la distribucion
asintotica de los estimadores (las demostraciones, se pueden consultar por

ejemplo en [85, 132|):

a) 62 0;
b S P S
¢) VT(0—-0) L, N(0,(X®Q™1)), siendo ® el producto de Kronecker .
TiH -0 0 YeQ7) 0
Q) VT ]: ) Ly 7 (E®Q™)
VT vech(X) — vech(X)] 0 0 Yoo

Siendo ¥99 la matriz que en cada coordenada recoge la covarianza entre

pares de elementos de >—%.En particular el elemento de 99 correspondiente
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a la covarianza entre 6;; — 0ij ¥ Opm — Oy, viene dado por 040 jm + 0im0ji,

Vi, l,m=1,2-- k.

Comprobacién de la bondad del ajuste.

Hasta este momento, hemos estado suponiendo que nuestros datos se
podian modelizar utilizando un modeloV AR(p), y hemos visto como estimar
los pardmetros del modelo. Dependiendo de cual sea nuestro objetivo final
tras la modelizacién, los métodos que vamos a ver en este apartado seran
mas o menos “decisivos” a la hora de hablar de la “adecuacién” del modelo.

Los modelos VAR pueden verse, en general, como métodos que propor-
cionan un filtro para transformar los datos en series multivariantes de ruido
blanco. Si es éste el objetivo final del estudio, serd muy importante disponer
de criterios para ver si realmente los residuos del modelo pueden considerarse
generados por un proceso de ruido blanco multivariante, o si no. Por otro la-
do, el objetivo del estudio puede estar enfocado también en la realizacion de
predicciones. En este caso ya no seréd tan importante saber si los residuos son
realmente ruido blanco gausiano, siempre y cuando el modelo proporcione
buenas predicciones.

En esta seccion vamos a repasar brevemente herramientas para compro-
bar la bondad del ajuste. Asi veremos dos procedimientos para decidir si
el orden (p) del modelo VAR que hemos elegido es adecuado, y veremos
también tests que nos permitan contrastar si los residuos del modelo pueden
considerarse generados por un proceso de ruido blanco, y si siguen una dis-
tribucién gausiana.

De todas formas, queremos destacar que son muchas las técnicas desarro-
lladas en la literatura para abarcar cada uno de los objetivos anteriores. En
[167, 132] o [85], pueden consultarse estos métodos mucho més detallados, y

encontrar otros que no comentamos aqui.
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Minimizando el error cuadratico medio de prediccion.
Si la prediccion es el objetivo final del andlisis, tiene sentido elegir el orden
del modelo de forma que se minimice el error cuadratico medio de prediccién.
Mais adelante en esta seccién, en el subapartado en que hablemos de cémo

hacer predicciones, veremos que dado un procesoVAR(p) ,{y:},
y=c+Ayi1+Awyo+- -+ Ay p+e con e~ iidN(0,X)

que hemos observado hasta un instante ¢, podemos plantearnos predecir su
valor en t + 1. A este valor lo llamaremos g, ,1|¢, y veremos (ecuacion (7.15))

que el error cuadratico medio de prediccién en este caso es:

. kp+1 T+ kp+1
ECM (§141)) = e + Py, = P

v
T T ¢

siendo T el tamano muestral, £ la dimensién de la serie temporal, y p el
orden del proceso VAR ajustado. Para poder calcularlo (y minimizarlo),
deberemos reemplazar la matriz de covarianzas de los residuos(X,), por una
estimacion, e idear alguna forma de resumir en un escalar el error cuadratico
medio, que resultard ser una matriz.

Supongamos que llamamos S al estimador méximo verosimil de .
Akaike |2, 3] sugiere aproximar X, por esta estimacion corregida por sus
grados de libertad, y calcular el determinante de la matriz resultante. Este

criterio se llama criterio de error de prediccion final (FPE) y se define como:

T+kp+1 T .
FPE(p) = det[ +Tp+ =T 5|
T+kp+1]" .
= [T L det(S.
[T—kp—l] ()

Por tanto este método propone plantear y estimar los paradmetros de
modelos VAR de varios 6rdenes, y quedarnos con el modelo de aquel orden

que minimice el valor de FPE(p).
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Basandose en otro razonamiento distinto, Akaike |4| derivo otro criterio
muy similar al que acabamos de exponer, que se conoce con el nombre de
AIC (Criterio de Informacion de Akaike). Para un proceso VAR(p) este
criterio se define como:

2pk?

AIC(p) =1In| X3 | + T

y también nos quedaremos con el orden p del proceso que minimice esta
cantidad.

Lutkepol [132] compara la eficacia de estos estimadores, y hace hincapié
en destacar el buen comportamiento de los dos criterios al trabajar con
muestras pequenas. Ademas, destaca que aunque trabajemos con muestras
pequenas puede ser que estos criterios no nos proporcionen el orden mas
adecuado para el modelo, pero si que proporcionan el orden que minimiza el
error cuadratico medio de prediccién. Por tltimo, comenta también que es-
tos dos criterios difieren esencialmente en un término de ordenO(7~2), por

lo que seran practicamente equivalentes para valores deT moderados o altos.

Tests de Cociente de Verosimilitud para comprobar el orden del
proceso VAR ajustado.
Al estar nuestro modelo basado en una distribucién gausiana, uno de los
métodos mas sencillos para realizar contrastes de hipétesis sobre la ade-
cuaciéon del modelo, sera el de realizar tests de cocientes de verosimilitudes.

En esta seccién, en el subapartado en el que hemos visto la estimacion
de parametros, hemos obtenido la expresiéon de la verosimilitud y hemos
calculado los estimadores maximo verosimil de los parametros del modelo.
Sustituyendo la expresion de los estimadores en la verosimilitud, se obtiene

facilmente que:

A 2 Tk T 2 Tk
L(©,Y) = 5 log(2m) + 3 log | 71| 5
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Esto simplifica mucho la realizaciéon de tests de cocientes de verosimili-
tudes.

Para comprobar la adecuacion del orden del proceso VAR ajustado,
podemos contrastar que el orden sea p = py (orden que hemos ajustado),
frente a la alternativa de que sea otro valor p = p; > pg. El doble del

cociente de verosimilitudes, en este caso, sera:
2(L7 — Lg) = T{log | £ | =log | 355 |} (7.14)

que bajo la hipétesis nula tendra asintéticamente una distribucién x? con
k%(p1 — po) grados de libertad.

Para el caso de muestras pequenas, Sims ([187], pag 17) sugiere una
modificacién al test de cociente de verosimilitudes, v recomienda sustituir

(7.14) por
(T — (kp+ 1)){log | 7" | —log | 5" |}

que es més conservador.

Distribuciones asintéticas de la autocovarianza y autocorrelacion
de un proceso de ruido blanco.
Si el modelo ajustado es adecuado a los datos, podremos modelizar los resi-
duos como un proceso de ruido blanco. Fuller [57] y Hannan [87] entre otros,
estudiaron las distribuciones asintéticas de las autocovarianzas y autocorre-
laciones de un proceso de ruido blanco multivariante.

Sea u; un proceso de ruido blanco de dimensién k, con una matriz de
varianzas-covarianzas no singular, ¥, (y una matriz de correlaciones p,,).

Estimamos las matrices de autocovarianza dewu; con:

T
1 .
Cizf E wuy_; i=0,1,--- h<T
t=1+1
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Proposicion 7.2.2 Sea uy un proceso estandarizado de ruido blanco, inde-
pendiente e idénticamente distribuido, es deciru y us tienen la misma dis-
tribucion multivariante con matriz de covarianzas no singulard,, y matriz

de correlacion p,. Entonces, Vh > 1,

\/TChLN(O,IhQQZu@Zu) Y

siendo cp := vec(Cy), Cp = (C1,Ca, - -+, Ch) las matrices de autocovarianza
estimadas hasta un retardo h, ry := vec(Ry) y Ry = (R1, Ra,- -+ , Ry,) las

matrices de autocorrelacion estimadas hasta un retardoh.

(La demostracion puede encontrarse, entre otros, en [57, 87]).

Notar que el segundo resultado implica que las varianzas de la distribu-
cion asintotica de los elementos de v/T'ry, son todas igual a la unidad, por lo
tanto, para muestras grandes, para: > 0, VT mi (siendo 7 €l elemento
(m,n)-ésimo de R;), tendra aproximadamente una distribucién normal es-
tandar. Si asumimos una significacion aproximadamente del5 % y llamamos
Pmni & los verdaderos coeficientes de correlacion correspondientes ar.,n;, el

contraste:
HO * Pmni = 0
Hy @ pmni 7& 0

rechazara la hipoétesis nula si:
| VT Fmni |> 2 0, equivalentemente: | 7ni |> 2/VT.

Por tanto, una forma sencilla de cotrastar la hipdtesis de que una serie
temporal miltiple es ruido blanco, seré calcular las correlaciones y comparar
sus valores absolutos con 2/v/T. La hipotesis de ruido blanco es rechaza-

da si alguno de los coeficientes de correlacion estimados excede esta cota.
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Este método goza de gran popularidad debido a su sencillez, pero puede ser
conveniente no basarse exclusivamente en él, ya que realiza un contraste de
hipoétesis sobre cada una de las autocorrelaciones de los residuos del modelo,

basandose en que estos son asintéticamente independientes.

Notar también que estamos trabajando con distribuciones asintéticas,
por lo tanto, este resultado no serd demasiado bueno cuando el tamaifio de

la muestra sea pequeno.

Test de Pormanteau.
Los “Tests de Pormanteau” son tests globales para estudiar las autocorrela-
ciones de los residuos hasta un retardo h. La versién multivariante de estos
tests ha sido estudiada entre otros por [99, 162, 127].

Este test, realiza un contraste de hipotesis sobre un conjuntos de coefi-
cientes de correlacion residual, calculados hasta un retardo h. El test pro-

puesto es el siguiente:

HD:ph:(p17p27”' )ph)zo
Hy:pn #0

Utilizando la misma notacién que hemos utilizado en el apartado anterior,

el estadistico propuesto es:

h
P, =T tr(RiR;'RiR;")
i=1
Obviamente este estadistico es muy sencillo de calcular a partir de los resi-
duos. En el libro de Lutkepohl [132], puede encontrarse la demostracion de
que este estimador sigue una distribuciéon x? con k?(h—p) grados de libertad.
Notar que volvemos a estar trabajando con distribuciones asintéticas.

Para muestras pequenas se ha sugerido modificar el estadistico de test ([41,



7.2. Series temporales multivariantes estacionarias. 189
130] o [99]), y utilizar
h
Py =T (T —i) "tr(RiR; ' RiRy ).
i=1

Test de Normalidad.
Como es de sobra conocido, una forma muy sencilla de contrastar normali-
dad, se basa en los momentos centrales de tercer y cuarto orden de la dis-
tribucion normal. La generalizacion de estas medidas de asimetia y curtosis
al caso multivariante han sido propuestas por Mardia [137] y Seber [181],
quienes para una v.a. multivariante, x, de dimension k, que suponemos que

sigue una distribucién de media p y matriz de varianzas 3, proponen definir:

B = El{(y — )= (= — w)}]

o = El{(y — p)'’S ™ (z — 1)}
siendo y una v.a. independiente de z pero con la misma distribucién. Cuando
x ~ N(p, %), B =0y Bor = k(k + 2) [181].

Otros autores [132], en vez de utilizar estos indices multivariantes, pre-
fieren seguir trabajando con indices univariantes. Siu; es un proceso gau-
siano multivariante, de dimension k, de forma que uz ~ N (i, 2y), v P es
una matriz triangular inferior, con elementos en la diagonal positivos, tal que
P.P =%, entonces P~ (uy — p) ~ N(0, I,).

Si definimos wy = P~ (uy — o) = (w1, war, -+ ,wpe) ~ N(0, 1), las
componentes de w; son independientes, entonces podemos utilizar tests uni-
variantes para ver si todas las wy ~ N(0,1). Notar que con este método no
estamos comprobando que w; sigue una distribucién normal multivariante,

sino que cada una de sus componentes w;; es normal univariante.

Coémo hacer predicciones.

Uno de los principales objetivos del analisis de series temporales es la

predicciéon de futuras observaciones, a partir de la informacién recogida hasta
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el instante t.

Normalmente al hacer predicciones, se define la “predicciéon 6ptima” como
aquella que minimiza una funcién de coste escogida con antelaciéon. Por lo
tanto, a la hora de hacer una prediccién se busca minimizar el coste o la
pérdida esperada. En general las predicciones dependeran por tanto de la

funcién de pérdida a minimizar.

En el contexto de modelos VAR, los predictores que minimizan el EC' M
(error cuadratico medio) de prediccion son los més utilizados, es decir, si
queremos predecir una observacién y.yp, €l mejor predictor segiin este méto-

do sera aquel §;yp que minimize

ECM(Je41) = E[(yern — Gi+n)’]

[70, 72| entre otros, probaron que la prediccién que minimiza el EC M | tam-

bién minimiza un amplio rango de funciones de pérdida diferentes al EC' M.

Supongamos que hemos modelizado un proceso como un VAR(p), que
tenemos observaciones hasta un instantet, y que queremos predecir futuras

ocurrencias del proceso.

La prediccion del valor y.yp se basaré en el hecho, conocido en la litera-
tura estadistica, de que la prediccién 6ptima en el sentido de minimizar el
ECM de prediccién coincide con la esperanza de la distribucién de probabi-
lidad condicionada E(y4p | {ys : s < t}) (la demostracion puede encontrarse

por ejemplo en [132]).

Como estamos trabajando con un proceso VAR(p) ,{y:},

y=c+ Ay +Awyo+ -+ Apy—p+e  con e ~ii.dN(0,3)
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tomando esperanzas condicionadas:

U1 =By [y, y) =
=c+AEW |y, ue) F A2E(ye—1 | yr, - y) oo F
FAPE(Yi—py1 | Y1, ye) = ¢+ Arye + Asys—1 + - + ApYi—pi1
Ui = B2 [y, y) =
=c+ ME [y, u) + DBy [y, m) +- +

+ALE(Yi—pro | Y1, y) = ¢+ A1 + Aoye + - + Apyr—pio

obtendremos las predicciones de forma recursiva.

Estas expresiones seran validas en caso de que los pardmetros del modelo
VAR sean conocidos (no se hayan estimado). Si las predicciones se realizan
a partir de estimaciones de los parametros, tendremos que cambiar en las
ecuaciones anteriores los coeficientes ¢, Ay, As, - -+ , A, por sus estimaciones
67 AlaA2a e 7/4;0-

Vamos a separar en dos pasos el célculo de la varianza de las predicciones.
Primero supondremos que los coeficientes del modelo son conocidos, y luego
calcularemos la varianza de las predicciones cuando se han estimado los

parametros.

1. Parametros del modelo VAR conocidos.

La prediccién en t + 1 condicionada a la informaciéon hasta el instante

t se obtiene:

Yip1 = ¢+ Arye + Asye—1 + -+ ApYs—p+1 + €441
ﬂt+1|t =c+ Ay + Asyr—1 + -+ ApYi—pt1

= Y1 — Y1 = €t+1
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Si definimos By = I tenemos: yi4+1 — Ypy1)¢ = Bo€it1-

La prediccion en t + 2 condicionada a la informacién hasta el instante

t es:

Ytr2 = ¢+ A1y + Aoy + - + Apyr—pr2 + €42
Uigolt = €+ ArGpp1e + A2yt + - + ApYt—pi2

= Yt+2 = Ypyor = €2 + A1t

Si llamamos B; = A; tendremos que yrio — Upyo)t = Bo€go + Bréegt.

Si definimos By = I; By = Ay;y Bs = A1Bs_1+A32Bs_o+---+A,Bs

paras=1,2,---, v B, =0Vs < 0, es facil ver por induccién que:
Ytt+s — Ytts|t = €t+s + Brétps—1 + -+ Bs_1€141
Entonces:

ECM (i) = El(Wers — Jrrslt) Yers = Uersp)'] =
= Var(egys + Biepps—1 4+ Bo€pps_o + -+ -+ Bo_1€441) =
= Ye+ BlzeBi + B2EEBé +---+ Bs—lzeB;—l

s—1
El(yt+s — §t+s\t)(yt+s - ﬂt+s\t)/] = Z BiEeBz{
i=0

Notar que: ECM (§4.5¢) = ECM (§14.5—1)¢) +Bs—1XB;,_1, por lo tanto
el error de prediccién serd mayor cuanto a més largo plazo estemos

haciendo las predicciones.

En la seccion 7.2.2 veremos que todo procesoV AR(p) puede expresarse
como: Yy = ¢ + Z?io Bie;—; con B; como los que hemos definido en
este apartado. Por lo tanto cuando s — oo, EC’M(QHS“) =TIy =
Var(y) = > oo BiXcB]
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2. Parametros del modelo VAR estimados.
De una forma muy parecida a la anterior, se demuestra que en este

Caso:

h—1

ECM (§i4ne) = Z BB + E[(frsnjt — Grnjt)’]
i=0

Para calcular E[(fqnt — g)t+h|t)2] usamos la distribucion asintotica de

los estimadores © = (¢, Ay, ,flp), y llegamos a que:
h—1 .
ECM (§i4n)¢) = Z% B;Y.B; + TQ(h) con:
1=
h—1h—1
Q(h) _ Z Ztr |:(P/)h—1—zr—1ph—1—jr BZE€B§
i=0 j=0
siendo:
1 0 0 0 0
C A1 A2 s Ap_1 Ap
0 I, O - 0 0
P = :
00 I, -~ 0 0
00 0 - f (kp+1)x (kp+1)
1
Zy = ?/t vy T:=E(ZZ])
Yiptl (kp+1)x1

La demostracion de este resultado puede encontrarse en [132], paginas

87-88.

A partir de este resultado, es conveniente fijarse en la varianza del error

de predicciéon cuando predecimos ent+1, condicionada a la informaciéon
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recogida hasta . En este caso:
ECM (§41)) =  BoXBj+ %Q(l) con:
Q(1) = tr | (P ID P | BoX. B))

Por lo tanto:

l<:p+1E _T+kp+1

ECM/(y =3 e
CM (G41)0) + T T

e (7.15)
Este resultado destaca que el error cuadratico medio de prediccion a
un paso, cuando los coeficientes del proceso VAR se han estimado,
depende tanto de la dimensién k£ del proceso, como del orden p, como

del tamano muestral utilizado para la estimacion.

Intervalos de confianza para las predicciones.

Estamos trabajando con:
y=c+Ay1+Ayo+- +Ay—p+e con g ~iidN(0,3),
vy acabamos de ver que bajo estas condiciones,

Yits — gt+s|t ~ N(0,Xpred) (716)

donde X ppeq = Zf;ol B;X.B; si los parametros del modelo VAR eran cono-
cidos, 0 Xpreq = Zf;& B, X B! + %Q(s) si los parametros del modelo eran
desconocidos y se han estimado con anterioridad. Por lo tanto el error de
prediccion de cada componente individual es normal, y si llamamosg; 14 4
a la i—ésima componente de ;,,;, y llamamos o; s a la rafz cuadrada del
t—ésimo elemento de la diagonal de X p,.q4, tendremos que:

Yijt+s = Yitts|t
Oi,s

~ N(0,1)
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Por lo tanto un intervalo de confianza al (1 — «) % para y; ¢+ sera:

[?Qz‘,t+s\t — Za/20i,s: Yit+st T Za/QUz',s]

A partir de (7.16) también podemos construir intervalos de confianza
conjuntos para dos o méas variables. Por ejemplo, supongamos que quere-
mos construir un intervalo de confianza para las N primeras componentes.

Entonces si definimos la matriz F' = [Ix 0]y xk, entonces:

[yt+s - Qt+5|t]/F/(FEP7‘edF/)_lF[yt+s - gt+s|t] ~ X%V

Para simplificar notacién, en la ecuacidén anterior hemos denotado por
Sprea = Yizg Bi¥eBi.

Ahora se puede utilizar la distribucion X?V para construir el “elipsoide de
confianza” para las primeras N componentes del proceso, con la significativi-
dad deseada.

En la practica, la construccién de este elipsoide puede resultar engorrosa
si el valor de N es mayor de 2 o 3, y otros métodos para construir intervalos
de confianza pueden ser mas adecuados en este caso. Entre ellos destacar el
“método de Bonferroni”, que podemos encontrar detallado en la pagina35

de [132].

7.2.2. Procesos de medias moéviles multivariantes (Procesos
MA).

En el apartado anterior hemos estudiado los procesos autoregresivos mul-
tivariantes. En la modelizacion clasica de series temporales estacionarias se
trabaja normalmente con tres tipos de modelos: los modelos autoregresivos
(que ya hemos visto), los modelos de medias moéviles (a los que dedicamos
este apartado), y los modelos autoregresivos de medias moviles (que veremos

en el apartado siguiente).
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Nuestra motivacién para esta revisiéon teobrica, es la de revisar los resul-
tados que aplicaremos en los capitulos 8 y 9. Como alli trabajaremos tinica-
mente con procesos autoregresivos, veremos los procesos de medias moviles y
los autoregresivos de medias méviles muy por encima. Para saber mas acerca
de estos procesos recomendamos consultar [85] y [132].

Un proceso de medias moviles de orden ¢ (un proceso M A(q)) toma la

forma:
Yt = P+ € + Breg—1 + Boego + -+ - + Byer—q

siendo B; matrices de coeficientes, y ¢, = (€1, €2, -+, €x) un proceso de

ruido, i.e. E(e) =0, Var(e) = 3¢, Cov(et, €5) = 0,Vt # s. Entonces:

E(y) =un
Var(y)  =To=El(yr — )y — )] =
= Elei€)) + B1Eler—16,—1)B] + -+ + BqE[et_qet_q]Bé =
=Y+ BiXB) + - + B, X B,
BpYe + Bpp X By + -+ ByXeBy_p 1<h<gq
Cov(y,ye—n) =1 BB, +BiSeB i1+ + ByypSeB), —q<h< -1
0 [ h|>q
con By = 1.

Por tanto cualquier proceso M A(q) multivariante es estacionario en sen-

tido débil.

Proposicion 7.2.3 Cualquier proceso VAR(p) estacionario, es equivalente

a un proceso M A(0).

Demostracion Al empezar a hablar de los procesos VAR(p), en la ecuaciéon

(7.3) vimos que si consideramos que el proceso VAR(p) se ha iniciado en un
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pasado infinito, podemos llegar a que

Vi=p+y A (7.17)
i=0
Con
[ A Ay Ay Ay
I, O 0 0
A=1]0 1, 0 0
0
o o0 .- 1 0
- k ~ (kpxkp)
Como Y; = (Yt, Yt—1,** » Yt—p+1) st multiplicamos (7.17) por la matriz J =
[I 0---0] tendremos
yp=JYi=Ju+ Y JATJEG i =Tp+ Y JAT e (7.18)
=0 =0

Si el proceso y; es estable, todos los valores propios de la matriz A serén en
moédulo menor que 1, por tanto la serie A° es absolutamente sumable, y la
serie JA'J' también lo es, luego (7.18) est4 bien definida.

A partir de esta expresion, es facil ver la relacion existente entre las
matrices A; del modelo expresado en forma autorregresiva, y las matrices B;

del modelo expresado en forma de medias moéviles.

By =1

Bi=JA'J —{ By=A}+ Ay = A\B; + Ay (7.19)

Bi=A1Bj_1+-- +Asz‘_p, Vi > 1, con Bj =0Vj <0

\
Coémo hacer predicciones.

Por altimo, veamos cé6mo hacer predicciones cuando tenemos modelos de

medias moviles, a partir de la informaciéon recogida hasta el instantet.
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La filosofia a la hora de hacer las predicciones, es la que ya comentamos
en el apartado correspondiente para los procesos autoregresivos: la predicciéon
6ptima es aquella que minimiza una funcién de coste elegida de antemano.
Por lo que la finalidad es buscar el valor que minimice el coste o la pérdida
esperada.

La funcién de pérdida habitual sigue siendo el ECM, y por lo tanto, la
prediccién éptima coincide con la esperanza de la distribucién de probabili-
dad condicionada E(ys1n | {ys : s < t}), y se puede demostar que si y; sigue
un proceso MA(q) y tenemos observaciones hasta el instante ¢, podemos

obtener predicciones del proceso en el futuro como sigue:
p+ 3, Biesn s h<g
Ytrhjt = § 1 si h=gq (7.20)
0 si h>q
v la varianza de estas predicciones sera:
!, BB, si h<gq
si h>q

Var(Jeyne) = (7.21)

7.2.3. Procesos ARMA multivariantes.

La expresion general de un modelo VARM A(p, q), donde p es el orden

de la parte autoregresiva, y q el orden de la parte M A es:
yy=v+Ayr 1+ Ay o+ + Apyrp e+ Breg1 + -+ Byeg g

con ¢; ~ N(0,%) i.i.d. Vi.
Definiendo A(L) =I - AL —---—A,LP y B(L) =I+B1L+---+ B,L4
podemos expresar el modelo VARM A(p, q) como:

A(L)ys = v+ B(L)e; (7.22)

Decir que las propiedades de un procesoVARM A dependen de las propiedades
que verifiquen la parte VAR y la parte M A.
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7.3. Series multivariantes no estacionarias.

7.3.1. Introduccidn.

En el apartado 7.2, hemos estudiado modelos para series temporales mul-
tivariantes estacionarias, y hemos visto que estas series se pueden modelizar

como:
yr =v+ B(L)et

siendo B(L) un polinomio de la forma B(L) = I + By L+ BoL*+-- -+ B, L4,
q el orden del proceso (puede ser ¢ = 0o o cualquier nimero natural finito);
donde las B; son matrices de coeficientes, y donde €, = (€14, €2, -+ , €xt) €5
un proceso de ruido, i.e. E(e;) =0, Var(e;) =X, Cov(e, es) = 0,Vt # s.

Estas series se caracterizan, por definicion, por tener invariantes sus mo-
mentos de primer y segundo orden. Sin embargo, muchas de las series tem-
porales que aparecen en la practica son no estacionarias, ya que presentan
tendencias, ciclos, movimientos estacionales, etc ... Por ello vamos a dedicar
este apartado a estudiar cémo trabajar con series no estacionarias.

Como las causas posibles de no estacionariedad son muy numerosas, nos
centraremos sélo en el estudio de tres tipos de no estacionariedad, que son
las que después nos apareceran en los casos practicos que estudiaremos en
los capitulos 8 y 9. Para un estudio mas a fondo de procesos temporales no
estacionarios recomendamos consultar [85, 136, 120, 167, 163] o [132].

La causa maés frecuente de no estacionariedad, es la debida a la aparicion
de tendencias en las series temporales. En la literatura se proponen ma-
yoritariamente dos aproximaciones o modelizaciones para trabajar en estos
casos. La primera de las aproximaciones, consiste en incluir en el modelo una

tendencia temporal deterministica y expresar:

Yy = o+ 0t + B(L)e (7.23)
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Procesos de este tipo reciben el nombre de “estacionarios en tendencia”, ya
que si pudiéramos restar la tendencia o 4 0t de (7.23) el proceso resultante
seria estacionario.

La segunda aproximacién, viene dada por los procesos con raices uni-
tarias.

Vamos a estructurar este apartado como sigue: en la seccién 7.3.2 estu-
diaremos los procesos estacionarios en tendencia, y en la seccidon 7.3.3 los
procesos con raices unitarias. En la seccién 7.3.4 compararemos los dos tipos
de procesos, y por ultimo en 7.3.5 hablaremos de otro tipo de procesos no

estacionarios como son los procesos con cambios en régimen.

7.3.2. Procesos estacionarios en tendencia
Los procesos estacionarios en tendencia son de la forma:
Yt = o+ ot + B(L)Et (724)

con yr = (y1t, Yat, - »yke) Vt, a = (a1, ,ax), 6 = (61,- -+, 0)’, y siendo
B(L)=I+B1L+ByL?+---+ B,LY, con Bj las matrices de coeficientes con
q = oo oigual a cualquier niimero natural finito y cumpliendo las condiciones
de estacionariedad de la proposicion 7.2.1 y ecuacion 7.19. Ademése;, =
(€1¢, €21, -+ ,€xt) con E(e) = 0, Var(e)) = X, y Cov(e,e5) = 0,V # s.
Si los parametros o y ¢ fueran conocidos, podriamos convertir el proceso
en estacionario simplemente restando la media, ya que la esperanza de un

proceso estacionario en tendencia resulta ser:
E(y) == =a+dt

La estimacion de los pardmetros de un proceso estacionario en tendencia
suele hacerse por minimos cuadrados ordinarios, pero las distribuciones asin-
toticas de las estimaciones de estos coeficientes no pueden calcularse siguien-

do las pautas utilizadas para los procesos estacionarios. Estas distribuciones
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seran ahora méas complejas, ya que por ejemplo las estimaciones de los distin-
tos parametros tendran distintas velocidades de convergencia asintotica. La
aproximacién general que se utiliza para obtener estas distribuciones asinto-
ticas fue sugerida por Sims, Sotck y Watson [187], y puede consultarse por
ejemplo en el capitulo 16 de [85].

Nosotros, no vamos a detenernos en la exposicién de la teoria asintética,
ni en obtener las expresiones de los estimadores de los pardmetros, sino
simplemente en exponer la forma de trabajar y destacar aquellas propiedades
que distinguiran este tipo de procesos, de los procesos de raices unitarias que
veremos en la seccién 7.3.3. Veremos también que este tipo de modelos no
serd adecuado para la modelizacién que nos plantearemos en los capitulos 8
v 9.

Para predecir a partir de estos modelos, nos fijamos en la ecuacion (7.20).
Sea cual sea el valor ¢ del orden del proceso M A, si disponemos de observa-
ciones del proceso hasta un instante ¢, y queremos predecir futuras observa-

ciones, las ecuaciones de prediccién seran:

Uerre = By [y, sm) =

=a+0(t+1)+ Bie+ Baet—1+ -+ + Byer—g+1
Uerole = B2 [y, ) =

=+ 0442 + Boep + -+ - + Byer—g2

gt+q‘t = E(yt+q ‘ yl; 7yt) :/’L
Jpgrkp =a+06(t+q+k) VE>0

de donde podemos concluir que

a+d(t+h)+ %, Bierni si h<gq

Ytthlt = ,
a+d6(t+h) si h>gq
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Por tanto:

h—1 .
g y Yoico Bietyn—i st h<gq
thlt — Yt+h =

si h>q
y el error de prediccién sera:
h— .
) 2 SO BIEB; si h<g
E{ yten — Uppnp ) = )
0 si h>gq

Dejamos aqui estos resultados de momento. Los retomaremos en la seccién
7.3.4, cuando veamos las diferencias entre estos procesos y los procesos con

raices unitarias.

7.3.3. Procesos con raices unitarias

En la seccion 7.2.1 vimos que un proceso VAR(p),
Yy =v+Ay—1+ -+ Ayt e

es estacionario si todos los valores propios de A (siendo la matriz A como en
la seccion 7.2.1) son en médulo menor que la unidad, i.e. si todos losA que
cumplen: | AP — AP~ — ApAP2 — ... — A, |= 0 son en médulo menor
que la unidad. Si existe algin valor propio de A que sea en médulo mayor o
igual que 1, el proceso serd no estacionario.

La existencia de valores propios de A mayores que 1 da lugar a procesos
explosivos (i.e. procesos en los que la varianza tiende a infinito, [132, 85]),
que resultan poco aplicables a casos préacticos. Por ello vamos a centrarnos
en el caso de que alguno de los valores propios de A sea igual a 1, y el resto
estén dentro del circulo unidad.

Si tenemos un proceso VAR(p), y A tiene m valores propios iguales a 1,

decimos que tenemos un proceso VAR(p) con m raices unitarias.
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Vamos ahora a distinguir entre varios tipos de procesos VAR con raices

unitarias. Todo proceso VAR(p) puede expresarse:
(I — AjL — AgL? — A3L? — - — A LP )y = v+ ¢ (7.25)
pero teniendo en cuenta la siguiente igualdad de polinomios:

(Ik_AlL—AQLQ —A3L3 — "'—Apr) —

= Iy — pL) = (GL+GL* + -+ G LP (1 - L)
con

p =Ai+Arto+ A,
CS :_[AS+1+A8+2+"’+AP]7vs:1)27"'7p_]-7

podremos reformularlo como:
(Ik = pLY)ye = (GL+ QL 4+ G V)1 = L)ye = v+ e (7.26)
Si p = I, es decir
Ay +Ag+ o+ Ay = I, (7.27)
entonces
| [y — A1 —Ay—---— A, |=0 (7.28)

por lo que el proceso serd no estacionario. En este caso, la ecuacion (7.26)

quedara:
(It — QL —GL? — - — G P DAy = v+ ¢

Si las raices de | IxAP L AP™2 — (oAP~3 — ... — (,_1 |= 0 son ahora en mo-

dulo menor que la unidad, Ay, serd un proceso VAR(p — 1). Si ¢ vuelve
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a tener un valor propio igual a 1, podremos repetir el todo el razonamien-

to anterior y concluir que A%y, es un proceso VAR(p—2) y asi sucesivamente.

Luego dado un proceso VAR(p) no estacionario con una raiz unitaria, se

cumple que:
| [y — Ay —---— Ay |[=0

y en este caso puede ocurrir que Iy, = Ay + Ay + -+ + A, o que I, #
A+ Az + -+ Ap, ya que, aunque (7.27) implica (7.28), (7.28) no implica
necesariamente (7.27).

A continuacién vamos a estudiar la clase particular de modelos no esta-
cionarios para los que se verifica (7.27). Estos modelos se llaman modelos
integrados, y hemos visto que al diferenciarlos daran lugar a procesos esta-
cionarios. Después veremos una clase més general de procesos no estaciona-
rios, llamados procesos cointegrados. Estos procesos verifican (7.28) pero no
cumplen (7.27). Como en los capitulos posteriores no vamos a necesitarlos,
veremos su definicion, y daremos referencias de dénde poder estudiarlos con

mas profundidad.
Procesos integrados
Sea y; un proceso VAR(p) de dimension k,
yr=v+Ay 1+ Ayt
y supongamos que
I =A1 4+ Ay + -+ A,

o dicho de otra forma, que el polinomio Iy — A1z — Agz? — -+ — A,2P tiene

d < p raices unitarias, y el resto de raices fuera del circulo unidad. Entonces
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podemos escribir
I — A\L — AgL? — -+ — A LP = (1 — L)%(L),

siendo (L) un polinomio en L de grado p — d, que ya satisface la condicion

de estacionariedad, por lo tanto podemos expresar el modeloV AR(p) como

(L) (1 - L)%, = v+e esdecir,

(DA%, = v4e

y concluir que A%, es un proceso VAR(p — d) estacionario. A partir de aqui
los pasos de estimacién de pardmetros, prediccion, estudio de la bondad del
modelo, etc, ... pueden hacerse tal y como hemos visto para el caso de los
modelos VAR estacionarios.

Este tipo de modelos, que se transforman en estacionarios tras diferen-
ciarlos, se llaman modelos integrados, y se define el orden de integracién
como el nimero de veces que hay que diferenciar el proceso para lograr la

estacionariedad.

Definicion 3.1 Un proceso integrado{y.} se denomina procesoVARIM A(p,d, q),

si tomando diferencias de ordend, el proceso resultante es unVARM A(p, q).

En el capitulo 8, utilizaremos un modeloVARI(1, 1) para modelizar la evolu-
cién temporal de los campos visuales. Diferenciaremos la serie para lograr
estacionariedad, y a partir de ahi trabajaremos como si tuviéramos un pro-

ceso VAR(1) estacionario.

Procesos cointegrados

Los procesos cointegrados, surgen en el &mbito de la economia, donde en
ocasiones se trabaja con variables econémicas multivariantes, en las que se

puede observar que existe un equilibrio a largo plazo entre sus componentes.
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Existen situaciones, en que cada componente de la variable multivariante
por s misma es un proceso no estacionario, pero donde una combinacién de
las distintas componentes da lugar a un proceso estacionario.

Dado un proceso (una serie temporal) {y;} multivariante (de dimension
k), se dice que es un proceso cointegrado de orden (d,b) (abreviadamente,
que y; ~ CI(d,b)), si todas las componentes de y; son integradas de orden
d, v ademés existe una combinacion lineal de las componentes dey;, cy;, con
c=(c1,c9, -+ ,cr) # 0, que es integrado de orden d — b. Asi por ejemplo, si
todas las componentes de y; son I(1), y cy, es estacionario (I(0)), entonces
se dice que yx ~ CI(1,1). Al vector ¢ se le llama “vector de cointegracion”.
Estos procesos fueron desarrollados en el contexto de modelizacién de series
economicas, e introducidos por |71, 53]. Desde entonces su popularidad en
el trabajo tanto teodrico, como aplicado a modelizaciones econométricas, ha
ido en aumento.

A partir de la definicién, podemos concluir de inmediato que un vector
de co-integracién no es Unico.

A pesar de que la definicién de sistema cointegrado es la que acabamos
de dar, la mayor parte de la literatura referente a procesos cointegrados, se
centra en el caso particular de procesosCI(1,1) (cada componente y; ~ I(1),
y existe una matriz C tal que Cy; ~ I(0)). La particularizacion es tal, que
a menudo al hablar de procesos cointegrados ya se tiene en cuenta en la
definicion que todas las componentes del procesoy; son I(1), y se dice que el
proceso es cointegrado de orden r, si existe una matriz C' de rango r tal que
ye ~ I(1) y Cy: ~ I(0). Esta sera la definiciéon de cointegracion que nosotros

adoptaremos también en adelante.
Proposiciéon 7.3.1 Dado un proceso VAR(p)

Y =c+ Aryi—1 + Asyp—o + Apys—p + € (7.29)
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de dimension k, si la matriz1l = I, — Ay —--- — A, es de rango r, entonces

el proceso {y:} es cointegrado de rangor < k .

La demostracion es muy simple si re-escribimos (7.29) como:

Yy — Y1 = c— Iy —A)y—1 + (I — A1)Yr—2 —

(I —A =A== Ayt &
ya que si llamamos Dy = —(I — A1),Dy = —(I — Ay — A2),---, D; =
—(I— Ay — Ay —--- — A;), la expresién anterior nos queda:

Ay =c+ D1Ay 1+ DAy o+ + Dp 1Ay pr1 — Uy p + €

Si II es una matriz de rango r < k, se puede factorizar como Il = HC
siendo H una matriz k X r, y C una matriz r X k, ambas de rango r. En
este caso, despejando el término que contiene y;—, en el segundo término
de la ecuacion anterior, vemos que podemos expresar Ily;_, como combi-
nacién lineal de procesos estacionarios, por lo que Ily;_, = HCy;—, debe
ser estacionaria, y debe seguir siendo estacionaria si lo multiplicamos por
(H'H)~'H’, por lo tanto C'y; es estacionaria, y cada fila de Cy; representa
una relacion de cointegracion.

Un desarrollo teorico sobre propiedades de estos modelos (en el caso mul-
tivariante), asi como todo lo referente a estimacién de parametros y compro-

bacion de la bondad del ajuste, puede encontrarse en [132, 85, 167].

Tests de integraciéon y de cointegraciéon

Tanto en [85] como en [132], podemos encontrar varios de los tests de in-

tegracion y de cointegraciéon propuestos en la literatura. Entre ellos podemos
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citar el test de Johansen [104]| que construye un test de cociente de verosi-
militudes para contrastar un rango de cointegracién especificor = rq, frente
a un rango de cointegracion mayor v = 71. Y los tests de Engle y Granger
[53] y Engle y Yoo [54], quienes proponen una bateria de tests que pueden
utilizarse para constrastar si existe una relaciéon de cointegraciéon entre un
conjunto de variables. Algunos de estos tests, necesitan testear en algiin mo-
mento si existen raices unitarias en algin proceso univariante. Los test de
raices unitarias en el caso univariante, fueron desarrollados en gran parte
por Dickey y por Fuller en [57, 45]. Un test de raices unitarias para procesos
V AR(p) se discute en [55], y podemos encontrar otros tests de cointegracion
en [159, 192].

Prediccion a partir de procesos integrados

En este apartado vamos a extraer sélo las ecuaciones de prediccién para
procesos integrados de orden 1. El no deducir las ecuaciones para un modelo
integrado o cointegrado de cualquier orden (en general), es debido a que
en los capitulos 8 y 9 s6lo vamos a trabajar con modelos autoregresivos
integrados de primer orden. El sacar las ecuaciones en particular para este
caso, nos ayudara a comprender mejor la situacién en el capitulo 9. De todas
formas, las ecuaciones de prediccién para modelos integrados o cointegrados

de cualquier orden pueden encontrarse en la seccién 11.3 de [132].

Nos centramos por tanto en un modelo autoregresivo integrado de orden
1. Para poder comparar con las predicciones en los modelos estacionarios en
tendencia, y al mismo tiempo calcular mas facilmente el error de prediccion,
usaremos la representacion MA (co)(la relacion entre ambas representaciones
la podemos encontrar en la ecuacion 7.19). En la practica, serd mucho mas

sencillo el hacer la predicciones de forma recursiva como vimos en la secciéon
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7.2.1 para un proceso VAR(p).
(1-L)yyy =0+ B(L)e; ie. Ay =0+ B(L)et

siendo B(L) un proceso M A de orden infinito.

Como hemos supuesto que la serie {y;} tenia unicamente una raiz uni-
taria, la serie Ay; serd estacionaria. En particular, Ay; es un proceso esta-
cionario M A(c0), por lo tanto podemos aplicar las ecuaciones de prediccion

de estos procesos (ec 7.20) y tendremos que:

o0
AYisnjt = Yegnlt — Ypn—1t = 0 + Z Bi€tyn—i

i=h
y como
Gonlt = Wegnpt = Jewn—1jt) + Givn—1t = Gepn—zp) + -+ Gegr)e — w) Ty =
= AGyne + AYrrn-1e + -+ A1 + Yt =
:h5+yt+(Bh+"'+Bl)€t+(Bh+1+"‘+BQ)Et71+“‘
Luego

Geanje = hO +ye + (Bp+ -+ Bi)es + (Bpor + -+ + Ba)er1 + -+

Veamos ahora cuanto vale el error de prediccién. Es este caso:

Yerh = Geynit = (AYrsn + Dyppn—1+ -+ Ayrpr +ye) —

—(AYpine + AGppn—1je + -+ AGpy1pe + Yt)

y como Vj € {1,--- ,h} se cumple que

(0.9] o
Ayerj — Afpyje = <5 +e+ Y Bi€t+ji> - (5 +) Bi€t+ji> =

i=1 i=j
j—1

= €145 T E Bi€ttj—i
i—1
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tendremos que:

h—1 h—2
Yt+h — Ytrhlt = €t4h + Z Bi€tih—i + €pn—1 + Z Bietyh—i+ -t e =
i=1 i=1
= €ph + (I + Br)egyn—1+ (I + Br + Ba)egypo+ -+
h—1
+(I + Z Bi)et_H
i=1

por lo que la varianza del error de prediccién sera:

2=

Elysin — §t+h|t
=Y+ ([ +B1)E(I+B1)+(I+ B+ B2)’S(I+ By + B2) +

++{I+B1+Ba+-+Bp_1)S({I +B1+Ba+ -+ Bp_1).

7.3.4. Comparacién: Procesos estacionarios en tendencia y

procesos integrados

Para comparar los modelos estacionarios en tendencia y los modelos in-
tegrados, nos fijaremos principalmente en las diferencias existentes cuando
queremos predecir a partir de ellos, en la varianza del error de prediccién,
y en las transformaciones que se requieren en cada caso para lograr la esta-
cionariedad. Para més detalles consultar [85].

Recordamos las expresiones de los modelos que queremos comparar: los
modelos estacionarios en tendenciay; = o + dt + B(L)e;, como (7.24), y los
modelos con raices unitarias (integrados) (1 — L)y, = 0 + B(L)e;.

Para poder comparar las dos modelizaciones, vamos a particularizar al
caso en que tanto en el modelo estacionario en tendencia como en el modelo

con raices unitarias, B(L), es un proceso M A(oo).

Comparaciéon de predicciones

Supongamos que tenemos observaciones hasta un instantet y que quere-

mos predecir la variable en el instantet + h. Hemos visto que si trabajamos
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con modelos estacionarios en tendencia, la ecuacién de prediccién sera:
o
Ut = @+ 6(t +h) + Z Bi€tin—i
i=h
y al trabajar con modelos integrados de primer orden, la ecuacién de predic-

cién es:
ﬂHh\t =hé+y+ (Bp+---+Bi)et + (Bpy1+ -+ Ba)ep—1 + - - -

Por lo tanto, el parametro § juega un papel muy parecido en las dos
modelizaciones. Con cualquiera de los dos modelos, la prediccién converge-
rd a una funcién lineal del horizonte de prediccion h, con pendiente 0. La
principal diferencia esta en la ordenada de esta funcién lineal, ya que para
procesos estacionarios en tendencia la prediccién converge a una recta que
es independiente del valor de y;, pero la ordenada en el origen de esta recta
en el caso de modelos con raices unitarias, va cambiando continuamente con

cada nueva observacién sobre y.

Comparacion de los errores de prediccion

Veamos que también hay diferecias en los errores de prediccion al trabajar
CON UNOS Procesos u otros.
En el caso de procesos estacionarios en tendencia, el error de prediccién

es:
2 h-1
E<yt+h - ﬂt+ht> = Z BiYB;
i=0

Podemos ver, que este error de predicciéon crece con el horizonte de predic-
cion, es decir, predicciones a mas largo plazo implicardn un mayor error de
prediccién.

Sin embargo, notar que en el limite este error de prediccion coincide con
la varianza no condicionada de la componente estacionaria del modelo, i.e.

con la varianza de B(L)e.
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En el caso de procesos integrados:

Elyisn — Gernpl® =
=Y+ (I +B1)X(I+ B1)+ (I+ By + B)X(I + By + By) +

+--+({I+B +By+---+By_1)S(I+B1+By+---+ Bjp_1).

Al igual que en el caso anterior, la varianza también crece con el horizonte
de prediccion, pero ahora no converge cuando h — oo. En el caso univa-
riante, se ha demostrado que la variacién del error de prediccién se aproxima
linealmente a una funcién lineal de h, con pendiente (1 + By + By + - -+ )02
(siendo ahora los B; escalares en lugar de matrices). En el caso multivariante,

nos quedamos con la idea de que este error de prediccién no estd acotado
[85].

Diferentes transformaciones para lograr estacionariedad

Una ultima diferencia entre procesos estacionarios en tendencia y pro-
cesos con raices unitarias, es la forma de transformarlos para lograr series
estacionarias.

Si realmente tenemos un proceso estacionario en tendencia, el tratamiento
adecuado es restar y; — 6t para obtener una serie estacionaria. Sin embargo,
si tuviéramos una serie con raices unitarias, al restar y, — 0t lograriamos
quitar la dependencia temporal de la estructura de la media, pero no de la
estructura de la varianza.

Veamoslo con un ejemplo muy sencillo. Cogemos una serie temporal uni-
variante con raices unitarias (en particular un proceso de paso aleatorio con
pendiente), y veamos que pasa al restarle dt.

Supongamos que tenemos el proceso con raices unitarias univariante méas

simple

Yt =Y—1+0+ €
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o lo que es lo mismo:
Y=o+ 0t+ (e1+ea+--+¢)
si restamos y; — 0t tendremos:
Yy —O0t=yo+ (e1+ -+ €).
Por tanto
E(y;—0t) =0 pero Var(y —ot) = to?

Como podemos ver, no hemos conseguido que la serie sea estacionaria.
En caso de series con raices unitarias, la forma de lograr series estacio-
narias es diferencidndolas. Sin embargo, si intentamos diferenciar un proceso

estacionario en tendencia:

Yt = a+ 0t + € + Bie—1 + Bogg_o + - -

Y1 =a+0(t—1)+ e 1+ Bire o+ Boeg 3+ -+

Ay =0+ (¢, —€—1) + Bi(€—1 — €1—2) + Ba(ei—2 — €4-3) — - - -
Ay, =6+ (1 —L)B(L)e

Obtenemos una serie estacionaria, pero hemos introducido una raiz unitaria
en la parte M A, hecho que hard el trabajo con este modelo mucho més

complicado.

7.3.5. Procesos con cambios de régimen (o con cambios es-

tructurales)

Como hemos visto en los capitulos anteriores, la suposicion de estacio-
nariedad es sumamente importante, y el que esta condicién no se verifique
puede deberse a diversas causas, siendo las mas frecuentes, la apariciéon de

tendencias, componentes estacionales o varianzas que varian en el tiempo. En
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las secciones 7.3.2 y 7.3.3 hemos estudiado la no estacionariedad debida a la
existencia de tendencias y varianzas que dependen del tiempo, y hemos visto
que en este caso podemos recobrar la estacionariedad facilmente (restando

la tendencia o diferenciando, dependiendo del modelo utilizado).

En este apartado, vamos a hablar de un tipo particular de series tempo-
rales no estacionarias que no podremos transformar en estacionarias median-
te ninguna transformacion. Estas series son las llamadas series con cambios
de régimen o con cambios estructurales. Estos cambios estructurales, surgen
habitualmente cuando se produce algiun acontecimiento (social, econémico,
el inicio o el final de una guerra, la entrada de una nueva legislacién, una
caida de la bolsa, el contraer una enfermedad,...) que causa cambios drasticos
en alguna variable, y que hace que a partir de aqui el comportamiento de la

serie temporal sea distinto a su comportamiento hasta este momento.

La solucién a este problema, ha sido desarrollar varias modelizaciones que
permitan tener en cuenta los cambios estructurales. Entre las modelizaciones
desarrolladas, las dos que han tenido mayor difusion y aplicabilidad han sido
los modelos con cambios en régimen, que comentaremos a continuacion, y
los modelos en espacio de estados, en los que los parametros van cambiando
continuamente, que no comentaremos demasiado ya que no los utilizaremos
después. Junto a estos modelos, se han desarrollado también gran cantidad
de trabajos y tests que permiten “detectar” en estas series temporales la
existencia de cambios estructurales, y estudiar su efecto. Asi por ejemplo
encontramos en la literatura tests que contrastan la hipétesis de cero cam-
bios frente a la alternativa de un tunico cambio [33], o frente a la alternativa
de multiples cambios [52]. Encontramos también procedimientos que inten-
tan estimar el nimero de cambios estructurales [117]| en una serie temporal.
Este es realmente un problema de seleccién de modelo, que abordan entre

otros Kim y Maddala [118], P. Phillips [158], y Bai y Perron [6, 7|, quienes
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discuten ademés las distribuciones asintoticas de los estimadores. También
se han desarrollado tests que ademés de decir si existe o no algin cambio
estructural en la serie temporal, en el caso de concluir que exista, identifican
su localizacion. Este es el caso de los tests CUSUM (plots of the cumulative
sum) [23, 161, 111]; de los tests propuestos por Banerjee, Lumsdaine y Stock
[8], Zivot y Andrews [209], o Chu y White [37]; o los tests que desde una

aproximacion bayesiana son discutidos por Kim y Maddala [118].

La literatura sobre la materia, y los tests y estudios derivados de las re-
ferencias que acabamos de dar son extensisimos, ya que es un area en la que
actualmente existen muchos investigadores trabajando. Para un tratamiento
mas extenso y ver en qué consiste exactamente cada test, ademéas de las
referencias que hemos dado, recomendamos consultar [136], y las referencias

que alli se citan.

La existencia de cambios estructurales en las series temporales, puede ir
acompanada también de la existencia de raices unitarias en el proceso, o de
cointegracion. Los estudios de Rappoport y Reichelin [166], Hendry y Neale
[96] v Perron [157] entre otros, han demostrado que las inferencias sobre
raices unitarias se ven afectadas por la existencia de cambios estructurales
(los test de raices unitarias en presencia de cambios estructurales tienden a
rechazar menos veces la hip6tesis nula de que no hayan raices unitarias). Lo
mismo pasa con los tests de cointegracién, como han demostrado Gregory,
Nason y Watt [75], y Campos, Ericsson y Hendry [26]. Volvemos a referir
a [136] y a las referencias que acabamos de citar, a todo aquel que quiera
saber mas sobre como quedan modificados estos tests (de raices unitarias y

de cointegracion), en presencia de cambios estructurales.

Antes de centrarnos en los modelos con cambios en régimen, comentar
brevemente otra aproximacién para modelizar series no estacionarias, que

permite que los cambios sean graduales (ver [136]). Se trata de los modelos
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en espacios de estados |89], que permiten que los cambios se realicen de forma
continua en el tiempo.
Dada una serie temporal multivariante y; de dimensién N, un modelo en

espacio de estados formula
yt:Ztat+dt+€t, tzl,,T (730)

donde Z; es una matriz N x m de covariables, d; es un vector N X 1;y ¢ es
un vector N x 1 de errores, tales que E(e;) =0y Var(e) = Hy

En general Z; vy d; son conocidos, y aunque pueden variar con el tiempo,
normalmente esta variacién es determinista. Los elementos de ay no son
observables, y se supone que estan generados por un proceso de Markov de

primer orden, i.e.:
it :TtOét_l + ¢ +Rt77t7 t= 1, ,T (731)

siendo T} una matriz m X m, ¢; un vector m x 1, R; una matriz m X g y n;
un vector g X 1 de errores, con E(n;) =0y Var(n) = Q.

A las matrices Zy, dy, Hy, T, ¢, Ry v Q¢ se las llama matrices del sistema,
y se supone que no son estocasticas, i.e. que aunque pueden cambiar con el
tiempo, lo hacen de una forma predeterminada.ay recibe el nombre de vector
de estados, la ecuacion (7.30) se llama ecuacion de observacion, y (7.31) es
la ecuacién de transicion.

Para completar la especificacién del espacio de estados se requieren varias

suposiciones mas [89]:

1. E(a) = ap y Var(ag) = Py (aunque esta suposicién puede relajarse

en algunas situaciones [89]),

2. los distintos errores estdn incorrelados entre si en todos los instantes,
y estén incorrelados también con oy, i.e. E(en,) =0 Vs, t=1,---,T

y E(eiog) =0y E(niog) =0 parat=1,---,T
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En ocasiones, podemos encontrarnos con que las matrices Z;, Hy, T, Ry
v Q¢ pueden depender a su vez de un conjunto de parametros desconocidos
(hiperpardmetros) que deberan estimarse también.

Una vez tenemos un modelo expresado en forma de espacio de estados,
la estimacion de los parametros del modelo, y la prediccion de futuras ob-
servaciones realizadas a partir de la informacién disponible hasta el instante
t se realizara utilizando el Filtro de Kalman [109, 110, 144].

Aunque los modelos de estados junto con el filtro de Kalman son uti-
lizados en multitud de casos practicos, no vamos a centrarnos en ellos, y
pasamos a la seccién siguiente en la que nos centramos en los modelos con
cambios en régimen que son los que necesitaremos en nuestra modelizaciéon

en los capitulos 8 y 9.

Modelos con cambios en régimen

Muchas veces, al observar el comportamiento de una serie temporal, ve-
mos que cambia abruptamente a partir de un instante, debido a que se ha
producido algtin suceso que ha influido en su comportamiento. Es por ejemplo
el caso del comportamiento de variables econémicas ante anuncios de acon-
tecimientos bélicos, cambios en las politicas econémicas, ... o el de variables
biolégicas al contraer una enfermedad, o cuando se aplica un tratamiento
médico.

Una idea muy sencilla para modelizar series temporales que se ven someti-
das a estos cambios abruptos, es la de modelizar cada periodo por separado
(un modelo para el comportamiento de la serie antes del cambio, y otra para
su comportamiento a partir del cambio). Pero si un proceso ha cambiado en
el pasado, puede ser que vuelva a cambiar en el futuro, y esta posibilidad
deberia tenerse en cuenta si nos planteamos realizar predicciones.

Por lo tanto, ante procesos en los que observamos cambios abruptos, va-
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mos a suponer que el proceso estd influenciado por una variable no observada,
s¢, que llamaremos estado o régimen. Entonces, si inicialmente hubiéramos

modelizado la serie como un VAR(p), yr = v + A1ye—1 + - + ApYe—p + s

con u; ~ 1d(0,%), e yo,-- - ,y1—p fijos, al tener un proceso con cambios en
régimen, si suponemos que s; € {1,2,---, M}, el modelo a plantear serfa:
1/2 .
v+ Anye+ o+ Apyp + 21/ Ut sios=1
1/2 .
vo + Arayi—1 + -+ Appyi—p + 22/ Ut sl sp =2
Y = )
1/2 )
vm + Aivye—1 + o+ Appye—p + X3 siosg=M

o equivalentemente:
Yt = Vs, + AlStyt—l +oeee Apstyt—p + E;{QUt' (732)

Aunque éste es el modelo general, habitualmente sélo alguno de los
parametros del modelo dependeré del estado, siendo el resto de parametros
invariantes respecto al régimen.

Ademas, los cambios en régimen son, a su vez, procesos aleatorios (muy
pocas veces responden a procesos deterministas), por lo tanto para tener
un modelo completo deberemos especificar una distribucion de probabilidad
para el paso de un régimen a otro.

Los modelos con cambios en régimen fueron introducidos en la litera-
tura econémica por Quandt [164], pero los modelos con cambios de régi-
men mas difundidos, son los llamados modelos con cambios en régimen de
Markov (Markov-switching model), introducidos en la literatura estadistica
por Hamilton [82, 83]. En estos modelos se supone que el proceso no obser-
vado, el de los regimenes, estd gobernado por un proceso de Markov discreto
(estados discretos y tiempos discretos), que viene definido por determinadas
probabilidades de transicién:

pij =Pr(seir=j s =1),) py=1"ije{l,--- M} (7.33)
J
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Una de las caracteristicas de los modelos de cambios en régimen estu-
diados en la literatura, es que aunque la seriey; sea una serie multivariante,
todas sus componentes se encuentran en el mismo estado s; en el instante
t. Los cambios en régimen se producen en el mismo instante para todas las
componentes de la serie. No hemos encontrado ninguna referencia a traba-
jos en los que los estados no sean univariantes. Por supuesto que, como se

comenta en [85], podriamos “redefinir” los estados, y definir para cadat,

s¢=1 si (s10=1,50,=0,83,=0,---,56,=0)
S =2 si (Sl,t =0, S2.t = 1, 83t = 0,--- y Skt = 0)
§t =M si (81715 = 1, 82775 = 1,33775 = 1, cee 73k,t = 1)

con M = 2% En el caso en que k sea grande sera bastante complicado traba-
jar con estos § y ademés, como veremos en los capitulos 8 y 9 dondek = 52,
el calculo de las probabilidades de pasop;; son dificiles de calcular. En ambos
capitulos buscaremos otra forma de modelizar el proceso con cambios en ré-
gimen. Aquellos lectores interesados en saber como estimar los parametros, y
como predecir cuando se trabaja con este tipo de modelos pueden consultar
[84, 121, 120]. En los capitulos 8 y 9 propondremos una generalizacion de
estos métodos para trabajar con cambios de régimen multivariantes conk

grande.

7.4. Campos aleatorios de Markov y algoritmos de

estimaciéon de parametros

7.4.1. Introduccion

En este apartado queremos revisar brevemente el concepto de “campos

aleatorios de Markov” en un cierto contexto que comentaremos a continua-
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cién, y principalmente estudiar algoritmos que permitan la estimaciéon de
parametros en estos modelos. Estos métodos nos serdan de utilidad en los
capitulos 8 y 9, cuando nos planteemos la modelizacién de la distribucién

espacio temporal de CV de pacientes que sufren glaucoma por dos motivos:

= Trabajaremos entonces con series temporales multivariantes, y podremos
considerar cada una de las componentes de la serie (fijadot) como un

campo aleatorio de Markov de tipo gausiano.

= Fn cada posicién del campo visual consideraremos una variable latente
indicando si la posicion es sana o enferma. Dadot también se supondra

que sigue un Campo Aleatorio de Markov en este caso de tipo binario.

Notar que estaremos en un contexto muy similar al del analisis bayesiano
de imagenes (segmentacion, restauracion, ...) pues toda imagen digitalizada
se identifica con un reticulo regular y cada pixel de la imagen se identifica con
una posicion del reticulo. Asociada al reticulo tenemos un conjunto de varia-
bles aleatorias. En este marco, el problema (segmentacion, restauracion,...)
se reformula como un problema de estimacién de parametros, ya que se
considera la imagen observadaY como una versién con ruido de la verdadera
imagen S. i.e. S, la verdadera imagen, se considera como un parametro mas
de la distribucién de probabilidad deY . Distribuciones a priori para S pueden
construirse para incorporar en el modelo la informacién que a priori se tenga
de la verdadera imagen. El modelo de campo aleatorio de Markov permite
incorporar en el modelo relaciones de dependencia entre pixeles vecinos y dar
probabilidades altas a imagenes cuyos rasgos sean similares a los deseados.

Por este motivo, para hacer este estudio, nos centraremos en este con-
texto, el del andlisis de imagenes, ya que pensamos que es mas intuitivo y en
él podremos comprobar y comparar la eficacia de los distintos métodos més

facilmente. Ademés, un CV puede considerarse como una imagen a niveles
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de gris, por lo que la aplicacién de lo que aqui veamos a la modelizacién que

planteemos en los capitulos 8 y 9, serd inmediata.

Los modelos de campos aleatorios de Markov (CAM) han sido muy uti-
lizados en el ambito del anélisis de imagenes |31, 126]. Los primeros trabajos
en la materia, son los articulos de Besag [18] y de Geman y Geman [61].
A partir de entonces su aplicabilidad ha ido en aumento, convirtiéndose en
una herramienta muy utilizada en el analisis de imagenes médicas, como por
ejemplo para la reconstruccion de datos de tomografias computerizadas (sin-
gle photon emission computed tomography data) [62, 5, 74, 202, 201, 178],
en la deteccion de contornos en ventriculos [193], y en la segmentacion y
alineamiento de angiografias fluoresceinicas para la deteccién y evaluacién

de enfermedades como la retinopatia diabeética [51, 100, 186].

Otras aplicaciones de los CAM incluyen la restauracion de peliculas [108],
la restauracion y descompresion de imagenes de satélite [102, 139], el re-
conocimiento de caracteres escritos [25], reconocimiento del habla [131, 73,

147] e iméagenes de sonar [206, 145], etc...

En muchas de las técnicas de procesamiento de imagenes, la estimacién
de pardametros tiene un papel importantisimo, pero la mayoria de los procedi-
mientos clasicos de estimacién no pueden aplicarse en situaciones en las que

existen datos faltantes o cuando la constante normalizadora es desconocida.

En este apartado vamos a revisar varios métodos de estimacién de pa-
rametros. Tras su revisiéon haremos un estudio de simulacién para comparar

los que hemos considerado més relevantes.

Seguiremos la siguiente organizaciéon: en la seccion 7.4.2 introduciremos
los campos aleatorios de Markov y derivaremos el problema de estimaciéon de
pardmetros en este contexto. En la seccién 7.4.3 introduciremos el método
de verosimilitud de Montecarlo. En la seccién 7.4.4 revisaremos los méto-

dos de estimacién de parametros basados en la pseudoverosimilitud y en la
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seccion 7.4.5 los basados en el gradiente estocastico. Haremos un andlisis

comparativo con los tres algoritmos expuestos mas relevantes en la seccion

7.4.6.

7.4.2. Campos aleatorios de Markov. Conceptos béasicos

Como ya hemos comentado, para introducir la metodologia general de
los campos aleatorios de Markov (CAM) y revisar brevemente algunos algo-
ritmos de estimacién de parametros, vamos a centrarnos en el contexto del
anélisis de imagenes.

Sea por tanto Y = {Y (z) } . x la imagen observada, y sea S = {S(z) }rex
la verdadera imagen.

Deberemos asumir un modelo para los datos observadosY dado S, de-

pendiendo de un vector de parametros (:

pa(Y/S) = c(B8/S) Leap(~hs(Y/S)). (7.34)

v podemos formular también una distribucién a priori de la verdadera ima-
gen, utilizando un modelo probabilistico de Markov con vector de parametros

7o (S) = c(a) texp(—ha(S))

En estos modelos, a la funcion hq(S) se le llama “funciéon de energia” y es
la suma de funciones definidas sobre cliques. Un clique es un conjunto de
pixeles con la particularidad de que todos son mutuamente vecinos respecto
a una vecindad dada. c¢(«) es la constante normalizadora, que en la mayoria
de modelos tiene una expresion analitica desconocida.

Al vector de pardmetros « se le llama, vector de hiperpardmetros.

Como hemos comentado, vamos a centrarnos principalmente en la esti-

macion conjunta del vector de pardmetrosf = («a, 3).
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Estos parametros se estiman a menudo utilizando técnicas “ad-hoc” [112],
0 una aproximacion completamente bayesiana, asumiendo un modelo a priori
para 6 [146, 139]. Nosotros vamos a suponer que no disponemos de ningan
conocimiento a priori de 6, y vamos a centrarnos en el método de méxima
verosimilitud (ML).
Si tuviéramos acceso a una realizacion de S (i.e. si tuviéramos “training
data”), para encontrar el estimador méximo verosimil deberiamos maximizar

el logaritmo de la verosimilitud, donde:

1(6) = log p (S, Y) = log{ps(Y/S)ma(S)}. (7.35)

Pero en la gran mayoria de métodos basados en CAM, el objetivo final es
la estimacion de la verdadera imagen (S) a partir de los datos observados
(Y), y de la distribucién a priori (m,(5)). Por lo tanto, en adelante vamos a
suponer que no disponemos de ninguna observaciéon de la verdadera imagen
(S) v basaremos la estimacion de 6 s6lo en la imagen observada (V).

Si la verdadera imagen (S) no ha sido observada, tenemos un proble-
ma de datos faltantes, y para obtener el estimador maximo verosimil de
los parametros, en vez de maximizar la log-verosimilitud (7.35), deberemos

trabajar con la distribucién marginal:

po(Y) = / p5(Y/S)ma(S)dS (7.36)

y maximizar la log-verosimilitud de esta distribuciéon marginal:

logpe(Y) = 10g/p5(Y/S)7ra(S)d5' = Egllogpe(S,Y) | Y], (7.37)

expresion normalmente muy dificil de maximizar.
Aun en el caso de disponer de una observacion completa Z = (S,Y), el
calculo del estimador méximo verosimil es una tarea complicada debido a

la intratabilidad de la constante normalizadora de py(S,Y") (de hecho, sdlo
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en el caso de que la distribucion a priori 7, (S) sea gausiana, la constante
normalizadora tiene una expresion analitica).

En la literatura podemos encontrar varias aproximaciones para resolver
estas dificultades (la existencia de datos faltantes y la intratabilidad de
la constante normalizadora). Revisemos los distintos métodos desarrollados
para tratar cada problema por separado, y luego ya veremos sus generaliza-

ciones para aquellos casos en que se presentan los dos “problemas”.

Estimaciéon de parametros con datos faltantes

El algoritmo mas popular para trabajar en problemas de datos faltantes
(S desconocida), es el algoritmo EM [44].
El algoritmo EM es un algoritmo iterativo, que partiendo de una iniciali-

zacion de los parametros @ = 6y, construye 6,41 a partir de 8, maximizando:
gn(0) = Ey, [logpy(S,Y) | Y]. (7.38)

La comparacion de las ecuaciones (7.37) y (7.38) nos da una idea intuitiva
del algoritmo EM. Este algoritmo intenta rellenar en cada paso los datos
faltantes, utilizando para ello el modelo y los valores que en cada momento
tengan los parametros.

Cada iteracion del algoritmo consta de dos pasos. El primero es el “Paso E”
(esperanza), en el que se calcula la media de la funcion de log-verosimilitud
condicionada sobre los datos observados y el valor de los pardmetros en esta
iteracion 6 = 6,,. En el segundo paso, llamado “Paso M” (maximizacién),
maximizamos esta media con respecto a 6.

Cuando no podemos calcular la esperanza en (7.38), podemos aproximar-
la utilizando métodos de Montecarlo. Esta es la base de gran cantidad de
algoritmos, llamados algoritmos EM Estocasticos [46, 150, 172, 165, 65], cuya
idea original se debe a Celeux y Diebolt. Aunque este es el método mas cono-

cido y utilizado, existen otras aproximaciones y métodos derivados, como el
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método propuesto por Noda et al. [152] que combina el algoritmo EM con
la descomposicién del campo medio, o el algoritmo de maxima verosimilitud
generalizado (GLM), consistente en maximizar alternativamente (7.35) con
respecto a Sy a 6. Este ultimo método es subdptimo, pero es rapido y senci-
llo. Fue introducido en el contexto de andlisis de imagenes por Lakshamanan
et al [123], siendo utilizado también mas recientemente en [30].

Otro procedimiento general para trabajar en problemas con datos fal-
tantes, es el “Iterated Conditional Estimation” (ICE) propuesto por Piec-
zynski [160]. Este método es similar al algoritmo EM pero converge mas
répidamente. Se basa en el hecho de que sif = é(S, Y') es un buen estimador
de 0 en un contexto en el que no hayan observaciones faltantes (por ejemplo
el estimador maximo verosimil), Ey(6(S,Y)) serd la mejor aproximacion a
él (mejor en sentido de minimos cuadrados) cuando S sea desconocida (no
observada). Desafortunadamente, esta esperanza condicional depende def.
Para superar este obstaculo, proponen un algoritmo iterativo que en cada

paso aproxime la esperanza por la media de una muestra den realizaciones

de S, dado el anterior valor de 6.

Estimaciéon de parametros cuando desconocemos la constante nor-

malizadora

Suponemos ahora que desconocemos la constante normalizadora, pero
que la verdadera imagen S es conocida. En este caso el método tradicional-
mente usado ha sido el sustituir la funcién de verosimilitud (7.35) por otra
funcién mas manejable, como por ejemplo la funciéon de pseudoverosimilitud

[17, 18, 186], dada por:

PLy(S.Y) = [] ps(Y (2)/S(@))ma(S(2)/S(2)x # 2, ).

zeX

También pueden utilizarse ante este problema algoritmos basados en el
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gradiente estocastico, de entre los que destaca el algoritmo de Younes [207].
Para explicar brevemente en qué consiste este algoritmo simplificamos no-
tacion, llamando pe(S,Y) = c(0)texp(—hy(S,Y)). Es éste un algoritmo
iterativo, que partiendo de S (conocida) y de un valor inicial del vector de

parametros 6 = 0, actualiza las estimaciones de los parametros como sigue:

C
en—l—l = Hn + n—i—l{hl(sn+17 Yn+1) - h,(57 Y)}

donde Y es la imagen observada, h'(—) es el gradiente de h(—) con respec-
to a0,y (Spt1,Ynt1) es una realizacion de (S,Y) simulada mediante el
muestreador de Gibbs de acuerdo con su distribucién conjunta para = 6,,.

Los métodos que acabamos de exponer, permiten estimar todos los parame-
tros del modelo conjuntamente, aunque normalmente al trabajar con un
problema de estimacion donde S es conocida y la constante normalizadora
es intratable, se suele partir el problema de estimacién en dos pasos, y estimar
por separado los parametros de la distribucién de S v los de la distribucion
de Y/S.

Veamos ahora métodos que nos permitan estimar parametros cuando te-
nemos datos faltantes, y la constante normalizadora es desconocida. Veremos
cémo la mayoria de métodos son aproximaciones o generalizaciones de los
métodos ya comentados |78].

Son muchos los métodos propuestos en la literatura para estimar para-
metros en problemas de datos faltantes (u observaciones imperfectas), y
constante normalizadora intratable. La mayoria de ellos se enfocan a re-
solver aplicaciones muy especificas, como por ejemplo la segmentaciéon o
restauraciéon de imagenes, y se basan en la idea de ir alternando pasos de
estimacién-restauraciéon: si suponemos que hemos completado las observa-
ciones perdidas, S, y tenemos 8 = ¢(S,Y") un buen estimador de 6 (en un
contexto de no datos faltantes), entoncesf = g(g, Y') seré un buen estimador

del vector de parametros.
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Como nos interesan los métodos mas generales, vamos a explicar en de-
talle Gnicamente el método de verosimilitud de Montecarlo, el método de
Chalmond (Chalmond’s Gibbsian EM algorithm), y el algoritmo de Younes.
Algoritmos més particulares, similares o muy relacionados con éstos, son
también comentados en los apartados respectivos. Solo recordar que esta-
mos interesados en la estimacidén maximo verosimil, en modelos de campos

aleatorios de Markov, y bajo una perspectiva no bayesiana.

7.4.3. Verosimilitud de Montecarlo

Fn esta secciéon vamos a introducir y aplicar al contexto del analisis de
imégenes, el algoritmo de verosimilitud de Montecarlo (MCL). Este algorit-
mo ha sido ampliamente utilizado en el contexto de procesos puntuales, y
permite obtener una buena aproximacion del estimador méximo verosimil, en
presencia de datos faltantes y siendo la constante normalizadora desconocida.

El método general de verosimilitud de Montecarlo (MCL) fue introduci-
do en la literatura estadistica por Geyer et al |64], pero su generalizacion
para trabajar con datos faltantes y constante normalizadora desconocida fue
desarrollada por Gelfand et al [59].

El método MCL se basa en aproximar el logaritmo de la funcién de
verosimilitud (7.37) utilizando métodos MCMC [65] (ver [59] y [63] para una
revision de este método mas detallada que la dada a continuacion), y su
fundamento teorico reside en dos conocidos resultados probabilisticos.

Sea p(S) = ¢(0) exp(—hy(S)) cualquier distribuciéon de probabilidad ge-
neral con vector de parametrosf. Sea 8 = 6y un valor inicial para este vector.

Teniendo en cuenta quet ¢(f) = 1/ [ exp(—hg(S))dS, es facil comprobar que:

= F0 (g, (5))

Por otro lado, si volvemos a nuestro caso particular, usando la ecuacién
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(7.36) es también facil comprobar que:

po(Y) = (7.39)

siendo ¢(0/Y) la constante normalizadora de la distribucion condicional deS
dado Y y siendo ¢(0) la constante normalizadora de la distribuciéon conjunta
(7.35), i.e. pp(S,Y) = c(0) texp(—hy(S,Y)).

Si combinamos los dos resultados anteriores, el logaritmo de la funciéon
de verosimilitud verifica:

exp(=he(S,Y))

10) oclog Eoo {7 (5.7))

/Y} —log EGO{G:E o (7.40)

Finalmente, estas esperanzas pueden ser aproximadas utilizando métodos
de Montecarlo. Para ello necesitamos muestras de la distribucién conjunta
de S e Y, y muestras de la distribucién condicional dada Y, ambas para
0 = 6y, que podremos obtener utilizando métodos MCMC como por ejemplo
el muestreador de Gibbs [61].

Si (S1,Y1),..., (Sk, Yx) son muestras de la distribucion conjunta, S5, ..., S
son muestras de la distribucién condicional, ey es el valor observado de Y,

podemos aproximar /() por:

eap(— z,y» 1, cap(—hg(S:,Yi))
kalogkz{exp h@o ))}_logk;{emp(—hgo(si,)/}))} (741)

Maximizando esta aproximacién obtendremos una aproximacién de Mon-
tecarlo, ék, al MLE. Cuanto mayor sea el valor de k, mejor serd la aproxi-
macién. De hecho si k es fijo, solo si 6 esta en una vecindad de 6y, 1(0)y
serd una buena aproximacion del(6). El tamano de la vecindad depende del
tamano muestral, k. Cuando el valor de 6y no esté proximo al MLE é, la
aproximaciéon dada por este método podria llegar a ser muy mala, o podria
también no encontrar ningin maximo. Por ello, varios autores [64] propo-

nen un algoritmo recursivo que repita el procedimiento anterior realizando
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dnicamente maximizaciones locales, partiendo en cada iteracién del méximo
obtenido en la iteracién anterior.

Este método permite construir tests de cocientes de verosimilitud e in-
tervalos de confianza basados en verosimilitudes. Ademas no se trata de un
algoritmo iterativo, por lo que no deberemos imponer ningtin criterio de para-
da. La precisiéon de la aproximaciéon dependera del tamano de la muestra de
Montecarlo, y esta puede decidirse a priori, dependiendo de la relacién que
exijamos entre tiempo computacional y precision de los resultados. Debemos
enfatizar el hecho de que este método aproxima la verosimilitud, por lo tanto

no es ninguna simplificacién de la estimacion maximo verosimil.

7.4.4. Algoritmos basados en la pseudoverosimilitud

1. Algoritmo EM de Gibbs de Chalmond Chalmond [29] describe
una version del algoritmo EM que consiste fundamentalmente en susti-
tuir la funcion de log-verosimilitud en (7.38) por la pseudoverosimili-

tud, y en utilizar muestreador de Gibbs para calcular la esperanza.

Si reemplazamos 74 (S) por la pseudoverosimilitud:

PLa(S) = ] ma(S(x)/S(2)2 # z, 00), (7.42)
zeX
y analogamente py(S,Y") por la pseudoverosimilitud:
PLy(S,Y) = [] ps(Y(2)/S(2))ma(S(2)/S(2)x # z,c0),  (7.43)
zeX

el algoritmo EM (7.38) actualizaria la estimacion actuald, como:

Op1 = Arg MazgE[log PLy(S,Y)/6,). (7.44)

Podemos utilizar el muestreador de Gibbs para calcular la esperanza

por métodos de Montecarlo.
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Al aproximar la verosimilitud por la pseudoverosimilitud, estamos supo-
niendo independencia condicional, por lo tanto pese a sus buenas pro-
piedades asintoticas (seccion 7.1 de [38]), en la préctica este método

puede no funcionar bien.

Algoritmo “Reversible Jump MCMC” Un algoritmo muy rela-
cionado con el algoritmo de Chalmond es el llamado “Reversible Jump
MCMC” [9]. Este algoritmo ha sido utilizado para segmentar imé-
genes, e intenta estimar conjuntamente S y 6 bajo una perspectiva
bayesiana. Asume una distribucion de probabilidad a priori para to-
dos los parametros del modelo, y al igual que en el algoritmo de Chal-
mond, sustituye la log-verosimilitud por la funcién de pseudoverosimili-
tud. Utiliza un algoritmo MCMC (muestreador de Gibbs o Metropolis-
Hasting) para muestrear, en una busqueda secuencial, de la distribu-
cion a posteriori completa. Por altimo utiliza Simulated Annealing para

estimar la solucién maximo a posteriori (MAP).

Algoritmos basados en el gradiente estocéastico

Algoritmo de Younes. Younes [208] propone un algoritmo de gra-
diente estocastico para maximizar la expresion de la log-verosimilitud

marginal (ecuacion 7.37) para modelos exponenciales.

En el contexto de andlisis de imagenes, es muy habitual que la dis-
tribucién conjunta py(S,Y’) pertenezca a la familia exponencial. En

este caso, esta distribucién conjunta puede formularse como:
po(S,Y) = c(0) texp(— < 0, H(S,Y) >)

y en este caso es facil comprobar que maximizar (7.37) es equivalente

a encontrar una solucion a la ecuaciéon:

Ey(H) = Eo(H/Y) (7.45)
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El esquema del algoritmo es el siguiente: llamamos#,, al valor actual de
los parametros, y llamamos (S?H, Yln'H) y SSH a los valores obtenidos
tras actualizar el valor de una posicién utilizando el muestreador de
Gibbs para la distribucién conjunta y la distribucion condicional res-
pectivamente, con parametros 6,,.

Este método actualiza el valor de los pardmetros como:
(&
O = On + = {H(STLY) = H(S T )} (7.46)
siendo ¢ una constante dada.

Younes prueba que si el valor dec es pequenio y 6 estd en un compacto,
el algoritmo converge a una solucion de (7.45). Pero la implementacion
de este algoritmo requiere ciertas precauciones ya que se necesita ele-
gir adecuadamente el valor de c y el valor inicial de los pardmetros.
Dependiendo de si partimos de los valores iniciales adecuados o si no,
podemos encontrarnos con diferencias significativas en el tiempo com-
putacional, hasta el extremo de que una mala eleccién puede llevar a
que el algoritmo no converja. Estos valores deben en general ser en-
contrados por el investigador, experimentando el algoritmo sobre un

modelo dado.

Esta aproximacion se ha estudiado en [178| para aplicaciones bayesianas

a trabajos con tomografias.

2. ICE+ Algoritmo del gradiente estocastico. Un método muy rela-
cionado, es el propuesto por Salzenstein et al. [173], quienes proponen
combinar el algoritmo “Iterated Conditional Estimation” (ICE) con el
algoritmo del gradiente estocéstico. Como se ha explicado en la seccién

7.4.2, para usar el método ICE necesitamos:

(i) Un buen estimador 6 = (S,Y) de 6, en un contexto en el que no

hayan observaciones faltantes.
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(ii) Simulaciones de S de acuerdo con su distribucién a posteriori para

cada 0.

Si la constante normalizadora es deconocida, tendremos problemas tan-
to para encontrar el estimador de 6, é, como para obtener las simula-
ciones de S. Para resolver el problema de la constante normalizadora al
hacer la simulacion, utilizaremos el muestreador de Gibbs. En cuanto
a la estimacion de parametros, para estimar los hiperparametros ()
de 7, (S), se propone utilizar un algoritmo de gradiente estocastico
[207]. Los parametros de la distribucién de Y se toman igual a sus

correspondientes medias muestrales.

Un algoritmo similar, pero en el contexto de segmentacién de imagenes
se plantea por Kato et al. en [113, 114]. Este algoritmo va combinan-
do pasos de estimaciéon y restauracion. Ellos proponen estimar.S y 6

conjuntamente maximizando de una forma iterativa (|60]):

(i) S= argmazspy(S,Y) (7.47)
(i) 6= argma:vgpé(g, Y) (7.48)

Los problemas derivados de desconocer la constante normalizadora,
apareceran soélo en el paso 2 cuando se plantee la estimacién de los
hiperparametros del modelo. En este paso, proponen la aproximacién

del gradiente utilizando relajacién estocéastica.

Estudio comparativo

En este apartado hacemos un estudio comparativo sobre tres de los algo-

ritmos que acabamos de exponer: el algoritmo MCL, el algoritmo de Chal-

mond y el de Younes, y vamos a trabajar con imagenes sintéticas porque sélo

en este caso podemos conocer exactamente los valores de los parametros (va-
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lores que nos han servido para simular las imdgenes) y podremos comparar

facilmente el “valor real” de los parametros con las estimaciones.

Modelo

Para comparar los tres métodos vamos a considerar un problema muy
sencillo: la segmentacién de una imagen con L colores que se ha degradado
con un ruido aditivo gausiano con media 0 y varianza o2.

Al igual que hicimos en la seccién 7.4.1, denotamos por S a la imagen
original, no degradada, y por Y a la imagen degradada. Llamamos X al grid
de dimensiéon p X q, y x € X a las posiciones del grid.

Entonces:
Y/X) = c(0?/X) eap(— SV S(x))? 7.49
P (V) X) = elo? [ X) eapl 3 30V (0) = S(2)) (7.49)
Asumimos una distribucién a priori muy simple paraz:

mal(S) = c(@) teap(—a Y | Y H(S(2),S(x))) (7.50)

Tr ZiZ~T

1 if S(z) # S(x)
0 otherwise
Para simplificar la notacion definimos: n(z) = >_,., . H(S(x),S(2)) y

n(z,l)=>,,., H(S(2),l) paral =1,..., L.

La expresion de la log verosimilitud es:

1(6) 2_712 > (Y(x) - S(x)? —a) n(x)), (7.51)

con H(S(z),S(x)) =

y estamos interesados en la estimacién de los parametrosf = (a, o?).

Veamos como se pueden aplicar los distintos métodos para obtener las

estimaciones de los parametros.

1. Verosimilitud de Montecarlo. Siguiendo con la notacién que hemos

utilizado en la seccién 7.4.3, y teniendo en cuenta la ecuaciéon 7.51, para
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aplicar el método de verosimilitud de Montecarlo necesitamos fijar unos
valores iniciales para el vector de parametrosfp = (03, ap). Entonces

la ecuacion 7.41 sera ahora:

1(0), o
1 11 1 . N .
o log (% Z{exp(z(ﬁ g) D (¥ (@) = SF(@)” + (a0 — a)nj())}) —
=1 x
1 11 1
—log (+ Z{e:rp(2(g0 - ;) > (Yi(x) = Si(@))* + (a0 — a)ni(x))})
=1 x

y esta serd la expresion a maximizar.

2. Algoritmo de Chalmond. Al aplicar el método de Chalmond, en

cada paso del algoritmo tendremos que maximizar:
Ellog PLy(S,Y)/0,] =

=—p- qlog( 27T02 Z[p q - log ZGXP{—anni(l‘J)}) -
—ﬁ Y (Vi) = Si(2))” —an > ma(w))])

3. Algoritmo de Younes. Por iltimo, si aplicamos el algoritmo de

Younes, las actualizaciones vendran dadas por:

H(SPH Y — H(S7,y) =
3 (Y7 (@) = S5 (2))? = (Yi(z) = Si())?]
5, i) = X, mile)
Resultados

Hemos simulado un conjunto de imégenes a partir de la distribucién
(7.50), tomando L = 5 y dos valores de « distintos (0.3 y 0.6).
Simulamos un centenar de imagenes para cada valor dea, sobre un reticu-

lo regular de dimension 64 x 64 (ver figuras 7.1 y 7.4). Como podemos ver,
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las imagenes generadas con o =0.3 presentan mucho mas ruido que las ge-
neradas con o = (.6.

Anadimos ruido blanco con varianza 0.8, (figuras 7.2 y 7.5), y ruido blanco
con varianza 1 (figuras 7.3 y 7.6) a todas las imagenes, y aplicamos los tres
métodos de estimacion sobre las imagenes resultantes.

En primer lugar tomamos cuatro puntos iniciales diferentesfo=(ap, 03) para
iniciar los tres métodos de estimacién. Podemos ver que la convergencia del
método de verosimilitud de Montecarlo depende en gran medida del valor
inicial que asignemos a la varianza. Valores de 08 proximos al valor de o2 que
se usé en la simulacion de la imagen, proporcionan buenas estimaciones, y
valores de 08 alejados de o pueden llevar a que no se consigan estabilizar las
estimaciones a lo largo del procedimiento de estimaciéon. Por ello decidimos
utilizar dos valores iniciales distintos para el parametro o para el método
de verosimilitud de Montecarlo, y utilizaremos la varianza muestral de la
imagen observada como valor inicial del parametroo? (en las tablas 7.1 y
7.2 denotaremos la varianza muestral por sg) La convergencia de todos los
procedimientos, se aseguré observando la convergencia de las estimaciones

de los parametros.

Las tablas 7.1 y 7.2 muestran la media muestral y la desviacion tipica de
las estimaciones, y el tiempo computacional aproximado que se necesita para
alcanzar la convergencia de las estimaciones (cociente contra el tiempo que ha
utilizado el método de verosimilitud de Montecarlo) para cada procedimiento
de estimacion para cada punto inicial. Cuando no se alcanza la convergencia
de alguna de las estimaciones, dibujamos una recta en lugar de un valor

numeérico, para indicar esta situacion.

Al analizar los resultados obtenidos vemos que el método de Chalmond
converge méas rapidamente que el método de verosimilitud de Montecarlo y

que el método de Younes; a pesar de todo proporciona las estimaciones menos
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precisas. Este método tiene la ventaja de no depender del valor inicial. La
convergencia del estimador de o con el método de Younes es ligeramente
mas rapido que con el método MCL, pero el método de Younes tiene una
dificultad adicional, y es que depende de la constante, U, y no hay forma
de elegir este valor excepto mediante experimentacién. Finalmente, podemos
ver que el método MCL proporciona la mejor estimacién si, como ya hemos
comentado, el valor inicial para el parametro de la varianza esta muy préximo
al valor verdadero de este parametro. Ademas, los valores mas pequenos
de « son los que proporcionan las peores estimaciones. Esto ocurre porque
este pardmetro controla la suavidad de la verdadera imagen. Por tanto, si
a es muy pequeiio, el algoritmo no puede distinguir entre el ruido debido
al efecto de este parametro en la generacion de la imagen y el efecto del
ruido gausiano que hemos afiadido. De hecho, a través de este estudio raras
veces hemos conseguido la convergencia de las estimaciones utilizando el
método de Younes, y las estimaciones obtenidas con el método de Chalmond
quedan muy lejos de los verdaderos valores. Debemos destacar también que
la convergencia falla mas a menudo cuando los valores iniciales del parametro
a es menor que el verdadero valor.

Como conclusién general podemos decir que un algoritmo de estimacién
muy eficiente podria resultar al mezclar el método de Chalmond o el de
Younes con el método de verosimilitud de Montecarlo. Podriamos asf utilizar
el método de Chalmond o el de Younes pra acercarnos al estimador méximo
verosimil, y aplicar entonces el algoritmo de verosimilitud de Montecarlo

para completar el procedimiento de estimacién.
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(a) (b) () (d)

Figura 7.1: Ejemplos de las imagenes utilizadas en nuestros experimentos, genera-

das a partir de la distribucion (7.50) con o = 0,6

Figura 7.2: Afiadimos
de la figura 7.1

Figura 7.3: Anadimos un proceso de ruido blanco con varianzal a las iméagenes

de la figura 7.1
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Figura 7.4: Ejemplos de las imagenes utilizadas en nuestros experimentos, genera-

das a partir de la distribucién (7.50) cona = 0,3

Figura 7.5: Afiadimos un proceso de ruido blanco con varianza0,8 a las iméagenes

de la figura 7.4

M %ﬁ'{h
T _'

f-\. ?flﬂ?'ﬂ.' _:- '.'{'

Figura 7.6: Anadimos un proceso de ruido blanco con varianzal a las imagenes

de la figura 7.4
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(a,0%)=(0.3,0.8)

Algor. 6 media desv. tip. tiempo
MCL  (0.4,s2) (0.3,0.920) (0,0.120) 1
(0.2,57) (0.3,-) (0,-) 1
Younes (0.4,0.96)  (-,1.363) (,0.016) 3
(0.2,0.96)  (1.4,0.790)  (0.32,0.223) 3
Chalm. (0.4,0.96)  (0.080,0.88) (0,0.002) 1
(0.2,0.96)  (0.080,0.770) (0,001) :
(a,02)=(0.6,0.8)
Algor. 6 media desv. tip. tiempo
MCL  (0.7,s2)  (0.648,0.813) (0.204,0.127) 1
(0.5,s2)  (0.717,0.800) (0.156,0.035) 1
Younes (0.7,0.96) (0.453,0.802) (0.113,0.004) 3
(0.5,0.96) (1.439,0.790) (0.270,0.156) 3
Chalm. (0.7,0.96) (0.450,0.806)  (0.001,6e-9) :
(0.7,0.64) (0.571,0.808) (0.013,0.001) 1

239

Cuadro 7.1: Resultados del estudio experimental. En la tabla tenemos la me-

dia muestral y la desviaciones tipicas de las estimaciones y el tiempo computa-

cional que hemos necesitado para alcanzar la convergencia de las estimaciones

(tiempo=cociente respecto al tiempo tardado por el método de verosimilitud de

Montecarlo) para cada procedimiento de estimacion, y para cada punto inicial. Las

lineas indican que no se ha alcanzado la convergencia.
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(a,0%)=(0.3,1)

Algor. 6 media desv. tip. tiempo
MCL  (0.4,s2) (0.390,1.100)  (0.180,0.184) 1
(0.2,s7) (0.345,-) (0.127,-) 1
Younes (0,4,1,16)  (—,1.654) (-,0.138) 3
(0,2,1,16)  (-,1.059) (-,0.122) 3
Chalm. (0,4,1,16) (0.067,0.706)  (0.000,1.8e-7) i
(0,2,1,16)  (0.070,0.982)  (0.000,4.06e-7) i
(a,0%)=(0.6,1)
Algor. 6 media desv. tip. tiempo
MCL  (0.7,52) (0.758,1.080)  (0.045,0.000) 1
(0.5,52) (0.686,1.077)  (0.196,0.020) 1
Younes (0.7,1.16)  (0.345,1.069)  (0.079,0.011) 3
(0.5,1.16) (-,1.071) (,0.160) 3
Chalm. (0.7,1.16)  (0.193,0.900)  (0.010,0.022) 3
(0.5,1.16) (-,1.026) (-,0.025) :

Cuadro 7.2: Resultados del estudio experimental. En la tabla tenemos la me-
dia muestral y la desviaciones tipicas de las estimaciones y el tiempo computa-
cional que hemos necesitado para alcanzar la convergencia de las estimaciones
(tiempo=cociente respecto al tiempo tardado por el método de verosimilitud de
Montecarlo) para cada procedimiento de estimacién, y para cada punto inicial. Las

lineas indican que no se ha alcanzado la convergencia.
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8.1. Introduccion

Fn este capitulo y el siguiente vamos a aplicar las metodologfas introduci-
das en el capitulo anterior en dos tipos de estudios relacionados con campos
visuales de pacientes que sufren glaucoma.

En los capitulos 4 y 6 de este trabajo, estudiamos la evolucién espacio
temporal de CV, tanto de pacientes sanos (capitulo 4), como de pacientes
con glaucoma (capitulo 6), utilizando en ambos casos la metodologia propia
de la Geoestadistica. Nuestro objetivo ahora, es abordar problemas similares
utilizando la metodologia clasica de series temporales multivariantes y los
campos aleatorios de Markov, que hemos estado viendo en el capitulo 7. Es
decir, una serie de campos visuales de un paciente serd considerada una serie
temporal multivariante. Dadot, las componentes de y; se asumiran un campo
aleatorio de Markov. Utilizaremos un modelo VARIMA para modelizar cada
serie.

Fn este capitulo, nos planteamos el problema de “etiquetar” cada una de
las posiciones de los CV observados como “sana” o “enferma”; usando méto-
dos estadisticos bayesianos. Para ello ademas de una variable que recoja las
observaciones, definiremos una segunda variable que nos permita identificar
cada posicion como sana o enferma. El objetivo de este capitulo serd estimar
los valores de esta nueva variable en cada posicion.

En el siguiente capitulo (capitulo 9), nos proponemos un objetivo distin-
to, mucho mas proximo al que nos plantedAbamos en el capitulo 6, ya que
buscaremos una modelizacién para la distribucién espacio temporal de CV
de pacientes con glaucoma, con el objetivo de poder realizar predicciones y
simulaciones.

Como antecedente directo del estudio que vamos a realizar, debemos citar
el trabajo de Olsson y Rootzen de 1.994 [154|. En este trabajo los autores pro-

ponen un modelo para la distribucién espacial de CV de pacientes enfermos
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de glaucoma. Aunque ellos tenian acceso a datos internos del campimetro, y
a todas las respuestas (tanto afirmativas como negativas) de los pacientes,
(i.e. tenian informacion muy distinta a la nuestra), nos basaremos en sus
conclusiones, e intentaremos generalizar alguno de sus modelos para incluir

en ellos la componente temporal.

8.1.1. Conjunto de datos y notacién

En este capitulo y el siguiente, vamos a trabajar con una base de datos
formada por 10 pacientes con un nimero de observaciones cada uno que
oscila entre 4 v 9. La razén de que la base de datos sea tan pequenia se ha
debido a varios factores. Primero a que en los hospitales publicos espanioles
estas pruebas se realizan con una periodicidad de un ano, por lo que es dificil
tener largas series de observaciones de un mismo paciente. Ademés, aunque
tedricamente se realiza una revision al afio, este periodo puede acortarse o
alargarse dependiendo de la mayor o menor gravedad del estado del paciente.
Al trabajar con series temporales, vamos a exigir que las observaciones estén
igualmente espaciadas, con un retardo de un ano entre dos observaciones
consecutivas, por lo que no hemos podido incluir en nuestra base de datos
muchas de las exploraciones que nos han proporcionado los oftalmélogos.
De todas formas continuamos trabajando para obtener una base de datos
mucho més extensa sobre la que poder repetir y validar todos los métodos
que vamos a desarrollar a continuacion.

Notar que el tipo de datos con los que trabajamos son un poco diferentes
a los habituales en series temporales multivariantes y en general en estadis-
tica espacio-temporal, puesto que tenemos repeticiones independientes de
la serie (10 pacientes). Por tanto deberemos adaptar muchos de los resul-

tados del capftulo anterior a esta situacién, la mayorfa de ocasiones esta
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adaptacién es inmediata. El hecho de tener repeticiones independientes de
la misma variable podria en cierta forma “compensar” el hecho de que las

series de observaciones sobre cada paciente sean tan cortas.

Siguiendo con la misma notacién que ya introdujimos en el capitulo 4,
sea P el namero de pacientes que tenemos en nuestra base de datos, y seap,
conp=1,..., P cadauno de ellos. Llamamos IV}, al nimero de observaciones
que tenemos del paciente niimero p, y utilizaremos el indicet, t =1,..., N,
para diferenciarlas.

Vimos en el capitulo 2, que cada campo visual contiene informacion
sobre la intensidad de visién del paciente en 52 puntos de su retina. Por
eso, continuando con la misma notacién definimos una variable continua,z,
que recogerd el umbral de visién de cada paciente en cada uno de los pun-
tos. Definimos z;;, como el umbral observado en la i—ésima posicién, de la
t—ésima observacion del paciente namerop, y llamamos Z, = (Z1p, Zap, - - -,
ZN,p) al vector con todos los umbrales observados en todas las exploraciones
de un paciente, con Zy, = (Z1tp, 22tps - - -, Z52tp)-

Asociada a cada una de las posiciones del campo visual, definimos una
nueva variable, que llamamos “estatus”. Ser& una variable binaria en cada
posicién, latente, no observada, que nos permitird clasificar cada posicién
como sana (s = 1), o enferma (s = —1). De forma anéloga a la notaciéon
utilizada para los umbrales, llamaremos s;;;, al valor de la variable estatus
en la ¢—ésima posicién del t—ésimo campo visual del paciente nimero p, y

definiremos Sy, = (S1p, S2p; - - - » SN,p) con Spp = (S1eps S2ups - - - > S52¢p)-

8.1.2. Objetivos

Recordemos brevemente el problema médico que hemos estado siguiendo

durante todo este trabajo. Como hemos explicado de forma bastante extensa
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en el capitulo 2, el glaucoma es una enfermedad muy grave en la que el ojo
pierde sin dolor y gradualmente la visién, empezando por la periferia del
campo visual y extendiéndose paulatinamente hacia zonas més centrales,
pudiendo llegar a la ceguera. Una informacién muy til para diagnosticar
glaucoma es la medicion del campo visual por medio de un test perimétrico.
Llamaremos “campo visual” al resultado de esta medicién, y consiste en un
mapa numeérico que informa al oftalmélogo sobre el estado de vision del
paciente. Un campo visual (CV) puede considerarse como un vector con52
valores numeéricos, uno por cada uno de los puntos testeados en la retina, y
cada uno de estos valores numéricos es una estimaciéon de la intensidad de
visién del paciente en el punto correspondiente. Los puntos se encuentran
colocados sobre el grid regular de la tabla 2.1 (tabla del capitulo 2). El
paciente se somete a este tipo de mediciones habitualmente una vez al afno,

pero esta frecuencia puede variar dependiendo del estado de la enfermedad.

El objetivo que nos planteamos en este capitulo, es la estimacion del
estatus de cada uno de los puntos testeados en la retina, es decir, decidir qué
posiciones del CV son “normales” y cuales han sido afectadas por el glaucoma,
en base a la informacién proporcionada por todos los campos visuales del

paciente.

Todos los paquetes implementados en los campimetros (SITA, SITA FAST,
FASTPAC,...) proporcionan esta informacién al oftalmologo, ya que presen-
tan unos mapas en los que destacan las posiciones que consideran “danadas”.
Como comentamos en el capitulo 2, para hacer esta clasificacién se basan en
estudios empiricos realizados sobre bases de datos bastante grandes. Nuestro
objetivo ahora es desarrollar un modelo bayesiano que permita estimar a

partir de él, el valor de la variable estatus en cada posicién.

Estamos por tanto planteando un problema muy parecido al problema

de la segmentacion de una imagen, (en el contexto del anélisis de imégenes),
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bajo una perspectiva bayesiana (ver [18, 61, 38, 78, 205| o |100] para més
detalles). Los umbrales, Z, pueden considerarse como la “imagen observada”,
y los estatus, S, como la “imagen con las etiquetas”, donde cada valor repre-
senta el verdadero estado (normal/enfermo) de cada posicion, y del que no
disponemos de observaciones.

En estos problemas, se construye la distribuciéon de probabilidad de la
imagen observada, f(Z/S), y se formula una distribucién a priori sobre S,

7(S). A partir de aqui se calcula la distribuciéon a posteriori de S dado Z:

f(5/2) o f(2/9)7(S)

v la estimacion de S se obtiene habitualmente tomando S como la moda
de esta distribucién a posteriori. Este estimador se conoce como estimador

maximo a posteriori(M AP), y serd el que utilizaremos nosotros también.

8.2. Rasgos caracteristicos de los campos visuales

Como hemos comentado en el capitulo 2, los campos visuales han sido
extensivamente estudiados por los oftalmolégos, por lo tanto muchas de sus
caracteristicas fisioldgicas son bien conocidas y pueden encontrarse documen-
tadas en la literatura médica. Recordemos brevemente aquellas caracteristi-
cas de los campos visuales que tendremos en cuenta a la hora de formular
nuestros modelos.

Asi por ejemplo respecto a campos visuales sanos, recordemos que es
conocido que el valor esperado de los umbrales decrece linealmente con la
edad, y que este decrecimiento no es homogéneo en todo el campo visual, sino
que es mas rapido en las posiciones periféricas que en las centrales. Ademaés,
las posiciones més periféricas son aquellas que presentan niveles mas bajos

en las intensidades de los umbrales, y valores més altos para su varianza.
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Por otro lado, se sabe también que no hay una influencia significativa de
la edad sobre la variabilidad de los umbrales.

Con respecto a las posiciones afectadas por glaucoma, se sabe que los
defectos aparecen agrupados formando patrones tipicos, y que la enfermedad
se va extendiendo siguiendo el trazado de las fibras nerviosas de la retina,
por lo tanto podremos utilizar este hecho para definir un tipo de “distancia
fisiologica” que nos permita definir una relacion de vecindad para la variable
“estatus”.

Por ultimo, recordar que aunque el umbral medio disminuye con la edad,
esta disminucién es méas pronunciada en las posiciones “enfermas” que en las
“sanas”.

El resto de capitulo se ha organizado como sigue: en la secciéon 8.3 se pro-
pone un modelo para la variable umbral condicionada a la variable estatus, a
continuacién en la seccién 8.4 se propone un modelo a priori para el estatus
y se formula la verosimilitud en la seccién 8.5. El problema de estimacién
de parametros se aborda en la seccién 8.6 y por ultimo en la seccion 8.7 se

presentan los resultados empiricos y las conclusiones del trabajo.

8.3. Modelizacion de los umbrales condicionados a

los estatus

Sabemos que en general, el valor esperado de los umbrales decrece li-
nealmente con la edad; que este decrecimiento no es homogéneo en todo el
campo visual, siendo més rapido en las posiciones mas periféricas, vy que
el decrecimiento es mas pronunciado en las posiciones enfermas que en las
sanas.

Asi pués, para cada paciente y en cada posicidn tenemos una serie tem-

poral no estacionaria.
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En el capitulo 7.3 hemos visto que en este caso podemos plantearnos
dos tipos de modelos, y trabajar con procesos estacionarios en tendencia
(seccion 7.3.2), o con modelos con raices unitarias (secciéon 7.3.3). Ademass,
independientemente del tipo de modelo que finalmente cojamos, deberemos
tener en cuenta que también estamos en una situaciéon de cambios en régimen
(seccion 7.3.5), ya que el comportamiento de la serie cambia cuando una
posicién pasa de ser normal a ser enferma.

Si intentamos modelizar los umbrales condicionados a los estatus con un
modelo estacionario en tendencia, al querer reflejar que el decrecimiento de
los umbrales con la edad es mas réapido en las posiciones enfermas que en
las sanas, nos encontramos con que los distintos regimenes (sano/enfermo),
afectan a la pendiente de la recta, y deberiamos plantear un modelo multi-

variante donde cada componente sea del tipo:

a; + bit + €t si Sipp =1

Ritp = .
a; + (bi + i)t +€ip st sy = —1

Este modelo tiene la peculiaridad de no ser estacionario para cada uno de
los regimenes. Este hecho es bastante inusual en los modelos con cambios
en régimen, donde se asume habitualmente que, dado el régimen, las dos
series son estacionarias, de hecho no hemos podido encontrar en la literatura
ninguna referencia en la que se de esta situacién. Una forma para lograr que

la serie sea estacionaria en cada “trozo” seria diferenciarla, y tendriamos:

bi + €itp si Sip = Sit—1p = 1

Azitp = Zitp — Zi—1tp = § (bi +¢i) +€itp S Sitp = Sir—1p = —1

pero este modelo resultaria muy complicado de expresar en forma multiva-

riante.
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Dejamos abierto este camino para seguir trabajando en el futuro, y nos
decantamos por plantear un modelo utilizando procesos con raices unitarias.
Dentro de estos procesos y debido a la precariedad de nuestra base de datos,
optamos por elegir el modelo méas parsimonioso y asi proponemos mode-
lizar la variable umbral con un modelo VARI(1,1), con cambios de régimen
(volveremos a proponer el mismo modelo en el capitulo 9, y alli comprobare-
mos la bondad del ajuste).

En principio podriamos haber planteado un modelo cointegrado, pero no
lo hemos hecho por dos motivos. El primero es que los modelos cointegrados
se basan en el conocimiento a nivel practico de que el comportamiento de las
series temporales de alguna forma se “compensan” o “tienen un equilibrio” a
largo plazo. Esta hip6tesis es bastante natural en Economia pero en nuestro
caso parece no tener demasiado sentido a nivel practico. El segundo motivo
para no trabajar con modelos cointegrados ha sido, como deciamos antes,
el buscar el modelo més parsimonioso. Por otro lado, la “precariedad” de
nuestra base de datos nos impide poder aplicar los tests de cointegracion con
cambios estructurales propuestos en la secciéon 7.3.5. Los dejamos también
como trabajo futuro para cuando podamos contar con una base de datos
mas extensa en el tiempo.

Si denotamos por A al operador “primera diferencia”, es decir: AZy, =
Zip — Zi—1p, €l modelo que proponemos para los umbrales condicionados a

los estatus es:

Ath =Cy+ ClAStp + U <AZt1p — 61A5t1p> + €p (81)

con ey | AZy_1p,Sp ~ N(0, M(I —C)™h)

Como hemos dicho se trata de un modelo VARI(1,1) con cambios en
régimen que afectan sélo al termino constante y que vienen dados por la

variable ASy,, es decir por cambios en el estatus.
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Veamos a continuaciéon cudles son y qué significado tienen los pardmetros

del modelo:

= Cj es un vector con 52 componentes, Cy = (co1, o2, - , Co52)- Si tene-
mos en mente el modelo de predicciéon con procesos integrados, que vi-
mos en la seccion 7.3.3, Cy podria interpretarse como las 52 pendientes

resultantes al hacer la prediccién de la intensidad en cada posicion.

= Kl pardmetro c; representa el cambio en la pendiente debido al cambio

en el estatus.

= La matriz ¥ es la matriz de los coeficientes autoregresivos. Vamos a
suponer que estos coeficientes no dependen de la posicion, y que sobre
cada umbral en un instante ¢ influye iinicamente el valor del umbral en
la misma posicién en el instante anterior, y su valor en las posiciones

vecinas (también en el instante anterior), es decir que:

a1 sij~i
U = (Yij)ij=1,-m con Yy =1 ap sii=]j (8.2)

0 en otro caso

= M(I—C)~! eslamatriz de varianzas covarianzas de los residuos, no va-
mos a distinguir distintas varianzas dependiendo del valor del estatus,
pero si que vamos a considerar diferencias debido a la excentricidad.
Supondremos que existe una relacién lineal entre la varianza en cada

posicién y su distancia al centro del CV. Para ello definimos:
M = o3I +0°D = o2 <J%I + D) (8.3)

siendo 02, 07 parametros a estimar, I la matriz identidad y D =
diag(dy, ..., ds2), con d; la distancia euclidea de la posicion i al centro

del CV.



252 8. Estimacién bayesiana de la variable estatus

La dependencia espacial, que serda Markoviana, vendra dada por la
matriz C' v vamos a suponerla constante entre posiciones vecinas, es

decir:

c sijn~1
C = (Vij)ij=1,.52 con: 7 = (8.4)
0 en otro caso

siendo ¢ un nuevo pardmetro a estimar.
Para simplificar notacién, definimos una matriz de vecindades H como:

1 sij~i
H = (0i5)ij=1,.52 con: 0; =
0 en otro caso

Con esta nueva notacion, podemos cambiar las expresiones de las matrices

U y C. La expresion de ¥ en la ecuacion (8.2) quedara:
U =aqapl +a1H
y la definicion de C' en la ecuacion (8.4) quedara:
C=cH

Sustituyendo la expresion de U y de C en (8.1), tendremos que con la
nueva notacién el modelo propuesto para los umbrales condicionados a los

estatus es:

Ath =Cy+ ClAStp+ (aof + a1H> <AZt_1p — CIASt—1p> + €t

con e | AZi_1p,Sp ~ N(0,0%(071 + D)(I — cH) ™) (8.5)

Para poder hallar las expresiones de los estimadores de los parametros,

necesitamos modificar un poco mas la notacion y expresar (8.5) en forma
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vectorial. Para ello definimos:

AZy, AZy,
AZp: ;AZ_Lp: ; (86)
AZEVPP AZ;Vp_lp
ASS, ASh,
AS, =1 ... TAS 1, = :
ASEVPP ASEVp—lp
HAZS, HASY,
HAZ 1,=| ... L HAS ., =
HAZY .y, HASY

Con esta nueva notacion, el modelo definido en (8.5) quedara:

AZp = 1 Co + ClASp + CMQAZ,LP + alHAS,Lp - O[()ClAS,Lp —
—OzlclHAS_l’p + gp
con etp | AZi_1p,Sp ~ N(0,0(c31 + D)(I — cH)™) (8.7)

8.4. Modelizacién a priori de los estatus

Recordemos que los estatus son variables binarias, no observadas y definidas
sobre cada posicion como s, € {£1}, siendo s, = —1 cuando la posicion
correspondiente esta enferma, y siendo s;;, = 1 cuando la posicién esta nor-
mal.

En la seccién 7.3.5 hemos estado hablando de los modelos con cambios de
régimen, y en particular de los “Markov-switching model” [82, 83, 84, 85|, que
suponen que el proceso no observado (el de los regimenes) esta gobernado
por un proceso de Markov discreto (estados discretos y tiempos discretos),

que viene definido por determinadas probabilidades de transicion:

pij =Pr(sypn=jlsi=1), Y py=LVije{l,---,M}.  (88)
J
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Como ya comentamos entonces, una de las caracteristicas de estos mo-
delos, es que aunque la serie z; sea multivariante, todas sus componentes se
encuentran en el mismo estado s; en el instante t. Pero en nuestro caso no
ocurre esto, como comentidbamos al principio de este trabajo, el glaucoma
es una enfermedad que se va extendiendo con el tiempo. Al principio sélo
unas pocas posiciones estan enfermas y con el tiempo este numero va en
aumento. Por tanto cada posicién tiene un determinado estatus. Como tam-
bién comentabamos en la seccion 7.3.5, una soluciéon a este problema serfa

“redefinir” los estados, y definir para cada pacientep y cada instante t,

1 si (sltp = 1) S2tp = 17 S3tp = ]-7 Tty Sh2tp & 1)

2 si (sltp = _17 SQtp = 17 S3tp = ]-7 ) S52tp = 1)
Stp =

M si (sup=—1, sup=—1, sap=—1, -+, s5opp=—1)

con M = 252, Sin embargo, el calculo de las probabilidades de transicién
pij = Pr(sy = j/si—1p = i) resulta muy complicado.
Olsson y Rootzen [154] propusieron modelizar la distribucion espacial de

los estatus utilizando un modelo autologistico:

1 —1 1
m(S) = Zexp{—U(s)} con U(s) = 5 Z 0;8; — 1 Z Zﬂijsisj
% i g~
y definieron 3;; de forma que reflejara el hecho de que la enfermedad evolu-

ciona siguiendo el trazado de las fibras nerviosas.

Fn la literatura médica pueden encontrarse mapas con el trazado de las
fibras nerviosas en el ojo [1]. A partir de estos mapas, Olson y Rootzen
definieron lo que llamaron “direccion preferida entre dos puntos”, que deno-
taron por e;;. Para definirla, llamaron (x;, ;) a las coordenadas (en grados)

TitT; | yity;

de la posiciéon i—ésima del CV, y definieron: 7;; = =51, 4;; = =55y
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_ =0
€ij = ”?76]“, siendo
4,7
—0 _ 0z 0Oy 0,z Tij — 15 si 0< Tjj
€ij=(ejey) com ey =
—3 en otro caso
Yij si 0<7;,
607y . -1 S1 E’Lm] <0 y 0< ylv]
T . _
I st 7,; <0y y;; <0

0  en otro caso
Una vez definida esta “distancia preferida” entre cada par de posiciones,
para cada par de puntos i, j, construyen el vector ?ij trazado del punto
i—ésimo al j—ésimo, y lo descomponen en una componented paralela a i
y otra parte d , perpendicular a ?U. Abusando de notacién y llamando de
nuevo d y d a los modulos de estos vectores, definen:

b ...
Bij = Z si i#j,J€N; con: pi; = dﬁ + dei (8.9)

siendo NN; la vecindad de segundo orden de .

El objetivo que nos planteamos es modificar este modelo autologistico,
para incluir en él la componente temporal.

En la bibliografia hemos encontrado dos generalizaciones del modelo de
Ising al contexto espacio-temporal.

La primera de ellas, es la utilizada por Hainsworth y Mardia [80] quienes
en el contexto de la restauraciéon de secuencias de imégenes, utilizan un mo-
delo de Ising espacio-temporal definido a partir de la distribucién conjunta,

definiendo:
(X1, X2, , X7) = exp{-U(X1,--- , X7)}/Z (8.10)

siendo Z la constante normalizadora apropiada, y U(X1, -+, X7) una fun-
cién de energia que descompondrian como suma de unas determinadas fun-

ciones potenciales.
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La otra aproximacion es la utilizada entre otros, por Jérpe [103] y por
Guyon y Hardouin [79], que se basa en generalizar el modelo de Ising al caso

espacio temporal, definiendo las siguientes probabilidades condicionadas:
Pr<X(t) =z(t)/X({t—-1) ==zt — 1)> = (8.11)
= Z texp{s Z zi(t) Z zj(t) + Z xi(t)x;(t — 1)}
i jevi i
Este modelo estd basado en el concepto de “Markov Chain of Markov

Field”, introducido por Guyon [78] y por Bayomog [11].

Definicion 4.1 Sea A = {1,...,k} un conjunto de posiciones formando
un reticulo en un espacio medible en el que se ha definido una relacion de
vecindad ~. Denotemos por i para i € A el conjunto de posiciones en A
vecinas de i y por A — i todas las posiciones de A excepto la i-ésima. Un
proceso estocdstico {X ()}, t € Z con X(t) = {Xi(t) i € A}, es un MCMF

st cumple que:
Xi(t) | {Xasa(), {X(s) :s = 1,2, t = 13} £ Xi(t) | {Xsi(t), X (¢ — 1)}

Notar que X = {X(¢)} es una cadena de Markov y X (¢) condicionado a
X (t — 1) es una campo aleatorio de Markov en A.

i Cuales son las ventajas y desventajas de cada una de las aproxima-
ciones? Ambas aproximaciones sélo difieren en el hecho de formular el modelo
conjuntamente o a partir de las distribuciones condicionales ent dado ¢ — 1.
Obviamente el modelo definido en (8.11) permite obtener facilmente proba-
bilidades de transicion, i.e. permite calcular facilmente Pr(X () = x:/X (<
t)). Por otra parte, el modelo definido en la ecuacion (8.10) permite simular
facilmente a partir de él, pero no nos permite hacer simulaciones ni predic-
ciones de lo que ocurrira en el instanteT' 41, ya que el modelo esta explicita-
mente definido para los instantes1,--- T, y no podemos extraer informacion

fuera de este intervalo temporal.
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Cuadro 8.1: Penalizamos el que una posicién enferma en el instantet — 1 pase a

sana en t
Sit—1 | Sit | (14 Sitp) (1L — Sit—1p)
-1 -1 0
-1 1 2
1 -1 0
1 -1 0

Como lo que nos interesa en este apartado es la estimacion bayesiana de la
variable estatus en los puntos observados, y por tanto su expresién conjunta,
trabajaremos con la formulacion (8.10). En el siguiente capitulo en el que nos
plantearemos realizar predicciones trabajaremos con la formulacion (8.11).

Proponemos por tanto la siguiente distribucién a priori para la variable

estatus:
W(Sgp, s ,STp ’ 51p> X (8.12)
T 52
x 63610{ 3 ( > Bigsipsip — O(1+ sip) (1 — Sit—lp)) }
t=2 i=1 " jri

siendo ; ; como en la ecuacion (8.9). Con el término ¢(1 + sip) (1 — si—1p),
intentamos penalizar evoluciones no deseables de la enfermedad, ya que fi-
siolégicamente se sabe que si una posicién estd enferma en el instantet,
no puede evolucionar a un estado sano. El parametro ¢ controlard estas
evoluciones no deseadas (ver tabla 8.1), y cuanto mayor sea su valor, menor
probabilidad habra de que una posicién enferma evolucione a normal. Como
una “correccion de bordes” vamos a sustituir en la ecuacion (8.12)¢ por ¢,

donde:

¢ siot<T
20 s t=T
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Una situacién ideal se daria al considerar ¢ — oo, pero en la realidad
hemos visto que factores como el efecto aprendizaje presente en las primeras
exploraciones que realiza un paciente, las pérdidas de fijacién, y las respuestas
falsas positivas y falsas negativas, hacen que nos encontremos con series de
tests en los que hay posiciones inicialmente clasificadas como enfermas que
evolucionan a sanas, cosa fisiologicamente imposible. Por todo ello, consi-

deraremos ¢ como un parametro mas a estimar.

Por tanto, en la distribucién de los estatus tenemos tres parametros a
estimar: (¢, b, k).

Para trabajar desde una perspectiva completamente bayesiana, ahora de-
beriamos definir distribuciones a priori para los hiperparametros del modelo,
pero no vamos a hacerlo de momento. Dejamos la modelizacién completa-

mente bayesiana para un trabajo futuro.

8.5. Distribucién conjunta

Con la distribucién a priori de los estatus

7T<52p7"' 7STp ‘ Slp) X

T 52
o 696]0{ Z Z < Z BijsitpSitp — Gt(1 + Sizp) (1 — Sit—lp)) }7

t=2 i=1 \ j~i

v la distribucién de los umbrales condicionados a los estatus

AZp = 1. Co+ C1A5p + OéoAZ_Lp + OqHAS_Lp — a061AS_17p —
—OélclHAstp + Ep

con € | AZi1p,Sp ~ N(0,0%(03I + D)(I — cH)™1), la distribucién
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conjunta quedaré:

f<sz S37' c 7ST ‘ Z1722751752) X (813)

x H o2n?) " 2 | (o3[ + D) NI —cH)| 2
-exp{ 552 (AZ 1-1Co—cy - AS, —agAZ_ 1, — a1 HAS 1, +

/
—|—04001A5717p + OélclHASLp> . (O’%I + D)_l . (I — CH) .

<AZp -1 1/00 —C1- ASp — OzoAZ_Lp — alﬂAS_l,p + OéoClAS_l,p +

Np 52

—i—alclHAS_Lp) + Z Z < Z/Bijsitpsjtp — Pr(1 + sip) (1 — Sit—lp)>'

t=3 i=1 \ jvi

Notar que hemos calculado la distribucién conjunta, condicionada a las
dos primeras observaciones. Estamos trabajando con un modelo equivalente
a un VAR(2) y, como comentamos en la seccion 7.2.1, la estimacion resulta
mucho maés sencilla si maximizamos la distribucién condicional, pues la dis-
tribucién conjunta suele dar lugar a ecuaciones no lineales. Por este motivo,
a partir de ahora tomaremos las dos primeras observaciones como fijas y
conocidas.

La matriz de vecindad H, es una matriz cuadrada y simétrica. Si lla-
mamos h; < hy < --- < h, a sus valores propios ordenados, entonces

| I —cH |=1]_,(1 = chi), y la logverosimilitud quedaré:

P
log(L) x Z[ )log(27ra ) — (8.14)

=1

N, —2
— p Zlog01+d
i=1

1

—@ <AZp —1- 1/00 —C1 - ASp - aDAZ—Lp — CY1HAS_17p+
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' 1
+01061A5717p + OélclHASLp) - diag <0’% n d@) (I — CH> .
(AZp -1 1/00 —C1 - ASp - aOAZ—l,p — OqHAS_Lp +

—I—Ot()ClAS_l’p + OélclHAS_Lp> +

Np n n
D D O Bigsipsjip — de(1+ sip) (1 — Sitlp)):|

t=3 i=1 j=1

8.6. Estimacién de parametros

A partir de la distribucion de f(Z/S) y de la distribucion a priori de
S, m(S), hemos construido en el apartado anterior la distribucién conjunta
f(Z,5). Nuestro objetivo es estimar los parametros (den(S) y de f(Z/95))
v los valores de la variable estatus, conjuntamente. Como comentabamos en
la seccién 7.4, para estimar S desde el punto de vista bayesiano debemos
obtener la distribucion a posteriori f(S/Z) x f(S,Z) y tomaremos como es-
timador de S, la moda de esta distribucién a posteriori. Légicamente, debido
a la complejidad de todas las distribuciones propuestas y la dimension del
espacio en que nos encontramos, ninguna de estas tareas pueden obtenerse
de forma analitica y tendremos que recurrir a aproximaciones y/o métodos
de Montecarlo.

De los métodos revisados en la secciéon 7.4 tenemos que fijarnos en aque-
llos que intentan estimar a la vez los parametros y maximizar la distribucién
a posteriori, que como hemos comentado son los métodos usados habitual-
mente en los problemas de restauracién y segmentacion de imagenes.

Si nos fijamos en la expresiéon de la distribucion conjunta 8.14, vemos
ademaés, que si s6lo nos interesara la estimacioén de los parametros del modelo,
podriamos estimar por separado los de la distribucién a priori de los estatus,

de los de la distribucién de los umbrales condicionados a los estatus. Ademés,
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la distribucién de los umbrales condicionada a los estatus es de tipo gausiano
v s6lo en este tipo de modelos de Markov la constante normalizadora es
conocida y el estimador maximo verosimil de los parametros es relativamente
sencillo de obtener.

Por todos estos motivos, de los algoritmos estudiados en el apartado 7.4
vamos a utilizar un algoritmo de la seccion 7.4.5, similar al introducido en
el contexto de segmentacion de iméagenes por Kato et al. en [113, 114].

El proceso iterativo es el siguiente:

1. Elegir valores iniciales para todos los parametros (incluidos los estatus)

e hiperparametros.

2. Estimar los hiperparametros de la distribucién de los estatus.

3.  Estimar por méaxima verosimilitud los parametros de la distribucion de

los umbrales.

4. Estimar los estatus, utilizando el “Simulated Annealing”.

5. Repetir los pasos 2-4 hasta obtener la convergencia de las estimaciones.

Notar que en el paso de estimaciéon de pardmetros usamos un algoritmo
de estimacion similar al EM estocéstico [46, 150, 172, 165|, pero en el paso
E del algoritmo, calculamos la media muestral sélo a partir de una tnica
simulacién del proceso “faltante”. Este paso es combinado con Simulated
Annealing para obtener el maximo a posteriori (MAP) de la distribucion de
los estatus.

Para ver otros trabajos en los que se han utilizado procedimientos itera-
tivos similares para la estimacion de parametros consultar |60, 114].

Veamos a continuacién estos pasos poco a poco:
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8.6.1. Paso 2. Estimaciéon de los parametros de la distribu-

cién a priori de los estatus

Como la constante normalizadora de la funcién de distribuciéon de los
estatus (ec. 8.12) es desconocida, vamos a utilizar el algoritmo de Younes
[207] para estimar los parametros. Notar que ahora no estamos en un pro-
blema de datos faltantes, ya que conocemos los valores de la variable “estatus”
(bien porque la hemos inicializado, o porque la tomamos igual a la estimada
en el paso 4 del algoritmo).

Partiendo de la ecuacion (8.12), podemos escribir la distribucion de los

estatus, condicionada a la primera observacién de todos los paciente como:

P Np 52 52 b
(., (S/51) o ewp{ Z Z Z ( Z Sitp Sitp —

p=1t=2 i=1 d2 +k- dJ_z]

I3,
— (1 + s54p) (1 — 3i,t—1,p)> }

Si llamamos 6 = (b, k, ¢) al vector de parametros, el método de Younes

actualiza

buir =+ 1 {0 - G0

con s* denotando a una realizaciéon de la variable S simulada con el muestreador

de Gibbs de acuerdo con su distribucién para6 = 6,,. En nuestro caso:

. . S
> ztp Jtp
j \/d\erde-w

/ _
W(sip) = | 3255 \/d‘ v s
lli,5

(1 + sitp) (1 — sit—1p))

8.6.2. Paso 3. Estimaciéon de los parametros de la distribu-

cion de los umbrales condicionados a los estatus

Como la distribucién de los umbrales condicionados a los estatus es gau-

siana, vamos a estimar sus parametros por maxima verosimilitud.
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Para simplificar notacién y que las expresiones resultantes sean mas

manejables definimos:

1
-1 .
V= dzag<0%+di)(l—cH)
Ap = Ap(er,a0,a1) = c1-ASy+aAZ 1p+a HAS 1 —

—Ot()ClAS_l’p — OélclHAS_Lp
B, := B,(Cop, ap, 1)

1'Cy + aoAZ_l,p + alHAS_Lp
Dp = Dp(Co, c1, 041) = 1,00 +c1 - ASP + OélHAS_l,p — OélclHAS_Lp
E, = Ep(Co, c1,0) = 1'Co + ¢ - ASp + Oé()AZ_Lp — Oz()clAS_lyp

Entonces el estimador maximo verosimil de Cj sera:

log(L)
P /
x Z(Azp—l-cg—Ap> .vl-(Azp—l-cg—A,,) =
p=1
P ’
= Etr[(AZp—l-Cé—Ap> .<Azp—1.c()—Ap> -V‘l}
p=1

al derivar e igualar a 0 tendremos que:

P /
Co=> <A;1 — AZI',1> (1’1) (8.15)
p=1
2. Estimador maximo verosimil de c¢;:
P !
log(L) x Z (AZP —c1-ASy+c1-ap- AS_1p+arct HAS 1) — Bp> .
p=1

Vﬁl- (AZP —C1 - ASp +cap- AS_l,p + alclﬂAS_ljp - Bp) =
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/

P
= Z tr [<AZp —c1-ASy+ec1-ag- AS_1p+arct HAS 1) — Bp)
p=1

-(AZP —c1-ASy+c1-ap-AS_1, +arct HAS ) — Bp> . V_l]
al derivar e igualar a 0, si llamamos:
Pl:=  tr [( — AZ, - ASy + AZ,AS 1+ a1 - AZ, - HAS 1), +
+B),- AS, — agB), - AS_1, — o1 B, - HAS_LP> V‘l]

P2 := tr [(AS;, -AS), — 2040ASI/, “AS_q, — 2a1ASI/, -HAS_ 1)+
+OgAS_1p - AS_1p + 20000 A8 | - HAS 1, +

+alHAS" |, HASLP> V‘I]

P1
= —— 1
tendremos que ¢ D) (8.16)

3. Estimador maximo verosimil de «g

P ’
lOQ(L) X Z (AZP “+c1 - aOAS,l,p — aOAZpr — Dp> . V‘l .
p=1

. (AZP +cr- aoAS_Lp — aoAZ_Lp — Dp> =

P /
=> tr [(Azp tep-apAS_1y — agAZ_y, — Dp> :
p=1

. (AZP +cp- aoAS_Lp - OéoAZ_Lp - Dp> : V_1:|
al derivar e igualar a 0, si al igual que antes llamamos:
P3 .= tr |:<61AZII) . AS*LP — AZI,J . AZfl,p — CIDZ/7 . AS*LP +

+D;AZ_1,p> VI]
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P4:= i KC%AS’LP AS 1 —201A8 - AZ g+

+AZ AZ_LP> V‘l}

tendremos que:
P3

= =2 1
a Pi (8.17)

4. Estimador maximo verosimil de o;:
P !
log(L) o< > (Azp + a1 HAS 1, — aHAZ 4, — Ep> :
p=1

VoL <AZp + alclﬂAS_l,p - CllHAZ—l,p - Ep) =

’

P
= Z tr |:<AZp + OqclHAS_Lp — 051HAZ_17P — Ep> .

p=1

: (Azp + a1t HAS 1, — a1 HAZ ), — E,,) : V‘l}
al derivar e igualar a 0 llamaremos ahora:

P5 .= tr |:(Cl . AZ;O . HAS—LP - AZ{D . HAZ—LP — ClEIID . HAS_Lp +
+EZ’9HAZ_LP> -V‘l]
P6 .= tr |:<C%HAS/—LP . HAS*LP —2-C - HAS*LP . HAZ*LP +

+HAZ' - HAZ_Lp) : vl}

P5
y podremos expresar ] = —— (8.18)
P6
5. Estimador maximo verosimil de o?
Para simplificar notacién definimos:
Ty= 1-Coté-ASy+aoAZ 1+ a1 HAZ 1) — d0é1AS—_1, —

—dn & HAS 1, (8.19)
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Entonces la expresion de la logverosimilitud (ec. 8.14) queda:

P
log(L) Z [Wlog(%r) - W[og(cﬁ) -

p=1
N, —2
2

1 A\ 1 .
—W<AZP — Tp> dzag(a% +di> <I— cH)-(AZp — Tp> +

Np n n
+ Z Z(Z BijsitpSjtp — ¢(1 + sitp) (1 — Sit—lp)):|

t=3 i=1 j=1

Z log(o? + d;) + p2 Z log(1 — ch;) —
=1 =1

Al derivar con respecto a o2 e igualar a 0 tendremos:

P
Z[—n(Np—Q)-i-
p=1
1 2\ ) , 1
+§tr AZ, -7, ) |AZ, - T, -dzag(J%_i_di)(I—cH) =0

!

02 = N KAZP - Tp)zf,gfjp (Njoz.)dmg(@)(l . CH)] (8.20)

6. Estimador maximo verosimil de c y de o7.

Si sustituimos (8.19) y (8.20) en el logaritmo de la verosimilitud, ten-

dremos:

P

log(L)ox > { —n- (N, —2) - log(c2) — (N, —2) Y log(oF + d;) +
p=1 i=1

+(N, = 2) > log(1 — chi)]
i=1
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log(L) ( —n-log(a?) — Z log(o? +d;) + Z log(1 — chi)>
i=1 i=1

(8.21)

siendo h; los valores propios de la matriz H que es una matriz simétrica
H = (hij), tal que h;; = 1 si las dos posiciones son vecinas, y 0 en otro
€aso.
No podemos derivar esta expresion respecto a c ni respecto a O'%, va que el
EMYV de 02 depende de T y para estimar Y necesitamos conocer % y c. Por
tanto vamos a estimarlos mediante un grid search.

Iremos dando valores a (62, ¢) en un grid, y a partir de ellos calcularemos
Yt7p,(Vt,p), y 62. Cuando tengamos todos los parametros del modelo esti-
mados, evaluaremos la verosimilitud (8.21) y nos quedaremos con aquellos

valores de 02 y de ¢ que la maximicen.

8.6.3. Paso 4. Estimacién de los estatus

Una vez estimados todos los pardmetros e hiperparametros del modelo,

podemos construir la distribucién a posteriori de S condicionado a Z:
f(8/2) < f(Z/S) - 7(9)

y podemos estimar S como la moda de esta distribucién a posteriori. Para
obtener este maximo, utilizaremos, como hemos comentado anteriormente,
el algoritmo de “Simulated Annealing” con el muestreador de Gibbs [61].
Es bien conocido [78] que este método funciona bien cuando la funcién a

maximizar es de Markov. El esquema del algoritmo es:

» Paso 4.1: Inicializacion: k = 1. Definimos un parametro 7'(k) llamado

temperatura, y lo inicializamos, T'(1).

» Paso 4.2: Actualizacion completa. Se actualizan todos los valores de S.
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El nuevo valor para s;; se escoge aleatoriamente con probabilidad

exp{ T(lk)ln (f(sitp/s_itp, AZ, )) }

(a continuacion, anadimos un apartado mas para desarrollar las expre-

siones de estas probabilidades condicionales, ec. 8.22- 8.24).
» Paso 4.3: Actualizar los pardmetros de control Poner k =k + 1, T'(k).
= Paso 4.4: Repetir los pasos 4.2-4.3 hasta obtener la convergencia de las
estimaciones.
8.6.4. Simulacién de los estatus

Vamos a desarrollar las expresiones de las probabilidades condicionales
que necesitamos en el paso 4.2 del algoritmo anterior.
A partir de la expresion de la log-verosimilitud:

P
log(L) Z [W)log(Zwa

2
p—l

<AZ —1- 100—01 AS —Oé()AZ_ 1p —

! 1
—a1HAS 1 ) + agc1t AS_1 + alclHAS_l,p> dzag(a n d) <I — CH> .
1

(AZP -1 1/00 —C1 - ASp - aOAZ—l,p - alHAS_Lp + ozoclAS_Lp +

Np n n
+a101HAS_1,p> + Z Z(Z BijsitpSitp — Gt (1 + Sitp) (1 — Sit—lp)):|

t=3 i=1 j=1
podemos calcular la expresién de los estatus condicionada a los umbrales.
Para simplificar la notaciéon llamaremos:

Ritp = AZitp COZ - aOAZHE 1p — — Z AZJt 1p
jGN

1
Eitp = c1(Sitp — Sit—1p) + c1a0(Sit—1p — Sit—2p) + cron Z (Sjt—1p — Sjt—2p)
JEN;
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Con la nueva notacion,

PN ~
log(L 2;[ log(27r) n(Ngz)log(aQ)—

1 o 1
~552 (Rtp Etp> diag( 5 )Y(I —cH)- <Rtp — Etp> +
09 dl

Hog(k(8)) + (3" Bigsiupsium — bu(1 + sup)(1 — sit_lp»} _

i=1 j=1
A[—n(N, — 2) n(N, — 2)
- EZ:EE:[fglog(2w)——§210g(a2)._
p=1t=3
N _ n
- p2 log(o% +d
=1
VA
_%2<Z m(}% — Eip)® = ¢ (Rup — Eup) - Z (R — Ej)> +
= LT JEN(I)

+ 3 (0 Bsipsin — 61+ )1 = 511

i=1 j=1

Para que las ecuaciones no resulten tan largas ni engorrosas, seguimos

simplificando notacién. Definimos B; ;1 = Ritp — Eitp, Vi, t.

» Si3<t<N(p)—

f(Sitp/Z, St—1p» St+1ps S—itp) X (8.22)
g 2 ] 2
~ {2 Sl (Bs) e(Bw) - 3 ()] -
I—t kEN;

8§ 3 () o) 5 ()]

-exp{2 Z BijsitpSitp — O(1 + sitp) (L — sit—1p) — A1 + Sirg1p) (L — sip) }
jEN?
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» Sit=N(p)—1

J(Sitp/Z, St—1ps St+1p, S—itp) o (8-23)
1 N(p) 1 2
xelg 3 [ () —(ow)- 3 (o)) -
I=N(p)—1 kEN;

1 1 2
_mﬂ§:[a2+d(BmN@W) —0<BmN@m>'
meN; 1 m
' Z (BkN(p)pH } -efL‘p{Q Z BijSi,N(p)—1,55,N(p)—1,p —

k€N, JEN

=1+ 8 Np)—1,p) (1 = 85, N(p)—2,p) — 20(1 + 8i N(p)p) (1 — si,N(p)—l,p)}

u Slt:N(p)

f(Sitp/Z, St—1p, St1p» S—itp) X (8.24)

1 1 2
ol (o) (e) 5 ()]}

-6.%']){2 Z /Gijsi,N(p),ij,N(p),p - 2¢(1 + Si,N(p),p)(l - Si,N(p)fl,p>}'
JEN?

Para finalizar esta seccién, queremos comentar que como criterio de con-
vergencia del algoritmo hemos considerado simplemente la diferencia entre
los valores obtenidos de los estimadores de los pardmetros en dos iteraciones
consecutivas, de manera, que paramos el algoritmo si el minimo de estas
diferencias es menor que un determinado nivel de tolerancia. En cuanto al
método de Younes, como se encuentra dentro de una iteracién del algoritmo
general, hemos tenido que fijar el nimero de iteraciones a un valor fijo. Este
valor se obtuvo probando con una tnica iteracién. El mismo comentario lo
extendemos al muestreador de Gibbs usado en el paso de simulacién de los

estatus.



8.7. Resultados y conclusiones 271

Cuadro 8.2: Estimaciones de los pardmetros de la distribucion de los estatus.
b k 10}
0.75 10.25 045

8.7. Resultados y conclusiones

La estimacién de los parametros de la distribucién de los estatus puede
verse en la tabla 8.2. Como valores iniciales para los pardmetrosb y k, hemos
utilizado los obtenidos por Olsson et al [154]. El valor inicial de¢ fue elegi-
do “ad-hoc” como 0.5. En la tabla 8.3 encontramos las estimaciones de los
parametros de la distribucién de los umbrales.

En cuanto a la estimacién de los estatus, como ilustracion de las estima-
ciones obtenidas, en la figura 8.1 podemos ver varios de los CV que hemos
observado sobre un paciente en el tiempo, y la estimacion de la variable esta-
tus en cada posicién. En los cuatro primeros graficos, podemos ver la repre-
sentacion de los umbrales. Los colores més oscuros indican menor intensidad
de visién en esos puntos. Los otros cuatro graficos muestran las estimaciones
de los estatus. Hemos representado en color negro las posiciones que han sido
estimadas como enfermas, y en color blanco las posiciones normales.

Si comparamos estas estimaciones con la clagificacion obtenida con la base
empirica del SITA, nuestro método clasifica més posiciones como enfermas.
Este resultado es logico puesto que la clasificacion de una posiciéon como
enferma tiene en cuenta el estatus de las posiciones vecinas y de las anteriores,

lo cual no es tenido en cuenta en el SITA.
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Cuadro 8.3: Estimaciones de los pardmetros de la distribucién de los umbrales.

Parametro Estimacion

(0.065, -0.184, 0.109, -0.061, 0.102, -0.153,
0.096, -0.071, -0.187, 0.341, 0.095, 0.081,
-0.110, -0.286, 0.232, 0.393, 0471, 0.458,
0.311, 0.122, 0.052;, -0.039, 0.589, 0.135,

Co 0.183, 0.412, -0.316, 0.177, -0.170, 0.210,
0.493, 0.234, -0.102, -0.010, -0.134, -0.211,
-0.033, 0.022, 0.074, 0.065, 0.103, -0.102,
-0.319, 0.289, 0.012, 0.280, 0.105, 0.030,
0.058, -0.122, -0.041, -0.195)

1 1.465
Qg -0.440
o 0.093
o? 1.145
o3 0.574

¢ 0.104
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il L Rk

Figura 8.1: Ilustracion de los resultados obtenidos. En a), b), ¢) y d) tenemos 4
CV observados en un mismo paciente con diferencia de un ano entre observaciones
consecutivas. En e), f), g) y h) vemos las estimaciones obtenidas para la variable

“estatus”. En negro representamos las posiciones estimadas como “enfermas”.
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9.1. Introduccion

En este capitulo nos planteamos la construccién de un modelo para carac-
terizar la distribucién espacio temporal de los CV de pacientes con glaucoma.
Serd por tanto un trabajo similar al que planteamos en el capitulo 6, pero

ahora utilizando la metodologia de las series temporales multivariantes.

El objetivo de la modelizacién, ademés de la descripcién del proceso, sera,
ver si es posible predecir el comportamiento futuro del CV de un paciente, a
partir de las observaciones que tengamos de él. Para construir este modelo,
en la seccion 9.2 modelizaremos la distribucién de los umbrales condicionados
a los estatus f(Z/S); en la seccion 9.3 modelizaremos la distribucion de los

estatus, y en la seccién 9.4 formularemos la funcién de distribucién conjunta

f(Z,S).

Los modelos y métodos utilizados van a ser practicamente los mismos del
capitulo anterior, por este motivo no nos extenderemos demasiado en ellos
y s6lo nos detendremos en aquellos que representen alguna novedad respec-
to al capitulo anterior. También seguimos manteniendo la misma notacién
introducida en la seccién 8.1.1 y utilizamos la misma base de datos. Las mis-
mas consideraciones sobre los campos visuales comentadas en la seccién 8.2

deberéan tenerse en cuenta.

El resto de capitulo se ha organizado como sigue: en la seccién 9.2 se
propone un modelo para la variable umbral condicionada a la variable esta-
tus, a continuacién en la seccién 9.3 se propone un modelo para la variable
estatus, y en la seccion 9.4 se formula la verosimilitud conjunta. El problema
de estimaciéon de parametros se aborda en la seccién 9.5. En la secciéon 9.6
se estudia como hacer predicciones con el modelo propuesto y por tltimo se

comprueba la bondad del ajuste en la seccién 9.7.
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9.2. Modelizacion de los umbrales condicionados a

los estatus

En la seccion 8.3 del capitulo anterior construimos un modelo para la dis-
tribucion de los umbrales (condicionados a los estatus), tenido en cuenta las
caracteristicas de los CV. Como seguimos trabajando con el mismo conjunto

de datos, continuaremos trabajando con el mismo modelo:

Ath =Ch+ ClAStp + v <AZt1p — ClAStlp) + €tp

€tp | AZy_1p, ASyy ~ N(0,0%(031 + D) - (I —C)™Y),

con Cy,c1,¥, 02,02, Dy C como en la secciéon 8.3

9.3. Modelizacion de los estatus

Siguiendo el trabajo de Olsson y Rootzen [154], quienes utilizaron un
modelo de Ising para modelizar la variable estatus, en la seccién 8.4 vimos dos
aproximaciones que permiten generalizar el modelo de Ising al caso espacio
temporal: la utilizada por Hainsworth y Mardia [80] y el modelo propuesto
entre otros por Jirpe [103], y por Guyon y Hardouin [79]

El objetivo final que nos planteamos en este capitulo es el poder predecir
CV en tiempos no observados (en el futuro). Como ya comentamos en la
secciéon 8.4, en este caso es conveniente modelizar los estatus como proponen
Guyon et al., ya que la aproximacion propuesta por Hainsworth et al. no nos
permite calcular probabilidades de sucesos en tiempos futuros, y por tanto

no permite realizar predicciones.
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Por tanto, vamos a formular:

T <Stp/St—1p7 St—2p7 ) Slp) =TT (Stp/st—lp) =
= ptexp{) Y Bigsipsity — 0 D (1+ sip) (1 = sit—1p)},

i jei i
siendo j ~ ¢ el conjunto de posiciones vecinas de la localizacién i-ésima del
grid, (considerando simplemente una vecindad de primer orden), 3;; como
en la ecuacion (8.9), y sip = s(Se—1p, b, k, ¢) =
= Zstp exp{_; ZjNi Bijsitpsjtp — @ 22;(1 + sitp) (1 — sit—1p)} la constante
normalizadora de la distribucion. (Hemos utilizado la letra¢ para denotar
la constante normalizadora en lugar de la letra Z, para no confundir ésta
constante con la variable “umbral” a la que también habiamos denotado
por Z. Notar que en la constante normalizadora sumamos sobre todas las

posibles configuraciones sy, por lo que en total tendremos 2°? sumatorios).

A partir de esta distribucion, se deduce que:

7T<Sitp = Sitp/Sjtp = SjtpVi ~ 1, Su—1p = supVl € {1, - 752}> =

= z?;}@xp{sitp‘ [Zﬂijsjtp —¢(1 - Sit—lp):| } (9.1)

i
y como Sip € {£1}:

Sitp = el’p{ > Bijsjip — d(1 — Sit—lp)} + 69617{ = Bisip + ¢(1 - Sit—lp)} =

joi I~
= 2cosh < Z ﬂijsjtp — gﬁ(l — Sit—lp)).

i~

Veamos a partir de aqui como queda la funcién de verosimilitud y cémo

podemos estimar los parametros de las dos distribuciones, f(Z/S) y w(S).
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9.4. Verosimilitud

Una vez modelizada la distribuciéon de los estatus

T
7r<52pv STy | Slp) = H 7(Stp/ St—1p)
t=2

y la distribucién de los umbrales condicionados a los estatus, si utilizamos

la notacién vectorial que introdujimos en la ecuacién 8.6, tendremos:

AZP = 1. Co+ ClASp + aOAZ,l,p + quAS,Lp — Oé(]ClAstp -
—OélclHAS_Lp + €p
con €tp | AZy_1p,Sp ~ N(0,0%(c31 + D)(I — cH)™).

La distribucién conjunta quedaré:

f<AZ7S37"' 7ST ‘ 217227S1752> -

= Hf(AZp7S3p7 o 7SNp ‘ leszpyslpa‘SQp) =

= Hf(AZp ’ Z1p7 Z2p7 Slp7 e >SNp) : 7r<53p> T aSNp | Slp> 52p> =
p

= H<f(AZp | Z1ps Zap, Stps -+ SN, - Hﬂ'<stp | Stlp))- (92)
P t=3

Por tanto:
f(AZ, Sz, , ST | Zl,Z2,51,52) = (9.3)
L 72) 1 Np—2
H[me | (02T + D)™ (I —cH) |2

p=1

{ (AZ —1-1Co—c1-AS, —apAZ_1, —an HAS_; p+
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/
—|—O£061AS,17P + OélclHASLp> . (O’%I + D>_1 . (I — CH) .
<AZp -1 1’00 —C1 - ASp - Oé()AZ_Lp — OleAS_l,p + OéoClAS_Lp +

—i—OquHAS_Lp) .

H Siprerp{> > Bijsipsjp — ¢ Z + Sitp) ( Sitlp)}>] '

1)

Hemos calculado la distribucién conjunta condicionada a las dos primeras
observaciones, ya que de nuevo estamos trabajando con un modelo equiva-

lente a un VAR(2).

Si al igual que en la seccion 8.5, suponemos que la matriz de vecindad
H, es una matriz cuadrada y simétrica, y llamamosh; < hy < --- < hy
a sus valores propios ordenados, entonces | I — cH |= [[I;(1 — ch;), y la

logverosimilitud quedara:

P
log(L) Z [ )log(27m ) — (9.4)

p=1
N, —2
— p Zlogal—i-d
i=1

<AZ 1- 1/00 —C1- ASp — OéUAZ,Lp — OélHAS,Lp +

1
2 9.2

' 1
+OZ[‘_)ClASpr + OélClHASLp) . dzag <o’%_{_dl> (I — CH) .

<AZp —1- 1/0() —C1 " ASp — OéoAZ_Lp — OqHAS_Lp +

+agc1 AS_1, + 04101HAS—1,p> - Z log(sp) +

Np n n
305 Busiapssip — 01 + siap) (1 >>]

t=3 i=1 j=1
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9.5. Estimacion de pardmetros. Bisqueda del méto-

do apropiado

La estimacion de los parametros del modelo,(Cy, c1, ag, a1,02, 0%, ¢, ¢, b, k)
sigue siendo, como en el capitulo anterior, un problema complicado por el
hecho de tener datos faltantes (no tenemos observaciones de la variable esta-
tus), y porque la constante normalizadora de la distribucion de probabilidad

de la variable “estatus” es intratable.

De nuevo vemos que debido a la expresion de nuestra verosimilitud (ec.
9.2), si no tuviéramos datos faltantes podriamos estimar por separado los
parametros de la distribucién a priori de los estatus, y los parametros de la
distribucion de los umbrales condicionados a los estatus. También ocurre,
como en el capitulo anterior, que la distribucién de los umbrales es gausiana
y por tanto los estimadores maximo verosimiles pueden ser obtenidos de una

forma relativamente sencilla.

A diferencia del capitulo anterior, en este caso no queremos estimar los
estatus, y nos encontramos con el hecho de que en la verosimilitud la dis-
tribucién de los estatus aparece expresada en términos de condicionales. Te-
niendo en cuenta todo lo expuesto, si volvemos a repasar los métodos de
estimacién que vimos en el apartado 7.4 vemos que el algoritmo maés ade-
cuado en este caso es un algoritmo muy similar al método de Chalmond,
“Reversible Jump MCMC” [9]. Este algoritmo, como comentabamos en la
seccion 7.4.4, es similar al EM estocéastico pero sustituyendo la verosimili-
tud por la pseudoverosimilitud. Nosotros utilizaremos la pseudoverosimilitud
para la distribucién del estatus y la verosimilitud para los parametros de la
distribucion de los umbrales, y en el paso E del algoritmo, calcularemos la

media muestral sélo a partir de una unica simulacion del proceso “faltante”.

El proceso iterativo consistird pués es lo siguiente. Empezaremos dando
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valores iniciales a todos los pardmetros y simulando los valores de los estatus.
Una vez concluida la simulacién, consideraremos que los valores de la variable
“estatus” son conocidos e iguales a los obtenidos, y estimaremos por separado
los pardmetros de la distribucién de los estatus, y los de la distribuciéon de
los umbrales condicionados a los estatus. Para estimar los parametros de
la distribucién de los estatus vamos a utilizar la pseudoverosimilitud. Por
dltimo, la estimaciéon de los parametros de la distribucién de los umbrales
condicionados a los estatus seguird exactamente los mismos pasos que ya

detallamos en las ecuaciones 8.15-8.21.

Una vez estimados todos los pardmetros, volvemos a simular los estatus
a partir de los nuevos valores estimados de los parametros; volvemos a es-
timar todos los pardmetros del modelo, y asi sucesivamente hasta lograr la
convergencia de los estimadores.

Veamos un poco méas detalladamente cémo simular los estatus y cémo

estimar todos los parametros del modelo.

9.5.1. Paso 1. Simulacién de los estatus

Vamos a utilizar de nuevo el muestreador de Gibbs para simular los

estatus, v para ello debemos simular de la distribucion:

f(Sitp ‘ AZpa S—itp7 S—tp); siendo S—itp = (Sltpa cty Si—1tpy Si+1tps 7 S52tp)7
y S—_tp todos los CV que tenemos del paciente niimero p excepto el nimero

L.

Como

f(sitp | AZpa Sfitpa Sftp) X f(AZp | Sitp, Sf’itpv Sftp)f(sitp | Sfitpa Sftp)

necesitamos conocer las expresiones de estas dos distribuciones condicionales.
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Féacilmente se demuestra [79] que

f(Sitp | S—itp, St—1ps St+1p) X

x %ilp@iﬂp(z BijSit+1pSit+ip — O(1 + Sity1p) (1 — Sitp)) -

g

-e:L‘p(Z BijsitpSitp — (1 + sitp) (1 — Sit—1p))

g

Ademaés:

f(Ath ’ Sitp, S—’itp7 S—tp) X

/
x exp{ <Ath —Co — c1ASy, — ¥ <AZt_1p — clASt_1p>> .
~1/2
-<02(a%1 +D)-(I— c)—1)> -

. (Ath - C(] - ClAStp —-v (AZt—lp - ClASt_1p>) }

con Cop,c1,¥,02,07, Dy C como en la seccién 8.3, y por tanto podemos ya

obtener la expresiéon de

f(sitp ‘ AZpa S—itpa S—tp) \V/(Z7 tap)

9.5.2. Paso 2. Estimacién de los pardmetros de la distribu-

cion de los estatus

Como hemos comentado, debido a la intratabilidad de la constante nor-
malizadora de la distribucién conjunta de los estatus, para estimar los pa-
rametros de esta distribucién vamos a utilizar métodos basados en la pseu-
doverosimilitud, estimando por tanto los pardmetros a partir de probabili-
dades condicionales, que son las tinicas de las que conocemos su expresiéon

en forma cerrada.
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La pseudoverosimilitud |17] para la distribucion de los estatus sera:

PLygg(S) =
P Np 52

= H H H"T(Sitp = Sitp/ Sjtp = Sjtp Vi ~ i, Su—1p = Su1p Vl)

p=1t=2i=1

Teniendo en cuenta la ecuacion (9.1), y la expresion de la constante nor-

malizadora ¢, tendremos que:

P Np 52

PLyj.s(S) = ( LTI 1] 2cosn>_ Bijsim — o(1 - smp))> :
p=11t=2i=1 jvi
P Np 52
'655}9{ Z Z Z <5itp' [Z ﬁijsjtp - ¢(1 - Sz’tlp)] > }
p=1t=2 i=1 jrvi

Para maximizar la pseudoverosimilitud, utilizaremos uno de los algorit-
mos numeéricos que vienen implementados en el toolbox de optimizacién del

MATLAB.

9.5.3. Paso 3. Estimaciéon de los pardmetros de la distribu-

ci6on de los umbrales condicionados a los estatus

Volveremos a utilizar el procedimiento iterativo que ya detallamos en el
Paso 3 del apartado 8.6 (ec. 8.15- 8.21).

Por dltimo, comentar que los criterios usados para controlar la conver-
gencia son los mismos que comentamos en la seccién 8.6. En las tabla 9.2 y
9.1 tenemos las estimaciones de los parametros que hemos obtenido para la
distribucién de los umbrales y de los estatus respectivamente. Notar que en
este caso el significado de los parametros de la distribucién del estatus no es
la misma, el pardmetro 3; ; deberfa ser ahora aproximadamente el doble al

obtenido en la formulacién bayesiana.
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Cuadro 9.1: Estimaciones de los pardmetros de la distribucion de los estatus uti-
lizando el algoritmo iterativo propuesto en la seccién 9.5

b k ¢
243 0.73 047

Cuadro 9.2: Estimaciones de los pardmetros de la distribucién de los umbrales

utilizando el algoritmo iterativo propuesto en la seccién 9.5

Parametro Estimacion

(-0.105, -0.129, 0.168, -0.036, 0.158, -0.147,
-0.009, -0.002, -0.194, 0.155, 0.079, 0.080,
-0.120, -0.355, 0.353, 0.305, 0.514, 0.416,
0.357, -0.028, 0.073, 0.041, 0.390, -0.042,

Co 0.222, 0434, -0.339, -0.131, -0.324, 0.211,
0.354, 0.109, -0.170, -0.204, -0.247, -0.088,
-0.289, -0.067, -0.091, -0.076, 0.157, -0.239,
-0.455, 0.409, -0.244, 0.261, 0.106, 0.035,
-0.229, -0.281, -0.135, -0.248)

c1 0.30749
g -0.34382
ay 0.038115
o? 1.383
o? 0.574

& 0.112
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9.6. Prediccion.

En la seccién 7.2.1 estudiamos los procesos autoregresivos multivariantes,
y obtuvimos las expresiones para predecir el valor de la variable en el instante
t+h, a partir de la informacion disponible hasta el instantet, g;,; tomando

aquel valor que minimiza el error cuadratico medio de prediccién.

En este apartado vamos a adaptar estas expresiones a nuestro mode-
lo (como la expresiéon es la misma para todos los pacientes eliminamos el

subindice p):

AZ; =Co~+ 1 AS; + ¥ (AZt_l - ClASt_l) + €

Zy—Zy1 =Co~+c1(S — Si—1) + ‘I’(Zt1 —Zi—9 —c1(Se—1 — St2)> + €
Zt = ([ + \I/)Zt_l - \I/Zt_Q + CO + C1 (St - (I + \I’)St_l + \I/St_g) -+ €t.

Como la forma més sencilla de hacer predicciones en un modelo VAR es
de forma recursiva, veremos tnicamente la prediccién del valor de la variable
en t 4 1 a partir de la informacién que tenemos hasta el instantet.

Hemos de tener en cuenta que estamos ante un modelo con cambios en
régimen. Si el régimen, en nuestro caso la variable estatus, Sy, ..., Sy, fuera

conocido la prediccién en t + 1 seria simplemente:

E[Zt+1 | ZZ,SZ lgt] = (I+‘I’)Zt—\Ith_1+CO+
+01(St+1 — (I + \I/)St + \I/Stfl)

La prediccion incondicional se obtiene de una forma directa utilizando

propiedades bésicas del operador esperanza:
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Zipp= EBEZ | 2,5 1<) =
= (I + \IJ)Zt —UZi 1+ Cy+ Cl(E[St+1 | Zl < t] -
—(I+O)E[S: | Zl <t]+ VE[S;—1 | Zil <t])

Como las esperanzas respecto a la distribucién de los estatus no pueden
obtenerse de forma analitica, andlogamente a lo que propone Hamilton [84]
lo que proponemos es aproximarlas mediantes simulaciones.

Una vez tengamos la prediccion en Z para el instante ¢t + 1 podremos
predecir en t + 2, y asi recursivamente hasta el instante que nos interese.

En la figura 9.1, vemos como ilustracién un ejemplo de prediccion. A
partir de 5 CVs observados a un paciente, predecimos su comportamiento un

ano, y dos anos después de la tultima exploracion.

9.7. Bondad del ajuste

En el capitulo 7, vimos que al trabajar con modelos VAR, la bondad del
ajuste se realizaba a partir del anélisis de los residuos, sobre los que se podia
realizar una serie de tests para comprobar si son ruido blanco gausiano.

Queremos comentar que este apartado lo presentamos simplemente como
ilustracion de la metodologia a seguir para comprobar la bondad del modelo.
Debido a la limitacién de observaciones en el tiempo que tenemos en nuestra
base de datos, somos conscientes de que los resultados de este apartado
deberian repetirse sobre una base de datos mayor, y que por tanto no pueden
tomarse como concluyentes.

Calculamos por tanto los residuos:

Rtp = th - th\t—lp
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a) b) ) d)

e) f) 9)

Figura 9.1: En a), b), ¢), d) y e) vemos 5 campos visuales observados en un
paciente, en cinco exploraciones consecutivas. A partir de ellas predecimos CVs de
este paciente. En f) vemos la predicciéon un ano después de la ultima observacion,

y en g) dos afios después.
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Sobre estos residuos, como indicamos en el apartado 7.2.1, podemos
aplicar tests para ver si las autocorrelaciones de los residuos se correspon-
den con las autocorrelaciones de un proceso de ruido blanco, y estudiar sus
momentos de tercer y cuarto orden para ver si proceden de una distribucién

gausiana.

Empezamos calculando las correlaciones para diferentes retardos tempo-
rales, y compararando los valores obtenidos (en valor absoluto) con2/ VT.
Rechazaremos la hipotesis de ruido blanco, si alguno de los coeficientes de

correlaciéon estimados excede esta cota.

Debido al reducido niimero de observaciones en el tiempo, las bandas de
confianza son muy anchas, y resulta un contraste muy conservador, en el que
va a resultar muy dificil rechazar la hipotesis de ruido blanco. Comprobamos
que, efectivamente, todos los valores que obtenemos para las correlaciones
caen dentro de estas cotas. En la figura 9.2, vemos un ejemplo de los coe-
ficientes de correlacion obtenidos para un paciente del que disponiamos de
9 observaciones en el tiempo. (Recordar que las dos primeras observaciones
las suponemos fijas y conocidas, por lo que no las consideramos al analizar
los residuos. Aceptamos por tanto la hipdtesis de que los residuos de nues-
tro modelo siguen una distribucién de ruido blanco, teniendo en cuenta las

limitaciones comentadas anteriormente.

Para ver que los residuos siguen una distribucién gausiana, simplemente
como ilustracién, calculamos los indices univariantes de asimetria y curtosis.
Para ello, trabajamos con los residuos estandarizados, sobre los que calcu-
lamos los indices para los residuos obtenidos en cada una de las52 posiciones
del CV de cada paciente. Como estamos siempre suponiendo independencia
entre distintos pacientes, podemos juntar los residuos que tenemos en la mis-
ma posicién de todos ellos, para tener una muestra mas grande sobre la que

calcular los indices de asimetria y curtosis.
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Figura 9.2: Algunas de las correlaciones estimadas para los residuos de un paciente
del que tenemos 9 exploraciones.r(k, [, i) indica el (k,1)-ésimo elemento de la matriz

de correlacion de retardo i (ver apartado 7.2.1).
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Obtenemos los siguientes resultados:

9. Modelizacién de CV con la metodologia de series temporales

Pos. 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11
Asim. 0.2 03 -06 11 0.1 -0.1 -08 -0.2 -0.7 -14 0.1
Curt. 27 28 29 34 32 50 32 24 34 59 18
Pos. 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
Asim. 0.1 01 01 01 01 -09 -04 03 -02 01 0.2
Curt. 26 25 30 29 26 51 32 32 27 29 3.0
Pos. 23 24 25 26 21 28 29 30 31 32 33
Asim. -0.1 01 -18 -06 21 -1.7 06 -0.8 0.1 21 -0.1
Curt. 22 42 79 47 99 71 34 32 32 28 27
Pos. 34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44
Asim. 0.1 -02 07 0.19 -12 -09 -08 -0.1 0.2 01 0.2
Curt. 46 29 108 29 30 39 29 42 33 44 24
Pos. 45 46 47 48 49 50 51 52

Asim. -06 -05 -09 -03 06 04 -03 -0.28

Curt. 26 30 44 25 29 21 28 41

Podemos observar que en algunas posiciones, la forma de la distribucién si

se asemeja a la de la distribucién normal, mientras que en otras la normalidad

es un poco mas dudosa. Estas medidas podrian complementarse con otros

tests de mormalidad como por ejemplo el test de Kolmogorov-Smirnov o el

test de Newton [149].

Ademas de estos tests, como comentabamos en la sec. 7.2.1, si el objetivo

final de la modelizacién es la prediccion, el ECM de prediccion nos dard una

medida de la bondad del modelo. En la sec. 7.2.1, hemos visto tests que

se basan en este estadistico para elegir el orden del modelo més adecuado.

Como hemos comentado, y debido de nuevo a la limitacién de nuestra base

de datos, calculamos este valor simplemente como una medida descriptiva

més de la bondad del ajuste. El valor obtenido para el ECM es 8.24.
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Capitulo 10

Comentarios, conclusiones y

problemas abiertos

Como ya comentidbamos en el capitulo 1, el objetivo de este trabajo
ha sido el estudio y la aplicaciéon de modelos y técnicas estadisticas espacio
temporales para la resoluciéon de una serie de problemas que se plantean en el
estudio del glaucoma. Hemos aprovechado también para hacer una revisiéon
de la teoria de los modelos espacio temporales en geoestadistica, y de los

modelos de series temporales multivariantes.

Los problemas que nos hemos planteado han sido la modelizacién de la
distribucién espacio temporal de campos visuales de pacientes sanos, y de
pacientes que sufren glaucoma (con el objetivo de realizar predicciones y si-
mulaciones) y el poder “etiquetar” cada una de las posiciones de un CV como
“sana” o “enferma”. Para ello, hemos trabajado utilizando dos metodologias
muy distintas: la metodologia geoestadistica, y la metodologia clasica de las

series temporales multivariantes de Box & Jenkins.

Para llevar a cabo estas modelizaciones, hemos trabajado con una base
de datos de CVs de pacientes sanos y de pacientes con glaucoma. En esta
base de datos tenemos 131 pacientes sanos con una tnica observaciéon, 38

pacientes sanos con 2 observaciones, 9 con 3 observaciones, y 8 con 4. La

295
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base de datos se completa con CVs de otros 105 pacientes a los que se ha
diagnosticado glaucoma, y de los que tenemos entre 2 y 9 observaciones por
persona.

Debido a las caracteristicas de la enfermedad, y al poco tiempo que hace
que el SITA se ha introducido como estrategia estandar en las consultas of-
talmoldgicas, no nos ha sido posible conseguir una base de datos més extensa.
Nuestro objetivo es continuar trabajando en colaboracién con los oftalmdlo-
gos para conseguir una mejor base de datos, en la que tengamos un conjunto
de pacientes, con un ntmero bastante mayor de observaciones sobre cada
uno, y repetir todos los anéalisis que hemos presentado en este trabajo con
esta nueva base de datos, especialmente la parte en la que hemos usado la
metodologia de series temporales multivariantes. En este sentido, presenta-
mos nuestro trabajo como una ilustracién de la metodologia a utilizar, y no
presentamos los resultados como definitivos desde el punto de vista clinico.

En la parte de geoestadistica, gran parte del trabajo se ha desarrollado
basandose en un modelo puramente espacial construido, en este caso si, sobre
un namero bastante grande de CVs pertenecientes a distintos pacientes.

Con las dos metodologias hemos estado trabajando suponiendo que los
datos siguen distribuciones normales. En el caso de la geoestadistica transfor-
mamos los datos para conseguir homogeneidad, y en el caso de la metodologia
de series temporales trabajamos con modelos autoregresivos.

Los modelos que hemos construido bajo las dos metodologias pueden

verse resumidos del siguiente modo:

1. Geoestadistica

yr = Po + f(x) + Budist + Bafila + Psedadilsy + Basi + €

con f(z) = (f(x1), -+, f(x52)), una funciéon suave dependiente de la
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posicion, FE(e) = 052, Var(yy) = o2¥(i,t), v Cov(Yit, Yjm) = o2 .

p(lli = jll, [t =m ).
2. Modelo VARI(1,1)

Ay = Co+ c1Asy + P(Ay—1 —c1 - Asp—1) + G
con (~ N(0,Q)i.i.d

siendo:

vt = (Y1t Yat, -+ 5 Ys2t)sax1, vector con los 52 valores observados en
la t—ésima exploracion del paciente (omitimos el indicep).

x; i-ésimo punto del campo visual.

dist = (distancia(z1,0), distancia(z,0), - - , distancia(xsa, 0))5ox1;
fila = (fila(z1), fila(x2), -, fila(z52))50x15

Bo = (Bo,1,Bo,2, -+ » Bo,52)52x15

st = (s1t, s2t, ~+ 852t)f52X1;

s = (1,1, Dsgxens

B, B2, 03, 81 € R

Para empezar el analisis geoestadistico, nos planteamos el estudio de
CVs de pacientes sanos. Modelizamos la media utilizando un modelo semi-
paramétrico, y utilizamos un modelo separable para modelizar la funcién de
covarianza. La complejidad de la formulacion de la media ha hecho que no
podamos seguir la metodologia geoestadistica “clasica”, al no poder estimar
la estructura de la media utilizando métodos como el “kriging universal”.
Estimamos los pardmetros del modelo combinando el método de maxima
verosimilitud con el algoritmo backfitting.

A partir de la modelizacion de CVs de pacientes sanos, construimos in-

tervalos de confianza que nos permiten clasificar cada una de las posiciones
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de un CV observado, como “normal” o “enferma”. A partir de esta clasifi-
cacion, en el capitulo 6 generalizamos el modelo para incluir también CVs
de pacientes con glaucoma.

Queremos comentar que esta linea de trabajo no est4d cerrada. Hemos
obtenido la modelizacién para los umbrales, condicionando a que conocemos
el valor de los estatus en cada posiciéon, y estimamos los estatus a partir de
intervalos de confianza construidos a partir del modelo para pacientes sanos.
Sin embargo, no podemos simular ni predecir el comportamiento futuro de
CVs de pacientes con glaucoma, puesto que para ello necesitariamos intro-
ducir un modelo para los estatus, y simular/predecir teniendo en cuenta los
dos modelos. Este problema no ha sido estudiado hasta ahora en el Ambito
de la geoestadistica. Notar que se tratarfa de una aproximacién parecida a
la propuesta por Diggle et al. cuando hablan de “Geoestadistica basada en
el modelo” [50], pero en nuestro caso, los datos observados son gausianos, y
los no observados, no gausianos.

Dentro de este campo, también como trabajo futuro, nos planteamos
continuar trabajando en la siguientes lineas:

En nuestro trabajo la decisién de utilizar un modelo de covarianza sepa-
rable (frente al no separable) la basamos en el ajuste del variograma espacio
temporal por medio de minimos cuadrados, de forma que elegimos el modelo
que proporcionaba mejor ajuste. Recientemente en [56] se proponen con-
trastes formales que podriamos aplicar a nuestros datos.

La no estacionariedad de los datos la resolvimos mediante una trans-
formacién. También recientemente, se han estudiado modelos de covarianza

espacio temporal no estacionarios [191] que podriamos intentar ajustar.

El primer problema con que nos encontramos al trabajar con la metodologfa
de series temporales, es que las observaciones deben ser igualmente espacia-

das. Al trabajar con esta metodologia, no hemos podido empezar construyen-
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do un modelo para los pacientes sanos, tal y como hicimos en el estudio
geoestadistico, por no tener suficientes datos nuestra base de datos. Notar
que tenemos muchos pacientes sanos con una tnica observacion, pero s6lo 8
pacientes con 4 observaciones, y ninguno con mas. Por todo ello, siguiendo el
trabajo de Olsson y Rootzen [154], planteamos un modelo para los umbrales
condicionados a los estatus, y otro modelo para explicar la evolucién de los

estatus.

Para modelizar los estatus, buscamos en la literatura generalizaciones del
modelo de Ising al contexto espacio temporal, y trabajamos con los dos mo-
delos que encontramos, utilizando cada uno en el contexto en el que resultaba
mas adecuado. La modelizacion de los umbrales se vio bastante complicada al
tratarse de un modelo con cambios en régimen. Ademas, cambios en régimen
multivariantes, problema que no ha sido estudiado en la literatura hasta
ahora. Para estimar los pardmetros, hemos tenido que recurrir a métodos de

Montecarlo, y a métodos basados en la pseudoverosimilitud.

Al trabajar en series temporales ya desde el primer momento con el mo-
delo “completo” y resultar éste muy complejo por ser un modelo con cambios
en régimen, no hemos podido comprobar algunas hipétesis que asumiamos en
el modelo como el orden, o la no cointegraciéon. Nuestra intencién es también

comprobar estas hipétesis cuando tengamos una base de datos més extensa.

En cuanto a la comparaciéon de ambas metodologias, hemos visto que la
Geostadistica és mucho mas flexible a la hora de modelizar tanto la media del
proceso (podemos usar, por ejemplo, modelos aditivos), como la covarianza
(notar que por ejemplo si usamos un modelo AR(1) univariante nos estamos
limitando a correlaciones del tipo exponenciales). Sin embargo los modelos de
series temporales multivariantes son mas descriptivos del proceso y, también

a nuestro parecer, la predicciéon es més sencilla.

Como conclusion final, decir que con esta memoria hemos pretendido



300 10. Conclusiones

mostrar que los modelos estadisticos espacio temporales pueden resultar
muy utiles en el anéalisis de campos visuales y en particular de campos vi-
suales para la deteccién del glaucoma. En cuanto a las dos metodologias
utilizadas, decir que no nos podemos decantar por ninguna de ellas, ya que
cada una tiene sus ventajas e inconvenientes. Nuestra experiencia en este
trabajo nos lleva a aconsejar la utilizacion, ante cada problema concreto, de
la metodologia que mejor se adapte a sus caracteristicas y al objetivo que

nos hayamos propuesto.
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