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It is said: "All knowledge is, in the final analysis, history.

All sciences are, in the abstract, mathematics”’

| venture to add: "All methods of acquiring knowledge
are essentially through statisti¢s

C.R. Rao Statistics and Truth

Proleg

L'objectiu general d’aquest trebak’posar de relleu alguns problemes relacionats
amb la teoria dels tests d’hogesis i aportar nous elements que donin uns crite-
ris per a la selecoide models estasfics. Per aig usarem principalment, com

a mitja, cniques geostriques en el context de I'estatica, i aix" proposarem
noves metodologies, alternatives o compleragas a lesdcniques @ssiques,
basades en les propietats getnigques dels models estatics. En tot aquest tre-
ball es tractaa, de forma unificada, el problema de I'especifioad®! model i els
tests d’hiptesis. Per aclarir una micaamaquesta idea podem dir que es tractaran
els tests d’hiptesis des de la perspectiva de la selede models, en el sentit que
acceptar una hggesi consista, essencialment, en acceptar que un model des-
criura els trets ras rellevants de una part de la realitatior, segons uns criteris
previament explicitats, que un altreesicomplex. Per tant els tests d'bipsis i

la selecad’de models es tractaran a tesvd’unes mateixes eines metautgpifues.

De fet, dintre del context dels tests d’bipsis, es donen unarse de paradoxes

gue moltes vegades passen desapercebudespa bcceptades, pels esstits, |

no estadstics, que els utilitzen, perque deixen entreveure unes certes mancances

a nivell conceptual. Recordem, que en la formudadtassica dels tests d’hopesis,

moltes vegades s’accepta unadigsi la qual sabem, estrictament parlant, gsie
falsa. Pen prendre aquests tipus de decisions pot ser raonable per diverses raons:
doncs un model s senzill ens pot permetre sintetitzar o simplificar una realitat
complexa, facilitant, a s, la predic@de nous resultats amb un cert grau de
fiabilitat. EI que no sembla doncs massa raonablgue aquestes decisions entre
hipotesis es prenguin en base a les seves probabilitats, o probabilitats condiciona-
des, d’error, donat que sabem, en sentit estricte, odéadses.

Des d’aquest punt de vista, i tal com es desenvolupa en laos2dzg( cajfol 1,

la quiestd basica de la infancia estadtica no hauria de seQuinaés la pro-
babilitat que una afirmad donada sigui certa™oncs sabem que cap afirmaci”

és estrictament certa, en el sentit que els models utilitzats en aquest context s”
nomes aproximacions de la realitat. el ‘aviat, la gésto basica hauria de ser:
quant allunyada estuna determinada afirmagide la realitat? suposantes clar,
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gue s’ha definit una diahcia per mesurar-ho. Dit en altres paraules, una estructu-

ra formal per a determinats tipus de raonaments inductius s’hauria de fonamentar
més en una mesura de proximitat adalitat, que no pas en una probabilitat. De

fet, la probabilitags una molt bona eina per quantificar la propeass®rrer dels
esdeveniments observables, doncs parlem en termes de si un esdeveniment ocorre
0 no, i no pas en termes de si aquest esdevenigwm@rtadero fals. En aquest

sentit la probabilitae$ una einadsica per construir modelsaics de femmens
observables, perén infeencia estagtica, segons el que hem comentat anterior-
ment, sembla s adient utilitzar una dishcia.

En aquest treball s’ha intentat donar una metodologia alternativa basadasen dist”
cies sobre els models estsiits pararafrics. Comes ben sabut, aquests models,
sota certes condicions generals de regularitat, tenen estructura de varietat Rieman-
niana, de manera que apareix com aatista natural la disiicia Riemanniana,

la qual podem utilitzar com a eina per quantificar I'error estiéc” Cal remarcar

gue es podria haver utilitzar una altra distia i que aquest nes’el tret dife-
rencial d’aquest treball, sinque, el que es pret’'és donar un nou plantejament
metodobgic dels tests d’hiptesis, o si m$ no, obrir un camgélternatiu que pugui

evitar algunes de les paradoxes que apareixen en la metodolasgicel.”

En el capfol 2 es proposen quatreatodes, tot i que, de fet, padr parlar d’'un

unic metode en el sentit que tots ells comparteixen una mateixa filosofia de fons
gue s'implementa, a efectesagtics, segons les diferents prefiecies a I’hora de
treballar en estadfica: fregientista o Bayesiana, utilitzant probabilitatseorh6-
ments. Cal tenir en compte tamlgue tots ells es basaran en l'accemtatiin
estimador convenient pel model general, com per exemple I'estimaaximm’
versemblant, del vertader valor del paretre. Aix’doncs, i seguint laitiia que

hem comentat a I'inici d’aquest pagraf, els quatre ptodes sorgeixen de les com-
binacions de dues regles i dos procediments. Les regles es defineixen per compa-
rar els errors fets en realitzar les estimacions sota I'espai generalategiegs i

sota el subespai definit per la bigsi nulla, en una regla es comparen probabili-
tats i en 'altra moments, rebent els noms de reglaregla-m, respectivament.

Els dos procediments es defineixen per obtenir una estn@acia mesura de
I'error sota el subespai de @ametres definit per la hgtési nulla, utilitzant una
aproximaoo frequientista en un cas, i una Bayesiana en I'altre. Aquest dos pro-
cediments rebran el nom de procediméntprocedimenté respectivament. En
aguest segon capl es tractaa taml&, la relacd entre hiptesis simples i com-
postes i les distribucions asingpigues d’algunes de les distCies que apareixen

en els netodes anteriorment descrits.



Des del tercer caml fins al si€, es veuran diferents aplicacions delstodes a
diferents models esteastics coneguts, cores el cas del model normatvariant
amb X coneguda, el model Poisson, el model Gamma i el model lineal normal.
Notem peo, que en el capl 4 es donaa una aproximaoi asimpbtica per a un
model estadstic paranetric regulam-dimensional general, aixés faa utilitzant

un dels netodes abans proposats.

Finalment s’estudiar el comportament delsetodes proposats quan no es com-
pleix una de les suposicionasiques plantejades en aquest nou desenvolupament
metodobgic: quan no podem suposar que la probabiéitatiori corresponent a

la hipotesi nulla, o submodeks zero. Veurem com en aquest cas encara es donen
resultats raonables, la qual cosa mostra la robustesa d’aquestsetodesn”
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Introducci 6

En molts casos, quan els cidis utilitzen un model,@\ conscients que aquest
nomeés una aproximaoide la realitat. Perles raons per utilitzar-loos' diverses:

ens permet sintetitzar la variabilitat de les dades mantenint alhora un ajust rao-
nable amb les observacions i facilitant, asnla predic@’de nous resultats amb
certa preci. En un sentit ampli, la modelitzaxcfa la realitat nes entenedora.

Entre els models possibles es procartaiar el que millor s'ajusti a la nostra rea-
litat, dintre d’uns nivells acceptables de complexitat. S’estadeselec@’'d’'un
model, quan un eatinclos dintre d’un altre, tenint en compte les analogies d’a-
quest proes de decisi’i elecco del model amb la teoria dels tests d'biesis.

En aquests models, les observacions apareixendregqgient com els valors que
prenen unes determinades variables aléed i les hiptesis sh afirmacions refe-
rents a la distribuc d’aquestes variables. En aquest context, s’anaditizanle la
problematica donada quan la seleacd’un model es basa exclusivament en el cri-
teri de la naxima versemblafa; doncs aquest criteri ens condueix quasi sempre
al model n&s complex.

Es veua com I'aplicaco dels netodes @ssics, en algunes situacionsnd’lloc

a certes paradoxes i com aquestes paradoxes es poden evitar, 0 almenys es pot
obrir un nou cam’utilitzant metodologies alternatives. Aquests nowtodes es
desenvoluparan en alguns casos concrets veienetaenkaltres, el pardélisme

amb la teoria @ssica.
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1.1 Evolucio historica de la teoria dels tests d’hip-
tesis i I'eleccd dels models estaidtics

Comenarem donant el significat d’alguns conceptesibs utilitzats dintre del
context de la teoria del test d’'fopesis i I'eleccd dels models estastics.

Explicarem primer el que s’ea’ perhipotesis estaidtiques Una hiptesi, quan

ve expressada en termes d’una classe de distribucions de probabilitag esdev’
afirmaco que imposa restriccions addicionals sobre la classe de distribucions es-
pecificades pels models. Si la bipsi especifica completament la distritlmyci”

és a dir corg’unaunica distribuad’ de probabilitat, aleshores s’anomenaohgsi
simple; en cas contrari S'anomeaaomposta. Donat, aes, que una higesi

sota test representa fregfitment I'abencia d’'un efecte, ens referim a ella com
hipotesi nulla.

La formulact d’hipotesis i el seu contrast a tesde I'observaoi sdn passos es-
sencials en el pr@s cientfic. Una discussi detallada del seu paper en el desen-
volupament de les teories cidifues ve donat per Popper [40] I'any 1935.

Tests d’hiptesis.Un test d'una hiptesiH és una regla de deatsgue especifica,

per a cada conjunt possible de valors de les observacions, si acceptar o rebutjar
H, havent estat aquests valors particulars observats. Hi ha, per tant, una divisi”
de tots els possibles conjunts de valors ('anomenat espai mostral) en dos grups:
aqguells pels quals la hipesi H serl acceptada(regido d'acceptaadd), i aquells

pels quals serrebutjada(regid de rebuig o red critica). En els anomenaigests
Aleatoritzatss’introdueix un mecanisme aleatori, dependent de les observacions,
per decidir si acceptar o rebutjaf, entenent-se com una generalitzadgl cas
anterior.

Els tests estan definitpicament en termes d’un estatic de test’, encarregat de
resumir tota la informacidonada per les dades observadesii els valors extrems del
gual ©n clarament improbables d'oaer siH és certa, p& ho ©n sorprenents

si H és falsa. Sembla aleshomatural rebutjar H quan’ prengui valors sufici-
entment grans o suficientment petits. Anomenarem dad¥ica la rego critica o

de rebuig.

L'eleccio d’un test apropiat no dep non&s de la hiptesiH que es vol acceptar
o rebutjar, la qual s’Tanomerahipotesi nulla i es notaa H,, sind tamkg de les
maneres en que aquesta dtigsi pot ser falsa, aixés, de les distribucions de
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probabilitat que no satisfall, anomenadealternatives o hiptesis alternatives
gue es notaraf/; .

Per especificar un test del tipus anterior completamegricara necessari se-
leccionar un o uns determinats valorgtics. Aquesta seleagiés fa normalment
sobre les bases de les gegts consideracions: els valors pels quals lateig”
nul-la se& rebutjada podrien ocrer fins i tot si aquesta hipesi fos certa; aix”
hauria de ser, no obstant, moltimprobable. Una mesura de@ondessorprenents
aquests valors sotd, és la probabilitat d’'observar-los quéh, és certa. Aques-
ta probabilitat,Py, (17), s'anomenanivell de significadd o probabilitat d’error
de primera esgciedel test, que es nota tamlireqientment perv i el qual vol-
drem que prengui valors petits tals com: 0®2.05. El valor o valors dtics es
determinen doncs a partir de I'equaci”

PHO(W) S o

Un altre requisit ques convenient en un tess mantenir un nivell de significarci”
baix peo controlant que la probabilitat de rebutjfly, quan sigui falsa, sigui
alta. Aquesta probabilitaB,;, (177), s'anomeng@otencia del teston H, representa

la hipotesi alternativa. Al valoPy, (IW¢) se 'anomengrobabilitat d’error de
segona esgcie Per a nes detalls es pot veure Lehmann [29] i Neyman i Pearson
[33], entre altres.

Per comenar amb I'evolucd hisrica de la teoria dels tests d'luifesis, direm que

uns dels primers tests en apixer van ser els anomenagsts de significad, que
s’usen en situacions on el fenomen que slestudiantd'una component d’atzar,

la qual pot apaixer de manera natural o ser introda artificialment mitjapant
simulacd. Aquests tests proporcionen les fronteres que decideixen en quin grau
els resultats inusuals poden ser atrib@ I'atzar. Per obtenir aquestes fronte-
res s’'usa un model que descrigui els efectes de I'atzar. Si agsid'shica font

dels resultats observats, aleshores el model mateix ha de ser suficient per explicar
dits resultats. Els tests de signifioaclécideixen, doncs, la sufeicia o no del
model en aquest sentit. La loi@si que ens diu que el moded Suficients’ano-
mena normalmerttipotesi nulla, mentre que no es parla exptament d’hiptesi
alternativa.

Per dur a terme aquests tests de signifaagin necessaris uns objectes adequats
capaos de resumir les dades observades, els ssieglde test. Una vegada ava-
luat aquest estaskic a partir de les observacions, es calcula la probabilitat, sota
la hipotesi nulla, que un resultat sigugitjor que I'observatg$ a dir, elp-valor

o probabilitat de la cua corresponent. Quaesrpetita sigui aquesta probabilitat,
més forta sea 1'evidéncia contra la hiptesi nulla.
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La primera publica@ on s’usa un raonament semblant a un test de significaci”
s’atribueix a John Arbuthnot (1710). En un estudi sobre el sexe dels nadons en
Londres durant 82 anys, conclou que 'atzaesauficient per explicar que durant
aguests anys el nombre de nadons de sexe mdsgildominat al femanPeo

tot i que€s un exemple clar del problema de trobar una distribqoié s’ajusti

als efectes prodts per I'atzar, Arbuthnot va arribar a aquesta condgsibre les
bases d’'una simple generalitzaanductiva dels 82 anys observats. No va utilitzar
I'obtencio d’un nivell de significa@petit en el seu raonament.

En el 1812, Laplace [28], amb la seVaéeorie Analytique des Probabiés va
presentar un tipus de raonament que podria ser anomenat test de signifisaot”
com a distribua’de I'estadstic de test la distribuoihormal.

L'any 1900, Karl Pearson [39] tracta el problema de mesurar el bon ajust entre
les dades observades i altres distribucions diferents a la normal. Va definir una
funci6 estadstica anomenadg? a partir de variables normals i incorrelacionades,

de manera que el valor d’aquesta fungf’ augmengs a mesura que les variables

es desviaven dels valors esperats. Cal notar que el test de Pearsontést

per a mostres grans, ja que necessita un gran nombre d’observacions per usar les
propietats de normalitat asingtica.

Sota el nom de Student [47], W. S. Gosset proposa I'any 1908 la primeracsoluci”
a un cert tipus de tests per a mostres petites. Modelant I'atzar a partir de la distri-
bucié normal, Student va aconseguir definir una distribula probabilitat exacta
guan la desviaoi’estindard havia de ser aproximada per la deswiasindard
mostral. Com a resultat es va obtenir la distrilouaile Student.

A principis de I'any 1920 R. A. Fisher va estendre els resultats de Student afegint
a la seva teoria I'estimagidels paametres en la construccdel test. Usant les
dades per estimar els valors delsgmaetres va aconseguir reduir els graus de
llibertat. Fisher [15] va demostrar que en molts casos es pot trobar una distribuci”
generalment asimgtica, per I'estadbtic de test sota la hijgési nulla, estimant els
parametres lliures a partir del etode de la mxima-versemblagc Peo Fisher

mai va fer una teoria de construoaiel test de significacj malgrat que ell va
inventar o desenvolupar la majoria dels tesesmsats i fins i tot alguns tests no
paranetrics lasics. Fisher no estava d’acord amislde la probabilitat inversa,
usada a I'hora de determinar els valorgics per a les diferents distribucions
dels estadtics de test, i de fet no li atreia la teoria de la decigtep, tot i que

no estava d’acord ambus$ de la probabilitat inversa, entesa en un sentit Bayesi’
sentia la necessitat d'usar alguna eina semblant donat que va intentar desenvolupar
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un substitut: la probabilitat fiducial.

Dels tests de significamj honmes preocupats per la fufesi nulla es va passar a la
teoria del contrast d’hiptesis o tests d’hiptesis que es coneix actualment, en els
quals s’especifica completament el tipus ddigsi alternativa que coeven cada
cas, donant lloc a les diferents classes de tests.

L'any 1928, J. Neyman i E. S. Pearson van copaerecdesenvolupar una meto-
dologia del contrast d’hitesis definint els errors de primera i segonaeespi
investigant un principi intiu per a la construcoide tests que els va portar al test
de la ra de versemblarec El principi de la ra’de versemblaracva ser extraor-
dinariament fruatier, d’ell se’n deivaven, deforma exacta o aproximada, molts
dels altres tests coneguts, incloent-hi el dgale Pearson.

Encara quedava pgruna important gésto per resoldre: quies el millor test?
Neyman i Pearson havien formulat imptament, en el 1928, el seu criteri: fi-
xats els percentatges d’errors de primeraees minimitzar els errors de segona
especie. Cap a I'any 1933, s’havien establert totes les definicions claus per per-
metre una presentacordenada que tenia com a eix central el lema de Neyman-
Pearson, el qual desenvolupa uns criteris per a contrastar wtasiipimple front

una alternativa tan@simple, estenent-se en alguns casos a simple front alterna-
tiva composta. Tot el que es refereix al contrast dt#sis ha estat desenvolupat
sobre aquestes bases des de llavors. Peesadetalls veure Neyman i Pearson
[33], Neyman [32], Pearson [37] i [38].

Un altre problema ha aparegut en la bi& recent dels tests d’topesis. Els re-
sultats d’un test@irebutjarla hipotesi nulla ono rebutjarla hipotesi nulla. Peo

la pregunta que quedss! quines hiptesis poden ser l@ggnamentacceptade®
provisionalment agafades com a resultat d’'un test? Suposem que un test doni com
a resultat rebutjar la hgiesi nulla, justifica aix la acceptaad d’'una altra hiptesi

sobre I'exiseéncia d’'una font sisteatica que dna lloc a les observacions? Supo-
sem, al contrari, que un test doni un resultat fortament no significatiu, justifica
aixo I'acceptaad de la himptesi nulla? Hi ha fortes raons per pensar o creure que
no.

Un test no significatiu ha d’assenyalar que ladtgsi nulla podria ser una font
adequada per explicar les dadespgmmnse suposicions addicionals, aquest resul-
tat no ha de provar necesgament que la higtesi nul.la sigui ltinica explicam”
possible per obtenir aquestes observacions. La canfjus ‘envolta aquest resul-

tat pot ser eliminada d’alguna manera si es realitza un canvi subtil en la interpre-
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tacio dels tests. Per exemple, el tadtde Pearson anomenat anteriorment, usa
nivells de significa@’com a mesura d’ajust entre bisis i dades. Resultats no
significatius indicarien un bon ajust, i no la certesa, de lateig nulla. De fet en
aguestalhia ania dirigit tot aquest treball. Com a bibliografia addicional sobre
I'historia de contrast d’hiptesis podem destacar Fisher, R.A. [17], Kendall, M.G.
i Plackett, R.L. [27].

1.2 Algunes dificultats conceptuals dels tests d‘hip-
tesis

Qualsevol argument ciefit es refereix a una part de la realitat i @etéstablir
afirmacions que hi estiguin d’acord. Betiotes les afirmacions es fan amb un
llenguatge de refencia, el quaks intthsecament limitat per ajustar-se fidelment
a la realitat. En paraules de L. Wittgenstein [4Bls limits del meu llenguatge
signifiquen elsimits del meu mgncom pot veure’s en el selractatus logico-
philosophicus

Tot i aguesta limitad, és convenient fer discussions sota un context general dins
el qual aquestes afirmacions es consideraran certesnsirseria possible ex-
pressar cap argument, amb la preterg®'ser cert. Considerem, per exemple, la
representaci conceptual d'una direazj a I'espai fsic, mitjan@nt una recta real.

Es clar gue quan as ric sigui el llenguatge, @s possibilitat hi haar que s’ajusti
millor a la realitat, pes moltes vegades, en I'estudi d’'una part de realitat dona-
da, és itil introduir algunes simplificacions conceptuals per representar algunes
caracterstiques lsiques del problema d’una maneras®ntenedora, encara que
aguesta simplificacisuposi allunyar-se una mica de la realitat. Sota aquest punt
de vista la giéstd basica en infegncia estadtica no seriauinaés la probabili-

tat que una determinada afirmacsigui certa? donat que, quasi segurament, no
és estrictament certa, laigsto basicagsquant allunyada estaquesta afirmaéi

de la vertadera?suposant que tenim un procediment per quantificar aquesta Ilu-
nyania, per exemple, una dsicia. En altres paraules, per estudiar formalment
certs tipus de raonaments inductius ens femrde basar B8 en una mesura de
proximitat a la veritatque en lgprobabilitat d’error. Observem que, sota aquesta
aproximaon, la estricta falsedat d’'una afirmadiéta en aquest llenguatge de re-
ferencia no invalida aquestes consideracions, donat que pressuposem que aquest
llenguatgees prou ric perjustar-se suficientmeiat la realitat per a un pragit
donat.
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En aquest treball considerarem problemes de test atégis en el context dels
models estadtics pararatrics quan la dimensiCorresponent a la hipesi nulla
és estrictament 8% petita que la corresponent a la dimerdel model total. In-
tentarem resoldre aquests tipus de problemes a partirededes que ens pro-
porcionin un significat pras’a les idees que hem comentat anteriormeng dir,
donar raons clares de perajalgunes vegades triem el modeadsrsimple (hipiesi
nul-la) encara que aquesta no sigui certa.

Dintre del context dels models estsiiCs pararafrics, un problema de contrast
d’hipotesis estar definit per una paf®, de I'espai de parmetre®, O, C ©, cor-
responent a la higgesi nulla. Considerem un cas fragfit, que ja hem anomenat
anteriorment: quan els graus de llibertat sota laotapi nulla sdn estrictament
més petits que els corresponents a l'espai total darpetres. Geoetricament
parlant, © se@ una varietat,-dimensional, realC'* i ©, una subvarietat-
dimensional estrictament inclosa @namb0 < r < n, aix0 és: Hy : 6 € O,
front H, : 0 ¢ ©,, onf representa el pametre corresponent a la vertadera fonci”
de probabilitat. Generalme6tés un conjunt obert de” i en aquest cas s’acostu-
ma a usar els mateixosgsbols,d, per notar punts i coordenades, a dir, agafant
com a sistema de coordenades la identitat. Peesdetalls, veure I'andix.

Amb I'objectiu de construir un test, una aproximadngenua, si no éssim cas
d’algunes de les anteriors observacions, podria ser plantejar el problema de la
forma segént: donada una mostra de midaquinaés laprobabilitat (des d’'una
perspectiva fregéntista)que H, sigui certé? i decidir entre les higtesis tenint en
compte aquesta probabilitat.

Per respondre a aquesta pregunta teaide corixer ladistribucio a priori sobre

©, anomenem-I&l, i seguir una aproximaciBayesiana eatidard. El primer pro-
blema seria I'eleca de la distribu@’a priori, suposant que volgasim mantenir

un significat fregéntista de la probabilitat a posteriori. Aquesta eledependria

de cada aalisi estadstic en particular, una vegada determinadesipletament

les condicions experimentals sota les quals, la pobkestiadsticaactual ha estat
seleccionada. Permalauradament, aquesta inforntaco €s normalment cone-
guda, malgrat la seva possible egistia en qualsevol situacparticular, doncs
normalment, cada mostra s’ha generat partir d’'unes condicions experimentals re-
als de les quals no en som conscients.

Tot i aquest problema, en la majoria dels cas®saonable suposar que la mesura a
priori en la varietab és tal que, donat qualsevol sistema de coordenadel C
© — R", la corresponent mesura inda’'enR” (o en ¢(U)) és absolutament
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conthua respecte la mesura de LebesguerRén o equivalentment, respecte la
mesura Riemannianél” corresponent a la etrica informativa. Per a es detalls
veure Jeffreys [24]. Notem que la suposiainteriores compatible amb lguasi

total abgncia de coneixement a priori sobre la vertadera mesura de probabilitat,
menys coneixemerde fet, que la suposiide qualsevol a priori no informativa.
Per aclarir una mica aix considerem els sagits exemples:

e Si consideren® un obert deR™ i agafem un sistema de coordenades do-
nat per la identitat, en t&d, amb la hiptesi anterior aconseguirem que la
distribuci de probabilitat priori "tingui densitat” respecte la mesura de
Lebesgue eix”.

¢ Si consideren® una varietat Riemanniana i com a mesuf#, el volum
Riemanna donat per la mtrica informativa, la distribucia priori seia ab-
solutament comtiua respectéV’. Es a dir, sill &s la probabilitat a priori,
existeix una funa’positivah € L'(dV'), anomenada densitat a priori, tal
que dIT = hdV. Dit d’'una altra manera, identificant els punts de la va-
rietat, § € © amb les seves coordenad@s, - -- ,0,) € R” tenim que
dV = /g(0)dh, on ¢g(0) = detg;;()), essentg;;(#) els coeficients de
la matriu d’informacd de Fisher sota la parametritzagt/,,--- ,6,) i df
la mesura de Lebesgue solit®, en I'apartat 1.3 es fa una descripenés
detallada sobre la construoaie la netrica informativa a partir de la matriu
d’'informacié de Fisher i per a Bs detalls es pot veure Amari [3], Hicks
[23] i Spivak [46]. Aixi finalment

dIl = h(0) \/9(0) do

Sota aquesta hqgtesi tenim clarament, (donat q®, e€sr-dimensional i estric-
tament inclosa e®), que la probabilitat priori de la hiptesi nulla és zero,
I1(Hy) = 0, i la probabilitata posteriorj P(Hy|z) = 0 tamkéés zero!, donc®),
es un conjunt de mesura Riemanniana zero.

Es nes, des d’un punt de vista purament aplitakperiencia mostraue en pro-
blemes de contrast d’hipesi d’aquest tipus en en els quals, dim < dim ©, una

vegada fixat el nivell de significazdel test]a hipotesi nulla sera (qQuasi)sempre
rebutjadaquan es treballi amb ugrandaria mostral suficientment grarsempre

gue no canvii les condicions experimentals sota les quals mostregeno. rigS
sorprenent si egtén compte que aquests models en general, i en particular el sub-
model proposat corresponent a ladtigsi nulla, SN non€s aproximacions de la
realitat, i aleshores, estrictament parlant i des d’'un punt de wgte, lincorrectes

o falsos. Aquestes consideracions han estat observades a la literatura per diversos
autors, es pot veure per exemple Berger [7].
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Aix1 doncs, des d’'aquesta perspectiva, agsrel significat filosfic de I'accepta-
cio de la himtesi nulla, donat que sabem, sota febles suposicions eguguasi
segurament falsa?

Que volem dir quan acceptem lofesis tals com:

e El pes, d’'una poblacidonada, esthormalment distribit’

e Ambdues poblacions normals tenen la mateixaarasia.

I)

e Agquest daeSperfecteaixo €s:p; =ps =+ =ps =

=

En tots aquests cassabemque la hiptesi nulla és quasi segurament falsa;
dependentmemte qualsevol mostra en particular.

De la discussi anterior se’n dedueix clarament queplababilitat d’error ésno
informativarespecte el rebuig o acceptadé la himtesi nulla. A més, quines
el sentit de fer ehivell de significadd baix (o« = 0.05, a = 0.01, 0 més petit)
si aquest nomsS representa la probabilitadndicionald’error corresponent a un
esdeveniment de probabilitat z€ro

Si nones es vol provar qula hipotesi nulla és aproximadament cerés n€s ne-
cesgria una mesura d’ajust entre bipsis i dades que una mesura derlzpensod

de que una hiptesi sigui certa, ®s com s'utilitzava el test de bondat d’ajysta
comenaments de segle. Una discussiferessant sobre hopesis cienfiques es
pot trobar a Good [19]. Altres discussions itjues interessants sobre la inter-
pretaco dels tests d’hiptesis es poden trobar a Rollal [44], i a Harlow, Mulaik i
Steiger [30].

Notem que els procediments astlards, tals com fixar un nivell de significaci”
(d’acord o no amb el gramdia mostral), o calcular les probabilitats de les cues,
apareixen de forma natural quan considerem &sit problema de Neymann-
Pearson: les higgesis nula i alternativa sh simples En aquest cas, qualsevol a
priori raonable dha lloc a una probabilitat a posteriori positiva per a lsokegi
nul-la i una manera adecuada de minimitzar la probabilitat d’error, sota la qua-
si total abencia de coneixement sobre la distritbuai ‘priori, és maximitzar la
potencia d’un test una vegada fixat un nivell de signifioadPeo quan l'alter-
nativa€s una hiptesi compostao comptableactuar de la mateixa manera, per
analogia, no sembla prou justificat doncs no clarifica masspibnés I'avantatge
d’acceptar la hiptesi nulla.
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Un altre aspecte important es planteja quan els problemes de tesitd3igpes
veuen com la seleazid’un model apropiat, quan un modela#clos dintre de
l'altre. Aquestes, de fet, un problema lleugerament diferent des d’un punt de vista
[0gic, pep I'aproximacD anterior ens pot ajudar a veure taerdd ‘cam’a seguir.

Per altra banda, els etodes estadfics que es desenvoluparan seran aplicables
tant en laseleccd del modetom en eldests d’hiptesis

Des d’aquesta perspectiva, quan es tenen diversos modelsgbacancada un
inclos en l'altre, la selecoidel model basadaxclusivamenen el criteri de la
maxima-versemblarcno resulta convenient donat que sempre ens condueix al
model més complexindependentmemte la grandfia mostral, la qual cosa va en
contra del sentit com”Aix0 porta a diversos autors a proposar algunes penalitza-
cions a la complexitat del model, veure Akaike [2], Good i Gaskins [20]o Rer”

i aixi tampoc no acaben de funcionar.

Agafem, per exemple, el criteri de Akaik@kaike Information Criteriaon es
considera la sagent quantitat:

AIC = —2In(A) + &

on A és lara@ de versemblareci £ el nombre de pametres del model. El mo-

del amb menorAIC és considerat el millor en el sentit de minimitzar I'error
guadatic mig predictiu. No obstant Schwartz (1978), entre altres autors, va pun-
tualitzar que el criteri d’Akaike nes consistent en el sentit que no selecciona el
vertader model, amb probabilitat propera a un, quan el gr@endiostral tendeix

a infinit.

Altres criteris alternatius, com &ayesian Information Criteria

BIC = —21In(A) + kn(n)

han estat proposats peren general, aquests criteris ® tminimitzen I'error qua-
dratic mig predictiu, o b"3n consistents, pemo ambdues coses a la vegada.

Una tasca que hauria de dur-se a terme abans de desenvolupar quattedal m”
estadiStic de selecad del model seria fer exglites les avantatges de proposar ini-
cialment un model estastic. Una frase que sintetitza aquesta idsall models
are wrong but some are usefulitada en una discusssobre la robustesa en la
construcad d’un model cienfic per G.E.P. Box I'any 1979 en el llibriRobust-
ness in Statisticpp. 201-236 (London, Academic Press).

En aquest sentit, posrm considerar la seleacdel model com un primer pas en
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el problema de la estimazi‘avaluar, a partir d’'una mostraguiament obtinguda,

gue passaria si trebalssim en el futur amb el model seleccionat. Caldria enfocar
I'atencio en I'habilitat dels models estestics perfacilitar I'estimacio dels meca-
nismes probahistics en base a l'informazid’una mostra particular que hagi estat

ja obtinguda. Aquest punt de vista@selacionat i pot ser compatible amb altres
aproximacions a la seleacdel model: aguelles basades en la setedel’'model

gue produeix les millors prediccions per a futures observacions del mateix model
qgue ha generat el conjunt de dades donat. Es pot veure comen@ée6Geisser i
Eddy [18].

En altres paraules, seria convenient intentar clarificar alguns dels problemes es-
tadstics abans esmentats amb I'ajuda de les eines de I'estipantual. Per as-

solir aquest propsit es necessita avaluar el rendiment d’un estimador is§tad”
Recordem que, impditament, fem servir la paraukestimadorcom a simhim
d’estimador del mecanisme probadbiic, aixo és, donada una mostra proposem
una probabilitat a traas$ de I'estimaa d’un paametre. La bondat d’'un estima-

dor, considerat aixrespecte la mesura de probabilitat associada a un experiment
estadstic hauria d’estar basada en la magnitud dels errors corresponents a la pro-
babilitat estimada dels diferents esdevenimentsalgdbra d’observacions. Una
manera raonable de proporcionar una mesura quantitativa escalar d’aquests errors
és a traes d’'una disahcia entre mesures de probabilitat, @mstia que hauria de

ser interpretada com una mesura que askom eh de diferents dues probabi-
litats i que per tant, hauria de ser independent de la parametoitzelomodel.

Hi ha diverses districies naturals que es poden utilitzargodonat que sota certes
condicions de regularitat els models essids tenen estructura d’espaetric, si
considerem la distcia Riemanniana indié per la matriu d’'informaoide Fi-
sher, tamb”coneguda com dmitcia de Raoes aquesta diaticia un candidat
natural per mesurar les desviacions de les estimacions, veure comemcedsr’
tambe Rao [42], Burbea i Rao [10], Cencov [11] i Oller i Corcuera [35]. Se-
ria tamke natural usar laistancia de Hellingero la distancia de Bhattacharyya
i, fins i tot, algunes divemricies naturals com la d€ullback-Leibler etc., les
quals donen totes, localment, laetrica informativa. En aquest treball s’uada’
distancia Riemanniana, principalment per la sev@pa bellesa i les seves bones
propietats dintre de les varietats pagdrngues, pey cal remarcar que es podria
haver utilitzat qualsevol altra destcia.
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1.3 Estructura geonetrica dels models estatbtics

En estadstica sovint es tracta a una fdra’paranetrica de distribucions de proba-
bilitat com un model estasffic. Considerem les segiits definicions i notacions
previes:

e X: espai mostral, fraggntmen® o R”.

e a: o-algebra dels subconjunts gefrequientment lalgebra de Borel d& o
RE,

e /1 Una mesura positiva sobfg, a).
e Py, 0 € ©: mesura de probabilitat en

e O: espai de pametres, una varietat re@dP n-dimensional. Sovin® és un
conjunt obert d&™ i, en aquest cas, s'acostuma a usar el mateibsl (9)
per a notar punts i coordenades. Addncs notarem(0) = (0,--- ,0,) €
R™.

Aix1 doncs anomenaremodel estatbtic paranetric a la terna:

{(x,a,p);0;f}

on (x, a, 1) €s un espai de mesuKg, tamte anomenagspai de paaimetresés
una varietat, if, la funci6 mode] és una fun@ 'mesurablef : x x © — R tal
que f(z,0) > 0 i Py(dxr) = f(x,0)u(dz) &s una mesura de probabilitat sobre
(x,a), V0 € O, i essenty una mesura positiva sobre I'espai mesurablea) .
Ens referirem au com lamesura de refémciadel model. A ngs suposarem que
f satist les segénts condicions de regularitat:

() © és una varietat connexa i Hausdorff.

(i) Sifixem z, la funcio real sobre®, 6§ — f(z,0), és una fun@’de classe
C*, amb k convenient a cada cas particular que considerem.

(iii) Fixat @, si identifiguem lesn” funcions, der, segients amb les seves res-
pectives classes d’equiaicCia dintre dd.?(F):

0 .
agilogf(yﬁ,ﬁ) i=1,---,n

aquestesai linealment independents.
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(iv) Els moments de les variables aleaes

0
1 -0
existeixen fins a I'ordré necessari.
(v) Les derivades parcial 0 0 en general fins a ordre aik on
parciaty, » ¢ en g 96;, - 06;, "
i1, -+ ik € {1,---,n}, i laintegraco de f(z, §) respecte la mesuraes

poden intercanviar de la segrit manera:

3892_/Xf(x,9)ﬂ(dx):/Xaaez_f(x,ﬁ),u(dx)

8’“ 31:
M/Xf(x,e) p(dr) :/me(%g)u(dx)

i

Quan es satisfacin totes aquestes condicions, direm que el modesestaa-
rametric ésregular, i en aquest cas I'esp& tindra una estructura natural de
varietat Riemanniana, donada per la sewrioa informativa. Per a as detalls,
veure Amari[3], Atkinson i Mitchell [4], Barndoff-Nielsen [5], Burbea i Rao [10],
Burbea [8] i Oller [34], entre altres.

Cal notar que donat un model esste { (x, a, p); ©; f }, tal i com 'acabem
de definir, podem establir les segyits condicions suficients sobre la fundé
densitatf(x, #) i poder derivar sota el signe integral:

Proposicid 1.3.1 Suposem qu® és un obert d&”™ i I'aplicaci6 (x,0) — f(z,0)
de x x © enR, amb# € ©, compleix

1) 0 — f(z,0) ésfinitaiC” p-q.p.t. z € x

2) Per acadd € © existeixen funcions integrableg(z) k=1,---,r,en
un entorn de) tal que

| 0" f(x,0)
090, --- 00

ig

1<gr(z) Ek=1,---,r - ,ig€{l,---,n}

Aleshores

oF oF

(23
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La demostraa@’es pot trobar a qualsevol text dalisi matenatica que contingui
un minim de teoria de la mesura, i adhasada en els teoremes de corsecip
dominada de Lebesgue, veure per exemple Dieuel {3y

Observacb 1.3.1 Si © és una varietat d&k™, la proposicb anterior taml& és
certa.

En efecte, com que és una varietat sobi@’, tot conjunt obert/ C © s’identifi-
ca homeorarficament amb un entorn obert@&. Aleshores, usant com a sistema
de coordenades la identitat= Id i fent un alis de nota@ a I'hora d’identificar
els punty) € U amb les seves coordenadesiEn ¢(0) = (04,--- ,0,), podem
aplicar la proposid anterior.

[

Dintre de la varieta® deR", i identificant punts amb coordenades, podem consi-
derar la matriun x n, G = (g,;), definida per

a50) = | a%logf(x,@) a% log £ (,6) f(z,0) pu(dz) irj =1, .n
(1.1)

Sota les condicions de regularitat definides anteriorment, aquesta matriu anome-
nadamatriu d'informacb de Fisherés sinetrica i estrictament definida positiva.

A meés, els coeficients d&, g;;, defineixen les components d’un camp tensorial

de segon ordre covariant, sanic i definit positiu, que podem utilitzar per definir
I'element nretric diferencial

d82 == zn: zn: Gij (9) dgl dgj

i=1 j=1
el qual proporciona ® I'estructura de varietat Riemanniana, que en ser connexa
i Haussdorf, esdevéspai retric, veure Hicks [23] o Spivak [46], entre d’altres, i

la corresponent diaticia anomenada en general @mtia Riemanniana, en aquest
context tamb’s’anomena diaficia de Rao, veure Rao [43] i Burbea i Rao [10],
de la qual eh conegudes les segrits importants propietats:

e Es invariant sota transformaciossficientsdel model estadtic.
e Es invariant sota canvis en la mesura de esfeid.

e Esinvariant sota reparametritzacioes,d dir, difeomorfismes entéei ©'.
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e Esinvariant sota canvis de coordenades en la varietat pitiaa®.

e Es, llevat d’una constant multiplicativa, localment proporcional a totes les
p—divergncies, D, (P, Q) = / go(i)gdu, amb ¢ convexa i suficient-
X .9
ment "suau”, P i () dues probabilitats i on: €s una mesura que domina
dP dQ

Com a conclugi‘podem dir que: en els models essdit's pararatrics regulars,

les mesures probaksftiques indueixen unaetrica Riemanniana en la varietat de
pametre®, la qual passa a ser doncs, una varietat Riemanniana.

1.4 Algunes noves propietats de la disincia de Rao

En aquesta seariés desenvoluparan alguns resultats interessants que s’obtenen
a partir de la distncia de Rao i les seves propietats. Aquests resultats poden ser
Gtils per clarificar el proes de selecoid’una disaincia. Per ai@ considerarem les
segients definicions i notacionseuries.

Sigui{(x, a, p); ©; f} un model estadtic paranetric que compleix les con-
dicions de regularitat definides a I'apartat anterior.

Definim el conjunt

M(x,a) ={X : x — R : funcions mesurables sobae

Considerem tandeéls segénts conjuntd. i S

L= {X € M(x,a) : /XQ(:v)f(x,G)u(dx) < oo, Vl € @}

S:{X: X e, a% /XX(x)f(xﬁ)M(dw):/XX(”) aféz;m

p(dx),v0 € @}

Tambe podem definir el seght subespai

0 0
HH = <a—gllogf(70)7 7a—enlogf(70)> cL
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on les derivades parcials estan avaluades en un cerd fiixat préviament.

Usarem taméla segiént notac

B (0) = Ey(X) = /X X(a) £ (2;0) pu(de)
amb

covy(X,Y) = Ey (X — Eg(X))(Y = Ep(Y))) = Eg (XY) — Eg(X)Ep(Y)

var,(X) = coy(X, X)

Designarem pe¥;(0©) I'espai tangent & i els seus elements seran vectors tan-
gents a la varietat en el puét Considerem tamdy”(, ), el producte escalar a
Tp(©) induit per la netrica Riemannianali ||, la norma Euclidiana associada.
Per a ne’s detalls veure I'agndix.

Lema 1.4.1 SiguiX € S, aleshores es compleix la degnt igualtat

Jlog f )
00;

0P x

a6;

= covy(X,

Demostraod:

Donat queX € S, sabem que podem passar les derivades dintre del signe integral
i tenint en compte, a g8, les propietats de la fulmdidgaritme podem considerar
la segient cadena d’igualtats

0dx
00;

00;
_ / X(x
- [ xG 3'°gf“f‘))f<x,e>u<dx>

ologf )
d0;

0) u(dx)

p(dr)

= covy(X,

: : 1
L ultima desigualtat donat qué, (8;§f) =0, i=1,---,n.



1.4. ALGUNES NOVES PROPIETATS DE LA DISANCIA DE RAO 23

Per clarificar els resultats que veurem a continna@nunciarem primer una pro-
posico en un context generalalgebra lineal, que aplicarem despial nostre cas
particular.

Proposicio 1.4.1 Sigui £ un espai vectorial amb una forma bilineal s#tnica i
semidefinida positivd , ) i H C E de manera que?d = (uy,---,u,) amb
{uy,--- ,u,} una base d&4 de manera queé , ) > 0 sobre aquest subespai.
Donat qualsevoK € F existeixU € H, Unic, de forma que

|X Ul =(x-U,X-U)

és mnima, i aquestd’ 'anomenarent/ = 7(X), projeccd ortogonal deX sobre
H. AleshoresX es pot descompondre en

X=U+V, UcH, VeH*

ambV =X — UiV € H* en el sentit quél/, V) = 0, dit d'una altra manera
H*={VecE:(UV)=0,VUcH}

Demostraob:

La demostra@ d’aquest resultat es pot veure en qualsevol llibedgdbra lineal
basica, per exemple Queisanne [41].
[

Corol-lari 1.4.1 En el nostre cas particular, considerem I'espai vectoniaimen-
sional de funcions

H9 - <ai9110g f(ae)a aa;:nlog f(59)> CL
Aleshores, donat que el producte escalafdér; ), permet definir e una forma
bilineal simetrica i semidefinida positiva, mitjaaat la identificaco dels elements
de L amb les corresponents classes d’equiveia en.?(F), i donat que el mo-
del estadstic satisé les condicions de regularitat definides anteriorment, sabem
que sobref, aquesta forma bilineal s@rdefinida positiva i la projecéi ortogo-
nal my : L — Hy esta@ ben definida amb/ = mp(X) i V = X — U € H; de
manera queovy (U, V) = 0.
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Notem quelU i V depenen dé, peio prescindim dels subdexs per no fer tant
carregosa la notaai”

Observem tamdque el producte escalar éh definit per aquesta forma bilineal
es pot notar de la sagint manera, donats dos elemeitsZ € H, i tenint en

logf> =0, t=1,---,n

(W, Z)y, = Eg(W Z) = covy(W, Z)

compte quéeyy (60-

W7, = varg(W)
Lema 1.4.2 Sigui X € S tal que

X=U+V, U=mn(X)€eHy, V=X-UcHj

aleshores I'aplicad» definida per:

J: (H0,<, >H9) — (TG(@)v<v >9)

dlog f dlog f 0 0
1 n 1 n
A 90, +...+z 39n — z—agl+...+z—89n

€s una isometria entre espais vectorials tal que
a) grad(®x) = I(my(X)) = (V)
b) |lgrad(®x)|[§ = vary(U)

c) vary(X) = |lgrad(®x)||Z + vary(V)

Demostraod:

Suposarem donat un sistema de coordenades farem un alis de notad, ja
comentat anteriorment, identificant els putits © amb les seves coordenades,
per a n€s detalls veure I'agndix. Cal observar que, per construcdg I'aplicaco
Jital com s’han definit els espai$, i Ty(©), tenim

<810gf 810gf>
a0, ° 00, '

dlog f dlog f\ _ B
E9< 20, 00 )‘g”(g)

., 0 0. dlog f dlog f
= o= (%) 3 (T
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Aix1 doncs com el producte escalar, i per tant el tensetrin) dels dos espais
coincideix tindrem qué &s una isometria.

Donat queU = 7y(X) tenim que coy(U, V) = 0, i tambg

vary(X) = vary(U) + vary (V) (1.2)
Per altra banda, usant el lema 1.4.1
0®x ologf, dlogf
5, covy (X, 2, ) = covy(U, 20, )

I ultima igualtat donat que
dlog f
00;
A més, tenint en compte qué es pot expressar com
dlog f dlog f
AT
a0, T o,
per a unes funcions escalars convenients (dependefijs\de - - , \*, tenim

cov(V, )=0, i=1,...,n

U=\

0dx < Odlog f Olog f <
= Y = N g
a6, (50 "o, ) ; 9

j=1
on g;; Son els coeficients de la matriu d'informaaile Fishergs a dir, les compo-
nents del tensor atric.

Per altra banda l&ena component dgrad(®y), respecte les bases del camp
vectoriald/d0,, ...0/00,, sobred, ve donada per

n

grad(@x)' = D g" G = 0" Naw)
k=1 =1

k=1

= Z(Z 9" gj) N

n

= ) N =X

i=1

essent’ les funcions delta de Kronecker, per tant
grad(®x) = J(U)

i a més, en sell una isometria
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lgrad(®.x)[[7 = U7, = vary(U) (1.3)
donat queFy(U) = 0.

Aleshores combinant les equacions (1.2) i (1.3), obtenimtiy resultat resultat
buscat

vary(X) = ||lgrad(®x)||2 + vary(V)

[ |
Una consegéncia immediata dels resultats anteriesel segent
Corol-lari 1.4.2 Si X € S éstalque vay(X) < 1, VO € ©, aleshores
lgrad(®x)[[7 < 1
Demostraab:
|grad(®x)||5 = vary(X) — vary(V) < vary(X) < 1
[ |

Teorema 1.4.1Donat 6, € O, i vy, € Tp,(O) (vy, # 0), designem pew,, (P x)
I'acci6 del vector sobre la fun6i® x. Definim I'aplicacib

g: S — R
X — Ugo(éx)

Aleshores:
max X) = V.V =l
XGS:Vargo(X)zlg( ) (0,0), = l[0ll0o
i una variable aleabria X que fa naxim el valor anterior ve donada per

v' Olog f(-,0) o™ dlog f(+,0)

e 00 e ol 06, e
onwo!, .- o™ sbnles components de, , respecte la base d&, (0),
0 9,
e B
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Demostraob:

Tenint en compte que

8<I>X a(I>\’
P+ =t nZ=
Voo (Px) = v 00, 00+ v 00,, 16,
i segons el Lema (1.4.1)
0dx dlog f
20, = covy(X, 2, )

resulta

a d10g f(-,0)
7)90((1>X) = ZU COVgO(X, T 00)

=1

Peio donatqueX € L C S, podem usar la seght descomposiai”

X=U+V, UE€H, VEeH,

verificant £, (U) = 0, doncs

77l .
v=u 00, 9o a0, 0o

Tambe es compleix que coy(U, V) = 0; aixi tenim que, utilitzant el conveni de
la suma dihdexs repetits,

voo (D) = gi(0) v' UV

Per la desigualtat de Cauchy-Schwarz el producte esegléb ) seld maxim
quan

Ul = Aol A>0

per tant

varg, (U) = Xg;;(0p) v' v’ = vary, (X) — vary, (V) = 1 — varg, (V)

\2 L —varg (V) 1 —vary (V)
9i5(0o) v vI [v][5,
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i tenim
1 —vary, (V i
() el g gyt
0
1— vareo(V)

= V]G, = /1 —varg,(V) [vlls,

I

i aix0 és maxim quan vay, (V) = 0, per tant

X) =
XES:VHalra;;(X):lg( ) ||U||90

SiprenemV = 0, la variable X que fa naxim aquest valoes

X = v* alogf(ag) 44 V" alogf(ag)
[v]l6 06, bo |vllg, 00, 0o

Interpretaci o:

Si partim de la informadi que ens dha una variable aleaia X , podem pensar

gue la capacitat que tenim per detectar com a diferents (o discriminar) dues pobla-
cions properest, i 6,+ /A0, és proporcional a la variazdel valor mig d’aquesta
variable, al passar d’una poblack I'altra, una vegada fixada la vanicia en un

punt 6y, per exemple vaf, (X) = 1. Aixi una mesura global de la nostra capaci-
tat de discriminaa ‘d’aquestes dues poblacions es pot definir prenent el suprem,
d’aquesta quantitat, dins una classe convenient de variablesraésaX . El re-

sultat obtingut ens mostra que aquest suprem ve donat, localment, petrieam"
Riemanniana, indda per la matriu d’'informacide Fisher, o districia de Rao.

Si prenemuv! = Af;,---, 0" = AB, i usem el conveni de la sumaidtdexs
repetits, el teorema anterior permet escriure

o0l 0

Ay (0) ~ cov, (X, 18T 0) ) A g
891 90
i aix0 és maxim i igual a \/g;;(6o) A 6; A 6; quan
X =N0,—————"~ oo+ NG, ———————=
! 891 0o + 39n o
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Com a refeencies bibliogafiques, on apareixen idees o conceptes semblants, po-
dem citar Efron [6] i Fisher [16].

Una altra propietat interessant de la distia de Rao ve donada pel segt

Teorema 1.4.2Sigui X € S on S és el conjunt de variables aleates al
comenament de la secoii sigui « la corba de class€' > que uneixv, £ € O.

Considerem® y () tamke definida anteriormenti(v, ) com la longitud dex.

Aleshores SIAD y = O (€) — Dy (v)

A @y < (mgxax(9)> I(1,€)

\/ / X2(2) f(z,0) p(dz) — B2 (6)

En particular, siy és una geoésica minimal, tindrem

on

| A dx| < <m$xax(9)) p(v,§)

amb p la distancia de Rao.

Demostraob:

.. do; .
Siguin d_z les components del vector tangent a la cosbparametritzada
S

per la longitud d’arc, usant el conveni de la sumadé&xs repetits tenim

dby _ 0Px db;
ds 09, ds
i usant tamb’el resultat del lema (1.4.1)
dd 81 do;
|A¢X| = /_de —‘/CO : ng( )) ds
ds
dlog f(-,0) d
< - oJrA 7
< Acovg(X 0, ds) ds

< /ax(e) \/varg(alogaig("e) Cfi—ii)ds
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I ultima desigualtat segons Cauchy-Schwarz.

Tenim peo que

van(—s— ) = B\ "o, 96, ) ds ds
Cdbide;
- gz] E% =1

Per tant s’ola”

Ay < /aax(ﬁ) ds < (maxox(6)) 1(1.€)

En particular, sic = v (geodsica minimal)

8y < (maxox(®)) ol

Nota 1: En alguns casos pot ser convenient considerar

Ady < <sup an)) o(1,)

e
cal tenir en compte, per que aquest suprem pot ser infinit.

Nota 2: Aquest resultat es pot generalitzar lleugerament consid&rantd) una
variable aleairia tal que compleixi

a) podem derivar sota signe integral respécte

0X

Nota 3: El teorema es pot estendre tagnéd corbes trencades de clagse a
trossos.

Hem vist doncs, una nova metodologia en la qual fem servir lartisa de Rao,
tot i que ja hem comentat que se’n podrien usar d’altres, donaequees bones
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propietats dintre de las varietats paetnques. Els motius que ens fan decidir,
doncs, per la disincia de Rao1i, en primer lloc, que la topologia indla per la
distancia Riemannianas sempre la mateixa que la topologia irtduper I'atlas
en la varietab, la qual cosa no passa per exemple amb altreardigts de tipus
"global”, com la de Hellinger.

Per altra banda, les varietats de gaetres amb la dighcia de Raoa@i, gene-
ralment, un tipus particular d’espaiseincs, coneguts com Espais de Longitud
(traducco literal del franesEspace de Longuelrper exemple quar® és una
varietat Riemanniana completa, ® ba varietat Riemanniana amb frontera, men-
tre que en altres dighcies, com per exemple la de Hellinger,aaino es @ha. Un
espai netric (X, d) és un Espai de Longitud si la distCia entre dos punts qualse-
vol és sempre igual ailifim de la longitud de les corbes que els uneixen, i sabem
que, en una varietat Riemanniana, la @nsia entre dos punts astiefinida com
I"Infim de la longitud de les corbes trencadé® que els uneixen, per aes’
detalls veure Gromov [21].

Els espais ratrics "de longitud” tenen doncs la propietat que la "astia” pot
mesurar-se ambjcinta metrica’, cosa que els fa a8 semblants a I'espai que
percebem a tras dels sentits, i axCreiem quees una bona caractstica, doncs
facilita la comprengi’i intuici6 dels objectes d’estudi.
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Capitol 2

Alternatives al contrast d’hip otesis
classic

Una idea clau, potser una mica imprecisa al coraerent, per entendre el seggit
desenvolupamerds que acceptar la logesi nulla (o submodel) significargue

sota certes condicions (mostres de mida suficientment petita), podremétgun
sentitmillors estimacions de la vertadera mesura de probabilitat si restringim les
estimacions al submodel que si usem el modes general.

Aix0 esht d’acord amb el sentit cami’l'experiencia de I'estadtic aplicat; per
exemple, cap estastic proposaa un model de regresspolinomica amb un ele-

vat nombre de pametres si es tenen "poques” observacions respecte el total de
parmetres, prefer@rfer, en canvi, una simple regresfifeal.

Sigui{(x,a, u); ©; f} un model estagtic n-paranetric regular i esser) una
varietat Riemanniana-dimensional, real C'*°. Suposarem, a @s, queO© és
Hausdorff i connexa i sigup® el quadrat de la diaficia de Rao sobre aquesta
varietat. Considerem el problema de contrastar:

Hy:0 €0, contra H,:0¢&0,

tal com ja s’haintrodii'en el capfol anterior, or0, &s una varietat-dimensional,

real, C*°, inclosa en®, amb0 < dim©, < dim©, o bé el problema relacionat
amb la seleca’del model, mode®, contra®, ©, C ©. Considerem tanm#biuna
mostra aleatria simplex = (zy,...,z;) € X* de midak € N. A continuact ens
podem plantejar unaugstd diferent als tests habituals, en la qual, d’acord amb
la informaco obtinguda a partir de la mostra de grand, volem decidir entre
hipotesis 0 models en els quals es treballi amb la mateixa (o equivalent) moblaci”
estadstica peo manegant informacide mostres de graadam.

33
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S’exposaran respostes parcials a aquestst, desenvolupant un etode es-

tadstic el qualexigeixl'acceptacd d’'un estimadorcom a estimador convenient

pel model nes general, per exemple I'estimadoaxim-versemblant, encara que

es poden triar altres estimadors. En altres paraules, les respostes proposades seran
dependentdel corresponent estimador. A partir d'ara considerarem:

U, : X" — 0O

I'estimador proposat corresponent a una mostra de midael model nes gene-
ral.

Aix0 no creiem en el fons que sigui un problema, potser al contrari, doncs segons
el nostre parer, tots els aspectes de la erfera estan relacionats i aposa de
relleu la relaad entre estimaoi, per una banda i contrast d’loiesis, o eleccide
model, per altra.

2.1 Els Metodes

Imaginem, en un primer moment, que el vertader valor dedipatre, diem-19,
és conegut. Aleshores, una mestaanablede I'error d'una estimaoi'vindra
donada per:

P (Un(@),0)

mentre que I'error corresponent a ladiipsi nulla (o submodel) pot venir mesurat
per:
p* (0, 0) = inf{p*(v,0) : v € Oy}

Des d’aquesta perspectiva i tenint en compte aquestes consideracions, podria ser
convenient introduir les segnts regles:

211 Reglepim

regla—p.

Rebutjarem la hiptesi nulla, o el quees el mateix, triarem el model
total © si

p =P (0> (Un(2),0) < p*(00,0)) — P (p*Un(z),0) > p*(00,0)) (> 0)
2.1

altrament acceptarem el modeémSimpleO.
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En un llenguatge @8 planer, si la probabilitat de ferem’error en
I'estimaci del paemetre agafant tot el modél, és n€s gran o igual
qgue no pas prenertd, , llavors ens quedarem anth.

Per illustrar amb uns exemples senzills aquesta regla, considerenuEnséayila

A B C D E
P(0* Uy (z),0) < p*(00,0)) | 40% | 40% | 50% | 50% | 40%
P(p*(Un(),0) = p*(00,0)) | 11% | 10% | 10% | 0% | 20%
P(p*Un(z),0) > p?(04,0)) | 49% | 50% | 40% | 50% | 40%
Criteri: ens quedarem amb | ©, N © O O

En aquesta taula es representen 5 situacions diferents: A, B, C, D i E. Per a cada
situacD tenim tres caselles en les quals ens donen el percentatge de casos que es
troben dintre de cada una de les tres possibilitais= i >. Finalment, segons la
regla-p i en I'Ultima fila, obtenim el criteri segons el qual ens quedarem amb el
submodeb, o bé amb el model generél.

Fixem-nos que, amb aquesta regla, esnehs quedarem amb el modeatsrge-
neral® quan, el percentatge de casos pels quals I'error al considerar el vertader
valor del paametre dintre del submodeél, sigui estrictament &8s gran que Si

el considerem dintre del modél. En qualsevol altre cas es tendeix a quedar o
preferir el model s senzill, la qual cosas coherent amb el sentit cam”

Observem que ens quedem amb un model, no eesigui el vertader, smperque
fem millors estimacions del pametre suposant qus cert o, dit d’'una altra ma-

nera, la probabilitat d’error que fem en estimar elgmaetre suposant que pertany
a dit modeles menor que si no he$sim.

regla—m.

Rebutjarem la hiptesi nulla, o el quees el mateix, triarem el model
total O si

m = p2(00,0) — E (p*Upn(),6)) > 0 22)

altrament acceptarem el modeémSimpleo),.
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Es un criteri molt semblant a I'anterior, efent servir moments
en lloc de probabilitats: si per terme mig I'error en I'estincadgél
parametre agafant el model genefal és superior o igual al que fem
agafant®,, ens quedarem am®, .

La primera regla, a la qual ens referirem a partir d'ara com reglalonat que

estl basada en probabilitatss invariant sota transformacions notores de la
distancia de Rao. Per targs ‘menys dependent de latca considerada, o de

la funcid de erduausada. La segona regla, a la qual ens referirem a partir d’ara
com reglam, basada en momengs, algunes vegadesemfacil de calcular.

Notem que, sip?(0y, ) > 0, per a qualsevol estimador consistéf)t tenim

lim P (p*(Un(z),0) < p*(00,0)) =1

m— o0

la qual cosa passa amb probabilitat 1 sota les nostres suposicionss,Aet a
qualsevol estimada¥,, , L?—consistent (respecte lagtnica Riemanniana):

lim E (p*(Upn(z),0)) =0

m—o0

rebutjant sempre la hgtési nulla per a mostres de mida gran.

Per altra banda, $#(0,, #) = 0, la qual cosa passa amb probabilitat zero sota les
nostres suposicions, aleshoes. 0 i m < 0, acceptant sempre la lafesi nulla
(o submodel), per a tot, € N.

Observem que les decisions basades en ambdues reglésEEndents de la gran-
daria mostraln, essent ai@ raonable. Un model s&0 no acceptable segons el
nivell de resolud amb el que es vulgui o es pugui treballar, nivell que esiaat
perm.

2.1.2 Procedimentsf i b

En realitat pem, no es coneix el vertader valor del paretre, per tant s’han de
suggerir diferents camins per a poder donar respostes.eSquoposen dos pro-
cediments:

procediment— f.

Una soluco freqientista. Amb l'objectiu d’aplicar les regles defi-
nides anteriorment, donarem h — «)—interval de confiaye per
ap om, de la formalp,, 1] or [m,,o0) basat en una mostra =
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(z1,...,7) € x*, onyp, i m, es pot considerar queis ‘estimaci-
ons o estimacions per defecte lé m respectivament. A &8, una
condico que es requerers que hem de triar un interval de confianc
de manera que:

P p P
p,—p 0b&é m, —m

quank — oo, i onP indica la convergncia en probabilitat. Aquesta
condicB garanteix un comportament adequat al procedinfent—

En generap i m sdn funcions que depenen de de p?(0,, #), peio
en molts casos,os funcions monfones creixents dg?(©,, §), de
manera que depenen deexclusivament a tr@s dep?(0,,0). En
aguest cas, es pot obtenir l'interval de confeper ap a partir d’'un
interval de confiape per a la disthciap?(0y, #) de la forma[p?, co),
essenp? una estimadi 0 estimaad’per defecte de I'anterior demtcia.

Aquesta estragia €s convenient donat que, frggyitment, existeix
un estimador d@?(©,, #) tal que la seva distribugideEn nongs de
0*(0y, 0), comunic paemetre desconegut, almenys asiatigement.
Aixi doncs, es pot reemplacp?(0,, ) per p? ales reglep o m.

procediment-b.

Es una soluci ‘compatibleamb 'aproximaad Bayesiana. Suposem
unadistribucio a priori no—informativa sobre®, en particular una

a priori proporcional al volum Riemanaj tot i que es poden usar
altres distribucions priori, si hi ha bones raons per fer-ho. Podem
considerar el promig de les quantitats (2.1) o (2.2) respecte aquesta
distribuci6 a priori no—informativa, en general imgpia, o respecte a

la seva corresponenistribucio a posteriorj si adicionalment tenim

una mostrar = (zy,...,2;) € xX*. En qualsevol cas, una condici’
requeridaes que la distribuoide probabilitat posterioriconvergei-

xi feblement a la vertadera mesura de probabilitat, per assegurar un
comportament correcte del procediment—

Encara que sota aquest procediment es pot usar qualsevol estimador
convenient, com el axim-versemblant, donat que el quadrat de la
distancia de Ra®@s una fun®@’'de gerduaintrinsecanatural, veure
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Oller i Corcuera [35], en aquest treball esdaervir 'estimador de
Bayes (generalitzat) prenent carpriori (generalment immpia) el
volum Riemanra, que s’obtinde minimitzant la fun@v — H(v|x),
on

H(vlr) = / F(6,v) £(6]) V(d6),

essent’ el volum Riemanr, i f(#|x) la densitat posteri Les solu-
cions al problema de minimitzacgnterior enh els centres de massa
de la mesura "a posteriori” sobé& Suposant algunes condicions so-
bre© ila mesura "a posteriori”, que es donaran en la geometria dels
models estagtics n€s usuals, el centre de masses existeixa det
finit de manerauhica, veure com bibliografia: Emery i Mokobodzki
[14] i Karcher [26], la qual cosa permet una definisimple de 'es-
timador de Bayes generalitzat:

xr = ({1;‘1, R ,xk) — Z/{k(l‘) = Mk(x)

on M (z) ésel centre de massale la distribuada posteriori a partir
d’'una mostra de gramdiak.

Els anteriors apartats suggereixen la possibilitat de combinar les peglasamb

els procedimentsf i b obtenint quatre mtodes Bsics similars, cada un depen-

dent de I'estimadal/,, seleccionat. Aquestsetodes s'anomenaran a partir d'ara
de la segént manera: gtodes-pf, pb, mf, mb, els quals seran desenvolupats en
alguns casos particulars.

Notem tamle”que en el procedimerjt-el nivell o no juga el paper de unaro-
babilitat d’error condicionadgcom el nivell de significaci d’un test), donat que
controla les estimacions o m, per ap 0 m. De manera raonabte hauria de ser
més gran qué i més petita o igual qué.5, peio probablement no sigui conve-
nient triar valors tant baixos como05, pergwe a valors mSs petits per a, valors
més baixos per g, i m,, obtenint aix'estimacions per defecte massa petites per a
pim.

2.2 Relacb entre hipotesis simples i compostes
En aquesta seazs'intentaa establir una relagiéntre els tests amb lafesi nulla

simple i els tests amb hgpesi nulla composta usant les reglgs m. Per fer-ho
usarem les seggnts proposicions:
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Proposicid 2.2.1 Sigui F' : R — R una funcb morbtona creixent, considerem
un conjuntrealA C R isigui § = inf(A). Aleshores

F(B) < inf F(A)
Demostracd:
Com A # (), doncs altrament no tindriafim, inf F/(A) existeix.

Per altra banda, com@’ és creixent

V0 e A= F(B) < F(6)

aleshored”(A) acotat inferiorment ig¢infim. ComF'(/3) é€s una cota inferior de
F(A) resulta:

F(B) < inf F(A)

Proposicio 2.2.2 Sigui F' : R — R una funcb mordtona creixent i conhua per
la dreta, considerem un conjunt real C R isigui 3 = inf(A). Aleshores

F(B) =inf F(A)
Demostraod:

Com és I'infim d’A es compleix ques € A obé 3 € A’, on A’ és el conjunt
de punts d’acumulacid’ A, doncs altrament no seria umfim.

Sipe A = inf F(A) < F(B), i per la proposi@anterior tindrem la igualtat.
Sig¢ A= e A llavors existiran punts dt tant propers & com es vulgui,
ésadir:

V6>0 (B,8+0)NA#D

usant la contindat a la dreta dé’ tenim
Ve >036. >0 talquesid € (8,5+6.) N Allavors |[F(0) — F(8)| <e
usant el creixement d€ tenim que

Voe A F(B)<F() (2.3)
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I per tant, resulta
Ve>030eA: FO)<F(B)+e (2.4)

aleshores, tenint en compte l'arbitrarietatsl@amb (2.3) i (2.4) podem arribar a
la concluso que
F(p) =inf F(A)

per la popia definico d’infim.
[ |

Veiem ara com usar aquestes proposicions per establir el lligam entredésdigp
simples i les compostes, en el nostre cas. Definirem el codjaom

A={p*(v,0) : v € Oy}

g =inf A = p*(0y,0)
Cas regla -

Aquesta regla es pot escriure en aquest cas com:

p = P(p*(Un(2),0) < B) — P(p*Un(),0) > B)
En el cas que? (U, (z),6) tingui una distribua absolutament comtia o, en el
cas gue no ho sigui pe(p*(U,,(x),0) = ) = 0, tindrem la segént equivagh-
cia

p>0 <= P(p*U,(x),0) <B)>1/2

Aleshores si anomenetfi,2 (. ()0 @ la funco de distribuad’ de p*(U,,(z), 0),
tindrem que, en ser cantla per la dreta, per la Proposid:2.2

p>0 <= Fpu,wo(B) = inf {Feu, @00’ v,0)} > 1/2

JZSISN)
i tindrem

Vv € Op Fogi 00" (1,0) > Feq, ).0(08) > 1/2

Llavors si rebutgem la higtesi nulla compostdd,, : 0 € O, rebutjarem totes les
hipotesis nules simplesH, : 0 = 6, € Oy, 0 bé, si acceptem alguna fufesi
nul-la simple, acceptarem la composta.

En el cas que? (U, (z), #) tingui una distribua discreta amtP (p? (U,,, (), 0) =
() # 0, laregla—p quedaa
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p >0 <= P(p*(Un(z),0) < B) > P(p*Un(),0) > 5)

Consideremya > 0, la funcid P(p?(U,,(z),0) < «a), que sabenes una funa@’
creixent respecte, aleshores la funoi’P(p?(U,,(z),0) > «) sed decreixent.
Anomenem

F(a) = P(p*(Upn(v),0) < a) = P(p*Un(),0) > a)
qgue sea una funad creixent respecte. Llavors la regla de decisianterior, re-
cordant ques = p*(0y, 0), es pot escriure
p>0<«<=F(3)>0

i per la Proposi@™1.2.1, com#’ s una fun@’creixent, tindrem

F(B) = F(inf p*(v,0)) < inf F(p*(v,0)) < F(p*(v,0)) Vv € O

VEB) ZSCH)

Aleshores si rebutgem la lopesi nulla compostdi, : 6 € Oy, donatque'(3) >
0, rebutjarem totes les nlgs simpled?,, : 6 = 6, € O, 0 be, si acceptem alguna
hipotesi nulla simple, acceptarem la composta.

Observem que el fet de rebutjar totes lehgsis nulles simples no sarsuficient
per assegurar el rebuig de la bipsi composta.

Cas regla -m

En aquest cas la regla de deoiss transforma en

m >0 = F(00,0) = inf F(v.0) > B Un(x).0))

Peo sabem que
Yv € 0y, p*(r,0) > inf p*(v,0)

JZSISN)
Llavors tamlg”arribem a la conclusique, si rebutgem la hipesi nulla compos-
ta rebutjarem totes les simples, e,si acceptem alguna simple acceptarem la
composta.

Hem vist, doncs, que les reglgs+ m tenen un comportament raonable respecte
la relacD entre hiptesis nules simples i compostes.
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2.3 Distribucions asimpbtiques

Moltes vegades, a I'hora d’aplicar elsetodes definits anteriorment, sorgeixen
dificultats a I'hora de treballar amb determinades distribucions essiquiés, per
exemple a I'hora de construir regions de confenicpot ser necessari utilitzar
resultats asimptics com els que veurem a continuaalguns d’ells ja coneguts
dintre de la literatura estetica, peo que aques demostren detalladamenti en el
nostre context.

Introduirem peviament la defini@ de distribuad normal sobre una varietat. Per

a meés detalls veure Jupp i Mardia [25]. Definim primer el que €amgér distribu-

cio Normal d’un vector aleatori sobre un espai vectorial general, que en particular
s’aplicad a I'espai tangent.

Definicio 2.3.1 Sigui Z un vector aleatori en un espai vectorial de dimensh

n. Direm queZ est normalment distribit si existeix un vectop i un tensor

2 vegades contravariant definit positilital que per a qualsevol base d’aquest
espai vectorial{ Z%) .1 ~ N((11)nx1, (59)xn). ESCriuremZ ~ N(u, X).

En aquest treball considerarem nesrobjectes aleatorls que prendran valors,
guasi segurament, en entorns regulars normals de qualsevol punt de la varietat
geocdesicament complet®, veure les definicions a I'gmdix. Per aquest tipus
d’'objectes aleatoris el camp vectorialp,'(Z), per ad € O, suposarem que
estag, quasi segurament, ben definit.

Definicio 2.3.2 SiguiY” un objecte aleatori que pren valors en una varietat com-
pleta©. Direm queY est distribit normalment respecté i amb pa@ametres
(u,X), si existeix un vector aleatol € Ty(©), ambZ ~ N(u,X), tal que

Y =expy(Z)iesnotadY ~ N(u,X)s.

Un resultat asimpttic Gtil, pels estimadors eficients de primer ordfg(x) (com
I'estimador naxim-versemblantes el segént:

Teorema 2.3.1Sigui © una varietat Riemanniana d’'un model esistit, C*°,
real, n-dimensional, connexa i geddicament completa. Sighy = {0y} | Ux(2)
una successéid’estimadors raxim-versemblants d& € ©, on # és el vertader
valor del palametre. Aleshores

a) Sif, # 0

VE (pUs(z),00) — p(6,6,)) - Z ~ N(0,1)
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b) Si6 = 6,
kp? (U, 0) = W ~ X2

on £ indica la convergncia en llei, N(0,1), la distribucib Normal eskndard
univariant i x? la distribucio Chi-quadrat ambn graus de llibertat.

Demostraod:

SiU,, és una successd estimadors raxim-versemblants d& com a consaggncia
directa de les propietats d’aquests estimadors, sabem que

VEexpy (Uy) -5 Y ~ N(0,G™)

i lavors obtenim b)

ulca =k Z gzy eXpa ))Z (engl(Uk))j i> W~ Xi

1,j=1

Notem queG = (g;;) €s el tensor mtric donat per la matriu d’'informazide
Fisher definit en el cafl anterior.

Podem considerar), un sistema de coordenades gesiques polars entornfa
i amb origen erdy de manera que' () = p(0,0y), i ¢*(0),---,¢™(#) en un
entorn de dimensin — 1 de#, és ben sabut que les components del tenstrion”
satisfan

g11(0) = (01,00)|o =1, g1i =91 = (01,0:)|s =0, i =2,---,n

Considerem un entorn normidlded, i donat que=xp, €s un difeomorfisme local,
sabem que existeix un entorn estrelldtdel punt0 € 7,(©) de dimensin, tal
que, fent un ab$ de notad’i utilitzant un sistema de coordenade®n 7, (O)
que identifiqui els seus punts amb les seves coordenadesés a dirVv € U*,
o(v) = (vh, -+ ,v"), la segient composid ‘est ben definida

Pog

pUYCR T UrcTye) B Uvce M
(v e ") — v = E=expy(v) — pg,(§) =p
0,---,0) +—> 0 — 0 =expy(0) — pg,(0) =p

0)

(&0
0, 60)

(©,

Notarem doncé = py, oexp, op ! ala funci real definida anteriorment i tal que

h(0, -+, 0) = g, (expy(0)) = p(6, bo)
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h({ (expy ' (Uk))'}i—,) = poo(expy(expy ' (U))) = p(Us, o)

Sabem qué’(0,---,0) # (0,---,0) doncs, amb el sistema de coordenades aga-

fat o 5
w(oﬂ T 70) = y&(p90(9)) =1

oh 0

-(0,---,0) = —
8u’( 00) D
onu' son les projeccions naturalskt i llavors (h'(0,---,0))" = (1,0,---,0).
Aleshores segons les propietats asmtigties de les funcions de vectors normals,
veure Serfling [45] per a 8% detalls,

(p90(9))20 1=2,--,1m

VE [h({(expg @) })) = h(0,--+,0)] == 2 ~ N(0, (W(0))'G™" (H(0)))

substituint la funa’h pel seu valor, i donat qué:'(0))'G(h'(0)) = 1, ens
gqueda

VE (pUs(z),00) — p(6,6,)) - Z ~ N(0,1)

qgueés el que vabm veure en a). [ |

Observem que aquest resultat asiotigtens servi per trobar distribucionsit
guan apliquem el etode-pf. Veurem, per exemple, la seva aplicaei cajtol 4,
on es faa un contrast en un model paratrc general amb hgiesi nulla simple
del tipusH, : 6 = 6y, front I'alternativaH, : 0 # 0.

Ens interessaria provar tambl resultat asimptic anterior en un cas@s general,
dim(6y) = r < n. Es a dir, ens interessanina generalitzagitlel Teorema
2.3.1 al cas d’hiptesi nulla simpler-dimensional. Peren aquest cas general

la demostrad’es fag a partir d’'un seguit de lemes usats per anar provant petites
parts que finalment ens portaran al resultat desitjat. Els enunciats teneactecar
general que desps’s’aplicaa al nostre cas concret. Veiem doncs els lemes.

Lema 2.3.1 Siguinf i h funcions corihues a valors reals definides en un entorn
obert def € ©, on© és una varietat Riemanniana amb un&tnica associada
(segons la definié que hem usat en el cdpl 1 i a 'apendix), de manera que
aquestes funcion®a iguals fins I'ordre 1 e, aixo és:

WIGEG

R R
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Siguin {ax}ren uUna succeséi de nombres reals positius tals que compleixen
limy_,.oar, = +o00. Siguild, : x* — © una aplicacb mesurable (respec-
te I'algebra de Borel er®) de manera quep(Us, ) Ly (onY és una
variable aleabria de distribucd coneguda arbitaria). SiguinVy = ayf(Uy) i

Wi = aph(Uy), de manera qué’; BN (on Z és una altra variable aledtia
de distribucd coneguda arbitaria). Aleshores

W, L5 7

Demostraob:

Hem de veure doncs, que

[Vie = Wi| = laxf @Us) — arh(Uy)| = 0
Multiplicant i dividint I'expresso anterior pera,p(Uy,#) obtenim que hem de
provar, de manera equivalent, que

|f(Uy) — h(Uy)|
p(Uk, 9)
Sabem, per les hgiesis del teorema, que

|f (Uy) — h(Uy)]

akp(Z/{k, 9) i> 0

aleshores si definim la furmi”
1f(§) = h©)| .
s 0
F(¢) = o) O 7
0 si £€=10

. . .. . . P
tenim queF’ és una fun@’contnua ert/, i llavors comi, — #, podem assegu-
rar que

F(Uy) =

Per altra banda sabem que
akp(Z/{k, 9) i> Y
I, com aplicadcd directa tambdel Teorema de Slutsky, s’@xue

F(Uy) arpU, 0) = Vi — Wi| =50
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Lema 2.3.2 Sigui © modelada emR™ amb dues estructures Riemannianes amb
funcions disinciap, i p; respectivament, tals que

. pl(l/,ﬁ)—PQ(V,g)
(,,,51)%,9) p1(v,§)

Sigui®, C © una subvarietat tal qué € ©,. Notem qué x O té estructura de
varietat i t¢ sentit considerar elnit anterior. Definim

=0

pi(v,00) = inf{p;(v,7y), vy € Oy} =12

Aleshores
llm |p1(l/7 @0) - p?(l/7 @0)| — 0
v—0 pl(l/a 9)
Demostracb:
Siguin

Bi(0,6) = {6 €0 : pi(0,6) <8} i=12 620

Bi(0,0)={€€0 :p(0,6) <6} i=12 §>0

A(z) =sup{p(0,7) : v € Bi(0,z)} >0
Cal observar qué\(z) > 0 siz # 0.
Tenint en compte que® és un espai ktric (tant amlp; com ambp,, metriques

Riemannianes equivalents des d’un punt de vista tapo), tindrem d’una forma
natural una rafrica a® x © donada per

1((1.9).(0.7)) = \/#(0.9) + pH(E.7)
. o' o'
Pertantye >0 3¢’ >0 talquesip;(v,0) < Nk p1(&,0) < 73
(1.6) # (0.0), v#¢

es compleix d ((v, &), (6,0)) < &' ialeshores, per hgiési

|p1(l/,§)—p2(y,f)| E
p1(l/,f) = 2

(2.5)
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Definim ara
i . . AGR)
W=5B0,—=)NBy0,A) amb A=

essent? un obert respecte les topologies associades p, (que, de fet, 8n la
mateixa).

Pertantd > 0 : By(0,0) C W.

Observem que si € By (#, ), comf € O, tindrem

(v 0n) <5<

i i

p1(v,00) = p1(v, 00 N B1(0,20)) = p1(v, O N By (0, 26%))
per altra banda com € B, (6, 0),

veBy(0,A) i pa(v,0p) < A(gﬂ)
| tambe
&’ o’

p2(v,©0) = pa(v, ©0 N By (0, 4—\/5)) = p2(v,©0 N B1 (0, 2—\/5))
Aleshores sv, £ € By (6, %), per (2.5), resulta que

pr(1.) < pa1.€) + (1. )5 = P, (L = 5) < pa(1)

tamhe

p(1) > 221, 6) = M1, )5 <= M1+ 35) > pa(1E)

aixi siv € By(0,0) llavors

po1,00) = mwewuugﬁgDSmw@wumai%»u+;
= p(v,00)(1+ 7)

2
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! !

2\/5)) > p1(v,00 N By (0,

p2(v,00) = p2(v,00 N B (0,

= pi(v,00)(1 - 5)

Cal observar que tant si/2 < 1 comsi=/2 > 1 la Gltima desigualtag¢s certa.

ﬁ))(l - 5)

Per tant:
€ €
| pl(’/a @0) - pQ(Va @0) |S ipl(l/v @0) < §P1(V7 9) < 6pl(l/v 9)

Aleshores podem concloure que > 0 3§ > 0 tal que si p;(v,6) < § amb
v # #, aleshores

| p1(v,00) — pa(v, ©p) |
P1 (Va 0)

<e

aixo és:

L 101(04,80) = p2(,0) |

i o (,0) =0

Abans de continuar amb els lemes veurem dues observacions referents a ta notaci’
gue s'utilitzar a partir d’'ara.

Observacb 2.3.1 En general, la notad@
f(t) =0(t") quan t—t

significara que existeix una constaft > 0 tal que|f(¢)| < C|t"| per at sufici-
entment proper &.

Observacb 2.3.2 Si ¢ s un sistema de coordenades en un eniora © del
parametref), aixo és

p: U — R
0 — (¢'(0),--+,¢"(9))

Donatsg, £ € U definirem la seggent norma

16(0) — ¢(&))* = Z 9:;(0 — (€)' (0) — ¢ (9))

1,j=1
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Continuem ara enunciant els lemes que necessitem per arribar al resultat general
desitjat. De fet, els Lemes 2.3.3 fins al 2.3.7 ens donen les eines per a poder
demostrar el resultat del Lema 2.3.8, que juntamentamb el 2.3.1 i el 2B.8lss”

que s’usaran en el desenvolupament de la demostdatiteorema final que ens
dbna el resultat asimeptic al qual volem arribar.

Lema 2.3.3 Sigui© una varietat Riemanniana amb les bigsis del Lema 2.3.2.
Siguifd € O, i anomeneny a un sistema de coordenades al voltandélavors
si £ — 6 tenim

p*(0,6) = [18(0) — SN + O(p°(0,¢))

Demostraob:

Tenint en compte que sempre existeix una @sozi minimal, a nivell local, per
unir dos punts prou propers de manera que ladsa Riemanniana entre els ex-
trems coincideix amb la longitud d’arc, i 8i és un sistema de coordenades al
voltant def), anomenena a la geo@sica minimal que unei& amb¢ parametrit-
zada per la longitud d’are, de manera que(0) = 0, o(t) = &, per a ngs detalls
veure I'andix. Aixi tindrem

(poo)(s)=¢(0) +vs+O(s?)
onv = (¢ o 0)'(0) és el vector tangent a I'origen, respecte del sistema de coorde-
nadesp, per tant

$(€) — ¢(0) = vt + O(t*)
16(€) — ¢@)1* = [[v]|*t* + O(t*)
pem ||v|| = 1 en ser la geaeSica parametritzada per la longitud d’dic|| és la

norma en el espai tang€efif(O) definida amb ras detall a 'apndix, it = p(6, &)
si £ és prou proper &. D’aqui obtenim

p*(0,6) = [16(0) — SO + O(p°(0,€))

Lema 2.3.4 Sigui® una varietat Riemanniana amb les biesis del lemes ante-
riors. Siguic una corba de class€?, almenys, parametritzada per la longitud
d’arc, de manera que(0) = 6 € ©. Llavors
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Demostracb:

Definim en primer lloc el camp tangent a la corba en cada peomo'(t) =

da(d—\t), on u és un sistema de coordenades consistent en ladfuderititat
u

sobre els reals, veure I'Amdix. Observem que aquest casgunitari en ser la
corba parametritzada per la longitud d’arc. Per altra bandagsiun sistema de
coordenades al voltant de(i.e.: ¢ : W — FE, ¢ homeomorfismeFE = R™ 0

E =Espai de Hilbert§ €¢ W C ©, W obert) , tindrem pel Lema 2.3.3, que per
at—0

pP(0,0(t) = 116(0) — ¢(a(t)|I* + O(p*(0,5(1)))
pero
¢(o(t)) = ¢(0) + vt +O(t?)

essent el vector tangent en el sistema de coordenadeBer tant i com tami”
hem vist en el lema anterior

p(0,0(t) = |lv]]*t* + O(t)

doncs0 < p(f,0(t)) < t, idonat qugv| = 1, tenim finalment

PO, 0(t) =1+ O(t")

p(0, (1))

1
t—0 t

=1

Lema 2.3.5 Sigui© una varietat Riemanniana amb les biesis dels lemes an-
teriors. Siguin®, i ©; dues subvarietats d® amb# € ©,NO; C O, amb
immersb almenys de class®. Siguino i & dues corbes tantbalmenys de classe
C? en®, i ©, respectivament, amp(0) = 5(0) = 6 i ¢'(0) = 5’(0), és a dir,
amb els mateixos vectors tangents a I'origen. Aleshores
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Demostraob:

Considerem un sistema de coordenades al voltart idgefinim v« = ¢ o o i
u = ¢ oo enun entorn del purtt= 0. Siv &s el vector tangent a I'origen en
aguest sistema de coordenades tenim

<
—

~+
N

I

() +vt+O(t?)
() +vt+O(t?)

N
S
4~
S—
Il

I segons el Lema 2.3.3

Po(t),a(t) = llu(t) — a(®)|* + O (p*(o(t),5(t)))

pel u(t) — @(t) = O(t?) i per la desigualtat triangulag(o (), 5(t)) < 2t, per
tant

p(o(t),a(t) = O(t)

plo(t),5(t)) = O(t*?)
dividint pert i fent limits obtenim I'apartai).

Tenint ara en compte el lema anterior

plo(®),o(t) _ _
t—0  p(o(t),0) t—0 t p(o(t),0)

queés el primeriimit de I'apartati), el segon es fa de maneraitica.

Lema 2.3.6 Sigui© una varietat Riemanniana amb les bigsis dels lemes ante-
riors. Sigui©, una subvarietat d® ambf € ©, C ©. LlavorsVe >0 30 > 0
tals que

B@(G, (S) N @0 C B@O(Q,S)

on Be i Bg, son boles Riemannianes obertes@ni ©, respectivament.
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Demostracb:

Segons la definicide subvarietat adoptada, veure O’Neill [36], podem assegurar
que lainclusd j : ©9 — j(O) €s un difeomorfisme.

Per tant, donat un obert € que contingui &, diguem-lilV, existeix un obert de
7(0y), anomenem-ld/, tal que; ~' (U') ¢ W. Peo U és de laform@ = V UO,,
ambV” un obert deo.

Finalmentes suficient considerar que la topologia®n©, est generada per les
metriqgues Riemannianes d’aquestes dues varietats, oattecenéno, &s induda
per la deo.

[ |

Lema 2.3.7 Sigui® amb les mateixes hipesis dels lemes anteriors. Sig i

O; dues subvarietats d@ tals qued € 6, N O, C O, de la mateixa dimengii
tangents en el purtt (i.e.: donada una corba e, i una en©; que passin per

0, els seus vectors tangents en aquest punt estan en el mateix subespai vectorial
de ©y). Llavors existeix un obert e@, diem-liU, amb# € U, i una aplicacb
f:UNO, — O, talque

L PETE)

1
¢—0 p(0,€)
onp és, com fins ara, la gtrica Riemanniana ef.

Demostracb:

Observem, en primer lloc, qu&, i ©, tenen estructura de varietat Riemannia-
na induda per la de©. Per tant exista un entorn obert e®, del puntd, ge-
odesicament convex, que sede la formal/ N ©,, (U obert de®), en ser la
topologia de9, la induda per la deS.

Siguié € U N O, existeix una geaskica ded, minimal parametritzada per la
longitud d’arc de manera que(0) = 0 i o(f) = &.

Llavors afegim una corba, tambe parametritzada per la longitud d’arc,@nde
manera que(0) =0 i0'(0) = a'(0).

Sigui £ = 5(). Aquest punt esten®, i es@l ben definit en fixas (que pot ser
una geodsica deO,), sempre que agafem I'entofh N O, prou petit. Per tant
podem construir una aplicaci”
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f: Uﬂ@o — (—N)l ~
& — fl§=¢

Per altra banda, pel Lema 2.3.5

Lema 2.3.8 Amb les mateixes hipesis del lema anterior

p(fa @0) - p(§7 @1)

& p(€,0) -
on
p(ga @0) = lnf{p(ga 7) » € @0}
p(ga @1) = lnf{p(ga 7) » € @1}
Demostraab:

Segons el Lema 2.3.7 existeix una bola®rcentrada e, de radid i inclosa en
un obert/, de manera que si€ B(f,§/2), llavors al tenir

p(&,00) = p(&, 00 N B(6,6))

Yy eUNOy = [p(&,00) — p(§, )| < ep(6,€)
ambe arbitrari i p(0, £) fixat.

Peo, taml& pel 2.3.7, exista uny € ©, de manera que(y,7) < ep(v, d), per
tant

p(&,01) < p(&,7) + p(7,7) < p(€,00) +ep(8,&) +2p(7,0)

perd p(.0) < p(v,€)+p(&.0) i sempre podem agafarde manera qug(y, £) <
p(&,0), aleshores tindrem
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p(ga @1) - p(ga @0) S 35p(97 f)
Analogament es prova

p(ga @0) - p(ga @1) S 35p(97 f)
i podem concloure amb

| p(€,00) — p(&,01) |< 3ep(0,€)

sempre qué € B(6,§/2), provant aix’el lema.
[ |

Finalment, encadenarem tots aquests lemes per demostrar una genevalgzaci’
Teorema 2.3.1 al cas dimensional.

Teorema 2.3.2 Sigui® una varietat Riemanniand; >, real, n-dimensional, con-
nexa i geodsicament completa. Sig6i, una subvarietat d& r-dimensional,

(r < n). Considerem la disincia Riemanniang, associada a la varietat i defi-
nim

p(Va @0) - inf{p(u, f)a f € @0}
Sigui, a nés,U;,(x) una succeséide punts d® tal que:

VEk exp,  (U(1)) =5 Y ~ N(0,G™)
aleshores, sota la higesi nulla § € ©:
kp® Ui (), ©0) == Z ~ X,
Demostrac:
Per hiptesi,0 € O, i aleshoreg(0, ©y) = 0.

Considereni/, la successid’estimadors raxim-versemblants que, sabem, con-
vergeixen en probabilitat al vertader valor delaraetred € ©,. Es a dir, sabem
que

u, 50

i per tant podem assegurar qde > 0, existira un valork, a partir del qual, si
k > ko, llavorsp(Uy, 0) < e .
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Donats dos punts, w € T(©), podem considerady (v, w) la dis@incia associada
a la normd| ||, en el espai tangerffy(O), definida anteriorment en el cap' 1,
llavorsés conegut el segnt resultat

1 da(vaw) _ ||U—'U)||9

11m =

(v0)(0.0) p(expy(v), expy(w))  plexpy(v), expy(w))
es pot veure Helgasson [22], entre altres, peea detalls.

=1

Anomenarent = expy(v), v = expy(w) i com@ = exp,(0), el limit anterior es
pot escriure

b lexpr(©) — expy ()l — plE V)
(6)~(0,0) p(&,v)
Per la Proposici9.8.2 de I'aphdix, per a cada purt € O existeix un entorn
obertU* de0 € Ty(O) tal queexp, és un difeomorfisme sobié = exp,(U*)
entorn obert dé € O.

=0

Notem que eliimit anterior es pot escriure tamb”

o dolexpy '(€),exp, ' (v)) — p(&,v)
()~ (6,6) p(&,v)

Aleshores, si ens restringim al subconjunt oldért ©, onexp ! \U és un difeo-
morfisme, la segént disénciad sobre© estaa ben definida:

=0

d(&,v) = dy(expy ' (), expy ' ()

Llavors, com¥ € U N Oy, aplicant el Lema 2.3.2 @, = U N Oy, subvarietat de
dimenso r de©, tindrem que

o 6 B0) = p(€ B0 _ | |do(expy (), exp; " (Bn)) = (€, Bo)]

£ p(€,0) £-0 p(&,0)

Sigui doncsxp, ' (©) una subvarietat-dimensional d€(©) que con¢’el punt
0 = exp,'(#). Definim©; com la subvarietat Euclidiana d(0)) tangent a
exp; ' (©) en el pun i difeomorfica aly(exp; ' (Oy)). Es a dir®; i exp, ' (6y)
son subvarietats de la mateixa dimemsii'tangents en el purit Aixi aplicant el
Lema 2.3.8 tenim

i o505 (6),exp, " (B0) — dafexp,  (€),0)
-1
§—0 d@ (eng (g)a 0)

=0

=0
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Com quedy(exp; ' (€),0) = p(&,6), i tenint en compte que(¢, ©9) = p(&, o),
per a puntg prou propers &, restant els doslfims limits s’obg

I p(&, o) — dg(exp, ' (£),01)
1m

&0 p(&,0)
Aleshores, cont/ és un conjunt obert, sabem qte > 0 tal queB(#,¢) C U,

i donat quelf; 75 9, tal i com hem vist a l'inici d’aquesta demostract kg
a partir del qualp(U, ) < e, amb la qual cosa podem assegurar que almenys
Vk > ko, U, € B(0,¢) C U. Llavors, aplicant aquest darremlit al{,,, obtenim

p(U, ©0) — dy(expy ' (Uy), O1) P 0

Si anomenenre, (exp, ' (U;,)) a la projecad’ ortogonal dels puntscp, ' (¢4;) so-
bre©; en el tangenf}(©), podem escriure

=0

dg(expy ' (Uy), ©1) = || expy " (Us) — o, (expy ' (Ur))5

Donades les propietats dels estimadoexim-versemblants i per ortogonalitat,
sabem que

kd3(expy ' (Uy), ©1) = k| expy ' (Us) — To, (expy ' U))13 — Z ~ X2,
llavors, si anomenem
Wi, = axh(Uy) = VEpUy, Op)

Vi = apf(Uy) = VEdg(exp, ' (Uy), ©1)

com que la fun@’y/- és una fun@conthua, sabem que

Vi = Vkdg(exp,  (Uy),01) =5 VZ
per les propietats dels estimadoraxim-versemblants, sabem taendpie:
koA (Us, 0) = Y ~ X3
utilitzant, altra vegada, que la fumci{/- &s conthua, obtenim

VkpUy, 0) VY

Aleshores, com aplicagidirecta del Lema 2.3.1, es compleix diig té la matei-
xa convergncia en llei qué/,, és a dir
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Wy, = aph(Uy) = VEpUy, ©0) —> VZ

i elevant al quadrat, tenint en compte qug és una funaconthua, arribem a
la concluso

ko> Uy, ©9) -5 Z ~ X2,

queés el que vaém veure.
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Capitol 3

Model Normal

3.1 Model normaln—variant amb > coneguda

Considerem la distribucinormaln—variantamtt = ¥, una matriun xn definida
positiva, sinetrica i conegudaX ~ N, (u, ¥), i plantegem el contrast, o seleaci’
de model, que ve donat per

on H és una matria x n amb0 < rankH = r < ni b &s un vector x 1.
Observem, en particular, el cas d’btgsi nulla simple:

Ho: p=po, Hi: p# po
obtingut si agafent! = I, b = —p,, i aleshoresr = n.

L'espai total de pametres (model) sal©® = R", i 'espai de paaimetres corres-
ponent a la hiptesi nulla (submodel)©y = {px € R" : Hu+b =0} queésuna
varietat linealn — r)—dimensional.

La metrica informativave donada, en notazihatricial, per:

ds® = dp' S5 dp,

la geometriae$ euclidiana, la diahcia de Ra@s en aquest cas thistancia de
Mahalanobis el quadrat de la quals

P (hy p2) = (1 — p2) S (1 — pio)
i el volum Riemanm'és

59
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dV = (dety) ™7 dy
Donada una mostra de graaméim, =z = (zy,...,2,) € (R™)™, un estimador
natural per a aquest modes I'estimador raxim—versemblant,
_ 1
Up(z) = Ty, = R(xqu...—i—xm)

Observem que aquest estimader tamle” el centre de massesde la mesura de
probabilitata posteriori basada en una priori no informativaproporcional al

volum Riemanra, quees, donada una mostra de midaz = (z1,...,2,) €
(R™)™,
_ 1
Ho~ Nn(wma - 20)7 (31)
m

donat que en el cas euclidiamb una parametritzacconvenient, el centre de
masse®s just I'esperaja

3.1.1 netode —pf

Observem, primerament, que en el cas gtié/,, (), #) , o qualsevol transforma-
cid morotona, tingui una distribuoiabsolutament comtua podem escriure

P (pQ(um(x),H) > P2(@0,9)) =1- (p2(um(l‘)79) < pQ(@Oag))
i per tant
p=2P (p*(Un(2),0) < p*(0y,0)) — 1

Aix1 doncs en el nostre cas particuldr= p , tenim que s una fun@ morotona
creixent de p?(©y, 1), i llavors podem obtenir un interval de confianger ap
a partir d’'un interval de configacper ap?(©y, ;1) de la formalp?, oo), essenp?
una estimaci per defecte dg?(Oy, ).

Hem de determinar, doncs, donada una mostra de mjda = (z1,...,x;) €
(R™)* un (1 — a)—interval de confiare per a, de la formdp,, 1]. Per aconseguir
aquest propsit, notem que, si preneid;, = U(+),

kp*(Xi, ) =k (X — 1)'S5 (X — o)
té una distribu@”? ordinaria ambn-graus de llibertat.

Per obtenir aquest interval, notem que la geometria corresponent al esoele!
clidiana, i per tant el quadrat de la distia entren € © i ©, ve donat per,
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p*(©0,n) = (n+H b)H (HS H ) 'H(n+ H™b)

independentment de la matguinversa,H —, escollida. Aix’doncs, el quadrat de
la dis&ncia des del vertader valor gddins a©,, i des del valor estimat a partir de
7, fins a®, vindra donat, aplicant la darrerarfhula, perp?(0g, 1) i p*(Oo, Zx)
respectivament.

A més, observem que’ = X2 H'(HS H') " 'HE,/? €s l'operador projecoi

d’acord amb la rafrica informativa, sobre el subespai ortogonagdec R" :

Hn = 0}, aquesks el subespai director corresponei?@a Per tantlV és una

matriu simetrica idempotent de rang, i tenint en compte que I'esteslic
VEST (X + Hb) ~ Ny(VEkSg ' (u+ Hb), 1)

es dedueix que

k%00, X)) = k (Xp+ H b)H (HS H) " "H(X, + H™b)

= k(X + Hb)Sy Pweg (X, + HOb)

té una distribu@ y? no—central,x?(4) , amb r graus de llibertat pametre de
no—centralitab = & p?(©y, ), veure Muirhead [31] [pp 26-32].

Aix1 doncs, si definimy, ,(0) a partir de

P (x2(0) < pald)) =1—a

on v,,(0) és, clarament, una furecimorotona estrictament creixent dei do-
nadap?(©y, Zx) , €l (1 — a)—interval de confiare per ap?(0y, i) ser [p?, o)
amb

Vralk p*(O0, T1))
pl= k
0 altrament

si k pQ(@Oafk) > ’yr,a(o)

Aleshores hem d’avaluar

P = 2P(p*(Xpn, 1) < p2) =1 =2P(m p*(Xpm, ) <mpi) — 1

a partir de les taules de la distribaci? i, finalment, acceptarent/, si p,,
estimacd per defecte de, &s menor o igual a zero, o el ges el mateix, Si
P(m p?(Xom, 1) < mp?) < 1/2. Observem que si considerefp la mediana de
una distribuad x2, rebutjarem el submodel si
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-1

m
mp; = - Vrakp*(O0, T1)) > &,

acceptant-lo altrament.

Notem, taml’que, si comparem aquest resultat ambasdsit i habitual test d’hi-
potesis, el qual sabem que rebusjda’ hipotesi nulla, H,, per a valors grans de
kp?(©y, X}), obtindrem doncs que, si em acoegtim en el cas atsic H, amb
un nivell de significa@= = «, aleshores acceptarem tagria hiptesi nulla amb
el métodepf, per diferents raons, ja que en aquestica¥ Oy, Zx) < 7,..(0), per
tant p? = 0 i llavors P(p?(X,,, 1) < p?) = 0, obtenintp* = —1 < 0. PeD, si
amb el test @ssic rebutgent/,, aleshores amb eletode—p§ tambg, sempre que
es doni

2P(X2<mpz)—1>0

i encara acceptaretH;, si 'anterior quantitaes menor o igual que zero, la qual
cosa depn del valor dem : valors petits faran que s’accepti el submodel.

3.1.2 netode —mf
Si k p*(©0, k) > 7r.a(0), l'estimact de la reglam (2.2) donada en el cép!
anterior esde®, en aquest cas
m, = pl — E ((0*(Xon, 1))
Aleshores, rebutjarerfl, quanm, > 0, acceptant altrament.

Multiplicant I'anterior equaa perm, i donat quel (m p*(X,,, 1) = E(x%) = n,
la regla es pot formular de manera equivalent dient que:

Rebutjarem la hiptesi nulla H, si

mo _

mps —n= " Yria (kP (G0, 7)) =1 >0 (3.2)
Notem que sik p* (09, 71) < 7r..(0), acceptarem sempre la bigsi nulla, doncs
aleshore$? = 0 i per tantm, = —E(m p?(X,,,, 1) < 0.

Fem la comparaoi’amb el cas @ssic, el qual sabem que rebutjda’ hipotesi
nul-la, amb un nivell de significaci¢ = «, quank p?(0,, X},) sigui gran. Lla-
vors el netode-mf tambkeé rebutjaa’ la hiptesi nulla sim p? > n, peo encara
I'acceptad quanm p? < n, és a dir depenent del valor de
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3.1.3 netode —pb

Observem que ara hem de considerar la mitjana de la quantitat

P (0 (X, 1) < p*(O0, 1))

respecte laa posteriori(3.1), peb ara per una mostra de gramd k: p ~
No(Zg, £ o).

Hem de tenir en compte que donaga amb la mateixa notagibasica que s’ha
utilitzat en els anteriors apartats,

VESy P (u+ Hb) ~ N,(Vk S, (2, + H b))

i aleshores,

kp* (O, 1) = k (p+ H b)Y 5572 WP (u+ Hb)

té una distribu@ x> no—central,x;(d), ambr graus de llibertat i paretre de
no—centralitab = k p?(0y, 7). A més,m p*(X,,, 1) ~ x?2, independentment de
. Per tant

mr

E (P(p*(Xim, 1) < p* (0, p))|74) = P (k—n < Y)

on

_ kp*(Oo, )/ T

C m (X, )/ n

és una variable aleaia amb distribu@’F; ,,(9), aixo és: una distribuci’F' no—-
central, ambr i n graus de llibertat i paretre de no—centralitat= k p*(O©g, Z).

Si aquesta probabilitats n€s gran qud /2 aleshores rebutjarem la lufesi nulla
0 acceptarem el modeles’general, i farem el contrari en I'altre cas. Observem
que si prenent,.,,(4) com la mediana de una distribocF, ,(§) ,llavors:

Rebutjarem la hiptesi nulla o0 submodel si

kn
mr

Grn(0) >

acceptant-lo si axno passa. Notem taralgjue si fem tendirm — oo podrem
certament rebutjar la higeési nulla donat quec, ,,(0) > 0.
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3.1.4 netode -mb

La mitjana de la distncia de Rao al quadrat petfs, ve donada, donat que en el
nostre cagf,,, = X,,, per

_ _ n
Eu (pQ(uma N)) = Eu ((Xm - N)IEO 1(va - N)) = E
i sota la hiptesi nulla, I'error estaa’mesurat comp? (O, 1.

Ara s’haur de calcular la mitjana d’ambdues quantitats respedeplasteriori
p~ Np(Zg, % ¥y), amb la qual cosa tindrem

n

E(Ey (0" (Un. 1) | 7)) = —

m
i com que donadaz, k p*(Oo, 1) té una una distribuoi’y? no—central, x?()
amb r graus de llibertat i pametre de no—centralitat = % p?(©y, Zx), amb
E(x%(0)) =r + 4, tenim

T
E(p*(©0,p) | 7 ) = % + p* (0, Z1,)

Per tant, rebutjarer, si

r 9 N n

—+p"(©g, 7)) — — >0

TP (B0, 2p) = —

és a dir, en aquest cas resudtavantat)s, des del present punt de vista, rebutjar
triar el model generak ~ N, (1, %), 1 € R™. Altrament acceptarem la topesi

nul-la o submodelX ~ N, (u, %), p € Oy.

De manera equivalent, si hem de treballar amb mostres de mida

- nk
T r-+ IC pQ(@o,Ek)

és preferible treballar amb el submod¥gl ~ N, (u, o), 1 € Oy, és a dir, ac-
ceptar la hiptesi nulla, donat que en aquest cas no tindrem sufigoeténcia
resolutivaper a fer bones estimacions amb el model complet, ja querdup’
esperada sarmeés gran sota el modeles’general. Notem que, per a mostres de
grandiriak suficientment gran, aquesta cota superior per as aproximadament
igual an/p?(©y, T) -

A més, observem que si

nk nk —r

<1 o equivalentment < p*(O0, T
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aleshores la higesi nulla H, sel sempre rebutjada, independentment de la
grandiaria mostralm, doncs aleshoresy > 0 independentment de.

3.2 Comparacb dels netodes
Per resumir tot el que hem vist podem comparar les condicions a favor del rebuig

de la hiptesi nulla (o submodel), entre els diferentetades considerats, amb la
segient taula:

metode condicid

pf m pZ > &,

mf mp?>n

pb m Gen(0) >n

mb m (% + p*(©o, 1)) >n

De la taula anterior, usant aproximacions a la normal per a les distribugibns
X2(0) i F,, (), donades en: Abramowitz [1] [pp 942-948], s'elofle
2 2

a~n(l——)P ~n—=

ot~ (1 B (52 (1 2 2Oy

aleshores

% Cr,n((s) ~ ﬂrn (% + P2(@075k))

n(9r —2)\° on \*
5T”N<(9n—2)r> ° ﬁmN(Qn—Q)

per a valors petits d@?(©,, z;)) 0 per a valors grans, respectivament.

on
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Per tant, per una bandg i mf, proporcionaran conclusions similars donat que
& ~ n — 2/3, per l'altra, pb | mb es comporten de manera similar, ja que,
aproximadament: ¢.,,(0) és proporcional & + p*(©g, Z). Es a dir les regles

p i m funcionen de manera semblant tant si utilitzem el procedimem si
utilitzem elb.

Amb I'objectiu de comparar els procedimeiiits b, podem fer la gafica de p?
respecte & + p?(0,7;) per a diferents valors de i k, i considerant tami”
diferents(1 — «)—intervals de confiarecper ap?. Per obtenir aquestesajiques
s’ha usat I'aproximaci‘a una normal per a la distribuci? no central: siUU ~
X2(6), aleshores la variable aleaid

9 (r + 20)? U\ 2 +20)
2 (r+26) (<r+§> +9(r+25)2_1>

te, aproximadament, una distribaciormal esahdard univariant.

Veurem doncs, a continuaxidues gafiques comparatives usant en cada una d’e-
lles diferents valors dei k.
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1—a=20.90

Observem, primerament, que laafica no depn de manera sensible d’'uns valors
particulars der i k. D’ambdis gafics, €s clar que els procediments b es
comporten de manera similar sempre due- p*(©,, Z;;) sigui més gran que una
certa quantitat¢,, la qual deph del nivell de configree(1 — «). Per a nivells
de confiana entre0.50 i 0.95, ¢, varia entre0.098 i 0.535. Per a valors m@s
petits de - + p*(O,, 1), els procedimentsi b difereixen considerablement: el
procedimentf dona prioritat al submodel (higeési nuifla) sobre el model total,
comparat amb el procedimeft Un fet que ens indica que el procediméris
més robust que el procedimemtrespecte al fet de partir de la suposibasica
que la distribuaa priori desconeguda estiominada pel volum Riemarai
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Capitol 4

Una aproximacio asimptotica del
metode—pf

En aquest capdl donarem una solugiasimpbtica al problema de test que s’ha
plantejat en un principi. Usarem aqgels resultats asimptics obtinguts en la
secco 2 del capfol 2. Treballarem amb un model regular pagdrit de dimens”

n i ho farem desenvolupant elatode —pf.

4.1 Cas general amb hiptesi nulla simple

Considerem ara un model esistit paranetric regularn-dimensional geeric,
{(x,a,pn); O; f}, onO és I'espai de parmetres, i el contrast:
H0:9:90, H1§9§£90

Sigui©, = {f,} 'espai de paametres corresponent a la bipsi nulla (submo-
del), p(01, 02) la dis@ncia de Rao, i sigui,,(-) un estimador eficient de primer
ordre, com I'estimador eXim-versemblant.

Donada una mostra de grarth k, = = (z1,...,2;) € X*, un(1 — a)—interval
de confiana exacte per a, de la formap,, 1], dependa de cada model estatic
particular, i en general sedificil obtenir-lo expicitament. Presentarem aguna
aproximaco basada en un resultat asimoft.

Primerament observem, segons hem vist altodf; que

m P (Un(-),0) 5 \2

Com quem p?(U,,(-),0) té una distribu@ absolutament comtiia, recordem que
p €es pot escriure

69
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p = 2P (0 (Un(-),0) < p*(05,0)) — 1
i aleshores, asimpticamentp és una funa@creixent dep? (0, 6,). Per tant podem
obtenir un interval de configa@simpobtic per ap de la formalp,, 1], a partir d’'un
interval asimpotic per a p?(6,6,) de la forma[p?, 00). Amb aquest propsit,
notem que
VE (p(U(-), 00) = p(0,00)) —> Z ~ N(0,1) (4.1)

tal com s’ha obtingut en Teorema 2.3.1 del segontoap’

Aleshores si definin(,, a partir de

P(Z<(y)=1—-«

on Z té una distribu@ normal esthdard univariant, una vegada obtinguda la
distanciap? (U (), y), un(1—a)—interval de confiapecasimpotic per ap? (6, ;)
seR’ [p?, 00) amb

Ca o
o p(Uk(ﬂf)ﬂo)—ﬁ si p(Ui(x),00) > Ca/VE

0 altrament

Despes d’aio, hem d’avaluar

P(pQ(um()ae) < Pi) = P(mPQ(um()ae) < mpz)

usant, la ja mencionada abans, distrilouesimpotica: 2. Llavors el criteri que-
dam@ de la manera segiit:

Acceptareny¥d, si
P(m p* U (), 8) < m p?) < 1/2

i rebutjarem altrament.

Notem que, si anomenegy a la mediana de la distribuiy?, aquest criteri es
pot expressar de manera equivalent dient que:

Acceptaren¥, si

gt = m (o). )~ <5} <, 4.2)

i rebutjarem altrament.
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Cal observar que, i, = 0, llavors sempre acceptarem la bipsi nulla doncs
p. =—1<0.

Podem comparar aquestinde amb el test d’hgiesis chssic, el qual rebutja
la hipotesi nulla per a valors grans dep?(U.(z), 6) i tenint en compte la seva
distribucid asimpbtica, sota la hiptesi nulla, ve donada per

L
ko®(Us(-),00) — X
Aix1, fixat el p — valor obtingut en el test elssic a partir d’'una mostra =
(1, ,2¢), de la forma

P(x; > k p*(U(2),60)) = p — valor

i la confian@ (1 — «) de l'interval [p,, 1], que s'obtinda de[p?, o), donada la
mateixa mostra anterior de midd a partir de (4.1)

P (PQ(Q,QO) > (P(Uk(x)aeo) - %) ) =l-a

podem calcular el valor del quocient/k (la rad entre la segona i la primera
mostres) comerant des del valor a partir del qual, fins a l'infinit, rebutgem la
hipotesi nulla (submodel), que s’obtdel criteri (4.2), de la seght manera:

Rebutjaren¥, si

m._ €n

k™ (VE p(Ui (), o) — Ca)?
Aleshores, per a diferents valors del nivell de conféafic— «) i del p — valor,
donada una dimensi = dim©, obtenim les sagents taules.

confianga per alp,, 1]

p—valors| 0.5 | 0.75 | 0.90 | 0.95 | 0.99

0.1 0.168| 0.483| 3.453| oo 00

0.05 0.118] 0.275| 0.990| 4.590| oo

0.01 0.060| 0.126| 0.272| 0.525]| 7.289

0.001 || 0.042| 0.066| 0.113| 0.168| 0.489

dim© = 1. Valors citicsm/k .
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confianga per alp,, 1]

p-valors| 0.5 | 0.75 | 0.90 | 0.95 | 0.99

0.1 0.471| 0.778| 1.409| 2.239| 8.557

0.05 0.393| 0.618| 1.040| 1.538| 4.341

0.01 0.288] 0.422| 0.643| 0.868| 1.792

0.001 || 0.212] 0.293| 0.413| 0.523| 0.896

dim © = 5. Valors citicsm/k .

confianga per alp,, 1]

p-valors| 0.5 | 0.75 | 0.90 | 0.95 | 0.99

0.1 0.584| 0.845| 1.266| 1.687 | 3.340

0.05 0.510| 0.719| 1.040| 1.347 | 2.450

0.01 0.403| 0.544| 0.747| 0.928 | 1.505

0.001 || 0.316| 0.411| 0.540| 0.649| 0.964

dim © = 10. Valors crticsm/Fk .

confianga per alp,, 1]

p-valors| 0.5 | 0.75 | 0.90 | 0.95 | 0.99

0.1 0.729| 0.912| 1.145| 1.328| 1.816

0.05 0.670| 0.831| 1.031| 1.187| 1.594

0.01 0.576| 0.703| 0.857| 0.974| 1.269

0.001 || 0.491| 0.590| 0.706| 0.793 | 1.006

dim © = 30. Valors crticsm/k .
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A la vista dels resultats obtinguts a les taules podem dir que, si usant&ldes
classics i donada una determinada mostra de gréakl, s’obt® unp — valor <
0.01 amb la qual cosa es rebutjaria la tiipsi nulla amb un nivell de significaoi”
de l'ordres > 0.01, amb el netodepf en canvi, usant nivells de configmentre
el50% i el 95%, encara s’acceptaria la lufesi per a mostres de graresm < k,

i en alguns casos: ~ k. Per altra banda, si usem confiances a partid#,
podrem acceptar la hippesi nulla fins i tot per algunes mostres de grarids n€s
grans que.

Tamkeé podem dir, per exemple, que si amb elstodes @ssics obtenim un
p — valor > 0.05 amb la qual cosa s’acceptaria la digsi nulla amb nivells
de significaad’'= < 0.05, amb el netode-pf, tamle s’accepta per a mostres de
grandariesm < k, i fins i tot per a confiances — o > 90%, encara s’acceptar’
per a algunes mostres de grandm > k.

Cal observar, finalment, que elstode es comporta aproximadament de la ma-
teixa manera encara que la dimeng€ I'espai de pametres augmenti.
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Capitol 5

Alguns models uniparanetrics

5.1 Model Poisson

Considerem la distribugiPoisson,X ~ P()\), amb A > 0, i el segient contrast:

H()I)\:)\(), Hll)\%)\o

Desenvoluparem el etode -mb per aquest exemple particular. L'espai general de
pa@metres (modeBs © = R, i 'espai de paaimetres corresponent a la bipsi
nul-la (submodel)©y = {\o}.

La metrica informativave donada per:
1
ds* = ~ d\?
Y

la geometriaes, com en tots els casos unidimensionals, euclidiana i landist”
de Raoes en aquest cas:

P\, %) = 2| VA = V|

Donada una mostra de mida, = = (xy,...,z,) € N™, un estimador natural
per aquest modds el centre de masses de la mesura de probahiltasteriori
basada en urepriori no—informativaproporcional al volum Riemanai Aquesta
distribuci a posteriorj sota la parametritzazi, ve donada per

s+1 1
h(\|s) = ﬁ e™ANTE A>0 sEN (5.1)
2

m
ons=>Y
7

75
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A més, si fem un canvi de parametritzagi— 6()\) = 2 v\, la métrica infor-
mativa esde®’ds?> = df* i sota aquesta parametritzacél centre de masses ’
just I'esperana. Per tant, tenint en compte que

2mite [ 20(s+1
E(2\/X|S):%/ €_m)\)\s d)\:% seN
sT3)Jo mT'(s+ 3

I'estimador de Bayes generalitzat, donat per una mostra de mijdata la para-
metritzaco \, és

S (T1y . xy) = (%)2

donat que) = (0/2)%. La mitjana de la distcia de Rao al quadrat, persy,, ve
donada per

_ de™ o~ (1)s (1)s (mA)° 8V[X6—mk — (1)s (mA)S
=4 )+ o £ (%)s (% ] s! \/m 52:; (%)s s!

r 1
Co) _(h), on @.mafar)(ers—1)
I'(3)
1
sl=1(141)---(14+4s=1)=(1); i F(§):\/7_r
Ameés, ,Fy(ay, - ,ap by, -+, by z) SON les funcions hipergecetriques gene-

ralitzades, les quals convergeixenssi< ¢, Vz finit, veure Muirhead [31][pp
20-22].

Aix1 finalment ens queda:
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467m)\

w™m

Ey (p°(Sm, ) =4 A+

11 1
<2F2(1, 1; 35 mA) — 2 VArm 1 Fi(1; i;m)\)>

Sota la hiptesi nulla, I'error ve mesurat pernp?(\, Ao) = 4(vA — vAo)?.
Calculant ara la mitjana d’ambdues quantitats respeceplasteriori(5.1), peo

ara per una mostra de mida: s = Zle x; , respecte la parametritzaci, i
utilitzant que:

/00 e F(ay, e ap; by, e, by kt) di
0
=T(a) 2 "y Fylar, - ap,a; by, -+ b kz")
perap < q, Re(a) >0, Re(z) >0 obé p=gq, Re(a) >0, Re(z) > Re(k)
tindrem aleshores

EE S N) 19= b [T (e L
’ T(s+ 1) Jo m

11 1
<2F2(1, L35 §§m)\) —2vVmmA  Fi(1 i;m)\)>> eFANST3 g\

- (5.2)
4s+2 A(1+D2) Tz 111 m
= Fr(1,1,8 4+ ==, = ———
k + ™m sF5(1, ’8+2’2’2’m+k)
25!/ 1
- VI - 2F1(1,8+1;—;L)
vm+kL(s+3) 2’m+k
[
Afsts [0 .
E(p*(M\XN)]|s) = 71/ (VAo — VA)ZN T3e R )
F(S+§) 0
(5.3)

2/ \g 8! 4 2
_ 4 )\0 _ 0SS 1 I S +
\/EF(S—Fi) k
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Tenint en compte que $iFy (a1, -+, a,; b1, -+, by; z) sONtals quep > ¢, aques-
tes funcions seran convergents quar< 1, la qual cosa passa en el nostre cas

m
donat que <1.
g m+k

Per tant, hem de comparar ambdues quantitats. Si€S.8%frictament &% gran
gue (5.2) aleshores triarem el model general, 9 ax passa triarem el submodel
(hipotesi nulla).

D’una manera res$ expicita, si

2 s! ™m 1 m
Fi(l,s+1;=;
L(s+3) m+k’ 1L

2 m+k)
m 1 2/ \g 8!
tam (14 =)t [N — X207 ) 5
) (0 \/Er(s+§)>

Nl =
:
mE
?T‘\/

- 3F2(15178+

)

Do —

?

DO | —

aleshoresebutjarem H,.

La segient taula mostra el comportament dedtode —mb. Peral, = 1 i per
a diferents valors d& i s, es calculaa’la mexima grandria mostral,m*, que
encara permetui$ del submodel: pera menor o igual quen* acceptaren¥,.
Observem quen* < k, independentmentde i s, per am suficientment gran,
sempre sex preferible el model &8 general.

S
k| 1|3|5|7|10[15|20|25|30]35
5 |—-|2[5|5]—|—-|—-|-]-]-
10— |—|1]2[10/3|1]-|-]-
15| —|—-|—-|1|5|15| 5|2 |1]|-
20| - |-|-|-|2|8|20]9]|3]|2
25 — |- |-|-| -] 4|12]|25|12| 5
30| -|-|-|-|-|2|6]16|30]|16

valors dem* : per am < m* acceptaremH,
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5.2 Model Gamma

Considerem la distribuoiGamma, X ~ G(1/A,«a), on @ > 0 &s conegut, i
A > 0, on el paametre\ és tal queE(X) = a\, amb el contrast:

H()I)\:)\(), Hll)\%)\o

En aquest exemple desenvoluparem etade-mb. L'espai general de pame-
tres (modeles © = R*, i 'espai de paametres corresponent a la bipsi nulla
(submodel)©, = {\o}.

La meétrica informativave donada per:

ds2—g

=
la geometriaes euclidiana, i la diaticia de Ra@s en aquest cas

d)2,

A
p(A1, A2) = Va |10g)\—:|

Donada una mostra de graaxh m, = = (z1,...,%,) € (RT)™, un estimador
natural per a aquest modes el centre de masses de la probabititabsteriorj
basat en una priori no—informativaproporcional al volum Riemanai Aquesta
a posterioriés, sota la parametritzaci,

Sma

h()\|8) = Weis//\ a, s € R+ (54)

ons =" r;ihaventtinguten compte qug ", X; ~ G(1/A,ma).

Per tant, si fem un canvi de parametritzack — 6(\) = /a log A, la métrica
informativa esde® ds? = df? i sota aquesta parametritzacél centre de masses
és just 'esperara Per tant, tenint en compte que

as™ [ log\
E(Ja logAls) = ‘F(ma)/o T

= Va (log s — ¥(ma))

on ¥ = T"/T", i 'estimador de Bayes generalitzat, , donat per una mostra de
mida m , respecte la parametritzack, és

m
Sm(lUl, R ,;Um) = Sef\l’(ma) — eflll(ma) ZZE]
7j=1
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donat que\ = ¢”V®, Aleshores la mitjana de la disicia de Rao al quadrat, per
a S,,, ve donada per

a 00 Se—\Il(ma) el s
Ex(p*(Sm,A) = W/o 10g2(f)8 =N ds
= a¥'(ma)

Sota la hiptesi nulla, I'error ve mesurat perp? (A, \g) = a log? (%0).

Calculant ara la mitjana d’ambdues quantitats respedeplasteriori(5.4), peo
ara per a una mostra de mida s = > | z;, tindrem

E(Ey (72(Sm ) | 5) = a ¥/(ma) (5.5)
i
a sk o A
BEO o) = s [T (G0 e
° (5.6)

—U(ka)

= a (1og2(36 » )+\D’(ka)>

Per tant, hem de comparar ambdues quantitats. Si€S.6¥trictament s gran
gue (5.5) aleshores triarem el model general, $ aixpassa, triarem el submodel
(hipotesi nulla). Explicitament, si

eflll(lca)

a (U (ma) — ¥'(ka)) < a log? (3 > = p2(Sk, o)

0

llavors rebutgem la higtesi nulla, H,, acceptant-la en qualsevol altre cas. El
comportament del etode-mb €s, en aquest cas, similar al dels exemples previs,
tal com es pot observar en la segt taula, on s’han obtingut valorstas per a
p*(Sk, Ao), anomenats?, en el casa = 1 i per a diferents valors dé i m.
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k 1 2 3 4 5 6 7 8

5 || 1.4236| .4236| .1736| .0625| .0000| .0000 | .0000 | .0000

10 || 1.5398| .5398| .2898| .1787| .1162| .0762 | .0484 | .0280

15 1.5760| .5760| .3260| .2149| .1524 | .1124 | .0846 | .0642

20| 1.5937| .5937| .3437| .2326| .1701| .1301 | .1023 | .0819

251 1.6041| .6041| .3541| .2430| .1805| .1405| .1127 | .0923

30 || 1.6110| .6110| .3610| .2499| .1874| .1474| .1197 | .0992

35| 1.6160| .6160| .3660| .2548 | .1923 | .1523 | .1246 | .1042

Valors citics p? : acceptaremH, si p?(Sy, \o) < p?

Observem gue acceptarem el submodelotapi nulla, per a valors petits de,
sim > k, aleshores rebutjarem el submodel.
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Capitol 6

Model lineal normal

6.1 Cas general

Considerem un model lineal normal ~ N,(X3,0%I),0on 3 € R* i o > 0,
son paemetres desconegutsi és una matriun x s els coeficients de la qual
son coneguts i tal qu® < rang X = s < n, amb el contrast:

Hy: H3 =0, H,: HG#0
on H &s una matriu constantx s amb0 < rang(H) = r < s.
Nota: si considerem el cas general:

H[)IHﬂ:C, HlHﬂ%C

aquest es pot reduir al primer. Per exemple: suposem que existemb H 5, =
C, aleshores:

HB=C<= HB=Hpy < H(3— ) =0

Si definimy = 3 — 3, el model lineal esdex”

Y =Xf+e=X(0-f)+XB+e=Xy+Xf+e

i podem considera =Y — X3y = Xy +¢ amb Z ~ N, (X, o?I), aleshores
el contrast d’hiptesises:

H[)IH’)/:O, HlH’}/%O

a partir d’ara, en aquest exemple, els element®RHeseran considerats en no-
tacio matricial, com a vectors columna. Sota aquesta parametdtfaspai de

83
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parmetres corresponent al model t@al® = R* x R" i I'espai de paametres
corresponent a la higgési nulla © = {(4,0) € R* x R* : H{ = 0}.

La metrica informativave donada, en notacimatricial, per

1
ds? = — (d8' X'X df + 2n do?)
o

gueés lametrica hiperiblica de Poincaé del semi—espai superid® x R*, veure
Burbea i Oller [9], i la disthcia Riemannianes’

= 2V2n tanhfl ((512) (61)
1 - (512

p(Br,01; B2, 02) = V2n log

on

18— Bl + 2001 — 02
|62 — B1]]? + 2n(o1 + 09)?

612

182 = Bl = (61 — B2) X' X (By — o)

Per aguest exemple anem a desenvoluparetbde—p§, prenent I'estimador ar
xim-versemblant. Considerarem una mostra de midaY = (Y3,---,Y;,), del
model lineal definit anteriorment, i definim una nova matﬁmn), gue sea una
matriu nm x s obtinguda copiant convenientment les files de la ma¥idle la

manera segent

X(m) =1,X

onl = (1,™,1), essent el producte de Kronecker. Per altra banda la matriu
n x m aleabriaY = (Y1,...,Y},,), les columnes de la quabs vectors aleatoris
corresponents a una mostra de midd’'un model lineal, pot ser considerada com
una mostra de mida del model lineal vecY)~ Nnm(f((mﬂ, o’I), a més, tenint

en compte que:

(1,®X) 1,®X =m X'X

(L, ® X)' vedY) =m X'Y,,

vedY H,,) vedY H,,) = i(m — V) (Y = V) = (Y Hy Y

m =21 +...+Y,) i H, ésla matrium x m simétrica idempotent
=] — %1,”1;,1, aleshores I'estimador axim-versemblant vindrdonat per:

=S
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Bimy = (X X)) T Xy vedY) = (X'X)'X'Y,,

Oy = \/ﬁ VedY ) (1= Xy (X{, X)) 1 X(,,)) vedY)

- \/% tr(YH,Y') + 1 V) (I - X(X'X)-1X")Y,,

Sabem quéY,, ~ N, (X3, Z-I), aleshores:

2
m

m B _
) Y (I — X(X'X) 1)(") Y,, ~ Xifs
[
1 B
gtr(YHmY,) = g Z Z(}/l] - YJ)Q ~ X?Lm—n
j=1 i=1

Si definim:
U(m) = m”ﬁzkm) - 5“2/02 ~ X? Vv(m) = nm(a?m))2/02 ~ X?mes

amb U,y | V) independents, tenim

P (pZ(ﬂ(m),O(m);ﬂ,O’) < C) =P (mp2(ﬁ(m),a(m);ﬂ,0) < mc) =

P <U(m) + 2nm(\/ % —1)2<8 nmVim) sinhQ( %)) (z4)

nm@v2¢/n 4v/nmuv cosh(y/c¢/2n)—2v—2nm
Qs nm /
nm€ v2c/m Jo

s_1 nm=s_q 1

wz T ezt gy do

(6.2)
onec>0i

1

Qsnm = Tam s nm-—s
22 T(H)I(*5)

Provem ara com s’ha obtingut la igualta). Hem vist que la distncia Rieman-
niana compleix, segons (6.1), la seqt igualtat

P*(Bonys Ty B, 0) = 81 (tanh ™ (8()))”

ond., és en el nostre cas
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o 1B = Bl + 20l — o)
™ VB = B[ + 20(0g,y + 0)?

Considerarem, llavors, la segrit cadena d’equivancies
* * — 2
P* (Blmys O3 05 0) < ¢ <= 8n (tanh ™ (8,n)))” < ¢

c c
< tanh (6, — h(,/
tanh ™ (0(m)) < n S(m) < tanh( 8n)

c 1

Sn) cosh?(\/%)

<:>1—5(2 > 1 — tanh?(

Snaz‘m)a

1
<
||ﬂ—ﬂfm)||2+2n(02‘m) +0)? coshQ(,/ )

. c . .
> 8nof, o(sinh*(y [ o=) +1) > (18 = B, I” + 2n(0f,,) +0)?

3 c k *
< 8no(,, o sinh?( /%) > (|8 = Bill? +2n(0f;,) — 0)?

Llavors si multipliquem aquestaltima desigualtat pem i la dividim entres?,
obtenim I'express”

/6 o /B*m 2 O_*m O'*
m”ai;)“ + Qnm(% —0)? < 8nm (a) sinh?( %)

gue de manera equivalent, amb les definicions utilitzades anterioament

Vim /
Utmy + 2nm( ) _ 1)* < 8y/nmV,,,, sinh?( é)

nm

A continuacg, indicarem com s’ha obtingut la desigualtat). Sabem qué/,,,

i Vim) SON variables aleaties independents i aleshores considerem el vector alea-
tori (Uimy, Vimy) Que pren valorgu, v) € (RT x R*), hem de determinar la remi”

del pla que compleix la desigualtat

u+2nm(4/ B 1)? < 8/nmw sinh?( /i)
nm 8n

Treballant amb aquesta desigualtat ens queda una ineqiacégon grau de la
forma
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2 . 19 & u?
(v/v)” — 2nm(1 + 2sinh (\/%))\/1_) +nm 4 - < 0 (6.3)

les solucions de la qual en funaile la variable: sén

vnm(1 + QSinhQ(\/g)) + \/nm(l + 25inh2(\/82n))2 — (nm + u;)

Notem que els valors axim i minim de /v s’assoliran quam, = 0, llavors les
solucions quedaran

Vﬁﬂ%:(1%—23hﬂf(»/§;)j:2shﬂﬂ\/§%jcosh(w/§%5>

que, utilitzant les propietats de les funcions trigomdmgues hiperbliques i la
seva expressiéxponencial, ens determinen un rang de valors pér de la forma

—\/nm 672\/5 < Vv < nm 62\/g

i en elevar aquesta expressil quadrat s'olet’'el segiént rang de valors perna

nme’\/% << nme\/%

Per obtenir el camp de variacdew cal tenir en compte que ha de ser positiva i
que fixadaw el valor maxim s’obtinda allant v de la inequa@’(6.3). Llavors,
considerant qué/,,y i V;,,) sOn variables aleaties amb distribuci’y* obtenim
finalment la integral de la igualtét ).

Aleshoreses clar que la probabilitat (6.2 una fun@ 'morotona creixent de;, i

per tantp €s una fun@'morotona creixent de? (O, (3, o)). Aixi doncs, donada
una matriun x k aleabtriay = (y1,--- , yx) , les columnes de la qual corresponen
a una mostra de mida del model lineal, podem obtenir ufi — «) interval de
confian@ per ap a partir d’'un interval de configacper a p*(0y, (3,0)), de

la forma [p?, 00), essentp? una estimad per defecte dg? (0, (3, 0)) donada
aguesta mostra de mida

Per obtenir aquest interval observem que, desgialguns alculs obtinguts tand”
de 'equaco (6.1) sota la hiptesi nulla, podem expressar

VDP+1-1

(O, (8,7)) = 23 tanh ! (Lo )
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on
D? = D*(3,0) = B'H'(H(X'X) 'H') 'Hp

2no?

essentD? independent de lg-inversa escollida. Aixdoncs, p(0, (3,0)) és
una funco morotona creixent deD?, i es pot obtenir un interval de configmper
a p?(0y, (8,0)) de laformalp?, 0c) a partir d'n interval de configrecper aD?
de la forma[D?, o).

Notem ara que

2 (nk —
Y= u D2(5?k)70€k))

és una variable aleatia amb distribu@” F; ,,;—s(A), amb paametre de no—cen-
tralitat A = 2nkD?(3,0). Definim ¢, ,x—s.o(A) a partir de

P(Y < bk sald) =1-a
on ¢, .k—s..(A) €s una fun@ morotona estrictament creixent da, per tant
donadaD?,, = D*(3,,67,), on 3, i 67, son les estimacions particulars co-
rresponents a la mostra de midg, i si consideremy = ¢, x5 ,(0) , un(1—a)—
interval de confiapg per aD? sel [D?, co) amb

1 2(nk —s) ~, 2 (nk —s) ~,
2 — ) og Ormkesal T D) ST —— —— Dy >0
0 altrament

i llavors

vD?2+1-1
Pe = 2\/2ntanh_1(*D—)
Per altra banda hem d’avaluar = 2P(mp?( (my Oy 35 0) < mp?) — 1, a
partir de la distribu@"donada en (6.2). De fet, n@® necessitem ceixer la
mediana de la distribuci%an(ﬂ(*m), Olmy 3,0), doncs ens interessadeterminar

Primerament, observem que

[Viw | ¢ [ Vi c
8nm msmhg( 8nm) = 8nm m% cosh ( 2nm)_1

T (o)

nm nm
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que es troba a partir del desenvolupament de Taylor de segon ordre de & funci”
cosh. A més, quamm — oo, es pot provardcilment, a partir del Teorema
Central del Limit, que

Yow =0 £, 7 N(0,1)
Vv2nm ’

v
i a partir del Teorema de Slutsky tenim que,éfl) €sAN(u = 1,02, =
nm

2/nm) ambo?, — 0 quannm — oo, i @ més considerem una furireal
: Vim
g(x) = /x derivable ar = p ambg’(u) # 0, podem assegurar q@éﬁ)
nm
esAN(g(n), g'(1)%02,,), és adir

Vim
Vonm (1|22 — 1) £ 7 ~ N(0, 1),
nm

A més, como,, és un estimador exim-versemblant de, és consistent i es
compleix

Per tant,

Vm . cC 1
8nm # sinh® (4 / Sn—m) =c+ Op(%)

Finalment, fixadas, podem concloure que

* * L
me(ﬂ(m),a(m);ﬂ,a) — X§+1

aixo és, la distribua limit de mp2(ﬁg‘m), (i B;0) €S una distribuci"y? amb
s + 1 graus de llibertat.

Aix1 doncs, per a valors grans den si considerent,,; la mediana d’'una dis-
tribucié x2,,, rebutjarem el submodel_ $ip? > &1~ s+ 3, a_ccept_ant-lo en
qualsevol altre cas. Per a valors petits s’ha calculat la medianaricament,
obtenint la segént Taula
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S

nm 1 2 3 4 5

10 1.586| 3.022| 4.871| 7.311| 10.638

15 1.513| 2.763| 4.224| 5.942| 7.982

20 1.479| 2.650| 3.964 | 5.438| 7.098

25 1.459| 2.588| 3.824| 5.177| 6.658

30 1.447| 2.548| 3.737| 5.017| 6.395

50 1.422| 2.471| 3.574| 4.726| 5.928

X241 || 1.386] 2.366| 3.357| 4.351| 5.348

Taula 6.1.1: Mediana dep” (3, 0, 3, 0).

Notem que, quan B8 granes la dimengi‘de I'espai de pametres, ras dificil
és rebutjar la hiptesi nulla, és a dir, necessitem una gramié’m més gran. En
canvi, quan ras grares la dimensin del model lineal donat, &8 fcil és que la
grandiria finalnm sigui gran, i bgicament, ras facil és rebutjar la hiptesi nulla.

6.2 Exemple

6.2.1 Casl

Considerarem ara I'estudi d’un exemple particular, basant-nos en els resultats ob-
tinguts per al metodef en el cas general, de la sezeainterior.

S’han considerat els salaris anuals, etads, de 15 homes i 30 dones, nascuts
entre els anys 1966 i 1970, de la mateixa categoria laboral (administratius), segons
les dades de la taula que apareix adgipa segént.
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TAULA DE SALARIS D’ADMINISTRATIUS

individu | sexe| data naixement | salari (en$)
1 h 18-09-69 25500
2 h 27-02-69 27750
3 h 09-03-69 21300
4 h 08-11-66 31050
5 h 10-10-68 26700
6 h 04-08-68 31500
7 h 27-05-68 31650
8 h 19-07-69 28500
9 h 08-10-66 27450
10 h 22-07-67 37800
11 h 14-11-67 28050
12 h 03-08-66 26400
13 h 15-11-66 33540
14 h 26-07-67 29400
15 h 05-04-66 30750
16 d 02-05-69 27450
17 d 09-05-69 25500
18 d 12-05-70 21600
19 d 19-09-69 34500
20 d 17-01-70 22950
21 d 12-01-69 24450
22 d 24-06-69 27900
23 d 04-02-70 29100
24 d 21-11-70 30600
25 d 10-10-66 28200
26 d 13-10-67 21900
27 d 06-08-69 23850
28 d 12-08-69 22500
29 d 13-05-67 26700
30 d 02-07-67 26550
31 d 14-06-66 35550
32 d 27-01-66 27900
33 d 29-04-66 33300
34 d 24-08-66 24600
35 d 24-11-66 29850
36 d 18-09-69 29700
37 d 09-11-68 24150
38 d 09-06-66 28800
39 d 13-11-66 28500
40 d 16-08-68 22950
41 d 05-11-68 29400
42 d 14-10-66 29150
43 d 11-08-68 29400
44 d 05-05-69 22200
45 d 18-08-67 32850
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Suposarem que la variable "salari homes” segueix una distabug#’, 2) i que
la variable "salari dones” segueix una distrilmdi{ 3, o?).

Tot i que podem considerar aquest exemple com un cas clar d’aplidelkiést

de Studentle comparaci de mitjanes, el plantejarem, amb 'objectiu d’aplicar els
resultats obtinguts en la seodcnterior, suposant que la mostra obtinguda @rov”
d’'un model lineal general amb la segyit estructura

Y=X(+e Y ~ N, (X8,0%T)

onn = n; + no, en el nostre cas; = 1, n, = 2, el vectore amb components
ej ~ N(0,0%), peraj = 1,---,n, el vector de pametres? = (4, ) € R?,
s = 2,1 X lamatriu del disseny x s = 3 x 2, tal que rangX) = s = 2, iamb
la segient estructura, donat que hi doblenméro d’dones que d’ homes,

10

X=101
0 1

Volem contrastar si hi ha difencies entre les mitjanes dels salaris dels homes i
de les donesEs a dir:

Hy: py=0, Hi: B # [

gue matricialment s’expressa

H()IHﬂ:O, HlHﬁ%O
ambH = (1,—1),ambrangH) =r = 1.

L'espai general de pametress
0 ={(B,0) eR* xR}, dim(©)=3
i el subespai sota I'higtesi nulla
Qo= {(B,0) ER* xR : B =3}, dim(©Oy) =2

Aleshores podem suposar que disposem d’'una mostra deagi@hd= 15 del
model lineal anterior, i podem escriure

Vij~N(B,0%) i=1,---,15 j=1

Y;]NN(ﬂ%Oj) i=1,---,15 j7=2,3
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amb

1 15

llavors, en aquest cas particular

) Y 29156 315 i
Vis=| Yo | =] 26250 |, ) > (¥i;— V) = 587530920
Y, 28554 j=1 i=1

A partir de la mostra anterior hem d’obtenir un interval de conhaper a la
distanciap?(0y, (5, 0)) de la formalp?, o0), a partir d'un interval de configac
per aD?(3,0) de la forma D?, oo) on, tal i com hem vist en la seccénterior

vD?+1-1

p(©0. (8,0)) = 2v2n tanh™'( D )

amb

D2 _ DQ(ﬁ,O.) _ ﬂ’H’(H(X’X)_lHI)_lHﬂ

2no?

I sabem que la variable

2 (nk — s) R
y=——"" DQ(ﬂ(k):U(k))
és, en aquest cas particular, una variable afeatimb distribu@” F} 43(A), amb
parmetre de no—centralitaX = 2nkD?(3,0) = 90D?(3, o). Definim ¢ 43.4(A)
a partir de

P(Y<ru30(0)=1—-a (6.4)

Necessitem ara caIcuIdAB(?w) = D2(B(*15),6z‘15)), a partir de la nostra mostra
particular. Primerament, a partir d’'uns senzilldazils, obtenim les estimacions
maxim-versemblants déi o per a la mostra donada.

29156

e vrondwie (10 0 [ 29156
@@_MX)XEV(Olmlm ﬁig“Qmm
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1-, _
SV = X(X'X) ' X) Vi =

. 0 0 0 29156
5(29156, 26250, 28554) | 0 1/2 —1/2 26250 | =
~1/2  1/2 28554

1
5(_30240000 + 32894208) = 884736

3 15
1 1 1
—tr(YH Y’ — E E = —5H87530920
3 (YHus 34 3
aixi obtenim

Yis(I = X(X'X) 71 X))V

1
OA'T5 = \/— tr YH15Y, g

= \/3 587530920 + 884736 = 3733.762

i tenint en compte que

= (o0 (3,2 ()2

llavors podem calcular

1\ 2 29156
) (29156, 27402) < 1 ) 3 (1,1 ( 927402 )

D2, =

(15) 6 (3733.762)>

2

5 (20156 — 27402)*

= = 0.0245201
6 (3733.762)?
i

- 2(nk — s) - 2(45 — 2
Yis) = QD?K,) = ¥0.0245201 = 2.109

Buscarem ara el valor dg = ¢, 43,,(0) per a diferents valors dei el compara-
rem amb el valor anterior.

407 si a=0.05
2.83 si a=0.10
00 = ¢1,43,a(0) = 1.36 si a=0.25
0.46 si a=0.50
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aleshores
2(45 — 2) ~, .
fD(H,) =2109 <4, pera a=005 i «a=0.10
mentre que
2(45 —-2) - .
%Da@ —2109>06, pera a=025 i a=0.50

i podem obtenir

(0 si a=0.05
0 si a=0.10

1 |
D; = 4 50 Oni025(2:109) Si @ =0.25

1 .
%qs;}lgyo.so(z.mg) si a=050

\
Llavors podem concloure que

pera a=005 I a=0.10 = acceptarent,
doncs, en aquest cas, = 0, amb la qual cosp, = —1 < 0.

Calculem ara, per a = 0.25 i per aa = 0.50, D? a partir del paaimetre de
no centralitatA que s’ob€ de I'equaa’'(6.4). Notem que donat el valor mostral

~

Y5y = 2.109 obtindrem, a partir de la fungide distribucd /7 45(A), que

] [ 0.499327 si a=0.25
A= Olisa(2:109) = { 2.068338 si a=0.50

Aleshores, com que

1
D? = —
o 2nk
obtenim que
1 .
—0.499327 = 0.00555 sI o =0.25
p2_) 90

*

1 .
90 2.068338 = 0.023 sl a=0.50

Llavors I'interval de confiang al75% per aD?(3, o) sel [0.00555, co), i al 50%
sed [0.023, co).

Notem que, per obtenjp?, oo), necessitem calcular
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D,

vD?+1-1
Py = 2v/6 tanh ™" (#)

i amb els resultats obtinguts anteriorment sabem que

D — Vv0.005555 = 0.0745 si a =0.25
" V0.023 =0.152 si a=0.50

aleshores

( > /G tanh-! V007452 +1—1
0.0745

) =0.1823 si a=0.25

P*:<

0.152

V0.1522 +1—1 .
2/6 tanh ! ( * ) =0.3723 si a=0.50

\

Aix1, els intervals de configaade la formdp?, o) obtinguts per @*(0y, (3, 7))
al (1 — a)% seran

[0.18232, c0) = [0.0332, 00) al 75%
[z, 00) =

[0.3723%, 00) = [0.1386, c0) al 50%
Sabem doncs, que acceptaréiqsi

mpz S median@TLPQ (ﬂ{m): O—Ekm)a 67 U))
i, en altre cas, la rebutjarem.

Llavors a partir de la Taula 6.1.1, de la sexcariterior, per & = 3, s = 2 i sabent
que

5> | m0.0332 si a=0.25

TP m0.1386 si o = 0.50

el criteri de decigi’quedaa’

Peran = 0.25, sim <71 =— acceptarent,
Peran = 0.50, sim <17 = acceptarent,

Fem ara una comparativa dels resultats que s’obtenen amb acetesteraf |
els que s’obtindrien amb els testagsics que, en aquest cas, serien elttdst
Studentde comparaad 'de mitjanes, equivalent tamlal d’aralisi de la varancia
univariant d’un factor.
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Suposem primer que realitzem el test ditgsis de I'exemple amb algun dels
dos tests @ssics anomenats anteriorment. Si prenem un nivell de signdicaci”
e =0.05, = 0.10 0 bé, en general, valors demenors o iguals que @l— valor,

és adir, si

e < P(|tg3] > 1.452) = P(Fy 43 > 2.109) = 0.154

llavors acceptarem la hipesi nulla. Mentre que si prenem nivells de signifiaaci”
superiors ap — valor, é€s a dirg > 0.154, aleshores rebutjareid,. Cal tenir en
compte que, en aquests tesiasslics, es treballa amb uanai¢a mostra donada i
es prenen decisions, segons els resultats obtinguts, per a aquesta mostra.

Considerem ara els resultats obtinguts amb efiotie-pf. Notem que si prenem
valors den: del mateix ordre que s’acostumen a prendre els nivells de signdicaci”
e, dels tests @ssics,es a dir,a = 0.05, « = 0.10 i, en generalpy < 0.154,
llavors acceptarem la hipesi nulla, tal i com passava en els testasdics, doncs
els intervals de configacal nivell (1 — «)% obtinguts per @?(0y, (3,0)), de la
forma[p?, o), SOn en aquest cdh, co), intervals massa amplis.

Notem peo, que el valora del metode$f no juga el mateix paper que el ni-
vell de significacd”en els tests aksics, n@$ una probabilitat d’error. En aquest
nou netode, el valora ens serveix per obtenir una estin@aaé la disancia
0*(0y, (8,0)) amb nivells de configrecde I'ordre del1 — a)%. Sembla, doncs,
més convenient trobar estimacioptsmés realistes o, en certa manerasnten-
trades,es a dir, intervals de confiaadle la formdp?, ~o) fins i tot del50%, de
manera que €0% de les vegades obtingssim estimacions de la dasicia per
sobre dey?, i l'altre 50% per sota.

Aix1, en aquest cas particular, s’elijle, si am el @todepf prenema = 0.25 i

a = 0.50 es rebutjaa la hipotesi nulla per a mostres de graadesm > 71im >

17 respectivament, ques el mateix que passaria prenent nivells de significaci”’
e = 0.25, ¢ = 0.50 i usant qualsevol dels dos testassics anteriorspfjicament.
Peio encara s’acceptamer a mostres de gragwiesm < 71 im < 17, tamtke
respectivament a = 0.25 i o = 0.50. Es a dir, donada una primera mostra
de grandiiak = 15, que usem per obtenir I'estimacp? obtenim un criteri de
decist que dependr de la grandria, m, d’'una segona mostra que p@gsim
obtenir amb les mateixes caracttiues que la primera.

Veiem doncs, que aquest noletade ens ona nes informaad que la que obte-
nim en els tests aksics, en el sentit que ensnd n€s possibilitats de decsi’
actuant, a reS, de manera equivalent si treballem amb valors dpials al nivell
de significaade.
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6.2.2 Casll

En aquest segon cas, farem una modificasi’les dades del nostre exemple de
la segient manera: augmentarem en 20@0acs el salari anual dels 15 homes,
deixant invariant el de les 30 dones. Aquesta modifecadificial es fa a fi d'ob-
tenir, d’'una manera molt senzilla, unes dades tals que leedif&a entre les mit-
janes dels salaris siguies’grangs a dir, nes significativa que en el Cas |, per’
mantenint la mateixa vancia.

De fet, es prath que amb aquestes dades es fags @ritenedor i es vegin totes
les possibilitats del paper que juga la grand de la segona mostra, en el
fet de decidir acceptar o rebutjar la btpsi nulla. Es a dir, que depenent de la
mostra amb la qual pogssim treballar posteriorment, agareferible o avantaig
acceptar el submodel.

Les estimacions d8i o, en aquest nou cas, quedaran
- 31156
(15) =\ 27402
i com la vareincia ’'hem mantingut igual, el seu estimador coinadimb el del
cas anteriore$ a dir
015 = 3733.762
i donats aquests dos valors, I'estimadg D?(3, o) dona

2
Z (31156 — 27402)>
3

D%, = —0.1123188
(15) 6 (3733.762)2

. 2(nk —s) ~ 2(45 — 2
Vg = 2 =) %0.1123188 = 9.659
T
Els valors d&j, = ¢1.43,,(0) per a diferents valors de seran, bgicament, els
mateixos que hem obtingut en el cas anterior i si els compararem amb el valor
2nk—s) D{,5), que acabem de calcular, s'elgjtie

r

2(45 — 2)
1

tenint en compte que hem considerat els quatre mateixos valarquieen el Cas
l.

D5 =9.659 >0, VYo

Per obtenir I'interval de configa¢D?, oc) al nivell (1—«)%, cal que calculem els
corresponents valors de?, que s’obtenen a partir del @anetre de no centralitat
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A. Aixi doncs, donat el valor mostral,s) = 9.659 i a partir de la funa’de
distribuci F 43(A), tenim

1.840215 si a =10.05
3.024278 si a=0.10
5.656730 si a=0.25
9.543512 si a=0.50

A = 6150 (6:659) =

Aleshores, com que

1
D= _—
o 2nk
obtenim que
( ]_ .
%¢>1’,}13,0.05(9.659) = 0.0204468 si «a = 0.05
1 :
— 7 43.0.10(9.659) = 0.0336030 si «=0.10
D2 B < 90 y*I,U.

1 .
G50 is025 (9-659) = 0.0628525 Si o= 0.25

1, .
55 9L is0.50(9-659) = 0.1060390 si o= 0.50

Per obtenifp?, o), necessitem calcular

/D?2+1-1
Py = 2v/6 tanh <#>

D,

I amb els resultats obtinguts anteriorment sabem que

v/0.0204468 = 0.143 si « = 0.05
v/0.0336030 = 0.183 si a =0.10
v/0.0628525 = 0.251 si a = 0.25
v/0.1060390 = 0.326 si «a = 0.50

D, =
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aleshores

4
V01432 +1 -1 .
2v/6 tanh™! 5 1:3 —=0.3491 si a=0.05

V0.1832+1—1 .
2v/6 tanh ! 5 1; —=0.4458 si «a =0.10

V0.2512+1—1 .
2v/6 tanh ! 5 2;1 =0.6085 si a=0.25

V0.3262+1—1 .
2v/6 tanh ! 5 3;6 =0.7850 si « = 0.50

P

\

Aix1, els intervals de configaade la formdp?, o) obtinguts per @*(0y, (3, 7))
al (1 — a)% seran

¢ [0.34912, 00) = [0.1219, o) al 95%
[0.44582, 00) = [0.1987, o) al  90%
[p2, o0) =
[0.60852, c0) = [0.3703, o00) al 75%
| [0.78502, 00) = [0.6162, c0) al 50%

Sabem doncs, que acceptaréfsi

mpi S medianmp2 (ﬂz(m)a O-Z(m)v 57 O'))
I, en altre cas, la rebutjarem.

Llavors a partir de la Taula 6.1.1, de la sexcariterior, per & = 3, s = 2 i sabent
que

m0.1219 si o = 0.05
m0.1987 si o = 0.10
m0.3703 si o =0.25
m0.6162 si «a = 0.50

2 _
mp*_

el criteri de decigi’quedaa’

Peranx = 0.05, sim <19 — acceptarent,
Perax = 0.10, sim <11 — acceptarent
Peran =0.25, sim<6 — acceptarent,
Peranx = 0.50, sim <3 — acceptarent,
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En conclusd, usant els testsa$sics veiem que rebutjam la hiptesi nulla per
als nivells de significaci'més habituals = 0.10, 0.05, 0.01, de fet nones I'ac-
ceptarem per a nivells < 0.003, mentre que usant eletode-pf amb els valors
dea anteriorment especificats, encara s’accepikahipotesi nulla quan tinguem
mostres de graraties donades en el criteri de deciginterior. Altrament, tang”
la rebutjarem.

6.2.3 Caslll

En aquest tercer cas, farem una modifioanés exagerada en les dades del nostre
exemple inicial. Augmentarem en 10008lars el salari anual dels 15 homes, dei-
xant invariant, tam®, el de les 30 dones. Aquesta modificees fa a fi d’obtenir,
ara, unes dades tals que la défiecia entre les mitjanes dels salaris sigui masm”
gran,€s a dir, molt s significativa que en els casos anteriorsp peantenint
tamle la mateixa vadncia.

Serl important veure el paper que jugda grandria de la segona mostra en el

fet de decidir acceptar o rebutjar la btpsi nulla, en una situaoitant clarament
significativa de rebuig dé/,. Seguirem,dgicament, els mateixos pasos que en
els dos casos anteriors.

Les estimacions dé i o quedaran ara
G- (39156
(15) =\ 27402

i com la varancia tamk’I’hem mantingut igual, el seu estimador coincadamb
el dels casos anteriorss a dir

Gl15) = 3733.762
i donats aquests dos valors, I'estimadé D?(3, o) dona

2
5 (39156 — 27402)”

D%, = —1.1011224
(15) 6 (3733.762)2

. 2(nk — s
Dygy = 2k —5)
Els valors de), = ¢,.43..(0) per a diferents valors de seran, bgicament tamé,
els mateixos que hem obtingut en els casos anteriors i si els compararem amb el
valor 221 D2 ' que acabem de calcular, s'elajie

L, 20452
2D = %1.1011224 — 94.697
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2(45 — 2)
1

tenint en compte que hem considerat els quatre mateixos valarqueen el Cas
lienelCasll.

Dli5) = 94.697 > 6, Vo

Per obtenir I'interval de configiad D?, o) al nivell (1—«)%, cal que calculem els
corresponents valors de?, que s'obtenen a partir del @anetre de no centralitat
A. Aix1 doncs, donat el valor mostra)(lg,) = 94.697 i a partir de la funa’de
distribuci Fy 43(A), tenim

53.440269 si o =0.05
61.239675 si a =0.10
75.561734 si a=10.25
93.403857 si a =0.50

A = ¢ 43,,(94.697) =

Aleshores, com que

1
D?=_——
* 2nk
obtenim que
( 1 1 .
%¢1,4370.O5(94.697) =0.5937807 si «a=0.05
1 -
ks 0 10(94.697) = 0.6804408 si « = 0.10
D2 — 90" ™

1 .
%¢i1370_25(94.697) =0.8395748 si «a = 0.25

1 .
55 O11s.0.50(94.697) = 10378206 si o = 0.50
\

Per obtenifp?, o), necessitem calcular
vD2+1-1
0. = 2v/6 tanh™! (#)
D,
i amb els resultats obtinguts anteriorment sabem que
V0.5937807 = 0.771 si «a =0.05
1/0.6804408 = 0.825 si a =0.10

v0.8395748 = 0.916 si a =0.25
V1.0378206 = 1.019 si «a =0.50

D, =
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aleshores

)
V07712 +1-1 .
2v/6 tanh™! 5 7; —1.7338 si a=0.05

V0.8252 +1—1 .
2v/6 tanh™! 5 8;:5 —=1.8422 si «a=0.10

V0.9162+1—1 .
2y/6 tanh ! 0.9 06912 =2.0103 si a=0.25

V1.0192+1—1 .
2y/6 tanh ! 0 190;; =2.1917 si «a=0.50

Pe =

\

Aix, els intervals de configadde la formdp?, o) obtinguts per @%(0y, (5, 0))
al (1 — «)% seran

(([1.7738%, 00) = [3.0234, 00) al 95%

[1.8422% 00) = [3.3937, 0c0) al 90%
[p%, 00) =

[2.0103?, 00) = [4.0413, 00) al 75%

[ [2.1917%) o) = [4.8035, c0) al 50%

Sabem doncs, que acceptaréfqsi

mp; < medianémpZ(ﬁ(*m), O(mys 35 0))
I, en altre cas, la rebutjarem.

Llavors a partir de la Taula 6.1.1, de la sexcariterior, per & = 3, s = 2 i sabent
que

m3.0234 si o= 0.05
m3.3937 si a=0.10
m4.0413 si o= 0.25
m4.8035 si o = 0.50

2 _
mp*_

el criteri de decig’quedaa’
Noméssim <1 =— acceptarentl,, Vo

En conclusd, en un cas tant extrem, en el qual les diferies entre els sousrs”
tant evidents, es rebutgita hipotesi nulla, per qualsevol valor de, sempre que
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tinguem mostres de graada superior a 1. El mateix que passaria si ugkizim
gualsevol dels dos testsasiSics, amb qualsevol nivell de signifiaaei”

Aix1doncs, veiem que en situacions no extremes gtbaepf ens ana informa-

cio adicional per decidir si seria millor, en cert sentit, treballar amb el submodel
o0 amb el model general, depenent de la geaiadmostral de la qual pogasim
disposar. Notem tangbfue, en qualsevol situaciaquest nou etode no dha

mai criteris de decisicontradictoris amb els que donarien els tesissits, sio”
criteris addicionals.
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Altres situacions

En aquest darrer exemple estudiarem el comportament dettsdes proposats
guan no es compleix una de les suposicioasidpies: quan no resulta adequat
suposar que la probabilitatpriori corresponent a la hgtési nulla, o submodel,
s zero.

7.1 Quandim©,=dim ©

Per exemple podegm considerar el casadsic de Neyman-Pearson, amb dues
hipotesis simples, que en un model identificable pe@rformular com

H[)IHZG[), H1:9:91

tot i que nosaltres I'estudiarem en el sentit que ho hem fet finseara,dir, de-
cidir entre el model general ques, en aquest ca, = {6,,6:} i el submodel,
corresponent a la higtési nulla que vinda donat per©, = {6}, i per tant, es
compleix que dinB, =dim© =0.

Suposarem, a &%, unaa priori desconeguda tal qué(Hy) = A, II(H;) = 1—\,
amb) > 0, i considerarem una destcia arbitrariad® = d*(6,,6,) (per exemple
la diseincia de Hellinger), amb > 0 donat que), # 0.

Donada una mostra de mida, = = (z1,-- -, ;) € X", on X &sl'espai mostral,
considerem un estimador per a aquest model donat per

. 0, Si.I‘GSmC
”m(x)—{ 0, size S,

on S,, C x™, és una reg@i‘que compleix:
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P(ZEESm|H[)):l/m [ P(37€Sm|Hl):77m

amb, de manera raonable> v, > 0, 1 > n,, > 0.

7.1.1 netode-pf

Calculem la distribuade d?(U,,(x),0), 6 € ©, on # és el vertader valor del
pamametre.

0 siz € S, ambprob: 1-—v,
{ 52 size S, ambprob: v,
52  size S, ambprob: 1-—1,
0 size S, ambprob: 7,
Considerem ara |'estastic:

0 sizeS,°
d*(Q9, Uy () = d*(0o, U (7)) = {

52 siz e S,

gueés un estimador de:

2( ) 2( ) 0 Si0:00
2(0,.0) = d2(0p,0) =
’ ’ 52 sig=6,

\Volem calcular:

p = P (U (z),0) < d*(09,0)) — P (d*(Un(x),0) > d*(©p, 0))

Peo observem que hi ha dos possibles valorgdéepenent de la vertadera me-
sura de probabilitat, axés

p(0h) = P(d*(Un(x),00) <O0|Hy) — P (d*Un(z),00) > 0| Ho)
p(01) = P(d*Un(x),0)) < 6| Hy) — P (d*(Upn(x),00) > 62| Hy)
= P(x€Su|H) =

aleshores g > 0, rebutjarem la hiptesi nulla i acceptarem el model genefa)
i sip < 0 llavors podrem acceptar la fugesi nulla i, per tant, el submodé,,.
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Desenvoluparem el etdde-pf donant un interval de confiaade la formalp,, 1],
onp, és una estimaoidep que s’ob€ a partir d'una mostra aleata de midak ,
x € x*, id’'unaregg criticaV,, C x*, de la segént manera

p*(x) B { p(@o) = —VUp si x € W,.°

p(01) = si x e W,

de manera que la seva confianen un sentit generalitzat, s’eld partir de

P(p(6o) € [p., 1][ Ho) = P(—vm € [p., 1] [ Ho) = P(Wi"[ Ho) = 1 —

P(p(6:) € [p.,1]| H\) = P(n, € [p., 1] | Hy) =1

és a dir, tindrem un nivell de confiamccom a nmim, del — «..

Aix1 doncs, resumint, el criteri de de@sjuedaa’

e Siz e W, i n, >0, rebutjarem la hiptesi nulla.

e Altrament, acceptarem la hogesi nulla.

Per altra banda, s},, > 0 i definim la rego crtica W, a partir del lema de
Neymann-Pearson, a»é€s, per a qualsevél € N

W, = {$ S Xk : f($,91) > Cy, f($790)}

per a constants real§, > 0 convenients i amb un nivell de significadgual
a ay, (i utilitzant un test aleatoritzat en cas que sigui necessari), aleshores el
metodepf €s, essencialment, la regla de Neymann-Pearson.

Notem que la distncia entred, i 6, , i gairele I'estimadoi,, (doncs nomes cal
quen,, > 0), no juguen cap paper, essent per tant totes leardisds equivalents.

7.1.2 nmetode-mf

En aguest cas tenim

m(0y) = —F(d* (U, (), 00) | Hy) = —P (S, | Hy)6* = 1,67

m(0)) = 6% — E(d*Up(z),0,) | Hy) = 6* — P(S,,° | H1)6% = 0, 0°
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aixo és, hi ha dos possibles valors pemadepenent de la vertadera mesura de
probabilitat. Per altra banda, donada una mostra@ieatle midak, » € x*,
I'interval de confiana aleatorim,, oc), on

( ) —(SZZ/m si x e W,.°
m.(z) =
Nm si z e W,

té una confiapgde, com a nmim, 1 — «;.. Aleshores, rebutjarem la fopesi nulla
Hysiz € Wi i n, > 0, acceptant-la altrament, @és siz € W, o bé si
Observem que el comportament dedtodenf &s icentic al del netode anterior

i, per tant, es recupera elatode de Neyman-Pearsomgsj > 0 i prenem la reg’
critica W, com abans.

7.1.3 nmetode-pb

Donada una mostra de mida = € x*, hem de calcular la probabilitatposteriori
sobre©®

(@) = P(Ho|x) 1 1—(z)=P(H |x)

Aleshores hem d’agafar la mitjana gerespecte a aquesta mesura de probabilitat,
obtenint

E(p | l‘) = nm(l - Vk(x)) - me)/lc(x) =Tm — (Vm + nm)f)/k(x)

Aleshores rebutjarem el submodel (biesi nulla) si E(p | x) > 0, acceptant-la
altrament. Observem que aquestode depn de la distribu@a priori conside-
rada.

Comparem ara aquesetode amb la versiBayesiana del test de Neyman-Pearson
classic. Donada la distribux# priori: II(Hy) = A, II(H;) = 1 — A, és ben cone-

gut que la regicritica a partir d'una mostra de midax = (z4,-- -, x;), donada
pel test Bayesi classic vindria donada per
f(x]) 1—2A I1(0) f(|6o)
W, = T . < ={r: ——————= <1
CE e < ) T ey ey <
P(Hy|x) g (T

= {x:m<l}:{x:17

= {z: m(x) <1/2}
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Notem que, el criteri de decsdonat pel retodeb, el qual rebutja la hiptesi
nul-la quanE(p | z) > 0, es pot reescriure tareldient que rebutjarem la rogesi
nul-la o submodel si

TIm
Vm + Nm
Hem vist, doncs, que el comportament deltode-pb és similar al test Neyman-
Pearson @ssic Bayesi, i en el cas que es pugui obtenir un estaid’amb el qual
Um =~ T, €IS criteris eh practicament equivalents.

ve() <

7.1.4 netode-mb

Es similar al cas previ, perara hem de considerar la mitjanage respecte de la
mesura de probabilitat posteriori obtenint

E(m|z) = 6" nm(l — (7)) = v (2) = 0% (0 — Vm + 1) 14(2))
Aleshores rebutjarem la hipesi nulla si £(m | z) > 0, acceptant-la altrament.
Observem que el criteri de deasifel netode-mb, donat quey? > 0, és equi-
valent al del netode anterior, i conseentment similar tamdal test Bayesi de

Neyman-Pearson. En aquest cas, etade tamb'degn de laa priori escollida i,
en canvi, no degn de la disihcia considerada.

Notem, finalment, que fins i tot sense complir-se les suposiciasig|es per a
I'aplicacio dels netodes considerats en aquest treball, agquests encara proporcio-
nen regles raonables i similars als tes&sslCs, la qual cosa ens suggereix la seva
robustesa.

7.1.5 Un cas particular quan la higptesi nulla no és simple
Considerarem la distribugiNormal univariant,X ~ N(u,03), ambo, > 0
coneguda. Volem contrastar:
Hy @ p < po Hy = > po

Utilitzarem el netodepf per desenvolupar aquest exemple en el qual éaesh’
compleix que din® = dim©,, donat que:

© = (—o00,00) =R O = (—00, o]
La disancia de Rao, en aquest model estad paranetric, ve donada per
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_ |1 — po
plpis pio) = ———
0o
i
0 st pu< o
p(@()nu) = inf p(g()al*b) = — .
f0cO0 plos ) = P si s g
0o
En aquest cas, donada un m.a.s. de mida = (z,--- ,x,,) € x™ iconsiderant

I'estimador naxim-versemblart,, = X,, el criteri de decis)‘quedaa’tal que si

p=2P(p(Xp, 1) < p(©g, 1)) —1>0

aleshores rebutjaref,.
Observem que

—1 si p < po

p= < _ B
2p<| m u|<u 140

>—1 Si M > o
o1} o1}

En el casu > po, podem escriure

p(le—u|<u—uo> _ P<MM<MM>

00 00 0o 00

00

= P<|Y| <\/%M>

gueés una funa@ creixent de., doncs sabem que

y:\/r_nw,v]\[(o,l)

00

Aleshores un interval de la formg,, 1] amb confiana (1 — «) s’obté considerant
[p(ps), 00), OM p, Se’ una estimaoiper defecte de obtinguda a partir d'una
m.a.s. de graratiak, i de manera qu®(u > 1) = 1 —« . Amb aquest objectiu,
notem tamk’com abans, que

\/EM ~ N(0,1)

00
Aleshores defining,, a partir de
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P(Z S Ca) =l-«
onZ ~ N(0,1), de manera que

p(ﬂwsca>=P<u2Xk—%ca)=l—a

00

Llavors considerarem

- (o
My = Xk - \/—OE Ca
I, per tant, podrem escriure
. = o1}
—1 sl X, ——( <
k \/EC Ho
p(p) = (Xp— 22¢) —
k \/ECCK) Ho . — 0y
2P | Y| < -1 st X, ——(, >
(| | <vm o k \/E< 140

Aleshores el criteri de decsjuedaa’ de manera que rebutjardiiy Sip(p.) > 0,
és adir, si

P<|Y|<m(X’“_%<“)_”°> >1/2

0o
Com sabem qu& ~ N (0, 1), la desigualtat anterior es complisi

(ch_%ga)_ﬂ

0o

0
m > <0.25 = 0.67449

Aix1 doncs, rebutjarenil, si

n (\/EM . ca> > 0.67449

k o1}

0, de manera equivalent, si

X, — k
Vi ez o) Vo 067449 + G,

0o
Aleshores observem quesi €s gran, el ratodepf practicament equivalent al
test chssic (extensiper a hiptesis compostes del test de Neyman-Pearson), quan
considerem un nivell de significacigual al valora: que hem utilitzat per a la
confian@. Mentre que si tenim mostres de grandm petita, quan rebutgem
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amb el netodef rebutjarem tamlg amb el test @ssic, i si rebutgssim amb el
test chssic, amb el mtodef encara podém acceptar quan

m 0.67449
V & Ki=po) _
(VE =) — ()
Aix0 ens mostra doncs, una vegadesya robustesa d’aquesetode quan par-

tim d’'unes suposicions diferents a les suposicioasiduies plantejades a l'inici
d’aquest treball per desenvolupar la nova metodologia.
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Resum de resultats 1 conclusions

Aquest capol es diferenciaa en dues seccions. En la primera resumirem els
principals resultats obtinguts al llarg de tot el treball, i en la segona esalonar’
un perspectiva de com es podria ampliar o generalitzar la nova metodologia en
I'estudi dels tests d’hiptesis.

8.1 Resum de resultats

Cal observar que la caracigtica diferencial d’aquest treball @3 tant donar una
serie de resultats particulars sobre els tests d't@gis, sio’donar un nou plante-
jament conceptual dels mateixos, des de la perspectiva de la saleaciodels i
fent servir eines d’estimaeipuntual. Resumirem el contingut d’aquesta rogen”
en els segénts punts:

e Es posaa'de relleu alguns problemes i paradoxes relacionades amb la teo-
ria classica dels tests d’hipesis, i es donaruna metodologia alternativa,
basada en diahcies sobre els models estit's, que evitar 0, Si NES no,
obrira un nou camper resoldre aquestese@gtions.

e Recordarem que, en els models estack pararatrics regulars, les mesures
probabilstiques indueixen una etrica Riemanniana en la varietat de pa-
rametresd, tambke coneguda com dimhcia de Rao, passant a tenir doncs
una varietat Riemanniana. Veurem, asnalgunes noves propietats de la
distancia de Rao.

e Estracta el problema de contrastar:
H, : 0 €0, H, : 0 ¢ 06,

113
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on ©, una subvarietat d® tal que0 < dim©, < dim ©, des de la pers-
pectiva de la selecaidel model neS senzill®,, front el model nes gene-

ral ©, acceptant I'exigincia d’'unestimadoy com per exemple I'estimador
maxim-versemblant, com a estimador convenient del model general.

e La mesura d’error estagtic es @na, com ja hem comentat, en termes de la
distancia Riemanniana. Aixsi anomenemi al vertader valor del pametre,
I'error d’'una estima@, donada una mostra de gramniém, ve donat per
p* (U, (), 0), mentre que I'error corresponent a ladiigsi nulla (o submo-
del) ve donat pep?(0y, 8) = inf{p*(v,0) : v € Oy}

e Es proposen guatre nous possibletodes, que comparteixen una mateixa
filosofia de fons, per resoldre els tests ddtgsis plantejats anteriorment.
Aquests s’anomenen etodessf, pb, mf, mb, que resulten de la combi-
naco de dos procediments, un frggntistaf i un Bayesa b, i dues regles,
una basada en probabilitats una basada en moments Més endavant, i
a partir d’'uns exemples, es veu comgicament, els quatreetodes donen
regles de decisiSemblants, podent-se aplicar indistintament un o altre.

e S’exposen els segts resultats asimuics, fent amb detall la deva de-
mostracd: Donadad una varietat Riemannian&;,>, real, n-dimensional,
connexa i geoelSicament completdd; (=) una successid’estimadors ra-
xim-versemblants dé € ©, aleshores

a) S|(")o - {90}, amb90 7£ 9

VE (p(Us(z),00) — p(60,6,)) == Z ~ N(0,1)

b) Si©, és una subvarietat d@ r-dimensional, amb < n i sota la
hipotesi nullaf € O,

kp* Ui(2), 00) = Z ~ X2,

e Primerament s’aplica la nova metodologia al model Normsgériant amb
¥ coneguda, en aquest cas es desenvolupen els quettydes, es comparen
entre ells, donant resultats semblants, i amb @®des @assics.

e A continuaco es ana una aproximaciasimpbtica del netode-pf pel cas
general amb hiptesi nulla simple.

e DespEs es desenvolupa eletode-mb en els models uniparagtrics Pois-
son i Gamma.
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e Finalment es desenvolupa ektodepf en un model lineal normal general
i sS'aplica a un cas patrticular.

e En tots els exemples es comprova com els resultats obtinguts no contradi-
uen els obtinguts amb la metodologiassica, sio‘que s’obtenen criteris
equivalents, en alguns casos, i els complementen o amplien en altres. Cal
remarcar que aquests criteris de dexes’donen en funcid’una grandria
mostralm que pogessim tenir, d’acord amb la informacdbtinguda a par-
tir d’'una mostra de graratiak. En certa manera doncs, aguesta metodolo-
gia ens o@ha nes informaab.

e Perldltim, es comprova com actuen aquesetades quan no es compleix
una de les suposiciongbiques plantejades en el tercer punt: quan no po-
dem suposar que la distriboci priori del submodeds zero. Concretament
es desenvolupen alguns exemples en els @ual®, = dim ©, obtenint-se
resultats o b'identics, o le"semblants als que donarien els teassics.

8.2 Perspectives de la metodologia proposada

Ja s’ha comentat al llarg d’aquest treball que,esalgii’s’ha utilitzat la disancia
Riemanniana, es poden estendre els resultats obtinguts a qualsevol atraidist”
sobre models estetics pararafrics. Aixi doncs, es pot mantenir la mateixa filo-
sofia metodadgica, peo usant una altra mesura d’error estaid.

Hem vist com aquest nou plantejament metodal dels tests d’hiptesis @na

bons resultats quan considerem una classe concreta d’estimadors, en aquest cas,
els estimadors axim-versemblants.Es a dir, els criteris de dectsidbtinguts
depenen, o@i funco, de I'estimador usat. Pesemblaria raonable triar entre tot

el conjunt d‘estimadors possibles el que miniregz’error estastic en el sentit
anteriorment descrigs a dir formular aquests nougtades prenentiifim, dintre

de la classe de tots els possibles estimadors, de les regles de gegpsades.
Queda, doncs, pendent per a treballs posteriors, el ampliar totes aquestes regles de
decist de manera que siguin independents de I'estimador usat, o fins i tot, triar
I'estimador que facoptima la regla de decisi”

Semblaria tambraonable estendre aguesta nova filosofia megit a tot lam-

bit de la infeencia estadtica. Es a dir, tractar d’'una forma unificada els proble-
mes d’estimad puntual, predicd, test d’hiptesis i seleca’de models, utilit-
zant en tots els casos unes mateixes eines meidoles per mesurar l'error es-
tadistic, o k8, optimitzar un criteri de decisi De fet, en aguesta maemia s’intenta
treballar en aquestaniia i s’obre un camalternatiu per resoldre alguns problemes
estadistics.
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Capitol 9
Apendix

9.1 VarietatsifuncionsC®

En aquest agndix es presenten unarge de definicions i resultats propis de la
geometria diferencial queoa’necessaris per demostrar moltes de les definicions
que es fan en aquest treball. Es pot trobar informacidicional a O’Neill [36],
Amari [3], Spivak [46] , Hicks [23], Chavel [12] i Karcher [26] entre altres.

En un sentit ampli i general, una variets Un espai topobic que, localment,
s’assembla o es podria identificar amb un espai Ewilidna varietal > és una
varietat® tal que aquesta semblanés suficientment forta per poder establir en
ella la derivaad parcial i, de fet, totes les eines essencials d&lut. Donarem,
pero, unes deinicions formals dels conceptes que utilitzem.

Definicit 9.1.1 Un sistema de coordenades en un espai togalS &€s un homeo-
morfismeyp d’'un conjunt obert/ de S a un altre conjunt obert)(U) deR™. Si
escrivim

o(p) = (8" (p),---,0"(p)) VpeU

on les funciong!, - - - , ™ s’Tanomenen les funcions coordenadesg)delavors
1
¢:(¢ y T ’¢n): U— R"
Notem quep’ = u’ o ¢, onu’ sOn les projeccions naturals sotie

ut R — R
(Y1, Yn) — Ui

Respecte al canvi de coordenades podem dir que, dos sistemes de coordenades
n-dimensionals sobre un espai topgic S, ¢ : U — R™i ¢ : V — R", tenen

117
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una intersecaide class&€'> un respecte I'altre si les funciogso ¢ ' i po ¢!
son ambdues de clasg&™®, en els respectius dominis de definicp(U N'V) i
pUNV).

Definicic 9.1.2 Un atlas .4 de dimensh n sobre un espai topobic S és una
col-leccio de sistemes de coordenadedimensionals e tal que

a) cada punt des est contingut en el domini d’algun sistema de coordenades

b) dos sistemes de coordenades qualsevgl &nen una intersecoide classe
.

Direm que un atlagl sobreS éscompletsi cong tots els sistemes de coordenades
enS amb interseccide class€’™.

Definici6 9.1.3 Una varietat® de classe”> &s un espai Hausdorff dotat d'un
atlas complet.

Hi ha altres variants de la definicde varietat, o varietats de clasS€°, peio
nosaltres usarem les definides anteriorment.

La dimensd d’'una varietat) és la dimengi‘dels seus atlas. Un sistema de coor-
denade® en una varieta® és un sistema de coordenades que pertany al seu atlas
complet. Si el dominl/ de¢ cong el punty € ©, aleshore® s’anomena sistema

de coordenades centraf aU és un entorn dé amb aquest sistema de coordena-
des. Sip és un sistema de coordenades ial” €s un conjunt obert contingut en el
domini de¢, aleshores per completitud],- &€s tamle’un sistema de coordenades
ao.

Considerem ara les funcions de claés& comenant primer pel cas especial de
les funcions reals sobre una varietat,caés,f : © — R. Si¢ : U — R™ és un
sistema de coordenade®aaleshores la funoicomposiad f o ¢~ : ¢(U) — R
s’anomenaa expressh en coordenades per aen termes de. Aleshores podem
donar la segént definicd

Definicid 9.1.4 Direm que una fun@ f : © — R és de classé€'™ si per a cada
sistema de coordenadesa ©, la composiad f o ¢~! és de class€> en el sentit
Euclidia usual.

Notarem
FO)={f:09=>R feC™}
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Aleshores sif, g € F(O) llavors la sumg + g i el productef g tamt®. Les regles
algebraiques usuals funcionaran per a les dues operaciomsfag>deF (0) un
anell commutatiu.

Aquesta no@ de funco C'* per a funcions a valors reals sobre una varietat es pot
extendre a funcions entre varietats usant la mateixa idea.

Definicio 9.1.5 Siguin® i X dues varietats de dimensionsi n respectivament.
Una aplicacd f : © — X és de classé€'* si per a cada sistema de coordenades
paBiypal, lacomposicd go fo ¢! ésde class€> en el sentit Euclich i
definida en conjunt obert de™

Definicid 9.1.6 Un difeomorfisme entre dues varietdts © — X &s una aplica-
Ccio de class&' tal que & una inversgf ! queés tamke de class€™.

Notem que cada sistema de coordenadesun difeomorfisme des del seu domini
U a¢(U) C R". De igual manera, cada difeomorfisrieles d’'un conjunt obert
V Cc ©af(V) C R" és un sistema de coordenadesdeDe fet, per a qualsevol
sistema de coordenadedes aplicacionsf o ¢ 'i ¢ o f ! sdn de class€ ™, i
donat que l'atlas d& &s complet hi pertany. Aleshores composant un sistema
de coordenades amb un difeomorfismeRdeens dna novament un sistema de
coordenades.

9.2 Vectorsi Espais Tangents

Definicio 9.2.1 Siguif un punt de la varieta®. Un vector tangent ® end és
unafunco realv : F(©) — R tal que

(1) v(af+bg)=av(f)+bv(g)
(2) v(fg) =v(f) g+ fulg)

Peratota, b € R i f, g € F(©), onF(O) és el conjunt de totes les funcions
reals sobreo de classe’>.

Aix1 doncs, anomenareify(O) al’espai tangent © end, és a dir, sea el conjunt
de tots els vectors tangent$een el punt.

Definici6 9.2.2 Sigui¢ = (¢',---,¢") un sistema de coordenadescaen el
punt (o centrat en el punt). Sif € F(O), llavors

of d(foo ") :

gy =2 "F ) <i<

5 = =g (00) (1<i<n)

onu',---,u" son les (funcions) coordenades naturalsikie
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Un senzill @lcul ens demostra que la funci”

a .
A

Oilo = F(O) —R

que fa correspondre cagac F(©) a (df/04%)(f) €s un vector tangent@ en

el puntf. Graficament podem dibuixa;|, com un vector en el purittangent a

la corba de coordenadesa través de.

El segient resultaés fonamental per establir el lligam entre coordenades i vectors
tangents.

Teorema 9.2.1Si ¢ = (¢',---,¢") &s un sistema de coordenade®aen un
entorn del punt, aleshores els seus vectors tangents, - - - , 9, | formen una
base de I'espai tangef(O), i

v="> v(¢)dils Vv eTyO)
=1

Demostraod:

Considerem un entorti del puntf, sense prdua de generalitat podem suposar
que¢(f) = 0. Per a qualsevol € F(©) podem consideraF = f o ¢! que
sel una funad’de class€>, almenys en un entoV’ C ¢(U) del punt0 € R™.
Aleshores, per un purt, - - - ,a,) € W podem escriure

F(a[l,... ,an) — F(a[l,... ,an)_F(al,... ,anih())_'_
F(ala"' aanflao) _F(ala"' 7an727070)+
"'+F(a1,0,"' ,0)_F(0, ,0)_|_F(0, ,0)

n LOF e ajq, tag, 0,
_ Z{/ a (ala , a 1? aaoa 70) a; dt}+
0 ou’

=1

F([),... ,[))

Si anomenem

1
oF i—atiaoa"'ao
o = [t
0 Uu

Podrem expressar
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Coma; = ui(ay, -+ ,a,) = (¢ o p~Y)(ar,- -+ ,a,) irecordant que” = f o ¢!,
podem notayf; = F; o ¢ tenint aleshores la sagiit expressiper af i a valors en

el obertU .
0) + Z ¢ fi
=1

Notem ara que, usant la Defirnic{9.2.2), podem escriure

fi(0) = E(qﬁ(@))zﬂ(o,---,()):/olwdt
_ o _O(foo Y of
= 500 = =5 (600) = 550)

Aplicant ara el vector tangenta I'equaco que descriy i usant la igualtat anterior
obtenim

u(f) = 0+Z (f) 6'(0 +Zfz
- Zaqy Z (") 3ilo(f)

=1

Hem vist, doncs, qué |y, - - ,0,|y genererly(©). Veiem ara queai lineal-
ment independents suposant primer §ué , a; 9;|p = 0, llavors si ho apliquem
ala funci ¢’ tenim

O—Z 3¢l() ;az(S]—aJ

queés el que vakm veure.
[ |

Notem que aquest resultat ens mostra ambé la dimensideT,(©) és la ma-
teixa que la dimenside©.

Intentarem ara aproximar una apliaaci* entre dues varietas: © — ¥ enun
entorn de cada puiite O per una transformagilineal dels seus espais tangents.
Notem que s € T;(©) aleshores la funoiv; : F(©) — R que envia cada a
v(g o f) és un vector tangentX@en el puntf(6).

Definici6 9.2.3 Siguif : © — ¥ una aplicacb de class&€'>. Per a cadad € O,
la funcio
df9 : Tg(@) — Tf((,)(E)

que enviaw avy s'anomena diferencial d¢ en el pun®.
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Notem quelf, ve caracteritzada per I'equaci”

dfo(v)(g) = vs(g) = v(go f)

peratoty € Ty(O) i g € F(O). De la popia definico es dedueix tambque les
diferencials sh funcions lineals.

9.3 Subvarietats

Definirem ara el que s’ealti per subvarietat. Simplificant-ho, una subvariéat
de® és un subconjunt de que adquireix la seva estructura de varietat de la varie-
tat© on es& continguda. En particular exigirem qég sigui un espai topolgic

de ©, és a dir, que tingui la topologia indlé, amb la qual cosa un subconjunt
V' C ©g és un obert si i noms si existeix un obeff C © tal queU NO, = V.

Definici6 9.3.1 Una varietato, és una subvarietat d’'una varieté&t quan
a) O, és un espai topoygic deO.

b) La funcb inclusib j : ©y — © és de class€*> a cada punt) € O, ila
seva aplicad diferencialdj : Ty(0,) — Ty(O) &és bijectiva.

De fet es considerarl’espai tangenf, (©,) com un subespai vectorial dg(0).

Proposicio 9.3.1 Si ©, és una subvarietat de dimebst d’una varietat® amb
dimensd n, (k < n), aleshores per a cada punt de la subvarietat existeix una
sistema de coordenades @e ¢ : U — R", ambU obert de®, de manera que
prenentn — k de les funcions coordenades constants, aquest resulti un sistema de
coordenades d@, definit sobre el obe/ N O,.

Demostracb:

Permutant les coordenades sempre podrem suposaroguess: — k Gltimes
coordenades les que prendran un valor constant. Sigut U N 0, — R* la
restricct de(¢!, - -+, ¢%) al N O,.

Com®O, és una subvarietat es pot provar, usant el teorema de lafunei'sa, que
$e, €s un difeomorfisme sobre el seu conjunt (obert) imatgé,assent doncs
un sistema de coordenades. Peresmétalls veure O’Neill [36] o qualsevol altra
bibliografia citada al comeament del capol.

[
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9.4 Corbes

Una corba en una variet& és una aplicac’C>*, o : I — ©, on[ és un
interval obert de la recta real. Com a subvarietat oberta,deté un sistema de
coordenades consistent en la funiciéntitatu de /. A cadat € R podem traar el
vector(d/du)(t) € T;(R) com el vector unitat en el punten la direcad positiva
u.

Definicid 9.4.1 Siguia: : I — © una corba. Es defineix el vector velocitat de

en el punt com
d
"(t) = da | —
()= do (5

Enunciem a continuagilna €rie de propietatsdsiques que cal tenir en compte
a I’'hora de manegar corbes

> € Ta(©)

t

e Per la definiad’deda, el vector tangent/(¢) aplicat a la funa’'f € F(O)
ens ana
d(f o a)

o'(1) f = S (1)
Aleshores sia &s una corba amb’(0) = v, aleshoresi(f) = (d(f o

a)/dt)(0).

e Siguig',-- -, ¢" un sistema de coordenade®a&n el puntx(t) dea. Lla-
Vors es pot expressar en coordenades

o) =3 20 ) 5,

=1

e Siav: I —- ©ésunacorbah : J — I és una fun® de classe’™
sobre un interval/, aleshore® = a(h) : J — © és una corba anomenada
reparametritzacidea. Aleshores

_dh

F(s) = Z-(s)a'(h(s)) Vs eJ
e Sia: I — O ésuna corba &, aleshores una aplicaci’ : © — ¥ de
classeC'™ transportax a f o« : I — X corba deX. A més la funod

diferencial def preserva velocitats, ainés

df(d/(t)) = (foa)(t) Vtel
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Direm que una corba ésregularsi o/(t) # 0 per a tott. Si[a, b] €s un interval
tancat &R llavors unacorba segmerés una fun@a : [a,b] — © tal que € una
extensd' C'* a un interval obert que coaia, b]. Llavorsa’ estl ben definida fins
i tot als punts frontera i b.

Unafunci 3 : [a,b] — © &s una corba segment de clag$e a trossosi existeix
una particd defa,b], a =ty < t; < --- < 441 = b, tal que cadab|, ;,,,] €s una
corba segment. Per a un interval obkerts : I — O és de classé€'™ a trossos si
per a tots: < b de ! la restricct f3|(,,;) €sC* a trossos.

Definicio 9.4.2 Direm que una varietagés connexa si i noés si dos punts qual-
sevol de la varietat es poden unir per una corba segment de ala$sa trossos.

9.5 Camps vectorials

Un camp vectoriall” sobre una varietad és una fun@’que assigna a cada punt
6 € © un vector tangernity a© en cada pun. Intuitivament,l” és una coleccié
de vectors, un cada punt @& Si V' &s una camp vectorial sob&i f € F(0),
aleshored’ f denota la fun@ a valors reals sobi®@ donada per

(VHO) =Ve(f) V€O
Aleshores)” ésC™ siV; ésC™ per atotf € F(O).

Els camps vectorials sobfe es poden sumar, o multiplicar per una fungi’e
F(©), de la segént manera

(fV)o=f(0) Vi
(V—FW)e:Va—f—We VO € ©

Si Vi W sdn camps vectorial§’>, llavors els camps vectorials + W i fV
tamke ho on.

Si¢ = (¢',---,¢") és un sistema de coordenades sdbre O, aleshores per
a cadal < i < n el camp vectoriab; sobreU envia cad& a d;|y. Aquests

camps vectorialsasi C>, donat qued;(f) = df/90¢'. A més per a qualsevol
camp vectorial” sobrelU podem escriure

V= zn: V' o;
i=1
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Definicid 9.5.1 Una derivada sobre(©) és una fund D : F(©) — F(0©) tal
que

(1) D(af+bg)=aD(f)+bD(g), perabeRr
(2) D(fg9) = D(f) g+ fD(g)

La definicid de vector tangent ens mostra que per a un camp vectodalclasse
C* la funcio f — V f és una derivada sobfE(O). De la mateixa manera, cada
derivadaD sobreF(0O) prové d’'un camp vectorial. De fet, per a ca@l& O es
defineixVp : F(©) — R perVy(f) = D(f)(#). Les anteriors propietats (1) i (2)
de la derivada impliquen queé, és un vector tangent@ en el punt; llavors V'

és un camp vectorial ben definit solide Peo V' f = D(f) € F(O) per a tot

f € F(©), per tantl” ésC™ i determina la derivad®. Considerarem doncs, que
els camps vectorialos derivades sobr&(O).

9.6 Varietats Riemannianes

Definicid 9.6.1 Un tensor nétric g sobre una varieta® de class&’'> &s un camp
tensorial sobre® simetric, no degenerat i dues vegades covariant.

En altres parauleg, assigna a cada puéite © un producte escalar sobre I'espai
tangentl(O).

Definicio 9.6.2 Una varietat Riemannianas una varieta® de class&'> dotada
d’un tensor netric g.

Usarem alternativament la notagi; ) per ag, escrivintdoncg (v, w) = (v, w) €
R per a vectors tangentsg{V, W) = (V, W) € F(O©) per a camps vectorials.

Si¢',---,¢" &s un sistema de coordenades sdbre O, les components del
tensor netric sobrel/ sdn

9ij = (0;,05) (1 <4d,j <n)
Aleshores pels camps vectoridls= > V' 9, i W = Y W79,
gV, W) =(V,W) =3 gy V' W

Donat queg és no degenerat, a cada pdnt U la matriu(g;;(#)) és invertible,
i la seva matriu inversa es nota®’(6)). La formula usual per a la inversa d’'una
matriu ens demostra que les funcigrissoén C> sobrel.
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Donat queg és singtrica, g;; = g;; | també ¢ = ¢’*, per al < 4,5 < n.
Finalment el tensor etric sobrel/ es pot escriure com

9= gijd¢' ®d¢’
i I'element netric diferencial sex”

ds’ = gijd¢' dg’

9.7 Varietats amb connexd

Siguin V' i W camps vectorials sobre una varietat Riemanni@nal objectiu
d’aquesta secoiSear definir un nou camp vectorid W sobreoO tal que el seu
valor a cada purtt sigui la taxa de canvi d&’ en la direcav deV.

Definici6 9.7.1 Siguinu!, - - - , u" les coordenades naturals sot®é. SiViW =
S~ W' 9; sbn camps vectorials sob®@”, el camp vectorial

VW =Y V(W) o
=1
s’anomena derivada covariant (natural) & respectéd’.

Definicio 9.7.2 Una connexd V sobre una varieta® de class&'> és una fun@
V:T(O) x T(O) - YT(O) tal que, siT(O) és el conjunt de tots els camps
vectorials de class€* i V,V,, W, W, € T(O), compleix

(1) vavl+(,v2 (W) = CLVVI (W) + vag (W), amb a, beR
(2) Vy (Wi +Ws) = V(W) + Vi (Ws)
@) Vy(fW)=V )W+ fVy (W), amb f e F(O)

VW s’anomena derivada covariant d& respectd’ per a la connexd V.

Sigui ¢!, - -+ , " un sistema de coordenades en un entord’una varietat Rie-
manniana. Elssimbols de Christoffadle la connex’V respecte aquest sistema
de coordenade®a’les funcions realB}; deU tals que

Vo (0;) =) Thoe (1<ij<n)
k=1
I que es poden expressar per

1~ [0gjm . Ogim  Ogij
k _ ~ J _ J
SEEINE A

k=1
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9.8 Geodsiques i aplicaod exponencial

Generalitzarem ara la nacEuclidiana deihia recta. Una geasica en una va-
rietat Riemannian® és una corba : I — O tal que el seu camp vectorial
és paralel , és a dir amb derivada nid. Equivalentment, les geediques gh
corbes amb acceleracZero: ¢” = 0. Donem ara una definigimés formal de
geodesica

Definicid 9.8.1 Sigui© una varietat diferenciable amb connéx¥. Una corba
o: (a,b) — © declass&”, r > 2, &s una geoélsica corresponent ¥ si satish
I'equacio

\%

—0d =0

dt
per atott € (a,b).

Si volem escriure aquesta defidaiSant coordenades tenim el gegt

Corol-lari 9.8.1 Sigui¢?, - -, ¢" un sistema de coordenades sobre- ©. Una
corbac : I — © és una geoésica deO si i nomes si les seves funcions coorde-
nadesz” o o satisfan

¢koa Zr (¢;;U):o (1<k<n)

1,j=1

Lema 9.8.1 Siv € T)(O) existeix un interval entorn al0 i una inica geo@sica
o: I — ©talqueos’(0) =v.

Proposici6 9.8.1 Donat qualsevol vector tangente Ty(0©) existeix undinica
geocksicao, a O tal que

(1) La velocitat inicial der, ésv; aixo és,o, (0) = v.

(2) El dominil, de o, és el major possibleEs a dir, sia : J — © és una
geodksica amhy'(0) = v, aleshores/ C I'i a = g,];.

La geodsicas, s'anomena fregéntmenigeodesica maximal Una varietat Rie-
mannianad per a la qual cada geedica maximal eatdefinida en tota la recta
real es diu ques unavarietat geo@sicament completa

Definirem ara I'aplica@ exponencial en cada pufitc ©, amb®© varietat Rie-
manniana, de manera que amb aquesta apiescpuguin recollir totes les geo-
desiques que comencen, o tenen el seu punt inicéal, a
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Definicid 9.8.2 Sigui© una varietat Riemanniana antbe ©. SiguiBB, el con-
junt de vectorsy € Ty(0©) tals que la seva ge@sica maximab, esté definida
almenys sobr@), 1]. La funcb exponencial d® en el pun® és la funcd

expy: By — ©
tal queexpy(v) = 0,(1) per a totv € By.

ObviamentB; és el major subconjunt dg,(©) sobre el qual la funciexp, pot
ser definida. Sb és geodsicament completa, llavo = T,(O) per a cada punt
0 € O.

Fixatv € Ty(©) i t € R; aleshores la geedicas — o,(ts) té velocitat inicial
to, (0) = tv. Per tani,(s) = o,(ts) per a tots i ¢ tals que ambdues geesifues
estiguin ben definides. En particularpse B, aleshores

expy(tv) = o4, (1) = 0, (t)

Aleshores I'aplica®@ exponenciatxp, transporta rectes que surten de 'origen de
Ty(©) a geoesiques d& que comencen efh. Geonetricamentexp,(v) és el
punt de© que s’ob& en reofrer la disancia unitat, comernt des dé, al llarg

de la geodsica amb vector tangenen el punt.

Proposicio 9.8.2 Per a cada punt € © existeix un entori/* de0 € Ty(O)
sobre el qual la fun@ exponenciaéxp, és un difeomorfisme sobre un entérn
def € ©.

Un subconjun® d’un espai vectorial s'anomeratrellatentorn al 0 siquan € S
aixo implica quetv € S per atott € [0, 1]. AleshoresS és la und de segments
de linies radials. SU i U* sdn com en la proposicianterior iU* és estrellat
entorn al0 € 7,(0©), aleshore$/ s’Tanomenaaentorn normalde #. Donem-ne
una definicd’ més formal

Definicio 9.8.3 Direm que un entorri/ def € © és normal silU és la imatge
difeonorfica, per I'aplicacb exponencial, d’'un entorn obert estrelldt de 0 €
T5(©)

Amb la segiént proposi@’es prova que un entorn nornialde # determina de
manerauhica I'entorn estrellat/* a7y(0©).

Proposicid 9.8.3 SiU és un entorn normal dé € O, aleshores per a cada punt
v € U existeix unalnica geoeésicao : [0,1] — U defavenU. A nmés
o'(0) = exp, ' (v) € U*.
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Definicid 9.8.4 Direm quelU és un entorn regular normal de< © sii nonés si
la seva intersec@ amb qualsevol entorn normal desegueix essent normal.

En el nostre cas, cof és una varietat Riemanniana i usant la Propogi2i8.2),
sabem que per a qualsevol punt de la varietat existeixen aquests tipus d’entorns
donat que es pot restringir el difeomorfism&, a la interseca’d’'un entorn de

0 € Typ(©) amb un entorn estrellat de dit punt, i eobtindrem un entorn regular
normal def € ©.

Sobre qualsevol entorn nornfalded € © existeix un tipus especial de sistema de
coordenades ques’particularment simple. Sigei, - - - , ¢, una base ortonormal
per aly(0), aixo és(e;, e;) = o7.

Definici6 9.8.5¢ = (¢',--- , ") &s un sistema normal de coordenades determi-
nat perey, - - - , e, Si assigna a cada pumt € U el vector queé per coordenades,
respecte la base,, - - - , e,, les coordenades corresponents al puntpas

exp, ' (v) € U* C Ty(©)

Escrit de forma abreujada

n

expy () = ) ' W)e (v eU)

=1

9.9 Longitud d’arc i distancia Riemanniana

La nocio familiar de longitud d’arc d’'una corba segment en un espai Eadisli’
generalitza d’'una manera molt senzilla a varietats Riemannianes.

Definicio 9.9.1 Siguia : [a,b] — © una corba segment de clas§é® a trossos
sobre una varietat Riemanniari La longitud d’arc dex és

L) = [ Il dt

Recordem que el tensoratric ¢ sobre© assigna a cada punt de la varietat un
producte escalar sobre I'espai tangent en aquest punt, i donat@ue 7, (©),
tenim per definiad’'quel|o’|| = (o, a’)'/2. Si escrivim aix en coordenades =
(', -+, ¢") tenim

i d(¢) o) d(¢' o
||O/||2: Zgij (¢d a) (¢ a)

-~ t dt
,j=1
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Lema 9.9.1 SiguiU un entorn normal dé € © i sigui || ||, la norma definida
sobre I'espai tangenl(©). Sic és la geodsica radial des dé fins av € U,
aleshores

L(o) = [lexpy ' (¥)]lo
Demostracb:

Si anomenenr a la velocitat inicial der, és a diro’(0) = v, sabem per la Propo-
sici6 (9.8.3) quey = exp, ' (v) i donat que|o’|| és constant,

1 1
L(o) = / lo'llo dt = / lollodt = [[o]lo = | expp™ ()l

Lema 9.9.2 SiguiU un entorn normal del purt € ©, amb© varietat Rieman-
niana. Si# € U aleshores el segment geexic radial

o:[0,1] — U

des dg) fins av és la corba ms curta enl/ que uneix aguests punts i, &s8)és
Unica.

Definicio 9.9.2 Per a dos punts qualsevoli ¢ d'una varietat Riemanniana con-
nexa®, la distancia Riemanniana(v, £) des dev fins a¢ és I'infim del conjunt
{L(a) : a € Q(r, &)}, onQ(v, &) és el conjunt de totes les corbes segment de
classeC™ a trossos er des dev fins a¢.

El segient resultat relaciona la d#stCia Riemanniana amb la longitud de les ge-
odesiques que uneixen dos punts de la varietat.

Proposicio 9.9.1 SiguiU un entorn normal del purt € ©, amb® varietat Ri-
emanniana. Aleshores la geeglca radialo des de) fins arv € U és la {(unica)
corba nes curta a© des d¢) fins av. En particular

L(o) = |lexpy ' (v)llg = p(0, v)

Amb aquestaultima proposiad” donarem per finalitzat aquest apdix de con-
ceptes generals en geometria diferencial. Tal com hem indicat al gament
d’aquest cayol, es poden obtenir s detalls a O’Neill [36], Amari [3], Spivak
[46], Hicks [23], Chavel [12] i Karcher [26] entre altres.
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Llistat de programes

En aquest darrer cépl s’'inclouen els llistats del programes que s’han desenvolu-
pat per fer les gafiques i taules que apareixen en els diferentgaksdel treball.
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Programa 1

Calcul de la gafica dep? respecte g + p*(Oo, 7)), que apareixen en la seoci’

3.2, per a diferents valors de £ i diferents(1 — «)-intervals de confiarecper a

p3-

Fitxer de sortida amb les coordenades
dels punts de la gr  afica

OO0

open(8,err=500,file="c:\f32\r5k30p95.dat’)

Valors de "r", "k" i del valor cr ftic
d’'una normal amb cua a la dreta de 0.05

O000

r=5
k=30
zp=1.64485

del=0.1

ros2=0.

do 100 i=1,50

aux=r+k*ros2

auxdk=aux/k
c=2.*(1.+ros2/auxdk)/(9.*aux)
rot2=auxdk*(zp*sqrt(c)+1.-c)**3
bb=(r + k*rot2)/k

C Escriur a dels resultats
write(8,200) bb, ros2
ros2=ros2+del

100 continue
200 format(’(’,f6.4,,,16.4,)")

500 stop
end
Programa 2

Calcul de les taules per als valorstms m/k, de la sec@’4.1, donada ldim O,
per a diferents valors del nivell de confiar(d — «) del metodes i del p—wvalor
del test chssic.



OO0O0000O000

OO0

OO0

Entrades:
¢ = valors cr itics de la Chi-quadrat
f = valor cr itic de la Normal tipificada
X = mediana de la Chi-quadrat
ng = dimensi 0 de la varietat
y = p-valor del test cl
Sortides:

w = valor cr fitic del nou m

dimension c(4,4),f(5),x(4),ng(4),w(5),y(4)

Fitxer de sortida dels valors cr itics

OPEN(7,ERR=600,file="c:\f32\test.dat’)
Entrada de les dades

c(1,1)=2.706

c(1,2)=3.841

c(1,3)=6.635

c(1,4)=10.825
c(2,1)=9.236

c(2,2)=11.070
c(2,3)=15.086
c(2,4)=20.517
c(3,1)=15.987
c(3,2)=18.307
c(3,3)=23.209
c(3,4)=29.588
c(4,1)=40.256
c(4,2)=43.773
c(4,3)=50.892
c(4,4)=59.703

f(1)=0.0

f(2)=0.674
f(3)=1.282
f(4)=1.645
f(5)=2.326

x(1)=0.455
x(2)=4.351
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X(3)=9.342
X(4)=29.336
C
ng(1)=1
ng(2)=5
ng(3)=10
ng(4)=30
C
y(1)=0.1
y(2)=0.05
y(3)=0.01
y(4)=0.001
C
C Escriptura de la dimensi 0 de la varietat
C
do 100 i=1,4
write(7,500) ng(i)
500 format(’ dimensio varietat = ’,14)
C
C Escriptura del p-valor del test cl assic
C
do 110 j=1,4

write(7,505) y(j)
505 format(’ p valor del test classic ’, f10.3)

C Galcul del valor cr itic del nou m etode

do 120 I=1,5
res=sqrt(c(i,))
rstar=res - f(l)
if (rstar.le.0. ) then

rstar=0.
w(1)=99999999.
else
w(l)=x(i)/(rstar*rstar)
endif
120 continue

C

C Escriptura del nou valor cr itic

C

write(7,510)(w(l), 1=1,5)
510 format(1x,5f10.3)



C
110 continue
100 continue
600 stop
end

Programa 3

135

El segient programaahia els valors que apareixen a la taula de la segdi, on
es mostra el comportament deétode-mb en el model Poisson. Es calclidda
maxima grandria mostrain* que encara permets del submodel, per a diferents

valorsdek i si \g = 1.

Definici © de la funci ©0 hipergeom etrica generalitzada
amb p=2, g=1, per un factor multiplicatiu

OO0

function dfu(s,x,tol)
common bux
dimension w(500)

Qalcul dels primers termes de la s erie amb valor
absolut m es gran que la toler ancia

sum=1./bux

XXX=1.

do 100 i=1,500

Xj=i

xjh=xj-0.5

XXX=XXX*(S+X])*X/xjh

w(i)=xxx/bux

if(abs(xxx).It.tol.and.i.gt.50) then

OO0

max=i
go to 200
end if
100 continue
write(6,*) ' error  dfu ’

Suma dels termes calculats anteriorment
de major a menor

OO0

200 do 300 i=max,1,-1
300 sum=sum-+w(i)
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O000

O000
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dfu=sum
return
end

Definici 0 de la funci 0 hipergeom etrica generalitzada
amb p=2, g=3, per un factor multiplicatiu

function tfd(s,x,tol)
common bux
dimension w(500)

Galcul dels primers termes de la s erie amb valor
absolut m es gran que la toler ancia

sum=1./bux

Xxx=1.

do 100 i=1,500

Xj=i

xjh=xj-0.5

XXX=XXX* ((S+Xjh)*x/xjh)*(xj/xjh)

w(i)=xxx/bux

if(abs(w(i)).It.tol.and.i.gt.50) then
max=i
go to 200
end if

100 continue

OO0

write(6,*)’ error en tfd ’

Suma dels termes calculats anteriorment
de major a menor

200 do 300 i=max,1,-1
300 sum=sum-+w(i)

O0O00000

tfd=sum
return
end
Entrades:
xxk = grand aria "k" de la primera mostra
xs = valor "s" de la suma de la mostra
Sortides:

xmat = maxima grand aria mostral "m"
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common bux
dimension xxk(6),xs(10),xmat(10,6)
xxk(1)=5.
xxk(2)=10.
xxk(3)=15.
xxk(4)=20.
xxk(5)=25.
xxk(6)=30.
xs(1)=1.
xs(2)=3.
xs(3)=5.
xXs(4)=7.
xs(5)=10.
xs(6)=15.
xs(7)=20.
Xs(8)=25.
xs(9)=30.
Xs(10)=35.

Fitxers de sortida de resultats

tol=1.e-8
open(6,err=500,file="c:\f32\poisson.dat’)
open(7,err=500,file="c:\f32\pois2.dat’)
open(8,err=500,file="c:\f32\pois3.dat’)

xlamO=1.

do 77 1=1,3

write(6,*) ' lambda_0 = ’,xlamO
write(8,*) ' lambda_0 = ’,xlamO
do 78 k=1,6

xk=xxk(k)

write(6,*) ' k = " xk

do 79 n=1,10

s=xs(n)

write(6,*) ' s = ', s

as=s

uuu=1./1.7724538
do 33 j=1,10000
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if(as.It.0.5) go to 34
uuu=uuu*as/(as-0.5)

33 as=as-1.
C
34 zzz=4.*(uuu/sgrt(xk) - sqrt(xlamQ))**2
C
write(6,*) ' distancia®2 a H_0: ',zzz
C
C  Qlcul del factor multiplicatiu
C
do 100 m=1,35
Xm=m
bux=(1.+xm/xk)**(s+0.5)
x=xm/(xm+xK)
aux21=dfu(s,x,tol)
aux32=tfd(s,x,tol)
C
C  Qlcul final del criteri de decisi 0
C
daux=2.*uuu*aux21/sqrt(3.1415927*xm*(xm+xKk))
eaux=aux32/(3.1415927*xm)
total=4.*(eaux-daux-xlam0+2.*sqgrt(xlam0/xk)*uuu)
if(total.ge.0) then
write(7,*) xm, total
else
xm=xm-1.
xmat(n,k)=xm
write(6,*) ' m*= ’,xm
go to 79
end if
C
100 continue
C
79 continue
78 continue
do 22 n=1,10
C
C Escriptura dels resultats finals
C

22 write(8,333)(xmat(n,k),k=1,6)
333 format(6f8.3)
xlamO=xlamO0+1.
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77 continue
C
500 stop
end

Programa 4

Aquest programa ens calcula els valors de la taula que apareix en la S&;@n
es veu el comportament deletode-mb pel model Gamma. Ens troba els valors
critics per ap*(Sg, \g), anomenat$?, en el casy = 1 per a diferents valors de

i m, pels quals encara acceptarem laotgsi nulla.

function psi(x)

C
C Derivada logar itmica funci 0 Gamma
C
real*8 y,aux,aux2,z,tol,res
y=dble(x)
aux=0.d0
aux2=0.d0
10 if (y.gt.1.5) then
y=y-1.d0
aux=aux+1.d0/y
go to 10
endif
aux=aux-.5772156649015329
tol=1.d-20
y=y-1.
if (y.eq.0.) go to 500
z=-1.
do 100 i=2,1000
if (dabs(z).lt.tol) go to 500
z=-7*y
call zeta(i,res)
100 aux2=aux2+res*z
500 psi=sngl(aux+aux2)
return
end
C
function dpsi(x)
C

C Derivada segona logaritme funci 0 Gamma



140 CAPITOL 10. LLISTAT DE PROGRAMES

C
real*8 y,aux,aux2,ztol,res
y=dble(x)
aux=0.d0
aux2=0.d0
10 if (y.gt.1.5) then
y=y-1.d0
aux=aux-1.d0/yly
go to 10
endif
tol=1.d-20
y=y-1.
z=1.
do 100 i=2,1000
if (dabs(z).lt.tol) go to 500
call zeta(i,res)
aux2=aux2+res*z*dfloat(i-1)
100 z=-z*y
500 dpsi=sngl(aux+aux2)
return
end
C
subroutine zeta(m,res)
C
C Funci 0 zeta de Riemann
C

real*8 x,res
dimension x(49)
data x /1.644934066848226,1.202056903159594,
1.082323233711138,1.036927755143370,1.017343061984449,
1.008349277381923,1.004077356197944,
1.002008392826082,1.000994575127818,1.000494188604119,
1.000246086553308,1.000122713347578,
1.000061248135059,1.000030588236307,1.000015282259409,
1.000007637197638,1.000003817293265,
1.000001908212717,1.000000953962034,1.000000476932987,
1.000000238450503,1.000000119219926,
1.000000059608189,1.000000029803504,1.000000014901555,
1.000000007450712,1.000000003725334,1.000000001862660,
1.000000000931327,1.000000000465663,1.000000000232831,
1.000000000116416,1.000000000058208,1.000000000029104,
1.000000000014552,1.000000000007276,1.000000000003638,
1.000000000001819,1.000000000000909,1.000000000000455,

OB WNPFPOO~NOOOOPR~WDNPRE
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6 1.000000000000227,1.000000000000114,1.000000000000057,
7 1.000000000000029,1.000000000000015,1.000000000000008,
8 1.000000000000004,1.000000000000002,1.000000000000001/
if (m.le.1) then

write(6,100) m

100 format(’ funci 0 zeta de Riemann no definida per x = ’,i5)
res=1.d75
return
endif
if (m.le.50) then
res=x(m-1)
else
res=1.d0
endif
return
end
C
C Obtenci 0 del criteri de decisi 0
C

dimension crit(10)
open(6,err=500,file="c:\f32\gammas.dat’)
alpha=1.

do 90 I1=1,3
write(6,*)" alpha =

, alpha

do 100 k=5,35,5
do 110 m=1,10
xk=k
Xm=m
110 crit(m)=amax1(alpha*(dpsi(xm*alpha)-dpsi(xk*alpha)),0.)

write(6,130)(crit(m),m=1,10)
130 format(10f7.4)
100 continue
alpha=alpha+1.
90 continue
500 stop
end

Programa 5

Aquest programa crea els valors de la taula de lasécti buscant nuaricament
els valors de la mediana (Tb@pQ(ﬂ("m), Tlmys B,0).
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C
C
C

Qalcul de la integral pel m

function simp(a,b,xtol,ix)
ic=0

if(xtol.le.0.) xtol=1. e-8
h=b-a
suma=fun(a)+fun(b)
c=0.

xaux=0.

sumc=0.

max=1

do 100 j=1,18
c=xaux

h=h*0.5

max=max*2
suma=suma-+2.*sumc
sumc=0.

do 101 i=1,max,2
aux=i

101 sumc=sumc+fun(a+aux*h)

xaux=(suma+4.*sumc)/3.*h

if(abs(c-xaux).It.xtol) then

100 continue

xtol=-1.

102 simp=(16.*xaux-c)/15.

C
C
C

return
end

function fun(t)

common Xn,xm,tol,c,Xxx,ix

if(c.eq.0.) then
fun=0.
return
end if
t2=t*t

CAPITOL 10. LLISTAT DE PROGRAMES

etode de Simpson

iczic+1
if(ic.ge.ix) go to 102
end if

Funci 0 final que integrarem per Simpson

aux=(f(t2)/xxx)*(t**(xn-xm-1.))*exp(-t2/2.)

fun=aux



C
C
C

OO0

return
end

Definici o0 de la funci o "f"

function f(v)

dimension auxi(500)

common Xxn,xm,tol,c,xxx,ix

tolmes=tol/100.
z=4.*sqgrt(xn*v)*cosh(sqrt(c/(2.*xn)))-2.*v-2.*xn
if(z.1t.0.) then

f=0.
return
end if
Ww=z**(xm/2.)
xj=0.
xcon=1.
w=1.
is=0
Desenvolupament de Taylor de la funci 0 que

depen de la variable "u"

do 100 j=1,500
if (abs(xcon).lt.tolmes) then

is=is+1
if(is.gt.10) then
max=j-1
go to 250
end if
end if
xcon=w/(xm/2.+xj)
auxi(j)=xcon
Xj=xj+1.
w=w*z*(-0.5)/x|
100 continue
write(8,*)" dificultats en avaluar la s erie ’,xn,xm,c

250 sum=0.

do 110 j=max,1,-1

110 sum=sum-+auxi(j)

sum=sum*ww
if(sum.It.0) then
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f=0.
else
f=sum
end if
return
end
C
C Definici 0 de la funci © Gamma
C
function gamma(x)
if (x.1t.0.9) then
gamma=1.7724538
return
else
aux=1.
end if
Z=X
do 100 k=1,1000
if(z.le.1.1) go to 500
z=z-1.
100 aux=aux*z
500 if (z.1t.0.9) then
aux=aux*1.7724538
end if
gamma=aux
return
end
C
C Resultat de la integraci 0
C
subroutine dis(resul)
common Xn,xm,tol,c,Xxx,ix
ww=sqrt(xn)
xinc=ww*exp(-sqrt(c/(2.*xn)))
xsupc=ww*exp(sqrt(c/(2.*xn)))
xtol=tol
IXX=iX
res=simp(xinc,xsupc,xtol,ix)
if(xtol.It.0.) write(6,*) ’ error a la integraci 0,
xtol,c,xn,xm
C
resul=2.*res

return



C
C
C

end

Ajust de la mediana

subroutine adjust(cl,c2,xmedian)
common Xxn,xm,tol,c,xxXx,ix

topinf=c1
c=cl
call dis(p)
if(abs(p-0.5).It.tol) then
xmedian=cl
return
end if
yinf=p
topsup=c2
c=c2
call dis(q)
if(abs(g-0.5).1t.tol) then
xmedian=c2
return
end if

ysup=q

do 1000 k=1,25
call motor(topinf,yinf,topsup,ysup,xmedian,*500)

1000 continue

write(6,*) ' no puedo ’,topinf,topsup,yinf,ysup

500 return

end

subroutine motor(xinf,yinf,xsup,ysup,xmedian,*)
common xn,xm,tol,c,xxX,ix
x=(xinf+xsup)/2.

c=X

call dis(y)

if(abs(y-0.5).lt.tol) then
xmedian=c
return 1
end if

if(y.It.0.5) then
xinf=x
yinf=y
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else
XSUp=X
ysup=y
end if
return
end
C
C Definici 0 dels factors que apareixen a la integraci 0
C
subroutine init
common Xn,xm,tol,c,Xxx,ixX
xmh=xm/2.
xnmh=(xn-xm)/2.
xxx=((2.**(xn/2.))*gamma(xmh)*gamma(xnmh))
return
end
C
C Inici del programa principal i entrada de dades
C
dimension xmeds(5,6),xmedi(5,6),xnum(6)
common Xn,xm,tol,c,Xxx,ix
xnum(1)=10.
xnum(2)=15.
xnum(3)=20.
xnum(4)=25.
xnum(5)=30.
xnum(6)=50.
ix=3
C
C Fitxers d’escritura dels resultats
C
open(8,err=500,file="c:\f32\mediana.dat’)
open(9,err=500file="c:\f32\distrib.dat’)
C
write(6,*)’ toler ancia ?’
read(5,*) tol
write(6,*) ' tope m axim funci 0 distribuci o7
C
read(5,*) tmax
do 150 m=1,5
delta=0.3*(1.+aint((xm+1.)/3.))
do 150 n=1,6

xn=xnum(n)
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Xm=m

call init
c=0.
xmejors=-1.
xmejori=0.
do 155 k=1,40
call dis(p)
if((p.gt.0.5).and.(xmejors.It.0.)) xmejors=c
if(p.It.0.5) xmejori=c
write(9,*)’xm,xn,c,p’,xm,xn,c,p
if(p.gt.tmax) go to 175

155 c=c+delta

175 xmeds(m,n)=xmejors
xmedi(m,n)=xmejori

150 continue

C

do 20 m=1,5
do 30 n=1,6
Xm=m
xn=xnum(n)
call init
cl=xmedi(m,n)
c2=xmeds(m,n)
call adjust(cl,c2,xmedian)
write(8,*) xm,xn,” mediana = ’,xmedian

30 continue

20 continue

500 stop
end
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