
Cap��tulo 2Introdu

i�on a los fen�omenos
r��ti
os y al Grupo deRenormaliza
i�on
2.1. Introdu

i�on. Fen�omenos 
r��ti
osComo ya se ha men
ionado en el 
ap��tulo 1, las transi
iones de fase 
ontinuasest�an aso
iadas a la presen
ia de un punto 
r��ti
o en el diagrama de fases (ver, porejemplo, la Fig. 1.1). En las proximidades de di
ho punto 
r��ti
o los sistemas presentanun 
omportamiento que se suele denominar fen�omeno 
r��ti
o. Una de las primerasobserva
iones de la existen
ia de un fen�omeno 
r��ti
o se debe a Andrews que, en 1869,present�o sus resultados sobre la opales
en
ia 
r��ti
a en di�oxido de 
arbono. Hasta elmomento en que Andrews observ�o tal fen�omeno, se 
re��a que la transi
i�on de l��quidoa gas que se observa en 
uidos al disminuir la presi�on a temperatura (T ) 
onstanteera de primer orden para 
ualquier valor de T . Sin embargo, la transi
i�on pasa de serde primer orden a ser 
ontinua en el punto (T
; p
) del diagrama de fases T -p. Traslas observa
iones de Andrews, en 1873, van der Waals propuso la e
ua
i�on de estadoque lleva su nombre y, de esta manera, introdujo tambi�en una des
rip
i�on te�ori
a del
omportamiento de 
uidos en la regi�on 
r��ti
a. A pesar de que hoy en d��a se sabe queesta des
rip
i�on no es 
uantitativamente exa
ta para temperaturas 
er
anas a T
, eltrabajo de Van der Waals supuso un avan
e te�ori
o importante en la 
omprensi�on delos fen�omenos 
r��ti
os. Por otro lado, P. Curie observ�o que un sistema ferromagn�eti
o atemperaturas moderadas pasa a ser paramagn�eti
o a partir de una 
ierta temperaturaT
 en ausen
ia de 
ampo magn�eti
o [Fig. 1.1℄. Esta fue una observa
i�on pionera en41
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omportamiento 
r��ti
o de sistemas magn�eti
os. A partir de estos experimentos, en1907, Weiss propuso una teor��a para sistemas ferromagn�eti
os que lleva su nombre.Igual que la teor��a de van der Waals para 
uidos, la teor��a de Weiss es 
orre
ta s�olodesde un punto de vista 
ualitativo. Sin embargo, fue un avan
e importante en la
omprensi�on de transi
iones de fase en sistemas magn�eti
os. A
tualmente, tanto lateor��a de van der Waals 
omo la de Weiss se enmar
an dentro del grupo de las llamadasteor��as de 
ampo medio, grupo al que pertene
e tambi�en la teor��a de Landau des
ritaen el 
ap��tulo anterior.A partir de todos estos avan
es de �nales del siglo XIX y primera mitad del XX,se lleg�o a la 
on
lusi�on de que el 
omportamiento de las magnitudes observables (A)
er
a de un punto 
r��ti
o viene dado porA � u��0f (2.1)donde uf es una variable de es
ala fenomenol�ogi
a que se rela
ionar�a en la se

i�onx 2.2.5 
on el Grupo de Renormaliza
i�on. Esta rela
i�on sirve 
omo de�ni
i�on de los ex-ponentes 
r��ti
os (denotado en la e
ua
i�on (2.1) por �0). �Estos dependen del observableal que 
ara
terizan y, en prin
ipio, del sistema al que se re�eren. Se de�nen positivosy el signo que pre
ede a 
ada uno depende tambi�en del observable en 
uesti�on. En el
uadro 2.1 se resumen los exponentes rela
ionados 
on los observables 
ara
ter��sti
osde un sistema ferromagn�eti
o. Tambi�en se introdu
e la variable de es
ala en 
ada 
asoy el signo que a
ompa~na al exponente en la e
ua
i�on (2.1). Para m�as informa
i�on,ver por ejemplo la Ref. 134 donde se detalla este punto de forma 
lara, introdu
iendotambi�en los exponentes an�alogos (y 
on igual nombre) para 
uidos.Los exponentes 
r��ti
os se pueden 
onsiderar 
omo el \ingrediente" prin
ipal en
ualquier teor��a de fen�omenos 
r��ti
os. Esto es debido, en gran medida, a que sistemasque aparentemente tienen un 
omportamiento ma
ros
�opi
o distinto, se 
ara
terizanpor el mismo 
onjunto de valores para los exponentes 
r��ti
os. Esta es una de lasmanifesta
iones de lo que se ha dado en llamar universalidad. Es 
urioso ver que, a�unantes de que los exponentes 
r��ti
os se de�nieran 
omo tal, ya hab��a eviden
ias de laexisten
ia de una 
ierta universalidad. Un 
aso 
laro en que o
urre esto es la extensi�ondel prin
ipio de estados 
orrespondientes1 a sistemas que no siguen la e
ua
i�on de vander Waals. En la Fig. 2.1 [135℄, se presenta un ejemplo de 
�omo, al representar T=T
 enfun
i�on de la densidad � dividida por la densidad en el punto 
r��ti
o �
, se obtiene una1Esta ley se dedujo ini
ialmente de la e
ua
i�on de van der Waals (ver Ref. 134) pero, posterior-mente, se des
ubri�o que tambi�en era v�alida para sistemas que no obede
en la e
ua
i�on de van derWaals 
er
a de un punto 
r��ti
o [135℄.
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os 43Cuadro 2.1: De�ni
i�on de los exponentes 
r��ti
os en una transi
i�on desde una fase para-magn�eti
a a una ferromagn�eti
a. En 
ada 
aso se apli
a la e
ua
i�on (2.1) variando s�olo lamagnitud que apare
e en la variable de es
ala y dejando el resto de variables 
onstantes.Se indi
a expl��
itamente el signo de la variable de es
ala (T � T
)=T
 que se debe utilizardependiendo de si T > T
 o bien T < T
. En el 
aso de la magnetiza
i�on, la rela
i�on (2.1) es�uni
amente v�alida para T < T
 ya que, para T > T
, la magnetiza
i�on es 
ero.Observable uf �0Calor espe
���
o (CH) �(T � T
)=T
 ��Magnetiza
i�on (M), T < T
 �(T � T
)=T
 +�Sus
eptibilidad magn�eti
a (�) �(T � T
)=T
 �
Magnetiza
i�on (M) H +1=ÆLongitud de 
orrela
i�on (�) �(T � T
)=T
 ��Fun
i�on de 
orrela
i�on a pares distan
ia �(d� 2 + �)�uni
a 
urva para diferentes gases. Este 
olapso de 
urvas 
orrespondientes a sistemas
on distinto 
omportamiento se 
onsidera en la a
tualidad 
omo un 
aso parti
ular dees
alado para 
uidos. En las se

iones x 2.2.4 y x 2.2.5 se introdu
e una expli
a
i�ongeneral a los 
olapsos de este tipo. Por otro lado, en la se

i�on x 2.2.6, se estudia launiversalidad 
on algo m�as de detalle.Como se ha di
ho, para sistemas reales, la e
ua
i�on de estado de van der Waalsno es v�alida en las proximidades del punto 
r��ti
o. Este he
ho provo
�o la b�usquedade una e
ua
i�on de estado v�alida 
er
a del punto 
r��ti
o. Fue Widom en 1965 [136℄quien en
ontr�o una solu
i�on al problema postulando la homogeneidad de la energ��alibre 
er
a del punto 
r��ti
o. A pesar de que la hip�otesis de homogeneidad no estabatotalmente fundamentada, 
on esta teor��a fue posible en
ontrar algunas rela
iones en-tre exponentes. Posteriormente, en 1966, Kadano� [137℄ enfo
�o el problema desde unaperspe
tiva diferente sin ha
er dire
tamente la hip�otesis de homogeneidad. Con esteenfoque, se logr�o obtener resultados similares a los de Widom y, adem�as, fue posibleen
ontrar algunas rela
iones entre el exponente � aso
iado a la fun
i�on de 
orrela
i�ony el resto de exponentes 
r��ti
os. Esto no se hab��a 
onseguido utilizando la teor��a deWidom. A pesar de que la teor��a de Kadano� evita la hip�otesis de homogeneidad, tam-po
o est�a exenta de hip�otesis que requer��an una teor��a m�as 
ompleta. En la se

i�onx 2.2.5 se 
omenta brevemente 
�omo se resuelve el problema prin
ipal del planteamien-to de Kadano� (en la Ref. 138 se dan m�as detalles sobre los problemas de la teor��a deKadano�).
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Figura 2.1: Representa
i�on deT=T
 en fun
i�on de �=�
 para 8gases distintos sobre la 
urva de
oexisten
ia. Extra��do de la Ref. 135.Fue Wilson2 quien propuso la teor��a que resolver��a gran parte de los problemas quepresentaban las teor��as anteriores. Esta teor��a es la que se llam�o Grupo de Renormali-za
i�on (GR) apli
ado a fen�omenos 
r��ti
os. Wilson introdujo la teor��a en dos art��
ulos.El primero de ellos est�a dedi
ado al GR en el espa
io real [139℄ mientras que, en elsegundo, introdu
e la forma de apli
ar el GR en el espa
io de momentos [140℄.Desde que Wilson publi
ara sus resultados en 1971, han sido mu
has las publi
a-
iones que han apare
ido tratando las ideas del GR. Ver, por ejemplo las Refs. 10,11,19, 20, 138, 141{148.En lo que sigue, se presentar�an algunas de las ideas fundamentales del GR apli
adoa fen�omenos 
r��ti
os. En la se

i�on x 2.2 se presentar�a un resumen del formalismodel GR en el espa
io de posi
iones para sistemas est�ati
os y de tama~no in�nito. Eldesarrollo se ha
e en el espa
io real puesto que es el m�as apropiado para sistemasde variables dis
retas tipo esp��n 
omo el que se estudia en esta tesis [Cap��tulos 4y 5℄. Por otro lado, el GR se ha estudiado tradi
ionalmente en sistemas en que lame
�ani
a estad��sti
a tradi
ional es v�alida (ver dis
usi�on m�as adelante 
on referen
ia alas E
s. (2.4) y (2.5)). Sin embargo, esta hip�otesis no es estri
tamente ne
esaria parala apli
a
i�on del GR (
onsultar nota 79 en la Ref. 138) y, en el 
aso parti
ular deesta tesis, es ne
esaria una introdu

i�on pres
indiendo de di
ha hip�otesis para poderapli
ar las ideas del GR a sistemas desordenados 
on din�ami
a metaestable.La se

i�on x 2.2 se divide en seis subapartados. En el primero de ellos [x 2.2.1℄2K. G. Wilson re
ibi�o el premio Nobel en 1982 gra
ias a sus trabajos sobre el Grupo de Renorma-liza
i�on en fen�omenos 
r��ti
os.
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e, en dos pasos, la transforma
i�on del GR en el espa
io real utilizandouna red de espines. Seguidamente, en el subapartado x 2.2.2, se de�ne un espa
io enel que se puede des
ribir geom�etri
amente el 
omportamiento de un sistema bajo latransforma
i�on del GR. En el subapartado x 2.2.3 se de�nen las magnitudes apropiadas(variables de es
ala) para des
ribir la transforma
i�on del GR. A 
ontinua
i�on, en elsubapartado x 2.2.4, se introdu
e el formalismo de invariantes bajo la transforma
i�ondel GR y, a partir de di
ho formalismo, se dedu
en rela
iones de es
ala3 de formageneral. El 
on
epto de invariantes permitir�a extender las rela
iones de es
ala, bien
ono
idas en sistemas tradi
ionales, a sistemas desordenados (
ap��tulo 5). Tras haberobtenido las rela
iones de es
ala en general, se introdu
ir�an en el problema las variablesde 
ontrol (
omo por ejemplo la temperatura o el 
ampo magn�eti
o) que son las quepermiten unir las ideas del GR 
on las de fen�omenos 
r��ti
os. Finalmente, para a
abarla se

i�on 2.2, se dis
utir�a el 
on
epto de universalidad desde el punto de vista del GR.En la se

i�on x 2.3 se extienden las ideas introdu
idas en la se

i�on x 2.2 a sistemas�nitos y se dis
ute la extrapola
i�on al l��mite termodin�ami
o a partir del an�alisis desistemas �nitos. Seguidamente, en la se

i�on x 2.4 se introdu
en algunas ideas rela
io-nadas 
on el GR apli
ado a sistemas din�ami
os.En la se

i�on x 2.5 se presenta un resumen de las ideas prin
ipales sobre la apli
a
i�ondel GR a las transi
iones de fase de primer orden. Este es un tema que no se tratahabitualmente en los textos dedi
ados al GR. Sin embargo, es un punto interesanteque, de he
ho, se utiliza m�as adelante en la tesis [x 5.11.3℄ dentro del 
ontexto delRFIM.2.2. Grupo de Renormaliza
i�on2.2.1. Transforma
i�on del Grupo de Renormaliza
i�onSupongamos una red gen�eri
a4 de N espines fsi; i = 1; 2 : : :Ng 
on HamiltonianoH (f�pg; fsig) =Xp �p Yi2p si! ; (2.2)donde p denota un 
onjunto de lugares en la red y f�pg es un 
onjunto de 
onstantesde a
oplamiento. Separando las intera

iones por 
lases, seg�un el n�umero de espines3No 
onfundir el t�ermino \rela
iones de es
ala" 
on las rela
iones entre exponentes 
r��ti
os.4A este nivel de exposi
i�on de las ideas, no es importante la geometr��a 
on
reta de la red. Sinembargo, la ele

i�on m�as habitual a lo largo de la tesis ser�a una red hiper
�ubi
a en d dimensiones y,en parti
ular, se 
onsiderar�a d = 3 en las simula
iones num�eri
as basadas en una red de espines.
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t�uan en 
ada una de ellas, podemos es
ribir el Hamiltoniano 
omoH (f�pg; fsig) = NXi �isi + NXi NXj>i �ijsisj + : : : : (2.3)Despre
iando t�erminos de orden superior, obtenemos el Hamiltoniano (1.16) introdu
i-do en la se

i�on x 1.4.1 y, 
omo vimos en di
ha se

i�on, el primer sumatorio 
orrespondea un 
ampo lo
al que a
t�ua sobre 
ada esp��n. El segundo 
orresponde a la intera

i�ona pares de espines (en general, 
ualquier par), y as�� su
esivamente. Es f�a
il rela
ionaresta terminolog��a 
on la de la e
ua
i�on (2.2). En el primer sumatorio de (2.3) apare
enN de las 
onstantes de a
oplamiento de (2.2) y, en el segundo, apare
en N(N � 1)=2.Es oportuno remar
ar en este punto que, aunque en la introdu

i�on ser��a tal vezm�as sen
illo haber utilizado desde el prin
ipio el Hamiltoniano (1.16), es apropiadointrodu
ir un Hamiltoniano general (2.2) en que apare
en todas las 
onstantes dea
oplamiento posibles para no restar generalidad a las ideas del GR. Como veremosm�as adelante, en general es ne
esario 
onsiderar in�nitas 
onstantes de a
oplamientoen el Hamiltoniano.Para des
ribir el 
omportamiento de un 
ierto sistema, se ne
esita por un lado elHamiltoniano (2.2) y, por otro, la distribu
i�on de probabilidad para las 
on�gura
ionesde espines fsig, de�nida a partir del Hamiltoniano:P (f�pg; fsig) = P [H (f�pg; fsig)℄ : (2.4)En parti
ular, 
omo ya se ha adelantado en la se

i�on x 2.1, es habitual utilizar ladistribu
i�on de la 
ole
tividad 
an�oni
a de�nida 
omo5P (f�pg; fsig) = e�H(f�pg;fsig)Z ; (2.5)donde Z es la fun
i�on de parti
i�on. Sin embargo, las ideas fundamentales del GR nopre
isan de esta hip�otesis sobre P (f�pg; fsig) y, de he
ho, en sistemas desordenadospuede ser diferente a �esta.Llegado el punto de introdu
ir el GR hay que de
ir que no existe una de�ni
i�onpre
isa de lo que se entiende por GR. De 
ualquier manera, la idea en la que sefundamenta es la observa
i�on de que los sistemas que est�an 
er
a de una transi
i�onde fase de segundo orden son invariantes bajo transforma
iones de es
ala6. Utilizandoesta idea, en el espa
io real se suele introdu
ir la transforma
i�on del GR mediante dospasos:5Consideraremos que las 
onstantes de a
oplamiento introdu
idas en (2.2) ya 
ontienen el prefa
torhabitual 1=kBT .6En la se

i�on x 2.2.2 se pre
isa m�as este punto.
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i�on7(o transforma
i�on de Kadano�): Este paso es b�asi
amente elpro
edimiento que propuso Kadano� en 1966 [149℄ 
omo alternativa a la hip�otesisde homogeneidad de las magnitudes 
er
a de un punto 
r��ti
o.La agrupa
i�on 
onsiste en dividir los nodos de la red en 
onjuntos o bloquesdisjuntos. Seguidamente, tras agrupar los espines fsigI pertene
ientes a un 
ierto
onjunto I, se asigna un valor de esp��n sI que representa a todo el 
onjunto y sesit�ua en alguna posi
i�on dentro del �area 
ubierta por el bloque. La transforma
i�onse 
onsidera 
orre
ta siempre y 
uando la red transformada sea exa
tamente
omo la original pero 
on un par�ametro de red mayor y, en algunos 
asos, rotadarespe
to a la original. Esto es posible siempre que la red original tenga simetr��adis
reta de es
alado8 [146℄.No existe una norma que se pueda utilizar 
on \re
eta" para la asigna
i�on delvalor de los espines transformados, aunque la ele

i�on debe 
umplir 
iertas pro-piedades. Por ejemplo, si 
onsideramos una red de espines en que 
ada uno puedetomar s�olo dos valores �1, tambi�en el esp��n representante de un 
ierto 
onjuntodebe tomar s�olo estos dos valores. Un ejemplo de este tipo de transforma
ioneses la regla de la mayor��a que 
onsiste en asignar a sI el signo mayoritario deentre los espines fsigI del 
onjunto I-�esimo. Para �jar ideas, y 
omo ejemplo,supongamos una red 
uadrada in�nita de par�ametro a [Fig. 2.2(a)℄ en que ha-
emos una agrupa
i�on 
on 
uadrados de b espines por lado (b = 3 en este 
aso).Al pasar a los espines transformados por la regla de la mayor��a [Fig. 2.3(b)℄, seobtiene una red de par�ametro ba. As�� pues, al ha
er la agrupa
i�on, en general elpar�ametro de red 
ambia 
omo: a! a(b) = ba: (2.6)En este ejemplo 
on
reto se ha utilizado b = 3 pero, en adelante, 
onsideraremosque una agrupa
i�on gen�eri
a viene parametrizada por un 
ierto par�ametro b que,en general, puede ser 
ualquier real positivo.ii) Renormaliza
i�on: Si, tras ha
er la transforma
i�on anterior, se rees
alan las dis-tan
ias en la red de tal manera que en las nuevas unidades los espines trans-formados est�en separados por la distan
ia original a, se 
onsigue que el siste-ma transformado sea isomorfo al original [Fig. 2.2(
)℄, aunque la 
on�gura
i�onde los espines ser�a lo
almente diferente y, 
omo se ver�a m�as adelante, s�olo en7Utilizo el t�ermino agrupa
i�on para designar la opera
i�on que en ingl�es se denomina 
omo blo
king .8Tradu

i�on de dis
rete s
aling symmetry.
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i�onb = 3 a
(a) Agrup.

a(b) = ba
Renorm.(b) (
)Figura 2.2: (a) Agrupa
i�on 
on par�ametro b = 3 en una red 
uadrada de par�ametro a. (b)Resultado de ha
er la agrupa
i�on. (
) Red renormalizada.
iertas 
ondi
iones puede 
onsiderarse estad��sti
amente igual a la red original.Este pro
edimiento 
onsiste simplemente en renormalizar las distan
ias al nuevopar�ametro de red. Por esto tiene sentido referirse a esta opera
i�on 
on el t�ermino\Renormaliza
i�on". Wilson, trabajando en el espa
io de momentos [140℄, justi�-
a este nombre por la transforma
i�on de los espines al apli
ar la transforma
i�ondel GR. Aunque aparentemente es un motivo distinto, los dos son v�alidos puestoque, 
on la �nalidad de que el sistema transformado sea lo m�as pare
ido posibleal original, se renormalizan tanto las distan
ias 
omo el valor de los espines.Resumiendo, en esta opera
i�on, si R es una 
ierta distan
ia en el espa
io real, ladistan
ia redu
ida r � R=a transforma 
omo:r ! r(b) = Ra(b) = b�1r; (2.7)donde se ha utilizado (2.6).Por otro lado, 
on la �nalidad de que el sistema transformado sea formalmenteigual al original, ser��a deseable que la distribu
i�on P (f�p(b)g; fsi(b)g; b) en el sis-tema transformado fuese formalmente igual que la no transformada P (f�pg; fsig).En general, esto es imposible si ini
ialmente el n�umero de 
onstantes de a
opla-miento es �nito. Esto es as�� porque, al ha
er la agrupa
i�on, apare
en in�nitas
onstantes de a
oplamiento entre los espines transformados9 .9Es f�a
il 
onven
erse de esto a partir de un ejemplo. En la Ref. 150 se apli
an las ideas del GRen redes de espines tipo Ising y, 
on
retamente, la resolu
i�on del problema mediante el desarrolloen 
umulantes des
ribe este problema de manera 
lara. El mismo problema se en
uentra resumidoen [11℄. A parte, en uno de los art��
ulos de revisi�on [138℄ de M.E. Fisher, tambi�en se trata de formaex
elente este problema sin apli
arlo a ning�un ejemplo 
on
reto.
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iente 
on pedir que quede invariante ladistribu
i�on 
on respe
to a las 
onstantes que son distintas de 
ero originalmente.De esta manera, las nuevas 
onstantes de a
oplamiento f�p(b)g se pueden a
abarexpresando en fun
i�on de las 
onstantes originales mediante una apli
a
i�on deltipo �p(b) = Rp[~�(1); b℄; (2.8)donde, para abreviar, se ha de�nido ~�(1) que equivale a f�pg. En adelante, seutilizar�a ~� en vez de ~�(1) pero, en este 
aso, se ha indi
ado expl��
itamente ladependen
ia 
on b para remar
ar que el sistema original 
orresponde a b = 1. Laexpresi�on (2.8) se puede es
ribir 
on una nota
i�on alternativa 
omo:~�(b) = ~R[~�(1); b℄: (2.9)A partir de este punto, utilizaremos esta expresi�on (o equivalentemente (2.8))
omo de�ni
i�on de la transforma
i�on 
ombinada de la agrupa
i�on y posteriorrenormaliza
i�on y, tal 
omo se ha ido ha
iendo hasta este punto, se denomi-nar�a transforma
i�on del GR.2.2.2. Puntos �jos y super�
ie 
r��ti
aDesde un punto de vista geom�etri
o, podemos suponer que las 
onstantes de a
o-plamiento forman un espa
io, que llamaremos espa
io de las 
onstantes10. En general,tendr�a in�nitas dimensiones debido a que, 
omo se ha di
ho antes, al apli
ar la trans-forma
i�on del GR apare
en in�nitas 
onstantes de a
oplamiento aunque ini
ialmentese parta de un n�umero �nito. Geom�etri
amente, la apli
a
i�on repetida de la transfor-ma
i�on del GR des
ribe una traye
toria dis
reta (parametrizada por b) en el espa
iode 
onstantes de a
oplamiento.Experimentalmente se en
uentra que los sistemas que est�an 
er
a de una transi
i�onde fase de segundo orden son estad��sti
amente invariantes bajo transforma
iones dees
ala [151℄. Esto se pone de mani�esto dentro del mar
o del GR mediante el 
on
eptode punto �jo de la transforma
i�on del GR. Este punto se de�ne 
omo aqu�el que esinvariante bajo la transforma
i�on del GR. Matem�ati
amente, a partir de la e
ua
i�on(2.9) se de�ne 
omo aquel punto ~�� tal que~R[~��; b℄ = ~��: (2.10)10Este espa
io tambi�en se suele llamar espa
io de par�ameros, de Hamiltonianos y, hasta in
luso,espa
io de teor��as, aunque esta �ultima forma de nombrarlo tal vez no sea muy apropiada
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i�on a los fen�omenos 
r��ti
os y al Grupo de Renormaliza
i�onTeniendo en 
uenta que al efe
tuar una transforma
i�on del GR las distan
ias 
ambianseg�un (2.7), en un punto �jo, la longitud de 
orrela
i�on �(~��) 
umple que�(~��) = �(~��)=b; (2.11)de tal manera que �(~��) s�olo puede ser 0 o 1. Siguiendo este resultado, a un punto�jo en el que �(~��) = 0 se le llama punto �jo \trivial", mientras que uno en el que�(~��) =1 se denomina punto �jo 
r��ti
o. Un punto �jo 
r��ti
o des
ribe una transi
i�onde fase 
ontinua mientras que un punto �jo trivial puede des
ribir transi
iones de fasede primer orden [x 2.5℄ en que � es �nita o, simplemente, des
ribe una fase.En parti
ular, los puntos ~�� = 0 y ~�� =1 son 
laramente puntos �jos triviales en
ualquier sistema.El primero de ellos 
orresponde a un sistema en que, de forma efe
tiva, no haya
oplamiento entre los espines ni est�an a
oplados 
on ning�un 
ampo externo. Porejemplo, esto se observa en sistemas que est�an a temperatura muy alta y por esose a
ostumbra a llamar punto �jo de alta temperatura [146, 147℄. Por ejemplo, en unsistema de espines 
on intera

iones ferromagn�eti
as, �este es el punto �jo que des
ribela fase en que los espines se orientan aleatoriamente independientemente del resto.No obstante, �este no es el �uni
o 
aso en que se observa una gran independen
ia del
omportamiento de los espines, sino que, en un sistema 
on desorden (no t�ermi
o) muyalto, tambi�en se observa una gran independen
ia entre los espines y por tanto es 
omosi, de forma efe
tiva, no intera

ionasen. Tomando esto en 
onsidera
i�on, tal vez ser��am�as apropiado llamar a este punto �jo 
omo punto �jo de baja intera

i�on.Por el 
ontrario, el punto �jo ~�� =1, 
orresponde al 
aso en que tanto la tempera-tura 
omo el desorden en el sistema tienden a 0, o bien, la intera

i�on entre los espineses muy fuerte. En 
ualquiera de estos 
asos existe un orden perfe
to en el sistema.Habitualmente, a este punto se le ha llamado punto �jo de baja temperatura pero, porla misma raz�on que antes, se le podr��a llamar punto �jo de alta intera

i�on. En unsistema de espines 
on intera

iones ferromagn�eti
as, este punto �jo des
ribe la faseen que todos los espines son paralelos o, 
omo veremos en la se

i�on x 2.5, bajo 
iertas
ondi
iones puede des
ribir una transi
i�on de fase de primer orden.En referen
ia a los puntos �jos 
r��ti
os, es importante de
ir que, en general, unatransforma
i�on del GR puede tener varios de ellos. Para 
ada uno, se de�ne 
omosuper�
ie 
r��ti
a11 el lugar geom�etri
o formado por todos los puntos del espa
io de11Tambi�en llamada variedad 
r��ti
a ya que, en general, la super�
ie 
r��ti
a no es una super�
ie sinouna hipersuper�
ie.
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onstantes que, bajo la repeti
i�on de la transforma
i�on del GR, 
uyen ha
ia el punto�jo.2.2.3. Comportamiento 
er
a de un punto �jo. Variables dees
alaCer
a de un punto �jo ~��, la E
. 2.8 se puede desarrollar 
omo:�q(b) = Rq[~��℄ +Xp Lqp[~��; b℄(�p � ��p) +O(2); (2.12)donde se ha de�nido un tensor de transforma
i�on lineal 
omoLqp[~��; b℄ � ��Rq(~�; b)��p �~�� : (2.13)De manera m�as 
ompa
ta, denotaremos este tensor 
omo $Lb, de tal forma que, aprimer orden, es posible es
ribir la rela
i�on (2.12) 
omo~�(b)� ~�� =$Lb �(~�� ~��): (2.14)Supongamos ahora que f�i(b)g son los autovalores de $Lb 
orrespondientes al 
onjuntode autove
tores fêig. Enton
es, por de�ni
i�on$Lb �êi = �i(b)êi; (2.15)y dado que dos transforma
iones su
esivas parametrizadas por b1 y b2, respe
tivamente,son equivalentes a una �uni
a transforma
i�on 
on par�ametro b1b2, se 
umple que$Lb1 ��$Lb2 �êi� =$Lb1b2 �êi; (2.16)Utilizando ahora la rela
i�on (2.15), se llega a la 
on
lusi�on de que�i(b1)�i(b2) = �i(b1b2); (2.17)
uya solu
i�on es �i(b) = byi; (2.18)donde fyig es un 
onjunto de 
onstantes que se a
ostumbran a llamar autovalores delGrupo de Renormaliza
i�on y, 
omo veremos, est�an rela
ionados 
on los exponentes
r��ti
os.
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i�on a los fen�omenos 
r��ti
os y al Grupo de Renormaliza
i�onEl 
onjunto de ve
tores fêig forma una base ortonormal. En 
onse
uen
ia, se pue-den expresar los ve
tores del espa
io de 
onstantes en di
ha base~�� ~�� =Xi uiêi: (2.19)En esta rela
i�on se han introdu
ido el 
onjunto de variables de es
ala fuig. Geom�etri-
amente tienen un sentido 
laro: la i-�esima variable de es
ala es la proye

i�on del ve
tor~�� ~�� sobre la dire

i�on del autove
tor êi.En 
ualquier 
aso, adem�as de esta propiedad geom�etri
a, la propiedad m�as impor-tante de las variables de es
ala es que transforman de forma extremadamente sen
illaal apli
ar la transforma
i�on del GR:ui(b) = byiui: (2.20)Para llegar a esta rela
i�on hay que utilizar la e
ua
i�on (2.19) y una an�aloga para lasvariables transformadas. A partir de tales rela
iones, y utilizando (2.14), se obtiene$Lb � Xi uiêi! = Xi ui(b)êi (2.21)= Xi ui�i(b)êi: (2.22)Finalmente, igualando los dos miembros dere
hos de estas igualdades y utilizando larela
i�on (2.18), se llega f�a
ilmente a la e
ua
i�on (2.20).El 
ujo del GR en la dire

i�on de êi est�a rela
ionado 
on el signo de yi. Seg�un seaeste signo, se pueden distinguir tres 
asos:i) yi > 0 (�i(b) > 1): seg�un (2.20), ui(b) 
re
e al aumentar b, de manera que, en elespa
io de 
onstantes, el sistema se aleja del punto �jo. Se di
e en este 
aso queui es relevante. Por extensi�on se di
e que la dire

i�on de êi es relevante.ii) yi < 0 (�i(b) < 1): en este 
aso ui(b) de
re
e al aumentar b y, por tanto, el sistemase mueve ha
ia el punto �jo. En esta situa
i�on ui es irrelevante. En este 
aso ladire

i�on de êi es irrelevante.iii) yi = 0 (�i(b) = 1): ui(b) no 
ambia al variar b, pero realmente, en este 
asono se puede dedu
ir 
on seguridad el 
omportamiento del 
ujo del GR en laaproxima
i�on lineal y es ne
esaria una aproxima
i�on mejor. En esta situa
i�on,se di
e que ui es marginal y la dire

i�on de êi tambi�en es marginal.



2.2. Grupo de Renormaliza
i�on 53

2e
r

3e
r

1e
r

Alta interacción

Baja interacción

PFC

Figura 2.3: Flujo esquem�ati
o del GR en la aproxima
i�on lineal visto desde el sistemade referen
ia de los ve
tores fê1; ê2; ê3g propios de $Lb. En este 
aso la super�
ie 
r��ti
a esbidimensional y, en la aproxima
i�on lineal, es un plano generado por las dire

iones ê2 y ê3,que suponemos irrelevantes. Todos los puntos 
on u1 = 0 pertene
en a la super�
ie 
r��ti
ay tienden ha
ia el punto �jo 
r��ti
o (PFC). En 
ambio, los puntos que no pertene
en a lasuper�
ie 
r��ti
a se alejan del punto �jo 
r��ti
o tendiendo al punto �jo de alta intera

i�on ode baja intera

i�on seg�un si ini
ialmente u1 > 0 o u1 < 0, respe
tivamente.En la Fig. 2.3 se representa esquem�ati
amente el 
ujo del GR para un espa
io de
onstantes tridimensional en que hay una dire

i�on relevante (ê1) y dos irrelevantes (ê2y ê3). En estas 
ondi
iones, todos los puntos en que u1 = 0, s�olo tienen 
omponentesirrelevantes y est�an sobre la super�
ie 
r��ti
a puesto que al apli
ar repetidamente latransforma
i�on del GR tienden al punto �jo. A partir de esto, se dedu
e que un sistemaque ya
e sobre la super�
ie 
r��ti
a, tiene las mismas 
ara
ter��sti
as a grandes distan
iasque uno que se en
uentre ini
ialmente en el punto �jo 
r��ti
o y, 
omo 
onse
uen
ia,toda la super�
ie 
r��ti
a tiene longitud de 
orrela
i�on in�nita.Enlazando 
on la se

i�on x 2.2.2, desde el punto de vista del 
ujo del GR, un punto�jo 
r��ti
o se 
ara
teriza por tener al menos una dire

i�on relevante. En 
ambio, todaslas dire

iones aso
iadas a un punto �jo trivial son irrelevantes.Para �nalizar esta se

i�on, es interesante puntualizar que, a partir de la e
ua
i�on(2.19) se ve 
laramente que el 
ujo en el sistema de referen
ia de las 
onstantes de a
o-plamiento f�pg se obtiene a partir del 
ujo en el sistema de�nido por los autove
tores



54 Cap��tulo 2. Introdu

i�on a los fen�omenos 
r��ti
os y al Grupo de Renormaliza
i�onfêig ha
iendo una trasla
i�on y una rota
i�on.2.2.4. Rela
iones de es
ala. Invariantes bajo la transforma-
i�on del GRAl ha
er una transforma
i�on del GR 
er
a de un punto 
r��ti
o, hay numerososobservables que transforman 
omo [147℄:A(~�(b); b) = baA(~�); (2.23)donde se supone que la magnitudA depende de na 
onstantes de a
oplamiento (dim(~�) =na). Es importante remar
ar que, en algunos 
asos, s�olo alguna de las 
ontribu
ionesa un 
ierto observable se 
omporta de la forma (2.23). En esta tesis (Cap��tulo 5) sepresentan varios ejemplos en que un 
ierto observable se puede expresar 
omo la sumade dos 
ontribu
iones que se 
omportan de manera diferente al apli
ar la transforma-
i�on del GR. Un ejemplo tradi
ional de 
omportamiento de este tipo es el 
ambio dela energ��a libre bajo la transforma
i�on del GR [147℄.En adelante, 
onsideraremos la dependen
ia de la fun
i�on gen�eri
a A 
on las va-riables de es
ala ~u � fuig en vez de 
on las 
onstantes de a
oplamiento ~� puesto que,
omo ya se ha visto, las variables de es
ala transforman de forma m�as sen
illa que las
onstantes de a
oplamiento. En 
ualquier 
aso, el paso de unas variables a otras esdire
to utilizando la rela
i�on (2.19)12.Ahora, utilizando la transforma
i�on de A dada por (2.23) y la de una 
ualquierade las variables de es
ala (por ejemplo uj), dada por la e
ua
i�on (2.20), vemos que elprodu
to A(~u)u�a=yjj es invariante bajo la transforma
i�on del GR:A(~u(b); b)(uj(b))�a=yj = baA(~u) (byjuj)�a=yj = A(~u)u�a=yjj : (2.24)A nivel de nota
i�on, de�niremos un operador de invarian
ia I que da 
omo resultadoel produ
to invariante de las magnitudes sobre las que a
t�ua. En el 
aso parti
ular delas magnitudes A y u es I[A(~u); uj℄ = A(~u)u�a=yjj : (2.25)El invariante I[A(~u); uj℄ depende s�olo de las variables de es
ala fuig pero, seg�un(2.20), fuera del punto �jo, �estas no permane
en invariantes al apli
ar la transfor-ma
i�on del GR, de manera que I[A(~u); uj℄ no puede depender de 
ada una de ellasindividualmente, sino que debe depender de invariantes 
onstruidos a partir de ellas.12Siempre que la linealiza
i�on (2.19) del GR sea apli
able, 
laro est�a.
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esario pues bus
ar los invariantes que se pueden obtener a partir de las variablesde es
ala. Dada una pareja de variables de es
ala (ui; uj), un posible invariante esI[ui; uj℄ = uiu�yi=yjj : (2.26)Siguiendo esta l��nea, se podr��an ir formando invariantes que impliquen tres variables dees
ala o m�as pero esto no es ne
esario puesto que \
ualquier invariante formado 
on nvariables de es
ala se puede expresar 
omo produ
to de n� 1 poten
ias de invariantesde pares".Para demostrar que esta a�rma
i�on es 
orre
ta, 
onsideremos el siguiente invariantede n variables de es
ala I[u1; u2; : : : ; un℄ = nYi=1 uqii ; (2.27)donde los 
oe�
ientes fqig deben 
umplir quePni=1 yiqi = 0 para que haya invarian
ia.Si ahora rede�nimos los 
oe�
ientes fqig en fun
i�on de un nuevo 
onjunto de 
oe-�
ientes fpig 
omo qi = 8>>><>>>:p1; i = 1pi � pi�1 yi�1yi ; i = 2; 3; : : : n� 1�pn�1 yn�1yn ; i = n (2.28)se obtiene la expresi�on que bus
amos en que se expresa el invariante I[u1; u2; : : : un℄
omo produ
to de poten
ias de n� 1 invariantes de paresI[u1; u2; : : : ; un℄ = n�1Yi=1 (I[ui; ui+1℄)pi : (2.29)Tras todas estas 
onsidera
iones, podemos expresar el invariante I[A(~u); uj℄ 
omofun
i�on de na � 1 invariantes de pares:I[A(~u); uj℄ = ~A (I[u1; u2℄; I[u2; u3℄; : : : ; I[una�1; una℄) ; (2.30)donde ~A es una fun
i�on de es
ala. En general se llama fun
i�on de es
ala a la fun
i�onque da la dependen
ia de un determinado invariante 
on los invariantes formados 
onlas variables de es
ala del problema. Por propia de�ni
i�on, una fun
i�on de es
ala esinvariante bajo la transforma
i�on del GR.Finalmente, utilizando (2.25) y (2.26), se obtiene la dependen
ia de la fun
i�on A:A(~u) = ua=yjj ~A�u1u�y1=y22 ; u2u�y2=y33 ; : : : ; una�1u�yna�1=ynana � : (2.31)
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i�on a los fen�omenos 
r��ti
os y al Grupo de Renormaliza
i�onUna propiedad de los invariantes que ya se ha utilizado de manera impl��
ita esque, si I[ui; uj℄ es invariante, l�ogi
amente tambi�en lo es (I[ui; uj℄)p, donde p es un real
ualquiera. Esta propiedad ha
e que la forma en que se han presentado los invariantesno sea �uni
a. Por ejemplo, elevando el invariante expresado en (2.26) a yj obtenemos elinvariante uyji uyij que es totalmente equivalente al primero. De esta manera, se puedenexpresar las e
ua
iones de in�nitas formas distintas pero equivalentes entre s��.Bas�andose en razonamientos similares, la dependen
ia del observable A se puedeexpresar de in�nitas formas diferentes pero equivalentes, siempre y 
uando los inva-riantes de pares que se introduz
an 
omo dependen
ia 
on las variables de es
ala seanindependientes entre s��13 . Por ejemplo, una forma equivalente a (2.31) podr��a ser:A(~u) = ua=ykk �A (uyi1 uy1i ; uy42 uy24 ; : : : ) : (2.32)Normalmente se supone que, en las rela
iones de es
ala, s�olo intervienen las va-riables relevantes puesto que las irrelevantes no juegan un papel importante a lar-gas distan
ias. De todas formas, en algunos 
asos las variables irrelevantes llamadas\peligrosas" juegan un papel importante y pueden dar lugar a 
orre

iones al es
ala-do [20, 147℄.En toda esta dis
usi�on y en las que siguen, si no se di
e lo 
ontrario, se 
onsideraque fui > 0g para que al elevar a poten
ias no enteras resulte un n�umero real. Estose ha 
onsiderado as�� para ha
er la introdu

i�on m�as 
lara, pero la extensi�on al 
asoen que algunas variables son negativas es sen
illa. En la pr�a
ti
a, se suele resolverutilizando siempre el m�odulo de las variables de es
ala y de�niendo una fun
i�on dees
ala ~A~� 
uyo sub��ndi
e en forma de ve
tor ~� tiene en 
uenta el signo de 
ada variable(a 
ada 
ombina
i�on distinta de signos de las variables de es
ala le 
orresponde unafun
i�on de es
ala diferente). As�� pues, la E
. (2.31) se puede es
ribir 
omoA(~u) = jujja=yj ~A~� �ju1jju2j�y1=y2 ; ju2jju3j�y2=y3 ; : : : ; juna�1jjunaj�yna�1=yna� : (2.33)En el 
aso parti
ular en que s�olo se 
onsideren dos variables de es
ala u1 y u2, 
onu2 > 0, la rela
i�on de es
ala (2.33) se es
ribe 
omo:A(~u) = ju1ja=y1 ~A� �ju1jju2j�y1=y2� = 8<:ju1ja=y1 ~A+ �ju1jju2j�y1=y2� ; u1 > 0ju1ja=y1 ~A� �ju1jju2j�y1=y2j� ; u1 < 0: (2.34)13Se 
onsideran invariantes independientes aquellos que no se pueden obtener 
omo produ
to deotros invariantes elevados a 
ualquier poten
ia.
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i�on del GR 
on los fen�omenos 
r��ti
osHasta este punto, todo lo expuesto 
on referen
ia al GR ha estado rela
ionado b�asi-
amente 
on el 
omportamiento de sistemas de espines gobernados por la distribu
i�on(2.4) al ha
er un 
ambio de es
ala. Todo se ha llevado a 
abo estudiando el 
ujo delGR en el espa
io de 
onstantes de a
oplamiento. Aunque desde un punto de vistate�ori
o las variables de es
ala son �utiles, t��pi
amente no son las magnitudes de 
ontrolque se pueden variar externamente en un sistema en que tenga lugar una transi
i�onde fase. Como vimos en el 
ap��tulo 1, las magnitudes de 
ontrol que se suelen variarson, por ejemplo, la temperatura, la presi�on, el 
ampo magn�eti
o o el desorden.Es ne
esario pues rela
ionar el formalismo del GR 
on las variables de 
ontrol parapoder apli
ar las ideas del GR a fen�omenos 
r��ti
os. La idea prin
ipal que lleva aesta uni�on es suponer que a 
ada 
onjunto de valores de las variables de 
ontrol le
orresponde un punto en el espa
io de 
onstantes. Como ya se ha di
ho, el n�umero de
onstantes de a
oplamiento (y por tanto de variables de es
ala) es in�nito y, en 
ambio,el n�umero de variables de 
ontrol es �nito. De esto se desprende que, generalmente,el 
onjunto a

esible de valores de las variables de 
ontrol no permite re
orrer todoel espa
io de 
onstantes sino que la explora
i�on se ve restringida s�olo a una zona. Elhe
ho importante es que, aunque no se pueda re
orrer todo el espa
io de 
onstantes,si para alg�un determinado valor de las variables de 
ontrol, el sistema se sit�ua sobre lasuper�
ie 
r��ti
a en un determinado punto llamado punto 
r��ti
o14, su 
omportamientovendr�a di
tado por el punto �jo 
r��ti
o que genera la super�
ie 
r��ti
a en 
uesti�on.Matem�ati
amente podemos poner estas ideas de mani�esto suponiendo que tene-mos un 
onjunto de nf variables de 
ontrol15 f	i; i = 1; 2; : : : ; nfg 
uya varia
i�ongenera un 
amino en el espa
io de 
onstantes que, de forma param�etri
a, representa-remos por ~�(~	). De nuevo, es mejor ha
er el estudio en t�erminos de las variables dees
ala, porque es para �estas para las que se han propuesto las rela
iones de es
ala en lase

i�on x 2.2.4 y, �nalmente, son �estas las rela
iones que se utilizan en la pr�a
ti
a. Ent�erminos de las variables de es
ala, el 
amino lo denotaremos 
omo ~u(~	). Por exten-si�on del t�ermino \super�
ie 
r��ti
a", llamaremos super�
ie f��si
a a la regi�on de�nidapor ~u(~	).Surge un problema importante en este punto, y es que, tanto la dependen
ia en ~	14Es importante notar que, aunque este nombre es similar a \punto �jo 
r��ti
o", el 
on
epto esdiferente. El punto 
r��ti
o es un punto situado en la super�
ie 
r��ti
a pero no tiene porqu�e ser elpunto �jo que la genera, y de he
ho, en general no lo es.15A diferen
ia de la nota
i�on introdu
ida en la se

i�on x 1.1, alguno de los 	i puede ser la tempe-ratura.
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i�on a los fen�omenos 
r��ti
os y al Grupo de Renormaliza
i�onde ~�(~	) 
omo la de ~u(~	), es des
ono
ida [19,147℄. Sin embargo, se supone que es unadependen
ia anal��ti
a, lo que permite desarrollar en serie 
ada una de las variables dees
ala en torno al punto 
r��ti
o ~	
:~u(~	) =~u(~	
) +Xi "�~u(~	)�	i #~	
 (	i � 	
i)+Xi;j " �2~u(~	)�	i�	j #~	
 (	i � 	
i) (	j � 	
j) +O(3): (2.35)Generalmente se asume que si hay nf variables de 
ontrol que permiten aproximarseo alejarse del punto 
r��ti
o de forma independiente, deben existir nf dire

iones rele-vantes en el espa
io de las 
onstantes de a
oplamiento para dar 
uenta de las distintasformas independientes de variar la distan
ia a la super�
ie 
r��ti
a.A partir de la rela
i�on (2.35) entre las variables de 
ontrol y las variables de es
ala,se pueden expresar las rela
iones de es
ala del tipo (2.31) en fun
i�on de las variablesde 
ontrol, y esto es lo que interesa en la mayor��a de 
asos reales.Para 
on
retar, supongamos el modelo de Ising ferromagn�eti
o. En este 
aso haydos variables de 
ontrol: la temperatura T y el 
ampo magn�eti
o H. A estas variablesde 
ontrol se les aso
ian dos dire

iones relevantes en el espa
io de par�ametros 
onvariables de es
ala uT y uH . La nota
i�on utilizada est�a justi�
ada por el he
ho de queel punto 
r��ti
o en equilibrio tiene lugar para H = H
 = 0, de manera que el operador$L debe ser diagonal por bloques de tal forma que el subespa
io par (invariante bajo el
ambio fsig ! f�sig) no est�e 
one
tado 
on el subespa
io impar (impar bajo el 
ambiofsig ! f�sig). As�� pues, se 
onsidera que la variable uT pertene
e al subespa
io parmientras que uH pertene
e al subespa
io impar.Teniendo en 
uenta las 
ondi
iones de simetr��a, el 
aso parti
ular de la E
. (2.35)para uT y uH es: uT (T;H) � (T � T
)=T
 +O �(T � T
)2; H2� (2.36)uH(T;H) � H +O ((T � T
)H) ; (2.37)donde T
 es la temperatura en el punto 
r��ti
o.Se obtienen de esta manera dos de las variables de es
ala fenomenol�ogi
as introdu-
idas en el 
uadro 2.1.En la Fig. 2.4 se representa de forma esquem�ati
a el espa
io de las 
onstantes paraeste modelo y el 
ujo del GR. Supongamos que variamos la temperatura a 
ampoH
 = 0. En estas 
ondi
iones, es bien sabido que para la temperatura T
 el sistema
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i�on de fase de segundo orden, de manera que el 
amino ~u(T;H
)seguido por el sistema en el espa
io de las 
onstantes 
ruza la super�
ie 
r��ti
a en unpunto ~u(T
; H
). Cuando el sistema se en
uentra en este punto, a grandes es
alas, tienelas mismas 
ara
ter��sti
as que el punto �jo 
r��ti
o (PFC en la Fig. 2.4) puesto que,bajo la transforma
i�on del GR, tiende ha
ia di
ho punto �jo. En 
ambio, el 
ujo delGR en los puntos ~u(T > T
; H
) tiende ha
ia el punto de alta intera

i�on, mientrasque, a partir de 
ualquier punto ~u(T < T
; H
), tiende al punto de baja intera

i�on.Si el punto 
r��ti
o est�a su�
ientemente 
er
ano al punto �jo, ser�a v�alida la apro-xima
i�on lineal del GR y las rela
iones de es
ala [E
. 2.31℄ se podr�an expresar ent�erminos de las variables de 
ontrol del problema utilizando las rela
iones (2.36) y(2.37). Considerando 
omo �uni
as variables de es
ala uT y uH , y dejando a un lado lasvariables irrelevantes, se obtieneA(T;H) = ua=yTT ~A�uHu�yH=yTT � � �T � T
T
 �a� ~A�H [(T � T
)=T
℄��Æ� ; (2.38)a primer orden. Los exponentes 
r��ti
os �, � y Æ est�an de�nidos en el 
uadro 2.1 y,seg�un la e
ua
i�on (2.1), 
umplen las rela
iones siguientes:� � �T
 � TT
 ��� ; (2.39)M � �T
 � TT
 �� ; (2.40)H � jM jÆsigno(M); (2.41)donde, de a
uerdo 
on el 
uadro 2.1, M es la magnetiza
i�on y � es la longitud de
orrela
i�on. Para obtener el �ultimo miembro de la E
. (2.38) es ne
esario rela
ionarlos autovalores del Grupo de Renormaliza
i�on 
on los exponentes 
r��ti
os 
omo:yT � 1=� ; yH � �Æ� : (2.42)Al rela
ionar las ideas del GR 
on los fen�omenos 
r��ti
os, siempre apare
e la rela
i�onne
esaria entre los exponentes 
r��ti
os (de�nidos antes de que Wilson propusiera elGR) y los autovalores del GR. Esto resuelve el prin
ipal problema de la formula
i�onde Kadano� [149℄ que ne
esitaba introdu
ir la hip�otesis de que las variables de es
alafenomenol�ogi
as var��an de forma poten
ial al ha
er una transforma
i�on de es
ala. En
ambio, al linealizar el GR, esta 
ondi
i�on apare
e de forma natural a partir de (2.20)y (2.35).Todos los exponentes 
r��ti
os introdu
idos en el 
uadro 2.1 se pueden expresaren fun
i�on de s�olo dos autovalores del GR, lo que impli
a que no pueden ser todos
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Baja interacciónFigura 2.4: Espa
io de las 
onstantes en que se representa el 
amino ~u(T;H
) que sigueel sistema al variar la temperatura a 
ampo H = H
 (H
 = 0 en el modelo de Ising ferro-magn�eti
o en equilibrio). El 
amino 
ruza la super�
ie 
r��ti
a en el punto 
r��ti
o (PC) y, taly 
omo se indi
a 
on una 
e
ha, en esta situa
i�on el sistema evolu
iona ha
ia el punto �jobajo la transforma
i�on del GR. Tambi�en se indi
a 
on 
e
has el 
ujo del GR para T > T
 yT < T
.independientes entre s�� y deben que 
umplir 
iertas rela
iones entre ellos. Como yase dijo en la introdu

i�on, estas rela
iones se hab��an en
ontrado previamente 
on lateor��a de Widom y Kadano�. No se dar�an aqu�� expl��
itamente estas rela
iones perono es dif��
il obtenerlas. Este punto est�a bien tratado en la Ref. 134, por ejemplo.Como ejemplo, parti
ularizando la E
. (2.38) a la longitud de 
orrela
i�on y a lamagnetiza
i�on 
er
a del punto 
r��ti
o, se llega a las expresiones siguientes:�(T;H) = j(T � T
)=T
j�� ~�� �Hj(T � T
)=T
j��Æ� (2.43)M(T;H) = j(T � T
)=T
j� ~M� �Hj(T � T
)=T
j��Æ� : (2.44)L�ogi
amente, estas rela
iones de es
ala 
oin
iden 
on las propuestas utilizando pro
e-dimientos tradi
ionales [134℄ distintos al formalismo de invariantes introdu
ido aqu��.Por otro lado, en un 
uido en que la densidad en estado l��quido es �L y en estadogas es �g, la diferen
ia �L � �g juega un papel similar al de la dis
ontinuidad de lamagnetiza
i�on en sistemas magn�eti
os. Por tanto, a p = p
 [134℄,�L � �g � �T
 � TT
 �� : (2.45)
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omportamiento expli
a dire
tamente el es
alado propuesto por Guggenheim en1945 [135℄ 
on � = 1=3. Guggenheim interpret�o el es
alado 
omo una extensi�on delprin
ipio de estados 
orrespondientes y, en 
ambio, en t�erminos de la teor��a modernase dedu
e dire
tamente que el 
omportamiento es de la forma (2.45).Visto esto, de forma resumida, se puede de
ir que las rela
iones de es
ala en fun
i�onde las variables de 
ontrol son v�alidas siempre que se den dos 
ondi
iones:El punto 
r��ti
o debe estar su�
ientemente 
er
a del punto �jo 
r��ti
o 
omo paraque la linealiza
i�on (2.12) sea v�alida y, por tanto, sea 
orre
to 
onsiderar que lasrela
iones de es
ala dependen s�olo de las variables de es
ala [E
. 2.31℄.Las variables de 
ontrol no deben estar muy lejos del punto 
r��ti
o para que seaa
eptable 
onsiderar el desarrollo (2.35) hasta un orden �nito.Estas dos 
ondi
iones son independientes entre s�� puesto que la primera est�a rela-
ionada 
on el GR en s�� mismo y la segunda 
on la introdu

i�on de las variables de
ontrol en el problema.Adem�as de las 
ondi
iones enumeradas, en determinados 
asos, 
omo en el ejemplodel modelo de Ising ferromagn�eti
o, para llegar a una rela
i�on de es
ala del tipo (2.42),se han aprove
hado las simetr��as del problema, lo que permite que, a primer orden, lasvariables uT y uH queden desa
opladas (la primera depende s�olo de la temperatura yla segunda s�olo del 
ampo). En general, 
omo se ha visto, a�un a primer orden, no tieneporqu�e existir tal desa
oplo. Evidentemente, suponer que hay desa
oplo 
uando no lohay, e intentar extender la validez de las rela
iones de es
ala a valores de las variablesde 
ontrol en que el a
oplamiento sea notable, puede afe
tar al valor de los exponentes
r��ti
os obtenidos en la pr�a
ti
a.2.2.6. UniversalidadTal y 
omo se introdujo en la se

i�on x 2.1, se llama universalidad al he
ho de quesistemas distintos tengan en 
om�un el valor de los exponentes 
r��ti
os que 
ara
terizansu 
omportamiento 
er
a del punto 
r��ti
o [138, 144, 148℄. Seg�un esto, se di
e que dossistemas pertene
en a la misma 
lase de universalidad si se 
ara
terizan por el mismo
onjunto de exponentes.Por ejemplo, se ha demostrado experimentalmente que la transi
i�on l��quido{vaporen algunos 
uidos pertene
e a la misma 
lase de universalidad que el modelo de Isingtridimensional. Tambi�en pertene
en a esta 
lase algunos materiales magn�eti
os unia-xiales que, al �n y al 
abo, inspiraron el modelo de Ising. Para una revisi�on re
iente
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Figura 2.5: Representa
i�on es-quem�ati
a de dos sistemas v y w
on super�
ies de 
ontrol ~v(	v) y~w(	w), respe
tivamente. Los puntos
r��ti
os de ambos sistemas est�ansobre la super�
ie 
r��ti
a y se indi
an
on PCv y PCw para el sistema v yel w, respe
tivamente. El 
ujo delGR, 
omo en �guras anteriores, seindi
a 
on 
e
has.

PFC

)( vv Ψ
rr

)( ww Ψ
rr

Alta interacción

Baja interacción

PCv PCw

de otros sistemas que pertene
en a esta 
lase de universalidad y a otras, 
onsultar laRef. 148.El GR permiti�o entender la universalidad desde un punto de vista te�ori
o. Con
ep-tualmente, �este es uno de los logros m�as importantes del GR. Por esta raz�on, en estase

i�on se introdu
e brevemente la expli
a
i�on de la universalidad utilizando las ideasexpuestas sobre el GR.Para 
on
retar, supongamos una situa
i�on 
omo la representada en la Fig. 2.5.Se representan dos sistemas diferentes v y w tales que sus super�
ies f��si
as ~v(~	v) y~w(~	w), respe
tivamente, 
ruzan la misma super�
ie 
r��ti
a. En prin
ipio, las variablesde 
ontrol del sistema v no tienen porqu�e ser las mismas que las del sistema w. Porejemplo, en un sistema pueden ser la temperatura y el 
ampo magn�eti
o y, en elotro, pueden ser la temperatura y la presi�on hidrost�ati
a. El punto 
r��ti
o del sistemav (PCv) tiene lugar para ~	v = ~	v
 y, el del sistema w (PCw), o
urre para ~	w =~	w
 . En general, aunque las variables de 
ontrol de ambos sistemas sean las mismas,habitualmente ~	v
 6= ~	w
 .Consideremos ahora la energ��a libre por esp��n de 
ada uno de los sistemas. Llama-remos fv a la energ��a libre del sistema v y fw a la del sistema w. Es interesante utilizaresta magnitud 
omo punto de partida porque, demostrando la universalidad en ella,queda demostrada dire
tamente en el resto de observables que se derivan a partir de
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i�on del GR, esta magnitud transforma 
omo16fv(~v(b); b) = bdfv(~v); (2.46)fw(~w(b); b) = bdfw(~w); (2.47)para 
ada uno de los sistemas, donde d es la dimensi�on del sistema.Como se vio en la se

i�on x 2.2.4, si un observable transforma 
omo lo ha
e laenerg��a libre en (2.46) (o en (2.47)), enton
es (ver E
. (2.31)) se puede es
ribir 
omo:fv(~v) = vd=y11 ~fv �v1v�y1=y22 � (2.48)fw(~w) = wd=y11 ~fw �w1w�y1=y22 � ; (2.49)donde, para simpli�
ar, y sin p�erdida de generalidad, se ha he
ho la hip�otesis de queel espa
io de 
onstantes tiene s�olo dos variables de es
ala, de las que, al menos una, esrelevante. Como se puede ver, en ambas e
ua
iones apare
en los mismos autovaloresdel GR porque, 
omo se demostr�o en la se

i�on x 2.2.3, �estos s�olo dependen de latransforma
i�on del grupo de renormaliza
i�on ($Lb) en torno al punto �jo 
r��ti
o y nodependen del sistema en 
uesti�on. Esto es as�� siempre y 
uando la aproxima
i�on linealdel GR sea v�alida.Por otro lado, en la se

i�on x 2.2.5 se demostr�o que los exponentes 
r��ti
os est�andeterminados �uni
amente por los autovalores del GR. De este he
ho se dedu
e di-re
tamente que si los autovalores del GR son independientes del sistema, tambi�en loson los exponentes 
r��ti
os. En la Fig. 2.5 se muestra lo que su
ede en el espa
io de
onstantes. Cuando los dos sistemas, que en prin
ipio tienen 
ara
ter��sti
as diferentes,est�an en sus respe
tivos puntos 
r��ti
os, tienden al mismo punto �jo 
r��ti
o al apli
arreiteradamente la transforma
i�on del GR. Como 
onse
uen
ia, su 
omportamiento alargas distan
ias es igual y est�a 
ara
terizado �uni
amente por el punto �jo 
r��ti
o alque tienden. Visto esto, se 
on
luye que los sistemas que pertene
en a la misma 
lasede universalidad s�olo di�eren entre s�� en sus variables de es
ala irrelevantes.En todo este razonamiento, no se ha di
ho nada de la posible universalidad de lasfun
iones de es
ala ~fv y ~fw. En prin
ipio, �estas son fun
iones no universales ya quedeben dar 
uenta de fa
tores 
omo las simetr��as de 
ada sistema. As��, si por ejemploel sistema v es un ferromagneto y el w es un 
uido, el primero tiene unas simetr��as[x 2.2.5℄ que el segundo no tiene y, aunque su 
omportamiento 
r��ti
o est�e des
rito porlos mismos exponentes, no tienen porqu�e estar des
ritos por las mismas fun
iones de16Se puede demostrar que la transforma
i�on de la energ��a libre bajo la transforma
i�on del GRinvolu
ra tambi�en t�erminos anal��ti
os que no in
uyen de forma determinante en los es
alados [19,147℄.
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ala. Por ejemplo, la representa
i�on an�aloga para un sistema ferromagn�eti
o a la quese presenta para 
uidos en la Fig. 2.1 es T=T
 en fun
i�on de M=Mmax. En el 
aso de
uidos se observa una asimetr��a 
lara 
on respe
to al eje �=�
 = 0:5, mientras que enel 
aso de la 
urva de un sistema magn�eti
o 
on un eje de f�a
il imana
i�on, la 
urva
orrespondiente es perfe
tamente sim�etri
a 
on respe
to al ejeM = 0 (ver �gura 1 de laRef. 138). Sin embargo, las fun
iones de es
ala s�� se pueden 
onsiderar universales entresistemas que, a�un siendo distintos, tienen 
iertas 
ara
ter��sti
as en 
om�un. Esto de�neun 
on
epto de universalidad en sentido m�as fuerte [138℄. En prin
ipio, este 
on
eptono est�a tan rela
ionado 
on el GR 
omo la universalidad apli
ada �uni
amente a losexponentes 
r��ti
os.Un ejemplo de esta universalidad es el es
alado de la Fig. 2.1 en que los distintos
uidos, adem�as de tener los mismos exponentes 
r��ti
os, tienen las mismas fun
ionesde es
ala.2.3. Tama~no �nitoEstri
tamente hablando, en 
�al
ulos de me
�ani
a estad��sti
a las transi
iones defase tienen lugar s�olo en el l��mite termodin�ami
o en el que el volumen (V ) del sistemay el n�umero (N) de grados de libertad17 tienden a in�nito manteniendo la densidad� = N=V �jada. Esto es importante en esta tesis en que se presentan resultados desimula
iones num�eri
as que, l�ogi
amente, 
orresponden a sistemas de tama~no �nito.Por otro lado, la mayor��a de sistemas experimentales reales se 
ara
terizan portener un n�umero de part��
ulas muy grande y un volumen mu
ho mayor que el de laspart��
ulas individuales. Esto ha
e que, aunque estri
tamente, tanto N 
omo V sean�nitos, los sistemas experimentales presenten transi
iones de fase en que las magnitudestermodin�ami
as tienen un 
ar�a
ter singular limitado �uni
amente por la resolu
i�on delos aparatos de medida.En un punto 
r��ti
o ~	
, por ejemplo, el 
alor espe
���
o o la sus
eptibilidad magn�eti-
a presentan una divergen
ia te�ori
a si el sistema en 
uesti�on es in�nito. En 
ambio, siel sistema es �nito, en lugar de una divergen
ia en ~	
, presentan un pi
o en un 
iertopunto ~	
(L) diferente al punto 
r��ti
o [152{154℄. Estas 
ara
ter��sti
as supusieron elpunto de partida [155, 156℄ de la teor��a de es
alado de tama~no �nito (a menudo a lolargo de la tesis utilizaremos el a
r�onimo FSS derivado del ingl�es Finite-Size S
aling).B�asi
amente, esta teor��a permite extraer la informa
i�on 
r��ti
a partiendo de un siste-17En el 
aso de una red de espines, N es el n�umero total de espines en la red



2.3. Tama~no �nito 65ma �nito aunque, desde un punto de vista estri
to, sus 
ara
ter��sti
as no se puedan
onsiderar 
omo 
r��ti
as. Posteriormente, la teor��a de es
alado de tama~no �nito se haintrodu
ido desde el punto de vista del GR, tanto en el espa
io de momentos [157℄
omo en el espa
io real [156℄. Todos estos trabajos parten del 
ambio de la energ��alibre de un sistema bajo la transforma
i�on del GR, utilizando una distribu
i�on de
on�gura
iones de espines 
omo la dada en la E
. (2.5). Para evitar esta hip�otesis,utilizaremos el formalismo de invariantes introdu
ido en la se

i�on x 2.2.4.Consideremos un sistema hiper
�ubi
o d-dimensional 
on una longitud L por lado.Si se 
onsidera L dado en unidades del par�ametro de red, el sistema tiene L espinespor lado18. Teniendo en 
uenta el 
ambio de las longitudes bajo la transforma
i�on delgrupo de renormaliza
i�on dado por (2.7), L transforma 
omo:L! L(b) = b�1L: (2.50)A partir de esta e
ua
i�on, queda 
laro que la longitud del sistema permane
e inva-riante s�olo en dos 
asos. Uno de ellos es para L = 0 y no tiene sentido f��si
o porque,estri
tamente, signi�
a que no hay ning�un esp��n. El otro 
aso es L ! 1, que no esm�as que el l��mite termodin�ami
o del sistema. Esto 
on
uerda 
on el he
ho de que s�oloen el l��mite termodin�ami
o pueda existir un fen�omeno 
r��ti
o estri
to puesto que es lasitua
i�on en que el tama~no del sistema permane
e invariante bajo la transforma
i�ondel GR.De a
uerdo 
on este 
omportamiento, L�1 se 
onsidera habitualmente [20,147,156℄
omo una variable de es
ala relevante que s�olo se anula en el l��mite termodin�ami
o ypor tanto, igual que el resto de variables de es
ala, es 
ero en un punto �jo 
r��ti
o. De
ualquier manera, L�1 es una variable de es
ala pe
uliar ya que, independientementede la proximidad al punto �jo 
r��ti
o, su transforma
i�on viene dada por la e
ua
i�on(2.50), mientras que las variables de es
ala fuig s�olo 
ambian de forma poten
ial (E
.2.20) 
uando la aproxima
i�on lineal del GR es v�alida. Considerando pues L�1 
omouna variable relevante, el espa
io de 
onstantes se debe ampliar. En la Fig. 2.6 semuestra esquem�ati
amente esta situa
i�on en un espa
io en que se indi
a la super�
ie
r��ti
a 
on una l��nea y existen dos dire

iones relevantes. Una de ellas aso
iada a lavariable u1 (que 
onsideramos positiva por simpli
idad) y la otra aso
iada a L�1. Lasuper�
ie f��si
a en que experimentalmente nos podemos mover variando las variables18Se ha supuesto un sistema hiper
�ubi
o, pero el razonamiento que se va ha llevar a 
abo esindependiente de la forma 
on
reta del sistema. En general, se puede 
onsiderar que L es simplementeun tama~no 
ara
ter��sti
o 
omo puede serlo, por ejemplo, la longitud media de todas las dimensiones�nitas de un sistema.
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ontrol ~	 y L viene dada por ~u(~	;L). Tal y 
omo se ha indi
ado (
e
ha 0), s�oloen el 
aso en que el sistema se en
uentre exa
tamente en el punto 
r��ti
o (PC) el
ujo del GR tiende ha
ia el punto �jo 
r��ti
o (PFC). En 
ambio, en el 
aso en queestamos en el l��mite termodin�ami
o (L�1 = 0, pero u1 6= 0 (
e
ha 1)) el 
ujo del GRtiende al punto �jo de alta intera

i�on. Por tanto, se re
upera el 
omportamiento dell��mite termodin�ami
o representado en la Fig. 2.4. Por otro lado, 
ualquier punto enque u1 = 0 y L�1 > 0 (
e
ha 2) se 
ara
teriza por un 
ujo que tiende al punto en queL = 0. Esto tiene sentido en sistemas �nitos puesto que, al apli
ar repetidamente latransforma
i�on del GR, el tama~no del sistema disminuye. Por tanto, al ha
er un 
ierton�umero de itera
iones el sistema llegar�a a desapare
er. Por �ultimo, partiendo de puntos
omo el indi
ado 
on la 
e
ha 3 (u1 6= 0 y L�1 6= 0), se observa un 
omportamientomez
la entre los dos 
asos anteriores.A partir de la rela
i�on (2.50) se dedu
e que, para una 
ierta variable de es
ala ui,I[ui; L℄ = uiLyi; (2.51)es invariante bajo la transforma
i�on del GR.Consideremos ahora, igual que en la se

i�on x 2.2.4, un observable A que dependede na variables de es
ala y adem�as de L. Si en las proximidades de un punto �jo 
r��ti
oesta fun
i�on transforma 
omoA(~u(b);L(b); b) = baA(~u;L); (2.52)su dependen
ia se podr�a es
ribir 
omo en (2.31) pero a~nadiendo tambi�en la dependen-
ia 
on L mediante el invariante (2.51):A(~u;L) = ua=yjj ~A�u1u�y1=y22 ; u2u�y2=y33 ; : : : ; una�1u�yna�1=ynana ; uiLyi� : (2.53)Parti
ularizando para el 
aso en que i = j y de�niendo una nueva fun
i�on de es
ala �A
omo �A � (ujLyj)a=yj ~A; (2.54)se puede es
ribir (2.53) de forma alternativa 
omoA(~u;L) = L�a �A�u1u�y1=y22 ; u2u�y2=y33 ; : : : ; una�1u�yna�1=ynana ; ujLyj� : (2.55)El paso a la des
rip
i�on en fun
i�on de las variables de 
ontrol ~	 es dire
to introdu-
iendo ~u(~	) en las fun
iones de es
ala. En las proximidades del punto 
r��ti
o se puedeutilizar la e
ua
i�on (2.35) tal y 
omo se propuso en la se

i�on x 2.2.5.
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0Figura 2.6: Espa
io de 
onstantes esquem�ati
o 
on dos variables de es
ala relevantes u1 yL�1. Se ha 
onsiderado s�olo la regi�on en que u1 > 0 para simpli�
ar. La super�
ie 
r��ti
aest�a de�nida por u1 = L�1 = 0 y, en este 
aso, se esquematiza 
on una l��nea. Con 
e
has seindi
a el 
ujo del GR seg�un la posi
i�on ini
ial en la super�
ie f��si
a ~u(~	;L). Con la 
e
ha0 se indi
a el 
ujo de un sistema que se en
uentra en el punto 
r��ti
o (PC). La 
e
ha 1
orresponde a un sistema in�nito 
on u1 6= 0. La 
e
ha 2 
orresponde a un sistema �nito 
onu1 = 0. Y �nalmente, 
on la 
e
ha 3 se representa el 
omportamiento de un sistema �nito
on u1 6= 0.Supongamos, para simpli�
ar, que variamos s�olo una variable de 
ontrol 	 y que Adepende s�olo de una variable de es
ala relevante u y del tama~no. En estas 
ondi
ionesla E
. (2.55) se es
ribe de manera sen
illa:A(u(	);L) = L�a �A(u(	)Ly): (2.56)donde y es el autovalor del GR aso
iado a la variable u.De la 
ondi
i�on u(	
) = 0 se dedu
e que, para 
ono
er u(	), es ne
esario19 
ono
er	
. Este par�ametro, as�� 
omo los exponentes y y a, se pueden en
ontrar utilizandola e
ua
i�on (2.56) y la fun
i�on A(u(	);L) para varios tama~nos. Para ha
er esto essu�
iente 
on representar la 
urva LaA(u(	);L) para 
ada tama~no frente a u(	)Lyy bus
ar los valores de 	
, y y a para los que todas las 
urvas 
orrespondientes adistintos tama~nos 
olapsan en una sola. La 
urva que se 
onsigue de esta manera noes m�as que la fun
i�on de es
ala �A.As�� pues, la t�e
ni
a de es
alado de tama~no �nito permite extraer 
ara
ter��sti
as del19Cono
er 	
 es 
ondi
i�on ne
esaria para determinar u(	) y �uni
amente es su�
iente si se 
onsideras�olo la aproxima
i�on lineal en el desarrollo (2.35).
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r��ti
os y al Grupo de Renormaliza
i�onsistema in�nito a partir de los resultados 
orrespondientes a un sistema �nito. Estoha
e que esta t�e
ni
a se haya utilizado en innumerables trabajos de simula
i�on desdeque se propuso. En parti
ular, existen tres trabajos publi
ados por D. P. Landau que,por su 
er
an��a en el tiempo a la propuesta te�ori
a de Fisher en 1972, mere
en sermen
ionados porque fueron una de las primeras pruebas de la validez de la teor��a. Elprimero de estos trabajos trata el modelo de Ising en una red 
uadrada [158℄. En ela~no de publi
a
i�on de este trabajo ya se 
ono
��a desde ha
��a a~nos la solu
i�on exa
tade Onsager20 [161℄, lo que permiti�o 
omparar los resultados de la simula
i�on 
on losexa
tos. Tras este art��
ulo, D. P. Landau publi
�o estudios similares en el modelo deIsing ferromagn�eti
o en una red 
�ubi
a [162℄ y en el modelo de Ising antiferromagn�eti
otambi�en en una red 
�ubi
a [163℄.Por otro lado, gra
ias al desarrollo en la prepara
i�on de 
apas �nas, tambi�en anivel experimental se ha podido estudiar el es
alado de tama~no �nito. Ver por ejemplo[164{166℄.Enlazando 
on el ejemplo del modelo de Ising ferromagn�eti
o tratado en la se

i�onx 2.2.5, si 
onsideramos una red �nita, 
er
a del punto 
r��ti
o la longitud de 
orrela
i�ony la magnetiza
i�on se pueden es
ribir 
omo�(T;H;L) = L�� �H [(T � T
)=T
℄��Æ ; [(T � T
)=T
℄L1=�� ; (2.57)M(T;H;L) = L��=� �M �H [(T � T
)=T
℄��Æ ; [(T � T
)=T
℄L1=�� : (2.58)Justo en el punto 
r��ti
o, la longitud de 
orrela
i�on es in�nita en el l��mite termo-din�ami
o. En 
ambio, si el sistema es �nito, no se ha
e in�nita ya que � � L. De estose dedu
e que ��(0; 0) es �nita y que la longitud de 
orrela
i�on en el punto 
r��ti
o essimplemente propor
ional a L, de manera que la divergen
ia de � en el punto 
r��ti
ono viene dada por �(0; 0) sino por el prefa
tor L.La magnetiza
i�on para H = 0 se 
omporta 
omo:M(T ;L) = L��=� �M �[(T � T
)=T
℄L1=�� : (2.59)En la Fig. 2.7(a) se representa el es
alado 
orrespondiente a la E
. (2.59) 
omo ejemplo.Los datos 
orresponden a la magnetiza
i�on del modelo de Ising ferromagn�eti
o en unared 
uadrada 
on 
ondi
iones peri�odi
as de 
ontorno (extra��da de la Ref. 158). En esta�gura, N equivale a L en nuestra nota
i�on. Como se puede ver, el 
omportamiento dela fun
i�on de es
ala depende de si la temperatura es inferior o superior al T
.20Posteriormente a la solu
i�on de Onsager, se han propuesto otras formas alternativas [159, 160℄para llegar a la misma solu
i�on.
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Figura 2.7: Es
alado de tama~no �-nito 
orrespondiente a la magnetiza-
i�on. Extra��do de la Ref. 158. N equi-vale a L en nuestra nota
i�on.2.3.1. L��mite termodin�ami
oA partir de una rela
i�on de es
ala 
omo la (2.56) se pueden extraer 
iertas 
on-
lusiones sobre el 
omportamiento del observable A en el l��mite termodin�ami
o. Este
omportamiento depende b�asi
amente21 del signo de a y del 
omportamiento de lafun
i�on de es
ala �A(u(	)Ly) en el l��mite L ! 1 manteniendo 	 (y por tanto u(	))
onstante. En el l��mite termodin�ami
o se denotar�a el observable A 
omo A(u(	)).En el punto 
r��ti
o u(	
) = 0 y, 
omo 
onse
uen
ia, si �A(0) es �nita y no nula,A(0) = �A(0) limL!1L�a = 8><>: 0 ; a > 0�A(0) ; a = 01 ; a < 0 (2.60)y si �A(0) = 0 o bien �A(0) = 1, se debe ha
er el l��mite teniendo en 
uenta el 
om-portamiento de �A(0). De 
ualquier manera, habitualmente las posibles divergen
iasvienen dadas por el prefa
tor L�a=y y no por �A(0).Si el sistema no se en
uentra exa
tamente en el punto 
r��ti
o pero su�
ientemente
er
a, habitualmente se supone que, en el l��mite termodin�ami
o,A(u(	)) � (u(	))a=y; (2.61)donde, 
omo se ha venido ha
iendo en se

iones anteriores, se supone u(	) > 0.Para que (2.56) sea 
onsistente 
on (2.61) en el l��mite termodin�ami
o, �A debe tenerun 
omportamiento tal que �A(u(	)Ly) � (u(	)Ly)a=y : (2.62)21Re
ordar que, en la E
. (2.56), se 
onsidera que u es relevante y, por tanto, y > 0.
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r��ti
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i�onpara L grande.Si esto es 
ierto, al representar log[LaA(u(	)Ly)℄ en fun
i�on de log[u(	)Ly℄, el
omportamiento asint�oti
o debe ser una re
ta de pendiente a=y. Esto es justo lo quese observa en la Fig. 2.7 para T < T
. En este 
aso, el es
alado se 
onsigue para � = 1=8y la pendiente del 
omportamiento asint�oti
o 
oin
ide 
on este valor. Enton
es, en ell��mite termodin�ami
o, para T ligeramente inferior a T
, la magnetiza
i�on se 
omporta
omo M(T < T
) � j(T � T
)=T
j�1=8: (2.63)Sin embargo, en determinados 
asos, no es �este el 
omportamiento observado, sinoque se pueden dar 
omportamientos del tipo �A(u(	)Ly) � (u(	)Ly)
, donde 
 es una
onstante. En este 
aso A(u(	)) = 8><>: 0 ; 
 < a=y(u(	))a=y ; 
 = a=y1 ; 
 > a=y (2.64)Evidentemente 
uando 
 = a=y, se re
upera el 
omportamiento (2.61). En 
ambio, si
 < a=y, A(u(	)) es 
ero para 
ualquier u(	) > 0 y s�olo en el punto 
r��ti
o puedeno anularse seg�un sea el signo de a y el valor de �A(0) [E
. (2.60)℄. Si por el 
ontrario
 > a=y, enton
es A(u(	)) es in�nita para 
ualquier u(	) > 0.En la pr�a
ti
a, un 
omportamiento de este tipo se pone de mani�esto al representarLaA(u(	)Ly) en fun
i�on de u(	)Ly en un gr�a�
o log-log. El 
omportamiento asint�oti
odebe ser una re
ta 
on pendiente 
.Volviendo a la Fig. 2.7, para T < T
, el 
omportamiento asint�oti
o tiene unapendiente igual a �7=8 de tal manera que, seg�un la E
. (2.59) 
on � = 1=8, se obtieneM(T > T
;L!1) � limL!1L�1=� = 0: (2.65)Uniendo este resultado 
on el 
omportamiento para T < T
 [E
. 2.63℄ se re
upera el
omportamiento 
ono
ido sobre la magnetiza
i�on en el l��mite termodin�ami
o. Es de
ir,la magnetiza
i�on es nula por en
ima el punto 
r��ti
o, y diferente de 
ero por debajo.Otra posibilidad es un 
omportamiento exponen
ial del tipo�A(u(	)Ly) � exp[
1(u(	)Ly)
2℄; (2.66)donde 
1 y 
2 son 
onstantes. Este 
omportamiento se dete
ta representando el lo-garitmo de LaA(u(	);L) frente a u(	)Ly, lo que asint�oti
amente se debe 
omportar
omo ln[LaA(u(	);L)℄ = ln[ �A(u(	)Ly)℄ = 
1(u(	)Ly)
2 + 
te: (2.67)
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os 71En esta situa
i�on, 
onsiderando 
2 > 0, y des
artando el 
aso trivial 
on 
1 = 0, existendos posibilidades para A(u(	)):A(u(	)) = ( 0 ; 
1 < 0+1 ; 
1 > 0 (2.68)Son dos posibilidades que, en de�nitiva, llevan a un 
omportamiento en el l��mite ter-modin�ami
o equivalente al 
aso en que �A(u(	)Ly) � (u(	)Ly)
 (
omparar 
on E
.(2.64)).2.4. Sistemas din�ami
osHasta este punto s�olo se han tratado las ideas del GR apli
adas a sistemas enestados est�ati
os. La apli
a
i�on de las ideas del GR a sistemas din�ami
os se trata deforma extensa en las Refs. 19 y 167, por ejemplo.En esta se

i�on nos limitaremos a dar algunas indi
a
iones de 
�omo se apli
ar��a elformalismo de invariantes introdu
ido en la se

i�on x 2.2.4 a sistemas que involu
randependen
ias temporales.Veamos en primer lugar, en un 
aso sen
illo, 
�omo se debe 
ambiar la es
ala detiempo al ha
er una transforma
i�on del GR. Supongamos una red 
omo la de la Fig.2.2(a) en la que est�a 
ambiando la magnetiza
i�on. De forma simple, se puede de
ir queen este estado las paredes de un 
ierto dominio magn�eti
o se mueven una distan
iaR en un tiempo tR, empleando para esto un tiempo �a en propagarse de un esp��n asu ve
ino pr�oximo. Al ha
er la agrupa
i�on (paso de 2.2(a) a 2.2(b) en la Fig. 2.2)resultar��a natural ha
er la hip�otesis de que �a transforma 
omo�a ! �a(b) = b�a: (2.69)Esta transforma
i�on lleva a que, an�alogamente a lo que o
urre 
on r en la e
ua
i�on(2.7), bajo la transforma
i�on del GR, el tiempo redu
ido �r � tR=�a transforma 
omo�r ! �r(b) = b�1�r: (2.70)Para llegar a este resultado se ha he
ho la hip�otesis de que existe una simetr��atotal entre el espa
io y el tiempo, 
osa que impli
a el 
umplimiento exa
to de (2.69).Esto es 
ierto, por ejemplo, en ele
trodin�ami
a en ausen
ia de materia [168℄. Lamen-tablemente, para un medio material 
er
a de un punto 
r��ti
o, en general la hip�otesisde simetr��a entre espa
io y tiempo no es 
ierta. Para dar 
uenta de esta asimetr��a, se
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i�on a los fen�omenos 
r��ti
os y al Grupo de Renormaliza
i�ondebe introdu
ir en (2.69) un exponente de asimetr��a z, llamado exponente din�ami
o.De esta manera, la E
. (2.69) pasa a ser�a ! �a(b) = bz�a: (2.71)y por tanto, �r transforma 
omo �r ! �r(b) = b�z�r: (2.72)Como es bien sabido, los tiempos de relaja
i�on en un sistema din�ami
o en lasproximidades de un punto 
r��ti
o son extremadamente grandes y, te�ori
amente, justoen el punto 
r��ti
o divergen. Este he
ho se re
eja en la E
. (2.72) puesto que, si z > 0,
omo suele su
eder, los puntos �jos de la transforma
i�on son dos: uno de ellos es el
aso en que �r =1 y el otro es el 
aso �r = 0. El primero de los 
asos 
orresponde alpunto �jo 
r��ti
o, mientras que el segundo 
orresponde a un pro
eso instant�aneo queviola 
ausalidad.Utilizando ahora la transforma
i�on (2.72), un posible invariante formado por �r yuna 
ierta variable de es
ala ui es:I(ui; �r) = ui� yi=zr : (2.73)As�� pues, un observable din�ami
o A(~u; �r) que transforme 
omoA(~u(b); �r(b); b) = baA(~u; �); (2.74)se puede es
ribir de forma an�aloga a (2.31) pero a~nadiendo el invariante ui� yi=zr :A(~u; �r) = ua=yjj ~A�u1u�y1=y22 ; u2u�y2=y33 ; : : : ; una�1u�yna�1=ynana ; ui� yi=zr � ; (2.75)o, de forma alternativa,A(~u; �r) = ��a=zr �A�u1u�y1=y22 ; u2u�y2=y33 ; : : : ; una�1u�yna�1=ynana ; ui� yi=zr � : (2.76)2.5. Grupo de Renormaliza
i�on en transi
iones deprimer ordenHabitualmente, las ideas del GR se apli
an a las transi
iones 
ontinuas. Sin em-bargo, tambi�en se pueden apli
ar a las transi
iones de primer orden en que la longitudde 
orrela
i�on es �nita y el par�ametro de orden, que llamaremos m, presenta una dis-
ontinuidad. Las 
ondi
iones bajo las que m presenta una dis
ontinuidad dentro del
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i�on en transi
iones de primer orden 73mar
o del GR fueron propuestas por Nienhuis y Nauenberg en 1975 [169℄ para sistemastermodin�ami
os (T > 0). Suponiendo la existen
ia de un punto �jo 
r��ti
o en ~� = ~��que de�ne una super�
ie 
r��ti
a ��, los autores argumentan que las 
ondi
iones paraque exista una dis
ontinuidad �m en el par�ametro de orden son las siguientes (supon-dremos que las variables de 
ontrol son la temperatura T y un 
ampo H 
onjugado dem):1. Adem�as del punto �jo ~�� que de�ne la super�
ie 
r��ti
a ��, existe otro punto�jo en ~� = ~���. Este punto, al que los autores se re�eren 
omo punto �jo dedis
ontinuidad , de�ne una super�
ie de dis
ontinuidad ��� limitada por un ex-tremo por la super�
ie 
r��ti
a y formada por todos aquellos puntos del espa
iode par�ametros que tienden ha
ia ~��� al apli
ar la transforma
i�on del GR.2. En ~���, el autovalor ���H = �H(~���; b)=�H aso
iado al 
ampo H viene dado por22���H = b, donde b es el par�ametro de agrupa
i�on de la transforma
i�on del GR.3. El l��mite �m�� de la dis
ontinuidad �m(~�) del par�ametro de orden no se anula
uando ~� se aproxima a ~���.Por ejemplo, el punto �jo a T = 0 y H = 0 en un ferromagneto 
umple estas tres
ondi
iones.

22Nienhuis y Neuenberg demostraron num�eri
amente [170℄ que esta 
ondi
i�on se 
umple en elmodelo de Ising ferromagn�eti
o para T < T
.




