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Cap��tulo 3
Efeto de las utuaiones t�ermiasen las transiiones de fase deprimer orden

En el ap��tulo 1 vimos que las transiiones de fase de primer orden pueden ourrirpor efetos t�ermiamente ativados que haen que el sistema supere la barrera energ�eti-a que separa ambas fases. En general, el tiempo en que tiene lugar la transii�on de faseinduida por las utuaiones t�ermias es una variable aleatoria. Una forma est�andarde estimar diho tiempo es alulando el tiempo medio de primer paso sobre la barrerade energ��a. Siguiendo la notai�on introduida en el ap��tulo 1, llamaremos Hf y Lf alas fases entre las que tiene lugar la transii�on de fase. El formalismo l�asio de tiem-po de primer paso se desribe en la sei�on x 3.1 suponiendo una barrera de energ��agen�eria est�atia.Experimentalmente es habitual induir las transiiones de fase variando externa-mente un par�ametro de ontrol 	 (puede ser la temperatura, un ampo magn�etio,et...), lo que hae neesario el �alulo del tiempo de primer paso en ondiiones enque la barrera de energ��a no es est�atia. Lamentablemente, este problema no est�a re-suelto de forma exata y es neesario haer aproximaiones fenomenol�ogias. En lasei�on x 3.2 se propone una aproximai�on fenomenol�ogia al problema. En primerlugar, se formula el modelo desde un punto de vista general en la sei�on x 3.2.2. Uningrediente fundamental del modelo es la probabilidad de que ourra la transii�on porunidad de tiempo. En la formulai�on general no se asume ninguna forma onretapara esta probabilidad. Sin embargo, en las seiones siguientes se estudia el modelobajo tres hip�otesis distintas sobre la probabilidad de transii�on por unidad de tiempo.77



78 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenEstas hip�otesis se presentan en orden reiente de omplejidad y nos referiremos aellas omo modelo THI [x 3.2.3℄, modelo THII [x 3.2.4℄ y modelo THIII [x3.2.6℄. Elmodelo THI es puramente fenomenol�ogio y no inluye una relai�on expl��ita de laprobabilidad de transii�on por unidad de tiempo on la barrera de energ��a que separalas fases. En ambio, los modelos THII y THIII s�� se basan en una hip�otesis querelaiona la probabilidad de transii�on on la barrera de energ��a. Estos modelos nospermitir�an disutir algunos aspetos importantes omo el efeto de las utuaionest�ermias en la existenia de metaestabilidad [x 3.3.1 y x 3.3.2℄.Todas las onsideraiones que se haen en este ap��tulo haen referenia a sistemashomog�eneos tales que la transii�on tiene lugar en todo su volumen simult�aneamente.En las transiiones m�as omplejas omo la TM o aquellas que involuran desorden,tiene sentido suponer que las onsideraiones que se presentan son v�alidas individual-mente para ada parte del sistema en que ourre la transii�on \simult�aneamente"(por ejemplo, formai�on de un dominio de martensita). En partiular, los modelos sesuponen v�alidos para desribir el iniio de las transiiones de fase.Los resultados presentados en este ap��tulo se apliar�an a la interpretai�on de losresultados experimentales que se presentan en el ap��tulo 7 en relai�on on el efetode las utuaiones t�ermias en la TM de aleaiones on memoria de forma que, omovimos en la sei�on x 1.5.4, es un tema atualmente abierto. Enlazando on el p�arrafoanterior, en la sei�on x 7.3.3 del ap��tulo 7 veremos un ejemplo del efeto que tienenlas utuaiones t�ermias en la miroestrutura polidominio de la fase martens��tia.Por otro lado, en el ap��tulo 9 se estudiar�an algunas onseuenias de onsiderar lasutuaiones t�ermias en sistemas desordenados.3.1. Formalismo de tiempo de primer paso en on-diiones est�atias. Introdui�onEl problema del tiempo de primer paso [171, 172℄ sobre una barrera de energ��aest�atia se ha estudiado en el pasado para distintos tipos de barrera [173℄, ya sea deforma anal��tia o mediante m�etodos num�erios [174, 175℄.Consideremos un sistema homog�eneo que se enuentra en una fase Hf que, sinvariar ning�un par�ametro externo, sufre una transii�on de fase de primer orden a unafase Lf tras un periodo de tiempo (tiempo de inubai�on) omo onseuenia de unautuai�on t�ermia. El estado del sistema se suele desribir matem�atiamente me-diante una oordenada de reai�on � [173℄. En partiular, en las transiiones de fase, �
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Figura 3.1: Representai�on esquem�atiade una energ��a de Landau F on dos pozosen funi�on del par�ametro de orden �. Enel punto �s la energ��a presenta un m�aximoloal que separa las dos fases (Hf y Lf ).En el punto � = �r, la energ��a presentauna barrera reetora que permite onsi-derar una regi�on (� < �r) prohibida parael sistema.orresponde al par�ametro de orden . Para onretar, supondremos un sistema desritopor una energ��a libre de Landau F(�) on dos pozos omo la que se representa es-quem�atiamente en la Fig. 3.1. Desde un punto de vista maros�opio, onsideraremosque el sistema est�a en la fase Hf si � < �s y en la fase Lf si � � �s. De esta forma, latransii�on se produe uando � = �s. Es importante notar en este punto que ualquierteor��a de transiiones de fase basada en el formalismo del tiempo de primer paso s�oloes v�alida para desribir el iniio de la transii�on. Es deir, s�olo dan informai�on de loque ourre antes de que el sistema llegue a �s.Para determinar el tiempo de primer paso, es om�un asoiar una din�amia deLangevin a la variable �, de manera que su evolui�on en el tiempo viene dada por1:_� = �dF(�)d� + �r(t); (3.1)donde �r(t) es un t�ermino esto�astio on media ero y delta-orrelaionado en eltiempo: h�r(t)it = 0; h�r(t)�r(t0)it = 2DÆ(t� t0): (3.2)La imposii�on de estas ondiiones a �r(t) asegura que, en el l��mite t!1, el sistemallega a un estado de equilibrio regido por la distribui�on de Boltzmann. La intensidadde las utuaiones viene dada por el par�ametro D, ya que se debe umplir la relai�onde utuai�on-disipai�on D / kBT [176℄ on el �n de que el estado estaionario delsistema venga dado por la distribui�on de Boltzmann [177℄.Debido a que �(t) es un proeso esto�astio, la forma orreta de desribir el estadode un sistema es mediante la densidad de probabilidad p(�; t) de que el par�ametro de1En la lasi�ai�on de la Ref. 167, este es un aso partiular de la din�amia A en que el par�ametrode orden no se onserva.



80 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenorden sea � en el instante t. A partir de las Es. (3.1) y (3.2), se puede demostrar quela evolui�on temporal de p(�; t) sigue la euai�on de Fokker-Plank [172, 177, 178℄��tp(�; t) = ��� �dFd� p(�; t) +D ���p(�; t)� : (3.3)La solui�on estaionaria de esta euai�on es:pst(�) � e�F(�)=D: (3.4)La probabilidad P (t; �0) de que en el instante t no se haya produido la transii�on,si iniialmente �(t = 0) = �0, se obtiene integrando en la regi�on � < �s (fase Hf) laprobabilidad p(�; tj�0; 0) de que el sistema se enuentre en el estado � en el instantet, dado que en t = 0 se enontraba en el estado �0. Es deir,P (t; �0) = Z �s�1 p(�; tj�0; 0)d�: (3.5)A partir de esta probabilidad, obtenemos que la probabilidad de que el sistema hayainiiado la transii�on en el intervalo de tiempo [0; t℄ viene dada por la difereniaP (0; �0)� P (t; �0) = 1� P (t; �0); (3.6)donde se ha utilizado que P (0; �0) = 1 ya que el sistema se enuentra iniialmente en� = �0. Difereniando la E. (3.6) on respeto al tiempo, se obtiene que la probabi-lidad dP de que el sistema abandone la fase Hf en un instante ts (tiempo de primerpaso) omprendido entre t y t+ dt es:dP (t < ts < t+ dt) = � ��P (t; �0)�t � dt: (3.7)A partir de aqu��, se dedue que el k-�esimo momento del tiempo de primer paso serelaiona on la probabilidad P (t; �0) omohtksi(�0) = � Z 10 tk �P (t; �0)�t dt = k Z 10 tk�1P (t; �0)dt; (3.8)donde se ha integrado por partes para obtener la �ultima igualdad y se ha impuesto queP (1; �0) = 0 y P (0; �0) = 1. La primera de estas ondiiones implia que la transii�ontiene lugar on probabilidad 1 (siempre que D > 0) en un intervalo de tiempo in�nito.Por otro lado, p(�; tj�0; 0) obedee la euai�on de Kolmogorov 2, de tal forma que,2La euai�on de Kolmogorov, tambi�en llamada euai�on de Fokker-Plank atrasada, es:��tp(�; tj�0; 0) = �D �2��20 � dF(�0)d�0 ���0 � p(�; tj�0; 0): (3.9)



3.1. Formalismo de tiempo de primer paso en ondiiones est�atias. Introdui�on 81teniendo en uenta (3.5), la probabilidad P (t; �0) est�a regida por la siguiente euai�on:��tP (t; �0) = �D �2��20 � dF(�0)d�0 ���0�P (t; �0); (3.10)que es formalmente id�entia a la euai�on de Kolmogorov para p(�; tj�0; 0). Multipli-ando la E. (3.10) por tk�1, integrando en el intervalo de tiempo (0;1), y utilizandola E. (3.8), se obtiene la siguiente euai�on diferenial para el k-�esimo momento deltiempo de primer paso:�D d2d�20 � dFd�0 dd�0� htksi(�0) = �khtk�1s i: (3.11)Esta expresi�on permite obtener los momentos del tiempo de primer paso sin neesidadde resolver la euai�on de Fokker-Plank. Sin embargo, dependiendo de F(�), puedeser ompliado enontrar de manera exata los momentos a partir de (3.11), pero s�� sepuede llegar a una solui�on formal en forma reursiva [179℄. Para ello es neesarioimponer dos ondiiones de ontorno. Hay varias opiones para dihas ondiiones.Nosotros supondremos que una de ellas es:�dhtksid� ��r = 0: (3.12)Esta ondii�on es la forma de imponer la existenia de una barrera reetora para� = �r que hae que la probabilidad de que el sistema visite la regi�on � < �r sea nulaen ualquier instante de tiempo. Tal omportamiento es �util para aotar el espaio defases del sistema si es neesario. Por otro lado, si el sistema se enuentra en la faseHf y llega a �s en alg�un instante, pasa a la fase Lf inevitablemente. Esto nos da lasegunda ondii�on de ontorno que neesitamos:htksi(�s) = 0: (3.13)Haiendo uso de estas ondiiones de ontorno, llegamos a la siguiente solui�on parala E. (3.11)3:htksi(�0) = kD Z �s�0 d�2k Z �2k�r d�2k�1 exp �F(�2k)�F(�2k�1)D � htk�1s i(�2k�1): (3.14)Esta expresi�on nos ser�a �util en la sei�on x 3.2.6.3La E. (3.11) es de primer orden para dhtks i=d�0. Diha euai�on de primer orden se puede resolverbusando una solui�on produto de una solui�on homog�enea por una funi�on que est�a relaionadaon la homog�enea. Una vez obtenido dhtks i=d�0, se obtiene htks i(�0) integrando a �0.



82 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenEn general, es dif��il alular exatamente los momentos a partir de la E. 3.14, has-ta inluso para el aso k = 1. Para solventar en ierta medida esta di�ultad, se suelenhaer aproximaiones que son v�alidas en determinadas ondiiones. A ontinuai�on sedesriben dos de estas aproximaiones.3.1.1. htsi en el l��mite de utuaiones d�ebiles y era dell��mite de metaestabilidadSi un determinado sistema se enuentra iniialmente en �m1 [Fig. 3.1℄ y �r = �1,la E. (3.14) se esribe omohtsi(�m1) = 1D Z �s�m1 d�2eF(�2)=D Z �2�1 d�1e�F(�1)=D (3.15)para k = 1. Suponiendo que, en un determinado instante, el sistema est�a en la regi�on� < �s, la ontribui�on mayor a la integral en �1 tiene lugar para valores de � enlas proximidades de �m1 [Fig. 3.1℄. En ambio, la ontribui�on mayor a la integralen �2 tiene lugar para valores de � en torno a �s. Teniendo esto en uenta, se puededesarrollar el funional de energ��a de forma que las exponeniales que apareen en laE. (3.15) se aaban expresando omoe�F(�1)=D ' exp ��F(�m1)D � 12D jF 00(�m1)j(�1 � �m1)2� (3.16)eF(�2)=D ' exp �F(�s)D � 12D jF 00(�s)j(�2 � �s)2� : (3.17)Introduiendo ahora estas expresiones aproximadas en la E. (3.15) llegamos ahtsi(�m1) ' 1D exp �F(�s)�F(�m1)D �Z �s�m1 d�2 exp �� 12D jF 00(�s)j(�2 � �s)2�� Z �2�1 d�1 exp �� 12D jF 00(�m1)j(�1 � �m1)2� :(3.18)En el l��mite jF 00(�s)j=D � 1 (utuaiones d�ebiles y/o barrera alta), la exponenialque aparee en la integral sobre �2 es diferente de ero s�olo en un peque~no entorno de�s. Esto permite aproximar por �s el l��mite superior de la integral sobre �1. Con estaaproximai�on, ambas integrales se desaoplan y se pueden integrar separadamente. Elresultado �nal de haer estas integrales es:htsi(�m1) ' �[F 00(�m1)jF 00(�s)j℄1=2 e[F(�s)�F(�m1)℄=D: (3.19)



3.2. Tiempo de primer paso en ondiiones no est�atias 83Esta no es m�as que una ley tipo Arrhenius [173℄, resultado onoido (y muy utiliza-do) [180, 181℄ en la teor��a de tiempo de primer paso. Coinide tambi�en on la mitaddel tiempo de reai�on obtenido por Kramers [182℄. Sin embargo, no es un resultadoexato y, omo onseuenia, no es v�alido en ualquier situai�on. La aqueza mayorde esta aproximai�on aparee para situaiones eranas al l��mite de metaestabilidad.En diho l��mite, �m1 ! �s = �sp (�sp es el par�ametro de orden de la fase Hf enel l��mite de metaestabilidad) y la segunda derivada de F se anula. Por onsiguiente,la aproximai�on (3.19) diverge en el l��mite de metaestabilidad. En ambio, el tiempomedio de primer paso htsi(�m1) es ero en este l��mite, omo se dedue trivialmente dela E. (3.15). De heho, era del l��mite de metaestabilidad,htsi(�m1) ' �sp � �m1D �(4=3) � 6DjF 000(�sp)j�1=3 ; (3.20)tal y omo demostraron Agarwal y Shenoy [181℄. En esta euai�on4 �(4=3) ' 0:893.3.2. Tiempo de primer paso en ondiiones no es-t�atias3.2.1. Problema matem�atio en la formulai�on generalAl induir una transii�on de fase variando un par�ametro de ontrol 	, la energ��alibre del sistema depende del tiempo a trav�es de la dependenia on 	: F = F(�;	(t)).El heho de variar la energ��a libre al variar un par�ametro de ontrol ompliael problema de primer paso de tal forma que no se onoe a�un la solui�on general[175, 181℄. La ompliai�on b�asia es que los ontornos del problema dependen deltiempo.Para onvenernos de esto, es su�iente on intentar seguir los mismos pasos se-guidos en la sei�on x 3.1 para llegar a una euai�on para los momentos del tiempode primer paso [E. 3.11℄. La euai�on an�aloga a (3.5) para el aso no est�atio esm�as ompliada porque el ontorno de primer paso depende del tiempo: �s = �s(t).Conretamente, la euai�on es:��tP (t; �0)� p(�s(t); tj�0; 0) _�s(t) = �D �2��20 � �F(�0;	(t))��0 ���0�P (t; �0); (3.21)4La funi�on �(x) se de�ne omo la integral R10 tx+1e�xdx. Notar que en la Ref. 181 hay un errortipogr�a�o en que el valor num�erio \0.893" se ha esrito err�oneamente omo \0.83".



84 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordental y omo se obtiene partiendo de la euai�on de Kolmogorov. De la E. (3.21) se ve queno es posible (al menos on este proedimiento) enontrar una euai�on que involuresolamente la probabilidad P (t; �0) de que la transii�on no haya tenido lugar antesdel instante t y, por onsiguiente, no es posible enontrar una euai�on equivalente a(3.11) que involure �uniamente los momentos del tiempo de primer paso. Adem�as, enaso de que se pudiera hallar, nos enontrar��amos on el mismo problema del ontornom�ovil �s(t) al apliar la ondii�on de ontorno (3.13). Por otro lado, la ondii�on (3.12)de barrera reetora tambi�en podr��a ser, en general, variable.El problema general es pues demasiado ambiioso y es neesario partir de un puntom�as modesto si se pretende avanzar. Siguiendo esta idea, a ontinuai�on se proponeun modelo fenomenol�ogio apliado al problema no est�atio.3.2.2. Modelo fenomenol�ogio en ondiiones no est�atiasEn lo que sigue supondremos que la transii�on de fase Hf ! Lf se produe aldisminuir 	 y que la disminui�on se produe de manera mon�otona5 tal y omo muestraesquem�atiamente la Fig. 3.2. En la �gura se distinguen distintas zonas. En la primera
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Figura 3.2: Representai�on gr�a�a de la dependenia del par�ametro de ontrol 	(t) onel tiempo. Esta funi�on se supone onstante para tiempos menores que t+, mon�otona de-reiente en el intervalo [t+; t�℄, y onstante de nuevo para t > t�. Tambi�en se indian losvalores 	H � 	(tH) y 	L � 	(tL) que de�nen el intervalo en que las utuaiones t�ermiasson relevantes y puede tener lugar el iniio de la transii�on.de ellas (t < t+), el par�ametro de ontrol se mantiene onstante y, por tanto, la5El aso en que el omportamiento de 	 fuese mon�otono reiente se podr��a onsiderar de formaan�aloga.



3.2. Tiempo de primer paso en ondiiones no est�atias 85estabilidad relativa de las fases no ambia durante este tiempo. A partir de t+, 	omienza a disminuir y esto indue un ambio en el per�l de la energ��a libre delsistema. Esta variai�on se supone que se prolonga hasta el instante t� y, a partir deeste instante, el par�ametro de ontrol se mantiene a un valor onstante 	 = 	�. En elintervalo de valores del par�ametro de ontrol omprendido entre 	+ y 	� se suponeque el sistema llega a la zona metaestable. En estas ondiiones, las utuaionest�ermias pueden haer que el sistema supere la barrera energ�etia que separa la faseHf de la Lf . De�nimos pues el intervalo de tiempo [tH ; tL℄ omo aquel para el que lasutuaiones t�ermias pueden induir el iniio de la transii�on. Por propia de�nii�on,la transii�on no se iniia antes del tiempo tH o, en t�erminos de 	, la transii�on no tienelugar para 	 mayor que 	H � 	(tH). En ambio, a partir del tiempo tL (	 menorque 	L � 	(tL)), se supone que la transii�on ha omenzado on toda seguridad, esdeir, en el instante tL la fase Hf llega a su l��mite de metaestabilidad.Matem�atiamente, la dependenia del par�ametro de ontrol es:	(t) = 8><>: 	+; t < t+	#(t); t+ � t � t�	�; t > t�; (3.22)donde 	#(t) es una funi�on mon�otona dereiente de�nida en [t+; t�℄. Teniendo enuenta que durante todo el desarrollo que sigue estaremos trabajando dentro del in-tervalo de tiempo [t+; t�℄, nos referiremos a 	#(t) omo 	 para simpli�ar la notai�on.Por otro lado, la probabilidad de que en el instante t el sistema est�e en la fase Hf(�(t) < �s) y en el instante t+�t ya se haya produido la transii�on (�(t+�t) > �s),la de�nimos omo dP (�(t) < �s; �(t+ dt) > �s) � �(	(t))dt; (3.23)donde �(	(t)) es la probabilidad por unidad de tiempo de que la transii�on tenga lugaren un tiempo entre t y t + �t. Suponemos que � s�olo depende expl��itamente de 	ya que la energ��a libre depende s�olo del par�ametro de ontrol y, por tanto, la barreraentre las dos fases tambi�en. Matem�atiamente,�(	) = 8><>: 0; 	 > 	H� (	) ; 	H � 	 � 	L1; 	 < 	L (3.24)donde �(	) est�a de�nida �uniamente en el intervalo [	L;	H ℄ donde oinide on �(	).La expresi�on (3.24) tiene en uenta la imposibilidad de omienzo de la transii�on si



86 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenel par�ametro de ontrol es mayor que 	H por un lado, y, por otro, expresa la totalseguridad de que el iniio de la transii�on se produe en 	L, si es que no ha ourridoantes. M�as adelante, ser�a �util la dependenia de esta magnitud on el tiempo. Dadoque el par�ametro de ontrol externo es mon�otono dereiente, diha dependenia vienedada por: �(	(t)) = 8><>: 0; t < tH�(	(t)); tH � t � tL1; t > tL: (3.25)Uno de los objetivos b�asios del modelo que estamos introduiendo es alular losmomentos h	ksi del valor 	s del par�ametro de ontrol al que se iniia la transii�on parapoder omparar on los momentos que se obtienen experimentalmente en el ap��tulosiguiente. El par�ametro de ontrol para el que se produe la transii�on se de�ne omo	s � 	(ts), donde ts es el tiempo de primer paso que de�ne la transii�on. Para alularlos momentos h	ksi es neesario onoer la densidad de probabilidad de ts y, a partirde �esta, la de 	s. La probabilidad de que el sistema iniie la transii�on entre t y t+dt,que denotaremos omo dP (t < ts < t + dt), viene dada por:dP (t < ts < t + dt) = dP (�(t+ dt) > �sj�(t) < �s) = (3.26)= P (�(t) < �s)dP (�(t) < �s; �(t+ dt) > �s):De�niendo P (t) omo la probabilidad P (�(t) < �s) de que la transii�on no se hayaproduido a�un en el instante t, y utilizando la E. (3.23), la expresi�on (3.26) se esribeomo: dP (t < ts < t+ dt) = �(	(t))P (t)dt: (3.27)La probabilidad P (t) orresponde a P (t; �0) (introduida en la sei�on x 3.1) perose ha deidido no espei�ar la oordenada de reai�on iniial �0 para aligerar lanotai�on.Llegado este punto, el siguiente paso es alular P (t). Para esto suponemos que laprobabilidad P (t+ dt) de que en el instante t+ dt no haya suedido la transii�on es elproduto de la probabilidad P (t) por la probabilidad de que en el intervalo de tiempoentre t y t + dt el sistema no ambie de estado. La probabilidad de que esto �ultimosueda es dP (�(t) < �s; �(t+dt) < �s) y, dado que en un intervalo de tiempo s�olo haydos opiones (el sistema iniia la transii�on o bien no la iniia), se umple quedP (�(t) < �s; �(t+ dt) < �s) = 1� dP (�(t) < �s; �(t+ dt) > �s))) dP (�(t) < �s; �(t+ dt) < �s) = 1� �(	(t))dt: (3.28)



3.2. Tiempo de primer paso en ondiiones no est�atias 87De esta forma, se obtiene la relai�onP (t+ dt) = P (t)[1� �(	(t))dt℄; (3.29)que permite deduir la euai�on diferenial fundamental de nuestro modelo fenome-nol�ogio: dP (t)dt = ��(	(t))P (t): (3.30)Esta euai�on no es m�as que la orrespondiente a un proeso de Poisson generalizadoen el sentido de que la probabilidad de paso por unidad de tiempo no es onstantesino que depende del tiempo. En otras palabras, utilizando la terminolog��a de f��sianulear, el proeso desrito por (3.30) es tal que la vida media de un estado es funi�ondel tiempo debido a que la estabilidad relativa de los estados ambia al variar 	.La E. (3.30) representa una simpli�ai�on de la E. (3.21). Comparando ambaseuaiones, vemos que nuestra aproximai�on onsiste en haer la identi�ai�on�(	(t))P (t) = �p(�s(t); tj�0; 0) _�s(t)� �D �2��20 � dF(�0;	(t))d�0 ���0�P (t): (3.31)A ontinuai�on se resuelve formalmente la E. (3.30) y, seguidamente, en las seio-nes x 3.2.3 y x 3.2.4 se proponen dos hip�otesis fenomenol�ogias sobre el omportamientode � y, en la sei�on x 3.2.6 se hae una hip�otesis basada en el heho de que6 � = htsi�1en el aso est�atio.Solui�on formal del modelo fenomenol�ogioLa solui�on formal de la E. (3.30) esP (t) = eW (t); (3.33)donde W (t) � � Z t�1 �(	(t0))dt0 (3.34)es el logaritmo de la probabilidad de que no se haya iniiado a�un la transii�on en elinstante t. Adem�as, se puede ver quedWdt = ��(	(t)) (3.35)6Integrando a ambos lados de la E. (3.31) on respeto al tiempo en el intervalo (0;1) en el asoest�atio ( _�s = 0) y utilizando la E. (3.8) para k = 1, obtenemos�D �2��20 � dF(�0;	(t))d�0 ���0 � htsi = ��htsi: (3.32)Comparando ahora esta euai�on on la E. (3.11) para k = 1, deduimos que debe ser � = htsi�1.



88 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenutilizando la regla de Leibniz de difereniai�on bajo el signo de integral. A ontinuai�onproedemos al �alulo del k-�esimo momento de 	s de�nido omo:h	ksi = Z 	+	� 	kdP (	 < 	s < 	+ d	); (3.36)donde dP (	 < 	s < 	 + d	) = dP (t < ts < t + dt). A partir de esta expresi�on,utilizando la E. (3.27) para dP (t < ts < t + dt) y la igualdad (3.35), llegamos a lasiguiente expresi�on para h	ksi:h	ksi = � Z 1�1	k(t)dWdt P (t)dt: (3.37)Efetuando ahora una integrai�on por partes, esta igualdad se onvierte en:h	ksi = k Z 1�1	k�1(t) _	(t)P (t)dt� �	k(t)P (t)�1�1 ; (3.38)donde _	(t) � d	(t)dt . En adelante, se utilizar�a esta notai�on para denotar la variai�onen el tiempo de diversas magnitudes de�nidas en la tesis.Por un lado, a partir de las Es. (3.25), (3.33) y (3.34) llegamos a la siguiente formapara P (t): P (t) = 8>><>>: 1; t < tHexp h� R ttH �(	(t0))dt0i ; tH � t � tL0; t > tL: (3.39)Utilizando esta expresi�on y la orrespondiente al omportamiento de 	(t) [E. (3.22)℄,se obtiene �	k(t)eW (t)�1�1 = �	k+.Por otro lado, de auerdo on la E. (3.22),_	(t) = 8><>: 0; t < t+_	(t); t+ � t � t�0; t > t�: (3.40)Introduiendo esta igualdad y la (3.39) en la E. (3.38), obtenemos la expresi�on �nalpara h	ksi: h	ksi = 	kH + k Z tLtH 	k�1(t) _	(t)P (t)dt: (3.41)En oasiones, puede ser �util alular las integrales onsiderando que la variable deintegrai�on es 	 en vez del tiempo. Haiendo un ambio de la variable t a 	 en laintegral de la E. (3.41), obtenemos:h	ksi = 	kH � k Z 	H	L 	k�1P (	)d	; (3.42)



3.2. Tiempo de primer paso en ondiiones no est�atias 89donde P (	) � eW (	); W (	) � Z 	H	 �(u)_u du: (3.43)Estas expresiones se obtienen haiendo el ambio t! u � 	(t0) en la integral que daP (t) en el intervalo de tiempo [tH ; tL℄ [E. (3.39)℄.Tanto a partir de la E. (3.41) omo de la (3.42) se obtiene que h	si � 	H . Esteresultado es de esperar intuitivamente puesto que la transii�on no puede omenzarantes de llegar a 	H , que de�ne el l��mite por debajo del ual las utuaiones t�ermiaspueden induir el iniio de la transii�on.Hip�otesis de variai�on lineal del par�ametro de ontrolEn el estudio del efeto del ritmo al que se induen las transiiones de fase esbastante om�un suponer que el par�ametro de ontrol var��a sinusoidalmente [183{187℄.Sin embargo, en los modelos de transiiones de fase basados en el tiempo de primerpaso, es m�as apropiado onsiderar una variai�on lineal [175, 188℄. Un ejemplo t��pioen que se indue una transii�on variando linealmente el par�ametro de ontrol es laindui�on de una inestabilidad en un l�aser [189{192℄. Si 	 var��a linealmente, el ritmode variai�on _	 es onstante y esto permite de�nir un tiempo �dr / _	�1 asoiado ala variai�on de 	 que, por onstrui�on, es onstante. Como veremos, el heho depoder de�nir una esala de tiempo onstante asoiada a la variai�on del par�ametrode ontrol permite entender el efeto de las utuaiones t�ermias en t�erminos deompetii�on de tiempos arater��stios, tal y omo se argument�o ualitativamente enla sei�on [x 1.3.1℄.En nuestro modelo, la implementai�on de la variai�on lineal de 	 se onsiguesustituyendo en la E. (3.22) 	#(t) por	#(t) = 	+ + _	 (t� t+) ; (3.44)donde _	 � 	��	+t��t+ (< 0).3.2.3. Modelo THIEn esta sei�on se introdue la primera hip�otesis fenomenol�ogia sobre el ompor-tamiento de la probabilidad de transii�on por unidad de tiempo �(	). Supondremosuna dependenia senilla tal que: �(	) = !	H �		� 	L ; (3.45)
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Figura 3.3: Representai�on gr�a�a dela probabilidad de transii�on por unidadde tiempo �(	) dividida por ! orres-pondiente al modelo THI. 0
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YHdonde, ! es una freuenia de nuleai�on que se supone arater��stia de ada sistemay, en prinipio, es independiente de 	 y j _	j. Es preiso notar que esta a�rmai�onno es estritamente ierta si el par�ametro de ontrol es la temperatura. Sin embargo,a�un en este aso tiene sentido suponer que la dependenia no es muy importante si elintervalo [	L;	H ℄ en el que at�uan las utuaiones no es muy grande. En la Fig. 3.3se representa �(	)=! en funi�on de 	. Esta funi�on presenta un polo en 	 = 	Ly un ero para 	 = 	H . Graias a esto, a�un siendo una hip�otesis senilla, tiene laspropiedades generales requeridas para � [x 3.2.2℄. Suponer que � viene dada por (3.45)tiene la ventaja de que se pueden enontrar expresiones senillas para las distintasmagnitudes probabil��stias impliadas en el modelo. Es importante remarar que, eneste aso partiular, se ha supuesto que �(	H) = 0. Sin embargo, en los modelos THIIy THIII [Seiones x 3.2.4 y x 3.2.6℄ se relaja esta hip�otesis. El heho de permitir quesea �(	H) > 0, no es m�as que permitir que haya una probabilidad �nita de que seproduza la transii�on en equilibrio.Introduiendo la forma de �(	) en la E. (3.43), y teniendo en uenta que _	 esonstante, enontramos la integral que debemos resolver para obtener W (	):W (	) = !j _	j Z 	H	 	H � uu�	L du: (3.46)Integrando, se obtiene f�ailmente queW (	) = !j _	j �(	H � 	)�� ln� �	� 	L�� ; (3.47)donde se ha utilizado que _	 = �j _	j, dado que _	 < 0, y se ha de�nido � � 	H �	L.As��, la probabilidad P (	) de permaneer en la fase Hf a un valor 	 del par�ametro de



3.2. Tiempo de primer paso en ondiiones no est�atias 91ontrol es [E. (3.43)℄:P (	) = � �	� 	L��� !j _	j exp �(	H � 	) !j _	j�: (3.48)A partir de esta relai�on se obtiene que, para valores del par�ametro de ontrol dentrodel intervalo [	L;	H ℄, la probabilidad de que la transii�on se iniie a un valor 	sentre7 	� d	 y 	 esdP (	� d	 < 	s < 	) = �P (	)�	 d	 = �(	;	H;	L; !; j _	j)d	; (3.49)donde se ha introduido la densidad de probabilidad � dada por:�(	;	H;	L; !; j _	j) � !j _	j �	H � 		� 	L�� �	�	L��� !j _	j exp �(	H �	) !j _	j�: (3.50)Tal y omo se ha indiado expl��itamente en este aso, la densidad � depende de 	 y,adem�as, de todos los par�ametros del problema (	H ;	L; !; j _	j). Esto mismo es iertopara P (	) y W (	), aunque antes no se haya indiado expl��itamente. No obstante, esposible efetuar una redui�on del n�umero de variables independientes en el problemade�niendo un par�ametro adimensional � omo:� � j _	j!� (3.51)y un par�ametro de ontrol reduido � omo� � (	� 	L)=�; (3.52)que, por de�nii�on, s�olo toma valores entre 0 y 1.El par�ametro � tiene una interpretai�on f��sia lara. De�niendo un tiempo a-rater��stio asoiado a las utuaiones t�ermias omo �fl � 1=! y un tiempo quearateriza la variai�on del par�ametro de ontrol omo �dr � �=j _	j, se dedue que� = �fl�dr (3.53)y, por tanto, � da uenta de la ompetii�on entre los dos tiempos arater��stios eneste modelo. De auerdo on la hip�otesis de que ! es independiente de 	 y de j _	j,el par�ametro � se mantiene onstante al variar 	 linealmente. Esto es importante a7Reordemos que se ha supuesto que � deree on el tiempo y por eso se alula la probabilidadde iniio de la transii�on en el intervalo dereiente que va desde � hasta �� d�.



92 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenla hora de entender el omportamiento del modelo bas�andose en la ompetii�on detiempos.En t�erminos de las variables � y �, la densidad de probabilidad ��(�; �) de que latransii�on se iniie a un valor �s del par�ametro reduido entre �� d� y �, se alulapartiendo de la relai�on��(�; �) = ����d	d� ���� � �	 = ��� 	L;	H ;	L; !; j _	j��= j _	j�! : (3.54)Entones, utilizando la E. (3.50) se llega a la siguiente expresi�on para ��:��(�; �) � 1� (1� �)�1=��1e(1��)=�: (3.55)De manera similar se puede alular la probabilidad P�(�; �) de que el sistema no hayainiiado la transii�on antes de que el par�ametro reduido llegue a un valor �:P�(�; �) = �1=�e(1��)=�: (3.56)En la Fig. 3.4(a) se representa la densidad ��(�; �) en funi�on de � para distintosvalores de �. Se observa un omportamiento maradamente distinto dependiendo de si� � 1 o bien � > 1. Para � � 1, la densidad de probabilidad de iniio de la transii�ones m�axima para � = �M(�) = 1 � �1=2. En ambio, para valores de � mayores que 1,��(�; �) presenta una divergenia asint�otia en � = 0, de manera que la densidad deprobabilidad de que la transii�on tenga lugar en el l��mite de metaestabilidad (	 = 	L)es in�nita.Desde un punto de vista f��sio, el valor � = 1 orresponde a un ambio de ompor-tamiento ualitativo desde un r�egimen eminentemente t�ermiamente ativado (� < 1)en que la transii�on tiene una alta probabilidad de sueder antes de llegar al l��mitede metaestabilidad (� = 0) haia un r�egimen on un ar�ater m�as at�ermio (� > 1)en que la transii�on tiene mayor probabilidad de sueder era del l��mite de metaes-tabilidad. A este �ultimo aso nos referiremos omo omportamiento uasiat�ermio .Este omportamiento no implia neesariamente que las utuaiones no jueguen unpapel relevante en la transii�on sino que ourre era del l��mite de metaestabilidad (ohasta inluso en el l��mite). La Fig. 3.4(b) muestra P�(�; �) en funi�on de � para losmismos valores de � que en la Fig. 3.4(a). Claramente, uanto mayor es �, mayor es laprobabilidad de que el sistema permaneza en la fase Hf para un valor de � dado. Alaumentar �, tambi�en P�(�; �) experimenta un ambio que mara el paso de un ar�atert�ermiamente ativado (� < 1) a un ar�ater uasiat�ermio (� > 1). B�asiamente, en� = 1 se observa un ambio en el signo de la urvatura de P�(�; �) era de � = 0.
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Figura 3.4: (a) Densidad de proba-bilidad ��(�; �) en funi�on de � paravarios valores de � indiados en la le-yenda. (b) Probabilidad P�(�; �) enfuni�on de � para los mismos valoresde � que en (a).Es f�ail ver que P (	) = P� �	�	L� ; j _	j!�� ; (3.57)dP (	� d	 < 	s < 	) = 1��� �	�	L� ; j _	j!�� d	; (3.58)de tal forma que el paso de las magnitudes expresadas en funi�on de las variables� y � a las magnitudes expresadas en las variables originales del modelo se onsiguesimplemente por sustitui�on de la de�nii�on de � y � en funi�on de 	, 	H , 	L, ! yj _	j.Momentos de 	s y desviai�on est�andarUna vez determinada la probabilidad P (	) [E. (3.48)℄, es f�ail obtener el momentok-�esimo h	ksi asoiado al modelo THI introduiendo P (	) en la expresi�on (3.42).Expresando todo en funi�on de � y � se obtiene:h	ksi = 	kH � k� k�1Xj=0  k � 1j !�j	k�1�jL Qj(�): (3.59)



94 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenPara llegar a este resultado se ha desarrollado el binomio (��+	L)k�1 y se hande�nido las funiones Qj(�) omoQj(�) � Z 10 �jP�(�; �): (3.60)En el aso que nos oupa, utilizando la expresi�on (3.56) obtenemosQj(�) = Z 10 �1=�+je(1��)=�d�; j = 1; 2; 3 : : : : (3.61)En partiular, el primer y segundo momento sonh	si = 	H �Q0(�)� (3.62)h	2si = 	2H � 2	LQ0(�)�� 2Q1(�)�2; (3.63)y la varianza asoiada a la distribui�on de 	s viene dada por�2s = h	2si � h	si2 = �2 �2Q0(�)� 2Q1(�)�Q20(�)� : (3.64)De esta expresi�on se ve que la desviai�on est�andar �s es simplemente proporional a�. As�� pues, para un valor �jado de �, la dispersi�on de 	s es mayor uanto mayor esel intervalo [	L;	H ℄ en el que las utuaiones t�ermias son operativas, osa que estotalmente intuitiva.La Fig. 3.5(a) presenta8 la diferenia entre h	si y 	H dividida por � en funi�onde �. De auerdo on la E. 3.62, el oiente que se representa no es m�as que la funi�onQ0(�). Por otro lado, omo veremos en la sei�on x 3.3.1, Q0(�) es la metaestabilidadmedia de la transii�on dividida por � (metaestabilidad m�axima). La desviai�on redui-da, de�nida omo la desviai�on �s dividida por �, depende �uniamente de � y se repre-senta en la Fig. 3.5(b). Como se puede ver, presenta un m�aximo para � = �max = 0:790que mara un ambio en el omportamiento de la dispersi�on de 	s on el ritmo _	.Este valor de � es erano a 1 que, omo hemos visto, representa el l��mite entre unomportamiento t�ermiamente ativado y un omportamiento uasiat�ermio.A partir de las expresiones para los primeros momentos del par�ametro de on-trol y de la ondii�on de variai�on lineal de 	 [E. (3.44)℄, se obtienen las siguientesexpresiones para los dos primeros momentos del tiempo de primer paso ts:htsi = tH + �drQ0(�) (3.65)ht2si = t2H + �dr(tH + 2�dr)Q0(�)� � 2drQ1(�): (3.66)8El �alulo num�erio de las integrales que dan Q0 y Q1 se ha llevado a abo utilizando el m�etodode los trapeios [193℄.
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Figura 3.5: (a) Representai�on enfuni�on de � de la desviai�on deh	si respeto de 	H normalizada a�, seg�un la E. (3.62). (b) Desvia-i�on reduida �s=� en funi�on de �[E. (3.64)℄. El m�aximo se enuentraen �max ' 0:790.Utilizando estas expresiones y suponiendo que tH = 0, las Es. (3.62) y (3.64) sepueden reesribir de la siguiente forma:h	si = 	H � j _	jhtsi (3.67)�2s = j _	j2ht2si+	2H � 2j _	j	Hhtsi � h	si2: (3.68)Esta es la forma en que se expresa en la Ref. 194 el valor medio de la temperatura deiniio de la transii�on martens��tia9 Ms y su varianza.Es importante se~nalar que las expresiones obtenidas para los momentos de 	s yts [E. (3.59) y Es. (3.62){(3.68)℄ son formalmente v�alidas para los modelos THII yTHIII alulando las funiones Qj a partir de la de�nii�on (3.60) on la probabilidadP� orrespondiente a ada modelo.Dependenia ualitativa on �El l��mite �� 1 (�fl � �dr) orresponde al r�egimen m�as t�ermiamente ativado enque la transii�on se produe on probabilidad 1 en 	 = 	H . Es deir, la transii�onse produe en el punto de equilibrio. Al aumentar �, la transii�on presenta un ambioin�etio ualitativo en � = 1 haia un r�egimen uasiat�ermio. El l��mite del r�egimen9En el ap��tulo 7 y en la Ref. 194 se asoia el par�ametro de ontrol 	 on la temperatura de unmaterial que sufre una transii�on martens��tia.



96 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenuasiat�ermio orresponde al l��mite at�ermio que, en t�erminos de �, orresponde a� � 1 (�fl � �dr). En este l��mite, la transii�on se produe on probabilidad 1 en ell��mite de metaestabilidad 	 = 	L. Todas estas onsideraiones est�an en total auerdoon los argumentos ualitativos dados en el ap��tulo 1 [x 1.3.1℄.Condiiones apropiadas para detetar experimentalmente el efeto de lasutuaiones en transiiones metaestablesSi el efeto de las utuaiones t�ermias es muy importante (�fl � �dr), la tran-sii�on de fase tiene lugar en el equilibrio. Cuando las utuaiones no son tan im-portantes (�fl � �dr), la transii�on de fase tiene lugar por un amino metaestablepero, >u�ales son las ondiiones en que las utuaiones t�ermias son m�as f�ailmentedetetables en sistemas que siguen una evolui�on metaestable?. El modelo desritodemuestra que la presenia de las utuaiones t�ermias indue una dependenia on_	 de los momentos h	ksi y una ierta desviai�on �s asoiada a 	s, de manera que unposible proedimiento experimental para detetar los efetos de las utuaiones entransiiones metaestables podr��a ser el siguiente: induir varias vees la transii�on enuesti�on a un ritmo onstante (esto nos da h	ksi para este ritmo) y repetir el experi-mento para otros ritmos, lo que nos da la dependenia de h	ksi on j _	j. En t�erminos delmodelo presentado, al seguir este proedimiento experimental, se debe dar al menosuna de las siguientes ondiiones para que las utuaiones sean detetables:(i) la desviai�on �s debe ser su�ientemente grande (mayor que la resolui�on expe-rimental de 	s) omo para que se deteten ambios en 	s de un experimento aotro, a�un hehos al mismo ritmo j _	j.(ii) la variai�on de h	si y �s, o al menos la orrespondiente a una de estas magnitudes,debe ser notable en el rango de j _	j estudiado. De esta forma es posible apreiardiferenias entre experimentos hehos a distintos j _	j.De auerdo on la E. (3.64), la primera de estas ondiiones se umple tanto mejoruanto mayor es � y si � toma valores eranos a �max = 0:79 en que �=� es m�axima.Es deir, si �fl � �dr. Por otro lado, la mayor variai�on de h	si y �s on _	 (ondii�on(ii)) se da para � . 1. De forma global, onluimos que el efeto de las utuaionest�ermias en transiiones metaestables es m�as notable si �fl � �dr. Teniendo en uentaesto, te�oriamente siempre que sea �fl 6= 0, es deir, si T > 0, es posible detetarefetos t�ermiamente ativados si se ajusta _	 de tal forma que se umpla �fl � �dr.



3.2. Tiempo de primer paso en ondiiones no est�atias 97En este punto es preiso remarar que el efeto de las utuaiones t�ermias esm�as apreiable uanto mayor sea la resolui�on del sistema experimental. Por eso es devital importania haer los experimentos on t�enias experimentales muy sensiblesque permitan detetar ambios peque~nos asoiados a la transii�on, por un lado, ytener un buen ontrol de 	 (resolui�on menor que �), por otro. La gran sensibilidadde la emisi�on a�ustia, que es la t�enia experimental que m�as se utiliza en esta tesis[Parte III℄, la hae ideal para analizar la validez de los resultados generales de esteap��tulo apliados a las transiiones de fase estruturales en s�olidos.3.2.4. Modelo THIITeniendo en uenta que la probabilidad de transii�on est�a relaionada on la barrerade energ��a �F entre la fase Hf y la Lf , una hip�otesis razonable sobre el omporta-miento de �(	) es la siguiente: �(	) = �0�F ; (3.69)donde �0 es una potenia relaionada on las utuaiones t�ermias. La barrera deenerg��a se puede obtener suponiendo que el sistema viene desrito por un funionalde Landau. Con la �nalidad de apliar los resultados de este modelo a la transii�onmartens��tia en el ap��tulo 7, utilizaremos la barrera de energ��a orrespondiente almodelo deformai�on-fon�on introduido en la sei�on x 1.5.5. En este modelo, �F =Fr�f , donde la energ��a Fr se de�ne en la E. (1.23) y la barrera adimensional �fse de�ne en la E. (1.27). Introduiendo pues la expresi�on de �F en la E. (3.69),obtenemos la dependenia de � on el par�ametro de ontrol reduido � (de�nido en laE. (1.24) en funi�on de los par�ametros del modelo deformai�on-fon�on y en la E. (3.52)en funi�on de 	): �(�) = 1(9� + (4� �)3=2 � 8)�fl (3.70)donde �fl = 227 Fr�0 es el tiempo arater��stio de las utuaiones en este modelo. Estetiempo es totalmente an�alogo a !�1 en el modelo THI. En aso de que quisi�eramosobtener la dependenia de � on 	, bastar��a on sustituir � utilizando la relai�on (3.52).En funi�on de �, la probabilidad de transii�on por unidad de tiempo � [E. (3.24)℄ seexpresa omo: �(�) = 8><>: 0; � > 1�(�); 1 � � � 01; � < 0: (3.71)
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Figura 3.6: Probabilidad de transi-i�on �(�) [E. (3.70)℄ dividida por �en funi�on de � para el modelo THII. 0.0 0.5 1.0 1.5
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aLa Fig. 3.6 muestra esta dependenia. Es similar a la funi�on � para el modelo THI[Fig. 3.3℄ exepto que, en este aso, � presenta una disontinuidad en � = 1 (	 = 	H)que reeja el heho de que la transii�on no se puede produir para � > 1 pero, enambio, s�� existe ierta probabilidad de que se produza para � = 1 (equilibrio). Para� > 1 la barrera energ�etia de la transii�on Hf ! Lf es mayor que la orrespondientea la transii�on inversa, de tal manera que la probabilidad de que el sistema vuelva alestado Hf , si ha llegado al estado Lf en alg�un instante, es mayor que la de que elsistema pase de la fase Hf a la Lf . Entones, tiene sentido onsiderar nula la proba-bilidad de que la transii�on tenga lugar para � > 1. En la sei�on x 3.3 se disute onm�as detalle la validez de esta hip�otesis. De ualquier forma, relajar esta hip�otesis noambia los resultados notablemente al omparar on los experimentos.A ontinuai�on, haiendo el ambio de variables u ! �0 = u�	L	H�	L en la integral(3.43), se enuentra W (	) = 1� Z 	�	L	H�	L1 d�09�0 + (4� �0)3=2 � 8 ; (3.72)donde el par�ametro � se ha de�nido de forma an�aloga a omo se de�ni�o en el desarrollodel modelo THI [E. (3.53)℄, es deir, � = �fl=�dr, donde �dr = �=j _	j y �fl = 227 Fr�0 .En este modelo, a diferenia del modelo THI, no es posible obtener la integral queaparee en (3.72) de forma anal��tia y es neesario haer una integrai�on num�eriapara obtener W (	). Como veremos en la sei�on siguiente, es posible haer iertasaproximaiones en el presente modelo bajo las uales todo es formalmente id�entioal modelo THI y es posible obtener una expresi�on anal��tia para W (	) similar a laobtenida en el modelo THI.Utilizando la E. (3.72) y haiendo el ambio de variables al par�ametro de ontrol



3.2. Tiempo de primer paso en ondiiones no est�atias 99reduido � [E. (3.52)℄, la probabilidad P�(�; �) en el modelo THII es:P�(�; �) = exp �1� Z �1 d�09�0 + (4� �0)3=2 � 8� ; (3.73)de donde se dedue que ��(�; �) = P�(�; �)� [9� + (4� �)3=2 � 8℄ : (3.74)En la Fig. 3.7 se representan ��(�; �) y P�(�; �) en funi�on de � para varios valoresde �. El omportamiento ualitativo de estas funiones es similar al de las funionesequivalentes en el modelo THI. La diferenia m�as notable es que, en el modelo THII,��(� = 1; �) = 1(1 + 3p3)� (3.75)para � = 1 mientras que, en el modelo THI, esta magnitud se anula en � = 1 paraualquier �. En ambio, la ondii�on general P�(� = 1; �) = 1 s�� se umple en el modeloTHII porque la probabilidad de que la transii�on no se haya produido para � > 1hemos supuesto que es 1 independientemente de la hip�otesis partiular que se hagasobre la dependenia de � on 	.Como veremos en la sei�on siguiente, y omo se observa ualitativamente en laFig. 3.7, el omportamiento uasiat�ermio en este modelo orresponde a � & 1=6.Por lo que onierne a las euaiones para los momentos h	ksi, tal y omo se ade-lant�o en la sei�on x 3.2.3, son formalmente igual a las del modelo THI [Es. (3.62)-(3.66)℄ y lo �unio que ambia es la probabilidad P�(�; �), omo onseuenia de quela hip�otesis sobre � es diferente. Pese a esta diferenia, el omportamiento de Q0(�) yde la desviai�on reduida �s(�)=� en el modelo THII es ualitativamente muy similaral que se representa en la Fig. 3.5 para el modelo THI. En este aso el m�aximo de ladesviai�on reduida ourre para �max ' 0:26. Esta diferenia on respeto al modeloTHI (�max ' 0:790) no es muy importante desde un punto de vista ualitativo.3.2.5. Comparai�on de los modelos THI y THIIEn la sei�on anterior hemos visto que las expresiones obtenidas para W , P� y�� son m�as ompliadas en el modelo THII que en el THI. Sin embargo, es posibleomparar los resultados orrespondientes a ambos modelos. Para ello, aproximaremosla barrera de energ��a �F(�) hasta segundo orden en � haiendo un desarrollo en tornoa � = 0: �F(�) ' �F(�) � 12Fr27 � �1 + �32� : (3.76)
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Figura 3.7: (a) Densidad de pro-babilidad ��(�; �) en funi�on de �para varios valores del par�ametro�. (b) Representai�on an�aloga paraP�(�; �).
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La barra sobre iertas magnitudes en esta sei�on india que son magnitudes aproxi-madas.Para ver hasta qu�e punto es aeptable aproximar �F por �F , es interesantealular el error relativo en tanto por iento Ærel(�)[%℄ de�nido omo:Ærel(�)[%℄ = 100 j�F(�)��Fj�F(�) : (3.77)La Fig. 3.8 muestra Ærel(�)[%℄ en funi�on de �. Claramente, el error aumenta on� puesto que el desarrollo se ha heho en torno a � = 0. De todas formas, el errorrelativo es menor que el 0:15% para ualquiera de los valores de � en el intervalo deinter�es [0; 1℄, lo que demuestra que aproximar �F hasta segundo orden en � es unabuena aproximai�on.Aproximando �F por �F , la probabilidad de transii�on por unidad de tiempo es,aproximadamente, �(�) ' ��(�) = 16�fl�(1 + �=32) : (3.78)Teniendo en uenta que � est�a aotada en el intervalo [0; 1℄ y que �=32 es bastantemenor que 1 para ualquier � 2 [0; 1℄, es aeptable haer la siguiente aproximai�on:11 + �=32 ' 1� �=32: (3.79)
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Figura 3.8: Representai�on gr�a�a delerror relativo en tanto por iento Ærel(�)[%℄[E. 3.77℄.Introduiendo esta aproximai�on en (3.78), obtenemos��(�) = 16�fl �1� �=32� � : (3.80)En esta aproximai�on, ��(�) es formalmente similar a la probabilidad de transii�onpor unidad de tiempo10 �I del modelo THI [E. (3.45)℄ que, expresada en funi�on de� Ifl = 1=! y el par�ametro de ontrol reduido � es:�I(�) = 1 + ��fl� (3.81)Un resultado interesante es que el polo de orden 1 en � = 0 (	 = 	L) que se hab��asupuesto de forma totalmente fenomenol�ogia en el modelo THI, se obtiene tambi�enon el modelo THII basado en una barrera de energ��a f��siamente m�as fundamentada.De heho, de la E. (3.70) se puede omprobar que este resultado no es produto dela aproximai�on llevada a abo en el modelo THII sino que, realmente, la funi�on�(�) presenta un polo de orden 1 (on residuo 1=6�fl). Como era de esperar, la mayordiferenia entre los dos modelos tiene lugar para la transii�on en equilibrio que onsi-deramos que tiene probabilidad nula en el modelo THI (�I(� = 1) = 0) y, en ambio,puede sueder on probabilidad �nita en el modelo THII.A partir de la aproximai�on �� en el modelo THII [E. (3.80)℄ obtenemos las si-guientes expresiones aproximadas para W , P� y ��:W (�; �) ' 16� �ln�+ 132(1� �)� (3.82)P�(�; �) ' �1=6�e(1��)=192� (3.83)��(�; �) ' 16� �1� �32��1=6��1e(1��)=192�: (3.84)10En esta sei�on se indiar�an las magnitudes orrespondientes al modelo THI on un super��ndieI para no onfundirlas on las asoiadas al modelo THII .



102 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenque son formalmente similares a las expresiones obtenidas en el modelo THI para estasmagnitudes. Para omprobar la bondad de la aproximai�on que se ha presentado, esinteresante omparar el valor de �� en el peor de los asos, que orresponde al equilibrio(� = 1). En el aso aproximado, es ��(1; �) = 31=192� = 0:16146=� y la solui�onexata [E. (3.75)℄ es ��(1; �) = 0:16139=�. Estos valores indian que se omete unerror relativo del 0:04 %, osa que on�rma que utilizar la aproximai�on propuestaes totalmente l��ito a nivel pr�atio. La expresi�on (3.84) india que la densidad deprobabilidad �� de iniio de la transii�on presenta un m�aximo loalizado en � > 0 si� < 1=6 y, en ambio, presenta una divergenia para � = 0 si � > 1=6 (omportamientouasiat�ermio). Esto on�rma el resultado que se ha adelantado en la sei�on anteriorsobre el papel que juega � = 1=6. Es importante remarar que esta estimai�on es s�oloaproximada en este modelo pero, dada la alidad de la aproximai�on, el valor l��miteexato debe ser muy erano � = 1=6.En uanto al omportamiento uasiat�ermio se re�ere, � = 1=6 en el modelo THIIes equivalente a � = 1 en el modelo THI. Sin embargo, rede�niendo �=6 omo � en elmodelo THII, las Es. (3.82){(3.84) no son id�entias a las an�alogas en el modelo THI.En onseuenia, es dif��il haer una predii�on senilla sobre las diferenias entre lospar�ametros involurados en los modelos que se obtendr��an en ada aso al intentardesribir un mismo onjunto de datos. En el ap��tulo siguiente [x 7.4℄ veremos que lasdiferenias no son muy notables en la pr�atia.Con respeto a los l��mites � � 1 y � � 1, no hay ning�un ambio en el modeloTHII on respeto al modelo THI: la transii�on se iniia en 	 = 	H (transii�on enequilibrio totalmente induida por las utuaiones) si � � 1 y en 	 = 	L (l��miteat�ermio) si �� 1.3.2.6. Modelo THIIIHae algunos a~nos, Mahato y Shenoy [188,188℄ propusieron una forma aproximadade alular la probabilidad de que la transii�on se produza a un ierto valor de 	 (hen la notai�on de estos autores) en ondiiones no est�atias. El proedimiento seguidopor estos autores onsiste en aproximar la dependenia lineal de _	 por una variai�onesalonada on esalones muy peque~nos, de tal manera que la pendiente media es _	.En ada uno de los pelda~nos 	 es onstante y, por onsiguiente, se puede alularel tiempo de primer paso a partir de la E. (3.14) on k = 1. Adem�as, utilizan laaproximai�on de barrera alta/utuaiones d�ebiles [E. 3.19℄ para htsi. Los autoresomparan los resultados de su aproximai�on on la solui�on num�eria de la euai�on



3.2. Tiempo de primer paso en ondiiones no est�atias 103de Langevin [E. (3.1)℄ para una energ��a de Landau tipo �4 omo la dada en la E. (1.8).Los resultados de esta omparai�on son muy satisfatorios.Bas�andonos en estas onsideraiones, en esta sei�on haremos la hip�otesis de que� viene dada por la solui�on est�atia, es deir, supondremos que�(	) = 1htsi(�0;	) : (3.85)En la nota 6 a pie de p�agina de la sei�on x 3.1 vimos que esta relai�on es exata enondiiones est�atias.A diferenia de los estudios propuestos por Mahato y Shenoy [188, 188℄, nosotrosno onsideraremos ninguna aproximai�on para el tiempo de primer paso htsi(�0;	)sino que integraremos num�eriamente11 la solui�on (3.8) (aso k = 1) para ada valorde 	: htsi(�0;	) = 1D Z �s(	)�0 d�2eF(�2;	)=D Z �2�r d�1e�F(�1;	)=D: (3.86)Igual que se ha heho en el modelo THII, supondremos omo hip�otesis adiionalque la energ��a libre F es la del modelo deformai�on-fon�on [E. (1.20)℄. Teniendo enuenta que F es una funi�on sim�etria, existen las mismas posibilidades de que latransii�on ourra haia valores positivos o haia valores negativos del par�ametro deorden A (amplitud de la deformai�on inhomog�enea de la TM, notai�on introduidaen la sei�on x 1.5.5). Graias a esto, basta onsiderar la parte del funional orres-pondiente a A � 0 para alular el tiempo medio de primer paso. En la Fig. 3.9 serepresenta la energ��a libre adimensional f [E. (1.22)℄ en la zona a � 0. En el aso quenos oupa, tal y omo se india en la �gura, el estado iniial orresponde a �0 = a0 = 0y la barrera reetora est�a situada en �r = ar = 0, on lo ual, el tiempo de primerpaso expresado en las magnitudes adimensionales del modelo deformai�on-fon�on es:htsi(�; �0) = �fl Z as(�)0 da1 exp [�0f(a1; �)℄Z a10 da2 exp [��0f(a2; �)℄ ; (3.87)donde as(�) viene dado por la E. (1.26). El tiempo �fl se ha de�nido omo:�fl � A20D (3.88)y el par�ametro adimensional �0 omo �0 � FrD : (3.89)11Este �alulo se ha heho utilizando la extensi�on del m�etodo de los trapeios a integrales m�ultiplesdesrito en la Ref. 193



104 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenEl tiempo �fl juega un papel an�alogo al tiempo arater��stio de�nido on el mismonombre en los modelos anteriores. Este tiempo est�a ligado a las utuaiones t�ermiasya que D / kBT .
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Figura 3.9: Energ��a de Landau adimensional f(a; �) [E. (1.22)℄ para a > 0 y 0 < � <1 (	L < 	 < 	H). La barrera reetora se sit�ua en ar = 0. Los par�ametros as y amorresponden al valor del par�ametro de orden reduido en la barrera de energ��a y en elm��nimo orrespondiente a la fase Lf , respetivamente. El ��rulo gris simboliza el estado delsistema. Se india esquem�atiamente el sentido de los tiempos arater��stios del modelo: �res el tiempo de relajai�on haia el m��nimo loal y �fl es el tiempo ligado al paso sobre labarrera induido por las utuaiones t�ermias.Haiendo la inversa de htsi(�; �0), obtenemos la probabilidad de transii�on porunidad de tiempo �(�; �0). En la Fig. 3.10 se representa esta probabilidad adimensio-nalizada on �fl en funi�on de � para distintos valores de �0. En la �gura interna serepresenta el tiempo de primer paso [E. 3.87℄ en unidades de �fl para los mismosvalores de �0 utilizados en el gr�a�o prinipal. Estos gr�a�os demuestran que uantomayor es el par�ametro �0, menor es la probabilidad de transii�on por unidad de tiempoa un valor de � dado. Por tanto, un valor grande de �0 di�ulta la transii�on. Es deir,para temperaturas bajas (�fl grande) y/o barreras altas, hay poa probabilidad de queourra la transii�on. M�as adelante se analiza el omportamiento en funi�on de �0 onm�as detalle. A partir de la expresi�on (3.87) y la (3.85) se obtiene:W (�; �; �0) = 1� Z �1 d�R as(�)0 da1 exp [�0f(a1; �)℄ R a10 da2 exp [��0f(a2; �)℄ ; (3.90)
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Figura 3.10: Probabilidad por unidad de tiempo �(�; �0) en unidades de ��1fl . En la �gurainterna se representa el tiempo de primer paso htsi(�; �0) en unidades de �fl. Ambas mag-nitudes se han representado en funi�on de � para diferentes valores del par�ametro �0. Para�0 = 0 se representan las magnitudes exatas dadas por la E. (3.99). Los resultados para�0 6= 0 orresponden a una integrai�on num�eria.donde se ha de�nido el par�ametro � omo� � A20j _	jD� : (3.91)De la de�nii�on (3.88) y teniendo en uenta que �dr = j _	j=�, se dedue que � = �fl=�dry es an�alogo al par�ametro � de�nido en los modelos anteriores. De la expresi�on (3.90)se obtienen las siguientes expresiones para P� y la densidad ��:P�(�; �; �0) = eW (�;�;�0) (3.92)��(�; �; �0) = eW (�;�;�0)� R as(�)0 da1 exp [�0f(a1; �)℄ R a10 da2 exp [��0f(a2; �)℄ (3.93)En uanto a los momentos h	ksi en este modelo, vienen dados por expresiones an�alogasa las del modelo THI [Es. (3.62){(3.66)℄ on unas funiones Qj que se de�nen igualque en los modelos anteriores [E. (3.60)℄ pero, en este aso, dependen de � y, adem�as,de �0.Interpretai�on f��sia de �0El par�ametro � aparee en los tres modelos. De esto deduimos que la ompeti-i�on entre el efeto de las utuaiones t�ermias y el ritmo de variai�on de 	 es un



106 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordeningrediente neesario en general. Sin embargo, el par�ametro �0 aparee �uniamente enel modelo THIII. De la de�nii�on (3.89) se dedue que �0 no es m�as que la relai�onentre la energ��a Fr y la onstante de difusi�on D. La energ��a Fr est�a asoiada a laaltura de la barrera de energ��a y D est�a relaionada on la energ��a t�ermia. As�� pues,�0 da uenta de la ompetii�on entre la energ��a t�ermia y la barrera de energ��a. Estaes la justi�ai�on en t�erminos energ�etios de la aparii�on de �0. No obstante, existeuna justi�ai�on en t�erminos de tiempos arater��stios que tal vez alara a�un m�as elsentido de este par�ametro. De�namos un tiempo arater��stio �r omo�r � A20Fr : (3.94)Este tiempo no depende de D, on lo ual no est�a relaionado on las utuaionest�ermias. De heho, est�a relaionado on la relajai�on del sistema haia el m��nimoloal (ver esquema en la Fig. 3.9). Efetivamente, a partir de la euai�on de Fokker-Plank [E. (3.3)℄, se puede omprobar que el tiempo de relajai�on tr haia el m��nimoloal (A = a = 0) est�a relaionado on la urvatura de la energ��a libre en dihom��nimo [180, 181℄. Para el funional F , viene dado por:tr(�) = � �2F(A; �)�A2 ����A=0��1 ; (3.95)donde �2F(A; �)�A2 = ��1r �2f(a; �)�a2 ����a=A=A0 ; (3.96)y, utilizando la expresi�on (1.22), se obtienetr = 12��r: (3.97)Esto demuestra la relai�on entre el tiempo de relajai�on haia el m��nimo metaestabley �r.Una vez se ha de�nido el tiempo �r, el par�ametro �0 se puede expresar omo:�0 = �fl�r ; (3.98)de tal manera que �0 da uenta de la ompetii�on entre el tiempo arater��stio �flasoiado a las utuaiones y el tiempo �r de relajai�on haia el m��nimo loal. Intui-tivamente, se puede entender f�ailmente que �r juega un papel ontrario a �fl y poreso aparee formalmente una ompetii�on entre ellos en este modelo. Cuanto mayores �0, m�as importante es el efeto de relajai�on al m��nimo metaestable (�r peque~no enomparai�on on �fl) y, omo onseuenia, m�as dif��il es que tenga lugar la transii�onpor el efeto de las utuaiones.



3.2. Tiempo de primer paso en ondiiones no est�atias 107L��mite �0 � 1El l��mite en que �0 � 1 (�fl � �r) orresponde al aso en que los efetos derelajai�on haia el m��nimo metaestable no son muy importante en omparai�on on elefeto de las utuaiones t�ermias. Es instrutivo estudiar este l��mite para entenderde forma semiuantitativa el efeto de �0 en este modelo y, adem�as, tambi�en es �utilpara omparar el modelo THIII on el modelo THII, osa que haremos en la sei�onx 3.2.7. A primer orden en �0, el tiempo medio de primer paso en unidades de �fl vienedado por htsi(�; �0)�fl ' a2s(�)2 + �0 �13�a4s(�)� 25a6s(�) + 17a8s(�)� : (3.99)Dentro del intervalo de � en que las utuaiones son operativas (� entre 0 y 1) elt�ermino que multiplia a �0 en el segundo miembro de (3.99) es m�aximo para � = 1,en uyo aso as(1) = 1=p3, de tal forma quehtsi(1; �0)�fl ' 16 + 682835�0 ' 0:17 + 0:024�0: (3.100)Se dedue as�� que el oe�iente que multiplia a �0 es asi un orden de magnitud inferioral t�ermino independiente, a�un uando diho oe�iente es m�aximo. Como onseuenia,para �0 . 1, no es una mala aproximai�on despreiar el t�ermino lineal en �0 (siempre yuando �0 no sea exageradamente grande). De heho, en la Fig. 3.10 se ha representado,por omparai�on, � y htsi para �0 = 0 y �0 = 1. Claramente, las diferenias son peque~naspara estos dos valores de �0.Despreiando pues el t�ermino lineal en �0, el tiempo de primer paso es htsi(�; 0) =�fla2s(�)=2 y, de la E. (3.90), se dedue queW (�; �; 0) = 6� Z �1 d�2�p4� 3� = 4� �2 ln �2�p4� 3��+p4� 3�� 1� : (3.101)Introduiendo este resultado en las Es. (3.92) y (3.93) se obtiene que las expresionespara P� y �� sonP�(�; �; 0) = �2�p4� 3��8=� exp �4� �p4� 3�� 1�� (3.102)��(�; �; 0) = 6� �2�p4� 3��8=��1 exp �4� �p4� 3�� 1�� (3.103)Se llega as�� a una representai�on del modelo aproximadamente v�alida para �0 peque~noque formalmente no es muho m�as ompliada que la orrespondiente a los modelosTHI y THII. Las funiones ��(�; �; 0) y P�(�; �; 0) para el modelo THIII presentan



108 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenun omportamiento muy similar al de las funiones an�alogas en los modelos THI[Figs. 3.4 y 3.7℄ y THII. En este aso, � = 8 mara el l��mite entre el omportamientot�ermiamente ativado (� < 8) y el omportamiento uasiat�ermio (� > 8).Igual que en el modelo THII, en el modelo THIII existe una probabilidad porunidad de tiempo no nula de que la transii�on tenga lugar para � = 1 (equilibrio).Conretamente, ��(� = 1; �; 0) = 6� .Dependenia on �La Fig. 3.11 muestra la probabilidad P�(�; �; �0) en funi�on de � y �0 para � = 1; 8 y20. Cualitativamente, �0 tiene un efeto similar al de �. Ambos par�ametros, al aumentar,
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(a)   e = 1 (b)   e = 8 (c)   e = 20Figura 3.11: Probabilidad P�(�; �; �0) en funi�on de � y �0 para (a) � = 1, (b) � = 8 y ()� = 20.aumentan la probabilidad P� de que el sistema permaneza en la fase Hf (ambosdi�ultan la transii�on). Esto es debido a que, por un lado, �0 es mayor uanto mayores el efeto de relajai�on haia el m��nimo metaestable frente a las utuaiones y,por otro, � es mayor uanto mayor es el ritmo j _	j en omparai�on on el efeto delas utuaiones y, tanto un ritmo de ontrol elevado omo un efeto importante derelajai�on haia el m��nimo metaestable di�ultan la transii�on (antes de llegar al l��mitede metaestabilidad).A parte de esto, independientemente del valor partiular de �0, uando � � 1(l��mite at�ermio), la probabilidad P� es 1 para ualquier � > 0 y s�olo se hae ero en� = 0, donde se produe la transii�on on probabilidad 1. Vemos pues que, en el l��miteat�ermio, el modelo THIII se omporta igual que los modelos THI y THII.
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Figura 3.12: Curvas denivel de �s=� en funi�onde � y �0 en el modeloTHIII.
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Condiiones apropiadas para observar el efeto de las utuaiones en tran-siiones metaestables seg�un el modelo THIIITanto en el modelo THI omo en el THII vimos que las ondiiones en que lasutuaiones son m�as notables en transiiones metaestables son aquellas en las que�fl � �dr. Sin embargo, en el modelo THIII aparee el tiempo �r uyo efeto nose ha tenido en uenta en los modelos anteriores. Tal y omo se argument�o en lasei�on x 3.2.3, el efeto de las utuaiones en estados metaestables es detetable si�s es grande (� debe ser mayor que la resolui�on experimental) y var��a notablementedentro del rango de j _	j estudiado experimentalmente. La Fig. 3.12 muestra las urvasde nivel de la desviai�on est�andar relativa �s=� en funi�on de � y �0. En diha gr�a�ase observa que �s es m�axima para �0 = 0 y � ' 12, en uyo punto, �s=� ' 0:3. As�� que�0 = 0 es el valor �optimo para observar dispersiones notables en 	s. Esta situai�onorresponde al l��mite �fl � �r en el que los efetos de relajai�on haia el m��nimoloal son despreiables en omparai�on on las utuaiones t�ermias. Sin embargo,�0 es un par�ametro arater��stio de ada sistema que no tiene porqu�e ser erano aero. En ualquier aso, para �0 = 10 y � ' 10, por ejemplo, �s no es tan peque~na enomparai�on on el valor m�aximo. Por tanto, de forma heur��stia, se puede a�rmar quelos asos en que �fl . �r son apropiados para observar efetos t�ermiamente ativadosen estados metaestables.Para determinar la situai�on �optima en funi�on de �, supongamos un sistema on�0 �jado. Seg�un la Fig. 3.12, los valores m�aximos de �s tienen lugar para valores de �inferiores a 10, aproximadamente. Por otro lado, la variai�on de �s on � es m�as notable



110 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenpara valores por debajo de 10, aproximadamente. Teniendo estos dos resultados enuenta, se onluye que los efetos de las utuaiones son observables a �0 �jado si� � 1 o, en tiempos, si �fl . �r. Esta ondii�on oinide on el riterio propuesto apartir de los modelos THI y THII.As�� pues, seg�un el modelo THIII, utilizando un sistema experimental on unaresolui�on en 	 mayor que �, las ondiiones apropiadas para detetar efetos t�ermi-amente ativados variando 	 linealmente son aquellas en que todos los tiempos invo-lurados ompiten entre s��, m�as onretamente, uando�fl . �dr . �r: (3.104)3.2.7. Comparai�on de los modelos THII y THIIITanto la probabilidad por unidad de tiempo � orrespondiente al modelo THIIomo la del THIII son �nitas en el equilibrio y se haen in�nitas en el l��mite de me-taestabilidad. Esto nos permite omparar el tiempo12 � IIIfl orrespondiente al modeloTHIII on el tiempo � IIfl de�nido en el modelo THII. Supongamos que onoemosla funi�on � para alg�un sistema que sufre una transii�on de fase induida por u-tuaiones t�ermias13 y queremos ajustar estos datos a las hip�otesis propuestas paraesta probabilidad en ada uno de los modelos para extraer el tiempo �fl asoiado alas utuaiones en ada aso y, en el aso del modelo THIII, tambi�en el tiempo derelajai�on haia el m��nimo metaestable �r. Si tanto �II omo �III se ajustan al mismoonjunto de datos, debe ser �II = �III en estas ondiiones, lo que nos da la relai�onentre � IIfl y � IIIfl . Consideraremos, en partiular, la igualdad �II = �III en el equilibrio(� = 1) y supondremos que la aproximai�on (3.100) para htsi en el modelo THIII esv�alida (es deir, supondremos que �0 = �fl=�r es peque~no). Bajo estas ondiiones, laigualdad �II(� = 1) = �III(� = 1) implia:(0:17 + 0:024�0)� IIIfl = 6:2� IIfl : (3.105)12En esta sei�on se a~naden super��ndies a las magnitudes que tienen el mismo nombre en losmodelos THII y THIII .13Experimentalmente, esto se podr��a onseguir midiendo el tiempo de paso medio htsi de la transi-i�on en uesti�on manteniendo 	 onstante. Esto nos dar��a la probabilidad � haiendo la identi�ai�on� = htsi�1. Repitiendo el experimento para otros valores de 	, obtendr��amos � en funi�on de 	.
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Figura 3.13: Coiente � IIIfl =�r en funi�onde � IIfl =�r seg�un la E. (3.106) para que �0 >0.Teniendo en uenta que �0 = � IIIfl =�r, podemos expresar � IIIfl en funi�on de � IIfl y �r dela siguiente forma:� IIIfl = 8><>:�r ��3:54 + �12:54 + 258:3 �IIfl�r �1=2� ; �0 > 036:5� IIfl ; �0 = 0: (3.106)El aso �0 ' 0 (� IIIfl � �r) orresponde al aso en que los efetos de relajai�on haia elm��nimo metaestable son despreiables frente al efeto de las utuaiones.Tal y omo muestra la Fig. 3.13, el oiente � IIIfl =�r (= �0) es mayor que � IIfl =�rpara ualquier valor de � IIfl =�r > 0. Este heho india que � IIIfl > � IIfl al desribirun mismo onjunto de datos on ada uno de los modelos. Esta desigualdad provienesimplemente de la de�nii�on de los tiempos en ada modelo pero, en prinipio, no tieneuna impliai�on muy profunda desde un punto de vista f��sio. Sin embargo, este hehova a ser importante para analizar los resultados que se presentan en el aso pr�atiodel ap��tulo 7 [x 7.4℄. Como veremos, efetivamente se obtiene � IIIfl > � IIfl .3.3. Disusi�on3.3.1. Metaestabilidad a temperatura �nitaEn la sei�on x 1.3.1 se introdujeron los tiempos �fl y �dr que permiten estableer unriterio para determinar si un sistema sigue una din�amia de equilibrio (transii�on sinhist�eresis) o fuera del equilibrio (transii�on on hist�eresis). En las seiones anterioresse ha preisado m�as el sentido de estos tiempos y, adem�as, en el modelo THIII se haintroduido el tiempo de relajai�on �r que no se hab��a tenido en uenta en el riterioheur��stio introduido en el ap��tulo introdutorio 1. Con estos tres tiempos en mente,



112 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordense puede ampliar (y mejorar) el riterio sobre la din�amia que sigue una determinadatransii�on.En esta sei�on vamos a estudiar el efeto de las utuaiones t�ermias en la hist�ere-sis para un sistema homog�eneo desrito por el modelo THIII. Supongamos que hae-mos un experimento disminuyendo 	 de forma ontinua y lineal. En estas ondiiones,la metaestabilidad media h�	si es:h�	si � 	H � h	si = �Q0(�; �0); (3.107)donde se ha utilizado la E. (3.62) para h	si en el aso del modelo THIII. (Como sehab��a adelantado, � es la metaestabilidad m�axima).La Fig. 3.14 muestra los estados A=A0 orrespondientes a los m��nimos de la energ��alibre del modelo deformai�on-fon�on en funi�on de 	 para varios asos: transii�on enequilibrio (	 = 	H), transii�on en el l��mite de metaestabilidad (	 = 	L) y transii�ona un determinado 	L < h	si < 	H on metaestabilidad media h�	si. Tambi�ense ha indiado on una barra horizontal la desviai�on t��pia (por de�nii�on de �s,aproximadamente en el 68% de los asos, la transii�on tiene lugar para un valor de 	sdentro del intervalo indiado por la barra horizontal).La dependenia de h	si on � y �0 y, por tanto, la dependenia on los tiemposarater��stios del modelo, se puede estudiar a partir de la representai�on gr�a�a enurvas de nivel de Q0 en funi�on de � y �0 [Fig. 3.15℄.El uadro 3.1 resume el ar�ater (metaestable/equilibrio) de la transii�on en uatroasos extremos. Esta es la ampliai�on del riterio introduido en la sei�on x 1.3.1teniendo en uenta el tiempo �r. Los asos 1 y 2 orresponden a � � 1, es deir,a asos en que el par�ametro de ontrol var��a r�apidamente en omparai�on on eltiempo asoiado a las utuaiones. En ambio, los asos 3 y 4 orresponden a lasituai�on en que el par�ametro de ontrol var��a uasiest�atiamente en omparai�on onlas utuaiones. En diho uadro aparee un par�ametro �00 que da la relai�on entre�dr y �r: �00 � �0� = �dr�r : (3.108)Geom�etriamente no es m�as que la pendiente de una reta en el plano �{�0 que pasapor el punto (0; 0), tal y omo se india esquem�atiamente en la Fig. 3.15 on trazodisontinuo.Veamos on detalle ada uno de los asos resumidos en el uadro 3.1.1. �; �0 � 1: Tal y omo se observa en la Fig. 3.15, en esta situai�on la metaestabi-lidad es grande en ualquier aso, independientemente de �00. De todas formas,
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Figura 3.14: Representai�on de A=A0 (= a) en el modelo deformai�on-fon�on [x 1.5.5℄ entres asos: transii�on en equilibrio (	 = 	H), transii�on en el l��mite de metaestabilidad(	 = 	L) y un aso intermedio on valor medio h	si y desviai�on est�andar �s. La ehaspunteadas delgadas indian esquem�atiamente que la transii�on tiene ierta probabilidad deourrir para ualquier valor de 	 2 [	L;	H ℄.para un valor �jado de �, la metaestabilidad aumenta al aumentar �00. Resumien-do, la m�axima metaestabilidad en presenia de utuaiones se observa uando,en relativo, 	 var��a r�apidamente (�fl � �dr) pero no tanto omo para que elsistema no permaneza en la fase Hf durante un ierto intervalo de tiempo �nitoque t��piamente es mayor o igual que �r. Esta �ultima ondii�on se expresa onla relai�on �dr � �r (�00 � 1).2. � � 1 y �0 � 1: a grosso modo, esta situai�on orresponde a la esquina inferiordereha de la Fig. 3.15. La metaestabilidad en esta zona es menor que en el aso1 pero, no obstante, es �nita. En t�erminos de tiempos, este aso orresponde a�r � �fl � �dr. Comparando on el aso 1, vemos que la metaestabilidad es�nita siempre que �fl � �dr, y es mayor uanto menor es �r (el sistema tiene m�astendenia a permaneer en el estado metaestable).3. � � 1 y �0 � 1: la metaestabilidad en este aso est�a desfavoreida por ser� � 1. Sin embargo, de la Fig. 3.15 se dedue que, para � �jado (y no nulo),la metaestabilidad aumenta on �0. Por onsiguiente, existe metaestabilidad si �0
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Figura 3.15: Curvas denivel orrespondientes ala metaestabilidad me-dia en unidades de �[E. (3.107)℄ en funi�onde � y �0. La reta dis-ontinua india una l��neaorrespondiente a �00 =�dr=�r onstante. 0.6
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Cuadro 3.1: Resumen del ar�ater de la transii�on seg�un la relai�on entre los tiemposarater��stios �dr, �fl y �r en uatro asos extremos.� �0 �00 Relai�on de tiempos Car�ater1 � 1 � 1 �fl � �dr � �r m�axima metaestabilidad� 12 � 1 � 1 �r � �fl � �dr metaestable3 � 1 � 1 �dr � �fl � �r metaestable� 14 � 1 � 1 �r � �dr � �fl equilibrioes su�ientemente grande. En t�erminos de tiempos, esta situai�on orresponde a�dr � �fl � �r.4. �; �0 � 1: este aso orresponde a la esquina inferior izquierda de la Fig. 3.15. Enesta zona, h�	si es muy peque~no sea ual sea el valor de �00 pero es menor uantomenor es �00. Se dedue pues que la situai�on en que se observa una transii�onen equilibrio (metaestabilidad nula) es aquella en que �; �0 � 1 y �00 � 1, queimplia la relai�on de tiempos �r � �dr � �fl.El aso 3 y el aso 4 di�eren �uniamente en la relai�on de �r on los otros tiempos.Es la misma diferenia que existe entre el aso 1 y el 2. Sin embargo, la difereniaentre 3 y 4 es m�as sutil puesto que en 3 hay hist�eresis mientras que en 4 no la hay.Es importante notar que ambos asos orresponden a una variai�on uasiest�atia de 	on respeto al efeto de las utuaiones. En ondiiones uasiest�atias ser��a normal



3.3. Disusi�on 115pensar que la transii�on ourre en equilibrio (	s = 	H). El aso 4 enaja on estasuposii�on. Sin embargo, no hay transii�on en equilibrio si el tiempo de relajai�on �rhaia Hf es muho menor que el asoiado a las utuaiones (aso 3). Esto demuestraque �r es importante para determinar si una transii�on suede en equilibrio o no.En la literatura existen riterios similares a los presentados aqu��. Expresado ennuestra notai�on, Gilmore [180℄ demostr�o que una transii�on presenta hist�eresis uan-do se umple la relai�on �fl � �dr � �r y, en ontraste, la onstrui�on de Maxwell(transii�on en equilibrio) es v�alida uando �dr � �fl, independientemente de �r. Poste-riormente, Agarwal y Shenoy [181℄ propusieron iertas mejoras al riterio de Gilmoreteniendo en uenta on m�as detalle los efetos de variai�on de la energ��a libre al variarel par�ametro de ontrol. Sin embargo, su riterio no di�ere en gran medida del pro-puesto por Gilmore. M�as tarde, Shenoy et. al [175, 188, 195℄ mejoraron el riterio deShenoy y Agarwal teniendo en uenta el tiempo arater��stio asoiado a la transii�oninversa (Lf ! Hf) una vez se ha produido la transii�on direta (Hf ! Lf ). Sea omosea, todos estos trabajos previos onluyen que una transii�on presenta una hist�eresisnotable s�olo si �fl � �dr � �r. Seg�un nuestra disusi�on, esta situai�on orresponde a lade m�axima metaestabilidad, sin embargo, nuestros argumentos demuestran que existenotros asos en que la transii�on tambi�en ourre siguiendo un amino metaestable.3.3.2. Comportamiento una vez se ha produido la transii�onEn la sei�on x 3.1 se argument�o que las teor��as basadas en el tiempo de primerpaso �uniamente son �utiles para desribir lo que suede antes de que se iniie la tran-sii�on. Esta arater��stia tambi�en ha quedado patente en los modelos introduidosen ondiiones no est�atias [x 3.2℄. Sin embargo, es interesante estudiar lo que ourreuna vez que se ha produido la transii�on y, en partiular, es interesante estudiar laposibilidad de una transii�on inversa (Lf ! Hf ) t�ermiamente ativada. A ontinua-i�on se presentan algunas ideas ualitativas que se suponen su�ientes para entenderdiho omportamiento. Para �jar ideas, onsideremos el modelo THIII. Una vez seha produido la transii�on, en la regi�on a > as (ver notai�on en la Fig. 3.9), igual queantes de la transii�on, el omportamiento del sistema se puede desribir mediante trestiempos:Tiempo �dr asoiado a la variai�on de 	.Tiempo medio de primer paso de la fase Lf a la Hf : ht0si(�;	). Este tiempose puede alular a partir de la expresi�on (3.86) on �r = +1. Se puede ver
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Figura 3.16: Tiempos de re-lajai�on tr(�) y tava(�) haia elm��nimo orrespondiente a Hfy a Lf , respetivamente. Am-bos se han representado divi-didos por �r. La zona sombrea-da orresponde a la zona dondese ha heho la hip�otesis de notransii�on Hf ! Lf (� > 1). 0.0 0.5 1.0
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f�ailmente que ht0si(�; �0) � �fl.Tiempo tava asoiado a la relajai�on haia el m��nimo loal en Am orrespondientea la fase Lf . Este tiempo se alula a partir de la E. (3.95) apliada al m��nimoen Am. Haiendo el �alulo pertinente, se obtienetava(�) = �r 38 �4 + 2p4� 3�� 3�� : (3.109)En la Fig. 3.16 se omparan, en funi�on de �, los tiempos de relajai�on tr(�)y tava(�) en unidades de �r, que es el tiempo arater��stio asoiado a ambosproesos de relajai�on. En esta �gura se apreia que, para � < 1, tava(�) < tr(�).Esta ondii�on implia que, una vez se ha produido la transii�on Hf ! Lf para� < 1 (zona metaestable deHf), el sistema relaja m�as f�ailmente haia el m��nimoen Am (fase Lf ) que haia el m��nimo en A = 0 (fase Hf).Teniendo en uenta que tava(�) < tr(�), veamos ual es el omportamiento delsistema si se ha produido la transii�on en ada uno de los asos extremos estudiadosen la sei�on anterior [x 3.3.1, Cuadro 3.1℄.1. �fl � �dr � �r: en esta situai�on la transii�on se produe on una gran hist�eresis,de forma que h	si � 	L, o, en unidades reduidas, h�si � 0. As�� pues, uandose produe la transii�on, tava � �dr [E. (3.109)℄ y ht0si > htsi, de tal forma queht0si � �dr. De estas desigualdades se dedue que la transii�on inversa (Lf ! Hf)es muy poo probable. Intuitivamente, esto es as�� porque el sistema relaja muy



3.3. Disusi�on 117r�apidamente haia el m��nimo orrespondiente a la fase Lf y adem�as el tiempoasoiado a las utuaiones es muy grande (utuaiones d�ebiles).2. �r � �fl � �dr: en este aso el tiempo �dr es el menor y la variai�on de 	 es elproeso dominante en la transii�on. Cuando se produe la transii�on, �dr � tavay, adem�as, �dr � ht0si. Dadas estas desigualdades, en el tiempo t��pio en quelas utuaiones induir��an la transii�on inversa, el sistema ha llegado ya a lasproximidades del l��mite de metaestabilidad de la fase Hf , on lo ual, Hf dejade existir omo tal. De nuevo, en esta situai�on la transii�on inversa es pooprobable.3. �dr � �fl � �r: una vez ha ourrido la transii�on, el sistema relaja haia elm��nimo orrespondiente a la fase Lf en un tiempo tava � ht0si y tiene tenden-ia a permaneer en la fase Lf a partir de ese momento. De auerdo on esterazonamiento, la transii�on inversa tambi�en es poo probable en este aso.4. �r � �dr � �fl: la transii�on direta se produe en equilibrio y, una vez se haproduido, la relai�on de tiempos es: tava � �dr � ht0si. Por onsiguiente, latransii�on inversa es posible. Esta arater��stia enaja on la idea de transii�onde primer orden en equilibrio (hay oexistenia de Hf y Lf ).El omportamiento en los asos 1, 2 y 3 nos lleva a una onlusi�on importante queenaja perfetamente on una visi�on intuitiva del problema: en sistemas que presentanmetaestabilidad al variar mon�otonamente un par�ametro de ontrol externo, es pooprobable que se produza una transii�on inversa una vez se ha produido la transii�ondireta.Finalmente, llegados a este punto es f�ail onvenerse de que la hip�otesis de notransii�on para � > 1 (heha en las seiones x 3.2.4 y x 3.2.6) es aeptable ya que,para estos valores de �, sea ual sea el valor de �dr, ht0si < htsi y tava & tr [Fig. 3.16℄y, adem�as, la relajai�on haia Am (fase Lf ) no es muy efetiva en esta situai�on. Delos uatro asos extremos disutidos antes, s�olo en el �ultimo de ellos (�r � �dr � �fl)se deber��a onsiderar la posibilidad de una transii�on antes de llegar al equilibrio.Teniendo en uenta que los sistemas que se estudian experimentalmente en esta tesispresentan hist�eresis, la hip�otesis de no transii�on antes de llegar al equilibrio se puedeonsiderar v�alida dentro del maro en el que se aplia.



118 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenCuadro 3.2: Resumen de los par�ametros orrespondientes a ada uno de los modelos pre-sentados en este ap��tulo.Modelo Par�ametros Tiempos ara-ter��stios Par�ametros adi-mensionales�dr �fl �r � �0THI ! 1! { {THII j _	j; 	L y 	H �0; Fr �j _	j 2Fr27�0 { �fl�dr {THIII A0; Fr y D A20D A20Fr �fl�r3.4. Resumen y onlusionesEn este ap��tulo se ha introduido una formulai�on general que permite entender elefeto de las utuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer orden (desdeuna fase Hf a una Lf) induidas variando de forma mon�otona un par�ametro de ontrolexterno 	. El modelo que se ha propuesto se basa en el tiempo de primer paso sobrela barrera que separa las dos fases y en las tres hip�otesis siguientes:Las utuaiones t�ermias s�olo pueden induir la transii�on en un intervalo[	L;	H ℄ que de�ne el intervalo de metaestabilidad de la fase Hf .La probabilidad de transii�on por unidad de tiempo � es �nita en el equilibrio(	 = 	H) e in�nita en el l��mite de metaestabilidad (	 = 	L). Esta �ultimaondii�on asegura que la transii�on tenga lugar en el l��mite de metaestabilidadsi no ha ourrido antes.Como hip�otesis adiional, se ha supuesto que 	 disminuye de forma lineal a unritmo onstante _	 a lo largo de todo el intervalo [	L;	H℄. De esta forma, sepuede de�nir un tiempo arater��stio onstante �dr = (	H � 	L)=j _	j asoiadoa la variai�on de 	.La �ultima de estas hip�otesis permite una desripi�on del modelo en t�erminos deompetii�on del tiempo arater��stio asoiado a las utuaiones t�ermias �fl (lasutuaiones son m�as notables uanto menor es �fl) y el tiempo t��pio de variai�ondel par�ametro de ontrol �dr.Se han heho tres hip�otesis onretas sobre la relai�on entre � y 	. Los par�ametrosarater��stios asoiados a ada una de estas hip�otesis se resumen en el uadro 3.2.



3.4. Resumen y onlusiones 119En la hip�otesis llevada a abo en el modelo THI el tiempo arater��stio de lasutuaiones se introdue mediante una freuenia arater��stia de nuleai�on ! talque �fl = !�1.En el modelo THII, la probabilidad por unidad de tiempo � se onsidera inversa-mente proporional a la barrera de energ��a que separa las dos fases. En partiular, seonsidera que la barrera es la orrespondiente a la energ��a de Landau del modelo dedeformai�on-fon�on [x 1.5.5℄. Bajo esta hip�otesis, se dedue que el tiempo �fl es pro-porional a la energ��a arater��stia Fr que, a su vez, es proporional a la altura de labarrera. En este modelo se logra profundizar un poo m�as en el origen de �fl puestoque se entiende expl��itamente en t�erminos de la barrera energ�etia. Sin embargo, sede�ne una energ��a por unidad de tiempo �0 que se supone que est�a relaionada on laenerg��a arater��stia asoiada a las utuaiones t�ermias, pero no se enuentra deforma direta su relai�on on la temperatura.Finalmente, en el modelo THIII, basado en el tiempo de primer paso en ondiionesest�atias, el tiempo �fl est�a ligado a la energ��a de las utuaiones t�ermias (kBT ) y aA20, que no es m�as que el uadrado del par�ametro de orden en la fase Lf en equilibrio[x 1.5.5℄. Adem�as, en este modelo aparee de forma natural un tiempo arater��stio�r asoiado a la relajai�on del sistema haia el m��nimo loal. Este tiempo no se hab��atenido en uenta en las hip�otesis hehas en los modelos THI y THII.Las tres hip�otesis propuestas para � llevan a una fenomenolog��a similar y muestranque son neesarios al menos tres tiempos arater��stios (�dr, �fl y �r) para desribir lastransiiones de fase de primer orden en sistemas a temperatura �nita. Es interesanteremarar que todas las magnitudes probabil��stias involuradas en los modelos (P�,�� y h	ksi) dependen �uniamente de los par�ametros adimensionales � y �0 de�nidos apartir del oiente entre los tiempos arater��stios tal y omo india el uadro 3.2. Estodemuestra que, en base a los modelos propuestos, el efeto de las utuaiones t�ermiasse puede expliar en t�erminos de ompetii�on de tiempos arater��stios. Bas�andonosen esta ompetii�on de tiempos, se ha determinado que el aso en que �fl . �dr . �rorresponde a una situai�on en que el efeto de las utuaiones t�ermias en estadosmetaestables es m�as f�ailmente observable. Desde un punto de vista experimental, estasondiiones de observabilidad de los efetos asoiados a las utuaiones est�an siempreondiionadas a que el intervalo metaestable [	L;	L℄ de la fase Hf sea mayor que laresolui�on asoiada a la medida de 	. Puesto que �dr se puede variar externamente,desde un punto de vista te�orio, siempre es posible haer experimentos tales que seanobservables efetos t�ermiamente ativados si el intervalo metaestable de Hf es mayor



120 Cap��tulo 3. Flutuaiones t�ermias en las transiiones de fase de primer ordenque la resolui�on experimental en la medida de 	. Como veremos en el ap��tulo 7, si�fl es muy grande, estos experimentos pueden ser irrealizables en la pr�atia. Tambi�ense ha disutido el efeto de las utuaiones t�ermias sobre la hist�eresis (en base almodelo THIII) y se ha demostrado que existe ierta metaestabilidad (a�un a T > 0)siempre que no se umpla la relai�on de tiempos �r � �dr � �fl, que orresponde a latransii�on de fase en equilibrio.


