
Cap��tulo 4
Resultados num�eri
os en el3D-GRFIM 
on din�ami
aat�ermi
a-adiab�ati
a

En este 
ap��tulo se presentan los resultados de las simula
iones simula
iones num�eri-
as llevadas a 
abo para estudiar las propiedades 
r��ti
as del RFIM de�nido en una red
�ubi
a simple 
on 
ampos aleatorios distribuidos de forma gaussiana 
on media 
eroy desvia
i�on est�andar � (3D-GRFIM), utilizando la din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a. Sin embargo, antes de presentar los resultados propiamente di
hos, se intro-du
en algunos aspe
tos que ser�an esen
iales para situar nuestro estudio. En la se

i�onx 4.1, se introdu
e detalladamente la din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a, se re-sumen las 
ara
ter��sti
as de la evolu
i�on del RFIM siguiendo esta din�ami
a (evolu
i�onmediante avalan
has e hist�eresis) [x 4.1.1℄, se introdu
en los resultados fundamenta-les de la aproxima
i�on de 
ampo medio al modelo [x 4.1.2℄ y, por �ultimo, se resumenlos resultados 
ono
idos sobre el modelo a partir de estudios basados en simula
io-nes num�eri
as y en el GR [x 4.1.3℄. Este resumen de los resultados 
ono
idos hastael momento nos permite enumerar en la se

i�on x 4.2 los puntos fundamentales quemotivan nuestro estudio. En la se

i�on x 4.3 se introdu
en los detalles rela
ionados
on los algoritmos utilizados para llevar a 
abo las simula
iones num�eri
as. A 
onti-nua
i�on [x 4.4℄, se de�nen las magnitudes que se miden durante las simula
iones y lasque ser�a ne
esario introdu
ir m�as adelante al analizar los resultados. En las se

ionesrestantes del 
ap��tulo se muestran los prin
ipales resultados obtenidos dire
tamentede las simula
iones. Estos resultados permitir�an ha
er un estudio extenso mediantet�e
ni
as de es
alado de tama~no �nito que se presenta en el 
ap��tulo siguiente.121



122 Cap��tulo 4. Resultados num�eri
os en el 3D-GRFIM 
on din�ami
a at�ermi
a-adiab�ati
a4.1. Modelo. Din�ami
a metaestable at�ermi
a-adia-b�ati
aComo vimos en la se

i�on x 1.4.1, el RFIM se de�ne sobre una red de N nodos (enel 
aso de nuestras simula
iones, la red es 
�ubi
a simple y tiene L nodos por lado, detal forma que N = L3). En 
ada nodo de la red se sit�ua una variable de esp��n Si quetoma dos valores (�1). El Hamiltoniano 
orrespondiente es [Cuadro 1.1℄:H = �Xhi;ji SiSj �H NXi=1 Si � NXi=1 hiSi; (4.1)donde hi; ji en el primer sumatorio indi
a de forma abreviada que la suma se extiende�uni
amente a ve
inos pr�oximos.H es el 
ampo externo apli
ado y hi son 
ampos lo
alesaleatorios que introdu
en un desorden 
ongelado [x 1.4℄ en el sistema. Se supone quelos 
ampos aleatorios son independientes y est�an distribuidos siguiendo una densidadde probabilidad gaussiana de media hhii = 0 y desvia
i�on est�andarphh2i i = � tal que:dP (hi) = �(hi)dhi � 1�p2�e�h2i =2�2dhi: (4.2)El Hamiltoniano (4.1) junto 
on la densidad (4.2) de�ne elModelo de Ising 
on CamposAleatorios Gaussianos (GRFIM). En este modelo, el grado de desorden en el sistemaest�a 
ontrolado por la desvia
i�on est�andar �.Al variar el 
ampo externo H, el sistema evolu
iona siguiendo la din�ami
a me-taestable at�ermi
a-adiab�ati
a, introdu
ida por Sethna et al.1 en 1993 [57℄. En estadin�ami
a se supone que las 
u
tua
iones t�ermi
as no juegan un papel relevante, de talmanera que, a efe
tos pr�a
ti
os, se 
onsidera T = 0 (este es el motivo por el que nosreferimos a esta din�ami
a 
omo \at�ermi
a"). En esta din�ami
a, un esp��n gira si 
onello provo
a un des
enso de la energ��a. El he
ho de que la relaja
i�on sea lo
al ha
e queesta din�ami
a sea metaestable2. A partir del Hamiltoniano (4.1), el 
ambio de energ��aaso
iado al giro de un esp��n gen�eri
o Sp viene dado por:�H(Sp ! �Sp) = H(S1; S2; : : : ; Sp; : : : ; SN)�H(S1; S2; : : : ;�Sp; : : : ; SN) = 2SpH lo
p ;(4.3)1De he
ho, un a~no antes de que Sethna et al. propusieran esta din�ami
a para el RFIM, Ji yRobbins [196℄ hab��an propuesto una din�ami
a at�ermi
a muy similar pero que �uni
amente permiteque giren los espines que se en
uentran en una interfase. Esta din�ami
a es apropiada para estudiarla transi
i�on de depinning que o
urre, por ejemplo, en la invasi�on de 
uidos. Ver tambi�en referen
iasm�as re
ientes [197℄.2En la se

i�on x 5.11.3 se analiza este punto 
on m�as detalle.
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a 123donde el 
ampo lo
al H lo
p se ha de�nido 
omo:H lo
p � z � 2n�(Sp) +H + hp: (4.4)En esta expresi�on, z es el n�umero de 
oordina
i�on de la red (z = 6 en una red 
�ubi
asimple) y n�(Sp) es el n�umero de primeros ve
inos de Sp que tienen el valor �1.Con respe
to a esta din�ami
a, una 
on�gura
i�on S � fS1; S2; : : : ; SNg es estable si�H(Sp ! �Sp) es mayor que 
ero para todos los espines de S. A partir de (4.3),Una 
on�gura
i�on S es estable si y s�olo si fSpH lo
p > 0; 8Sp 2 Sg: (4.5)La din�ami
a es \adiab�ati
a" en el sentido de que, si el sistema se en
uentra en una
on�gura
i�on inestable, el 
ampo H se mantiene 
onstante mientras el sistema evolu-
iona hasta una 
on�gura
i�on estable. Desde un punto de vista temporal, en nuestrassimula
iones supondremos que todos los espines inestables en una determinada 
on-�gura
i�on giran simult�aneamente (din�ami
a s��n
rona [198℄, ver tambi�en la se

i�onx 4.3.3). Es pre
iso men
ionar que esta 
ondi
i�on no fue indi
ada expl��
itamente porSethna et al. en los trabajos pioneros sino que estos autores propon��an [199℄ elegirespines al azar y girarlos si no 
umplen la 
ondi
i�on (4.5). Con este 
riterio no es tandire
to asegurar que se 
umplan propiedades importantes 
omo la memoria del puntode retorno que tratamos a 
ontinua
i�on en la se

i�on x 4.1.1. Seg�un Dhar et al. [199℄,la din�ami
a propuesta es abeliana [199, 200℄ 
omo 
onse
uen
ia de la adiabati
idad yde la de�ni
i�on de los estados estables. Esta propiedad impli
a que la 
on�gura
i�on�nal estable a la que llega el sistema a un determinado 
ampo es independiente delorden en que giran los espines inestables y, por tanto, las propiedades del sistema nodependen del orden de giro de los espines en una avalan
ha.En nuestras simula
iones partimos de una situa
i�on 
on H = 1 en que la 
on�-gura
i�on estable es aquella 
on fSi = +1; 8ig. En esta situa
i�on la magnetiza
i�on esm�axima: m =PNi=1 Si=N = 1. Al disminuir H, el primer esp��n que girar�a es aquel S�para el que primero se anula su 
ambio de energ��a aso
iado �H(S� = +1! S� = �1).El 
ampo H� al que gira este esp��n se dedu
e de ha
er �H(S� = +1! S� = �1) = 0y, a partir de (4.3) es: H� = H int� ; (4.6)donde el 
ampo H int� es el 
ampo interno aso
iado al esp��n S�. En general, el 
ampointerno de un esp��n Si lo de�nimos 
omo:H inti = 2n�(Sp)� z � hp: (4.7)



124 Cap��tulo 4. Resultados num�eri
os en el 3D-GRFIM 
on din�ami
a at�ermi
a-adiab�ati
aPor de�ni
i�on, S� es el esp��n, de entre los que a�un no han girado, que tiene un 
ampointerno aso
iado mayor: H int� = maxfijSi=+1gfH inti g: (4.8)Una vez el 
ampoH llega aH = H�, el 
ampo lo
al de S� es negativo y el sistema seen
uentra en una 
on�gura
i�on inestable. En esta situa
i�on, H se mantiene 
onstante(propiedad adiab�ati
a) hasta que no se llega a una 
on�gura
i�on estable. El giro deS� 
ambia el 
ampo lo
al de sus primeros ve
inos y esto puede provo
ar que el 
ampolo
al de alguno de estos ve
inos se haga negativo 
on lo que el sistema pasar��a unanueva 
on�gura
i�on inestable tras el giro de S�. En este 
aso, los espines inestablesgiran simult�aneamente (din�ami
a s��n
rona) y, a su vez, su giro puede inestabilizaralgunos de sus ve
inos. Este pro
eso se repite a 
ampo 
onstante (H = H�) hasta queel sistema llega a una situa
i�on estable. Todos los espines que giran a H 
onstante trasel giro de S� de�nen una avalan
ha y nos referiremos 
omo esp��n de ini
io de avalan
haal esp��n S�. La restri

i�on de que H sea 
onstante durante toda la evolu
i�on impli
aque la evolu
i�on de las avalan
has es mu
ho m�as r�apida que el tiempo 
ara
ter��sti
o devaria
i�on de H. Los efe
tos de relajar este 
omportamiento adiab�ati
o se estudiar�anen el 
ap��tulo 9. El n�umero de espines que giran en una avalan
ha de�ne su tama~nos. Por analog��a 
on la terminolog��a utilizada en la teor��a de fra
tales y de per
ola
i�on,en o
asiones, tambi�en llamaremos masa al tama~no s de las avalan
has.4.1.1. Hist�eresis. Memoria del punto de retornoBajo la din�ami
a propuesta, el RFIM presenta memoria del punto de retorno. Seth-na et al. propusieron una primera demostra
i�on de que esto es as�� en el art��
ulo [57℄ enque proponen esta din�ami
a. Esta propiedad se ilustra en la Fig. 4.1. Cuando el 
ampoH aumenta de Ha a Hb, el sistema vuelve exa
tamente a la misma magnetiza
i�on queten��a en Ha si el 
ampo vuelve a di
ho 
ampo tras haber pasado por Hb, sea 
ualsea el valor de Hb. En otras palabras, el sistema \re
uerda" su magnetiza
i�on ini
ial.Este 
omportamiento se ha observado experimentalmente, por ejemplo, en la absor-
i�on de gases [201℄, en algunos sistemas ferromagn�eti
os [202℄, en ondas de densidadde 
arga [203℄ y en la transforma
i�on martens��ti
a indu
ida apli
ando esfuerzo en unmono
ristal de Cu-Zn-Al [204℄.La memoria que presenta el RFIM va m�as all�a de re
ordar el valor de la magne-tiza
i�on en Ha; re
uerda exa
tamente el estado 
ompleto que ten��a en Ha antes deinvertir el sentido de varia
i�on de H. La demostra
i�on propuesta por Sethna et al. se
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Figura 4.1: Demostra
i�on num�eri
a de la memoria de punto de retorno en el 3D-GRFIM. Lal��nea 
ontinua 
orresponde a la magnetiza
i�on en fun
i�on del 
ampo 
uando �este disminuyedesde un valor muy grande (en que m = 1) hasta Ha. Una vez en esta situa
i�on, H aumentahasta un valor Hb > Ha y, a partir de este valor, vuelve a disminuir hasta Ha. El gr�a�
ointerno muestra 
on detalle la zona 
er
ana a Ha. Este gr�a�
o es �util para ver 
laramente lamemoria de punto de retorno y, a su vez, demuestra que la evolu
i�on de la magnetiza
i�on esdis
ontinua (
ambia mediante avalan
has). Las 
e
has indi
an en todos los 
asos el sentidode varia
i�on del 
ampo. La l��nea dis
ontinua en el gr�a�
o prin
ipal 
orresponde a un 
i
lode hist�eresis 
ompleto en que el 
ampo disminuye mon�otonamente desde H = +1 hastaH = �1 y vuelve de nuevo hasta H = +1.basa en el teorema de \no paso" que se hab��a apli
ado anteriormente para expli
ar lamemoria del punto de retorno en las ondas de densidad de 
arga [205, 206℄.Un sistema que evolu
ione siguiendo la din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a,presenta memoria del punto de retorno si 
umple las tres 
ondi
iones siguientes:i) La evolu
i�on no depende del ritmo al que var��e H.ii) Existe una rela
i�on de orden (par
ial) entre los estados del sistema. Un estadoS = fSig � S0 = fS 0ig si Si � S 0i, 8i.iii) El orden se 
onserva durante la evolu
i�on del sistema bajo la a

i�on de 
amposordenados. Di
ho de otra forma, si en un instante t = 0 tenemos S(0) � S0(0) y,para t > 0, S(0) evolu
iona 
on un 
ampo H(t) y S0(0) evolu
iona 
on un 
ampoH 0(t) � H(t), enton
es se mantiene el orden ini
ial para 
ualquier t: S(t) � S0(t).
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os en el 3D-GRFIM 
on din�ami
a at�ermi
a-adiab�ati
aEste es el teorema de no paso de Middelton [205, 206℄.En el RFIM, la primera de las 
ondi
iones est�a asegurada gra
ias a la propiedadadiab�ati
a. La segunda 
ondi
i�on no se 
umple para todos los estados imaginablespero s�� existen estados para los que se 
umple. Con respe
to a la ter
era, tambi�en se
umple, pero es m�as 
ompli
ado demostrarlo. En primer lugar, hay que re
ordar que, aldisminuir H, un esp��n Si gira ha
ia abajo en el instante t, o ya est�a girado si H lo
i � 0.Por otro lado, si S(0) � S0(0), enton
es se 
umple la desigualdad n�(Si(0)) � n�(S 0i(0))para 
ualquier Si(0) 2 S(0) y 
ualquier S 0i(0) 2 S0(0). De esta desigualdad y dela de�ni
i�on de H lo
 [E
. (4.4)℄, se dedu
e la desigualdad H lo
i (0) � (H lo
i )0(0) para
ualquier i, aunque el 
ampo H(0) apli
ado a los dos sistemas sea el mismo. Si apartir de esta situa
i�on se apli
a un 
ampo H(t) a la 
on�gura
i�on S(0) y un 
ampoH 0(t) � H(t) a la 
on�gura
i�on S0(0), se 
umple la desigualdad H lo
i (t) � (H lo
i )0(t)para 
ualquier i y t y, por tanto, el n�umero n�(Si(t)) de primeros ve
inos girados ha
iaabajo de 
ualquier esp��n Si 2 S(t) es siempre (din�ami
a s��n
rona) menor que n�(S 0i(t)),de lo que se dedu
e que S(t) � S0(t) para 
ualquier t. Esto �naliza la demostra
i�onde que la 
ondi
i�on iii) se 
umple en el RFIM. En el 
aso en que la din�ami
a no seas��n
rona, no est�a tan 
laro que al apli
ar un 
ampo H(t) a la 
on�gura
i�on S(0) yun 
ampo H 0(t) � H(t) a la 
on�gura
i�on S0(0) se 
umpla la desigualdad H lo
i (t) �(H lo
i )0(t) para 
ualquier i y t y, 
omo 
onse
uen
ia, no es tan sen
illo demostrar quese 
umple la 
ondi
i�on iii).La 
ondi
i�on iii) no se 
umple en modelos 
omo el RBIM [21℄ o el RAIM [60℄(des
ritos brevemente en la se

i�on x 1.4.1) y, en general, en todos aquellos modelos queinvolu
ran, de una forma u otra, intera

iones antiferromagn�eti
as. En 
onse
uen
ia,todos estos modelos no presentan memoria de punto de retorno 
uando evolu
ionan
on la din�ami
a at�ermi
a-adiab�ati
a propuesta por Sethna et al. La regla de no pasode Middleton tambi�en se ha utilizado para justi�
ar la memoria de punto de retornoen modelos de Preisa
h [33,207,208℄, en aut�omatas 
elulares [209℄, y en la formula
i�ongeneral de la hist�eresis propuesta ha
e algunos a~nos [210℄.Re
ientemente, Deuts
h et al. [211℄ han demostrado que un modelo de Ising alea-torio antiferromagn�eti
o unidimensional presenta memoria de punto de retorno exa
ta
uando el 
ampo apli
ado disminuye desde valores muy altos (magnetiza
i�on de sa-tura
i�on). Sin embargo, no presenta memoria de punto de retorno 
uando el 
ampodisminuye desde valores m�as peque~nos en que la magnetiza
i�on no est�a saturada. Co-mo ya se ha men
ionado, en un sistema antiferromagn�eti
o no se 
umple la 
ondi
i�oniii) y, por tanto, un antiferromagneto que siga la din�ami
a at�ermi
a-adiab�ati
a no pre-
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ipio, memoria de punto de retorno. Sin embargo, tal y 
omo remar
anlos autores de este trabajo, no s�olo el Hamiltoniano determina si un sistema presentao no memoria de punto de retorno, sino que la din�ami
a es tambi�en determinante.As�� pues, s�olo se puede a�rmar que un sistema presenta memoria de punto de retornoo no 
on respe
to a la din�ami
a que sigue. Adem�as, los autores introdu
en una varia-ble de giro para la que se 
umple la 
ondi
i�on de no paso de Middleton en un sistemaantiferromagn�eti
o, aunque no se 
umpla para los estados del sistema. En base a estaobserva
i�on, los autores proponen que la variable de giro que de�nen juega un papelm�as fundamental en la memoria del punto de retorno que los estados en s�� mismosque, de he
ho, no son m�as que proye

iones de la variable de giro.Continuando 
on el 3D-GRFIM 
on din�ami
a at�ermi
a-adiab�ati
a, la Fig. 4.2 mues-tra el 
omportamiento de la magnetiza
i�on al variar 
��
li
amente entre H = +1 yH = �1 para dos des�ordenes distintos �. Como se puede ver, la magnetiza
i�on des-
ribe un 
i
lo de hist�eresis que, para des�ordenes peque~nos [Fig. 4.2(a)℄, presenta unadis
ontinuidad �m > 0 mientras que los 
i
los son suaves (�m = 0) para des�ordenesmayores que un 
ierto �
 [Fig. 4.2(b)℄. Tal 
ambio en el 
omportamiento se ha inter-pretado asumiendo (ver por ejemplo [57, 212, 213℄) la existen
ia de un punto 
r��ti
o(�
; H
) en el diagrama de fases metaestable a T = 0. Por un lado, las propiedades delmodelo (hist�eresis, tama~no y dura
i�on de las avalan
has, et
. . . ) 
er
a de este pun-to 
r��ti
o se han estudiado 
on la aproxima
i�on de 
ampo medio, 
on simula
ionesnum�eri
as y mediante t�e
ni
as del GR en los 
asos en que no ha sido posible en
ontraruna solu
i�on exa
ta al problema. Por otro lado, en el 
aso de redes de topolog��as espe-
iales (sistemas unidimensionales y redes de Bethe), ha sido posible hallar solu
ionesanal��ti
as [199, 200, 214{216℄ que han permitido demostrar, por ejemplo, que en unared unidimensional no existe ning�un punto 
r��ti
o mientras que en la red de Bethes�� existe para n�umeros de 
oordina
i�on z � 4 [200,215℄. A 
ontinua
i�on se resumen losresultados fundamentales 
orrespondientes a la aproxima
i�on de 
ampo medio, a lassimula
iones num�eri
as y a los estudios 
on t�e
ni
as del GR.4.1.2. Aproxima
i�on de 
ampo medio en el 3D-GRFIMLa aproxima
i�on de 
ampo medio es una t�e
ni
a habitual para obtener una primeraidea del 
omportamiento 
ualitativo de algunos sistemas 
ompli
ados. La teor��a de
ampo medio al RFIM 
on 
ampos aleatorios gaussianos fue estudiada por primeravez en el trabajo en el que Sethna et al. propusieron el modelo [57℄3. En esta se

i�on se3En las Refs. [198,217℄ se tratan de forma m�as extensa algunos de los puntos presentados en [57℄.
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 Figura 4.2: Ci
los de hist�eresis para (a) � = 2:0 y (b) � = 3:0 
orrespondientes a simula-
iones num�eri
as en una red 
�ubi
a 
on L = 48 (N = 483). En (a) se indi
a expl��
itamentela dis
ontinuidad en la magnetiza
i�on �m.introdu
e la aproxima
i�on de 
ampo medio4 al 3D-GRFIM que 
onsiste en aproximarel produ
to SiSj del primer t�ermino del Hamiltoniano (4.1) 
omo:SiSj = [m + (Si �m)℄ [m+ (Sj �m)℄ ' �m2 +m(Si + Sj); (4.9)donde m es la magnetiza
i�on. En la aproxima
i�on se despre
ia el t�ermino (Si�m)(Sj�m) que 
orresponde a desvia
iones de orden superior del valor individual de 
ada esp��n
on respe
to a la magnetiza
i�onm. Introdu
iendo esta aproxima
i�on en el Hamiltonia-no (4.1) y, teniendo en 
uenta quePhi;ji 1 = 12Nz, obtenemos el siguiente Hamiltonianoen la aproxima
i�on de 
ampo medio:H = �12m2Nz �NHm�Xi hiSi: (4.10)A partir de esta e
ua
i�on, el 
ampo lo
al H lo
i de�nido en la E
. (4.4) se expresa 
omo:H lo
i = zm +H + hi (4.11)y, de la 
ondi
i�on (4.5), los espines inestables (o que ya han girado) a un determinado
ampo H (al disminuir H desde +1) son aqu�ellos que tienen H lo
i � 0 o, di
ho deotra forma, aqu�ellos 
on hi � �zm �H: (4.12)4Esta aproxima
i�on es equivalente a la teor��a de 
ampo medio propuesta por Sethna et al. identi-�
ando z (n�umero de 
oordina
i�on en nuestro 
aso) 
on J que mide la intera

i�on de 
ada esp��n 
ontodos los dem�as en la teor��a de 
ampo medio.
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ondi
i�on, es sen
illo obtener una expresi�on impl��
ita para lamagnetiza
i�on en fun
i�on del 
ampo:m(H) = 1� 2 Z �zm(H)�H�1 �(h)dh = �err �zm(H) +H�p2 � : (4.13)donde � es la densidad de probabilidad de los 
ampos aleatorios [E
. (4.2)℄ y �err esla fun
i�on error que se de�ne 
omo�err(t) � 2p� Z t0 e�x2dx; (4.14)de tal forma que �err(�1) = �1 y �err(�t) = ��err(t).La Fig. 4.3 muestra gr�a�
amente el 
omportamiento de la parte dere
ha de laE
. (4.13) en fun
i�on de la variable t � (zm(H) + H)=(�p2). Las solu
iones de laE
. (4.13) se en
uentran bus
ando los puntos de interse

i�on de la fun
i�on �err(t) 
onla re
ta m(t) = �p2z t� Hz (4.15)que se dedu
e de la propia de�ni
i�on de t. Por un lado, a H = 0, la re
ta m(t) siempreinterse
ta a �err(t) en t = 0, lo que impli
a que t = 0 es siempre una solu
i�on de laE
. (4.13) a H = 0. Por otro lado, en el 
aso en que la pendiente de �err(t) en t = 0sea mayor que la pendiente de m(t) en este mismo punto, dependiendo del valor deH, pueden existir tres solu
iones de la E
. (4.13). Matem�ati
amente, la 
ondi
i�on paraque exista m�as de una solu
i�on de la E
. (4.13) para alg�un valor de H es:dm(t)dt ����t=0 < d�err(t)dt ����t=0 : (4.16)Cal
ulando estas derivadas, en
ontramos que s�olo para � < �
, donde �
 � zp2=�,existen tres solu
iones de la magnetiza
i�on. En 
ambio, si � � �
, existe �uni
amenteuna solu
i�on a la e
ua
i�on.Dependen
ia 
on � de la evolu
i�on al variar HExaminemos 
on m�as detalle el 
omportamiento del sistema dependiendo de si �es mayor o menor que �
:� � �
: tal y 
omo muestra la Fig. 4.3(a) para un 
aso 
on � > �
, al disminuirH desde valores muy grandes (la l��nea m(t) se desplaza ha
ia la izquierda), laaltura del punto de interse

i�on de m(t) 
on �err(t), que 
orresponde a m(H),
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Figura 4.3: Fun
iones �err(t) [E
. (4.14)℄ (l��nea negra) y m(t) [E
. (4.15)℄ (l��neas grises)para varios valores del 
ampo H. El gr�a�
o (a) 
orresponde a un 
aso 
on � > �
 mientrasque, en (b), se muestra un 
aso 
on � > �
. La solu
i�on de la E
. (4.13) para un determinado
ampo H 
orresponde a la ordenada del punto de interse

i�on de la fun
i�on �err(t) 
on lare
ta m(t) 
orrespondiente al 
ampo H. La disminu
i�on/aumento de H se representa enestos gr�a�
os 
on un desplazamiento ha
ia la izquierda/dere
ha de la re
ta m(t).disminuye mon�otonamente y de forma 
ontinua. En parti
ular, la magnetiza
i�onsin 
ampo apli
ado es nula:m(H = 0) = 0. Si, por el 
ontrario,H aumenta desdevalores muy negativos (la l��neam(t) se desplaza ha
ia la dere
ha),m(H) aumentamon�otonamente siguiendo el mismo 
amino que al disminuir el 
ampo, lo quedemuestra que el sistema no presenta hist�eresis para � � �
. La sus
eptibilidad� (= (�m=�H)�) en el punto de inversi�on de la magnetiza
i�on (H = 0) vienedada por: �(� � �
) = �
=�z(1� �
=�) : (4.17)De esta expresi�on vemos que �(� � �
) es �nita para 
ualquier � > �
 y divergeen � = �
, lo que indi
a que la aproxima
i�on de 
ampo medio presenta un punto
r��ti
o para (�;H) = (�
; 0).� < �
: tal y 
omo muestra la Fig. 4.3(b), al disminuirH desde valores muy gran-des (
orresponde a desplazar la re
ta m(t) ha
ia la izquierda), �uni
amente hayun punto de interse

i�on entre m(t) y �err(t), que 
orresponde a una magnetiza-
i�on positiva (m(H) � m+(H) > 0). Para un 
ierto valor del 
ampo H = Hs(�),la re
ta m(t) interse
ta a �err(t) en dos puntos, de manera que pasamos de tener
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i�on 
on m(H) > 0 a tener dos: una 
on m(H) = m+(H) > 0 yotra 
on m(H) < 0. Supondremos que la nueva interse

i�on tiene lugar en las
oordenadas (�ts(�);�ms(�)). La determina
i�on de ts(�) es sen
illa teniendoen 
uenta que d�err(t)=dt = dm(t)=dt para t = �ts(�). Ha
iendo las derivadaspertinentes a partir de las E
s. (4.14) y (4.15) se en
uentra:�ts(�) = �rln �
� : (4.18)Una vez obtenido �ts(�), es f�a
il obtener la magnetiza
i�on �ms(�) a partir dela E
. (4.14): �ms(�) = ��err �rln �
� � : (4.19)De esta rela
i�on y la E
. (4.15), llegamos a la siguiente expresi�on para Hs(�):Hs(�) = z�err �rln �
� �� �r2 ln �
� : (4.20)En la se

i�on x 5.11.3 se dis
uten algunos aspe
tos rela
ionados 
on la solu
i�onde 
ampo medio y, en parti
ular, el 
ampo Hs(�) se representa, en fun
i�on de �,en la Fig. 5.27.Al disminuir H desde Hs a �Hs, la E
. (4.13) presenta tres solu
iones. En esteintervalo de 
ampos la solu
i�on m+(H) es metaestable pero, debido a la ausen
iade 
u
tua
iones t�ermi
as, �esta es la solu
i�on de m(H) hasta que el sistema llegaal l��mite de metaestabilidad, que tiene lugar para H = �Hs(�). La expresi�ongeneral de la sus
eptibilidad a un 
ampo H es:�(H) = z d�errdt�p2z � d�errdt : (4.21)A lo largo de la l��nea H = �Hs(�), es t = ts yd�errdt ����t=ts = �p2z : (4.22)Introdu
iendo este resultado en la E
. 4.21, se 
omprueba que la sus
eptibilidaddiverge a lo largo de la l��nea H = �Hs(�), lo que 
orresponde a una transi
i�onespinodal 
omo vimos en la se

i�on x 1.3.1. Este es un resultado general de lasteor��as de 
ampo medio 
er
a del l��mite de metaestabilidad.Evidentemente, teniendo en 
uenta que el Hamiltoniano (4.10) es antisim�etri
obajo el 
ambio H ! �H, a lo largo de la l��nea Hs(�) tambi�en tiene lugaruna transi
i�on espinodal si H aumenta desde valores muy negativos (lo que
orresponder��a a desplazar la re
ta m(t) ha
ia la dere
ha en la Fig. 4.3(b)).
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aExponentes 
r��ti
osSuponiendo que la variable de es
ala aso
iada a � es � (�
 � �), los exponentes
r��ti
os �, Æ y 
 
er
a de �
 se de�nen 
omo:m � (�
 � �)� (4.23)H � (�
 � �)�Æ (4.24)� � (�
 � �)�
: (4.25)De estas de�ni
iones y de las e
ua
iones (4.13), (4.20) y (4.17) es f�a
il demostrar que5� = 1=2, �Æ = 3=2 y 
 = 1. Tambi�en es posible demostrar que el exponente � aso
iadoa la divergen
ia de la longitud de 
orrela
i�on (� � (�
 � �)�) es � = 1=2 [57, 217℄.En la se

i�on x 5.11.3 se vuelve a ha
er 
ierto hin
api�e en la aproxima
i�on de 
ampomedio que, 
omo veremos, se 
ara
teriza por el mismo 
onjunto de exponentes 
r��ti
osque la solu
i�on de 
ampo medio del RFIM en equilibrio. Por otro lado, el 
onjunto deexponentes 
r��ti
os tambi�en 
oin
ide 
on el 
orrespondiente a las teor��as generales deLandau de 
ampo medio [6℄.4.1.3. Simula
iones num�eri
as previas. Grupo de Renormali-za
i�onEn al art��
ulo [57℄ en que Sethna et al. apli
an por primera vez al RFIM la din�ami
ametaestable at�ermi
a-adiab�ati
a des
rita, presentan algunos resultados num�eri
os parauna red 
�ubi
a. De este estudio preliminar se obtienen, entre otros, los siguientesresultados:El punto 
r��ti
o tiene lugar para (�
; H
) = (2:23� 0:05; 1:39� 0:02). Este resul-tado demuestra que, a diferen
ia de la aproxima
i�on de 
ampo medio, hay una
ierta hist�eresis en el punto 
r��ti
o.Para � = �
, la distribu
i�on de tama~nos de avalan
has D(s) se 
omporta 
omouna ley de poten
ias 
on un exponente � = 2:05� 0:35.Estima
iones de algunos exponentes: � = 0:17 � 0:07, �Æ = 2:02 � 0:3 y � =1 � 0:1. Como es de esperar, di�eren de los 
orrespondientes a la solu
i�on de
ampo medio.5Dado que � se de�ne 
omo la derivada de m 
on respe
to de H , l�ogi
amente se 
umple la rela
i�onentre exponentes 
 = �Æ � �.
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a 133En el mismo a~no de publi
a
i�on de estos resultados, Dahmen y Sethna [212℄ presen-tan un estudio mediante t�e
ni
as del GR de no equilibrio basado en el formalismo deMartin, Siggia y Rose [218℄, siguiendo el esquema propuesto anteriormente por otrosautores [219,220℄ para analizar el 
omportamiento 
r��ti
o de las ondas de densidad de
arga. Este an�alisis permite ha
er una expansi�on a primer orden en � = 6�d de los ex-ponentes 
r��ti
os 
orrespondientes a la aproxima
i�on de 
ampo medio. Tomando � = 3en los desarrollos, se obtiene 
ierto a
uerdo 
on algunos de los exponentes obtenidosnum�eri
amente en d = 3. Sin embargo, por ejemplo, se obtiene � = 0, lo que indi
ar��aque la transi
i�on de fase que o
urre al 
ruzar �
 variando � no estar��a aso
iada a laexisten
ia de un punto 
r��ti
o. Esto es debido a que la expansi�on a primer orden en �no es su�
iente para obtener una aproxima
i�on razonable para �. Por otro lado, esteestudio no se basa exa
tamente en el Hamiltoniano (4.1) sino que los autores a~nadenun poten
ial que introdu
e una barrera en el modelo 
on la �nalidad de que la aproxi-ma
i�on de 
ampo medio del modelo presente hist�eresis en el punto 
r��ti
o. Con esto losautores pretenden imitar el 
omportamiento del sistema en d = 3. Sin embargo, hastain
luso en los modelos de Landau tradi
ionales, no hay hist�eresis en el punto 
r��ti
oas�� que, en prin
ipio, no tendr��a que ser ne
esario introdu
ir arti�
ialmente hist�eresisen el punto 
r��ti
o que se obtiene en la aproxima
i�on de 
ampo medio. De 
ualquierforma, los autores argumentan que los resultados que se obtienen son independientesde estos detalles.M�as adelante, en 1995, Perkovi�
 et al. logran mejores estima
iones num�eri
as de losexponentes 
r��ti
os rela
ionados 
on la distribu
i�on de los tama~nos de las avalan
hasque o
urren para � > �
. Estas estima
iones se obtienen es
alando las distribu
ionesde tama~nos de las avalan
has utilizando una hip�otesis de es
ala que no tiene en 
uen-ta el tama~no �nito de los sistemas que simulan. Seg�un argumentan los autores, las
orre

iones de tama~no �nito no son importantes en sus simula
iones porque logransimular sistemas muy grandes (hasta N = 10003 espines en una red 
�ubi
a). A partede esto, parte del �exito de los es
alados es debido a que utilizan la variable de es
ala(�
��)=� (aso
iada a �) que es distinta a la variable de es
ala (�
��)=�
 tradi
ional-mente utilizada en fen�omenos 
r��ti
os [x 2.2.5℄. En este trabajo, los autores presentanestima
iones de los exponentes 
r��ti
os en sistemas hiper
�ubi
os en d = 2; 3; 4; 5 
uyosvalores 
omparan 
on �exito 
on los obtenidos a partir de la expansi�on en torno a losexponentes de 
ampo medio [212℄. Adem�as, presentan una estima
i�on del desorden
r��ti
o �
 = 2:16� 0:03 m�as pre
isa que la del trabajo pionero [57℄.
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aEn 1996, Dahmen y Sethna [217℄ publi
aron un estudio extenso basado en el GR,que supone una 
ontinua
i�on (y amplia
i�on) de los resultados presentados por losmismos autores en 1993 [212℄. En este trabajo se aproximan los exponentes 
r��ti
oshasta O(�5) 
omparando 
on las expansiones propuestas previamente [221℄ para elmodelo de Ising puro.En 1999, Perkovi�
 et al. [222℄ presentan resultados num�eri
os6 que son una amplia-
i�on importante de los presentados en 1995. En los trabajos que se hab��an presentadohasta este momento, se hab��a estudiado la distribu
i�on de tama~nos de avalan
has sintener en 
uenta a qu�e 
ampo su
ede 
ada avalan
ha. Sin embargo, uno de los puntosimportantes que tratan los autores de este trabajo es el an�alisis de la dependen
iade la distribu
i�on 
onjunta de tama~nos de avalan
has y el 
ampo H al que tienenlugar. Tal y 
omo a�rman los mismos autores, la obten
i�on de D(s;H) requiere m�asestad��sti
a que la determina
i�on de D(s), lo que revierte en la ne
esidad de un es-fuerzo 
omputa
ional mayor. De 
ualquier forma, los autores demuestran que D(s;H)se 
omporta 
omo una ley de poten
ias �uni
amente en el punto 
r��ti
o (�
; H
). Porotro lado, tambi�en presentan algunos es
alados de magnitudes que dependen de H,
omo la magnetiza
i�on m(H) o su derivada 
on respe
to a H. Pese a que los es
aladosno son de buena 
alidad, los autores determinan el exponente �Æ y el 
ampo 
r��ti
oH
 = 1:435� 0:004 para sistemas en d = 3; 4 y 5.Re
ientemente, se ha demostrado que, al menos en un determinado intervalo detama~nos y dura
iones de avalan
has, las propiedades 
r��ti
as del sistema se extienden[223, 224℄ tambi�en al per�l promedio de las avalan
has en fun
i�on del tiempo S(t).Esto ha provo
ado una b�usqueda de es
alados de este tipo en ferromagnetos (se~nalesBarkhausen) [30, 224, 225℄ y tambi�en en modelos m�as simples que el RFIM [226,227℄.Buena parte de estos resultados se en
uentran resumidos en dos art��
ulos de revisi�onre
ientes de Sethna et al. [52℄ y [213℄.4.2. Motivos para profundizar en el estudio delRFIM 
on din�ami
a at�ermi
a-adiab�ati
aTras haber resumido algunos puntos importantes del estado a
tual de la 
ompren-si�on del RFIM 
on din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a en las se

iones anterio-res, estamos en 
ondi
iones de enumerar algunos de los motivos que nos han llevado6Todos estos resultados num�eri
os y algunos m�as referentes al RFIM en d = 2, se en
uentrantambi�en en la Ref. 198.
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ontinuar estudiando este modelo durante la realiza
i�on de esta tesis. Los puntosfundamentales que motivan el estudio del 3D-GRFIM que se presenta en este 
ap��tuloy el siguiente son:1. Uno de los problemas fundamentales en este modelo es la de�ni
i�on del par�ame-tro de orden de la transi
i�on que se observa en (�
; H
). Desde un punto devista termodin�ami
o, la dis
ontinuidad del 
i
lo de hist�eresis �m ser��a un buen
andidato si �m > 0 para � < �
 y �m = 0 para � � �
. Sin embargo, enlas simula
iones num�eri
as a T = 0, debido al tama~no �nito del sistema, todoslos 
ambios de magnetiza
i�on son dis
ontinuos en una determinada realiza
i�onde desorden. Esto no o
urre as�� en las simula
iones est�andar de sistemas a tem-peratura �nita en las que, debido a los promedios t�ermi
os, la magnetiza
i�ones 
ontinua para tama~nos �nitos. En el 
aso de las simula
iones a temperatura
ero en que no hay promedios t�ermi
os, se deben ha
er promedios a sistemas 
ondistintas realiza
iones de desorden. Por otro lado, �uni
amente 
on un an�alisisde tama~no �nito apropiado ser�a posible determinar 
u�ales son las avalan
hasde mayor tama~no y 
u�al es el tama~no de �estas en el l��mite termodin�ami
o. Eneste sentido, ser�a de suma importan
ia estudiar el n�umero Ns(�) de avalan
hasspanning7 por 
i
lo y su distribu
i�on de tama~nos D(s; �).2. Una segunda 
uesti�on que pare
e no estar resuelta en la literatura 
onsultaday que, en 
ierto modo, est�a rela
ionada 
on la anterior es la estru
tura espa
ialde las avalan
has. Se ha sugerido que las avalan
has no son 
ompa
tas [198,228℄y, a partir de la distribu
i�on de los tama~nos de las avalan
has que o
urren para� > �
, se ha estimado de forma indire
ta que se 
ara
terizan por una dimen-si�on fra
tal df = 1=0:34 < 3. Es interesante pues medir de forma m�as dire
ta ladimensi�on fra
tal de las avalan
has y entender 
�omo es posible que un 
ompor-tamiento fra
tal pueda dar lugar a una dis
ontinuidad en la magnetiza
i�on en ell��mite termodin�ami
o.3. La de�ni
i�on de las variables de es
ala que permiten 
ara
terizar ade
uadamentelas propiedades 
r��ti
as 
er
a del punto 
r��ti
o (�
; H
) tambi�en es un problemaimportante a estudiar. El es
alado de las magnitudes que no tienen en 
uentaa qu�e 
ampo su
eden las avalan
has (por ejemplo, la distribu
i�on de tama~nosD(s; �)) involu
ra una �uni
a variable de es
ala u(�) rela
ionada 
on la distan
ia7Avalan
has que se extienden de un extremo a otro del sistema. Ver de�ni
i�on m�as pre
isa en lasse

iones x 4.3.4 y 4.4.
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aa �
. Aunque en los art��
ulos pioneros [57, 212℄ se utiliz�o la aproxima
i�on m�as
om�un u1 = (� � �
)=�
 a la variable de es
ala para es
alar la distribu
i�onde tama~nos de avalan
has D(s; �), en los trabajos siguientes [217, 222, 228℄, fuene
esario 
ambiar la de�ni
i�on de la variable a u3 = (� � �
)=� para obteneres
alados de mejor 
alidad. Aparentemente, ambas de�ni
iones son equivalentesen las proximidades del punto 
r��ti
o, pero se puede 
omprobar que el es
alado\fenomenol�ogi
o" de las distribu
iones D(s; �) utilizando u3 (
on u3 > 0:04)que se muestra en la Fig. 1 de la Ref. 228 no es posible utilizando u1. Es puesinteresante estudiar la dependen
ia de u(�) 
on �, y el motivo por el que lavariable u1 no es apropiada.4. Como se ha men
ionado en la se

i�on x 4.1.3, no existe un estudio detalladoy 
on
luyente que tenga en 
uenta el 
ampo H al que o
urren las avalan
has.En la Ref. 222 se hizo un primer intento pero no se obtuvieron unos es
aladosa
eptables, 
osa que motiva estudiar a fondo la dependen
ia 
on el 
ampo dedistintas magnitudes rela
ionadas 
on las avalan
has.5. En las Refs. [198, 222℄ apare
e un an�alisis 
on t�e
ni
as de tama~no �nito para eln�umero de avalan
has spanning Ns(�;L). Sin embargo, en estos mismos traba-jos, no se ha tenido en 
uenta el efe
to de tama~no �nito ni en las distribu
ionesde tama~nos de avalan
has ni en el n�umero de avalan
has no spanning Nns(�;L).Esto lleva inevitablemente a la obten
i�on de exponentes efe
tivos que depen-den de los par�ametros del problema. Existen algunas ex
ep
iones (en sistemasbidimensionales) [59, 229℄ en que s�� se ha tenido en 
uenta el tama~no �nito enlas distribu
iones de tama~nos. Sin embargo, en estos trabajos no se ha tenidoen 
uenta la dependen
ia de las distribu
iones 
on la distan
ia al punto 
r��ti
oy tambi�en se han obtenido exponentes efe
tivos que dependen de los par�ame-tros del problema. Como veremos, el he
ho de 
onsiderar apropiadamente eltama~no �nito nos lleva a la obten
i�on de exponentes 
r��ti
os independientes delos par�ametros del modelo, lo que 
on
uerda mejor 
on la de�ni
i�on de exponente
r��ti
o [x 2.2.5℄.6. En los trabajos previos, �uni
amente se han estudiado las distribu
iones de lasavalan
has que tienen lugar para � > �
, 
on el �n de evitar el efe
to de las ava-lan
has spanning en la distribu
i�on. Sin embargo, no existe un an�alisis detalladode las distribu
iones de las avalan
has spanning aunque, 
omo veremos, jueganun papel importante en rela
i�on 
on la dis
ontinuidad de la magnetiza
i�on para
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.7. En los trabajos previos se ha logrado simular sistemas de hasta N = 10003 espi-nes. Simular sistemas tan grandes es ventajoso para el estudio de las magnitudesautopromediadas8. Sin embargo, las propiedades de las avalan
has spanning noson autopromediadas debido a que, 
omo veremos m�as adelante, el n�umero deavalan
has spanning por 
i
lo no aumenta 
on el tama~no del sistema 
omo L3(en d = 3) sino que lo ha
e 
omo L0:1. Llegamos pues a la 
on
lusi�on de que,para obtener un error estad��sti
o menor en nuestros an�alisis, es m�as importanteha
er promedios a mu
has realiza
iones distintas de desorden (indi
aremos estospromedios 
omo h�i) que simular sistemas 
on tama~nos muy grandes.4.3. Algoritmos empleados en las simula
ionesEn esta se

i�on se des
riben algunos de los detalles de los algoritmos utilizados enla tesis para simular el 3D-GRFIM 
on la din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
ades
rita en la se

i�on anterior. En primer lugar [x 4.3.1℄ se des
ribe el algoritmo desdeun punto de vista general introdu
iendo los elementos m��nimos ne
esarios para obteneruna rama del 
i
lo de hist�eresis (disminuyendo H desde +1 a �1) y realizar pro-medios a distintas realiza
iones de desorden. Seguidamente [x 4.3.2℄, se des
riben dosalgoritmos para propagar las avalan
has. En la se

i�on x 4.3.3 se introdu
e el pro
edi-miento de medida de la dura
i�on de las avalan
has para 
ada uno de los algoritmos depropaga
i�on introdu
idos en la se

i�on anterior [x 4.3.2℄. De he
ho, la medida de la du-ra
i�on de las avalan
has se utiliza 
omo hilo 
ondu
tor para introdu
ir los algoritmosque permiten medir 
ualquier magnitud que involu
re el tiempo.4.3.1. Esquema general del algoritmoLa Fig. 4.4 muestra el diagrama de 
ujo del algoritmo general seguido para imple-mentar la din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a. Desde un punto de vista general,el algoritmo se puede dividir en 
uatro niveles fundamentales:Nivel 0: A este nivel se �ja el n�umero N de espines del sistema que se pretendesimular. En nuestras simula
iones los espines se sit�uan en una red 
�ubi
a simplede L espines por lado (N = L � L � L) 
on par�ametro de red a = 1 y ve
tores8Tradu

i�on del ingl�es de self-averaging. Ver de�ni
i�on de magnitud autopromediada en la Ref. 9,por ejemplo
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aprimitivos â1, â2 y â3. Adem�as, tambi�en es ne
esario �jar el n�umero Nprom derealiza
iones distintas de desorden sobre las que se desean promediar las mag-nitudes que se van a medir durante la simula
i�on. Las 
ondi
iones de 
ontornotambi�en se deben introdu
ir a este nivel. En parti
ular, en las simula
iones lle-vadas a 
abo en la presente tesis, siempre se han utilizado 
ondi
iones peri�odi
asde 
ontorno (
p
). Di
has 
ondi
iones de 
ontorno impli
an S(~R� Lâi) = S(~R)en 
ualquiera de las tres dire

iones de la red, donde ~R = P3i=1Riâi indi
a laposi
i�on del esp��n9. Estas 
ondi
iones se implementan de�niendo un ve
tor 
p
de dimensi�on L + 2 tal que
p
(0) = L;
p
(i) = i; i = 1; 2; : : : ; L;
p
(L + 1) = 1: (4.26)De esta forma, los 6 ve
inos pr�oximos del esp��n en ~R = (R1; R2; R3) son:V1(~R) = S(
p
(R1 + 1); R2; R3); V2(~R) = S(
p
(R1 � 1); R2; R3);V3(~R) = S(R1; 
p
(R2 + 1); R3); V4(~R) = S(R1; 
p
(R2 � 1); R3);V5(~R) = S(R1; R2; 
p
(R3 + 1)); V6(~R) = S(R1; R2; 
p
(R3 � 1));(4.27)donde se ha introdu
ido la nota
i�on Vn(~R), n = 1; 2; : : : ; z (z = 6 en una red
�ubi
a), para denotar 
ada uno de los z ve
inos pr�oximos de S(~R). Esta nota
i�onnos ser�a �util m�as adelante [x 4.3.2℄.Finalmente, antes de a
abar este punto ini
ial, se ini
ia a 
ero un ��ndi
e ipromque sirve para 
ontar el n�umero de realiza
iones de desorden.Nivel 1: Siempre que iprom < Nprom, se ini
ian a 1 todos los espines y se asignaun 
ampo aleatorio h(~R) a 
ada sitio de la red. Como ya se ha men
ionado,en nuestras simula
iones se 
onsidera que los 
ampos aleatorios est�an distribui-dos seg�un una distribu
i�on de probabilidad gaussiana de media 0 y desvia
i�onest�andar � [E
. (4.2)℄. Para generar n�umeros aleatorios distribuidos seg�un unadistribu
i�on gaussiana se ha utilizado el m�etodo Box-Muller [193, 230℄. Con el�n de dete
tar 
uando han girado todos los espines ha
ia abajo es interesantede�nir en este nivel la magnitud sT que 
orresponde al n�umero total de espinesque van girando en 
ada realiza
i�on de espines de tal forma que, 
uando sT = N ,ya han girado todos los espines del sistema. sT se ini
ia a 0 en este nivel.9En esta se

i�on, se etiquetar�a 
ada esp��n por su posi
i�on en la red ~R ya que 
omputa
ionalmenteson ne
esarios tres n�umeros (R1, R2 y R3) para indi
ar la posi
i�on de los espines.



4.3. Algoritmos empleados en las simula
iones 139
N = L3, Nprom
p
iprom = 0Nivel 0

fS(~R) = +1g, H = +1fh(~R)gsT = 0Nivel 1
B�usqueda del esp��n deini
io de avalan
ha.H = maxf ~R0jS( ~R0)=+1gfH int( ~R0)gs = 0Nivel 2

Propaga
i�on dela avalan
haNivel 3 sT = NsT = sT + s
iprom = NpromS�� iprom = iprom + 1

FINALS��

No No

Figura 4.4: Diagrama de 
ujo del esquema general del algoritmo para simular el RFIM aT = 0 
on din�ami
a metaestable.
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aNivel 2: B�usqueda del primer esp��n de entre todos los que a�un no han girado quegira al disminuir H. Por de�ni
i�on de la din�ami
a, este esp��n, que llamaremosS( ~R�), es aqu�el de entre todos los que a�un no han girado que tiene el mayor
ampo interno aso
iado:H int( ~R�) = maxf~RjS(~R)=+1gfH int(~R)g: (4.28)donde H int(~R) se ha de�nido en la E
. (4.7).Para en
ontrar S( ~R�) se pueden utilizar dos m�etodos: elm�etodo de \fuerza bruta"y el m�etodo de lista ordenada. El primero de ellos es el m�etodo m�as sen
illopero menos efe
tivo si se pretende simular sistemas muy grandes. En 
ambio, elsegundo, propuesto en la Ref. 231, es m�as 
ompli
ado pero resulta m�as e�
ientepara simular sistemas grandes. Parte de las simula
iones se han he
ho utilizandoel primer m�etodo y tambi�en se ha utilizado el segundo en buena parte de lassimula
iones. La implementa
i�on del segundo m�etodo se ha llevado a 
abo dentrode nuestro grupo en 
olabora
i�on 
on X. Illa. Este m�etodo no se des
ribir�a 
ondetalle en esta tesis. En 
ualquier 
aso, uno de los ingredientes fundamentalesdel m�etodo, que es �util men
ionar, 
onsiste en ordenar los 
ampos aleatorios delos espines de menor a mayor10. Esta ordena
i�on nos de�ne una ordena
i�on paralos espines, de tal manera que es posible renombrar las posi
iones en la red f~Rgy los espines S(~R) 
on un ��ndi
e 
orrespondiente al lugar que o
upa en la listael 
ampo aleatorio aso
iado a 
ada esp��n:f~Rg ! fi = 1; 2; : : : ; NgfS(~R)g ! fSigfh(~R)g ! fhi j h1 � h2 � � � � � hNg; (4.29)Una vez lo
alizado S( ~R�) se iguala H a H int( ~R�) y se ini
ia a 
ero el tama~no sde la siguiente avalan
ha.Nivel 3: Propaga
i�on de la avalan
ha que se produ
e al girar el esp��n S( ~R�). Du-rante el pro
eso de propaga
i�on se mantiene el 
ampo 
onstante (H = H int( ~R�))y giran todos aquellos espines 
uyo 
ampo lo
al H lo
 [E
. (4.4)℄ es menor o igualque 
ero.De nuevo, se pueden utilizar dos m�etodos para propagar las avalan
has: el m�eto-do de \fuerza bruta" y el m�etodo de 
ola [231℄ que es el que se ha utilizado en10Para ha
er esta ordena
i�on se ha utilizado el algoritmo Heapsort [193℄.
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iones 141las simula
iones que se presentan en esta tesis. En la se

i�on x 4.3.2 se des
ribenambos m�etodos ha
iendo m�as �enfasis en el m�etodo de 
ola. Al �nal de la propa-ga
i�on de la avalan
ha, se obtiene el tama~no s de di
ha avalan
ha que se suma al
ontador sT . De esta forma, si sT < N , a�un no han girado todos los espines y esne
esario volver al nivel 2 para seguir girando espines. Si por el 
ontrario sT = N ,ya han girado todos los espines y se puede ini
iar otra realiza
i�on de desordensiempre y 
uando iprom < Nprom. Si este es el 
aso, hay que volver al nivel 1 y
rear otro 
onjunto de 
ampos aleatorios. En el 
aso en que iprom = Nprom, ya sehan llevado a 
abo todas las realiza
iones distintas de desorden que se pretend��any �naliza la simula
i�on.En el algoritmo des
rito, la memoria se utiliza fundamentalmente en alma
enarla 
on�gura
i�on fS(~R)g de los espines y la 
on�gura
i�on fh(~R)g de los 
ampos alea-torios. Kuntz et al. [231℄ propusieron un algoritmo alternativo (algoritmo de bits)11,basado en ideas de la per
ola
i�on de invasi�on [232℄ y del RFIM apli
ado al estudio dela evolu
i�on de interfases en medios desordenados [196℄, seg�un el 
ual �uni
amente esne
esario alma
enar fS(~R)g. Estos autores argumentan que no es ne
esario alma
enarlos 
ampos aleatorios porque la probabilidad de que gire un esp��n no girado est�a deter-minada �uni
amente por el 
ampo externo H y la 
on�gura
i�on de los ve
inos pr�oximosde di
ho spin. Adem�as, en el algoritmo se asume que la distribu
i�on de los 
amposaleatorios aso
iados a los espines no girados es invariante (gaussiana de media 0 ydesvia
i�on �) durante toda la rama del 
i
lo de hist�eresis. Sin embargo, en un trabajore
iente [233℄, X. Illa y E. Vives presentan resultados que pare
en indi
ar que, tras ha-ber su
edido una avalan
ha utilizando el algoritmo sen
illo (algoritmo de la Fig. 4.4),la distribu
i�on de los 
ampos aleatorios de los espines no girados ya no es gaussiana.As�� pues, a�un no est�a totalmente 
laro que los dos algoritmos sean equivalentes. Dehe
ho, si no lo son, el algoritmo de bits no 
orresponder��a a una simula
i�on de unsistema 
on desorden 
ongelado gaussiano.4.3.2. Algoritmos de propaga
i�on de avalan
hasEl m�etodo m�as natural de propagar una avalan
ha es el de \fuerza bruta" peroes po
o e�
iente en el 
aso del RFIM a T = 0 
on intera

i�on a primeros ve
inos.B�asi
amente 
onsiste en 
omprobar el 
ampo interno de todos y 
ada uno de los espinesno girados y girar los que son inestables (H lo
 � 0). Este pro
eso se repite hasta que11Los autores le llaman algoritmo de bits (Bits algorithm en ingl�es) porque �uni
amente requierealma
enar un bit por esp��n.
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aninguno de los espines no girados es inestable, en 
uyo 
aso �naliza una avalan
ha. Sinembargo, dado que los espines intera

ionan 
on sus ve
inos m�as pr�oximos, tras el girode un esp��n en el sistema, los �uni
os espines que pueden girar 
omo 
onse
uen
ia delgiro de di
ho esp��n son sus primeros ve
inos. El m�etodo de \fuerza bruta" no aprove
haesta propiedad y por ello es po
o e�
iente. El m�etodo de 
ola [231, 234℄ solventa estade�
ien
ia rastreando �uni
amente los primeros ve
inos de aquellos espines que vangirando durante la avalan
ha. Para ello se de�ne una lista (
ola12) de longitud m�aximazN donde se introdu
en los espines a girar en la avalan
ha. En 
aso de que los espinesdel sistema no est�en ordenados en una lista, es ne
esario trabajar 
on las 
oordenadas(R1; R2; R3) de 
ada esp��n y, en 
onse
uen
ia, 
ola debe ser una matriz 3�zN . Si, porel 
ontrario los espines est�an ordenados en una lista, 
omo su
ede 
uando se utiliza elm�etodo de lista ordenada para la b�usqueda del esp��n de ini
io de las avalan
has, 
olaes un ve
tor de zN elementos 
omo m�aximo, de tal forma que la memoria utilizada enla programa
i�on es menor en este 
aso. Supondremos en lo que sigue que los espinesde ini
io de avalan
ha se bus
an 
on el m�etodo de lista ordenada, de manera que losespines fSig se etiquetan por la posi
i�on i que o
upan en la lista ordenada. A partede la lista 
ola, tambi�en se de�nen dos ��ndi
es: ProxG y ProxE. El primero de ellosindi
a el lugar de 
ola en que se en
uentra el pr�oximo esp��n a girar (nos referiremosa este esp��n 
omo SG). En 
ambio, ProxE indi
a el primer lugar va
��o de la lista. Eneste lugar de 
ola se introdu
e el pr�oximo esp��n que se en
uentre 
on H lo
 � 0.Con estos elementos se pro
ede de la siguiente forma (ver diagrama de 
ujo en laFig. 4.5 y el ejemplo en la Fig. 4.7):1. Una vez se ha sele

ionado el esp��n de ini
io de avalan
ha Si�, se introdu
e enel primer lugar de 
ola el ��ndi
e 
orrespondiente a di
ho esp��n: 
ola(1) = i�.Seguidamente se ha
e ProxE = 2 y ProxG = 1. En esta situa
i�on ini
ial SG =Si�.2. Si SG = +1, se gira y se mueve el ��ndi
e ProxG un lugar en 
ola: ProxG =ProxG + 1. Si SG ya ha girado (SG = �1), se ha
e ProxG = ProxG + 1 y sevuelve a repetir este punto hasta en
ontrar un esp��n SG no girado. Es importantetener en 
uenta el 
aso en que SG ya haya girado puesto que es posible que unesp��n pueda apare
er m�as de una vez en la lista [Fig. 4.7℄.3. Se 
al
ula el 
ampo lo
al H lo
Vn(SG) de los ve
inos Vn(SG) (n = 1; 2; : : : ; z) nogirados de SG. Siempre que uno de estos ve
inos tenga H lo
 � 0, se introdu
e en12En ingl�es se utiliza el t�ermino queue para nombrar esta lista ordenada.
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ola(1) = i�ProxE = 2, ProxG = 1(FinCapa = 2, tava = 0)SG = +1 ProxG = ProxG+ 1NoGira SGProxG = ProxG+ 1n = 1S��
Vn(SG) = +1 n = n + 1No
H lo
Vn(SG) < 0S�� No

Se 
olo
a Vn(SG) en 
ola(ProxE)ProxE = ProxE + 1S��
n > z No

ProxG = ProxES�� NoFinal de avalan
haS��Figura 4.5: Diagrama de 
ujo del algoritmo de propaga
i�on de las avalan
has utilizandouna 
ola. Los ��ndi
es FinCapa y tava �uni
amente son ne
esarios si se pretende medir ladura
i�on de las avalan
has [x 4.3.3℄, en 
uyo 
aso, la zona sombreada se debe sustituir porel diagrama de la Fig. 4.6.
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ola en la posi
i�on ProxE y se ha
e ProxE = ProxE + 1.4. Si quedan espines sin girar en 
ola, lo que equivale a ProxG < ProxE, se vuelveal paso 2. Si ProxG = ProxE, ya han girado todos los espines en 
ola y �nalizala avalan
ha.En el paso 2 se ha he
ho hin
api�e en el he
ho de que pueda apare
er un esp��nrepetidas ve
es en la lista. De 
ualquier forma, una 
ota superior al n�umero de espinesque se introdu
en en 
ola durante una avalan
ha es zN , tal y 
omo se ha adelantado alprin
ipio de esta se

i�on. Efe
tivamente, en una avalan
ha pueden girar 
omo m�aximoN espines y 
ada uno de estos espines s�olo puede provo
ar el giro de sus z ve
inos,
on lo 
ual, por el giro de 
ada spin, pueden entrar a la lista z espines 
omo m�aximo.El orden en que giran los espines utilizando una 
ola para propagar las avalan
hases diferente en general del que siguen utilizando el m�etodo de \fuerza bruta". Sinembargo, gra
ias a la propiedad abeliana del modelo [x 4.1℄, la 
on�gura
i�on �nal a un
ierto 
ampo es independiente del orden en que giren los espines y, 
omo 
onse
uen
ia,el m�etodo de 
ola es equivalente al m�etodo de \fuerza bruta".4.3.3. Medida de la dura
i�on de las avalan
hasUtilizando el m�etodo de \fuerza bruta" para propagar las avalan
has, es sen
illoobtener la dura
i�on (tava) de las avalan
has. En primer lugar, es pre
iso de�nir unaunidad de tiempo. Una ele

i�on l�ogi
a es el tiempo tG que emplea un esp��n en giraruna vez est�a en un estado metaestable. En las simula
iones de esta tesis supondremosque tG es 
om�un a todos los espines. En segundo lugar, es ne
esario de�nir qu�e su
esosson simult�aneos en la simula
i�on13. En el m�etodo de \fuerza bruta" suponemos quegiran simult�aneamente todos aquellos espines que, durante un rastreo a todos losespines no girados, tienen H lo
 � 0 (la din�ami
a es s��n
rona, x 4.1). El pro
eso degiro del 
onjunto de espines inestables dura un tiempo tG. De esta forma, si duranteuna avalan
ha se ha
en un total de Tava rastreos a espines no girados, la dura
i�on dela avalan
ha es tava = TavatG y, por de�ni
i�on, Tava es la dura
i�on de la avalan
haen unidades de tG. De 
ualquier manera, para no 
ompli
ar la nota
i�on en ex
eso yporque las temperaturas las denotamos 
omo T , en el resto de la tesis utilizaremos lanota
i�on tava para referirnos a la dura
i�on de las avalan
has aso
iadas 
on el RFIM enunidades de tG.13La simula
i�on es se
uen
ial y no existen eventos simult�aneos 
omo tales.
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i�on de la din�ami
a s��n
rona utilizando el m�etodo de 
ola para lapropaga
i�on de la avalan
ha es un po
o m�as 
ompleja desde un punto de vista 
om-puta
ional. Cuando gira un 
ierto esp��n, se 
onsidera que todos sus ve
inos pr�oximosinestables giran simult�aneamente al 
abo de un tiempo tG. De esta forma, si un 
ierto
onjunto de espines (una 
apa de espines) giran simult�aneamente, todos sus ve
inospr�oximos inestables (
apa de espines adya
ente) girar�an simult�aneamente tras un tiem-po tG. El algoritmo a seguir para medir tava es el que se obtiene sustituyendo la partesombreada del diagrama de la Fig. 4.5 por el diagrama de la Fig. 4.6. B�asi
amente sepuede resumir en dos pasos (ver ejemplo en Fig. 4.7):1. En el primer paso del algoritmo de 
ola se ini
ia la dura
i�on de la avalan
ha tavaa 0 y un ��ndi
e FinCapa = 2. FinCapa indi
a el �nal de una 
ierta 
apa deespines que giran simult�aneamente.2. Cuando todos los espines de una 
ierta 
apa han girado (ProxG = FinCapa),tava se in
rementa en una unidad y se a
tualiza FinCapa: FinCapa = ProxE.FinCapa se debe a
tualizar de esta forma porque, 
uando se ini
ia el giro de losespines de una 
apa, los pr�oximos espines en entrar en 
ola pertene
en a la 
apasiguiente.
n > z No

ProxG = FinCapaS�� tava = tava + 1FinCapa = ProxES��
ProxG = ProxENo NoS��Figura 4.6: Diagrama de 
ujo que sustituye a la zona sombreada en Fig. 4.5 para medir ladura
i�on de las avalan
has.
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(a) 13 286 7910 Capa 1Capa 2Capa 3
(b) Capa 1 ! Capa 2 1 3 2 8ProxGFinCapa ProxE(
) Capa 2 ! Capa 3 1 3 2 8 7 6 6 9 10ProxG FinCapaProxE

Figura 4.7: (a) Ejemplo de las primeras tres 
apas de una avalan
ha en un sistema bidi-mensional. Los distintos 
olores indi
an la 
apa en la que giran los espines. Los espines nogirados no se enumeran (por 
omodidad). (b) Posi
i�on en 
ola de los ��ndi
es ProxG, ProxEy FinCapa tras girar el esp��n 1. El giro del esp��n 1 (
apa 1) ha
e que entren en 
ola tres de susve
inos (3,2,8). Al a
tualizar ProxG (ProxG = ProxG+1), se obtiene ProxG = FinCapa,lo que indi
a el �nal de la primera 
apa y el prin
ipio de la siguiente. Seguidamente, a
tua-lizamos FinCapa igual�andolo a ProxE e introdu
imos en 
ola los ve
inos inestables de losespines en la 
apa 2. As�� se forma la 
apa 3 
ompuesta por los espines (7,6,9,10) y los ��ndi
esProxG, ProxE y FinCapa quedan 
omo se indi
a en (
). Como se puede ver, el esp��n 6apare
e dos ve
es en la lista porque es inestable debido al giro del esp��n 3 y tambi�en lo esdebido al giro del esp��n 2 pero, 
omo se expli
a en el texto, �uni
amente gira la primera vezque apare
e en la lista.



4.4. De�ni
i�on de las magnitudes estudiadas. Nota
i�on 1474.3.4. Dete

i�on de las avalan
has spanningBuena parte de nuestras simula
iones se basa en propiedades de las avalan
hasspanning. En la se

i�on x 4.4 se detalla m�as la de�ni
i�on de este tipo de avalan
haspero, de forma sen
illa, una avalan
ha se di
e que es spanning en una 
ierta dimensi�onsi 
one
ta dos extremos opuestos del sistema. En general, en un sistema tridimensional,una avalan
ha puede ser spanning en una, dos o tres dimensiones. En la presente tesisse ha utilizado el m�etodo de sombra para la dete

i�on de las avalan
has spanningas�� 
omo para la determina
i�on del n�umero de dimensiones en que 
ruzan el sistema.En este m�etodo se de�nen tres ve
tores Sox, Soy y Soz (ve
tores de sombra) dedimensi�on L 
uyas 
omponentes se ini
ian a 0 al prin
ipio de 
ada avalan
ha. Cadavez que gira un esp��n, supongamos S(R1; R2; R3), ha
emos Sox(R1) = 1, Soy(R2) = 1y Soz(R2) = 1. Si una vez �nalizada una avalan
ha, todas las 
omponentes de Soxson 1, di
ha avalan
ha es spanning en la dimensi�on x, 
omo m��nimo. Para 
omprobarsi esto es as��, es su�
iente 
on 
al
ular el produ
to Qi=1;L Sox(i), de tal forma que, siel resultado es 1, la avalan
ha es spanning al menos en la dimensi�on x. Cal
ulando elprodu
to an�alogo para Soy y Soz, se dedu
e si la avalan
ha es spanning en el resto dedimensiones. El pro
eso des
rito se apli
a s�olo a las avalan
has 
on un tama~no s � Lporque s�olo �estas pueden ser spanning.El m�etodo de sombra requiere O(L) opera
iones para 
ada avalan
ha 
on s � L y,aunque su programa
i�on es sen
illa, no es muy e�
iente ya que hay mu
has avalan
has
on s & L a las que se apli
a el pro
eso anterior y no son spanning. Existe un m�etodom�as e�
iente [231℄ que 
onsiste en \seguir" el 
amino de las 2 � d fronteras de laavalan
ha (6 fronteras en d = 3) 
uando 
re
e. Si se en
uentran dos fronteras, laavalan
ha en 
uesti�on es spanning.4.4. De�ni
i�on de las magnitudes estudiadas. No-ta
i�onPara una 
ierta realiza
i�on de los 
ampos aleatorios, 
orrespondiente a un 
iertovalor de �, se ha alma
enado la se
uen
ia de avalan
has en una rama del 
i
lo dehist�eresis, variando el 
ampo H de +1 a �1. En parti
ular, se ha alma
enado el
ampo H al que su
ede 
ada avalan
ha, su tama~no s y su dura
i�on tava. Tal y 
omose ha men
ionado al prin
ipio de este 
ap��tulo, las magnitudes fundamentales que sehan medido promediando a varias realiza
iones de desorden son el n�umero total de
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has por 
i
lo N(�; L), la distribu
i�on normalizada de tama~nos de avalan
hasD(s; �; L), la densidad de avalan
has n(H; �; L) que o
urren en un intervalo de 
ampo(H,H + dH) y la distribu
i�on bivariada D(s;H; �; L). La distribu
i�on de tama~nosest�a normalizada, de tal forma que 
umple:L3Xs=1 D(s; �; L) = 1: (4.30)Es importante notar que, dada esta 
ondi
i�on de normaliza
i�on y el he
ho de que s esun n�umero natural, es inmediato ver que D(s; �; L) � 1, para 
ualquier valor de s, � yL. La densidad de avalan
has n(H; �; L) est�a rela
ionada 
on N(�; L) de la siguienteforma: Z 1�1 dH n(H; �; L) = N(�; L): (4.31)La 
ondi
i�on de normaliza
i�on de D(s;H; �; L) se es
ribe 
omo:L3Xs=1 Z 1�1 dHD(s;H; �; L) = 1; (4.32)ya que el 
ampo es una variable 
ontinua y el tama~no de las avalan
has es una variabledis
reta. Por otro lado, la distribu
i�on D(s; �; L) se obtiene proye
tando D(s;H; �; L)sobre la variable s: Z 1�1 dH D(s;H; �; L) = D(s; �; L); (4.33)y la densidad de probabilidad de que su
eda una avalan
ha en el intervalo de 
ampos(H;H + dH) es14: L3Xs=1 D(s;H; �; L) = n(H; �; L)N(�; L) : (4.34)En virtud de (4.31), esta distribu
i�on tambi�en est�a normalizada.Dado que, integrando a H, se obtiene N(�; L) a partir de n(H; �; L) y D(s; �; L) apartir de D(s;H; �; L), en adelante nos referiremos a N(�; L) y D(s; �; L) 
omo mag-nitudes integradas. Las se

iones x 4.5{4.7 est�an dedi
adas a presentar los resultadosrela
ionados 
on las magnitudes integradas y los resultados relativos a las magnitudesque dependen del 
ampo se presentan en las se

iones x 4.8{4.10.Para la b�usqueda del esp��n de ini
io de una avalan
ha se han utilizado los dos algo-ritmos men
ionados en la se

i�on x 4.3.1 (m�etodo de \fuerza bruta" y m�etodo de lista14Se ha obviado introdu
ir otro nombre para esta distribu
i�on 
on el �n de no 
ompli
ar la nota
i�oninne
esariamente, ya que se puede expresar 
omo el 
o
iente de dos magnitudes ya de�nidas.
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i�on 149ordenada). Por un lado, los resultados 
orrespondientes a las magnitudes integradas(N(�; L) y D(s; �; L)) se han obtenido utilizando el m�etodo de \fuerza bruta". En
ambio, para el estudio de las magnitudes no integradas (n(H; �; L) y D(s;H; �; L)),se ha utilizado el m�etodo de lista ordenada . Por lo que 
on
ierne a la propaga
i�onde las avalan
has, se ha utilizado el m�etodo de 
ola en todas las simula
iones. Sehan simulado sistemas 
on tama~nos 
omprendidos entre L = 5 (L3 = 125) y L = 180(L3 = 5832000). Las magnitudes medidas se han promediado siempre a un gran n�ume-ro de 
on�gura
iones de los 
ampos aleatorios (t��pi
amente m�as de 104 para L � 80 yhasta 300 para L = 180).Se han utilizado 
ondi
iones peri�odi
as de 
ontorno, de tal forma que, de he
ho,las simula
iones 
orresponden a un sistema peri�odi
o in�nito. As�� pues, estri
tamentehablando, todas las avalan
has son in�nitas. De 
ualquier manera, no todas las ava-lan
has son importantes en el l��mite termodin�ami
o (L!1) sino que s�olo juegan unpapel importante aquellas que, al menos en una de las tres dire

iones (x, y, o z) delsistema, se extienden una longitud L. �Estas son pre
isamente las avalan
has spanning .Para dete
tar si una avalan
ha es spanning y, en 
aso de serlo, en qu�e dire

iones loes, se ha utilizado el m�etodo de sombra des
rito en la se

i�on x 4.3.4. Con este m�etodo,una vez �naliza una avalan
ha, �esta se puede 
lasi�
ar en 
uatro tipos:Avalan
ha no spanning : se extiende una longitud menor que L en las tres dire
-
iones x, y y z.Avalan
ha 1D-spanning : se extiende una distan
ia L en una y s�olo una de lasdire

iones.Avalan
ha 2D-spanning : se extiende una distan
ia L en dos y s�olo en dos de lasdire

iones.Avalan
ha 3D-spanning : se extiende una distan
ia L en las tres dimensiones delsistema.La Fig. 4.8 presenta un ejemplo de 
ada uno de estos tipos de avalan
ha para unsistema de tama~no L = 32 y � = 2:21. Como se puede ver, la presen
ia de desordenha
e que el 
re
imiento de las avalan
has no sea isotr�opo. De he
ho, 
omo veremos m�asadelante, desde un punto de vista geom�etri
o, las avalan
has son fra
tales aleatorios.Las simula
iones nos permiten estudiar por separado 
ada uno de los tipos de avalan
hade la 
lasi�
a
i�on anterior. En parti
ular, para 
ada tipo, se ha estudiado el n�umerode avalan
has en una rama del 
i
lo, la densidad 
orrespondiente, la distribu
i�on de
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atama~nos y la distribu
i�on bivariada de tama~nos y 
ampos. El 
uadro 4.1 presentalas de�ni
iones de las distintas magnitudes que se estudiar�an a lo largo del 
ap��tulo.Por otro lado, el 
uadro 4.2 resume las rela
iones matem�ati
as entre las diferentesmagnitudes introdu
idas en el 
uadro 4.1. De aqu�� en adelante, se utilizar�a el sub��ndi
e� para indi
ar el tipo de avalan
ha al que ha
e referen
ia 
ualquiera de las magnitudesintrodu
idas en el 
uadro 4.1.Cuadro 4.1: Nota
i�on de las distintas magnitudes estudiadas en este 
ap��tulo. Todas lasmagnitudes ha
en referen
ia al an�alisis de una rama del 
i
lo de hist�eresis y se obtienenpromediando a mu
has realiza
iones de desorden.Tipo de avalan
ha N�umero enuna rama Distribu
i�onde s Densidad Distribu
i�onbivariadaTodos N(�;L) D(s;�;L) n(H;�;L) D(s;H;�;L)spanning Ns(�;L) Ds(s;�;L) ns(H;�;L) Ds(s;H;�;L)No spanning Nns(�;L) Dns(s;�;L) nns(H;�;L) Dns(s;H;�;L)No spanning 
r��ti
as Nns
(�;L) Dns
(s;�;L) nns
(H;�;L) Dns
(s;H;�;L)No spanning no 
r��ti
as Nns0(�;L) Dns0(s;�;L) nns0(H;�;L) Dns0(s;H;�;L)1D-spanning N1(�;L) D1(s;�;L) n1(H;�;L) D1(s;H;�;L)2D-spanning N2(�;L) D2(s;�;L) n2(H;�;L) D2(s;H;�;L)3D-spanning N3(�;L) D3(s;�;L) n3(H;�;L) D3(s;H;�;L)3D-spanning 
r��ti
as N3
(�;L) D3
(s;�;L) n3
(H;�;L) D3
(s;H;�;L)3D-spanning sub
r��ti
as N3�(�;L) D3�(s;�;L) n3�(H;�;L) D3�(s;H;�;L)La de�ni
i�on de avalan
ha spanning utilizada en este trabajo es equivalente a lade trabajos anteriores llevados a 
abo por otros autores [198, 222, 231℄. Sin embargo,el n�umero promedio de avalan
has spanning Ns obtenido en estos trabajos previos no
oin
ide 
on el que se presenta en esta tesis. Nosotros proponemos que tal dis
repan
iaes debida a que el m�etodo utilizado en los trabajos anteriores para 
ontar el n�umerode avalan
has spanning 
onsiste en promediar dos ve
es las avalan
has 2D-spanningy promediar tres ve
es las avalan
has 3D-spanning. Ha
iendo esto, los autores noobtienen el n�umero Ns obtenido en nuestro trabajo sino que obtienen un n�umero que,en fun
i�on de los n�umeros obtenidos en esta tesis (ver 
uadro 4.1), se expresa 
omo(N1+2N2+3N3)=3. En 
ambio, el n�umero de avalan
has spanning en nuestro 
aso esNs = N1 +N2 +N3.
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(d)   3D-spanning(c)   2D-spanning

(b)   1D-spanning

z

y
x

(a)   No spanning

z

y
x

z

y
x

z

yxFigura 4.8: Ejemplos de 
ada uno de los tipos de avalan
has siguiendo la 
lasi�
a
i�on que sepropone en el texto. (a) Avalan
ha no spanning. (b) Avalan
ha 1D-spanning en la dire

i�onx. (
) Avalan
ha 2D-spanning en las dire

iones y y z. (d) Avalan
ha 3D-spanning. Todoslos ejemplos 
orresponden a un sistema de tama~no L = 32 y � = 2:21.
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Cuadro4.2
:Rela
iones
matem�ati
as
que
umplen
lasmagnitud
esde�nidas
enel
uadro
4.1.Eno
as
iones,nose
haindi
ado
la

dependen
ia

on�,L,sy
Hparaha
er
el
uadrom�a
s
laro.Elsu
b��ndi
e�ind
i
atodoslos
posiblessub��
ndi
esdel
u
adro4.1.

Magnitudes
integradas
Magnitudes
nointegrada
s

Rela
ionesd
e
ierre
N=N s+N
ns
n=n s+n n
s

N ns=N ns
+
N ns0
n ns=n ns
+
n ns0

N s=N 1+N
2+N 3
n s=n 1+n
2+n 3

N 3=N 3
+
N 3�
n 3=n 3
+n
3�

Normaliza
i
�on

P L3 s=1D �=1
P L3 s=1R 1 �1dHD �=
1

Rela
ionese
ntrelasdist
ribu
iones
ND=N sD s
+N nsD ns
ND=N sD s
+N nsD ns

N nsD ns=N
ns
D ns
+N
ns0D ns0
N nsD ns=N
ns
D ns
+N n
s0D ns0

N sD s=N 1D
1+N 2D 2+
N 3D 3
N sD s=N 1D
1+N 2D 2+
N 3D 3

N 3D 3=N 3

D 3
+N 3�D
3�
N 3D 3=N 3

D 3
+N 3�D
3�

n �(H;�;L)
$N �(�;L)

R 1 �1dHn �(H
;�;L)=N �
(�;L)

D �(s;H;�;L
)$D �(s;�
;L)

R 1 �1dHD �(s
;H;�;L)=
D �(s;�;L)



4.5. Distribu
iones integradas D�(s;�;L) 1534.5. Distribu
iones integradas D�(s;�; L)La Fig. 4.9 muestra un ejemplo de la distribu
i�on de tama~nos de avalan
hasD(s; �; L) en es
ala log-log para tres valores de � 
orrespondiente a un sistema detama~no L = 24. Desde un punto de vista 
ualitativo, 
uando � de
re
e desde des�orde-nes � > �
, la distribu
i�on pasa de ser una ley de poten
ias 
on un 
orte exponen
ial(� > �
) a una distribu
i�on que presenta un pi
o para valores grandes de s (� < �
).Dado este 
omportamiento, tal y 
omo se 
omenta en la se

i�on x 4.1.3, se podr��aproponer que, para el valor 
r��ti
o �
, la distribu
i�on es una ley de poten
ias (
omoveremos 
on detalle en el 
ap��tulo 5, nuestra estima
i�on para el desorden 
r��ti
o es�
 ' 2:21). Sin embargo, la Fig. 4.9 pone 
laramente de mani�esto que tal esquemaes demasiado simplista para sistemas 
on tama~no �nito. El pi
o que se observa para
10-8

10-6

10-4

10-2

100

10-8

10-6

10-4

10-2

100

10-4 10-3 10-2 10-1 100
10-9

10-6

10-3

100

s < sc 

s ~ sc 

(a)

 

 

 

(b)

 

 

 

s > sc 
(c)

 

 s/L3

 

Figura 4.9: Distribu
i�on de tama~nos de avalan
has 
orrespondientes a (a) � = 1:7, (b)� = 2:21 y (
) � = 2:6. Los datos se han obtenido promediando sobre 105 realiza
iones dedesorden en un sistema de tama~no L = 24.
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s/L3Figura 4.10: An�alisis de las distintas 
ontribu
iones a D(s;�;L) para � = 2:317 en un sis-tema de tama~no L = 16. Los datos 
orresponden a un promedio sobre 2� 105 realiza
ionesde desorden. (a) Distribu
i�on de todas las avalan
has. (b) Separa
i�on de las distribu
iones deavalan
has spanning Ds(s;�;L) y de avalan
has no spanning Dns(s;�;L). La distribu
i�onDns se ha desplazado 5 d�e
adas ha
ia arriba por 
laridad. (
) Distribu
iones D1(s;�;L),D2(s;�;L) y D3(s;�;L). D1 y D2 se han desplazado ha
ia arriba 4 y 2 d�e
adas, respe
tiva-mente.� < �
 est�a aso
iado a las avalan
has spanning. Esto se muestra en la Fig. 4.10, dondeel pi
o de D(s; �; L) [Fig. 4.10(a)℄ se 
ompara 
on las dos distribu
iones Dns(s; �; L) yDs(s; �; L) [Fig. 4.10(b)℄ 
orrespondientes al tama~no de las avalan
has no spanning yal de las avalan
has spanning, respe
tivamente.Como se puede apre
iar, la distribu
i�on de tama~nos de las avalan
has spanningDs(s; �; L) no se puede des
ribir satisfa
toriamente 
on una fun
i�on simple 
omo porejemplo una ley de poten
ias 
on un de
aimiento exponen
ial. Presenta una estru
turade varios pi
os que se puede expresar 
omo la suma de las tres 
ontribu
iones aso
iadasa las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning. Tal separa
i�on se muestra en la Fig. 4.10(
)donde se representan las distribu
iones de tama~nos de estas avalan
has: D1(s; �; L),D2(s; �; L) y D3(s; �; L). Tras ha
er esta separa
i�on se observa que D3(s; �; L), en
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has N�(�;L) 155s�� misma, tambi�en presenta dos pi
os 
laros, lo que sugiere la existen
ia de dos tiposde avalan
has 3D-spanning. Llamaremos avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as (se denotan
on el sub��ndi
e 3
) a aqu�ellas que dan lugar al pi
o de la izquierda de D3(s; �; L)y avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as (se denotan 
on el sub��ndi
e 3�) a las quedan lugar al pi
o de la dere
ha. En las se

iones x 4.6 y x 5.3 veremos que, en ell��mite termodin�ami
o, las avalan
has 1D-spanning, las 2D-spanning y las 3D-spanning
r��ti
as s�olo existen para � = �
. Este es el motivo por el que se ha de
idido llamar\
r��ti
as" a este tipo de avalan
has 3D-spanning. Por otro lado, tambi�en veremos que,en el l��mite termodin�ami
o, las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as existen �uni
amentepara � � �
. Por lo que 
on
ierne a las avalan
has no spanning, al �nal de esta se

i�ontambi�en se propone la separa
i�on en dos tipos aunque, en este 
aso, tal separa
i�on no sededu
e f�a
ilmente a partir de la distribu
i�on Dns(s; �; L) presentada en la Fig. 4.10(b).La Fig. 4.11 muestra la varia
i�on de D1(s; �; L), D2(s; �; L) y D3(s; �; L) al aumen-tar �. Se puede apre
iar en di
ha �gura 
�omo el pi
o de la dere
ha de D3(s; �; L) sedesplaza ha
ia valores menores de s, lo que indi
a que el tama~no medio de las avalan-
has 3D-spanning sub
r��ti
as disminuye. Adem�as, para � su�
ientemente grande, elpi
o de la dere
ha desapare
e y apare
e otro en el lado izquierdo.4.6. N�umeros de avalan
has N�(�; L)Adem�as de las distribu
iones integradas, es interesante analizar los n�umeros pro-medio de las avalan
has spanning N1(�; L), N2(�; L) y N3(�; L) puesto que, 
omomuestra la Fig. 4.12, tambi�en presentan un 
omportamiento singular en torno a �
.Con
retamente, presentan un pi
o que 
re
e y se desplaza ha
ia �
 al aumentar L.Centr�emonos por el momento en las avalan
has 1D-spanning. En la Fig. 4.12(a) vemosque, para 
ualquier par de tama~nos, siempre existe un 
ierto intervalo de � (en tornoa �
) para el que, en promedio, se dete
tan m�as avalan
has 1D-spanning en el sistemade mayor tama~no. Desde un punto de vista intuitivo, no pare
e l�ogi
o que aumente eln�umero de avalan
has 1D-spanning al aumentar el tama~no a no ser que algunas ava-lan
has que son 2D- o 3D-spanning en sistemas peque~nos \pasen" a ser 1D-spanning
uando aumentamos el tama~no. Por otro lado, el mismo 
omportamiento se observa enel n�umero de avalan
has 2D- y 3D-spanning. En el 
aso de las avalan
has 2D-spanningtambi�en podr��amos entender tal 
omportamiento suponiendo que es debido a aquellasavalan
has 3D-spanning que \pasan" a ser 2D-spanning al aumentar el tama~no delsistema. Sin embargo, este argumento no es v�alido para expli
ar el 
omportamiento de
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Figura 4.11: An�alisis de la dependen
ia de D1(s;�;L) (
urva superior), D2(s;�;L) (
urva
entral) y D3(s;�;L) (
urva inferior) 
on �. Los datos se han obtenido promediando a 2�105en un sistema de L = 10 
on (a) � = 1:9, (b) � = 2:2, (
) � = 2:5 y (d) � = 2:8. Las 
urvas
orrespondientes a D1 y D2 se han desplazado ha
ia arriba para mayor 
laridad.N3 puesto que, evidentemente, en nuestro sistema tridimensional, no existen avalan-
has spanning en 4 dimensiones. Llegamos as�� a la 
on
lusi�on de que, 
er
a de �
, seobserva un 
omportamiento dif��
il de expli
ar intuitivamente, lo que indu
e a pensarque tal 
omportamiento est�a rela
ionado 
on el fen�omeno 
r��ti
o que tiene lugar en� = �
.De 
ualquier forma, independientemente de la 
omprensi�on intuitiva, ha
iendo unaextrapola
i�on dire
ta de los datos para diferentes tama~nos a L!1, es posible 
on
luirlo siguiente: en el l��mite termodin�ami
o, N1(�) y N2(�) presentan una dis
ontinuidadtipo Æ en �
. N3(�) presenta un 
omportamiento tipo es
al�on, de tal forma que, para� < �
, o
urre �uni
amente una avalan
ha 3D-spanning y, para � > �
, no o
urreninguna avalan
ha de este tipo. A parte del 
omportamiento tipo es
al�on, los datospare
en indi
ar que, en el l��mite termodin�ami
o, N3 tambi�en presentar�a una divergen-
ia en � = �
. Esta observa
i�on da m�as fuerza a la hip�otesis sobre la existen
ia de
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has N�(�;L) 157dos tipos de avalan
has 3D-spanning. En las se

iones x 4.6 y x 5.3 veremos que, en ell��mite termodin�ami
o, el n�umero de avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as N3� se 
om-porta 
omo una fun
i�on es
al�on, mientras que, el n�umero de avalan
has 3D-spanning
r��ti
as N3
 presenta una divergen
ia en �
 y es nulo para 
ualquier otro desorden.
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Figura 4.12: N�umero de avalan
has spanning en (a) una dimensi�on, (b) dos dimensiones y(
) tres dimensiones en fun
i�on de �. Las distintas 
urvas 
orresponden a L = 5, 8, 10, 12,16, 24, 32 y 48, tal y 
omo indi
a la leyenda.El n�umero total de avalan
has spanning Ns(�; L) y el de avalan
has no spanningNns(�; L) se presentan en las Figs. 4.13(a) y 4.13(b), respe
tivamente. Como 
onse-
uen
ia de la divergen
ia de N3
, N1 y N2 para L!1, Ns(�; L) tambi�en presenta unadivergen
ia en �
 en el l��mite termodin�ami
o. Estos resultados sugieren que el punto
r��ti
o se 
ara
teriza por la existen
ia de in�nitas avalan
has spanning. Es importantemen
ionar aqu�� que esta a�rma
i�on no era 
lara en otros trabajos previos [198, 222℄,debido a la forma inapropiada de de�nir el n�umero de avalan
has spanning.El an�alisis de Nns es m�as 
ompli
ado. En la Fig. 4.13 se observa que Nns(�; L) esmon�otona 
re
iente 
on � y 
on L. Para des�ordenes elevados (� !1), se espera que
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Figura 4.13: (a) N�umero total deavalan
has spanning Ns(�;L) y (b)n�umero de avalan
has no spanningNns(�;L) en fun
i�on de � para sis-temas 
on diferentes tama~nos L (in-di
ados en la leyenda).
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el 
i
lo de hist�eresis 
onsista en una se
uen
ia de avalan
has no spanning de tama~no1. Por tanto, tendr�an lugar L3 avalan
has en una rama del 
i
lo. Para 
omprobar queefe
tivamenteNns tiende a este 
omportamiento, se representa Nns(�; L)=L3 en fun
i�onde � en la Fig. 4.14. De la tenden
ia de Nns(�; L)=L3 se puede prever que, efe
tivamen-te, tender�a a 1 (Nns ! L3) en el l��mite � ! 1, independientemente de L. Adem�as,si se analiza 
on detalle la zona 
er
ana a �
 ' 2:21 (�gura interna en Fig. 4.14), seobserva una 
ontribu
i�on a Nns(�; L)=L3 que de
re
e 
on el tama~no del sistema. Porotro lado, para valores peque~nos de �, igual que su
ede para des�ordenes muy grandes,Nns(�; L)=L3 no depende de L. Esto indi
a que, para des�ordenes peque~nos, siempreexisten avalan
has no spanning, ex
epto para � = 0, en 
uyo 
aso todos los espinesgiran en una �uni
a avalan
ha que, l�ogi
amente, es 3D-spanning. De he
ho, es posiblebus
ar una 
ota inferior a Nns(�; L) teniendo en 
uenta que, 
omo m��nimo, aquellosespines que giran independientemente del estado de sus ve
inos pr�oximos dan lugara avalan
has no spanning (de tama~no s = 1). Un determinado esp��n Si gira inde-pendientemente de sus ve
inos pr�oximos siempre que su 
ampo aleatorio aso
iado sea
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has N�(�;L) 159hi < �6 o bien hi > 6. En el primero de los 
asos Si gira a un 
ampo H mayor o igualque el 
ampo al que giran sus ve
inos mientras que, en el segundo 
aso, Si gira a unvalor de H menor que el 
ampo al que giran sus ve
inos. En 
onse
uen
ia, en ambos
asos el esp��n gira individualmente. En un sistema de tama~no L, el n�umero medio de
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Figura 4.14: N�umero de avalan
has no spanning Nns(�;L) dividido por L3 en fun
i�on de� para varios tama~nos de sistema, indi
ados en la leyenda. La l��nea 
ontinua 
orresponde ala 
ota inferior dada por la E
. 4.38. La �gura interna 
orresponde a una amplia
i�on de lazona en el entorno de �
.espines 
on hi < �6 viene dado por:N(h < �6) = L3 Z �6�1 �(h)dh = L32 �1� �err � 6�p2�� ; (4.35)donde �err es la fun
i�on error que se introdujo en la E
. (4.14)15.Teniendo en 
uenta que �(h) es sim�etri
a [E
. (4.2)℄, se 
umple que N(h < �6) =N(h > 6), de tal forma que giran un total de 2N(h < �6) espines individualmente.15En o
asiones, la fun
i�on error se introdu
e de forma alternativa 
omo:�err(t) � 1p2� Z t�1 e�x2=2dx; (4.36)en 
uyo 
aso, N(h < �6) = L3�err(6=�): (4.37)
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Figura 4.15: N�umero de ava-lan
has no spanning divididopor L3 en fun
i�on de L pa-ra diferentes valores de �. Lal��nea dis
ontinua indi
a el va-lor Nns=L3 = 0:028 y la l��nea
ontinua es un ajuste del 
om-portamiento propuesto en laE
. (5.67). 0 20 40 60
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As�� pues, Nns(�; L) � L3 �1� �err � 6�p2�� (4.38)es la 
ota inferior que bus
�abamos. Se ha representado en la Fig. 4.14. Ser��a posiblemejorar la 
ota Nns 
onsiderando los 
onjuntos de m�as de un esp��n que giran indepen-dientemente de sus ve
inos pr�oximos. Sin embargo, la 
ota inferior (4.38) es su�
ientepara demostrar que existe un 
ierto n�umero de avalan
has no spanning para 
ualquier� > 0.Para estudiar 
on detalle lo que o
urre en torno a �
 y 
ual es la 
ausa de queNns(�; L)=L3 dependa expl��
itamente de L en esta zona, es interesante representarNns(�; L)=L3 en fun
i�on de L. La Fig. 4.15 muestra tal representa
i�on para 
uatrovalores del desorden: � = 1:7, � = 2:21 ' �
, � = 2:5 y � = 2:7. Los 
uatro 
onjuntosde puntos tienen la tenden
ia a extrapolar a un valor 
onstante en el l��mite L ! 1.Esto indi
a que, para tama~nos grandes, la 
ontribu
i�on a Nns dominante es propor-
ional a L3 y adem�as, no depende de uL1=� sino �uni
amente de �. Para el 
aso en que� ' �
, estimamos que Nns(�
; L)=L3 ! 0:028 en el l��mite L ! 1. Para tama~nospeque~nos debe existir una 
ontribu
i�on propor
ional a L�ns 
on �ns < 3, de tal formaque, al representar di
ha 
ontribu
i�on dividida por L3, se obtenga un 
omportamientode
re
iente 
omo el que se observa en la Fig. 4.15 para valores peque~nos de L.En 
onse
uen
ia, es ne
esario 
onsiderar la existen
ia de al menos dos tipos deavalan
has no spanning. Llamaremos avalan
has no spanning no 
r��ti
as (indi
adaspor el sub��ndi
e ns0) a aquellas 
uyo n�umero Nns0 es propor
ional a L3 y avalan
hasno spanning 
r��ti
as (indi
adas por el sub��ndi
e ns
) a aquellas 
uyo n�umero Nns
 es
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ional a L�ns
 . Con
retamente, representando Nns(�
; L3)� 0:028 en fun
i�on deL en doble es
ala logar��tmi
a se en
uentra Nns
(�
; L) � 0:085L2:02�0:04, lo que nos dauna primera estima
i�on para el exponente �ns
.En el 
ap��tulo 5 se 
on�rman todas las hip�otesis que se han presentado 
on
er-nientes al 
omportamiento del n�umero de avalan
has de 
ada tipo N� en el l��mitetermodin�ami
o.4.7. Momentos de las distribu
iones integradas. Cam-bio en la magnetiza
i�onUn estudio 
ompleto de la dependen
ia de las distribu
iones de avalan
has 
on �y L es 
ompli
ado desde un punto de vista 
uantitativo. Para poder extraer resulta-dos 
uantitativos, es interesante estudiar el 
omportamiento de los momentos de lasdistribu
iones que vienen dados por:hski�(�; L) = L3Xs=1 skD�(s; �; L): (4.39)El primer momento hsi� es el tama~no medio o masa media de las avalan
has de tipo �.Teniendo en 
uenta que o
urren, en promedio,N� avalan
has de tipo � en un semi
i
lo,la masa total media de este tipo de avalan
has en un semi
i
lo es N�(�; L)hsi�(�; L).Estudiar esta magnitud tiene la ventaja de que, 
omo veremos, es propor
ional alpar�ametro de orden.La Fig. 4.16 muestra el 
omportamiento de la masa total media de las avalan
has1D-, 2D- y 3D-spanning en fun
i�on de � para sistemas de varios tama~nos.Los datos 
orrespondientes a la masa total de las avalan
has 1D- y 2D-spanning enla �gura pare
en indi
ar que, en el l��mite L!1, tales avalan
has �uni
amente o
upanun 
ierto volumen para � = �
, 
osa que 
on
uerda 
on la dedu

i�on 
ualitativa deque estos tipos de avalan
ha s�olo existen para � = �
 [x 4.6℄. Por otro lado, la masatotal de las avalan
has 3D-spanning tiende a L3 para valores peque~nos del desorden,lo que indi
a que, 
uando hay po
o desorden en el sistema, la mayor parte de los espi-nes giran en avalan
has 3D-spanning. A diferen
ia del 
omportamiento an�omalo quepresenta N3 
er
a de �
 [Fig. 4.12℄, la masa total media N3(�; L)hsi3(�; L) no presentaning�un 
omportamiento apre
iablemente an�omalo en la Fig. 4.16(
). En la se

i�on x 4.6se argument�o que el 
omportamiento an�omalo pod��a estar aso
iado a las avalan
has3D-spanning que llamamos 
r��ti
as. Como veremos al analizar N3(�; L)hsi3(�; L) 
on
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Figura 4.16: Representa
i�on en es
a-las lineal-log de la masa total mediaN�(�;L)hsi�(�;L) de las avalan
has (a)1D-, (b) 2D- y (
) 3D-spanning en fun-
i�on de la 
antidad de desorden � pa-ra distintos valores de L. Notar que seha utilizado la misma es
ala en los tresgr�a�
os.
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t�e
ni
as de FSS [x 5.5℄, aunque en la Fig. 4.16(
) no se apre
ia 
on 
laridad ningu-na 
ontribu
i�on an�omala a N3(�; L)hsi3(�; L) en torno a �
, s�� existe tal 
ontribu
i�ondebida a las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as, si bien, el 
omportamiento observadoen los datos de la Fig. 4.16(
) es debido prin
ipalmente a las avalan
has 3D-spanningsub
r��ti
as. En lo rela
ionado 
on las avalan
has 1D- y 2D-spanning, el an�alisis 
ont�e
ni
as de FSS en la se

i�on x 5.5 
on�rmar�a el he
ho de que estos tipos de avalan-
has s�olo tienen masa no nula para � = �
 porque, de he
ho, s�olo existen para estedesorden.La masa total media de las avalan
has de un 
ierto tipo � est�a dire
tamente re-la
ionada 
on el 
ambio de magnetiza
i�on aso
iado a las avalan
has de tipo � en unsemi
i
lo. Efe
tivamente, el giro de un esp��n produ
e un 
ambio 2=L3 en la magnetiza-
i�on y, 
omo 
onse
uen
ia, si en un semi
i
lo tienen lugar una media de N� avalan
hasde tipo � y su tama~no medio es hsi�, el 
ambio en la magnetiza
i�on �m� debido aeste tipo de avalan
has es:�m�(�; L) = 2L3N�(�; L)hsi�(�; L): (4.40)Resulta l�ogi
o pensar que las avalan
has que m�as pueden 
ontribuir al 
ambio enmagnetiza
i�on y que, en �ultima instan
ia pueden ser responsables de una dis
ontinui-
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iones bivariadas D�(s;H;�;L) 163dad en el 
i
lo de hist�eresis, son las avalan
has spanning. Bas�andose en esta idea, enla referen
ias [198,222℄ se propone que el par�ametro de orden de la transi
i�on 
ontinuaque se observa al variar � viene dado por el 
ambio de magnetiza
i�on aso
iado a lasavalan
has spanning: �ms(�; L) = 2L3Ns(�; L)hsis(�; L): (4.41)Al analizar los datos 
orrespondientes a �ms 
on t�e
ni
as de FSS en el 
ap��tulo 5veremos que, estri
tamente, s�olo el 
ambio de la magnetiza
i�on debido a las avalan
has3D-spanning sub
r��ti
as se 
omporta 
omo un par�ametro de orden. Adem�as veremosque, suponer que �ms se 
omporta 
omo un verdadero par�ametro de orden, puedellevar a estima
iones err�oneas del exponente 
r��ti
o � aso
iado a la transi
i�on.4.8. Distribu
iones bivariadas D�(s;H ;�; L)Hasta este punto se han presentado resultados rela
ionados solamente 
on mag-nitudes obtenidas integrando el 
ampo. Este estudio �uni
amente permite analizar
�omo es el 
omportamiento del modelo en fun
i�on del desorden � sin la ne
esidadde preo
uparnos a qu�e 
ampo su
ede 
ada avalan
ha. En esta se

i�on se presentanresultados 
orrespondientes a las distribu
iones bivariadas D�(s;H; �; L) que, 
omo seargument�o en la se

i�on x 4.4, no son m�as que las densidades 
orrespondientes a lasdistribu
iones integradas D�(s; �; L) 
on respe
to al 
ampo. En parti
ular, nos 
en-traremos en el an�alisis de las distribu
iones bivariadas de las avalan
has spanning pordos motivos: (i) estas avalan
has 
ontienen mu
ha de la informa
i�on rela
ionada 
on elfen�omeno 
r��ti
o que presenta el modelo y, (ii) el n�umero de avalan
has spanning por
i
lo es mu
ho menor que el n�umero de avalan
has no spanning (sobre todo avalan
hasspanning de tama~nos peque~nos), lo que ha
e que el estudio de las avalan
has spanningsea 
omputa
ionalmente m�as viable en 
uanto a memoria se re�ere.Representar las distribu
iones bivariadas en fun
i�on de H y s a partir de un 
on-junto de datos en que tenemos el tama~no s y el 
ampo H al que su
eden una seriede avalan
has, requiere el 
�al
ulo de histogramas de dos variables, 
uya representa-
i�on se debe ha
er en gr�a�
os tridimensionales. La Fig. 4.17 muestra un ejemplo deD1(s;H; �; L), D2(s;H; �; L) y D3(s;H; �; L) para un sistema de tama~no L = 48 ydesorden � = �
 = 2:21. Como era de esperar a partir de los resultados obtenidossobre la distribu
i�on integrada D(s; �; L), tanto D1 
omo D2 presentan un �uni
o pi
o.Por otro lado, ambas son sim�etri
as 
on respe
to a un 
ierto valor de 
ampo, dentro
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ade la in
erteza estad��sti
a. En 
ambio, D3 presenta una estru
tura de dos pi
os 
uyalo
aliza
i�on no 
oin
ide ni en tama~no ni en 
ampo. La lo
aliza
i�on distinta en tama~node los dos pi
os se hab��a intuido ya en la se

i�on x 4.5 al estudiar D3(s; �; L) pero,evidentemente, 
on el estudio integrado no se puede determinar 
�omo se distribuyenlas avalan
has en 
ampo. Como veremos en el 
ap��tulo 5, el pi
o que tiene lugar aun tama~no menor est�a aso
iado a las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as y el que o
urrea tama~nos mayores (y 
ampos m�as bajos) 
orresponde a las avalan
has 3D-spanningsub
r��ti
as.Pese a que las representa
iones tridimensionales de la Fig. 4.17 son la forma m�as
ompleta de representar distribu
iones de dos variables, 
on el �n de estudiar la depen-den
ia de di
has distribu
iones 
on � y L, nos ser�a m�as �util representar la proye

i�onen el plano s{H. De he
ho, representaremos la proye

i�on por una nube de puntos
orrespondientes a las 
oordenadas (s;H) en el plano s{H de 
ada una de las ava-lan
has registradas en una serie de realiza
iones distintas de desorden. La Fig. 4.18muestra la nube de puntos aso
iada a D3(s;H; �; L) para L = 48 y diferentes valoresde �. Como se puede ver, para � < �
, las avalan
has 3D-spanning son grandes (s
er
ano a L3) y tienen una 
ierta dispersi�on en torno a un valor de H que aumenta
uando nos a
er
amos a �
 por debajo. Para � = �
, las avalan
has se 
on
entran al-rededor de un valor del 
ampo H
 ' �1:42 que identi�
aremos 
omo el 
ampo 
r��ti
oy se extiende 
asi a todo el intervalo posible de tama~nos. Por en
ima de �
, las po
asavalan
has 3D-spanning que se observan son peque~nas. De he
ho, su tama~no es me-nor que el tama~no medio 0:311L3 de un 
luster per
olante en una red tridimensional
�ubi
a simple de L nodos por lado.En la Fig. 4.19 se representan las proye

iones de las distribu
iones bivariadas quese han presentado en la Fig. 4.17 (notar que, en la Fig. 4.19, se representa el eje s enes
ala logar��tmi
a mientras que en la Fig. 4.17 la es
ala es lineal). La gr�a�
a internaen la Fig. 4.19 muestra, por 
ompletitud, la nube de puntos de la proye

i�on de ladistribu
i�on bivariada de las avalan
has no spanning. De he
ho, no se ha mostrado larepresenta
i�on tridimensional de Dns porque no a~nade demasiado al resto de la exposi-
i�on. Tal y 
omo se pod��a esperar, todas las avalan
has spanning tienden a 
on
entrar-se en torno a H
 y, parte de las avalan
has no spanning, tambi�en. Presumiblemente,�estas son las avalan
has no spanning 
r��ti
as. Por otro lado, 
omo es de esperar, lasavalan
has 3D-spanning son, en promedio, m�as grandes que las 2D-spanning y �estas�ultimas son m�as grandes que las 1D-spanning. Esta es una 
ara
ter��sti
a que tambi�ense puede dedu
ir de la Fig. 4.17 pero queda m�as 
lara a partir de las proye

iones.
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Figura 4.17: Distribu
iones bivariadasaso
iadas a las avalan
has (a) 1D-spanning,(b) 2D-spanning y (
) 3D-spanning, ob-tenidas a partir de simula
iones en unsistema de tama~no L = 48 y 
on desorden� = �
. Con el �n de ver la distribu
i�on deforma �optima, en (a) y (b) se ha utilizadola misma es
ala en todos los ejes mientrasque, en (
), se han elegido otras es
alas enel eje verti
al y en el eje s.
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sFigura 4.18: Nubes de puntos 
orrespondientes a la distribu
i�on bivariada de las avalan
has3D-spanning para un sistema de tama~no L = 48. Cada punto indi
a las 
oordenadas (s;H)en el plano s{H de 
ada avalan
ha. Los s��mbolos indi
an los distintos valores de � de a
uerdo
on la leyenda. La l��nea dis
ontinua indi
a la 
ota superior de tama~nos s = L3.
Los dos pi
os que se observan en D3 [Fig. 4.17(
)℄ se ponen de mani�esto aqu�� porel he
ho de que la nube aso
iada a las avalan
has 3D-spanning se distribuye en unadoble nube. M�as adelante veremos que estas nubes 
orresponden a los dos tipos deavalan
has 3D-spanning.La dependen
ia 
on el tama~no L de las distribu
iones bivariadas de las avalan
hasspanning se ilustra en la Fig. 4.20. Se representa s�olo la dependen
ia de las proye

io-nes al aumentar L y manteniendo � = �
. La l��nea 
ontinua indi
a el valor del 
ampo
r��ti
o (H
 = �1:425) que se estimar�a en la se

i�on x 4.9. Todos los tipos de avalan
hasspanning tienden a 
on
entrarse en torno a este valor al aumentar el tama~no del siste-ma y, a su vez, la dispersi�on se ha
e m�as peque~na. Por otro lado, la forma asim�etri
ade las nubes 
orrespondientes a las avalan
has 3D-spanning se mantiene al aumentarL. Este he
ho nos lleva a suponer que los dos tipos de avalan
has 3D-spanning se man-tienen al aumentar el tama~no. En el 
ap��tulo 5 veremos que esto es 
ompletamente
ierto �uni
amente para � = �
.
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Figura 4.19: Nubes de puntos 
orrespondientes a la proye

i�on en el plano s{H de lasdistribu
iones D1, D2 y D3 representadas en la Fig. 4.17. Los datos se han obtenido en unsistema de tama~no L = 48 y � = �
. El gr�a�
o interno muestra en es
ala log-lineal los mismosdatos que el gr�a�
o prin
ipal junto 
on la nube aso
iada a las avalan
has no spanning.4.9. Campo medio al que su
eden las avalan
hasLa representa
i�on de las distribu
iones bivariadas es �util desde un punto de vista
ualitativo pero, 
omo o
urriera en la se

i�on x 4.5, el estudio dire
to de las distri-bu
iones no es muy �util para obtener resultados 
uantitativos y es m�as interesanteestudiar las distribu
iones marginales y los momentos. En parti
ular, nos 
entraremosen esta se

i�on en el 
ampo medio al que su
eden las avalan
hashHi�(�; L) = Z 1�1 dH Hn�(H; �; L)N�(�; L) ; (4.42)y en la desvia
i�on est�andar aso
iada a di
ho 
ampo�H� (�; L) = �hH2i� � hHi2��1=2 : (4.43)La dependen
ia 
on L de los 
ampos hHi1, hHi2 y hHi3 se presenta en la Fig. 4.21(a.1)para � = �
. En el 
ap��tulo 5 se presenta un estudio m�as 
ompleto 
on t�e
ni
as deFSS. Sin embargo, del 
omportamiento observado en las Figs. 4.21 (a.1) y (a.2), ya sepuede ha
er la siguiente hip�otesis de es
ala:H
 � hHi�(�
; L) = CH� L�1=�; (4.44)
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Figura 4.20: Nubes de puntos 
orrespondientes a (a) D1, (b) D2 y (
) D3 en � = �
 paravarios tama~nos de sistema L, indi
ados 
on distintos s��mbolos de a
uerdo 
on la leyenda. Seha utilizado la misma es
ala en los tres gr�a�
os.donde el exponente � 
ontrola la divergen
ia de la longitud de 
orrela
i�on 
uando Hse aproxima a H
 en � = �
 (el desarrollo 
ompleto de esta hip�otesis de es
ala sepresenta en la se

i�on x 5.1). En la Fig. 4.21(a.1) se presenta una primera pruebade la validez de esta hip�otesis ha
iendo un ajuste por m��nimos 
uadrados a los tres
onjuntos de datos. Los ajustes se han he
ho dejando tres par�ametros libres (H
, � yCH� ). Las fun
iones ajustadas se indi
an 
on l��neas punteadas tanto en la Fig. 4.21(a.1)
omo en la Fig. 4.21(a.2). Lo m�as interesante es que se obtienen los mismos valoresde 1=� = 1:5� 0:1 y H
 = �1:425� 0:010 para hHi1, hHi2 y hHi3. Por otro lado, las
onstantes CH� obtenidas son: CH1 = 2:1�0:2, CH2 = 2:2�0:2 y CH3 = 5:7�0:1. Vemospues que la �uni
a diferen
ia entre los 
ampos promedios de 
ada tipo de avalan
haspanning es el valor de la 
onstante CH� .A parte de esto, tal y 
omo muestra la Fig.4.21(b.1), la desvia
i�on est�andar �H� (�; L)[E
. (4.43)℄ aso
iada a la distribu
i�on marginal n�(H; �; L)=N�(�; L) de las avalan
has1D-, 2D- y 3D-spanning, tiende a 0 en el l��mite L ! 1 para � = �
. A diferen
iade lo que o
urre 
on los 
ampos medios hHi�(�
; L), la desvia
i�on est�andar es muy
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LFigura 4.21: (a.1) Campos medios hHi�(�
; L) a los que tienen lugar las avalan
has 1D-,2D- y 3D-spanning. La l��nea dis
ontinua gruesa indi
a H
 = �1:425 y las l��neas punteadas
orresponden al ajuste por m��nimos 
uadrados de la E
. (4.44) a los datos. (a.2) Los mismosdatos representados en es
ala log-log. Las desvia
iones est�andar �H� de las avalan
has 1D-,2D- y 3D-spanning para � = �
 se presentan, por un lado, en (b.1) en es
ala lineal y, porotro, en (b.2) en es
ala log-log. Los datos 
orrespondientes a los distintos tipos de avalan
hasspanning son indistinguibles dentro del error estad��sti
o t��pi
o.
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asimilar para los tres tipos de avalan
has spanning, tanto en la dependen
ia 
on L
omo en su valor num�eri
o. Representando los datos en es
ala log-log, se en
uentrauna alinea
i�on ex
elente de los puntos, 
on una pendiente � 1:45, que 
oin
ide dentrode los errores estad��sti
os 
on el valor de 1=� en
ontrado a partir de los ajustes he
hosa hHi�(�
; L) [Figs. 4.21(a.1) y 4.21(a.2)℄. Con
luimos pues que el 
omportamiento de�H� para � = �
 en fun
i�on de L es:�H� (�
; L) � L�1=�: (4.45)En el 
ap��tulo siguiente 
on�rmaremos que, efe
tivamente, el exponente que rela
iona�H� (�
; L) 
on L es 1=�.Desde un punto de vista f��si
o, el he
ho de que �H� (�
) = 0 en el l��mite termo-din�ami
o para todas las avalan
has spanning indi
a que tales avalan
has s�olo o
urrenen el 
ampo 
r��ti
o H
. Adem�as, los datos presentados en la se

i�on x 4.6 pare
en indi-
ar que las avalan
has 1D- y 2D-spanning �uni
amente su
eden para � = �
 en el l��mitetermodin�ami
o. Teniendo en 
uenta pues este 
omportamiento al variar � y H, es deesperar que las avalan
has 1D- y 2D-spanning existan solamente en el punto 
r��ti
o(H; �) = (H
; �
). En 
uanto a las avalan
has 3D-spanning, los resultados que se hanpresentado de N3(�; L) [Fig. 4.12(
)℄ indi
an que, en promedio, existen para � � �
y no existen para � > �
. Adem�as, 
omo a
abamos de demostrar, �H3 (�
) = 0 en ell��mite termodin�ami
o, 
on lo 
ual, para � = �
, independientemente de la hip�otesisde existen
ia de dos tipos de avalan
has 3D-spanning, tales avalan
has se 
on
entranen el 
ampo 
r��ti
o H
. El an�alisis del 
omportamiento de este tipo de avalan
has enel l��mite termodin�ami
o para � < �
 requiere un estudio m�as a fondo que se presentaen el 
ap��tulo siguiente donde se estudian, mediante t�e
ni
as de FSS, el 
ampo me-dio hHi3(�; L) al que tienen lugar las avalan
has 3D-spanning en fun
i�on de � paradistintos tama~nos. La Fig. 4.22(a) muestra hHi3 en fun
i�on de � para varios tama~nosL. Para un tama~no dado, el 
ampo hHi3(�; L) de
re
e al disminuir el desorden. Esto
on
uerda 
on el he
ho de que el grado de metaestabilidad aumenta al disminuir eldesorden. Es de
ir, los 
i
los de hist�eresis son m�as an
hos 
uanto menor es el desor-den presente en el sistema. Para un 
ierto valor de � . �
, el 
ampo medio al quetienen lugar las avalan
has 3D-spanning 
re
e 
on L. A priori, es dif��
il ha
er unahip�otesis objetiva sobre el 
omportamiento de hHi3(�; L) en el l��mite termodin�ami
o.>Realmente se mantiene una 
ierta 
urvatura de la fun
i�on hHi3(�; L) en L!1? o,por el 
ontrario, >todas las avalan
has 3D-spanning su
eden en H
 en el l��mite ter-modin�ami
o, tal y 
omo o
urre para � = �
?. Esta �ultima posibilidad no pare
e muyapropiada puesto que, al menos 
uando � = 0, todos los espines giran a H = �6 en
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σFigura 4.22: (a) Campo medio al que o
urren las avalan
has 3D-spanning en fun
i�on de� para distintos tama~nos de sistema, indi
ados en la leyenda. La l��nea horizontal puntea-da se~nala el 
ampo 
r��ti
o H
 = �1:425. (b) Desvia
i�on est�andar �H3 (�;L) aso
iada a lasavalan
has 3D-spanning en fun
i�on de � para varios tama~nos L indi
ados en la leyenda de(a). Tanto en (a) 
omo en (b), la l��nea verti
al punteada se~nala el desorden 
r��ti
o �
. Por
ompletitud, se presentan datos para � > �
 aunque esta regi�on no es muy interesante paraestudiar las avalan
has 3D-spanning ya que esperamos que, en el l��mite termodin�ami
o, s�oloexistan para � � �
.una �uni
a avalan
ha que, trivialmente, es 3D-spanning. Pare
e pues m�as l�ogi
o pen-sar que la fun
i�on hHi3(�), 
orrespondiente al l��mite de hHi3(�; L) 
uando L ! 1,presentar�a una 
ierta dependen
ia 
on �.Por otro lado, tiene sentido preguntarse tambi�en si las avalan
has 3D-spanningsu
eden �uni
amente sobre la l��nea hHi3(�) o bien o
urren 
on una 
ierta distribu
i�onen torno a este 
ampo. Para � = �
 ya hemos visto que tales avalan
has tienen unaprobabilidad nula de o
urrir para H 6= H
. Para tener una idea del 
omportamientopara � 6= �
, se ha 
al
ulado �H3 (�; L). La Fig. 4.22(b) muestra el resultado en fun
i�onde � para varios tama~nos. Para L �jado, se en
uentran dos reg��menes distintos al variar�. Tales 
omportamientos distintos est�an separados por un valor de � para el que�H3 (�; L) presenta un m��nimo. Tal y 
omo muestra la �gura, di
ho valor del desordende
re
e al aumentar L y, presumiblemente, en el l��mite termodin�ami
o tiende a �
. Lazona de inter�es, en 
uanto a las avalan
has 3D-spanning se re�ere, 
orresponde a � ��
. En 
ualquier 
aso, independientemente del valor de � al que nos 
entremos, �H3 (�; L)de
re
e 
on L, de manera que, para 
ualquier grado de desorden, las avalan
has se
entran m�as en torno a hHi3(�; L) 
uanto mayor es el tama~no del sistema. En vista



172 Cap��tulo 4. Resultados num�eri
os en el 3D-GRFIM 
on din�ami
a at�ermi
a-adiab�ati
ade esto, es de esperar que, en el l��mite termodin�ami
o, las avalan
has 3D-spanningo
urran �uni
amente sobre la l��nea hHi3(�).4.10. Densidades de avalan
has n�(H ;�; L)Las distribu
iones marginales de las distribu
iones bivariadas 
on respe
to al 
ampovienen dadas por n�(H; �; L)=N�(�; L), tal y 
omo se introdujo en la se

i�on x 4.4[E
. (4.34)℄. En la presente se

i�on se presentan las densidades n�(H; �;H) que, al�n y al 
abo, son las magnitudes en las que est�a toda la dependen
ia 
on H de lasdistribu
iones marginales n�(H; �; L)=N�(�; L).La Fig. 4.23 muestra las densidades de avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning en� = �
 para16 L = 8; 12; 16; 24; 32; 48 y 60. Tal y 
omo era de esperar a partir de ladependen
ia 
on H de las distribu
iones bivariadas D1 y D2 [Figs. 4.20(a) y (b)℄, lasdensidades n1 y n2 presentan un m�aximo a un 
ampo que aumenta al aumentar L,aproxim�andose a H
. Adem�as, n1 y n2 son sim�etri
as respe
to a este 
ampo. Debidoa esto, la posi
i�on del m�aximo 
oin
ide, dentro del error estad��sti
o, 
on el 
ampomedio al que su
ede 
ada tipo de avalan
ha. En 
onse
uen
ia, la dependen
ia de laposi
i�on de los pi
os 
on L viene dada por la dependen
ia de hHi1 y hHi2 estudiadaen la se

i�on x 4.9 [Fig. 4.21℄. As�� pues, al menos la posi
i�on del pi
o obede
e una
ierta ley de es
ala. De he
ho, en la se

i�on x 5.9 veremos que, tanto n1 
omo n2obede
en una rela
i�on de es
ala m�as general, de la que se deriva el 
omportamientode es
ala del pi
o. Con respe
to a n3, no se apre
ia 
on 
laridad la asimetr��a que ser��ade esperar debida a los dos 
ontribu
iones que se observan en D3 [Fig. 4.17(
)℄. Estopuede ser debido fundamentalmente a dos motivos: (i) Para � = �
 y los tama~nosestudiados, la 
ontribu
i�on en n�umero de las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as es pe-que~na en 
ompara
i�on 
on la 
ontribu
i�on de las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as.(ii) Las 
ontribu
iones no est�an 
laramente separadas en 
ampo, lo que impide dis-tinguir dos pi
os en n3. Veremos en el 
ap��tulo siguiente, utilizando t�e
ni
as de FSS,que ambas 
onjeturas son 
iertas para los tama~nos que hemos estudiado, si bien, estemismo estudio nos llevar�a a ver que, en el l��mite termodin�ami
o, 
ontribuyen m�as lasavalan
has 3D-spanning 
r��ti
as que las sub
r��ti
as y la primera 
onjetura no ser��a
ierta para sistemas muy grandes. Por el 
ontrario, la segunda 
onjetura se ha
e m�as
ierta 
uanto mayor es L.16La an
hura �H de los bins en los histogramas 
orrespondientes a n� t��pi
amente tiene valores
omprendidos entre �H = 0:05 para L = 8 y �H = 0:005 para L = 48 o L = 60.
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Figura 4.23: Densidades de avalan
has n� 
orrespondientes a las avalan
has (a) 1D-, (b)2D- y (
) 3D-spanning en fun
i�on de H para � = �
 y varios tama~nos L indi
ados en laleyenda. La l��nea punteada verti
al se~nala la estima
i�on de H
 = �1:425 he
ha a partir delos datos representados en la Fig. 4.21.
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Figura 4.24: n1 enfun
i�on de H para� = 2:12; 2:21; 2:55; 2:86en un sistema de tama~noL = 32. La l��nea punteadaverti
al se~nala H
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En 
ualquier 
aso, la extrapola
i�on de los datos al l��mite L ! 1 permite preverque, al menos para � = �
, la densidad aso
iada a todas las avalan
has spanning es
ero para 
ualquier H 6= H
 y diverge para H = H
.La Fig. 4.24 muestra 
�omo depende n1(H; �; L) de H en un sistema de tama~noL = 32 
on distintos des�ordenes. Cualitativamente se observa que la densidad deavalan
has 1D-spanning presenta un pi
o para todos los valores de � pero el pi
o sesit�ua a un 
ampo que aumenta al aumentar �, es de
ir, al disminuir el 
ampo H desde1, la mayor densidad de avalan
has 1D-spanning se en
uentra a un 
ampo que estanto menor 
uanto menor es la 
antidad de desorden presente en el sistema. Para� = �
 = 2:21, el pi
o de n1 su
ede a un 
ampo muy 
er
ano a H
 (l��nea punteadaen la �gura) si bien, debido a los efe
tos de tama~no �nito, no se sit�ua justo en H
.Por otro lado, la altura de los pi
os tambi�en depende de �, de tal manera que, sirepresent�asemos di
ha altura en fun
i�on de �, se obtendr��a un m�aximo para un valorde � > �
. Dada la rela
i�on entre n1 yN1 [E
. (4.31)℄, este 
omportamiento est�a en totala
uerdo 
on el he
ho de que N1(�; L) [Fig. 4.12(a)℄ presenta un pi
o situado en � > �
para sistemas �nitos. Como hemos visto, la posi
i�on del pi
o en N1 tiende a �
 en ell��mite termodin�ami
o, lo que indu
e a ha
er la hip�otesis de que el valor del desordenpara el que la densidad de avalan
has n1 es m�axima tambi�en tender�a a �
. Adem�as,la extrapola
i�on de N1 a L ! 1 pare
e indi
ar que, en el l��mite termodin�ami
o, lasavalan
has 1D-spanning �uni
amente existen para � = �
. En t�erminos de la densidadn1, tal extrapola
i�on indi
ar��a que las avalan
has 1D-spanning existen �uni
amente para
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r��ti
o �
. Por otro lado, todo el esquema des
rito para las avalan
has 1D-spanning tambi�en es apli
able a las avalan
has 2D-spanning. Por el 
ontrario, el estudiode la dependen
ia de n3 
on � no es tan dire
to 
omo el 
orrespondiente a n1 y n2. Enel siguiente 
ap��tulo se profundizar�a m�as en el 
omportamiento de n3. Sin embargo, sepuede prever el 
omportamiento que tendr�a a partir de observar el 
omportamientode N3. Por un lado, habr�a una 
ontribu
i�on n3
 aso
iada a las avalan
has 3D-spanning
r��ti
as que se 
omportar�a de forma similar a n1 y n2 y, por otro lado, habr�a una
ontribu
i�on n3� 
uya integral debe tender a 1 para � < �
 ya que esperamos que N3�tienda a 1 en esta regi�on de des�ordenes.




