Capitulo 5

Estudio del 3D-GRFIM mediante
técnicas de escalado de tamano
finito

En el capitulo anterior se ha presentado el comportamiento de las magnitudes que
se han obtenido a partir de las simulaciones del 3D-GRFIM con dindamica atérmica-
adiabatica. El estudio de estas magnitudes ha permitido obtener una idea haciendo
extrapolaciones no rigurosas a L — oo del comportamiento de las distintas avalan-
chas que se pueden distinguir durante las simulaciones (avalanchas no spanning, 1D-
spanning, 2D-spanning y 3D-spanning). Por otro lado, a partir de los resultados di-
rectos de las simulaciones, se ha hecho la hipdtesis de la existencia de dos tipos de
avalanchas no spanning (no spanning criticas y no spanning no criticas) y también
dos tipos de avalanchas 3D-spanning (3D-spanning criticas y 3D-spanning subcriti-
cas). En el presente capitulo se estudia el comportamiento de los distintos tipos de
avalanchas aplicando técnicas de FSS a las magnitudes presentadas en el capitulo an-
terior. Tales técnicas permitiran extraer la informacion critica asociada a cada uno de
los tipos de avalanchas y, ademas, haciendo una modificacién a las técnicas estandar
de FSS, serd posible separar las dos contribuciones a las avalanchas 3D-spanning, por
un lado, y las dos contribuciones a las avalanchas no spanning, por otro. El capitulo
se organiza de la siguiente forma: en la seccién § 5.1 se introducen las ideas sobre GR
en el 3D-GRFIM que nos seran 1tiles en el capitulo y las variables de escala apro-
piadas para llevar a cabo el estudio de escalado. En la secciéon § 5.2 se propone un

método (método de doble escalado de tamano finito, que denotaremos abreviadamente
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como DFSS! ) que permitird escalar las magnitudes relacionadas con las avalanchas
3D-spanning haciendo la hipotesis de que constan de dos contribuciones. Tras estas
dos secciones introductorias, se pasa a la presentacién de los resultados obtenidos al
aplicar las técnicas de escalado de tamano finito a las magnitudes integradas: ntiimero
de avalanchas N, (o, L) [§ 5.3], distribuciones integradas D,(s; o, L) [§ 5.4] y momentos
de las distribuciones integradas (s), (o, L) [§ 5.5]. En el caso de las avalanchas 1D- y
2D-spanning, serd posible obtener buenos escalados con las técnicas estandar de FSS.
Sin embargo, como ya se ha dicho, serda necesario utilizar el método DFSS para es-
calar las magnitudes asociadas a las avalanchas 3D-spanning. Como veremos, aunque
la hipétesis sobre la existencia de dos tipos de avalanchas no spanning es viable, el
método DFSS no es aplicable en este caso. En la seccién siguiente [§ 5.6], se estudia el
escalado del cambio de magnetizacién asociado a las avalanchas spanning Amy(o, L).
De este estudio veremos que unicamente el cambio de magnetizacion asociado a las
avalanchas 3D-spanning subcriticas es el que da lugar a una discontinuidad en los
ciclos de histéresis para o < o.. Ademas, tal discontinuidad se comporta como un

parametro de orden en el limite termodinamico, lo que nos permitira hacer una esti-

macion del exponente [ de la transicién. Los resultados presentados en el capitulo 4 en
relacién a los campos en que suceden las avalanchas, junto con los resultados obtenidos
al escalar las magnitudes integradas, permiten proponer métodos aproximados para
clasificar las avalanchas 3D-spanning directamente durante las simulaciones en dos
grupos: avalanchas 3D-spanning criticas y 3D-spanning subcriticas. Tales métodos se
describen en la seccién § 5.7 donde también se comparan los escalados que se obtienen
para N3. y N3_ con los obtenidos en la seccion § 5.3 utilizando el método DFSS. Tras
describir los métodos de clasificacion, se pasa a estudiar las propiedades criticas de las
magnitudes no integradas [§ 5.9], aplicando dichos métodos para clasificar las avalan-
chas 3D-spanning. Seguidamente [§ 5.10], se obtienen estimaciones de las dimensiones
fractales de las distintas avalanchas spanning a partir del andlisis directo de propieda-
des geométricas de las avalanchas. Una vez presentados todos estos andlisis, se pasa a
la discusion [§ 5.11] de los aspectos méas esenciales presentados tanto en este capitulo
como en el anterior. Finalmente, acabamos el presente capitulo con un breve sumario
de los resultados més relevantes y enumerando algunas de las conclusiones principales

a las que nos ha permitido llegar el anélisis presentado en las secciones previas.

! Tomamos la abreviacién del nombre que hemos propuesto en inglés Double Finite Size Scaling.
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5.1. Grupo de renormalizacién y variables de esca-
la en el RFIM

Antes de pasar a presentar los resultados del analisis de escalado de tamano finito
de los datos presentados en el capitulo anterior, es conveniente introducir las variables
de escala apropiadas para el estudio del 3D-GRFIM. En esta seccion se particularizan
las ideas del GR introducidas en el capitulo 2 para el 3D-GRFIM. La hipdtesis basica
que se utilizard para el andlisis con técnicas de F'SS de los datos presentados en el
capitulo anterior es la existencia de un punto fijo en el espacio de parametros del
modelo. Dicho punto fijo se sitia sobre la superficie critica definida por todas las
direcciones irrelevantes del espacio de pardmetros. Las variables de control en el caso
del 3D-GRFIM son la cantidad de desorden o y el campo magnético H. Asi pues,
la superficie fisica en el espacio de parametros estd definida por la variacién de o y
H. Tal y como muestran las simulaciones, la superficie fisica iinicamente intersecta la
superficie critica en un punto que define el punto critico. En términos de las variables de
control, dicho punto ocurre para (o, H) = (o, H.). Es 16gico suponer que, si existen
dos variables de control que permiten cambiar la distancia al punto critico, existen
al menos dos variables de escala relevantes u(o, H) y v(o, H) que dependen de las
variables de control y permiten variar la distancia a la superficie critica. Al hacer una

transformacién del GR de pardmetro b, dichas variables transforman como:
u(b) = b/ u, (5.1)
v(b) = bYH v, (5.2)
donde 1/v y 1/ son los autovalores del GR [§ 2.2.3] asociados a u y a v, respectiva-
mente. Ademas, v y p caracterizan la divergencia de la longitud de correlacién & al
aproximarse al punto critico a lo largo de las direcciones asociadas a u y v:
E~u™, E~vvTH (5.3)

En la teoria de fenémenos criticos no es habitual introducir el exponente y sino que,
en su lugar, se acostumbra a introducir la combinacién v/34. Sin embargo, en nuestro
estudio es interesante introducirlo porque (i) juega un papel andlogo a v y (ii), como
veremos, coincide para todos los tipos de avalanchas.

Las magnitudes geométricas, como el tamano del sistema L o el tamano de las

avalanchas s, también se ven afectadas por la transformacién del GR. Concretamente,
L(b)=0b""L, (5.4)
s(b) = b s, (5.5)
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donde el exponente? d, se puede interpretar como la dimensién fractal de las avalan-
chas. Para convencernos de que esto es asi, imaginemos que una avalancha tiene una
estructura (fractal en general) de dimensién d,. Al hacer una agrupacién de parame-
tro b, cada conjunto resultante tiene un promedio de b% espines pertenecientes a la
avalancha que dan lugar a un espin renormalizado que representa a los b% espines
del conjunto. De esta forma, el nimero total de espines de la avalancha s disminuye
en un factor b% al aplicar la transformacién del GR, lo que lleva a (5.5). La Fig. 5.1
muestra un ejemplo de la transformacién del GR a una parte de s = 81 espines de
una avalancha que se extiende a todo un sistema infinito y que tiene una estruc-
tura fractal hipotética que describe un cuadrado de Sierpinski de dimensién fractal
dsierpinski = 10g 3/ log 2 = 1.585 [235-237]. En el paso de la Fig. 5.1(a) a la Fig. 5.1(b)
se efectiia una agrupacién (de parametro b = 2) de los espines pertenecientes a la ava-
lancha (cuadrados grises) utilizando la regla de la mayoria [§ 2.2.1]. Una vez efectuada
la agrupacion, es necesario renormalizar las distancias para obtener una red tal que
la distancia entre nodos sea igual que la correspondiente a la red original. Tras hacer
esto, se obtiene la estructura que se presenta en la Fig. 5.1(c). Como se puede ver, la
estructura obtenida es totalmente equivalente a la original, si tenemos en cuenta que
la avalancha original se extiende, realmente, a todo el espacio®. Tras la aplicacién de
la transformacién, se obtienen s = 27 espines que representan a los 81 espines de la
parte de la avalancha que se habia considerado al principio. La ley de transformacion

corresponde pues a (5.5) ya que:
s(b) = 27 = 27083/ 108281 — pdsicrpinsti g (5.6)

En las secciones siguientes, veremos que todos los tipos de avalanchas propuestos
en el cuadro 4.1 se caracterizan por la misma dimension fractal d, = dy, a excepcion de
las avalanchas 3D-spanning subcriticas (para las que la dimensién fractal es ds_ # dy)
y las avalanchas no spanning no criticas. En primer lugar, llegaremos a tal conclusion
utilizando técnicas de tamano finito [§ 5.5] y, posteriormente, mediremos de forma
directa las dimensiones fractales asociadas a las avalanchas spanning [§ 5.7]. También
veremos que las avalanchas tienen una estructura fractal aleatoria, de tal forma que sélo
se pueden entender como fractales desde un punto de vista estadistico. De cualquier

forma, la justificacion de la ley de transformacién (5.5) suponiendo que las avalanchas

2Por ejemplo, en las Refs. [57,198,222,228] se utiliza la combinacién de exponentes 1/vo en lugar
de d,, de tal forma que el exponente ¢ definido por estos autores en analogia con percolacién se

relaciona con d, de la siguiente forma: o = 1/vd,.
3Esto no es més que una manifestacién de la autosemejanza del cuadrado de Sierpinski.
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(2) (b)

(c)

Agrupacién Renorm.

b=2

s =81 s(b) = b% s =27

Figura 5.1: Aplicacién de la transformacién del GR a una parte de 81 espines (cuadrados
grises) de una avalancha hipotética que se supone que describe un cuadrado de Sierpinski.
(a) Sistema original. (b) Producto de hacer una agrupacién de pardmetro by aplicar la regla
de la mayoria. (c) Resultado de aplicar una renormalizacién de las distancias tras aplicar la

agrupacion.

describen una estructura fractal no aleatoria es valida también si se considera una
estructura fractal aleatoria [238].

En la seccion § 2.2.4 se propuso un método nuevo para encontrar las relaciones de
escala en general a partir de un cierto niimero de invariantes bajo el GR. De las cuatro
variables u, v, s y L se pueden formar tres invariantes independientes. Para el estudio

que se presenta en este capitulo, consideraremos los tres siguientes:

Tlu, L] = uLY", (5.7)
Tlv, L] = vL'*, (5.8)
I[s, L] = sL™%. (5.9)

5.1.1. Relacidon de las variables de escala con las variables de

control.
Una variable de escala

En el capitulo 2 [§ 2.2.5] se puso de manifiesto desde un punto de vista general
que la dependencia exacta de las variables de escala con las variables de control es
desconocida pero debe ser analitica. Este hecho permite expandir las variables de
escala u y v del RFIM en funcién de las variables de control en torno al punto critico
(0¢, H.). Es instructivo analizar en primer lugar la dependencia con o de la variable

de escala u en el caso de magnitudes integradas, es decir, en el caso de magnitudes
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que dependen unicamente de o. A segundo orden en torno a o.:

u(o) = uy(o) + Aui(o) (5.10)

3

donde uy(0) = (0 — 0.)/0. es la variable de escala a primer orden que representa la
forma mds simple de medir la distancia a o.. Sin embargo, generalmente u;(o) no es
suficiente para describir correctamente los datos. A continuacién vamos a analizar si
la correccién a segundo orden Auf es importante en el limite termodindmico o, por el
contrario, se puede despreciar. Consideremos para ello una funcién F'(o, L) tal que se
puede escribir en términos de L y la variable correcta de escala u de la forma habitual
en FSS:

F(o,L) = L“F(uL'"). (5.11)

A partir de una relacién de este tipo, se puede introducir el concepto de familia
de pares que definiremos como el conjunto siguiente de pares (o, L): {(0;, L;), i =
1,2,... [u(o1) LY = u(oy)Ly" = ---}. Dicho de otra forma, una familia no es més
que el conjunto de pares {(o;, L;)} tales que L; “F(0;, L;) es igual para todos los pares
dentro de la familia.

Para estudiar la libertad que hay al utilizar una cierta aproximacién a la variable
de escala, y ver asi hasta qué punto son importantes los términos que despreciamos,
supongamos que intentamos hacer un andlisis F'SS con una variable de escala incorrecta
u'(0). Igual que se ha hecho con la variable u(o), desarrollamos u'(o) en torno a o,

hasta segundo orden en wu:
u'(0) = ui (o) + Aui(o), (5.12)

donde, en principio, A # A. Evidentemente, en o0 = o, es equivalente utilizar u o
u' ya que ambas son nulas. Consideremos a continuacién una familia {(o;, L;)}. Por

definicion de familia,
Ll_aF(Ul,Ll) :LQ_aF(O'Q./LQ) _ . (513)

Sin embargo, en términos de la variable de escala incorrecta u’, el producto u'(c)L'/"
es, en general, distinto para cada par de la familia {(o;, L;)}. Este hecho hace que
aparezca una dependencia explicita con L al representar L *F(o, L) en funcién de
u' (o) LMV

L™ "F(o0,L) = G(u'(0)LY", L) (5.14)

cosa que hace imposible el colapso de L *F(o, L). En general, la funcién G (u' (o) L'/", L)

depende explicitamente de L y nos referiremos a ella como “funcién de no escalado”.
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LF(o, L)

0 u’(al.)Li/V u(al)Li/V

Figura 5.2: Representacién esquematica de L~ %F (o, L) en funcién de uL'/¥ (linea gruesa,
negra y continua) y de u'L'/Y para dos tamanos L; (linea gris continua) y Lo (linea gris
discontinua). Para una cierta familia de pares {(oy, L;) }, se indica explicitamente la igualdad
ﬁ’(u(al)Ll/V) = G (o)L UV,LZ-). También se indica la diferencia A(u'(0)L'/, L) para el

caso particular del par (o1, L1).

La Fig. 5.2 muestra esquemdaticamente la representacién de L™°F(o, L) en funcién
de wL'" y también en funcién de w'L'/" para dos tamanos L, y L, distintos. De la
definicion de F(u(o)LY") y G(u'(0)L", L) se deduce que

F(u(on) L") = G(u' (o)) L}, L) (5.15)
para cualquier par de la familia {(o;, L;)}, tal y como muestra la Fig. 5.2.

Desde un punto de vista cuantitativo, analizaremos la bondad de los escalados
hechos con la variable u' estudiando el comportamiento con L; de la diferencia A

definida como:
A (o)L, Li) = F(u/ (o) L") = G (o) L}, Ly). (5.16)

La Fig. 5.2 muestra esta magnitud para el par (o, L;). Si A(u’(a,»)Lil/y,Li) es in-
dependiente de L; para L; — oc, se puede concluir que la variable de escala u' es

suficiente para obtener un escalado aceptable para sistemas suficientemente grandes.
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Para ver en qué condiciones se cumple esta independencia con L;, expresamos la fun-
/v,

i

cién F(u’(ai)Lg/”) a primer orden en torno a u(o;)L

F( (o)1) = G(u' ()L, Li) + LI Fy (u(oi) L)) (W (07) — u(03))

)

(5.17)

3

donde se ha utilizado la igualdad (5.15) y se ha definido F} (u(ai)L}/V) como la derivada
primera de F' con respecto a u(ai)L;/”. A continuacién, utilizando los desarrollos (5.10)
v (5.12) y la definicién (5.16), se obtiene

AW (0L L) = LYY (A = A) (o) Fy (u(o) L. (5.18)

Es complicado estudiar el comportamiento de A(u’(ai)Li/”, L;) en el limite L; — oo
restringiéndonos a una cierta familia (u’(ai)Lg/V constante) debido a que u; — 0 si
L; — ooy aparece una indeterminacion [oc-0] en (5.18). Para solventar este problema,

definimos una funcién

~

Flulo) L) = [ulo) L] By (uo) L) (5.19)

)

que, claramente, se mantiene constante dentro de una familia de pares. Introduciendo

esta funcién en (5.18) se obtiene:

Aot 1) = 17 ) (M) faepny. 60)
u(o;)

A partir de esta expresién deducimos que A(u’(ai)Lil/y, L;) =0 en el limite L; — oo,
independientemente* del valor de A. Efectivamente, la dependencia explicita con L; en
(5.20) es debida fundamentalmente al prefactor L;l/y y, como veremos mas adelante
[§5.3], 1/v = 0.8 > 0. Por otro lado, el cociente u;(0;)/u(0;) es del orden de la unidad
para o cercana a 0. y no juega un papel importante en el limite L; — oco. La conclusion
final es que no importa el valor de A en el desarrollo de la funcién v’ [Ec. (5.12)]. Esto
permite tomar A = 0 y obtener escalados aceptables con v’ = u;. Como se verd en
los resultados obtenidos al aplicar el andlisis FSS a los datos numéricos [§ 5.3], es
conveniente incluir el término a segundo orden en u; para obtener mejores colapsos
de los datos correspondientes a sistemas pequenos. Los mejores colapsos se obtienen
para A = —0.2, de tal forma que la variable de escala que utilizaremos en el estudio

de magnitudes integradas serd’:

u(o) = uy (o) — 0.2ui(0). (5.21)

4Es facil ver que los términos de orden superior a 2 en los desarrollos (5.10) y (5.11) tampoco son

importantes en el limite termodinamico.
5En adelante, como hemos hecho en esta expresién, nos referiremos a la variable de escala como u

aunque, realmente sélo la estimamos hasta segundo orden en wuy.
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2

0 2 4 6 8 10

Figura 5.3: Comparacién de las tres aproximaciones uq, u y us a la variable de escala en el

problema integrado.

En estudios previos de otros autores [198,222,228], relacionados con magnitudes

integradas, se propuso una variable de escala uz(o) diferente a la que se propone aqui,

definida como:
o— 0o,
= . .22
uz(o) - (5.22)

La justificacién de esta variable de escala es puramente fenomenoldgica. La expansion

de Taylor de uz(o) es:
uz = uy(0) —ui(o) +ui(o) +--- . (5.23)

Comparando hasta segundo orden este desarrollo con el de la variable u (5.10) se
podria concluir que A = —1. Sin embargo, como ya hemos adelantado, los mejores
escalados de nuestros datos se obtienen con A = —0.2.

La Fig. 5.3 compara el comportamiento de las tres variables de escala u(0), u(o)
(en la aproximacion (5.21) con A = —0.2) y ug(o). Logicamente, las tres variables son
equivalentes cerca de o.. Sin embargo, el intervalo de ¢ donde las relaciones de escala
son validas puede ser muy diferente dependiendo de la variable utilizada. Debido a
que A < 0, la variable u no se puede utilizar para ¢ > o, ya que presenta un maximo
para ¢ = 7.735 = 3.50.. Por otro lado, la variable us tiende a 1 para ¢ — 400 y es

imposible distinguir entre si sistemas con valores grandes de o.
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Dos variables de escala

Los argumentos presentados hasta este punto en relacién con la dependencia de u
con o en el caso de magnitudes integradas se pueden extender al caso de magnitudes
no integradas que dependen del campo H ademas de o. En este caso hay dos variables
de control con las cuales se puede variar la distancia al punto critico (o, H.) exter-
namente. Supondremos pues que existen al menos dos variables de escala relevantes
independientes: u(o, H) y v(o, H). En general, ambas variables dependen de forma
analitica de 0 y H, de manera que se pueden desarrollar en serie de potencias en torno

a (oq H.). A segundo orden:
u(o, H) = (o) + Aui(o) + Avi (H) + A"uy(o)vy (H) + A"vi(H)  (5.24)
(

H
v(o,H) = v (H)+ Bv?(H)+ B'ui(o) + B"ui(0)vi(H) + B"u?(c), (5.25)

donde vy(H) = (H — H.)/H,. es la variable a primer orden en campo e, igual que
antes, ui(0) = (0 — 0,)/0.. El término H YV | S; que aparece en el Hamiltoniano
del RFIM es impar bajo el cambio {S;} — {—S;}, de tal forma que la variacién de H
tinicamente permite moverse en el subespacio impar de parametros del modelo [§ 2.2.5].
En cambio, no existe una simetria tan clara con respecto a 0. Para ver que esto es asi,

es 1til escribir el Hamiltoniano del 3D-GRFIM de forma alternativa a (4.1) como:

N N
/H:—ZSZSJ—HZSZ—UZhZNSZ, (526)
(4,5) =1 i=1

donde los campos locales {hN'} se distribuyen siguiendo una gaussiana de media nula y
desviaciéon estandar 1. Por un lado, si en este Hamiltoniano hacemos la transformacion
{Si} — {=Si}, el término o 3", hN'S; queda invariante siempre y cuando también
hagamos la transformacion ¢ — —o, de manera que, en este sentido, o seria una va-
riable impar, igual que H. Por otro lado, teniendo en cuenta que los campos aleatorios
{h]} estan distribuidos de forma simétrica en torno a 0, el término o 3.~ hNS; es
estadisticamente invariante al hacer {S;} — {—S;}, aunque no cambiemos el signo de
o, con lo cual, o seria estadisticamente par. La conclusién final es que la variable ¢ no
tiene una simetria definida y este es el motivo por el que no se ha impuesto ninguna
restriccion por simetria a los desarrollos (5.24) y (5.25). Notar que, si la temperatura
fuese finita en el modelo, deberia existir una variable de escala que permitiese moverse
tinicamente en el subespacio par de pardmetros [§ 2.2.5].

Consideremos también una funcién F(H;o, L) que se puede escribir de la forma

habitual en FSS con dos variables de escala:

F(H;o,L) = L°F(uLY" vL'"). (5.27)
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El concepto de familia introducido anteriormente se debe extender a tripletes (o, H, L)
cuando consideramos la dependencia con H ademds de con o. Asi, un conjunto de

tripletes {(o0:, H;, L;)} forman una familia si, tanto u(o;, H;)L)"" como v(o;, H;)L!/*
toman valores independientes del triplete que se considere del conjunto. Escrito de

forma mas compacta, una familia estd formada por el siguiente conjunto de tripletes:

{(o5, Hy, L), i = 1,2, .. |Ju(o) LY = u(oo) LYY =+ w(o)) LY/ = v(o) LY* = -},
(5.28)

En el razonamiento referente a las magnitudes integradas, se ha estudiado el efecto

de utilizar una variable de escala incorrecta u/(o) en un analisis F'SS. Por extensién, en
el caso con dos variables de escala, consideraremos el efecto de dos variables de escala

incorrectas u'(o, H) y v'(0, H) cuyas expansiones a segundo orden en u; y v; son:

u'(o,L) = wui(o) + Aui(o) + Av (H) + A"ui(o)v (H) + A"v?(H), (5.29)
v'(o,L) = vi(H)+ Bvi(H)+ Bui(o) + B'ui(o)vi(H) + B"ui(o). (5.30)

De nuevo, al representar L™°F(H;0, L) en funcién de u'(o, H)LY" y o'(o, H)L'/*,

3

aparece una dependencia explicita con L:
L™"F(H;0,L) = G(u(o, H)LY" v'(0, H)L'"  L). (5.31)

Dentro de una cierta familia {(o;, H;, L;) }, la magnitud A que nos permite determinar
en qué condiciones es posible obtener un buen colapso con v’ y v’, viene dada por una

expresion totalmente andloga a (5.16):

A(Ul(auHz‘)Ll/y;U'(UzﬁHz‘)L;/u-/Lz') =

1

F(u (o3, H) LY ' (0, H) LY") — G/ (0, H) LY ' (03, H)) LI, Ly).

3 3 2

(5.32)

1/v
7

de las magnitudes integradas [Ec. (5.17)], A(u/(0y, HZ-)LVV7 v' (03, HZ-)L;/“7 L;) se puede

’ )

Siguiendo un procedimiento similar al utilizado para obtener F(u'(0;)L,"") en el caso

aproximar por:

AW/ (o1, H) LY ' (05, H) LI, L;) =

1 3

Ll/”(u’(ai, Hz) — U(O’i, HZ))Fl + LZ-I/N(UI(O'i, Hz) — U(O'Z', HZ))FQ

2

(5.33)

~

1 o, 1
+§L2/ (U’(O'Z', Hz) — U(O'Z', Hi))QFH + §L?/N(UI(O'2‘, Hz) — U(O'Z', HZ'))QFQQ

LD (o4, HY) — w(oy, Hi)) (W (05, Hy) — v(03, Hi)) Fro,

donde los subindices 1 y 2 en las funciones de escala F indican las derivadas parciales

con respecto a u(o;, Hi)L;/V y a v(oy, Hi)L;/“, respectivamente. Las dependencias con
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w(og, H) LY v v(oy, Hy)LI'* de la funcién F' y sus derivadas no se han escrito para
simplificar la notacién. Introduciendo las expresiones (5.24), (5.25), (5.29) y (5.30) en
la Ec. (5.33) se obtiene:

A/ (s, H)L)" o' (07, Hy)L'" L) =

(A" — Aoy (H) L) Fy + (B — By (0;) LM Fy
+(A — )u1(JZ)L1/VF1 + (B — B)v?(H; )L}/“FQ

+(A" = A"Yuy ()01 (H) L By + (B = B s (0,0 (Hi) L By (5.34)
+(A/// A///) (1—{2‘)[{1/1/1{71 + (Bm . Bm)uﬁ(ai)[/;/uﬁé
1 , , .
+§(A' AN (H) LY Py + 5 (B — B3 (0, L Py
+( )( - Bl)ul(O'i)Ul(Hi)LZ-l/D—i—l/uﬁlQ.

Para analizar el comportamiento de A en el limite I, — oc manteniéndonos dentro
de una cierta familia {(o;, H;, L;) }, o 1o que es lo mismo, manteniendo u(o;, Hi)L;/” y
v(oy, H,')Li/“ constantes, es conveniente definir un conjunto de once funciones {f;} (ver
la definicién en el cuadro 5.1) que, igual que en (5.20), permiten extraer la dependencia
explicita de A con L;:

A (o3, H) LYY o' (04, H)Ll/“ L)

7

(A — A LY= 1/u< )f B LY I/V(u>f2
(A= A)L 1/”( Y i+ (B-B)L W( Y

R 1 R A O [T

~

Y
v
_|_(Am A///)Ll/u 2/;1( ) B/// Bm Ll/u 2/1/( )2
8
2

~

A= AL (D) o (B Bt (M) f
+(A =B -B) (2) () fu.

u

En el andlisis con FSS de los datos que se presentan mas adelante se encuentra que
1/u=15y 1/v=0.83. Dados estos valores, de todos los términos del segundo miem-
bro de la igualdad (5.35), sélo aquellos en los que aparece B’ — B’ introducen una
dependencia importante con L para sistemas grandes. Deducimos asi que todos los
coeficientes que aparecen en las expansiones (5.29) y (5.30) se pueden tomar igual a
cero a excepcién de B, que debe ser igual a B'. El tltimo término de la expresién

(5.35) simplemente estd asociado a una posible diferencia independiente de L entre
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fj(uLl/V_/le/u) Cuadro 5.1: Definicién de las once

le/uFI(uLl/ul/ vLm) funciones {f;} utilizadas para llegar
L1/up2( LYY LR a la expresion (5.35).
( Ll/u) ( Ll/u Ll/“)

(vLYB)2Fy(uLv, v LYk

uL'")(vLV#) By (uL 7, v LR
uL'")(vLV#) By (uL/”, v LK)

le/“)QF (w7, v LVH)

LY/v)? E, (uLl/”,le/“)

(v LYWy (u LY o LY

S(uLM” )2F22(uL1/" vLMH)

(uLM") (0 L) By (uLMY v LVH)

(
(
(
(u

© G0 =1 O Tt k= W N .

1
2
1

—
_— O

la representacién de L~ *F(H;o, L) utilizando las variables exactas (u,v) y la repre-
sentacién utilizando las variables no exactas (v, v'). Esta diferencia no impedirfa un
buen escalado pero, al hacer B’ = B’, la diferencia se anula automaticamente, con lo
cual, A = 0. Aunque el término proporcional a A no es importante en el limite termo-
dindmico, lo mantendremos para obtener resultados consistentes entre las magnitudes
que dependen de H y las magnitudes integradas. En conclusion, para el analisis de
los datos referentes a las magnitudes que dependen de H, utilizaremos las siguientes

aproximaciones a las variables de escala:

u o= up + Aud, (5.36)
v = v+ Bu. (5.37)

La correccién (5.37) asociada a la distancia a H, fue propuesta por primera vez por
Perkovi¢ et al. [198] basandose en un razonamiento distinto que no tenfa en cuenta el

tamano finito. Estos autores llamaron “neclinacidn”®

al parametro analogo a B'. Desde
un punto de vista geométrico, la variable v estd rotada con respecto a v; debido al
término B'u; (ver la seccién § 5.11.7) y, como consecuencia, también se le ha llamado

rotacion a esta correccion.

6En el texto original en inglés los autores le llaman tilting constant.
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5.2. Doble escalado de tamano finito (DFSS)

Algunas de las magnitudes estudiadas en las secciones siguientes se pueden describir
apropiadamente suponiendo que se pueden descomponer en suma de dos contribucio-
nes que dependen de forma diferente de L. En estas situaciones no es posible aplicar
las técnicas habituales de F'SS. En esta seccion se propone un método que consiste en
una extensién del método FSS comun. Como ya hemos adelantado, nos referiremos
a este método como doble escalado de tamano finito (DFSS). Por simplicidad, pre-
sentamos los detalles del método unicamente para el caso de magnitudes integradas,
pero la extensién a magnitudes que involucran el campo es sencilla. Supongamos pues
una magnitud integrada F'(o, L) que se puede expresar como suma de dos funciones
F,(o,L) y Fy(o, L) que, cerca del punto critico, se comportan de la forma habitual en
E'SS, es decir:

F,(0,L) = L*F,(uL""), Fy(o,L) = L*F,(uL"'"), (5.38)
donde a # b. De estas expresiones se deduce la hipétesis de FSS para F(o, L):
F(o, L) = L°F,(ul}") 4+ LY Ey(ulM"). (5.39)

Escogiendo dos pares (01, L1) y (02, L2) de una misma familia (ver definicién de familia

en la seccién anterior), se obtienen las dos ecuaciones siguientes:

F(o1, L) = LYF,(u(o))LY") + L Fy(u(o) L") (5.40)
F(o9, Ly) = LiE,(u(oy)LY") + LYFy(u(os) LY. (5.41)

Por otro lado, u(ay)Ly/" = u(os) LY, 1o que implica

Fu(u(o) L") = Fu(u(on)Ly") (5.42)
Fyu(e) L") = Fy(u(o) LY. (5.43)

Teniendo en cuenta estas igualdades y las expresiones (5.40) y (5.41) se llega a:

_ L7%F(o,. L) — L;°F(0y. L

Rutoriy = Bl = b flonls)
Ly’ — L5

. , LT%F(0y, L) — L;%F(0y, L

Fy(u(oy) L") = = (Jl/b_l) 2 (02, La) (5.44)
Ll a - L2 e

donde (0;, L;) indica cualquiera de los pares de la familia a la que pertenecen (oq, L)
y (027 LQ)
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Desde un punto de vista practico, el método se aplica a conjuntos de datos corres-
pondientes a pares de sistemas con distinto tamano L; y L,. Para cada uno de estos
tamarnos se conoce la funcién F(o, L) en un conjunto discreto de desérdenes. Supon-
gamos, por ejemplo, que hemos realizado una simulacién a desorden o en el sistema
de tamano Ly, es decir, conocemos F'(oy, L1). Para aplicar directamente el método
DFSS a partir de este dato y los datos de las simulaciones del sistema de tamano
L, seria necesario tener una simulacién en este sistema a un desorden o, tal que
w(os)Ly" = u(oy)L}’". Sin embargo, las simulaciones no se hacen siempre de forma
que esto se cumpla para los distintos desérdenes simulados para cada tamafio’. Para
solventar este problema, se ha interpolado la funcién F'(o, Ly) asociada al sistema de
tamafio Ly a aquel valor de o que cumple u(o) = u(oy)(L1/Ly)"/".

Es interesante estudiar la propagacién de los errores dF,(o, L) y dFy(o, L) de las

funciones F,(o, L) y Fy(o, L) a las funciones de escala £, y F,. Aplicando el procedi-
8

miento habitual de propagacién de errores®, encontramos
i L," L\
oF, = 2 — | 0F(oy,Ly) +0F (09, L 5.46
(L1 /Ly)* b — 1] _<L2> (01, L1) + 6 F (03, 2)] ; (5.46)
~ L, L\
6F, = 2 — | §F(o1, L))+ 6F (09, L 5.47
b (L1 /Lo)b—* — 1] _<L2> (01, L1) + 6F (02, Ly) ( )

De estas ecuaciones podemos extraer dos conclusiones importantes. En primer lugar, el
denominador que aparece en ambas expresiones se aproxima a cero cuando aplicamos el
método a dos sistemas con tamanos similares. Esto hace que los errores sean mayores
en estos casos y que, por tanto, sea mejor utilizar sistemas con tamanos bastante
distintos. Por otro lado, si @ > 0, el error 6F, es menor cuanto mayor es L, y lo
mismo sucede para 6Fy si b > 0. En los casos en que apliquemos el método DFSS més
adelante, siempre a > 0y b > 0, lo que implica que los errores se minimizan si se
utilizan sistemas de tamano grande pero bastante diferentes entre si, es decir, tanto la
situacion 1 < L; < Ly como 1 < Ly < Ly son ideales para minimizar los errores.

Es interesante analizar cual de los dos errores 6F, o 0F}, es mayor, dependiendo de

la relacion entre los exponentes a y b. Es facil estudiar la relacién entre los errores en

"De hecho, no se pueden hacer las simulaciones de tal forma que u(os) L = u(o1)L/" porque,
a priori, el valor de v es desconocido.
8Por ejemplo, F, se obtiene a partir de:

oF,
8F(0’1 s Ll)

- OF,
oF, = (5F(0'1,L1) + m 6F(0'2,L2). (545)
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la situacion ideal 1 < L; < L, analizando el cociente entre dichos errores que, como

se puede ver a partir de las Ecs. (5.46) y (5.47), no es mas que

Li/L)= — 1| (&) §F(oy, L) + 0F (09, L
o (L1 /L) "(ff) (01, L1) (02, Lo) (5.48)
Lo

)_aéF(O'l, Ll) + 5F(0'2, LQ)

En el limite L; < Ly, el cociente (5.48) nos permite distinguir dos casos dependiendo

de la relaciéon entre a y b:
» Sia< b= 0F, > F).
» Siag>b= 0F, < F}.

Resumiendo, el error es mayor en la funcién de escala correspondiente a la contribucion

con el exponente menor.

5.3. Numeros de avalanchas N,(o, L)

Las magnitudes integradas dependen sélo de o, de tal manera que el Unico inva-
riante que se debe considerar para construir la hipétesis de escala es Z]u, L] = uLY”
[Ec. (5.7)].

Suponiendo que, al aplicar una vez la transformacion del GR, el nimero de ava-

lanchas N, (o, L) transforma con un exponente 6, como
Na(o(b), L(b);b) = b% N, (o, L), (5.49)
se puede formar el siguiente invariante entre N, (o, L) y L:
T[N, L] = N, L %, (5.50)

donde se ha utilizado (5.4).
Por otro lado, el hecho de que N, (o, L) dependa tinicamente de u y L implica que
el invariante Z[N,, L] s6lo puede ser funcién del invariante Z[u, L] = uL'" [Ec. (5.7)].
Esto nos lleva a proponer la siguiente hipétesis de escalado de tamano finito para
Ny(o, L) :
N(o, L) = L% N, (uL'"). (5.51)
A partir de esta expresién queda claro que el exponente 6, caracteriza la divergen-

cia del numero de avalanchas en el punto critico cuando . — oc. En este punto se

debe remarcar que la definicién de 6, a partir de (5.51) no sigue el criterio habitual
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utilizado en las hipétesis de escalado de tamano finito en que las magnitudes varian
con exponentes divididos por v [§ 2.3]. Sin embargo, hemos decidido utilizar la no-
tacion introducida previamente por otros autores para el comportamiento critico del
nimero de avalanchas en el RFIM [217,222] y el nimero de clusters en percolacién
[Apéndice BJ.

Como veremos, el comportamiento del nimero de avalanchas 1D-spanning, 2D-
spanning y 3D-spanning criticas se puede describir con el mismo valor de #; = 6 =
05, = 0:

Ni(o,L) = LN (uL*"), (5.52)
Ny(o,L) = LN, (uL'") (5.53)
Ni.(0,L) = LNy, (uL'") (5.54)

Se han hecho intentos de escalar el nimero de avalanchas no spanning criticas con el
mismo exponente # pero no se ha conseguido un escalado aceptable. En consecuencia,

es necesario definir un exponente 6,,,. tal que:
Npselo, L) = L N,y (uL?). (5.55)

Con respecto al nimero de avalanchas 3D-spanning subcriticas N3 proponemos una
hipétesis de escala consistente con el comportamiento de una funcién escalén en el
limite termodindmico. Por consistencia con este comportamiento, se asume que f3_ = 0

con lo cual, de (5.51) obtenemos
Ns_(0, L) = Ns_(uL'"). (5.56)

Efectivamente, debe ser f/3_ = 0 para recuperar el comportamiento de N3_ en el limite
de desorden bajo en que se espera que el ciclo de histéresis esté formado por una tnica
avalancha de tamano L? y, por tanto, el niimero de avalanchas debe ser N;_ = 1,
independientemente del valor de L.

En relacién con las avalanchas no spanning no criticas, en la seccién § 4.6 se ha
argumentado que existen para cualquier valor de o en el limite termodinamico, es decir,
Nuso(o) > 0, para cualquier o > 0. Ademds, probablemente estas avalanchas no estén
relacionadas con ningun fenémeno critico cerca de o.. Por esta razéon proponemos la

siguiente dependencia no critica:
Npso(0, L) = L*Ny0(0). (5.57)

En particular, como ya se ha comentado, para desérdenes grandes (o — +00) estas

avalanchas son de tamafio s = 1 y su nimero es N,z (oc0, L) = L3.

3
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A partir de la ecuacién de transformacién de N, [Ec. (5.49)] y de la correspondiente

para u [Ec. (5.1)], se puede formar otro invariante:
T[Ny, u] = Ny|u| ™%, (5.58)
que permite proponer una hipdtesis de escala para N, diferente a (5.51):
Na(o, L) = Ju] ™% N, (uL'/") . (5.59)

La funcién de escala N, se relaciona con N, como N, (uL'/*) = (|u|L'/")%"N,.
Las expresiones del tipo (5.59) en que el prefactor involucra la variable de escala no
son apropiadas para hacer escalados cerca de 0. dado que presentan un error estadistico

grande debido a que v — 0 cuando 0 — o..

Avalanchas 1D- y 2D-spanning

Las Figs. 5.4 y 5.5 muestran los mejores escalados de N; y N,, respectivamente,
obtenidos a partir de las hipdtesis de escala (5.52) y (5.53) con las tres propuestas
para la variable de escala en el problema integrado [§ 5.1]. Se han utilizado datos
correspondientes a L = 5, 8, 10, 12, 16, 24, 32 y 48. La calidad de los escalados cerca
de 0. es muy buena para las tres aproximaciones a la variable de escala. Los valores de
los pardmetros que optimizan cada uno de los escalados se indican en cada uno de los
gréficos. Por simple inspeccién visual, se concluye que u = u; + Au? es la mejor eleccion
ya que permite obtener un buen escalado también para los sistemas mas pequenos
estudiados. Sin embargo, no hay que olvidar que los escalados en este caso involucran
un parametro libre extra A, lo que da mas libertad en el ajuste. Con respecto a la
calidad de los escalados, no se observan diferencias notables entre los correspondientes
a u; v los obtenidos utilizando uz. En los escalados que se presenten de ahora en
adelante se utilizard siempre la variable u con A = —0.2. Tomaremos pues como
mejores estimaciones de los parametros del escalado aquellas que se obtienen utilizando
esta variable de escala. Estos son: o, = 2.21 £0.02, v = 1.2+ 0.1 y 6 =0.10 & 0.02.

En todos los escalados que se presentan en la tesis llamamos pardmetros 6ptimos
al conjunto de parametros para el que se obtiene el mejor escalado. Las barras de
error que se asignan a cada parametro representan el intervalo de valores para el que
los escalados son satisfactorios. Existe un método numérico [239] que, en principio,
permite eliminar la posible subjetividad de los escalados minimizando numéricamente
la distancia entre las curvas (por ejemplo curvas de L~?Nj) correspondientes a dis-

tintos tamanos. Ademas de la minimizacién numérica, es necesario interpolar en las
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Figura 5.4: (a) Escalado del ntimero de
avalanchas 1D-spanning de acuerdo con la
hipétesis (5.52) utilizando la variable de es-
cala uq. El valor de los parametros libres
que dan los mejores escalados se indican en
el interior. Los simbolos correspondientes a
los distintos tamanos de sistema estan in-
dicados en la leyenda de la Fig. 4.12. (b) La
misma representaciéon que en (a) pero uti-
lizando la variable u. En este caso aparece
el pardmetro extra A. (¢) Misma represen-
tacién utilizando wus. La linea continua en
(b) muestra un ajuste de los datos a una

funcién gaussiana.
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Figura 5.5: (a) Escalado del ntimero de 06 B 9—(I)1 ' ' ' T
avalanchas 2D-spanning de acuerdo con la % 04 ,,; 1:2 (b) —
hipétesis (5.53) utilizando la variable de es- ;L 02 [T 221 )
cala uy. El valor de los pardmetros libres T3 | A4=-02 ]
que dan los mejores escalados se indican en 0.0 p=s : | | | | |
el interior. Los simbolos correspondientes a 4 -2 0 21/V 4 6 8
los distintos tamanos de sistema estan in- ul.
dicados en la leyenda de la Fig. 4.12. (b) La 06—
misma representacion que en (a) pero uti- C]'; 04 i:(l)f f%bo (c) i
lizando la variable u. En este caso aparece o =221 ® g
el pardmetro extra A. (c¢) Misma represen- ?i 0.2 _ j .O%; l
tacion utilizando wus. La linea continua en 0.0 forme I-omm@‘g’; L T IAA | oA s
(b) muestra un ajuste de los datos a una 20 0 1 2 3 4
funcién gaussiana. u}Ll/V

funciones a escalar puesto que éstas se conocen sélo discretamente. La union de los dos
procedimientos numéricos hace que, dependiendo de la discretizacion de las funciones
a escalar, no se consigan escalados mejores que los que se consiguen de forma mas
subjetiva. Ademas, en nuestro caso, al utilizar el método DFSS que también involucra
una interpolacién, se unen tres procedimientos numéricos que hacen casi inaplicable el
método propuesto en [239)].

Las lineas continuas trazadas en las Figs. 5.4(b) y 5.5(b) corresponden a ajustes

de una funcién gaussiana del tipo:

(5.60)

(uL'" — x)?
2?2 ’

f(uLM") = aexp [—

que involucra tres parametros libres: la amplitud a, la posicion del pico z y la anchura
w. Los parametros obtenidos son a; = 0.946 4+ 0.004, z; = 2.691 + 0.008 y w, =
1.293+0.008 para el ajuste de N, y, para el ajuste de Nj, se obtiene as = 0.49740.002,
xg = 2.227 4+ 0.007 y wy = 1.086 £+ 0.007.
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El comportamiento de Ny y Ny en el limite termodindmico viene dictado por el
comportamiento de las funciones Ny y Ny en los limites ulL'/” — oo [§ 2.3.1]. Para
estudiar directamente este comportamiento es conveniente representar N; y N, en
escala lineal-logaritmica [Figs. 5.6(a) y (b)]. Los pardmetros del ajuste gaussiano no
describen muy bien el comportamiento de las funciones de escala en los limites uL'/* —
+00. Ajustes parabélicos a In Ny y In Ny (lineas discontinuas en Figs. 5.6(a) y (b))
aproximan mejor el comportamiento de los datos en los limites uL'/” — 400, si bien,
tales ajustes no son tan buenos cerca del maximo de las funciones de escala como los
que se obtienen con los ajustes gaussianos. Los parametros obtenidos a partir de los
ajustes parabdlicos son: a; = 0.844 + 0.09, z; = 2.821 + 0.06, w; = 1.532 £+ 0.009,
ay; = 0.436 + 0.08, 9 = 2.305 £+ 0.08 y wy = 1.244 + 0.012. Como se puede ver, no son
muy diferentes a los parametros correspondientes a los ajustes gaussianos. En cualquier
caso, sea cual sea el método de ajuste, tanto N; como N, decaen exponencialmente en
los limites uL'/¥ — +oc, 1o que indica que, en el limite termodindmico, las avalanchas
1D- y 2D-spanning sélo existen en o = o.. Concretamente, para ¢ = og., N; y Ny
crecen con L como L%'° y con amplitudes N;(0) = 0.12 £ 0.01 y N,(0) = 0.07 & 0.01.
Por otro lado, el hecho de que los picos de las funciones N; y N, estén desplazados
respecto a u = 0 indica que el nimero maximo de avalanchas 1D- y 2D-spanning

ocurre para un cierto o.(L) que se desplaza hacia o al aumentar L.

Avalanchas 3D-spanning

Teniendo en cuenta la discusion de la seccién § 4.6 sobre el niimero de avalanchas
3D-spanning, debemos considerar dos contribuciones a Nj3: el ntimero de avalanchas
3D-spanning criticas N3, y el nimero de avalanchas 3D-spanning subcriticas N3_. A
partir de las hipétesis de escala (5.54) y (5.56) y la tltima relacién de cierre de las

magnitudes integradas en el cuadro 4.2 se llega a
Ns(o, L) = L Nse(uL") + Ny (uL'"). (5.61)

Esta ecuacion es un caso particular de la ecuacion (5.39) y, por tanto, se puede aplicar

el anédlisis DFSS [§ 5.2]. En este caso particular, para dos sistemas con tamanos L; y

Ly v desérdenes o1 v o tales que u(oy)LY" = u(os)Ls" (los pares (o1, L1) v (02, Ls)

pertenecen a la misma familia), las ecuaciones (5.44) se escriben como:

_ L{"Ny(01, Ly) — Ly "Ny (02, Ly)
Ly’ =Ly’

\ 4 \7 v N3 (o ,L — Na(o _/L
Nae(u(o) L") = Nae(u(on)Ly") = 31 le—L"S( 2 2)_
1 2

Ny (u(o) L") = Ny (ulon) YY)

, (5.62)

(5.63)
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— Ajuste gaussiano
- - = Ajuste parabolico

Figura 5.6: Escalado del ntimero de avalanchas 1D-spanning (a) y 2D-spanning (b) en

escala lineal-logaritmica (neperiana). Los simbolos corresponden a los tamanos indicados en

la leyenda de la Fig. 4.12. Los ajustes gaussianos (también representados en las Figs. 5.4(b)

y 5.5(b)) se representan con lineas continuas. También se muestran ajustes parabdlicos a

In Ny y In N, con lineas discontinuas. Lejos del pico de las funciones, los ajustes parabdlicos

son mejores que los gaussianos para ambos nimeros.

Figura 5.7: (a) Estimacién numérica de
Ns_(uLY") y (b) de Ns.(uL'/") a partir de
las ecuaciones (5.62) y (5.63). Los distintos
simbolos corresponden a los pares de tamanos
(L1, Ls) indicados en la leyenda. La linea con-
tinua en (a) corresponde al ajuste de una fun-
cién sigmoidal [Ec. 5.64] y la linea continua
en (b) se ha obtenido a partir del ajuste de
una funciéon gaussiana. El grafico interno en
(b) muestra los datos de (b) en escala lineal-

logaritmica (neperiana).
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Las Figs. 5.7(a) y 5.7(b) muestran los escalados correspondientes a Ns_(uL'/") y
Nsc(uL'/"), respectivamente, obtenidos a partir de las ecuaciones (5.62) y (5.63). Los
distintos simbolos en este caso corresponden a los diferentes pares (Li, Ly) utilizados
en cada conjunto de datos para aplicar el método DF'SS. Es interesante remarcar que
los colapsos se han conseguido sin introducir ningin parametro libre sino que se han
utilizado los valores de #, v, 0. y A obtenidos a partir de los escalados de Ny y N,
[Figs. 5.4(b) y 5.5(b)].

De nuevo, el andlisis de las funciones de escala nos permite deducir el comporta-
miento de N3. v N3_ en el limite termodinamico. A partir de los puntos de cruce de
las funciones de escala con el eje u = 0, obtenemos que N3 (0., L) = (0.16+0.02) L1?
y N3 (0., L) = 0.79 £ 0.02. Tal y como se hizo anteriormente con el nimero de ava-
lanchas 1D- y 2D-spanning, N;. también se puede aproximar bien con una funcién
gaussiana de amplitud az. = 0.706 £ 0.005, posicién del pico z3. = 1.244 + 0.007 y
anchura ws. = 0.802 £ 0.009. El comportamiento gaussiano implica un decrecimiento
exponencial de Na (uL'") en los limites uLl'/¥ — 400, como se ve directamente al
representar los datos en escala lineal-logaritmica [grafico interno en Fig. 5.7(b)]. Con-
cluimos asi que, en el limite termodindmico, las avalanchas 3D-spanning criticas sélo
existen para g = o,.

Por otro lado, el comportamiento de Ns_(uL'/?) se puede ajustar bien con una
funcién sigmoidal que involucra dos pardmetros k£ y z.:

~ Y 1
Ng, ('LLLI/ ) ~ 1+ e—k(uLl/”—mc) .

(5.64)

Con un ajuste por minimos cuadrados a todos los datos de Ns_(uL'/”) representados
en la Fig. 5.7(a) se obtiene £ = —2.99 + 0.04 y z. = 0.382 &+ 0.004. La linea continua
corresponde a la funcién (5.64) con los pardmetros obtenidos a partir del ajuste por
minimos cuadrados. A partir de (5.64) se deduce que, en el limite uL'/? — —oo,
I
con lo cual, N5_(uL'/") tiende a 1 exponencialmente, lo que implica que, en el limite
termodindmico, N3_ (o) = 1 para ¢ < o,. Por otro lado, en el limite uL'/? — oc,
lim Ny (uLY/) = lim F@" =), (5.66)
ul/v =0 ul/v -0
lo que demuestra que N3_(uL1/”) tiende a 0 exponencialmente en este limite y, enton-
ces, N3_(0) = 0 para ¢ > o.. Resumiendo, los resultados indican que, en promedio, en
una determinada realizacion de desorden, existe una y sélo una avalancha 3D-spanning

subcritica para desérdenes menores que 0. y no existe ninguna por encima de o..
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Avalanchas no spanning

Para finalizar el andlisis del nimero de avalanchas de distintos tipos, estudiaremos
la separacién de las dos contribuciones al nimero de avalanchas no spanning N,
propuestas en § 4.6. A partir de las hip6tesis de escala (5.55) y (5.57) introducidas al
principio de esta seccion y la relacion de cierre correspondiente a N, en el cuadro 4.2,

es posible escribir N,, como
Nos(o, L) = L Npyo(uLY") + L2 Npyo(0). (5.67)

En este caso, el método DFSS no se puede aplicar ya que Ny, v Npso dependen de
variables diferentes. En la seccion § 4.6 se presenté una primera prueba de la validez
de esta hipdtesis de escala (ver Fig. 4.15). En particular, en el ajuste representado con
una linea continua en Fig. 4.15 se demostré que, al menos para o = o, es apropiada la
hipétesis (5.67). Dicho ajuste permite estimar 6,,; ~ 2.02, NnSU(O) =0.028y NnSC(O) =
0.085. Como primera comprobacién de que, efectivamente, N, depende dnicamente
de o, es interesante estudiar la derivada de N, con respecto a o:

1 ON,s(o, L)

L3 do

Oc

N, (0 8
— Lensc+%—3 (L()> _|_ NTILSO (O-C) . (568)

La Fig. 5.8(a) demuestra que los datos, correspondientes a la derivada estimada utili-
zando una formula de derivacion a dos puntos, son compatibles con el comportamiento
(5.68). La linea continua en la figura corresponde a un ajuste de la ley (5.68) fijando
Opse +1/v—3 = —0.15 y dejando dos pardmetros libres N _(0) y N* ,(o.). Del ajuste
se obtiene N'_(0) = —0.136 + 0.011 y N’ (0,) = 0.102 #+ 0.003. El aceptable grado
de ajuste obtenido es una indicacién de la dependencia con las variables uL'” y o de
las funciones anc y ano-/ respectivamente.

Con el fin de profundizar mas en la naturaleza del niimero de avalanchas no span-
ning, es necesario introducir alguna hipotesis extra sobre la forma de las funciones de
escala. Dado que en el estudio de las avalanchas spanning se ha encontrado una depen-
dencia gaussiana casi perfecta de las funciones Ni, Ny y Ns,, resulta logico proponer
una dependencia gaussiana para N, también. Suponiendo una dependencia gaussia-
na en la que, por consistencia con las estimaciones previas, forzamos anc(()) = 0.085
y N!_.(0) = —0.136, llegamos a una funcién de ajuste con un tnico parametro libre
que deberia ser suficiente para escalar los datos de la Fig. 4.14.

El mejor escalado se muestra en la Fig. 5.8(b). Dicho escalado corresponde a

ano(a). La funcién N, utilizada para obtener el escalado se muestra en el grafico
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0.068 -(a) -
_Gb“ - . 1 Figura 5.8: (a) Andlisis de la consis-
g 0.064 |- | tencia de la Ec. (5.68). Los puntos
?)1 = corresponden a los datos numéricos y
;E la linea continua es un ajuste por mini-
”fq 0.060 - 1 mos cuadrados con dos pardmetros li-
T { bres (N!,.(0) y N! ,(c.)), mantenien-
0056 L— 1 . v o4y do Opse + 1/v = 2.85 fijado al va-
0 10 20 30 40 50 lor obtenido anteriormente. (b) Colapso

L que hace emerger el comportamiento de

ang(a). Los distintos simbolos corres-

ponden a los indicados en la leyenda de
1 la Fig. 4.12. La linea continua muestra

la cota inferior (4.38) estimada a par-

1 tir del nimero de espines que giran in-
dependientemente de sus vecinos proxi-

1 mos. El grafico interno presenta la fun-

cién gaussiana con la que se ha aproxi-

mado anc(uLl/”) y que ha permitido

o separar las dos contribuciones a N,,;.

interno de la figura y corresponde a una funcién gaussiana con amplitud a,,. = 0.085,
posicién del pico x,s. = —0.6 y anchura w,,. = 1.485. Es interesante notar que la po-
sicion del pico de esta funcién de escala tiene lugar para un valor de wLY = 2,5 < 0.
Vemos asi que las propiedades de las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas pre-

sentan desplazamientos con L opuestos a los de las avalanchas no spanning criticas.

Para finalizar con el andlisis del niimero de las avalanchas no spanning, es instructi-
vo comparar la funcién N4 (o) con la cota inferior que se discutié en § 4.6 [Ec. (4.38)].
Esta cota se ha representado con una linea continua en la Fig. 5.8(b). La diferencia en-
tre las dos curvas, que se hace mas notable cuando crece o, es debida a la existencia de
grupos de varios espines (no considerados en el razonamiento excesivamente simplista
que lleva a la cota (4.38)) que giran independientemente de sus vecinos, contribuyendo

a aumentar el nimero de avalanchas no spanning no criticas.
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5.4. Distribuciones integradas D,(s;0, L)
Supongamos que las distribuciones de tamanos D, (s; 0, L) transforman como:
Dq(s(b);a(b), L(b); b) = b™% D(s;0, L), (5.69)

al aplicar la transformacion del GR, donde 7, es un exponente que, en principio,
depende del tipo de avalancha. La transformacién (5.69) es valida inicamente para
las distribuciones de avalanchas a las que no contribuye mas de un tipo de avalancha,
es decir, es aplicable a Dy, Dy, D3., Ds_ vy D, perono loes a D3, D,,, Dy o D. En
principio, el exponente 7, depende del tipo de avalancha pero veremos mas adelante
que 7, = 1 para todos los tipos de avalanchas a los que es aplicable la transformacion
(5.69), excepto para las avalanchas no spanning criticas, en que 7,5 > 1.

Utilizando las transformaciones bajo el GR de u, L, s y D,, dadas por las Ecs. (5.1),
(5.4), (5.5) v (5.69), respectivamente, se pueden formar los invariantes que se resumen
en el cuadro 5.2. En particular, los invariantes Z[u, L] y Z[s, L] se introdujeron como
invariantes independientes en la secciéon § 5.1. Sin embargo, a partir de estos dos
invariantes se puede formar otro invariante Z|u, s| que, pese a no ser independiente de
los anteriores, es otra posible dependencia a tener en cuenta en las relaciones de escala

que se proponen seguidamente.

Cuadro 5.2: Resumen de los invariantes formados por todos los posibles pares de magnitu-
des (mq,mg) entre u, s, L y D,. La combinacién apropiada de estos invariantes da lugar a

las relaciones de escala involucradas en el comportamiento critico de Dy, [Ecs. (5.70)—(5.78)].

my my  I|my,ms] Relaciones

u L ulL'

s L s[4

u s sl/vday (Z]s, L)"/"" T[u, L]
Do(s;o,L) L DgL™d%
Dy(s;o,L) s Dgys™ I[D., L] (Z]s,L])™

Do(sio,L) u  Dyu ™" ZI[D,, L]|Z[u,L]| ™"

La distribucién D, (s; 0, L) depende de s, oy Ly, en consecuencia, cada uno de los
tres invariantes {Z[D,, m|, m = L, s, u} se puede expresar en funcién de dos invariantes
escogidos entre Z[u, L], Z[s, L] y Z|u, s|. Haciendo todas las combinaciones posibles, se

pueden escribir las siguientes nueve expresiones generales para D,(s;o, L) cerca del
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punto critico:
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A propésito de la relacién de escala (5.59) para N, se argument6 que las relaciones
de escala en que el prefactor involucra la variable u no son apropiadas cerca de u = 0
porque aparecen errores estadisticos importantes. Este mismo argumento nos lleva, en
el caso de las distribuciones de tamanos, a descartar de nuestro analisis las tres tltimas
expresiones (5.76)—(5.78). Por otro lado, al intentar probar la validez de las relaciones
(5.71) y (5.74), las dos variables independientes de las funciones de escala tienden a
cero en las proximidades de o.. Como consecuencia, tal colapso no se puede probar
para u = 0. Resumiendo, las expresiones de escalado que nos interesan son las (5.70)
(5.72), (5.73) y (5.75).

3

El comportamiento de las funciones de escala esta limitado por las condiciones de
normalizacién de las distribuciones. Siempre que el escalado sea valido en todo el rango
des=1,2,..., L% dela Ec. (5.70), se deduce:

’

L3
> L% Dy (sL™% uL') = 1. (5.79)

s=1

Definamos una nueva variable # = sL~% cuyo incremento al variar s en una unidad

es Ax = L % En términos de la variable z, la Ec. (5.79) se puede expresar como:

L3*da

L Dde N ApD, (sL7% uL'”) = 1. (5.80)

3

z=Lda
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(b)

0.0 0.5
- R
0.5 e 8

Figura 5.9: (a) Escalados correspondientes a D; (sL*df,uLl/”). Los tres cortes de la su-
perficie de escalado corresponden a uL'/” = 1.22, uL'/" = 0 y uL'/" = —0.58. Cada corte
contiene 5 lineas (con distintos colores) correspondientes a L = 8,10,12,16 y 24. (b) Re-
presentacién equivalente de Dy (sl/ vify, sL_df). Las lineas en el plano horizontal indican la
proyeccién de cada uno de los cortes en el plano sL~%—s/ry. Los simbolos en el plano ho-
rizontal de (a) muestran el comportamiento del primer momento de la distribucién (obtenido
en la seccién § 5.5) para distintos tamanos que corresponden a los indicados en la leyenda
de la Fig. 4.12. La linea continua es una guia visual. Notar que, siguiendo el argumento que

se presenta en el texto, se ha asumido 7 = 1.

Suponiendo que L es grande y que’ 0 < d, < 3,

Azr — dz, (5.81)
L7 — 0, (5.82)
L% oo, (5.83)

lo que nos permite aproximar la suma en (5.80) como una integral:

L(Tﬂl)d“/ dzD, (z,ul'") = 1. (5.84)
0

Para aquellas distribuciones para las que la integral es finita, es necesario que
To = 1. Es de esperar que esta condicién se pueda aplicar a Dy, Dy, D3, y Ds_.
Como se puede ver en la Fig. 4.10(c), las distribuciones en estos casos muestran un

decaimiento muy marcado tanto en el limite s — 0 como en s — L?. (Notar que

9En nuestro caso se cumple esta desigualdad para todos los tipos de avalanchas.
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los datos se representan en escalas log-log v que Ds. y Ds_ corresponden a los picos
izquierdo y derecho de Dj, respectivamente). En cambio, el exponente 7,,. asociado a
D, s puede ser mayor que 1 ya que esta distribucion se puede extender a la region de
s pequeno y no se puede asegurar la convergencia de la integral que aparece en (5.84).

La Fig. 5.9(a) muestra una visién tridimensional de la superficie de escalado corres-
pondiente a D, (sL_df, uLl/”) para tres cortes a la variable uL'/” constante tomados
en LYY =122, ul'/" = 0y uL'/¥ = —0.58. Los colapsos de las curvas correspon-
dientes a los distintos tamanos son satisfactorios dentro del error estadistico. El inico
pardmetro libre en estos ajustes es la dimension fractal dy. La mejor estimacion pa-
ra las avalanchas 1D-spanning, obtenida del colapso simultaneo de los tres cortes, es
dy = 2.78 + 0.05. El comportamiento presentado para D; en la Fig. 5.9(a) es simi-
lar al de la funcién de escala Dy correspondiente a las avalanchas 2D-spanning. En
el escalado de D,, también se ha considerado d; como pardmetro libre y los mejores
escalados se obtienen para el mismo valor d; = 2.78 que el obtenido con las avalan-
chas 1D-spanning. Por otro lado, la Fig. 5.9(b) muestra el escalado correspondiente
a D, (sl/ydfu, sL_df) para los mismos datos que en Fig. 5.9(a) y con d; = 2.78 . Los
colapsos son muy buenos también en esta representacién. Para cada corte a uL'/”

constante (ver cuadro 5.2)

1/vda

s'/Vday = T[u, 5] o (Z[s, L))" = (sL™%) (5.85)

y la proyeccién de los colapsos en el plano sL~% —s'/¥?y es una hipérbola que depende
del valor de uL'/”, tal y como se indica en la Fig 5.9(b) con lineas continuas en el plano
horizontal.

Hasta este punto se ha comprobado la validez de las hipétesis de escala (5.70) y
(5.72), lo que nos ha permitido comprobar la equivalencia entre expresiones de escalado
que dependen de invariantes distintos. En ambas hipétesis aparece L en el prefactor.
Sin embargo, no hemos probado atin la validez de las hipétesis (5.73) y (5.75) en
que aparece s en el prefactor. Estas dos expresiones coinciden para u = 0 (0 = o,).
La Fig. 5.10 muestra el escalado de sD;(s; o, L) para 0 = o, utilizando las hipdtesis
(5.73) y (5.75), es decir, representando sD;(s;o, L) en funcién de sL%. Dentro del
error estadistico, el escalado es aceptable en esta representacién y se obtiene el mismo
valor dy = 2.78 que en los escalados de la Fig. 5.9. Con respecto a las avalanchas
2D-spanning, se obtiene algo similar. En la figura se presenta solo el escalado que se
obtiene para u = 0 porque la intencién principal de dicha figura es demostrar que se
obtiene un escalado aceptable al utilizar las expresiones de escala con el prefactor s~ 7.

Sin embargo, también se obtienen buenos escalados para distintos cortes a uL'/” # 0
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y se podria tener una figura para D, (sL% uLY") y D, (s'/"%u, sL~%) equivalente
a la Fig. 5.9.
El andlisis de D3, v Ds_ es mas complicado. De acuerdo con la relacion entre las

distribuciones correspondientes (ver cuadro 4.2) y utilizando las hip6tesis de escala
(5.54), (5.56) y (5.70), obtenemos

N3Ds(s;0,L) = L' Nao(uL*") Dy (sL™%  uL'/")

—da— N 1/v\ 1 —d 1/v (586)
+ L™% N3_(uL'")Ds_ (sL™% ,uL'"),

donde se ha tenido en cuenta que las avalanchas 3D-spanning subcriticas tienen una
dimension fractal d3_ y 73 = 1. Desde un punto de vista conceptual, es posible
extender el tratamiento DFSS para separar las dos contribuciones que intervienen
en la Ec. (5.86). Sin embargo, este tratamiento requiere un gran esfuerzo numérico,
cosa que, unida a los errores estadisticos asociados al método, hacen el estudio muy
complicado. En la seccion siguiente demostraremos que es suficiente con analizar el
comportamiento de los momentos de orden k-ésimo de las distribuciones para obtener

los exponentes criticos.

5.5. Momentos de las distribuciones integradas D,

A parte de los escalados de las distribuciones D,(s; 0, L) que, como se puede apre-
ciar en las Figs. 5.9 y 5.10, presentan errores estadisticos importantes, es util analizar

el comportamiento de los momentos k-ésimos. Utilizando un argumento similar al que
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lleva a la Ec. (5.84), se obtiene la siguiente expresion:
L3
()al0, L) =) s*Dy(si0, L) = LMWk (uL!"), (5.87)
s=1

para el k-ésimo momento de las distribuciones correspondientes a las avalanchas a las
que tinicamente contribuye un tipo, donde W% es una funcién de escala. Como ejemplo
de esta ley de escala, en el plano horizontal de la Fig. 5.9(a) se representa el escalado
correspondiente al primer momento de D;(s;o, L). En este caso, el escalado se ha
obtenido sin ningun parametro libre.

En la seccién § 4.7 se argument6 que la discontinuidad en la magnetizacién esta re-
lacionada [Ec. (4.40)] con la masa total media N,(s), de las avalanchas, de manera que
es mds conveniente analizar el comportamiento de los productos N, (s*),. Utilizando

las Ecs. (5.49) y (5.87), la hipdtesis de escala para este producto es:

No(o, L){(s") (0, L) = L**e N, (L") UF (uL'") . (5.88)

Avalanchas 1D- y 2D-spanning

En la Fig. 5.11 se muestran los escalados correspondientes al primer y segundo
momento de Dy y D,. Es remarcable el hecho de que no se han utilizado parametros
libres para obtener estos escalados, cosa que nos sirve para confirmar la validez de los
parametros obtenidos hasta este punto y, ademas, demostrar la validez de la hipotesis
5.88. En todos los casos se obtiene una funcién que presenta un pico para un valor
positivo de uL'”, igual que ocurre con las funciones de escalado Ny y N, [Fig. 5.4
y 5.5]. El valor de la funcién de escala en el pico es mayor para las avalanchas 2D-
spanning que para las 1D-spanning, tanto para k = 1 como para k£ = 2. Esto indica
que, en promedio, el tamano de las avalanchas 2D-spanning es mayor que el de las

1D-spanning, cosa que es totalmente légica.

Avalanchas 3D-spanning. Hiperescala

Por lo que concierne a la hipétesis de escalado de Nj(s)z, multiplicando (5.86)
por s, sumando a todo el rango de s e imponiendo la condicién (5.79) que implica

T3_ = T3, = 1, se obtiene

Ny(o, L)(s)3(0, L) =L+ Ny, (uL'") @}, (uL'/")

) (5.89)
+ L% N3_ (uL') Uy (uL'”).
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Figura 5.11: (a.1) y (a.2) muestran los escalados correspondientes a Nj(o, L)(s*){(o, L)
para k =1y k = 2, respectivamente. (b.1) y (b.2) muestran los escalados andlogos para las

avalanchas 2D-spanning. Los distintos simbolos corresponden a los tamanos indicados en la

leyenda situada en (a.1).
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6 -4 ' 2 ' 0 2 ' 4 ' 6 Y lospares (L1, Ls) utilizados para el andlisis
ulV” mediante el método DFSS.

Las dos contribuciones que aparecen en el miembro derecho de esta ecuacion se pueden
separar utilizando el método DFSS. Las Figs. 5.12(a) y 5.12(b) muestran los escalados
correspondientes a N30\113c y N;_ Ul | respectivamente. El tnico parametro libre en
este escalado es la dimensién fractal de las avalanchas 3D-spanning subcriticas ds_.
El valor que lleva a un escalado 6ptimo es d3_ = 2.98 + 0.02. De este valor deducimos
que d3— > 6 + dy, lo que implica que, segin el razonamiento sobre la propagacion
de errores en el método DFSS [§ 5.2], el escalado de N W}, debe presentar un error
mayor que el de N5_W. . En las Figs. 5.12(a) y 5.12(b) vemos que, efectivamente, la
prediccién del andlisis de errores se cumple en este caso. Aunque el error estadistico
en la funcién de escala de la Fig. 5.12(b) es notable, de la forma de dicha funcién es
posible afirmar que, en el limite termodinamico, las avalanchas 3D-spanning criticas

unicamente contribuyen al primer momento de D3 en o = o..

Por otro lado, el comportamiento de la funcién de escala N3_\IJ§_ indica que, en
el limite termodinamico, las avalanchas 3D-spanning subcriticas pueden contribuir al

primer momento de D3 en todo el intervalo u < 0. Este comportamiento queda claro
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Figura 5.13: Representacién de log(Ns_(uL'/")¥L (uL'/¥)) en funcién de log(|u|L'/*) para
los datos correspondientes a u < 0 representados en Fig. 5.12(a). La linea continua corres-

ponde a un ajuste a los datos y demuestra que Ng,\liéf ~ (Ju|L'¥)Ps~ donde B3 = 0.024.

en la Fig. 5.13 ya que, en la regién de valores negativos de uL'/, la funcién de escala

se comporta como

Ny (uL!") W3 (uL'?) ~ (|ul LYY (5.90)
con G3_ = 0.024 + 0.012. Este resultado numérico es compatible con la igualdad
53_ = l/(3 - d3_). (591)

Tal relacion entre exponentes es idéntica a la relacion de hiperescala propuesta en
percolacién (ver el apéndice B) y, en adelante, nos referiremos a ella con este nombre. El
hecho importante es que, al introducir el comportamiento (5.90) en (5.89) y, utilizando

la relacion de hiperescala, se obtiene
Na(s)s = |ul? L7, (5.92)

para u < 0. Para llegar a esta relacién, se ha tenido en cuenta que las avalanchas
3D-spanning criticas no contribuyen al momento para u # 0. En la seccién siguiente
§ 5.6], veremos que el comportamiento de N3(s)3 proporcional a L? es el responsable
de la discontinuidad que presenta el ciclo de histéresis para desérdenes menores que

o. en el limite termodinamico.
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Avalanchas no spanning

Igual que ocurre en el estudio del nimero de avalanchas no spanning [§ 5.3], el

analisis de los momentos asociados a las distribucion de tales avalanchas presenta una

dificultad mayor. El comportamiento esperado del k-ésimo momento es:

an (O_, L) <Sk>’n,s (0_/ L) :Lgnsc+(1+k*7—nsc)dnsc anc(uLl/V)\Ijk (uLl/V)

- ) e (5.93)
+ L Nyso (O-)\Ijns[) (O') :

Como se ha argumentado previamente en referencia al escalado de N, ;, no se puede
aplicar el método DFSS para separar las dos contribuciones que aparecen en (5.93)
debido a que un término depende de uL'” y el otro de 0. Ademés, la posibilidad de

utilizar una funcion de prueba como se ha hecho para N,,. no es facil en este caso
k

nsc*

porque no podemos hacer una hipotesis clara sobre la forma de W” . Para solventar en
cierta medida estas limitaciones y poder obtener los exponentes 7,5, v d,s. analizaremos
la dependencia de los momentos k-ésimos y sus derivadas con respecto a ¢ en 0 = o,
(u=10). A partir de (5.93), encontramos que la derivada con respecto a o evaluada en

o, es:

% [an(o‘, L)<Sk>ns(0‘/ L)} oc
1 0

Lgnsc+(1*k*7—nsc)dnsc+1/V_ [anc Ll/V k nsc Ll/l/ :|
i [ a )
0

-+ L38_a [an() (J)<8k>nsg (O-)}

u=0

Oc

Los datos para k = 2 y k = 3 se muestran en las Figs. 5.14(a) y 5.14(b) en
escalas log-log. Las derivadas se han calculado numéricamente utilizando una férmula
de derivacién a dos puntos. Tanto los momentos como sus derivadas presentan un
comportamiento que se aproxima muy bien por una ley de potencias, lo que indica que
el segundo término del miembro de la derecha de (5.93) no juega un papel importante
en o.. Esto es debido a que el exponente del primer término es mayor que 3. De
hecho, los mejores ajustes (lineas continuas en Fig. 5.14) se obtienen para dps. = d =
2.78+0.05 y 7,5 = 1.65+0.02 con lo cual, el exponente del primer término es 5.8 para
k =2y 85 para k = 3. En cuanto al exponente del primer término de la derivada,
es 6.6 para k = 2 y 9.4 para k = 3. En consecuencia, como ya habiamos adelantado,
el primer término siempre crece con una potencia mayor que 3. Los valores obtenidos
de dyse ¥ Thse implican que el exponente del primer término de la derecha en (5.93)

vale 2.993, que es muy cercano a 3 y por eso no se han presentado los resultados para
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el primer momento, no nos hubiese permitido distinguir entre la contribucién de las
avalanchas no spanning no criticas y la de las avalanchas no spanning criticas. Por
otro lado, es interesante remarcar en este punto que, para los momentos con k > 3, se
obtienen los mismos exponentes d,,;. v Ty que los obtenidos estudiando los momentos
conk=2yk=3.

5.6. Discontinuidad en la magnetizacion. Parame-

tro de orden

En esta seccién presentamos el comportamiento de la discontinuidad Am en la mag-
netizacion en los ciclos de histéresis a partir del estudio de las magnitudes integradas.
La motivacion principal es comprobar si Am se comporta como un parametro de orden
correcto para la transiciéon que se observa al cruzar o, cuando varia el desorden . Tal
y como se argumentd en la seccion § 4.7, solamente las avalanchas spanning pueden
producir una discontinuidad en la magnetizacion, de tal manera que nos centraremos
en el andlisis de Amyg(o, L) [Ec. (4.41)].

La Fig. 5.15(a) muestra el comportamiento de Amyg en funcién o para varios ta-
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manos de sistema. De acuerdo con el andlisis de escalado presentado en la seccién

anterior, Amg se comporta como

Amg(o, L) =Amq (o, L) + Amy(o, L) + Ams.(o, L) + Ams_(0, L) =
=2 { LI [Ny (L)W (L) 4 N (L") W, (ur”) (5.95)

+ N3c (ULl/V) s, (ULl/V)i| + Ld3—73N37 (uLl/l/) U, (uLl/V)} .

Esta ecuacion refleja el hecho de que, desde el punto de vista de escalado, el comporta-
miento de Amy es mezcla de dos contribuciones que escalan con exponentes diferentes.
Por un lado, el término proporcional a L%-=3 (de (5.91), L%-—3 = [=5-/%) est4 ligado
a las avalanchas 3D-spanning subcriticas y, utilizando (5.91), se puede escribir como
L=P-/"N;_WL . Por otro lado, el término proporcional a L/*+4/=3 est4 asociado a la
existencia de las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas. Es posible definir un

exponente [, tal que

B =—(0+d;—3). (5.96)

v

Esta definicién nos permite escribir el prefactor L¢t% =3 como L=%/* con lo cual
deducimos que . juega un papel similar en relaciéon a las avalanchas 1D-, 2D- y
3D-spanning criticas al que juega (3_ para las avalanchas 3D-spanning criticas. La
definicién (5.96) coincide con la relacién a la que otros autores se han referido como
“violacion de hiperescala” [217,222,240]. De nuestras mejores estimaciones anteriores
0 =010+0.02, v =124+0.1y df = 2.78 & 0.05, obtenemos §, = 0.15 £ 0.08.

A parte de que dy # ds_, la principal diferencia entre la definicién de fB5_ y [, es
que, en f3. interviene el exponente f mientras que no aparece un exponente analogo en
0B3_. De hecho, se podria haber introducido desde el principio de todo el estudio un
exponente f' # 0 para las avalanchas 3D-spanning subcriticas. Sin embargo, la calidad
de los escalados correspondientes a los nimeros de avalanchas 3D-spanning [Fig. 5.7]
indica que un exponente tal que 0" es cero o muy pequeno. Ademds, el anélisis de N;_
en el limite uL'* — —oc muestra que N;_ tiende exponencialmente a 1, lo que da
mas fuerza a la idea de que no hay necesidad de introducir un exponente €. Asumir
que @ = 0 lleva a un comportamiento de N;_ tipo escalén y a la existencia de sélo
una avalancha 3D-spanning subcritica.

Introduciendo las ecuaciones (5.91) y (5.96) en (5.95) podemos escribir de forma

mas clara la ecuacion de escalado de Amy:

Amg(o, L) = L %/ ®, (uLY") + L P~V By (ul?), (5.97)
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Figura 5.15: (a) Cambio de magnetiza-
cion Amg debido a las avalanchas span-
ning en funcién de o. (b) Escalado de Amy
utilizando el exponente (3./v asociado a la
contribucién a Am, de las avalanchas 1D,
2D- y 3D-spanning. Notar la falta de es-
calado para uL'/Y < 0. (c) Escalado de
Amy utilizando el exponente [./v asocia-
do a la contribucién de las avalanchas 3D-
spanning subcriticas. Notar que, en este
caso, no se obtiene un buen escalado en
la regién uL'/Y ~ 0. Los simbolos indi-
can los tamafos de sistema indicados en

la leyenda.
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donde f./v = 0.12 y f3_/v = 0.02. &, es una funcién de escala con forma de pico
que viene dada por el doble de la suma de las funciones de escala presentadas en las
Figs. 5.11(a.1), 5.11(b.1) y 5.12(b). ®3_ corresponde al doble de la funcién de escala
que se presenta en la Fig. 5.12(a). La funcién de escala @, tiende a cero exponencial-
mente en los limites uL'/ — 4o00. Por tanto, para cualquier valor de o, el término
L‘ﬁc/”(P(uLl/”) tiende a cero en el limite termodinamico y las avalanchas 1D-, 2D- y
3D-spanning criticas no contribuyen a Amg. En cambio, la funcion &3 decae a cero
exponencialmente en el limite uL'/Y — +oc pero es proporcional a (|u|L'/")%- en el
limite uL'Y — —oo, de tal forma que, para u < 0, las avalanchas 3D-spanning sub-
criticas contribuyen a un cambio de magnetizacion finito en el limite termodinamico.
Finalmente, en el limite termodindmico,
lul?-, o <o,

Am,(0) = (5.98)
0, o> o,

de lo se deduce que Amg se comporta como un parametro de orden en una transicion

de fase continua. Es importante notar que, aunque N3_ también es nulo para o > o.
y finito para ¢ < g., no se comporta como un parametro de orden en una transicion
continua porque no es continuo en o.. Por otro lado, desde un punto de vista geométri-
co, la Ec. 5.98 demuestra que las avalanchas 3D-spanning subcriticas, a diferencia del
resto de avalanchas spanning, ocupan una fraccién finita del sistema en el limite ter-
modindmico, cosa que tiene implicaciones importantes que se discutirdn en la seccién
§5.11.4.

Efectos de tamano finito en Am;

Como se ha visto, el primer término del segundo miembro de la igualdad (5.97)
no contribuye a Amyg en el limite termodindmico. Sin embargo, para sistemas finitos,
dicho término puede afectar al escalado de los datos cerca de o, y hacer imposible
la obtencién de un buen escalado intentando escalar Am, ignorando que tiene dos
contribuciones con distintas propiedades. Es decir, no se obtiene un buen escalado al
representar L%/ Amy, sea cual sea el valor de 3. Las Figs. 5.15(b) y 5.15(c) muestran
los intentos de escalado que se obtienen con 3 = (. v 0 = 33_, respectivamente. En el

primer caso (3 = f3.), de (5.97) obtenemos
L2 Amy(o, L) = @ (ulM?) + LB PPy (uLV7). (5.99)

De esta expresion vemos que, para valores grandes de L, al ser §. > (5, el segundo

término hace que se rompa el escalado en la zona en que ®;_ es finita, es decir, el
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escalado se rompe para uL'/Y < 0. Esto es justo lo que se observa en la Fig. 5.15(b).

Ademas, el escalado se rompe tanto mas cuanto mayor es L. En cambio, en el segundo

caso (= ).

LP=1"Amy(o, L) = L=/ (uL") + &5 (uL'") (5.100)

3

de tal forma que, para valores pequefios de L, el término L(#-—5)/"®, rompe el es-
calado en la zona en la que ®, presenta el pico, con lo cual, tal y como se observa
en Fig. 5.15(c), para uL'/” ~ 0 no se consigue un buen escalado. Sin embargo, para
valores suficientemente grandes de L, el primer término en (5.100) tiende a cero y se
consigue un buen escalado. La conclusién fundamental es que, aunque no se separen las
distintas contribuciones a Amy, se puede conseguir un buen escalado siempre y cuando
se intente que los datos escalen para u < 0. En este caso, obtendremos § = (3_, que

es la magnitud asociada realmente al pardmetro de orden.

5.7. Clasificacion “directa” de los dos tipos de ava-

lanchas 3D-spanning

Utilizando el método DFSS se ha demostrado que la hipdtesis de existencia de dos
tipos de avalanchas 3D-spanning es factible. De cualquier manera, seria deseable encon-
trar alguna caracteristica fisica que permitiera distinguir las avalanchas 3D-spanning
criticas de las 3D-spanning subcriticas. Los escalados de las masas totales medias
N3 (s)3_ y Nsc(s)3. de las avalanchas 3D-spanning subcriticas y 3D-spanning criticas,
respectivamente, indican que estos dos tipos de avalanchas se distinguen geométrica-
mente por su dimension fractal. Seria légico pues intentar clasificar cada avalancha
3D-spanning por su dimension fractal. Sin embargo, dado que las avalanchas son obje-
tos fractales aleatorios, sélo se puede calcular su dimension fractal desde un punto de
vista estadistico [235,236,238], es decir, estudiando muchas avalanchas del mismo tipo.
Este hecho, por si solo, es suficiente para que sea imposible clasificar individualmente
cada una de las avalanchas 3D-spanning intentando medir su dimensién fractal pero,
ademas, el tamano finito de las avalanchas también afecta notablemente a una posible
estimacion que se pretenda hacer de la dimensién fractal de cada avalancha.

Es necesario entonces buscar otras caracteristicas, a parte de la dimensién fractal,
que distingan las avalanchas 3D-spanning criticas de las 3D-spanning subcriticas. Los
escalados con el método DFSS presentados hasta este punto nos permiten enumerar las

siguientes diferencias entre las avalanchas 3D-spanning subcriticas y las 3D-spanning
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criticas:

1. La dimensién fractal de las avalanchas 3D-spanning subcriticas (ds_) es mayor

que la correspondiente a las avalanchas 3D-spanning criticas (d;).

2. En el limite termodinamico las avalanchas 3D-spanning subcriticas existen para
cualquier o < o, (ver seccién § 5.3). Hay infinitas para ¢ = o, y sélo una para

o< 0o,

En cambio, las avalanchas 3D-spanning criticas existen unicamente para ¢ = o,
(en el limite termodindmico), desorden para el que hay un nimero infinito de
ellas.

Para sistemas finitos no sélo se observan avalanchas 3D-spanning criticas para
o = o,, sino que este tipo de avalanchas se pueden observar en un cierto intervalo
en torno a o, cuya longitud decrece con L. Ahora bien, se observa un numero
finito de ellas para L finito. En el intervalo en torno a o, en que es posible observar
avalanchas 3D-spanning criticas no siempre ocurre una avalancha 3D-spanning
subcritica sino que, en promedio, se observa menos de una por semiciclo. Esto
es debido a que, aunque sea ¢ < 0., hay realizaciones de desorden para las no

sucede ninguna avalancha 3D-spanning subcritica.

3. La avalancha 3D-spanning subcritica que tiene lugar para o0 < o, ocupa una
fraccién finita del sistema [Ec. (5.98)] en el limite termodindmico, es decir, tiene

densidad finita. En cambio, en ¢ = 0., no ocupa una fraccion finita.

Las avalanchas 3D-spanning criticas (para o = 0..) tampoco ocupan una fraccién

finita en el limite termodindmico.

4. Para sistemas finitos, el tamano medio de las avalanchas 3D-spanning subcriticas
es mayor que el correspondiente a las avalanchas 3D-spanning criticas, tal y como
se puede apreciar en las dos nubes correspondientes a las avalanchas 3D-spanning
en la Fig. 4.19 o en D3 en la Fig. 4.17(c), por ejemplo. Por tanto, la fraccion
de sistema ocupada por las avalanchas 3D-spanning subcriticas es mayor que la

ocupada por las avalanchas 3D-spanning criticas.

5.7.1. Definicion de los métodos de clasificacion

Basandonos en estas observaciones, se proponen los siguientes métodos fenome-

nolégicos para clasificar cada avalancha 3D-spanning individualmente:
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Método 1 (M1): La avalancha 3D-spanning de mayor tamano que sucede en un se-

miciclo se clasifica como subcritica (observacién 4). El resto de avalanchas 3D-
spanning, si es que suceden, se clasifican como avalanchas 3D-spanning criticas.
Un dato adicional es el hecho de que, en la mayoria de los casos, la avalancha 3D-
spanning de mayor tamano es la ultima avalancha 3D-spanning que se encuentra

cuando el campo disminuye desde H = 400 hasta H = —oc.

Con este método se clasifican N2 (o, L) avalanchas como 3D-spanning criticas
y NMl(g, L) avalanchas como 3D-spanning subcriticas. Lgicamente, se cumple

la siguiente relacién de cierre:

Ns(o, L) = Na'Y (o, L) + N2 (o, L). (5.101)

Este método clasifica una cierta avalancha 3D-spanning como subcritica siempre
que ésta sea la unica avalancha 3D-spanning que tenga lugar en un semiciclo. Sin
embargo, dado que para o < 0. no siempre ocurre una avalancha 3D-spanning
subcritica (observacién 2), es razonable pensar que, en algunas realizaciones de
desorden con o cercana a o., pueda suceder sélo una avalancha 3D-spanning y
ésta sea critica. En tal caso, el método clasificaria incorrectamente dicha avalan-
cha. Es de esperar pues que el método descrito no clasifique algunas avalanchas
correctamente en el intervalo de desérdenes en que coexisten las avalanchas 3D-
spanning subcriticas y las avalanchas 3D-spanning criticas. A partir de este

razonamiento, es de esperar que se cumpla la siguiente desigualdad:
NYo, L) > N3_(o, L), (5.102)

y, en virtud de esta desigualdad y de las relaciones de cierre (5.101) y N3 =

3

N3, + N3_ [Cuadro 4.2], es de esperar que:

NMY(o, L) < Ns.(o, L). (5.103)

Método 2 (M2): una avalancha 3D-spanning se clasifica como subcritica tinicamente

cuando no ocurre otra avalancha spanning (de cualquier tipo) en el semiciclo.
Si ocurren otras avalanchas spanning, la avalancha 3D-spanning a clasificar, se
clasifica como critica. Este método se basa en la hipotesis de que las avalan-
chas 3D-spanning subcriticas, cerca, pero por debajo de o, ocupan una fracciéon
importante del sistema y esto dificulta, en cierto modo, la existencia de otras ava-

lanchas spanning. Dicho de forma complementaria, si para una cierta realizacion
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de desorden sucede alguna avalancha 1D-spanning o 2D-spanning o 3D-spanning
critica, es dificil que suceda también una avalancha 3D-spanning subcritica. Este
comportamiento estd de acuerdo con el hecho remarcado para sistemas finitos
en la observacién 2 (en el intervalo de desérdenes (con o < o.) en que se obser-
van avalanchas 3D-spanning criticas, no se observa una avalancha 3D-spanning

subcritica para todas y cada una de las realizaciones de desorden).

Con este método se clasifican un total de N2¥?(o, L) avalanchas como 3D-spanning
criticas y NM?(o, L) avalanchas como 3D-spanning subcriticas. También en este

caso se cumple una relacién de cierre analoga a (5.101):

Ni(o, L) = Na¥2(0, L) + N2M2(0, L). (5.104)

El cuadro 5.3 muestra cémo se clasifica una cierta avalancha 3D-spanning de acuer-
do con cada uno de los métodos introducidos, dependiendo de si las otras posibles
avalanchas spanning que suceden en un semiciclo son 1D-, 2D- o 3D-spanning. En este
ultimo caso se debe tener en cuenta el hecho de que las otras avalanchas 3D-spanning
que sucedan sean de mayor o menor tamano que la que se pretende clasificar. El inico
caso en que difiere la clasificacion de los dos métodos es aquel en que la avalancha 3D-
spanning a clasificar es la de mayor tamano pero existen otras avalanchas spanning
(va sea 1D, 2D o 3D de menor tamano) en el mismo semiciclo. Este caso de conflicto
hace que, en general, Nt £ NM2 y NML £ NM2 De hecho, es facil convencerse
de que NM! < NM2 (se clasifican mds avalanchas como 3D-spanning criticas con el
método 2 que con el método 1) y NM' > NM? (se clasifican mds avalanchas como
3D-spanning subcriticas con el método 1 que con el método 2). Para el estudio de al-
gunas magnitudes en que el nimero de avalanchas de cada tipo no es determinante, es
util introducir un nuevo método de clasificacién que llamaremos método interseccion
(MI) y que consiste en clasificar inicamente aquellas avalanchas que se clasifican igual
con los dos métodos propuestos anteriormente (método 1 y método 2). Dado un des-
orden o y un tamafo L, supondremos que este método clasifica un total de NM (o, L)
avalanchas como 3D-spanning criticas, N2! (o, L) avalanchas como 3D-spanning sub-
criticas y deja sin clasificar N¥ (o, L) avalanchas 3D-spanning. La relacién de cierre
entre estos nimeros de avalanchas y el ntimero total de avalanchas 3D-spanning Nj
es:

Ni(o,L) = Ny (0, L) + N'" (0, L) + Naii(o, L). (5.105)

Por otro lado, de la propia definicion del método interseccién, es facil ver que los

numeros de avalanchas 3D-spanning de cada tipo que se clasifican con el método 1 se
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relacionan con los correspondientes al método interseccién como:

N)(o,L) = NM(o,L), (5.106)

NYYo, L) = Ny''(o,L)+ Nyi(o, L), (5.107)
mientras que los numeros de avalanchas correspondientes a la clasificacion con el méto-
do 2 y los correspondientes al método interseccion, se relacionan entre si de la siguiente
forma:

Nie(0,L) = Ni'(o,L) + Nyé(o, L), (5.108)

NM2(o,L) = NM'(o,L). (5.109)

Cuadro 5.3: Resumen de la clasificacién de una cierta avalancha 3D-spanning de acuerdo

con cada uno de los dos métodos propuestos en el texto.

Existen avalanchas 1D-, Existe al menos una
2D- o 3D-spanning avalancha 3D-spanning | Método 1 Método 2
de menor tamano de mayor tamano
no no 3- 3-
si no 3- 3¢
no st 3c 3c
si st 3c 3c

Ejemplo de clasificacion

La Fig. 5.16 muestra un ejemplo de clasificaciéon de las avalanchas 3D-spanning
utilizando los tres métodos propuestos. Los datos corresponden a un sistema de tamano
L = 48 y con desorden o = o, = 2.21. Se puede apreciar que la distribucién original
D; se separa en dos nubes con los métodos 1 y 2. La nube correspondiente a las
avalanchas 3D-spanning criticas tiene un aspecto similar a las nubes correspondientes
a las distribuciones bivariadas de las avalanchas 1D- y 2D-spanning [Figs. 4.19 y
4.20]. El método 2 clasifica como avalanchas 3D-spanning criticas un cierto nimero
de avalanchas de gran tamano, que suceden a campos muy negativos, que el método 1
clasifica como subcriticas. Precisamente, éstas forman parte del conjunto de avalanchas

que el método interseccién no clasifica en ninguno de los dos tipos.
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Figura 5.16: Ejemplo de clasificaciéon de la distribucién bivariada de las avalanchas 3D-

spanning en dos nubes, correspondientes a las avalanchas subcriticas y criticas utilizando

(a) el método 1, (b) el método 2 y (c) el método interseccién, descritos en el texto. Com-

parando la clasificacién del método 1 con la del método interseccion, se puede apreciar que,

efectivamente, el método 1 clasifica como avalanchas 3D-spanning subcriticas aquellas que

el método interseccién clasifica como subcriticas més las que no se clasifican, de acuerdo

con la relacién (5.107). Por otro lado, comparando la clasificacién obtenida con el método

2 y el método interseccién, vemos que se cumple la relacion (5.108) ya que el método 2

clasifica como avalanchas 3D-spanning criticas aquellas que el método interseccion clasifica

como criticas mas las que no clasifica. Claramente, el nimero de avalanchas que el método

1 clasifica como subcriticas es mayor que el correspondiente al método 2 (NJ1! > NM2) y

pasa lo contrario con el niimero de avalanchas criticas (N1 < NJ2).
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5.7.2. Escalado de N3,y N3_

Todos los métodos de clasificacion presentados son aproximados en el sentido de
que existe un cierto numero de avalanchas clasificadas incorrectamente en todos ellos.
En el método 1, consideraremos que, dado un desorden ¢ y un tamano L, hay un cierto
nimero de avalanchas §N! (o, L) clasificadas de forma incorrecta, de tal forma que,
los ntimeros de avalanchas NM!' y NM! producto de la clasificacion con dicho método

se relacionan con los numeros correctos N3. y N3_ de la siguiente forma:

Ns.(o,L) = N0, L)+ 6N" (o, L) (5.110)
N3 (0,L) = N'Yo,L) - SN (0, L). (5.111)
Es evidente que la relacién de cierre (5.101) se cumple trivialmente. Definiendo § N2

como el numero de avalanchas clasificadas de forma incorrecta por el método 2, se

proponen las siguientes relaciones:

Ns.(o,L) = Na2(o,L) 4+ 6N"%(0, L) (5.112)
Ns_(0,L) = N30, L) — SN"?*(o, L). (5.113)

En principio, las funciones s N™! y § N2 son especificas del método de clasificacién
en cuestién y, en general, no es de esperar que se comporten de la forma habitual en
E'SS. Dicho de otra forma, no es de esperar que se puedan expresar como el producto de
L elevado a un cierto exponente por una funcién de uL'/¥ inicamente. En consecuencia,
hacemos la hipétesis de que, al representar SNM' y §NM2 en funcién de uL'’”, se

comportan de la siguiente manera:
SNM(o, L) = IO sNMY (LYY L), (5.114)
SNM2(5, L) = LOM2g NM2(y LV L). (5.115)
De forma similar a lo que se hizo en la seccion § 5.1, se han introducido funciones de

“no escalado” que dependen explicitamente de L y tienen en cuenta la posibilidad de

que no se puedan expresar INM! y §NM2 de la forma habitual en FSS.

Método 1

La Fig. 5.17 muestra los intentos de escalado para los niimeros obtenidos a partir de
los dos métodos. En la Fig. 5.17(a.1) vemos que el nimero NM! escala razonablemente

bien, de lo que deducimos que

NMY (g, L) ~ NMY(uL V"), (5.116)
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Método 1

T T T T

Método 2

T

v o & D> p» O O

(a.L)

LN

3

Figura 5.17: Intento de escalado de (a.1) NM! (b.1) NM! (a.2) NM2 y (b.2) N2 con
los exponentes extraidos en las secciones anteriores (# = 0.1 y v = 1.2) y 0. = 2.21. Las
lineas continuas grises en (a.1) y (a.2) corresponden a los ajustes de las funciones de escalado
Ns_(uL'/") obtenidas utilizando el método DFSS [§ 5.3]. En cambio, las lineas continuas
grises en (b.1) y (b.2) corresponden al ajuste de la funcién de escalado Na.(uL'/¥) obtenida

también utilizando el método DFSS.

Introduciendo esta expresion y la hipétesis de escala para N3_ [Ec. (5.56)] en la ecua-
cién (5.110) vemos que el nimero de avalanchas clasificadas incorrectamente por el

método 1 se puede expresar como:
SNMY (g, L) ~ SNMY(uL'") = NMY(uL) — Ns_(uL!'"). (5.117)

Comparando esta expresion con la hip6tesis (5.114) vemos facilmente que 0y ~ 0y,
ademds la funcién de “no escalado” §NM! depende tinicamente del invariante uL'/.
Por otro lado, tomando como funcién de escala correcta N3 la que se obtuvo utilizando
el método DFSS en la seccién § 5.3 [linea gris en la Fig. 5.17(a.1)] vemos que, de acuerdo
con nuestra prediccion [Ec. (5.102)], N > N3 | o lo que es lo mismo, SNM > 0

para cualquier desorden. Este comportamiento confirma la idea intuitiva de que hay un
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cierto nimero de avalanchas 3D-spanning que el método 1 clasifica como subcriticas
siendo, en realidad, criticas.

La Fig. 5.17(b.1) muestra el intento de escalado del nimero de avalanchas 3D-
spanning que se clasifican como criticas con el método 1. Como se puede apreciar, el
escalado no es muy bueno, pero esto es de esperar dado el comportamiento de §NM!
analizado en el parrafo anterior. Efectivamente, de las ecuaciones (5.54), (5.117) y

(5.111), se encuentra:
L ONMYo L) = Na (uL}") — L S NMY (u L"), (5.118)

expresién que demuestra que la contribucién negativa L ?6NM!(uL'*) impide un
buen escalado para tamafios no muy grandes. Sin embargo, es previsible que el es-
calado mejore al considerar valores de L muy grandes tales que hagan despreciable
la contribucién L6 NM(uL'/") frente a N3 (uL'/?). En la figura se puede apreciar
cémo L NML(5, L) crece con L si mantenemos o fijada, cosa que concuerda con el
hecho de que el escalado sera mejor para tamanos de sistema grandes y, ademas, en

este limite se obtendrd la funcién de escala correcta: L= NM! (o, L) = N (uL'/").

Método 2

Los intentos de escalado correspondientes a los ntiimeros N2 y N2 obtenidos al
clasificar las avalanchas 3D-spanning con el método 2 se presentan en las Figs. 5.17(a.2)
y 5.17(b.2), respectivamente. Se puede apreciar que, a diferencia de lo obtenido con el
método 1, los escalados son similares a los obtenidos con el método DFSS si bien no
coinciden perfectamente. Del comportamiento observado, se puede deducir que 6 N2
es pequeno para todos los tamanos L simulados pero no es nulo ya que (i) se obtienen
desviaciones sistematicas con respecto a las funciones de escala obtenidas con el método
DFSS y (ii) se observa una cierta dependencia con L en los intentos de escalado. A
partir de (5.113) y (5.56) se obtiene:

SNM2(o, L) = NM2(0, L) — N3_(uL'/"). (5.119)

Calculando §N*? de esta expresién y los datos que se presentan en la Fig. 5.17(a.2),
dentro del error estadistico, se obtiene basicamente el siguiente comportamiento de-

pendiendo del signo de uL'/":

» ul'” < 0= SNM? < 0; VL: en la regién con o < o., el método 2 clasifica como

avalanchas 3D-spanning criticas algunas que son subcriticas.
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» uLY” > 0= §NM2 > 0: VL: al contrario del caso anterior, para ¢ > o, hay un
cierto nimero de avalanchas 3D-spanning subcriticas que el método 2 clasifica

erroneamente como criticas.

Para uL''” = 0 (0 = 0.), hay una dispersién importante en torno a N*2 = 0. Sin
embargo, parece ser que la tendencia mds clara es a clasificar erréneamente algunas
avalanchas subcriticas como criticas.

Aunque ninguno de los métodos de clasificacién propuestos es exacto, a partir
de los resultados presentados en las Figs. 5.7 (método DFSS) y 5.17 (métodos 1 y
2) queda claro que las avalanchas se clasifican bien para uL'/" < —2 y uL'/V > 4.
Concluimos pues que las propiedades relacionadas con las avalanchas 3D-spanning
suberiticas deducidas a partir del comportamiento asintético para uL'/* — —oc (ver,
por ejemplo, la Fig. 5.13 y la Fig. 5.19 en la seccién § 5.8) no estan afectadas por el
método de clasificacién que se utilice puesto que se obtienen del comportamiento en

una regién en que, claramente, uL'/" < —2.

Método interseccién

Hasta este punto, se ha discutido la validez de los métodos 1 y 2 pero, a parte de
estos dos métodos, también se ha introducido el método intersecciéon que no clasifica
las avalanchas en las que la clasificacién con los métodos 1 y 2 no coincide. Este método
asegura que las avalanchas que si se clasifican son realmente del tipo del que se han
clasificado, al menos con respecto a los criterios de los métodos 1 y 2. Sin embargo,
debido precisamente a que el método no clasifica un cierto nimero de avalanchas (N4
avalanchas por ciclo), no es apropiado para el estudio de los nimeros de avalanchas
3D-spanning de cada tipo y las magnitudes que, de una forma u otra, involucran dichos
nimeros. A partir de las igualdades (5.106) y (5.109) resulta claro que el intento de
escalado correspondiente a NyZ! es exactamente el mismo que el de N2/ [Fig. 5.17(b.1)]
y el asociado a N3'! coincide con el obtenido para N3’ [Fig. 5.17(a.2)]. Dado que
NMI = NM2 coincide razonablemente bien con N3_ (obtenido con el método DFSS)
y que NMI = NMI difiere bastante de Ns., de la relacién de cierre (5.105) es facil
convencerse de que la mayor parte de las avalanchas no clasificadas por el método

interseccién son, realmente, avalanchas 3D-spanning criticas.

Condiciones de aplicabilidad del método interseccion

El método interseccion es apropiado para el estudio de magnitudes que cumplan

las dos condiciones siguientes:
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1. Las magnitudes deben estar relacionadas con propiedades de las avalanchas in-
dividualmente y no deben depender del nimero de avalanchas de cada tipo que
se producen por ciclo. Esta condicion es necesaria porque el método interseccion

desprecia un cierto niimero de avalanchas por ciclo N3

2. El hecho de no incluir N} avalanchas por ciclo en la estadistica no debe afectar

notablemente a la estadistica de la magnitud que se pretende estudiar.

La primera condicién excluye los nimeros de avalanchas que suceden por ciclo N, (o, L)
asi como las densidades de avalanchas n,(H;o, L). Para los nimeros N3_ y Nj,, he-
mos visto que el mejor método de clasificacion es el método 2 y, como consecuencia,
serd también éste el que se utilice para escalar las densidades de avalanchas n3_ y ns. en
la seccién § 5.9. En cambio, los campos medios (H)3;_ y (H)3. a los que se concentran
los dos tipos de avalanchas 3D-spanning [§ 5.8], asi como la masa de las avalanchas
utilizada para la obtencién directa de la dimension fractal asociada a cada uno de
los tipos de avalanchas 3D-spanning [§ 5.10], no dependen del nimero de avalanchas
por ciclo N, (o, L) y, como consecuencia, cumplen la primera de las condiciones. Como
veremos en las secciones correspondientes, es de esperar que estas magnitudes tam-
bién cumplan la segunda de las condiciones, de tal forma que se utilizard el método
interseccién para el estudio de los campos (H)s_ y (H)s. vy para la obtencién de la

dimensién fractal de las avalanchas.

5.8. Campo medio al que suceden las avalanchas y

desviacion estandar

5.8.1. Relaciones de escala de (H),

La hipdtesis general de escala de las distribuciones bivariadas D, (s, H; o, L) invo-
lucra los tres invariantes definidos en las Ecs. (5.7)—(5.9). Una posible forma de escribir

esta hipotesis de escala es:

Dao(s, H;0,L) = L™t VBD (sL~% oLV oLYH) (5.120)

3

donde las variables u y v vienen dadas por las Ecs. (5.36) y (5.37), respectivamente.

La funcién de escala D, cumple

H/ d(vLY"YDy(sL™% wL'" vLY") = D, (sL™% uL'"), (5.121)
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puesto que la integral a H de las distribuciones bivariadas D, debe ser D, [Cuadro 4.2]
(se ha utilizado el hecho de que D, escala de acuerdo con la hipédtesis (5.70)).

Un andlisis detallado de escala basado en la hipdtesis (5.120) implica necesaria-
mente trabajar con representaciones tridimensionales de las distribuciones bivariadas,
cosa que no es facilmente viable. Una posibilidad para comprobar, en parte, la vali-
dez de esta hipdtesis seria escalar las proyecciones (nubes de puntos presentadas en la
seccién § 4.8) en los planos sL~%-vL'/# para conjuntos de datos a uL'/* fijado. Otra
posibilidad consiste en analizar algunas magnitudes relacionadas con D, pero mas
sencillas que la distribucién bivariada. En particular, en esta seccién nos centraremos
en el andlisis de los campos medios (H), (o, L) asociados a las avalanchas 1D-, 2D-
y 3D-spanning y, en la seccién siguiente, analizaremos las distribuciones marginales
no(H;0,L)/N,(0o, L) asociadas a estas mismas avalanchas.

En la seccién § 4.9 se presentd la dependencia con o y L del campo al que, en
promedio, sucede cada uno de los tipos de avalanchas spanning que se pueden distin-
guir directamente de las simulaciones. Es decir, se presentaron los campos (H),(o, L),
(H)y(o,L) v (H)3(o,L). En particular, se estudié con méas detalle el comportamiento
de dichos campos en funcién de L para o = o, [Fig. 4.21]. A partir de estos datos
se propuso de forma fenomenolégica el comportamiento tipo ley de potencias dado
por la Ec. (4.44) que involucra el campo critico H. y el exponente critico u. En el
presente capitulo deduciremos el comportamiento dado por la Ec. (4.44) como un caso
particular del comportamiento de (H), (o, L) dentro del esquema del FSS. Para ob-
tener la hipotesis de escala de (H), (o, L) es necesario partir de la propia definicién
de los campos medios dada por la Ec. (4.42). Sin embargo, puesto que las densidades
ne(H;o, L) aparecen en la Ec. (4.42), es necesario proponer una hipdtesis de escala
para dichas densidades antes de poder obtener la hip6tesis de escala de (H),. A partir
de la definicién de n, [Ec. (4.34)], de la hipdtesis de escala para D, [Ec. (5.120)] y de
la hipétesis de escala de N, [Ec. (5.51)] es facil demostrar que

ne(H; o, L) = LUme)datbat/ng (L1 o[ VH), (5.122)

En este caso, necesariamente se debe cumplir la siguiente relacién entre g (uL'/”, v LY/#)
y Ny(uL'?):
HC/ ALY ") hg (u LMY o LMR) = Ny (uLM"), (5.123)
—0

para que la integral de n, a H sea igual a N, [cuadro 4.2], suponiendo la hipdtesis de

escala (5.51) para N,. En la seccién § 5.9 se comprobard la validez de la hipdtesis de
escala (5.122).
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Introduciendo ahora la hipétesis de escala (5.122) para n, y la correspondiente a
N, [Ec. (5.51)] en la Ec. (4.42) y utilizando la relacién (5.37), obtenemos

H,(1 — B'uy) — (H)o(o, L) = L™ YPh(uL M) (5.124)

3

para las avalanchas spanning (7, = 1), que es en las que nos vamos a centrar. La

funcién de escala h, se define como

; v * i (uL', y)
ha(ULl/ ) = ]JC2 /_OO dy QW (5125)

Es ttil definir un “campo critico efectivo” H} (o) que depende del desorden como:
H:(o) = H.(1 — B'wy). (5.126)

Evidentemente, H(o) coincide con H, para o = o..
El comportamiento tipo ley de potencias que se asumié en la Ec. (4.44) para 0 = o,

se recupera directamente para las avalanchas 1D- y 2D-spanning haciendo C,, = IA”LQ(O)

en (5.126). Una vez mas, el caso de las avalanchas 3D-spanning es més complicado ya

que en el promedio (H )3 intervienen tanto las avalanchas 3D-spanning criticas como

las 3D-spanning subcriticas. En general,

_ Ns.(o, L){H)3.(0, L) + N3_(0, L){H)3_(0, L)

(H)s(o, L) Nse(o, L) + N3_(o,L)

. (5.127)

Introduciendo en esta expresion las hipotesis de escala para los niimeros N3, N3 [Ecs.
(5.54) v (5.56), respectivamente] asi como las correspondientes a los campos medios

3

dadas por la Ec. (5.124), se encuentra

H. — (H)s(0,, L) = L /" (5.128)

Ni(0)hse(0) + L N5_(0)hs_(0)
Ns.(0) + L=0N;5_(0)

para 0 = g.. Como se puede ver, para valores finitos de L, no se recupera una expresion
totalmente idéntica a la dada por la Ec. (4.44) ya que el factor que multiplica a L=/m
en el miembro derecho de la Ec. (5.128) depende de L. Haciendo un desarrollo de Taylor
de dicho factor en torno a L=% = 0 se obtienen correcciones a la ley fenomenolégica

propuesta en la seccion § 4.9:

H,— (H)3(0e, L) = L™"#hs,(0)

Ns_(0) (hs—(0) 0 —20
I+ 50 (7130(0) 1>L +O(L )] (5.129)

Las correcciones a la ley (4.44) tienden a cero cuando L — oo y, dentro de los errores

estadisticos, se pueden despreciar en la practica para los tamanos de sistema que se
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han simulado. Finalmente, llegamos a la conclusién de que la ley (4.44) es vélida a
primer orden haciendo la identificacién Cy = hs.(0), lo que implica que la contribucién
predominante a (H);(o., L) es debida a las avalanchas 3D-spanning criticas. Si esto
es asi, jes licito, a partir de los ajustes presentados en la Fig. 4.21, afirmar que el
exponente p asociado las avalanchas 3D-spanning criticas es igual al exponente andlogo
asociado a las avalanchas 3D-spanning subcriticas?. Ciertamente, no esta totalmente
justificada tal afirmacion pero, como veremos en los escalados que se presentan en
esta seccién y en la siguiente, tanto las avalanchas 3D-spanning criticas como las
subcriticas, se pueden describir con el mismo exponente u, dentro del error estadistico.
De hecho, esta es la razén por la que, desde el principio de este capitulo, se ha supuesto
que el exponente p es independiente del tipo de avalanchas, igual que sucede con el
exponente v. Ademds, hay motivos geométricos importantes por los que estos dos
exponentes deben ser independientes del tipo de avalancha (este punto se discute en
la seccién § 5.11.5).

5.8.2. Escalado de (H),, a =1,2,3¢c,3—

Para la obtencién de los campos (H)s.(0, L) y (H)s_ (0o, L) se ha utilizado el método
interseccion ya que, como se ha argumentado en la seccion § 5.7, estos promedios
cumplen trivialmente la primera de las condiciones para que el método interseccion sea
aplicable y, en vistas de los datos representados en la Fiig. 5.18, parece razonable esperar
que se cumpla la segunda de las condiciones de forma satisfactoria. En la Fig. 5.18
se muestran, para distintos tamanos, los campos medios (H)s.(0,L) y (H)3_ (0o, L)
obtenidos con el método interseccion, asi como el campo medio (H)¥ . (o, L), asociado
a las avalanchas que el método interseccion no clasifica. En esta figura se aprecia que el
campo (H )L tiene unos valores similares a los de los campos (H)3.(co, L) y (H)3_(0, L)
y, por tanto, es de esperar que el hecho de no utilizar en la estadistica las avalanchas no
clasificadas no afectara notablemente a los promedios (H)s.(0, L) y (H)3 (o, L). Esto
confirma, en cierto modo, que la segunda de las condiciones de aplicabilidad del método
interseccién se cumpla satisfactoriamente ya que las avalanchas no consideradas en la
estadistica se comportan de forma similar a las que si se consideran y, por tanto, el
efecto de no considerarlas no puede ser muy notable.

La Fig. 5.19 [gréficos (a.l) y (b.1)] muestra los escalados correspondientes a los
campos medios a los que suceden los distintos tipos de avalanchas spanning para
o < o, segun la hipdtesis de escala (5.124). Tal y como se ha visto en secciones

anteriores [§ 5.3 y § 5.7], en el limite termodindmico no ocurren avalanchas spanning
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Figura 5.18: Campos (a) (H)}/(0,L), (b) (H)} (0, L) y (c) (H)ML(0,L) obtenidos al
clasificar las avalanchas 3D-spanning con el método interseccion. Los simbolos corresponden
a los valores de L indicados en la leyenda. La linea punteada horizontal corresponde a H, =
—1.425 y la vertical a o, = 2.21.

de ningtn tipo para o > 0.y, de acuerdo con este hecho, tiene sentido cenirse a la zona
con o < o.. Hay que notar, sin embargo, que en sistemas finitos suceden avalanchas
spanning para desérdenes mayores que o, y, de hecho, los escalados que se presentan
aqui para o < o0, también se pueden extender a la zona con ¢ > o, utilizando el
mismo conjunto de parametros si bien, tales escalados no dan mucha informacion. Por
otro lado, las avalanchas 1D-; 2D- y 3D-spanning criticas existen s6lo para o = o.
y, en consecuencia, estudiar el escalado de sus campos medios para o # o, es util,
basicamente, para confirmar que el valor de los exponentes encontrados en secciones
anteriores para estas avalanchas son validos. Recordemos que la 1iinica estimacién que
se tiene hasta este punto del exponente p proviene de los ajustes representados en la
Fig. 4.21.

Los escalados representados en la Fig. 5.19 se han obtenido fijando v, u, o., H. y
A a los valores obtenidos en secciones anteriores (1/v = 1.2, 1/u = 1.5, 0. = 2.21,
H.=—1425y A = —0.2) y considerando B’ como tnico pardmetro libre. Los mejores
escalados se obtienen para B’ = 0.25+0.10. Es remarcable el hecho de que se obtienen
escalados excelentes en todos los casos con los mismos valores de v, u, 0., Ay B’
Esto confirma que, dentro de los errores estadisticos, los exponentes v y u asociados
a las avalanchas 3D-spanning subcriticas son iguales a los asociados a las avalanchas

3D-spanning criticas.
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Figura 5.19: Escalados correspondientes a la diferencia entre (H), y el campo critico efec-
tivo H* (o) (funciones de escala hq(uL'/¥)) para (a.1) las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning
criticas y (b.1) las avalanchas 3D-spanning subcriticas. Los escalados correspondientes a la
desviacién estandar o (o, L) asociada a las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas se
muestran en (a.2) y, los correspondientes a las avalanchas 3D-spanning subcriticas se mues-
tran en (b.2). Los distintos simbolos corresponden a los diferentes tamanos indicados en la
leyenda situada en (b.2). Las avalanchas 3D-spanning se han clasificado siguiendo el méto-
do interseccion. En todos los casos se presentan tnicamente datos para o < o.. Los ocho
escalados se obtienen dejando libre inicamente el pardmetro B’. Las lineas punteadas corres-

ponden en cada caso al comportamiento asintético de h, o &1

en el limite |u|L'" — cc.
Los escalados correspondientes a las avalanchas 1D- y 2D-spanning se han desplazado una

y dos décadas hacia arriba, respectivamente, para mayor claridad.
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Limite termodinamico

El comportamiento de los campos (H), en el limite termodindmico viene dic-
tado por el comportamiento asintotico de las funciones de escala ﬁa(uLl/”) cuando
lu| L' — oo. Las lineas punteadas de las Figs. 5.19(a.1) y 5.19(b.1) indican dicho
comportamiento. Como se puede apreciar, las funciones de escala ﬁa(uLl/”) se pueden
aproximar por leyes de potencias para valores grandes de |u|LY/":

‘H‘Llli/rf:oﬁa(uLl/”) = Ay (Ju| LY7o, (5.130)
donde, en general, tanto el prefactor A, como el exponente a; dependen del tipo de
avalancha « y del signo de u. (Recordar que los datos representados en la Fig. 5.19
corresponden a valores negativos de u (0 < 0.)). Introduciendo el comportamiento da-
do por la Ec. (5.130) en la Ec. (5.124) y utilizando la definicién de H*(o) [Ec. (5.126)]

se obtiene:

3

H(0) — (H)o(0, L) = Ap|u|® L=YHr+enlv, (5.131)

Igual que se explicd en general en la seccién § 2.3.1, existen tres casos posibles depen-

diendo del valor de ay:

1. ap > v/p: en este caso el miembro derecho de la ecuacién (5.131) diverge en el
limite termodinamico y, teniendo en cuenta que H es finito para o finita, se
obtendria

(H)o(0) = —oc - signo(Ap) (5.132)

en el limite termodindamico. El tipo de avalanchas hipotético que se comportase
de esta forma se concentraria en torno a un campo |(H),(c)| = oo, cosa que,
como veremos a continuacion, no sucede para ninguno de los tipos de avalanchas

spanning estudiados.

2. ap = v/u: este es posiblemente el caso mds interesante ya que se obtiene un

comportamiento no trivial de (H), en el limite termodindmico tal que:

(H)al(o) = Hi(0) — Aplul"". (5.133)

c

3. ap < v/p: en este caso, el campo (H), (o) coincide con el campo efectivo H} (o)

en el limite termodindmico:

(H)o(0) = H}(0). (5.134)
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En el cuadro 5.4 se resumen los parametros que ajustan mejor el comportamiento
asintotico para cada uno de los tipos de avalanchas. Dentro del error estadistico, ]A”Ll./
ilQ y iLgc se caracterizan por el mismo exponente a, = 0.9. Este tipo de avalanchas
coinciden claramente con el tercero de los comportamientos enumerados en los parrafos
anteriores, es decir, para dichas avalanchas (H),(0) = H}(c). De cualquier forma,
teniendo en cuenta que estas avalanchas sélo existen en el punto critico, sélo tiene
sentido aplicar este comportamiento cuando o = o, en cuyo caso, H}(o.) = H, por
definicién [Ec. (5.126)].

Cuadro 5.4: Parametros que caracterizan el comportamiento asintético de ﬁa(uLl/”) y
o (uL'") en el limite uL'Y — —oco para los distintos tipos de avalanchas spanning, de
acuerdo con la notacién introducida en las ecuaciones (5.130) y (5.141). También se han
incluido los pardmetros asociados a las avalanchas 3D-spanning no clasificadas (NC) por el

método interseccién.

Tipo de avalancha Ay, ay | A, a,
1D-spanning 73 0935 0.2
2D-spanning 6.5 09132 0.2

3D-spanning criticas 10 09130 0.2
3D-spanning subcriticas | 24 1.8 [ 1.2 1.0
NC 85 0.8]30 0.25

El exponente a; correspondiente a las avalanchas 3D-spanning subcriticas es!?
ap, = 1.8 que, dentro de los errores estadisticos, coincide con v/pu. En consecuencia, el
campo (H)3;  se comporta como

(H)s_(0) = H*(0) — 2.4|ul"/" (5.135)

c

en el limite termodinamico, de acuerdo con lo argumentado mas arriba.

De este resultado concluimos que el comportamiento del campo medio correspon-
diente a las avalanchas 3D-spanning (H)3;(o) para o < 0., estd asociado unicamente
a las avalanchas 3D-spanning subcriticas y tiene una curvatura no nula en el limite
termodinamico. Esto resuelve una de las cuestiones planteadas en la seccién § 4.9 sobre

el comportamiento del campo (H)s3(o) para 0 < o.. Es necesario puntualizar que el

19De acuerdo con lo argumentado en la seccién § 5.7, el comportamiento asintético de hs— no
estd afectado por el método particular utilizado para la clasificaciéon de las avalanchas 3D-spanning
porque tal comportamiento corresponde a valores de uL'/¥ < -T.
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Figura 5.20: Representacién
de (H)s_ (o) [Ec. (5.135)],
H}(o) [Ec. (5.126)] y H.. Los
, I
simbolos corresponden a la
estimacién numérica de (H)s3_
a partir de simulaciones en

sistemas con distintas L. Los

distintos tipos de simbolo

corresponden a la leyenda de 0 I 1 2 O

la figura anterior. g

comportamiento dado por la expresién (5.135) es de esperar que sélo sea vélido para
valores de o suficientemente cercanos a 0. ya que tal expresion se ha deducido a partir
de hipdtesis de escala de tamano finito y éstas se suponen validas sélo cerca del punto
critico [§ 2.3].

La Fig. 5.20 muestra el comportamiento (linea continua) de (H);_(o) dado por la
Ec. (5.135). Esta linea finaliza en el punto critico (0., H.) porque no existen avalanchas
3D-spanning subcriticas para o > o.. El campo critico efectivo H} (o), asi como el
campo critico H,., se representan con linea a rayas y linea punteada, respectivamente.
También se representan las estimaciones numéricas de (H)3_ para varios valores de L
con el fin de mostrar que, efectivamente, la Ec. (5.135) es el comportamiento limite

cuando L — oo.

H

5.8.3. Desviaciones estandar o

Otra pregunta en relacién con el comportamiento de las avalanchas 3D-spanning
es si éstas suceden unicamente sobre la linea (H)3_(0) o bien presentan una cierta
distribucién en torno a dicha linea. Tal y como se indic en la seccién § 4.9, el estudio
de la desviacién estandar ol es til para responder a esta cuestién. Para obtener la
hipétesis de escala correspondiente a 0/ (o, L) es necesario calcular (H)? por un lado
y (H?), por otro. De la Ec. (5.124) se deduce que:

C

(H)2(0,L) = [H!(0)]* = 2H} (0)ho(uL*")L™H" + [iza(uLl/”)r L72m (5.136)
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Por otro lado, utilizando procedimientos similares a los que se utilizaron para obtener

la Ec. (5.124), es fdcil ver que

2y oD = [ ag g2letio L)
(H*)a(0, L) —/ocdHH No(o. L) (5.137)

=[H! (o)) = 2H(0) ha(uLM" )L 4 hy o (uLM")L-2/0,

donde la funcién de escala iza,,Q(uLl/”) corresponde al caso £ = 2 de la sucesion de

funciones {hq 1} definidas como:

. oc ~ Ll/y y)
hax (L) = (—1 k“Hk“/ ay o el y) 5.138
o) = R [y (5.138)
En particular, iza corresponde al primer término iza,,l de la sucesion {Bak}
Introduciendo ahora las Ecs. (5.136) y (5.137) en la definicién (4.43) se encuentra

la hipdtesis de escala que se pretendia:
of(o,L) = L YraH (uLY), (5.139)

donde se ha definido la funcién de escala 67 como:

1/2
511/

(LMY = | hoo(uL”) = (ho(uL'")) (5.140)

Para 0 = 0., se encuentra el comportamiento dado por la Ec. (4.45) a partir de
(5.140).

Las Figs. 5.19(a.2) y 5.19(b.2) muestran los escalados que se han obtenido sin
considerar ningin pardmetro libre (se ha utilizado el pardmetro B’ obtenido en los
escalados de (H),). La buena calidad de los escalados sirve para confirmar la hip6tesis
de escala (5.140) asi como la robustez de los distintos parametros implicados que se han
obtenido en los escalados anteriores. Como es habitual, el comportamiento de o en el
limite termodinamico viene dado por el comportamiento asintético para \u\Ll/” — 00
de la funcion de escala asociada, que en este caso es 6. En la figura se aprecia que el
comportamiento asintético 62 se puede aproximar bien por una ley de potencias:

lim 6 (L") = A, (Ju|LY")o (5.141)

\u\Ll/V%oc

donde se ha utilizado una notacién andloga a la introducida en la Ec. (5.130). Los
mejores ajustes se muestran con lineas punteadas en las Figs. 5.19(a.2) y 5.19(b.2) y
los parametros A, y a, asociados se presentan en el cuadro 5.4.

De nuevo, se obtiene que el exponente a, es el mismo, dentro del error estadistico,

para las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas. Para estas avalanchas a; = 0.2 <
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v/p 'y, como consecuencia, al introducir (5.141) en la Ec. (5.139) se obtiene o (o) = 0
para estos tipos de avalanchas en el limite I. — oc. De hecho, este resultado tiene
unicamente interés para ¢ = o, porque no existen avalanchas de estos tipos para
o # 0.

El resultado més interesante lo encontramos para las avalanchas 3D-spanning sub-
criticas que si existen para o < o.. Para estas avalanchas también se encuentra un
exponente a, < v/p y, por tanto, la desviacion o (o) también es nula para cualquier

valor de o en el limite termodinamico:
o3 (o) = 0. (5.142)

El hecho de que la desviacion estdndar ¢ (o) sea nula para cualquier tipo de avalancha
spanning, indica que la distribucién marginal n, /N, presenta una desviacién estandar
nula en torno a su valor medio asociado (H),(0) y, como consecuencia, si para un
cierto valor de o suceden avalanchas spanning de un cierto tipo «, suceden en el
campo (H),(o) con probabilidad 1.

El comportamiento de N3_ [§ 4.6, § 5.3 y § 5.7] conjuntamente con el comporta-
miento de (H)3 (o) y o4’ () nos da una visién global sobre el comportamiento de las
avalanchas 3D-spanning subcriticas en el limite termodinamico que se puede resumir
de la siguiente forma: “para ¢ < o, ocurre una avalancha 3D-spanning subcritica para
un valor de o dado, esta avalancha sucede en el campo (H)3_(0) cuyo comportamiento
para o proxima a o, viene dado por la expresion (5.135). Para 0 = o, suceden en
promedio ~ 0.8 avalanchas por ciclo en el campo H,. Finalmente, para ¢ > 0., no

ocurre ninguna avalancha 3D-spanning subcritica.”

5.8.4. Avalanchas no clasificadas con el método interseccion

Antes de finalizar el andlisis del campo al que suceden los distintos tipos de ava-
lanchas spanning, resulta interesante analizar el campo (H)nc(o, L) y la desviacién
ol (0,L) asociados a las avalanchas no clasificadas por el método interseccién. La
Fig. 5.21 muestra los escalados correspondientes a (a) (H)yc(o, L) vy (b) 0¥ (o, L).
Tales escalados se han obtenido fijando todos los parametros involucrados en el escala-
do a los valores encontrados anteriormente. La buena calidad de los escalados confirma
que las hipétesis de escalado (5.124) y (5.139) son vélidas también para las avalanchas
no clasificadas, cosa que no sorprende demasiado teniendo en cuenta que (H)¥Z4 (o, L)
no presenta un comportamiento muy distinto al de (H)3/(o, L), tal y como muestra

la Fig. 5.18. Ademas, tal y como refleja el cuadro 5.4, el comportamiento asintético de
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Figura 5.21: Escalados correspondientes a (a) la diferencia H} (o) — (H)nc(o, L) y (b) la
desviacion estandar aﬁc(a, L) para 0 < o.. Las lineas punteadas indican el comportamiento
asintético de cada uno de los escalados en la regién de |u|L'/” grande. Los distintos simbolos

corresponden a los tamafios indicados en la leyenda situada en (b).

las funciones de escala asociadas al campo (H)}YZ v a la desviacién o, es muy similar
al de las magnitudes equivalentes asociadas a las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning
criticas. Esto indica que las avalanchas no clasificadas por el método interseccién son,

en su mayoria, avalanchas 3D-spanning criticas, tal y como ya se habia senalado en la
seccién § 5.7.

5.9. Densidades de avalanchas n,(H;o, L)

En esta seccién se presenta el estudio con técnicas F'SS de las densidades de avalan-
chas n,(H;o0.L), cuyos resultados crudos se presentaron en la seccién § 4.10. Siguiendo
la misma linea argumental que en § 4.10, se presentan los resultados para ¢ = o, en
primer lugar y, seguidamente, se presentan resultados que incluyen desérdenes o # o..
Las densidades de avalanchas n,(H;o, L) son las magnitudes donde reside toda la
dependencia con H de las distribuciones marginales n,/N, y, en consecuencia, los
resultados presentados en esta seccion seran ttiles para complementar los resultados
presentados en la seccién anterior ya que (H), no es mas que el primer momento de la
distribucién marginal n,/N, [Ec. (4.42)] y ¢ es su desviacién estandar [Ec. (4.43)].

La hipotesis de escala correspondiente a n, se ha propuesto para cualquier tipo

de avalancha al principio de la seccion § 5.8. La hipotesis de escala de la densidad
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Figura 5.22: Escalado correspondiente a la densidad de avalanchas (a) 1D-spanning, (b)
2D-spanning, (c) 3D-spanning criticas y (d) 3D-spanning subcriticas para o = o.. La clasifi-
cacién de las avalanchas 3D-spanning se ha efectuado con el método 2 [§ 5.7]. Los escalados
se han obtenido sin ningtin pardmetro libre: se ha fijado 1/u = 1.5 en todos los casos y, en el
caso particular de las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas se ha fijado § = 0.1. Las
lineas continuas corresponden a ajustes con una funcién gaussiana [Ec. 5.60]. Los distintos

simbolos corresponden a los tamanos indicados en la leyenda.

de avalanchas spanning se obtiene a partir de la expresién general (5.122) haciendo,
simplemente 7, = 1. Esta hipotesis se ve confirmada en los escalados que se presentan
en la Fig. 5.22. Para la clasificacion de las avalanchas 3D-spanning, se ha utilizado el
método 2 ya que, tal y como se discutié en la seccién § 5.7, éste es el més apropiado

para estudiar magnitudes relacionadas con el nimero de avalanchas por ciclo.

Por un lado, en el caso de las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas [graficos
(a), (b) v (c) de la Fig. 5.22], los pardmetros involucrados en el escalado son los
exponentes 6 y p. Con el fin de comprobar una vez mas la robustez de estos exponentes,
se han fijado a los valores obtenidos en escalados anteriores ( = 0.1y 1/u = 1.5), de

tal forma que no hay ningin parametro libre en estos escalados. Por otro lado, dado
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que el exponente f3_ = 0 para las avalanchas 3D-spanning subcriticas, en el escalado
de n3 (H; o, L) interviene solamente el exponente p. De nuevo, este exponente se ha
fijado a 1.5, de tal manera que tampoco hay ningtin parametro libre en este escalado.

Todas las funciones de escala presentadas en la Fig. 5.22 se ajustan bien a una fun-
cién gaussiana'!, tal y como se muestra en la figura con lineas continuas. La amplitud
a, la posicién del pico x y la anchura w de la gaussiana (ver Ec. 5.60) para cada tipo
de avalancha se resumen en el cuadro 5.5.

Los escalados presentados en la Fig. 5.22 tienden a cero exponencialmente en los
limites uL'/* — 4+o0c. Como ya se ha visto en secciones anteriores (ver por ejemplo
§ 4.6), este comportamiento indica que, en el limite termodindmico, la densidad de
avalanchas spanning de cualquier tipo para ¢ = o, es cero para cualquier H # H..
Este resultado esta en total acuerdo con los resultados presentados en la seccién § 5.8
((H)o(0.) = H. y 0¥ (0.) = 0 para todas las avalanchas spanning). Para ¢ = o,y

H = H_, en cambio, hay una densidad infinita de avalanchas spanning.

Cuadro 5.5: Resumen de los pardmetros asociados a los ajustes gaussianos (ver definicion

en Ec. (5.60)) representados con lineas continuas en los escalados de la Fig. 5.22.

Tipo de avalancha a x w
1D-spanning 0.01764 +£ 0.00013 —1.298 + 0.019 2.302 + 0.0189
2D-spanning 0.00909 + 0.00015  —1.13 £0.04 2.07 4+ 0.04

3D-spanning criticas 0.040 £ 0.003 —2.74+0.19 2.254+0.02

3D-spanning subcriticas  0.0797 £ 0.0005  —3.577+£0.014 2.187+0.014

La Fig. 5.23 muestra varios cortes a uL!'/ constante de la superficie de escalado
ﬁl(uLl/”./ le/“). Los escalados correspondientes a v # 0 involucran el parametro de
rotacién B’ y, de acuerdo con los resultados anteriores, los mejores escalados se obtie-
nen para B’ = 0.25. Es preciso notar que los escalados presentados en la Fig. 5.23 son
mas sensibles a cualquier error en los pardmetros involucrados que los presentados en
la Fig. 5.19 ya que, para un valor fijado de uL'”, en la Fig. 5.23 se escalan una serie
de funciones de H y no tan sélo una serie de puntos, como en la Fig. 5.19. Desde un
punto de vista cualitativo, la superficie de escala presenta una cresta cuya amplitud

depende de uL'/*. Haciendo un anélisis més cuantitativo, los escalados para cada uno

En este caso se puede hacer un ajuste parabdlico a los datos representados en escalas lineal-log
igual que se hizo en la seccién § 5.3 al escalar N,. Igual que en aquel caso, los resultados de este
analisis son compatibles con los ajustes gaussianos dentro del error estadistico.
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Figura 5.23: Escalados correspondientes a 7y (uL.'/¥, vL}/"). Los cortes de la superficie de
escalado se han tomado a uL'/” = —0.58, 0, 1.22, 2.7, 3.8 y 5.0. Los distintos sfmbolos
corresponden a los tamanos indicados en la leyenda de la figura previa. La linea continua en
el plano horizontal indica la tendencia de la cresta de la superficie de escalado. La proyeccién
de la cresta (ajuste gaussiano) se ha representado con una linea continua en el plano uL'/¥~
1. Las lineas continuas representadas en cada uno de los cortes se han obtenido haciendo

ajustes gaussianos a los escalados.

de los cortes se pueden aproximar por funciones gaussianas cuya amplitud a, posicion
del méximo z y anchura w dependen de uwL'/”. Tales ajustes se representan en la
Fig. 5.23 con lineas continuas y los parametros correspondientes se han resumido en el
cuadro 5.6. Ademds, la dependencia con uL'” de las amplitudes ajustadas se puede
aproximar, a su vez, muy bien con una funcién gaussiana (linea continua en el plano
uL'V -1, de la Fig. 5.23) con amplitud 0.21 £ 0.02, posicién del méximo 2.09 £ 0.04 y
anchura 2.2 4 0.2. Por otro lado, la dependencia de la cresta con uL'/" viene dada por
las posiciones x de los picos que se presentan en el cuadro 5.6. Tal dependencia coincide,
dentro de los errores estadisticos, con el promedio 12 (vLY#), (uLY") = hy (uL*")/H,

que, salvo un factor H,., se ha presentado en la Fig. 5.19. Esta coincidencia se pue-

12A partir de la hipétesis de escalado (5.124) y de la relacién de la variable de escala v con H y o
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de entender facilmente a partir de la definicién de hy(uL'/*) [Ec. (5.125)] y teniendo
en cuenta que, para un valor de uL'/” dado, la funcién de escalado f (uL'/" v L'/*)
presenta un grado de simetria muy alto en torno a su maximo, cosa que se ha demos-
trado por la calidad de los ajustes gaussianos a los distintos cortes presentados en la
Fig. 5.23. En la seccién § 5.8, se argumentd que no era necesario considerar valores de
(H)y y ol correspondientes a o > o, en los escalados. Sin embargo, se afirmé que los
escalados de tamano finito debfan ser validos también en esta region y que, ademds, se
caracterizan por el mismo conjunto de parametros. Esta afirmacién se ve confirmada
en los escalados presentados en la Fig. 5.23 que si incluyen datos correspondientes a
o > o.. Evidentemente, si escala n; por un lado y N; por otro, también debe escalar
la distribucién marginal n;/N; y, en consecuencia, también escalaran (H); y of' en la

regién con o > o,.

Cuadro 5.6: Resumen de los pardmetros (ver definicién en Ec. (5.60)) obtenidos a partir de
ajustar funciones gaussianas a cada uno de los escalados correspondientes a distintos cortes a
uL'" constante. Las funciones gaussianas asociadas a estos parametros se han representado

en la Fig. 5.23 con lineas continuas en cada corte.

uL'/” a T w

-0.58 0.007 £ 0.001 —3.63 £0.04 2.42 +0.04
0 0.01764 £+ 0.00013 —1.298 +£0.019 2.302 4+ 0.0189

1.22 0.0588 £ 0.0004 1.19 £ 0.03 2.70 £ 0.03

2.7 0.068 £ 0.001 1.63 £0.08 3.88 £ 0.08
3.8 0.027 £ 0.001 1.64 £0.1 5.14 £ 0.1
D 0.007 £ 0.001 1.64 £0.14 6.5£0.12

Todas estas consideraciones nos llevan a concluir que, para cualquier valor de H, la
funcién de escala 7; decae exponencialmente en los limites uL'” — +o0. Esto indica
que, en el limite termodindmico, n; es cero para o # o., independientemente del valor
de H. En cambio, para ¢ = 0., n; diverge en H = H. y es cero para cualquier otro
valor del campo. Este cuadro de comportamiento de n; es también aplicable a ns.

Sin embargo, el estudio detallado de los escalados bidimensionales correspondientes

[Ec. (5.37)] es facil demostrar que

ho(uL?)

(Lo (L") = 22

(5.143)
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ans.(H;o,L) y n3_(H;o, L) similares al presentado para n;(H; o, L) son demasiado
laboriosos. Hay dos razones fundamentales por las que tal estudio es complicado, la
primera de ellas es que no tenemos un método de clasificacién de las avalanchas 3D-
spanning exacto y, la segunda es que semejante analisis requeriria una gran estadistica.

En cualquier caso, teniendo en cuenta que (H ), es el primer momento de la distribucién

H

. es su desviacién estandar, podemos hacer una hipdtesis sobre

marginal n,/N, y o
el comportamiento en el limite termodinamico de n3_ y ns. a partir de los resultados
presentados en la seccién anterior. Como hemos visto, las avalanchas 3D-spanning
criticas sélo existen para o = o, y, a este desorden, ocurren sélo si H = H,.. Se puede
prever pues que el comportamiento de ns.(H; o, L) en el limite termodindmico sea
cualitativamente similar al de n;(H; o, L), descrito en el parrafo anterior. Con respecto
a la densidad de avalanchas 3D-spanning subcriticas, el comportamiento debe ser el
siguiente: Para o > 0., debe ser n3_(H;o) = 0 para cualquier valor de H porque
no existen avalanchas de este tipo para estos desérdenes. En cambio, para ¢ < o,
ns_(H;o, L) debe tener un comportamiento tipo & que se extienda a lo largo de la
linea (H)s; (o), campo al que sucede con probabilidad 1 la avalancha 3D-spanning

subcritica. Resumiendo, en el limite termodindmico, la densidad mn3_ se comporta

Ccomo:

ns_(H;o) = N3_(0)0(H — (H)3_(0)), (5.144)

donde el prefactor N3_ (o) es necesario para que se cumpla la relacién entre n3y N3
[Cuadro 4.2]. El comportamiento (5.144) es vélido para cualquier valor de o porque,
para ¢ > 0., N3_ = 0 y se obtiene trivialmente n3_ = 0. Otra prueba de consistencia
de la Ec. (5.144) es el hecho de que, introduciendo este comportamiento para ns_ (H; o)
en la definicién de (H)3_ [Ec. (4.42)], se obtiene la identidad (H);— = (H);_. Por otro
lado, se obtiene o (o) = 0 al introducir la Ec. (5.144) en (4.43).

5.10. Determinacion directa de las dimensiones frac-

tales

5.10.1. Consideraciones generales sobre fractales

El término fractal fue propuesto por Mandelbrot [235] para designar a un tipo
de objetos geométricos que el propio Mandelbrot definié como un conjunto de pun-

tos que se caracterizan por una dimension de Hausdorff estrictamente mayor que su
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dimensién topolégica!'®. Posteriormente, se ha argumentado que esta definicién no es
completa [242], sino que es mejor definir estos objetos geométricos por aquellas carac-
teristicas que presentan habitualmente. Segin Falconer [242], éstas se pueden resumir

béasicamente en los cuatro puntos siguientes:
= Los fractales tienen una estructura no trivial a cualquier escala.

= Son demasiado complicados geométricamente para describirlos, tanto local como

globalmente, utilizando los conceptos de geometria tradicional.

= Es habitual que presenten ciertas caracteristicas autosemejantes que pueden ser

tanto geométricas como estadisticas.

= Habitualmente, la dimensidn fractal de estos objetos es mayor que la dimen-
sion topologica. Existen varias definiciones para la dimensién fractal. El procedi-
miento mas comun es identificar dicha dimensién con la dimensién de Hausforff
[238,242]. Otra posibilidad [236], consiste en definir la dimensién fractal a par-
tir del autovalor mas alto de una determinada matriz que caracteriza al fractal
(matriz de transferencia). Sin embargo, desde un punto de vista practico, exis-
ten otros métodos para obtener una determinada dimensién que caracteriza a
los fractales. De entre estos métodos, posiblemente el que goza de mayor popu-
laridad es el método de recuento por cajas'® [238,242]. La idea central de este
método es idear un proceso de medida a una cierta escala 9, que ignora las irregu-
laridades de tamano menor y estudiar cémo varia dicha medida cuando ¢ tiende
a cero. De hecho, esta es una idea similar al concepto de medida de Hausdorff.
Otros métodos comunes para medir la dimensién fractal son el método de la caja
deslizante [244] y el método de la caja de arena'® [244,245]. En particular, se ha
utilizado el método de la caja de arena para obtener la dimension fractal de las

avalanchas spanning. Los detalles de este método se dan mas adelante.

Desde un punto de vista puramente matematico, un objeto fractal se supone que se
comporta como tal a todas las escalas. Sin embargo, en la naturaleza no existen tales
objetos sino que siempre existen unos limites de aplicabilidad que vienen dados por

las escalas involucradas, de tal manera que los fractales “naturales” son [243] objetos

13La definicién precisa de dimensién de Hausdorff y de dimensién topoldgica se encuentra, por

ejemplo, en las Refs. [238,241-243]
14 Box-counting method en inglés
15En inglés, el método de la caja deslizante se denomina gliding-box method y el método de la caja

de arena como sandbox method.
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que se comportan de forma autosemejante en un intervalo de longitudes [0, £imaz]
finito'®. En particular, en los modelos reticulares como el que nos ocupa, una cota
inferior trivial para f,,;, es el parametro de red a. Por otro lado, es conocido que
algunos sistemas en los que tienen lugar transiciones continuas , son estadisticamente
autosemejantes 17 [236,250,251] a escalas menores que la longitud de correlacién &. En
estos problemas /,,,, = &. Es importante remarcar que la autosemejanza en sistemas
fisicos tiene lugar tinicamente desde un punto de vista estadistico, es decir, los fractales

que se encuentran son tipicamente fractales aleatorios.

En el problema que nos ocupa, asumiremos que las avalanchas tienen un compor-
tamiento fractal estdndar en el limite termodinamico. De acuerdo con esta hipotesis,
la masa media (nimero medio de espines) perteneciente a un cierto tipo de avalancha

a dentro de una region cibica cualquiera de tamano lineal ¢ viene dada por:
M, (l;0) = M} (o), (5.145)

para a < ¢ < lpaq(0), donde, como veremos a continuacion, €p,q,(0) = £. El prefac-
tor M} (o) esta relacionado con la lacunaridad'® [235,244] de cada uno de los tipos
de avalanchas. En general, la lacunaridad es un concepto complicado de definir. Sin
embargo, en el caso que nos ocupa, una forma sencilla de entender el significado de
M (o) es imaginar que las avalanchas de tipo « ocurren sobre una estructura fractal
(aleatoria en general) de dimensién d,, pero de tal forma que sélo ocupan una fracciéon
M de dicho fractal (en principio, M depende de la cantidad o de desorden presente
en el sistema). Segiin esta interpretacion, el prefactor M (o) se puede definir como la
probabilidad!? de que un nodo perteneciente a la estructura fractal de dimensién d,
esté ocupado por avalanchas de tipo a.. A partir de esta definicion, es facil ver que la
lacunaridad de las avalanchas es mayor cuanto menor es M(o). Esta interpretacion
recuerda, en cierto modo, al modelo de percolaciéon fractal aleatoria propuesto por
Mandelbrot [235,238,242].

6En la Ref. 246 se presenta una revisién de los intervalos [€in, fmaz] correspondientes a nume-
rosos experimentos. Segin estos autores, este intervalo no acostumbra a exceder las 2 décadas en
los experimentos. En base a esto, cuestionan el cardcter fractal de la naturaleza [247], cosa que ha
suscitado una discusién importante posteriormente [248, 249].

17Un objeto autosemejante estadisticamente se define [238] como un objeto para el que sus mag-
nitudes estadisticas asociadas son invariantes bajo cambios de escala. En general, un objeto de este
tipo no tiene porqué ser atosemejante desde un punto de vista geométrico.

18La lacunaridad estd relacionada con el tamafo de los agujeros de los fractales.
19Se cumple 0 < M*(o) < 1.
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Comportamiento de /,,,, en el 3D-GRFIM

En la seccion § 5.6 se argumenté que, para o < o., las avalanchas 3D-spanning
subcriticas ocupan una fraccién finita del sistema (proporcional a |u|%) que es res-
ponsable de la discontinuidad en la magnetizacion. Asi pues, este tipo de avalanchas
son homogéneas para estos valores de o y su masa media contenida dentro de una

region ctibica de tamano ¢ es
Ms_ (£;0) ~ |u|?=¢3. (5.146)

Esta relacion es de esperar que sea vélida para escalas de longitud ¢ > £,,,.(0) ya
que, por definicién de £,,4.(0), el comportamiento es fractal (no homogéneo) para
escalas menores. Al aumentar ¢, se produce un cambio de comportamiento geométrico
desde una estructura fractal (¢ < £,,4,(0)) a una estructura homogénea (£ > €,,4,(0)).
Deducimos asi que, para £ = €,,,,(0), la masa dada por la Ec. (5.146) es igual a la
dada por (5.145):

lulfs=03 (o) ~ M; (0)%= (). (5.147)

max max

Esta ecuacién permite encontrar el valor de /,,,, para el que se produce el cambio de
comportamiento geométrico. Por un lado, la ecuacién se satisface independientemente
de 0 si by = 0 0 e = 00 que corresponden al caso en que la avalancha 3D-
spanning es homogénea a todas las escalas o es fractal a todas las escalas (mayores

que a), respectivamente. En cambio, si 4, es finito, la Ec. (5.147) se satisface si
lrnaz(0) ~ |u]™", (5.148)

donde se ha utilizado la relacién de hiperescala (5.91). La conclusién a la que nos
permite llegar la relacion (5.148) es que £,,,, depende de o como la longitud de corre-
lacién £ y, por tanto, igual que en otros modelos (percolacién, por ejemplo), €y ~ &
en el modelo que nos ocupa. El caso en que ¢,,,, = oc para cualquier valor de o < o,
corresponderia a una transiciéon espinodal [§ 1.3.1] a lo largo de la linea (H)3_ (o). En
tal situacion, las avalanchas 3D-spanning que se producen a H = (H); (o) serfan
fractales a todas las escalas. En cambio, el caso en que se cumple la Ec. (5.148) es-
taria asociado a una transicién de primer orden comun (¢ finita) a lo largo de la linea
(H)3_(0). Los resultados que se presentan mas adelante en esta misma seccién revelan

que se produce una transicién de primer orden comun.
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5.10.2. Tamano finito

En todos los razonamientos y definiciones hechos en referencia a las propiedades
fractales hasta este punto no se ha hecho mencién alguna al tamano finito inherente a
las simulaciones. Sin ir mas lejos, debido al tamano finito, la longitud de correlacién
es siempre & < L, con lo cual s6lo en el limite termodinamico es posible observar
una divergencia real de £. Como consecuencia, el tamarno finito dificulta, por ejemplo,
decidir si se produce una transicién espinodal a lo largo de la linea (H)3_ o, en cambio,
se produce una transicién de primer orden comun.

El tamano finito se debe tener en cuenta en la masa M, y, para ello, serd necesario
proponer una ley de escala de tamafo finito que sea consistente con el comportamiento
fractal (5.145) en el limite termodindmico y, ademads, para las avalanchas 3D-spanning
subcriticas también debe ser consistente con el comportamiento homogéneo (5.146) si
¢ es finita. Al hacer una transformacién del GR de pardmetro b, la masa M, (¢; o, L)

transforma como?°:

M, ((b); o(b), L(b)) = b % M,(¢;0,L). (5.149)

A partir de esta ley de transformacién y de la transformacién de L [Ec. (5.4)], se puede

formar el siguiente invariante entre M, y L:
I[M,, L] = M,L . (5.150)
Por otro lado, el tamano lineal ¢ transforma como una longitud:
0(b) = b~ '¢. (5.151)

Uniendo esta ley de transformacién con la correspondiente a L [Ec. (5.4)], se puede

definir el invariante

Tl0, L] = (/L. (5.152)

Por tltimo, el invariante Z[M,, L] s6lo puede depender de dos invariantes formados
entre las variables £, o y L. En particular, escogeremos Z[(, L] = ¢/L y T[u, L] = uL'/".

Asi pues, la hipdtesis de escala para M, (¢; 0, L) a la que llegamos es:
My (t;0,L) = L% M, (uL'" ¢/L); €< L, (5.153)

donde la condicién £ < L indica que el escalado sélo es vélido en la zona critica,

es decir, sélo cuando & es suficientemente grande (siendo como maximo del orden de

200, no es mas que un nimero medio de espines de tal forma que, al aplicar el GR, transforma

como el tamafio de las avalanchas s [Ec. (5.5)].
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L, légicamente). La hipdtesis (5.153) permite escalar los datos correspondientes a las
masas M, y, de esta forma, obtener las dimensiones fractales d,,.
El comportamiento de la funcion de escala M, se puede predecir en dos casos

limite. Por un lado, M, se debe comportar como:

. 0\ %

My (uL'”, 0/L) = M (uL"") <Z> : (5.154)
en el limite (/L <« &/L < 1 para recuperar la expresién (5.145) a partir de la hipdtesis
de escala (5.153). Por otro lado, si € es finita, el comportamiento de M;_ debe ser tal
que:

Ms_(uL'* /L) ~ (jul L")~ (¢/L)® (5.155)

en el limite (/L > £/L para recuperar el comportamiento (5.146) a partir de (5.153)

3

utilizando la relacién de hiperescala (5.91).

5.10.3. Resultados numéricos

Tal y como se ha adelantado al inicio de esta seccion, hemos utilizado el método de
la caja de arena [244,245]. Este método permite hacer una caracterizacién estadistica
de la distribucion espacial de la masa de las avalanchas. Consiste en considerar regiones
cibicas (cajas) de lado ¢ (con tamanos que van desde 1 x 1 x 1,3 x 3 X 3,5 x5 x 5,
... hasta (L—1) x (L—1) x (L —1)) centradas cerca del espin que ha dado lugar a la
avalancha. Para cada avalancha de un determinado tipo, se mide la masa en funcion de
¢. Seguidamente, promediando la masa asociada a todas las avalanchas del mismo tipo
(que ocurren en un semiciclo) y sobre muchas realizaciones de desorden, se obtiene
la masa media M, (¢; 0, L) como funcién de ¢ para diferentes valores de o y L. En su
formulacion general, el método de la caja de arena supone que se utilizan diferentes
centros dentro del fractal cuya dimension fractal se pretende determinar (avalanchas
en nuestro caso). En nuestro caso se ha comprobado que no es necesario hacer esto
para cada avalancha porque promediamos a muchas avalanchas y, de alguna forma,
esto es estadisticamente equivalente a centrar una caja en distintos lugares de una
misma avalancha.

Tanto la masa media correspondiente a las avalanchas 3D-spanning criticas como la
correspondiente a las avalanchas 3D-spanning subcriticas se han obtenido clasificando
las avalanchas 3D-spanning con el método interseccién porque la masa media de las
avalanchas no depende del nimero de avalanchas por ciclo. Ademds, se supone que la

dimension fractal es una cualidad intrinseca de cada avalancha, de forma que el hecho
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Figura 5.24: (a) Escalados correspon-

dientes a la masa media de las avalan-

chas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas 10° " (a)
para 0 = o.. Los escalados correspon- 10" :
dientes a M; y M, se han desplazado -
2 y 4 décadas hacia arriba para ma- b.b 10'1§-
yor claridad. (b) Escalado de M3 tam- i\_% 10° :
bién para ¢ = o.. El comportamien- E r
to asint6tico para valores pequefios de " 10° .—
¢/L se ha indicado en todos los casos SF
con lineas continuas. Las pendientes de 110005r:
tales lineas son comprobaciones auto- E
consistentes del comportamiento pro- - 10'€
p}1esto sobre las funciones de escalado b“o r
M, [Ec. (5.154)]. La linea discontinua <&
en (b) corresponde al comportamiento \/«l\ 104;’
asintético de Mgc que se compara con el _c? "
de Ms_. Los tamanos utilizados en es- 1 10°F
tos escalados van desde L = 24 hasta

L = 180, tal y como indica la leyenda
situada en (b).

de no utilizar en la estadistica las avalanchas no clasificadas por el método no tiene

un efecto notable sobre las masas M;. y M;_.

Analisis para 0 = o,

La Fig. 5.24 muestra la masa media escalada para todos los tipos de avalanchas
spanning obtenida a partir de simulaciones hechas a ¢ = o.. Cada escalado se ha
obtenido individualmente utilizando la dimension fractal como unico parametro libre.
Los mejores escalados tienen lugar con dy = 2.78 £ 0.05 para las avalanchas 1D-,
2D- y 3D-spanning criticas y d3- = 2.98 4+ 0.02 para las avalanchas 3D-spanning
subcriticas. Ambos valores estdn en total acuerdo con los resultados obtenidos de
forma independiente en la seccion § 5.5. A parte de esto, la pendiente de cada escalado
en el limite ¢ < L (extremo izquierdo de los escalados) coincide con la dimensién
fractal utilizada para obtener los escalados. Por tanto, el comportamiento (5.154) se
ve confirmado. Los prefactores son M (o.) = 0.95 £+ 0.07, M;(o.) = 0.93 £+ 0.07,
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Figura 5.25: Escalados

—_ i S 1 correspondientes a
— 12} el 3 (¢/L)3Ms_(uL'/¥ 0/ L
S i u=-1318 4 MZM: (6/L)7" Ma—(uL ", £/L)
.= N i 1 para uLY = —3.73,-7.41
- /o f 1
~ > ¥ 1 v —13.18 en escalas log-log.
o™ & ]
z 1 9/ /3 f\uLm:-&?B' La linea punteada indica la
= />/ ¥ }&’b 1 pendiente d3- — 3 = 0.02
—1 e 1 para comparar con el com-
O?/\ : BMD/'/Q fo ] g rt -mf rdrl nl d .
3 [ e 1 portamiento del escalado para
= [ el K.\M ¢ L=32 © L=48] valores pequeiios de £/L. Las
~ o8+ T » L=60 » L=80] 1 . ,
. e T ineas continuas son guias
0.01 0.1 1 visuales. No se ha utilizado

//L ningtn parametro libre.

M;.(o.) = 0.90 £ 0.07 y M3 (o.) = 0.65+ 0.07. El bajo valor del prefactor M; (o)
en comparaciéon con el resto, nos muestra que, en relativo, los “agujeros que dejan” las
avalanchas 3D-spanning son grandes. Como consecuencia, el espacio local que llenan

estas avalanchas no es tanto como se podria esperar a priori a juzgar por la proximidad
de df a 3.

Analisis para o < o,

Para estudiar el comportamiento de M;_ en la regién con o < 0., es conveniente
multiplicar la funcién de escala Ms_ por el factor (¢/L)? para distinguir mejor un
posible comportamiento homogéneo del comportamiento fractal. De las ecuaciones

(5.154) y (5.155), deducimos que este producto se deberia comportar como

<

7 (5.156)

(1) M (L) (£
3

~ (|U|L1/V)ﬁ3— >

Sl Nl
Sl e

de tal forma que, para un valor dado de uL'/” < 0, la funcién (¢/L) 3M;_ deberia
tender a un valor constante para valores grandes de ¢/L si la longitud de correlacién
es finita. La Fig. 5.25 muestra los escalados de (¢/L)~3M;_ para tres cortes de la
superficie de escalado en uL'/¥ = —3.73, —7.41 y —13.18. Estos valores tan negativos
de uL'" aseguran que los resultados son independientes del método utilizado para
clasificar las avalanchas 3D-spanning. Por otro lado, debido a que el tamano maximo
utilizado en los escalados es L = 80, solo se obtienen las funciones de escala para

¢/L > 1/80. A pesar de esta limitacién, los resultados indican claramente que (i)
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para valores pequenos de ¢/L, el comportamiento es tipo ley de potencias con un
exponente cercano a d3 —3 ~ 0.02 (indicado con la linea punteada) y (ii) para valores
grandes de (/L, la funcién (¢/L)"Ms_ tiende a un valor constante (mds notable
cuanto mds negativo es uL'/"). De este comportamiento se concluye que ¢/L < 1
para o < o, y, ademds, /L decrece cuando uL'/? se hace més negativo. A parte, la
tendencia a un valor constante para valores de ¢/ suficientemente grandes, confirma
el caracter compacto de las avalanchas 3D-spanning subcriticas que se habia deducido

en la seccion § 5.6 con procedimientos indirectos.

5.11. Discusion

5.11.1. Exponentes criticos y exponentes efectivos

Los exponentes criticos obtenidos a partir de nuestras simulaciones numéricas se
resumen en el cuadro 5.7. Es interesante remarcar que estos exponentes son inde-
pendientes de o, H y L en una region grande en torno a o, y H.. Ademas, dichos
exponentes son iguales tanto para o > 0. como para o < o.. Los exponentes criticos
son, por definicién, independientes de los parametros fisicos involucrados en el proble-
ma [§ 2.2.5]. Sin embargo, existen trabajos de otros autores relacionados con el GRFIM
con dindmica metaestable atérmica-adiabatica [198,222] en que se han obtenido ex-
ponentes criticos que muestran una dependencia clara con los parametros fisicos, a
pesar de que en estos trabajos se presentan simulaciones correspondientes a sistemas
muy grandes. Nos referiremos a los exponentes que dependen de los parametros del
problema como exponentes efectivos. Principalmente, existen dos razones por las que
en estos trabajos se obtienen exponentes efectivos. La primera de ellas es que algu-
nas de las contribuciones que se han identificado en las secciones anteriores de esta
tesis (avalanchas 3D-spanning subcriticas y no spanning no criticas), que claramente
reducen los efectos de tamano finito, no se tienen en cuenta en los trabajos previos.
Para ver cual es el efecto de no tener en cuenta estas contribuciones, supongamos una

funcién F (o, L) compuesta de dos contribuciones que escalan de forma diferente:
F(o,L) = L°F,(uL'") 4+ LY Fy(uL'"). (5.157)

Si forzamos un escalado con una tnica contribucién que escale con un exponente
efectivo a.y como

F(o,L) ~ L% F,;(ul'") (5.158)

3
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el exponente a.; viene dado por:

LV dn E,;(uL'/?)
. Ll/u L) = — u ef
aes (ul™, L) v d(uLl”)
Lo [aF, (ul'") + #Fé(ulﬂ/”) + bFy (uL'") + #Fb’(ulﬂ/”)
+ = = .
LoPF, (uL'/) + Fy(uL'/?)
(5.159)
Para llegar a esta expresion, se ha utilizado la identidad
dn(L%s F,p(uLl" LYY dIn F,p(uLM”

aep(ulM” L) = n b)) v n Fep(ul ) (5.160)

dlnL v d(uL/v)

que se obtiene a partir de (5.158) y, en esta expresion, se ha sustituido la derivada
parcial d1In(L%f E,;)/d1n L por la derivada dln F/d1In L que se obtiene a partir de
la expresién de escala correcta (5.157). En general, el exponente efectivo depende de
uL'" y de L. Sin embargo, en el caso particular en que u = 0, aes depende solamente?!

de L: . .
aL“"’Fa(O) + bF,(0)

LeVF,(0) + F4(0)

A partir de esta expresién para a.r(0, L) vemos que, en el limite termodindmico, a.y

aef(07 L)=

(5.161)

puede tener dos valores dependiendo de la diferencia entre los exponentes a y b:
" qg=asia>b
" a. =bsia<b.

En definitiva, en el limite termodinamico, el exponente efectivo que se obtiene al
no tener en cuenta dos posibles contribuciones que escalan diferente toma el valor del
exponente critico mayor de entre los dos involucrados en la hipétesis de escala correcta:
im0 ey = max{a, b}.

La segunda de las razones por la que se encuentran exponentes efectivos en los
trabajos previos es que, en varios de los escalados que se presentan, no se tienen en
cuenta los efectos de tamano finito. En esta misma seccién analizaremos con mas detalle
el efecto de no tener en cuenta L en el caso particular de la distribucion integrada de
tamanos.

A pesar de que los métodos utilizados para obtener los exponentes obtenidos en el

presente trabajo y los obtenidos en las Refs. [198,222] son distintos, tal y como muestra

21Las derivadas de las funciones de escala involucradas no presentan ninguna divergencia para

ningiin valor de «L'/” ya que las funciones de escala son analiticas.
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Cuadro 5.7: Resumen de los valores de los exponentes obtenidos en las secciones anteriores.
También se resumen, por comparacién, los valores obtenidos en las Refs. [198,222]. En los
casos en que la definicién de los exponentes en [198, 222] no coincide exactamente con la
definicién dada en la presente tesis, se han indicado los nombres correspondientes entre

paréntesis.

Exponente Este trabajo Refs. [198,222]

v 1.240.1 1.414+0.17
0 0.10 + 0.02 0.15 +0.15
O 2.02 + 0.04
dy 2784+ 0.05 298+ 0.43 (= 1/ov)
ds_ 2.98 + 0.02
Tose 1.65 4 0.02
B. 0.15 + 0.08
Bs_ 0.024 +0.012  0.035+0.032 (= 3)
1/ 1.540.1 1.3+0.4 (= 86/v)

el cuadro 5.7, la comparacién de los resultados es altamente satisfactoria. Analicemos

los exponentes uno por uno:c

1. Aunque el valor de v obtenido en nuestro trabajo no coincide, dentro de las
barras de error, con el presentado en [198,222], ya se ha argumentado en secciones
previas que la dependencia concreta de la variable u con ¢ que se considere para
llevar a cabo los escalados puede introducir ciertas desviaciones al valor de v. De
hecho, utilizando u; = (0 — 0.) /0. obtenemos v = 1.14 y, en cambio, utilizando
ug [Ec. (5.22)] obtenemos v = 1.4 que si coincide con el valor presentado en
[198,222]. Esto es normal ya que en las Refs. [198,222] se utiliza la variable de

escala us.

2. Con respecto al exponente 6, nuestro resultado esta de acuerdo con el de las
Refs.?? [198,222], si bien, la gran barra de error de § en estos trabajos no per-
mitié decidir si realmente @ era cero o no. Discernir entre las dos opciones tiene
implicaciones fisicas importantes, ya que, si # # 0, existen infinitas avalanchas
spanning en el punto critico en el limite termodindmico. Nuestros resultados,

muestran con mayor claridad que, efectivamente, existen infinitas avalanchas

22(Queremos hacer notar que, en la Ref. 222, los autores también presentan un valor § = 0.0154+0.015

que suponemos es debido a un error tipografico.
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spanning en el punto critico. En las referencias [198,222] se obtiene 6 a partir

del escalado de Ni(o, L) segin la hipétesis de escala
N,(o, L) = L% N (uL'"). (5.162)

Respecto a esta hipétesis de escala es interesante remarcar tres puntos: (i) Los
autores incluyen el tamano finito del sistema. Presumiblemente, esto estd moti-
vado por el hecho de que las avalanchas spanning, por definicién, se extienden
una distancia L al menos en alguna de las direcciones y es natural pensar que las
magnitudes relacionadas con dichas avalanchas estan afectadas por el tamano
finito del sistema. Posiblemente por esta misma razon, también consideran el
tamano finito en la discontinuidad del parametro de orden. En cambio, no con-
sideran las correcciones de tamano finito en las magnitudes relacionadas con las
avalanchas no spanning. (ii) Tal y como se coment6 al final de la seccién § 4.4,
los autores miden el nimero de avalanchas spanning promediando 2 veces las
avalanchas 2D-spanning y promediando 3 veces las avalanchas 3D-spanning, con
lo que obtienen N, = (N; + 2N, +3N3)/3, en términos de los nimeros definidos
en nuestro trabajo. (iii) Como hemos visto en nuestro trabajo, N3 involucra dos
contribuciones: la asociada a las avalanchas 3D-spanning criticas escala con el
mismo valor de # que Ny y N, pero la asociada a las avalanchas 3D-spanning
subcriticas escala con 3 = 0. Teniendo todo esto en cuenta, y utilizando las
hipdtesis de escala para N;, Ny, N3. v N3_ propuestas en la seccién § 5.3, el
nimero N, = (N; + 2Ny + 3N3)/3 se comporta como:

L0 | Ny (uL?) + 2N (uL ") + 3N3e(uL ') | + 3Ny (uL'/?)
3

Nl(o,L) = :
(5.163)
Esta funcién es de la misma forma que (5.157) y, al intentar escalarla con la
hipétesis (5.162) se obtiene 6.y = max{0,0} = # para valores de L suficiente-
mente grandes, segin los argumentos presentados antes. Esto explica que, aun-
que en las Refs. [198,222] no se mida correctamente Ny y la hipdtesis de escala
(5.162) no sea estrictamente correcta, los autores obtengan un valor de # similar
al que se ha obtenido en el presente trabajo, si bien, con una barra de error

considerablemente mas grande.

3. Dentro de la literatura consultada, no se han encontrado analisis de tamano finito
del nimero de avalanchas no spanning previos al que se presenta en esta tesis.

Como consecuencia, no conocemos ninguna estimacién previa del exponente 6,
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con la que comparar. En cualquier caso, los resultados que se han obtenido

indican que hay infinitas avalanchas de este tipo en el punto critico.

En relacién a las dimensiones fractales d; (asociada a las avalanchas no span-
ning, 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas) y ds_, las estimaciones numéricas son
consistentes con el valor d et = 2.98 £ 0.43 obtenido previamente por otros
autores [198,222]. Este valor fue obtenido a partir del andlisis de las distribucio-
nes de tamanos asociadas a las avalanchas no spanning, con lo cual, la dimensién
fractal estimada en estos trabajos se corresponde con nuestra dy. Los autores de
estos trabajos previos utilizan una notaciéon para los exponentes mas similar a
la que se utiliza en percolacién, definiendo un exponente?® o que relaciona el
tamano S, de las avalanchas mas grandes (no spanning) con la longitud de
correlacién como S,,ap ~ 51/(””), de tal forma que la dimension fractal en su caso
viene dada por la combinacién [52,213,217,240] dfractar = 1/(0v). Los autores
estiman el exponente o escalando la distribucion integrada D sin tener en cuenta
los efectos de tamano finito y, ademas, utilizan la variable de escala uz. Estas
diferencias con respecto a los métodos utilizados en esta tesis pueden ser las cau-
santes de la diferencia entre la dimension d 40101 Obtenida previamente y el valor
de dy obtenido aqui. No obstante, los resultados coinciden, dentro de los errores
estadisticos. Por otro lado, en estos estudios previos no se distinguieron avalan-
chas con distinta dimensién fractal, cosa que tiene implicaciones, por ejemplo,
en el cumplimiento de la relacién de hiperescala [Ec. (5.91)], como veremos en la
seccién § 5.11.4. Con respecto a la medida directa de las dimensiones fractales tal
y como se presenta en la seccion § 5.10, no se ha encontrado un estudio similar

en la literatura consultada en relacion con este modelo.

De acuerdo con nuestra definicion, el exponente 7,,,. esta relacionado con el com-
portamiento de las distribuciones de las avalanchas no spanning criticas al aplicar
la transformacién del GR (ver Ec. (5.69) con a = nsc). En las medidas previas
de un exponente similar a este se han analizado las avalanchas no spanning pero
sin distinguir entre avalanchas no spanning criticas (nsc) y no criticas (ns0) vy,
a parte de esto, no se han considerado efectos de tamano finito. Veamos en pri-
mer lugar cual es la consecuencia de no tener en cuenta las dos contribuciones
a las avalanchas no spanning en sistemas grandes con o cercana a o.. Conside-

remos para ello la distribucién integrada D(s; o, L) de todas las avalanchas. De

2No confundir en este punto el exponente o definido en las referencias [52,57,198,213,217,222,

228,240, 252] con la notacién utilizada en esta tesis para la cantidad de desorden.
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las relaciones resumidas en el cuadro 4.2 entre las distribuciones asociadas a los

distintos tipos de avalanchas, vemos que es posible escribir D(s; o, L) como:

D(sio, L) = 2= Ni(jjéj(l(?:(; o L) (5.164)

donde a = ns0,nsc, 1,2, 3¢, 3—. Utilizando ahora las hipotesis de escala para
{D., o = ns0,nsc,1,2,3¢,3—} [§ 5.4] y para {N,, a = ns0,nsc,1,2,3c,3—}

(8 5.3], la suma del numerador del segundo miembro de la derecha de la Ec. (5.164)

se puede escribir como:

> " Na(0, L) Da(s;0, L) =L*Nyso(0) Dnso (5, 0)

+ [Onse—Tnsedy anc(uLl/”)f)nsc(sL_df, uLl/”)

- . 5.165
L7 N No(uL') Do (sL™% uL'/) ( )
a=1,2,3c
+ L% Ny_ (uLY)Dy_(sL™%  uL'/")
y el denominador:
> Naloy L) =L Nyso(0) + L7 Ny (L)
“ (5.166)

+1° Z Ny (uL") 4+ Ns_(uL").

a=1,2,3c

Las avalanchas ns0 se supone que son avalanchas de tamano pequeno y, aunque
son las que predominan en nimero (N, ~ L?) para L grande, hay que conside-
rar el resto de avalanchas que son importantes en tamano. A partir del cuadro 5.7
vemos que, de entre todos los términos (a parte del asociado a las avalanchas
ns0) que contribuyen a la suma (5.165), el dominante es el correspondiente a las
avalanchas no spanning criticas?®. Evidentemente, esto es asi siempre y cuando
Npse sea no nulo en las condiciones (valor de o y de L) que se estén consideran-
do. Como hemos visto en la secciéon § 5.3, en el limite termodindmico estricto,
N5 es no nulo Gnicamente para o = .. Sin embargo, en las simulaciones L es
siempre finito, de tal forma que suceden avalanchas no spanning criticas en un
cierto entorno de o, cuya longitud decrece con L. En realidad, el hecho de que
Npse(uL'") se pueda describir con un comportamiento gaussiano (ver Fig. 5.8)
implica que, para L finito, hay una probabilidad no nula de que suceda una

avalancha no spanning critica para cualquier valor de o (> 0, naturalmente).

205c—Tnse = —2.567,0—dy = —2.68 y —d3_ = —2.98, de manera que O5. — Tpse > 0—df > —ds_.
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Por otro lado, como ya se ha dicho, las avalanchas no spanning no criticas son las
maés importantes en nimero para L grande. En consecuencia, en la suma (5.166)

consideraremos sélo la contribucién de las avalanchas no spanning no criticas.

Es decir, para L grande, la distribuciéon D(s; o, L) se puede aproximar como:

anc(uLl/”)

D(S, ag, L) ~ Dns(](S; O') + Lansc—’fnscdf—ii 5
anO(O)

Dise(sL™% uL"). (5.167)
De hecho, esta expresion coincide con el comportamiento aproximado de D,
en el caso de sistemas grandes. Por tanto, para L grande, las tinicas avalanchas

importantes a nivel de distribucién de tamanos son las no spanning?®.

Teniendo en cuenta que 6,5, — Tpse = —2.567 < 0, de la Ec. (5.167) vemos
que la contribucién a D asociada a las avalanchas no spanning criticas seria
esencialmente nula para sistemas con L grande a menos que la funcién de escala

D, . se comporte como

3

Dnsc(SL_df,uLl/y) — (SL—df)(ansc—Tnscdf—g)/df Dnsc(sL_df_/ uLl/V) (5168)

para L grande, donde se supone que la mayor dependencia con s se encuentra
en el prefactor y la funcién de escala D,,,. presenta sélo una dependencia débil

con el invariante sL™%. Si éste es el comportamiento de D,., se obtiene

anc(uLl/”)

_Tnsc 37677.5(:
D(s;0,L) =~ Dys(s;0) + s +( af )
anO(O)

Dnsc(sL*df./ uLl/”),
(5.169)

que, independientemente del valor de L, incluye una contribucién no despreciable
asociada a las avalanchas no spanning criticas. Esta expresion indica que, salvo
la contribucion D, (s; o), la distribucién D(s; o, L) disminuye al aumentar s con
un exponente efectivo 7.5 = Tps. — (3 —Opnse)/ds. De las estimaciones [Cuadro 5.7]
para los distintos exponentes involucrados en esta expresion, se encuentra 7.5 =
2.00 £ 0.06. La Fig. 5.26 muestra la distribucién de avalanchas no spanning
correspondiente a un sistema con L = 48 y 0 = o.. Tal y como indica la linea
continua, la distribucion se caracteriza por un exponente compatible con —2,
que coincide con el exponente 7.y = Ty5c — (3 — Opse)/dp. Ademads, el buen ajuste

obtenido confirma que la dependencia con sL~% de la funcién de escala D, es

25Gin embargo, esto no implica que las avalanchas spanning no sean importantes en otros aspectos.

Por ejemplo, las avalanchas 3D-spanning subcriticas son importantes para la discontinuidad de la

magnetizacién en la zona de desérdenes menores que o..
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Figura 5.26: Distribucién de tamanos correspondiente a las avalanchas no spanning para
o = o0,y L = 48. La linea continua indica una ley de potencias con exponente 7,y = —2.
En el gréifico interno se muestra una ampliacién del grafico principal en la zona de tamanos

pequenos.

débil para u = 0, tal y como se habia supuesto. Si la distribucién D ~ D, se
ajusta tan bien a una ley de potencias, cuyo origen parece estar asociado a las
avalanchas no spanning criticas, jqué papel juega D, (s; 0.)7. En la ampliacién
de D, en la zona de avalanchas pequenas que se presenta en el grafico interno de
la Fig. 5.26 se observan desviaciones respecto a la ley de potencias (indicado con
una linea continua). Estas desviaciones son sistematicas (suceden para cualquier
L y o para las que existan avalanchas no spanning) y, probablemente, tienen su
origen en efectos geométricos relacionados con los animales de red?®. Debido a
estos efectos, la distribucién de tamanos de las avalanchas no spanning D,,; no se
puede expresar tinicamente como una ley de potencias (asociada a las avalanchas
no spanning criticas), sino que son necesarias correcciones a este comportamiento
(presumiblemente, éstas son correcciones asociadas a las avalanchas no spanning
no criticas). En la seccién § 5.11.6 se profundiza un poco mds en este punto,

comparandolo con el efecto andlogo que se observa en percolacion.

Para ver el efecto de despreciar el tamano finito en D(s; 0, L), escribamos la

26Traduccién de lattice animals, terminologfa utilizada en el campo de la percolacién [253,254]. Ver
la seccién § B.4 en el apéndice B
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hipétesis de escala concreta propuesta por los autores de la Ref. 228 (adaptada

a una notacién mds similar a la nuestra)?’:

D(s;0) = S_T'é(sl/”dfu3) (5.170)

3

donde se ha indicado explicitamente que los autores utilizan la variable de es-
cala uz definida en la Ec. (5.22). Los autores analizan la ley de escala (5.170)
unicamente para desérdenes suficientemente grandes como para que no ocurra
ninguna avalancha spanning. Evidentemente, el minimo desorden o,,;, a partir
del que no se observa ninguna avalancha spanning depende de L (de tal forma
que u(Gmin(L)) ~ L~7), pero los autores no tienen en cuenta esta dependencia.
El método con el que los autores comprueban la validez de la hipdtesis (5.170)
se presenta con detalle en la Ref. 198. Resumidamente, consiste en obtener los
exponentes 7'y 1/vdy para varios conjuntos de desérdenes (siempre o > o)
tales que los desérdenes dentro de un cierto conjunto difieren poco entre si (por
ejemplo, el escalado cuyo desorden medio es mas cercano a o. se hace con valo-
res de o comprendidos entre 2.26 y 2.36). Esta restriccién a desérdenes cercanos
entre si minimiza los efectos de tamano finito pero no los evita por completo.
Con este procedimiento, los autores obtienen una serie de exponentes 7'y 1/vd;
que representan en funcién de la variable de escala media w4, de cada uno de los
conjuntos de datos y, extrapolando a w4, = 0, obtienen los valores de los expo-
nentes criticos. Hay que remarcar que, utilizando la hipdtesis de escala (5.170),
es imposible obtener directamente los exponentes criticos para ¢ = o, ya que el
invariante s'/*% uy se anula en este caso y no es posible representar ST/D(S./ o)
en funcién de s'/"%fuz, como se hace habitualmente. Ademds, el hecho de no
tener en cuenta el tamano finito en la hipdtesis de escala (5.170) hace que los
exponentes dependan de los pardmetros del problema. Sin embargo, los autores
toman como valor de los exponentes criticos el correspondiente a u = 0 en cuyo
caso, se puede demostrar que 7' = 7.;. Para demostrar que esto es asi, igualamos

en primer lugar la expresion (5.169) a la (5.170), lo que nos permite expresar 7’

como: _— i
10g _ D(S _dfug) . ang(a'l)/y
7= 1yt Dneeel LY Mneelul ) (5.171)
log s

donde se ha tenido en cuenta que el efecto de D, no es importante para avalan-

chas de un tamano suficientemente grande. Ahora hay que tener en cuenta las

2TEl exponente 7' equivale al exponente T 4+ ¢/3J en la notacién utilizada en la Ref [228], donde 7
equivale a 7,5, — 1/ud; en nuestra notacién y 039 equivale a 1/ud;.
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cuatro observaciones siguientes: (i) los tamanos maximos tipicos s, en los que
se observa un escalado razonable (comportamiento tipo ley de potencias) depen-
den de la proximidad a o, como: s,z ~ "%, de tal manera que podemos supo-
ner que s ~ u % en la Ec. (5.171). (ii) El desorden minimo para el que no apa-
recen avalanchas spanning se comporta de tal manera que u(c,,, (L)) ~ L™,
con lo cual, restringiéndose a desérdenes cercanos a o, (L) para cada L, se
puede considerar que uL'/ se mantiene constante. (iii) Tal y como hemos visto,
cerca de o, la funcién de escala D, no presenta dependencias apreciables con
sL=4. (iv) De la definicién de u [Ec. (5.36)] y de uz [Ec. (5.22)], se deduce que
lim,_,,, uz/u = 1. Teniendo en cuenta todas estas observaciones en (5.171), es

posible expresar 7’ de forma aproximada como:

constante

=T — 2.172
f log (5.172)

para o cercana a o.. Vemos pues que, efectivamente, se obtiene:
lim 7' = Tef- (5.173)

o—0,

De hecho, los autores de las Refs. [198,222,228] obtienen 7/ = 2.03 + 0.03 de la
extrapolacién a ¢ = o, valor que estd en total acuerdo con 7.y = 2.00 £ 0.06

obtenido a partir de los exponentes definidos en nuestro trabajo.

En conclusion, el resultado importante de toda esta discusién es que el expo-
nente asociado a la distribucién de avalanchas no spanning es efectivo. En la
literatura existen innumerables casos [§ 1.4], tanto asociados a experimentos co-
mo a modelos, en los que se analizan magnitudes que se distribuyen siguiendo
una ley de potencias. La tendencia habitual es a obtener, de una forma u otra,
el exponente que caracteriza a dichas leyes de potencias y, tras comparar los
exponentes de distintos sistemas, decidir si tales sistemas pertenecen a la misma
clase de wuniversalidad (si los exponentes son iguales) o no (si los exponentes
son distintos). En base a nuestros resultados, en general, éste no seria un buen
procedimiento para determinar si dos sistemas pertenecen a la misma clase de
universalidad o no porque, habitualmente, los exponentes que se obtienen son
efectivos y solo tiene sentido hablar de universalidad en términos de verdaderos
exponentes criticos. Sin embargo, es preciso remarcar que esto no significa que
todos los estudios que se hayan hecho en torno a las clases de universalidad sean
incorrectos. Por ejemplo, si bien en el estudio de ciertos modelos se obtienen

exponentes de leyes de potencias que dependen de los parametros del modelo,
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siempre se define como exponente critico el valor que toma el exponente efectivo
en cuestion en el punto critico. Esto hace que, aunque el exponente obtenido
no es critico en el sentido estricto, si se puede expresar como combinacion de
exponentes criticos, como hemos visto. Por tanto, si dos modelos pertenecen a la
misma clase de universalidad, en el punto critico se caracterizaran por los mis-
mos exponentes efectivos en el limite termodindmico [70]. De cualquier manera,
experimentalmente es dificil obtener el valor de los exponentes efectivos en el
punto critico y, en este sentido, es dificil obtener exponentes faciles de comparar

entre si.

Con respecto a los valores de (. y #5_, es preciso notar que no se han identificado
las dos contribuciones a Amg en ningin trabajo previo. No es pues extrano
que se hayan publicado distintos valores en los pasados anos: 0.17 £ 0.07 [57],
0.0 £ 0.43 [217] y 0.035 £ 0.028 [222]. Cuanto mds grandes son los sistemas
simulados, mas pequeno el valor obtenido y, por tanto, mas cercano el valor a
0Bs_, en total acuerdo con los argumentos presentados en la seccién § 5.6. Estos

valores de /3 se obtienen intentando escalar Amy con la hipétesis de escala

Amy(o, L) = L " Am(uLl) (5.174)

3

sin tener en cuenta las contribuciones que escalan diferente. Se comprueba pues,
comparando (5.174) con (5.97) y utilizando la Ec. (5.161), que el valor de 3 es

menor cuanto mayor es L. Para L — oo se deberia obtener 5 = (5_.

La definicion del exponente p corresponde a la combinacién de exponentes v/ 39
en muchos de los trabajos previos. Los exponentes  y ¢ son, en cierto sentido,
secundarios y tienen, en nuestro caso, valores diferentes para los distintos tipos
de avalanchas. Sin embargo, tal y como refleja el cuadro 5.7, el valor de la com-
binacién (6/v publicado previamente [198,222] es consistente con 1/u, dentro
de los errores estadisticos. En estos trabajos previos se obtiene el exponente (30

a partir de escalados de los ciclos de histéresis, suponiendo la hipétesis de escala
N o — (1B (1,0
m(H; o) —m. = |ul"m(vu "), (5.175)

para la magnetizaciéon. De nuevo, los autores de estos trabajos no tienen en
cuenta el tamano finito del sistema porque se restringen a desérdenes o > o,
en que no obhservan avalanchas spanning y, segin sus argumentos, los efectos de

tamano finito estan ligados inicamente a las avalanchas spanning. Tal y como
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los mismos autores reconocen mas tarde [213], los escalados que se obtienen no
son muy buenos y esto se podria resolver anadiendo correcciones analiticas a la
hipétesis de escala (5.175). Es posible que, en definitiva, los autores se refieran
a las correcciones asociadas a las avalanchas no spanning no criticas que no se
tuvieron en cuenta previamente y siempre son importantes en numero, como
minimo. En estos trabajos previos también se estudia la derivada de m(H; o).
Estos escalados son de una calidad comparable a los de m(H; o) y los exponentes

que se extraen son similares.

5.11.2. Otros modelos y experimentos reales

Modelos

En el cuadro 5.8 se comparan los exponentes obtenidos en las secciones anterio-
res para el 3D-GRFIM con los correspondientes al RBIM [70], al SDIM [255] y al
RAIM [60] simulados con la dindmica metaestable atérmica-adiabética en d = 3. Es-
tos modelos presentan una transicion inducida por desorden similar a la que se observa
en el RFIM al variar 0. La variable que cuantifica el grado de desorden es diferente en
cada caso tal y como introdujimos en la seccién § 1.4.1. En esta seccion nos referiremos
a esta variable de control como W en general. En el RBIM, esta variable corresponde a
la desviacién estdndar de la distribucién de interacciones aleatorias {K;;}. E1 SDIM al
que nos referimos en el cuadro se propuso para simular el comportamiento de los ciclos
de histéresis de aleaciones de la familia Cuz_,AlMn, [58]. En este tipo de materiales
el desorden tiene principalmente dos origenes: la falta de estequiometria (z < 1)y
un ordenamiento configuracional incompleto?®. Con el fin de simular estas fuentes de
desorden, en el SDIM se introducen dos variables: x y p. La primera es la concentra-
ciéon de Mn (mayor ordenacién cuanto mayor es ) y la segunda es la probabilidad
de que los atomos de Mn se coloquen en la subred “incorrecta” (IV'). En el RAIM el
desorden es debido a la orientaciéon anisotrépica de los espines. Se han propuesto dos
distribuciones distintas (modelo A y modelo B) para el éngulo g7y que forman los
espines con el eje de aplicacién del campo magnético (el eje 2). En todos estos estudios,

el exponente 7.y se obtiene [257] ajustando una ley de potencias con una correccién

28Debido al tratamiento térmico realizado, estas aleaciones tienen una estructura bce metaestable
con ordenacién L2; (ver Fig. 1.13). En esta estructura, los &tomos de Cu se colocan principalmente en
las subredes I y I, los dtomos de Al se colocan en la subred IV y los dtomos de Mn en la subred III.
Sin embargo, por razones cinéticas, una fraccién p de los &tomos de Mn se sitian en la subred I'V. En
cambio, la probabilidad de que dichos dtomos se sitiien en las subredes I y I11 es muy pequefia [256].
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exponencial (D(s) ~ s~ exp(—As)). Para un tamano de sistema dado, 7.; decrece
con el desorden y parece presentar solamente una débil dependencia con L. En cambio,
el factor A de la correccién exponencial parece depender mds de L. El valor de 7.y que
se toma como exponente critico es aquel que se obtiene para el desorden critico?”. Tal
y como se desprende del razonamiento que ha permitido llegar a la expresion (5.169),
el método utilizado en estos trabajos es aceptable para obtener un exponente efectivo

que, para el desorden critico, se puede expresar en términos de exponentes criticos.

Cuadro 5.8: Comparacion de los exponentes asociados al RFIM (esta tesis) con los corres-
pondientes al RBIM [70], al SDIM [255] y al RAIM [60]. También se muestran los exponentes
obtenidos experimentalmente a partir de los ciclos de histéresis observados en bicapas de
Co/Co0 [258] y en aleaciones de Cu-Al-Mn [259].

Modelo/Experimento v I5; Tef 151
RFIM 1.2+0.1 0.0244+0.012 2.004+0.06 1.8+0.3
RBIM 1.06 £ 0.1 0.0+0.1 20+0.2

SDIM 1.94+0.2

RAIM (Modelo A) 1.04+0.1 0.1+0.1 2.06 +0.05

RAIM (Modelo B) 7 7 2.10 £0.05

Histéresis en Co/CoO 0.022 = 0.006 0.30 £0.03
Histéresis en Cu-Al-Mn 0.03 £ 0.01 0.4+0.1

El método utilizado en [70,255] para la obtencién de los exponentes [ y v en
el RBIM y el RAIM se basa en el estudio del cambio de magnetizacién asociado
a la avalancha de mayor tamano Amy,,,. Los autores asumen que esta magnitud se
comporta de forma similar a un pardmetro de orden. Igual que el RFIM, tanto el RBIM
como en el RAIM presentan una discontinuidad en el ciclo de histéresis para desérdenes
pequenos. Es de suponer pues que, aunque no se ha identificado hasta ahora, tanto en
el RBIM como el RAIM debe existir también una avalancha 3D-spanning (anéloga a la
avalancha 3D-spanning subcritica) responsable de la discontinuidad y cuyo cambio de
magnetizacion asociado se comporta como un parametro de orden. Como hemos visto
en relacion con el RFIM, esta avalancha es la mayor de todas las que tienen lugar en un

semiciclo de histéresis y parece légico pensar que esto también es asi en el RBIM y en el

29F] desorden critico se determina como aquel valor del desorden para el que la distribucién de
tamanos de avalanchas es mas préxima a una ley de potencias exacta. Es decir, el desorden para el

que la correccién exponencial es menos importante (A ~ 0).
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RAIM. Teniendo esto en cuenta, concluimos que, efectivamente, Am,,,, se comporta
como un parametro de orden en el limite termodindmico para los desérdenes en que
ocurre la discontinuidad. En la regién supercritica (desorden grande) es de esperar que
unicamente ocurran avalanchas no spanning no criticas y sélo estas pueden contribuir
a Am,,q... De este tipo de avalanchas existe una fraccion finita para cualquier desorden
distinto de cero, de tal forma que Am,,., # 0 en esta region. En este sentido, Am,,a.
no se comporta exactamente como un parametro de orden. Sin embargo, el hecho de
que Amy,e: = Ams_ en la region subcritica es suficiente para obtener el exponente
[Os_ asociado a Ams_ a partir de Am,,q,. En sistemas finitos, cerca del punto critico
ocurren avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas y, en algunas realizaciones de
desorden, éstas serdn las que contribuyan a Am,,., si no ocurre una avalancha 3D-
spanning subcritica. Esto hace que Am,,,, no coincida exactamente con Ams_ cerca
del punto critico para sistemas finitos. De todas formas, légicamente el efecto de las
avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas en Am,,., serd menor que en el cambio
de magnetizacién asociado a todas las avalanchas spanning (Amg). En consecuencia,
el hecho de no distinguir las distintas contribuciones a Am,,q, serd menos importante
que si no se tienen en cuenta al utilizar Am, como posible parametro de orden. En
este sentido, es mejor utilizar Am,,., que Am, para obtener el exponente F3_. Desde
un punto de vista cuantitativo, en las Refs. [70,255] se analiza Am,,, haciendo un
estudio con técnicas estandar de tamano finito, suponiendo la siguiente hipdtesis de
escala:

Aoy = LS (u(W, LYLYY), (5.176)

donde la variable de escala u(¥, L) se define como:

U — 0. (L)

b=y )

(5.177)

El desorden critico efectivo W.(L) se define, a partir de Am,,,,, como el desorden para

el que Amy,q, presenta un punto de inflexién. ¥.(L) depende de L como:
U (L) =W, +CL™", (5.178)

Haciendo un desarrollo para L grande, u(¥, L) se puede escribir de la siguiente forma:

u(W, L) = uy (V) — Ll/V\DQ (14 uy (9)] + O(L ). (5.179)

C

Asi pues, la variable de escala u (W, L) sélo se diferencia en unas correcciones de tamafo

finito de la aproximaciéon més sencilla u; (V) = (¥ — ¥,)/¥. a la variable de escala
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u. En estos trabajos no se contempld la posibilidad de afadir correcciones en u? a las
leyes de escala pero, como se ha demostrado en la seccién § 5.1, tal correccién no es

crucial si L es suficientemente grande y 1/v > 0.

La conclusion final es que, para sistemas suficientemente grandes, la ley de escala
(5.176) es basicamente equivalente a la correspondiente a Ams_ [= L~%c®;_(uL'/V)]
en la zona subcritica y, pese a que no se identifica exactamente la avalancha 3D-
spanning subcritica, los exponentes que se extraen utilizando (5.176) son comparables
a los que se obtendrian en los mismos modelos identificando los distintos tipos de

avalanchas.

Dentro de las referencias consultadas, no se ha encontrado un estudio extenso de
las magnitudes no integradas de los modelos que estamos comparando con el RFIM.
Por ello no es posible comparar el exponente 1/u (o 3§/v) obtenido para el RFIM con
el correspondientes a estos modelos. Por otro lado, en el caso del SDIM al que nos
referimos en el cuadro 5.8 solamente se ha estimado el exponente asociado a la distri-
bucién de tamanos de las avalanchas. Sin embargo, comparando los exponentes que se
conocen para cada uno de los modelos, se puede comprobar que, dentro de los errores
estadisticos, todos los modelos se caracterizan por el mismo conjunto de exponentes.
Se puede deducir a partir de esta coincidencia que todos los modelos pertenecen a
la misma clase de universalidad [70,257]. Esta comparacién podria no ser totalmente
concluyente, basicamente por dos motivos: (i) el conjunto de exponentes conocidos
para comparar es reducido®® y (ii) debido quizds a que las simulaciones hechas del
RBIM, el SDIM y el RAIM corresponden a sistemas con L = 40 como maximo, los
exponentes obtenidos tienen una barra de error considerable (sobre todo en el caso
del exponente (3.). Sin embargo, a parte de los resultados numéricos, existen argumen-
tos de simetria [213,217] segin los cuales cualquier modelo con enlaces aleatorios no
correlacionados y campos aleatorios debe pertenecer a la misma clase de universalidad
que el RFIM ya que no tiene ninguna simetria nueva en comparaciéon con el RFIM.
Por otro lado, a partir de calculos basados en el GR, en la Ref. 260 se demuestra
que un modelo vectorial de espines O(n) con campos aleatorios puede pertenecer a
la misma clase de universalidad que el RFIM, aunque los autores encuentran también
una nueva clase de universalidad en este modelo. Con respecto al RAIM, también se
han propuesto [213,217] argumentos de simetria segin los cuales pertenece a la misma

clase de universalidad que el RFIM, cosa que también se ha visto confirmada mas

30Eg preciso mencionar aquf que, a parte de los exponentes que se resumen en el cuadro 5.8, dentro

del error estadistico también coincide el exponente dindmico z para todos estos modelos.
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tarde [261] con un anélisis basado en el GR.

Experimentos

A diferencia del esfuerzo tedrico dedicado a entender las transiciones en los ciclos
de histéresis inducidas por desorden, sélo existen algunos trabajos experimentales de-
dicados al mismo fin. Obradé et al. [58] mostraron que, a temperaturas bajas (1" < 5
K), los ciclos de histéresis en la fase de vidrio de espin del Cu-Al-Mn3! cambian desde
una apariencia suave hasta una situacion en que presentan una discontinuidad al dis-
minuir el grado de desorden (relacionado con la composicién de la aleacién, como se
ha explicado mds arriba). Sin embargo, no se hizo ninguna estimacién en este trabajo
de los posibles exponentes criticos involucrados. Lo que si se hizo fue comparar los
resultados experimentales con los del SDIM. De esta comparacion se concluyd que la
fenomenologia observada en el Cu-Al-Mn podria estar ligada a una transicion induci-
da por desorden similar a la que se observa en los sistemas de espines con desorden
congelado cuando evolucionan con la dindmica metaestable atérmica-adiabética.

Posteriormente, Berger et al. [258,262, 263] presentan los resultados de analizar
el efecto del desorden magnético en bicapas de Co/CoO. Para temperaturas por de-
bajo de 291 K (temperatura de Néel del CoO) la capa de CoO presenta un orden
antiferromagnético mientras que la de Co es ferromagnética. En este caso, la capa
antiferromagnética de CoO permite variar el desorden magnético variando la tempe-
ratura. Para temperaturas mayores que una cierta temperatura 7, se observan ciclos
de histéresis discontinuos. En cambio, para temperaturas menores que 7., los ciclos de
histéresis son suaves. Los autores atribuyen este comportamiento a la existencia de un
punto critico en el diagrama de fase de no equilibrio de este sistema. Ademds, cerca
del punto critico, los autores escalan los ciclos de histéresis para distintos desérdenes

(sélo para temperaturas T < T.) utilizando la ley de escala siguiente:

m(H;T) = t°m (%) : (5.180)

donde t = (T, —T)/T y h=(H — H.)/H,. De este escalado, obtienen los exponentes
criticos # = 0.0224+0.006 y 6 = 0.30£+0.03. Como se puede apreciar en el cuadro 5.8,
el exponente ( obtenido es igual al del 3D-GRFIM mientras que el exponente 3d es
claramente menor que el asociado al 3D-GRFIM. Los autores atribuyen tal diferencia
al hecho de que el sistema Co/CoO se comporta como un sistema magnético bidimen-

sional. Con respecto a esta afirmacién, es preciso mencionar que, a pesar de que se

31Las aleaciones de Cu-Al-Mn utilizadas en este trabajo son policristalinas.
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han hecho simulaciones en el 2D-GRFIM con sistemas muy grandes (hasta 70002 espi-
nes) [198,228], no ha sido posible obtener una estimacién fiable del desorden o, para
el que sucede la transiciéon inducida por desorden. Tales simulaciones son consistentes
con o, = 0 o bien con un exponente v asociado a la longitud de correlacién muy grande
(v = 848), lo que dificultaria la localizacién de o.. En este tltimo caso seria o, ~ 0.54.
En la Ref. 70 también se presentan estimaciones de los exponentes asociados al RFIM
en d = 2, sin embargo, los tamanos de sistema utilizados son més pequenos que en los
estudios mencionados antes. La tendencia tipica en este tipo de analisis es a asumir
que existe una transicion inducida por desorden y, a partir de esta hipotesis, obtener
los exponentes [229,264,265]. El mismo tipo de problemas podrian existir en otros mo-
delos analizados en d = 2, como el RBIM [21,70], el modelo de Blume-Emery-Griffiths
con campos aleatorios [70], el RFIM con vacantes [59] o el RFIM con interacciones
dipolares [266,267]. En definitiva, el comportamiento a grandes escalas de los modelos
de espines con desorden en d = 2 es muy controvertido y parece ser que no existen
resultados definitivos. Posiblemente, esto es debido a que la dimension critica menor
podria ser d = 2, tal y como sucede en el RFIM en equilibrio [63], cosa que implicaria
la inexistencia de transicion inducida por desorden en sistemas bidimensionales. Es,
por tanto, dificil comparar los exponentes obtenidos experimentalmente en las bicapas
de Co/Co0O con los modelos. Por otro lado, Berger et al. dejan abierta la posibilidad
de que el sistema que ellos estudian esté dentro de la clase de universalidad del modelo
de Ising térmico en d = 2. Su sospecha se basa en el hecho de que sus experimentos
estan hechos a T" > 0 y, ademas, obtienen 6 = 13.6 + 5.6 mientras que § = 15 en el
2D-IM (ver por ejemplo la Ref. [148]). Sin embargo, esta posibilidad no parece muy
plausible dado que § = 1/8 = 0.125 en el 2D-IM y este valor es considerablemente

superior al encontrado por estos autores.

Mas recientemente, siguiendo la linea iniciada en la Ref. 58, Marcos et al. [259,268]
han obtenido la dependencia con la temperatura de los ciclos de histéresis en cuatro
aleaciones®® de Cu-Al-Mn con distintas concentraciones z de Mn. Tales ciclos son
continuos por encima de una cierta temperatura T.(z) (depende de la composicién)
y, en cambio, presentan una discontinuidad para temperaturas menores que T,(z).
Los autores hacen un andlisis de escalado de las curvas de magnetizacion para los
ciclos de histéresis correspondientes, para cada composicion, a temperaturas cercanas
a T,(x). Las curvas de magnetizacién dependen del campo H, la temperatura Ty el

momento magnético u(x) que depende de la composicién z. Teniendo en cuenta estas

32Tres de ellas son policristalinas y, la restante, es un monocristal.



5.11. Discusién 2067

dependencias, los autores proponen la hipétesis de escala

ma (T, u(z)) = )|t (W) (5.181)

para la magnetizacién, donde, en este caso, t = [T — T.(x)]/T.(x) es la variable de
escala asociada al desorden y h = [H — Hepe(x,T)]/Heoe(x, T). El resultado curio-
so de estos escalados es que se obtiene § = 0.03 +£ 0.01 y 50 = 0.4 + 0.1, valores
que coinciden con los obtenidos por Berger et al., dentro de los errores estadisticos.
Marcos et al. atribuyen tal coincidencia al hecho de que en las aleaciones Heusler no
estequiométricas [269,270] hay interacciones antiferromagnéticas que coexisten con las
ferromagnéticas. En este sentido, el antiferromagnetismo seria el elemento comtn entre
los experimentos de Berger et al. y los de Marcos et al. Por otro lado, a diferencia de
los resultados de Berger et al., las aleaciones de Cu-Al-Mn son un sistema claramente
tridimensional, lo que hace realmente sorprendente la coincidencia de exponentes. De
cualquier forma, comparando estos resultados con los modelos que predicen transicio-
nes inducidas por desorden, parece que estos tltimos no incluyen algin ingrediente
esencial que si poseen los sistemas experimentales, lo que provocaria que los modelos
no pertenezcan a la misma clase de universalidad que los experimentos llevados a cabo
hasta ahora. Una diferencia clara, y que ya ha sido notada con anterioridad [258,262],
es que los experimentos se hacen a temperatura finita y, en cambio, en los modelos
se asume que el efecto de las fluctuaciones térmicas es despreciable. En el RFIM en
equilibrio, la temperatura es irrelevante y, por tanto, se observan los exponentes aso-
ciados al punto critico en 0. a 7" = 0 si la temperatura es suficientemente baja. Sin
embargo, si las fluctuaciones térmicas son importantes en las temperaturas de trabajo,
los exponentes observados podrian provenir de un crossover entre los exponentes del
RFIM a T'= 0 y los del modelo de Ising térmico. En este sentido, seria interesante ha-
cer experimentos (con procedimientos similares a los que se muestran en el capitulo 7)
en los sistemas estudiados por Berger y Marcos para determinar si las fluctuaciones
térmicas juegan un papel importante en sus condiciones experimentales. A parte de
esto, en las hipdtesis de escala (5.180) y (5.181) se ha considerado que la variable de
escala es v = h y no se ha tenido en cuenta una correccién lineal (rotacién) con el
desorden (temperatura en estos experimentos). Esta correccién es necesaria para ob-
tener buenos escalados en los modelos y, como discutimos con mayor profundidad en
la seccion § 5.11.7, es una correccién necesaria en general siempre que no exista un
motivo de simetria por el que se anule. Concluimos pues que la forma en la que se
han analizado los datos experimentales puede inducir desviaciones importantes de los

exponentes.
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Figura 5.27: Diagrama de fases asociado al 3D-GRFIM exacto con dindmica metaestable
(a.1) y en equilibrio (a.2). También se muestra el diagrama de fases correspondiente a la
aproximacién de campo medio del 3D-GRFIM con dindmica metaestable (b.1) y en equi-
librio (b.2). La linea continua gruesa en (b.1) indica la transicién espinodal en la solucién
metaestable de campo medio y las lineas discontinuas en (a.1), (a.2) y (b.2) indican transi-
ciones de fase de primer orden comunes. Se han indicado las coordenadas del punto critico

(puntos grises) en todos los casos.

5.11.3. Dinamica metaestable y equilibrio

Los resultados presentados en este capitulo permiten proponer un esquema para el
diagrama de fases del 3D-GRFIM con dinamica metaestable atérmica-adiabatica en el
limite termodindmico.

En la seccién § 5.10 se ha demostrado numéricamente que la avalancha 3D-spanning
que ocurre a lo largo de la linea dada por la Ec. (5.135) es compacta y, por consiguiente,
es la responsable de la discontinuidad macroscépica de la magnetizacion observada para
o< o.

La Fig. 5.27(a.1) muestra el diagrama de fases obtenido. La linea discontinua re-

presenta la linea de transicién de primer orden dada por la Ec. (5.135). El punto gris
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indica el punto critico. Tal y como se remarcé en la secciéon § 5.8, la linea de transi-
cion es sélo aproximada ya que se ha deducido a partir de argumentos de escala cuya
validez se supone que esta restringida a las proximidades del punto critico. De todas
formas, es remarcable el hecho de que, para o = 0, se obtiene (H)3 (0) = —5.113 a
partir de (5.135). Este valor es cercano a H = —4 que corresponde al campo coerci-
tivo de los ciclos de histéresis del 3D-GRFIM con dindmica metaestable en el limite
o — 07. Un andlisis trivial para ¢ = 0 estrictamente, demuestra que todos los espines
giran en una avalancha 3D-spanning para H = (H)3_(0) = —6. En cambio, cuando
o — 07, tedricamente existen espines girados para cualquier H < oc. Supongamos un
caso extremo (y poco probable) en que a H > 6 hay un espin S; que tiene n_(S;) =6
vecinos proximos girados. Este espin gira a un campo H = 6 — h; que, en promedio es
H = 6. Al girar este espin a H = 6, es muy probable que ninguno de los vecinos de los
espines girados tenga 6 vecinos girados, de tal manera que, con toda probabilidad, la
avalancha no se propagara hasta llegar a ser 3D-spanning si se mantiene H = 6. Con

argumentos similares, es facil ver que es practicamente imposible que un espin que

tenga n_ = 5,4,3 o 2 vecinos préximos girados, genere una avalancha 3D-spanning a
campo H = (2n_ — 6) = 4,2,0 0o —2, respectivamente. En cambio, si un espin tiene
n_ = 1, éste girard en promedio a H = —4 y su giro hard que parte de sus vecinos

proximos no girados giren a este campo. De esta forma, la avalancha se va propagando
hasta ser 3D-spanning porque, la misma propagacién hace que haya espines que ten-
gan uno o mas vecinos préximos girados, los cuales pueden girar a este campo. Esto
demuestra que el campo promedio de giro de los espines es (H); = —4 en el limite
o— 0" .

En la Fig. 5.27(a.2) se muestra, por comparacion, el diagrama de fases del 3D-
GRFIM en equilibrio a T'= 0 (minima energfa) [65]. Ademds, en las Figs. 5.27(b.1) y
5.27(b.2), se muestran las soluciones de la aproximacién de campo medio para el caso
metaestable [57] y el de equilibrio [271,272].

En la aproximacién de campo medio, o, = 2+/2/7 [§ 4.1.2 y Cuadro 5.9] tanto en
equilibrio como con dindmica metaestable, donde z es el niimero de coordinacion. En
particular, o, = 4.7873 para el 3D-GRFIM en que z = 6. Aunque o, es igual en el caso
metaestable y en equilibrio, el caracter de la transicién para o < o es diferente en cada
caso: en equilibrio, tiene lugar una transiciéon de primer orden estandar mientras que,
en el caso metaestable, la linea donde sucede la discontinuidad es una linea espinodal
H,(0), dada por la Ec. (4.20). La linea continua en la Fig. 5.27(b.1) corresponde a

—H(0) para z = 6. Como ya se ha comentado anteriormente, la transicién espinodal
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Cuadro 5.9: Coordenadas del punto critico en el plano o—H y exponentes criticos del 3D-
GRFIM en equilibrio y con dindmica metaestable atérmica-adiabatica correspondientes a la

aproximacion de campo medio y a las soluciones exactas del modelo.

Magnitud 3D-GRFIM. Campo medio 3D-GRFIM
Equilibrio Metaestable Equilibrio Metaestable
(Refs. [271,272])  (Ref. [198]) (Ref. [65]) (Este trabajo)
o, 22/ z\/2/m | 2.270 £0.004 2.21 4 0.02
|H.| 0 0 0 1.425 + 0.010
v 1/2 1/2 1.37+0.09 1.24+0.1
/(= pBo/v) 3 3 1.498 +0.034 1.5+0.1
6] 1/2 1/2 0.017 £ 0.005 (3 = 0.024 £+ 0.012

se caracteriza por una divergencia de las fluctuaciones y de la longitud de correlacion
a lo largo de la linea —H(o) donde se produce la discontinuidad Am del pardmetro
de orden.

A diferencia de los resultados en las soluciones de campo medio, en las soluciones
exactas, el caracter de la linea de transicion en el equilibrio no es distinto al que
se observa con dindmica metaestable. En ambos casos tiene lugar una transicién de
primer orden estandar con discontinuidad en el pardmetro de orden y longitud de
correlacion finita. Este resultado estd de acuerdo con la prediccién [217] hecha a partir
de un desarrollo para d = 8 — € que afirma que la transicion tiene un caracter de primer
orden estandar para d < 8.

Tal y como se indica en la Fig. 5.27 y el cuadro 5.9, ¢4 = 2.27040.004 en equilibrio
y o™ = 221 4 0.02 en el caso metaestable. En relacion al valor del campo critico,
es |[H.| = 1.425 en el caso metaestable y cero en equilibrio. Vemos pues que, a dife-
rencia de las soluciones de campo medio, el punto critico metaestable no coincide con
el de equilibrio en las soluciones exactas. Sin embargo, los exponentes criticos, cuyos
valores se resumen en el cuadro 5.9, sf son iguales dentro de los errores estadisticos.
De hecho, en 1994, Maritan et al. [240] ya pusieron de manifiesto esta similitud entre

los exponentes criticos de los dos modelos, proponiendo entonces que ambos modelos

33Tanto en las soluciones de campo medio como en la de equilibrio exacta, se ha obtenido el
exponente p identificindolo con v/35. Ademds, para obtener 5J en el caso de equilibrio exacto, se
ha utilizado la relacién entre exponentes 5+ 35 = (d — 9~)u que es valida en equilibrio. El exponente
6 = 1.49 + 0.03 [65] estd asociado con la energia libre.
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podrian pertenecen a la misma clase de universalidad. Sus argumentos se basaban
en las mejores estimaciones de los exponentes criticos en equilibrio [62,273] que se
conocian en aquel momento y en la tnica estimacion numérica que se conocia de los
exponentes en el caso metaestable [57]. Sethna et al. [217,252] refutaron la propuesta
de Maritan et al. basandose en la naturaleza tan diferente de los modelos ya que, en
el equilibrio, el sistema se encuentra siempre en el estado de minima energia mientras
que, en el caso metaestable, el estado del sistema depende de la historia de variacion
del campo. Esto hace que el punto critico suceda a un campo critico nulo en equili-
brio y, en cambio, suceda a un campo critico distinto de cero en el caso metaestable.
Mas recientemente, se ha discutido la universalidad de los exponentes para distintas

distribuciones de desorden en campo medio [274] y en redes de Bethe [275].

Actualmente existen estimaciones numéricas de los exponentes criticos mas precisas
que en el momento en que Maritan et al. propusieran la similitud entre los conjuntos de
exponentes obtenidos en equilibrio y los obtenidos con dinamica metaestable. La com-
paracién actual de los exponentes en equilibrio y en el caso metaestable [Cuadro 5.9]
nos lleva a reafirmarnos en la idea inicial de Maritan et al., a pesar de la indiscutible
diferencia entre ambos modelos. A continuacién se propone un argumento basado en
la teoria del GR que sugiere que los puntos criticos en cada uno de los modelos (3D-
GRFIM en equilibrio y 3D-GRFIM con dindmica metaestable) corresponden al mismo
punto fijo en el espacio general de constantes de acoplamiento (espacio de pardmetros).
Tal y como se definié en el capitulo 2, dentro del marco de la teoria del GR, la superficie
critica se define como el conjunto de todos los puntos en el espacio de parametros que
fluyen hacia un cierto punto fijo critico al aplicar la transformacién del GR. Por otro
lado, la variacién de los pardmetros fisicos (0 y H en el RFIM) genera la superficie
fisica en el espacio de parametros. De acuerdo con estas definiciones, el punto critico
de un cierto modelo corresponde al punto en que la superficie fisica de dicho modelo
intersecta a la superficie critica. Los dos modelos que estamos discutiendo se pueden

considerar como casos particulares de un modelo mas general con el mismo Hamil-

toniano que el 3D-GRFIM y con la siguiente dindmica atérmica-adiabdtica: cuando
varia el campo H, giran conjuntos de n < n,,., espines vecinos si tal giro represen-
ta una disminucién de la energia. La dindmica metaestable [§ 4.1] utilizada en este
trabajo corresponde a np,,, = 1 (un espin gira si, con su giro, disminuye la energia).
Esta dindmica es la “minima” que se puede proponer (en el caso 7., = 0 no giraria
ningun espin y, por tanto, no habria transicién). En cambio, el modelo en equilibrio a

T = 0 (estado de minima energia exacto) corresponde a n,,,, = 00, es decir, gira aquel
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conjunto de espines (sea del tamano que sea) cuyo giro conlleva el méximo descenso en
la energia. El pardmetro n,,,, distingue los modelos desde un punto de vista dinamico
y hay que tenerlo en cuenta en las ecuaciones del GR. A partir del hecho de que se
encuentra un punto critico tanto para n,,,, = 1 como para n,,,,; = oc y ambos puntos
se caracterizan por el mismo conjunto de exponentes criticos, tiene sentido considerar
que la variable n,,,, es irrelevante [§ 2.2.3]. Con esto en mente, proponemos®* el es-

quema del flujo del GR que se presenta en la Fig. 5.28 en el espacio de parametros

—1
max?

fisicos (H,n o). Puesto que ny,q, es irrelevante, su variacién cambia la posicién del
punto critico pero no cambia los exponentes criticos que corresponden al mismo punto
fijo critico. Durante la realizacién de esta tesis, Vives et al. [276] han llevado a cabo
simulaciones numéricas con n,,.; = 2 y los resultados concuerdan con esta afirmacion.
Actualmente suponemos que el flujo del GR corresponde al que se indica esquemati-
camente con flechas en la Fig. 5.28. Tanto el punto critico de equilibrio (PCE) como

el punto critico metaestable (PCM) pertenecen a la superficie critica (SC). Un andlisis

-1

map AUMenta

cualitativo parece indicar que el flujo del GR va hacia el PCM, es decir, n
al aplicar la transformacién del GR. En la seccion § 2.5 se explicd que, en general, las
transiciones de fase de primer orden tienen lugar en los puntos del espacio de cons-
tantes de acoplamiento que fluyen hacia un punto fijo de discontinuidad al aplicar la
transformacion del GR [169]. En el modelo propuesto, asumimos la existencia de dos
puntos fijos de discontinuidad: el punto fijo de discontinuidad de equilibrio (PFDE) y
el punto fijo de discontinuidad metaestable (PFDM). Ambos corresponden a o = 0.
El PFDE controla la transicién de fase que tiene lugar en equilibrio (n,,! = 0) para

o < 0¢1. En cambio, el PFDM controla la transicién de fase de primer orden para los

-1

e > 0. La superficie de discontinuidad (SD), donde ocurre la transi-

casos en que n
cion de primer orden, la forman todos aquellos puntos que fluyen hacia cualquiera de
los puntos fijos de discontinuidad.

La teoria de Landau aplicada a las transiciones de fase de primer orden supone la
existencia de barreras energéticas, lo que permite entender la presencia de histéresis en
términos de competicién de tiempos [§ 1.3.1 y capitulo 3]. En cambio, en la dindmica
metaestable minima (n,,! = 1) propuesta por Sethna et al., no se introduce de forma
explicita ninguna barrera: un espin gira si con ello minimiza la energia y no existe
ninguna barrera para tal giro. Sin embargo, a pesar de no suponer explicitamente la

presencia de barreras, el modelo presenta histéresis. ; Es posible entender esta histéresis

34Este esquema, corresponde al caso en que H decrece desde +oc. En el caso en que H aumente

—1

maz—0 (corresponde al cambio

desde —o0, el esquema resultante es la imagen especular en el plano n
H — —H).
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max

H (< 0)

-1

Figura 5.28: Diagrama de fases esquemdtico del modelo propuesto en el espacio (H, n,,4,,0)

en el limite atérmico-adiabatico. Las flechas indican el flujo del GR. Se han utilizado acréni-
mos para el Punto Critico de Equilibrio (PCE), el Punto Critico Metaestable (PCM), el

Punto Fijo de Discontinuidad en Equilibrio (PFDE), el Punto Fijo de Discontinuidad Me-
taestable (PFDM), la Superficie Critica (CS) y la Superficie de Discontinuidad (SD). Las

lineas grises indican las proyecciones de la superficie critica en los planos verticales.

en términos de barreras de energia?. Si es posible en términos de la dindmica general
que hemos propuesto. Supongamos que un sistema de espines se encuentra en un estado
de energia E. Con la dindmica minima, un espin gira si esto supone ir a un estado de
energia F < E. Por otro lado, es posible que el giro simultdneo de n espines lleve a
un estado de energia F! menor que E]. Sin embargo, la dindmica minima prohibe el
giro de mas de un espin, lo que se puede interpretar como la imposicién de barreras
energéticas infinitas a todos los estados a los que se pueda acceder girando més de
un espin. En general, una dindmica que permite el giro de n < n,,,, espines, supone
barreras de energia infinitas a todos los estados accesibles girando grupos de n > 10
espines.

De la propia definicion del modelo, se deduce cualitativamente que, si una cierta
configuracién relaja, AE es mayor cuanto menor es n_! .y lo mismo ocurre con Am.

Por otro lado, o.(n,}

) corresponde al desorden por debajo del cual se produce una

-1

discontinuidad macroscopica en la magnetizaciéon en un sistema con dindmica n,,,, .

Como hemos dicho, los cambios de magnetizaciéon para ¢ y H dados son mayores



274 Capitulo 5. Estudio del 3D-GRFIM mediante técnicas de escalado de tamano finito

cuanto menor es n_ L

mazs 10 que implicaria que la discontinuidad en la magnetizacién

-1
max*

se pueda observar para un desorden mayor cuanto menor sea n Esto explicaria

el resultado numérico o® > o™ y por ello la superficie critica se ha representado

1 -1

decreciente con n_ 1 en la Fig. 5.28 (ver proyeccién en el plano n o). A parte de

max max
esto, es facil convencerse de que el grado de metaestabilidad aumenta con n, ! v, por
consiguiente, el valor absoluto del campo critico |H.(n_! )| aumenta con n;! . Todas
estas conclusiones cualitativas se pueden resumir en las condiciones siguientes:
dAE(H;o,n,}k )
=S 0 5.182
k) 1)
dAm(H;o,n, !
m 2 Pma) (5.183)
d(nmax)
do.(n; ]!
L’f‘”’) 0 (5.184)
d(nmam)
A He(10,)|
———mas > (. 5.185
dnnk)  © 1)

Los resultados de las simulaciones llevadas a cabo recientemente por Vives et al. [276]
para n,,., = 2 estan en total acuerdo con el comportamiento propuesto.
Recientemente se ha demostrado numéricamente [277,278] que la curva de des-
magnetizacién [33] correspondiente al 3D-GRFIM contiene mucha de la informacién
critica de la transicién inducida por desorden y, de hecho, los exponentes asociados a
dicha curva son los mismos que se extraen cuando se consideran los ciclos de histére-
sis completos. Segin estos resultados, tiene sentido estudiar la posible universalidad
existente entre el 3D-GRFIM en equilibrio y con dindmica metaestable comparando
los exponentes asociados a la curva de desmagnetizacion con la curva de equilibrio.
Trabajando en este sentido, Colaiori et al. [279,280] han comparado el valor absoluto
de la magnetizacién en equilibrio (simulaciones hechas a H = 0) con el valor absoluto
de la magnetizacién asociada al estado desmagnetizado® [33] (curva de desmagnetiza-
cién en H = 0) en el 3D-GRFIM y en una red de Bethe con nimero de coordinacion
2z = 4. En el caso del 3D-GRFIM, los autores son capaces de escalar los datos de la
magnetizacion en equilibrio y los correspondientes al estado desmagnetizado en una
tinica curva (con dos valores de o, diferentes: 0% = 2.28 y ¢4¢m% = 2.16) utilizando

una hipétesis de escala simple:

m = ALP/ f(BLY" (0 — 0.) /o) (5.186)

35El estado desmagnetizado se obtiene con un algoritmo de desmagnetizacién aproximado [281]
que permite obtener la magnetizacion aproximada del estado desmagnetizado. Segin los autores, las
diferencias entre el estado desmagnetizado exacto y el aproximado son muy pequenas.
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donde A y B son constantes no universales que los autores introducen para poder
escalar en una tnica curva los datos correspondientes a los estados de equilibrio y a
los estados desmagnetizados. Por el contrario, no consiguen un resultado similar con la
solucién exacta de la red de Bethe. La coincidencia del comportamiento de las funciones
de escala en el caso del 3D-GRFIM confirma que la universalidad existente entre el
equilibrio y la dindmica metaestable va mas alla de la coincidencia de los exponentes
criticos. Es interesante notar que los autores han conseguido escalar la magnetizacion
con una hipétesis de escala que se compone de una tnica contribuciéon. En cambio, en
el caso en que se considerasen ciclos completos, se esperarian dos contribuciones: una
debida a la avalancha 3D-spanning subcritica y otra debida a las avalanchas 1D-, 2D-
y 3D-spanning criticas. ;Se puede concluir a partir del resultado de estos autores que
en el estado desmagnetizado la inica contribucién a la magnetizacién viene dada por
la avalancha 3D-spanning subcritica?. Esta es una posibilidad abierta al estudio. Otra
posibilidad seria que, dados los tamanos que consideran los autores, las contribuciones
asociadas a las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning subcriticas no sean importantes
(cosa que ocurre con el cambio de magnetizacién debido a las avalanchas spanning en

los ciclos completos [§ 5.6]).

5.11.4. Hiperescala y unicidad

En la Ref. 240, Maritan et. al propusieron que se debia cumplir la relacion de
hiperescala
B =v(d—dy), (5.187)

en el RFIM con dindmica metaestable atérmica-adiabatica. Los autores no distin-
guieron varios tipos de avalanchas y, en consecuencia, no especificaron a qué tipo de
avalanchas se referfan los exponentes 3y dy. Sethna et al. [252] argumentaron que no
se cumplia en general tal relacién de hiperescala debido a la posible existencia de infi-
nitas avalanchas spanning. Segin estos autores, la relacién de escala valida (llamada

rotura de hiperescala) es la siguiente [217]:

3

B=v(d—d;—0) (5.188)

donde [ estd asociada a la discontinuidad en la magnetizaciéon (asociada a las ava-
lanchas spanning), dy es la dimensién fractal asociada a las avalanchas no spanning
y 0 esta relacionada con el nimero de avalanchas spanning [Ec. (5.162)], sin distin-
guir distintos tipos de avalanchas spanning. Segin estos autores [217,222], # es, por

razones puramente geométricas, nulo para d < 3. En cambio para d > 3 es claramente
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distinto de cero y, probablemente, también lo sea para d = 3. Nuestro andlisis muestra
claramente que 6 > 0 [§ 5.3] para las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas. Sin
embargo, a pesar de que 6 > 0, los resultados de la secciéon § 5.5 indican que si se
cumple la relacién de hiperescala [Ec. (5.91)] si tenemos en cuenta tnicamente las
avalanchas 3D-spanning subcriticas que son, al fin y al cabo, las responsables de la
discontinuidad en la magnetizacién (pardmetro de orden) para o < o.. En cambio, se
puede definir un exponente 3. asociado a las avalanchas spanning que existen sé6lo en el
punto critico (en el limite termodindmico) y, segin vimos [Ec. (5.96)], si se encuentra
una expresion similar a la rotura de hiperescala (5.188). Sin embargo, el exponente 3.
no tiene relacion alguna con la discontinuidad del parametro de orden para o < o.

puesto que estd relacionado con avalanchas que sélo ocurren en el punto critico.

Comparacién del 3D-GRFIM con la percolacién

La fenomenologia observada en el 3D-GRFIM es muy similar a la que se observa
en percolacién. Tal y como se argumenta en la seccién § B.3 del apéndice B, seria
posible llegar a la conclusién errénea de que no se cumple una relacién del tipo (5.91)
en percolacién si se asocia la discontinuidad en el parametro de orden con los clusters
spanning. Sin embargo, si se cumple si se tiene en cuenta tnicamente el cluster infinito
que ocurre para p > p., donde p es el grado de desorden del sistema y p. es el umbral
de percolacién. Resumidamente (ver seccién § B.3 del apéndice B), en funcién de p, el
esquema es el siguiente: para p < p. existen inicamente clusters finitos pequenos. Para
P = pe, puede ocurrir mas de un cluster spanning pero éstos no ocupan una fraccion
finita del sistema. Finalmente, para p > p., tiene lugar un unico cluster infinito que
ocupa una fraccién finita Py (p) del sistema. Este esquema es muy similar al propuesto
en el 3D-GRFIM si se asocia la avalancha 3D-spanning subcritica con el cluster infinito
y las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas con los clusters spanning. Segun
nuestros resultados, en el 3D-GRFIM, tinicamente sucede una avalancha 3D-spanning
suberitica que ocupa una fraccién finita Ams_(0)/2 para o < o, igual que ocurre
en percolacién con el cluster infinito para p > p.. En este sentido, Ams_(0)/2 es
andlogo a P,,. Por otro lado, hay un ntimero infinito de avalanchas 1D-, 2D- y 3D-
spanning criticas que ocupan una fracciéon nula del sistema y lo mismo sucede con
los clusters spanning en percolaciéon. Basdndose en este hecho, Herrmann y Stanley
[282] se refirieron a los clusters spanning como fractales voldtiles. De la misma forma,
las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas se pueden considerar como fractales

volatiles.
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En percolacién no se identifican distintos tipos de clusters spanning. En cambio,
nosotros hemos identificado las avalanchas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas que, ex-
cepto en el nimero de dimensiones en que cruzan el sistema, no se distinguen en nada
mas. Nuestra clasificacion esta totalmente ligada a la geometria ciibica, pero imagine-
mos, por ejemplo, que nuestras simulaciones se hicieran en un sistema tridimensional
esférico o piramidal, ;como distinguir en este caso una avalancha 1D-spanning de una
2D- 0 3D-spanning?. En estas geometrias no se podrian clasificar igual las avalanchas
pero, en principio, el comportamiento del sistema en el limite termodindamico deberia
ser el mismo. La conclusién que se puede extraer de esto es que, en general, hay dos

tipos de avalanchas que atraviesan el sistema:

= Avalanchas spanning criticas: son las avalanchas que se han clasificado como 1D-
spanning, 2D-spanning y 3D-spanning criticas. La caracteristica fundamental de
estas avalanchas es que ocurren solamente en el punto critico (o, H.), donde
suceden un numero infinito de ellas. Ademas, son fractales a todas las escalas

(€ = o¢), cosa que hace que ocupen una fraccién nula del sistema.

= Avalancha infinita: corresponde a la avalancha 3D-spanning subcritica que se
observa para ¢ < 0. en el campo (H)s;_(o) [Ec. (5.135)]. Para ¢ = o, esta
avalancha es fractal a todas las escalas y ocupa una fraccién nula del sistema.
En cambio, para ¢ < 0., tiene una estructura local fractal pero, a distancias
mayores que &, es compacta, de tal forma que ocupa una fraccién finita del

sistema y es responsable de la discontinuidad en la magnetizacion.

En percolacion existen unos teoremas que afirman que el cluster infinito es tnico
por encima del umbral de percolacién [§ B.3 del apéndice B]. De forma resumida, estos
teoremas se basan en demostrar que si existe un cluster infinito para una concentracién
p1 < p, al ocupar mas nodos para llegar a la concentracion p, la probabilidad de que
se forme otro cluster infinito no unido con el ya existente es nula. Segin nuestros
resultados en el 3D-GRFIM, parece que la probabilidad de que ocurra mas de una
avalancha infinita para una cierta realizacion de desorden es cero. Sin embargo, ;Son
realmente aplicables los teoremas de unicidad del cluster infinito en percolacién al
caso de la avalancha infinita en el 3D-GRFIM?. En el 3D-GRFIM, el campo H al que
ocurren las avalanchas nos permite distinguir avalanchas que ocurren en una cierta
realizacion de desorden. Hipotéticamente, al disminuir H, podria ocurrir una avalancha
infinita a un campo H; y otra a un campo Hy < H; que, aunque sea vecina de la

primera, se puede distinguir de ella por el campo al que sucede. De acuerdo con este
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razonamiento, un teorema de unicidad para el RFIM deberia incluir el hecho de que las

avalanchas infinitas sélo puedan ocurrir a un determinado campo (H)3(0) que viene
dado por (5.135) en el 3D-GRFIM.

5.11.5. Longitud de correlaciéon y geometria

La caracterizacién geométrica de las fluctuaciones cerca de un punto critico es un
problema que se viene estudiando desde hace anos. En particular, se ha estudiado
el origen fisico de la divergencia de la longitud de correlaciéon en un punto critico.
En relacion con las transiciones de fase a temperatura finita en sistemas magnéticos,
existe un esquema [283] basado en el hecho de que, cerca de un punto critico, la
energia necesaria para que se forme un dominio grande es muy pequena y, por tanto,
es posible que se formen dominios grandes, cuya dimension maxima es la longitud
de correlacién £. Realmente, debido a que cada regién en si misma es un subsistema
aproximadamente critico, aparecen fluctuaciones dentro de cada dominio, de tal forma
que el estado critico se caracteriza por dominios con un tamano lineal minimo dado
por la distancia entre particulas y un tamano lineal méximo dado por &. Este esquema
encaja bien con las observaciones experimentales [151] de las fluctuaciones en fluidos
binarios cerca de un punto critico. En los modelos reticulares, los dominios se definen
como clusters formados uniendo todos los espines vecinos que se encuentran en el
mismo estado. Sin embargo, es bien sabido [284] que, en dichos modelos, la longitud
de correlacién no esta asociada con el tamano lineal del cluster que se puede formar
uniendo todos los espines vecinos que se encuentren en el mismo estado. Esto es debido
a que los clusters que se obtienen de esta forma trivial son demasiado grandes puesto
que incluyen, ademds de los efectos debidos a la correlacién, efectos geométricos. Por
ejemplo, para T" = 0, la correlacion entre los espines es nula pero, en cambio, la gran
mayoria de los espines estan alineados formando un cluster de vecinos préximos que se
extiende a buena parte del sistema. Coniglio y Klein [285] demostraron que los clusters
que estan relacionados con la longitud de correlacién (clusters criticos) en el modelo
de Ising son aquellos que se forman enlazando espines vecinos en el mismo estado con
una probabilidad pg = 1 — e %, donde K es la constante de acoplamiento a primeros
vecinos dividida por kgT. Posteriormente, este resultado se generalizd al modelo de
Potts [286] y se estudiaron [287] las propiedades geométricas de los clusters criticos
que se observan. El caso trivial de unir todos los vecinos proximos en el mismo estado
corresponde a pg = 1.

En nuestro caso (3D-GRFIM), las avalanchas se pueden interpretar como las fluc-
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tuaciones a temperatura cero inducidas por la variacion de H. Sin embargo, jesta su
tamano lineal relacionado con £7. Los resultados presentados en las secciones anteriores

demuestran dos puntos importantes:

i)  Existen avalanchas spanning que se caracterizan con dos dimensiones fractales
diferentes. En cambio, dentro de los errores estadisticos, los exponentes v y u
son los mismos para todos los colapsos (ver los escalados que se presentan en
las Figs. 5.4, 5.5, 5.7 y 5.19). De esto deducimos que el comportamiento de la
longitud de correlacion es independiente del tipo de avalancha y, cerca del punto

critico, viene dado por:

£ =u"E(Wrv M), (5.189)

donde Z(z) ~ =+ O(z?) para z — 0. Este comportamiento asegura que £ ~ v~
cuando u tiende a cero. Entonces, para o = o, en que existen todos los tipos de
avalanchas spanning, las fluctuaciones pueden “escoger” entre dos mecanismos
distintos para propagarse: con dimensién fractal dy = 2.78 o bien con dimensién
fractal d;_ = 2.98.

ii) & no puede estar relacionada con el tamano lineal de la avalancha 3D-spanning
subcritica ya que esta avalancha se extiende a todo el sistema (tamafio lineal
infinito en el limite termodindmico) mientras que, tal y como hemos visto, la
longitud de correlacién es finita para o < o.. Esto es andlogo a lo que ocurre en

el modelo de Ising térmico.

Teniendo en cuenta estas dos observaciones, tiene sentido proponer que la longitud de
correlacién en el 3D-GRFIM estd relacionada con el tamano lineal medio de la avalan-
cha més grande distinta de la avalancha 3D-spanning subcritica (avalancha infinita).
Por debajo de o = o, la existencia de una avalancha infinita (que ocupa una fraccion
finita del sistema) no permite a otras avalanchas sobrepasar una cierta longitud finita
y, por tanto, £ es finita. En cambio, en el punto critico, la avalancha 3D-spanning
subcritica es fractal a todas las escalas, lo que permite la existencia de avalanchas
spanning criticas (fractales a todas las escalas) con un tamano lineal infinito, cosa que
explica que ¢ sea infinita. Dentro de este esquema, la longitud de correlacién esta aso-
ciada al tamano maximo de los huecos de la avalancha infinita y, por tanto, también
estd asociada a la avalancha infinita, cosa que implica que los exponentes v y i no son
caracteristicos de un cierto tipo de avalanchas sino que estan relacionados con todos

los tipos.
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Este esquema que hemos propuesto en el 3D-GRFIM es, de nuevo, similar al pro-
puesto en percolacién [253,254,288]. Para p > p., la longitud de correlacién estd aso-
ciada a los agujeros mas grandes del cluster infinito que, como se ha argumentado
antes, es andlogo a la avalancha infinita en el 3D-GRFIM. Dentro de los agujeros del
cluster infinito pueden existir clusters finitos y, en consecuencia, la longitud de corre-
lacién también se puede asociar con el tamano lineal tipico de los clusters mas grandes
distintos al infinito. Igual que la avalancha 3D-spanning subcritica, el cluster infinito
es fractal [237] a escalas menores que £ y, en cambio, es homogéneo (ocupa una fraccién
finita) a escalas mayores.

Una cuestion interesante a discutir a nivel especulativo es qué ocurre geométrica-
mente en los casos en que la solucion de campo medio sea valida. En este caso, la
linea Hy(o) [Fig. 5.27(b.1)] donde tiene lugar la discontinuidad en la magnetizacién
es una linea espinodal a lo largo de la que & diverge. Si & diverge, en virtud de lo
que se ha argumentado antes, no podria existir una avalancha que fuese homogénea
para escalas finitas (tendrian que ser escalas mayores que £). Sin embargo, si esto es
asi, no existe ninguna avalancha que ocupe una fraccién finita del sistema en el limite
termodindamico, de tal manera que ;cémo puede tener lugar una discontinuidad en la
magnetizacion?. Por otro lado, el hecho de que la longitud de correlacion sea infinita
podria implicar la existencia de méas de una avalancha spanning fractal a todas las
escalas (en el punto critico son volatiles [§ 5.11.4]) a lo largo de la linea espinodal, cosa
que concuerda con las teorias de nucleacién cerca del limite de metaestabilidad [17,18].
Monette y Klein [289] propusieron un mecanismo para la nucleacién cerca de la linea
espinodal que consiste en la union de varios clusters fractales con tamanos lineales del
orden de £ (o0 sea, unién de clusters muy grandes). Trasladando este mecanismo a nues-
tro caso, la discontinuidad vendria dada por la unién de varias avalanchas spanning
que, individualmente, no ocupan una fraccion finita del sistema pero que, en conjunto,
si podrian ocuparla. Si este esquema fuese correcto, entonces la relacion de hiperescala
del tipo (5.91) podria no ser vélida para estos sistemas ain deduciéndola a partir del

comportamiento del sistema para o < o..

5.11.6. Animales de red. Correcciones al escalado

En la seccion § 5.11.1 se mencion6 que la desviacion de la distribucién D,,; respecto
a una ley de potencias exacta podria estar ligada a efectos geométricos asociados a
las avalanchas de tamanos pequenos. En el apéndice B, dedicado a la percolacion, se

resumen los resultados que demuestran que la densidad de clusters finitos de un cierto
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tamano n(s;p) también tiene una cierta desviacién respecto del comportamiento ley
de potencias perfecto, cosa que se interpreta como una correccién al escalado [290].
Tales desviaciones se pueden estudiar de forma exacta gracias a la expansién en series
(B.30). De forma andloga a la expansién (B.30) que se propone en percolacion, en el

caso del RFIM se podria proponer una expansion del tipo
L3
Dys(s;0) = —— Y gsaufs(0) (5.190)
Vol 2

para la distribucién de tamanos de avalanchas no spanning. En esta expresién, g, es
el nimero de animales de red de tamano s y perimetro ¢ que se define en percolacion
(8 B.4]. La funcién fy (o) se define como la probabilidad de que exista un animal de
tamano s y perimetro t. En percolacidn, el factor fy es, sencillamente, p*(1 — p)* ya
que no hay correlacién alguna entre los nodos vecinos. En cambio, en el RFIM si exis-
te correlaciéon entre los espines (debido a la interaccién) y la dependencia de fy (o)
con o no es tan sencilla como en percolacién. En cualquier caso, la expansién (5.190)
nos sirve para convencernos de que en la distribucién D, 4(s; o) intervienen factores
geométricos que, igual que sucede en percolacion, pueden ser los responsables de las
desviaciones de D,(s;0.) con respecto al comportamiento exacto de una ley de po-
tencias. El prefactor L?/N,,(c) se ha introducido para hacer mejor la analogia con
percolacién, ya que la expansién (B.30) se propone para n(s;p) vy, tal y como demues-
tran las Ecs. (B.3) y (B.1), D(s;p) = n(s;p)L¢/N(p). De la Ec. (5.67), deducimos que,
para sistemas grandes, L?/N,,(c, L) ~ 1/N,4(0), de tal manera que las dependencias
con L desaparecen. En este sentido, el nimero ang(a) en el RFIM seria andlogo a
n(p) en percolacion.

En nuestro andlisis de las avalanchas no spanning, se han distinguido dos tipos de
avalanchas: las avalanchas no spanning criticas, a las que se ha asociado el compor-
tamiento tipo ley de potencias de D, [Ec. (5.169)], y las avalanchas no spanning no
criticas a las que podrian estar asociadas las desviaciones respecto a la ley de potencias
que se observan para valores pequenos de s. Andlogamente a la propuesta de Hoshen
et al. [290] en percolacién, la distribucién D,5(0) se podria interpretar meramente
como una correccion al escalado. Sin embargo, al analizar el nimero de avalanchas
no spanning que ocurren por ciclo (N,s) en las secciones § 4.6 y § 5.3, hemos visto
que los resultados se pueden describir bien suponiendo que N,s(c) > 0, de manera
que tiene sentido suponer que la correccion D, al escalado no es sélo eso sino que
estd asociada a un cierto tipo de avalanchas. De todas formas, seria necesario estudiar

las propiedades de estas avalanchas mas a fondo para decidir si realmente son un tipo
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Figura 5.29: (a) Nubes de puntos correspondientes a los tamanos de las avalanchas no
spanning , 1D- , 2D- y 3D-spanning en funcién de las duraciones. (b.1) Intento de escalado
del perfil promedio de las avalanchas S(#;%4y,) segin la ley de escala 5.191 para las senales
cuya duracién se indica con flechas en el grafico (a). Cada duracién se ha indicado con un
color segin la leyenda. (b.2) Escalado de las senales correspondientes a tq,, = 10,20 y 30.

Los colores son los indicados en las leyenda en (b.1).

de avalanchas distintas a las avalanchas no spanning no criticas o, en cambio, no se
pueden distinguir de estas ultimas. Una magnitud que podria ser 1util para estudiar
estos aspectos es la duracién de las avalanchas ,,,. La Fig. 5.29(a) muestra las nubes
de puntos correspondientes a las duraciones de distintos tipos de avalanchas en funcion
del tamano. La nube correspondiente a las avalanchas no spanning presenta un cambio
de pendiente situado en torno a t,,, = 15. La duracion de las avalanchas es aproxima-
damente proporcional al tamano en la region con t,,, < 15 (estas serfan las avalanchas

no spanning no criticas). En cambio, la pendiente aumenta para duraciones mayores

t1'75

oirs (avalanchas no spanning criticas).

) ) ) X —d
Teniendo en cuenta que el invariante correspondiente a s y t4pq €8 Z[$, tave] = S am‘)‘/z

y se observa un comportamiento tal que s ~

(de acuerdo con las Ecs. (2.72) y (5.5)), deducimos que dy/z = 1.75, resultado que

estd de acuerdo con los resultados previos de otros autores [222]. Otro punto interesan-
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te relacionado con las duraciones de las avalanchas es el escalado del perfil*® promedio
en funcién del tiempo S(%;¢.,,) propuesto en las Refs. [30,224,225] que, en nuestra
notacion se escribiria como:

S(t;tawa) = 19718t/ ava). (5.191)

ava

La Fig. 5.29(b.1) muestra un intento de escalado de acuerdo con esta ley de escala
con dy/z = 1.75. Como se puede apreciar, inicamente las avalanchas con duraciones
entre ~ 10 y ~ 30 (este limite depende del tamano del sistema) presentan un buen
escalado (esto se aprecia mejor en la Fig. 5.29(b.2)). En particular, las senales con
duraciones pequenas (f,,, = b en la Fig. 5.29(b.1)) no escalan. Esta afirmacién es
independiente del tamano del sistema. Tales resultados parecen indicar que las ava-
lanchas pequenas (no spanning no criticas) tienen unas propiedades fisicas claramente
distintas de las avalanchas no spanning criticas. A su vez, el mapa t,,,-s muestra, una
vez mas, que las avalanchas 1D- y 2D-spanning tienen un comportamiento similar a
las no spanning criticas. Ademas, las senales en que contribuyen las avalanchas 1D- y
2D-spanning escalan bien de acuerdo con la hipdtesis de escala 5.191.

La existencia de dos tipos distintos de avalanchas 3D-spanning es més clara puesto
que, como hemos visto, son fisicamente distintas: tienen dimensiones fractales distintas
y, ademas, la avalancha 3D-spanning subcritica ocupa una fraccién finita del sistema
para 0 < o, en el limite termodindmico, mientras que las avalanchas 3D-spanning
criticas no ocupan una fraccion finita del sistema y sélo existen en el punto criti-
co. Sin embargo, estudiando tnicamente N3(o), se podria llegar a la conclusién de
que la hipétesis de escala es Ny = N3_(uL'/") y existe una correccién al escalado
L Nso(uL'") necesaria para obtener una descripcién correcta de Nj(o) [Ec. (5.61)].
Con respecto al perfil S(¢;t4,) de las avalanchas en que hay contribucién de las ava-
lanchas 3D-spanning (avalanchas con t,,, = 50 y 100 en la Fig. 5.29) no se observa
un buen escalado. Este es un punto interesante sobre la dindmica de estas avalanchas

que se deberia estudiar con méas profundidad.

5.11.7. Variables de escala y variables de control

Los escalados llevados a cabo se han obtenido de forma éptima aproximando las

variables de escala (u, v) en funcién de las variables de control (o, H) por las expresiones

36Definimos el perfil de una avalancha como la curva que se obtiene al representar el niimero de
espines que giran en cada capa de una avalancha en funcién del tiempo (en cada capa el tiempo se
incrementa en una unidad [§ 4.3.3]).
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(5.36) v (5.37) con A = —0.2 y B' = 0.25. Estas expresiones nos permiten tener una
idea de cémo se proyecta el espacio de constantes de acoplamiento (relevantes) u— v en
el espacio de las variables de control o — H. Las variables de escala u; y v1 se definen
normalizadas a o, y H. [§ 5.1] y, tal normalizacién se traslada a las variables de escala
u y v. Debido a esto, en esta seccion nos serda mas conveniente utilizar coordenadas
normalizadas (0/o., H/H.) en el espacio fisico.

La distancia al punto critico (PC) (u¢, v.) = (0,0) de un punto (u,v) en el espacio

de pardmetros se define como?®7:

r(u,v) = Vu? 4 v2. (5.192)

Sin embargo, en el espacio fisico, la distancia euclidea del punto (¢/0., H/H,.) (corres-

pondiente a (u,v) en el espacio de pardmetros) al punto critico (o./o., H./H.) = (1,1)

(o, H) = \/<0 ;CGC>2 + (%)2 (5.193)

Evidentemente, excepto para el caso particular u; = 0, la distancia r'(o, H) no es

es!:

igual a la distancia al punto critico r(u,v), de tal manera que la forma de medir la
distancia al punto critico en el espacio fisico no corresponde a la forma sencilla que
define 7'(o, H). A partir de la definicién de r(u,v) [Ec. 5.192] y de las expresiones

(5.36) y (5.37) es facil ver que la distancia r(u,v) se puede expresar como

r(u,v) = J(%M))Q + (H_TH(U)>2 (5.194)

en términos de las variables de control, donde ¢ (0) = 0.(1— Au?) es un desorden criti-

co efectivoy H(0) = H.(1 — B'uy) es el campo critico efectivo que ya se introdujo en
la seccién § 5.8 [Ec. (5.126)]. La expresion (5.194) indica que la distancia real al punto
critico de un punto cualquiera (o/0., H/H,) en el espacio fisico se obtiene midiéndola
hasta un punto critico efectivo (PC*(o)) de coordenadas (c%(0)/o., Hi(0)/H.) que
dependen de 0. De hecho, PC*(o) no es un punto en el espacio fisico sino que depende
de o, de tal manera que la transformacion del punto critico PC define un conjunto de
puntos PC*(o) en el espacio fisico parametrizados por o.

Por ejemplo, los puntos equidistantes al punto critico se encuentran sobre una

circunferencia en el espacio de pardmetros [Fig. 5.30(a)]. En cambio, en el espacio

37Las variables de escala son las coordenadas asociadas a las direcciones relevantes en una base
ortonormal {é,,é,}, de manera que la distancia se define simplemente como en un espacio euclideo

estdndar.
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Figura 5.30: La linea continua indica el lugar geométrico correspondiente a los puntos
equidistantes al punto critico (PC) en (a) el espacio de contantes de acoplamiento y (b)
en el espacio fisico. La curva gris en (b) corresponde a los puntos criticos efectivos (PC¥)

con coordenadas (5“0(0—0) i}%) en el espacio fisico. Se ha representado la recta H(o)/H,

que se interpreta como el eje de abscisas en el espacio resultante de proyectar el espacio
de pardmetros en el espacio fisico. Como ejemplo, se ha indicado uno de los radios r y sus

proyecciones sobre el eje de abscisas rotado.

fisico, dichos puntos se encuentran sobre una curva circular que viene dada por la
Ec. (5.194) con r constante [Fig. 5.30(b)]. Los puntos de esta curva son equidistantes
a la curva PC*(o) [linea gris en la Fig. 5.30(b)]. En la Fig. 5.30(b) se ha indicado
esquematicamente que la recta H'(o)/H,. se puede interpretar como el eje de abscisas
respecto al que se mide la distancia r al punto critico. Esta recta esta rotada respecto
al eje H = 0 y es por esto que a la correccién proporcional a B’ en el desarrollo de v

[Ec. (5.25)] se le llama rotacion.

La curvatura de PC*(0) es debida tnicamente al término proporcional a A que
aparece en o7 (c). De cualquier forma, la correccién Au? en la variable u no es esencial-
mente necesaria si se hacen escalados con sistemas de tamano suficientemente grande
[§ 5.1]. Sin embargo, el término B'u; (término de inclinacién) que aparece en el des-
arrollo de v si juega un papel esencial en el limite termodindmico debido a que (i) no
existe ninguna razén basada en las simetrias del problema por la que B’ debiera ser
0y (ii) 1/u > 1/v. En cambio, si fuese 1/ < 1/v, el término B'u; en el desarrollo
de v no seria importante y, en cambio, si lo seria el término A’v; en el desarrollo de u

[Ec. (5.24)], lo que se podria interpretar como una rotacién del eje o = 0.
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La conclusién que se puede extraer de todo esto es que, siempre que 1/p # 1/v
existe una rotacion al proyectar el espacio de pardmetros sobre el espacio fisico (siempre
que no esté prohibida por simetria®®). El hecho de que 1/u # 1/v esté ligado a una
asimetria de la longitud de correlacién con respecto a las variables u y v [Ec. (5.189)],
nos lleva a concluir que las rotaciones de la proyeccion del espacio de parametros
sobre el espacio fisico estdn muy relacionadas con el comportamiento de la longitud
de correlaciéon en un determinado problema.

A parte de esto, en la secciéon § 5.11.3 se ha discutido que es factible que tanto
el 3D-GRFIM a T = 0 en equilibrio como toda una serie de modelos con dindmica
metaestable atérmica-adiabatica con giros de n < N4 espines se encuentren sobre
la misma superficie critica (tienen el mismo conjunto de exponentes criticos). Si esto
es asi, es de esperar que la rotacion juegue un papel relevante en todos estos modelos
) no sea nulo*?).

(siempre que®® B'(n!

5.12. Resumen y conclusiones

En el presente capitulo y en el anterior se han presentado resultados relacionados
con el 3D-GRFIM con dindmica metaestable atérmica-adiabatica. Todos estos resul-
tados intentan aportar algo a los puntos que motivan el estudio que hemos llevado
a cabo (enumerados en la seccién § 4.2). El punto central en todo el estudio ha sido
el andlisis de los efectos de tamano finito con hipdtesis de escala que se han visto
confirmadas obteniendo buenos escalados de los datos correspondientes a sistemas con
tamanos comprendidos entre L = 5y L = 180. Tener en cuenta los efectos de tamano
finito es importante porque las avalanchas se hacen muy grandes cerca de o. de tal
manera que no es posible aproximarse a o, sin que aparezcan estos efectos que no se
deben obviar si se pretende hacer un analisis correcto del modelo (obviar dichos efec-
tos conlleva la obtencion de exponentes que dependen de los parametros del problema

y, debido a esto, no se pueden considerar como exponentes criticos rigurosos). Esta

3En la seccién § 2.2.5 [Ecs. (2.36) y (2.37)] se argumentd que en el modelo de Ising térmico
los términos que dan lugar a rotaciones son nulos por simetria en las variables de escala ur y ug
relacionadas con la temperatura y el campo.
39En principio B’ depende de n,! . va que
ov(o, H)

B'(mas) = 2222 , (5.195)
90 o (nmk) He(nmhe)

por definicién a partir del desarrollo (5.25).

10Por razones de simetria no tiene porqué ser B’(n,,! ) = 0 para ningiin valor de n}

mazx-*
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misma observacién se puede aplicar también a otros modelos similares al 3D-GRFIM,
como el RBIM, el SDIM o el RAIM.

El primer resultado importante que se ha obtenido es que, con el fin de conseguir
una buena descripcién de los datos numéricos, ha sido necesario distinguir entre dis-
tintos tipos de avalanchas que se comportan de forma diferente al variar el tamano
del sistema. Durante las simulaciones, las avalanchas se han clasificado en cuatro ti-
pos: no spanning, 1D-, 2D- y 3D-spanning. Ademads, las avalanchas 3D-spanning se
han clasificado en dos tipos: avalanchas 3D-spanning subcriticas con dimension fractal
ds- = 2.98 y avalanchas 3D-spanning criticas con dimensién fractal dy = 2.78. Esta
dimension fractal ultima corresponde también a las avalanchas 1D- y 2D-spanning. En
principio, la clasificacién de las avalanchas 3D-spanning en dos tipos se ha llevado a
cabo de manera indirecta para obtener unos buenos escalados de tamano finito. Sin em-
bargo, posteriormente se han propuesto métodos aproximados que permiten clasificar
las avalanchas 3D-spanning durante las simulaciones. Con el fin de obtener escalados
de tamano finito aceptables, también hemos propuesto la existencia de dos tipos de
avalanchas no spanning: avalanchas no spanning criticas y avalanchas no spanning no
criticas. Las avalanchas no spanning no criticas son aquellas cuyo tamano es indepen-
diente del tamafo del sistema y cuyo nimero es proporcional a L3. Las avalanchas no
spanning criticas tienen la misma dimension fractal dy = 2.78 que las avalanchas 1D-,

2D- y 3D-spanning criticas.

Los resultados presentados permiten también proponer un esquema del comporta-
miento del modelo en el limite termodindmico en funcion de o y H: las avalanchas no
spanning no criticas existen para cualquier valor de ¢ > 0 y de H. Para 0 < o, las
avalanchas no spanning no criticas coexisten con la avalancha infinita (3D-spanning
suberitica) que ocupa una fraccién finita del sistema, ocurre a un campo H = (H)3_(0)
y es la responsable de la discontinuidad de la magnetizacién. Para o = 0., ademds de
las avalanchas no spanning no criticas, existen un numero infinito de avalanchas no
spanning criticas que ocurren para H = H_. y también un nimero infinito de avalan-
chas 1D-, 2D- y 3D-spanning criticas que también ocurren a H = H, y tienen una
estructura fractal a todas las escalas. Por tltimo, para ¢ > o., Unicamente existen

avalanchas no spanning no criticas que se extienden a todos los campos.

El andlisis que se ha presentado ha permitido llegar a la conclusién de que el
cambio de magnetizacion asociado a las avalanchas 3D-spanning subcriticas en el limite
termodindmico Amg_ (o) se comporta como un pardmetro de orden: por un lado,

Amgz_ = 0 para cualquier o > 0y, por otro, Amsz_ ~ |u|’*~, tal y como se deduce de
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forma autoconsistente.

Del estudio de la masa media M, (¢; o) en funcién de la escala ¢ se han obtenido las
dimensiones fractales correspondientes a cada uno de los tipos de avalanchas spanning.
En primer lugar, de esta forma se han confirmado, por un procedimiento independiente,
los resultados obtenidos a partir de los escalados de tamano finito de los momentos
k-ésimos de las distribuciones integradas. En segundo lugar, el comportamiento para
o0 < 0. de la masa promedio correspondiente a la avalancha 3D-spanning subcritica
indica que la longitud de correlacion ¢ es finita por debajo de o.. Como consecuencia,
concluimos que la linea (H)3_ (o), donde ocurre la discontinuidad del pardmetro de
orden, corresponde a una transicién de primer orden estandar y & diverge inicamente
en el punto critico. En tercer lugar, el bajo valor del prefactor M; (o.) = 0.65 indica
que la avalancha 3D-spanning subcritica sélo ocupa (aleatoriamente) una fraccién 0.65
de un fractal de dimension d;_ = 2.98.

Los escalados de tamano finito llevados a cabo han permitido obtener aproximacio-
nes a las variables de escala u y v que van mas alla de las variables de escala habituales
a primer orden uy = (6 — 0.)/o., y v1 = (H — H.)/H,.. Por un lado, de los escalados
de tamano finito correspondientes a magnitudes integradas, se ha llegado a la con-
clusion de que la aproximacién a u que permite obtener unos escalados éptimos es
uy = uy + Au? con A = —0.2, que contrasta con la variable uz = (0 — 0.)/c utilizada
en trabajos previos segun la cual seria A = —1. Se ha demostrado que la correccion A
no es esencial para obtener buenos escalados si se utilizan datos correspondientes a sis-
temas suficientemente grandes, pero si es util para obtener escalados de buena calidad
en el caso en que intentemos escalar un conjunto de datos correspondientes a sistemas
pequenos. Por otro lado, se ha demostrado que, tal y como ya habian notado otros
autores [198,222] (sin tener en cuenta el tamano finito), la variable v involucra una
correccién que depende del desorden y que resulta esencial para obtener buenos esca-
lados, atin en el limite termodinamico. Finalmente, de los escalados correspondientes
a las magnitudes no integradas, se ha obtenido v = v; + B'u? con B’ = 0.25 + 0.10.

Como conclusién final, senalar que los resultados mostrados indican que no es ne-
cesario simular sistemas muy grandes para estimar los exponentes criticos para este
modelo sino que es ventajoso utilizar sistemas no tan grandes para obtener mejor
estadistica y poder identificar los distintos tipos de avalanchas y, eliminar asi las de-

pendencias de los exponentes criticos con los parametros del modelo.



