
Cap��tulo 5
Estudio del 3D-GRFIM mediantet�e
ni
as de es
alado de tama~no�nito

En el 
ap��tulo anterior se ha presentado el 
omportamiento de las magnitudes quese han obtenido a partir de las simula
iones del 3D-GRFIM 
on din�ami
a at�ermi
a-adiab�ati
a. El estudio de estas magnitudes ha permitido obtener una idea ha
iendoextrapola
iones no rigurosas a L ! 1 del 
omportamiento de las distintas avalan-
has que se pueden distinguir durante las simula
iones (avalan
has no spanning, 1D-spanning, 2D-spanning y 3D-spanning). Por otro lado, a partir de los resultados di-re
tos de las simula
iones, se ha he
ho la hip�otesis de la existen
ia de dos tipos deavalan
has no spanning (no spanning 
r��ti
as y no spanning no 
r��ti
as) y tambi�endos tipos de avalan
has 3D-spanning (3D-spanning 
r��ti
as y 3D-spanning sub
r��ti-
as). En el presente 
ap��tulo se estudia el 
omportamiento de los distintos tipos deavalan
has apli
ando t�e
ni
as de FSS a las magnitudes presentadas en el 
ap��tulo an-terior. Tales t�e
ni
as permitir�an extraer la informa
i�on 
r��ti
a aso
iada a 
ada uno delos tipos de avalan
has y, adem�as, ha
iendo una modi�
a
i�on a las t�e
ni
as est�andarde FSS, ser�a posible separar las dos 
ontribu
iones a las avalan
has 3D-spanning, porun lado, y las dos 
ontribu
iones a las avalan
has no spanning, por otro. El 
ap��tulose organiza de la siguiente forma: en la se

i�on x 5.1 se introdu
en las ideas sobre GRen el 3D-GRFIM que nos ser�an �utiles en el 
ap��tulo y las variables de es
ala apro-piadas para llevar a 
abo el estudio de es
alado. En la se

i�on x 5.2 se propone unm�etodo (m�etodo de doble es
alado de tama~no �nito, que denotaremos abreviadamente177
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alado de tama~no �nito
omo DFSS1 ) que permitir�a es
alar las magnitudes rela
ionadas 
on las avalan
has3D-spanning ha
iendo la hip�otesis de que 
onstan de dos 
ontribu
iones. Tras estasdos se

iones introdu
torias, se pasa a la presenta
i�on de los resultados obtenidos alapli
ar las t�e
ni
as de es
alado de tama~no �nito a las magnitudes integradas: n�umerode avalan
has N�(�; L) [x 5.3℄, distribu
iones integradas D�(s; �; L) [x 5.4℄ y momentosde las distribu
iones integradas hsi�(�; L) [x 5.5℄. En el 
aso de las avalan
has 1D- y2D-spanning, ser�a posible obtener buenos es
alados 
on las t�e
ni
as est�andar de FSS.Sin embargo, 
omo ya se ha di
ho, ser�a ne
esario utilizar el m�etodo DFSS para es-
alar las magnitudes aso
iadas a las avalan
has 3D-spanning. Como veremos, aunquela hip�otesis sobre la existen
ia de dos tipos de avalan
has no spanning es viable, elm�etodo DFSS no es apli
able en este 
aso. En la se

i�on siguiente [x 5.6℄, se estudia eles
alado del 
ambio de magnetiza
i�on aso
iado a las avalan
has spanning �ms(�; L).De este estudio veremos que �uni
amente el 
ambio de magnetiza
i�on aso
iado a lasavalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as es el que da lugar a una dis
ontinuidad en los
i
los de hist�eresis para � < �
. Adem�as, tal dis
ontinuidad se 
omporta 
omo unpar�ametro de orden en el l��mite termodin�ami
o, lo que nos permitir�a ha
er una esti-ma
i�on del exponente � de la transi
i�on. Los resultados presentados en el 
ap��tulo 4 enrela
i�on a los 
ampos en que su
eden las avalan
has, junto 
on los resultados obtenidosal es
alar las magnitudes integradas, permiten proponer m�etodos aproximados para
lasi�
ar las avalan
has 3D-spanning dire
tamente durante las simula
iones en dosgrupos: avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as y 3D-spanning sub
r��ti
as. Tales m�etodos sedes
riben en la se

i�on x 5.7 donde tambi�en se 
omparan los es
alados que se obtienenpara N3
 y N3� 
on los obtenidos en la se

i�on x 5.3 utilizando el m�etodo DFSS. Trasdes
ribir los m�etodos de 
lasi�
a
i�on, se pasa a estudiar las propiedades 
r��ti
as de lasmagnitudes no integradas [x 5.9℄, apli
ando di
hos m�etodos para 
lasi�
ar las avalan-
has 3D-spanning. Seguidamente [x 5.10℄, se obtienen estima
iones de las dimensionesfra
tales de las distintas avalan
has spanning a partir del an�alisis dire
to de propieda-des geom�etri
as de las avalan
has. Una vez presentados todos estos an�alisis, se pasa ala dis
usi�on [x 5.11℄ de los aspe
tos m�as esen
iales presentados tanto en este 
ap��tulo
omo en el anterior. Finalmente, a
abamos el presente 
ap��tulo 
on un breve sumariode los resultados m�as relevantes y enumerando algunas de las 
on
lusiones prin
ipalesa las que nos ha permitido llegar el an�alisis presentado en las se

iones previas.
1Tomamos la abrevia
i�on del nombre que hemos propuesto en ingl�es Double Finite Size S
aling.
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i�on y variables de es
a-la en el RFIMAntes de pasar a presentar los resultados del an�alisis de es
alado de tama~no �nitode los datos presentados en el 
ap��tulo anterior, es 
onveniente introdu
ir las variablesde es
ala apropiadas para el estudio del 3D-GRFIM. En esta se

i�on se parti
ularizanlas ideas del GR introdu
idas en el 
ap��tulo 2 para el 3D-GRFIM. La hip�otesis b�asi
aque se utilizar�a para el an�alisis 
on t�e
ni
as de FSS de los datos presentados en el
ap��tulo anterior es la existen
ia de un punto �jo en el espa
io de par�ametros delmodelo. Di
ho punto �jo se sit�ua sobre la super�
ie 
r��ti
a de�nida por todas lasdire

iones irrelevantes del espa
io de par�ametros. Las variables de 
ontrol en el 
asodel 3D-GRFIM son la 
antidad de desorden � y el 
ampo magn�eti
o H. As�� pues,la super�
ie f��si
a en el espa
io de par�ametros est�a de�nida por la varia
i�on de � yH. Tal y 
omo muestran las simula
iones, la super�
ie f��si
a �uni
amente interse
ta lasuper�
ie 
r��ti
a en un punto que de�ne el punto 
r��ti
o. En t�erminos de las variables de
ontrol, di
ho punto o
urre para (�;H) = (�
; H
). Es l�ogi
o suponer que, si existendos variables de 
ontrol que permiten 
ambiar la distan
ia al punto 
r��ti
o, existenal menos dos variables de es
ala relevantes u(�;H) y v(�;H) que dependen de lasvariables de 
ontrol y permiten variar la distan
ia a la super�
ie 
r��ti
a. Al ha
er unatransforma
i�on del GR de par�ametro b, di
has variables transforman 
omo:u(b) = b1=�u; (5.1)v(b) = b1=�v; (5.2)donde 1=� y 1=� son los autovalores del GR [x 2.2.3℄ aso
iados a u y a v, respe
tiva-mente. Adem�as, � y � 
ara
terizan la divergen
ia de la longitud de 
orrela
i�on � alaproximarse al punto 
r��ti
o a lo largo de las dire

iones aso
iadas a u y v:� � u��; � � v��: (5.3)En la teor��a de fen�omenos 
r��ti
os no es habitual introdu
ir el exponente � sino que,en su lugar, se a
ostumbra a introdu
ir la 
ombina
i�on �=�Æ. Sin embargo, en nuestroestudio es interesante introdu
irlo porque (i) juega un papel an�alogo a � y (ii), 
omoveremos, 
oin
ide para todos los tipos de avalan
has.Las magnitudes geom�etri
as, 
omo el tama~no del sistema L o el tama~no de lasavalan
has s, tambi�en se ven afe
tadas por la transforma
i�on del GR. Con
retamente,L(b) = b�1L; (5.4)s(b) = b�d�s; (5.5)
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as de es
alado de tama~no �nitodonde el exponente2 d� se puede interpretar 
omo la dimensi�on fra
tal de las avalan-
has. Para 
onven
ernos de que esto es as��, imaginemos que una avalan
ha tiene unaestru
tura (fra
tal en general) de dimensi�on d�. Al ha
er una agrupa
i�on de par�ame-tro b, 
ada 
onjunto resultante tiene un promedio de bd� espines pertene
ientes a laavalan
ha que dan lugar a un esp��n renormalizado que representa a los bd� espinesdel 
onjunto. De esta forma, el n�umero total de espines de la avalan
ha s disminuyeen un fa
tor bd� al apli
ar la transforma
i�on del GR, lo que lleva a (5.5). La Fig. 5.1muestra un ejemplo de la transforma
i�on del GR a una parte de s = 81 espines deuna avalan
ha que se extiende a todo un sistema in�nito y que tiene una estru
-tura fra
tal hipot�eti
a que des
ribe un 
uadrado de Sierpinski de dimensi�on fra
taldSierpinski = log 3= log 2 = 1:585 [235{237℄. En el paso de la Fig. 5.1(a) a la Fig. 5.1(b)se efe
t�ua una agrupa
i�on (de par�ametro b = 2) de los espines pertene
ientes a la ava-lan
ha (
uadrados grises) utilizando la regla de la mayor��a [x 2.2.1℄. Una vez efe
tuadala agrupa
i�on, es ne
esario renormalizar las distan
ias para obtener una red tal quela distan
ia entre nodos sea igual que la 
orrespondiente a la red original. Tras ha
eresto, se obtiene la estru
tura que se presenta en la Fig. 5.1(
). Como se puede ver, laestru
tura obtenida es totalmente equivalente a la original, si tenemos en 
uenta quela avalan
ha original se extiende, realmente, a todo el espa
io3. Tras la apli
a
i�on dela transforma
i�on, se obtienen s = 27 espines que representan a los 81 espines de laparte de la avalan
ha que se hab��a 
onsiderado al prin
ipio. La ley de transforma
i�on
orresponde pues a (5.5) ya que:s(b) = 27 = 2� log 3= log 281 = b�dSierpinskis (5.6)En las se

iones siguientes, veremos que todos los tipos de avalan
has propuestosen el 
uadro 4.1 se 
ara
terizan por la misma dimensi�on fra
tal d� = df , a ex
ep
i�on delas avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as (para las que la dimensi�on fra
tal es d3� 6= df)y las avalan
has no spanning no 
r��ti
as. En primer lugar, llegaremos a tal 
on
lusi�onutilizando t�e
ni
as de tama~no �nito [x 5.5℄ y, posteriormente, mediremos de formadire
ta las dimensiones fra
tales aso
iadas a las avalan
has spanning [x 5.7℄. Tambi�enveremos que las avalan
has tienen una estru
tura fra
tal aleatoria, de tal forma que s�olose pueden entender 
omo fra
tales desde un punto de vista estad��sti
o. De 
ualquierforma, la justi�
a
i�on de la ley de transforma
i�on (5.5) suponiendo que las avalan
has2Por ejemplo, en las Refs. [57,198,222,228℄ se utiliza la 
ombina
i�on de exponentes 1=�� en lugarde d�, de tal forma que el exponente � de�nido por estos autores en analog��a 
on per
ola
i�on serela
iona 
on d� de la siguiente forma: � = 1=�d�.3Esto no es m�as que una manifesta
i�on de la autosemejanza del 
uadrado de Sierpinski.
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s = 81 s(b) = bdf s = 27
Agrupa
i�onb = 2 Renorm.(a) (b) (
)

Figura 5.1: Apli
a
i�on de la transforma
i�on del GR a una parte de 81 espines (
uadradosgrises) de una avalan
ha hipot�eti
a que se supone que des
ribe un 
uadrado de Sierpinski.(a) Sistema original. (b) Produ
to de ha
er una agrupa
i�on de par�ametro b y apli
ar la reglade la mayor��a. (
) Resultado de apli
ar una renormaliza
i�on de las distan
ias tras apli
ar laagrupa
i�on.des
riben una estru
tura fra
tal no aleatoria es v�alida tambi�en si se 
onsidera unaestru
tura fra
tal aleatoria [238℄.En la se

i�on x 2.2.4 se propuso un m�etodo nuevo para en
ontrar las rela
iones dees
ala en general a partir de un 
ierto n�umero de invariantes bajo el GR. De las 
uatrovariables u, v, s y L se pueden formar tres invariantes independientes. Para el estudioque se presenta en este 
ap��tulo, 
onsideraremos los tres siguientes:I[u; L℄ = uL1=� ; (5.7)I[v; L℄ = vL1=�; (5.8)I[s; L℄ = sL�d� : (5.9)5.1.1. Rela
i�on de las variables de es
ala 
on las variables de
ontrol.Una variable de es
alaEn el 
ap��tulo 2 [x 2.2.5℄ se puso de mani�esto desde un punto de vista generalque la dependen
ia exa
ta de las variables de es
ala 
on las variables de 
ontrol esdes
ono
ida pero debe ser anal��ti
a. Este he
ho permite expandir las variables dees
ala u y v del RFIM en fun
i�on de las variables de 
ontrol en torno al punto 
r��ti
o(�
; H
). Es instru
tivo analizar en primer lugar la dependen
ia 
on � de la variablede es
ala u en el 
aso de magnitudes integradas, es de
ir, en el 
aso de magnitudes
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ni
as de es
alado de tama~no �nitoque dependen �uni
amente de �. A segundo orden en torno a �
:u(�) = u1(�) + Au21(�); (5.10)donde u1(�) � (� � �
)=�
 es la variable de es
ala a primer orden que representa laforma m�as simple de medir la distan
ia a �
. Sin embargo, generalmente u1(�) no essu�
iente para des
ribir 
orre
tamente los datos. A 
ontinua
i�on vamos a analizar sila 
orre

i�on a segundo orden Au21 es importante en el l��mite termodin�ami
o o, por el
ontrario, se puede despre
iar. Consideremos para ello una fun
i�on F (�; L) tal que sepuede es
ribir en t�erminos de L y la variable 
orre
ta de es
ala u de la forma habitualen FSS: F (�; L) = LaF̂ (uL1=�): (5.11)A partir de una rela
i�on de este tipo, se puede introdu
ir el 
on
epto de familiade pares que de�niremos 
omo el 
onjunto siguiente de pares (�; L): f(�i; Li); i =1; 2; : : : ju(�1)L1=�1 = u(�2)L1=�2 = � � � g. Di
ho de otra forma, una familia no es m�asque el 
onjunto de pares f(�i; Li)g tales que L�ai F (�i; Li) es igual para todos los paresdentro de la familia.Para estudiar la libertad que hay al utilizar una 
ierta aproxima
i�on a la variablede es
ala, y ver as�� hasta qu�e punto son importantes los t�erminos que despre
iamos,supongamos que intentamos ha
er un an�alisis FSS 
on una variable de es
ala in
orre
tau0(�). Igual que se ha he
ho 
on la variable u(�), desarrollamos u0(�) en torno a �
hasta segundo orden en u1: u0(�) = u1(�) +Au21(�); (5.12)donde, en prin
ipio, A 6= A. Evidentemente, en � = �
, es equivalente utilizar u ou0 ya que ambas son nulas. Consideremos a 
ontinua
i�on una familia f(�i; Li)g. Porde�ni
i�on de familia, L�a1 F (�1; L1) = L�a2 F (�2; L2) = � � � : (5.13)Sin embargo, en t�erminos de la variable de es
ala in
orre
ta u0, el produ
to u0(�)L1=�es, en general, distinto para 
ada par de la familia f(�i; Li)g. Este he
ho ha
e queaparez
a una dependen
ia expl��
ita 
on L al representar L�aF (�; L) en fun
i�on deu0(�)L1=� : L�aF (�; L) = Ĝ(u0(�)L1=� ; L); (5.14)
osa que ha
e imposible el 
olapso de L�aF (�; L). En general, la fun
i�on Ĝ(u0(�)L1=� ; L)depende expl��
itamente de L y nos referiremos a ella 
omo \fun
i�on de no es
alado".
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0
F̂ (uL1=�)Ĝ(u0L1=�1 ; L1) Ĝ(u0L1=�2 ; L2)

F̂ (u(�i)L1=�i ) = Ĝ(u0(�i)L1=�i ; Li)F̂ (u0(�1)L1=�1 )
u0(�1)L1=�1 u(�1)L1=�1

�(u0(�1)L1=�1 ; L1)
Figura 5.2: Representa
i�on esquem�ati
a de L�aF (�;L) en fun
i�on de uL1=� (l��nea gruesa,negra y 
ontinua) y de u0L1=� para dos tama~nos L1 (l��nea gris 
ontinua) y L2 (l��nea grisdis
ontinua). Para una 
ierta familia de pares f(�i; Li)g, se indi
a expl��
itamente la igualdadF̂ (u(�i)L1=�i ) = Ĝ(u0(�i)L1=�i ; Li). Tambi�en se indi
a la diferen
ia �(u0(�)L1=� ; L) para el
aso parti
ular del par (�1; L1).La Fig. 5.2 muestra esquem�ati
amente la representa
i�on de L�aF (�; L) en fun
i�onde uL1=� y tambi�en en fun
i�on de u0L1=� para dos tama~nos L1 y L2 distintos. De lade�ni
i�on de F̂ (u(�)L1=�) y Ĝ(u0(�)L1=� ; L) se dedu
e queF̂ (u(�i)L1=�i ) = Ĝ(u0(�i)L1=�i ; Li) (5.15)para 
ualquier par de la familia f(�i; Li)g, tal y 
omo muestra la Fig. 5.2.Desde un punto de vista 
uantitativo, analizaremos la bondad de los es
aladoshe
hos 
on la variable u0 estudiando el 
omportamiento 
on Li de la diferen
ia �de�nida 
omo: �(u0(�i)L1=�i ; Li) � F̂ (u0(�i)L1=�i )� Ĝ(u0(�i)L1=�i ; Li): (5.16)La Fig. 5.2 muestra esta magnitud para el par (�1; L1). Si �(u0(�i)L1=�i ; Li) es in-dependiente de Li para Li ! 1, se puede 
on
luir que la variable de es
ala u0 essu�
iente para obtener un es
alado a
eptable para sistemas su�
ientemente grandes.
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ni
as de es
alado de tama~no �nitoPara ver en qu�e 
ondi
iones se 
umple esta independen
ia 
on Li, expresamos la fun-
i�on F̂ (u0(�i)L1=�i ) a primer orden en torno a u(�i)L1=�i :F̂ (u0(�i)L1=�i ) = Ĝ(u0(�i)L1=�i ; Li) + L1=�i F̂1(u(�i)L1=�i )(u0(�i)� u(�i)); (5.17)donde se ha utilizado la igualdad (5.15) y se ha de�nido F̂1(u(�i)L1=�i ) 
omo la derivadaprimera de F̂ 
on respe
to a u(�i)L1=�i . A 
ontinua
i�on, utilizando los desarrollos (5.10)y (5.12) y la de�ni
i�on (5.16), se obtiene�(u0(�i)L1=�i ; Li) = L1=�i (A� A) u21(�i) F̂1(u(�i)L1=�i ): (5.18)Es 
ompli
ado estudiar el 
omportamiento de �(u0(�i)L1=�i ; Li) en el l��mite Li ! 1restringi�endonos a una 
ierta familia (u0(�i)L1=�i 
onstante) debido a que u1 ! 0 siLi !1 y apare
e una indetermina
i�on [1�0℄ en (5.18). Para solventar este problema,de�nimos una fun
i�onf̂(u(�i)L1=�i ) � hu(�i)L1=�i i2 F̂1(u(�i)L1=�i ) (5.19)que, 
laramente, se mantiene 
onstante dentro de una familia de pares. Introdu
iendoesta fun
i�on en (5.18) se obtiene:�(u0(�i)L1=�i ; Li) = L�1=�i (A� A)�u1(�i)u(�i) �2 f̂(u(�i)L1=�i ): (5.20)A partir de esta expresi�on dedu
imos que �(u0(�i)L1=�i ; Li) = 0 en el l��mite Li !1,independientemente4 del valor de A. Efe
tivamente, la dependen
ia expl��
ita 
on Li en(5.20) es debida fundamentalmente al prefa
tor L�1=�i y, 
omo veremos m�as adelante[x 5.3℄, 1=� = 0:8 > 0. Por otro lado, el 
o
iente u1(�i)=u(�i) es del orden de la unidadpara � 
er
ana a �
 y no juega un papel importante en el l��mite Li !1. La 
on
lusi�on�nal es que no importa el valor de A en el desarrollo de la fun
i�on u0 [E
. (5.12)℄. Estopermite tomar A = 0 y obtener es
alados a
eptables 
on u0 = u1. Como se ver�a enlos resultados obtenidos al apli
ar el an�alisis FSS a los datos num�eri
os [x 5.3℄, es
onveniente in
luir el t�ermino a segundo orden en u1 para obtener mejores 
olapsosde los datos 
orrespondientes a sistemas peque~nos. Los mejores 
olapsos se obtienenpara A = �0:2, de tal forma que la variable de es
ala que utilizaremos en el estudiode magnitudes integradas ser�a5:u(�) = u1(�)� 0:2u21(�): (5.21)4Es f�a
il ver que los t�erminos de orden superior a 2 en los desarrollos (5.10) y (5.11) tampo
o sonimportantes en el l��mite termodin�ami
o.5En adelante, 
omo hemos he
ho en esta expresi�on, nos referiremos a la variable de es
ala 
omo uaunque, realmente s�olo la estimamos hasta segundo orden en u1.
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sFigura 5.3: Compara
i�on de las tres aproxima
iones u1, u y u3 a la variable de es
ala en elproblema integrado.En estudios previos de otros autores [198, 222, 228℄, rela
ionados 
on magnitudesintegradas, se propuso una variable de es
ala u3(�) diferente a la que se propone aqu��,de�nida 
omo: u3(�) = � � �
� : (5.22)La justi�
a
i�on de esta variable de es
ala es puramente fenomenol�ogi
a. La expansi�onde Taylor de u3(�) es: u3 = u1(�)� u21(�) + u31(�) + � � � : (5.23)Comparando hasta segundo orden este desarrollo 
on el de la variable u (5.10) sepodr��a 
on
luir que A = �1. Sin embargo, 
omo ya hemos adelantado, los mejoreses
alados de nuestros datos se obtienen 
on A = �0:2.La Fig. 5.3 
ompara el 
omportamiento de las tres variables de es
ala u1(�), u(�)(en la aproxima
i�on (5.21) 
on A = �0:2) y u3(�). L�ogi
amente, las tres variables sonequivalentes 
er
a de �
. Sin embargo, el intervalo de � donde las rela
iones de es
alason v�alidas puede ser muy diferente dependiendo de la variable utilizada. Debido aque A < 0, la variable u no se puede utilizar para � � �
 ya que presenta un m�aximopara � = 7:735 = 3:5�
. Por otro lado, la variable u3 tiende a 1 para � ! +1 y esimposible distinguir entre s�� sistemas 
on valores grandes de �.
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ni
as de es
alado de tama~no �nitoDos variables de es
alaLos argumentos presentados hasta este punto en rela
i�on 
on la dependen
ia de u
on � en el 
aso de magnitudes integradas se pueden extender al 
aso de magnitudesno integradas que dependen del 
ampo H adem�as de �. En este 
aso hay dos variablesde 
ontrol 
on las 
uales se puede variar la distan
ia al punto 
r��ti
o (�
; H
) exter-namente. Supondremos pues que existen al menos dos variables de es
ala relevantesindependientes: u(�;H) y v(�;H). En general, ambas variables dependen de formaanal��ti
a de � y H, de manera que se pueden desarrollar en serie de poten
ias en tornoa (�
; H
). A segundo orden:u(�;H) = u1(�) + Au21(�) + A0v1(H) + A00u1(�)v1(H) + A000v21(H) (5.24)v(�;H) = v1(H) +Bv21(H) + B0u1(�) +B00u1(�)v1(H) +B000u21(�); (5.25)donde v1(H) � (H � H
)=H
 es la variable a primer orden en 
ampo e, igual queantes, u1(�) � (� � �
)=�
. El t�ermino HPNi=1 Si que apare
e en el Hamiltonianodel RFIM es impar bajo el 
ambio fSig ! f�Sig, de tal forma que la varia
i�on de H�uni
amente permite moverse en el subespa
io impar de par�ametros del modelo [x 2.2.5℄.En 
ambio, no existe una simetr��a tan 
lara 
on respe
to a �. Para ver que esto es as��,es �util es
ribir el Hamiltoniano del 3D-GRFIM de forma alternativa a (4.1) 
omo:H = �Xhi;ji SiSj �H NXi=1 Si � � NXi=1 hNi Si; (5.26)donde los 
ampos lo
ales fhNi g se distribuyen siguiendo una gaussiana de media nula ydesvia
i�on est�andar 1. Por un lado, si en este Hamiltoniano ha
emos la transforma
i�onfSig ! f�Sig, el t�ermino �PNi=1 hNi Si queda invariante siempre y 
uando tambi�enhagamos la transforma
i�on � ! ��, de manera que, en este sentido, � ser��a una va-riable impar, igual que H. Por otro lado, teniendo en 
uenta que los 
ampos aleatoriosfhNi g est�an distribuidos de forma sim�etri
a en torno a 0, el t�ermino �PNi=1 hNi Si esestad��sti
amente invariante al ha
er fSig ! f�Sig, aunque no 
ambiemos el signo de�, 
on lo 
ual, � ser��a estad��sti
amente par. La 
on
lusi�on �nal es que la variable � notiene una simetr��a de�nida y este es el motivo por el que no se ha impuesto ningunarestri

i�on por simetr��a a los desarrollos (5.24) y (5.25). Notar que, si la temperaturafuese �nita en el modelo, deber��a existir una variable de es
ala que permitiese moverse�uni
amente en el subespa
io par de par�ametros [x 2.2.5℄.Consideremos tambi�en una fun
i�on F (H; �; L) que se puede es
ribir de la formahabitual en FSS 
on dos variables de es
ala:F (H; �; L) = LaF̂ (uL1=�; vL1=�): (5.27)



5.1. Grupo de renormaliza
i�on y variables de es
ala en el RFIM 187El 
on
epto de familia introdu
ido anteriormente se debe extender a tripletes (�;H; L)
uando 
onsideramos la dependen
ia 
on H adem�as de 
on �. As��, un 
onjunto detripletes f(�i; Hi; Li)g forman una familia si, tanto u(�i; Hi)L1=�i 
omo v(�i; Hi)L1=�itoman valores independientes del triplete que se 
onsidere del 
onjunto. Es
rito deforma m�as 
ompa
ta, una familia est�a formada por el siguiente 
onjunto de tripletes:f(�i; Hi; Li); i = 1; 2; : : : ju(�1)L1=�1 = u(�2)L1=�2 = � � � ; v(�1)L1=�1 = v(�2)L1=�2 = � � � g:(5.28)En el razonamiento referente a las magnitudes integradas, se ha estudiado el efe
tode utilizar una variable de es
ala in
orre
ta u0(�) en un an�alisis FSS. Por extensi�on, enel 
aso 
on dos variables de es
ala, 
onsideraremos el efe
to de dos variables de es
alain
orre
tas u0(�;H) y v0(�;H) 
uyas expansiones a segundo orden en u1 y v1 son:u0(�; L) = u1(�) +Au21(�) +A0v1(H) +A00u1(�)v1(H) +A000v21(H); (5.29)v0(�; L) = v1(H) + Bv21(H) + B0u1(�) + B00u1(�)v1(H) + B000u21(�): (5.30)De nuevo, al representar L�aF (H; �; L) en fun
i�on de u0(�;H)L1=� y v0(�;H)L1=�,apare
e una dependen
ia expl��
ita 
on L:L�aF (H; �; L) = Ĝ(u0(�;H)L1=� ; v0(�;H)L1=�; L): (5.31)Dentro de una 
ierta familia f(�i; Hi; Li)g, la magnitud � que nos permite determinaren qu�e 
ondi
iones es posible obtener un buen 
olapso 
on u0 y v0, viene dada por unaexpresi�on totalmente an�aloga a (5.16):�(u0(�i; Hi)L1=�i ; v0(�i; Hi)L1=�i ; Li) �F̂ (u0(�i; Hi)L1=�i ; v0(�i; Hi)L1=�i )� Ĝ(u0(�i; Hi)L1=�i ; v0(�i; Hi)L1=�i ; Li): (5.32)Siguiendo un pro
edimiento similar al utilizado para obtener F̂ (u0(�i)L1=�i ) en el 
asode las magnitudes integradas [E
. (5.17)℄, �(u0(�i; Hi)L1=�i ; v0(�i; Hi)L1=�i ; Li) se puedeaproximar por:�(u0(�i; Hi)L1=�i ; v0(�i; Hi)L1=�i ; Li) =L1=�i (u0(�i; Hi)� u(�i; Hi))F̂1 + L1=�i (v0(�i; Hi)� v(�i; Hi))F̂2+12L2=�i (u0(�i; Hi)� u(�i; Hi))2F̂11 + 12L2=�i (v0(�i; Hi)� v(�i; Hi))2F̂22+L1=�+1=�i (u0(�i; Hi)� u(�i; Hi))(v0(�i; Hi)� v(�i; Hi))F̂12; (5.33)
donde los sub��ndi
es 1 y 2 en las fun
iones de es
ala F̂ indi
an las derivadas par
iales
on respe
to a u(�i; Hi)L1=�i y a v(�i; Hi)L1=�i , respe
tivamente. Las dependen
ias 
on
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ni
as de es
alado de tama~no �nitou(�i; Hi)L1=�i y v(�i; Hi)L1=�i de la fun
i�on F̂ y sus derivadas no se han es
rito parasimpli�
ar la nota
i�on. Introdu
iendo las expresiones (5.24), (5.25), (5.29) y (5.30) enla E
. (5.33) se obtiene:�(u0(�i; Hi)L1=�i ; v0(�i; Hi)L1=�i ; Li) =(A0 � A0)v1(Hi)L1=�i F̂1 + (B0 � B0)u1(�i)L1=�i F̂2+(A� A)u21(�i)L1=�i F̂1 + (B � B)v21(Hi)L1=�i F̂2+(A00 � A00)u1(�i)v1(Hi)L1=�i F̂1 + (B00 � B00)u1(�i)v1(Hi)L1=�i F̂2+(A000 � A000)v21(Hi)L1=�i F̂1 + (B000 � B000)u21(�i)L1=�i F̂2+12(A0 � A0)2v21(Hi)L2=�i F̂11 + 12(B0 �B0)2u21(�i)L2=�i F̂22+(A0 � A0)(B0 �B0)u1(�i)v1(Hi)L1=�+1=�i F̂12:
(5.34)

Para analizar el 
omportamiento de � en el l��mite Li ! 1 manteni�endonos dentrode una 
ierta familia f(�i; Hi; Li)g, o lo que es lo mismo, manteniendo u(�i; Hi)L1=�i yv(�i; Hi)L1=�i 
onstantes, es 
onveniente de�nir un 
onjunto de on
e fun
iones ff̂jg (verla de�ni
i�on en el 
uadro 5.1) que, igual que en (5.20), permiten extraer la dependen
iaexpl��
ita de � 
on Li:�(u0(�i; Hi)L1=�i ; v0(�i; Hi)L1=�i ; Li) =(A0 � A0)L1=��1=� �v1v � f̂1 + (B0 � B0)L1=��1=� �u1u � f̂2+(A� A)L�1=� �u1u �2 f̂3 + (B � B)L�1=� �v1v �2 f̂4+(A00 � A00)L�1=� �u1u � �v1v � f̂5 + (B00 � B00)L�1=� �u1u � �v1v � f̂6+(A000 � A000)L1=��2=� �v1v �2 f̂7 + (B000 � B000)L1=��2=� �u1u �2 f̂8+(A0 � A0)2L2=��2=� �v1v �2 f̂9 + (B0 � B0)2L2=��2=� �u1u �2 f̂10+(A0 � A0)(B0 �B0)�u1u ��v1v � f̂11;
(5.35)

En el an�alisis 
on FSS de los datos que se presentan m�as adelante se en
uentra que1=� = 1:5 y 1=� = 0:83. Dados estos valores, de todos los t�erminos del segundo miem-bro de la igualdad (5.35), s�olo aquellos en los que apare
e B0 � B0 introdu
en unadependen
ia importante 
on L para sistemas grandes. Dedu
imos as�� que todos los
oe�
ientes que apare
en en las expansiones (5.29) y (5.30) se pueden tomar igual a
ero a ex
ep
i�on de B0, que debe ser igual a B0. El �ultimo t�ermino de la expresi�on(5.35) simplemente est�a aso
iado a una posible diferen
ia independiente de L entre
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ala en el RFIM 189j f̂j(uL1=� ; vL1=�)1 vL1=�F̂1(uL1=�; vL1=�)2 uL1=�F̂2(uL1=� ; vL1=�)3 (uL1=�)2F̂1(uL1=� ; vL1=�)4 (vL1=�)2F̂2(uL1=� ; vL1=�)5 (uL1=�)(vL1=�)F̂1(uL1=� ; vL1=�)6 (uL1=�)(vL1=�)F̂2(uL1=� ; vL1=�)7 (vL1=�)2F̂1(uL1=� ; vL1=�)8 (uL1=�)2F̂2(uL1=� ; vL1=�)9 12(vL1=�)2F̂11(uL1=� ; vL1=�)10 12(uL1=�)2F̂22(uL1=�; vL1=�)11 (uL1=�)(vL1=�)F̂12(uL1=� ; vL1=�)

Cuadro 5.1: De�ni
i�on de las on
efun
iones ff̂jg utilizadas para llegara la expresi�on (5.35).

la representa
i�on de L�aF (H; �; L) utilizando las variables exa
tas (u; v) y la repre-senta
i�on utilizando las variables no exa
tas (u0; v0). Esta diferen
ia no impedir��a unbuen es
alado pero, al ha
er B0 = B0, la diferen
ia se anula autom�ati
amente, 
on lo
ual, � = 0. Aunque el t�ermino propor
ional a A no es importante en el l��mite termo-din�ami
o, lo mantendremos para obtener resultados 
onsistentes entre las magnitudesque dependen de H y las magnitudes integradas. En 
on
lusi�on, para el an�alisis delos datos referentes a las magnitudes que dependen de H, utilizaremos las siguientesaproxima
iones a las variables de es
ala:u = u1 + Au21; (5.36)v = v1 +B0u1: (5.37)La 
orre

i�on (5.37) aso
iada a la distan
ia a H
 fue propuesta por primera vez porPerkovi�
 et al. [198℄ bas�andose en un razonamiento distinto que no ten��a en 
uenta eltama~no �nito. Estos autores llamaron \in
lina
i�on"6 al par�ametro an�alogo a B0. Desdeun punto de vista geom�etri
o, la variable v est�a rotada 
on respe
to a v1 debido alt�ermino B0u1 (ver la se

i�on x 5.11.7) y, 
omo 
onse
uen
ia, tambi�en se le ha llamadorota
i�on a esta 
orre

i�on.6En el texto original en ingl�es los autores le llaman tilting 
onstant.
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ni
as de es
alado de tama~no �nito5.2. Doble es
alado de tama~no �nito (DFSS)Algunas de las magnitudes estudiadas en las se

iones siguientes se pueden des
ribirapropiadamente suponiendo que se pueden des
omponer en suma de dos 
ontribu
io-nes que dependen de forma diferente de L. En estas situa
iones no es posible apli
arlas t�e
ni
as habituales de FSS. En esta se

i�on se propone un m�etodo que 
onsiste enuna extensi�on del m�etodo FSS 
om�un. Como ya hemos adelantado, nos referiremosa este m�etodo 
omo doble es
alado de tama~no �nito (DFSS). Por simpli
idad, pre-sentamos los detalles del m�etodo �uni
amente para el 
aso de magnitudes integradas,pero la extensi�on a magnitudes que involu
ran el 
ampo es sen
illa. Supongamos puesuna magnitud integrada F (�; L) que se puede expresar 
omo suma de dos fun
ionesFa(�; L) y Fb(�; L) que, 
er
a del punto 
r��ti
o, se 
omportan de la forma habitual enFSS, es de
ir: Fa(�; L) = La ~Fa(uL1=�); Fb(�; L) = Lb ~Fb(uL1=�); (5.38)donde a 6= b. De estas expresiones se dedu
e la hip�otesis de FSS para F (�; L):F (�; L) = La ~Fa(uL1=�) + Lb ~Fb(uL1=�): (5.39)Es
ogiendo dos pares (�1; L1) y (�2; L2) de una misma familia (ver de�ni
i�on de familiaen la se

i�on anterior), se obtienen las dos e
ua
iones siguientes:F (�1; L1) = La1 ~Fa(u(�1)L1=�1 ) + Lb1 ~Fb(u(�1)L1=�1 ) (5.40)F (�2; L2) = La2 ~Fa(u(�2)L1=�2 ) + Lb2 ~Fb(u(�2)L1=�2 ): (5.41)Por otro lado, u(�1)L1=�1 = u(�2)L1=�2 , lo que impli
a~Fa(u(�1)L1=�1 ) = ~Fa(u(�2)L1=�2 ) (5.42)~Fb(u(�1)L1=�1 ) = ~Fb(u(�2)L1=�2 ): (5.43)Teniendo en 
uenta estas igualdades y las expresiones (5.40) y (5.41) se llega a:~Fa(u(�i)L1=�i ) = L�b1 F (�1; L1)� L�b2 F (�2; L2)La�b1 � La�b2 ;~Fb(u(�i)L1=�i ) = L�a1 F (�1; L1)� L�a2 F (�2; L2)Lb�a1 � Lb�a2 ; (5.44)donde (�i; Li) indi
a 
ualquiera de los pares de la familia a la que pertene
en (�1; L1)y (�2; L2).



5.2. Doble es
alado de tama~no �nito (DFSS) 191Desde un punto de vista pr�a
ti
o, el m�etodo se apli
a a 
onjuntos de datos 
orres-pondientes a pares de sistemas 
on distinto tama~no L1 y L2. Para 
ada uno de estostama~nos se 
ono
e la fun
i�on F (�; L) en un 
onjunto dis
reto de des�ordenes. Supon-gamos, por ejemplo, que hemos realizado una simula
i�on a desorden �1 en el sistemade tama~no L1, es de
ir, 
ono
emos F (�1; L1). Para apli
ar dire
tamente el m�etodoDFSS a partir de este dato y los datos de las simula
iones del sistema de tama~noL2 ser��a ne
esario tener una simula
i�on en este sistema a un desorden �2 tal queu(�2)L1=�2 = u(�1)L1=�1 . Sin embargo, las simula
iones no se ha
en siempre de formaque esto se 
umpla para los distintos des�ordenes simulados para 
ada tama~no7. Parasolventar este problema, se ha interpolado la fun
i�on F (�; L2) aso
iada al sistema detama~no L2 a aquel valor de � que 
umple u(�) = u(�1)(L1=L2)1=�.Es interesante estudiar la propaga
i�on de los errores ÆFa(�; L) y ÆFb(�; L) de lasfun
iones Fa(�; L) y Fb(�; L) a las fun
iones de es
ala ~Fa y ~Fb. Apli
ando el pro
edi-miento habitual de propaga
i�on de errores8, en
ontramosÆ ~Fa = L�a2j(L1=L2)a�b � 1j "�L1L2��b ÆF (�1; L1) + ÆF (�2; L2)# ; (5.46)Æ ~Fb = L�b2j(L1=L2)b�a � 1j "�L1L2��a ÆF (�1; L1) + ÆF (�2; L2)# : (5.47)De estas e
ua
iones podemos extraer dos 
on
lusiones importantes. En primer lugar, eldenominador que apare
e en ambas expresiones se aproxima a 
ero 
uando apli
amos elm�etodo a dos sistemas 
on tama~nos similares. Esto ha
e que los errores sean mayoresen estos 
asos y que, por tanto, sea mejor utilizar sistemas 
on tama~nos bastantedistintos. Por otro lado, si a > 0, el error Æ ~Fa es menor 
uanto mayor es L2 y lomismo su
ede para Æ ~Fb si b > 0. En los 
asos en que apliquemos el m�etodo DFSS m�asadelante, siempre a � 0 y b � 0, lo que impli
a que los errores se minimizan si seutilizan sistemas de tama~no grande pero bastante diferentes entre s��, es de
ir, tanto lasitua
i�on 1� L1 � L2 
omo 1� L2 � L1 son ideales para minimizar los errores.Es interesante analizar 
ual de los dos errores Æ ~Fa o Æ ~Fb es mayor, dependiendo dela rela
i�on entre los exponentes a y b. Es f�a
il estudiar la rela
i�on entre los errores en7De he
ho, no se pueden ha
er las simula
iones de tal forma que u(�2)L1=�2 = u(�1)L1=�1 porque,a priori, el valor de � es des
ono
ido.8Por ejemplo, Æ ~Fa se obtiene a partir de:Æ ~Fa = ����� � ~Fa�F (�1; L1) ����� ÆF (�1; L1) + ����� � ~Fa�F (�2; L2) ����� ÆF (�2; L2): (5.45)
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ni
as de es
alado de tama~no �nitola situa
i�on ideal 1� L1 � L2 analizando el 
o
iente entre di
hos errores que, 
omose puede ver a partir de las E
s. (5.46) y (5.47), no es m�as queÆ ~FaÆ ~Fb = Lb�a2 ��(L1=L2)b�a � 1��j(L1=L2)a�b � 1j � (L1L2 )�bÆF (�1; L1) + ÆF (�2; L2)(L1L2 )�aÆF (�1; L1) + ÆF (�2; L2) : (5.48)En el l��mite L1 � L2, el 
o
iente (5.48) nos permite distinguir dos 
asos dependiendode la rela
i�on entre a y b:Si a < b =) Æ ~Fa > Æ ~Fb.Si a > b =) Æ ~Fa < Æ ~Fb.Resumiendo, el error es mayor en la fun
i�on de es
ala 
orrespondiente a la 
ontribu
i�on
on el exponente menor.5.3. N�umeros de avalan
has N�(�; L)Las magnitudes integradas dependen s�olo de �, de tal manera que el �uni
o inva-riante que se debe 
onsiderar para 
onstruir la hip�otesis de es
ala es I[u; L℄ = uL1=�[E
. (5.7)℄.Suponiendo que, al apli
ar una vez la transforma
i�on del GR, el n�umero de ava-lan
has N�(�; L) transforma 
on un exponente �� 
omoN�(�(b); L(b); b) = b��N�(�; L); (5.49)se puede formar el siguiente invariante entre N�(�; L) y L:I[N�; L℄ = N�L��� ; (5.50)donde se ha utilizado (5.4).Por otro lado, el he
ho de que N�(�; L) dependa �uni
amente de u y L impli
a queel invariante I[N�; L℄ s�olo puede ser fun
i�on del invariante I[u; L℄ = uL1=� [E
. (5.7)℄.Esto nos lleva a proponer la siguiente hip�otesis de es
alado de tama~no �nito paraN�(�; L) : N�(�; L) = L�� ~N�(uL1=�): (5.51)A partir de esta expresi�on queda 
laro que el exponente �� 
ara
teriza la divergen-
ia del n�umero de avalan
has en el punto 
r��ti
o 
uando L ! 1. En este punto sedebe remar
ar que la de�ni
i�on de �� a partir de (5.51) no sigue el 
riterio habitual



5.3. N�umeros de avalan
has N�(�;L) 193utilizado en las hip�otesis de es
alado de tama~no �nito en que las magnitudes var��an
on exponentes divididos por � [x 2.3℄. Sin embargo, hemos de
idido utilizar la no-ta
i�on introdu
ida previamente por otros autores para el 
omportamiento 
r��ti
o deln�umero de avalan
has en el RFIM [217, 222℄ y el n�umero de 
lusters en per
ola
i�on[Ap�endi
e B℄.Como veremos, el 
omportamiento del n�umero de avalan
has 1D-spanning, 2D-spanning y 3D-spanning 
r��ti
as se puede des
ribir 
on el mismo valor de �1 = �2 =�3
 = �: N1(�; L) = L� ~N1 �uL1=�� ; (5.52)N2(�; L) = L� ~N2 �uL1=�� ; (5.53)N3
(�; L) = L� ~N3
 �uL1=�� : (5.54)Se han he
ho intentos de es
alar el n�umero de avalan
has no spanning 
r��ti
as 
on elmismo exponente � pero no se ha 
onseguido un es
alado a
eptable. En 
onse
uen
ia,es ne
esario de�nir un exponente �ns
 tal que:Nns
(�; L) = L�ns
 ~Nns
(uL1=�): (5.55)Con respe
to al n�umero de avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as N3� proponemos unahip�otesis de es
ala 
onsistente 
on el 
omportamiento de una fun
i�on es
al�on en ell��mite termodin�ami
o. Por 
onsisten
ia 
on este 
omportamiento, se asume que �3� = 0
on lo 
ual, de (5.51) obtenemosN3�(�; L) = ~N3�(uL1=�): (5.56)Efe
tivamente, debe ser �3� = 0 para re
uperar el 
omportamiento de N3� en el l��mitede desorden bajo en que se espera que el 
i
lo de hist�eresis est�e formado por una �uni
aavalan
ha de tama~no L3 y, por tanto, el n�umero de avalan
has debe ser N3� = 1,independientemente del valor de L.En rela
i�on 
on las avalan
has no spanning no 
r��ti
as, en la se

i�on x 4.6 se haargumentado que existen para 
ualquier valor de � en el l��mite termodin�ami
o, es de
ir,Nns0(�) > 0, para 
ualquier � > 0. Adem�as, probablemente estas avalan
has no est�enrela
ionadas 
on ning�un fen�omeno 
r��ti
o 
er
a de �
. Por esta raz�on proponemos lasiguiente dependen
ia no 
r��ti
a:Nns0(�; L) = L3 ~Nns0(�): (5.57)En parti
ular, 
omo ya se ha 
omentado, para des�ordenes grandes (� ! +1) estasavalan
has son de tama~no s = 1 y su n�umero es Nns0(1; L) = L3.
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ni
as de es
alado de tama~no �nitoA partir de la e
ua
i�on de transforma
i�on de N� [E
. (5.49)℄ y de la 
orrespondientepara u [E
. (5.1)℄, se puede formar otro invariante:I[N�; u℄ = N�juj����; (5.58)que permite proponer una hip�otesis de es
ala para N� diferente a (5.51):N�(�; L) = juj���� ~~N� �uL1=�� : (5.59)La fun
i�on de es
ala ~~N� se rela
iona 
on ~N� 
omo ~~N�(uL1=�) � (jujL1=�)��� ~N�.Las expresiones del tipo (5.59) en que el prefa
tor involu
ra la variable de es
ala noson apropiadas para ha
er es
alados 
er
a de �
 dado que presentan un error estad��sti
ogrande debido a que u! 0 
uando � ! �
.Avalan
has 1D- y 2D-spanningLas Figs. 5.4 y 5.5 muestran los mejores es
alados de N1 y N2, respe
tivamente,obtenidos a partir de las hip�otesis de es
ala (5.52) y (5.53) 
on las tres propuestaspara la variable de es
ala en el problema integrado [x 5.1℄. Se han utilizado datos
orrespondientes a L = 5, 8, 10, 12, 16, 24, 32 y 48. La 
alidad de los es
alados 
er
ade �
 es muy buena para las tres aproxima
iones a la variable de es
ala. Los valores delos par�ametros que optimizan 
ada uno de los es
alados se indi
an en 
ada uno de losgr�a�
os. Por simple inspe

i�on visual, se 
on
luye que u = u1+Au21 es la mejor ele

i�onya que permite obtener un buen es
alado tambi�en para los sistemas m�as peque~nosestudiados. Sin embargo, no hay que olvidar que los es
alados en este 
aso involu
ranun par�ametro libre extra A, lo que da m�as libertad en el ajuste. Con respe
to a la
alidad de los es
alados, no se observan diferen
ias notables entre los 
orrespondientesa u1 y los obtenidos utilizando u3. En los es
alados que se presenten de ahora enadelante se utilizar�a siempre la variable u 
on A = �0:2. Tomaremos pues 
omomejores estima
iones de los par�ametros del es
alado aquellas que se obtienen utilizandoesta variable de es
ala. �Estos son: �
 = 2:21� 0:02, � = 1:2� 0:1 y � = 0:10� 0:02.En todos los es
alados que se presentan en la tesis llamamos par�ametros �optimosal 
onjunto de par�ametros para el que se obtiene el mejor es
alado. Las barras deerror que se asignan a 
ada par�ametro representan el intervalo de valores para el quelos es
alados son satisfa
torios. Existe un m�etodo num�eri
o [239℄ que, en prin
ipio,permite eliminar la posible subjetividad de los es
alados minimizando num�eri
amentela distan
ia entre las 
urvas (por ejemplo 
urvas de L��N1) 
orrespondientes a dis-tintos tama~nos. Adem�as de la minimiza
i�on num�eri
a, es ne
esario interpolar en las
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Figura 5.4: (a) Es
alado del n�umero deavalan
has 1D-spanning de a
uerdo 
on lahip�otesis (5.52) utilizando la variable de es-
ala u1. El valor de los par�ametros libresque dan los mejores es
alados se indi
an enel interior. Los s��mbolos 
orrespondientes alos distintos tama~nos de sistema est�an in-di
ados en la leyenda de la Fig. 4.12. (b) Lamisma representa
i�on que en (a) pero uti-lizando la variable u. En este 
aso apare
eel par�ametro extra A. (
) Misma represen-ta
i�on utilizando u3. La l��nea 
ontinua en(b) muestra un ajuste de los datos a unafun
i�on gaussiana.
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Figura 5.5: (a) Es
alado del n�umero deavalan
has 2D-spanning de a
uerdo 
on lahip�otesis (5.53) utilizando la variable de es-
ala u1. El valor de los par�ametros libresque dan los mejores es
alados se indi
an enel interior. Los s��mbolos 
orrespondientes alos distintos tama~nos de sistema est�an in-di
ados en la leyenda de la Fig. 4.12. (b) Lamisma representa
i�on que en (a) pero uti-lizando la variable u. En este 
aso apare
eel par�ametro extra A. (
) Misma represen-ta
i�on utilizando u3. La l��nea 
ontinua en(b) muestra un ajuste de los datos a unafun
i�on gaussiana.

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12
0.0

0.2

0.4

0.6

-4 -2 0 2 4 6 8
0.0

0.2

0.4

0.6

-2 -1 0 1 2 3 4
0.0

0.2

0.4

0.6

(a)q = 0.1
n = 1.14
sc = 2.21

L-q
N 2 (s

,L
)

 

 

u
1
L1/n

(b)q = 0.1
n = 1.2
sc = 2.21
A = -0.2

 

 uL1/n

 

L-q
N 2 (s

,L
)

(c)q = 0.13
n = 1.4
sc = 2.21  

u
3
L1/n 

 

L-q
N 2 (s

,L
)

fun
iones a es
alar puesto que �estas se 
ono
en s�olo dis
retamente. La uni�on de los dospro
edimientos num�eri
os ha
e que, dependiendo de la dis
retiza
i�on de las fun
ionesa es
alar, no se 
onsigan es
alados mejores que los que se 
onsiguen de forma m�assubjetiva. Adem�as, en nuestro 
aso, al utilizar el m�etodo DFSS que tambi�en involu
rauna interpola
i�on, se unen tres pro
edimientos num�eri
os que ha
en 
asi inapli
able elm�etodo propuesto en [239℄.Las l��neas 
ontinuas trazadas en las Figs. 5.4(b) y 5.5(b) 
orresponden a ajustesde una fun
i�on gaussiana del tipo:f(uL1=�) = a exp ��(uL1=� � x)22w2 � ; (5.60)que involu
ra tres par�ametros libres: la amplitud a, la posi
i�on del pi
o x y la an
huraw. Los par�ametros obtenidos son a1 = 0:946 � 0:004, x1 = 2:691 � 0:008 y w1 =1:293�0:008 para el ajuste de ~N1 y, para el ajuste de ~N2 se obtiene a2 = 0:497�0:002,x2 = 2:227� 0:007 y w2 = 1:086� 0:007.
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omportamiento de N1 y N2 en el l��mite termodin�ami
o viene di
tado por el
omportamiento de las fun
iones ~N1 y ~N2 en los l��mites uL1=� ! �1 [x 2.3.1℄. Paraestudiar dire
tamente este 
omportamiento es 
onveniente representar ~N1 y ~N2 enes
ala lineal-logar��tmi
a [Figs. 5.6(a) y (b)℄. Los par�ametros del ajuste gaussiano nodes
riben muy bien el 
omportamiento de las fun
iones de es
ala en los l��mites uL1=� !�1. Ajustes parab�oli
os a ln ~N1 y ln ~N2 (l��neas dis
ontinuas en Figs. 5.6(a) y (b))aproximan mejor el 
omportamiento de los datos en los l��mites uL1=� ! �1, si bien,tales ajustes no son tan buenos 
er
a del m�aximo de las fun
iones de es
ala 
omo losque se obtienen 
on los ajustes gaussianos. Los par�ametros obtenidos a partir de losajustes parab�oli
os son: a1 = 0:844 � 0:09, x1 = 2:821 � 0:06, w1 = 1:532 � 0:009,a2 = 0:436� 0:08, x2 = 2:305� 0:08 y w2 = 1:244� 0:012. Como se puede ver, no sonmuy diferentes a los par�ametros 
orrespondientes a los ajustes gaussianos. En 
ualquier
aso, sea 
ual sea el m�etodo de ajuste, tanto ~N1 
omo ~N2 de
aen exponen
ialmente enlos l��mites uL1=� ! �1, lo que indi
a que, en el l��mite termodin�ami
o, las avalan
has1D- y 2D-spanning s�olo existen en � = �
. Con
retamente, para � = �
, N1 y N2
re
en 
on L 
omo L0:10 y 
on amplitudes ~N1(0) = 0:12� 0:01 y ~N2(0) = 0:07� 0:01.Por otro lado, el he
ho de que los pi
os de las fun
iones ~N1 y ~N2 est�en desplazadosrespe
to a u = 0 indi
a que el n�umero m�aximo de avalan
has 1D- y 2D-spanningo
urre para un 
ierto �
(L) que se desplaza ha
ia �+
 al aumentar L.Avalan
has 3D-spanningTeniendo en 
uenta la dis
usi�on de la se

i�on x 4.6 sobre el n�umero de avalan
has3D-spanning, debemos 
onsiderar dos 
ontribu
iones a N3: el n�umero de avalan
has3D-spanning 
r��ti
as N3
 y el n�umero de avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as N3�. Apartir de las hip�otesis de es
ala (5.54) y (5.56) y la �ultima rela
i�on de 
ierre de lasmagnitudes integradas en el 
uadro 4.2 se llega aN3(�; L) = L� ~N3
(uL1=�) + ~N3�(uL1=�): (5.61)Esta e
ua
i�on es un 
aso parti
ular de la e
ua
i�on (5.39) y, por tanto, se puede apli
arel an�alisis DFSS [x 5.2℄. En este 
aso parti
ular, para dos sistemas 
on tama~nos L1 yL2 y des�ordenes �1 y �2 tales que u(�1)L1=�1 = u(�2)L1=�2 (los pares (�1; L1) y (�2; L2)pertene
en a la misma familia), las e
ua
iones (5.44) se es
riben 
omo:~N3�(u(�1)L1=�1 ) = ~N3�(u(�2)L1=�2 ) = L��1 N3(�1; L1)� L��2 N3(�2; L2)L��1 � L��2 ; (5.62)~N3
(u(�1)L1=�1 ) = ~N3
(u(�2)L1=�2 ) = N3(�1; L1)�N3(�2; L2)L�1 � L�2 : (5.63)
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uL1/nFigura 5.6: Es
alado del n�umero de avalan
has 1D-spanning (a) y 2D-spanning (b) enes
ala lineal-logar��tmi
a (neperiana). Los s��mbolos 
orresponden a los tama~nos indi
ados enla leyenda de la Fig. 4.12. Los ajustes gaussianos (tambi�en representados en las Figs. 5.4(b)y 5.5(b)) se representan 
on l��neas 
ontinuas. Tambi�en se muestran ajustes parab�oli
os aln ~N1 y ln ~N2 
on l��neas dis
ontinuas. Lejos del pi
o de las fun
iones, los ajustes parab�oli
osson mejores que los gaussianos para ambos n�umeros.

Figura 5.7: (a) Estima
i�on num�eri
a de~N3�(uL1=�) y (b) de ~N3
(uL1=�) a partir delas e
ua
iones (5.62) y (5.63). Los distintoss��mbolos 
orresponden a los pares de tama~nos(L1; L2) indi
ados en la leyenda. La l��nea 
on-tinua en (a) 
orresponde al ajuste de una fun-
i�on sigmoidal [E
. 5.64℄ y la l��nea 
ontinuaen (b) se ha obtenido a partir del ajuste deuna fun
i�on gaussiana. El gr�a�
o interno en(b) muestra los datos de (b) en es
ala lineal-logar��tmi
a (neperiana).
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has N�(�;L) 199Las Figs. 5.7(a) y 5.7(b) muestran los es
alados 
orrespondientes a ~N3�(uL1=�) y~N3
(uL1=�), respe
tivamente, obtenidos a partir de las e
ua
iones (5.62) y (5.63). Losdistintos s��mbolos en este 
aso 
orresponden a los diferentes pares (L1; L2) utilizadosen 
ada 
onjunto de datos para apli
ar el m�etodo DFSS. Es interesante remar
ar quelos 
olapsos se han 
onseguido sin introdu
ir ning�un par�ametro libre sino que se hanutilizado los valores de �, �, �
 y A obtenidos a partir de los es
alados de N1 y N2[Figs. 5.4(b) y 5.5(b)℄.De nuevo, el an�alisis de las fun
iones de es
ala nos permite dedu
ir el 
omporta-miento de N3
 y N3� en el l��mite termodin�ami
o. A partir de los puntos de 
ru
e delas fun
iones de es
ala 
on el eje u = 0, obtenemos que N3�(�
; L) = (0:16�0:02)L0:10y N3�(�
; L) = 0:79 � 0:02. Tal y 
omo se hizo anteriormente 
on el n�umero de ava-lan
has 1D- y 2D-spanning, ~N3
 tambi�en se puede aproximar bien 
on una fun
i�ongaussiana de amplitud a3
 = 0:706 � 0:005, posi
i�on del pi
o x3
 = 1:244 � 0:007 yan
hura w3
 = 0:802� 0:009. El 
omportamiento gaussiano impli
a un de
re
imientoexponen
ial de ~N3
(uL1=�) en los l��mites uL1=� ! �1, 
omo se ve dire
tamente alrepresentar los datos en es
ala lineal-logar��tmi
a [gr�a�
o interno en Fig. 5.7(b)℄. Con-
luimos as�� que, en el l��mite termodin�ami
o, las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as s�oloexisten para � = �
.Por otro lado, el 
omportamiento de ~N3�(uL1=�) se puede ajustar bien 
on unafun
i�on sigmoidal que involu
ra dos par�ametros k y x
:~N3�(uL1=�) ' 11 + e�k(uL1=��x
) : (5.64)Con un ajuste por m��nimos 
uadrados a todos los datos de ~N3�(uL1=�) representadosen la Fig. 5.7(a) se obtiene k = �2:99� 0:04 y x
 = 0:382� 0:004. La l��nea 
ontinua
orresponde a la fun
i�on (5.64) 
on los par�ametros obtenidos a partir del ajuste porm��nimos 
uadrados. A partir de (5.64) se dedu
e que, en el l��mite uL1=� ! �1,limuL1=�!�1 1� ~N3�(uL1=�) = limuL1=�!�1 e�k(uL1=��x
); (5.65)
on lo 
ual, ~N3�(uL1=�) tiende a 1 exponen
ialmente, lo que impli
a que, en el l��mitetermodin�ami
o, N3�(�) = 1 para � < �
. Por otro lado, en el l��mite uL1=� !1,limuL1=�!1 ~N3�(uL1=�) = limuL1=�!1 ek(uL1=��x
): (5.66)lo que demuestra que ~N3�(uL1=�) tiende a 0 exponen
ialmente en este l��mite y, enton-
es, N3�(�) = 0 para � > �
. Resumiendo, los resultados indi
an que, en promedio, enuna determinada realiza
i�on de desorden, existe una y s�olo una avalan
ha 3D-spanningsub
r��ti
a para des�ordenes menores que �
 y no existe ninguna por en
ima de �
.
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as de es
alado de tama~no �nitoAvalan
has no spanningPara �nalizar el an�alisis del n�umero de avalan
has de distintos tipos, estudiaremosla separa
i�on de las dos 
ontribu
iones al n�umero de avalan
has no spanning Nnspropuestas en x 4.6. A partir de las hip�otesis de es
ala (5.55) y (5.57) introdu
idas alprin
ipio de esta se

i�on y la rela
i�on de 
ierre 
orrespondiente a Nns en el 
uadro 4.2,es posible es
ribir Nns 
omoNns(�; L) = L�ns ~Nns
(uL1=�) + L3 ~Nns0(�): (5.67)En este 
aso, el m�etodo DFSS no se puede apli
ar ya que ~Nns
 y ~Nns0 dependen devariables diferentes. En la se

i�on x 4.6 se present�o una primera prueba de la validezde esta hip�otesis de es
ala (ver Fig. 4.15). En parti
ular, en el ajuste representado 
onuna l��nea 
ontinua en Fig. 4.15 se demostr�o que, al menos para � = �
, es apropiada lahip�otesis (5.67). Di
ho ajuste permite estimar �ns ' 2:02, ~Nns0(0) = 0:028 y ~Nns
(0) =0:085. Como primera 
omproba
i�on de que, efe
tivamente, ~Nns0 depende �uni
amentede �, es interesante estudiar la derivada de Nns 
on respe
to a �:1L3 �Nns(�; L)�� �����
 = L�ns
+ 1��3 ~N 0ns
(0)�
 !+ ~N 0ns0 (�
) : (5.68)La Fig. 5.8(a) demuestra que los datos, 
orrespondientes a la derivada estimada utili-zando una f�ormula de deriva
i�on a dos puntos, son 
ompatibles 
on el 
omportamiento(5.68). La l��nea 
ontinua en la �gura 
orresponde a un ajuste de la ley (5.68) �jando�ns
+1=�� 3 = �0:15 y dejando dos par�ametros libres ~N 0ns
(0) y ~N 0ns0(�
). Del ajustese obtiene ~N 0ns
 (0) = �0:136� 0:011 y ~N 0ns0 (�
) = 0:102� 0:003. El a
eptable gradode ajuste obtenido es una indi
a
i�on de la dependen
ia 
on las variables uL1=� y � delas fun
iones ~Nns
 y ~Nns0, respe
tivamente.Con el �n de profundizar m�as en la naturaleza del n�umero de avalan
has no span-ning, es ne
esario introdu
ir alguna hip�otesis extra sobre la forma de las fun
iones dees
ala. Dado que en el estudio de las avalan
has spanning se ha en
ontrado una depen-den
ia gaussiana 
asi perfe
ta de las fun
iones ~N1, ~N2 y ~N3
, resulta l�ogi
o proponeruna dependen
ia gaussiana para ~Nns
 tambi�en. Suponiendo una dependen
ia gaussia-na en la que, por 
onsisten
ia 
on las estima
iones previas, forzamos ~Nns
(0) = 0:085y ~N 0ns
(0) = �0:136, llegamos a una fun
i�on de ajuste 
on un �uni
o par�ametro libreque deber��a ser su�
iente para es
alar los datos de la Fig. 4.14.El mejor es
alado se muestra en la Fig. 5.8(b). Di
ho es
alado 
orresponde a~Nns0(�). La fun
i�on ~Nns
 utilizada para obtener el es
alado se muestra en el gr�a�
o
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Figura 5.8: (a) An�alisis de la 
onsis-ten
ia de la E
. (5.68). Los puntos
orresponden a los datos num�eri
os yla l��nea 
ontinua es un ajuste por m��ni-mos 
uadrados 
on dos par�ametros li-bres ( ~N 0ns
(0) y ~N 0ns0(�
)), mantenien-do �ns
 + 1=� = 2:85 �jado al va-lor obtenido anteriormente. (b) Colapsoque ha
e emerger el 
omportamiento de~Nns0(�). Los distintos s��mbolos 
orres-ponden a los indi
ados en la leyenda dela Fig. 4.12. La l��nea 
ontinua muestrala 
ota inferior (4.38) estimada a par-tir del n�umero de espines que giran in-dependientemente de sus ve
inos pr�oxi-mos. El gr�a�
o interno presenta la fun-
i�on gaussiana 
on la que se ha aproxi-mado ~Nns
(uL1=�) y que ha permitidoseparar las dos 
ontribu
iones a Nns.
interno de la �gura y 
orresponde a una fun
i�on gaussiana 
on amplitud ans
 = 0:085,posi
i�on del pi
o xns
 = �0:6 y an
hura wns
 = 1:485. Es interesante notar que la po-si
i�on del pi
o de esta fun
i�on de es
ala tiene lugar para un valor de uL1=� = xns
 < 0.Vemos as�� que las propiedades de las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as pre-sentan desplazamientos 
on L opuestos a los de las avalan
has no spanning 
r��ti
as.Para �nalizar 
on el an�alisis del n�umero de las avalan
has no spanning, es instru
ti-vo 
omparar la fun
i�on ~Nns0(�) 
on la 
ota inferior que se dis
uti�o en x 4.6 [E
. (4.38)℄.Esta 
ota se ha representado 
on una l��nea 
ontinua en la Fig. 5.8(b). La diferen
ia en-tre las dos 
urvas, que se ha
e m�as notable 
uando 
re
e �, es debida a la existen
ia degrupos de varios espines (no 
onsiderados en el razonamiento ex
esivamente simplistaque lleva a la 
ota (4.38)) que giran independientemente de sus ve
inos, 
ontribuyendoa aumentar el n�umero de avalan
has no spanning no 
r��ti
as.
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as de es
alado de tama~no �nito5.4. Distribu
iones integradas D�(s;�; L)Supongamos que las distribu
iones de tama~nos D�(s; �; L) transforman 
omo:D�(s(b); �(b); L(b); b) = b��d�D�(s; �; L); (5.69)al apli
ar la transforma
i�on del GR, donde �� es un exponente que, en prin
ipio,depende del tipo de avalan
ha. La transforma
i�on (5.69) es v�alida �uni
amente paralas distribu
iones de avalan
has a las que no 
ontribuye m�as de un tipo de avalan
ha,es de
ir, es apli
able a D1, D2, D3
, D3� y Dns
 pero no lo es a D3, Dns, Ds o D. Enprin
ipio, el exponente �� depende del tipo de avalan
ha pero veremos m�as adelanteque �� = 1 para todos los tipos de avalan
has a los que es apli
able la transforma
i�on(5.69), ex
epto para las avalan
has no spanning 
r��ti
as, en que �ns
 > 1.Utilizando las transforma
iones bajo el GR de u, L, s yD�, dadas por las E
s. (5.1),(5.4), (5.5) y (5.69), respe
tivamente, se pueden formar los invariantes que se resumenen el 
uadro 5.2. En parti
ular, los invariantes I[u; L℄ y I[s; L℄ se introdujeron 
omoinvariantes independientes en la se

i�on x 5.1. Sin embargo, a partir de estos dosinvariantes se puede formar otro invariante I[u; s℄ que, pese a no ser independiente delos anteriores, es otra posible dependen
ia a tener en 
uenta en las rela
iones de es
alaque se proponen seguidamente.Cuadro 5.2: Resumen de los invariantes formados por todos los posibles pares de magnitu-des (m1;m2) entre u, s, L y D�. La 
ombina
i�on apropiada de estos invariantes da lugar alas rela
iones de es
ala involu
radas en el 
omportamiento 
r��ti
o de D� [E
s. (5.70){(5.78)℄.m1 m2 I[m1; m2℄ Rela
ionesu L uL1=�s L sL�d�u s s1=�d�u (I[s; L℄)1=�d� I[u; L℄D�(s; �; L) L D�L��d�D�(s; �; L) s D�s�� I[D�; L℄ (I[s; L℄)��D�(s; �; L) u D�u����d� I[D�; L℄ jI[u; L℄j����d�La distribu
i�on D�(s; �; L) depende de s, � y L y, en 
onse
uen
ia, 
ada uno de lostres invariantes fI[D�; m℄,m = L; s; ug se puede expresar en fun
i�on de dos invarianteses
ogidos entre I[u; L℄, I[s; L℄ y I[u; s℄. Ha
iendo todas las 
ombina
iones posibles, sepueden es
ribir las siguientes nueve expresiones generales para D�(s; �; L) 
er
a del
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r��ti
o: D�(s; �; L) = L���d� ~D� �sL�d� ; uL1=�� ; (5.70)D�(s; �; L) = L���d� �D� �s1=�d�u; uL1=�� ; (5.71)D�(s; �; L) = L���d�D̂� �s1=�d�u; sL�d�� ; (5.72)D�(s; �; L) = s��� ~~D� �sL�d� ; uL1=�� ; (5.73)D�(s; �; L) = s��� ��D� �s1=�d�u; uL1=�� ; (5.74)D�(s; �; L) = s��� ^̂D� �s1=�d�u; sL�d�� ; (5.75)D�(s; �; L) = juj���d� ~~~D� �sL�d� ; uL1=�� ; (5.76)D�(s; �; L) = juj���d� ���D� �s1=�d�u; uL1=�� ; (5.77)D�(s; �; L) = juj���d� ^̂̂D� �s1=�d�u; sL�d�� : (5.78)A prop�osito de la rela
i�on de es
ala (5.59) para N� se argument�o que las rela
ionesde es
ala en que el prefa
tor involu
ra la variable u no son apropiadas 
er
a de u = 0porque apare
en errores estad��sti
os importantes. Este mismo argumento nos lleva, enel 
aso de las distribu
iones de tama~nos, a des
artar de nuestro an�alisis las tres �ultimasexpresiones (5.76){(5.78). Por otro lado, al intentar probar la validez de las rela
iones(5.71) y (5.74), las dos variables independientes de las fun
iones de es
ala tienden a
ero en las proximidades de �
. Como 
onse
uen
ia, tal 
olapso no se puede probarpara u = 0. Resumiendo, las expresiones de es
alado que nos interesan son las (5.70),(5.72), (5.73) y (5.75).El 
omportamiento de las fun
iones de es
ala est�a limitado por las 
ondi
iones denormaliza
i�on de las distribu
iones. Siempre que el es
alado sea v�alido en todo el rangode s = 1; 2; : : : ; L3, de la E
. (5.70), se dedu
e:L3Xs=1 L���d� ~D� �sL�d� ; uL1=�� = 1: (5.79)De�namos una nueva variable x � sL�d� 
uyo in
remento al variar s en una unidades �x = L�d� . En t�erminos de la variable x, la E
. (5.79) se puede expresar 
omo:L�(���1)d� L3�d�Xx=L�d� �x ~D� �sL�d� ; uL1=�� = 1: (5.80)
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fFigura 5.9: (a) Es
alados 
orrespondientes a ~D1 �sL�df ; uL1=��. Los tres 
ortes de la su-per�
ie de es
alado 
orresponden a uL1=� = 1:22, uL1=� = 0 y uL1=� = �0:58. Cada 
orte
ontiene 5 l��neas (
on distintos 
olores) 
orrespondientes a L = 8; 10; 12; 16 y 24. (b) Re-presenta
i�on equivalente de D̂1 �s1=�dfu; sL�df �. Las l��neas en el plano horizontal indi
an laproye

i�on de 
ada uno de los 
ortes en el plano sL�df {s1=�dfu. Los s��mbolos en el plano ho-rizontal de (a) muestran el 
omportamiento del primer momento de la distribu
i�on (obtenidoen la se

i�on x 5.5) para distintos tama~nos que 
orresponden a los indi
ados en la leyendade la Fig. 4.12. La l��nea 
ontinua es una gu��a visual. Notar que, siguiendo el argumento quese presenta en el texto, se ha asumido �1 = 1.Suponiendo que L es grande y que9 0 < d� < 3,�x ! dx; (5.81)L�d� ! 0; (5.82)L3�d� ! 1; (5.83)lo que nos permite aproximar la suma en (5.80) 
omo una integral:L�(���1)d� Z 10 dx ~D� �x; uL1=�� = 1: (5.84)Para aquellas distribu
iones para las que la integral es �nita, es ne
esario que�� = 1. Es de esperar que esta 
ondi
i�on se pueda apli
ar a D1, D2, D3
 y D3�.Como se puede ver en la Fig. 4.10(
), las distribu
iones en estos 
asos muestran unde
aimiento muy mar
ado tanto en el l��mite s ! 0 
omo en s ! L3. (Notar que9En nuestro 
aso se 
umple esta desigualdad para todos los tipos de avalan
has.
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iones integradas D�(s;�;L) 205los datos se representan en es
alas log-log y que D3
 y D3� 
orresponden a los pi
osizquierdo y dere
ho de D3, respe
tivamente). En 
ambio, el exponente �ns
 aso
iado aDns
 puede ser mayor que 1 ya que esta distribu
i�on se puede extender a la regi�on des peque~no y no se puede asegurar la 
onvergen
ia de la integral que apare
e en (5.84).La Fig. 5.9(a) muestra una visi�on tridimensional de la super�
ie de es
alado 
orres-pondiente a ~D1 �sL�df ; uL1=�� para tres 
ortes a la variable uL1=� 
onstante tomadosen uL1=� = 1:22, uL1=� = 0 y uL1=� = �0:58. Los 
olapsos de las 
urvas 
orrespon-dientes a los distintos tama~nos son satisfa
torios dentro del error estad��sti
o. El �uni
opar�ametro libre en estos ajustes es la dimensi�on fra
tal df . La mejor estima
i�on pa-ra las avalan
has 1D-spanning, obtenida del 
olapso simult�aneo de los tres 
ortes, esdf = 2:78 � 0:05. El 
omportamiento presentado para ~D1 en la Fig. 5.9(a) es simi-lar al de la fun
i�on de es
ala ~D2 
orrespondiente a las avalan
has 2D-spanning. Enel es
alado de ~D2, tambi�en se ha 
onsiderado df 
omo par�ametro libre y los mejoreses
alados se obtienen para el mismo valor df = 2:78 que el obtenido 
on las avalan-
has 1D-spanning. Por otro lado, la Fig. 5.9(b) muestra el es
alado 
orrespondientea D̂1 �s1=�dfu; sL�df � para los mismos datos que en Fig. 5.9(a) y 
on df = 2:78 . Los
olapsos son muy buenos tambi�en en esta representa
i�on. Para 
ada 
orte a uL1=�
onstante (ver 
uadro 5.2)s1=�d�u = I[u; s℄ / (I[s; L℄)1=�d� = �sL�d��1=�d� ; (5.85)y la proye

i�on de los 
olapsos en el plano sL�df{s1=�dfu es una hip�erbola que dependedel valor de uL1=� , tal y 
omo se indi
a en la Fig 5.9(b) 
on l��neas 
ontinuas en el planohorizontal.Hasta este punto se ha 
omprobado la validez de las hip�otesis de es
ala (5.70) y(5.72), lo que nos ha permitido 
omprobar la equivalen
ia entre expresiones de es
aladoque dependen de invariantes distintos. En ambas hip�otesis apare
e L en el prefa
tor.Sin embargo, no hemos probado a�un la validez de las hip�otesis (5.73) y (5.75) enque apare
e s en el prefa
tor. Estas dos expresiones 
oin
iden para u = 0 (� = �
).La Fig. 5.10 muestra el es
alado de sD1(s; �; L) para � = �
 utilizando las hip�otesis(5.73) y (5.75), es de
ir, representando sD1(s; �; L) en fun
i�on de sLdf . Dentro delerror estad��sti
o, el es
alado es a
eptable en esta representa
i�on y se obtiene el mismovalor df = 2:78 que en los es
alados de la Fig. 5.9. Con respe
to a las avalan
has2D-spanning, se obtiene algo similar. En la �gura se presenta s�olo el es
alado que seobtiene para u = 0 porque la inten
i�on prin
ipal de di
ha �gura es demostrar que seobtiene un es
alado a
eptable al utilizar las expresiones de es
ala 
on el prefa
tor s��� .Sin embargo, tambi�en se obtienen buenos es
alados para distintos 
ortes a uL1=� 6= 0
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Figura 5.10: Es
alados
orrespondientes a sD1(s;�;L)en � = �
 utilizando laship�otesis de es
ala (5.73) y(5.75). Los distintos 
oloresde las l��neas 
orresponden alos tama~nos indi
ados en laleyenda. 0.0 0.2 0.4 0.6

0.0

0.6

1.2

1.8  L = 8
 L = 10
 L = 12
 L = 16
 L = 24

 

 

sD
1(s

;s
c,L

)

sL-d
fy se podr��a tener una �gura para ~~D� �sL�d� ; uL1=�� y ^̂D� �s1=�d�u; sL�d�� equivalentea la Fig. 5.9.El an�alisis de D3
 y D3� es m�as 
ompli
ado. De a
uerdo 
on la rela
i�on entre lasdistribu
iones 
orrespondientes (ver 
uadro 4.2) y utilizando las hip�otesis de es
ala(5.54), (5.56) y (5.70), obtenemosN3D3(s; �; L) = L��df ~N3
(uL1=�) ~D3
 �sL�df ; uL1=��+ L�d3� ~N3�(uL1=�) ~D3� �sL�d3� ; uL1=�� ; (5.86)donde se ha tenido en 
uenta que las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as tienen unadimensi�on fra
tal d3� y �3� = 1. Desde un punto de vista 
on
eptual, es posibleextender el tratamiento DFSS para separar las dos 
ontribu
iones que intervienenen la E
. (5.86). Sin embargo, este tratamiento requiere un gran esfuerzo num�eri
o,
osa que, unida a los errores estad��sti
os aso
iados al m�etodo, ha
en el estudio muy
ompli
ado. En la se

i�on siguiente demostraremos que es su�
iente 
on analizar el
omportamiento de los momentos de orden k-�esimo de las distribu
iones para obtenerlos exponentes 
r��ti
os.5.5. Momentos de las distribu
iones integradas D�A parte de los es
alados de las distribu
iones D�(s; �; L) que, 
omo se puede apre-
iar en las Figs. 5.9 y 5.10, presentan errores estad��sti
os importantes, es �util analizarel 
omportamiento de los momentos k-�esimos. Utilizando un argumento similar al que
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. (5.84), se obtiene la siguiente expresi�on:hski�(�; L) = L3Xs=1 skD�(s; �; L) = Lkd�	k� �uL1=�� ; (5.87)para el k-�esimo momento de las distribu
iones 
orrespondientes a las avalan
has a lasque �uni
amente 
ontribuye un tipo, donde 	k� es una fun
i�on de es
ala. Como ejemplode esta ley de es
ala, en el plano horizontal de la Fig. 5.9(a) se representa el es
alado
orrespondiente al primer momento de D1(s; �; L). En este 
aso, el es
alado se haobtenido sin ning�un par�ametro libre.En la se

i�on x 4.7 se argument�o que la dis
ontinuidad en la magnetiza
i�on est�a re-la
ionada [E
. (4.40)℄ 
on la masa total media N�hsi� de las avalan
has, de manera quees m�as 
onveniente analizar el 
omportamiento de los produ
tos N�hski�. Utilizandolas E
s. (5.49) y (5.87), la hip�otesis de es
ala para este produ
to es:N�(�; L)hski�(�; L) = L�+kd� ~N� �uL1=��	k� �uL1=�� : (5.88)Avalan
has 1D- y 2D-spanningEn la Fig. 5.11 se muestran los es
alados 
orrespondientes al primer y segundomomento de D1 y D2. Es remar
able el he
ho de que no se han utilizado par�ametroslibres para obtener estos es
alados, 
osa que nos sirve para 
on�rmar la validez de lospar�ametros obtenidos hasta este punto y, adem�as, demostrar la validez de la hip�otesis5.88. En todos los 
asos se obtiene una fun
i�on que presenta un pi
o para un valorpositivo de uL1=�, igual que o
urre 
on las fun
iones de es
alado ~N1 y ~N2 [Fig. 5.4y 5.5℄. El valor de la fun
i�on de es
ala en el pi
o es mayor para las avalan
has 2D-spanning que para las 1D-spanning, tanto para k = 1 
omo para k = 2. Esto indi
aque, en promedio, el tama~no de las avalan
has 2D-spanning es mayor que el de las1D-spanning, 
osa que es totalmente l�ogi
a.Avalan
has 3D-spanning. Hiperes
alaPor lo que 
on
ierne a la hip�otesis de es
alado de N3hsi3, multipli
ando (5.86)por s, sumando a todo el rango de s e imponiendo la 
ondi
i�on (5.79) que impli
a�3� = �3
 = 1, se obtieneN3(�; L)hsi3(�; L) =L�+df ~N3
 �uL1=��	13
 �uL1=��+ Ld3� ~N3� �uL1=��	13� �uL1=�� : (5.89)
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Figura 5.11: (a.1) y (a.2) muestran los es
alados 
orrespondientes a N1(�;L)hski1(�;L)para k = 1 y k = 2, respe
tivamente. (b.1) y (b.2) muestran los es
alados an�alogos para lasavalan
has 2D-spanning. Los distintos s��mbolos 
orresponden a los tama~nos indi
ados en laleyenda situada en (a.1).
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n ) Figura 5.12: Es
alados 
orrespondien-tes a (a) ~N3�(uL1=�)	13�(uL1=�) y (b)~N3
(uL1=�)	13
(uL1=�). La leyenda en (a)indi
a la 
orresponden
ia entre los s��mbolosy los pares (L1; L2) utilizados para el an�alisismediante el m�etodo DFSS.Las dos 
ontribu
iones que apare
en en el miembro dere
ho de esta e
ua
i�on se puedenseparar utilizando el m�etodo DFSS. Las Figs. 5.12(a) y 5.12(b) muestran los es
alados
orrespondientes a ~N3
	13
 y ~N3�	13�, respe
tivamente. El �uni
o par�ametro libre eneste es
alado es la dimensi�on fra
tal de las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as d3�.El valor que lleva a un es
alado �optimo es d3� = 2:98� 0:02. De este valor dedu
imosque d3� > � + df , lo que impli
a que, seg�un el razonamiento sobre la propaga
i�onde errores en el m�etodo DFSS [x 5.2℄, el es
alado de ~N3
	13
 debe presentar un errormayor que el de ~N3�	13�. En las Figs. 5.12(a) y 5.12(b) vemos que, efe
tivamente, lapredi

i�on del an�alisis de errores se 
umple en este 
aso. Aunque el error estad��sti
oen la fun
i�on de es
ala de la Fig. 5.12(b) es notable, de la forma de di
ha fun
i�on esposible a�rmar que, en el l��mite termodin�ami
o, las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as�uni
amente 
ontribuyen al primer momento de D3 en � = �
.Por otro lado, el 
omportamiento de la fun
i�on de es
ala ~N3�	13� indi
a que, enel l��mite termodin�ami
o, las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as pueden 
ontribuir alprimer momento de D3 en todo el intervalo u < 0. Este 
omportamiento queda 
laro
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log(|u|L1/n) Figura 5.13: Representa
i�on de log( ~N3�(uL1=�)	13�(uL1=�)) en fun
i�on de log(jujL1=�) paralos datos 
orrespondientes a u < 0 representados en Fig. 5.12(a). La l��nea 
ontinua 
orres-ponde a un ajuste a los datos y demuestra que ~N3�	13� � (jujL1=�)�3� , donde �3� = 0:024.en la Fig. 5.13 ya que, en la regi�on de valores negativos de uL1=�, la fun
i�on de es
alase 
omporta 
omo ~N3�(uL1=�)	13�(uL1=�) � (jujL1=�)�3� (5.90)
on �3� = 0:024� 0:012. Este resultado num�eri
o es 
ompatible 
on la igualdad�3� = �(3� d3�): (5.91)Tal rela
i�on entre exponentes es id�enti
a a la rela
i�on de hiperes
ala propuesta enper
ola
i�on (ver el ap�endi
e B) y, en adelante, nos referiremos a ella 
on este nombre. Elhe
ho importante es que, al introdu
ir el 
omportamiento (5.90) en (5.89) y, utilizandola rela
i�on de hiperes
ala, se obtieneN3hsi3 = juj�3�L3; (5.92)para u < 0. Para llegar a esta rela
i�on, se ha tenido en 
uenta que las avalan
has3D-spanning 
r��ti
as no 
ontribuyen al momento para u 6= 0. En la se

i�on siguiente[x 5.6℄, veremos que el 
omportamiento de N3hsi3 propor
ional a L3 es el responsablede la dis
ontinuidad que presenta el 
i
lo de hist�eresis para des�ordenes menores que�
 en el l��mite termodin�ami
o.



5.5. Momentos de las distribu
iones integradas D� 211Avalan
has no spanningIgual que o
urre en el estudio del n�umero de avalan
has no spanning [x 5.3℄, elan�alisis de los momentos aso
iados a las distribu
i�on de tales avalan
has presenta unadi�
ultad mayor. El 
omportamiento esperado del k-�esimo momento es:Nns(�; L)hskins(�; L) =L�ns
+(1+k��ns
)dns
 ~Nns
(uL1=�)	kns
 �uL1=��+ L3 ~Nns0(�)	kns0 (�) : (5.93)Como se ha argumentado previamente en referen
ia al es
alado de Nns, no se puedeapli
ar el m�etodo DFSS para separar las dos 
ontribu
iones que apare
en en (5.93)debido a que un t�ermino depende de uL1=� y el otro de �. Adem�as, la posibilidad deutilizar una fun
i�on de prueba 
omo se ha he
ho para Nns
 no es f�a
il en este 
asoporque no podemos ha
er una hip�otesis 
lara sobre la forma de 	kns
. Para solventar en
ierta medida estas limita
iones y poder obtener los exponentes �ns
 y dns
 analizaremosla dependen
ia de los momentos k-�esimos y sus derivadas 
on respe
to a � en � = �
(u = 0). A partir de (5.93), en
ontramos que la derivada 
on respe
to a � evaluada en�
 es: ��� �Nns(�; L)hskins(�; L)����
 =L�ns
+(1�k��ns
)dns
+1=� 1�
 ��(uL1=�) h ~Nns
(uL1=�)hskins
(uL1=�)i���u=0+ L3 ��� �Nns0(�)hskins0(�)����
 (5.94)
Los datos para k = 2 y k = 3 se muestran en las Figs. 5.14(a) y 5.14(b) enes
alas log-log. Las derivadas se han 
al
ulado num�eri
amente utilizando una f�ormulade deriva
i�on a dos puntos. Tanto los momentos 
omo sus derivadas presentan un
omportamiento que se aproxima muy bien por una ley de poten
ias, lo que indi
a queel segundo t�ermino del miembro de la dere
ha de (5.93) no juega un papel importanteen �
. Esto es debido a que el exponente del primer t�ermino es mayor que 3. Dehe
ho, los mejores ajustes (l��neas 
ontinuas en Fig. 5.14) se obtienen para dns
 = df =2:78�0:05 y �ns
 = 1:65�0:02 
on lo 
ual, el exponente del primer t�ermino es 5:8 parak = 2 y 8:5 para k = 3. En 
uanto al exponente del primer t�ermino de la derivada,es 6:6 para k = 2 y 9:4 para k = 3. En 
onse
uen
ia, 
omo ya hab��amos adelantado,el primer t�ermino siempre 
re
e 
on una poten
ia mayor que 3. Los valores obtenidosde dns
 y �ns
 impli
an que el exponente del primer t�ermino de la dere
ha en (5.93)vale 2.993, que es muy 
er
ano a 3 y por eso no se han presentado los resultados para
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Figura 5.14: (a) Comportamiento deNns(�
; L)hskins(�
; L) en fun
i�on de Lpara k = 1 y k = 2 en es
alas log-log.(b) Dependen
ia 
on L de la derivada 
onrespe
to a � en �
 de las dos magnitudesrepresentadas en (a). Las derivadas seobtienen num�eri
amente 
on una f�ormula dederiva
i�on a dos puntos. Las l��neas 
ontinuasen (a) 
orresponden al ajuste de la E
. (5.93)y, en (b), al ajuste de la E
. (5.94).
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el primer momento, no nos hubiese permitido distinguir entre la 
ontribu
i�on de lasavalan
has no spanning no 
r��ti
as y la de las avalan
has no spanning 
r��ti
as. Porotro lado, es interesante remar
ar en este punto que, para los momentos 
on k > 3, seobtienen los mismos exponentes dns
 y �ns
 que los obtenidos estudiando los momentos
on k = 2 y k = 3.5.6. Dis
ontinuidad en la magnetiza
i�on. Par�ame-tro de ordenEn esta se

i�on presentamos el 
omportamiento de la dis
ontinuidad �m en la mag-netiza
i�on en los 
i
los de hist�eresis a partir del estudio de las magnitudes integradas.La motiva
i�on prin
ipal es 
omprobar si �m se 
omporta 
omo un par�ametro de orden
orre
to para la transi
i�on que se observa al 
ruzar �
 
uando var��a el desorden �. Taly 
omo se argument�o en la se

i�on x 4.7, solamente las avalan
has spanning puedenprodu
ir una dis
ontinuidad en la magnetiza
i�on, de tal manera que nos 
entraremosen el an�alisis de �ms(�; L) [E
. (4.41)℄.La Fig. 5.15(a) muestra el 
omportamiento de �ms en fun
i�on � para varios ta-
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i�on. Par�ametro de orden 213ma~nos de sistema. De a
uerdo 
on el an�alisis de es
alado presentado en la se

i�onanterior, �ms se 
omporta 
omo�ms(�; L) =�m1(�; L) + �m2(�; L) + �m3
(�; L) + �m3�(�; L) ==2nL�+df�3 h ~N1(uL1=�)	1 �uL1=��+ ~N2 �uL1=��	2 �uL1=��+ ~N3
 �uL1=��	3
 �uL1=��i+ Ld3��3 ~N3� �uL1=��	3� �uL1=��o : (5.95)Esta e
ua
i�on re
eja el he
ho de que, desde el punto de vista de es
alado, el 
omporta-miento de �ms es mez
la de dos 
ontribu
iones que es
alan 
on exponentes diferentes.Por un lado, el t�ermino propor
ional a Ld3��3 (de (5.91), Ld3��3 = L��3�=�) est�a ligadoa las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as y, utilizando (5.91), se puede es
ribir 
omoL��3�=� ~N3�	13�. Por otro lado, el t�ermino propor
ional a L�+df�3 est�a aso
iado a laexisten
ia de las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as. Es posible de�nir unexponente �
 tal que �
� � �(� + df � 3): (5.96)Esta de�ni
i�on nos permite es
ribir el prefa
tor L�+df�3 
omo L��
=� , 
on lo 
ualdedu
imos que �
 juega un papel similar en rela
i�on a las avalan
has 1D-, 2D- y3D-spanning 
r��ti
as al que juega �3� para las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as. Lade�ni
i�on (5.96) 
oin
ide 
on la rela
i�on a la que otros autores se han referido 
omo\viola
i�on de hiperes
ala" [217, 222, 240℄. De nuestras mejores estima
iones anteriores� = 0:10� 0:02, � = 1:2� 0:1 y df = 2:78� 0:05, obtenemos �
 = 0:15� 0:08.A parte de que df 6= d3�, la prin
ipal diferen
ia entre la de�ni
i�on de �3� y �
 esque, en �
 interviene el exponente � mientras que no apare
e un exponente an�alogo en�3�. De he
ho, se podr��a haber introdu
ido desde el prin
ipio de todo el estudio unexponente �0 6= 0 para las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as. Sin embargo, la 
alidadde los es
alados 
orrespondientes a los n�umeros de avalan
has 3D-spanning [Fig. 5.7℄indi
a que un exponente tal que �0 es 
ero o muy peque~no. Adem�as, el an�alisis de ~N3�en el l��mite uL1=� ! �1 muestra que ~N3� tiende exponen
ialmente a 1, lo que dam�as fuerza a la idea de que no hay ne
esidad de introdu
ir un exponente �0. Asumirque �0 = 0 lleva a un 
omportamiento de ~N3� tipo es
al�on y a la existen
ia de s�olouna avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a.Introdu
iendo las e
ua
iones (5.91) y (5.96) en (5.95) podemos es
ribir de formam�as 
lara la e
ua
i�on de es
alado de �ms:�ms(�; L) = L��
=��
(uL1=�) + L��3�=��3�(uL1=�); (5.97)
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Figura 5.15: (a) Cambio de magnetiza-
i�on �ms debido a las avalan
has span-ning en fun
i�on de �. (b) Es
alado de �msutilizando el exponente �
=� aso
iado a la
ontribu
i�on a �ms de las avalan
has 1D,2D- y 3D-spanning. Notar la falta de es-
alado para uL1=� � 0. (
) Es
alado de�ms utilizando el exponente �
=� aso
ia-do a la 
ontribu
i�on de las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as. Notar que, en este
aso, no se obtiene un buen es
alado enla regi�on uL1=� � 0. Los s��mbolos indi-
an los tama~nos de sistema indi
ados enla leyenda.
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ontinuidad en la magnetiza
i�on. Par�ametro de orden 215donde �
=� = 0:12 y �3�=� = 0:02. �
 es una fun
i�on de es
ala 
on forma de pi
oque viene dada por el doble de la suma de las fun
iones de es
ala presentadas en lasFigs. 5.11(a.1), 5.11(b.1) y 5.12(b). �3� 
orresponde al doble de la fun
i�on de es
alaque se presenta en la Fig. 5.12(a). La fun
i�on de es
ala �
 tiende a 
ero exponen
ial-mente en los l��mites uL1=� ! �1. Por tanto, para 
ualquier valor de �, el t�erminoL��
=��(uL1=�) tiende a 
ero en el l��mite termodin�ami
o y las avalan
has 1D-, 2D- y3D-spanning 
r��ti
as no 
ontribuyen a �ms. En 
ambio, la fun
i�on �3� de
ae a 
eroexponen
ialmente en el l��mite uL1=� ! +1 pero es propor
ional a (jujL1=�)�3� en ell��mite uL1=� ! �1, de tal forma que, para u < 0, las avalan
has 3D-spanning sub-
r��ti
as 
ontribuyen a un 
ambio de magnetiza
i�on �nito en el l��mite termodin�ami
o.Finalmente, en el l��mite termodin�ami
o,�ms(�) = 8<:juj�3�; � < �
;0; � � �
; (5.98)de lo se dedu
e que �ms se 
omporta 
omo un par�ametro de orden en una transi
i�onde fase 
ontinua. Es importante notar que, aunque N3� tambi�en es nulo para � > �
y �nito para � < �
, no se 
omporta 
omo un par�ametro de orden en una transi
i�on
ontinua porque no es 
ontinuo en �
. Por otro lado, desde un punto de vista geom�etri-
o, la E
. 5.98 demuestra que las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as, a diferen
ia delresto de avalan
has spanning, o
upan una fra

i�on �nita del sistema en el l��mite ter-modin�ami
o, 
osa que tiene impli
a
iones importantes que se dis
utir�an en la se

i�onx 5.11.4.Efe
tos de tama~no �nito en �msComo se ha visto, el primer t�ermino del segundo miembro de la igualdad (5.97)no 
ontribuye a �ms en el l��mite termodin�ami
o. Sin embargo, para sistemas �nitos,di
ho t�ermino puede afe
tar al es
alado de los datos 
er
a de �
 y ha
er imposiblela obten
i�on de un buen es
alado intentando es
alar �ms ignorando que tiene dos
ontribu
iones 
on distintas propiedades. Es de
ir, no se obtiene un buen es
alado alrepresentar L�=��ms, sea 
ual sea el valor de �. Las Figs. 5.15(b) y 5.15(
) muestranlos intentos de es
alado que se obtienen 
on � = �
 y � = �3�, respe
tivamente. En elprimer 
aso (� = �
), de (5.97) obtenemosL�
=��ms(�; L) = �
(uL1=�) + L(�
��3�)=��3�(uL1=�): (5.99)De esta expresi�on vemos que, para valores grandes de L, al ser �
 > �3�, el segundot�ermino ha
e que se rompa el es
alado en la zona en que �3� es �nita, es de
ir, el
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alado se rompe para uL1=� < 0. Esto es justo lo que se observa en la Fig. 5.15(b).Adem�as, el es
alado se rompe tanto m�as 
uanto mayor es L. En 
ambio, en el segundo
aso (� = �3�),L�3�=��ms(�; L) = L(�3���
)=��
(uL1=�) + �3�(uL1=�); (5.100)de tal forma que, para valores peque~nos de L, el t�ermino L(�3���
)=��
 rompe el es-
alado en la zona en la que �
 presenta el pi
o, 
on lo 
ual, tal y 
omo se observaen Fig. 5.15(
), para uL1=� � 0 no se 
onsigue un buen es
alado. Sin embargo, paravalores su�
ientemente grandes de L, el primer t�ermino en (5.100) tiende a 
ero y se
onsigue un buen es
alado. La 
on
lusi�on fundamental es que, aunque no se separen lasdistintas 
ontribu
iones a �ms, se puede 
onseguir un buen es
alado siempre y 
uandose intente que los datos es
alen para u < 0. En este 
aso, obtendremos � = �3�, quees la magnitud aso
iada realmente al par�ametro de orden.5.7. Clasi�
a
i�on \dire
ta" de los dos tipos de ava-lan
has 3D-spanningUtilizando el m�etodo DFSS se ha demostrado que la hip�otesis de existen
ia de dostipos de avalan
has 3D-spanning es fa
tible. De 
ualquier manera, ser��a deseable en
on-trar alguna 
ara
ter��sti
a f��si
a que permitiera distinguir las avalan
has 3D-spanning
r��ti
as de las 3D-spanning sub
r��ti
as. Los es
alados de las masas totales mediasN3�hsi3� y N3
hsi3
 de las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as y 3D-spanning 
r��ti
as,respe
tivamente, indi
an que estos dos tipos de avalan
has se distinguen geom�etri
a-mente por su dimensi�on fra
tal. Ser��a l�ogi
o pues intentar 
lasi�
ar 
ada avalan
ha3D-spanning por su dimensi�on fra
tal. Sin embargo, dado que las avalan
has son obje-tos fra
tales aleatorios, s�olo se puede 
al
ular su dimensi�on fra
tal desde un punto devista estad��sti
o [235,236,238℄, es de
ir, estudiando mu
has avalan
has del mismo tipo.Este he
ho, por s�� solo, es su�
iente para que sea imposible 
lasi�
ar individualmente
ada una de las avalan
has 3D-spanning intentando medir su dimensi�on fra
tal pero,adem�as, el tama~no �nito de las avalan
has tambi�en afe
ta notablemente a una posibleestima
i�on que se pretenda ha
er de la dimensi�on fra
tal de 
ada avalan
ha.Es ne
esario enton
es bus
ar otras 
ara
ter��sti
as, a parte de la dimensi�on fra
tal,que distingan las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as de las 3D-spanning sub
r��ti
as. Loses
alados 
on el m�etodo DFSS presentados hasta este punto nos permiten enumerar lassiguientes diferen
ias entre las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as y las 3D-spanning
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r��ti
as:1. La dimensi�on fra
tal de las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as (d3�) es mayorque la 
orrespondiente a las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as (df).2. En el l��mite termodin�ami
o las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as existen para
ualquier � � �
 (ver se

i�on x 5.3). Hay in�nitas para � = �
 y s�olo una para� < �
.En 
ambio, las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as existen �uni
amente para � = �
(en el l��mite termodin�ami
o), desorden para el que hay un n�umero in�nito deellas.Para sistemas �nitos no s�olo se observan avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as para� = �
, sino que este tipo de avalan
has se pueden observar en un 
ierto intervaloen torno a �
 
uya longitud de
re
e 
on L. Ahora bien, se observa un n�umero�nito de ellas para L �nito. En el intervalo en torno a �
 en que es posible observaravalan
has 3D-spanning 
r��ti
as no siempre o
urre una avalan
ha 3D-spanningsub
r��ti
a sino que, en promedio, se observa menos de una por semi
i
lo. Estoes debido a que, aunque sea � < �
, hay realiza
iones de desorden para las nosu
ede ninguna avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a.3. La avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a que tiene lugar para � < �
 o
upa unafra

i�on �nita del sistema [E
. (5.98)℄ en el l��mite termodin�ami
o, es de
ir, tienedensidad �nita. En 
ambio, en � = �
, no o
upa una fra

i�on �nita.Las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as (para � = �
) tampo
o o
upan una fra

i�on�nita en el l��mite termodin�ami
o.4. Para sistemas �nitos, el tama~no medio de las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
ases mayor que el 
orrespondiente a las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as, tal y 
omose puede apre
iar en las dos nubes 
orrespondientes a las avalan
has 3D-spanningen la Fig. 4.19 o en D3 en la Fig. 4.17(
), por ejemplo. Por tanto, la fra

i�onde sistema o
upada por las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as es mayor que lao
upada por las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as.5.7.1. De�ni
i�on de los m�etodos de 
lasi�
a
i�onBas�andonos en estas observa
iones, se proponen los siguientes m�etodos fenome-nol�ogi
os para 
lasi�
ar 
ada avalan
ha 3D-spanning individualmente:
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alado de tama~no �nitoM�etodo 1 (M1): La avalan
ha 3D-spanning de mayor tama~no que su
ede en un se-mi
i
lo se 
lasi�
a 
omo sub
r��ti
a (observa
i�on 4). El resto de avalan
has 3D-spanning, si es que su
eden, se 
lasi�
an 
omo avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as.Un dato adi
ional es el he
ho de que, en la mayor��a de los 
asos, la avalan
ha 3D-spanning de mayor tama~no es la �ultima avalan
ha 3D-spanning que se en
uentra
uando el 
ampo disminuye desde H = +1 hasta H = �1.Con este m�etodo se 
lasi�
an NM13
 (�; L) avalan
has 
omo 3D-spanning 
r��ti
asy NM13� (�; L) avalan
has 
omo 3D-spanning sub
r��ti
as. L�ogi
amente, se 
umplela siguiente rela
i�on de 
ierre:N3(�; L) = NM13
 (�; L) +NM13� (�; L): (5.101)Este m�etodo 
lasi�
a una 
ierta avalan
ha 3D-spanning 
omo sub
r��ti
a siempreque �esta sea la �uni
a avalan
ha 3D-spanning que tenga lugar en un semi
i
lo. Sinembargo, dado que para � < �
 no siempre o
urre una avalan
ha 3D-spanningsub
r��ti
a (observa
i�on 2), es razonable pensar que, en algunas realiza
iones dedesorden 
on � 
er
ana a �
, pueda su
eder s�olo una avalan
ha 3D-spanning y�esta sea 
r��ti
a. En tal 
aso, el m�etodo 
lasi�
ar��a in
orre
tamente di
ha avalan-
ha. Es de esperar pues que el m�etodo des
rito no 
lasi�que algunas avalan
has
orre
tamente en el intervalo de des�ordenes en que 
oexisten las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as y las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as. A partir de esterazonamiento, es de esperar que se 
umpla la siguiente desigualdad:NM13� (�; L) � N3�(�; L); (5.102)y, en virtud de esta desigualdad y de las rela
iones de 
ierre (5.101) y N3 =N3
 +N3� [Cuadro 4.2℄, es de esperar que:NM13
 (�; L) � N3
(�; L): (5.103)M�etodo 2 (M2): una avalan
ha 3D-spanning se 
lasi�
a 
omo sub
r��ti
a �uni
amente
uando no o
urre otra avalan
ha spanning (de 
ualquier tipo) en el semi
i
lo.Si o
urren otras avalan
has spanning, la avalan
ha 3D-spanning a 
lasi�
ar, se
lasi�
a 
omo 
r��ti
a. Este m�etodo se basa en la hip�otesis de que las avalan-
has 3D-spanning sub
r��ti
as, 
er
a, pero por debajo de �
, o
upan una fra

i�onimportante del sistema y esto di�
ulta, en 
ierto modo, la existen
ia de otras ava-lan
has spanning. Di
ho de forma 
omplementaria, si para una 
ierta realiza
i�on
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ede alguna avalan
ha 1D-spanning o 2D-spanning o 3D-spanning
r��ti
a, es dif��
il que su
eda tambi�en una avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a. Este
omportamiento est�a de a
uerdo 
on el he
ho remar
ado para sistemas �nitosen la observa
i�on 2 (en el intervalo de des�ordenes (
on � < �
) en que se obser-van avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as, no se observa una avalan
ha 3D-spanningsub
r��ti
a para todas y 
ada una de las realiza
iones de desorden).Con este m�etodo se 
lasi�
an un total deNM23
 (�; L) avalan
has 
omo 3D-spanning
r��ti
as y NM23� (�; L) avalan
has 
omo 3D-spanning sub
r��ti
as. Tambi�en en este
aso se 
umple una rela
i�on de 
ierre an�aloga a (5.101):N3(�; L) = NM23
 (�; L) +NM23� (�; L): (5.104)El 
uadro 5.3 muestra 
�omo se 
lasi�
a una 
ierta avalan
ha 3D-spanning de a
uer-do 
on 
ada uno de los m�etodos introdu
idos, dependiendo de si las otras posiblesavalan
has spanning que su
eden en un semi
i
lo son 1D-, 2D- o 3D-spanning. En este�ultimo 
aso se debe tener en 
uenta el he
ho de que las otras avalan
has 3D-spanningque su
edan sean de mayor o menor tama~no que la que se pretende 
lasi�
ar. El �uni
o
aso en que di�ere la 
lasi�
a
i�on de los dos m�etodos es aquel en que la avalan
ha 3D-spanning a 
lasi�
ar es la de mayor tama~no pero existen otras avalan
has spanning(ya sea 1D, 2D o 3D de menor tama~no) en el mismo semi
i
lo. Este 
aso de 
on
i
toha
e que, en general, NM13
 6= NM23
 y NM13� 6= NM23� . De he
ho, es f�a
il 
onven
ersede que NM13
 � NM23
 (se 
lasi�
an m�as avalan
has 
omo 3D-spanning 
r��ti
as 
on elm�etodo 2 que 
on el m�etodo 1) y NM13� � NM23� (se 
lasi�
an m�as avalan
has 
omo3D-spanning sub
r��ti
as 
on el m�etodo 1 que 
on el m�etodo 2). Para el estudio de al-gunas magnitudes en que el n�umero de avalan
has de 
ada tipo no es determinante, es�util introdu
ir un nuevo m�etodo de 
lasi�
a
i�on que llamaremos m�etodo interse

i�on(MI) y que 
onsiste en 
lasi�
ar �uni
amente aquellas avalan
has que se 
lasi�
an igual
on los dos m�etodos propuestos anteriormente (m�etodo 1 y m�etodo 2). Dado un des-orden � y un tama~no L, supondremos que este m�etodo 
lasi�
a un total de NMI3
 (�; L)avalan
has 
omo 3D-spanning 
r��ti
as, NMI3� (�; L) avalan
has 
omo 3D-spanning sub-
r��ti
as y deja sin 
lasi�
ar NMINC (�; L) avalan
has 3D-spanning. La rela
i�on de 
ierreentre estos n�umeros de avalan
has y el n�umero total de avalan
has 3D-spanning N3es: N3(�; L) = NMI3
 (�; L) +NMI3� (�; L) +NMINC (�; L): (5.105)Por otro lado, de la propia de�ni
i�on del m�etodo interse

i�on, es f�a
il ver que losn�umeros de avalan
has 3D-spanning de 
ada tipo que se 
lasi�
an 
on el m�etodo 1 se
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as de es
alado de tama~no �nitorela
ionan 
on los 
orrespondientes al m�etodo interse

i�on 
omo:NM13
 (�; L) = NMI3
 (�; L); (5.106)NM13� (�; L) = NMI3� (�; L) +NMINC (�; L); (5.107)mientras que los n�umeros de avalan
has 
orrespondientes a la 
lasi�
a
i�on 
on el m�eto-do 2 y los 
orrespondientes al m�etodo interse

i�on, se rela
ionan entre s�� de la siguienteforma: NM23
 (�; L) = NMI3
 (�; L) +NMINC (�; L); (5.108)NM23� (�; L) = NMI3� (�; L): (5.109)
Cuadro 5.3: Resumen de la 
lasi�
a
i�on de una 
ierta avalan
ha 3D-spanning de a
uerdo
on 
ada uno de los dos m�etodos propuestos en el texto.Existen avalan
has 1D-,2D- o 3D-spanningde menor tama~no Existe al menos unaavalan
ha 3D-spanningde mayor tama~no M�etodo 1 M�etodo 2no no 3- 3-s�� no 3- 3
no s�� 3
 3
s�� s�� 3
 3

Ejemplo de 
lasi�
a
i�onLa Fig. 5.16 muestra un ejemplo de 
lasi�
a
i�on de las avalan
has 3D-spanningutilizando los tres m�etodos propuestos. Los datos 
orresponden a un sistema de tama~noL = 48 y 
on desorden � = �
 = 2:21. Se puede apre
iar que la distribu
i�on originalD3 se separa en dos nubes 
on los m�etodos 1 y 2. La nube 
orrespondiente a lasavalan
has 3D-spanning 
r��ti
as tiene un aspe
to similar a las nubes 
orrespondientesa las distribu
iones bivariadas de las avalan
has 1D- y 2D-spanning [Figs. 4.19 y4.20℄. El m�etodo 2 
lasi�
a 
omo avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as un 
ierto n�umerode avalan
has de gran tama~no, que su
eden a 
ampos muy negativos, que el m�etodo 1
lasi�
a 
omo sub
r��ti
as. Pre
isamente, �estas forman parte del 
onjunto de avalan
hasque el m�etodo interse

i�on no 
lasi�
a en ninguno de los dos tipos.
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Figura 5.16: Ejemplo de 
lasi�
a
i�on de la distribu
i�on bivariada de las avalan
has 3D-spanning en dos nubes, 
orrespondientes a las avalan
has sub
r��ti
as y 
r��ti
as utilizando(a) el m�etodo 1, (b) el m�etodo 2 y (
) el m�etodo interse

i�on, des
ritos en el texto. Com-parando la 
lasi�
a
i�on del m�etodo 1 
on la del m�etodo interse

i�on, se puede apre
iar que,efe
tivamente, el m�etodo 1 
lasi�
a 
omo avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as aquellas queel m�etodo interse

i�on 
lasi�
a 
omo sub
r��ti
as m�as las que no se 
lasi�
an, de a
uerdo
on la rela
i�on (5.107). Por otro lado, 
omparando la 
lasi�
a
i�on obtenida 
on el m�etodo2 y el m�etodo interse

i�on, vemos que se 
umple la rela
i�on (5.108) ya que el m�etodo 2
lasi�
a 
omo avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as aquellas que el m�etodo interse

i�on 
lasi�
a
omo 
r��ti
as m�as las que no 
lasi�
a. Claramente, el n�umero de avalan
has que el m�etodo1 
lasi�
a 
omo sub
r��ti
as es mayor que el 
orrespondiente al m�etodo 2 (NM13� > NM23� ) ypasa lo 
ontrario 
on el n�umero de avalan
has 
r��ti
as (NM13
 < NM23
 ).
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ni
as de es
alado de tama~no �nito5.7.2. Es
alado de N3
 y N3�Todos los m�etodos de 
lasi�
a
i�on presentados son aproximados en el sentido deque existe un 
ierto n�umero de avalan
has 
lasi�
adas in
orre
tamente en todos ellos.En el m�etodo 1, 
onsideraremos que, dado un desorden � y un tama~no L, hay un 
ierton�umero de avalan
has ÆNM1(�; L) 
lasi�
adas de forma in
orre
ta, de tal forma que,los n�umeros de avalan
has NM13
 y NM13� produ
to de la 
lasi�
a
i�on 
on di
ho m�etodose rela
ionan 
on los n�umeros 
orre
tos N3
 y N3� de la siguiente forma:N3
(�; L) = NM13
 (�; L) + ÆNM1(�; L) (5.110)N3�(�; L) = NM13� (�; L)� ÆNM1(�; L): (5.111)Es evidente que la rela
i�on de 
ierre (5.101) se 
umple trivialmente. De�niendo ÆNM2
omo el n�umero de avalan
has 
lasi�
adas de forma in
orre
ta por el m�etodo 2, seproponen las siguientes rela
iones:N3
(�; L) = NM23
 (�; L) + ÆNM2(�; L) (5.112)N3�(�; L) = NM23� (�; L)� ÆNM2(�; L): (5.113)En prin
ipio, las fun
iones ÆNM1 y ÆNM2 son espe
���
as del m�etodo de 
lasi�
a
i�onen 
uesti�on y, en general, no es de esperar que se 
omporten de la forma habitual enFSS. Di
ho de otra forma, no es de esperar que se puedan expresar 
omo el produ
to deL elevado a un 
ierto exponente por una fun
i�on de uL1=� �uni
amente. En 
onse
uen
ia,ha
emos la hip�otesis de que, al representar ÆNM1 y ÆNM2 en fun
i�on de uL1=�, se
omportan de la siguiente manera:ÆNM1(�; L) = L�M1Æ ~NM1(uL1=�; L); (5.114)ÆNM2(�; L) = L�M2Æ ~NM2(uL1=� ; L): (5.115)De forma similar a lo que se hizo en la se

i�on x 5.1, se han introdu
ido fun
iones de\no es
alado" que dependen expl��
itamente de L y tienen en 
uenta la posibilidad deque no se puedan expresar ÆNM1 y ÆNM2 de la forma habitual en FSS.M�etodo 1La Fig. 5.17 muestra los intentos de es
alado para los n�umeros obtenidos a partir delos dos m�etodos. En la Fig. 5.17(a.1) vemos que el n�umero NM13� es
ala razonablementebien, de lo que dedu
imos queNM13� (�; L) ' ~NM13� (uL1=�): (5.116)
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Figura 5.17: Intento de es
alado de (a.1) NM13� , (b.1) NM13
 , (a.2) NM23� y (b.2) NM23
 
onlos exponentes extra��dos en las se

iones anteriores (� = 0:1 y � = 1:2) y �
 = 2:21. Lasl��neas 
ontinuas grises en (a.1) y (a.2) 
orresponden a los ajustes de las fun
iones de es
alado~N3�(uL1=�) obtenidas utilizando el m�etodo DFSS [x 5.3℄. En 
ambio, las l��neas 
ontinuasgrises en (b.1) y (b.2) 
orresponden al ajuste de la fun
i�on de es
alado ~N3
(uL1=�) obtenidatambi�en utilizando el m�etodo DFSS.Introdu
iendo esta expresi�on y la hip�otesis de es
ala para N3� [E
. (5.56)℄ en la e
ua-
i�on (5.110) vemos que el n�umero de avalan
has 
lasi�
adas in
orre
tamente por elm�etodo 1 se puede expresar 
omo:ÆNM1(�; L) ' Æ ~NM1(uL1=�) � ~NM13� (uL1=�)� ~N3�(uL1=�): (5.117)Comparando esta expresi�on 
on la hip�otesis (5.114) vemos f�a
ilmente que �M1 ' 0 y,adem�as la fun
i�on de \no es
alado" Æ ~NM1 depende �uni
amente del invariante uL1=� .Por otro lado, tomando 
omo fun
i�on de es
ala 
orre
ta ~N3� la que se obtuvo utilizandoel m�etodo DFSS en la se

i�on x 5.3 [l��nea gris en la Fig. 5.17(a.1)℄ vemos que, de a
uerdo
on nuestra predi

i�on [E
. (5.102)℄, NM13� > N3�, o lo que es lo mismo, ÆNM1 � 0para 
ualquier desorden. Este 
omportamiento 
on�rma la idea intuitiva de que hay un
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ierto n�umero de avalan
has 3D-spanning que el m�etodo 1 
lasi�
a 
omo sub
r��ti
assiendo, en realidad, 
r��ti
as.La Fig. 5.17(b.1) muestra el intento de es
alado del n�umero de avalan
has 3D-spanning que se 
lasi�
an 
omo 
r��ti
as 
on el m�etodo 1. Como se puede apre
iar, eles
alado no es muy bueno, pero esto es de esperar dado el 
omportamiento de ÆNM1analizado en el p�arrafo anterior. Efe
tivamente, de las e
ua
iones (5.54), (5.117) y(5.111), se en
uentra:L��NM13
 (�; L) = ~N3
(uL1=�)� L��Æ ~NM1(uL1=�); (5.118)expresi�on que demuestra que la 
ontribu
i�on negativa L��Æ ~NM1(uL1=�) impide unbuen es
alado para tama~nos no muy grandes. Sin embargo, es previsible que el es-
alado mejore al 
onsiderar valores de L muy grandes tales que hagan despre
iablela 
ontribu
i�on L��Æ ~NM1(uL1=�) frente a ~N3
(uL1=�). En la �gura se puede apre
iar
�omo L��NM13
 (�; L) 
re
e 
on L si mantenemos � �jada, 
osa que 
on
uerda 
on elhe
ho de que el es
alado ser�a mejor para tama~nos de sistema grandes y, adem�as, eneste l��mite se obtendr�a la fun
i�on de es
ala 
orre
ta: L��NM13
 (�; L) = ~N3
(uL1=�).M�etodo 2Los intentos de es
alado 
orrespondientes a los n�umeros NM23� y NM23
 obtenidos al
lasi�
ar las avalan
has 3D-spanning 
on el m�etodo 2 se presentan en las Figs. 5.17(a.2)y 5.17(b.2), respe
tivamente. Se puede apre
iar que, a diferen
ia de lo obtenido 
on elm�etodo 1, los es
alados son similares a los obtenidos 
on el m�etodo DFSS si bien no
oin
iden perfe
tamente. Del 
omportamiento observado, se puede dedu
ir que ÆNM2es peque~no para todos los tama~nos L simulados pero no es nulo ya que (i) se obtienendesvia
iones sistem�ati
as 
on respe
to a las fun
iones de es
ala obtenidas 
on el m�etodoDFSS y (ii) se observa una 
ierta dependen
ia 
on L en los intentos de es
alado. Apartir de (5.113) y (5.56) se obtiene:ÆNM2(�; L) = NM23� (�; L)� ~N3�(uL1=�): (5.119)Cal
ulando ÆNM2 de esta expresi�on y los datos que se presentan en la Fig. 5.17(a.2),dentro del error estad��sti
o, se obtiene b�asi
amente el siguiente 
omportamiento de-pendiendo del signo de uL1=�:uL1=� < 0) ÆNM2 < 0; 8L: en la regi�on 
on � < �
, el m�etodo 2 
lasi�
a 
omoavalan
has 3D-spanning 
r��ti
as algunas que son sub
r��ti
as.
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has 3D-spanning 225uL1=� > 0) ÆNM2 > 0; 8L: al 
ontrario del 
aso anterior, para � > �
, hay un
ierto n�umero de avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as que el m�etodo 2 
lasi�
aerr�oneamente 
omo 
r��ti
as.Para uL1=� = 0 (� = �
), hay una dispersi�on importante en torno a ÆNM2 = 0. Sinembargo, pare
e ser que la tenden
ia m�as 
lara es a 
lasi�
ar err�oneamente algunasavalan
has sub
r��ti
as 
omo 
r��ti
as.Aunque ninguno de los m�etodos de 
lasi�
a
i�on propuestos es exa
to, a partirde los resultados presentados en las Figs. 5.7 (m�etodo DFSS) y 5.17 (m�etodos 1 y2) queda 
laro que las avalan
has se 
lasi�
an bien para uL1=� . �2 y uL1=� & 4.Con
luimos pues que las propiedades rela
ionadas 
on las avalan
has 3D-spanningsub
r��ti
as dedu
idas a partir del 
omportamiento asint�oti
o para uL1=� ! �1 (ver,por ejemplo, la Fig. 5.13 y la Fig. 5.19 en la se

i�on x 5.8) no est�an afe
tadas por elm�etodo de 
lasi�
a
i�on que se utili
e puesto que se obtienen del 
omportamiento enuna regi�on en que, 
laramente, uL1=� < �2.M�etodo interse

i�onHasta este punto, se ha dis
utido la validez de los m�etodos 1 y 2 pero, a parte deestos dos m�etodos, tambi�en se ha introdu
ido el m�etodo interse

i�on que no 
lasi�
alas avalan
has en las que la 
lasi�
a
i�on 
on los m�etodos 1 y 2 no 
oin
ide. Este m�etodoasegura que las avalan
has que s�� se 
lasi�
an son realmente del tipo del que se han
lasi�
ado, al menos 
on respe
to a los 
riterios de los m�etodos 1 y 2. Sin embargo,debido pre
isamente a que el m�etodo no 
lasi�
a un 
ierto n�umero de avalan
has (NMINCavalan
has por 
i
lo), no es apropiado para el estudio de los n�umeros de avalan
has3D-spanning de 
ada tipo y las magnitudes que, de una forma u otra, involu
ran di
hosn�umeros. A partir de las igualdades (5.106) y (5.109) resulta 
laro que el intento dees
alado 
orrespondiente aNMI3
 es exa
tamente el mismo que el deNM13
 [Fig. 5.17(b.1)℄y el aso
iado a NMI3� 
oin
ide 
on el obtenido para NM23� [Fig. 5.17(a.2)℄. Dado queNMI3� = NM23� 
oin
ide razonablemente bien 
on N3� (obtenido 
on el m�etodo DFSS)y que NMI3
 = NM13
 di�ere bastante de N3
, de la rela
i�on de 
ierre (5.105) es f�a
il
onven
erse de que la mayor parte de las avalan
has no 
lasi�
adas por el m�etodointerse

i�on son, realmente, avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as.Condi
iones de apli
abilidad del m�etodo interse

i�onEl m�etodo interse

i�on es apropiado para el estudio de magnitudes que 
umplanlas dos 
ondi
iones siguientes:
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as de es
alado de tama~no �nito1. Las magnitudes deben estar rela
ionadas 
on propiedades de las avalan
has in-dividualmente y no deben depender del n�umero de avalan
has de 
ada tipo quese produ
en por 
i
lo. Esta 
ondi
i�on es ne
esaria porque el m�etodo interse

i�ondespre
ia un 
ierto n�umero de avalan
has por 
i
lo NMINC .2. El he
ho de no in
luir NMINC avalan
has por 
i
lo en la estad��sti
a no debe afe
tarnotablemente a la estad��sti
a de la magnitud que se pretende estudiar.La primera 
ondi
i�on ex
luye los n�umeros de avalan
has que su
eden por 
i
loN�(�; L)as�� 
omo las densidades de avalan
has n�(H; �; L). Para los n�umeros N3� y N3
, he-mos visto que el mejor m�etodo de 
lasi�
a
i�on es el m�etodo 2 y, 
omo 
onse
uen
ia,ser�a tambi�en �este el que se utili
e para es
alar las densidades de avalan
has n3� y n3
 enla se

i�on x 5.9. En 
ambio, los 
ampos medios hHi3� y hHi3
 a los que se 
on
entranlos dos tipos de avalan
has 3D-spanning [x 5.8℄, as�� 
omo la masa de las avalan
hasutilizada para la obten
i�on dire
ta de la dimensi�on fra
tal aso
iada a 
ada uno delos tipos de avalan
has 3D-spanning [x 5.10℄, no dependen del n�umero de avalan
haspor 
i
lo N�(�; L) y, 
omo 
onse
uen
ia, 
umplen la primera de las 
ondi
iones. Comoveremos en las se

iones 
orrespondientes, es de esperar que estas magnitudes tam-bi�en 
umplan la segunda de las 
ondi
iones, de tal forma que se utilizar�a el m�etodointerse

i�on para el estudio de los 
ampos hHi3� y hHi3
 y para la obten
i�on de ladimensi�on fra
tal de las avalan
has.5.8. Campo medio al que su
eden las avalan
has ydesvia
i�on est�andar5.8.1. Rela
iones de es
ala de hHi�La hip�otesis general de es
ala de las distribu
iones bivariadas D�(s;H; �; L) invo-lu
ra los tres invariantes de�nidos en las E
s. (5.7){(5.9). Una posible forma de es
ribiresta hip�otesis de es
ala es:D�(s;H; �; L) = L���d�+1=�D̂�(sL�d� ; uL1=�; vL1=�); (5.120)donde las variables u y v vienen dadas por las E
s. (5.36) y (5.37), respe
tivamente.La fun
i�on de es
ala D̂� 
umpleH
 Z 1�1 d(vL1=�)D̂�(sL�d� ; uL1=�; vL1=�) = ~D�(sL�d� ; uL1=�); (5.121)
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iones bivariadas D� debe ser D� [Cuadro 4.2℄(se ha utilizado el he
ho de que D� es
ala de a
uerdo 
on la hip�otesis (5.70)).Un an�alisis detallado de es
ala basado en la hip�otesis (5.120) impli
a ne
esaria-mente trabajar 
on representa
iones tridimensionales de las distribu
iones bivariadas,
osa que no es f�a
ilmente viable. Una posibilidad para 
omprobar, en parte, la vali-dez de esta hip�otesis ser��a es
alar las proye

iones (nubes de puntos presentadas en lase

i�on x 4.8) en los planos sL�d�-vL1=� para 
onjuntos de datos a uL1=� �jado. Otraposibilidad 
onsiste en analizar algunas magnitudes rela
ionadas 
on D� pero m�assen
illas que la distribu
i�on bivariada. En parti
ular, en esta se

i�on nos 
entraremosen el an�alisis de los 
ampos medios hHi�(�; L) aso
iados a las avalan
has 1D-, 2D-y 3D-spanning y, en la se

i�on siguiente, analizaremos las distribu
iones marginalesn�(H; �; L)=N�(�; L) aso
iadas a estas mismas avalan
has.En la se

i�on x 4.9 se present�o la dependen
ia 
on � y L del 
ampo al que, enpromedio, su
ede 
ada uno de los tipos de avalan
has spanning que se pueden distin-guir dire
tamente de las simula
iones. Es de
ir, se presentaron los 
ampos hHi1(�; L),hHi2(�; L) y hHi3(�; L). En parti
ular, se estudi�o 
on m�as detalle el 
omportamientode di
hos 
ampos en fun
i�on de L para � = �
 [Fig. 4.21℄. A partir de estos datosse propuso de forma fenomenol�ogi
a el 
omportamiento tipo ley de poten
ias dadopor la E
. (4.44) que involu
ra el 
ampo 
r��ti
o H
 y el exponente 
r��ti
o �. En elpresente 
ap��tulo dedu
iremos el 
omportamiento dado por la E
. (4.44) 
omo un 
asoparti
ular del 
omportamiento de hHi�(�; L) dentro del esquema del FSS. Para ob-tener la hip�otesis de es
ala de hHi�(�; L) es ne
esario partir de la propia de�ni
i�onde los 
ampos medios dada por la E
. (4.42). Sin embargo, puesto que las densidadesn�(H; �; L) apare
en en la E
. (4.42), es ne
esario proponer una hip�otesis de es
alapara di
has densidades antes de poder obtener la hip�otesis de es
ala de hHi�. A partirde la de�ni
i�on de n� [E
. (4.34)℄, de la hip�otesis de es
ala para D� [E
. (5.120)℄ y dela hip�otesis de es
ala de N� [E
. (5.51)℄ es f�a
il demostrar quen�(H; �; L) = L(1���)d�+��+1=�n̂�(uL1=� ; vL1=�): (5.122)En este 
aso, ne
esariamente se debe 
umplir la siguiente rela
i�on entre n̂�(uL1=� ; vL1=�)y ~N�(uL1=�): H
 Z 1�1 d(vL1=�)n̂�(uL1=� ; vL1=�) = ~N�(uL1=�); (5.123)para que la integral de n� a H sea igual a N� [
uadro 4.2℄, suponiendo la hip�otesis dees
ala (5.51) para N�. En la se

i�on x 5.9 se 
omprobar�a la validez de la hip�otesis dees
ala (5.122).
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ni
as de es
alado de tama~no �nitoIntrodu
iendo ahora la hip�otesis de es
ala (5.122) para n� y la 
orrespondiente aN� [E
. (5.51)℄ en la E
. (4.42) y utilizando la rela
i�on (5.37), obtenemosH
(1� B0u1)� hHi�(�; L) = L�1=�ĥ�(uL1=�); (5.124)para las avalan
has spanning (�� = 1), que es en las que nos vamos a 
entrar. Lafun
i�on de es
ala ĥ� se de�ne 
omoĥ�(uL1=�) � H2
 Z 1�1 dy y n̂�(uL1=� ; y)~N�(uL1=�) : (5.125)Es �util de�nir un \
ampo 
r��ti
o efe
tivo" H�
 (�) que depende del desorden 
omo:H�
 (�) � H
(1�B0u1): (5.126)Evidentemente, H�
 (�) 
oin
ide 
on H
 para � = �
.El 
omportamiento tipo ley de poten
ias que se asumi�o en la E
. (4.44) para � = �
se re
upera dire
tamente para las avalan
has 1D- y 2D-spanning ha
iendo C� = ĥ�(0)en (5.126). Una vez m�as, el 
aso de las avalan
has 3D-spanning es m�as 
ompli
ado yaque en el promedio hHi3 intervienen tanto las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as 
omolas 3D-spanning sub
r��ti
as. En general,hHi3(�; L) = N3
(�; L)hHi3
(�; L) +N3�(�; L)hHi3�(�; L)N3
(�; L) +N3�(�; L) : (5.127)Introdu
iendo en esta expresi�on las hip�otesis de es
ala para los n�umeros N3
, N3� [E
s.(5.54) y (5.56), respe
tivamente℄ as�� 
omo las 
orrespondientes a los 
ampos mediosdadas por la E
. (5.124), se en
uentraH
 � hHi3(�
; L) = L�1=� " ~N3
(0)ĥ3
(0) + L�� ~N3�(0)ĥ3�(0)~N3
(0) + L�� ~N3�(0) # (5.128)para � = �
. Como se puede ver, para valores �nitos de L, no se re
upera una expresi�ontotalmente id�enti
a a la dada por la E
. (4.44) ya que el fa
tor que multipli
a a L�1=�en el miembro dere
ho de la E
. (5.128) depende de L. Ha
iendo un desarrollo de Taylorde di
ho fa
tor en torno a L�� = 0 se obtienen 
orre

iones a la ley fenomenol�ogi
apropuesta en la se

i�on x 4.9:H
� hHi3(�
; L) = L�1=�ĥ3
(0)"1 + ~N3�(0)~N3
(0)  ĥ3�(0)ĥ3
(0) � 1!L�� +O(L�2�)# (5.129)Las 
orre

iones a la ley (4.44) tienden a 
ero 
uando L!1 y, dentro de los erroresestad��sti
os, se pueden despre
iar en la pr�a
ti
a para los tama~nos de sistema que se
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i�on est�andar 229han simulado. Finalmente, llegamos a la 
on
lusi�on de que la ley (4.44) es v�alida aprimer orden ha
iendo la identi�
a
i�on C3 = ĥ3
(0), lo que impli
a que la 
ontribu
i�onpredominante a hHi3(�
; L) es debida a las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as. Si estoes as��, >es l��
ito, a partir de los ajustes presentados en la Fig. 4.21, a�rmar que elexponente � aso
iado las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as es igual al exponente an�alogoaso
iado a las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as?. Ciertamente, no est�a totalmentejusti�
ada tal a�rma
i�on pero, 
omo veremos en los es
alados que se presentan enesta se

i�on y en la siguiente, tanto las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as 
omo lassub
r��ti
as, se pueden des
ribir 
on el mismo exponente �, dentro del error estad��sti
o.De he
ho, esta es la raz�on por la que, desde el prin
ipio de este 
ap��tulo, se ha supuestoque el exponente � es independiente del tipo de avalan
has, igual que su
ede 
on elexponente �. Adem�as, hay motivos geom�etri
os importantes por los que estos dosexponentes deben ser independientes del tipo de avalan
ha (este punto se dis
ute enla se

i�on x 5.11.5).5.8.2. Es
alado de hHi�, � = 1; 2; 3
; 3�Para la obten
i�on de los 
ampos hHi3
(�; L) y hHi3�(�; L) se ha utilizado elm�etodointerse

i�on ya que, 
omo se ha argumentado en la se

i�on x 5.7, estos promedios
umplen trivialmente la primera de las 
ondi
iones para que el m�etodo interse

i�on seaapli
able y, en vistas de los datos representados en la Fig. 5.18, pare
e razonable esperarque se 
umpla la segunda de las 
ondi
iones de forma satisfa
toria. En la Fig. 5.18se muestran, para distintos tama~nos, los 
ampos medios hHi3
(�; L) y hHi3�(�; L)obtenidos 
on el m�etodo interse

i�on, as�� 
omo el 
ampo medio hHiMINC(�; L), aso
iadoa las avalan
has que el m�etodo interse

i�on no 
lasi�
a. En esta �gura se apre
ia que el
ampo hHiMINC tiene unos valores similares a los de los 
ampos hHi3
(�; L) y hHi3�(�; L)y, por tanto, es de esperar que el he
ho de no utilizar en la estad��sti
a las avalan
has no
lasi�
adas no afe
tar�a notablemente a los promedios hHi3
(�; L) y hHi3�(�; L). Esto
on�rma, en 
ierto modo, que la segunda de las 
ondi
iones de apli
abilidad del m�etodointerse

i�on se 
umpla satisfa
toriamente ya que las avalan
has no 
onsideradas en laestad��sti
a se 
omportan de forma similar a las que s�� se 
onsideran y, por tanto, elefe
to de no 
onsiderarlas no puede ser muy notable.La Fig. 5.19 [gr�a�
os (a.1) y (b.1)℄ muestra los es
alados 
orrespondientes a los
ampos medios a los que su
eden los distintos tipos de avalan
has spanning para� � �
, seg�un la hip�otesis de es
ala (5.124). Tal y 
omo se ha visto en se

ionesanteriores [x 5.3 y x 5.7℄, en el l��mite termodin�ami
o no o
urren avalan
has spanning
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Figura 5.18: Campos (a) hHiMI3� (�;L), (b) hHiMI3
 (�;L) y (
) hHiMINC(�;L) obtenidos al
lasi�
ar las avalan
has 3D-spanning 
on el m�etodo interse

i�on. Los s��mbolos 
orrespondena los valores de L indi
ados en la leyenda. La l��nea punteada horizontal 
orresponde a H
 =�1:425 y la verti
al a �
 = 2:21.de ning�un tipo para � > �
 y, de a
uerdo 
on este he
ho, tiene sentido 
e~nirse a la zona
on � � �
. Hay que notar, sin embargo, que en sistemas �nitos su
eden avalan
hasspanning para des�ordenes mayores que �
 y, de he
ho, los es
alados que se presentanaqu�� para � � �
 tambi�en se pueden extender a la zona 
on � > �
 utilizando elmismo 
onjunto de par�ametros si bien, tales es
alados no dan mu
ha informa
i�on. Porotro lado, las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as existen s�olo para � = �
y, en 
onse
uen
ia, estudiar el es
alado de sus 
ampos medios para � 6= �
 es �util,b�asi
amente, para 
on�rmar que el valor de los exponentes en
ontrados en se

ionesanteriores para estas avalan
has son v�alidos. Re
ordemos que la �uni
a estima
i�on quese tiene hasta este punto del exponente � proviene de los ajustes representados en laFig. 4.21.Los es
alados representados en la Fig. 5.19 se han obtenido �jando �, �, �
, H
 yA a los valores obtenidos en se

iones anteriores (1=� = 1:2, 1=� = 1:5, �
 = 2:21,H
 = �1:425 y A = �0:2) y 
onsiderando B0 
omo �uni
o par�ametro libre. Los mejoreses
alados se obtienen para B0 = 0:25�0:10. Es remar
able el he
ho de que se obtienenes
alados ex
elentes en todos los 
asos 
on los mismos valores de �, �, �
, A y B0.Esto 
on�rma que, dentro de los errores estad��sti
os, los exponentes � y � aso
iadosa las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as son iguales a los aso
iados a las avalan
has3D-spanning 
r��ti
as.
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Figura 5.19: Es
alados 
orrespondientes a la diferen
ia entre hHi� y el 
ampo 
r��ti
o efe
-tivo H�
 (�) (fun
iones de es
ala ĥ�(uL1=�)) para (a.1) las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning
r��ti
as y (b.1) las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as. Los es
alados 
orrespondientes a ladesvia
i�on est�andar �H� (�;L) aso
iada a las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as semuestran en (a.2) y, los 
orrespondientes a las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as se mues-tran en (b.2). Los distintos s��mbolos 
orresponden a los diferentes tama~nos indi
ados en laleyenda situada en (b.2). Las avalan
has 3D-spanning se han 
lasi�
ado siguiendo el m�eto-do interse

i�on. En todos los 
asos se presentan �uni
amente datos para � < �
. Los o
hoes
alados se obtienen dejando libre �uni
amente el par�ametro B0. Las l��neas punteadas 
orres-ponden en 
ada 
aso al 
omportamiento asint�oti
o de ĥ� o �̂H� en el l��mite jujL1=� ! 1.Los es
alados 
orrespondientes a las avalan
has 1D- y 2D-spanning se han desplazado unay dos d�e
adas ha
ia arriba, respe
tivamente, para mayor 
laridad.
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as de es
alado de tama~no �nitoL��mite termodin�ami
oEl 
omportamiento de los 
ampos hHi� en el l��mite termodin�ami
o viene di
-tado por el 
omportamiento asint�oti
o de las fun
iones de es
ala ĥ�(uL1=�) 
uandojujL1=� ! 1. Las l��neas punteadas de las Figs. 5.19(a.1) y 5.19(b.1) indi
an di
ho
omportamiento. Como se puede apre
iar, las fun
iones de es
ala ĥ�(uL1=�) se puedenaproximar por leyes de poten
ias para valores grandes de jujL1=�:limjujL1=�!1ĥ�(uL1=�) = Ah(jujL1=�)ah; (5.130)donde, en general, tanto el prefa
tor Ah 
omo el exponente ah dependen del tipo deavalan
ha � y del signo de u. (Re
ordar que los datos representados en la Fig. 5.19
orresponden a valores negativos de u (� < �
)). Introdu
iendo el 
omportamiento da-do por la E
. (5.130) en la E
. (5.124) y utilizando la de�ni
i�on de H�(�) [E
. (5.126)℄,se obtiene: H�
 (�)� hHi�(�; L) = AhjujahL�1=�+ah=� : (5.131)Igual que se expli
�o en general en la se

i�on x 2.3.1, existen tres 
asos posibles depen-diendo del valor de ah:1. ah > �=�: en este 
aso el miembro dere
ho de la e
ua
i�on (5.131) diverge en ell��mite termodin�ami
o y, teniendo en 
uenta que H�
 es �nito para � �nita, seobtendr��a hHi�(�) = �1 � signo(Ah) (5.132)en el l��mite termodin�ami
o. El tipo de avalan
has hipot�eti
o que se 
omportasede esta forma se 
on
entrar��a en torno a un 
ampo jhHi�(�)j = 1, 
osa que,
omo veremos a 
ontinua
i�on, no su
ede para ninguno de los tipos de avalan
hasspanning estudiados.2. ah = �=�: este es posiblemente el 
aso m�as interesante ya que se obtiene un
omportamiento no trivial de hHi� en el l��mite termodin�ami
o tal que:hHi�(�) = H�
 (�)� Ahjuj�=�: (5.133)3. ah < �=�: en este 
aso, el 
ampo hHi�(�) 
oin
ide 
on el 
ampo efe
tivo H�
 (�)en el l��mite termodin�ami
o: hHi�(�) = H�
 (�): (5.134)
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uadro 5.4 se resumen los par�ametros que ajustan mejor el 
omportamientoasint�oti
o para 
ada uno de los tipos de avalan
has. Dentro del error estad��sti
o, ĥ1,ĥ2 y ĥ3
 se 
ara
terizan por el mismo exponente ah = 0:9. Este tipo de avalan
has
oin
iden 
laramente 
on el ter
ero de los 
omportamientos enumerados en los p�arrafosanteriores, es de
ir, para di
has avalan
has hHi�(�) = H�
 (�). De 
ualquier forma,teniendo en 
uenta que estas avalan
has s�olo existen en el punto 
r��ti
o, s�olo tienesentido apli
ar este 
omportamiento 
uando � = �
, en 
uyo 
aso, H�
 (�
) = H
 porde�ni
i�on [E
. (5.126)℄.Cuadro 5.4: Par�ametros que 
ara
terizan el 
omportamiento asint�oti
o de ĥ�(uL1=�) y�H� (uL1=�) en el l��mite uL1=� ! �1 para los distintos tipos de avalan
has spanning, dea
uerdo 
on la nota
i�on introdu
ida en las e
ua
iones (5.130) y (5.141). Tambi�en se hanin
luido los par�ametros aso
iados a las avalan
has 3D-spanning no 
lasi�
adas (NC) por elm�etodo interse

i�on. Tipo de avalan
ha Ah ah A� a�1D-spanning 7.3 0.9 3.5 0.22D-spanning 6.5 0.9 3.2 0.23D-spanning 
r��ti
as 10 0.9 3.0 0.23D-spanning sub
r��ti
as 2.4 1.8 1.2 1.0NC 8.5 0.8 3.0 0.25El exponente ah 
orrespondiente a las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as es10ah = 1:8 que, dentro de los errores estad��sti
os, 
oin
ide 
on �=�. En 
onse
uen
ia, el
ampo hHi3� se 
omporta 
omohHi3�(�) = H�
 (�)� 2:4juj�=� (5.135)en el l��mite termodin�ami
o, de a
uerdo 
on lo argumentado m�as arriba.De este resultado 
on
luimos que el 
omportamiento del 
ampo medio 
orrespon-diente a las avalan
has 3D-spanning hHi3(�) para � < �
, est�a aso
iado �uni
amentea las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as y tiene una 
urvatura no nula en el l��mitetermodin�ami
o. Esto resuelve una de las 
uestiones planteadas en la se

i�on x 4.9 sobreel 
omportamiento del 
ampo hHi3(�) para � < �
. Es ne
esario puntualizar que el10De a
uerdo 
on lo argumentado en la se

i�on x 5.7, el 
omportamiento asint�oti
o de ĥ3� noest�a afe
tado por el m�etodo parti
ular utilizado para la 
lasi�
a
i�on de las avalan
has 3D-spanningporque tal 
omportamiento 
orresponde a valores de uL1=� . �7.
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Figura 5.20: Representa
i�onde hHi3�(�) [E
. (5.135)℄,H�
 (�) [E
. (5.126)℄ y H
. Loss��mbolos 
orresponden a laestima
i�on num�eri
a de hHi3�a partir de simula
iones ensistemas 
on distintas L. Losdistintos tipos de s��mbolo
orresponden a la leyenda dela �gura anterior. 0 1 2
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omportamiento dado por la expresi�on (5.135) es de esperar que s�olo sea v�alido paravalores de � su�
ientemente 
er
anos a �
 ya que tal expresi�on se ha dedu
ido a partirde hip�otesis de es
ala de tama~no �nito y �estas se suponen v�alidas s�olo 
er
a del punto
r��ti
o [x 2.3℄.La Fig. 5.20 muestra el 
omportamiento (l��nea 
ontinua) de hHi3�(�) dado por laE
. (5.135). Esta l��nea �naliza en el punto 
r��ti
o (�
; H
) porque no existen avalan
has3D-spanning sub
r��ti
as para � > �
. El 
ampo 
r��ti
o efe
tivo H�
 (�), as�� 
omo el
ampo 
r��ti
o H
, se representan 
on l��nea a rayas y l��nea punteada, respe
tivamente.Tambi�en se representan las estima
iones num�eri
as de hHi3� para varios valores de L
on el �n de mostrar que, efe
tivamente, la E
. (5.135) es el 
omportamiento l��mite
uando L!1.5.8.3. Desvia
iones est�andar �H�Otra pregunta en rela
i�on 
on el 
omportamiento de las avalan
has 3D-spanninges si �estas su
eden �uni
amente sobre la l��nea hHi3�(�) o bien presentan una 
iertadistribu
i�on en torno a di
ha l��nea. Tal y 
omo se indi
�o en la se

i�on x 4.9, el estudiode la desvia
i�on est�andar �H3� es �util para responder a esta 
uesti�on. Para obtener lahip�otesis de es
ala 
orrespondiente a �H� (�; L) es ne
esario 
al
ular hHi2� por un ladoy hH2i� por otro. De la E
. (5.124) se dedu
e que:hHi2�(�; L) = [H�
 (�)℄2 � 2H�
 (�)ĥ�(uL1=�)L�1=� + hĥ�(uL1=�)i2 L�2=�: (5.136)



5.8. Campo medio al que su
eden las avalan
has y desvia
i�on est�andar 235Por otro lado, utilizando pro
edimientos similares a los que se utilizaron para obtenerla E
. (5.124), es f�a
il ver quehH2i�(�; L) =Z 1�1 dH H2n�(H; �; L)N�(�; L)= [H�
 (�)℄2 � 2H�
 (�)ĥ�(uL1=�)L�1=� + ĥ�;2(uL1=�)L�2=�; (5.137)donde la fun
i�on de es
ala ĥ�;2(uL1=�) 
orresponde al 
aso k = 2 de la su
esi�on defun
iones fĥ�;kg de�nidas 
omo:ĥ�;k(uL1=�) � (�1)k+1Hk+1
 Z 1�1 dy yk n̂�(uL1=�; y)~N(uL1=�) : (5.138)En parti
ular, ĥ� 
orresponde al primer t�ermino ĥ�;1 de la su
esi�on fĥ�;kg.Introdu
iendo ahora las E
s. (5.136) y (5.137) en la de�ni
i�on (4.43) se en
uentrala hip�otesis de es
ala que se pretend��a:�H� (�; L) = L�1=��̂H� (uL1=�); (5.139)donde se ha de�nido la fun
i�on de es
ala �̂H� 
omo:�̂H� (uL1=�) � hĥ�;2(uL1=�)� (ĥ�(uL1=�))2i1=2 : (5.140)Para � = �
, se en
uentra el 
omportamiento dado por la E
. (4.45) a partir de(5.140).Las Figs. 5.19(a.2) y 5.19(b.2) muestran los es
alados que se han obtenido sin
onsiderar ning�un par�ametro libre (se ha utilizado el par�ametro B0 obtenido en loses
alados de hHi�). La buena 
alidad de los es
alados sirve para 
on�rmar la hip�otesisde es
ala (5.140) as�� 
omo la robustez de los distintos par�ametros impli
ados que se hanobtenido en los es
alados anteriores. Como es habitual, el 
omportamiento de �H� en ell��mite termodin�ami
o viene dado por el 
omportamiento asint�oti
o para jujL1=� !1de la fun
i�on de es
ala aso
iada, que en este 
aso es �̂H� . En la �gura se apre
ia que el
omportamiento asint�oti
o �̂H� se puede aproximar bien por una ley de poten
ias:limjujL1=�!1�̂H� (uL1=�) = A�(jujL1=�)a� ; (5.141)donde se ha utilizado una nota
i�on an�aloga a la introdu
ida en la E
. (5.130). Losmejores ajustes se muestran 
on l��neas punteadas en las Figs. 5.19(a.2) y 5.19(b.2) ylos par�ametros A� y a� aso
iados se presentan en el 
uadro 5.4.De nuevo, se obtiene que el exponente a� es el mismo, dentro del error estad��sti
o,para las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as. Para estas avalan
has ah = 0:2 <



236 Cap��tulo 5. Estudio del 3D-GRFIM mediante t�e
ni
as de es
alado de tama~no �nito�=� y, 
omo 
onse
uen
ia, al introdu
ir (5.141) en la E
. (5.139) se obtiene �H� (�) = 0para estos tipos de avalan
has en el l��mite L ! 1. De he
ho, este resultado tiene�uni
amente inter�es para � = �
 porque no existen avalan
has de estos tipos para� 6= �
.El resultado m�as interesante lo en
ontramos para las avalan
has 3D-spanning sub-
r��ti
as que s�� existen para � � �
. Para estas avalan
has tambi�en se en
uentra unexponente ah < �=� y, por tanto, la desvia
i�on �H3�(�) tambi�en es nula para 
ualquiervalor de � en el l��mite termodin�ami
o:�H3�(�) = 0: (5.142)El he
ho de que la desvia
i�on est�andar �H� (�) sea nula para 
ualquier tipo de avalan
haspanning, indi
a que la distribu
i�on marginal n�=N� presenta una desvia
i�on est�andarnula en torno a su valor medio aso
iado hHi�(�) y, 
omo 
onse
uen
ia, si para un
ierto valor de � su
eden avalan
has spanning de un 
ierto tipo �, su
eden en el
ampo hHi�(�) 
on probabilidad 1.El 
omportamiento de N3� [x 4.6, x 5.3 y x 5.7℄ 
onjuntamente 
on el 
omporta-miento de hHi3�(�) y �H3�(�) nos da una visi�on global sobre el 
omportamiento de lasavalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as en el l��mite termodin�ami
o que se puede resumirde la siguiente forma: \para � < �
, o
urre una avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a paraun valor de � dado, esta avalan
ha su
ede en el 
ampo hHi3�(�) 
uyo 
omportamientopara � pr�oxima a �
 viene dado por la expresi�on (5.135). Para � = �
, su
eden enpromedio � 0:8 avalan
has por 
i
lo en el 
ampo H
. Finalmente, para � > �
, noo
urre ninguna avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a."5.8.4. Avalan
has no 
lasi�
adas 
on el m�etodo interse

i�onAntes de �nalizar el an�alisis del 
ampo al que su
eden los distintos tipos de ava-lan
has spanning, resulta interesante analizar el 
ampo hHiNC(�; L) y la desvia
i�on�HNC(�; L) aso
iados a las avalan
has no 
lasi�
adas por el m�etodo interse

i�on. LaFig. 5.21 muestra los es
alados 
orrespondientes a (a) hHiNC(�; L) y (b) �HNC(�; L).Tales es
alados se han obtenido �jando todos los par�ametros involu
rados en el es
ala-do a los valores en
ontrados anteriormente. La buena 
alidad de los es
alados 
on�rmaque las hip�otesis de es
alado (5.124) y (5.139) son v�alidas tambi�en para las avalan
hasno 
lasi�
adas, 
osa que no sorprende demasiado teniendo en 
uenta que hHiMINC(�; L)no presenta un 
omportamiento muy distinto al de hHiMI3
 (�; L), tal y 
omo muestrala Fig. 5.18. Adem�as, tal y 
omo re
eja el 
uadro 5.4, el 
omportamiento asint�oti
o de
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alados 
orrespondientes a (a) la diferen
ia H�
 (�) � hHiNC(�;L) y (b) ladesvia
i�on est�andar �HNC(�;L) para � < �
. Las l��neas punteadas indi
an el 
omportamientoasint�oti
o de 
ada uno de los es
alados en la regi�on de jujL1=� grande. Los distintos s��mbolos
orresponden a los tama~nos indi
ados en la leyenda situada en (b).las fun
iones de es
ala aso
iadas al 
ampo hHiMINC y a la desvia
i�on �HNC es muy similaral de las magnitudes equivalentes aso
iadas a las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning
r��ti
as. Esto indi
a que las avalan
has no 
lasi�
adas por el m�etodo interse

i�on son,en su mayor��a, avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as, tal y 
omo ya se hab��a se~nalado en lase

i�on x 5.7.5.9. Densidades de avalan
has n�(H ;�; L)En esta se

i�on se presenta el estudio 
on t�e
ni
as FSS de las densidades de avalan-
has n�(H; �:L), 
uyos resultados 
rudos se presentaron en la se

i�on x 4.10. Siguiendola misma l��nea argumental que en x 4.10, se presentan los resultados para � = �
 enprimer lugar y, seguidamente, se presentan resultados que in
luyen des�ordenes � 6= �
.Las densidades de avalan
has n�(H; �; L) son las magnitudes donde reside toda ladependen
ia 
on H de las distribu
iones marginales n�=N� y, en 
onse
uen
ia, losresultados presentados en esta se

i�on ser�an �utiles para 
omplementar los resultadospresentados en la se

i�on anterior ya que hHi� no es m�as que el primer momento de ladistribu
i�on marginal n�=N� [E
. (4.42)℄ y �H� es su desvia
i�on est�andar [E
. (4.43)℄.La hip�otesis de es
ala 
orrespondiente a n� se ha propuesto para 
ualquier tipode avalan
ha al prin
ipio de la se

i�on x 5.8. La hip�otesis de es
ala de la densidad
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vL1/mFigura 5.22: Es
alado 
orrespondiente a la densidad de avalan
has (a) 1D-spanning, (b)2D-spanning, (
) 3D-spanning 
r��ti
as y (d) 3D-spanning sub
r��ti
as para � = �
. La 
lasi�-
a
i�on de las avalan
has 3D-spanning se ha efe
tuado 
on el m�etodo 2 [x 5.7℄. Los es
aladosse han obtenido sin ning�un par�ametro libre: se ha �jado 1=� = 1:5 en todos los 
asos y, en el
aso parti
ular de las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as se ha �jado � = 0:1. Lasl��neas 
ontinuas 
orresponden a ajustes 
on una fun
i�on gaussiana [E
. 5.60℄. Los distintoss��mbolos 
orresponden a los tama~nos indi
ados en la leyenda.de avalan
has spanning se obtiene a partir de la expresi�on general (5.122) ha
iendo,simplemente �� = 1. Esta hip�otesis se ve 
on�rmada en los es
alados que se presentanen la Fig. 5.22. Para la 
lasi�
a
i�on de las avalan
has 3D-spanning, se ha utilizado elm�etodo 2 ya que, tal y 
omo se dis
uti�o en la se

i�on x 5.7, �este es el m�as apropiadopara estudiar magnitudes rela
ionadas 
on el n�umero de avalan
has por 
i
lo.Por un lado, en el 
aso de las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as [gr�a�
os(a), (b) y (
) de la Fig. 5.22℄, los par�ametros involu
rados en el es
alado son losexponentes � y �. Con el �n de 
omprobar una vez m�as la robustez de estos exponentes,se han �jado a los valores obtenidos en es
alados anteriores (� = 0:1 y 1=� = 1:5), detal forma que no hay ning�un par�ametro libre en estos es
alados. Por otro lado, dado
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has n�(H;�;L) 239que el exponente �3� = 0 para las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as, en el es
aladode n3�(H; �
; L) interviene solamente el exponente �. De nuevo, este exponente se ha�jado a 1.5, de tal manera que tampo
o hay ning�un par�ametro libre en este es
alado.Todas las fun
iones de es
ala presentadas en la Fig. 5.22 se ajustan bien a una fun-
i�on gaussiana11, tal y 
omo se muestra en la �gura 
on l��neas 
ontinuas. La amplituda, la posi
i�on del pi
o x y la an
hura w de la gaussiana (ver E
. 5.60) para 
ada tipode avalan
ha se resumen en el 
uadro 5.5.Los es
alados presentados en la Fig. 5.22 tienden a 
ero exponen
ialmente en losl��mites uL1=� ! �1. Como ya se ha visto en se

iones anteriores (ver por ejemplox 4.6), este 
omportamiento indi
a que, en el l��mite termodin�ami
o, la densidad deavalan
has spanning de 
ualquier tipo para � = �
 es 
ero para 
ualquier H 6= H
.Este resultado est�a en total a
uerdo 
on los resultados presentados en la se

i�on x 5.8(hHi�(�
) = H
 y �H� (�
) = 0 para todas las avalan
has spanning). Para � = �
 yH = H
, en 
ambio, hay una densidad in�nita de avalan
has spanning.Cuadro 5.5: Resumen de los par�ametros aso
iados a los ajustes gaussianos (ver de�ni
i�onen E
. (5.60)) representados 
on l��neas 
ontinuas en los es
alados de la Fig. 5.22.Tipo de avalan
ha a x w1D-spanning 0:01764� 0:00013 �1:298� 0:019 2:302� 0:01892D-spanning 0:00909� 0:00015 �1:13� 0:04 2:07� 0:043D-spanning 
r��ti
as 0:040� 0:003 �2:74� 0:19 2:25� 0:023D-spanning sub
r��ti
as 0:0797� 0:0005 �3:577� 0:014 2:187� 0:014La Fig. 5.23 muestra varios 
ortes a uL1=� 
onstante de la super�
ie de es
aladon̂1(uL1=�; vL1=�). Los es
alados 
orrespondientes a v 6= 0 involu
ran el par�ametro derota
i�on B0 y, de a
uerdo 
on los resultados anteriores, los mejores es
alados se obtie-nen para B0 = 0:25. Es pre
iso notar que los es
alados presentados en la Fig. 5.23 sonm�as sensibles a 
ualquier error en los par�ametros involu
rados que los presentados enla Fig. 5.19 ya que, para un valor �jado de uL1=� , en la Fig. 5.23 se es
alan una seriede fun
iones de H y no tan s�olo una serie de puntos, 
omo en la Fig. 5.19. Desde unpunto de vista 
ualitativo, la super�
ie de es
ala presenta una 
resta 
uya amplituddepende de uL1=� . Ha
iendo un an�alisis m�as 
uantitativo, los es
alados para 
ada uno11En este 
aso se puede ha
er un ajuste parab�oli
o a los datos representados en es
alas lineal-logigual que se hizo en la se

i�on x 5.3 al es
alar N�. Igual que en aquel 
aso, los resultados de estean�alisis son 
ompatibles 
on los ajustes gaussianos dentro del error estad��sti
o.
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alados 
orrespondientes a n̂1(uL1=� ; vL1=�). Los 
ortes de la super�
ie dees
alado se han tomado a uL1=� = �0:58, 0, 1.22, 2.7, 3.8 y 5.0. Los distintos s��mbolos
orresponden a los tama~nos indi
ados en la leyenda de la �gura previa. La l��nea 
ontinua enel plano horizontal indi
a la tenden
ia de la 
resta de la super�
ie de es
alado. La proye

i�onde la 
resta (ajuste gaussiano) se ha representado 
on una l��nea 
ontinua en el plano uL1=�{n̂1. Las l��neas 
ontinuas representadas en 
ada uno de los 
ortes se han obtenido ha
iendoajustes gaussianos a los es
alados.de los 
ortes se pueden aproximar por fun
iones gaussianas 
uya amplitud a, posi
i�ondel m�aximo x y an
hura w dependen de uL1=� . Tales ajustes se representan en laFig. 5.23 
on l��neas 
ontinuas y los par�ametros 
orrespondientes se han resumido en el
uadro 5.6. Adem�as, la dependen
ia 
on uL1=� de las amplitudes ajustadas se puedeaproximar, a su vez, muy bien 
on una fun
i�on gaussiana (l��nea 
ontinua en el planouL1=�{n̂1 de la Fig. 5.23) 
on amplitud 0:21� 0:02, posi
i�on del m�aximo 2:09� 0:04 yan
hura 2:2� 0:2. Por otro lado, la dependen
ia de la 
resta 
on uL1=� viene dada porlas posi
iones x de los pi
os que se presentan en el 
uadro 5.6. Tal dependen
ia 
oin
ide,dentro de los errores estad��sti
os, 
on el promedio 12 hvL1=�i1(uL1=�) = ĥ1(uL1=�)=H
que, salvo un fa
tor H
, se ha presentado en la Fig. 5.19. Esta 
oin
iden
ia se pue-12A partir de la hip�otesis de es
alado (5.124) y de la rela
i�on de la variable de es
ala v 
on H y �
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ilmente a partir de la de�ni
i�on de ĥ1(uL1=�) [E
. (5.125)℄ y teniendoen 
uenta que, para un valor de uL1=� dado, la fun
i�on de es
alado n̂1(uL1=� ; vL1=�)presenta un grado de simetr��a muy alto en torno a su m�aximo, 
osa que se ha demos-trado por la 
alidad de los ajustes gaussianos a los distintos 
ortes presentados en laFig. 5.23. En la se

i�on x 5.8, se argument�o que no era ne
esario 
onsiderar valores dehHi� y �H� 
orrespondientes a � > �
 en los es
alados. Sin embargo, se a�rm�o que loses
alados de tama~no �nito deb��an ser v�alidos tambi�en en esta regi�on y que, adem�as, se
ara
terizan por el mismo 
onjunto de par�ametros. Esta a�rma
i�on se ve 
on�rmadaen los es
alados presentados en la Fig. 5.23 que s�� in
luyen datos 
orrespondientes a� > �
. Evidentemente, si es
ala n̂1 por un lado y N1 por otro, tambi�en debe es
alarla distribu
i�on marginal n1=N1 y, en 
onse
uen
ia, tambi�en es
alar�an hHi1 y �H1 en laregi�on 
on � > �
.Cuadro 5.6: Resumen de los par�ametros (ver de�ni
i�on en E
. (5.60)) obtenidos a partir deajustar fun
iones gaussianas a 
ada uno de los es
alados 
orrespondientes a distintos 
ortes auL1=� 
onstante. Las fun
iones gaussianas aso
iadas a estos par�ametros se han representadoen la Fig. 5.23 
on l��neas 
ontinuas en 
ada 
orte.uL1=� a x w-0.58 0:007� 0:001 �3:63� 0:04 2:42� 0:040 0:01764� 0:00013 �1:298� 0:019 2:302� 0:01891.22 0:0588� 0:0004 1:19� 0:03 2:70� 0:032.7 0:068� 0:001 1:63� 0:08 3:88� 0:083.8 0:027� 0:001 1:64� 0:1 5:14� 0:15 0:007� 0:001 1:64� 0:14 6:5� 0:12Todas estas 
onsidera
iones nos llevan a 
on
luir que, para 
ualquier valor de H, lafun
i�on de es
ala n̂1 de
ae exponen
ialmente en los l��mites uL1=� ! �1. Esto indi
aque, en el l��mite termodin�ami
o, n1 es 
ero para � 6= �
, independientemente del valorde H. En 
ambio, para � = �
, n1 diverge en H = H
 y es 
ero para 
ualquier otrovalor del 
ampo. Este 
uadro de 
omportamiento de n1 es tambi�en apli
able a n2.Sin embargo, el estudio detallado de los es
alados bidimensionales 
orrespondientes[E
. (5.37)℄ es f�a
il demostrar que hvL1=�i�(uL1=�) = ĥ�(uL1=�)H
 : (5.143)



242 Cap��tulo 5. Estudio del 3D-GRFIM mediante t�e
ni
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alado de tama~no �nitoa n3
(H; �; L) y n3�(H; �; L) similares al presentado para n1(H; �; L) son demasiadolaboriosos. Hay dos razones fundamentales por las que tal estudio es 
ompli
ado, laprimera de ellas es que no tenemos un m�etodo de 
lasi�
a
i�on de las avalan
has 3D-spanning exa
to y, la segunda es que semejante an�alisis requerir��a una gran estad��sti
a.En 
ualquier 
aso, teniendo en 
uenta que hHi� es el primer momento de la distribu
i�onmarginal n�=N� y �H� es su desvia
i�on est�andar, podemos ha
er una hip�otesis sobreel 
omportamiento en el l��mite termodin�ami
o de n3� y n3
 a partir de los resultadospresentados en la se

i�on anterior. Como hemos visto, las avalan
has 3D-spanning
r��ti
as s�olo existen para � = �
 y, a este desorden, o
urren s�olo si H = H
. Se puedeprever pues que el 
omportamiento de n3
(H; �; L) en el l��mite termodin�ami
o sea
ualitativamente similar al de n1(H; �; L), des
rito en el p�arrafo anterior. Con respe
toa la densidad de avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as, el 
omportamiento debe ser elsiguiente: Para � > �
, debe ser n3�(H; �) = 0 para 
ualquier valor de H porqueno existen avalan
has de este tipo para estos des�ordenes. En 
ambio, para � � �
,n3�(H; �; L) debe tener un 
omportamiento tipo Æ que se extienda a lo largo de lal��nea hHi3�(�), 
ampo al que su
ede 
on probabilidad 1 la avalan
ha 3D-spanningsub
r��ti
a. Resumiendo, en el l��mite termodin�ami
o, la densidad n3� se 
omporta
omo: n3�(H; �) = N3�(�)Æ(H � hHi3�(�)); (5.144)donde el prefa
tor N3�(�) es ne
esario para que se 
umpla la rela
i�on entre n3� y N3�[Cuadro 4.2℄. El 
omportamiento (5.144) es v�alido para 
ualquier valor de � porque,para � > �
, N3� = 0 y se obtiene trivialmente n3� = 0. Otra prueba de 
onsisten
iade la E
. (5.144) es el he
ho de que, introdu
iendo este 
omportamiento para n3�(H; �)en la de�ni
i�on de hHi3� [E
. (4.42)℄, se obtiene la identidad hHi3� = hHi3�. Por otrolado, se obtiene �H3�(�) = 0 al introdu
ir la E
. (5.144) en (4.43).5.10. Determina
i�on dire
ta de las dimensiones fra
-tales5.10.1. Considera
iones generales sobre fra
talesEl t�ermino fra
tal fue propuesto por Mandelbrot [235℄ para designar a un tipode objetos geom�etri
os que el propio Mandelbrot de�ni�o 
omo un 
onjunto de pun-tos que se 
ara
terizan por una dimensi�on de Hausdor� estri
tamente mayor que su



5.10. Determina
i�on dire
ta de las dimensiones fra
tales 243dimensi�on topol�ogi
a13. Posteriormente, se ha argumentado que esta de�ni
i�on no es
ompleta [242℄, sino que es mejor de�nir estos objetos geom�etri
os por aquellas 
ara
-ter��sti
as que presentan habitualmente. Seg�un Fal
oner [242℄, �estas se pueden resumirb�asi
amente en los 
uatro puntos siguientes:Los fra
tales tienen una estru
tura no trivial a 
ualquier es
ala.Son demasiado 
ompli
ados geom�etri
amente para des
ribirlos, tanto lo
al 
omoglobalmente, utilizando los 
on
eptos de geometr��a tradi
ional.Es habitual que presenten 
iertas 
ara
ter��sti
as autosemejantes que pueden sertanto geom�etri
as 
omo estad��sti
as.Habitualmente, la dimensi�on fra
tal de estos objetos es mayor que la dimen-si�on topol�ogi
a. Existen varias de�ni
iones para la dimensi�on fra
tal. El pro
edi-miento m�as 
om�un es identi�
ar di
ha dimensi�on 
on la dimensi�on de Hausfor�[238,242℄. Otra posibilidad [236℄, 
onsiste en de�nir la dimensi�on fra
tal a par-tir del autovalor m�as alto de una determinada matriz que 
ara
teriza al fra
tal(matriz de transferen
ia). Sin embargo, desde un punto de vista pr�a
ti
o, exis-ten otros m�etodos para obtener una determinada dimensi�on que 
ara
teriza alos fra
tales. De entre estos m�etodos, posiblemente el que goza de mayor popu-laridad es el m�etodo de re
uento por 
ajas14 [238, 242℄. La idea 
entral de estem�etodo es idear un pro
eso de medida a una 
ierta es
ala Æ, que ignora las irregu-laridades de tama~no menor y estudiar 
�omo var��a di
ha medida 
uando Æ tiendea 
ero. De he
ho, esta es una idea similar al 
on
epto de medida de Hausdor�.Otros m�etodos 
omunes para medir la dimensi�on fra
tal son el m�etodo de la 
ajadeslizante [244℄ y el m�etodo de la 
aja de arena15 [244,245℄. En parti
ular, se hautilizado el m�etodo de la 
aja de arena para obtener la dimensi�on fra
tal de lasavalan
has spanning. Los detalles de este m�etodo se dan m�as adelante.Desde un punto de vista puramente matem�ati
o, un objeto fra
tal se supone que se
omporta 
omo tal a todas las es
alas. Sin embargo, en la naturaleza no existen talesobjetos sino que siempre existen unos l��mites de apli
abilidad que vienen dados porlas es
alas involu
radas, de tal manera que los fra
tales \naturales" son [243℄ objetos13La de�ni
i�on pre
isa de dimensi�on de Hausdor� y de dimensi�on topol�ogi
a se en
uentra, porejemplo, en las Refs. [238,241{243℄14Box-
ounting method en ingl�es15En ingl�es, el m�etodo de la 
aja deslizante se denomina gliding-box method y el m�etodo de la 
ajade arena 
omo sandbox method.
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ni
as de es
alado de tama~no �nitoque se 
omportan de forma autosemejante en un intervalo de longitudes [`min; `max℄�nito16. En parti
ular, en los modelos reti
ulares 
omo el que nos o
upa, una 
otainferior trivial para `min es el par�ametro de red a. Por otro lado, es 
ono
ido quealgunos sistemas en los que tienen lugar transi
iones 
ontinuas , son estad��sti
amenteautosemejantes 17 [236,250,251℄ a es
alas menores que la longitud de 
orrela
i�on �. Enestos problemas `max = �. Es importante remar
ar que la autosemejanza en sistemasf��si
os tiene lugar �uni
amente desde un punto de vista estad��sti
o, es de
ir, los fra
talesque se en
uentran son t��pi
amente fra
tales aleatorios.En el problema que nos o
upa, asumiremos que las avalan
has tienen un 
ompor-tamiento fra
tal est�andar en el l��mite termodin�ami
o. De a
uerdo 
on esta hip�otesis,la masa media (n�umero medio de espines) pertene
iente a un 
ierto tipo de avalan
ha� dentro de una regi�on 
�ubi
a 
ualquiera de tama~no lineal ` viene dada por:M�(`; �) =M��(�)`d� ; (5.145)para a � ` � `max(�), donde, 
omo veremos a 
ontinua
i�on, `max(�) = �. El prefa
-tor M��(�) est�a rela
ionado 
on la la
unaridad18 [235, 244℄ de 
ada uno de los tiposde avalan
has. En general, la la
unaridad es un 
on
epto 
ompli
ado de de�nir. Sinembargo, en el 
aso que nos o
upa, una forma sen
illa de entender el signi�
ado deM��(�) es imaginar que las avalan
has de tipo � o
urren sobre una estru
tura fra
tal(aleatoria en general) de dimensi�on d� pero de tal forma que s�olo o
upan una fra

i�onM�� de di
ho fra
tal (en prin
ipio, M�� depende de la 
antidad � de desorden presenteen el sistema). Seg�un esta interpreta
i�on, el prefa
tor M��(�) se puede de�nir 
omo laprobabilidad19 de que un nodo pertene
iente a la estru
tura fra
tal de dimensi�on d�est�e o
upado por avalan
has de tipo �. A partir de esta de�ni
i�on, es f�a
il ver que lala
unaridad de las avalan
has es mayor 
uanto menor es M��(�). Esta interpreta
i�onre
uerda, en 
ierto modo, al modelo de per
ola
i�on fra
tal aleatoria propuesto porMandelbrot [235, 238, 242℄.16En la Ref. 246 se presenta una revisi�on de los intervalos [`min; `max℄ 
orrespondientes a nume-rosos experimentos. Seg�un estos autores, este intervalo no a
ostumbra a ex
eder las 2 d�e
adas enlos experimentos. En base a esto, 
uestionan el 
ar�a
ter fra
tal de la naturaleza [247℄, 
osa que hasus
itado una dis
usi�on importante posteriormente [248,249℄.17Un objeto autosemejante estad��sti
amente se de�ne [238℄ 
omo un objeto para el que sus mag-nitudes estad��sti
as aso
iadas son invariantes bajo 
ambios de es
ala. En general, un objeto de estetipo no tiene porqu�e ser atosemejante desde un punto de vista geom�etri
o.18La la
unaridad est�a rela
ionada 
on el tama~no de los agujeros de los fra
tales.19Se 
umple 0 �M��(�) � 1.
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i�on dire
ta de las dimensiones fra
tales 245Comportamiento de `max en el 3D-GRFIMEn la se

i�on x 5.6 se argument�o que, para � < �
, las avalan
has 3D-spanningsub
r��ti
as o
upan una fra

i�on �nita del sistema (propor
ional a juj�3�) que es res-ponsable de la dis
ontinuidad en la magnetiza
i�on. As�� pues, este tipo de avalan
hasson homog�eneas para estos valores de � y su masa media 
ontenida dentro de unaregi�on 
�ubi
a de tama~no ` es M3�(`; �) � juj�3�`3: (5.146)Esta rela
i�on es de esperar que sea v�alida para es
alas de longitud ` > `max(�) yaque, por de�ni
i�on de `max(�), el 
omportamiento es fra
tal (no homog�eneo) paraes
alas menores. Al aumentar `, se produ
e un 
ambio de 
omportamiento geom�etri
odesde una estru
tura fra
tal (` < `max(�)) a una estru
tura homog�enea (` > `max(�)).Dedu
imos as�� que, para ` = `max(�), la masa dada por la E
. (5.146) es igual a ladada por (5.145): juj�3�`3max(�) �M�3�(�)`d3�max(�): (5.147)Esta e
ua
i�on permite en
ontrar el valor de `max para el que se produ
e el 
ambio de
omportamiento geom�etri
o. Por un lado, la e
ua
i�on se satisfa
e independientementede � si `max = 0 o `max = 1 que 
orresponden al 
aso en que la avalan
ha 3D-spanning es homog�enea a todas las es
alas o es fra
tal a todas las es
alas (mayoresque a), respe
tivamente. En 
ambio, si `max es �nito, la E
. (5.147) se satisfa
e si`max(�) � juj��; (5.148)donde se ha utilizado la rela
i�on de hiperes
ala (5.91). La 
on
lusi�on a la que nospermite llegar la rela
i�on (5.148) es que `max depende de � 
omo la longitud de 
orre-la
i�on � y, por tanto, igual que en otros modelos (per
ola
i�on, por ejemplo), `max � �en el modelo que nos o
upa. El 
aso en que `max =1 para 
ualquier valor de � � �

orresponder��a a una transi
i�on espinodal [x 1.3.1℄ a lo largo de la l��nea hHi3�(�). Ental situa
i�on, las avalan
has 3D-spanning que se produ
en a H = hHi3�(�) ser��anfra
tales a todas las es
alas. En 
ambio, el 
aso en que se 
umple la E
. (5.148) es-tar��a aso
iado a una transi
i�on de primer orden 
om�un (� �nita) a lo largo de la l��neahHi3�(�). Los resultados que se presentan m�as adelante en esta misma se

i�on revelanque se produ
e una transi
i�on de primer orden 
om�un.
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ni
as de es
alado de tama~no �nito5.10.2. Tama~no �nitoEn todos los razonamientos y de�ni
iones he
hos en referen
ia a las propiedadesfra
tales hasta este punto no se ha he
ho men
i�on alguna al tama~no �nito inherente alas simula
iones. Sin ir m�as lejos, debido al tama~no �nito, la longitud de 
orrela
i�ones siempre � � L, 
on lo 
ual s�olo en el l��mite termodin�ami
o es posible observaruna divergen
ia real de �. Como 
onse
uen
ia, el tama~no �nito di�
ulta, por ejemplo,de
idir si se produ
e una transi
i�on espinodal a lo largo de la l��nea hHi3� o, en 
ambio,se produ
e una transi
i�on de primer orden 
om�un.El tama~no �nito se debe tener en 
uenta en la masa M� y, para ello, ser�a ne
esarioproponer una ley de es
ala de tama~no �nito que sea 
onsistente 
on el 
omportamientofra
tal (5.145) en el l��mite termodin�ami
o y, adem�as, para las avalan
has 3D-spanningsub
r��ti
as tambi�en debe ser 
onsistente 
on el 
omportamiento homog�eneo (5.146) si� es �nita. Al ha
er una transforma
i�on del GR de par�ametro b, la masa M�(`; �; L)transforma 
omo20: M�(`(b); �(b); L(b)) = b�d�M�(`; �; L): (5.149)A partir de esta ley de transforma
i�on y de la transforma
i�on de L [E
. (5.4)℄, se puedeformar el siguiente invariante entre M� y L:I[M�; L℄ = M�L�d� : (5.150)Por otro lado, el tama~no lineal ` transforma 
omo una longitud:`(b) = b�1`: (5.151)Uniendo esta ley de transforma
i�on 
on la 
orrespondiente a L [E
. (5.4)℄, se puedede�nir el invariante I[`; L℄ = `=L: (5.152)Por �ultimo, el invariante I[M�; L℄ s�olo puede depender de dos invariantes formadosentre las variables `, � y L. En parti
ular, es
ogeremos I[`; L℄ = `=L y I[u; L℄ = uL1=� .As�� pues, la hip�otesis de es
ala para M�(`; �; L) a la que llegamos es:M�(`; �; L) = Ld�M̂�(uL1=�; `=L); � . L; (5.153)donde la 
ondi
i�on � . L indi
a que el es
alado s�olo es v�alido en la zona 
r��ti
a,es de
ir, s�olo 
uando � es su�
ientemente grande (siendo 
omo m�aximo del orden de20M� no es m�as que un n�umero medio de espines de tal forma que, al apli
ar el GR, transforma
omo el tama~no de las avalan
has s [E
. (5.5)℄.
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i�on dire
ta de las dimensiones fra
tales 247L, l�ogi
amente). La hip�otesis (5.153) permite es
alar los datos 
orrespondientes a lasmasas M� y, de esta forma, obtener las dimensiones fra
tales d�.El 
omportamiento de la fun
i�on de es
ala M̂� se puede prede
ir en dos 
asosl��mite. Por un lado, M̂� se debe 
omportar 
omo:M̂�(uL1=�; `=L) =M��(uL1=�)� L̀�d� ; (5.154)en el l��mite `=L� �=L . 1 para re
uperar la expresi�on (5.145) a partir de la hip�otesisde es
ala (5.153). Por otro lado, si � es �nita, el 
omportamiento de M̂3� debe ser talque: M̂3�(uL1=�; `=L) � �jujL1=���3� (`=L)3 (5.155)en el l��mite `=L� �=L para re
uperar el 
omportamiento (5.146) a partir de (5.153),utilizando la rela
i�on de hiperes
ala (5.91).5.10.3. Resultados num�eri
osTal y 
omo se ha adelantado al ini
io de esta se

i�on, hemos utilizado el m�etodo dela 
aja de arena [244,245℄. Este m�etodo permite ha
er una 
ara
teriza
i�on estad��sti
ade la distribu
i�on espa
ial de la masa de las avalan
has. Consiste en 
onsiderar regiones
�ubi
as (
ajas) de lado ` (
on tama~nos que van desde 1� 1� 1, 3� 3� 3, 5� 5� 5,: : : hasta (L� 1)� (L� 1)� (L� 1)) 
entradas 
er
a del esp��n que ha dado lugar a laavalan
ha. Para 
ada avalan
ha de un determinado tipo, se mide la masa en fun
i�on de`. Seguidamente, promediando la masa aso
iada a todas las avalan
has del mismo tipo(que o
urren en un semi
i
lo) y sobre mu
has realiza
iones de desorden, se obtienela masa media M�(`; �; L) 
omo fun
i�on de ` para diferentes valores de � y L. En suformula
i�on general, el m�etodo de la 
aja de arena supone que se utilizan diferentes
entros dentro del fra
tal 
uya dimensi�on fra
tal se pretende determinar (avalan
hasen nuestro 
aso). En nuestro 
aso se ha 
omprobado que no es ne
esario ha
er estopara 
ada avalan
ha porque promediamos a mu
has avalan
has y, de alguna forma,esto es estad��sti
amente equivalente a 
entrar una 
aja en distintos lugares de unamisma avalan
ha.Tanto la masa media 
orrespondiente a las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as 
omo la
orrespondiente a las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as se han obtenido 
lasi�
andolas avalan
has 3D-spanning 
on el m�etodo interse

i�on porque la masa media de lasavalan
has no depende del n�umero de avalan
has por 
i
lo. Adem�as, se supone que ladimensi�on fra
tal es una 
ualidad intr��nse
a de 
ada avalan
ha, de forma que el he
ho
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ni
as de es
alado de tama~no �nitoFigura 5.24: (a) Es
alados 
orrespon-dientes a la masa media de las avalan-
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
aspara � = �
. Los es
alados 
orrespon-dientes a M1 y M2 se han desplazado2 y 4 d�e
adas ha
ia arriba para ma-yor 
laridad. (b) Es
alado de M3 tam-bi�en para � = �
. El 
omportamien-to asint�oti
o para valores peque~nos de`=L se ha indi
ado en todos los 
asos
on l��neas 
ontinuas. Las pendientes detales l��neas son 
omproba
iones auto-
onsistentes del 
omportamiento pro-puesto sobre las fun
iones de es
aladoM̂� [E
. (5.154)℄. La l��nea dis
ontinuaen (b) 
orresponde al 
omportamientoasint�oti
o de M̂3
 que se 
ompara 
on elde M̂3�. Los tama~nos utilizados en es-tos es
alados van desde L = 24 hastaL = 180, tal y 
omo indi
a la leyendasituada en (b).
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l /Lde no utilizar en la estad��sti
a las avalan
has no 
lasi�
adas por el m�etodo no tieneun efe
to notable sobre las masas M3
 y M3�.An�alisis para � = �
La Fig. 5.24 muestra la masa media es
alada para todos los tipos de avalan
hasspanning obtenida a partir de simula
iones he
has a � = �
. Cada es
alado se haobtenido individualmente utilizando la dimensi�on fra
tal 
omo �uni
o par�ametro libre.Los mejores es
alados tienen lugar 
on df = 2:78 � 0:05 para las avalan
has 1D-,2D- y 3D-spanning 
r��ti
as y d3� = 2:98 � 0:02 para las avalan
has 3D-spanningsub
r��ti
as. Ambos valores est�an en total a
uerdo 
on los resultados obtenidos deforma independiente en la se

i�on x 5.5. A parte de esto, la pendiente de 
ada es
aladoen el l��mite ` � L (extremo izquierdo de los es
alados) 
oin
ide 
on la dimensi�onfra
tal utilizada para obtener los es
alados. Por tanto, el 
omportamiento (5.154) seve 
on�rmado. Los prefa
tores son M�1 (�
) = 0:95 � 0:07, M�2 (�
) = 0:93 � 0:07,
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Figura 5.25: Es
alados
orrespondientes a(`=L)�3M̂3�(uL1=� ; `=L)para uL1=� = �3:73;�7:41y �13:18 en es
alas log-log.La l��nea punteada indi
a lapendiente d3� � 3 = 0:02para 
omparar 
on el 
om-portamiento del es
alado paravalores peque~nos de `=L. Lasl��neas 
ontinuas son gu��asvisuales. No se ha utilizadoning�un par�ametro libre.M�3
(�
) = 0:90 � 0:07 y M�3�(�
) = 0:65 � 0:07. El bajo valor del prefa
tor M�3�(�
)en 
ompara
i�on 
on el resto, nos muestra que, en relativo, los \agujeros que dejan" lasavalan
has 3D-spanning son grandes. Como 
onse
uen
ia, el espa
io lo
al que llenanestas avalan
has no es tanto 
omo se podr��a esperar a priori a juzgar por la proximidadde df a 3.An�alisis para � < �
Para estudiar el 
omportamiento de M3� en la regi�on 
on � < �
, es 
onvenientemultipli
ar la fun
i�on de es
ala M̂3� por el fa
tor (`=L)�3 para distinguir mejor unposible 
omportamiento homog�eneo del 
omportamiento fra
tal. De las e
ua
iones(5.154) y (5.155), dedu
imos que este produ
to se deber��a 
omportar 
omo� L̀��3 M̂3� = 8<:M�3�(uL1=�) � L̀�d3��3 ; L̀ � �L� (jujL1=�)�3� ; L̀ � �L ; (5.156)de tal forma que, para un valor dado de uL1=� < 0, la fun
i�on (`=L)�3M̂3� deber��atender a un valor 
onstante para valores grandes de `=L si la longitud de 
orrela
i�ones �nita. La Fig. 5.25 muestra los es
alados de (`=L)�3M̂3� para tres 
ortes de lasuper�
ie de es
alado en uL1=� = �3:73;�7:41 y �13:18. Estos valores tan negativosde uL1=� aseguran que los resultados son independientes del m�etodo utilizado para
lasi�
ar las avalan
has 3D-spanning. Por otro lado, debido a que el tama~no m�aximoutilizado en los es
alados es L = 80, s�olo se obtienen las fun
iones de es
ala para`=L � 1=80. A pesar de esta limita
i�on, los resultados indi
an 
laramente que (i)



250 Cap��tulo 5. Estudio del 3D-GRFIM mediante t�e
ni
as de es
alado de tama~no �nitopara valores peque~nos de `=L, el 
omportamiento es tipo ley de poten
ias 
on unexponente 
er
ano a d3��3 ' 0:02 (indi
ado 
on la l��nea punteada) y (ii) para valoresgrandes de `=L, la fun
i�on (`=L)�3M̂3� tiende a un valor 
onstante (m�as notable
uanto m�as negativo es uL1=�). De este 
omportamiento se 
on
luye que �=L < 1para � < �
 y, adem�as, �=L de
re
e 
uando uL1=� se ha
e m�as negativo. A parte, latenden
ia a un valor 
onstante para valores de `=L su�
ientemente grandes, 
on�rmael 
ar�a
ter 
ompa
to de las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as que se hab��a dedu
idoen la se

i�on x 5.6 
on pro
edimientos indire
tos.5.11. Dis
usi�on5.11.1. Exponentes 
r��ti
os y exponentes efe
tivosLos exponentes 
r��ti
os obtenidos a partir de nuestras simula
iones num�eri
as seresumen en el 
uadro 5.7. Es interesante remar
ar que estos exponentes son inde-pendientes de �, H y L en una regi�on grande en torno a �
 y H
. Adem�as, di
hosexponentes son iguales tanto para � > �
 
omo para � < �
. Los exponentes 
r��ti
osson, por de�ni
i�on, independientes de los par�ametros f��si
os involu
rados en el proble-ma [x 2.2.5℄. Sin embargo, existen trabajos de otros autores rela
ionados 
on el GRFIM
on din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a [198, 222℄ en que se han obtenido ex-ponentes 
r��ti
os que muestran una dependen
ia 
lara 
on los par�ametros f��si
os, apesar de que en estos trabajos se presentan simula
iones 
orrespondientes a sistemasmuy grandes. Nos referiremos a los exponentes que dependen de los par�ametros delproblema 
omo exponentes efe
tivos. Prin
ipalmente, existen dos razones por las queen estos trabajos se obtienen exponentes efe
tivos. La primera de ellas es que algu-nas de las 
ontribu
iones que se han identi�
ado en las se

iones anteriores de estatesis (avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as y no spanning no 
r��ti
as), que 
laramenteredu
en los efe
tos de tama~no �nito, no se tienen en 
uenta en los trabajos previos.Para ver 
ual es el efe
to de no tener en 
uenta estas 
ontribu
iones, supongamos unafun
i�on F (�; L) 
ompuesta de dos 
ontribu
iones que es
alan de forma diferente:F (�; L) = La ~Fa(uL1=�) + Lb ~Fb(uL1=�): (5.157)Si forzamos un es
alado 
on una �uni
a 
ontribu
i�on que es
ale 
on un exponenteefe
tivo aef 
omo F (�; L) ' Laef ~Fef(uL1=�); (5.158)
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usi�on 251el exponente aef viene dado por:aef (uL1=�; L) =� uL1=�� d ln ~Fef (uL1=�)d(uL1=�)+La�b ha ~Fa(uL1=�) + uL1=�� ~F 0a(uL1=�)i+ b ~Fb(uL1=�) + uL1=�� ~F 0b(uL1=�)La�b ~Fa(uL1=�) + ~Fb(uL1=�) :(5.159)Para llegar a esta expresi�on, se ha utilizado la identidadaef(uL1=� ; L) = � ln(Laef ~Fef(uL1=�))� lnL � uL1=�� d ln ~Fef(uL1=�)d(uL1=�) (5.160)que se obtiene a partir de (5.158) y, en esta expresi�on, se ha sustituido la derivadapar
ial � ln(Laef ~Fef)=� lnL por la derivada � lnF=� lnL que se obtiene a partir dela expresi�on de es
ala 
orre
ta (5.157). En general, el exponente efe
tivo depende deuL1=� y de L. Sin embargo, en el 
aso parti
ular en que u = 0, aef depende solamente21de L: aef(0; L) = aLa�b ~Fa(0) + b ~Fb(0)La�b ~Fa(0) + ~Fb(0) : (5.161)A partir de esta expresi�on para aef(0; L) vemos que, en el l��mite termodin�ami
o, aefpuede tener dos valores dependiendo de la diferen
ia entre los exponentes a y b:aef = a si a > baef = b si a < b.En de�nitiva, en el l��mite termodin�ami
o, el exponente efe
tivo que se obtiene alno tener en 
uenta dos posibles 
ontribu
iones que es
alan diferente toma el valor delexponente 
r��ti
o mayor de entre los dos involu
rados en la hip�otesis de es
ala 
orre
ta:limL!1 aef = maxfa; bg.La segunda de las razones por la que se en
uentran exponentes efe
tivos en lostrabajos previos es que, en varios de los es
alados que se presentan, no se tienen en
uenta los efe
tos de tama~no �nito. En esta misma se

i�on analizaremos 
on m�as detalleel efe
to de no tener en 
uenta L en el 
aso parti
ular de la distribu
i�on integrada detama~nos.A pesar de que los m�etodos utilizados para obtener los exponentes obtenidos en elpresente trabajo y los obtenidos en las Refs. [198,222℄ son distintos, tal y 
omo muestra21Las derivadas de las fun
iones de es
ala involu
radas no presentan ninguna divergen
ia paraning�un valor de uL1=� ya que las fun
iones de es
ala son anal��ti
as.
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as de es
alado de tama~no �nitoCuadro 5.7: Resumen de los valores de los exponentes obtenidos en las se

iones anteriores.Tambi�en se resumen, por 
ompara
i�on, los valores obtenidos en las Refs. [198, 222℄. En los
asos en que la de�ni
i�on de los exponentes en [198, 222℄ no 
oin
ide exa
tamente 
on lade�ni
i�on dada en la presente tesis, se han indi
ado los nombres 
orrespondientes entrepar�entesis. Exponente Este trabajo Refs. [198, 222℄� 1:2� 0:1 1:41� 0:17� 0:10� 0:02 0:15� 0:15�ns
 2:02� 0:04df 2:78� 0:05 2:98� 0:43 (= 1=��)d3� 2:98� 0:02�ns
 1:65� 0:02�
 0:15� 0:08�3� 0:024� 0:012 0:035� 0:032 (= �)1=� 1:5� 0:1 1:3� 0:4 (= �Æ=�)el 
uadro 5.7, la 
ompara
i�on de los resultados es altamente satisfa
toria. Anali
emoslos exponentes uno por uno:1. Aunque el valor de � obtenido en nuestro trabajo no 
oin
ide, dentro de lasbarras de error, 
on el presentado en [198,222℄, ya se ha argumentado en se

ionesprevias que la dependen
ia 
on
reta de la variable u 
on � que se 
onsidere parallevar a 
abo los es
alados puede introdu
ir 
iertas desvia
iones al valor de �. Dehe
ho, utilizando u1 = (� � �
)=�
 obtenemos � = 1:14 y, en 
ambio, utilizandou3 [E
. (5.22)℄ obtenemos � = 1:4 que s�� 
oin
ide 
on el valor presentado en[198, 222℄. Esto es normal ya que en las Refs. [198, 222℄ se utiliza la variable dees
ala u3.2. Con respe
to al exponente �, nuestro resultado est�a de a
uerdo 
on el de lasRefs.22 [198, 222℄, si bien, la gran barra de error de � en estos trabajos no per-miti�o de
idir si realmente � era 
ero o no. Dis
ernir entre las dos op
iones tieneimpli
a
iones f��si
as importantes, ya que, si � 6= 0, existen in�nitas avalan
hasspanning en el punto 
r��ti
o en el l��mite termodin�ami
o. Nuestros resultados,muestran 
on mayor 
laridad que, efe
tivamente, existen in�nitas avalan
has22Queremos ha
er notar que, en la Ref. 222, los autores tambi�en presentan un valor � = 0:015�0:015que suponemos es debido a un error tipogr�a�
o.
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usi�on 253spanning en el punto 
r��ti
o. En las referen
ias [198, 222℄ se obtiene � a partirdel es
alado de Ns(�; L) seg�un la hip�otesis de es
alaNs(�; L) = L�efNs(uL1=�): (5.162)Respe
to a esta hip�otesis de es
ala es interesante remar
ar tres puntos: (i) Losautores in
luyen el tama~no �nito del sistema. Presumiblemente, esto est�a moti-vado por el he
ho de que las avalan
has spanning, por de�ni
i�on, se extiendenuna distan
ia L al menos en alguna de las dire

iones y es natural pensar que lasmagnitudes rela
ionadas 
on di
has avalan
has est�an afe
tadas por el tama~no�nito del sistema. Posiblemente por esta misma raz�on, tambi�en 
onsideran eltama~no �nito en la dis
ontinuidad del par�ametro de orden. En 
ambio, no 
on-sideran las 
orre

iones de tama~no �nito en las magnitudes rela
ionadas 
on lasavalan
has no spanning. (ii) Tal y 
omo se 
oment�o al �nal de la se

i�on x 4.4,los autores miden el n�umero de avalan
has spanning promediando 2 ve
es lasavalan
has 2D-spanning y promediando 3 ve
es las avalan
has 3D-spanning, 
onlo que obtienen N 0s = (N1 +2N2+3N3)=3, en t�erminos de los n�umeros de�nidosen nuestro trabajo. (iii) Como hemos visto en nuestro trabajo, N3 involu
ra dos
ontribu
iones: la aso
iada a las avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as es
ala 
on elmismo valor de � que N1 y N2 pero la aso
iada a las avalan
has 3D-spanningsub
r��ti
as es
ala 
on �3� = 0. Teniendo todo esto en 
uenta, y utilizando laship�otesis de es
ala para N1, N2, N3
 y N3� propuestas en la se

i�on x 5.3, eln�umero N 0s = (N1 + 2N2 + 3N3)=3 se 
omporta 
omo:N 0s(�; L) = L� h ~N1(uL1=�) + 2 ~N2(uL1=�) + 3 ~N3
(uL1=�)i + 3 ~N3�(uL1=�)3 :(5.163)Esta fun
i�on es de la misma forma que (5.157) y, al intentar es
alarla 
on lahip�otesis (5.162) se obtiene �ef = maxf0; �g = � para valores de L su�
iente-mente grandes, seg�un los argumentos presentados antes. Esto expli
a que, aun-que en las Refs. [198, 222℄ no se mida 
orre
tamente Ns y la hip�otesis de es
ala(5.162) no sea estri
tamente 
orre
ta, los autores obtengan un valor de � similaral que se ha obtenido en el presente trabajo, si bien, 
on una barra de error
onsiderablemente m�as grande.3. Dentro de la literatura 
onsultada, no se han en
ontrado an�alisis de tama~no �nitodel n�umero de avalan
has no spanning previos al que se presenta en esta tesis.Como 
onse
uen
ia, no 
ono
emos ninguna estima
i�on previa del exponente �ns
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as de es
alado de tama~no �nito
on la que 
omparar. En 
ualquier 
aso, los resultados que se han obtenidoindi
an que hay in�nitas avalan
has de este tipo en el punto 
r��ti
o.4. En rela
i�on a las dimensiones fra
tales df (aso
iada a las avalan
has no span-ning, 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as) y d3�, las estima
iones num�eri
as son
onsistentes 
on el valor dfra
tal = 2:98 � 0:43 obtenido previamente por otrosautores [198,222℄. Este valor fue obtenido a partir del an�alisis de las distribu
io-nes de tama~nos aso
iadas a las avalan
has no spanning, 
on lo 
ual, la dimensi�onfra
tal estimada en estos trabajos se 
orresponde 
on nuestra df . Los autores deestos trabajos previos utilizan una nota
i�on para los exponentes m�as similar ala que se utiliza en per
ola
i�on, de�niendo un exponente23 � que rela
iona eltama~no smax de las avalan
has m�as grandes (no spanning) 
on la longitud de
orrela
i�on 
omo smax � �1=(��), de tal forma que la dimensi�on fra
tal en su 
asoviene dada por la 
ombina
i�on [52, 213, 217, 240℄ dfra
tal = 1=(��). Los autoresestiman el exponente � es
alando la distribu
i�on integrada D sin tener en 
uentalos efe
tos de tama~no �nito y, adem�as, utilizan la variable de es
ala u3. Estasdiferen
ias 
on respe
to a los m�etodos utilizados en esta tesis pueden ser las 
au-santes de la diferen
ia entre la dimensi�on dfra
tal obtenida previamente y el valorde df obtenido aqu��. No obstante, los resultados 
oin
iden, dentro de los erroresestad��sti
os. Por otro lado, en estos estudios previos no se distinguieron avalan-
has 
on distinta dimensi�on fra
tal, 
osa que tiene impli
a
iones, por ejemplo,en el 
umplimiento de la rela
i�on de hiperes
ala [E
. (5.91)℄, 
omo veremos en lase

i�on x 5.11.4. Con respe
to a la medida dire
ta de las dimensiones fra
tales taly 
omo se presenta en la se

i�on x 5.10, no se ha en
ontrado un estudio similaren la literatura 
onsultada en rela
i�on 
on este modelo.5. De a
uerdo 
on nuestra de�ni
i�on, el exponente �ns
 est�a rela
ionado 
on el 
om-portamiento de las distribu
iones de las avalan
has no spanning 
r��ti
as al apli
arla transforma
i�on del GR (ver E
. (5.69) 
on � = ns
). En las medidas previasde un exponente similar a este se han analizado las avalan
has no spanning perosin distinguir entre avalan
has no spanning 
r��ti
as (ns
) y no 
r��ti
as (ns0) y,a parte de esto, no se han 
onsiderado efe
tos de tama~no �nito. Veamos en pri-mer lugar 
ual es la 
onse
uen
ia de no tener en 
uenta las dos 
ontribu
ionesa las avalan
has no spanning en sistemas grandes 
on � 
er
ana a �
. Conside-remos para ello la distribu
i�on integrada D(s; �; L) de todas las avalan
has. De23No 
onfundir en este punto el exponente � de�nido en las referen
ias [52, 57, 198, 213, 217, 222,228,240,252℄ 
on la nota
i�on utilizada en esta tesis para la 
antidad de desorden.
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usi�on 255las rela
iones resumidas en el 
uadro 4.2 entre las distribu
iones aso
iadas a losdistintos tipos de avalan
has, vemos que es posible es
ribir D(s; �; L) 
omo:D(s; �; L) = P�N�(�; L)D�(s; �; L)P�N�(�; L) ; (5.164)donde � = ns0; ns
; 1; 2; 3
; 3�. Utilizando ahora las hip�otesis de es
ala parafD�; � = ns0; ns
; 1; 2; 3
; 3�g [x 5.4℄ y para fN�; � = ns0; ns
; 1; 2; 3
; 3�g[x 5.3℄, la suma del numerador del segundo miembro de la dere
ha de la E
. (5.164)se puede es
ribir 
omo:X� N�(�; L)D�(s; �; L) =L3 ~Nns0(�)Dns0(s; �)+L�ns
��ns
df ~Nns
(uL1=�) ~Dns
(sL�df ; uL1=�)+L��df X�=1;2;3
 ~N�(uL1=�) ~D�(sL�df ; uL1=�)+L�d3� ~N3�(uL1=�) ~D3�(sL�d3� ; uL1=�) (5.165)
y el denominador:X� N�(�; L) =L3 ~Nns0(�) + L�ns
 ~Nns
(uL1=�)+L� X�=1;2;3
 ~N�(uL1=�) + ~N3�(uL1=�): (5.166)Las avalan
has ns0 se supone que son avalan
has de tama~no peque~no y, aunqueson las que predominan en n�umero (Nns0 � L3) para L grande, hay que 
onside-rar el resto de avalan
has que son importantes en tama~no. A partir del 
uadro 5.7vemos que, de entre todos los t�erminos (a parte del aso
iado a las avalan
hasns0) que 
ontribuyen a la suma (5.165), el dominante es el 
orrespondiente a lasavalan
has no spanning 
r��ti
as24. Evidentemente, esto es as�� siempre y 
uandoNns
 sea no nulo en las 
ondi
iones (valor de � y de L) que se est�en 
onsideran-do. Como hemos visto en la se

i�on x 5.3, en el l��mite termodin�ami
o estri
to,Nns
 es no nulo �uni
amente para � = �
. Sin embargo, en las simula
iones L essiempre �nito, de tal forma que su
eden avalan
has no spanning 
r��ti
as en un
ierto entorno de �, 
uya longitud de
re
e 
on L. En realidad, el he
ho de que~Nns
(uL1=�) se pueda des
ribir 
on un 
omportamiento gaussiano (ver Fig. 5.8)impli
a que, para L �nito, hay una probabilidad no nula de que su
eda unaavalan
ha no spanning 
r��ti
a para 
ualquier valor de � (> 0, naturalmente).24�ns
��ns
 = �2:567, ��df = �2:68 y �d3� = �2:98, de manera que �ns
��ns
 > ��df > �d3�.
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ni
as de es
alado de tama~no �nitoPor otro lado, 
omo ya se ha di
ho, las avalan
has no spanning no 
r��ti
as son lasm�as importantes en n�umero para L grande. En 
onse
uen
ia, en la suma (5.166)
onsideraremos s�olo la 
ontribu
i�on de las avalan
has no spanning no 
r��ti
as.Es de
ir, para L grande, la distribu
i�on D(s; �; L) se puede aproximar 
omo:D(s; �; L) ' Dns0(s; �) + L�ns
��ns
df�3 ~Nns
(uL1=�)~Nns0(�) ~Dns
(sL�df ; uL1=�): (5.167)De he
ho, esta expresi�on 
oin
ide 
on el 
omportamiento aproximado de Dns
en el 
aso de sistemas grandes. Por tanto, para L grande, las �uni
as avalan
hasimportantes a nivel de distribu
i�on de tama~nos son las no spanning25.Teniendo en 
uenta que �ns
 � �ns
 = �2:567 < 0, de la E
. (5.167) vemosque la 
ontribu
i�on a D aso
iada a las avalan
has no spanning 
r��ti
as ser��aesen
ialmente nula para sistemas 
on L grande a menos que la fun
i�on de es
ala~Dns
 se 
omporte 
omo~Dns
(sL�df ; uL1=�) = �sL�df �(�ns
��ns
df�3)=df �Dns
(sL�df ; uL1=�); (5.168)para L grande, donde se supone que la mayor dependen
ia 
on s se en
uentraen el prefa
tor y la fun
i�on de es
ala �Dns
 presenta s�olo una dependen
ia d�ebil
on el invariante sL�df . Si �este es el 
omportamiento de ~Dns
, se obtieneD(s; �; L) ' Dns0(s; �) + s��ns
+� 3��ns
df � ~Nns
(uL1=�)~Nns0(�) �Dns
(sL�df ; uL1=�);(5.169)que, independientemente del valor de L, in
luye una 
ontribu
i�on no despre
iableaso
iada a las avalan
has no spanning 
r��ti
as. Esta expresi�on indi
a que, salvola 
ontribu
i�onDns0(s; �), la distribu
i�onD(s; �; L) disminuye al aumentar s 
onun exponente efe
tivo �ef = �ns
�(3��ns
)=df . De las estima
iones [Cuadro 5.7℄para los distintos exponentes involu
rados en esta expresi�on, se en
uentra �ef =2:00 � 0:06. La Fig. 5.26 muestra la distribu
i�on de avalan
has no spanning
orrespondiente a un sistema 
on L = 48 y � = �
. Tal y 
omo indi
a la l��nea
ontinua, la distribu
i�on se 
ara
teriza por un exponente 
ompatible 
on �2,que 
oin
ide 
on el exponente �ef = �ns
� (3� �ns
)=df . Adem�as, el buen ajusteobtenido 
on�rma que la dependen
ia 
on sL�df de la fun
i�on de es
ala ~Dns
 es25Sin embargo, esto no impli
a que las avalan
has spanning no sean importantes en otros aspe
tos.Por ejemplo, las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as son importantes para la dis
ontinuidad de lamagnetiza
i�on en la zona de des�ordenes menores que �
.
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Figura 5.26: Distribu
i�on de tama~nos 
orrespondiente a las avalan
has no spanning para� = �
 y L = 48. La l��nea 
ontinua indi
a una ley de poten
ias 
on exponente �ef = �2.En el gr�a�
o interno se muestra una amplia
i�on del gr�a�
o prin
ipal en la zona de tama~nospeque~nos.d�ebil para u = 0, tal y 
omo se hab��a supuesto. Si la distribu
i�on D ' Dns seajusta tan bien a una ley de poten
ias, 
uyo origen pare
e estar aso
iado a lasavalan
has no spanning 
r��ti
as, >qu�e papel juega Dns0(s; �
)?. En la amplia
i�onde Dns en la zona de avalan
has peque~nas que se presenta en el gr�a�
o interno dela Fig. 5.26 se observan desvia
iones respe
to a la ley de poten
ias (indi
ado 
onuna l��nea 
ontinua). Estas desvia
iones son sistem�ati
as (su
eden para 
ualquierL y � para las que existan avalan
has no spanning) y, probablemente, tienen suorigen en efe
tos geom�etri
os rela
ionados 
on los animales de red26. Debido aestos efe
tos, la distribu
i�on de tama~nos de las avalan
has no spanning Dns no sepuede expresar �uni
amente 
omo una ley de poten
ias (aso
iada a las avalan
hasno spanning 
r��ti
as), sino que son ne
esarias 
orre

iones a este 
omportamiento(presumiblemente, �estas son 
orre

iones aso
iadas a las avalan
has no spanningno 
r��ti
as). En la se

i�on x 5.11.6 se profundiza un po
o m�as en este punto,
ompar�andolo 
on el efe
to an�alogo que se observa en per
ola
i�on.Para ver el efe
to de despre
iar el tama~no �nito en D(s; �; L), es
ribamos la26Tradu

i�on de latti
e animals, terminolog��a utilizada en el 
ampo de la per
ola
i�on [253,254℄. Verla se

i�on x B.4 en el ap�endi
e B
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as de es
alado de tama~no �nitohip�otesis de es
ala 
on
reta propuesta por los autores de la Ref. 228 (adaptadaa una nota
i�on m�as similar a la nuestra)27:D(s; �) = s�� 0 ��D(s1=�dfu3); (5.170)donde se ha indi
ado expl��
itamente que los autores utilizan la variable de es-
ala u3 de�nida en la E
. (5.22). Los autores analizan la ley de es
ala (5.170)�uni
amente para des�ordenes su�
ientemente grandes 
omo para que no o
urraninguna avalan
ha spanning. Evidentemente, el m��nimo desorden �min a partirdel que no se observa ninguna avalan
ha spanning depende de L (de tal formaque u(�min(L)) � L�1=�), pero los autores no tienen en 
uenta esta dependen
ia.El m�etodo 
on el que los autores 
omprueban la validez de la hip�otesis (5.170)se presenta 
on detalle en la Ref. 198. Resumidamente, 
onsiste en obtener losexponentes � 0 y 1=�df para varios 
onjuntos de des�ordenes (siempre � > �
)tales que los des�ordenes dentro de un 
ierto 
onjunto di�eren po
o entre s�� (porejemplo, el es
alado 
uyo desorden medio es m�as 
er
ano a �
 se ha
e 
on valo-res de � 
omprendidos entre 2:26 y 2:36). Esta restri

i�on a des�ordenes 
er
anosentre s�� minimiza los efe
tos de tama~no �nito pero no los evita por 
ompleto.Con este pro
edimiento, los autores obtienen una serie de exponentes � 0 y 1=�dfque representan en fun
i�on de la variable de es
ala media uavg de 
ada uno de los
onjuntos de datos y, extrapolando a uavg = 0, obtienen los valores de los expo-nentes 
r��ti
os. Hay que remar
ar que, utilizando la hip�otesis de es
ala (5.170),es imposible obtener dire
tamente los exponentes 
r��ti
os para � = �
 ya que elinvariante s1=�dfu3 se anula en este 
aso y no es posible representar s� 0D(s; �)en fun
i�on de s1=�dfu3, 
omo se ha
e habitualmente. Adem�as, el he
ho de notener en 
uenta el tama~no �nito en la hip�otesis de es
ala (5.170) ha
e que losexponentes dependan de los par�ametros del problema. Sin embargo, los autorestoman 
omo valor de los exponentes 
r��ti
os el 
orrespondiente a u = 0 en 
uyo
aso, se puede demostrar que � 0 = �ef . Para demostrar que esto es as��, igualamosen primer lugar la expresi�on (5.169) a la (5.170), lo que nos permite expresar � 0
omo: � 0 = �ef + log h ��D(s1=�df u3)�Dns
(sL�df ;uL1=�) � ~Nns0(�)~Nns
(uL1=�)ilog s ; (5.171)donde se ha tenido en 
uenta que el efe
to de Dns0 no es importante para avalan-
has de un tama~no su�
ientemente grande. Ahora hay que tener en 
uenta las27El exponente � 0 equivale al exponente � + ��Æ en la nota
i�on utilizada en la Ref [228℄, donde �equivale a �ns
 � 1=�df en nuestra nota
i�on y ��Æ equivale a 1=�df .
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uatro observa
iones siguientes: (i) los tama~nos m�aximos t��pi
os smax en los quese observa un es
alado razonable (
omportamiento tipo ley de poten
ias) depen-den de la proximidad a �
 
omo: smax � u��df , de tal manera que podemos supo-ner que s � u��df en la E
. (5.171). (ii) El desorden m��nimo para el que no apa-re
en avalan
has spanning se 
omporta de tal manera que u(�min(L)) � L�1=� ,
on lo 
ual, restringi�endose a des�ordenes 
er
anos a �min(L) para 
ada L, sepuede 
onsiderar que uL1=� se mantiene 
onstante. (iii) Tal y 
omo hemos visto,
er
a de �
, la fun
i�on de es
ala �Dns
 no presenta dependen
ias apre
iables 
onsL�df . (iv) De la de�ni
i�on de u [E
. (5.36)℄ y de u3 [E
. (5.22)℄, se dedu
e quelim�!�
 u3=u = 1. Teniendo en 
uenta todas estas observa
iones en (5.171), esposible expresar � 0 de forma aproximada 
omo:� 0 = �ef � 
onstantelog u ; (5.172)para � 
er
ana a �
. Vemos pues que, efe
tivamente, se obtiene:lim�!�
 � 0 = �ef : (5.173)De he
ho, los autores de las Refs. [198, 222, 228℄ obtienen � 0 = 2:03� 0:03 de laextrapola
i�on a � = �
, valor que est�a en total a
uerdo 
on �ef = 2:00 � 0:06obtenido a partir de los exponentes de�nidos en nuestro trabajo.En 
on
lusi�on, el resultado importante de toda esta dis
usi�on es que el expo-nente aso
iado a la distribu
i�on de avalan
has no spanning es efe
tivo. En laliteratura existen innumerables 
asos [x 1.4℄, tanto aso
iados a experimentos 
o-mo a modelos, en los que se analizan magnitudes que se distribuyen siguiendouna ley de poten
ias. La tenden
ia habitual es a obtener, de una forma u otra,el exponente que 
ara
teriza a di
has leyes de poten
ias y, tras 
omparar losexponentes de distintos sistemas, de
idir si tales sistemas pertene
en a la misma
lase de universalidad (si los exponentes son iguales) o no (si los exponentesson distintos). En base a nuestros resultados, en general, �este no ser��a un buenpro
edimiento para determinar si dos sistemas pertene
en a la misma 
lase deuniversalidad o no porque, habitualmente, los exponentes que se obtienen sonefe
tivos y s�olo tiene sentido hablar de universalidad en t�erminos de verdaderosexponentes 
r��ti
os. Sin embargo, es pre
iso remar
ar que esto no signi�
a quetodos los estudios que se hayan he
ho en torno a las 
lases de universalidad seanin
orre
tos. Por ejemplo, si bien en el estudio de 
iertos modelos se obtienenexponentes de leyes de poten
ias que dependen de los par�ametros del modelo,
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ni
as de es
alado de tama~no �nitosiempre se de�ne 
omo exponente 
r��ti
o el valor que toma el exponente efe
tivoen 
uesti�on en el punto 
r��ti
o. Esto ha
e que, aunque el exponente obtenidono es 
r��ti
o en el sentido estri
to, s�� se puede expresar 
omo 
ombina
i�on deexponentes 
r��ti
os, 
omo hemos visto. Por tanto, si dos modelos pertene
en a lamisma 
lase de universalidad, en el punto 
r��ti
o se 
ara
terizar�an por los mis-mos exponentes efe
tivos en el l��mite termodin�ami
o [70℄. De 
ualquier manera,experimentalmente es dif��
il obtener el valor de los exponentes efe
tivos en elpunto 
r��ti
o y, en este sentido, es dif��
il obtener exponentes f�a
iles de 
ompararentre s��.6. Con respe
to a los valores de �
 y �3�, es pre
iso notar que no se han identi�
adolas dos 
ontribu
iones a �ms en ning�un trabajo previo. No es pues extra~noque se hayan publi
ado distintos valores en los pasados a~nos: 0:17 � 0:07 [57℄,0:0 � 0:43 [217℄ y 0:035 � 0:028 [222℄. Cuanto m�as grandes son los sistemassimulados, m�as peque~no el valor obtenido y, por tanto, m�as 
er
ano el valor a�3�, en total a
uerdo 
on los argumentos presentados en la se

i�on x 5.6. Estosvalores de � se obtienen intentando es
alar �ms 
on la hip�otesis de es
ala�ms(�; L) = L��=��~m(uL1=�); (5.174)sin tener en 
uenta las 
ontribu
iones que es
alan diferente. Se 
omprueba pues,
omparando (5.174) 
on (5.97) y utilizando la E
. (5.161), que el valor de � esmenor 
uanto mayor es L. Para L!1 se deber��a obtener � = �3�.7. La de�ni
i�on del exponente � 
orresponde a la 
ombina
i�on de exponentes �=�Æen mu
hos de los trabajos previos. Los exponentes � y Æ son, en 
ierto sentido,se
undarios y tienen, en nuestro 
aso, valores diferentes para los distintos tiposde avalan
has. Sin embargo, tal y 
omo re
eja el 
uadro 5.7, el valor de la 
om-bina
i�on �Æ=� publi
ado previamente [198, 222℄ es 
onsistente 
on 1=�, dentrode los errores estad��sti
os. En estos trabajos previos se obtiene el exponente �Æa partir de es
alados de los 
i
los de hist�eresis, suponiendo la hip�otesis de es
alam(H; �)�m
 = juj� ~m(vu��Æ); (5.175)para la magnetiza
i�on. De nuevo, los autores de estos trabajos no tienen en
uenta el tama~no �nito del sistema porque se restringen a des�ordenes � > �
en que no observan avalan
has spanning y, seg�un sus argumentos, los efe
tos detama~no �nito est�an ligados �uni
amente a las avalan
has spanning. Tal y 
omo
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usi�on 261los mismos autores re
ono
en m�as tarde [213℄, los es
alados que se obtienen noson muy buenos y esto se podr��a resolver a~nadiendo 
orre

iones anal��ti
as a lahip�otesis de es
ala (5.175). Es posible que, en de�nitiva, los autores se re�erana las 
orre

iones aso
iadas a las avalan
has no spanning no 
r��ti
as que no setuvieron en 
uenta previamente y siempre son importantes en n�umero, 
omom��nimo. En estos trabajos previos tambi�en se estudia la derivada de m(H; �).Estos es
alados son de una 
alidad 
omparable a los de m(H; �) y los exponentesque se extraen son similares.5.11.2. Otros modelos y experimentos realesModelosEn el 
uadro 5.8 se 
omparan los exponentes obtenidos en las se

iones anterio-res para el 3D-GRFIM 
on los 
orrespondientes al RBIM [70℄, al SDIM [255℄ y alRAIM [60℄ simulados 
on la din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a en d = 3. Es-tos modelos presentan una transi
i�on indu
ida por desorden similar a la que se observaen el RFIM al variar �. La variable que 
uanti�
a el grado de desorden es diferente en
ada 
aso tal y 
omo introdujimos en la se

i�on x 1.4.1. En esta se

i�on nos referiremosa esta variable de 
ontrol 
omo 	 en general. En el RBIM, esta variable 
orresponde ala desvia
i�on est�andar de la distribu
i�on de intera

iones aleatorias fKijg. El SDIM alque nos referimos en el 
uadro se propuso para simular el 
omportamiento de los 
i
losde hist�eresis de alea
iones de la familia Cu3�xAlMnx [58℄. En este tipo de materialesel desorden tiene prin
ipalmente dos or��genes: la falta de estequiometr��a (x < 1) yun ordenamiento 
on�gura
ional in
ompleto28. Con el �n de simular estas fuentes dedesorden, en el SDIM se introdu
en dos variables: x y p. La primera es la 
on
entra-
i�on de Mn (mayor ordena
i�on 
uanto mayor es x) y la segunda es la probabilidadde que los �atomos de Mn se 
oloquen en la subred \in
orre
ta" (IV ). En el RAIM eldesorden es debido a la orienta
i�on anisotr�opi
a de los espines. Se han propuesto dosdistribu
iones distintas (modelo A y modelo B) para el �angulo �RAIM que forman losespines 
on el eje de apli
a
i�on del 
ampo magn�eti
o (el eje z). En todos estos estudios,el exponente �ef se obtiene [257℄ ajustando una ley de poten
ias 
on una 
orre

i�on28Debido al tratamiento t�ermi
o realizado, estas alea
iones tienen una estru
tura b

 metaestable
on ordena
i�on L21 (ver Fig. 1.13). En esta estru
tura, los �atomos de Cu se 
olo
an prin
ipalmente enlas subredes I y II , los �atomos de Al se 
olo
an en la subred IV y los �atomos de Mn en la subred III.Sin embargo, por razones 
in�eti
as, una fra

i�on p de los �atomos de Mn se sit�uan en la subred IV . En
ambio, la probabilidad de que di
hos �atomos se sit�uen en las subredes I y III es muy peque~na [256℄.
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ni
as de es
alado de tama~no �nitoexponen
ial (D(s) � s��ef exp(��s)). Para un tama~no de sistema dado, �ef de
re
e
on el desorden y pare
e presentar solamente una d�ebil dependen
ia 
on L. En 
ambio,el fa
tor � de la 
orre

i�on exponen
ial pare
e depender m�as de L. El valor de �ef quese toma 
omo exponente 
r��ti
o es aquel que se obtiene para el desorden 
r��ti
o29. Taly 
omo se desprende del razonamiento que ha permitido llegar a la expresi�on (5.169),el m�etodo utilizado en estos trabajos es a
eptable para obtener un exponente efe
tivoque, para el desorden 
r��ti
o, se puede expresar en t�erminos de exponentes 
r��ti
os.Cuadro 5.8: Compara
i�on de los exponentes aso
iados al RFIM (esta tesis) 
on los 
orres-pondientes al RBIM [70℄, al SDIM [255℄ y al RAIM [60℄. Tambi�en se muestran los exponentesobtenidos experimentalmente a partir de los 
i
los de hist�eresis observados en bi
apas deCo/CoO [258℄ y en alea
iones de Cu-Al-Mn [259℄.Modelo/Experimento � � �ef �ÆRFIM 1:2� 0:1 0:024� 0:012 2:00� 0:06 1:8� 0:3RBIM 1:06� 0:1 0:0� 0:1 2:0� 0:2SDIM 1:9� 0:2RAIM (Modelo A) 1:0� 0:1 0:1� 0:1 2:06� 0:05RAIM (Modelo B) " " 2:10� 0:05Hist�eresis en Co/CoO 0:022� 0:006 0:30� 0:03Hist�eresis en Cu-Al-Mn 0:03� 0:01 0:4� 0:1El m�etodo utilizado en [70, 255℄ para la obten
i�on de los exponentes � y � enel RBIM y el RAIM se basa en el estudio del 
ambio de magnetiza
i�on aso
iadoa la avalan
ha de mayor tama~no �mmax. Los autores asumen que esta magnitud se
omporta de forma similar a un par�ametro de orden. Igual que el RFIM, tanto el RBIM
omo en el RAIM presentan una dis
ontinuidad en el 
i
lo de hist�eresis para des�ordenespeque~nos. Es de suponer pues que, aunque no se ha identi�
ado hasta ahora, tanto enel RBIM 
omo el RAIM debe existir tambi�en una avalan
ha 3D-spanning (an�aloga a laavalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a) responsable de la dis
ontinuidad y 
uyo 
ambio demagnetiza
i�on aso
iado se 
omporta 
omo un par�ametro de orden. Como hemos vistoen rela
i�on 
on el RFIM, esta avalan
ha es la mayor de todas las que tienen lugar en unsemi
i
lo de hist�eresis y pare
e l�ogi
o pensar que esto tambi�en es as�� en el RBIM y en el29El desorden 
r��ti
o se determina 
omo aquel valor del desorden para el que la distribu
i�on detama~nos de avalan
has es m�as pr�oxima a una ley de poten
ias exa
ta. Es de
ir, el desorden para elque la 
orre

i�on exponen
ial es menos importante (� � 0).
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usi�on 263RAIM. Teniendo esto en 
uenta, 
on
luimos que, efe
tivamente, �mmax se 
omporta
omo un par�ametro de orden en el l��mite termodin�ami
o para los des�ordenes en queo
urre la dis
ontinuidad. En la regi�on super
r��ti
a (desorden grande) es de esperar que�uni
amente o
urran avalan
has no spanning no 
r��ti
as y s�olo estas pueden 
ontribuira �mmax. De este tipo de avalan
has existe una fra

i�on �nita para 
ualquier desordendistinto de 
ero, de tal forma que �mmax 6= 0 en esta regi�on. En este sentido, �mmaxno se 
omporta exa
tamente 
omo un par�ametro de orden. Sin embargo, el he
ho deque �mmax = �m3� en la regi�on sub
r��ti
a es su�
iente para obtener el exponente�3� aso
iado a �m3� a partir de �mmax. En sistemas �nitos, 
er
a del punto 
r��ti
oo
urren avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as y, en algunas realiza
iones dedesorden, �estas ser�an las que 
ontribuyan a �mmax si no o
urre una avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a. Esto ha
e que �mmax no 
oin
ida exa
tamente 
on �m3� 
er
adel punto 
r��ti
o para sistemas �nitos. De todas formas, l�ogi
amente el efe
to de lasavalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as en �mmax ser�a menor que en el 
ambiode magnetiza
i�on aso
iado a todas las avalan
has spanning (�ms). En 
onse
uen
ia,el he
ho de no distinguir las distintas 
ontribu
iones a �mmax ser�a menos importanteque si no se tienen en 
uenta al utilizar �ms 
omo posible par�ametro de orden. Eneste sentido, es mejor utilizar �mmax que �ms para obtener el exponente �3�. Desdeun punto de vista 
uantitativo, en las Refs. [70, 255℄ se analiza �mmax ha
iendo unestudio 
on t�e
ni
as est�andar de tama~no �nito, suponiendo la siguiente hip�otesis dees
ala: �mmax = L3��=� ~Smax(u(	; L)L1=�); (5.176)donde la variable de es
ala u(	; L) se de�ne 
omo:u(	; L) = 	� 	
(L)	
(L) : (5.177)El desorden 
r��ti
o efe
tivo 	
(L) se de�ne, a partir de �mmax, 
omo el desorden parael que �mmax presenta un punto de in
exi�on. 	
(L) depende de L 
omo:	
(L) = 	
 + CL�1=� : (5.178)Ha
iendo un desarrollo para L grande, u(	; L) se puede es
ribir de la siguiente forma:u(	; L) = u1(	)� L�1=� C	
 [1 + u1(	)℄ +O(L�2=�): (5.179)As�� pues, la variable de es
ala u(	; L) s�olo se diferen
ia en unas 
orre

iones de tama~no�nito de la aproxima
i�on m�as sen
illa u1(	) = (	 � 	
)=	
 a la variable de es
ala
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ni
as de es
alado de tama~no �nitou. En estos trabajos no se 
ontempl�o la posibilidad de a~nadir 
orre

iones en u21 a lasleyes de es
ala pero, 
omo se ha demostrado en la se

i�on x 5.1, tal 
orre

i�on no es
ru
ial si L es su�
ientemente grande y 1=� > 0.La 
on
lusi�on �nal es que, para sistemas su�
ientemente grandes, la ley de es
ala(5.176) es b�asi
amente equivalente a la 
orrespondiente a �m3� [= L��3
�3�(uL1=�)℄en la zona sub
r��ti
a y, pese a que no se identi�
a exa
tamente la avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a, los exponentes que se extraen utilizando (5.176) son 
omparablesa los que se obtendr��an en los mismos modelos identi�
ando los distintos tipos deavalan
has.Dentro de las referen
ias 
onsultadas, no se ha en
ontrado un estudio extenso delas magnitudes no integradas de los modelos que estamos 
omparando 
on el RFIM.Por ello no es posible 
omparar el exponente 1=� (o �Æ=�) obtenido para el RFIM 
onel 
orrespondientes a estos modelos. Por otro lado, en el 
aso del SDIM al que nosreferimos en el 
uadro 5.8 solamente se ha estimado el exponente aso
iado a la distri-bu
i�on de tama~nos de las avalan
has. Sin embargo, 
omparando los exponentes que se
ono
en para 
ada uno de los modelos, se puede 
omprobar que, dentro de los erroresestad��sti
os, todos los modelos se 
ara
terizan por el mismo 
onjunto de exponentes.Se puede dedu
ir a partir de esta 
oin
iden
ia que todos los modelos pertene
en ala misma 
lase de universalidad [70, 257℄. Esta 
ompara
i�on podr��a no ser totalmente
on
luyente, b�asi
amente por dos motivos: (i) el 
onjunto de exponentes 
ono
idospara 
omparar es redu
ido30 y (ii) debido quiz�as a que las simula
iones he
has delRBIM, el SDIM y el RAIM 
orresponden a sistemas 
on L = 40 
omo m�aximo, losexponentes obtenidos tienen una barra de error 
onsiderable (sobre todo en el 
asodel exponente �.). Sin embargo, a parte de los resultados num�eri
os, existen argumen-tos de simetr��a [213, 217℄ seg�un los 
uales 
ualquier modelo 
on enla
es aleatorios no
orrela
ionados y 
ampos aleatorios debe pertene
er a la misma 
lase de universalidadque el RFIM ya que no tiene ninguna simetr��a nueva en 
ompara
i�on 
on el RFIM.Por otro lado, a partir de 
�al
ulos basados en el GR, en la Ref. 260 se demuestraque un modelo ve
torial de espines O(n) 
on 
ampos aleatorios puede pertene
er ala misma 
lase de universalidad que el RFIM, aunque los autores en
uentran tambi�enuna nueva 
lase de universalidad en este modelo. Con respe
to al RAIM, tambi�en sehan propuesto [213,217℄ argumentos de simetr��a seg�un los 
uales pertene
e a la misma
lase de universalidad que el RFIM, 
osa que tambi�en se ha visto 
on�rmada m�as30Es pre
iso men
ionar aqu�� que, a parte de los exponentes que se resumen en el 
uadro 5.8, dentrodel error estad��sti
o tambi�en 
oin
ide el exponente din�ami
o z para todos estos modelos.
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usi�on 265tarde [261℄ 
on un an�alisis basado en el GR.ExperimentosA diferen
ia del esfuerzo te�ori
o dedi
ado a entender las transi
iones en los 
i
losde hist�eresis indu
idas por desorden, s�olo existen algunos trabajos experimentales de-di
ados al mismo �n. Obrad�o et al. [58℄ mostraron que, a temperaturas bajas (T . 5K), los 
i
los de hist�eresis en la fase de vidrio de esp��n del Cu-Al-Mn31 
ambian desdeuna aparien
ia suave hasta una situa
i�on en que presentan una dis
ontinuidad al dis-minuir el grado de desorden (rela
ionado 
on la 
omposi
i�on de la alea
i�on, 
omo seha expli
ado m�as arriba). Sin embargo, no se hizo ninguna estima
i�on en este trabajode los posibles exponentes 
r��ti
os involu
rados. Lo que s�� se hizo fue 
omparar losresultados experimentales 
on los del SDIM. De esta 
ompara
i�on se 
on
luy�o que lafenomenolog��a observada en el Cu-Al-Mn podr��a estar ligada a una transi
i�on indu
i-da por desorden similar a la que se observa en los sistemas de espines 
on desorden
ongelado 
uando evolu
ionan 
on la din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a.Posteriormente, Berger et al. [258, 262, 263℄ presentan los resultados de analizarel efe
to del desorden magn�eti
o en bi
apas de Co/CoO. Para temperaturas por de-bajo de 291 K (temperatura de N�eel del CoO) la 
apa de CoO presenta un ordenantiferromagn�eti
o mientras que la de Co es ferromagn�eti
a. En este 
aso, la 
apaantiferromagn�eti
a de CoO permite variar el desorden magn�eti
o variando la tempe-ratura. Para temperaturas mayores que una 
ierta temperatura T
, se observan 
i
losde hist�eresis dis
ontinuos. En 
ambio, para temperaturas menores que T
, los 
i
los dehist�eresis son suaves. Los autores atribuyen este 
omportamiento a la existen
ia de unpunto 
r��ti
o en el diagrama de fase de no equilibrio de este sistema. Adem�as, 
er
adel punto 
r��ti
o, los autores es
alan los 
i
los de hist�eresis para distintos des�ordenes(s�olo para temperaturas T < T
) utilizando la ley de es
ala siguiente:m(H;T ) = t� ~m� ht�Æ� ; (5.180)donde t � (T
 � T )=T y h = (H �H
)=H
. De este es
alado, obtienen los exponentes
r��ti
os � = 0:022�0:006 y �Æ = 0:30�0:03. Como se puede apre
iar en el 
uadro 5.8,el exponente � obtenido es igual al del 3D-GRFIM mientras que el exponente �Æ es
laramente menor que el aso
iado al 3D-GRFIM. Los autores atribuyen tal diferen
iaal he
ho de que el sistema Co/CoO se 
omporta 
omo un sistema magn�eti
o bidimen-sional. Con respe
to a esta a�rma
i�on, es pre
iso men
ionar que, a pesar de que se31Las alea
iones de Cu-Al-Mn utilizadas en este trabajo son poli
ristalinas.
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as de es
alado de tama~no �nitohan he
ho simula
iones en el 2D-GRFIM 
on sistemas muy grandes (hasta 70002 espi-nes) [198, 228℄, no ha sido posible obtener una estima
i�on �able del desorden �
 parael que su
ede la transi
i�on indu
ida por desorden. Tales simula
iones son 
onsistentes
on �
 = 0 o bien 
on un exponente � aso
iado a la longitud de 
orrela
i�on muy grande(� = 8�8), lo que di�
ultar��a la lo
aliza
i�on de �
. En este �ultimo 
aso ser��a �
 ' 0:54.En la Ref. 70 tambi�en se presentan estima
iones de los exponentes aso
iados al RFIMen d = 2, sin embargo, los tama~nos de sistema utilizados son m�as peque~nos que en losestudios men
ionados antes. La tenden
ia t��pi
a en este tipo de an�alisis es a asumirque existe una transi
i�on indu
ida por desorden y, a partir de esta hip�otesis, obtenerlos exponentes [229,264,265℄. El mismo tipo de problemas podr��an existir en otros mo-delos analizados en d = 2, 
omo el RBIM [21,70℄, el modelo de Blume-Emery-GriÆths
on 
ampos aleatorios [70℄, el RFIM 
on va
antes [59℄ o el RFIM 
on intera

ionesdipolares [266,267℄. En de�nitiva, el 
omportamiento a grandes es
alas de los modelosde espines 
on desorden en d = 2 es muy 
ontrovertido y pare
e ser que no existenresultados de�nitivos. Posiblemente, esto es debido a que la dimensi�on 
r��ti
a menorpodr��a ser d = 2, tal y 
omo su
ede en el RFIM en equilibrio [63℄, 
osa que impli
ar��ala inexisten
ia de transi
i�on indu
ida por desorden en sistemas bidimensionales. Es,por tanto, dif��
il 
omparar los exponentes obtenidos experimentalmente en las bi
apasde Co/CoO 
on los modelos. Por otro lado, Berger et al. dejan abierta la posibilidadde que el sistema que ellos estudian est�e dentro de la 
lase de universalidad del modelode Ising t�ermi
o en d = 2. Su sospe
ha se basa en el he
ho de que sus experimentosest�an he
hos a T > 0 y, adem�as, obtienen Æ = 13:6 � 5:6 mientras que Æ = 15 en el2D-IM (ver por ejemplo la Ref. [148℄). Sin embargo, esta posibilidad no pare
e muyplausible dado que � = 1=8 = 0:125 en el 2D-IM y este valor es 
onsiderablementesuperior al en
ontrado por estos autores.M�as re
ientemente, siguiendo la l��nea ini
iada en la Ref. 58, Mar
os et al. [259,268℄han obtenido la dependen
ia 
on la temperatura de los 
i
los de hist�eresis en 
uatroalea
iones32 de Cu-Al-Mn 
on distintas 
on
entra
iones x de Mn. Tales 
i
los son
ontinuos por en
ima de una 
ierta temperatura T
(x) (depende de la 
omposi
i�on)y, en 
ambio, presentan una dis
ontinuidad para temperaturas menores que T
(x).Los autores ha
en un an�alisis de es
alado de las 
urvas de magnetiza
i�on para los
i
los de hist�eresis 
orrespondientes, para 
ada 
omposi
i�on, a temperaturas 
er
anasa T
(x). Las 
urvas de magnetiza
i�on dependen del 
ampo H, la temperatura T y elmomento magn�eti
o �(x) que depende de la 
omposi
i�on x. Teniendo en 
uenta estas32Tres de ellas son poli
ristalinas y, la restante, es un mono
ristal.
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usi�on 267dependen
ias, los autores proponen la hip�otesis de es
alam�(H;T; �(x)) = �(x)jtj� ~m�� h�Æ(x)jtj�Æ� (5.181)para la magnetiza
i�on, donde, en este 
aso, t � [T � T
(x)℄=T
(x) es la variable dees
ala aso
iada al desorden y h � [H � H
oe(x; T )℄=H
oe(x; T ). El resultado 
urio-so de estos es
alados es que se obtiene � = 0:03 � 0:01 y �Æ = 0:4 � 0:1, valoresque 
oin
iden 
on los obtenidos por Berger et al., dentro de los errores estad��sti
os.Mar
os et al. atribuyen tal 
oin
iden
ia al he
ho de que en las alea
iones Heusler noestequiom�etri
as [269,270℄ hay intera

iones antiferromagn�eti
as que 
oexisten 
on lasferromagn�eti
as. En este sentido, el antiferromagnetismo ser��a el elemento 
om�un entrelos experimentos de Berger et al. y los de Mar
os et al. Por otro lado, a diferen
ia delos resultados de Berger et al., las alea
iones de Cu-Al-Mn son un sistema 
laramentetridimensional, lo que ha
e realmente sorprendente la 
oin
iden
ia de exponentes. De
ualquier forma, 
omparando estos resultados 
on los modelos que predi
en transi
io-nes indu
idas por desorden, pare
e que estos �ultimos no in
luyen alg�un ingredienteesen
ial que s�� poseen los sistemas experimentales, lo que provo
ar��a que los modelosno pertenez
an a la misma 
lase de universalidad que los experimentos llevados a 
abohasta ahora. Una diferen
ia 
lara, y que ya ha sido notada 
on anterioridad [258,262℄,es que los experimentos se ha
en a temperatura �nita y, en 
ambio, en los modelosse asume que el efe
to de las 
u
tua
iones t�ermi
as es despre
iable. En el RFIM enequilibrio, la temperatura es irrelevante y, por tanto, se observan los exponentes aso-
iados al punto 
r��ti
o en �
 a T = 0 si la temperatura es su�
ientemente baja. Sinembargo, si las 
u
tua
iones t�ermi
as son importantes en las temperaturas de trabajo,los exponentes observados podr��an provenir de un 
rossover entre los exponentes delRFIM a T = 0 y los del modelo de Ising t�ermi
o. En este sentido, ser��a interesante ha-
er experimentos (
on pro
edimientos similares a los que se muestran en el 
ap��tulo 7)en los sistemas estudiados por Berger y Mar
os para determinar si las 
u
tua
ionest�ermi
as juegan un papel importante en sus 
ondi
iones experimentales. A parte deesto, en las hip�otesis de es
ala (5.180) y (5.181) se ha 
onsiderado que la variable dees
ala es v = h y no se ha tenido en 
uenta una 
orre

i�on lineal (rota
i�on) 
on eldesorden (temperatura en estos experimentos). Esta 
orre

i�on es ne
esaria para ob-tener buenos es
alados en los modelos y, 
omo dis
utimos 
on mayor profundidad enla se

i�on x 5.11.7, es una 
orre

i�on ne
esaria en general siempre que no exista unmotivo de simetr��a por el que se anule. Con
luimos pues que la forma en la que sehan analizado los datos experimentales puede indu
ir desvia
iones importantes de losexponentes.
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Figura 5.27: Diagrama de fases aso
iado al 3D-GRFIM exa
to 
on din�ami
a metaestable(a.1) y en equilibrio (a.2). Tambi�en se muestra el diagrama de fases 
orrespondiente a laaproxima
i�on de 
ampo medio del 3D-GRFIM 
on din�ami
a metaestable (b.1) y en equi-librio (b.2). La l��nea 
ontinua gruesa en (b.1) indi
a la transi
i�on espinodal en la solu
i�onmetaestable de 
ampo medio y las l��neas dis
ontinuas en (a.1), (a.2) y (b.2) indi
an transi-
iones de fase de primer orden 
omunes. Se han indi
ado las 
oordenadas del punto 
r��ti
o(puntos grises) en todos los 
asos.5.11.3. Din�ami
a metaestable y equilibrioLos resultados presentados en este 
ap��tulo permiten proponer un esquema para eldiagrama de fases del 3D-GRFIM 
on din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a en ell��mite termodin�ami
o.En la se

i�on x 5.10 se ha demostrado num�eri
amente que la avalan
ha 3D-spanningque o
urre a lo largo de la l��nea dada por la E
. (5.135) es 
ompa
ta y, por 
onsiguiente,es la responsable de la dis
ontinuidad ma
ros
�opi
a de la magnetiza
i�on observada para� < �
.La Fig. 5.27(a.1) muestra el diagrama de fases obtenido. La l��nea dis
ontinua re-presenta la l��nea de transi
i�on de primer orden dada por la E
. (5.135). El punto gris
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a el punto 
r��ti
o. Tal y 
omo se remar
�o en la se

i�on x 5.8, la l��nea de transi-
i�on es s�olo aproximada ya que se ha dedu
ido a partir de argumentos de es
ala 
uyavalidez se supone que est�a restringida a las proximidades del punto 
r��ti
o. De todasformas, es remar
able el he
ho de que, para � = 0, se obtiene hHi3�(0) = �5:113 apartir de (5.135). Este valor es 
er
ano a H = �4 que 
orresponde al 
ampo 
oer
i-tivo de los 
i
los de hist�eresis del 3D-GRFIM 
on din�ami
a metaestable en el l��mite� ! 0+. Un an�alisis trivial para � = 0 estri
tamente, demuestra que todos los espinesgiran en una avalan
ha 3D-spanning para H = hHi3�(0) = �6. En 
ambio, 
uando� ! 0+, te�ori
amente existen espines girados para 
ualquier H <1. Supongamos un
aso extremo (y po
o probable) en que a H > 6 hay un esp��n Si que tiene n�(Si) = 6ve
inos pr�oximos girados. Este esp��n gira a un 
ampo H = 6� hi que, en promedio esH = 6. Al girar este esp��n a H = 6, es muy probable que ninguno de los ve
inos de losespines girados tenga 6 ve
inos girados, de tal manera que, 
on toda probabilidad, laavalan
ha no se propagar�a hasta llegar a ser 3D-spanning si se mantiene H = 6. Conargumentos similares, es f�a
il ver que es pr�a
ti
amente imposible que un esp��n quetenga n� = 5; 4; 3 o 2 ve
inos pr�oximos girados, genere una avalan
ha 3D-spanning a
ampo H = (2n� � 6) = 4; 2; 0 o �2, respe
tivamente. En 
ambio, si un esp��n tienen� = 1, �este girar�a en promedio a H = �4 y su giro har�a que parte de sus ve
inospr�oximos no girados giren a este 
ampo. De esta forma, la avalan
ha se va propagandohasta ser 3D-spanning porque, la misma propaga
i�on ha
e que haya espines que ten-gan uno o m�as ve
inos pr�oximos girados, los 
uales pueden girar a este 
ampo. Estodemuestra que el 
ampo promedio de giro de los espines es hHi3� = �4 en el l��mite� ! 0+.En la Fig. 5.27(a.2) se muestra, por 
ompara
i�on, el diagrama de fases del 3D-GRFIM en equilibrio a T = 0 (m��nima energ��a) [65℄. Adem�as, en las Figs. 5.27(b.1) y5.27(b.2), se muestran las solu
iones de la aproxima
i�on de 
ampo medio para el 
asometaestable [57℄ y el de equilibrio [271, 272℄.En la aproxima
i�on de 
ampo medio, �
 = zp2=� [x 4.1.2 y Cuadro 5.9℄ tanto enequilibrio 
omo 
on din�ami
a metaestable, donde z es el n�umero de 
oordina
i�on. Enparti
ular, �
 = 4:7873 para el 3D-GRFIM en que z = 6. Aunque �
 es igual en el 
asometaestable y en equilibrio, el 
ar�a
ter de la transi
i�on para � < �
 es diferente en 
ada
aso: en equilibrio, tiene lugar una transi
i�on de primer orden est�andar mientras que,en el 
aso metaestable, la l��nea donde su
ede la dis
ontinuidad es una l��nea espinodalHs(�), dada por la E
. (4.20). La l��nea 
ontinua en la Fig. 5.27(b.1) 
orresponde a�Hs(�) para z = 6. Como ya se ha 
omentado anteriormente, la transi
i�on espinodal
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as de es
alado de tama~no �nitoCuadro 5.9: Coordenadas del punto 
r��ti
o en el plano �{H y exponentes 
r��ti
os del 3D-GRFIM en equilibrio y 
on din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a 
orrespondientes a laaproxima
i�on de 
ampo medio y a las solu
iones exa
tas del modelo.Magnitud 3D-GRFIM. Campo medio 3D-GRFIMEquilibrio Metaestable Equilibrio Metaestable(Refs. [271, 272℄) (Ref. [198℄) (Ref. [65℄) (Este trabajo)�
 zp2=� zp2=� 2:270� 0:004 2:21� 0:02jH
j 0 0 0 1:425� 0:010� 1=2 1=2 1:37� 0:09 1:2� 0:11=�(= �Æ=�) 3 3 1:498� 0:034 1:5� 0:1� 1=2 1=2 0:017� 0:005 �3� = 0:024� 0:012se 
ara
teriza por una divergen
ia de las 
u
tua
iones y de la longitud de 
orrela
i�ona lo largo de la l��nea �Hs(�) donde se produ
e la dis
ontinuidad �m del par�ametrode orden.A diferen
ia de los resultados en las solu
iones de 
ampo medio, en las solu
ionesexa
tas, el 
ar�a
ter de la l��nea de transi
i�on en el equilibrio no es distinto al quese observa 
on din�ami
a metaestable. En ambos 
asos tiene lugar una transi
i�on deprimer orden est�andar 
on dis
ontinuidad en el par�ametro de orden y longitud de
orrela
i�on �nita. Este resultado est�a de a
uerdo 
on la predi

i�on [217℄ he
ha a partirde un desarrollo para d = 8�� que a�rma que la transi
i�on tiene un 
ar�a
ter de primerorden est�andar para d < 8.Tal y 
omo se indi
a en la Fig. 5.27 y el 
uadro 5.9, �eq
 = 2:270�0:004 en equilibrioy �met
 = 2:21 � 0:02 en el 
aso metaestable. En rela
i�on al valor del 
ampo 
r��ti
o,es jH
j = 1:425 en el 
aso metaestable y 
ero en equilibrio. Vemos pues que, a dife-ren
ia de las solu
iones de 
ampo medio, el punto 
r��ti
o metaestable no 
oin
ide 
onel de equilibrio en las solu
iones exa
tas. Sin embargo, los exponentes 
r��ti
os, 
uyosvalores se resumen en el 
uadro 5.933, s�� son iguales dentro de los errores estad��sti
os.De he
ho, en 1994, Maritan et al. [240℄ ya pusieron de mani�esto esta similitud entrelos exponentes 
r��ti
os de los dos modelos, proponiendo enton
es que ambos modelos33Tanto en las solu
iones de 
ampo medio 
omo en la de equilibrio exa
ta, se ha obtenido elexponente � identi�
�andolo 
on �=�Æ. Adem�as, para obtener �Æ en el 
aso de equilibrio exa
to, seha utilizado la rela
i�on entre exponentes � + �Æ = (d� ~�)� que es v�alida en equilibrio. El exponente~� = 1:49� 0:03 [65℄ est�a aso
iado 
on la energ��a libre.
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en a la misma 
lase de universalidad. Sus argumentos se basabanen las mejores estima
iones de los exponentes 
r��ti
os en equilibrio [62, 273℄ que se
ono
��an en aquel momento y en la �uni
a estima
i�on num�eri
a que se 
ono
��a de losexponentes en el 
aso metaestable [57℄. Sethna et al. [217, 252℄ refutaron la propuestade Maritan et al. bas�andose en la naturaleza tan diferente de los modelos ya que, enel equilibrio, el sistema se en
uentra siempre en el estado de m��nima energ��a mientrasque, en el 
aso metaestable, el estado del sistema depende de la historia de varia
i�ondel 
ampo. Esto ha
e que el punto 
r��ti
o su
eda a un 
ampo 
r��ti
o nulo en equili-brio y, en 
ambio, su
eda a un 
ampo 
r��ti
o distinto de 
ero en el 
aso metaestable.M�as re
ientemente, se ha dis
utido la universalidad de los exponentes para distintasdistribu
iones de desorden en 
ampo medio [274℄ y en redes de Bethe [275℄.A
tualmente existen estima
iones num�eri
as de los exponentes 
r��ti
os m�as pre
isasque en el momento en que Maritan et al. propusieran la similitud entre los 
onjuntos deexponentes obtenidos en equilibrio y los obtenidos 
on din�ami
a metaestable. La 
om-para
i�on a
tual de los exponentes en equilibrio y en el 
aso metaestable [Cuadro 5.9℄nos lleva a rea�rmarnos en la idea ini
ial de Maritan et al., a pesar de la indis
utiblediferen
ia entre ambos modelos. A 
ontinua
i�on se propone un argumento basado enla teor��a del GR que sugiere que los puntos 
r��ti
os en 
ada uno de los modelos (3D-GRFIM en equilibrio y 3D-GRFIM 
on din�ami
a metaestable) 
orresponden al mismopunto �jo en el espa
io general de 
onstantes de a
oplamiento (espa
io de par�ametros).Tal y 
omo se de�ni�o en el 
ap��tulo 2, dentro del mar
o de la teor��a del GR, la super�
ie
r��ti
a se de�ne 
omo el 
onjunto de todos los puntos en el espa
io de par�ametros que
uyen ha
ia un 
ierto punto �jo 
r��ti
o al apli
ar la transforma
i�on del GR. Por otrolado, la varia
i�on de los par�ametros f��si
os (� y H en el RFIM) genera la super�
ief��si
a en el espa
io de par�ametros. De a
uerdo 
on estas de�ni
iones, el punto 
r��ti
ode un 
ierto modelo 
orresponde al punto en que la super�
ie f��si
a de di
ho modelointerse
ta a la super�
ie 
r��ti
a. Los dos modelos que estamos dis
utiendo se pueden
onsiderar 
omo 
asos parti
ulares de un modelo m�as general 
on el mismo Hamil-toniano que el 3D-GRFIM y 
on la siguiente din�ami
a at�ermi
a-adiab�ati
a: 
uandovar��a el 
ampo H, giran 
onjuntos de n � nmax espines ve
inos si tal giro represen-ta una disminu
i�on de la energ��a. La din�ami
a metaestable [x 4.1℄ utilizada en estetrabajo 
orresponde a nmax = 1 (un esp��n gira si, 
on su giro, disminuye la energ��a).Esta din�ami
a es la \m��nima" que se puede proponer (en el 
aso nmax = 0 no girar��aning�un esp��n y, por tanto, no habr��a transi
i�on). En 
ambio, el modelo en equilibrio aT = 0 (estado de m��nima energ��a exa
to) 
orresponde a nmax =1, es de
ir, gira aquel
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onjunto de espines (sea del tama~no que sea) 
uyo giro 
onlleva el m�aximo des
enso enla energ��a. El par�ametro nmax distingue los modelos desde un punto de vista din�ami
oy hay que tenerlo en 
uenta en las e
ua
iones del GR. A partir del he
ho de que seen
uentra un punto 
r��ti
o tanto para nmax = 1 
omo para nmax =1 y ambos puntosse 
ara
terizan por el mismo 
onjunto de exponentes 
r��ti
os, tiene sentido 
onsiderarque la variable nmax es irrelevante [x 2.2.3℄. Con esto en mente, proponemos34 el es-quema del 
ujo del GR que se presenta en la Fig. 5.28 en el espa
io de par�ametrosf��si
os (H; n�1max; �). Puesto que nmax es irrelevante, su varia
i�on 
ambia la posi
i�on delpunto 
r��ti
o pero no 
ambia los exponentes 
r��ti
os que 
orresponden al mismo punto�jo 
r��ti
o. Durante la realiza
i�on de esta tesis, Vives et al. [276℄ han llevado a 
abosimula
iones num�eri
as 
on nmax = 2 y los resultados 
on
uerdan 
on esta a�rma
i�on.A
tualmente suponemos que el 
ujo del GR 
orresponde al que se indi
a esquem�ati-
amente 
on 
e
has en la Fig. 5.28. Tanto el punto 
r��ti
o de equilibrio (PCE) 
omoel punto 
r��ti
o metaestable (PCM) pertene
en a la super�
ie 
r��ti
a (SC). Un an�alisis
ualitativo pare
e indi
ar que el 
ujo del GR va ha
ia el PCM, es de
ir, n�1max aumentaal apli
ar la transforma
i�on del GR. En la se

i�on x 2.5 se expli
�o que, en general, lastransi
iones de fase de primer orden tienen lugar en los puntos del espa
io de 
ons-tantes de a
oplamiento que 
uyen ha
ia un punto �jo de dis
ontinuidad al apli
ar latransforma
i�on del GR [169℄. En el modelo propuesto, asumimos la existen
ia de dospuntos �jos de dis
ontinuidad: el punto �jo de dis
ontinuidad de equilibrio (PFDE) yel punto �jo de dis
ontinuidad metaestable (PFDM). Ambos 
orresponden a � = 0.El PFDE 
ontrola la transi
i�on de fase que tiene lugar en equilibrio (n�1max = 0) para� < �eq
 . En 
ambio, el PFDM 
ontrola la transi
i�on de fase de primer orden para los
asos en que n�1max > 0. La super�
ie de dis
ontinuidad (SD), donde o
urre la transi-
i�on de primer orden, la forman todos aquellos puntos que 
uyen ha
ia 
ualquiera delos puntos �jos de dis
ontinuidad.La teor��a de Landau apli
ada a las transi
iones de fase de primer orden supone laexisten
ia de barreras energ�eti
as, lo que permite entender la presen
ia de hist�eresis ent�erminos de 
ompeti
i�on de tiempos [x 1.3.1 y 
ap��tulo 3℄. En 
ambio, en la din�ami
ametaestable m��nima (n�1max = 1) propuesta por Sethna et al., no se introdu
e de formaexpl��
ita ninguna barrera: un esp��n gira si 
on ello minimiza la energ��a y no existeninguna barrera para tal giro. Sin embargo, a pesar de no suponer expl��
itamente lapresen
ia de barreras, el modelo presenta hist�eresis. >Es posible entender esta hist�eresis34Este esquema 
orresponde al 
aso en que H de
re
e desde +1. En el 
aso en que H aumentedesde �1, el esquema resultante es la imagen espe
ular en el plano n�1max{� (
orresponde al 
ambioH ! �H).
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Figura 5.28: Diagrama de fases esquem�ati
o del modelo propuesto en el espa
io (H;n�1max; �)en el l��mite at�ermi
o-adiab�ati
o. Las 
e
has indi
an el 
ujo del GR. Se han utilizado a
r�oni-mos para el Punto Cr��ti
o de Equilibrio (PCE), el Punto Cr��ti
o Metaestable (PCM), elPunto Fijo de Dis
ontinuidad en Equilibrio (PFDE), el Punto Fijo de Dis
ontinuidad Me-taestable (PFDM), la Super�
ie Cr��ti
a (CS) y la Super�
ie de Dis
ontinuidad (SD). Lasl��neas grises indi
an las proye

iones de la super�
ie 
r��ti
a en los planos verti
ales.en t�erminos de barreras de energ��a?. S�� es posible en t�erminos de la din�ami
a generalque hemos propuesto. Supongamos que un sistema de espines se en
uentra en un estadode energ��a E. Con la din�ami
a m��nima, un esp��n gira si esto supone ir a un estado deenerg��a E 01 < E. Por otro lado, es posible que el giro simult�aneo de n espines lleve aun estado de energ��a E 0n menor que E 01. Sin embargo, la din�ami
a m��nima prohibe elgiro de m�as de un esp��n, lo que se puede interpretar 
omo la imposi
i�on de barrerasenerg�eti
as in�nitas a todos los estados a los que se pueda a

eder girando m�as deun esp��n. En general, una din�ami
a que permite el giro de n � nmax espines, suponebarreras de energ��a in�nitas a todos los estados a

esibles girando grupos de n > nmaxespines.De la propia de�ni
i�on del modelo, se dedu
e 
ualitativamente que, si una 
ierta
on�gura
i�on relaja, �E es mayor 
uanto menor es n�1max, y lo mismo o
urre 
on �m.Por otro lado, �
(n�1max) 
orresponde al desorden por debajo del 
ual se produ
e unadis
ontinuidad ma
ros
�opi
a en la magnetiza
i�on en un sistema 
on din�ami
a n�1max.Como hemos di
ho, los 
ambios de magnetiza
i�on para � y H dados son mayores
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as de es
alado de tama~no �nito
uanto menor es n�1max, lo que impli
ar��a que la dis
ontinuidad en la magnetiza
i�onse pueda observar para un desorden mayor 
uanto menor sea n�1max. Esto expli
ar��ael resultado num�eri
o �eq
 > �met
 y por ello la super�
ie 
r��ti
a se ha representadode
re
iente 
on n�1max en la Fig. 5.28 (ver proye

i�on en el plano n�1max{�). A parte deesto, es f�a
il 
onven
erse de que el grado de metaestabilidad aumenta 
on n�1max y, por
onsiguiente, el valor absoluto del 
ampo 
r��ti
o jH
(n�1max)j aumenta 
on n�1max. Todasestas 
on
lusiones 
ualitativas se pueden resumir en las 
ondi
iones siguientes:d�E(H; �; n�1max)d(n�1max) � 0 (5.182)d�m(H; �; n�1max)d(n�1max) � 0 (5.183)d�
(n�1max)d(n�1max) � 0 (5.184)djH
(n�1max)jd(n�1max) � 0: (5.185)Los resultados de las simula
iones llevadas a 
abo re
ientemente por Vives et al. [276℄para nmax = 2 est�an en total a
uerdo 
on el 
omportamiento propuesto.Re
ientemente se ha demostrado num�eri
amente [277, 278℄ que la 
urva de des-magnetiza
i�on [33℄ 
orrespondiente al 3D-GRFIM 
ontiene mu
ha de la informa
i�on
r��ti
a de la transi
i�on indu
ida por desorden y, de he
ho, los exponentes aso
iados adi
ha 
urva son los mismos que se extraen 
uando se 
onsideran los 
i
los de hist�ere-sis 
ompletos. Seg�un estos resultados, tiene sentido estudiar la posible universalidadexistente entre el 3D-GRFIM en equilibrio y 
on din�ami
a metaestable 
omparandolos exponentes aso
iados a la 
urva de desmagnetiza
i�on 
on la 
urva de equilibrio.Trabajando en este sentido, Colaiori et al. [279, 280℄ han 
omparado el valor absolutode la magnetiza
i�on en equilibrio (simula
iones he
has a H = 0) 
on el valor absolutode la magnetiza
i�on aso
iada al estado desmagnetizado35 [33℄ (
urva de desmagnetiza-
i�on en H = 0) en el 3D-GRFIM y en una red de Bethe 
on n�umero de 
oordina
i�onz = 4. En el 
aso del 3D-GRFIM, los autores son 
apa
es de es
alar los datos de lamagnetiza
i�on en equilibrio y los 
orrespondientes al estado desmagnetizado en una�uni
a 
urva (
on dos valores de �
 diferentes: �eq
 = 2:28 y �demag
 = 2:16) utilizandouna hip�otesis de es
ala simple:m = AL�=�f(BL1=�(� � �
)=�
) (5.186)35El estado desmagnetizado se obtiene 
on un algoritmo de desmagnetiza
i�on aproximado [281℄que permite obtener la magnetiza
i�on aproximada del estado desmagnetizado. Seg�un los autores, lasdiferen
ias entre el estado desmagnetizado exa
to y el aproximado son muy peque~nas.
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usi�on 275donde A y B son 
onstantes no universales que los autores introdu
en para poderes
alar en una �uni
a 
urva los datos 
orrespondientes a los estados de equilibrio y alos estados desmagnetizados. Por el 
ontrario, no 
onsiguen un resultado similar 
on lasolu
i�on exa
ta de la red de Bethe. La 
oin
iden
ia del 
omportamiento de las fun
ionesde es
ala en el 
aso del 3D-GRFIM 
on�rma que la universalidad existente entre elequilibrio y la din�ami
a metaestable va m�as all�a de la 
oin
iden
ia de los exponentes
r��ti
os. Es interesante notar que los autores han 
onseguido es
alar la magnetiza
i�on
on una hip�otesis de es
ala que se 
ompone de una �uni
a 
ontribu
i�on. En 
ambio, enel 
aso en que se 
onsiderasen 
i
los 
ompletos, se esperar��an dos 
ontribu
iones: unadebida a la avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a y otra debida a las avalan
has 1D-, 2D-y 3D-spanning 
r��ti
as. >Se puede 
on
luir a partir del resultado de estos autores queen el estado desmagnetizado la �uni
a 
ontribu
i�on a la magnetiza
i�on viene dada porla avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a?. Esta es una posibilidad abierta al estudio. Otraposibilidad ser��a que, dados los tama~nos que 
onsideran los autores, las 
ontribu
ionesaso
iadas a las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning sub
r��ti
as no sean importantes(
osa que o
urre 
on el 
ambio de magnetiza
i�on debido a las avalan
has spanning enlos 
i
los 
ompletos [x 5.6℄).5.11.4. Hiperes
ala y uni
idadEn la Ref. 240, Maritan et. al propusieron que se deb��a 
umplir la rela
i�on dehiperes
ala � = �(d� df); (5.187)en el RFIM 
on din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a. Los autores no distin-guieron varios tipos de avalan
has y, en 
onse
uen
ia, no espe
i�
aron a qu�e tipo deavalan
has se refer��an los exponentes � y df . Sethna et al. [252℄ argumentaron que nose 
umpl��a en general tal rela
i�on de hiperes
ala debido a la posible existen
ia de in�-nitas avalan
has spanning. Seg�un estos autores, la rela
i�on de es
ala v�alida (llamadarotura de hiperes
ala) es la siguiente [217℄:� = �(d� df � �); (5.188)donde � est�a aso
iada a la dis
ontinuidad en la magnetiza
i�on (aso
iada a las ava-lan
has spanning), df es la dimensi�on fra
tal aso
iada a las avalan
has no spanningy � est�a rela
ionada 
on el n�umero de avalan
has spanning [E
. (5.162)℄, sin distin-guir distintos tipos de avalan
has spanning. Seg�un estos autores [217, 222℄, � es, porrazones puramente geom�etri
as, nulo para d < 3. En 
ambio para d > 3 es 
laramente
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as de es
alado de tama~no �nitodistinto de 
ero y, probablemente, tambi�en lo sea para d = 3. Nuestro an�alisis muestra
laramente que � > 0 [x 5.3℄ para las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as. Sinembargo, a pesar de que � > 0, los resultados de la se

i�on x 5.5 indi
an que s�� se
umple la rela
i�on de hiperes
ala [E
. (5.91)℄ si tenemos en 
uenta �uni
amente lasavalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as que son, al �n y al 
abo, las responsables de ladis
ontinuidad en la magnetiza
i�on (par�ametro de orden) para � < �
. En 
ambio, sepuede de�nir un exponente �
 aso
iado a las avalan
has spanning que existen s�olo en elpunto 
r��ti
o (en el l��mite termodin�ami
o) y, seg�un vimos [E
. (5.96)℄, s�� se en
uentrauna expresi�on similar a la rotura de hiperes
ala (5.188). Sin embargo, el exponente �
no tiene rela
i�on alguna 
on la dis
ontinuidad del par�ametro de orden para � < �
puesto que est�a rela
ionado 
on avalan
has que s�olo o
urren en el punto 
r��ti
o.Compara
i�on del 3D-GRFIM 
on la per
ola
i�onLa fenomenolog��a observada en el 3D-GRFIM es muy similar a la que se observaen per
ola
i�on. Tal y 
omo se argumenta en la se

i�on x B.3 del ap�endi
e B, ser��aposible llegar a la 
on
lusi�on err�onea de que no se 
umple una rela
i�on del tipo (5.91)en per
ola
i�on si se aso
ia la dis
ontinuidad en el par�ametro de orden 
on los 
lustersspanning. Sin embargo, s�� se 
umple si se tiene en 
uenta �uni
amente el 
luster in�nitoque o
urre para p > p
, donde p es el grado de desorden del sistema y p
 es el umbralde per
ola
i�on. Resumidamente (ver se

i�on x B.3 del ap�endi
e B), en fun
i�on de p, elesquema es el siguiente: para p < p
 existen �uni
amente 
lusters �nitos peque~nos. Parap = p
, puede o
urrir m�as de un 
luster spanning pero �estos no o
upan una fra

i�on�nita del sistema. Finalmente, para p > p
, tiene lugar un �uni
o 
luster in�nito queo
upa una fra

i�on �nita P1(p) del sistema. Este esquema es muy similar al propuestoen el 3D-GRFIM si se aso
ia la avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a 
on el 
luster in�nitoy las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as 
on los 
lusters spanning. Seg�unnuestros resultados, en el 3D-GRFIM, �uni
amente su
ede una avalan
ha 3D-spanningsub
r��ti
a que o
upa una fra

i�on �nita �m3�(�)=2 para � < �
, igual que o
urreen per
ola
i�on 
on el 
luster in�nito para p > p
. En este sentido, �m3�(�)=2 esan�alogo a P1. Por otro lado, hay un n�umero in�nito de avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as que o
upan una fra

i�on nula del sistema y lo mismo su
ede 
onlos 
lusters spanning en per
ola
i�on. Bas�andose en este he
ho, Herrmann y Stanley[282℄ se re�rieron a los 
lusters spanning 
omo fra
tales vol�atiles. De la misma forma,las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as se pueden 
onsiderar 
omo fra
talesvol�atiles.
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usi�on 277En per
ola
i�on no se identi�
an distintos tipos de 
lusters spanning. En 
ambio,nosotros hemos identi�
ado las avalan
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as que, ex-
epto en el n�umero de dimensiones en que 
ruzan el sistema, no se distinguen en nadam�as. Nuestra 
lasi�
a
i�on est�a totalmente ligada a la geometr��a 
�ubi
a, pero imagine-mos, por ejemplo, que nuestras simula
iones se hi
ieran en un sistema tridimensionalesf�eri
o o piramidal, >
�omo distinguir en este 
aso una avalan
ha 1D-spanning de una2D- o 3D-spanning?. En estas geometr��as no se podr��an 
lasi�
ar igual las avalan
haspero, en prin
ipio, el 
omportamiento del sistema en el l��mite termodin�ami
o deber��aser el mismo. La 
on
lusi�on que se puede extraer de esto es que, en general, hay dostipos de avalan
has que atraviesan el sistema:Avalan
has spanning 
r��ti
as: son las avalan
has que se han 
lasi�
ado 
omo 1D-spanning, 2D-spanning y 3D-spanning 
r��ti
as. La 
ara
ter��sti
a fundamental deestas avalan
has es que o
urren solamente en el punto 
r��ti
o (�
; H
), dondesu
eden un n�umero in�nito de ellas. Adem�as, son fra
tales a todas las es
alas(� =1), 
osa que ha
e que o
upen una fra

i�on nula del sistema.Avalan
ha in�nita: 
orresponde a la avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a que seobserva para � � �
 en el 
ampo hHi3�(�) [E
. (5.135)℄. Para � = �
, estaavalan
ha es fra
tal a todas las es
alas y o
upa una fra

i�on nula del sistema.En 
ambio, para � < �
, tiene una estru
tura lo
al fra
tal pero, a distan
iasmayores que �, es 
ompa
ta, de tal forma que o
upa una fra

i�on �nita delsistema y es responsable de la dis
ontinuidad en la magnetiza
i�on.En per
ola
i�on existen unos teoremas que a�rman que el 
luster in�nito es �uni
opor en
ima del umbral de per
ola
i�on [x B.3 del ap�endi
e B℄. De forma resumida, estosteoremas se basan en demostrar que si existe un 
luster in�nito para una 
on
entra
i�onp1 < p, al o
upar m�as nodos para llegar a la 
on
entra
i�on p, la probabilidad de quese forme otro 
luster in�nito no unido 
on el ya existente es nula. Seg�un nuestrosresultados en el 3D-GRFIM, pare
e que la probabilidad de que o
urra m�as de unaavalan
ha in�nita para una 
ierta realiza
i�on de desorden es 
ero. Sin embargo, >Sonrealmente apli
ables los teoremas de uni
idad del 
luster in�nito en per
ola
i�on al
aso de la avalan
ha in�nita en el 3D-GRFIM?. En el 3D-GRFIM, el 
ampo H al queo
urren las avalan
has nos permite distinguir avalan
has que o
urren en una 
iertarealiza
i�on de desorden. Hipot�eti
amente, al disminuirH, podr��a o
urrir una avalan
hain�nita a un 
ampo H1 y otra a un 
ampo H2 < H1 que, aunque sea ve
ina de laprimera, se puede distinguir de ella por el 
ampo al que su
ede. De a
uerdo 
on este
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as de es
alado de tama~no �nitorazonamiento, un teorema de uni
idad para el RFIM deber��a in
luir el he
ho de que lasavalan
has in�nitas s�olo puedan o
urrir a un determinado 
ampo hHi3(�) que vienedado por (5.135) en el 3D-GRFIM.5.11.5. Longitud de 
orrela
i�on y geometr��aLa 
ara
teriza
i�on geom�etri
a de las 
u
tua
iones 
er
a de un punto 
r��ti
o es unproblema que se viene estudiando desde ha
e a~nos. En parti
ular, se ha estudiadoel origen f��si
o de la divergen
ia de la longitud de 
orrela
i�on en un punto 
r��ti
o.En rela
i�on 
on las transi
iones de fase a temperatura �nita en sistemas magn�eti
os,existe un esquema [283℄ basado en el he
ho de que, 
er
a de un punto 
r��ti
o, laenerg��a ne
esaria para que se forme un dominio grande es muy peque~na y, por tanto,es posible que se formen dominios grandes, 
uya dimensi�on m�axima es la longitudde 
orrela
i�on �. Realmente, debido a que 
ada regi�on en s�� misma es un subsistemaaproximadamente 
r��ti
o, apare
en 
u
tua
iones dentro de 
ada dominio, de tal formaque el estado 
r��ti
o se 
ara
teriza por dominios 
on un tama~no lineal m��nimo dadopor la distan
ia entre part��
ulas y un tama~no lineal m�aximo dado por �. Este esquemaen
aja bien 
on las observa
iones experimentales [151℄ de las 
u
tua
iones en 
uidosbinarios 
er
a de un punto 
r��ti
o. En los modelos reti
ulares, los dominios se de�nen
omo 
lusters formados uniendo todos los espines ve
inos que se en
uentran en elmismo estado. Sin embargo, es bien sabido [284℄ que, en di
hos modelos, la longitudde 
orrela
i�on no est�a aso
iada 
on el tama~no lineal del 
luster que se puede formaruniendo todos los espines ve
inos que se en
uentren en el mismo estado. Esto es debidoa que los 
lusters que se obtienen de esta forma trivial son demasiado grandes puestoque in
luyen, adem�as de los efe
tos debidos a la 
orrela
i�on, efe
tos geom�etri
os. Porejemplo, para T = 0, la 
orrela
i�on entre los espines es nula pero, en 
ambio, la granmayor��a de los espines est�an alineados formando un 
luster de ve
inos pr�oximos que seextiende a buena parte del sistema. Coniglio y Klein [285℄ demostraron que los 
lustersque est�an rela
ionados 
on la longitud de 
orrela
i�on (
lusters 
r��ti
os) en el modelode Ising son aquellos que se forman enlazando espines ve
inos en el mismo estado 
onuna probabilidad pB = 1� e�K , donde K es la 
onstante de a
oplamiento a primerosve
inos dividida por kBT . Posteriormente, este resultado se generaliz�o al modelo dePotts [286℄ y se estudiaron [287℄ las propiedades geom�etri
as de los 
lusters 
r��ti
osque se observan. El 
aso trivial de unir todos los ve
inos pr�oximos en el mismo estado
orresponde a pB = 1.En nuestro 
aso (3D-GRFIM), las avalan
has se pueden interpretar 
omo las 
u
-
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usi�on 279tua
iones a temperatura 
ero indu
idas por la varia
i�on de H. Sin embargo, >est�a sutama~no lineal rela
ionado 
on �?. Los resultados presentados en las se

iones anterioresdemuestran dos puntos importantes:i) Existen avalan
has spanning que se 
ara
terizan 
on dos dimensiones fra
talesdiferentes. En 
ambio, dentro de los errores estad��sti
os, los exponentes � y �son los mismos para todos los 
olapsos (ver los es
alados que se presentan enlas Figs. 5.4, 5.5, 5.7 y 5.19). De esto dedu
imos que el 
omportamiento de lalongitud de 
orrela
i�on es independiente del tipo de avalan
ha y, 
er
a del punto
r��ti
o, viene dado por: � = u���̂(u�v��); (5.189)donde �̂(x) � x+O(x2) para x! 0. Este 
omportamiento asegura que � � v��
uando u tiende a 
ero. Enton
es, para � = �
, en que existen todos los tipos deavalan
has spanning, las 
u
tua
iones pueden \es
oger" entre dos me
anismosdistintos para propagarse: 
on dimensi�on fra
tal df = 2:78 o bien 
on dimensi�onfra
tal d3� = 2:98.ii) � no puede estar rela
ionada 
on el tama~no lineal de la avalan
ha 3D-spanningsub
r��ti
a ya que esta avalan
ha se extiende a todo el sistema (tama~no linealin�nito en el l��mite termodin�ami
o) mientras que, tal y 
omo hemos visto, lalongitud de 
orrela
i�on es �nita para � < �
. Esto es an�alogo a lo que o
urre enel modelo de Ising t�ermi
o.Teniendo en 
uenta estas dos observa
iones, tiene sentido proponer que la longitud de
orrela
i�on en el 3D-GRFIM est�a rela
ionada 
on el tama~no lineal medio de la avalan-
ha m�as grande distinta de la avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a (avalan
ha in�nita).Por debajo de � = �
, la existen
ia de una avalan
ha in�nita (que o
upa una fra

i�on�nita del sistema) no permite a otras avalan
has sobrepasar una 
ierta longitud �nitay, por tanto, � es �nita. En 
ambio, en el punto 
r��ti
o, la avalan
ha 3D-spanningsub
r��ti
a es fra
tal a todas las es
alas, lo que permite la existen
ia de avalan
hasspanning 
r��ti
as (fra
tales a todas las es
alas) 
on un tama~no lineal in�nito, 
osa queexpli
a que � sea in�nita. Dentro de este esquema, la longitud de 
orrela
i�on est�a aso-
iada al tama~no m�aximo de los hue
os de la avalan
ha in�nita y, por tanto, tambi�enest�a aso
iada a la avalan
ha in�nita, 
osa que impli
a que los exponentes � y � no son
ara
ter��sti
os de un 
ierto tipo de avalan
has sino que est�an rela
ionados 
on todoslos tipos.
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ni
as de es
alado de tama~no �nitoEste esquema que hemos propuesto en el 3D-GRFIM es, de nuevo, similar al pro-puesto en per
ola
i�on [253, 254, 288℄. Para p > p
, la longitud de 
orrela
i�on est�a aso-
iada a los agujeros m�as grandes del 
luster in�nito que, 
omo se ha argumentadoantes, es an�alogo a la avalan
ha in�nita en el 3D-GRFIM. Dentro de los agujeros del
luster in�nito pueden existir 
lusters �nitos y, en 
onse
uen
ia, la longitud de 
orre-la
i�on tambi�en se puede aso
iar 
on el tama~no lineal t��pi
o de los 
lusters m�as grandesdistintos al in�nito. Igual que la avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a, el 
luster in�nitoes fra
tal [237℄ a es
alas menores que � y, en 
ambio, es homog�eneo (o
upa una fra

i�on�nita) a es
alas mayores.Una 
uesti�on interesante a dis
utir a nivel espe
ulativo es qu�e o
urre geom�etri
a-mente en los 
asos en que la solu
i�on de 
ampo medio sea v�alida. En este 
aso, lal��nea Hs(�) [Fig. 5.27(b.1)℄ donde tiene lugar la dis
ontinuidad en la magnetiza
i�ones una l��nea espinodal a lo largo de la que � diverge. Si � diverge, en virtud de loque se ha argumentado antes, no podr��a existir una avalan
ha que fuese homog�eneapara es
alas �nitas (tendr��an que ser es
alas mayores que �). Sin embargo, si esto esas��, no existe ninguna avalan
ha que o
upe una fra

i�on �nita del sistema en el l��mitetermodin�ami
o, de tal manera que >
�omo puede tener lugar una dis
ontinuidad en lamagnetiza
i�on?. Por otro lado, el he
ho de que la longitud de 
orrela
i�on sea in�nitapodr��a impli
ar la existen
ia de m�as de una avalan
ha spanning fra
tal a todas lases
alas (en el punto 
r��ti
o son vol�atiles [x 5.11.4℄) a lo largo de la l��nea espinodal, 
osaque 
on
uerda 
on las teor��as de nu
lea
i�on 
er
a del l��mite de metaestabilidad [17,18℄.Monette y Klein [289℄ propusieron un me
anismo para la nu
lea
i�on 
er
a de la l��neaespinodal que 
onsiste en la uni�on de varios 
lusters fra
tales 
on tama~nos lineales delorden de � (o sea, uni�on de 
lusters muy grandes). Trasladando este me
anismo a nues-tro 
aso, la dis
ontinuidad vendr��a dada por la uni�on de varias avalan
has spanningque, individualmente, no o
upan una fra

i�on �nita del sistema pero que, en 
onjunto,s�� podr��an o
uparla. Si este esquema fuese 
orre
to, enton
es la rela
i�on de hiperes
aladel tipo (5.91) podr��a no ser v�alida para estos sistemas a�un dedu
i�endola a partir del
omportamiento del sistema para � < �
.5.11.6. Animales de red. Corre

iones al es
aladoEn la se

i�on x 5.11.1 se men
ion�o que la desvia
i�on de la distribu
i�on Dns respe
toa una ley de poten
ias exa
ta podr��a estar ligada a efe
tos geom�etri
os aso
iados alas avalan
has de tama~nos peque~nos. En el ap�endi
e B, dedi
ado a la per
ola
i�on, seresumen los resultados que demuestran que la densidad de 
lusters �nitos de un 
ierto



5.11. Dis
usi�on 281tama~no n(s; p) tambi�en tiene una 
ierta desvia
i�on respe
to del 
omportamiento leyde poten
ias perfe
to, 
osa que se interpreta 
omo una 
orre

i�on al es
alado [290℄.Tales desvia
iones se pueden estudiar de forma exa
ta gra
ias a la expansi�on en series(B.30). De forma an�aloga a la expansi�on (B.30) que se propone en per
ola
i�on, en el
aso del RFIM se podr��a proponer una expansi�on del tipoDns(s; �) = L3Nns(�)Xt gstfst(�) (5.190)para la distribu
i�on de tama~nos de avalan
has no spanning. En esta expresi�on, gst esel n�umero de animales de red de tama~no s y per��metro t que se de�ne en per
ola
i�on[x B.4℄. La fun
i�on fst(�) se de�ne 
omo la probabilidad de que exista un animal detama~no s y per��metro t. En per
ola
i�on, el fa
tor fst es, sen
illamente, ps(1 � p)t yaque no hay 
orrela
i�on alguna entre los nodos ve
inos. En 
ambio, en el RFIM s�� exis-te 
orrela
i�on entre los espines (debido a la intera

i�on) y la dependen
ia de fst(�)
on � no es tan sen
illa 
omo en per
ola
i�on. En 
ualquier 
aso, la expansi�on (5.190)nos sirve para 
onven
ernos de que en la distribu
i�on Dns(s; �) intervienen fa
toresgeom�etri
os que, igual que su
ede en per
ola
i�on, pueden ser los responsables de lasdesvia
iones de Dns(s; �
) 
on respe
to al 
omportamiento exa
to de una ley de po-ten
ias. El prefa
tor L3=Nns(�) se ha introdu
ido para ha
er mejor la analog��a 
onper
ola
i�on, ya que la expansi�on (B.30) se propone para n(s; p) y, tal y 
omo demues-tran las E
s. (B.3) y (B.1), D(s; p) = n(s; p)Ld=N(p). De la E
. (5.67), dedu
imos que,para sistemas grandes, L3=Nns(�; L) ' 1= ~Nns0(�), de tal manera que las dependen
ias
on L desapare
en. En este sentido, el n�umero ~Nns0(�) en el RFIM ser��a an�alogo an(p) en per
ola
i�on.En nuestro an�alisis de las avalan
has no spanning, se han distinguido dos tipos deavalan
has: las avalan
has no spanning 
r��ti
as, a las que se ha aso
iado el 
ompor-tamiento tipo ley de poten
ias de Dns [E
. (5.169)℄, y las avalan
has no spanning no
r��ti
as a las que podr��an estar aso
iadas las desvia
iones respe
to a la ley de poten
iasque se observan para valores peque~nos de s. An�alogamente a la propuesta de Hoshenet al. [290℄ en per
ola
i�on, la distribu
i�on Dns0(�) se podr��a interpretar meramente
omo una 
orre

i�on al es
alado. Sin embargo, al analizar el n�umero de avalan
hasno spanning que o
urren por 
i
lo (Nns) en las se

iones x 4.6 y x 5.3, hemos vistoque los resultados se pueden des
ribir bien suponiendo que Nns0(�) > 0, de maneraque tiene sentido suponer que la 
orre

i�on Dns0 al es
alado no es s�olo eso sino queest�a aso
iada a un 
ierto tipo de avalan
has. De todas formas, ser��a ne
esario estudiarlas propiedades de estas avalan
has m�as a fondo para de
idir si realmente son un tipo
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Figura 5.29: (a) Nubes de puntos 
orrespondientes a los tama~nos de las avalan
has nospanning , 1D- , 2D- y 3D-spanning en fun
i�on de las dura
iones. (b.1) Intento de es
aladodel per�l promedio de las avalan
has S(t; tava) seg�un la ley de es
ala 5.191 para las se~nales
uya dura
i�on se indi
a 
on 
e
has en el gr�a�
o (a). Cada dura
i�on se ha indi
ado 
on un
olor seg�un la leyenda. (b.2) Es
alado de las se~nales 
orrespondientes a tava = 10; 20 y 30.Los 
olores son los indi
ados en las leyenda en (b.1).
de avalan
has distintas a las avalan
has no spanning no 
r��ti
as o, en 
ambio, no sepueden distinguir de estas �ultimas. Una magnitud que podr��a ser �util para estudiarestos aspe
tos es la dura
i�on de las avalan
has tava. La Fig. 5.29(a) muestra las nubesde puntos 
orrespondientes a las dura
iones de distintos tipos de avalan
has en fun
i�ondel tama~no. La nube 
orrespondiente a las avalan
has no spanning presenta un 
ambiode pendiente situado en torno a tava = 15. La dura
i�on de las avalan
has es aproxima-damente propor
ional al tama~no en la regi�on 
on tava . 15 (estas ser��an las avalan
hasno spanning no 
r��ti
as). En 
ambio, la pendiente aumenta para dura
iones mayoresy se observa un 
omportamiento tal que s � t1:75ava (avalan
has no spanning 
r��ti
as).Teniendo en 
uenta que el invariante 
orrespondiente a s y tava es I[s; tava℄ = st�d�=zava(de a
uerdo 
on las E
s. (2.72) y (5.5)), dedu
imos que df=z = 1:75, resultado queest�a de a
uerdo 
on los resultados previos de otros autores [222℄. Otro punto interesan-
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ionado 
on las dura
iones de las avalan
has es el es
alado del per�l36 promedioen fun
i�on del tiempo S(t; tava) propuesto en las Refs. [30, 224, 225℄ que, en nuestranota
i�on se es
ribir��a 
omo: S(t; tava) = td�=z�1ava ~S(t=tava): (5.191)La Fig. 5.29(b.1) muestra un intento de es
alado de a
uerdo 
on esta ley de es
ala
on df=z = 1:75. Como se puede apre
iar, �uni
amente las avalan
has 
on dura
ionesentre � 10 y � 30 (este l��mite depende del tama~no del sistema) presentan un buenes
alado (esto se apre
ia mejor en la Fig. 5.29(b.2)). En parti
ular, las se~nales 
ondura
iones peque~nas (tava = 5 en la Fig. 5.29(b.1)) no es
alan. Esta a�rma
i�on esindependiente del tama~no del sistema. Tales resultados pare
en indi
ar que las ava-lan
has peque~nas (no spanning no 
r��ti
as) tienen unas propiedades f��si
as 
laramentedistintas de las avalan
has no spanning 
r��ti
as. A su vez, el mapa tava-s muestra, unavez m�as, que las avalan
has 1D- y 2D-spanning tienen un 
omportamiento similar alas no spanning 
r��ti
as. Adem�as, las se~nales en que 
ontribuyen las avalan
has 1D- y2D-spanning es
alan bien de a
uerdo 
on la hip�otesis de es
ala 5.191.La existen
ia de dos tipos distintos de avalan
has 3D-spanning es m�as 
lara puestoque, 
omo hemos visto, son f��si
amente distintas: tienen dimensiones fra
tales distintasy, adem�as, la avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a o
upa una fra

i�on �nita del sistemapara � < �
 en el l��mite termodin�ami
o, mientras que las avalan
has 3D-spanning
r��ti
as no o
upan una fra

i�on �nita del sistema y s�olo existen en el punto 
r��ti-
o. Sin embargo, estudiando �uni
amente N3(�), se podr��a llegar a la 
on
lusi�on deque la hip�otesis de es
ala es N3 = ~N3�(uL1=�) y existe una 
orre

i�on al es
aladoL� ~N3
(uL1=�) ne
esaria para obtener una des
rip
i�on 
orre
ta de N3(�) [E
. (5.61)℄.Con respe
to al per�l S(t; tava) de las avalan
has en que hay 
ontribu
i�on de las ava-lan
has 3D-spanning (avalan
has 
on tava = 50 y 100 en la Fig. 5.29) no se observaun buen es
alado. Este es un punto interesante sobre la din�ami
a de estas avalan
hasque se deber��a estudiar 
on m�as profundidad.5.11.7. Variables de es
ala y variables de 
ontrolLos es
alados llevados a 
abo se han obtenido de forma �optima aproximando lasvariables de es
ala (u; v) en fun
i�on de las variables de 
ontrol (�;H) por las expresiones36De�nimos el per�l de una avalan
ha 
omo la 
urva que se obtiene al representar el n�umero deespines que giran en 
ada 
apa de una avalan
ha en fun
i�on del tiempo (en 
ada 
apa el tiempo sein
rementa en una unidad [x 4.3.3℄).
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as de es
alado de tama~no �nito(5.36) y (5.37) 
on A = �0:2 y B0 = 0:25. Estas expresiones nos permiten tener unaidea de 
�omo se proye
ta el espa
io de 
onstantes de a
oplamiento (relevantes) u�v enel espa
io de las variables de 
ontrol � �H. Las variables de es
ala u1 y v1 se de�nennormalizadas a �
 y H
 [x 5.1℄ y, tal normaliza
i�on se traslada a las variables de es
alau y v. Debido a esto, en esta se

i�on nos ser�a m�as 
onveniente utilizar 
oordenadasnormalizadas (�=�
; H=H
) en el espa
io f��si
o.La distan
ia al punto 
r��ti
o (PC) (u
; v
) = (0; 0) de un punto (u; v) en el espa
iode par�ametros se de�ne 
omo37: r(u; v) = pu2 + v2: (5.192)Sin embargo, en el espa
io f��si
o, la distan
ia eu
l��dea del punto (�=�
; H=H
) (
orres-pondiente a (u; v) en el espa
io de par�ametros) al punto 
r��ti
o (�
=�
; H
=H
) = (1; 1)es: r0(�;H) =s�� � �
�
 �2 + �H �H
H
 �2: (5.193)Evidentemente, ex
epto para el 
aso parti
ular u1 = 0, la distan
ia r0(�;H) no esigual a la distan
ia al punto 
r��ti
o r(u; v), de tal manera que la forma de medir ladistan
ia al punto 
r��ti
o en el espa
io f��si
o no 
orresponde a la forma sen
illa quede�ne r0(�;H). A partir de la de�ni
i�on de r(u; v) [E
. 5.192℄ y de las expresiones(5.36) y (5.37) es f�a
il ver que la distan
ia r(u; v) se puede expresar 
omor(u; v) =s�� � ��
 (�)�
 �2 + �H �H�
 (�)H
 �2; (5.194)en t�erminos de las variables de 
ontrol, donde ��
 (�) � �
(1�Au21) es un desorden 
r��ti-
o efe
tivo y H�
 (�) � H
(1�B0u1) es el 
ampo 
r��ti
o efe
tivo que ya se introdujo enla se

i�on x 5.8 [E
. (5.126)℄. La expresi�on (5.194) indi
a que la distan
ia real al punto
r��ti
o de un punto 
ualquiera (�=�
; H=H
) en el espa
io f��si
o se obtiene midi�endolahasta un punto 
r��ti
o efe
tivo (PC�(�)) de 
oordenadas (��
 (�)=�
; H�
 (�)=H
) quedependen de �. De he
ho, PC�(�) no es un punto en el espa
io f��si
o sino que dependede �, de tal manera que la transforma
i�on del punto 
r��ti
o PC de�ne un 
onjunto depuntos PC�(�) en el espa
io f��si
o parametrizados por �.Por ejemplo, los puntos equidistantes al punto 
r��ti
o se en
uentran sobre una
ir
unferen
ia en el espa
io de par�ametros [Fig. 5.30(a)℄. En 
ambio, en el espa
io37Las variables de es
ala son las 
oordenadas aso
iadas a las dire

iones relevantes en una baseortonormal fêu; êvg, de manera que la distan
ia se de�ne simplemente 
omo en un espa
io eu
l��deoest�andar.
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Figura 5.30: La l��nea 
ontinua indi
a el lugar geom�etri
o 
orrespondiente a los puntosequidistantes al punto 
r��ti
o (PC) en (a) el espa
io de 
ontantes de a
oplamiento y (b)en el espa
io f��si
o. La 
urva gris en (b) 
orresponde a los puntos 
r��ti
os efe
tivos (PC�)
on 
oordenadas ���
 (�)�
 ; H�
 (�)H
 � en el espa
io f��si
o. Se ha representado la re
ta H�
 (�)=H
que se interpreta 
omo el eje de abs
isas en el espa
io resultante de proye
tar el espa
iode par�ametros en el espa
io f��si
o. Como ejemplo, se ha indi
ado uno de los radios r y susproye

iones sobre el eje de abs
isas rotado.f��si
o, di
hos puntos se en
uentran sobre una 
urva 
ir
ular que viene dada por laE
. (5.194) 
on r 
onstante [Fig. 5.30(b)℄. Los puntos de esta 
urva son equidistantesa la 
urva PC�(�) [l��nea gris en la Fig. 5.30(b)℄. En la Fig. 5.30(b) se ha indi
adoesquem�ati
amente que la re
ta H�
 (�)=H
 se puede interpretar 
omo el eje de abs
isasrespe
to al que se mide la distan
ia r al punto 
r��ti
o. Esta re
ta est�a rotada respe
toal eje H = 0 y es por esto que a la 
orre

i�on propor
ional a B0 en el desarrollo de v[E
. (5.25)℄ se le llama rota
i�on.La 
urvatura de PC�(�) es debida �uni
amente al t�ermino propor
ional a A queapare
e en ��
 (�). De 
ualquier forma, la 
orre

i�on Au21 en la variable u no es esen
ial-mente ne
esaria si se ha
en es
alados 
on sistemas de tama~no su�
ientemente grande[x 5.1℄. Sin embargo, el t�ermino B0u1 (t�ermino de in
lina
i�on) que apare
e en el des-arrollo de v s�� juega un papel esen
ial en el l��mite termodin�ami
o debido a que (i) noexiste ninguna raz�on basada en las simetr��as del problema por la que B0 debiera ser0 y (ii) 1=� > 1=�. En 
ambio, si fuese 1=� < 1=�, el t�ermino B0u1 en el desarrollode v no ser��a importante y, en 
ambio, s�� lo ser��a el t�ermino A0v1 en el desarrollo de u[E
. (5.24)℄, lo que se podr��a interpretar 
omo una rota
i�on del eje � = 0.
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as de es
alado de tama~no �nitoLa 
on
lusi�on que se puede extraer de todo esto es que, siempre que 1=� 6= 1=�existe una rota
i�on al proye
tar el espa
io de par�ametros sobre el espa
io f��si
o (siempreque no est�e prohibida por simetr��a38). El he
ho de que 1=� 6= 1=� est�e ligado a unaasimetr��a de la longitud de 
orrela
i�on 
on respe
to a las variables u y v [E
. (5.189)℄,nos lleva a 
on
luir que las rota
iones de la proye

i�on del espa
io de par�ametrossobre el espa
io f��si
o est�an muy rela
ionadas 
on el 
omportamiento de la longitudde 
orrela
i�on en un determinado problema.A parte de esto, en la se

i�on x 5.11.3 se ha dis
utido que es fa
tible que tantoel 3D-GRFIM a T = 0 en equilibrio 
omo toda una serie de modelos 
on din�ami
ametaestable at�ermi
a-adiab�ati
a 
on giros de n < nmax espines se en
uentren sobrela misma super�
ie 
r��ti
a (tienen el mismo 
onjunto de exponentes 
r��ti
os). Si estoes as��, es de esperar que la rota
i�on juegue un papel relevante en todos estos modelos(siempre que39 B0(n�1max) no sea nulo40).5.12. Resumen y 
on
lusionesEn el presente 
ap��tulo y en el anterior se han presentado resultados rela
ionados
on el 3D-GRFIM 
on din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a. Todos estos resul-tados intentan aportar algo a los puntos que motivan el estudio que hemos llevadoa 
abo (enumerados en la se

i�on x 4.2). El punto 
entral en todo el estudio ha sidoel an�alisis de los efe
tos de tama~no �nito 
on hip�otesis de es
ala que se han visto
on�rmadas obteniendo buenos es
alados de los datos 
orrespondientes a sistemas 
ontama~nos 
omprendidos entre L = 5 y L = 180. Tener en 
uenta los efe
tos de tama~no�nito es importante porque las avalan
has se ha
en muy grandes 
er
a de �
 de talmanera que no es posible aproximarse a �
 sin que aparez
an estos efe
tos que no sedeben obviar si se pretende ha
er un an�alisis 
orre
to del modelo (obviar di
hos efe
-tos 
onlleva la obten
i�on de exponentes que dependen de los par�ametros del problemay, debido a esto, no se pueden 
onsiderar 
omo exponentes 
r��ti
os rigurosos). Esta38En la se

i�on x 2.2.5 [E
s. (2.36) y (2.37)℄ se argument�o que en el modelo de Ising t�ermi
olos t�erminos que dan lugar a rota
iones son nulos por simetr��a en las variables de es
ala uT y uHrela
ionadas 
on la temperatura y el 
ampo.39En prin
ipio B0 depende de n�1max ya queB0(nmax) = �v(�;H)�� �����
(n�1max);H
(n�1max) ; (5.195)por de�ni
i�on a partir del desarrollo (5.25).40Por razones de simetr��a no tiene porqu�e ser B0(n�1max) = 0 para ning�un valor de n�1max.
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i�on se puede apli
ar tambi�en a otros modelos similares al 3D-GRFIM,
omo el RBIM, el SDIM o el RAIM.El primer resultado importante que se ha obtenido es que, 
on el �n de 
onseguiruna buena des
rip
i�on de los datos num�eri
os, ha sido ne
esario distinguir entre dis-tintos tipos de avalan
has que se 
omportan de forma diferente al variar el tama~nodel sistema. Durante las simula
iones, las avalan
has se han 
lasi�
ado en 
uatro ti-pos: no spanning, 1D-, 2D- y 3D-spanning. Adem�as, las avalan
has 3D-spanning sehan 
lasi�
ado en dos tipos: avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as 
on dimensi�on fra
tald3� = 2:98 y avalan
has 3D-spanning 
r��ti
as 
on dimensi�on fra
tal df = 2:78. Estadimensi�on fra
tal �ultima 
orresponde tambi�en a las avalan
has 1D- y 2D-spanning. Enprin
ipio, la 
lasi�
a
i�on de las avalan
has 3D-spanning en dos tipos se ha llevado a
abo de manera indire
ta para obtener unos buenos es
alados de tama~no �nito. Sin em-bargo, posteriormente se han propuesto m�etodos aproximados que permiten 
lasi�
arlas avalan
has 3D-spanning durante las simula
iones. Con el �n de obtener es
aladosde tama~no �nito a
eptables, tambi�en hemos propuesto la existen
ia de dos tipos deavalan
has no spanning : avalan
has no spanning 
r��ti
as y avalan
has no spanning no
r��ti
as. Las avalan
has no spanning no 
r��ti
as son aquellas 
uyo tama~no es indepen-diente del tama~no del sistema y 
uyo n�umero es propor
ional a L3. Las avalan
has nospanning 
r��ti
as tienen la misma dimensi�on fra
tal df = 2:78 que las avalan
has 1D-,2D- y 3D-spanning 
r��ti
as.Los resultados presentados permiten tambi�en proponer un esquema del 
omporta-miento del modelo en el l��mite termodin�ami
o en fun
i�on de � y H: las avalan
has nospanning no 
r��ti
as existen para 
ualquier valor de � > 0 y de H. Para � < �
, lasavalan
has no spanning no 
r��ti
as 
oexisten 
on la avalan
ha in�nita (3D-spanningsub
r��ti
a) que o
upa una fra

i�on �nita del sistema, o
urre a un 
ampoH = hHi3�(�)y es la responsable de la dis
ontinuidad de la magnetiza
i�on. Para � = �
, adem�as delas avalan
has no spanning no 
r��ti
as, existen un n�umero in�nito de avalan
has nospanning 
r��ti
as que o
urren para H = H
 y tambi�en un n�umero in�nito de avalan-
has 1D-, 2D- y 3D-spanning 
r��ti
as que tambi�en o
urren a H = H
 y tienen unaestru
tura fra
tal a todas las es
alas. Por �ultimo, para � > �
, �uni
amente existenavalan
has no spanning no 
r��ti
as que se extienden a todos los 
ampos.El an�alisis que se ha presentado ha permitido llegar a la 
on
lusi�on de que el
ambio de magnetiza
i�on aso
iado a las avalan
has 3D-spanning sub
r��ti
as en el l��mitetermodin�ami
o �m3�(�) se 
omporta 
omo un par�ametro de orden: por un lado,�m3� = 0 para 
ualquier � � 0 y, por otro, �m3� � juj�3�, tal y 
omo se dedu
e de
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as de es
alado de tama~no �nitoforma auto
onsistente.Del estudio de la masa mediaM�(`; �) en fun
i�on de la es
ala ` se han obtenido lasdimensiones fra
tales 
orrespondientes a 
ada uno de los tipos de avalan
has spanning.En primer lugar, de esta forma se han 
on�rmado, por un pro
edimiento independiente,los resultados obtenidos a partir de los es
alados de tama~no �nito de los momentosk-�esimos de las distribu
iones integradas. En segundo lugar, el 
omportamiento para� < �
 de la masa promedio 
orrespondiente a la avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
aindi
a que la longitud de 
orrela
i�on � es �nita por debajo de �
. Como 
onse
uen
ia,
on
luimos que la l��nea hHi3�(�), donde o
urre la dis
ontinuidad del par�ametro deorden, 
orresponde a una transi
i�on de primer orden est�andar y � diverge �uni
amenteen el punto 
r��ti
o. En ter
er lugar, el bajo valor del prefa
tor M�3�(�
) = 0:65 indi
aque la avalan
ha 3D-spanning sub
r��ti
a s�olo o
upa (aleatoriamente) una fra

i�on 0:65de un fra
tal de dimensi�on d3� = 2:98.Los es
alados de tama~no �nito llevados a 
abo han permitido obtener aproxima
io-nes a las variables de es
ala u y v que van m�as all�a de las variables de es
ala habitualesa primer orden u1 = (� � �
)=�
 y v1 = (H � H
)=H
. Por un lado, de los es
aladosde tama~no �nito 
orrespondientes a magnitudes integradas, se ha llegado a la 
on-
lusi�on de que la aproxima
i�on a u que permite obtener unos es
alados �optimos esu2 = u1 + Au21 
on A = �0:2, que 
ontrasta 
on la variable u3 = (� � �
)=� utilizadaen trabajos previos seg�un la 
ual ser��a A = �1. Se ha demostrado que la 
orre

i�on Ano es esen
ial para obtener buenos es
alados si se utilizan datos 
orrespondientes a sis-temas su�
ientemente grandes, pero s�� es �util para obtener es
alados de buena 
alidaden el 
aso en que intentemos es
alar un 
onjunto de datos 
orrespondientes a sistemaspeque~nos. Por otro lado, se ha demostrado que, tal y 
omo ya hab��an notado otrosautores [198, 222℄ (sin tener en 
uenta el tama~no �nito), la variable v involu
ra una
orre

i�on que depende del desorden y que resulta esen
ial para obtener buenos es
a-lados, a�un en el l��mite termodin�ami
o. Finalmente, de los es
alados 
orrespondientesa las magnitudes no integradas, se ha obtenido v = v1 +B0u21 
on B0 = 0:25� 0:10.Como 
on
lusi�on �nal, se~nalar que los resultados mostrados indi
an que no es ne-
esario simular sistemas muy grandes para estimar los exponentes 
r��ti
os para estemodelo sino que es ventajoso utilizar sistemas no tan grandes para obtener mejorestad��sti
a y poder identi�
ar los distintos tipos de avalan
has y, eliminar as�� las de-penden
ias de los exponentes 
r��ti
os 
on los par�ametros del modelo.


