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Ap�endi
e ATeor��a de la elasti
idad
La teor��a de la elasti
idad estudia la me
�ani
a de los s�olidos 
onsider�andolos 
o-mo medios 
ontinuos. Si las deforma
iones del s�olido tienen lugar a es
alas mu
homayores que la at�omi
a, la aproxima
i�on de medio 
ontinuo es a
eptable. Se puededemostrar [376℄ que en el 
aso en que el desplazamiento de los �atomos respe
to desu posi
i�on de equilibrio var��e po
o 
on respe
to a las distan
ias interat�omi
as, lateor��a mi
ros
�opi
a se redu
e a la de medio 
ontinuo. En este ap�endi
e se resume lateor��a 
l�asi
a de la elasti
idad [347℄. En la se

i�on x A.1 se introdu
e el tensor dedeforma
iones que permite rela
ionar las 
ara
ter��sti
as geom�etri
as de un s�olido an-tes y despu�es de la deforma
i�on. Tras la des
rip
i�on formal de las deforma
iones, seintrodu
e el tensor de esfuerzos (x A.2) que permite des
ribir las fuerzas que 
ausanlas deforma
iones y, de esta manera, poder obtener la e
ua
i�on de movimiento de uns�olido 
onsider�andolo 
omo un medio 
ontinuo. Finalmente, se introdu
e la rela
i�onentre el tensor de esfuerzos y el tensor de deforma
iones (rela
i�on 
ausa-efe
to).

A.1. Tensor de deforma
ionesLos s�olidos se pueden deformar por diversas 
ausas. El 
aso m�as 
om�un es ladeforma
i�on por la apli
a
i�on de un esfuerzo externo. Sin embargo, existen me
anismosinternos 
omo, por ejemplo, las transi
iones de fase estru
turales. En esta se

i�on seva a 
onsiderar una deforma
i�on gen�eri
a sin tener en 
uenta el me
anismo por el quese produ
e. Para �jar ideas, supongamos una deforma
i�on 
omo la que se esquematizaen la Fig. A.1(a). A 
ausa de la deforma
i�on, un punto gen�eri
o P , 
on 
oordenadas~x = (x1; x2; x3) en la base fê1; ê2; ê3g, se transforma en un punto P 0 
on 
oordenadas405
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2ê

1̂e

3ê
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Figura A.1: (a) Esquema de una deforma
i�on gen�eri
a 
on ve
tor desplazamiento ~u(~x). (b)Transforma
i�on de un elemento de longitud en la deforma
i�on presentada en (a).~x0 = (x01; x02; x03). El ve
tor desplazamiento de esta deforma
i�on viene dado por:~u = ~x0 � ~x: (A.1)En general, el desplazamiento depende de 
ada punto en su posi
i�on ini
ial, de talforma que ~u = ~u(~x). Esta des
rip
i�on de la deforma
i�on es la de Lagrange, tambi�enllamada des
rip
i�on material en el sentido de que se sigue 
ada uno de los puntos delmaterial durante la transforma
i�on. Existe una des
rip
i�on alternativa que 
onsisteen situarse en un determinado punto del sistema de referen
ia y permane
er en �eldurante la deforma
i�on observando 
�omo el s�olido \
uye" por di
ho punto. �Esta esla des
rip
i�on de Euler o espa
ial. En lo que sigue, utilizaremos la des
rip
i�on deLagrange. Veamos, en primer lugar, 
�omo afe
ta la transforma
i�on al elemento delongitud d~l = (dx1; dx2; dx3) que, antes de la deforma
i�on, une dos puntos P y Q[Fig. A.1(b)℄ situados en ~x y ~x + d~l, respe
tivamente. El m�odulo al 
uadrado de d~l
ambia 
omo dl2 = dxidxi �! dl02 = dx0idx0i; (A.2)donde, tal y 
omo haremos de aqu�� en adelante en este ap�endi
e, se ha apli
ado el
onvenio de Einstein de suma a ��ndi
es repetidos. A partir de la E
. (A.1) se dedu
e



A.1. Tensor de deforma
iones 407que los diferen
iales fdxig transforman 
omodxi �! dx0i = dxi + dui � Aijdxj; (A.3)donde se ha de�nido el tensor de 
ambio de 
oordenadas Aij 
omo:Aij = Æij + �ui�xj : (A.4)As�� pues, introdu
iendo el 
ambio de los diferen
iales de las 
oordenadas en la E
. (A.2),llegamos a dl02 = AkiAkjdxidxj � dl2 + 2"ijdxidxj; (A.5)donde se ha de�nido el tensor de deforma
iones "ij 
omo:"ij � 12 (AkiAkj � Æij) = 12 ��ui�xj + �uj�xi + �uk�xi �uk�xj � ; (A.6)que es 
laramente sim�etri
o.Debido a la deforma
i�on, la longitud y la dire

i�on del elemento de longitud d~l[Fig. A.1(b)℄ 
ambian. Suponiendo que la dire

i�on de d~l viene dada por el ve
torunitario n̂ (d~l = dln̂), el 
ambio relativo de longitud viene dado pordl0 � dldl = "ij dxidxjdl2 = "ijninj: (A.7)Para llegar a esta expresi�on, se ha utilizado la E
. (A.5) y se ha he
ho la hip�otesis deque 2"ijdxidxj � dl2 (deforma
iones peque~nas). A nivel de nota
i�on, la E
. (A.7) sepuede expresar de forma m�as 
ompa
ta 
omo:dl0 � dldl = n̂� $" �n̂: (A.8)Las 
omponentes del ve
tor n̂ 
ambian 
omo1:ni �! n0i = AijnjpApkAplnknl : (A.9)El denominador es, simplemente, la normaliza
i�on del ve
tor n̂0. En fun
i�on del tensorde deforma
i�on, se expresa 
omo p1 + 2"klnknl y, para deforma
iones peque~nas, sepuede aproximar por 1 + "klnknl.Por otro lado, el tensor de deforma
iones se puede aproximar 
omo"ij ' 12 ��ui�xj + �uj�xi� (A.10)1Las 
omponentes de un ve
tor 
ualquiera 
ambian siguiendo la transforma
i�on (A.3).



408 Ap�endi
e A. Teor��a de la elasti
idaden el 
aso en que las deforma
iones sean su�
ientemente peque~nas. Esto es as�� porqueel t�ermino �uk�xi �uk�xj es de segundo orden 
on respe
to a los t�erminos que se han retenidoen la aproxima
i�on (A.10).Con esta aproxima
i�on, y suponiendo un 
ampo de desplazamientos irrota
ional2,se pueden expresar las 
omponentes de n̂0 en fun
i�on del tensor de deforma
iones�uni
amente: n0i = (Æij + "ij)nj1 + "klnknl : (A.11)Por otro lado, el 
ambio que experimenta un elemento de volumen tras la defor-ma
i�on viene dado por: dV �! dV 0 = jDet($A)jdV; (A.12)ya que el Ja
obiano de la transforma
i�on en este 
aso viene dado por el determinantedel tensor $A. Tomando 
omo base del problema aquella en que $A es diagonal y des-pre
iando t�erminos de orden superior a 1 en las derivadas (deforma
iones peque~nas),obtenemos: jDet($A)j = jA11A22A33j ' 1 + �ui�xi ; (A.13)donde se ha utilizado la E
. (A.4).En la aproxima
i�on que se ha utilizado de deforma-
iones peque~nas, el determinante de $A se puede es
ribir 
omojDet($A)j = 1 + Tr($" ); (A.14)utilizando la E
. (A.10). Introdu
iendo ahora la rela
i�on (A.14) en la E
. (A.12), seobtiene que el 
ambio relativo de volumen es la traza del tensor de deforma
iones:dV 0 � dVdV = Tr($" ): (A.15)Teniendo en 
uenta que la traza de un tensor es invariante bajo 
ambios de base,
on
luimos que el 
ambio de volumen es independiente de la base utilizada, de talforma que el resultado (A.15), dedu
ido en la base en que $A es diagonal, es v�alidopara 
ualquier base. No obstante, es importante tener presente que di
ho resultado esv�alido s�olo en el 
aso en que las deforma
iones son su�
ientemente peque~nas.Hasta este punto hemos visto que el tensor de deforma
iones $" de�ne totalmenteel 
ambio del m�odulo de un elemento de longitud [E
. (A.8)℄ as�� 
omo el 
ambio deun elemento de volumen [E
. (A.15)℄. Sin embargo, la dire

i�on de un elemento delongitud se puede expresar en fun
i�on de $" �uni
amente en el 
aso en que el 
ampo de2Un 
ampo de desplazamientos ~u es irrota
ional si r � ~u = ~0, lo que impli
a que �ui�xj = �uj�xi y,enton
es, "ij = �ui�xj en la aproxima
i�on (A.10).
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iones 409desplazamientos sea irrota
ional, siendo ne
esario, en general, utilizar el tensor $A dela transforma
i�on de 
oordenadas.A.1.1. E
ua
iones de 
ompatibilidadDebido a que el tensor de deforma
iones es sim�etri
o, puede tener 6 
omponentes in-dependientes 
omo m�aximo. Sin embargo, la E
. (A.6) demuestra que, si se espe
i�
anlas tres 
omponentes de ~u, las seis 
omponentes de $" quedan totalmente determinadas.En 
onse
uen
ia, si el 
ampo de desplazamientos es 
ontinuo, no es posible que las seis
omponentes de $" sean independientes entre s��. En efe
to, se puede demostrar [377℄que se 
umple la 
ondi
i�on de 
ompatibilidad de St. Venantr� (r� $" ) =$0 ; (A.16)que en, tres dimensiones, da seis e
ua
iones de 
ompatibilidad que se pueden es
ribirde forma resumida 
omo [82℄:�2"ii�x2j + �2"jj�x2i = �2"ij�xi�xj ; i 6= j;�2"jk�xi�xk + �2"ik�xj�xk � �2"ij�x2k = 2 �2"kk�xi�xj ; i 6= j 6= k 6= i: (A.17)De 
ada una de estas dos e
ua
iones se dedu
en tres independientes que dan lugar alas seis e
ua
iones de 
ompatibilidad. A partir de razonamientos geom�etri
os simplesse puede entender la ne
esidad de que existan las e
ua
iones de 
ompatibilidad. Su-pongamos que un s�olido el�asti
o se divide en peque~nos paralelep��pedos y 
ada uno delos fragmentos se deforma seg�un las seis 
omponentes independientes de $" . Si unimostodas las partes deformadas para obtener un s�olido deformado, es f�a
il 
on
ebir quelas 
omponentes del tensor de deforma
iones deben 
umplir 
iertas rela
iones paraque los distintos paralelep��pedos en
ajen de forma 
ontinua. Estas rela
iones vienendadas pre
isamente por las e
ua
iones de 
ompatibilidad (A.17). Di
ho de otra for-ma: las e
ua
iones de 
ompatibilidad son ne
esarias para que las deforma
iones en loss�olidos sean 
ontinuas. Sin embargo, si existen defe
tos en el s�olido que introdu
endis
ontinuidades en el 
ampo de desplazamientos ~u, no tienen porqu�e 
umplirse las
ondi
iones de 
ompatibilidad.
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idadA.2. Tensor de esfuerzos. E
ua
i�on de movimientoEn la se

i�on anterior se ha estudiado 
�omo se pueden des
ribir geom�etri
amente lasdeforma
iones en un s�olido. Sin embargo, no se han 
onsiderado las fuerzas 
ausantesde la deforma
i�on. En este apartado se pretende introdu
ir una des
rip
i�on de lasfuerzas que produ
en las deforma
iones as�� 
omo la din�ami
a de di
has deforma
iones.La e
ua
i�on de movimiento durante una deforma
i�on en un s�olido se obtiene deforma sen
illa a partir de la segunda ley de Newton (Vol. 2 de la Ref. 32). Es de
ir,igualando el 
ambio en la 
antidad de movimiento del s�olido a las fuerzas que a
t�uansobre �el. El 
ambio de la 
antidad de movimiento durante la deforma
i�on viene dadopor: ��t ZV ��~u�t dV; (A.18)donde � es la densidad del material que, en general, depende de la posi
i�on.En 
uanto a las fuerzas que a
t�uan sobre un elemento de volumen dV , se pueden
lasi�
ar en dos tipos: fuerzas externas al s�olido y fuerzas internas. Las primeras,
omo su nombre indi
a, son fuerzas debidas al entorno del s�olido, 
omo por ejemplo lagravedad. Este tipo de fuerzas a
t�uan sobre todo el volumen del s�olido y, debido a esto,tambi�en se llaman fuerzas de volumen. Las denotaremos 
omo ~F vol o, por unidad devolumen, 
omo ~f vol. Las fuerzas internas que a
t�uan sobre un elemento in�nitesimaldel sistema, en 
ambio, son debidas a la intera

i�on de di
ho elemento 
on el resto delsistema.Para des
ribir el 
omportamiento de las fuerzas internas, 
onsideremos un elementode volumen 
omo el que se presenta esquem�ati
amente en la Fig. A.2(a). En prin
ipio
onsideraremos que el elemento de volumen es un paralelep��pedo 
on 
aras paralelasa los planos del sistema de 
oordenadas de�nido por la base fêig. Sin embargo, losresultados �nales son v�alidos para 
ualquier forma geom�etri
a del elemento de volumen[32℄. Denotamos 
omo 
ara i-�esima aquella que es perpendi
ular al ve
tor êi. Si lasdimensiones del elemento de volumen son su�
ientemente peque~nas y el elemento devolumen se en
uentra en equilibrio, las fuerzas que a
t�uan sobre 
aras opuestas soniguales en m�odulo y de sentido opuesto. Este es el motivo por el que s�olo se ha indi
adola fuerza que a
t�ua sobre una de las 
aras opuestas. Consideremos ahora, en parti
ular,la 
ara 3 [Fig. A.2(b)℄. El ve
tor normal a esta 
ara es n̂3 � ê3. Si el �area S3 de la
ara es su�
ientemente peque~na, es l�ogi
o pensar que la fuerza ~F3 que a
t�ua sobredi
ha 
ara es propor
ional al �area S3, de tal forma que la fuerza por unidad de �areaes independiente de S3 [32℄. Esto ha
e que se a
ostumbre a utilizar la magnitud ~F3=S3
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ê1 ê2ê3 S1 S2S3n̂1 n̂2

n̂3~F1 ~F2~F3 (b)
S3 ~F3=S3�13ê1 �23ê2�33ê3n̂3

Figura A.2: (a) Fuerzas que a
t�uan sobre las 
aras de un paralelep��pedo en equilibrio. (b)Des
omposi
i�on en la base fêig de la fuerza por unidad de super�
ie ~F3=S3 que a
t�ua sobrela 
ara tres del paralelep��pedo. La des
omposi
i�on viene dada por los elementos f�i3g deltensor de esfuerzos.en vez de ~F3. En la base fêig, esta magnitud se expresa 
omo:~F3S3 = �i3êi; (A.19)donde se ha de�nido �i3 = Fi3S3 : (A.20)Para la 
ara 1 y 2 del paralelep��pedo de la Fig. A.2(a) se pueden de�nir magnitudesan�alogas: �i1 = Fi1S1 ; (A.21)y �i2 = Fi2S2 : (A.22)De esta forma se ha de�nido un 
onjunto de 9 es
alares (tres para 
ada 
ara) que
ara
terizan la fuerza por unidad de super�
ie que a
t�ua sobre una determinada 
ara.En forma matri
ial, podemos es
ribirlos 
omo(�ij) = 0B� �11 �12 �13�21 �22 �23�31 �32 �33 1CA (A.23)El elemento �32, por ejemplo, es la 
omponente en la dire

i�on ê3 de la fuerza ~F2 quea
t�ua sobre la 
ara 2. Los elementos de la matriz anterior 
orresponden a los elementos
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e A. Teor��a de la elasti
idaddel tensor de esfuerzos $� en la base fêig. En forma 
ompa
ta lo simbolizaremos 
omo:$�= �ij êi 
 êj: (A.24)Con esta nota
i�on, la fuerza sobre la 
ara 3, por ejemplo, se puede expresar 
omo:~F3 =$� �ê3S3; (A.25)ya que $� �ê3 = �ij êi 
 êj � ê3| {z }Æj3 = �i3êi; (A.26)lo que demuestra que la expresi�on (A.25) lleva a (A.19).Es sen
illo 
onven
erse de que la fuerza que a
t�ua sobre una super�
ie 
on orien-ta
i�on dada por el ve
tor unitario gen�eri
o n̂ se puede expresar en t�erminos del tensorde esfuerzos 
omo [32℄: ~F = �ijnj êiS =$� �n̂S: (A.27)Una vez 
ara
terizadas todas las fuerzas que a
t�uan sobre un elemento de volumen,la e
ua
i�on de movimiento se puede es
ribir 
omo:��t ZV ��~u�t dV = ZV ~f voldV + ZS $� �n̂dS; (A.28)que, utilizando el teorema integral de la divergen
ia, es posible es
ribir en forma dife-ren
ial 
omo: ��ui = f voli + ��ij�xj : (A.29)A.3. Tensor de 
onstantes el�asti
asPara trabajar 
on la e
ua
i�on diferen
ial (A.29) es �util introdu
ir una rela
i�on entreel tensor de esfuerzos y el tensor de deforma
iones. Es 
om�un aproximar esta rela
i�ona primer orden 
omo: �ij = Cijkl"kl: (A.30)Esta aproxima
i�on es la ley de Hooke generalizada. Los 
oe�
ientes fCijklg son las 
ons-tantes el�asti
as y forman un tensor de 
uarto orden $C (tensor de 
onstantes el�asti
as).Dado que tanto el tensor de deforma
iones 
omo el tensor de esfuerzos son sim�etri
os,las 
onstantes el�asti
as 
umplen:Cijkl = Cjikl = Cijlk: (A.31)
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as 413Pares (ij; kl) 11 22 33 23,32 13,31 12,21# # # # # #Voigt (I; J) 1 2 3 4 5 6Cuadro A.1: Corresponden
ia de ��ndi
es en la nota
i�on de Voigt.A partir de estas simetr��as se dedu
e que el tensor de 
onstantes el�asti
as no puedetener m�as de 36 elementos independientes. Mediante argumentos termodin�ami
os, sepuede ver que el n�umero de 
onstantes el�asti
as independientes se redu
e a 21. Esten�umero se ve redu
ido m�as a�un dependiendo de las simetr��as del 
ristal en 
uesti�on.Por ejemplo, en un 
ristal 
�ubi
o hay solamente 3 
onstantes el�asti
as independientesy, en un medio is�otropo, este n�umero se redu
e a 2.Introdu
iendo la rela
i�on (A.30) en la e
ua
i�on de movimiento (A.29) y 
onside-rando la aproxima
i�on (A.10) para el tensor de deforma
i�on, obtenemos:��ui = fi + ��xj �Cijkl�uk�xl � ; (A.32)que es la e
ua
i�on de movimiento para un medio lineal3.A.3.1. Nota
i�on de VoigtTal y 
omo hemos visto, tanto el tensor de deforma
iones 
omo el de esfuerzosson sim�etri
os y, debido a esto, las 
onstantes el�asti
as fCijklg son sim�etri
as en lospares de ��ndi
es ij y kl [E
. (A.31)℄. Gra
ias a estas simetr��as es posible de�nir unanota
i�on muy �util que permite expresar los tensores $" y $� 
omo ve
tores y el tensor $C
omo una matriz. Di
ha nota
i�on, llamada nota
i�on de Voigt [378℄, 
onsiste en ha
er
orresponder un �uni
o ��ndi
e a un par de ��ndi
es respe
to al que es sim�etri
o un tensor.De esta forma "ij �! "I (A.33)�ij �! �ICijkl �! CIJ ;donde los ��ndi
es en may�us
ulas 
orresponden a la nota
i�on de Voigt y toman valoresenteros entre 1 y 6. El 
uadro A.1 resume la de�ni
i�on de di
hos ��ndi
es en fun
i�on delos pares de ��ndi
es originales.3Se 
onsidera 
omo medio lineal aquel para el que es v�alida la ley de Hooke generalizada.



414 Ap�endi
e A. Teor��a de la elasti
idadEs pre
iso se~nalar que, aunque 
on la nota
i�on de Voigt se redu
e el n�umero de��ndi
es en los tensores a los que se apli
a, di
ha opera
i�on no es una 
ontra

i�on en elsentido en que se de�ne usualmente dentro del mar
o del �algebra tensorial.



Ap�endi
e BPer
ola
i�onEn este ap�endi
e se introdu
en algunas ideas sobre per
ola
i�on que son importantespara la dis
usi�on de varios puntos rela
ionados 
on los resultados que se muestran del3D-GRFIM en los 
ap��tulos 4 y 5. El resumen se 
entra b�asi
amente en la per
ola
i�onde nodos1 y se estru
tura de la siguiente forma: en la se

i�on x B.1 se presenta lade�ni
i�on de la per
ola
i�on de nodos y las magnitudes m�as 
omunes que se estudianen rela
i�on 
on este modelo. En la se

i�on siguiente [x B.2℄ se introdu
en algunas ideassobre el an�alisis de la per
ola
i�on desde el punto de vista de los fen�omenos 
r��ti
os.En la se

i�on x B.3 se introdu
e la ne
esidad de distinguir entre 
lusters in�nitos y
lusters spanning y se dis
ute el signi�
ado de la rela
i�on de hiperes
ala en per
ola
i�on.Finalmente, en la se

i�on x B.4, se de�ne el 
on
epto de animal de red que permiteentender desde un punto de vista geom�etri
o el 
omportamiento de la densidad de
lusters que se de�ne en la se

i�on x B.1.B.1. De�ni
iones fundamentalesEl modelo m�as simple que in
luye desorden es, posiblemente, el modelo de per
o-la
i�on [243, 253, 254, 379℄. Este modelo se de�ne sobre una red tal que, 
ada uno desus nodos puede estar, aleatoriamente, en dos estados distintos, a los que es habitualreferirse 
omo estado \lleno" (u o
upado) y estado \va
��o" (o no o
upado). En laversi�on m�as 
om�un de la per
ola
i�on se supone que un 
ierto nodo est�a, independien-temente del estado de sus ve
inos, o
upado 
on una probabilidad p o va
��o 
on unaprobabilidad q = 1 � p. Adem�as, se supone que la probabilidad p es esta
ionaria, esde
ir, es igual para todos los nodos. Los nodos o
upados pueden estar solos (todos1Site per
olation en ingl�es. 415
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ola
i�onsus ve
inos va
��os) o bien formar grupos de un 
ierto n�umero de ve
inos. Un grupode ve
inos se a
ostumbra a llamar 
luster, que se de�ne 
omo el 
onjunto de nodoso
upados que se pueden 
one
tar 
on enla
es a primeros ve
inos. El tama~no o masade un 
luster, que denotaremos por s, se de�ne 
omo el n�umero total de nodos queforman di
ho 
luster. El n�umero medio de 
lusters �nitos N(s; p) de tama~no s queo
urren en fun
i�on de p es, l�ogi
amente, m�as grande 
uanto mayor es el tama~no de lared. Por ello es mejor trabajar 
on una magnitud intensiva n(s; p) que se de�ne 
omoel n�umero medio de 
lusters �nitos de tama~no s que o
urren por unidad de nodo enfun
i�on de p. Suponiendo una red hiper
�ubi
a d-dimensional de L nodos por lado,n(s; p) � N(s; p)Ld : (B.1)Esta magnitud no es m�as que la densidad media de 
lusters �nitos de tama~no s.Sumando n(s; p) a todos los valores de s se obtiene el n�umero medio total de 
lusters�nitos por unidad de nodo para un 
ierto valor de p. Denotaremos esta densidad de
lusters �nitos 
omo n(p) y, matem�ati
amente, viene dada por:n(p) �Xs n(s; p): (B.2)La magnitud extensiva aso
iada a n(p) es el n�umero total de 
lusters �nitos N(p) �n(p)Ld.La distribu
i�on de tama~nos de los 
lusters �nitos D(s; p) se de�ne 
omo la pro-babilidad de que un 
luster tenga tama~no s y, a partir de los n�umeros y densidadesintrodu
idos hasta este punto, se es
ribe 
omo:D(s; p) = N(s; p)N(p) = n(s; p)n(p) : (B.3)Para valores peque~nos de p, los 
lusters est�an formados por un n�umero peque~node nodos, de tal manera que n(s; p) es fuertemente de
re
iente 
on s. En 
ambio, sip es 
er
ana a 1, 
asi todos los nodos est�an 
one
tados 
on sus ve
inos y forman un
luster grande que se extiende desde un extremo del sistema a los extremos opuestos.A este 
luster se le a
ostumbra a llamar 
luster per
olante o 
luster in�nito. Al iraumentando p desde p = 0, el esquema de 
omportamiento es el siguiente (en fun
i�onde una 
ierta 
on
entra
i�on p
): para p < p
, la probabilidad de que tenga lugar un
luster in�nito es 
ero y, en 
ambio, para p > p
, di
ha probabilidad es mayor que
ero y, naturalmente, depende de p. En este sentido, la fenomenolog��a observada sepuede interpretar 
omo la o
urren
ia de una transi
i�on de fase para p = p
. El valor
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 se de�ne 
on pre
isi�on �uni
amente en el l��mite termodin�ami
o y depende delas 
ara
ter��sti
as geom�etri
as de la red. Para la red 
�ubi
a simple, por ejemplo, esp
 = 0:3116 [254℄.Desde un punto de vista m�as 
uantitativo, la probabilidad de que exista un 
lusterin�nito P1 se de�ne 
omo la fra

i�on de nodos que forman el 
luster in�nito. Si hsi1(p)es el tama~no medio del 
luster in�nito,P1(p) � hsi1(p)Ld (B.4)En promedio, para un valor de p dado, hay una fra

i�on p de nodos o
upados. Estafra

i�on viene dada por la suma de la fra

i�on P1(p) de nodos que forman el 
lusterin�nito m�as la fra

i�on de nodos llenos que forman 
lusters �nitos. Esta �ultima fra

i�onviene dada por n(p)hsi(p), donde hsi(p) es el primer momento de la distribu
i�onD(s; p)[E
. (B.3)℄, de tal forma que: n(p)hsi(p) =Xs sn(s; p): (B.5)Finalmente, llegamos a la rela
i�on de 
ierre siguiente:p = P1(p) +Xs sn(s; p): (B.6)B.2. La per
ola
i�on 
omo fen�omeno 
r��ti
oLa probabilidad P1(p) se 
omporta 
omo un par�ametro de orden en la transi
i�onque tiene lugar para p = p
 ya que es nula por debajo de p
 y �nita por en
ima. Debidoa esto, por analog��a 
on la teor��a de fen�omenos 
r��ti
os, se a
ostumbra a suponer [290℄un 
omportamiento tal que: P1(p) = Au�pp �(p� p
); (B.7)para valores de p pr�oximos a p
. La variable de es
ala a primer orden2 es up = p� p
.En el exponente 
r��ti
o se ha a~nadido un sub��ndi
e \p" para indi
ar que se re�ere a laper
ola
i�on. A partir de la E
. (B.6) se dedu
e queXs sn(s; p) = p� Au�pp �(p� p
): (B.8)2Dado que 1=�p > 0 (�p se de�ne en la E
. (B.11)) en per
ola
i�on, las 
orre

iones a up m�as all�a deprimer orden no son importantes en el l��mite termodin�ami
o [x 5.1℄.
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ola
i�onTambi�en se introdu
en los exponentes �p y 
p de la siguiente forma3:[n(p)℄sing = "Xs n(s; p)#sing � jupj2�� (B.9)�n(p)hs2i(p)�sing = "Xs s2n(s; p)#sing � jupj�
; (B.10)donde el sub��ndi
e \sing" indi
a que �uni
amente se in
luye la parte no anal��ti
a de
ada una de las magnitudes. Por ejemplo, la parte no anal��ti
a en la E
. (B.8) esA(up)�p�(p� p
).La longitud de 
onexi�on o longitud de 
orrela
i�on �(p) est�a rela
ionada en per
o-la
i�on [380℄ 
on el radio t��pi
o de los 
lusters �nitos m�as grandes y, 
er
a del punto
r��ti
o, se 
omporta de a
uerdo 
on un exponente �p 
omo:�(p) � jupj��p: (B.11)La densidad n(s; p) presenta [290, 381℄ un 
omportamiento tipo ley de poten
iaspara p = p
: n(s; p
) � s�p . Dedo este 
omportamiento, bajo la transforma
i�on del GR,n(s; p) transforma 
omo: n(s(b); p(b); b) = b�pdpn(s; p); (B.12)donde dp es la dimensi�on fra
tal de los 
lusters �nitos. Puesto que s transforma 
omos(b) = b�dps, se puede de�nir el siguiente invariante:I[n(s; p); s℄ = n(s; p)s�p: (B.13)Por otro lado, este invariante s�olo puede depender del invariante formado por s y up,que es I[up; s℄ = ups1=�pdp . De esta forma, la hip�otesis de es
ala que resulta para n(s; p)es: n(s; p) = s��p n̂p(ups1=�pdp); (B.14)donde n̂p es una fun
i�on de es
ala. Habitualmente, en per
ola
i�on no se formulan laship�otesis de es
ala introdu
iendo de forma dire
ta la dimensi�on fra
tal dp sino quese utiliza preferentemente un exponente4 �p � 1=�pdp y, esta misma nota
i�on se ha3En la Ref. 254 se pueden en
ontrar los valores para 
ada exponente en redes 
on distintas geo-metr��as.4El exponente �p = 1=�pdp rela
iona el tama~no m�aximo de los 
lusters �nitos 
on la distan
ia ap
: smax � jupj�1=�p .
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asos, al estudio del RFIM 
on din�ami
a metaestable at�ermi
a-adiab�ati
a (ver, por ejemplo, las Refs. [57, 213, 240℄) que se presenta en esta tesis[Cap��tulo 5℄. A partir de la hip�otesis de es
ala (B.14) se obtiene el k-�esimo momentode s (multipli
ado por n(p)):�n(p)hski(p)�sing = "Xs skn(s; p)#sing � jupj(�p�1�k)dp�p: (B.15)Igualando ahora los miembros dere
hos de las E
s. (B.8){(B.10) 
on la E
. (B.15)para el valor de k 
orrespondiente en 
ada 
aso, se obtienen las siguientes rela
ionesentre los exponentes de�nidos:2� �p = (�p � 1)dp�p (B.16)�p = (�p � 2)dp�p (B.17)�
p = (�p � 3)dp�p: (B.18)El tama~no �nito del sistema es notable en las magnitudes aso
iadas 
on la avalan
hain�nita (�esta atraviesa el sistema), de manera que es ne
esario tener en 
uenta eltama~no en las hip�otesis de es
ala. Suponiendo [253℄ que la densidad de la avalan
hain�nita 
oin
ide 
on la de las avalan
has grandes pero �nitas (in
luidas en n(s; p))y que tienen la misma dimensi�on fra
tal, el tama~no medio de la avalan
ha in�nitahsi1(p; L) es
ala 
omo: hsi1(p; L) = Ldp ~P1(upL1=�p): (B.19)Esta hip�otesis de es
ala nos permite obtener la hip�otesis de es
ala para P1(p; L)utilizando la de�ni
i�on (B.4):P1(p; L) = Ldp�d ~P1(upL1=�p): (B.20)Por otro lado, introdu
iendo la dependen
ia 
on L en la hip�otesis de es
ala (B.7) vemosque, a parte de la E
. (B.20), se debe 
umplirP1(p; L) = L�p=�p ~P1(upL1=�p): (B.21)Igualando las E
s. (B.20) y (B.21) llegamos a una importante rela
i�on entre exponen-tes5: �p = �p(d� dp); (B.22)5La validez de esta rela
i�on fue probada num�eri
amente [237℄ en d = 2.



420 Ap�endi
e B. Per
ola
i�onque, junto a las rela
iones (B.16) y (B.17) nos lleva a la llamada rela
i�on de hiperes
ala:2� �p = �pd: (B.23)Puesto que en per
ola
i�on la rela
i�on de hiperes
ala (B.23) est�a muy ligada a la rela
i�on(B.22), tambi�en se llama, por extensi�on, rela
i�on de hiperes
ala a las rela
iones deltipo (B.22).B.3. N�umero de 
lusters. Cluster in�nito y 
lus-ters spanningEn 1984, Aharony et al. [382℄ demostraron que, por en
ima de la dimensi�on 
r��ti-
a superior6 d
 = 6, la rela
i�on (B.22) no se 
umple y �esto lo atribuyeron a que larela
i�on de hiperes
ala no se 
umple (rotura de hiperes
ala). Posteriormente, Coni-glio [380, 384, 385℄ propuso una interpreta
i�on geom�etri
a para expli
ar la rotura dehiperes
ala. Seg�un su interpreta
i�on, la rela
i�on de hiperes
ala es equivalente a asu-mir que, en el umbral de per
ola
i�on (p = p
), s�olo o
urre un 
luster spanning enun volumen �d, es de
ir, la parte singular de n(s; p) est�a aso
iada �uni
amente a un
luster. Posteriormente, de Ar
angelis [386℄, demostr�o num�eri
amente que, efe
tiva-mente, existe un n�umero in�nito de 
lusters in�nitos para d = 7, lo que 
on�rmabala hip�otesis de Coniglio. Por otro lado, Newman y S
hulman [387, 388℄ demostraronrigurosamente un teorema seg�un el 
ual s�olo puede haber 
ero, uno o una in�nidadde 
lusters in�nitos. Adem�as, tambi�en demostraron que, en el 
aso en que los 
lustersno o
upen una fra

i�on �nita del sistema, s�olo es posible que haya 
ero o una in�ni-dad de 
lusters. En prin
ipio, estos teoremas pare
en ir en el sentido de lo propuestoen las referen
ias [384, 386℄ o, al menos, no pare
en 
ontrade
irse entre s��. Algunosa~nos m�as tarde, Aizenman et al. [389℄ propusieron un teorema [389℄ que demuestraque la probabilidad de que exista m�as de un 
luster in�nito que o
upe una fra

i�on�nita del sistema es 
ero, sea 
ual sea la dimensi�on del sistema. Este teorema ha sidodemostrado posteriormente de distintas formas7 [390{392℄. Estos resultados rigurosos6La dimensi�on 
r��ti
a superior d
 es la dimensi�on por en
ima de la que la solu
i�on de 
ampo medioes v�alida. En per
ola
i�on es [383℄ d
 = 6.7Una forma 
ualitativa de enun
iar todos estos teoremas es la siguiente: si en una 
ierta 
on�gu-ra
i�on 
on p1 < p existe un 
luster in�nito (que o
upa una 
ierta fra

i�on del sistema distinta de
ero) y se 
ontin�uan o
upando nodos (para llegar a la 
on
entra
i�on p), la probabilidad de formar unsegundo 
luster in�nito sin que �este sea ve
ino pr�oximo del 
luster que ya exist��a es nula. Por tanto,si el segundo 
luster es ve
ino del primero, ambos 
lusters forman un �uni
o 
luster.
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en 
ontrade
ir los resultados de de Ar
angelis [386℄. Sin embargo, no es as�� [393℄puesto que tales teoremas se re�eren 
laramente a 
lusters que o
upan una fra

i�on�nita del sistema8 (s�olo o
urre para p > p
) y, en 
ambio, de Ar
angelis en
uentra unain�nidad de 
lusters spanning solamente para p = p
 en el l��mite termodin�ami
o. M�asre
ientemente [392℄, se han demostrado rigurosamente algunos aspe
tos rela
ionados
on los 
lusters spanning en p = p
 que 
on�rman y, en algunos aspe
tos, 
ompletanlos resultados num�eri
os de de Ar
angelis. En parti
ular, se ha demostrado que en
ualquier dimensi�on d > 1, para p = p
, la probabilidad de que o
urra m�as de un
luster spanning no tiende a 
ero en el l��mite termodin�ami
o. En el 
aso en que d > 6,se demuestra que o
urren una in�nidad de 
lusters spanning 
on probabilidad 1 (seprodu
e una prolifera
i�on de 
lusters spanning). El he
ho de que existan varios 
lus-ters spanning para d < 6 no fue resuelto por de Ar
angelis [386℄ (o, al menos, no fuepubli
ado [393℄). Sin embargo, s�� existen eviden
ias num�eri
as de que esto es as�� [394℄.De toda esta dis
usi�on, resulta 
lara la ne
esidad de distinguir entre 
lusters in�-nitos y 
lusters spanning , tal y 
omo remar
a Stau�er en la Ref. [393℄. En el l��mitetermodin�ami
o, existe un �uni
o 
luster in�nito que o
upa una fra

i�on �nita parap > p
. En 
ambio, para p = p
, es posible la existen
ia de m�as de un 
luster span-ning, pero ninguno o
upa una fra

i�on �nita del sistema. En este sentido, la diferen
iaentre el 
luster in�nito y los 
lusters spanning es que el 
luster in�nito mantiene suidentidad al extrapolar al l��mite termodin�ami
o mientras que los 
lusters spanning nola mantienen. En otras palabras, para un sistema �nito puede haber 
lusters spanningque lo sean para un tama~no L pero que dejen de serlo para un tama~no mayor (sonfra
tales vol�atiles [282℄ 
uya existen
ia depende del tama~no del sistema). En 
ambio,si un 
luster es in�nito en un sistema de tama~no L, no deja de serlo al aumentar L.Si suponemos que el n�umero de 
lusters spanning que o
urren para p = p
 aumen-ta 
on el tama~no L del sistema 
on un exponente �p y, adem�as, suponemos que lassingularidades en p = p
 est�an aso
iadas a estos 
lusters que son grandes pero �nitos(no o
upan una fra

i�on �nita del sistema), la parte singular del n�umero de 
lusters�nitos se debe 
omportar 
omo:[N(p; L)℄sing = L�p ~Np(upL1=�); (B.24)8El enun
iado del primer teorema que demuestra la uni
idad del 
luster in�nito es 
laro en estesentido: \En 
ualquier modelo irredu
ible e invariante transla
ionalmente, si P1 > 0 enton
es existeexa
tamente un 
luster in�nito (
on probabilidad 1)". La 
ondi
i�on P1 > 0 indi
a que una fra

i�on�nita P1 del sistema est�a o
upada por 
lusters in�nitos. Un modelo irredu
ible es aquel para el quela probabilidad de que un nodo x est�e 
one
tado 
on un nodo y es mayor que 
ero para 
ualquier parde nodos x e y.
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i�ony la densidad 
orrespondiente viene dada por[n(p; L)℄sing = L�p�d~np(upL1=�p): (B.25)Por otro lado, 
uando se in
luye la dependen
ia 
on L en la hip�otesis de es
ala (B.9),�esta se expresa 
omo: [n(p; L)℄sing = L(��2)=�p ~np(upL1=�p): (B.26)Finalmente, de la 
ompara
i�on de esta �ultima expresi�on 
on la E
. (B.25) llegamos ala rela
i�on de exponentes que se ha denominado 
omo viola
i�on de hiperes
ala:2� �p = �p(d� �p): (B.27)Este resultado est�a de a
uerdo 
on la interpreta
i�on de Coniglio [380, 384℄: 
uandosolamente o
urre un 
luster spanning (�p = 0), se re
upera la rela
i�on de hiperes
ala[E
. (B.23)℄.Utilizando ahora 
onjuntamente las E
s. (B.16), (B.17) y (B.27) es posible obtenerla rela
i�on de rotura de hiperes
ala alternativa�p = �p(d� dp � �p): (B.28)Sin embargo, el exponente �p se de�ne a partir de P1 [E
. (B.7)℄, que est�a rela
io-nado 
on el 
luster in�nito y no 
on los 
lusters spanning. Teniendo en 
uenta pues losteoremas de uni
idad del 
luster in�nito, llegamos a la 
on
lusi�on de que la rela
i�onde hiperes
ala �p = �p(d�dp) [E
. (B.22)℄ es v�alida. De 
ualquier forma, la rela
i�on derotura de hiperes
ala (B.22) no es 
onsistente 
on la rela
i�on (B.28) a menos que sea�p = 0. Es natural pues preguntarse 
ual es el motivo de tal in
onsisten
ia y 
ual delas dos rela
iones es v�alida. La in
onsisten
ia radi
a en el he
ho de que la rotura de hi-peres
ala (B.27) est�a ligada a los 
lusters spanning y es, por tanto, v�alida �uni
amentepara p = p
. En 
ambio, la de�ni
i�on de �p tiene sentido para p < p
. Resumiendo, larela
i�on v�alida es (B.22) mientras que el exponente �p que apare
e en las expresionesdel tipo (B.28) no est�a realmente aso
iado 
on el 
luster in�nito. Por otro lado, eshabitual [253℄ suponer que el 
luster in�nito tiene la misma dimensi�on fra
tal que los
lusters �nitos grandes (
omo pueden ser los 
lusters spanning), sin embargo, estose deber��a estudiar 
on m�as detalle porque, dado que el 
luster in�nito y los 
lustersspanning no 
oexisten en el l��mite termodin�ami
o y que hay una in�nidad de 
lus-ters spanning y s�olo un 
luster in�nito, podr��an tener tambi�en dimensiones fra
tales
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aso, la rela
i�on de hiperes
ala (B.22) podr��a no ser estri
tamentev�alida sino que deber��a ser: �p = �p(d� d1); (B.29)donde d1 es la dimensi�on fra
tal del 
luster in�nito.B.4. Resultados exa
tos. Animales de redEl modelo de per
ola
i�on es su�
ientemente sen
illo 
omo para que se puedan
al
ular las densidades n(s; p) de forma exa
ta a partir del n�umero gst de 
lustersdistintos de tama~no s y per��metro9 t. Es habitual referirse a los distintos 
lusters 
omoanimales de red10, nombre debido a Harary [395℄, y gst es el n�umero de animales. Ladensidad de 
lusters �nitos se expresa en fun
i�on de gst 
omo:n(s; p) =Xt gstpsqt: (B.30)El n�umero de 
on�gura
iones gst no depende de p y es, por tanto, una magnitud m�aselemental que n(s; p). El 
�al
ulo de los 
oe�
ientes gst es 
omputa
ionalmente pesadoy, este es el motivo por el que se 
ono
en de forma exa
ta �uni
amente para 
lusters deun tama~no m�aximo smax del orden de 20 en redes bidimensionales y hasta smax = 14 enuna red 
�ubi
a simple. Las primeras estima
iones en redes bidimensionales se debena Sykes et al. que llegaron a smax del orden de 15 tanto en redes bidimensionales[396℄ 
omo en la red 
�ubi
a simple [398℄. A partir de estos desarrollos fue posibleobtener estima
iones del umbral de per
ola
i�on [398,399℄ y de los exponentes 
r��ti
os 
p[398,399℄, �p [400℄ y Æp [401,402℄. Posteriormente, Mertens [397℄ present�o un algoritmom�as r�apido que el utilizado por Sykes et al. y logr�o llegar a smax del orden de 20.La Fig. B.1 muestra la densidad n(s; p) 
orrespondiente a una red 
uadrada para tresvalores de p. Los datos se obtienen a partir del desarrollo (B.30) 
on los 
oe�
ientes gstde la Ref. 396 (smax = 17) y los de la Ref. 397 (smax = 22). Como se puede ver, a pesarde que n(s; p) se 
omporta aproximadamente 
omo una ley de poten
ias en el umbralde per
ola
i�on (p
 = 0:593, [254, 396℄), presenta 
iertas desvia
iones 
on respe
to al
omportamiento tipo ley de poten
ias n(s; p
) � s��p (
on �p = 187=91 ' 2:05, [254℄)para valores peque~nos de s. Estas desvia
iones se observan tambi�en al 
omparar lasdensidades que se obtienen de las simula
iones num�eri
as, tal y 
omo se~nalaron Hoshen9El per��metro t de un 
luster es el n�umero de nodos va
��os que son ve
inos pr�oximos de alg�unnodo del 
luster.10Latti
e animals en ingl�es.
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sFigura B.1: Densidad de 
lusters �nitos n(s; p) en una red 
uadrada en fun
i�on de s paradistintos valores de p (indi
ados en la leyenda). Los datos 
orresponden a la expansi�on (B.30)
on los 
oe�
ientes gst de la Ref. 396 para s � 17 y de la Ref. 397 para 17 < s � 22. Lal��nea 
ontinua gris 
orresponde a una ley de poten
ias 0:03 s��p (
on �p = 187=91, [254℄) queindi
a el 
omportamiento asint�oti
o [290℄ de n(s; p) en el umbral de per
ola
i�on p
 = 0:593.et al. [290℄ en el 
aso de una red triangular. Estos autores interpretaron tal desvia
i�on
omo una 
orre

i�on a la hip�otesis de es
ala (B.14). Sea 
ual sea la interpreta
i�on quese de a esta desvia
i�on, la expansi�on (B.30) muestra 
laramente que est�a ��ntimamenteligada a efe
tos geom�etri
os que dependen de la topolog��a de la red.


