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�� ����� ������	 �#�����'� �� ���� ����� ������ ��� 
#���
� �����

 �#��
���;

���� J�� �
�  
���� 8����� �����"�������
�K � �%������ ��������� ����� �� ����� ��������
	

/� � ����%4'����� �
� �'���� �� ����������(���! 8����� �� �������
� ��� ����� �������;

���� ������
������ ���� � ����

 �� 
�� �'���%��� �����������
� �� �� 
�� ���
��(�����

��8��%��� � �
� ����������� ���'����	

�#������� �#�%����� ���� �� ����� �
 ������
������� � 
� ���
��(���! ��1����� �#�� ��;

������� �� �1
��
 ��� � 
� ����������(���! 8����� �� �������
� �� ����������� ��
������	 �


��������� ����$� ��� �#����� ������
� ���8 �� ����� ������&�� ��������
���� ��� � 
#������ ��

�������
� ����� ��  
���� �����"�������
�	 �� ������ ������
�� 
�� ������ %�� �#���
��(�� �!�

����������� "������ ��� ���  �1���� 
1����� ������ �� �������
� ��8���� ���������� ����

�� ��������	 ��� ��������� 8���%��� �� 
�� ������ �� ��������� ��� �� ����� ������ ��

���1������ J�� ������
 �
� ������ �� 
�� ����� � �
� ���1������ %�� �� ������ 
�� ��
�����

�� ��������! �� 
�� �������� 8���%��� ��
� �������
�K	 ��� � 
� ����������(���! �� 
�� ������

�#���
��(�� ������� ���������8��%��� "��'���%��� � �
	
����'���%���	

�
 �����

 %�� �� �������� �� �%����� -��8��� �#������� ���� �� 
#������ �� 
�� ���������

8���%��� �#����������� ��
������� 
���� �#�����������! ��
 ���������� 
������� ��
�������	���


� ������ ������
� � ������ �� 
�  ��������� 
� !��������	 �� ���
��(���! �� 
� ���� ���������

��� 
� �����������! ��
 ����� �������� �� �
 ������� ������ ��" #���	������� ��������

$�� ��%& '�����(  )�������%� ��
 ������� �-2 J*������% ��
 	������( �$ �������&���K� �


� ����� ��
 ����� ���� "� �
 ������
������� �#����� �� �1
��
 ��� � 
� ����������(���! ��

�������
� ��� � ����������� 8����� �� 
� ����! ��������
 �� 
#�
�����
��	 �� �
 ���� �#�%����

������� �� ��� ���
��(�� ������� �
� 
�������� ��
 ����� ������	 ������� � �� ���� �

7



	�
�����	�

/������� J2��K	 .���� ���� ���� ��
� ����
���� �������� �� �%���� �����

 ����� ��������

� 
� ������� ���
��(��� �� 
#�������� �������� �
 %�� ����� �� �
 ���
 �� 
� ������� -��8����

����������+���, -����� 
� 	�������� �� ����������� 	�������� ��� � ������ �����$���������	 ���

�
��� ����� �
 ����� �������� �� ��������� �
	
�������� ��� �
���� ����� �� ��������

���� �� 
� ��8��� ����������� J�������
���� ��� �
 ���������� 
� .�������� �� ���� ����

��
 ����� �����������K �� �#�
���� ������������ "�� %�� ��� �� ����'� �������� 
� �����

�����������! � 1����� �� 
#������ �� �������
� ��� � 
� �����
����8����  �
� �����������

8����� ��� �
 �����
� � ��������� ���� 
�� �����
�� ��
������� ��
 ����� ���������	

�� ������� -��8��� ���1 ������������ �� ��� /����
� %�� �� ���� ������� �� ���� �����	

.���� �
� �� ������� /����
� �!� �� ����� "�������
���� ��8��� � ��������� �
� ��������

�1���� ���������� ��� �
 ������
������� ��
 ��������� �� �1
��
	 �#�%����� ������� �
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�� �
� ���
� �����1���� ��� � 
� ����������(���! �� 
�� �������� 8���%���

��
� �������
�	 �#�� �������� ��"������ "���
����� %�� ���������� 
� ������'���� �� 
��

�������� 8���%��� ��� 
� "��%4'���� �� 
� �������! �
��������'���� J	�
��� 
���������K	 ��

����$� ���� ��� ����! ������
 ��
� ���
� �������
���� ���
��(��� �� �
 ����� ��������


8����� ���8 ��� �������
 �����'���� �� �
� ���
� %�� �#��� ������ �� 
� ����	 �
 ����

/����
 ����� �
� �������� �$� ��

������ ��
 �'��� �� ����������(���! ������
����	 ��

������� ���� ��
 ���� /����
 ���
��(� ��"������ ���
� �����1���� ��� �
 �1
��
 �� 
��

��������� 8���%��� �� 
�� ����������� ��
������	 ����������� �� "� ��� ���� ���������! ��


�� �'���%��� �����������
� ���
��(����� 
#�������"������� � 
#�
	
���������	 +���
����� ��

����������� �������� ����������
� ��
� �������� �� �1
��
� 
� ���
��(���! �����1����

�� 
� ������ 
� �� ����! �#��� "����! �� �'��� � 
� ���� �#�� �
������ �#�����	

�� ����� ���� �� 
� -��8��� J/����
� =� >� @ � 9K ��������� �� �� ����

 �#������� � ��
�;

������ ���
��(��� ��� �
� �������� �� �1
��
	 . ���� /����
 �#������ ��"������ �����
��

%�� ��������� �� � ��������� ��H ��� ����������� ���
��1���� �� 
� ����������(���!	

�� 

� �#������� �
� �����
�� ����� �
 ����� �� �������
  ��
�����!� �#�� ���� ��� �%�����

������(���! ���%�' �
	
����� �� "��� �
��� ������� �������� �
�� �#���� ��� 
� �����

�������	 .���� �
 /����
 = ���$ �� ������ �#�����
�� %�� ���� �� ��

�� 
� �����1���� ��


���
 ��������� ��
� �������
� ��� � 
� ������� ���������! �� 
�� ������� �����������
�	 .


/����
 > �� ��� �� ����"��� 
� ���������� �#��� ���
��(���! ���
���� �� 
#���������� "�����

:



	����������

�� 
� �����	 �
 /����
 @ ������� �������� ������'���� �#����� ��� � ���� �� %�' 
� �������!

���'���� �� 
�� ����� �����������
� $� �������
���� ���
���	 +���
����� �
 /����
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������� 
#��1
��� ��
������� �� � ���� �� ����������(���! %�� �������� 
�  ���
���� ��
�

����
����	 �#���������� ��
� �����
�� $� ������$ ��������
� �� ��� �
� ����� �� ������ 

� ��

"� ��� ���������! � 
#������� ����������� �� ������� 
� ����������(���! ���
��(��� �  ��
����

�� ����������� �
� ����
����	 �#�� �� �������� %�� ��� �
� �����
�� ���������� ���������

� ������� �� ������ � ����� ���
�	

+���
���� ��
 �������� %�� ��
 ��������� �� �1
��
 ������
���� �� �#�� ���
��(� ���

�����! / 0 J/���&��  ��� 0����$���K "����� ��� �� ������ �� �������� %�� ���� ���

���
��(��� �� "��� ���(�

� ��� � ������� �����

��� �� 
�������� �� ���8��� �� ����� ������	

. 
#.�'���� �� �������� �
 ��� 1�$�"���� %�� ������� �������� 
�� ������������%��� � �


"���������� �#�%����� ��������	

=



>



��
��� �

����������� �� �� ��������� 	
������

�
 ������ /����
 $� ��� ���������! � ��"������ ���
� �����1���� %�� �������� ���������


�� ��������� 8���%��� ��
� ����� �������
�	 �
 /����
 ����$� ���� ��� ����! ������
 ��
�

��"������ ���
� ���������� "��� �������
 �����'���� �� �%��

� %�� �#��� ���
��(�� �� �%����

�����

 ��� � 
� ����������(���! �� �������
� �� ����������� ��
������	

�� 
� ������� �����! �� ������� 
�� �%������ �1��%��� �� 
#�
�������������� ��� �� ;

��� 
�� �������� 8���%��� �� �
� ���1������ %�� ����������(�� 
� ���������! ����� 
� 

��

� �
� ����� �������
�	 �#����������� 
�� �%������ �#�������
���! �� 
�� �������� 8���%���

J5������;5����K � �#���
��(� �� "��� %��
������� 
� ���� ������'���� ��� 
� "��%4'����

�� 
� �������! �
��������'����	 �� 
� ���4��� �����! �� ����

�� 
�� �%������ %�� ���;


��(�� �����1�������� �%������ ������'����� ��������
� � ����$� �� 
#��1
��� �� ��"������

"��8���� �#���������! ����� 

�� � ���'���� ���������� �
����8��%��� J���
 �� �����( �

�
����� �� 
�� ����� �����������K� ���������� �#�
������ 

����� J���
 �� �����K� �����;

���� �� 
� ����� J���
� �� �����( � �� 3����K � ���������� ����������� � �
 ����������

%�1���� �����$ ��������� � �������� �� �
� �������
� ���"� J���
� �� ����;�����(� +����;

�
��� � 0�����K	 �� 
� ������� �����! ��
 /����
 �#���
��(� �
 ���������� 8���� ��
�

����� ���������� � ����$� �� �������� ������ �� 	�
� �$����� J���������� �� �����(;����(�

-��L�

;3������ � ���������K	

@



����
�� �� �����	
���	� �� ��� ����
��
� ��
	 ��

��� �������	�
 ������
 ���
 ����
 �	����	�


����� ������� 	
���� ������ 	��������� ������� � ��	� 	 ��

������� ������

�� ��������! ��
 ���� �
��������'��� �� �
 �� �#�� ���� �������
 �� ����� ��� 
��

�%������ �� -��L�

 M7N�

�∇ · �D = ρ J7	7K

�∇× �E = −∂
�B

∂t
J7	:K

�∇ · �B = 0 J7	=K

�∇× �H = �J +
∂ �D

∂t
J7	>K

� �E $� �
 ��	� ��2������ �H �
 ��	� 	�%�2��� � �
� ������ �B� �D� �J ����������� 
� ��
����,

	�%�2����� �
 
�����3�	��� ��2����� � 
� 
������� 
� ������� ������� ������ %�� ρ $� 
� 
�������


� �4���%� ������ ��
 ���� �������
	 ��� �
��� ������ 
�� ��
����� %�� ��������� 
� ������� ��


���� ��� 
� ��G�'���� ��
 ���� �
��������'��� �!� 
�� ��������� �5������� ������������

 �5������� 	��������6 %�� ��� � ����� 
����
� �!���

�D = ε �E J7	@K

�J = σ �E J7	9K

�B = µ �H J7	BK

� ε $� 
� �������� 
���2������  ���	�������� σ 
� ���
�������� ��������� � µ 
� ���	���������

	�%�2���� ��
 �����	 ��� �%������ 7	@ � 7	B ����$ �� ���� ��������� ���

�D = ε �E = ε0 �E + �P = ε0 (1 + χ) �E = ε0εr �E J7	<K

�B = µ �H = µ0
�H + �M = µ0µr

�H J7	?K

��� �� ��� �� ���	� 
������� ������� �����
��� 	���� ��
��� �� ��� �
����� 
 ��� �� ����
�������� ������

������� ��	��
�� �� ��� ���	��

���� 	��������� ε� µ 
 σ ���� �� �������� �������� �� 	������ ������� �� �
�
�� � �������
 �� ���
� 
�����	�


 ������� ����
���� �� ����
����� ���������
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���� ���!���"�# $!��%��# ��&# '���# '"����"&#

� ε0 � µ0 �!� 
� ������������ � ��������
���� ��
 ����� ������ %�� εr � µr �!� 
� ���������;

��� � ��������
���� ��
������ ��
 ����	 �
� ������ �P � �M �!� �������������� 
� 
������� 
�

�������+���,� � �� 	�%�����+���, ��
 ����	 ��� �%������ �� -��L�

 ���� ��� 
�� �%������

������������� �������� ������ 
� ���4��� ��������! %�� ������� 
� ��������! ��
 ���� �
'�;

���� �� �
� ����� ����
� �� 8������ $� � ���� � ����'���� (µ = µ0) � �
'���������� �������

(ρ = 0)�

∇2 �E = εµ0
∂2 �E

∂t2
+ σµ0

∂ �E

∂t
J7	7CK

.%����� ��������! �� ����� ��� �
 �� �#�5����, 
�����	 ��� �
����� �$� ���(�

�� �#�%���;

�� �%����! �!� "������ ���
	
��8���� �� "��%4'���� ω	 .���� ��� � ��� �
���� ��������;��

�� 
� �������! �� 
#��� z� �
 ���� �
'����� �� �� ��������� ���

�E = �E0 exp (−iωt) exp

⎛
⎝iωz√εµ0

√
1 +

iσ

εω

⎞
⎠ J7	77K

�#��������! ��� �
 ���� ����'��� $� "���
���� ��'����� � 
� ��
 ���� �
'������ ������� ��

"���� �� "��� � ������ �� ����� %�� 
�� �%������ �� -��L�

 ��%�������� %�� �
� ���� �E �

�H �� �������� ����������
������	 �#�%����! 7	7C �� �
 ��� ��
 ���� Jε = ε0� σ = 0K ������

�� ��� 
� %�������� 1/
√
ε0µ0 �� 
� ��
����� �� 
� 

�� �� �
 ����� c	 ��������� ���������

�
 ������� �� $����, 
���2������ ��	����� ε∗ ���

ε∗ = εr +
iσ

ωε0
= ε1 + iε2 J7	7:K

�� �� ��������� 
� �
���! � 
#�%����! �#��� �#��� ������ �$� ��������

�E = �E0 exp
(
i
ω

c

√
ε∗z − iωt

)
= �E0 exp

(
i
ω

c
Nz − iωt

)
J7	7=K

� N $� 
#������� ��
�� 
� ��$�����, ��	����� �� ��� ��

N =
√
ε∗ = n+ ik J7	7>K

��������! %�� �� ����� ��� �
 �� �� ������, 
� .��"���	 O� � ���� ���������� �� ���1������

����������� 

������ ε∗ %�� ��������� 
� ������� ��
 ���� �
 ���� � N %�� ����������(� 
�

������ �� ����
���� �� �����
���
� �
	���� � �� 	����
����
� ����� ��� ���
� ��� �����
���
��� �������

��	��
�� ���� �� �������� ���� ��� ������ 
 ����
�
�����

B



����
�� �� �����	
���	� �� ��� ����
��
� ��
	 ��

��������! ��
 ���� �� �
 ����	 ��� ����� ���
� � ������1���� �� ε∗ � N �#������� ���������

-���5��� � �� ��
������ ����� �� �#���� ����

ε1 = n2 − k2 J7	7@K

ε2 = 2nk J7	79K

�� ���� ���
 �� 
#����� �� ��"�����! ���
�� �� ����� �� ��
�� 
� ��$�����, � ��������� 
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��
����� �� "��� �� 
#�� �� �
 ����	 �� ���� ������1���  ��������� 
��������, %����� ��


#��������! %�� ������ �
 ���� �� �������;�� �� �
 ����	 �
� ����� ��� k = 0 �#�������

������������	 �� �
� ����� ���������� Jk �= 0K � �#���� ��� 
#�%����! 7	77� 
� ���������� ��


���� �
��������'��� ;�� ���� �� 
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 ��
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(
�S
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����; �#������ ���������
���� ���

I =
〈∣∣∣�S∣∣∣〉 =

1

µ0

〈∣∣∣�E × �H
∣∣∣〉 = I0 exp (−αz) J7	7BK

%�� �� ����� ��� �
 �� �� ���� 
� ��	����	 I0 $� 
� ���������� �� 
#�� ��� z = 0	 �


���1����� α $� �
 ��������� 
��������,� ��
������ ��� �
 �� ����� �#�������! ���	

α =
2ωk

c
J7	7<K

����� �������� 	 �������������� �������� 	 �� ������ 	�����

����� �������

�� ������� ��
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���� �� ���� �
��������'��� � $� �������1���� ���! %�� ��%������

�� ���� ��	�� 
� �������� ��� ��
 %�� 
� ����������! �� �1������� � ������� ��
 ���� �#�������

�
� �"����� �� 
� ���������!	 ��� ����� �
� ������ �� �
����(���! � �� �������! ��
 ����

�� �� ������� ���� ������� ��
� ��
�� ��
 ���� ��
���� �� ��� �
� �������� �������� � 
��

�%������ ������������ 7	@ � 7	9 �� ���� �������� ���

�P (t) = ε0χ
∫ ∞

0
fp (τ) �E (t− τ) dτ J7	7?K

�J (t) = σ
∫ ∞

0
fj (τ) �E (t− τ) dτ J7	:CK

� fp � fj �!� 
�� $������� �������� �� 
� �
����(���! � �� 
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��� M:N�

ε1 (ω) = ε∞ +
2

π
P
∫ ∞

0

ω
′
ε2
(
ω

′)
ω′2 − ω2

dω
′

J7	:7K

ε2 (ω) = −2ω

π
P
∫ ∞

0

ε1
(
ω

′)− ε∞
ω′2 − ω2

dω
′

J7	::K

� P $� �
 ��
� ��������
 J�� /����&K �� 
� �������
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'������ ���
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� ������ ��
� ����� 
� ���� ������1��� �� 
� "����! ���
'������ ���
��� �� ��������

��� 
� "��� �� ���� �������� ����� � ��� ����� "��%4'���� ωj %�� ��������� ��� 
� "��;
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 �#�
��� "����� �� �����1����  ��
�����! ��
 ���� �� ��� ����� �%���� $�

����P �#������� ������� ��
 ���� �
��������'���	 �
��& �#�%����� ���� 
� ���� ������1���

�#���
	
�	 �� �������
 � 7	:7 �� �� ��������� 

���� ���

ε1 (ω) = ε∞ +
2

π

∑
j

P
∫

pic j

ω
′
ε2
(
ω

′)
ω′2 − ω2

dω
′

J7	:=K

�� ���������! �� ���� �� �#�%����� ���� � 
� ���� ���
 �� 
� "����! ���
'������ ���
��� ���

������ "��%4'����� Jω << ωjK �����$�

∆ε1j =
2

π

∫
pic j

ε2
(
ω

′)
ω′ dω

′
J7	:>K

������ %�� 
� ���������! ��� �
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real (ε1) 

Imaginària (ε2) 

rotació dipols 
(microones) 

vibracións xarxa 
(IR) 

transicions electròniques 
(VIS-UV) 

funció dielèctrica 

freqüència 
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������ ��������� 
� "����! ���
'������ ���
��� ���

ε∗ (ω) = ε∞ +
∑
j

[ε1j (ω) + iε2j (ω)] J7	:@K

� 
#����� j ������ �
� ��"������ "��8���� J� ��"������ "��%4'����� ������
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 �������K %��
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��(�� �� ����

 � 
�

���4��� �����!	

� .
 ����� ��������
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$��582���� ν J7F�K� ����� �#���
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���� λ = 2πc/ω � 
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�������� JRK� ���8������ J��K�  ������ Jµ�K	 . 
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K = 1/λ� ������
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� "��%4'���� ������
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� "�P� �� 
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����!K

� ��� "�P� �#����������� ��
 ������� �� 
#�
����!� ����������(��� ��� ��� ������� γ	

�#�%����! ��
 ����
�P����� x �� 
#�
����! �� 
� �������! ��
 ���� �� �� �������� ���

m0
∂2x

∂t2
+m0γ

∂x

∂t
+m0ω

2
0x = −eE J7	:9K

��� � ����� ���
	
����� ��
 ����� E = E0 exp (−iωt) 
� �
���! �� 
#�%����! 7	:9 $��

x (t) = X0 exp (−iωt) J7	:BK

%�� ������ ����� X0 ���

X0 =
−eE0

m0

ω2
0 − ω2 − iγω

J7	:<K
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P = ℵp = −ℵex =
ℵe2
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1

ω2
0 − ω2 − iγω

E0 exp (−iωt) J7	:?K
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D = ε0εrE = ε0E + Ptotal = ε0E + Pelectrons lligats + Pmedi J7	=CK
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ε∗ = ε∞ +
ℵe2
m0ε0

1

ω2
0 − ω2 − iγω

J7	=7K
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� "����! ���
'������ ���
��� �� Pmedi	 �� "��� ���
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'������ ���
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ε1 = ε∞ +
ℵe2
m0ε0

ω2
0 − ω2

(ω2
0 − ω2)

2
+ (γω)2 J7	=:K

ε2 =
ℵe2
m0ε0

γω

(ω2
0 − ω2)

2
+ (γω)2 J7	==K
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��
� ��
	 ��

. 
� +����� 7	: �� ����������� 
�� ������'����� ��������
� �� 
�� �������� 8���%��� ��� �

�� ���
	
��� �� �����(	 �� �� ������� %�� 
� ���� ������1��� �� 
� "����! ���
'������

���
��� �������� 
� "��� �#�� ��� ������� � ω0 � ��� ���
��� � ����� �
P��� ����
 � γ�

������ ��
	
� � 
� ����� �� 
#��������� ��$� ��� � ��
�� �� 
� "��%4'���� ��
 ���� ������ � 
�

"��%4'���� �� �����1���� �
 ���� �������� ������� �� 
� �������!	 �� �
 �� ����� �#�������!

�#������ ��� ������'���� ����
��� ���8 �
 ��� ���1 ������� � ��� "��%4'���� 

����������

������� � ω0	 �� ������'���� �� 
� ���� ���
 $� �$� ���
���� ��� ������ "��%4'�����

Jω << ω0K �������� �� ��
� ������� εs	 . ������ %�� 
� "��%4'���� ��
 ���� �#����������

� �#����� � ω0 
� ���� ���
 �� 
� "����! ���
'������ ���
��� J� 
#����� �� ��"�����!K ��������

 �� � �� �1��� Jω = ω0 − γ/2K	 O� 
� ����! �� 
�������, ���	��	 ����� �� 
� "��%4'����

�� �����1����� ���� 
� ���� ���
 �� 
� "����! ���
'������ ���
��� �� 
#����� �� ��"�����!

������������ ��� 
� "��%4'���� J
�������, ��-	���K  �� � �� ����� �� ε1 � ω = ω0 + γ/2	

��� "��%4'����� ����� 
� ���� ���
 ������� �������8�������� ��� � ε∞	 /�
 "�� ���� %�� 
�

������ �� 
#���
	
��� �"���� � 
� ���� ���
 �� �� ����� �� "��%4'����� �
� �$� ���� %�� �


� ���� ������1��� �� 
�� �������� 8���%���� $� � ���� �
 "����� �� 
� ��������! �� 
#�����

�� ��"�����! �#������  �� � �� 

��& �� 
�� "��%4'����� � �
 �������
 $� ��������	

�(���� �� ���� ���

�� 
� �������! �� 
�� �%������ �� 
#���
	
��� �#�� ������� %�� �
 ���� %�� ����� ����


#�
����! $� �
 ���� ��
����	 �� ���
����� ��
���� ��������� �
 ���� 
��
� �Elocal� %�� $� �
 ����

����
���� �� 
#��
�����! ��
 ���� ������ � �
� ����� �� ������� ������ ��� 
� �
����(���! ��


����	 �
 ���������� �� �����( ��
 ���� 
��
 M7� :N ���� ��

�Elocal = �E +
�P

3ε0
J7	=>K

� �E $� �
 ���� ��
����	 .%����� ��������! ������ ��
������ 
� "����! ���
'������ ���
���

J���1����� ������8���K ��� 
� �������+��������6 αp J���1����� ������8��� %�� ��
����� 
�

�
����(���! ��� �
 ���� 
��
� �P = ℵαp
�ElocalK� � ����$� �� 
#�%����! �� ���������.�������

εr − 1

εr + 2
=

ℵαp

3ε0
J7	=@K

�
 ����
��� �� ����� �� ����� �
 ���� 
��
 �� 

� �� 
#��
���� ������ ��������� ���
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���
���
� �� �� ����
� �
��"���
�� ���	���� 
 �� ��'����

�� �������
�� 	�� � !����� �� ℵe2/m0ε0*#&& 
 γ*&�# ω0�

7@



����
�� �� �����	
���	� �� ��� ����
��
� ��
	 ��

"��%4'���� ω
′
0 ��

� �� ω0 � 
�� �%������ 7	=: � 7	== ����� ��� M>N�

ω
′2
0 = ω2

0 −
ℵe2

3m0ε0
J7	=9K

�,����� ������#�����+ -������ ��#����

�� ������
 �
 ���� �� ��������� �������� �����1����� ��� "��%4'����� ������������%��� ωj �

��� ��"������ ������ �#����������� γj	 ��� ��"������ "��%4'����� �� �����1���� ���������

� �
������ ������� � ��"������ ����

� �����'���� J�� �
 ���������� �
1����� �
������ 

����� �


#1�� ��� ��"������ "���� �
1���%���K	 �� �%���� ���� 
� "����! ���
'������ ���
��� ��

����� ����

ε∗ (ω) = ε∞ +
∑
j

ℵe2
m0ε0

1

ω2
j − ω2 − iγjω

J7	=BK

��� �#�� ���� �� ����� %�1���� �
� "��8���� �� �����1���� ����������� �� 
#������! �� 
�

�������! %�� ������� ��� ��������! �
����8����	 �� "��%4'���� �� �����1���� ω0 �� ���������

��� 
� ��"��'���� �#������� ����� �
� ������  ��
 � ������
 �� 
#�
����! Jh̄ωi→f = Ef −EiK	 �#H�

�� ����� �� ����������� M:N ������� �
 ������ ���������� %��
������ %�� �� �
 ���

�
1�����

ε∗ (ω) = ε∞ +
∑
j

ℵe2fi→f

m0ε0

1

ω2
i→f − ω2 − iγi→fω

J7	=<K

� fi→f $� 
#�������� ���������� 
� �������9��
�� � $� ��������
 � 
� ������
���� �� ����;

����! ����� �
� ������ ������
 �  ��
	 �
 ����
��� %�1���� $� �
� ����
�� �
 �
1����� 

���� %�� 
�

���������� �#���
	
���� ����������� � ��"������ ���������� �
����8��%��� �� $���� ��"������

"�� %�� �#������ �����������
����	

����� ��	�� ����������

��'������� �
 ������
������� ��
 ���
 �#���
	
���� �� �����(� 
#������ �� 
�� ���������

8���%��� �� �������
� ����� ������� ������� ���
� �����'����� ��� ��
 �� ��������� 
�

��������! �� 
�� �������� 8���%���	 .%����� ���
� �!� �� ���
���� �%����
���� �
 �� �����(



��& �� 
� (�� �#������!	 �� ���(�

��� � G�����
���� �#�%����� ���
� �!� 
#����� �� 
�

���� ���
� ��"���! �� 
� ����������(���! �� �������
� ������������	
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������ ��
� +��	����
� ����� ��� ������ �� ������� 
 ,�����
�� -�������. 
 ����� ��� ������ ��

,�����
�� 
 +����/ -�����.� �� �
�����
� ������	�� �� ���0���� !����� ω0*#&& 12�� γ =312��

ℵe2/mε0ω
2
0*% 
 ε∞ = 10�

���� �� '������

.%���� ���
 ������ 
#��& 7<B7 M7N $� "�P� ������ ��� � 
� ���������! �� 
�� ��������

8���%��� ��
� �������
� 

��& �� 
�� ������ �#������!	 �#��������! ��� � 
#����� �� ��"�����!

���
�� �����$�

n2 (λ) = ε∞ +
∑
j

Ajλ
2

λ2 − λ2
j

J7	=?K

k (λ) = 0 J7	>CK

�#�%����
'���� ����� �
� ���1������ �� 
�� �%������ ��
 ���
	
��� 7	=< � ��
 ���
 �� ��

;

����� 7	=? �� �� ����� ��������� γω → 0� %�� ������� ��

λj =
2πc

ωj

J7	>7K

Aj =
ℵe2fjλ

2
j

4π2ε0m0c2
J7	>:K

���� �� ����./

������ 
#��& 7<=C M7N� $� ��� �� 
�� "!���
�� �$� �������� ��� ���
���� 
� ��������! ��


#����� �� ��"�����! %��� �%����� � $� �
� �
�����	

n (λ) = A +
B

λ2
+
C

λ4
J7	>=K

7B



����
�� �� �����	
���	� �� ��� ����
��
� ��
	 ��

�
 ���
 �� /����& �� �� ��������� �� ��� ���������! ��
 ���
 �� ��

������ �� ��$�

�� �$ �� ����� ��� �����1���� � �� ���
��(� �� ������
������� �� �'���� �� ��'����� ��


#��������! 7	=? ��� �
 
���� λ1/λ << 1	 �#���������! �!�� 
� ���4��� �%����
'���� �����

���1�������

A =
√
ε∞ + A1 J7	>>K

B =
A1λ

2
1

2
√
ε∞ + A1

J7	>@K

C =
A1 (4ε∞ + 3A1)λ

4
1

8 (ε∞ + A1)
3/2

J7	>9K

����# �������� ������$ ��	� 	 ���	

�
 ���
 �� ����� �� "������� �� 
� ���������! �� 
� �������! �
��������'���� ��� �
�

�
������ 

������ ������� ��� ����� ������� ��
� ����

�	 �� �������;�� �#�
������ 

������ 
�

"�P� ����������� %�� 

��� 
#�
����! �
 ���
� $� ��
	
� � ��� ���� ω0 = 0	 .���� �� "���

������� �� �� ������ 
�� �%������ �� ��������! ��
 ���
 �� ����� � ������ �� 
#�%����! ��


���
	
��� �� �����( 7	=7�

ε∗ (ω) = ε∞ − ω2
p

ω (ω + iγ)
J7	>BK

�

ω2
p =

ℵe2
m0ε0

J7	><K

������ ωp 
#�������� $��582���� 
� ����	�	 �� 
#�%����! 7	>B �� �����'� %�� 
� ���������!

��
� �
������ 

����� $� �������� ��� � "��%4'����� ������� ������ %�� ���������� ��� �

"��%4'����� �
������	 �
 ����� �#������
����� γ $� 
#������ ��
 ��	�� 
� ��������, M@N ���

��
�� ������ %�� �!� �� 
#���� �� 7C−14 �	 ��� ����� �� �
 �����
� � 
#�
�����
�� Jω >> γK ��

���� ��������� ���� ��������� ����� �
 ��
� �� ωp� ���������� ������ � 
#�
�����
����

� ��� � ω < ωp 
� "����! ���
'������ ���
��� $� ���
 � �������� �� ��� ����� 
#����� ��

��"�����! ���
�� $� ��������� ���	 �
 ���� �
��������'��� � �� �� ������� �� �


�������
 � �� ��� ���8 %�� �
� ����

� ��������� ��� �
�� ��G��������� �� �
 �����
�	

� ����� �
��
��
� �� �� ����
������ �� ε∞*#� ,
 ��
���
��� ������ �����
���� �� 	����
����
� � �����

���0"��
��� ��� 	�� ����	�� �����
�
��� 
���������� �� ����
��� �
��
4���
!� �� �� ���0"��
� �� 	�����

������������ ω̂2
p = ℵe2/m0ε0ε∞�

7<



��(� ����&# ��#!��#��#

� ��� � ω > ωp� 
� "����! ���
'������ ���
��� $� ���
 � ������� � �
 �������
 �� ������

�� � �� ���
'����� ��� J�����������K	 .%���� "�� ����� �� 
� ��������'���� ��
� ����

�

�� 
#�
�����
��	

�� ������
 �
 ���
 �� ����� ������� ����������� 
�� ��������� 8���%��� �� ����

�

M9N	 ����������� ���8� ���
� �$� ���
���� ������ �� ��������� %�� �
 ����� �� ��
�����!

�������� ��� ����� ������'���� ��� 
� "��%4'���� �� 
� �������! �
��������'���� MBN	

����% &�'������� 	 �� �����

��� ��������� �
	
������� �� 
� ����� ������
	
���  $����� ��������� 
�� ����� "��%4'�����

������������%��� � 
#��"�����	 ���������� �� ���� �� �������!� 
#-���� � 
#��:����	 �
� "���

8����� ��������� "��%4'����� �$� �
������ � ���� ��� �������� ��� 
� �������! �
�������;

�'����	 ��� �
��� ������ �
� "��� ����$ �� ���� �
���� ��� �� ����������� �� �
� 1���

���
	
�� ����������
������ � 
� �������! �� ��������! �� 
� �������! �� 
� �����  ���%����


����� �� �
� 1��� ���
	
�� �� 
� ������� �������! �� %�� 
� �������! �� ������	 �#�%�����

������� ��� � �� �������
 ������
	
� %�� �$ Na ����� ��"������ �#1��� �� 
� ���� ��
	
� �������

�#������ 3Na ����5��� %�� �� ������ 
� ��������! ��
� "���� $� � ���� 
� ������'���� ��


� "��%4'���� �� �������! ω ��� �
 ����� �#��� �� 
� ��������!� = ����%��� ��H���%��� �

3Na − 3 ����%��� 8���%���	

-������� ����������

S��� 
� "��%4'���� �� 
� �������! �
��������'���� ��������� ��� �
��� ��
� ���� �� �����;

��! �� 
� ������ �� �� ������ 
#���
����� "�!;"�! J�������,K	 �� ������'���� ��������


�� 
� "����! ���
'������ ���
��� �� �� ������ � ������ �� 
�� �%������ ��
 ������� ��
�

1��� �� �
 �� �� 
� �����	 �#������ �� 
� ������ ����8���� 
����
 ���� �
� ������� ����
����

%�� ��� � ������ ������������
� J

���� %�� �
 ����� �� ����%��� $� ��"�����K	 .���� ���;

���� "���� �
1���%��� ����������(���� ��� ��� ������� Ka� %�� 

����� �
� ��� �� ����� m1

� m2 �� �1����� +q � −q ��������������� ��
 �� �� ���������� � 
� +����� 7	>� 
�� �%������

��
 ����
�P����� ��
� 1��� ��� 
#����! �#�� ���� ���
	
��� E = E0 exp (−iωt)� �� ����
�������� ���

7?



����
�� �� �����	
���	� �� ��� ����
��
� ��
	 �� 

m2 m1 m2 m1 m1 

x2n-2 x2n-1 x2n x2n+1 x2n+2 

Ka Ka Ka Ka 

+q -q -q +q +q 

������ ���� ������ �� ������ ����� 
��� �� ��� ������ �
����
�� �
�����

m1
∂2x2n

∂t2
= −Ka (x2n − x2n−1) −Ka (x2n − x2n+1) + qE0 exp (−iωt) J7	>?K

m2
∂2x2n+1

∂t2
= −Ka (x2n+1 − x2n) −Ka (x2n+1 − x2n+2) − qE0 exp (−iωt) J7	@CK

�
 ����
�P����� ��
���� ��
� ��� ������ �� ���
� �
 ������ ��
� %��
� ���� ��� �������� ��

�
����(���!�

P = ℵq (x2n+1 − x2n) J7	@7K

� ℵ $� 
� �������� �� ���
� �� �� "��� ��1
�� � 
#��1
��� ���
��(��� ��� � 
� �
����(���!

�#�
������ 

������ �� �� �����
�� 
� ���4��� ��������! ��� � 
� "����! ���
'������ J�� ����

ω2
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ε∗ (ω) = ε∞ +
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A (E − Eg)

2

E2 −BE + C
J7	9:K

� 
� ������� A �� ��
����� ��� 
� ������
���� �� ��������!� B ��� 
� ��������! �����

������ �#�������� C ��� 
� ���� ����� �� 
#����� ������� � Eg $� 
#������� 

����� J%��K ���

� %�� �� ��������� ���������� ����������	 . ������ �#�%����� ��������! �� �� ������ 
�

������'���� �� 
#����� �� ��"�����! � ����$� �� 
�� ��
����� �� 5������;5�����
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E2 − BE + C
J7	9=K

�

B0 =
A

Q

[
−B
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A
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Q =
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ε2 (E) =
AE0C (E − Eg)
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+ C2E2
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πζ4
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gC
2 −E2

0
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√
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⎜⎝ E+
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⎞
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⎜⎝ S11 S12

S21 S22
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⎟⎠
⎛
⎜⎝ E+
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⎛
⎜⎝ 1 rj,j+1

rj,j+1 1

⎞
⎟⎠ J:	7CK
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⎜⎝ exp iβj 0

0 exp−iβj

⎞
⎟⎠ J:	77K
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⎞
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i
ηj
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⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝ Ej

Hj

⎞
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[M1] [M2] [Mm] 

[L1] [L2] [Lm] [I12] [Im-1,m] [Im,m+1] [I01] [I23] 
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⎛
⎜⎝ cosβj
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ηj

sin βj

iηj sin βj cosβj

⎞
⎟⎠
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⎟⎠ =

⎛
⎜⎝ a11 a12
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⎞
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2η0
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t =
η0a11 − ηm+1a22 + η0ηm+1a12 − a21

η0a11 + ηm+1a22 + η0ηm+1a12 + a21
J:	7<K
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rj−1 =
exp (−2iβj) (Fj − rj) − Fj (1 − Fjrj)

Fj exp (−2iβj) (Fj − rj) − (1 − Fjrj)
J:	7?K

tj−1 =

(
F 2

j − 1
)
tj exp (−iβj)

Fj exp (−2iβj) (Fj − rj) − (1 − Fjrj)
J:	:CK

=<
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+
b TiT

+
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+T−
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−
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−
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m
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m
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2
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2
J:	>7K

nm+1
2
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− dI
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2
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2
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2
J:	>=K
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�� ����� �����������
� JyiK

� 
�� ����
���� Jy
(
xi, P1, . . . , PNp

)
K ����
��(���� � 
#���� �����������
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⎡
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� "��� ������ �� �� 
� "����! �� �'���� "��

%�� ������ ����������(�� 
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���� ��%������ �
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�
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� ����������(���! 8����� ��

�������
�	 �� �
� ���4���� �������� �� ��������� �
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 �������� � ��������;
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#������ �� ���

�������
� J+����;�
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� ����

�� $� ���� ����� � ��
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