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Introduccio

L’objectiu d’aquest treball és mostrar com alguns aspectes dels sistemes dinamics
poden ser estudiats mitjancant sistemes de dimensié inferior. Normalment, fent
la reduccié s’alleugera la complexitat del problema; aixo fa que sigui estudiable
més facilment. D’altra banda, convé tenir clar quines propietats es conserven i
quines canvien en aquesta transformacid, ja que és possible que alguna part de la
informacié es perdi en la reduccié.

D’entrada, convé destacar que la frase "reduccié de la dimensié” pot significar
coses molt diverses. Aixi, per exemple, és usual aproximar una equacié en derivades
parcials (edp) per un sistema d’equacions diferéncials ordinaries (edo), o bé canviar
una equacié diferencial ordindria d’ordre n per un difeomorfisme de dimensié n — 1
(via aplicacié de Poincaré o de retorn), o, finalment, substituir una aplicacié de
dimensié n, fortament contractiva en r(< n) direccions, per una altra de dimensié
n—r+38(0<s<r),enlaqual han quedat només s direccions contractives. A la
literatura, sén abundants els exemples de totes aquestes possibilitats. Tot seguit,
parlarem dels casos més paradigmatics.

Respecte al primer tipus de reduccié, convé notar que es passa de dimensio
infinita a dimensié finita. Normalment, aixo es fa considerant I’expansié de Galerkin
de la solucié i retenent només una quantitat finita de "modes”. La justificacié de la
bondat d’aquesta reduccié és extremadament dificil, i el seu s és gairebé obligat, a
causa que el treball amb ’edp original és molt costéds. Un exemple molt conegut és
en el camp de la mecanica de fluids; Lorenz ([36]) va introduir i estudiar un sistema
de tres edo, la dinamica del qual capturava part de la complexitat caracteristica
d’una edp que modela el problema de la conveccid termal. Una aplicacié practica

d’aquest model sén els processos de turbuléncia que es produeixen a I’atmosfera



terrestre. La evidéncia que aquest model de Lorenz tenia limitacions ha fet que
s’hagi pensat en models més complexos, com és el cas del sistema de Curry ([15]),
que té dimensi6 14. No és aquest tipus de reduccid el que ens interessa a nosaltres.

Quant al segon cas, cal destacar que la técnica d’usar una seccié de Poincaré
no és propiament una reduccié de dimensid, ja que el sistema continu (edo) i el
sistema discret (difeomorfisme) sén, de fet, totalment equivalents. Fins i tot es ver-
ifica un pas invers: qualsevol difeomorfisme es pot pensar com ’aplicacié a temps
constant d’un flux adequat, anomenat suspensis. En tot cas, cal destacar que la
seccié de Poincaré s’ha d’agafar transversal a les trajectories del flux; i la tria
d’aquesta seccié s’ha de fer després d’un estudi que asseguri que les trajectories
qualitativament interessants la tallaran. D’altra banda, molt rarament una edo
concreta déna una aplicacié de Poincaré explicita en termes de funcions elementals,
sind que aquesta aplicacié s’ha de calcular integrant numéricament ’edo. Per aixo,
algunes reduccions d’edo a difeomorfismes es fan, no mitjangant una aplicacié de
Poincaré exacta, siné amb un model explicit de difeomorfisme que capturi les propi-
etats més interesants. Normalment, aquest model s’inspira en resultats numérics.
Aixi, per exemple, I'laplicacié d’Hénon ([26]) déna, malgrat la seva senzillesa, una
bona idea del tipus de fendmens que apareixen en una aplicacié de Poincaré del sis-
tema de Lorenz. En particular, és destacable el parentiu entre 1’atractor d’Hénon i
P’atractor de Lorenz. També hi ha altres relacions naturals: el sistema de Lorenz té
divergéncia constant, mentre que 'aplicacié d’Hénon té jacobia constant. Recor-
dem les raons que déna Hénon en defensa del seu model: permet una exploracié
numerica més rapida i més precisa (per tant, permet anar més lluny), i admet una
analisi matematica més facil. Es per aixd que, actualment, aquesta aplicacié té in-
terés per se, independentment del fet que sigui un model reduit d’un altre sistema
dinamic ([51],[3]).

Finalment, comentem el tercer tipus de reduccié. Ens interessen només aquells
difeomorfismes que sén dissipatius globalment (en tot el domini de definicié). Si
aquesta dissipacié vé representada directament per algun parimetre del sistema,
llavors sembla natural estudiar el cas limit en qué el parimetre tendeix a 0. En
aquest cas extrem, I’aplicacié ha deixat de ser un difeomorfisme, i la imatge del

domini té dimensié inferior a la del propi domini. Normalment, aquesta aplicacié



és pot escriure de manera que algunes de les variables no juguen cap paper rellevant.
S’obté aixi una aplicacié de dimensié inferior. Seguint amb 1’exemple anterior, si
fem 0 el parametre de dissipacié de ’aplicacié d’Hénon, obtenim un endomorfisme
de la recta real, concretament 1’aplicacid logistica. Aquest és I’exemple més senzill
possible d’aplicacié unidimensional no lineal, en el sentit que és un polinomi de
grau 2, i, malgrat aixo, la seva dinamica pot ser extremadament complexa i algunes
qiiestions resten encara obertes. Des d’un punt de vista didactic, es pot afirmar
que aquesta aplicacié és la millor manera d’introduir a un neodfit en el mén del caos.

El present treball consta de tres parts clarament diferenciades, amb el nexe
comi d’estudiar una aplicacié unidimensional com a pas previ d’un estudi poste-
rior bidimensional. Seguidament comentem les diferéncies de concepte entre els tres
capitols. En el primer, relacionem les propietats dindmiques d’un tipus de difeo-
morfismes del pla fortament dissipatius amb les de les aplicacions diferenciables de
la recta real, en la linia del tercer tipus de reduccié comentat abans. Aixd ho fem
sense relacionar aquestes aplicacions amb cap flux. En els altres dos capitols, en
canvi, hi ha una edo autdonoma d’ordre 3 que és la que volem estudiar en prin-
cipi; i passem de les edo a difeomorfismes bidimensionals mitjangant aplicacions
de Poincaré (tal com hem comentat en el segon tipus de reduccié), per a passar
posteriorment a aplicacions unidimensionals. La transformacié dels fluxos en difeo-
morfismes és fa, perd, de manera diversa. En el segon capitol, el camp és lineal a
trossos, i aixo permet que 1’aplicacié de Poincaré sigui la veritable, mentre que en
el tercer capitol, coneixem només les propietats qualitatives del camp, i el que fem
és "inventar” un model d’aplicacié de Poincaré que retingui aquestes propietats.
Aquests dos capitols també tenen en comi que la complexitat de la dindmica esta
relacionada amb el fenomen de Silnikov ([50], mentre que una altra diferéncia és en
la reduccié a dimensié 1: en el capitol 2, mitjancant el pas al limit d’un parametre,
s’obté una aplicacié de la recta real amb discontinuitats, que es pot pensar com
I’aplicacié de Poincaré d’un sistema dinamic singular; mentre que al tercer es passa
del difeomorfisme bidimensional, definit en dos anells, a un model d’aplicacié uni-
dimensional, definit en una circumferéncia. La reduccié a dimensié 1 és, doncs, més
analitica en el segon capitol, i més geométrica (o intuitiva) en el tercer.

Al comengament de cada capitol hi ha un resum del seu contingut, i per aixo no



ho repetim aqui. Remarquem només algunes de les contribucions més important
d’aquest treball. D’entre els diversos fendmens dinamics que tractem, ens inter-
essen especialment aquells que provoquen més complexitat en la dinamica. Per
aixod, al primer capitol destacaria ’apartat relatiu a ’extensi6 de les varietats in-
variants d’un punt periddic sella del cas unidimensional al bidimensional, ja que la
possible interseccié d’aquestes és la causa de bifurcacions globals extremadament
complexes, molt més que els fendmens derivats de les bifurcacions locals. Del segon
capitol cal fer notar que, al costat de les analisis que s’hi fan, ha calgut portar a
terme una gran quantitat de calculs numeérics, els quals potser no estan suficiente-
ment especificats en la redaccié. Finalment, el tercer capitol té, com a eix central,
Pestudi d’atractors del model unidimensional. Encara que també es donen resul-
tats (analitics i numérics) del difeomorfisme bidimensional, el treball amb I’aplicacié
unidimensional és molt més factible i barat. La senzillesa extrema d’aquest model

el fa molt interessant de cara a estudis posteriors.



Capitol 1

Difeomorfismes del pla proxims

a endomorfismes en dimensio 1

En aquest capitol relacionarem aplicacions en dimensié 1 diferenciables i un tipus
particular de difeomorfismes en dimensié 2 fortament dissipatius. Veurem que
moltes propietats es conserven quan passem d’un cas a l’altre, perd que també
hi ha algunes diferéncies. Un cas paradigmatic, i que serveix d’il.lustracid, és la

immersié de I’aplicacié logistica f,(z) = 1 — az? en I’aplicacié d’Hénon

1 —_ 2
Y bz

Un recull recent de propietats en aquest cas especific és [40], perd hi ha moltes
-altres contribucions posteriors al treball original d’Hénon [26].
La idea basica de tot el que farem és la segiient. La dinamica d’un endomorfisme

: IR — IR és "equivalent” a la de I’aplicacié "singular” Fp : IR? — IR? definida
f q g

5(5)-(70):

i, usant métodes pertorbatius, es poden estudiar quines propietats s’estenen de Fp

mitjangant

a difeomorfismes F, : IR? — IR? proxims a Fp (el parametre b té relacié directa
amb la dissipacid).
Observem que Fp contrau tot IR? a un subconjunt de la recta y = 0; en parti-

cular, no és un difeomorfisme.



Altres autors han estudiat aspectes particulars de pertorbacions d’aplicacions

z
singulars d’altres tipus, preferentment — y ; destaquem, per

y f(y)
exemple, [38], [55], [31] i [56] (o [57]).
Comengarem amb una recopilacié (adaptada als nostres interessos) dels con-
ceptes basics de sistemes dinamics que ens fan falta per al desenvolupament poste-
rior del capitol. Seguidament, estudiarem (per separat) I’extensié, de dimensié 1 a

dimensié 2, de les propietats segiients:

e Existéncia de punts periodics, la seva estabilitat, i les possibilitats de bifur-

cacions de codimensié 1. Aqui, ’extensié no presenta cap problema.

e Validesa del teorema de Hartman-Grobman per a families d’aplicacions bidi-
mensionals que depenen d’un parimetre i tals que, quan el parametre pren
un valor concret, donen una aplicacié degenerada (en el sentit que la imatge
de IR? és una corba unidimensional). Estudiem la dependéncia continua de

I’aplicacié que conjuga amb la part lineal respecte al parametre.

e Demostrem la dependéncia diferénciable de les varietats invariants d’un punt
periodic hiperbolic respecte a un parametre en el cas d’una familia de difeo-

morfismes que sén pertorbacié d’una aplicacié singular o degenerada.

e Acabem amb Dextensié de I'existéncia de punts homoclinics tranversals dels
cas degenerat al no degenerat i comentem les dificultats en léxtensié dels

punts homoclinics tangencials.

1.1 Recull de conceptes i resultats basics

Recordarem aqui els conceptes i resultats que hem de menester en els apartats
seglients. L’interés principal és que, a diferéncia de la majoria de textos, les defini-
cions i propietats estan adaptades (sempre que aix0 és possible) al cas d’aplicacions
diferenciables que no siguin necessariament difeomorfismes locals. En contrapartida,
ens restringim a espais euclidians de dimensié finita.

Sigui f : IR™ — IR™ una aplicacié diferenciable amb continuitat. L’orbita



endavant d’un punt z € IR™ és el conjunt
O+(z) = {fi()li € N},

on f* significa la composicié de f i vegades: fo...o f. Una orbita endarrera de
N ——

1
‘

I es
O0-(z) = {(zn)peIN|To = 2, 7i = f(2it1) Vi 2 0},

i una orbita completa de z és la reunié de I’orbita endavant i una orbita endarrera.
Observem que és possible que un punt no tingui cap orbita endarrera (aquest és
el cas si ¢ ¢ I'matge(f)) o que en tingui diverses; I’orbita endavant, en canvi, és
sempre tinica. Si f és un difeomorfisme llavors existeix una tinica orbita de cadascun
dels tipus per a cada =z € IR™.

La dinimica de f ve regida pel comportament asimptotic de les orbites dels
punts de IR™. Les oOrbites finites tenen un interés especial. Un punt fiz de fés un
punt z € IR™ tal que f(z) = z; un punt periodic de f és un punt fix d’algun iterat de
fisi ff(z)==zi fi(z) # 2 Vi = 1+ n~1llavors el conjunt {z, f(z),..., [*"1(z)}
constitueix una orbita periodica de f i cadascun dels seus punts té periode n. A
continuacid ens restringirem a punts fixos, perd tot el que direm es pot adaptar
facilment a punts periddics canviant f per f™ (si n és el periode).

Sigui z € IR™ un punt fix de f i siguin Ay, Ag,..., A,y € Cels valors propis de
D f(z) (matriu jacobiana de f en z); z és hiperbolic si |A\;| # 1 Vi = 1 + m (notem
que admetem la possibilitat que 0 € Spec D f(z)). Tenim la segiient classificaci6

de punts fixos hiperbolics:

a) |Aily...,|Am] < 1: estable, atractor o pou,
b) |Mily ...y |Am| > 1t repulsor o font,

¢) altrament: sella.

Un punt fix és inestable si és d’algun dels tipus b) o ¢). La causa dels noms usats

és el resultat que recordem tot seguit.

Proposicidé 1.1.1 a) Siz és un punt fiz atractor de f llavors existeiz un entorn

U C IR™ de z tal que Vy € U, lim,—o0 f*(y) = z.



b) Si z és un punt fiz repulsor de f llavors existeiz un entorn U C IR™ de z tal

que Yy € U ezisteiz una orbita endarrera de y que tendeiz cap a z.

Demostracié: Considerem una norma || || de IR™ tal que ||Df(z)|| < k < 1.
Com que f és de classe C!, existeix una bola centrada a z, B,, tal que Vz € B,
també es verifica que ||Df(2)|] < k < 1. Usant el teorema del valor mitja s’obté
Vy € By [1£() - 2ll = [1/(3) - @)l < lly = 2ll sup.eey |1 DA < Ally 2l

Iterant aquesta desigualtat obtenim a):

lim [|f(y) - 2ll < lim A}y - 2]/ =0.

n—oo

Quan a D’apartat b), observem que si z és repulsor llavors D f(z) és un isomor-
fisme i, en conseqiiéncia, I’aplicacié f té inversalocal: f~1. El punt z és fix atractor

per f~! i usem 'apartat a). O

Sovint treballem amb aplicacions f que sén dissipatives globalment; aixo6 vol dir
que Vz € IR™ es verifica |det(D f(z))| < 1; en aquest cas, el tipus repulsor no es pot
donar (la causa és que AjAz... A, = det(D f(z)).

Els punts fixos hiperbolics tenen ”bones” propietats, com veurem a continuacid.

Teorema 1.1.2 (de Hartman-Grobman, versié local) Sigui f : R™ — IR™
un difeomorfisme de classe C1 i sigui x un punt fiz hiperbolic de f; llavors ezisteizen

entorns V de z i U de 0, i existeiz un homeomorfisme h : U — V tals que
hoDf(z)= foh.

Es pot trobar una demostracié a [45]. Dit d’una altra manera, en un entorn d’un
punt fix hiperbolic, f és topologicament conjugada (mitjancant h) a la seva part
lineal D f(z).

L’homeomorfisme A que déna la conjugaci6 no és inic (per a un exemple, vegeu
(45, pag. 61]); ara bé, si imposem que h sigui de la forma Id + u, amb u funcié
continua i fitada, i també que f sigui una pertorbacié de la seva part lineal, llavors

si que hi ha unicitat. El segiient resultat esta demostrat a [53].

Teorema 1.1.3 (de Hartman-Grobman, versié global) Considerem dos iso-

morfismes topologics Ly : IR® — IR®* i L, : IR* — IR* que verifiquin ||L7|,



L) < 1, i definim L : IR“** — IR¥** mitjancant L(z,y) = (Lu(2), Ls(y)); lla-
vors ezisteiz € = ¢(L) > 0 tal que Vf : IR*** — IR“** continua, fitada i amb cons-
tant de Lipschitz menor que ¢, ezisteiz un tnic homeomorfisme h : IR*+* — [R¥+?
de la forma Id + u, amb u continua i fitada, de manera que ho L = (L+ f)oh. A

més, h depén continuament de f.

Notem, perd, que el teorema de Hartman-Grobman no és cert, en general, per a
aplicacions C! que no siguin difeomorfismes. Un exemple senzill el déna 1’aplicacié
f : IR? — IR? definida per f(z,y) = (22,2y). El punt (0,0) és fix i hiperbdlic,
i verifica D f(0,0) = 00 (recordem que la nostra definicié d’hiperbolicitat
admet que 0 sigui valor propi de la part lineal). Es evident que fi L(z,y) = (0,2y)
no sén topoldgicament conjugats: Vh : [R? — IR? homeomorfisme, h o L(IR?) és
una corba unidimensional, mentre que f o A(IR?) és un semipla.

A continuacid, explorarem amb més detall la semblanca local d’una aplicacié
amb la seva part lineal en un entorn d’un punt fix hiperbolic. El resultat és el
teorema de la varietat estable. Fem abans unes definicions. Per a un punt fix

z = f(z) de f:IR™ — IR™ de classe C1, definim el conjunt estable
3 — m 3 n p—
W(z,f) = {y € R™| lim f"(y) =z}
i el conjunt inestable
W“(z,f) = {y € IR™ | 3(yn)nelN C IR™ amb yp = y,

Jm yo =21V 20yn = f(yns1)}
- i no hi ha confusié amb ’aplicacié, escriurem només W?(z) i W*(z), i si no hi
ha confusié amb el punt fix, simplement W* i W*. Observem la diferéncia entre les
dues definicions, deguda al fet que f pot ser no invertible (i, per tant, Jy € IR™ tal
que card f~1({y}) # 1); si f és un difeomorfisme llavors W¥(z, f) = W*(z, f~1).

Proposicis 1.1.4 Ws i W* sén conjunts tnvariants, en el sentit f(Ws) Cc W* i
F(We) = Wy,

Demostracié: Si y € f(W?#) llavors 3z tal que limpoo f*(2) = 2 i f(2) = y;
Per tant, lim,_,o, f*(y) = 2.



Si y € f(W*) llavors 3z, 3(2n),¢IN tals que y = f(2), limn—oo 2n = 2, 20 = 2,
i 2n = f(zn41). Definim yo = y, Yn = 2n—1 Vn > 11 es verifica limpeo yn = z i
Yn = f(Yn+1) Vn > 0; per tant y € W*. A Dinrevés, si y € W, sigui (ya), ¢\ tal
que Yo = ¥, Yn = f(Yn41) 1 limp—oo Yn = z; suprimint el primer terme obtenim que
una antiimatge de y és de W*; per tant y € f(W*). O

Nota. Es pot donar la possibilitat W* ¢ f(W#). Considerem, per exemple, una
funcié f : IR — IR diferenciable, estrictament monotona creixent, i que verifiqui
fi(z) € (0,1) Vz € IR, f(0) = 0, limp—y_oo f(z) = —1 i limzrtoo f(z) = +1,
de manera que W#*(0) = IR, mentre que f(W?*) = (—1,1). De fet, és facil veure
I’equivaléncia y € f(W?*) <= y € W* N I'matge(f).

Analogament al cas de difeomorfismes, els conjunts estable i inestable es poden

generar a partir de trossos locals: Ve > 0 definim el conjunt estable ¢-local
We={yeR™| lim f*(y) =2 |f"(s) -l < e ¥n 20},

i el conjunt inestable e-local
W = {y € R™ | 3(yn),.cIN que verifica nango Yn =2, Y=V

iVR20yn = f(Unt1) i llyn — 2] < €} .

De les definicions, és trivial que W2 i W¥ contenen z i que W2 C W* i W2 C W+

Proposici6 1.1.5 a) W* = Uso fF (W),
b) W = Upso fX(WE).

Demostracié: Si y € Ukyo F75(W¢) llavors 3k > 0 tal que f*(y) verifica
limpooo fA(f5(y)) = = i ||f***(y) — 7|| < €. En particular, lim,—oo f*(y) = z, i
per tant y € W*. D’altra banda, si y € W* llavors lim,_,o f™(y) = z; per tant,
donat € > 0, 3N > 0 tal que Vo > N ||f*(y) — z|| < e. En particular, f¥(y) € W?;
o sigui y € f~N(W¢). Hem vist a); passem a b).

Suposem que y € f¥(W}); llavors 32 € WY tal que f*(z) = y. Per definicio,
a(zﬂ)neIN amb lim, o2, = 7,20 = 21V 20 2z, = f(zn41) i ||2n — 2]| < €
Definim yo = y = f¥(2), y1 = fF1(2),...,yx = z = 20,Yk4; = 2; Vj > 0 s’obté
lim,oo¥n = 2 amb yo = ¥ 1 Yo = f(yYns1); per tant y € W*. A Dinrevés, si
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y € W* llavors 3(?/n)ne|N amb limp oo Yn = T, Yo = Y 1 Yn = f(Yn41) VR > 0. Ara
bé, donat € > 0, 3N > 0 tal que Vn € N ||y, — z|| < €; en particular, yv € W} i,
per tant y = yo € fN(W¥). O

Ens interessem per ’estructura que tenen aquests conjunts. Ja hem vist que si z
és un punt fix atractor (respectivament repulsor) de f, llavors W* (respectivament
W*) conté una bola oberta centrada en z. Ara bé, en el cas atractor, W* és trivial
(es redueix al punt z), en canvi, en el cas repulsor W* pot tenir més punts, per
exemple, les antiimatges successives de z.

Més en general, per a punts fixos hiperbolics qualssevol, el teorema de la varietat
estable afirma que W* i W* tenen estructura local de varietats diferenciables, les
quals poden pensar-se com una generalitzacié dels subspais estable (o contractiu) i
inestable (o ezpansiu) del cas lineal. Recordem en primer lloc aquest cas.

Siguin L : IR™ — IR™ lineal i 0 = L(0) punt fix hiperbolic; podem associar
a L una descomposicio candnica de IR™ en suma directa, IR™ = E* @ F* on
E* (respectivament E*®) és el subspai propi generalitzat corresponent als valors
propis de modul > 1 (respectivament < 1). Es verifica L(E¥) C E*, L(E®) C E?,
E* = W*(0, L) (subspai inestable) i E* = W?*(0,L) (subspai estable). A més,
existeixen normes adaptades, || ||« i || ||s en E* i E%, respectivament, tals que
“L|_El..”u < 1i||lLjlls <1 (observem que Lj,, és un automorfisme; en canvi és
possible que L., no sigui invertible). La norma natural de IR™ associada a la

descomposicié anterior és ||(z,y)|| = max{||z||«, [|y||s}-

Nota. A causa que IR™ = E* @ E* ~ F* x E*, fem ’abis de notacié d’escriure
(z,y) € E* x E* per a 'element de IR™ que té, com a descomposicié en suma
directa, I’expressié z + y, amb ¢ € E* i y € E*; la definicié adequada de la norma
seria : Vz € IR™ ||2|| = max{||prg«(2)||«, ||lprE:(2)|ls}

Per al cas no lineal, tenim la segiient generalitzaci6, que és una adaptacié d’un

resultat de [28].

Teorema 1.1.6 (de la varietat estable) Sigui L : R™ — IR™ lineal. Suposem
que 0 = L(0) és un punt fixr hiperbolic, que IR™ = E* @ E*® és la descomposicio
canonica associada a L 1 que || ||, i ]| ||s son les normes adaptades corresponents.
Sigui f : IR™ — IR™ de classe C", 1 < r < 00, amb f(0) =0, Df(0) = L.
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St la constant de Lipschitz de f — L és suficientment petita llavors els conjunts

U= () f{H), on H={(z,y) € E*x E* : ||zflu > llyll,} i
n>0

S=) V), onV ={(z,9) € E“x E* : lylls > l|zllu}
n>0

son grdfiques d’aplicacions de classe CT, g* : E* — E*® i g* : E* — E“, respecti-

vament (per tant, son varietats diferenciables) i verifiquen:
a) z € U <= Ezisteiz alguna successio (f~"(z))n>0 tal que lim,_ .o f~"(2) =0
<= Eristeiz alguna successio (f~"(2))n>0 que estd fitada; ¢
Z2€ S <= limpno fM(2) = 0 <= f(2) esta fitada.
En particular, U = W*(0, f) 1 § = W*(0, f).
b) U és tangent a E* en 0 i S és tangent a E* en 0.

c) Les varietats U i S depenen continuament (en norma C7) de f.

Aquest resultat és, potser, més conegut en la seva versid local, ja que la hipotesi

Lip(f — L) suficientment petit és molt restrictiva.

Teorema 1.1.7 (de la varietat estable local) Sigui f : R™ — IR™ una apli-
cacio de classe C™, 1 < r < oo, amb un punt fiz hiperbolic 0 = f(0) i considerem
L = Df(0) i R™ = E* @ E° la descomposicid canonica associada a L. Llavors
ezisteiz € > 0 tal que els conjunts W¥(0, f) i W2(0, f) sén varietats diferencia-
bles, tangents a EY i F*, respectivament, en el punt 0; i que sdn les grafiques

d’aplicacions g% : B* — B? i g*: B¥ — B¢ de classe CT.

Nota. B (respectivament B?) és la bola de E* (respectivament E*) centrada
a Porigen t de radi e.

Demostracié: En una bola By, suficientment petita, és cert que Lip(f—L) < 7
petit. Canviem f per f de classe CT tal que:

1) forade Bs, f = L,

2) dins de Bs,, f=f.
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Aixo es pot fer usant funcions del tipus ”"palangana”: sigui « : IR — IR de classe
C tal que a(t) = 1V|t| < 6/21 a(t) = 0V|t| > §; definim f = af + (1 — a)L.
Usant el teorema per a f, obtenim W4(0, f) i W*(0, f) que sén grafiques de

funcions g*, g°. Restringint-nos a Bs/, obtenim les varietats locals. D

Fem unes quantes observacions referents a la importancia que té, sobre les va-

rietats, el fet que f sigui no invertible:

1) Si f és difeomorfisme i z = f(z) és un punt fix hiperbolic (aixd no val per a
punts periodics de periode més gran que 1) llavors W*(z, f) i W¥(z, f) sén
conjunts connexos; si f no és difeomorfisme, W* és encara connex (ja que W
és connex per ser la grafica d’una aplicacié continua i W* = Ugso fEw)
és reuni6 de connexos amb un punt comi: z), perd W* pot no ser-ho; per
exemple, si considerem f(z,y) = (22, 2y), llavors (1,0) és un punt fix repulsor
amb W = {(1,0)} U {(-1,0)}.

2) Per a difeomorfismes, dos conjunts estables (o dos d’inestables) no es poden
tallar; en canvi, per a aplicacions no invertibles, dos conjunts estables diferents
encara son disjunts (una successié no pot tenir dos limits diferents), perd dos
d’inestables poden tenir interseccié no buida (una successié d’antiimatges pot

tendir a un punt fix, i una altra successi6 a un altre).

3) Les patologies dels conjunts estable i inestable poden ser encara més xocants,
com demostra el segiient exemple. Sigui f : IR — IR una funcié de classe
C*, creixent a (—o0,a), constant a (a,b) i decreixent a (byo0),0n 0 < a < b.
Suposem també que 0 és un punt fix repulsor amb f/(0) > 11i, finalment, que
Vz € (a,b), f(z)=c>bi f(c) = 0. En aquest cas, la varietat inestable local
de 0 té dimensié 1 i 1'estable és redueix al punt 0. Ara bé, el conjunt total
W? conté també I'interval (a,b) i el punt ¢; o sigui, existeixen components

c . . )
onnexes de W* amb dimensions diferents.

Nota. . . ‘s
Encara que nosaltres no continuem en aquesta direccio, els resultats

referents ; . . . . T . sqe
a varietats invariants estable i inestable de punts periddics hiperbolics es
poden estendre en dos sentits:

a) per a conjunts hiperbolics,
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b) per a punts periddics no hiperbélics; aixd dona lloc a varietats centre-estable,

centre-inestable i central.

La forma dels conjunts estable i inestable és important ja que, si es tallen, la
dinimica esdevé molt complexa. Per simplicitat, ens limitarem a punts fixos.

Sigui z° un punt fix hiperbolic d’una aplicacié de classe C!, f : IR™ — IR™,
Una orbita (completa) de f, {z.}, .z tal que .41 = f(zn) (Vn € Z), s’anomena
orbita homoclinica a z° si lim,_, -0 Tn, = limy— 400 Zn, = 2% Excloem el cas trivial
en qué z, = z°, Vn € Z, pero pot ser z, = z° Vn > ny. Els punts de I’drbita
diferents de z° s’anomenen punts homoclinics a z°; per les definicions, els punts
homoclinics a z° sén els elements de W*(z°, f) N W¥(z°, f) \ {z°}.

Proposicié 1.1.8 a) Siz® és atractor llavors no ezisteizen orbites homocliniques
a z°.

b) Si z® és repulsor llavors, per tal que eristeizin orbites homocliniques a z°, és
necessari que card(f~1{z%}) > 1 i que ezisteizi n € Z tal que z, = z° (en

particular, f no pot ser un difeomorfisme).

Demostracis. a) La causa és que no es pot donar la condicié limp— —oo 25, = z°.
Concretament, si z° és atractor llavors 3k € (0,1) tal que VB, (z°), bola centrada

az%ideradir> 0, amb r suficientment petit, es verifica:
Vz € B(2°) || f(z) — 2°l| < K|z — =°|| -

En particular, si z € B,(z°) llavors f(z) € B, (z9).

Suposem que (Tn)pez verifica znyy = f(zn) (Vo € Z), limyooo 2z = 2°.
Aleshores, Vr > 0 prou petit, 3N € Z tal que, Vn > N, z,, € B,(z°); perd a causa
de ’observacié anterior, també z,, € B,(z%), Vn > N. Per tant (Tn)nez € B.(z9).
Com que aixs val Vr > 0 prou petit, ha de ser z,, = 2%, Vn € Z.

b) La idea basica és que si z° no té cap altra antiimatge llavors és impossible
que limy, ;. 2, = 29, D’una banda, si z° és repulsor llavors Vr > 0 prou petit es
verifica: ,

Vz € B,(z°), z # 2% 3n > 0 tal que f*(z) ¢ B,(z°).

De Paltra, si (z")neZ verifica 2,41 = f(2n), Y0 € Z i limy— 400 T, = z° llavors

Vr > 03N e IN tal que Vn > N z, € B,(z%). Perd si r > 0 és prou petit,
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I’observacié anterior permet afirmar que zy = z9. Considerem ara zx_1, si no és
z0 llavors ja tenim el que voliem; si és 20, repetim el procés anterior canviant N
per N — 1. D’aquesta manera s’obté que, o bé z° té alguna altra antiimatge, o bé

znzzOVneZ. a

Fins ara no ha fet falta que f fos difeomorfisme. En aquest cas, es verifica el

seglient resultat ([52]).

™ — IR™ un difeomorfisme

Teorema 1.1.9 (homoclinic de Smale) Sigui f : IR
de classe C! amb un punt fiz hiperbolic p = f(p) tal que ezisteiz un punt ¢ # p on
s’intersequen transversalment les varietats W*(p, f) i W¥(p, f). Aleshores ezisteir
un conjunt de Cantor A C IR™, amb q € A i existeiz n > 0 tals que f*(A) = A i
fI?\ és topologicament equivalent a un automorfisme shift. En particular, en cada

entorn d’un punt homoclinic tranversal ezisteizen punts periodics.

Per a entendre el significat d’aquest resultat cal recordar que dues varietats
M i N, contingudes a IR™, s’intersequen transversalment en ¢ € M N N quan es
verifica T,M + T,N = IR™, on T,M indica 'espai tangent a M en ¢. D’altra
banda, recordem la definicié del shift. Sigui S un conjunt finit, de cardinal N > 2;
suposarem S = {0,1,...,N — 1}. Sigui 3_u el conjunt de successions biinfinites,
(@n),cz, formades amb elements de S: a, € § (Vn € Z). Llavors

d((a);ez> (B)icz) = 3 M_N—”Ll

t=—00
defineix una meétrica a y_n; i ).y és homeomorf a un conjunt de Cantor. Definim

Pautomorfisme shift 0 : 55 — 3" mitjangant

(0{(ai)icz})i = aj+1, Vi€ Z.

Es una aplicacid continua i la seva dindmica és molt complexa, encara que totalment

determinada; concretament es verifica
1) el cardinal del conjunt de punts periodics de periode N és N7,
2) el conjunt de punts periddics és dens a Y_p, i

3) o té una orbita densa a y_ (és diu que o és topologicament transitiu).

15



Existeixen algunes variacions del resultat anterior (vegeu [42], [24], [16]), per

exemple:

1) Es poden fer hipotesis que restringeixin la quantitat de seqiéncies admissibles,
normalment mitjangant una matriu de transicid (formada per zeros i uns) que
caracteritza, per a cada simbol de §, quins altres simbols de § sén permesos.

Aix0 porta a definir subshifts de tipus finit.

2) Es poden generalitzar els conceptes anteriors al cas d’un alfabet S amb una

quantitat numerable de simbols.

Per6 totes fan referéncia a la complexitat de la dinamica d’una aplicacié si té
orbites homocliniques transversals. A la seccié 5 donarem la versié equivalent, per
a aplicacions que no sén difeomorfismes (perd que sén un tipus molt particular
d’endomorfismes) de la propietat de transversalitat. .

Fins ara hem fet referéncia a punts fixos (o periodics) hiperbolics. La pérdua
del caracter hiperbolic va generalment lligada a alguna bifurcacic local, i el context
natural per a estudiar aquest fenomen és mitjancant families d’aplicacions que
depenen de parimetres. Ens restringirem a les bifurcacions més senzilles, en qué
un sol parametre és suficient.

Sigui, doncs, f, : IR™ — IR™, a € I (interval real), una familia d’aplicacions de

classeC™, r > 1,1 que depenen de forma C! de a. Suposem que, quan a = ag, T = Zo
és un punt fix no hiperbolic (si el periode és n, canviem f, per fi'= fio---0f,);

n
aixo ens dona tres possibilitats:

1) D fay(z0) té un valor propi 1,
2) D foo(z0) té un valor propi -1,
3) Df,,(z0) té dos valors propis complexos conjugats, de modul 1.

Aquestes possibilitats no sén excloents, siné que poden donar-se simultaniament,
augmentat aixi la codimensid de la bifurcacié. En els propers apartats, pero,
només considerarem aplicacions, o bé en dimensié 1, o bé en dimensié 2 dissi-
patives (|det(D fo(z0))| < 1); en aquests casos, la possibilitat 3) no es pot donar i,

a més, 1) i 2) sén excloents.
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Aixi doncs, ens limitem a recordar dos tipus de bifurcacions locals de codimensié
1, les quals, per tal que no siguin degenerades, han de complir unes condicions de
transversalitat adequades.

Una manera d’estudiar bifurcacions és usant la teoria de la varietat central, la
qual permet reduir la dimensi6 de I’espai a la minima necessaria per al tipus concret
de bifurcacié. La idea essencial és la descomposicié de I’espai IR™ en E*@ E* 6 E°,
de manera que el caracter no hiperbolic queda capturat en la varietat central E¢, la
dimensié de la qual és el cardinal dels valor propis de modul 1. Notem, pero, que
aquesta teoria és més complexa que la de les varietats estable i inestable; aixi, per
exemple, es perd diferenciabilitat i no es pot assegurar la unicitat. Aquest punt de
vista es pot trobar a [39] o {13]. Usant aixo, l’estudi de 1) o 2) es pot reduir al cas
unidimensional.

Per als nostres proposits preferim una formulacié directa que no varii la dimensié6
inicial del problema. Ens interessa dimensié 2 (encara que els resultats només varien
lleugerament per a dimensié qualsevol); en cada cas farem una adaptacié a dimensié

1. Els resultats segiients es poden trobar a [57].

Teorema 1.1.10 Sigui f, : IR?2 — IR?, a € I (interval real) una familia d’apli-
cacions de classe C? i que depén de forma C! respecte al parametre a. Notarem
també f,(p) = f(p,a) Vp € IR%,Va € I. Suposem que, quan a = ag, po és un punt
fi2 (fuo(Po) = po) que verifica:

1) p =1 és un valor propi simple de D f,,(po), amb vector propi per la dreta v

i vector propi per l’esquerra w. L’altre valor propi és A, amb |A| # 1.

2) wTD2fao(p0)(v’v) # 0.
3) wT 4 (po,a0) # 0.

Llavors f, desenvolupa una bifurcacié sella-node genérica en el punt py quan a = ap.

La tesi d’aquest teorema significa que existeix una corba C! a U x Iy (on Ip és un
interval contingut a I que conté ag i U és una bola de IR? que conté py) que passa
per (po,ao) i té una tangéncia quadratica en aquest punt respecte al pla a = aqp. A

més, cada punt (p, a) de la corba representa un punt fix de la funcié: f,(p) = p.
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Geométricament, aixd vol dir que, en un entorn de pg, la funcié f, (per a ~ aq),
o bé té dos punts fixos quan a > ag i cap quan a < ag,0 bé en té dos peraa < ag i
cap quan a > ao (dependent dels signes de les expressions 2) i 3)). Quan n’existeix
dos, a més, un és una sella i 'altre és un node; aquest és atractor si |A\| < 1o

repulsor si |A] > 1.

Nota. La dimensi6é corresponent al valor propi A no juga cap paper rellevant;
aixo fa que la reduccié del teorema a dimensio 1 sigui immediata:
Si la familia f, : R — IR, fi(z) = f(z,a), verifica foo(z0) = 2o, fi,(%0) = 1,
a(Zo0) # 0, g{-(zo,ao) # 0 llavors desenvolupa una bifurcacio sella-node genérica
en zg per a = ag.
De fet, aquest resultat ve a dir que, localment, qualsevol bifurcacié sella-node
genérica és qualitativament igual a la de la familia f,(z) = zta+z?ena=2z = 0.

El resultat escaient quan un valor propi val -1 és el segiient ([57}):

Teorema 1.1.11 Sigui f, : IR2 — IR?, f,(p) = f(p,a), a € I (interval real), una

familia d’aplicacions de classe C3 i que depén de forma C! respecte al pardmetre a.
Suposem que, quan a = ag, po €s un punt fix (fu,(po) = po) que verifica:

1) Spec(D foy(p0)) = {A,u}, amb |A| # 1 i p = —1. Siguinv { w (respectivament

v1 i wy) vectors propis per la dreta i per l’esquerra associats al valor propi p

(respectivament ) ).

2) 5725y (W7 D2 fuo (p0) (v, 1)) (w0 D? fay (o) (0, ) +
+1(T D2 £ (p0) (v, v))2 + 20T D foq (po) (v, v, ) # 0.

3) En un entorn de a = ag 1 p = pg, sigut p(a) inic punt fir de f, tal que

p(ag) = po t sigui p(a) el valor propi de D f,(p(a)) tal que p(ao) = —1;
llavors %(ao) #0.

Llavors f, desenvolupa una bifurcacié flip genérica en el punt py quan a = ag.

La tesi vol dir que, sota les hipotesis del teorema, existeixen dues corbes de

classe C! en un entorn de (po,ao) € IR? X I que verifiquen:

a) Ambdues passen pel punt (po,ag); una representa punts fixos de f i 1’altra,

punts de periode 2. Tots els punts sén hiperbolics, excepte pg quan a = ag.
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b) La corba de punts fixos té interseccié transversal amb el pla a = a¢; en a = ag

el punt fix canvia d’estabilitat (de node a sella o a I'inrevés).

c) La corba de punts 2-periddics té una tangéncia quadratica amb el pla a = ag en
(po, ao); o sigui, o bé f, té en un entorn de pg, punts 2-periodics per a a > aq

i no en té per a a < aq, o bé a 'inrevés.

Les diverses possibilitats dels punts b) i ¢) depenen dels signes de les expressions
de 2)i3).

Nota. En dimensid 1 el resultat és el segiient:

Si la familia f, : R — R, fo(z) = f(z,a), verifica fo,(z0) = 0, f},(z0) = —1,
LA (Po)]? + L £ (po) # 0 i $(a0) # 0, on p(a) = L (p(a), a) i p(a) és inic punt
fiz de f, que ezisteir per a a ~ ag en un entorn de pg, llavors f, desenvolupa una
bifurcacio flip genérica en el punt pg quan a = ag.

La tercera condicié també es pot escriure com (fZ)"(po) # 0, i la quarta és
equivalent a aa—;,%(pg,ao) + %gi (po, ao)%é(po, ag) # 0. Per tant, el model universal
de bifurcacié flip genérica és f,(z) = (=1L a)ctz3ena =2z = 0.

Per acabar, recordem que ens hem restringit a les bifurcacions generiques de
codimensié 1. Anulant alguna de les condicions de transversalitat i imposant-ne
alguna altra s’obtenen altres bifurcacions, de codimensié més gran. La manera
natural d’estudiar-les és usant families amb més parametres; algunes referéncies

sén {57} i [12].

1.2 Extensio de punts periddics

En aquest apartat, estendrem algunes propietats de P’aplicacié f : R — IR a
_ | @
0

concretament, tractarem l’existéncia de punts periodics, la seva estabilitat i les

funcions F : IR?> — IR? "proximes” al cas singular Fp ; més

possibilitats de bifurcacions locals de codimensié 1.

Teorema 1.2.1 Sigui Fy : IR? — IR? una familia uniparamétrica d’aplicacions

que depenen de forma C! del pardametre b € IR ¢ tal que

a) Vb # 0, F, és un difeomorfisme de classe C!,
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b) Fo ( § ) = ( f(oz) ) on f: IR — IR és una funcié de classe C1.
Yy

Sigui p un punt periodic de f de periode n tal que (f*)(p) # 1. Llavors ezisteizen
bo > 0 i una aplicacid de classe C1, z : I = (=bo,bo) — IR?, 2(b) = (z(b), y(b))

tals que

1) z(0) = p,y(0) =0,
2) Vb € I, 2(b) és un punt de periode n de Fy,

3) St p és un atractor de f (](f*)(p)| < 1) lavors 2(b) és un atractor de Fj,
(Vbel),

4) Sip és un repulsor de f (|(f*)(p)| > 1) llavors z(b) és una sella de Fj,
(Vb eI).

Demostracié: A causa que F§(z,y) = (f*(z),0) (per tant, es conserva el tipus
de la forma singular), és suficient fer la demostracié per a periode 1.
Definim G : IR® — IR? mitjancant G(z,y,b) = Fy(z,y) — (z,y). G és una

funcié de classe C! que verifica
G(p, 0, 0) = FO(P, 0) - (p’ 0) = (0’ 0) i

D(;,)G(p,0,0) = ( fp) =10 ) :
0 -1
matriu no singular. Pel teorema de la funcié implicita podem assegurar que exis-
teixen bg i z : I = (—bg,bo) — IR? de classe C! verificant 1) i 2).
Considerem ara My = D, ) Fy(z(b),y(b)) Vb € I. Els valors propis de M,
depenen continuament dels seus coeficients, i aquests sén funcié continua de b.
Com que, quan b = 0, els valors propis sén f’(p) i 0, reduint I (si cal) es verificaran

3)id). O

Quan (f")'(p) = —1, els apartats 1) i 2) encara sén certs; ara bé, no es pot
assegurar quin caracter tindra el punt (z(b),y(b)) per a b # 0 petit, ja que els
valors propis de M sén de la forma O(b) i —1 + O(b); per tant, z(b) tant pot ser
un pou com una sella. Cal posar més condicions sobre F per a assegurar de quin

tipus és; aixo esta tractat més endavant quan estenem la bifurcacié flip.

20



D’altra banda, la possibilitat |{(f*)(p)| = 1 correspon, generalment, a una bi-
furcacié. A continuacié veurem com es passa aquesta, si és generica, de dimensid 1

a dimensié 2.

Teorema 1.2.2 Sigui F,} : IR2 — IR? una familia biparamétrica d’aplicacions

que depenen de forma C! de a,b € IR i tal que

a) Vb #£ 0, F,; és un difeomorfisme de classe C?,

Y
classe C?,

b) Fop ( e ) = ( fa(()z) ), on f, : R — IR és una familia d’aplicacions de

¢) Ena= a, f, desenvolupa una bifurcacio sella-node genérica de periode n en el

punt p, en el sentit que:

)= 0 (20D =1 o (20 (f2) £ 0
Llavors eristeizen by > 0 i una aplicacid z : I = (=bg,bp) — IR de classe C!,
z(b) = (z(b), y(b),a(b)), tals que
1) z(0) =p, y(0) =0 i a(0) = «,
2) Vb = b € I fizat, l’aplicacid Fa,E desenvolupa una bifurcacio sella-node genérica
de periode n en T = z(b), 7 = y(b), @ = a(b); o sigui
(a) F5(7,7) = (7,7,
(b) Spec{ D) F5(Z,9)} = {A u} amb Al £ 1, p=1,
(c) WT DY, ) F2(,9)(0, ) £ 0,
(d) wT Do F25(7,7) # 0,
on v i w son vectors propis no nuls de DFE'E(E, 7) per la dreta i ’esquerra,

respectivament, de valor propi p = 1.

Demostracid: Suposem, per a simplificar, que el periode és n = 1 i sigui
Fop(z,y) = (Fi(z,y,a,d), Fa(z,y,a,b)).Notarem z = (z,y,a,b). Definim una
funcié de classe C! G : IR* — IR? mitjancant

F(z)-z
G(z) = F(z)-y
(48(2) — 1) (42(2) - 1) - i(2)42(z)
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Observem que G s’anul.laquan F, 5(z,y) = (2,9) i1 € Spec[D(zy)Fap(z,y)]. Usant
que Fy és f, 1 F; és 0 quan b = 0, es veu que G(p,0,,0) = (0,0,0) i que

0 0 Llfalpl
D(z,y,0)G(p,0,,0) = 0 -1 0 =J
~izlfa@)] 0 glfa(p)]
verifica detJ = —j%[fa(p)]ﬁ[fa(p)] # 0. Pel teorema de la funcié implicita,

existeixen bg i la funcié z de classe C!, verificant 1), 2(a) i 2(b) (excepte la condicié
|A] # 1). Les condicions |A] # 1, 2(c) i 2(d) també sén certes, si by és prou petit,

per continuitat, ja que quan b = 0 es verifica

e Do) Fuolp,0) = (; X )

* A=0,w=v=(1,0) (per exemple),

o« wTDE, ) Foo(p,0)(v,v) = F[ful(P)] # 0 i
o WDy Foo(p,0)(v,0) = &[fu(p)] # 0.

I totes aquestes expressions sén també funcié continua de by. O

Nota. En el calcul de les expressions on apareixen derivades hem usat el fet
segiient. Sigui h : IR™ — IR™ una funcié de classe C™ i sigui ¢ € IR™; llavors

D™h(q) : R™ x ... X IR™ — IR™ és una aplicacié multilineal definida mitjangant
————

dn f

dz;, ...dz;,

Dnh(q)(ein'--’et'n) = (q)

on {e;,...,ei,} és la base canonica de IR™.

Teorema 1.2.3 Sigui F, 5 : IR”Z — IR? una familia biparamétrica d’aplicacions de

classe C1 respecte a,b € IR i tal que

a) Vb # 0, F,p és un difeomorfisme de classe C3,

b) Fup ( ’ ) = ( fa(()x) ), on f, : IR — IR és una familia d’aplicacions de
classj C3,
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¢) Ena = a, f, desenvolupa una bifurcacid flip genérica de periode n en el punt

p, en el sentit que

o falp)=p,
) %fé(p) = —1 (per tant, ezisteiz una funcid z(a), definida en un entorn
de a = a, amb z(a) = p, la qual representa [inic punt fiz de f, en un

entorn de p),
« LE(p)£0
o 2(a) #0, on u(a) = $(2(a)).

Llavors ezisteizen by > 0 i una aplicacié z : I = (—bo,b) — IR® de classe C?,
z(b) = (2(b), y(b), a(b)), tals que

1) z(0) = p, y(0) = 0, a(0) = a,
2) Vb = b € I fizat, Uaplicacis Fa,E desenvolupa una bifurcacio flip genérica de

periode n en T = z(b), 7 = y(b), @ = a(b), o sigui:
(a) FE"’E(E, y) = (-f’ y)’
(6) Spect Do) F2o(@ 1)} = {A, 11} amb I\ # 1, o = -1,
() sxy (W7 D, ) 2@, 5)(o, o) HuT DR, ) Fo(2,9) (v, o)+
+HWT DY, ) Fro(3,5)(v, o)}
+3{wT DY, ) F25(%,9)(v,v,0)} £ 0,
on v iw (v i wy) son, respect., vectors propis de D(z ) F7:(Z,7) de
Ty = wl

valor propi —1 (A), tals que w v = 1.

(d) Per al parametre a variant en un entorn de @, sigui (z(a),¥(a)) el punt
n—periodic de'F,_ 7 tal que T(a) = %, y(a) = ¥ (2(a), Y(a) ezisteizen
localment pel teorema de la funcié implicita), i sigui p(a) el valor propi
de D(z‘y)F:E(E(a),'g](a)) tal que (@) = —1; llavors £ pu(a) # 0.

Demostracié: Com al teorema anterior, suposem n = 1 i que F s’expressa
Fop(z,y) = (Fi(z,y,a,b), Fy(z,y,a,b)). Recordem que quan b = 0, Fj és f i
F2 val 0.
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Definim G : IR* — IR? mitjangant

_ [ A(z,9,a,0)— =
F2(27, y’a7b) -y

G és una funcié de classe C3 respecte z, y i de classe C! respecte a, b; a més,
G(p,0,a,0) = (0,0) i

Q
o R w8y

d%;fa(p) ~1 0
0 -1

det[D(; ,)G(p,0,,0)] = =2.

Pel teorema de la funcid implicita, existeixen funcions de classe C!, z(a,b) i y(a,b)
(definides en un entorn U de a = a, b = 0) tals que Va, b € U (z(a,b),y(a,b)) és
Punic punt fix de Fy 5 en un entorn de (p,0),i z(a,0) = p, y(e,0) = 0.

En particular, resulta de la unicitat que, quan b = 0, z(a,0) és la funcié z(a)
de la condicié c) i y(a,0) = 0. ’

Considerem ara H : U — IR, funcié de classe C1, definida per

H(a', b) = det{D(z,y) Fa,b(z(av b)a y(a'7 b)) + Id} =

- [%z(a,b),y(a,b),a,b)Jr 1] [‘Z—?(z(a,b),y(a,b%a”’)+ 1] B
—%(z(a, b),y(a,b), a, b)%(x(a, b),y(a,b),a,b).

Recordem que, quan b = 0, z(a,0) és z(a) (i, en particular, z(a) = p), y(a,0) =0,
Fy és f i F3 val 0; per tant H verifica

¢« H(e,0)= F(p)+1=0,
o H(a,0)= 42(z(a)) = p(a) i
o H(a,0)=%(a) #0.

Pel teorema de la funcié implicita, existeix una funcié de classe C1, a(b), en un
entorn, I, de b = 0 tal que Vb € I, H(a(b),b) = 0.

Tornem a escriure z(b) per a designar z(a(b),d), i y(b) per a y(a(b),b); llavors
z(b), y(b),a(b) sén les funcions que verifiquen 1), 2(a), i 2(b) (excepte la condicié
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|A] # 1). La resta de condicions es verifiquen, en un entorn prou petit de 0, per
continuitat respecte del cas b = 0, ja que tant A, com 1’expressié que apareix a 2(c),

com %(E) sén funcions continues de b. La comprovacidé per b = 0 és la segiient:

dfa _
2(b) Dz Fao(p,0) = -f;(p) 0 = 10 ; per tant A = 0 # 1 quan
0 0 0 0
b=0.
2(d) Si b =0, llavors @ = a, i ja sabem, per hipotesi, que fi;a’i(a) # 0.

2(c) Podem prendre v = w = (1,0) i v, = w1 = (0,1). Usant ’observacié anterior

al teorema per a Fr; = (1, F) : — IR? i ¢ = (%,7) obtenim que
I’expressié de 2(c) és
1 d’F

d’F d*Fy d3F;
2(1-2A) d:z:dy( )dz2( 9+ ( 7 (4 )) ( 1 )

Quan b = 0 (per tant, @ =, T=p,§ =0, F} és f, i F, val 0) obtenim

1(d2f, \* 1/[df,
Z(dx'z()) E(ds”)'

D’altra banda (i eliminant temporalment el parametre a perqué és irrelle-

vant), la derivacié successiva de (f o f)(z) porta a
(f o £)"(z) = f"(F(2))f'(2)> + 3f"(f(=)) f'(2)f"(z) + f'(f(z) f"(z) .
Substituint z = p i usant f(p) = pi f/(p) = —1 obtenim
(f o )"(p) = =3f"(p)* - 2f"(p) -

Aquesta relacié entre derivades permet transformar 1’expressié que haviem

obtingut de 2(c) quan b = 0 en -—%2 (i:r;f,gt(p)), que és # 0 per hipotesi. O

Notes:

1) Les extensions que hem fet del cas unidimensional (b = 0), al cas bidimensional
(b # 0) estan basades en el teorema de la funcié implicita i, en conseqiiéncia,

només soén valides per a |b| suficientment petit; lluny de b = 0, no podem
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assegurar res, i, de fet, hi pot haver diferéncies amb el cas unidimensional.
En el cas de I’aplicacié d’'Hénon F,y(z,y) = (1 + y — az?,bz), per exemple,
algunes corbes de bifurcacié sella-node contenen punts aillats que corresponen
a bifurcacions de codimensié 2: cusp i flip de codimensié 2 (vegeu [5],{40], [6]);
en canvi, quan b = 0, I’aplicacié logistica f,(z) = 1—az? només té bifurcacions

del tipus sella-node i flip genériques (vegeu [17]).

2) Aquest tipus de resultats es poden demostrar de manera més sintética usant
teoria de transversalitat en espais de jets de funcions de classe C*. A [31] hi

ha un raonament d’aquests per a un cert tipus de families.

En el pla de parimetres (a,b), cada corba (a(b),b), {b] < bo és una corba de
bifurcacio (sella-node o flip). La funcié a(b) és diferenciable i és facil calcular a/(0)
en funcié de derivades de f en ¢ = o,z = p. Encara més, si la familia biparamétrica
F és C* (o analitica) llavors també ho és la funcié a(b) (serveixen les mateixes
demostracions), i es poden calcular més derivades en b = 0. Aixo involucra cilculs
senzills pero pesats. Fem, per exemple, el cas de a’(0) i a”(0) per a bifurcacions
sella-node.

Notem 2(b) = (z(b), y(b), a(b), b).

Les corbes z(b), y(b) i a(b) verifiquen

F1(2(b)) = =(b) ,

Fa(2(b)) = y(b) ,
dF;

Per a simplificar les expressions que sortiran, fem un canvi de notacié. Posem
F(z,y,a,b) = fa(z) + 9(2,9,0,b) = f(z,a) + 9(z,y,,b),1 F2 = h (hem suprimit
els subindexs perque aquests els usarem per a indicar derivades parcials). A més,
no escriurem el punt b on s’avalua cada funci. Les equacions anteriors s’escriuen
ara:

f+g=zs

h=y,
(fz‘*‘gz_l)(hy_l)"gyhr:()'

26



Derivem respecte b cada equacié i fem b = 0, de manera que g, h i totes les derivades

successives respecte (nomsés) z,y, a sén 0. Queda:
f=(p, a)z’(0) + fa(p, @)a’(0) + g4(p, 0, @, 0) = 2'(0),
hb(pa 0,a, 0) = y'(O) ’
foa(p, )2'(0) + fza(p, 2)a’(0) + gzb(p, 0, 0, 0) + (fo(p, &) — 1)hys(p,0,2,0) = 0.
Usant que fz(p,a) =1, fo(p,a) # 01 frz(p, @) # 0, obtenim

a'(0) = W » ¥'(0) = hy(p, 0, ,0)

fra(p; a)gb(P, Oa a, 0) - fa(p$ a)g:cb(p, 0’ «, O)
fzz(py @) fap, @) ’

Per a calcular a”(0), cal tornar a derivar i fer b = 0. Només queden els termes

z'(0) =

(f:c:cxl + fzaa’)xl + (fa:z:zl + faaal)al + faa” + gszl + gyby, + gabal+

+9252" + gy’ + gava’ + gup =0

i, per tant, es pot aillar a”(0) facilment.

Acabem aquest apartat amb una il.lustracié de I’extensi6 de les corbes de bi-
furcaci6 en el cas d’una familia senzilla del "tipus” Hénon (polinomial de grau 2):
considerem F, 4(z,y) = (a — z% + b%y,bz). En aquest cas, se sap que les bifurca-
cions d’orbites periddiques de la familia unidimensional f,(z) = a — z? sén totes
del tipus sella-node o flip genériques ([17]) que creen orbites (no les destrueixen)
en el sentit creixent de a; aixd0 permet comptar la quantitat de bifurcacions de
cada periode (vegeu, per exemple, [23]). A més, analitzant el comportament de la
successio d’imatges del punt critic de f,, es pot descriure completament 1’ordre en
qué es produeixen aquestes bifurcacions ([40]). El conjunt de bifurcacions té una
estructura fractal: és una estructura que es va repetint a escales successivament
més petites.

Per al cas bidimensional, tenim:

Proposicié 1.2.4 Siguin F,(z,y) = (a — 2% + b%y,bz) 1 fo(z) = a — z?; llavors
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a) Per a cada N > 0, ezisteiz by > 0 tal que Yb € (—bo,bg), l’ordre de totes les
bifurcacions (respecte al pardametre a) d’orbites periodiques de perfode < N

de Fyp(z,y) és el mateiz que el de Uaplicacio f,(z).

b) Vb # 0 fizat, Uordre de totes les bifurcacions d’orbites periodiques de Fgp és
diferent del de f, (o sigui, a U'apartat anterior no podem eliminar la condicio
de periode < N ).

Demostracié: a) La quantitat de bifurcacions de periode < N és finita. Per
a cadascuna d’elles, existeix una corba de bifurcacié a(b) (|b| petit). Prenent by
suficientment petit, totes aquestes corbes no es tallaran entre si a la zona |b| < bo.

b) Es dedueix del resultat de Newhouse ([43],[44]): per a qualsevol b # 0, Fy és
conjugada a ’aplicacié d’Hénon, i per a aquesta, existeixen valors de a per als quals
coexisteixen infinites orbites periddiques atractores (mentre que per a f,;, només en
pot haver una ([14]). Aixd només és possible si diverses corbes a(b) es tallen entre
si. O

1.3 Extensid del teorema de Hartman-Grobman

Ja hem dit que el teorema de Hartman-Grobman no és cert, en general, per a
aplicacions que no siguin difeomorfismes locals. El nostre cas d’aplicacié singular
Fy és, pero, molt especial; i el teorema és encara cert. Tot seguit veurem que Fp és

localment topologicament conjugada a la seva part lineal.

0
amb f : IR — IR de classe C!, i sigui zo = f(zo) un punt fiz hiperbolic de f tal
que f'(zo) # 0. Llavors eristeizen entorns U,V C IR%, de (0,0) i (z0,0), respecti-

Proposicié 1.3.1 Sigui Fy : IR? — IR? l’aplicacid singular Fy ( ’ ) = ( f(=) ),
y

vament, i existeiz un homeomorfisme h : U — V, tals que

hoL(z)zF'oOh(x) , V(ZE,:(/)EU,
) y
OnL($)=(f'(mo)$).

Y 0
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Demostracié: Escriurem A = f/(zo). Només cal trobar un homeomorfisme A,

d’un entorn U; de 0 € IR en un entorn V; de 2o € IR que verifiqui
hyoLy(z) = fohi(z), Vz € Uy,

on Li(z) = Az, Vz € IR; ja que, en aquest cas, h(z,y) = (hi(z),y) és un homeo-
morfisme de U = Uy X IR en V = V; X IR que verifica el que volem:

V(z,y)€ U, holL(z,y) = h(Li(),0) = (b1 0 L1(2),0) =

= (f o h(z),0) = Fo(hi(z),y) = Foo h(z,y) .

L’existéncia de hy, la déna el teorema de Hartman-Grobman local 1.1.2 en
dimensié 1. Farem, pero, una demostracié constructiva; aixd és, explicitarem un
homeomorfisme h; que conjuga localment f i L. La idea d’aquesta construccié es
pot trobar a [45, pag. 63] o [16, pag. 55]. La fem perqueé ens servira per a mostrar
la falta d’unicitat de la conjugacio.

Per a fixar idees, suposem que 0 < A < 1; tots els altres casos es farien
anadlogament. Com que f és de classe C!, existeix un interval I = (a,b) que conté

zo i tal que 0 < f/(z) < 1, Vz € I. Per tant, es verifica:
1) f és estrictament monotona creixent en I,
2) zg és inic punt fix de f en I, i atrau tots els punts de I: I C W*(zq, f).

En particular, f té inversa local, definida a f(I). Reduim, si cal, 'interval I
inicial de manera que existeixi un dnic f~1(z), Vz € I.

A causa de les propietats de f en I, es poden trobar z_ i z; tals que
a<z_< flz_)<zop< flz4)<z4 <b.

Llavors D = [z_, f(z-))U(f(z4),z4] C I és un domini fonamental local de f; aixo
vol dir que qualsevol orbita (endavant o endarrera) d’un punt de I entra només una
vegada en D abans de deixar I; I’inica excepcid és el punt fix zo.

D’altra banda, un domini fonamental de Li(z) = Az és E = [~1,-A) U (), 1]:
Vz € IR, z # 0, I'orbita (sencera) de z, O(z) = {L}(z)|n € Z}, té un tnic element
a E.
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Passem ja a definir h;. Comencem fent que hy : E — D apliqui linealment
cada component connexa de E en la corresponent component connexa de D: sigui
hy : [-1,-)) — [z_, f(z-)) definida per hy(z) = z_ + [f(z-) - x—]'ﬁl%’ i,
andlogament, hy : (A, 1] — (f(z4), x4}, b1(z) = z4 + [f(z4) — z4]5=L. A contin-
uacid, estenem la definicié de h; a tot I de manera natural: Vz # 0, sigui n € Z
Iinic enter tal que L*(z) € E i definim hy(z) = f~" o ho L™*(z). Notem que aixo
té sentit encara que n < 0 ja que f té inversa a D. Finalment, sigui h(0) = zo.

Es immediat comprovar que h : I — hi(I) és homeomorfisme i que verifica
hioLy = foh,. O

Nota. No és necessari que h; sigui lineal en cada component connexa de Ej; de

fet, qualsevol homeomorfisme creixent va bé. Aixd demostra que ’homeomorfisme

hi que conjuga no és inic.

La versi6 global del teorema de Hartman-Grobman (amb unicitat de conjugacié

inclosa), per a aplicacions singulars del tipus que ens interessa, és la segiient.

y
singular amb |A| # 0,1. Aleshores ezisteiz ¢ > 0 tal que, si f : IR — IR és una

Proposicié 1.3.2 Sigui L : IR> — IR?, L ( * ) = Oz , una aplicacié lineal

funcid fitada amb Lip(f) < € llavors ezisteiz un tinic homeomorfisme h : IR”? — IR?

de la forma h T ) = ( z+u(3) ),amb u : IR — IR continua i fitada, tal que
) Yy

(L+ Fo)oh=hol,
on Fy = (foprs,0). A més, h depén de manera continua de f.

Nota. Hem notat pr : IR — IR com I’aplicacié projeccié en la primera

component: pry(z,y) = z.

Demostracié. Volem resoldre
(L+(foprs,0))o(I+(uoprg,0))=(+(uoprg,0))oL.
Aquesta equacid és equivalent a
Lo(uopry,0)— (uoprg,0)o L = —(fopry0)o(I+(uoprg0)).
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En components, cal que V(z,y) € IR%:

Mu() | _ [ w(M=)) | _ _ [ flz+u(=))
0 0 0 ’

independent de y.

Per consegiient, la condicié és, realment, unidimensional. Cal que es verifiqui
Liou—uoLy = —fo(l+u),on Li(z) = Az;0bé, (L1 + flo(I+u) = (I +u)oLy,
amb u continua i fitada. I aixo és, simplement, el teorema de Hartman-Grobman
global en dimensié 1; o sigui, el teorema 1.1.3 amb un dels subspais de dimensié 1

i D’altre trivial. O

En aquesta segona versi6 és important notar que, amb analogia al teorema 1.1.3,
I’homeomorfisme A que conjuga és inic. A causa d’aixo, la pregunta natural sembla
ser: Com varia I’homeomorfisme h quan pertorbem L i Fy? Més concretament, i
tenint present el teorema 1.2.1 respecte pertorbacions de punts hiperbolics singulars,
fem les consideracions segiients. A

Qitestié: Suposem que Ly : IR? — IR?, |b] < by, €s una familia d’aplicacions
lineals de la forma Ly ( * ) = Ab)z ) i que verifica:

y p(b)y

a) Les funcions A(b) i u(b) depenen continuament de b.
b) [A(B)] # 0,1 V|b| < bo; 10 < |u(b)} < 1 V|b] < by, amb limy_,o u(b) = 0.

Suposem que Fy : IR2 — IR?, Fy(z,y) = (Fi(z,v,b), Fo(z,9,b)), [b] < bo, és
una familia d’aplicacions fitades, que depén continuament de b i que verifica les
condicions Fy(z,y,0) = f(z), Fx(z,y,0) =0, Y(z,y) € IR%

Ens preguntem si podem trobar € > 0 tal que , si Lip(F}y) < ¢, V|b| < b, llavors
ezisteiz una tnica familia d’homeomorfismes hy, : IR? — IR?, |b] < b de la forma
hy = Id + up amb up continues i fitades, que depenen continuament de b, i tal que
(Ly + Fy) o hy = hy o Ly, V|b] < bo.

A primer cop d’ull, la resposta pot semblar positiva a causa de I’observacié
segiient. Per a b # 0 fixat, estem en les hipdtesis del teorema 1.1.3 i, per tant,
existeix €, > 0 tal que, si Lip(F;) < € llavors Ly + Fb i Ly sén topologicament

conjugats mitjangant un tinic homeomorfisme hy de la forma hy = Id + up, amb uy
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continua i fitada. D’altra banda, quan b = 0 podem usar la proposicié anterior per
a trobar ¢p > 0 amb propietats analogues.
Per tal que la resposta a la pregunta anterior fos afirmativa, només caldria

veure:

1) minp<p, € > 0 (0 bé, equivalentment, que existeix un mateix € > 0 per a tots
els valors de b), i

2) que hy depén continuament de b.

Malauradament, aixo no és possible si usem les técniques estandard de demostra-
cid del teorema de Hartman-Grobman; veurem que s’obtenen condicions sobre ¢
que fan que ¢, , — 0.

Aixd ho comprovarem tot seguit. Més concretament, refinant la demostracié
del teorema de Hartman-Grobman (versié global) de manera que valgui per a tota
una familia (en lloc d’una inica aplicacid), veurem que la resposta a la qiiestié (o
bé als punts 1) i 2)) és afirmativa si ens mantenim lluny del cas singular, aixo és, si
fem que b varii a 0 < by < b < bg. Els nostres raonaments no serveixen a 0 < b < b

perqué la compacitat és essencial. Seguirem els passos de [53].

Teorema 1.3.3 Sigui Ly : IR? — IR?, 0 < by < b < by, una familia d’aplicacions
A(b)z

1 que verifica
p(b)y

lineals bijectives de la forma L, ( ’ ) = (
Y

a) A(b) i u(b) sdn funcions continues de b,
b) [A()], [n(b)] # 0,1 Vb € [by, bo]-

Llavors ezisteiz € >0 tal que, per a qualsevol familia Fy : IR? — IR%, b € [by, bo),
d’aplicacions que depenen continuament del pardmetre b i tals que Lip(F;) < e
(Vb € [by, bo)) es verifica el segiient resultat:

ezisteiz una tnica familia d’homeomorfismes hy : IR? — IR?, b € [by, bo], de la

forma hy = Id + uy, amb uy, continua i fitada, tal que
(Lb + Fb) ohy=hyo Ly, Vbe [bl,bo] .

A més, hy (0 up) depén continuament de b.
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Nota. Remarquem l’afirmacié final: la conjugacié hp, depén continuament
del parametre b; ja que aix0 és diferent de les afirmacions del teorema 1.1.3 i la
proposicié anterior, en queé la continuitat de I’homeomorfisme h era respecte a la

pertorbacié f.

Demostracié. Comencem amb un parell d’observacions que s’usaran més en-

davant sense dir-ho explicitament.

1) A IR? usem la norma del mazim: ||(z,y)|| = max{|z|,|y|}. Les normes poste-
riors que es definiran en espais de funcions estan associades a aquesta norma

vectorial.

2) La constant de Lipschitzde F : IR? — IR? és Lip(F) = sup, 4, ”ﬂﬁg%fﬁm Si
Lip(F) < 400 llavors es diu que F és lipschitziana. Si Lip(F) < 1 llavors F
és una contraccid. Si F és lineal llavors Lip(F') = || F||. Finalment, es verifica
Lip(F o G) < Lip(F)Lip(G). Tot aix0 serveix en un espai normat qualsevol

(encara que no sigui IR?).

Cal distinguir casos, segons (0, 0) sigui sella o node de L, Vb € [by, bo]. Suposem
que és una sella, i que, per exemple, [A(b)| > 1, |u(b)] < 1 Vb € [b1,b0). Els altres
casos, en qué (0,0) és pou o font, es fan analogament. Sén encara més senzills ja
que només hi ha un subspai invariant no trivial.

Siguin 7 = maxyep, 51 {1(0)|}; X = maxyep, 4) {mlgﬂ} i 7 = max{f,A}; per
les hipotesis sobre A(b) i u(b), es verifica 7 € (0, 1).

El significat de 7 és el segiient: Vb € [by,bg], definim funcions L§(z) = A(b)z
i Li(z) = p(b)z, Navors (L¢)~1 i Lj sén contraccions, i [[(L¥)~Y, |IL3]| < 7 (fita
independent de 7). A més a més, Ly(z,y) = (L} (z), Li(y)) i, per consegiient,

(| Zs|l = max{|ILE]}, [1L311} = max{|A(b)|, |u(b)[} = |A(6)] = 1/X Vb € [b1, bo] .

2

Sigui F D’espai vectorial d’aplicacions u : IR?2 — IR? continues i fitades. Amb

la norma uniforme (o del suprem) [Ju|| = sup,¢|g |u(2)||, F és un espai de Banach.

Lema 1.3.4 Sigui G : IRZ — IR?, b € [by,bo) una familia d’homeomorfismes;
llavors Vb € [by, bo] l’operador lineal Ly : F — F definit per Ly(u) = Lyou—uoGy
és invertible i ||£; || < ;1= (fita independent del valor particular de b i de G).
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Demostracié Fixat b, la demostracié feta a [53, pag. 288] permet afirmar
L5l < =gy o 7(b) = max{[|(L§)~"[I, I L3]I} Com que (b) < T, ¥b € [by,bo],

obtenim el resultat. O

Lema 1.3.5 Erzisteiz ¢ > 0 tal que Vb € [by,bo] es verifica: si Fy 1 Gy son aplica-
cions fitades de IR? en IR? amb Lip(F), Lip(Gs) < €, llavors l’equacid

(Le + F})oh = ho(Ly + Gs) (1.1)

té solucid tinica de la forma hy = Id + up, amb u, continua i fitada. A més, hy, és

homeomorfisme.

Demostracié. Fixem b € [b1,b0]. Suposem h = Id + u, amb u € F, llavors
Pequacié (1.1) és (Ly + Fy) o (Id+u) = (Id+u) o (L + G}), i aquesta és equivalent
a

Lyou—uo(Ly+Gy) =Gy — Fro(Id+u). (1.2)

Definim un operador lineal £ : 7 — F usant
Ly(u)=Lyou—uo(Ly+Gy)=Lyou—uoLyo(ld+ Lb'lon).

Suposem que |[L;!||Lip(Gy) < 1; aleshores Lip(L;' o Gy) < 1 i, per tant,
Id + L,’,‘1 o G és un homeomorfisme. Podem usar el lema anterior per a convenir

que Ly és invertible i que [|£;']| < t&=. En conseqiiéncia, (1.2) és equivalent a
u:Tb(u)E[,l’;l(Gb— Fyo(Id+u)). (1.3)

D’altra banda, si suposem que Lip(F3) < € llavors I’operador T} verifica

ITs(w) = To(o)ll S NILI - 1Fo o (Jd + w) ~ Fy o (Id + w)|| < €llu— ol 5

1-17
isie<1~-r7,resulta que T} és una contraccié. Per tant, T} té un wnic punt fix.
Per I’equivaléncia entre (1.1) i (1.3), hem vist que (1.1) té una tnica solucié sota
les hipotesis Lip(Gp) < m i Lip(Fy)<1—r1.

Per a veure que ’aplicacié continua I'd + u és un homeomorfisme, es calcula la
seva inversa. Considerem (Id+v)o(Ly+ Fy) = (Ly+Gp)o(Id+v); el mateix métode

que acabem d’usar permet afirmar que, si es verifiquen les condicions segiients
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Lip(Fy) < ﬁZl—jﬂ i Lip(Gp) < 1 — 7, ’equacié té una tnica solucié v € . Compro-
b
vem que (Id+ u)o (Id+v) = (Id+v) o (Id+ u) = Id. Es verifica

(Id+u)o(Id+v)o(Ly+ Fy) = (Id+ u) o (Ly + Gy)o (Id+ v) =

:(Lb+Fb)0(Id+U)0(Id+‘U).

Per la unicitat de soluci6 en el cas Gy = F obtenim (Id + u) o (Id + v) = Id.
Analogament es veu la composici6 en sentit contrari.
Aixi doncs, hem vist que per a qualsevol b € [b;,0¢)], si prenem € < IIT]'ITI i
b
€ < 1 — 7, llavors el lema és cert per a aquest b i aquest valor de €, particulars.
Com que
. 1 1 1 1
min =TTy = = i 1 Ty 1
ILgH maxy |IL; ] maxe{ sy et ™% | gl

= min |[u(8)| = 6 ,

resulta que el valor € = min{§,1 — 7} serveix per a tot b € {by,bo]. O

Acabem la demostracié del teorema. Prenem el valor € > 0 proveit pel lema
1.3.5; per a cada b € [y, bo), sigui hy = Id + up tal que up € F és I"inic punt fix de
P’operador

Ty(u) = Ly (= Fy o (Id + u)),

on Ly(u) = Lyou—uo L.

Pels lemes anteriors, hy verifica tot el que volem. L'inic punt destacable és la
dependencia continua respecte el parametre b, aixd és conseqiiéncia del fet que el
punt fix d’una contraccié depén continuament de la contraccié. Més concretament

(i seguint amb la notacié anterior), es verifica
llee — well = [To(us) = Te(uelll < 1To(us) — To(ue)ll + [1To(ue) — Te(ue)ll <

< kllup = el + (| To(ue) — Te(uc)ll -

Hem suposat que la constant de Lipschitz de la contraccié T, és k € [0,1). Per

tant,

1To(ue) — Te(ue)ll
1-k '
Com que A(b), u(b) 1 Fy sén funcions continues de b, també ho sén Ls, L i, finalment,

“ub - uc” <

Ty. Per tant, quan c¢ s’acosta a b, la part de la dreta (i, en conseqiiéncia, també la

de P’esquerra) de la desigualtat anterior s’acosta a 0. O
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Nota. Si by s’acosta a 0 i si limp_o p(b) = 0, llavors el valor de é en la de-
mostracié del lema 1.3.5 tendeix a 0. Per tant, i tal com haviem afirmat, la constant
¢ per la qual valdria el teorema tendeix cap a 0. Queda oberta la qiiesti6 de si aix0
depén del metode especific que hem usat.

Observem, perd, que aixd no estd en contradiccié amb la proposicié 1.3.2 (que
correspon al cas singular b = 0), ja que en aquesta hem reduit el tipus de conjugacié
a la forma h(z,y) = (z + u(z),y). Si haguéssim considerat el cas més general
h(z,y) = (z + w1 (z,y), ¥ + u2(z,y)), llavors la condicié (L + Fp)o h = h o L seria

equivalent a

Mot u(en)+ fetu@y) | _ [ detu0a0)) o e
0 ug(Az,0) ’ ’ .

I és obvi que no hi ha unicitat de solucié u; : IR”Z — IR continua i fitada.

1.4 Extensidé de varietats invariants

En aquesta seccié estudiarem com sén les varietats invariants dels punts fixos
hiperbolics de ’aplicacié bidimensional degenerada Fy -per als punts periodics,
només cal considerar una poténcia adequada de Fp-, i com es transformen quan
passem al cas no degenerat F,, b # 0. Veurem que la dependéncia respecte b és
diferenciable.

Cal dir que el calcul explicit de varietats invariants és una cosa atipica; general-
ment només és possible obtenir expressions aproximades. Per a Fy ho podrem fer a
causa de la seva forma tan particular. Algunes idees usades aqui, les hem manllevat
de [57], on es pot trobar un estudi de les varietats invariants de 1’aplicacié d’Hénon

fortament dissipativa, relacionant-les amb el cas singular b = 0.

0
f IR — IR de classe C! i sigui z° € IR un punt fix hiperbdlic no singular de f

(f(2%) = 29, | f'(2°)] # 0,1). Aixd és equivalent a dir que p = (z°,0) € IR? és un
punt fix hiperbolic de Fy, amb valors propis de D Fy(p) iguals a f'(z) i 0.

Considerem, doncs, Fp : IR2 — IR? de la forma Fp ’ ) = ( f(2) ), amb
Y

Si z9 és atractor per f llavors p és atractor per Fp i, en conseqiiéncia:

o Wi (p, Fo) és una bola de IR? ;
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o Wi (p, Fo) = {p} és trivial.

Ens limitarem al cas (més interessant) que z° és repulsor de f: |f/(z°)] > 1. Ara
p = (z%,0) és un punt fix de tipus sella de Fy. Calcularem les varietats invariants
de p respecte Fy a partir de les de z° respecte f. Per a evitar confusions reservarem
la notacié W* i W* per a les primeres, mentre que les segones seran S i U.

Comencem amb la varietat estable. Es verifica
W*(p, Fo) = {(z,4) € R lim F(=,y) = (2%,0)} =

= {(z,9) € ¥ Jim 17(2) = 2°} .
Hem usat que la segona component de la funcié Fo és 0. Si definim rectes "ver-
ticals” R, = {(z,y) € R}z = 2}, V2 € IR, llavors W*(p, F) = U,esR., on
S = W0 f) = {z € R|limy~e f*(z) = 2°} és el conjunt estable de z® per
f.

Lema 1.4.1 § és eractament el conjunt d’antiimatges de z° per f:
S = Unxof"({2%}) ,on f({z°}) = {z € R|f"(z) = =}, ¥n 2 0.

Demostracid. De les definicions de § i f~"({z°}), és evident que es verifica
la inclusié S D Un>of~™({z°}); fem I'altra. Com que f és de classe C1 i 20 és

repulsor, existeixen & > 11 a > 0 tals que
Vyel=(2"-e,2%+e), [f (92 k>1;
en particular, usant el teorema del valor mitja, obtenim
Vyel, |f(y) -2 =|f(y) - f(=°) 2 kly - =°] .

Suposem que lim,_o f*(z) = 2% i sigui N > 0 el minim nombre natural tal que
Van > N, f*(z) € I. Llavors Vn > N es verifica

a2 |fN(z) = 2% = [f(fV71(2)) - f(=%)] 2 KIfN N (2) - 2 2
> .2 kN N (2) - 20

Com que lim,_,00 "N = 00, ha de ser fN(z)=2%. O
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Aix0 ens descriu bastant bé W*(p, Fy). Passem ara a la varietat inestable. Es

verifica
Wu(p’ FO) = {(zv y) € IR2|3(Zﬂ)ﬂZO = ((x'na yn))ﬂZO C |R2 tal que

(zo,%0) = (2,¥), lim 2z, =p i Vn 20, 20 = Fo(2nt1)} =
= {(z,0) € IR?|3(zs)n>0 C IR tal que zo = z,

lim z, =2° i Vo >0, z, = f(zn41)} =

n—oo

=U x {0},

on U = W¥(29, f) és el conjunt inestable de z° per f.

Hem usat la relacié entre Fy i f: Fo(z,y) = (f(z),0). A causa del caricter
repulsor de z° per f, és clar que U conté Uyee = (2° — €,2% + €), per a € > 0
prou petit. Podem calcular la varietat total iterant: U = Un>0f™(Uloc,c). D’aixo
es dedueix que U és un interval (reunié d’intervals amb un punt comd: z°) i, per
tant, que W¥(p, F5) és un conjunt connex.

Els calculs precedents demostren el segiient resultat:

Proposicié 1.4.2 Siguin z° un punt fiz repulsor d’una aplicacid de classe C!

f:IR— IR, Fy ( * ) = ( f(o-’ﬂ) ) i p = (29,0); aleshores
y

1) W5(p, Fp) = § X IR (reunid de rectes verticals); on S és el conjunt estable de

z0 per f, i coincideir amb el conjunt d’antiimatges de z° per f:
S =Un>of({2°}) = {z € R|3In > 0 tal que f*(z)=2"}.

2) W¥(p,Fy) = U x {0}; on U és el conjunt inestable de z° per f, el qual és
un interval de IR que es pot calcular mitjangant U = Un>0f™(Uloc,c), amb

Uloc,e = (zo —€,z0 4+ €), € > 0 suficientment petit. O

Observem, doncs, que la varietat estable de p per Fy és reunié de rectes verticals,
amb tantes rectes com successives antiimatges de z° per f. En particular, W*(p, Fp)
no és, en general, connexa. La maxima component connexa que conté el punt p

és W (p, Fo) = {(z%y)|ly € IR}. Aixd estd d’acord amb el fet que (0,1) sigui
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vector propi de D Fy(p) associat al valor propi 0. La condicié perque W*(p, Fy)
sigui connexa i, per tant, coincideixi amb W}, (p, Fo) és que z° no tingui cap altra
antiimatge per f que el mateix z%: f~1({z°}) = {z°}. Per a punts periddics de
periode k > 1, aquesta observaci6 s’aplica al punt considerat com a fix de F§.

La varietat inestable, en canvi, si que és connexa; de fet és un interval contingut
a l’eix y = 0. Aixo també esta d’acord amb qué (1,0) és vector propi associat al
valor propi f/(2°) de DFy(p). En general, no es pot precisar la forma de I'interval:
pot ser finit, infinit, obert, tancat, etc. depenent de f i 0. A vegades és iitil tenir

una expressié parametritzada.

Proposicié 1.4.3 Amb la notacid anterior, si f és de classe C", ambr € INU{oco}
(o analitica), llavors ezisteiz una funcid z : IR — IR?, 2(t) = (z(t),0), V¢ € IR, de

classe CT (o analitica) i tal que

a) 2(0) = p = (2°,0),
b) W (p, Fy) = 2(IR),
c) Fo(z(t)) = z(At), on A = f'(z9), Vt € R.

Demostracié. Es aniloga a la que hi ha a [57] per al cas d’Hénon singular. Si
2(t) = (z(t), y(t)), la condicié c) és equivalent a f(z(t)) = z(At)i0 = y(At),Vt € IR.
Per tant, ha de ser y = 0 i, per tal de provar a) i c) només cal demostrar que existeix
una funcié z(t), t € IR, de classe C™ (o analitica) tal que f(z(t)) = z(At) Vt € IR, i
z(0) = z°. Dit d’una altra manera, cal conjugar f amb L(z) = Az mitjancant una
funcié de la mateixa classe que f.

Pels resultats de Hartman [25] i Sternberg [54] aixd és possible, localment, a
causa que, per ser la dimensié 1i |A] # 0,1, no hi poden haver resondncies: A™ # A
Vn > 2. Aixi doncs, existeix z(t) per a t en un entorn I = (—6,6) de 0. Per a
estendre z a tot IR, usem I’equacié funcional z(At) = f(z(t)) iterativament: Yk > 1,
Vt € AT — M*=1], definim z(t) = f(z(4)). Com que |A| > 1, aquest procés defineix
z(t) Vt € IR.

Comprovem b). Donat z(t), amb ¢t € IR fixat, definim z, = z(5%), Vn > 0;

llavors es verifica
1) To = $(t),
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2) f(zn41) = f(2(557)) = 2(Axer) = 2(35) = &a, ¥R 2 0,
3) limp—o0 Zn = 2(liMp—oo 35) = 2(0) = 2°.

Per tant, z(t) € U = W¥(z% f). Com que les segones components de z(t) i
W¥(p, Fp) s6n (ambdues) 0, hem vist que z(IR) C W*(p, Fp).

Per a acabar, cal veure U C z(IR). Considerem Uy = (2°—¢,2%+¢),ambe > 0
prou petit, de manera que U = Upn>0 f™(Uloc,c). Com que z és injectiva en un entorn
de 0, siguin t_ < 0 < t; tals que 2((t—,t4+)) = Uloe,e; en particular Upoee C z(IR).
Usant I’equacié6 funcional es veu, iterativament, que f*(Ui,c,c) C z(IR), Vo > 0. Per
exemple, si £1 € f(Ulo,e), siguin o € Ulpe,e tal que 21 = f(zo) i to € (1-,14) tal

que z(tp) = xo; llavors es verifica
z1 = f(zo) = f(z(t0)) = z(Ato) -

Per tant f(Ujoc,c) C z(IR). Analogament per a tot n > 1. O

Observem que, encara que la primera component de z(t), z(t), és injectiva en un
entorn de 0, pot no ser-ho globalment, a causa que la definim iterativament usant
f: 2(t) = f(2(%)), 1 f no és injectiva, en general.

D’altra banda, z(t) no és 1"inica conjugacid; concretament, si z(t) ho és, llavors
Va # 0, Z(t) = z(at) també ho és:

FE®) = f(=(at)) = z(Aat) = 2(a(A1) = T(A1)

La pregunta natural és si hi ha unicitat excepte la constant multiplicativa. En el

cas analitic, la resposta és afirmativa.

Proposicio 1.4.4 Si f és analitica, llavors ezisteiz una unica funcié entera z(t),
t € IR, que verifica f(z(t)) = z(At) (Vt € IR), 2(0) = z° i 2'(0) = c.

Demostracié. Només cal veure que les derivades successives de z en 0 estan
completament determinades (aixo demostrara la unicitat localment; 1’extensié a
tot IR es dedueix directament de ’equacié funcional). Aixo es comprova, recurrent-
ment, derivant I’expressié f(z(t)) = z(At), substituint ¢ = 0 i aillant la derivada

corresponent. Aixi, obtenim
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Fa®)2(t) = A'(M) § fa()a () + f(=(®)a"(t) = Xa"(M). Fent t = 0,
queda f*(z%)a? + Az"(0) = X22(0); i, per tant, z”(0) = £5§21"

Tornant a derivar, s’obté

= .

F(@@)2() + 3 (2()) (1)=" (1) + f(2(2)="(t) = 2" (M) ;

quan t = 0, queda f"(z%)a3 + 3 f"(z%)aay + Az(0) = A3z'(0); i, per consegiient,
x”’(O) _ f’"(x°)aa+3j”(:c°)aa2
= pY gy .

Aix{ es poden trobar totes les derivades. Observem que apareixen factors Ak — ),

k > 2, els quals s6n no nuls a causa que |A| #0,1. O

Passem a veure com es modifiquen les varietats invariants si pertorbem la funcié
Fo(z,y) = (f(z),0). Considerem la familia Fy, |b] < bg, que varia diferenciablement
respecte b. D’entrada, observem que el punt fix pot canviar de lloc. Fent una
translacié per a cada valor de b, podem suposar que és sempre a l’origen. També
els valors propis de DF,(0) depenen de b, perd si eren |f/(0)] > 11 0 quan b = 0,
llavors I'origen sera una sella per a tot b prou petit. Prenent les direccions propies
com a eixos podem suposar que la part lineal de Fj és diagonal. Aquest preambul
serveix per a justificar que 1'expressié de la familia Fy que apareix en el proxim
teorema no és gens restrictiva.

El resultat segilient expressa que les varietats invariants d’un punt fix de F}

depenen diferenciablement del parimetre b.

Teorema 1.4.5 Considerem una familia d’aplicacions Fy:IR?> — IR?, amb |b| < by,

A ( z ) _ ( A(b)z + fi(z,y,b) ) (1.4)
y p(d)y + fa(z,y,b)

i que verifica les propietats seqients:

de la forma

a) Les funcions A i p sén de classe C? respecte el parametre b; les funcions fy i f,
sén de classe C! respecte z,y i b (per tant, F(z,y,b) = Fy(z,y) és de classe
Ct).

b) V|b| < bo, |A(B)| > 1 i |u(b)] < 1; a més, u(0) = 0.

c) V|| < bo, £1(0,0,b) = £,(0,0,d) = D, f1(0,0,6) = D, f1(0,0,d) =
= D f,(0,0,b) = D, f(0,0,5) = 0.
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d) fi(z,y,0) = f(z) t fo(z,y,0) =0, Vz,y € R.

Aleshores ezisteizen X,Y i I C {|b] < bo}, entorns de 0 € IR, i dues aplicacions,
g“: X XTI —IRig*:Y xI — IR, de classe C! tals que

1) ¢*(0,b) = ¢*(0,b) = D.g*(0,b) = D,g*(0,b) =0, Vb€ I;
2) {(z,y) € IR*|z = g*(y,b),y e Y} C W*(0, F}), Vb e I;
3) {(z,y) € IR?|y = g*(z,b),z € X} C W*(0,F}), Vb€ I;
4) 9%(z,0)=0,Vz € X; ¢°(y,0)=0,Vy €Y.

Demostracié. Fem abans una observacié. A causa de les suposicions que fem,
ja sabem per la proposicié 1.4.2 com sén les varietats invariants, quan b = 0, en un
entorn de (0,0) i, efectivament, sén grafiques de funcions que verifiquen 4). També
per a cada b # 0, el teorema de la varietat estable ens diu que les varietats sén
grafiques de funcions de classe C!. Tot aixo, perd, no ens déna la dependéncia C! de
les varietats respecte el parametre b. Per a veure aixo, s’ha de refer la demostracié
de l’existéncia de les varietats locals per a tota la familia a la vegada.

Notem que, a causa que admetem comportament no bijectiu per a Fj, hem de fer
tant ’estable com la inestable, ja que no podem deduir una de I’altra invertint Fj.
Aix0 és el que passa a [45), on s’usa una demostracié d’Irwin ([32], [33]) basada en
el teorema de la funcié implicita per a I’estable i la (més geométrica) transformacio
de grafs ([27]) per a la inestable. A [57], perd, s’usa la idea d’Irwin per a demostrar
la diferenciabilitat de les dues varietats invariants respecte parametres en el cas
particular de la familia d’Hénon fortament dissipativa; 1’éxit, també, per al cas
inestable, sembla lligat a la forma particular d’aquesta familia.

Nosaltres farem amb detall el cas de la varietat inestable per a la familia més
general (1.4) i donarem només un esquema per a la varietat estable (els detalls sén
analegs al cas inestable). Segurament, aquesta demostracié es pot adaptar per a
casos d’aplicacions singulars encara més generals.

Comencem amb algunes definicions. A IR? usarem la norma del maxim, definida
per ||(z,y)|| = max{||z]|, ||y[|}- Sigui Bg linterval de IR de centre 0 i radi 8 > 0.
Sigui K el conjunt de successions {7(n)}n>0 de IR? que convergeixen a (0, 0); amb

la norma [|7]| = sup, 3¢ [|7(n)|| és un espai de Banach. Definim també els conjunts
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G={y€e K |v(n)€ Bgx Bg Yn > 0}isigui J = {b € IR||b|] < bo}. Reduint, si
convé, B i by podem trobar a € (0,1) tal que Wlm’ |e(®)| < a, Vb e J;ic>0 tal
que |fi(z,b)], | f2(2,b)| < ¢, Vz € Bg x Bg, Vb€ J.

Definim una aplicacié H : Bg x G X J — K mitjancant

Ay ™"z — g AGY " fi(v(i 4+ 1),b)
2, (b)Y f2(v(i + 1),b)

Lema 1.4.6 L’aplicacioc H estd ben definida.

H(z,7,b)(n) = v(n)- ( ) , Vn > 0. (1.5)

Demostracié. Observem que els exponents de u(b) sén sempre positius (> 0);
per aix0 no importa que p(0) = 0. A més a més, la série és convergent ja que es pot
majorar per una de geométrica de rad a € (0,1). L’inica cosa que hem de veure és
que Vz € Bg, Vv € G, Vb € J es verifica H(z,v,b) € K.

Vegem que la segona component de H(z,7,b)(n) tendeix a 0 quan n — oo.

Tenim

I D u) " f(r(i+1),b)[ < D a* " sup [ f2(7(i +1), )] =

i=n t=n

1= agglfz(v(u 1),b)| .

Com que lim, o, [[Y(R)]| = 0i fa(-,-,b) és continuaen 0 € IR2i f,(0,5) =0,Vb € J,

resulta que podem fer el suprem tan petit com vulguem prenent n prou gran.
Quant a la primera component, d’una banda es verifica limp,_ o [A(b)""z] = 0

(ja que |A(D)| > 1). Per a la resta de ’expressid, observem que per a qualssevol

valors 0 < m < n es verifica

n—1
| 22 M) " fi(r(i+1),0) <

1=0

< S DO AGGE+ 1,01+ 3 IOF ARG+ 1),5)] <

1=0 =m

——sup /(2 + 1), )]
>m

—a'

m—1
< g™ e Z a:'—-m +

1=0

Com abans, la segona expressié tendeix a 0 quan m — oo; per tant, donat € > 0,

podem considerar un valor de m tal que la segona part és menor que §. Aleshores,
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com que lim,, o, @™~ ™ = 0, podem prendre n prou gran de manera que la primera

expressié també sigui menor que §. Aixd demostra que lim,—,o H(z,7,0)=0. O

A continuacid el nostre proposit és el d’aplicar el teorema de la funcié implicita a
H per tal de veure que per a cada z i cada b existeix un 4 € G tal que H(z,v,b) = 0.

Abans, perd, hem de verificar les hipotesis que fan falta.
Lema 1.4.7 L’aplicacid H és continua.

Demostracié. Sigui K; el conjunt de successions reals que convergeixen a 0
amb la norma del suprem: ||[(zn)n>0|| = sup,>g |%n|, de manera que K = K; X K.

Només cal veure que son continues les aplicacions segiients:
1) Hy: Bg x J — K, definida per H;(z,b)(n) = A(b)™ "z,
2) Hy:G x J — K, definida per Hz(7,b)(n) = 040 Mb) " fi(v(i + 1),b), i
3) H3: G x J — K, definida per Hs(v,b)(n) = 32, u(b)~"f2(v(i + 1),b).

Aixd es dedueix del fet que A i p sén funcions continues de b, i f; i f2 funcions

continues dels seus arguments.
o |Hi(z,b)(n) - Hy(7, B(m)] = [A(b) ™"z = A(B)™"3] <
< IAB) ™"z = Mb)"z] + [Mb)7"F ~ A(b) "z =
= MO)I™e = 3| + [FA) " = ME) ™| <
<le-z+l- (3B) Lvazo.
SiZT — zib— b(per tant A(8) — A(b)) llavors I’expressié de la dreta tendeix
a0,Vn > 0.

o [Hy(y,b)(n) — Hy(7,b)(n)] < 2F MO i(v(E 4+ 1),0) — AF(E+1),b)|+
+ 200 A = A®) | A+ 1),8)] <
S Tro @A (r(E+1),0) = fL(FG +1),B)| + ¢ Tio 1A(D) ™ — AD) ™.

Si ¥ — v 1isi b— b llavors aquesta expressi6 de la dreta tendeix a 0, Vn > 0.

o [Ha(7,5)(n) = Ho(F, B)()] € T= IOV —"ILf2(1( + 1),0) = fo(7(i +1), D)+
+ %25 (0" — (B I (T + 1), 8)] < i
< TR 60+ 1,8) = TG+ D,DI+ e T2 - ()L
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L’expressié de la dreta es pot fer tant petita com vulguem (Vn > 0) prenent

|7 — 9| i |b— b prou petits. O
Lema 1.4.8 L’aplicacic H és de classe C1.

Demostracié. Calcularem explicitament les derivades parcials D1 H, Do H i

D3 H i veurem que sén continues.

e Fixem v € Gib € J i considerem la dependéncia de H respecte z. Per la

definici6 (1.5) es verifica

1H (2 + h,7,6) = H(z,7,b)]| = sup [|(=A(6)™"A, 0)I| -

Per tant, és evident que existeix D1H : Bs x G X J :— L(IR, K') definida
mitjancant Dy H(z,7,b)(h)(n) = (—=A(b)~"h,0),Yn > 0,VYh € IR; amés, D1 H

és continua trivialment.

e Per a veure que existeix Do : Bs x G x J — L(K,K) i és continua,

comprovarem que Vn > 0 i Vu € K ’expressié

E:u(n)_(“ :-:JA(b)"-nlel(v(w1>,b>(u(i+1)>) (16)
2 HO) D1 f2(7(i + 1), b)(u(i + 1)

és DyH(z,v,b)(u)(n). Efectivament, si (per a simplificar la notacid) convenim
Yi+1 = 7( + 1), ui41 = u(i + 1) i eliminem la dependéncia respecte b, llavors
es verifica

| H (z, 7+ u)(n) - h(z,7)(n) - E[| <

< SR AT fi(Yir + vig1) — fr(Yit1) — D fr(Fig1)uisa] <
TN\ = IR M f2(Yigr + wig1) = f2(vig1) = Difa(rign)uisa) /|| T

n-1

< DO INTM A+ vig1) = A1) = DAip) i+

=0

+ i W f2(Yir + vigr) = fo(¥i41) = Dfa(vign )il (L.7)

i=n
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Sigui f = (f1,f2) : IR — IR? (recordem que hem suprimit la depend&ncia
de b); com que f és de classe C!, resulta que D f és uniformement continua a
Bs x Bs:

Ve >0 36 >0 tal queVz,z2+t € Bs x Bs amb [|t|| < é es verifica

IDf(z+1) - Df(2)ll <€ -

D’altra banda, apliquem el teorema del valor mitja a g(t) = f(t) - D f(2)t, la
qual verifica Dg(t)v = (D f(t) — D f(z))v. Obtenim

If(z + 1) = f(2) = Df(2)t]| = llg(z+ 1) — g(2)] <

<t sup [IDg(z+6t)|| < [lt|| sup ||Df(z+ 6t) — Df(2)| < €l|t]|
0<6<1 0<6<1

A I'iltima desigualtat hem suposat que 2,2+t € Bs x Bs i ||t]| < 6.

Substituint aixd a (1.7) i usant que |{[,|u| < a s’obté

1
1-

(2, 7+ u,0)(n) - H(z,7,b)(n) = E|| < 7—ellull , si [lull <& -

Aixo demostra que Dy H(z,7,b)(u)(n) = E. Finalment, un raonament similar

al del lema anterior demostra que Dy H és continua.

Comprovarem que existeix D3H : Bs X G x J — L(IR,K) ~ K definida
mitjangant
D3H(z,7,b)(h)(n) =
L ( 250 - T3 FAOA(G+ 1),0) ) |
Y2 le(®) " fo((i + 1), )]
Diem E a la part de la dreta.

Efectivament, D = H(z,v,b+ h)(n) — H(z,v,b)(n) - E = — ( il ) on
2

Ey = o{A(b+ k)= — A(B)~" - Edg[,\(b)’"]h}——
- ni{f\(b +h) " fi(v(i+ 1),b 4+ B) = AB) " fi(v(i + 1), b)}+

1=0
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n—1
+ 3 SO AAG+ Dbk

E; = f{n(b + ) f(y(i+ 1),6) — p(d) " f2(y(i + 1), )} -

i=n

— d i .
PO AR

i=n

Farem un raonament analeg al punt anterior. Sigui m(b) qualsevol de les
funcions A(8)™", A(B) " fA1(7(i + 1),8) (¢ = 0+ n — 1), p(b)~"fa(v(i + 1),b)
({ 2 n), amb n > 0. Com que m és de classe C! a IR, resulta que m' és
uniformement continua a J. Usant aixd i aplicant el teorema del valor mitja
a la funcié p(h) = m(h) — m/(b)h s’obté

|m(b + h) ~ m(b) — m/(b)h| < |h} sup |m'(b+ 6h) — m'(B)] < €lh]
0<6<1

per a qualsevol € > 0 si |h| < § (6§ depén de €).

Substituint aixd a ’expressié de D i usant que !HITJI’ |#(8)] € a < 1 obtenim
que limp_0 lﬁ%)ll =0.0

Hem vist, doncs, que H és de classe C!. A més a més, substituint z = 0 € IR,
¥=0€ Gib=0¢€IR ala definicié (1.5) i a I'expressi6 (1.6) de D2H del lema
1.4.8 queda

1) H(0,0,0) =0,

2) D,H(0,0,0)(u)(n) = u(n), Vn > 0, Vu € K; per tant, D,H(0,0,0) és la
identitat de K.

Pel teorema de la funcié implicita existeixen entorns X C Bgi I C J,de 0 € IR
U de (0,0,0) € Bs X G x J, i una aplicacié h : X X I — K de classe C! tals que

es verifica:
(z,7,0)€e U i H(z,7,0)=0 < (z,b)e X xI i v = h(z,d). (1.8)

En particular, 2(0,0) =0iVz € X, Vb € I H(z,h(z,b),b) = 0.
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Substituint Pexpressié (1.5) de H en 0 = H(z, h(z,b),b)(0) obtenim
h(x7 b)((]) = (xazﬂ'(b)ifl’(h(zv b)(z + 1)1 b) .
=0

Definim una aplicacié ¢ : X X I — IR mitjangant la segona component de

P’expressié anterior:
w .
9(z,b) = Y pu(b) fo(h(z,b)(i + 1),b) ,
1=0

de manera que es verifica h(z, b)(0) = (z, g(z,b)).

Aquesta funcié g serd la g% de ’enunciat. Observem que g = prp o0 Loh, on
L : G — IR? estd definida per L(y) = 7(0)i pr2 : IR”? — IR és la projeccid natural
sobre la segona component; en conseqiiéncia g és de classe C!. El pas essencial que

falta per a acabar la demostracié en el cas inestable és el segiient resultat.
Lema 1.4.9 Vz € X, Vbe I, Vn > 0 es verifica
Fy(h(z,b)(n+ 1)) = h(z,b)(n).
Demostracié. Usem la definici6 (1.5) de H en H(z,h(z,b),b) = 0; obtenim

Ab)™" = TI A®) " fi(h(z,b)(i +1),8) ) .
Z?;n #(b)i.—nf2(h(z’b)(i+ 1)1b)

Canviem n per n + 1 1 usem la definicié (1.4) de Fy; es té

h(z,b)(n) = (

Fy(h(z,b)(n +1) =

_ ('\(b)[/\(b)—"_lz = Yo A T fi(h(2, b)ig1, 0)) + f1(A(Z, D)n1s b)) .
B2 i1 #(0) ™1 fo(h(2,0)i41,0)] + fa(B(2,b)ny1,b)

I aquesta expressié és, efectivament, igual a ’anterior. O

Usant aquest lema recursivament surt
Fi(h(z,b)(n)) = F{ 7 (h(z,b)(n— 1)) = ... = b(2,b)(0) = (2, 9(z,)).

Aix0 ens diu que Vb € I1Vz € X el punt (z, g(z,b)) és de W¥(0, F};), ja que existeix

una successié d’antiimatges {h(z,b)(n)}n>0 que convergeix cap a 0. Hem vist 3).
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D’altra banda, usant que u(0) = 0i que f3(z,y,0) =0, veiem
(z,g(z,O)) = h(a:,O)(O) = (.’E, f2(h(zv0)(1),0)) = (27,0), Vz e X .

Aix6 déna 4) per a g*. Finalment, vegem 1). Sigui b € I; a causa que f(0,0,b) =0
es té H(0,0,b) = 0. Usant (1.8) obtenim 0 = h(0,b). Com que es verifica
h(0,b)(0) = (0,9(0,b)), resulta que g(0,5) = 0. A més, si derivem 1’expressié
H(z,h(z,b),b) = 0 respecte z i fem =z = 0 obtenim

Dy H(0,0,b) + DgH(0,0,b):—zh(O, b)=0.

Substituint z = 0 i 4 = 0 a ’expressié (1.6) de D2 H i usant les condicions de c)
veiem que D;H(0,0,b) = Id. Per consegiient, j’;h(O, b) = —-D1H(0,0,b).

Ara bé, podem usar ’expressi6 de la derivada Dy H del lema 1.4.8 per a obtenir
—-D,H(0,0,b)(v) = —u, on u(n) = (—=A(b)""v,0),Vn > 0, Vv € IR.

D’altra banda, derivem D’expressié ¢ = pro o L o h respecte z i fem =z = 0

(recordem que pry i L sén lineals):
d
Eg(o,b)(v) =prqolLo %h(O,b)(v) =preo(-v,0)=0, Yo €IR .

Aix0 acaba la demostracié en el cas inestable. La demostracié per a la varietat
estable és totalment analoga (recordem que no es pot deduir de la inestable perque
la familia Fy no és invertible). L’inica diferéncia és la definicié adequada de la

funcié H. Els passos que cal comprovar sén els segiients.
1) Definim H : Bg X G X J — K mitjangant
_ oo n—1—14 :
zt=n 7_(?) fl (7(1')1 b) Vn > 0
p(b)"y + 7o #(b)" 1" f2(7(4),b)

H esta ben definida: Vy € Bg, Vy € G, Vb € J la série és convergent i
H(y,v,b) € K.

H(y,7,0)=v(n) - (

2) H és de classe C1.

3) Es verifica H(0,0,0) =01 D,H(0,0,0) és la identitat sobre K. Pel teorema
de la funcidé implicita, existeixen entorns de 0 € IR, Y C Bgi I C J, i
existeix una inica aplicacié h : Y x I — G de classe C! tal que £(0,0) =0
H(y,h(y,b),b)=0VyeY,Vbel.
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4) Per a cada parella de valors y i b, h(y,b)(0) és de la forma (g(y,b),b). Aixod
defineix una funcié ¢ : Y x I — IR que és de la mateixa classe de diferencia-

bilitat que h. Aquesta g és la g* de ’enunciat.

5) Es comprova que h(y,b)(n + 1) = Fy(h(y,b)(n)), Yn > 0. Aleshores, per
induccio6 tenim h(y, b)(n) = F*(h(y,5)(0)) = F*(g(y,b),y); aixo significa que
graf(g(:,b)) C W*(0, F}).

6) Finalment, també és cert que g(y,0) = 0Vy € Y, i g(0,b) = D,g(0,b) = 0
Voel. O

Nota. Es una simple (perd llarga) comprovacié que si la familia F és de classe
CT (r > 1) llavors les aplicacions g* i g° també sén de classe C". Aixo es pot fer
usant técniques similars a les dels lemes 1.4.7 i 1.4.8; pero podem obtenir evidéncia
d’aixo0 a partir de ’observacid segiient.

Sigui £ P’espai de funcions de Bg X Bg en IR que sén restriccié a Bg X Bg de
funcions de IR? en IR de classe C™. Pertant,Vf € £ Vi = 0+r D'f est fitada sobre
Bg x Bg i podem definir la norma C™ a &: ||fll» = max{||f|l, IDfl|,- .-l D" flI}

La funcié H es pot escriure com Hy 0 Hy, on:

a) Hy: Bg x G xJ — Bg X G x By X By x & x & és aplicacié
1 .
Hl(xa7ab) = (1‘,‘7, :\'@")’,ﬂ(b)’fl('a °’b)’f2('! ,b)) y 1

b) Hy: Bg X G x By X By x £ x £ — K és laplicacié definida mitjangant

Az—To AMTAGGHD)) ) oo oo
DTy TCTCRSY) I A

H‘Z(xv 71’\a K fh f2)(n)=7(n)“ (

Com que A, u, f1 i f; s6n de classe CT respecte bi A(b) # 0 Vb € J resulta evident
que 'aplicacié Hy és de classe CT.
Com que f1 i f2 sén funcions de classe CT i |p| < 1, és facil veure que H, és de

classe C7.

Una vegada sabut que les varietats invariants depenen diferenciablement del

parametre b, ens adrecem al problema d’obtenir els seus desenvolupaments explicits
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en poténcies de b. Aixd pot ser 1til, quan |b| sigui prou petit (aixd és, pertorbacions
del cas singular, que és essencialment unidimensional), per a detectar interseccions

homocliniques.
f(:l:) + hl(z7 Y, b)

h2(za Y b)
hs funcions suficientment diferenciables i que verifiquen h;(z,y,0) = ha(z,y,0) = 0,

Considerem, doncs, una familia Fj e ) = ( ,amb f, hy i
)

Vz,y € IR. Sigui també zy = (z¢,0) un punt fix de Fy de tipus sella, de manera que
Espectre(DFy(z0)) = {f'(x0),0} i ]f'(z0)] > 1. Notarem z(b) = (z(b), y(b)) el punt
fix de F, que és pertorbacid de zg, i A(b), p(b) els elements de Espectre(D Fy(z(b)),
amb vectors propis respectius normalitzats v(b) i w(b); de manera que z(0) = zo,
y(0) = 0, A(0) = f'(=z0), #(0) = 0, v(0) = (1,0) i w(0) = (0,1). Totes aquestes
funcions depenen diferenciablement de b.

Per a b = 0, ja sabem que en un entorn de zp les varietats estable i inestable
sén segments vertical i horitzontal: {(zo,¥) : |y] < 7} i {(=,0) : |z — zo| < T},
respectivament.

Per a |b] suficientment petit busquem la varietat inestable W*, en un entorn de
2(b), de la forma (z, g(z, b)), on g(z,d) = g(z,0) + g%(x, 0)b+ O(b?). Com que

A ( z £(z) + hi(z, g(z, b), b))
g(z,b) ha(z,9(z,b),b) ’

resulta que la condici6é d’invarianca de W* és

hz(x,g(:z:,b),b)=g(f(:l:)+h1(z,g(z,b),b)) (19)

per a [b} i [z — z(b)| prou petits. A més, cal que g(z(b),b) = y(b) i que g%(z(b),b)
sigui el pendent de u(b).

Per allo que hem dit del cas b = 0, ja sabem que g(z,0) = 0. Busquem, doncs,
g-%(z,O). La derivada de (1.9) respecte b és

6hg Ohq

By (> 9(2:0), b) ( 0) + (2, 9(2,b),b) =

ahl

= g—i(f(x) + h1(z, 9(z,b),b)) [3h1

(2,902, 0D 3oa,b) + (@, o(2,8),8)] +
+5L(f(2) + ha(,9(5,D),)) -
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Quan b = 0 es verifica g(z,0) = hy(z,y,0) = ho(z,y,0) = 0 (Vz,y € IR) i, per
tant, també sén 0 les derivades primeres de g respecte z i de f; i f2 respecte z o y.

L’expressié anterior queda reduida a

2 (2,0,0) = 2(4(2),0) -

Finalment, en un entorn de z( existeix la inversa local de f. Aix0 ens permet fer

el canvi de f(z) per z i obtenir

ah2

dg
250 =5 (7 '(2),0,0) .

Podem fer un calcul analeg per a la varietat estable. Notem els seus punts en
un entorn de y = 0 com (g(y,b),b). Volem calcular els coeficients de 1’expressié
9(9,b) = 9(v,0)+ 5E(3,0)b+ O(b?). Sabem, del cas b = 0, que g(y,0) = zo, Vy. La

condicié d’invarianca és, ara

f(9(y,0)) + h1(9(y,b),9,b) = g(ha(g(y,b),y,b),b) .

Derivant respecte b s’obté

7000 93(5,5)+ TLg(y,6),,6) 2, ) + et (a(y,8),,b) =

= 52 hala(w D)), b)[ T 0(3,5), 1, 8) 3, 8) + 2 (a(0,8), 9, +

‘*‘%(hﬂ(g(ya b), Y, b)1 b) .

Fem ara b = 0; per tant, ¢g(y,0) = z0 i hi(z,9,0) = ho(z,y,0) = 0 Vz,y € IR.
També sén 0 les derivades de g respecte y i de hy i hy respecte z o y. Queden pocs

termes en I’expressié anterior:
dg ohy dg
1 g9 om =9
f (2!0) ab(y, 0) + b (:L‘o, Y, 0) b (0, O) .
Fent y = 0 obtenim %(0,0) = %’-‘bl(a:O,O,O)/(l — f'(z0)); per tant

1 %’%L(IO,O,O) ah1
f'(zo) [ 1~ f'(z0)

Hem demostrat el resultat segiient.

( anao)

dg _
_a_b'(ya O) -
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Proposicié 1.4.10 Per a |b] < bo, sigui z2(b) = (z(b),y(b)) un punt fix sella de la

familia F, ’ ) = ( f(zzl'*; hl(z(;)y’b) , on f, hy 1 hy son funcions de classe
Yy 2%, Y,

C? tals que hy(z,y,0) = ha(z,y,0) = 0. Aleshores per a |b| prou petit es verifica:

1) La varietat estable de 2(b) s’ezpressa, en un entorn de y = 0, com z = g°(y, b),

on

3k z
g9°(y,b) = z(0) + f’(:z:l(O)) [_?L_( f('(zi)v’((()),)())) - %’%(3’(0), ¥,0)| b+ O(b?) .

2) La varietat inestable del punt z(b) s’ezpressa, en un entorn de z = z(0), com
y = g"(z,b), on

g(z,0) = S2((@), 0,006+ O@)

Aqui, f~1 representa la inversa local de f en un entorn de z(0). O

1.5 Extensi6 de punts homoclinics

En aquest darrer apartat relacionarem alguns punts homoclinics d’un endomorfisme
f : IR — IR amb els de difeomorfismes F} : IR”Z — IR? que siguin pertorbacions

de Paplicacié singular Fp ( * ) = f(oz)
y

Pextensid es fa sense problemes; pero hi ha casos degenerats en queé el comportament

. Si I'homoclinic és prou "regular”
p ’

per al cas bidimensional és molt diferent del cas unidimensional. Altres autors han
tractat I’extensié de punts homoclinics per a casos singulars diferents al nostre, per
exemple [31], [37], [38], [61], [55], [57].

Recordem que un punt homoclinic ¢ a un punt fix hiperbolic p d’un difeo-
morfisme f : IR™ — IR™ és transversal quan W*(p, f) i W¥(p, f) s’intersequen
transversalment en el punt ¢: To(W?*) + T,(W*) = IR™, on T,(W) és el subspai
tangent a la varietat W en el punt ¢. En aquest cas, tots els punts de 'orbita gene-
rada per ¢ sén punts homoclinics transversals, i diem que és una orbita homoclinica
transversal.

Cal que donem una condicié equivalent a la transversalitat per als casos d’apli-

0

cacions no invertibles que ens interessen. Suposem que z% és un punt fix repulsor
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/1

Figura 1.1: Exemple de punt que pertany a una orbita homoclinica degenerada i a

una de no degenerada.

de f : IR™ — IR™ i que O = (z,), .z és una orbita homoclinica a z°. Diem que
O és no degenerada si D f(z,) és un isomorfisme lineal, Vn € Z; en cas contrari
s’anomena degenerada.

Remarquem que, en el cas no invertible, un mateix punt ¢ pot pertanyer a dos (o
més) orbites homocliniques, i que una pot ser degenerada i ’altra no. Aixo fa que si
parlem de punts homoclinics que son o no degenerats cal precisar a quina orbita ens

referim. La figura 1.1 mostra un exemple en dimensié 1 d’aquest comportament.

Teorema 1.5.1 Siguin F} : IR? — IR? una familia d’aplicacions que depenen de

forma C respecte al pardmetre b € IR 1 que verifica

a) Vb #£ 0, F, és un difeomorfisme de classe C!, i
b) Fo(z,y) = (f(z),0), amb f: IR — IR de classe C.

Suposem que z0 és un punt fir repulsor de f i que p és un punt d’una orbita
homoclinica de z° no degenerada. Aleshores ezxisteizen by > 0 i una aplicacid de
classe C1 z : (=bo,bg) — IR?, 2(b) = (p(b), q(b)), tals que

1) p(0) =p, q(0) =0, i

2) V|b| < bg, b # 0 2(b) és un punt homoclinic transversal de F}.
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Demostracié. Sota les hipotesis de ’enunciat sabem que V|b| prou petit exis-
p q p

teixen funcions z(b) i y(b) de classe C! tals que
o (z(b),y(d)) és un punt fix sella de Fy, Vb;
e z(0) = 29, y(0) = 0.

En particular, podem considerar els conjunts estable i inestable de (z(b), y(8)). En
el cas b = 0 sabem relacionar aquests conjunts amb els relatius a z° per f. Si notem

2% = (29,0) llavors

o W2(z% Fy) = S X IR, on § = W3(z%, f) és el conjunt d’antiimatges de z° per
fii

o W¥(2%,Fy) = U x {0}, on U = W¥(2% f) = Un>of™(I¢), amb I'interval

I¢ = (2% — €,20 + ¢€). suficientment petit (de fet, tant petit com vulguem).

D’aixd és evident que si p € S N U és un punt homoclinic a z° per f llavors
(p,0) € (S x IR)N (U x {0}) és homoclinic a 2 per Fp.

Lema 1.5.2 W¥(2%, Fp) i la component conneza de W*(2°, Fy) que conté (p,0) sdn

varietats diferenciables de dimensid 1 i s’intersequen transversalment en (p,0).

Demostracié. Usarem el fet que p és d’una orbita homoclinica no degenerada,
la qual notarem (xn)nez amb zo = p. Sigui n > 0 el primer valor que verifica
f™(p) = z°. Per la banda dels negatius existeix un valor —m < 0 tal que z; € I¢,

Vi < —m; i aquest punts s’acosten mondtonament (en valor absolut) a z%:
i1 - 2°| < K|z — 2% < [2i - 20, Vi< -m.

Per ser ’orbita homoclinica no degenerada, f/(z;) # 0 Vi < n. En particular, f
és estrictament monotona en un entorn de cadascun d’aquests punts. Reduint € (si

cal), podem trobar intervals I;, Vi < n, tals que
a) z; és un punt interior de I;, Vi < n;
b) nI;=0,Vi,j<n-1,1#j;

c) f:I; — Ii41 és un difeomorfisme, Vi < n — 1.
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Ja sabem que U és un interval (per tant, una varietat de dimensié 1, encara que

pot tenir vora). Per a demostrar el lema només cal veure
1) p és un punt interior de U, i
2) la component connexa de W?(29, Fy) que conté p és {p} x IR.

El primer punt és evident, perque p és interior a Iy i I C U. Per al segon, cal veure
que S no conté cap interval no trivial que contingui p.

Suposem que J C Ip és un interval que conté p i format per punts de W?(z%, Fp);
llavors Vz € J, 3n(z) > 0 | fA#)(z) = 2°. Com que f™ és injectiva sobre J (a
causa de c)), resulta que Yz # p, n(z) # n.

Perd pel mateix raonament que hem usat per a p el podem usar per a qualsevol
z € J (prenent J prou petit); per tant: Vz,y € J, z # y — n(z) # n(y). Aixo és
impossible si J és no trivial. O

Acabem la demostracié del teorema. Hem vist, durant la prova del lema, que
existeix un segment I_,, X {0} C W¥(z° Fp) tal que F§*(I_,, x {0}) interseca
transversalment la component {p} x IR de W?*(29, Fy). Com que F; depén diferen-
cialment de b, resulta que també és cert, si |b] és prou petit, que F*(I_,, x {0})
interseca transversalment {p} X IR. Finalment, quan movem b a partir de 0, els
conjunts I_,,, X {0} i {p} x IR varien diferenciablement amb b; en conseqiiéncia, es

manté la interseccié transversal per a |b] prou petit. O

Analogament a l’extensid dels punts periodics no hiperbolics, convindria intro-
duir un altre parametre per a tractar el cas d’orbites homocliniques degenerades.
Alguns autors ja han assenyalat, en casos concrets, que hi ha diferéncies molt
grans entre ’endomorfisme unidimensional i el difeomorfisme bidimensional. Basta
recordar que Tatjer [57] ha demostrat analiticament, per a I’aplicacié d’Hénon
(z,y) — (1 4+ y — az?,bz), que del punt a = 2, b = 0 (per al qual existeix
una orbita homoclinica degenerada associada a un punt fix repulsor de I’aplicacié
logistica f,(z) = 1 — az?), hi surt una infinitat numerable de corbes de classe C!
que corresponen a "tangéncies” homocliniques entre les varietats estable i inestable
de la sella corresponent quan b # 0. Una interpretacié coherent d’aquest fenomen
és que, quan b = 0, en @ = 2 no hi ha una inica tangéncia homoclinica siné moltes

de coincidents. Una demostracié més geométrica d’aquest fet es pot trobar a [31].
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Capitol 2

Bifurcacions homocliniques 1
periodiques en un sistema de

pertorbacio singular

En aquest capitol considerarem un sistema autonom de tres equacions diferencials
ordinaries de primer ordre i amb dos parimetres essencials, el qual és "poc regular”

per dos motius:

1) Una de les equacions presenta un parametre petit (x > 0, ¢ >~ 0) com a
factor d’una de les derivades. Aixo fa que la dinamica sigui semblant a la
que s’obté fent u — 0. En aquest cas el sistema es torna degenerat, amb el
moviment restringit a una superficie bidimensional i salts instantanis entre

diverses components de la superficie.

2) El camp no és continu. Aixo provoca problemes en la definicié de les solucions

i en el domini admissible del camp.

En contrapartida, perd, el camp és lineal a trossos; aixd fa possible tenir expres-
sions explicites senzilles de les solucions i facilita el nostre estudi, tant analitic com
numeric.

Aquest sistema es pot incloure en una classe d’equacions diferencials ordinaries
caracteritzada pel fet segiient: existeix una superficie bidimensional S i un entorn
U de S tals que
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¢ a l’exterior de U, les solucions (a temps creixent) tendeixen rapidament (en

relacié al moviment prop de S) cap a dins de i; i

e a U, les solucions varien lentament (en relacié al moviment exterior a U))

respecte el temps.

Aixd fa que les trajectories tipiques constin, alternativament, de trams de moviment
rapid i de moviment lent, situats, respectivament, a ’exterior i a I’interior de 4. El
comportament limit pot ser, o bé un punt d’equilibri, o bé una solucié periodica
(anomenada oscil-lacid de relaracis), o bé una solucidé cadtica o atractor estrany.
La regi6 de S a la qual s’acosten les trajectories ripides s’anomena part estable o
domini de moviment lent. També es fa la distincié entre variables rapidesi variables
lentes. Un fet essencial per a fer un estudi qualitatiu d’'un camp amb aquestes
caracteristiques és que, si prenem una seccié de Poincaré adequada proxima a §,
el flux determina una aplicacié bidimensional que es pot aproximar bé per una
d’unidimensional (aquesta és, de fet, ’aplicacié de Poincaré del sistema degenerat).

Les caracteristiques anteriors s’aconsegueixen, fonamentalment, amb I’existéncia
d’un paramentre (amb valors entorn de 0) que multiplica la derivada d’ordre més
alt. Aquest tipus de sistemes s’anomenen de pertorbacid singular, per a diferenciar-
los de les pertorbacions regulars, les quals fan referéncia a equacions de la forma
%‘ti = f(y,t,p), amb condicié inicial y(0, 2) = y°. En aquest dltim cas, i per a f prou
regular, es poden aplicar els teoremes de continuitat i diferenciabilitat de solucions
respecte parametres; a més, la solucié en un temps finit, y(t,x) (¢t € [0,T]), es pot
expressar en poténcies de p fins a un cert ordre (que depén de la diferenciabilitat de
f), amb un reste que tendeix a 0 uniformement amb g (vegeu, per exemple, [58]).

La teoria general dels sistemes de pertorbacié singular es pot trobar a [41],
on també hi ha exemples de sistemes fisics (circuits eléctrics i altres) regits per
aquesta dindmica. A [4] hi ha moltes altres referéncies. El sistema particular que
nosaltres estudiem ha estat tractat anteriorment per J.P. Carcasses i C. Mira, a
(10} i [11). Fonamentalment, s’hi mostren resultats (només numérics) referents a
Pestructura de bifurcacions d’orbites peridodiques. Aixo es fa tant per al cas sin-
gular p = 0 com per al cas general. Destaquem el segiient resultat: el sistema
té un altre parametre essencial, 3; i al pla de parametres es mostren cascades de

corbes de bifurcacié sella-node de periode 2 (de fet, per dificultats numériques,
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nomsés 3 o 4 corbes) que presenten punts "cusp”, els quals semblen acumular-se
de manera aproximadament geomeétrica. Es evident que amb tan poques corbes
aquest tipus d’extrapolacions s’han de fer amb molta cura. El nostre proposit és
aprofundir aquest estudi; basicament, hi afegim dos tipus de contribucions: d’una
banda fem un recompte sistematic de la quantitat de bifurcacions peridodiques que
es poden produir, caracteritzant-les mitjangant una quantitat finita d’fndexs natu-
rals; i de ’altra, relacionem aquestes cascades de bifurcacions amb les bifurcacions
homocliniques dels sistema, de manera totalment analoga al fenomen de Silnikov.
Vistes les dificultats numeériques del problema -malgrat aixo, calculem més corbes
de periode 2-, passem a estudiar cascades de periode 1, i, en aquest cas, 'evidéncia
numerica (molt més clara que per a perfode 2) és que la quantitat de punts cuspidals
és finita.

Comencarem definint el camp i donant les seves propietats (analitiques i geomé-
triques) més basiques, fent esment especial de les dificultats que originen els punts
1) i 2). A continuacid, estudiarem el cas degenerat u = 0 en qué el camp és bidi-
mensional; aix0 es fa mitjangant una aplicacié de Poincaré adequada, la qual és
unidimensional, analitica a trossos i té una quantitat numerable de discontinuitats.
En aquest cas, i basant-nos en la localitzacié de les discontinuitats i en els intervals
de monotonia de la funcid, es poden caracteritzar les orbites periddiques superesta-
bles de periode n mitjangant 2n indexs naturals. Després passarem a la deteccié
d’orbites homocliniques del sistema: deduim les condicions analitiques que han de
verificar i fem la resolucié numérica. Finalment, fem un estudi de les bifurcacions
periodiques que es produeixen prop dels homoclinics. Els nostres resultats no sén
concloents per a refutar la conjectura de Carcasses referent a les cascades de cusps,
pero donem evidéncies numériques que no és cert un resultat analeg per a periode
1.

2.1 Definicions i propietats basiques

Considerem el sistema autonom d’equacions diferencials ordinaries de primer ordre

amb variables reals (z,y, z):

f = y-46z,
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—z+2yy+az+p, (2.1)
pz. = h(x’ y’ Z) b

(]

on «, B, v, 6 i p sén parametres reals, u > 0 (més endavant considerarem també el

cas singular g = 0) i k : IR®> — IR és la funcié definida per

-2 si (x’y7z)€D+,

(2.2)
-1-2z si(z,y,2)€ D_.

hz,y,z) = {

Els conjunts D4 sén
D, ={(z,y,2)]obéz>1iz>-1, 0bé —1<2<1iz+2>0, 0 bé z<-1iz>1},

D_={(z,y,z)]obé z>1iz<-1, 0bé 1< z<1iztz<0, 0 bé z<-1iz<1}.

Aquest sistema modela un oscil.lador electronic amb un diode i una resisténcia
negativa ([46]). La funcié h és una simplicacié afi (a trossos) d’una funcié cibica;
aixi els calculs es poden fer més explicits. La relacié de les variables i els parametres
respecte a les caracteristiques de 1’oscil.lador es pot trobar a [10]. Nosaltres fixarem
els valors dels parametres 6, v i @ com a la part numérica de [10]: § = 5, vy = 0.36,
a =1+ B — 296. Dels dos parimetres essencials que queden (u i §), només ens

interessen valors restringits; suposarem
o u € IRY, i és petit;
e > —1.

La rad és que volem que existeixin dos punts d’equilibri del tipus sella ( els detalls
sén més endavant).

Les equacions (2.1) queden en la forma

T = y-b5z,
9 = —z4+072y+(8-26)2+1, (2.3)
uz = h{z,y,2).

El sistema (2.3) és, doncs, lineal a trossos; i no és continu a causa de les dues

possibilitats per ala funcié h. Els trets essencials de les trajectories d’aquest sistema
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Figura 2.1: Camps Fy a la frontera dels dominis D.

son a la figura 2.2. Abans d’estudiar-ne les solucions, comentem la importancia del
fet que el camp estigui definit de dues maneres diferents.

Observem que, en principi, no hem definit A (i, per tant, tampoc el camp)
en els punts de la frontera £ = D, N D_ que separa D, i D_. La causa és
que s’ha de vigilar la manera com es fa aquesta definicié per tal que no tinguem
incompatibilitats.

Notem Fy : Dy — IR®i F_ : D_ — IR3 els dos camps que defineixen (2.3).
Estenem Fy i F_ ala frontera E = D4 N D_ per continuitat. Aleshores el camp
estd doblement definit sobre E. Quins problemes provoca aix6? Comencem per
veure com sén els dos camps a la frontera. Classificarem els punts de la frontera
depenent del comportament relatiu dels dos camps. La figura 2.1 mostra les diverses
possibilitats i ajuda a seguir els proxims raonaments.

Descomposem E = E; U E_ U Ey, on
Ey ={(z,y,2)|z> +1, z = -1},
Eo={(z,9,2)|-1<2< 1,z +2=0}1i
E_={(z,y,2)]z< -1, z = +1} .
Lema 2.1.1 a) Sigui P = (z,y,z) € E+ U E_; aleshores
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1) Siy > 5z llavors Fy(P) i F_(P) apunten cap a Dy,
2) Siy < 5z llavors Fy(P) i F_(P) apunten cap a D_,
b) Sigui P = (z,y,2) € Ey, aleshores
1) Siy—-(5+ %)z+ -:; > 0 llavors F4.(P) apunta cap a Dy, &
siy—(5+1)z+ 1 <0 llavors Fy(P) apunta cap a D_,
2) Siy—(5+ 1)z~ ;’; > 0 llavors F_(P) apunta cap a Dy, i
siy—(5+ i)z - i < 0 llavors F_(P) apunta cap a D_.

c) En la resta de punts de E algun dels camps F, o F_ no és transversal a E.

Demostracié. Es immediata a partir de la definicié (2.3) dels camps. Notem
Fy = (24,94, 24). Per a ’apartat a) cal mirar el signe de £, = £_ = ; per al b)
cal mirar £ + 24. Surten trivialment les condicions de ’enunciat. O

Sigui N el conjunt de punts de E en qué algun dels camps no és transversal a
E; pel lema 2.1.1

N ={(z,5,2)€ Ex UE_ |y = 52)U

1 1 1 1
U{(z,y,z) € F, -5+-)2+—-—=00y—-(54+-)z~—==0}.
{(z,9,2) € Eo |y —( p) , y—( ”) ” }

Podem classificar els punts P € E\ N en tres classes:

I: Siels vectors F}(P) i F_(P) apunten cap al mateix ”semispai” Dy o D_;
II: Si Fy(P) apunta cap a Dy i F_(P) apuntacap a D_;

III: Si Fy(P) apunta cap a D_ i F_(P) apuntacap a Dy.

Si una trajectoria arriba a un punt del tipus I des d’una banda de E llavors es
pot continuar cap a 1’altra usant I’altre camp; només es perd la diferenciabilitat de
la solucié.

Els punts del tipus II, en canvi, no es poden assolir per cap banda en temps
positiu; convé eliminar-los del domini de definicié dels camps a causa de la incertesa
que hi ha respecte cap a quina banda s’hauria de dirigir la solucié que comencés en

algun d’aquests punts.
Trivialment, els punts del tipus III serien atractors per les dues bandes; sortosa-

ment es verifica
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Lema 2.1.2 No eristeiz cap punt del tipus Il a E\ N.

Demostracié. Usant a) i c) del lema anterior, no n’existeix a Ey U E_ \ N.
Per als punts P € Ey observem que y — (5 + %)z - % <y—(5+ —L—)z + % (ja que
g > 0). Per tant, usant b) i c) de 2.1.1 tenim:

e Si Fy(P) apunta cap a D_ aleshores F_(P) també;

e Si F_(P) apunta cap a D4 aleshores F;(P) també. D

A continuacid, volem estendre la classificacié I-II-III als punts de N. Per a saber
cap a quina banda es dirigeixen les solucions dels camps, cal estudiar derivades
superiors. Distingirem casos segons quin sigui el conjunt E;, Eg o E_ on estigui

situat el punt.

e Sigui (z,y,2) € E4 N N; aixo vol dir que z > +1, 2z = -1 i £ = 0 (o sigui,
y = 5z). Llavors

.. . . 5
Zy =9+ — 524 = -2+ 0.72y+ (6 -2.6)z+ 5 — p(:tl -2)=

= 1+3.62+(ﬂ—2.6)z+ﬂ—E(il—z) = (1+ﬁ+—2)z+(1+ﬂ¢£—) >2(1+8) >0,

independentment del signe. Aixo0 significa que els dos camps es comporten de
la mateixa manera en els punts de E4 N N: les solucions tendeixen cap a la
banda de D,. Per tant en aquests punts també podem definir les solucions,

i és per aixd que els incloem en la classe I.

e Un estudi semblant es pot fer per als punts de E_NN. Suposem que (z,y,2) €
E_ N Nj aixo significa que 2 < —1, z = +1 i y = 5z; aleshores

. . . 5
Zy =9yr — 524 = -2+ 0.72y+ (8- 2.6)z+ [ - ;(ﬁ:l —2)=

= —1+3.6z+(ﬂ-2.6)z+ﬂ—%(:hl—z) = (1+ﬂ+%)z+(—l+ﬂ:§:§) <-2<0.

Per tant, sobre E_ N N, els dos camps dirigeixen les solucions cap a D_, i

podem incloues tots aquests punts en la classe I.
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e Sigui ara (z,y, z) € Eo N N; aquests punts portaran més feina. Per la perte-
nenc¢a a Fy, es verifica z + z = 0; perd per a usar la pertenenga a N cal

distingir dos subcasos, en analogia a I’apartat b) del lema 2.1.1.

1) Suposem que y — (5+ 1/p)z+ 1/p = 0. Aixo vol dir que Fy és tangent
a Ey en el punt, mentre que F_ apunta cap a D-. Mirem derivades

superiors de Fy:

. . . 1. 1.1
x++z+ = y—52+—;z+ = *Z-{-O72y+([3—2.6)2+ﬂ—(5+;);(1—Z) =

- 1,1 L1 L, -
=z+0.72 [(5-{-;)2—;] +(ﬂ—-2.6)z+ﬂ-—~(5+#)'u+(5+#)#z

572 1 572 1
12 1Y, 8T 1
7" Iz

= <2 +6+ e
L’expressié anterior és una funcié afi de z que, en els casos extrems
z=+4+10z= —1,pren els valors 2(1+8) > 0i ~2(1+5.72/p+1/p?) < 0,
respectivament. Aixo vol dir que sobre larecta y—(5+1/p)z+1/pu =0,

z 4+ z = 0 es verifica:

a) El punts proxims a z = +1 sén enviats per Fy cap a Dy.

b) El punts proxims a z = —1 sén enviats per Fy cap a D_.

¢) La particié entre els dos comportaments anteriors es fa en un punt

s = . __145.72u—Bu?
)+ amb component z igual a Z; = me%%m

Incloem, doncs, els punts del cas b) en el tipus I; mentre que els del cas
a) s6n del tipus II i, en conseqiiéncia, convé eliminar-los del domini de
definici6. Per al punt de c) cal mirar el signe de la derivada tercera; un

calcul elemental déna, per a aquest punt,

d3 26+1
"“g($++2+)='—(‘ﬁ'_')‘>0.
dt
Per tant, la solucié de F; per @4 tendeix cap a D4 en temps positiu.
Convé, doncs, eliminar també Q4 del domini. Observem que, aixi com
i s’acosta a 0, Z4 s’acosta a 1 i, per tant, eliminem menys punts de la

recta.
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2) Considerem, finalment, el cas que y — (5 + 1/p)z — 1/p = 0. Aixd
correspon, pel lema 2.1.1, al fet que, sobre aquesta recta de z + z = 0,
Fy dirigeix les solucions cap a D, mentre que F_ és tangenta z+z = 0.

Ara bé, es verifica

F_+i = g-sz«_—lllz_ = —x+0.72y+(ﬂ—2.6)z+ﬂ—(5+:7)%(—1—2) =

572 1 5,72 1
= (2+ﬂ+——+—5>2+,3+—+-—2.
I n Iz 2
Quan z = —1, P’expressi6é anterior val —2 < 0; mentre que quan z = +1

val 2(1 + B+ 5.72/u + 1/p?) > 0. Sigui z. = ﬁ%ﬁ%’ la coor-

denada z del punt Q). de la recta en qué ’expressié s’anul-la. Aquesta

coordenada és proxima a —1 quan p és petit; a més, ens permet distingir:

a) Elpuntsde larecta amb component z al'interval (—1,Z_) sén enviats
per F_ cap a D_; per tant, sén del tipus II i convé eliminar-los del

domini de definicié dels camps.

b) El punts de la recta amb component z a ’interval (Z_-, 1) s6n enviats

per F_ cap a Dy; aix0 vol dir que poden ser inclosos a la classe I.

¢) En el punt Q_ calculem derivades terceres i obtenim
d3 2
F(z_-{-z_):_l_j, < 0.

Per tant, ()_ és enviat per F_ cap a D_ i, en conseqiiéncia, també

Peliminem.
Reunint totes les observacions anteriors obtenim el resultat segiient.

Proposicié 2.1.3 Sigui Z el conjunt format pels punts (z,y, z) € IR? que verifiquen

-1<2<1,z242=0, t, a més, alguna de les condicions segients:
. (5+%)z—1;<y<(5+%)z+%.
_ 1y, _ 1 ; 14-5.72u~0pu?
cy=0+ - g iz e dnie -
— 1 1 ~1-5.72u—Bu?
cy=0+p)+ L iz S SRRt -

Considerem Fy definit sobre Dy \ Z i F_ sobre D_\ Z. Aleshores
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1) VP € IR®\ Z hi passa una tnica solucid del camp global.

2) Qualsevol solucid estd definida per a tot temps positiu.

Demostracié. Pels raonaments anteriors, tots els punts del tipus II sén dins
de Z. Si els eliminem del domini de definicid, la resta de punts sén del tipus I i,

per tant, no hi ha cap indeterminacid en la trajectoria que passa per ells. O

Considerarem, doncs, que el domini de definicié del camp (2.3) és @ = IR?\ Z.
Observem que hi pot haver solucions que no siguin definides per a tot temps negatiu
a causa que caiguin a Z (punts del tipus II).

Les propietats elementals del sistema (2.3) en el cas no degenerat estan resumi-

des en el segiient resultat.

Proposicié 2.1.4 Considerem (2.3) en el cas no degenerat p > 0 i sigui § > —1.

Aleshores es verifica:

1) Erzisteizen Py = (1 + 28,5,+1) € Dy i P. = (-1,-5,-1) € D_, punts
d’equilibri del tipus sella-focus inestable que tenen els mateizos valors propis
—% 1 0.36 + im = a £ ib. A més, la varietat estable local de Py
(respectivament P_) esta continguda a la recta per Py (respectivament P_)

de vector director

n 1+8+ 2
v=| v, | = 5+3;_‘i‘;fi ,
o) \rraphy

i la varietat inestable local de Py (respectivament P_) estd continguda al pla

z = +1 (respectivament z = —1).

2) La solucid general del sistema homogeni associat a (2.3) és

z(t) cos bt sin bt
y(t) | =kive ¥+ |ky| acosbt — bsinbt | +k3| bcosbt + asinbt ||e* .
z(t) 0 0
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La solucidé general del camp no homogeni Fy (respect. F_) té la mateiza

1+283
ezpressio amb Uafegit de la solucid particular constant 5 (respecti-
1
-1
vament | -5 |).
-1
3) La solucid particular de Fy pel punt (2o, yo, 20) t€ constants
k‘l — 20 ™ 1,
U3
kg = Ig— 1- Qﬂ - klvl, (24)
Yo — 5 — kyvy — kaa
ks = .
b
La solucio particular de F_ pel punt (2o, Yo, 20) t€ constants
k1 - zo + 1
U3
kz = 9+ 1- klvl, (25)
k _ yo+5—k1v2—k2a
3 = .

b

4) Sip< 5_17—2 llavors la divergéncia del camp és negativa. A meés, qualsevol

orbita entra en temps finit a la regid |z| < 1 i no en surt més.

Demostracié. Soén calculs absolutament elementals. Observem només que la

condicié § > —1 fa falta per a l’existéncia real del punt Py. O

Nota. Tambeé té sentit considerar el sistema anterior quan 8 < —1. En aquest
cas el punt d’equilibri Py no existeix realment, perd la seva existéncia "virtual” (a

D_) déna un comportament de les solucions a D, similar al que hem explicat.

A continuacié donem més detalls geomeétrics de les trajectories del camp definit

per les equacions (2.2)-(2.3) en el cas g > 0 suficientment petit. La figura 2.2

mostra els aspectes essencials. Es important adonar-se del paper clau que juga

la superficie S corresponent als punts en qué canvia el signe de 2; concretament
S=854USUS-, on

S+ = {(z,y,z)l:z: 2 —1s z= +1} ’
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wip)

WiP_)

Figura 2.2: Trets caracteristics del camp (2.3).

So = {(z7y,z)|z € ["1, 1], z+z= O} 1
S-={(2,9,2)le < +1, 2 = -1} .

S esta formada, doncs, per tres trossos plans, amb plegaments (no diferenciables)
en les rectes Ry = {(z,9,2)|lz = -1, z = +1} i R- = {(z,y,2)|z = +1, z = —1}.
De fet, les equacions (2.2)-(2.3) s6n un model simplificat d’un sistema més real, en
que la superficie S és diferenciable i el camps en els dominis que separa S no sén
lineals ([46]).

Sigui P € IR®\ S un punt inicial. Si x> 0 és prou petit llavors la component
vertical del camp domina sobre les altres dues i, en conseqiiéncia, la solucié per P,
s’acosta rapidament a algun dels dos semiplans de S. Suficientment a prop d’aquests
plans les trajectories es comporten de manera semblant a les que el camp indueix
sobre Sy i §_; aixo és, sén espirals que s’allunyen del focus corresponent (exceptuem
el cas que siguem situats en una varietat estable). A causa que cada focus és
un repulsor global dins del seu semipld, aquestes trajectories acabaran tallant la
superficie E de separacié de Dy i D_ en algun punt proxim a Ry o R_. D’aquesta
manera la trajectoria passa a l’altra banda de E, on el procés es repeteix: moviment
"vertical” rapid per a acostar-se al semipla S, o S_ corresponent, combinat amb

moviment "horitzontal” espiral lent per a allunyar-se del focus.
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L’explicacié anterior justifica que S s’anomeni varietat lenta. També es diu que
z és una variable rapidai que z i y sén variables lentes. Per a les definicions precises

en un context més general es pot consultar [4].

2.2 El sistema degenerat

Laidea basica que usarem per a estudiar el sistema (2.3) és la d’aprofitar la reduccié
de dimensié que suposa el fet de prendre g = 0. Observem, en primer lloc, que les
rectessz+2=0, y—(5+ %)z + % = 0 que limitaven la regié prohibida Z de la
proposicié 2.1.2 tendeixen a coincidir, respectivament, amb Ry i R_; de manera
que Z passa a ser tota la banda definida per z + 2 =0, —1 < z < 1, excepte les
dues semirectes

Ry ={(z,9,2) € Ry |y <5} i

R_ ={(z,y,2)€ R_ |y > -5}.

D’altra banda, el 1imit 4 — 0 també es pot pensar com fer z — oo ala tercera
equacié de (2.2) (el signe depén del domini, D4 o D_, i del valor de 2); i aix0 es
pot interpretar en el sentit que el moviment vertical del camp és instantani cap a la
zona determinada per h(z,y, z) = 0; en particular, la variable z només pot prendre
els valors 1 (depenent del domini D). Observem també que si u — 0 llavors la
divergéncia del camp tendeix a —oo.

Obtenim, doncs, un sistema degenerat o reduit (perqué I’ordre és menor que el
del sistema original) amb el moviment restringit a la varietat lenta, la qual esta
formada pels dos semiplans Sy i S_, excepte dues semirectes que sén situades a la

zona Z que s’elimina del domini; concretament:

i o= y—5z, (2.6)
g = ~z40.72y+(8~-26)z+0,

on (z,y,2)€ S, US_,i
Sy ={(z,9,2)|z=+1i,0béz> -1, 0béz=—-1iy< 5},

5_={(z,y,2)| 2=-1i,obdz < +1,0béz=+1iy> -5}.
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e

Figura 2.3: Solucions discontinues del camp degenerat.

Pels comentaris anteriors, sembla natural referir-se a (2.6) amb el nom de sis-
tema lent. Propiament no és un sistema dinimic: no esti ben definit perqué no
podem continuar indefinidament les solucions per a temps tendint a +oo; perd si
pensem en les observacions sobre el pas al limit que hem fet, té sentit definir les
solucions endavant de (2.6) de la segiient manera:

Donat un punt inicial sobre S, (respectivament §_), sequim la seva trajectoria
sota (2.6) fins que assolim la semirecta Ry (respec. R_) en un punt (-1, y,+1)
(respec. (+1,y1,—1)). A continuacid saltem al punt (-1, y;, —1) (respectivament
(+1,y1,+1)) sobre laltre semipla. D’aqui continuem la trajectoria usant (2.6) a 5_
(respec. §.) fins a arribar a un punt (+1,y2,~1) de R_ (respec. (~1,yz,+1) de
R_,_ ), on tornem a saltar instantaniament a laltra branca. Aquest Proces es repeteiz
indefinidament, ezcepte si en algun dels salts assolim un dels punts d ’equilibri Py.

A causa dels salts instantanis d’una branca a I'altra, aquestes trajectdries s’ano-
menen solucions discontinues (vegeu la figura 2.3). Des d’aquest punt de vista
queda clar perqué ens referim a les equacions (2.3) com un sistema de pertorbacid
singular: (2.3) és una pertorbacié del cas singular (2.6).

Aquesta definicié que acabem de donar permet definir univocament la solucié
que passa per un punt donat qualsevol només per a temps creirent. Observem
que, per a temps decreixent, es perd la unicitat de solucions. Considerem, per

exemple, la solucié a temps enrere del camp (2.6) per un punt situat al semipla §_;
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cada vegada que creuem la recta z = —1 (i aixd passa una quantitat numerable de
vegades) podem fer un salt enrere cap ala recta R, del semipla S, i cada salt déna
una trajectoria diferent. Triada una d’aquestes, continuem la solucié enrere dins
de §,; també cada vegada que tallem la recta z = +1 (ara, aixd pot passar una
quantitat infinita, finita o nul-la de vegades) podem tornar a saltar a S_. Aquest

procés es pot repetir indefinidament.

A continuacid, definirem i estudiarem una aplicacié de Poincaré unidimensional
To, associada al sistema degenerat. Per a fer aix0, caldra resoldre explicitament
(2.6), de manera totalment analoga al cas no degenerat.

Considerem com a secci6 de Poincaré la recta R_ = {(z,y,2)|z = +1,z = -1}.
La idea geométrica de com actua aquesta aplicacié és molt senzilla i es pot veure a

la figura 2.3. Donat Py = (+1,y0,—1) € R_, definim successivament:
o Po=(+1,y0,+1).

e Py =(-1,y1,+1) és el punt d’interseccié amb la semirecta R.,, de la solucié
de (2.6) per Pp. Aquest punt existeix excepte si Pg = P, cas en qué no

estara definida Tg.

FI = (_l’yl’—l)'

Py = (+1,y2,—1) és el punt d’interseccié amb la semirecta R_ de la solucié

de (2.6) per P;. Com abans, aixd és impossible quan Py = P-.

Tot aixd defineix Ty : Py — P; com a composicié de Ty : P, — Py i
Ty : P — P,. Notem que cada aplicacid inclou un salt i una resolucid dels sistema
(2.6) sobre un semipla Si. Abusant de la notacié, suprimim els salts i continuem
usant 79 i TP per a indicar les aplicacions unidimensionals que transformen yo en
Y1 1 1 en ¥q, respectivament.

Els calculs explicits per a obtenir aquests punts sén molt senzills, a causa que

els camps sén lineals. A S, (z = 41) tenim

z = y—5, (27)
§ = —z+0.72y+20-26.
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En canvi a §_ (2 = —1) el sistema és

y+9, (2.8)
—z +0.72y + 2.6 .

L7

Y
La soluci6 general de (2.7) és

z(t) = 1420+ e*(kycosbt + kysinbt) , (2.9)
y(t) = 5+ e*[k1(acosbt — bsinbt) + k(b cosbt + asinbt)] ;

i la solucid particular que té condicions inicials (z(0),y(0)) = (41, yo) pren, com a

valors de les constants
ki = -2p8,i
ke = %(yo -5 —ka).
El temps d’estada, t; > 0, d’aquesta solucié a .§'+ fins a assolir R+ és la primera
solucié positiva de ’equacié
et (ky cosbt + kosinbt) +2+26=0. (2.10)

Substituint ¢; a (2.9) obtenim Py: z; = z(t1) = ~11i y1 = y(t1). Tot seguit passem

a l’altre semiplad i considerem la solucié general del camp (2.8):
z(t) = -1+ e*(k1cosbt + kysinbt), (2.11)
y(t) = =5+ e*[k1(acosbt — bsinbt) + ka(b cosbt + asin bt)] .
Si les condicions inicals sén (z(0),y(0)) = (-1, y1), obtenim
ki o= 0,i
- 1
ky = Z(yl +5).
Determinem el temps d’estada a §_, t; > 0, resolent ’equacié
koe®tsinbt —2=0.

Ens interessa la primera solucié positiva t = t;. Substituint-la a (2.11) obtenim

z2 = 11y, = y(t2).
Describim a continuacié les propietats essencials d’aquestes aplicacions Toi.

Préviament, estudiem una equacié que ens fara falta posteriorment.
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Figura 2.4: Funcié ¥(t).
Lema 2.2.1 Sigui § > —1. L’equacio
VU(t) = e**(cos bt — %sin bt) = I—_f—ﬂ = g(B) (Vt € IR) (2.12)

verifica

1) Té€ una quantitat numerable d’arrels positives.

2) Sif # 0 llavors t€ una quantitat finita (eventualment zero) d’arrels negatives,
mentre que st § = 0 llavors en té una quantitat numerable.

3) Les arrels es creen quan f — 0t o B — 0~ en els punts {; = in /b per als
valors

(_l)ieair/b

= Wi=... -5 -4,-3-2—~1,1,3,5,...
Bi - (_l)team/b t S

Demostracié. Es immediata a partir de la grafica de ¥(t) (figura 2.4). Aques-
ta funcié té tots els seus zeros simples i situats en els punts tx = (arctan(b/a) +
k/m)/b (Vk € Z) , on hem suposat que la funcié arctan pren el valor a (-7 /2,7 /2);

mentre que els seus extrems sén les arrels de
0= ¥'(t) = —e*sin(bt)/b,
o sigui, t = t; = ir/b, Vi € Z. En aquests punts, ¥ pren els valors ¥; =

(_ 1 )ieaiw/b_
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i Bi t;

—0.99767396... | 16.83683422...

—0.97433823... | 10.10210053...

—0.77069718 ... | 3.36736684 ...
-1 | -0.22930281... | —3.36736684...
-3 | —0.02566176 ... | —10.10210053 ...
-5 | —0.00232603 ... | —16.83683422...

-8 | 0.00006140... | —26.93893475...
-6 | 0.00069415... | —20.20420106...
-4 | 0.00789803... | —13.46946737...
-2 | 0.09711918... | —6.73473368...

Taula 2.1: Valors de 8 per als quals neixen solucions 7 de (2.12).

Observem que lim;—— ¥; = 0 i limi 4o |¥;| = +00, mentre que g(8) (8 >
—1) és funcié mondtona creixent de §, amb imatge a (—oo0,+1). Aixd déna els
apartats 1) i 2).

Les solucions de (2.12) es creen quan g(3) pren algun valor extrem:¥; = g(8).
Aixd només és possible per a ¢ < 0 qualsevol i per a ¢ > 0 senar, a causa de la

limitacié g(8) < 1; a més, s’obté la condicié de ’enunciat. O

Uns quants valors de §; (en ordre creixent) i de ; s6n a la taula 2.1. Remarquem
que la quantitat d’arrels augmenta quan ens acostem a # = 0, tant per § > 0
com per 8 < 0; en particular, la quantitat d’arrels negatives de (2.12) és 0 si
B e(-1,0-1),2si p € (f-1,0-3),4si 0 €(8-3,0-5),..., 551 B € (B-6,0-4), 3 si
B € (B-4,P-2)i15siB € (B-2,00).

Proposicié 2.2.2 Amb la notacié anterior, l'aplicacié T§ definida per Tg (yo) =

1 verifica les propietas seqients:

a) Si 3 =0 llavors no estd definida per a yo = 5; si § # 0, estd definida Yy € IR.

74



b) Imatge(T) = (—o0,5).

¢) T és discontinua en els punts
T =5+ 21+5) : B) et sin(bty) ,

on {tk}—k,<k<o SOn les arrels negatives de l'equacio (2.12). D’aquestes, n’hi
ha una quantitat finita (kg > 0) si 8 # 0 o infinita numerable (kg = +00) st
B = 0. La imatge de tots aquests punts és un mateiz valor Tg (§;) = Y3 =~
5 —11.95813(1 + ) < 5. Fora d’aquests punts, la funcid és analitica.

d) En el cas B = 0 es verifica
L y——l <?_3<?7_5<...<5<...<y__6<:l7_4<?]_2,

o els valors ¥, s’acumulen a yo = 5 de manera geométrica i alternada,

amb rad —ema/b;
Yp — 9 _ _exa/b

= = i
Vg1 — 9

7

o T és mondtona en cadascun dels intervals

(=00,7-1)s (F-1,T-3), (F-3:F-5)s -+ (F-4,T-2)> (F-2, +0),
creizent en els primers t decreizent en els darrers.
e) Enelcas P # 0 i =p; (per a algun B; del lema 2.2.1) es verifica
® T <T3<T-5< - <Y (ho-1) TO<TY(kp-2) <+ <TV-6<Y-4<TF_2,
e yo = 5 és un punt de discontinuitat de Ty, i

o T3 és monotona en cadascun dels intervals
(—Oo,ﬁ_l), (y—lsg—B)’ T (y—(ko-a)vs)a

(5, F-(ko-2))s -+ +» (F-1,F-2) (J_2s +00),
creizent en els primers { decreizent en els darrers.
f) Enelcasf#0 i # 0; (per a tots els §; del lema 2.2.1) es verifica
® Y1 <T3<Y-5< - <Y_(ky=1) <O<T(kp-2) <++ - <F_6<Y_4 <Y_2,

* Yo =5 és un punt regular de T,
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Figura 2.5: Orbita critica que determina discontinuitats de Tg. Cas 8 > 0.
o T{ és mondtona en cadascun dels intervals

(—00,@-_1), (?_u?_s), IRRP) (y—(ko—«?)’-g—(ko"'l))’

(y-(ko—z)"?i_(ko_4)), LT (?L—:h ?-2)a 3 (_37—2’ +°°) ’

creizent en els primers i decreizent en els darrers; mentre que a l'interval
(F—(ko—1)» T=(ko-2))» Tg" t€ un tinic extrem relatiu (mazim) en el punt
Yo = 9.

Demostracié. La figura 2.5 permet seguir més facilment els raonaments.
L’apartat a) és conseqiiéncia del fet que el punt d’equilibri P, és repulsor global del
semipla §,. L’inica solucié que no s’allunya de P, és ’estacioniria, la qual est3
situada sobre la recta z = +1 només en el cas # = 0 (i correspon al punt yo = 5).
L’apartat b) es dedueix del signe de & sobre z = —1:

T<0<y<5.

El punt de tangéncia y = 5 no I’incloem perqué és de la regié Z.

Per a provarla resta de 'enunciat, el punt clau és considerar la solucié (z(2),y(t))
de (2.7) a S4 amb condicions inicials z(0) = -1, 2(0) = 0 (& z(0) = -1, y(0) = 5).
Usant (2.9) obtenim els valors de les constants: k; = —2(148) i k2 = 2(14 B)a/b.
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Si imposem que z(t) = +1 obtenim precisament I’equacié (2.12), de la qual ens
interessen les arrels negatives: en té una quantitat infinita si 8 = 0, o finitasi § # 0.
Siguin ... < t_3 < t_3 < t_; < 0 aquests valors de t. Els valors corresponents de
la variable y sén G = y(tx) = 5 + e**[(k1a + kzb) cosbty + (—k1b + kza)sinbty)], i
substituint k; i k2 s’obté ’expressi6 de ’enunciat.

Hem seguit la solucié enrera a partir de (—1,5). Considerem ara 7§ : yo — 1,
amb g, situat sobre la recta z = +1 i en un entorn suficientment petit d’un punt
Yr, k < 0. Si yo és a la banda més llunyana de y = 5, llavors la solucié del camp
que passa per %y assoleix la recta z = —1 en un punt y; < 5, y; = 5; mentre
que si yo és a la banda més proxima llavors ha de donar una volta més entorn de
P, abans d’assolir la recta £ = —1. Aixd provoca una discontinuitat en el temps
que es tradueix en una discontinuitat en el punt final y;. Quan yo és algun 7y, la
solucié pel punt (+1, yo) passa per (—1,+5), i déna una volta més fins a assolir un
punt (—1,Y}); el temps que passa en aquesta volta és la primera arrel positiva de
Pequacié 0 = 1 + e*(— cosbt + §sinbt), o sigui ¢t = ¢ =~ 4.83267311 (independent
de B); i el valor de y s’obté substituint a (2.9): Yy = 5+ (1 + B)et sin b ~
5 — 11.9581316(1 + B). Fora d’aquests punts, és evident que l’aplicacié T és
analitica, ja que el camp ho és (de fet, és lineal). Aixi veiem c).

Per a la resta de ’enunciat, la distincié de casos estd causada pels resultats
del lema 2.2.1. Considerem la component z de qualsevol orbita del camp: z(t) =
1+28+e%4(ky cos bt +k; sin bt), i busquem els seus valors extrems, caracteritzats per
la condicié z'(t) = 0; resulta que z'(t) = e*{(aky + bks) cos bt + (aky — bky) sinbt] =
y(t) — 5, o sigui, aquests valors sén, precisament, aquells en qué la component y
val 5. En particular, aix¢ val per a ’0rbita caracteristica estudiada anteriorment i,
per tant, és evident que els punts 3, (definits com les interseccions d’aquesta orbita
amb z = +1) han d’estar situats alternativament a bandes diferents de y = 5:
Po1<Fo3<...£5<...<F_4 <T_g. A més, laigualtat només pot ser certa per
a valors de § per als quals ’orbita caracteristica sigui tangent a ¢ = +1; o sigui,
quan § = f; per a algun §; del lema anterior. Aixd déna els primers punts de d),
e)if),1i els segons de e) i f).

La monotonia en cadascun dels intervals es dedueix del fet que dues trajectories

diferents del camp no es poden tallar. El caracter d’extrem de yo = 5 en el cas
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genéric f) és conseqiiéncia de P'equivaléncia £ = 0 & y = 5 (comentada anterior-
ment) i del fet que ’aplicacié és monotona localment en cadascun dels dos costats
de y = 5 (per la mateixa raé d’unicitat de solucié). La convergéncia geométrica en
el cas 8 = 0 es dedueix del fet que els valors ¢; (k < 0) sén les solucions negatives
de cos bt — ¢ sin bt = 0; o sigui, t; = i—[arctan(%) —kr]. Pertant tgyqy =t — § i

Y — atk sin(bt etk ar
Ye—5 _  eksin(bty) — % O

Trer =5 eeitsin(blipr)  eatreTE

Nota. Si 8 és suficientment proxim a -1 llavors Ty no té cap discontinuitat; el
valor critic de 3 es pot obtenir de la condicié §_; = 5. Aixo equival a la creacid,
quan 8 — 0~, de les primeres arrels negatives de I’equacié (2.12): i% =V_;=
e=%7/b; o sigui B = B_; ~ —0.22930281... .

Anilogament, si (3 és suficientment gran, llavors Ty té una tdnica discontinuitat,
corresponent a 1'inic punt de la recta z = +1 tal que la trajectoria per ell a temps
positiu passa per (—1,5). El valor critic correspon a la creacié, quan 8 — 0%, de
dos arrels negatives més de (2.12); aixo passa en el valor determinat per n% =
V_y = e~2em/b; o sigui B = f_o ~ +0.09711918.... .

D’altra banda, simulacions numériques mostren que, en els intervals de monoto-
nia (tots els limitats per valors §_j, excepte I'interval central del cas f), T verifica
|DT¢(y)| > 1. Una demostracié d’aquest fet en el cas 3 = 0 és totalment aniloga
a la que fem en la proxima proposicié per a T;. En el cas 8 # 0 es pot usar
la mateixa idea, pero els calculs es fan molt llargs i es necessiten fites molt fines.
La importancia d’aquest fet rau en la localitzacié d’orbites periddiques estables de

Ty o Ty : han de tenir punts a l'interval central (ﬂ_(ko_l), (y_(ko_z)).

A continuacidé, demostrarem una proposicié aniloga a ’anterior, perd per al

camp definit a §_.

Proposicié 2.2.3 Amb la notacid anterior, aplicacid Ty definida per Tg (y1) =

Y2 verifica les propietas seqients:
a) Fsta definida Vy, # —5.
b) Tg (IR\ {-~5}) = (=5, 00).

c) Ty és discontinua en els punts

2
‘T/-k =-5- Ee“"‘ sin btk ,
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Y4 Ty 1Y)
A
/‘?/_5\
Ls 4
% 'g’_
X
X=-1 X =+1
Figura 2.6: Orbita critica que determina discontinuitats de Ty .
on ty = }(arctan(2) + k), Vk < 0; i és analitica en tots els altres.
En particular, els punts de discontinuitat s’acumulen al valor y; = -5 de

manera geométrica i alternada, amb rad —e™/b:

Getd _ _ rafp
Y41 +9

d) Tots els punts 7 (k < 0) tenen la mateiza imatge Y_ ~ 6.9581316.. ..

e) Ty és estrictament monotona en cadascun dels intervals

(—-00, :7—2)7 (y—21y—-4)> (?..4, .7/-—6)7 vy (?—5’.7/'—3)’ (g—I}’y—l)’ (y—-l L +00) ;

decreizent en els primers i creizent en els darrers. A més, |Tg (y)| > 1 Vy

punt regular.

Demostracié. Es totalment analoga a la de la proposicié anterior, amb la sim-
plificacié addicional que, en aquest cas, no apareix el parametre 8. Aixd correspon
al cas § = 0 d’abans (vegeu la figura 2.6).

Usem les expressions (2.11). La solucié (z(t),y(t)) de (2.8) per z(0) = 1
£(0) = 0 (« y(0) = —5) té constants ky = 2i k2 = —32. Aquesta solucié talla

z = —1 per als valors de ¢ que s6n solucié de

e**[cos bt — %sin bt] =0.
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Aquesta equacié és més senzilla que (2.12); per aixo no ’estudiem en un lema a
part. Aixi, les seves arrels negatives sén els t; de I’enunciat. Substituint a (2.11)

obtenim
Tr = y(tr) = =5 + e***[(k1a + E2b) cos bty + (—k1b + koa) sin bty =

2
= —5 + e sin bty [—2b — 2%] =-5- %e“t“ sin bty ,

la qual és també ’expressié de I’enunciat. Amb aquestes variacions, la demostracié
de a), b), c) i d) usa els mateixos raonaments que la proposicié anterior. Observem
només com es calcula Y_: cal que la solucié (z(t),y(t)) anterior torni a tallar la
recta z = +1; aixi, ¢ ha de ser la primera solucié positiva de ’equacié e®!(cos bt —
#sinbt) = 1, o sigui, t =~ 4.8326731.. ;i el valor corresponent de y és, efectivament
Y_ = —5— %e%sinbt ~ 6.9581316....

Per a IMiltim apartat, només cal veure que Yy € (J_;,+o0) DT (y) > 1, ja que
per als’ altres intervals, ’expressié de la derivada es pot reduir a aquest intervai
multiplicant per la raé —e™/® tantes vegades com mitjes voltes déna la solucié
entorn de P_. Vegem-ho. Si y és d’un altre interval llavors es pot escriure Ty (y) =
T5 |_y400) © F 0 ---0 F(y), on F és l'aplicacié associada al primer retorn del
camp sobre la recta z = —1,1 Fo...o F(y) € (§_;,+00). Es immediat que
DF(y) = —ea™/b Yy £ —5. Efectivament, les constants d’integracié del camp (2.8)
amb condicions inicials z = —1 iy # —5sén k; = 01 k2 = (y + 5)/b; el temps de

vol fins a tornar a tallar £ = —1 és la primera arrel positiva de llf—sea‘sin bt = 0,
o sigui, sinbt = 0, t = 7/bi cosbt = —1; i 'aplicacié F s’escriu, doncs, F(y) =

-5+ ¥3eot(hcosbt + asinbt) = =5 — (y + 5)e*™/b. En conseqiiéncia, si n és la
quantitat de vegades que apliquem F, la regla de la cadena ens déna DTy (y) =
DTO‘(F'.‘(y))(—e“"/b)", tal com haviem afirmat.

Suposem, doncs, que y > §._1 = —5 — £e**-1sinbt_y, on t_y = }[arctan(b/a) -
7). Notem y2 = y2(y) = Ty (y). El temps (7 = 7(y)) que la solucid per (-1, y) tarda
a arribar a £ = 41 és la primera arrel positiva de 'equacié f(t) = e*!sinbt = y—?{-b's"
Observem que y—?fg < y_ib+5 = c“‘—l'_slgflbt_l
que si busquem el primer extrem positiu, t., de la funcié f(t), s’ha de verificar
0 = f'(t.) = e*e(bcosbt, + asinbt,) i obtenim ¢, = }[arctan(—b/a) + 7] = —t_y;

i, en aquest punt, f pren el valor f(—~t_;) = —e~%-1sinbt_; = be—*¢-1. Per tant,

= be~%!-1 | ja que sinbt_; = —b; mentre
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Vy>y_q, 7 = 1(y) € (0,—1-1) i, a més, bcosdt + asinbt > C.
Recordem, finalment, que y2(y) = =5 + Liﬁe‘"(b cosbr + asinbr). Calculem

formalment les derivades de y; respecte y:
o Derivant ’equacié del temps (y + 5)e?  sin bt = 2b obtenim

€®” [sinbr + (y + 5)(bcosbr + asinbr)r’] =0,

: 1 —sinbr
o, equivalentment, 7/ = TS G eosbrasmbn)”

e Derivant Pexpressié de y, obtenim

b‘fiﬂ = e*"(bcosbr + asinbr) + 7’ [Qab cosbr + (a® — b?)sin br] ,
Y

i usant ’expressié de 7/ queda

dys be®™

71? " bcosbr + asinbr

e Tornem a derivar per a obtenir

d?y, be®" 1! sin br
dy? ~ (bcosbr + asinbr)?

Com que sinbr > 0, resulta que /(y) < 0 %‘é’— < 0. Per tant, %(y) és monotona
decreixent, i una fita inferior la déna el cas limit y — +00. Aixo correspon a7 — 0

i obtenim %Z — +1. Aixi s’acaba la demostracié. O

Alguns exemples d’aplicacions Ty i Ty es poden trobar a [11].

La composicié de les dues aplicacions anteriors, T = Ty o T, és una aplicacié
de Poincaré del sistema degenerat, i captura tota la fenomenologia, ja que qualsevol
orbita (excepte els punts d’equilibri Py) talla Ry o R_ en algun moment. Aixi, per
exemple, les orbites periddiques del sistema (2.6) corresponen a drbites periddiques
de 'aplicacié Tp, i la seva estabilitat també esta relacionada.

Notem que Tg té una infinitat numerable de discontinuitats, causades per les
que tenen Ty i Ty ; en la resta de punts, Tp és analitica i la seva derivada es pot
calcular per la regla de la cadena: DTo(y) = DTy (Tq(y)) DT (y). A més, To
aplica IR (excepte el punt 5 en el cas § = 0) dins de (-5, +00); per tant, qualsevol

orbita periodica de Ty ha de tenir tots els punts en aquesta semirecta. De fet, i a
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causa del caracter repulsor dels punts d’equilibri, si prenem yo >> 5 suficientment
gran resulta que y; << —5 1 que ¥ > yo. En conseqiiéncia, les possibles orbites
periddiques de T han de tenir tots els seus punts en un entorn (la grandaria del
qual depén de ) del punt 5.

Si, a més, volem que ’6rbita periddica sigui estable, caldra que alguns dels seus
punts siguin suficientment proxims a y = 5, ja que aquesta és I"inica zona on és
possible tenir |DTgH(y)| < 1. En particular, una drbita periddica és superestable
si 1 només si conté el punt y = 5. El caracter lineal dels camps permet localitzar
facilment els punts fixos superestables. Per a explicitar la dependéncia respecte el

parametre 3, notarem l’aplicaci6é de Poincaré com Tpg.

Proposicié 2.2.4 Erzisteiz un conjunt numerable de valors de 3: Boo, P20, P1,j
(Vi 20), Baj (Vi 2 0), Brj (V2 4, V5 20, j# 1) tals que

1) VYk,j possibles To,5,,; t€ un punt fiz superestable;

2) Vk = 1,3,4,5,... fizat, la successic {f,;}; convergeiz de manera alternada i

astmptoticament geométrica, amb rad —e*™/, a un valor Be;

3) la successic {B)}r convergeiz cap a 0 de manera alternada i asimptoticament

geométrica, amb rad —e®*/b; i

4) llevat dels anteriors, no ezisteiz cap més valor de B > —1 per al qual Top

tingui un punt fizr superestable.

Nota. Geométricament, els indexs k i j compten la quantitat de mitjes voltes
que I’rbita periddica superestable del camp (2.6) (la qual té una part a S, i una
altra a 5_) déna entorn dels punts d’equilibri P4. Cada tria d’aquests indexs (dins
dels rangs donats a ’enunciat) determina un dnic valor de 3 per al qual existeix
un punt fix superestable de Tp.

D’altra banda, remarquem que hi ha valors de § < —1 per als quals també

existeix un punt fix superestable, pero ja hem dit que no considerem el cas § < —1.

Demostracié. El punt fix superestable ha de ser necessiriament y = 5; per
tant, hem de resoldre (en la variable 3) ’equacié To(5) = 5, 0 bé Ty o T;ﬂ(S) =5

(recordem que Ty no depén de 3). Aixd és, la imatge del punt 5 per T(fﬂ ha de ser
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Y5
3.76803172...
—4.22383634 ..
—4.93129244 ...

- N O

o

~5.23092922...
—7.60872143 ...

Taula 2.2: Antiimatges del punt y = 5 per 1’aplicacié Ty .

alguna de les antiimatges de 5 per T;. En primer lloc calculem aquestes tltimes;
usant (2.11) obtenim que es poden expressar

5a—1
b

y; = =5+ 2e*(5 cosbt; + sinbt;) ,Vj > 0 ;

on t; és alguna de les arrels negatives de I’equaci6 e%(cosbt + 332 sinbt) = 0; o
sigui t; = (arctan(—b/(5 - a) — jm)/b,Vj > 0.
Alguns dels valors y; (ordenats) sén a la taula 2.2; verifiquen les propietats

seglents:
e sén tots a 'interval (—7.61,3.77);

e s’acumulen en el punt -5 geométricament, amb raé —e?™/%, ja que dos val-

ors consecutius de t; difereixen en 7/b mentre que els valors de les funcions

yi+5  _ 2% (_1)_:

trigonométriques només canvien de signe; per tant, VY FE T 7ol

b.
...ea"’r/ 3

e jindicala quantitat de mitjes voltes que 1’arc d’orbita entre (+1,45)i (-1, y;)
déna entorn de P_ (vegeu la figura 2.6).

Aixi doncs, busquem valors de 8 € (—1,+00) tals que la funcié g(8) = T(;':ﬂ(5)
prengui algun valor y;, j > 0. Notem que g no esta definida en 8 = 0. La figura
2.7 (que és qualitativa) permet seguir més facilment els raonaments. Usant les

expressions (2.9) obtenim que g(8) = 5 + 22¢t®) sin bt(8), on () és la primera
3 P
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Figura 2.7: Aspecte qualitatiu de la funcié ¢g(8) = T(;t'ﬁ(5).

arrel positiva de I’equacid
V(t) = e**(cosbt — %sin bt) = 1—-;—ﬂ = f(B),

la qual s’assembla molt a (2.12). Estudiem com es comporta t(3): quan § varia
a (—1,0), f(B) recorre monodtonament ’interval(—oo,0), mentre que si 8 varia a
(0, +00) llavors f(8) recorre monodtonament (+1, +00). En qualsevol dels dos casos,
la funcié t(f) presenta una quantitat numerable de discontinuitats en els punts g
tals que f(f) sigui un valor extrem (relatiu) de ¥(t) ( i pertanyi a (—o00,0) U
(1,400)). Uns calculs elementals permeten obtenir aquests valors: 8 = f; =
‘i:—(jl—;:—ek‘m,Vk > 0; els quals verifiquen -1 < 31 < 33 < ... <0< ... < B4 < B2
i, a més,

Br-1 a 1= (_l)kekaﬂ/b 3 (_l)k—le—(k—l)mr/b + ean/b

Bk T 1= (_1)k—1e(k—1)a7r/b - (_l)k—le—(k—l)ar/b -1

N _ea1r/b

quan k — +oo. Notarem Iy = (-1,4); Ix = (Bk-1,B8k+1), Yk > 2 parell; I; =
(B2, +00); 1 Ik = (Bk+1,Pk-1), Yk > 3 senar. La funcié ¢(3) és, doncs, continua i
monotona en cadascun dels intervals I. A més, es verifica t(Ix) C (ﬂ‘blﬂ, IbL,,—I—E)
i, per tant, la funcié sin és monotona en cada (/). Aixo fa que la funcié g també

sigui monotona respecte 3 en cadascun dels intervals.
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Els valors que donen les discontinuitats corresponen al fet que 1’6rbita (enrera)
del camp pel punt (—1,5) (vegeu la figura 2.5) talla tangencialment la recta z = +1
en el punt y = +5. Aix0 ens permet calcular facilment la variacié de g en cada

interval:
9(I) = (Y4 (Ber), +5) , VE> 2.

Si recordem que Y, () ~ 5 — 11.9581316...(1 + ) obtenim
o g(Yi(B2)) = —4.2160. .. € (32, v0);
o 9(Yi(Bs)) = —=8.1194 ... < yy;

o 9(Yi(Br)) € (y1,93), VE > 4.

D’altra banda, és facil comprovar que g(/p) = (1.819084...,+5) (amb 1.8190 €

(y2,%0)) i g(I1) = (—o0, +5).
Usant el teorema de Bolzano i la monotonia de ¢ en cada interval I; obtenim:

e la condici6 (36 € Iy tal que g(B) = y; per a algun 7 > 0) només és certa per

a j = 0 en un tnic valor g ;

e la condicié (38 € I tal que g(8) = y; per a algun j > 0) és certa per a cada

J 2 0 en un tunic valor §; ;;

e la condici6 (38 € I, tal que g(B) = y; per a algun j > 0) només és certa per

a j = 0 en un tnic valor f20;

la condicié (38 € I3 tal que g(B) = y; per a algun j > 0) és certa per a cada

J 2 0 en un inic valor f3 ;;

o Vk > 4, la condicié (38 € I tal que g(B) = y; per a algun j > 0) és certa per

acada j > 0, j #1, en un tnic valor S ;.

Aquests sén els valors de ’enunciat, i aixd demostra 1) i 4). Per a veure 2),
fixem k € {1,3,4,5,...} i considerem la bijeccié g : Ir — g(Ix).

Els valors f,; verifiquen g(f,;) = y;, i sabem que la successié {y;};>o0 con-
vergeix cap a —5 geométricament, amb raé —e®™/b. Sigui §) I™inic punt de Iy tal

que g(B;) = —5. Per la continuitat i la monotonia de g, és evident que Br; — Brs
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quan j — +o0o. Cal veure que la convergéncia és asimptoticament geomeétrica.

Efectivament, pel teorema del valor mitja

9(Br.;) — 9(Br) = 9'(&)(Br,i — Br)s & € (Br.j»Br) ;

i, per tant,

Bri— B _ _(9(Brs) — 9(B)g'(&)  _
Bri+1—Br  (9(Br,j+1) — 9(Bk))g'(€j41)

— gl(EJ)(yJ + 5) = gl(fj) (_ear/b) N __ea.1r/b
9"+t +5)  '(€+1) '

Finalment, vegem 3). Cada f; (k # 0,2) estd determinat pel fet de ser I'inic

element de I; que verifica g(B;) = —5. Notem I} = (ax,bi),Vk > 0. Com que es

verifica
ap<bhp=a3<by=a4<...<0<...<bg=az<bz=ay; < by,

és immediat que {f;}k>3 — 0 de manera alternada. Perd, a més, sabem que ax =
Yi(Bk) = 5.11.9581...(1 + B%), amb B — 0 de manera geométrica (alternada)
de raé —e®™/b; per tant, també G, (que és a I'interval determinat per ax. i axs1)

convergeix cap a 0 de manera asimptoticament geométrica amb raé —e=%7/b, D

Es poden obtenir resultats semblants per a les orbites periddiques superestables
de periode més gran, encara que la demostracié esdevé cada vegada més complexa.
El resultat que podem esperar és el segiient:

Fizat n > 1, existeir un conjunt numerable de valors de 3 per als quals Ty g té
una orbita periodica superestable de periode n. Aquests valors es poden numerar
atzi:

B =B, ambi=(i1,12,...,42,) € § C IN*",
i S conté un conjunt Sp, = {(i1,...,i2,) € N?")i; > m Vj = 1+ 2n}, per a un
m adequat. Cada orbita superestable estd formada per 2n arcs d’espiral, situats
alternativament a .§'+ i §_, i cada indez t; representa la quantitat de mitjes voltes
que un d’aquests arcs dona entorn de Py (sij senar) o P_ (sij parell). L’estructura

dels valors B; és la segient:

(1)

o Fizalsiy,...,ton_1 1 fent iz, — 400, B, ;. CONVETgEIT @ ﬂu.---,izn_x .
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o . : . ) L a(2)
Fizats iy,...,12n. t fent ta,..1 — 400, ﬁix...-.izn_l convergeiz a ‘Bi:,.-.,izn_z’

(2n-2)

(2n-1)
11,12 i :

convergeiz a 3

Fizat i, i fent i — 400,

Fent i; — 400, ﬂ‘(xz"_l) convergeiz a 0.

Totes les convergéncies sén asimptoticament geométriques, de rad limit —e=o7/®,

Més endavant usarem aquests valors de superestabilitat per a detectar numeri-
cament les bifurcacions sella-node (en el cas degenerat), les quals ens serviran com
a valors inicials d’un métode de continuacié que ens permetra dibuixar I’estructura
de les bifurcacions en el cas no degenerat.

A més de les orbites periddiques superestables, i de manera analoga, també es
poden numerar les orbites homocliniques del sistema degenerat. Aixd ho farem a
la proxima seccié com a pas preliminar per a determinar les drbites homocliniques

del cas no degenerat.

2.3 Orbites homocliniques

En aquesta seccié calcularem el lloc geométric dels valors dels parametres (u, )
per als quals existeix alguna orbita homoclinica a algun dels punts d’equilibri Py
o P_. De fet, veurem que no hi ha orbites homocliniques a P_ i que si que n’hi ha
a Py si p > 0 és prou petit (i que la quantitat augmenta sense fita quan g — 0%).

Sabem que les orbites del camp estan formades per trams situats alternativa-
ment a Dy i D_. Aixd passa també per a les orbites homocliniques. Direm que
una Orbita és homoclinica a la primera a Py (0 bé d’ordre 1) si consta només d’un
tram a D_, a la segona (o d’ordre 2) si n’hi té dos, etc.; amb el benentés que entre
dos trams consecutius a D_ hi ha un tram a D4, i que per a acabar de completar
I’orbita cal considerar els dos trams de D4 adjacents a Py.

Totes aquestes consideracions es poden fer de manera analoga per a P_. La
figura 2.8 ddna I’aspecte qualitatiu de la projeccié sobre el pla (z, z) d’una orbita
homoclinica de segon ordre per a Py.

Nota. La nocié d’orbita homoclinica es pot estendre sense cap dificultat al cas

degenerat y = 0. Cada tram ( a Dy o D_) passa a ser un arc d’espiral (situat a
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Z=+1

Figura 2.8: Secci6 lateral d’una orbita homoclinica a la segona a Pj.

Sy 0 a §_), seguit d’un salt vertical instantani (desde Ry a §_,0desde B_ a
54). Observem que, en el cas d’drbites homocliniques a P,, I’dltim salt ha d’anar
de R_ a Py; com que el salt és completament vertical, aixd només és possible en
el cas § = 0. Aquesta és, doncs, una condicié necessiria d’existéncia d’orbites

homocliniques a P, de qualsevol ordre.

La manera de detectar orbites homocliniques a Py (a P es fa anilogament) és la
segiient. Partint del punt d’equilibri, seguim la branca. inferior de la varietat estable
per a temps negatiu fins a la frontera E (la rad de seguir la varietat estable a temps
negatiu en lloc de la inestable a temps positiu, és que la primera és de dimensié
1, mentre la segona és de dimensié 2). Sigui Qo el punt de tall; a continuacié
seguim I’0rbita del camp F_ per Qo (també en temps negatiu). Si volem una, drbita
homoclinica a la primera, intersequem aquesta drbita amb el pla z = +1 i imposem
que la coordenada z del punt corresponent valgui —1; aixo ens déna una equacié que
cal resoldre. En canvi, si volem una érbita homoclinica d’ordre superior, calculem
la interseccié amb z+ 2z = 0 (en un punt @, ); tot seguit integrem el camp F, enrera
una altra vegada fins que tallem z 4+ z = 0 en Q5. Si volem una orbita homoclinica
a la segona, integrem per segona vegada F_ enrera a partir de Q, i busquem el
punt de tall de P’orbita amb el pla z = +1. La condicié6 d’homoclinic és, una altra
vegada, que la component z valgui —1.

Aquest procés es pot repetir tantes vegades com es vulgui. Comencem per
limitar el rang de validesa dels parametres (g, 8) ja que algun dels punts Q; anteriors

pot no estar ben definit a causa que tingui components z, z de mddul > 1, o bé sigui
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a la zona Z que haviem suprimit del domini. En aquests casos no poden existir

orbites homocliniques a Pj.

Lema 2.3.1 Una condicid necessiria per tal que el sistema (2.3) tingui orbites

plpt5)

homocliniques a Py és que 0 < f < 0.72u+1"

Demostracié. Recordem que Py = (1+28,5,1). La varietat estable de Py té

localment (mentre no sortim de D4) una expressié6 paramétrica de la forma

r = (1+2ﬂ)+’\vla
y = 5+/\’l)2,
z = 14 Avs,

on v = (v1,v2,v3) estd donat a la proposicié 2.1.4. Es immediat calcular el punt

Qo d’interseccié amb el pla z + z = 0; déna

_ _2(1+B)m
o = (1+2ﬂ) (v] +1)3) 9
o 2(14 B)v,
yO - 5 ('Ul + vs) b
_ 121+ B)vs
o =1 (v1 4 v3) )

Com que 8 > —1, vy i v3 > 0, resulta clar que 2o < 1. A més, si fos zg < —1 llavors

I’orbita enrera per Qg sota el camp F_ verificaria
e o bé va cap a P. (si zg = —1);
® o bé la component z tendeix a —oo (si zp < —1).

En qualsevol dels dos casos mo hi pot haver una orbita homoclinica a P,. Es

immediat comprovar que la condicié zg > —1 és equivalent a 8 < Oﬁ%—:—%.

D’altra banda, mirem com és el camp F_ en Qq. Es verifica

. V2 —5’03
= — 5z = -2 _
Zo Yo 20 (1+ﬂ) v + U3 )
3 = l(_l —z) = 2-v + Fvs ]
1Y g v +vs

Substituim els valors de vy, v9, v3 i obtenim facilment g + 29 = Z“.Q
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Per tant, si —1 < 8 < 0 aleshores el camp F_ en (¢ apunta cap a D_; aixo
fa que no puguem seguir el camp enrera (en unes altres paraules: sém a la zona
prohibida 7).

El cas # = 0 correspon a la situacié de tangéncia; en aquest cas, un calcul senzill

2 1 3
To+ 2= (—0+~—6—)>0
v+vs \p  p?

i, en conseqiiéncia, tampoc no es pot seguir el camp F_ enrera cap a la zona D_.

a

mostra que

Nota. Destaquem les raons per les quals hi ha les limitacions sobre el rang de

parametres (g, ). De la demostracié anterior deduim:

. . N 2
¢ Quan els parametres s’acosten a la rama d’hipérbola 8 = qu_%, el punt Qo

tendeix a la recta R_.

¢ Quan els parametres s’acosten a la recta 3 = 0, el punt Q¢ tendeix a la zona

Z que no pertany al domini.
Podem acabar ara de precisar la condicié d’homoclinic a la primera de P;.

Proposicid 2.3.2 La condicid necessdria i suficient perqué ezisteizi una orbita

homoclinica a la primera de P, és que els pardmetres p > 0 i § € (O,Iﬁ_{%“;—g);)

verifiqguin ’equacid

0 = 5u+(1+8)p®+ e {[(1-4.28u) + A(1 + 0.72p)] cosbr +  (2.13)
+%[5 —a+ (1+4.28a)u+ B(—a + (1 — 0.72a)u)] sinbr} ,

on

(54 + p?) — (1+0.724)8
Qt572pt o) + 28 <0 (2.14)

Demostracié. Usant les expressions de la proposicié 2.1.4 calculem les cons-

tants ky, ko i k3 de la solucié (z(t), y(t), 2(t)) del camp F_ pel punt Qo del lema

7 =71(p,B) = plog

anterior.
Calculem el temps ¢ = 7 per al qual la component z pren el valor +1: usant les

expressions de ky, v3 i z(t) s’obté 1 = (2 + 1)e~t/* — 1, o sigui 7 = plog (50-;-1-)
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A la zona determinada pel lema 2.3.1 es verifica 7 < 0. La condici6é d’homoclinic
a la primera és z(7) = —1. Substituim ’expressié explicita de z(t) i operem per a
obtenir (2.13)-(2.14). O

Nota. L’expressié (2.14) és equivalent a

(5u+ p?) — (1 4+ 5.72u + 2u?)e™/#
(14 0.72u) + p2et/n '

En particular, aixd vol dir que per a cada g > 0 fixat, hi ha una bijeccié entre i 7.

(2.15)

B = ﬂ(l"’)r) =

Concretament, 8 és funcié estrictament monotona decreixent de 7, i alguns valors

caracteristics sén:
e - -1t r-07;

Sut+p? |
* f=0& 7 = plog bty
.ﬂ—)M@Tﬁ—OO.

14+0.72u

Per tant, ’equacié (2.13) es pot considerar tant en les variables (¢, 3) com en
(p,7). Els arguments que vénen a continuacié fan pensar que la segona opci6 és
numeéricament millor.

Observem també que la bijeccié anterior deixa d’existir en el cas degenerat

u =0, jaque §(0,7)=0, Vr <0.

Volem estudiar com sén les solucions de (2.13) a la zona determinada pel lema
2.3.1. Per a fer-nos una idea de la complexitat que aix0 comporta, tractarem en
primer lloc una simplificacié substancial.

Considerem 1’equacié

5—a

b

5u + e*"(cos bt + sinbr) =0 (2.16)

de les variable i 7 en la zona p > 0, 7 < 0. Aixd correspon a prendre limit 4 — 0%
a tot arreu excepte en el terme 5y, ja que lim,_,o+ f(1) = 0. La figura 2.9 mostra
com resoldre graficament (2.16) en la variable 7.

Sigui ¥(7) = €*"(cos br + 232 sin b7). Fixat un valor p > 0, existeix una quanti-
tat finita (eventualment 0) de valors 7 < 0 que sén solucié de ’equacié ¥(7) = —5p.
Aquestes solucions apareixen a parells quan g — 0% en valors de bifurcacié puy tals

que —5u és algun valor minim de W.
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1 5u T
|
\J

Figura 2.9: Resolucié grafica de I’equacié (2.16).

Calculem aquests minims. Usant que a2 + 62 = 1 s’obté

S5a-1

V(1) = e*" (5 cos br + sin br)

i, per tant, una condicié necessaria de minim és cosbr = 3%65—“ sinbr, o bé

b a—

T=T= 1 [arctan (5_5b1) —kﬂ’] , Vke Z.

Notem que ﬁ < 0; com que volem 7 < 0, considerem el valor de la funcié arctan
a(-%,00ik>0.
D’altra banda, mirem quan la condicié és suficient. Es verifica

26 — 10a
5b

1-5a 5-a\ . _
%5 +—b———)smbrk—

e*"k sinbry, ;

V() = ™ (

en conseqiiéncia, ¥(7x) > 0 si k és senar i ¥(7;) < 0si k és parell. Aixo indica que
els minims corresponen a valors parells de k. Els primers valors de les bifurcacions
Bk = —-%‘I’(Tk) son, doncs, els de la taula 2.3.

A més, és facil trobar un comportament asimptdtic per als valors py:

Hk42 _ ‘I’(Tk+2) _ eTk+2 _ e—2b1ra
me () e T '

Hauriem pogut considerar (2.16) com una equacié per a les variables (i, 8) si hi

haguéssim afegit una simplificacié de (2.14):
T = plog(5u - B) .
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-3 V() =
0.55129..
0.04880...
0.00432...

NN o

Taula 2.3: Valors de p per als quals neixen solucions 7 < 0 de (2.16).

T B
—0.259084 ... 0.198461...
—-3.434113...| 0.2-5.19...10738
—7.668859... ] 0.2 —5.45...10"%
—-8.895923... [ 0.2 -2.59...10~97

Taula 2.4: Solucions de (2.16) per a u = 0.04, i valors corresponents de §.

La taula 2.4, calculada resolent numéricament (2.16) per al valor g = 0.04 i
substituint després 8 = 5u — eﬁ, déna idea de les dificultats numériques que pot
comportar treballar amb les variables (u, 3), a causa que sera dificil distingir entre
els diversos valors de .

Aixi doncs, treballem amb les variables (u,7). Escrivim ’equacié (2.13) com
H(p,7) = 0.Hem resolt (2.13)-(2.15) numéricament. La técnica que s’ha usat és
iteracié simple: fixat 7 < 0 hem inicialitzat po com la solucié del model simplificat
(2.16) i hem calculat recursivament piy; = —1(H(p,7) — 5px). A més, s’ha fet
una escombrada de valors de p > 0 i 7 < 0 per a assegurar” que no hi ha més

solucions que aquestes. Aixi podem formular la

Conjectura 2.3.1 Per a cada valor fizat de 7 < 0, considerem l'equacic (2.13)-

(2.15) en funcid només de la variable 1 a la semirecta p > 0. Es verifica

1) Sicosbr + 5;“ sinbr > 0 llavors l’equacio no té cap solucid.

2) Si cosbr + 332 sinbr < 0 llavors ’equacis té una tnica solucid u = p(t) > 0.

A més,
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Figura 2.10: a) Solucions (¢, 7) de les equacions (2.13)-(2.15). b) Solucions (i, )
de les equacions (2.13)-(2.14).

a) p(7) depén diferenciablement de T,

b) sicosbr + 5b sinbr tendeiz a 0 (aizd és equivalent a dir que T tendeiz a

algun valor 7y, = [arctan ( ) k7r] k > 0) llavors u(r) tendeir a 0.

L’aspecte d’aquestes solucions és el que mostra la figura 2.10.a). Observem que
Tht1 — Tk = —F =~ —3.36737. Hem dibuixat amb linia discontinua la solucié de
Pequacié simplificada (2.16): E(T) = Leos” (cos br + 33
que f(7) és una bona aproximacié de p(r). El dlbIIlX és qualitatiu en la direccid

it Recordem que a escala real es verifica limg_, o "—Zfl = e~27a/b ~ (,088522; per

). Veiem, per tant,

tant, I’acumulacié cap a g = 0 és molt més rapida.

Usant la bijecci6 entre § i r (per a cada p > 0 fixat), podem transladar les
solucions al pla de parametres originals (u,8). S’obté, qualitativament, la figura
2.10.b): una quantitat numerable de llagos situats a la regié determinada pel lema
2.3.1, externs entre sf, cada vegada més curts (amb raé geométrica) i agafats tots
ells en el punt x = § = 0. Notem que, segons els resultats de la taula 2.4, a escala
real només seria distingible la llagada més gran.

Cal comentar les dificultats d’obtenir una demostracié analitica de la proposicié
anterior. Es facilment comprovable que H(p,7) (0 > 0, 7 < 0) és una funcié

continua tal que, per a cada r < 0 fixat, verifica
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o lim, o+ H(p,7) = e*"(cosbr + 23%sinbr), i
o lim, ;o H(p,7) = +o0.

Per tant, si H fos monotona creixent respecte p llavors el resultat seria immediat.
Aquesta iltima condicié, malauradament, no és certa.

D’altra banda, si que és possible usar métodes pertorbatius per a demostrar
que les solucions sén tal com s’afirma a la proposicio si ens restringim a una franja

0 < p < € suficientment estreta, pero aixo no és suficient per a demostrar 2.3.3.

Nota. En el cas 2), en qué existeix una solucié (u,7), I'index k (parell) tal
que 7 € (T, Tk+1) estd relacionat amb la quantitat de voltes que el tram d’orbita
homoclinica contingut a D_ déna entorn de la varietat estable local de P_. Aixo
és més clar en el cas degenerat. Quan pu = 0, I’equacié (2.15) passa a ser § =

0 (Vr < 0),1(2.13) és 0 = e*"(cosbr + 232 sinbr). Les solucions negatives sén,

doncs, 7, = (arctan(=% — kr)/b Vk > 0. En conseqiiéncia, en el cas degenerat
© = 0, coexisteixen una quantitat numerable d’6rbites homocliniques d’ordre 1 per
a = 0; cada orbita es pot caracteritzar per un index natural k£ > 0 que indica la
quantitat de mitjes voltes que 1’0rbita déna entorn de P_ (especificament, k + 1 és
la quantitat de vegades que I’orbita talla la recta z = ~1, z = —1).

A més, des del punt de vista numéric, la resolucié de (2.13) en el cas no degenerat
s’hauria pogut fer usant continuacid respecte a u, a partir de les solucions del cas

u=0.

A continuacid ens acarem amb el problema de trobar homoclinics de segon ordre
a P;. La figura 2.8 pot ser 1til. Comencem per precisar el procés (llarg perd facil)

que ens determina quines condicions cal que verifiquin els parametres.

0) Ja coneixem les expressions de v = (v1,v2,v3) i Qo = (2o, Yo, 20) (primer punt
de tall de W*(P;) amb el pla z+ 2 = 0) en funcié de p > 0 f € (0, £&t3)),

1) Considerem la solucié s'(t) = (z!(t),y'(t), 2!(t)) del camp F_ amb condicié
inicial s1(0) = Qo i sigui £; < 0 el primer valor negatiu del temps tal que
z(t) + 21(t1) = 0.

2) Sigui @; = s*(t1) = (=1, 11, 21). Cal que |z4], |21] < 1.
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3) Sigui ara s2(t) = (z2(t), y%(t), 2%(t)) la solucié del camp Fy que passa pel punt
Q1 en temps 0 i considerem la primera solucié negativa, t; < 0, de z%(;) +
Zz(tg) =0.

4) Sigui Q2 = s*(t2) = (22,2, 22). Cal que |z4], |29] < 1.

5) Tornem a considerar la solucié s3(t) = (z3(t), ¥3(t), 23(t)) del camp F. amb
condicié inicial s3(0) = Q2 i imposem que 23(t) = +1. Aquesta equacié té

solucié explicita dnica t = t3 < 0 en funcié de y, 8, t; i ts.
6) Cal que es verifiqui z3(t3) = —1.
Aix{ doncs, la condicié d’homoclinic a la segona a Py porta a quatre equacions

() + (1) =0
z2(t2) + 2%(t2) = 0
23(t3) = +1
z3(t3) = ~1

amb cinc incognites g, 3, t1, t2 i t3. A més, s’han de verificar condicions addicionals:
e les limitacions ja conegudes sobre g i 3,

e t; ha de ser la primera arrel negativa de la primera equacio,

|21|< 1,

t; ha de ser la primera arrel negativa de la segona equacié, i

Iz;;l < 1.

Finalment, remarquem també que de la tercera equacio es pot aillar explicitament
t3 en funcié de les altres incognites (u, 3, t; i t2). Substituint I’expressié obtinguda
a la quarta equacid, podem reduir el problema a resoldre tres equacions amb quatre
incognites. De fet, perd, en semblanca amb el cas d’homoclinics d’ordre 1, resulta
que de la tercera equacié també es pot aillar 8 en funcié de y, t, t2 i t3. Tenint
presents els problemes numérics que causava treballar amb [, es recomanable con-

siderar les tres equacions (primera, segona i quarta) en les incognites yu, t1, t2 i

t3.
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Proposicié 2.3.3 Les condicions que han de verificar els pardmetres p i § per tal

que ezisteizin orbites homocliniques a la segona a P, son les segients:

c1(vy + vg)e“‘/“ + cpe®t cos bty + cze®sinbt; —2 = 0,
di(vy + v3)e~ /% 4 dae®® cos bty + dze*®?sinbt, + 2428 = 0, i (2.17)
2—:);1 + €*'3(ey cos btz + e3sinbtz) = 0;
3

on
i) = -"L ye2=20+1—c1v1 i ez = }(yo+ 5 — c1v2 — acy),
amb zp = —:1:0 =1-2(1+4+8):3%; tw=5-2(1+08);%;
i) dy = —; ,dy =21 —-1=28—-dyv; td3 = b(yl -5 — dyvz — ady),
amb z; = —xy = cquze~t/H — 1§
Y1 = crvge~ /B 4 coettri(a cos bty — bsinbty) + cze®t (bcosbty + asinbty) — 5;
i) e; = 52;';2, ea=z9+1—ejv; iez= %(yz + 5 — e1vy — aey),
amb zy = —z9 = dyvge~t2/H + 1 4
Yo = dyvge~t2/v dae®t2(a cos bty — bsinbty) + dze®2(b cos bty + asinbty) + 5;
i amb
B = B, b1, 2, t3) = (2.18)

5u + u2 — (1 4 5.72u 4 2u?)(efr/8 — eltitta)/u 4 o(ti+ta+ta)/u)
1 + 0. 72# + /12(6“/“ - e(tl+t2)/# + e(h-{-tz-{-ts)/p)

A més, t, (respectivament t3) ha de ser la primera arrel negativa de la primera
(respectivament segona) equacid de (2.17), i |zo|, |21| © |22] han de ser menors que

1.

Demostracié. Només cal resseguir els passos 1-6 ressenyats més amunt i usar
els resultats de la primera seccié referents a les formules explicites de les solu-
cions dels camps Fy i F_. Senyalem només que quan s’imposa que alguna solucié
(z(t), y(t), 2(t)) verifiqui z(t) + 2(t) = 0 s’obté una condicié (per al temps) de Vestil
de la primera i la segona de (2.17), de les quals no es pot aillar explicitament el
temps; mentre que si imposem z(t) = +1 llavors existeix una expressié explicita
per al temps. Concretament, I’equacié 23(t3) = +1 del pas 5) pren la forma
ejvze~t3/k — 1 = 1; per tant, t3 = plog (%42). Substituint enrera les expressions
de eq, 22, dy, 21, €1, 20, V1, V2 1 v3 s’obté una expressié afi en 8, la qual es pot

transformar en (2.18). O
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El problema que tenim ara és resoldre les tres equacions de (2.17) en les variables
(pyt1,t2,t3). Per a fer-ho numéricament cal usar algun métode iteratiu; convé,
doncs, tenir alguna aproximacié inicial (u°, t9, 13, 13). Per semblanca amb el cas
d’ordre 1, considerem un sistema simplificat; més exactament, mirem com sén les

condicions quan g — 0.
Lema 2.3.4 Quan p — 0%, les equacions (2.17) es transformen en
e (cos bty + Asinbdt;) =0,
et {cos bty + [A — e*1 (A cosbty — sin btl)] sin btg} =0, (2.19)

ets {cos bts+ [A —edt2 ({A —e%1( Acos bty —sin btl)}cos bty —sin btz)] sin btz =0,

on A= 5"“ =~ 4.973459.

Demostracié. Usarem el simbol = per a indicar que dues expressions tenen el
mateix limit quan px — 0%. Ja hem dit que f(u) = 0. Observem també que % = 0

i 2 ~ 0. Mirem com queden els coeficients de la primera equacié de (2.17).
3

o ¢;(v1 + v3) = (20 + 1)31—'*'—%”3- = [2 —2(1 + )% | ut¥; substituint les ex-

vi+vs v3
. 3 ’ 2
pressions de vy, v3 i § s’obté c1(vy + v3) = 2 :Ig ;gZiZ EE, on E = ett/e —
eltrtt2)/u 4 o(ti+ta+ts)/u Per tant, ca(v + v;;)e“l/“ =~ 2.

cl(v1+v3)—1-—~2 2:0=2.

vi+4v3

) 62—1‘0-}-1—-61‘01—2(1‘*‘,5)

v1+vs

® c3= -lb-(y0+5 —c1v2 — acg) = %- (10— 2(1-{-,3)"—1'2@ - C1V2 — ac2) &
~ %—(10—0—2(1): m—fr?ﬂ.

Aix{ doncs, la primera equacié de (2.17) es transforma en

2 + 2¢%" cos bty + 10 2 st sin bty ~2=0,

que és la primera de (2.19).
Les altres equacions s’obtenen de manera totalment analoga. Notem només que
per a obtenir I’expressi6 final de la segona equaci6 de (2.17) usem la primera, i que

per a la tercera usem la primera i la segona. Concretament, s’obté

° d](’vl + 1)3)6_‘2/“ ~ -2,
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® d2 ~ —2, i
~ 1 at 5a—1
o dyx i {—10 4 2a + 2e%1 [5cosbt1 + Tsmbtl]}.

Per tant, la segona equacié de (2.17) es pot transformar en

sin btl)] sin bt2} =0.

5a—1
b

et {cos bty + % [5 —a—e*h (5 cos bty +

Usant que cos bty + ii—“sin bt; = 0 aquesta equacié es pot escriure com la segona
de (2.19).

Finalment, s’obté

e ea =21

o e3x}{5—a+e*2[bsinbty + {~5+a+e*1[(5—a) cosbty —bsinbty]} cosbiz]}.
Aquestes expressions porten a "iltima equacié de (2.19). O
Lema 2.3.5 Les solucions negatives (t1,12,13),%1,%2,t3 < 0, de (2.19) son, ezac-

tament, totes les de la forma (17 ’tg,kx.kz’tg,kx,kz,ks)’ Vki, ko, k3 > 0, (k1, k2, k3) #
(1,0,0), on

t?‘kl = % arctan (%) - kﬂr] ~ —0.2126814 — 3.3673668k; ,
0 1] -1
Bk = 7 |arctan|— — kom| ~ —1.3966480 — 3.3673668k ,
L 2vkl
0 1] -1
L3k k2 ,ks = 7 |arctan — kam| =~ —0.2423991 — 3.3673668k3 ;
b { 3,1,k
i
5—a
A =
b )
Ay = A—eim (A cosbt? . — sin bt?,kl) i
Aspk, = A— %12k by (Ag,kl cos btg‘,“_‘,C2 —sin btg,k,,k,) .

Demostracié. Es un calcul elemental. Suposarem que la funcié arctan pren
valors a (—7/2,4+7/2). Llavors, les solucions negatives (t; < 0) de la primera

equacio sén, efectivament, les de I’enunciat (k; pot prendre tots els valors 0,1, 2,...).
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Per a cadascun d’aquests valors &9 ; , avaluem D'expressié Az, , de manera que la
segona equacié és totalment analoga a la primera amb el canvi de A per Ay,
Observem que A, > A — e*toy/T+ A2 =~ 0.2743807 > 0, de manera que les
solucions ¢, de la segona equacié sén, també, les de I’enunciat (Vk; > 0). Finalment,
fixats ky > 01 kg > 0, calculem Ag, ,, de manera que I’dltima equaci6 és analoga a
la primera amb el canvi de A per Az, x,. Aquesta expressié és positiva V(ky, k) #
(1,0)1i, per tant, en tots aquests casos, les solucions de I'iltima equacié s6n els valors
de ’enunciat Vk3 > 0. En canvi, en el cas particular k; = 1, k; = 0, el valor de la
constant és Asq,0 ~ —1.100069 i, en conseqiiéncia, arctan(—1/A31,0) ~ 0.737784.

Aixo vol dir que en aquest cas hem de prendre k3 > 1 (i descartar el cas k3 = 0). O

Nota. Les equacions (2.19) sén el cas limit de les equacions (2.17) quan fem
# = 0. En aquest pas formal hem suprimit les limitacions que hi havia sobre
els temps i les variables de les equacions (2.17). Dit d’una altra manera, no hem
tingut en compte la possibilitat real d’existéncia de ’6rbita homoclinica a la segona
associada als indexs ky, k2 i k3. Expliquem aixd amb més detalls.

Analogament al cas d’OH-1, aquests indexs representen la quantitat de mitjes
voltes que els trams de ’0rbita homoclinica a temps enrere, situats consecutivament
a§_,5,i5_, donen entorn de P_, P, i P_, respectivament. La figura 2.11 mostra
Pesquema relatiu a 1’drbita homoclinica a la segona (en el cas degenerat u = 0) que
té indexs k; = 2, k3 = 21 k3 = 0. Des d’un punt de vista geomaétric, si seguim
’orbita homoclinica a temps negatiu, cal que, després de cada salt instantani d’un
semipla a D’altre, s’arribi a un punt des del qual sigui possible continuar I’6rbita
enrere: Aixo vol dir que aquest punts d’arribada dels salts no poden estar situats
a les semirectes z = 41, z = —1, y < —5 (en el semipla §_) oz = -1, z = +1,
y > 5 (en el semipla S, ). Concretament, hem vist numéricament que aixd elimina

les ternes d’indexs segiients:
o ky =1, ky =0, k3 > 0 qualsevol, i
e k1 > 1 qualsevol, ky =1, k3 = 0.

D’altra banda, el lema 2.3.5 es podia deduir també integrant directament les
equacions (2.7) (quan § = 0) i (2.8) dels camps en el cas degenerat u = 0 i imposant

les condicions d’homoclinic de segon ordre a P,, sense passar abans pel cas no
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X

Figura 2.11: Orbita homoclinica a la segona a P, relativa als index k1 = 2, k; = 2

iks=0enel cas u=0.

degenerat.

Una vegada conegudes les solucions de (2.19), o bé, equivalentment, les de (2.17)
en el cas degenerat 4 = 0, podem usar un métode de continuacié per a seguir-les
cap a la zona g > 0. Comentem breument el métode numeéric que hem usat i els
resultats obtinguts.

En lloc de resoldre les tres equacions a la vegada, les hem anat resolent d’una en
una, de manera ciclica. Concretament, si els valors calculats t, 3, % s6n solucions
de (2.17) per a p = p* > 0, llavors considerem fixat un valor p = u+! (> ) i

calculem, consecutivament
o B =p(pt 8,8, i) usant (2.18);

e 1], com la solucié (proxima a t}) de la primera equacié de (2.17), havent fixat

po=ptl ty =t ity =t

e 13, com la solucié (proxima a t) de la segona equacié de (2.17), havent fixat

po= b =it =t

e 13, com la solucié (proxima a t}) de la tercera equacié de (2.17), havent fixat

p:p“’l,tl =tfity =t3.

Seguidament, tornem a anomenar tj- at;, Vj = 1,2,3, i repetim el procés fins a

obtenirla precisié desitjada.
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D’aquesta manera avancem en el parimetre u. Es interessant fer un comentari
sobre la inestabilitat numérica d’algunes expressions que apareixen a les equacions
(2-17). Considerem, per exemple, el terme ¢;(v; + v3)e~t1/# de la primera equacié.
Hem vist que el valor d’aquesta expressié tendeix a 2 quan u — 0%. Ara bé, per
separat, és verifica ¢;(v; 4 v3) = 0 e~%/# — co. Per tant, per a valors de g molt
proxim a 0, no és numéricament correcte calcular I’expressié anterior directament,

siné que convé modificar-la. Fent substitucions i operant es pot aconseguir

(1+5.72u+u?)[1-et2 /8 (1-et3/8)]
l+0.72u+u2(e‘l /l‘[l—e‘zlﬂ(]—e‘s/m’

e c1(vy + v3)e /B =2

que és numéricament millor. De la mateixa manera,

(145.72u+u2)(1—et3/4)
140.72u+p2( 1 /B[1—-c2/H(1-e'3/0)]) "

o di(vy + v3)e~2/H = 2

Amb aquest métode hem obtingut les corbes de valors dels parametres per als
quals existeix una orbita homoclinica a la segona a Py. A causa del fet que ara
tenim tres indexs (ki, kg, k3), hi ha moltes més corbes que no pas en el cas d’OH-1.
A més, si fixem els valors de ky i k2 i variem k3, I’aspecte de les diferents corbes, al
pla (u,t3) o (1, B) és totalment anileg a les figures 2.10.a) i 2.10.b) corresponents
a OH-1.

Deixem ara I’estudi de les orbites homocliniques al punt P, i passem al punt

d’equilibri P- situat a D_. En aquest cas el resultat no és tan complex.

Teorema 2.3.6 En el cas no degenerat p > 0 no ezisteiz cap orbita homoclinica a
P._.

Demostracié. Recordem que P = (-1,-5,—1) i que la varietat estable
local té vector director vT = (v;,vp,v3) = (1 + 8 + ;5‘-,5 + %{Q,l + 9% + ;1-,-)
Considerem els punts de la varietat estable parametritzats per A € IR: (z,y,2) =
(=14 Avy, =54 Avg, =1+ Av3). El punt d’interseccié amb el pla z 4 z = 0 correspon

a XA = =2, i defineix el punt Qo = (<o, %0, 20) amb

:L' _ 1 2‘01
° - v+ vz’
2’!)2
= =5 +
vo v +v3
2’03
= -1 .
“ + v + v3
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Només cal veure que no estd definida la solucié del camp Fy pel punt Qp ala
zona D4. Aixd impossibilita el poder continuar I’orbita enrera cap a Dy (de fet,
aix0 correspon al fet que Qo pertany a la regi6 prohibida Z definida a la proposicié
2.1.3).

Es verifica 29 = yp — 520 = 2(v2—5v) 2= ;1;(1 —-2) = m?;";}m Per tant,

v1+v3

To+ 2 =

(‘02 — 5v3 + -1-1)1) =0.
v + v3 H

Hem substituit les expressions v, vz i v3. Aix0 vol dir que el camp F; és tangent

en o al pla z + z = 0. Calculem derivades superiors:

w s . N I 1} 1
ZFo+Zo = y0—520+;(-zo) = —20+0.72yo+ (B -2.6)z0+ 0 — (5 + ;) l—;(l——zo) =

21 ( 20, )
=1- 0.72{-5 +
v + U3 + + v + 3

5 1 2 1
+(ﬂ-—2.6+—+—2)(—1+ =2 ) p-2- 2=
B op v + v3 poopl
5 1 2 5 1
_—2(ﬁ+/7)+v1+v3[_vl+0'7202+(ﬂ 26+u+7> ]_

2 5 1
= [— (1 + ; + [—17) n + 0.72v; + (ﬂ - 2.6) ’U3] .

v+ v3

Substituint les expressions de vy, v2 1 v3 i simplificant s’obté Zo + 29 = _Tm < 0.
En conseqiiéncia, la solucié del camp F pér Qo entra a D_ tant en temps positiu

com negatiu. O

2.4 Corbes sella-node proximes a les corbes homocli-

niques

Hem vist a la secci6 2.3 que, a la zona del pla (u, ) limitada per les rectes 3 = 0 i
g = 0.6, per I’arc d’hipérbola §(140.72u) = 5p+ pu? (0 < 4 < 0.6), existeixen una
quantitat infinita de corbes tals que, per cada tria de valors dels parametres sobre
qualsevol d’elles, el sistema (2.3) té alguna orbita homoclinica al punt d’equilibri
Py. Les anomenarem corbes homocliniques. Fixem ara un d’aquests valors (g, 8),

i recordem que Py és del tipus sella-focus i que els valors propis de DF,(P4) sén
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—21‘- iatib, amba=0.36i a4 b% = 1; o sigui, el valor propi real té modul més
gran que la part real dels valors propis complexos.

Aixo significa que estem en les hipdtesis de ’anomenat teorema de Silnikov
([50]). Per tant, podem afirmar que existeixen una infinitat de horseshoes de Smale
per a l’aplicacié de Poincaré definida en un entorn de I’drbita homoclinica. En
particular, coexisteixen una quantitat infinita d’orbites periddiques. Encara més, si
pertorbem el sistema (variem p i 8 lleugerament, de manera que sortim de la corba)
llavors es conserva una quantitat finita de horseshoes ([60}). En conseqiiéncia, en un
entorn de la corba homoclinica hi haura una gran quantitat de bifurcacions d’orbites
periodiques. A més, com que tenim dos parametres, les bifurcacions de codimensié 1
(per exemple, les de tipus sella-node) formen corbes; i podem esperar que existeixin
valors discrets de (u, 3) per als quals les bifurcacions sén de codimensié 2.

En aquesta seccié estudiarem alguns aspectes de la complexa estructura de
les corbes de bifurcacié sella-node (les anomenarem corbes sella-node) del sistema
(2.3) en la proximitat de les corbes homocliniques. Convé recordar alguns resultats
obtinguts numéricament per Carcasses i Mira. A [10] i [11], s’hi mostren algunes
corbes sella-node (i les seves flips associades) de periodes 1, 2 i 4, d’una aplicacié
de Poincaré associada al flux. En algunes de les corbes sella-node s’identifiquen
punts cuspidals, els quals sén classificats depenent de quin sigui el comportament
de les corbes de bifurcacié flip associades (de manera semblan a la que es pot
trobar a [12]). A les diverses zones on hi ha una forta concentracié de corbes, s’hi
fan ampliacions. Aixo permet trobar, visualment, diverses seqiiéncies de corbes
que semblen acumular-se geométricament. Totes aquestes corbes estan situades en
la proximitat de les corbes homocliniques que nosaltres hem calculat a la seccié
anterior, i aixo fa pensar, en la linia del comentari fet en el paragraf anterior, que
aquestes sdn les hipotétiques corbes limit.

Nosaltres estem interessats especialment en el cas anomenat ”cascade isoordinal
alternée de zones échangeur”, del qual s’en déna un exemple mitjangant corbes
de bifurcacié sella-node de periode 2. Cadascuna d’aquestes corbes té dos punts
cuspidals, els quals semblen acumular-se cap a un punt d’una corba homoclinica
a la segona. Per problemes d’inestabilitat numérica (ja que les corbes s’acumulen

geometricament amb un factor proxim a 10 i, a més, hi ha moltes altres corbes en
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d 0.2 0.4 H
1.0
1,065
0.376 u 0.386

Figura 2.12: A dalt: corbes sella-node de periode 2 al pla (u, ). A baix: ampliacié

de la zona amb punts cuspidals.
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corba U J¢) Yo 20
1 0.305595... | 1.519311... | 3.480669... | -0.701243...

1 0.406772... | 0.960085... | 3.400000... | -0.622713...
2 0.374304... | 1.118725... | 3.506408... | -0.632519...
2 0.384952... | 1.071068... | 3.492769... | -0.625869..
3 0.381816... | 1.085541... [ 3.499149... | -0.627458...
3 0.382747... | 1.081384... | 3.497264... | -0.627059...
4 0.382573... | 1.082319... | 3.498015... | -0.627079...
4

0.382500... | 1.082640... | 3.498219... | -0.627075...

Taula 2.5: Punts cuspidals corresponents a orbites de periode 2.

aquesta zona), els autors només obtenen tres corbes i, per tant, sis punts cuspidals.
Nosaltres hem pogut calcular també la quarta corba d’aquesta successié i també té
dos punts cuspidals (més endavant donarem una idea del métode de calcul i de les
dificultats numériques que es tenen). La figura 2.12 mostra, a la part superior, les
quatre corbes (a causa del fort factor de compressié, només s’en veuen tres), mentre
que la inferior és una ampliacié de tres d’aquestes corbes en la proximitat dels punts
cuspidals (també s’hi han inclos punts esparsos situats a 1’OH-2 a la qual s’acumulen
les corbes periodiques). Observem, perd, que I’aspecte qualitatiu de la quarta corba
ha sofert un canvi substancial: a la part més Hunyana de I’eix u = 0 (que és la zona
on hi ha els punts cuspidals) té forma de "cua de peix”. Si pensem que aquestes
corbes s6n, realment, la projeccié sobre el pla (x4, 3) de corbes situades en espais de
dimensi6 superior, podem pensar que la cinquena corba (malauradament, no I'’hem
poguda calcular) ja ha ”"girat” suficientment, de manera que la seva projeccié ja no
presenta cap cusp.

Per a sortir de dubtes, sembla necessari fer una analisi de les corbes sella-node a
I’entorn de la corba homoclinica. Més concretament, ;quines condicions ha de ver-
ificar I’eventual punt limit (situat sobre la corba homoclinica) de la hipotética suc-
cessié de cusps? Tornarem a aquesta qiiestié tot seguit, quan refem els calculs per a
periode 1. De moment, remarquem l’evidéncia numeérica d’acumulacié geométrica:

la taula 2.5 déna valors aproximats dels 8 punts cuspidals que hem calculat.
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Nota. Pels resultats de les seccions 2.2 i 2.3, és facil saber a quina corba
homoclinica esta associada una determinada corba sella-node. En el cas de periode
2, per exemple, la corba periodica té quatre indexs, corresponents a les vegades que
I’orbita, a 1’espai (z, y, ), gira, successivament, a ’entorn de les varietats estables
de P4 i P_. La corba homoclinica associada té els seus tres indexs iguals als tres
primers de la corba peridodica; com més elevat sigui el quart index, més proxima és

la corba periodica a ’homoclinica.

Hem vist, doncs, que a causa de les dificultats numériques, no podem calcular
gaire corbes sella-node en el cas de periode 2. Per aixd hem repetit els calculs en
el cas de periode 1 i per a la zona proxima a la corba homoclinica més gran, ja
que aquest cas permet calcular una quantitat més gran de corbes. Expliquem més

detalls del procés en aquest cas, aixi com els resultats obtinguts.

e Usant les idees exposades a la proposicié 2.2.4, podem calcular valors de
B per als quals ’aplicacié de Poincaré degenerada (¢ = 0) té un punt fix
superestable. Recordem que la proposicié ens donava tots els valors possibles,
sense deixar-nos-en cap. Notem aquests valors mitjangant ﬂg,j i recordem que
k i 7 tenen relacié amb les vegades que 1’0rbita degenerada talla les rectes

{z = +1,2=+1} 0 {z = —1,2 = 1}, respectivament.

e Seguidament, usem continuacié respecte al valor propi associat al punt fix
de ’aplicacié unidimensional fins a obtenir els valors de bifurcacié sella-node,
que notarem fi ;. Al mateix temps, també obtenim els valors corresponents

de la variable y, que notarem y ;.

e Considerem ara I’aplicacié de Poincaré bidimensional associada al sistema
no degenerat, amb seccié situada al pla z + z = 0, en la proximitat de la
recta £ = +1, z = ~1; la notarem T, 3. A causa de la doble definicié del
camp, segons siguem a Dy o D_, aquesta aplicacié és composicié de dues. A
més, no és possible definir-les de manera explicita a causa que el temps que
passa l'orbita en cada semispai ve determinat per una equacié no resoluble

explicitament. Per a trobar les bifurcacions sella-node, cal resoldre el sistema
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de tres equacions
{ (v:2) = Tp(y,2)
1 € Espectre DT, 5(y, z)

en les quatre incognites p, 8, y i z. Usant un métode de continuacié a partir
dels valors corresponents al cas degenerat g =0 (8 = frj, y = ykji2z=—1)
podem calcular les corbes solucié del sistema anterior a ’espai (g,8,y,2).
Remarquem que, en el procés d’avaluacié de la funcié T, g, cal obtenir els
valors dels temps de vol als dos semispais z + 2z > 0i z + z < 0, que notarem,
respectivament to i t;. Si es vol, aquestes variables, aixi com les equacions

que les determinen, es poden considerar també en el sistema.

Aquests valors, a més, ens serveixen per a classificar les corbes, ja que tenen
relacié amb els {ndexos associats, i calcular només les que ens interessen.
Aixi, si volem obtenir les corbes sella-node proximes a la corba homoclinica
més gran, cal recordar que aquesta es podia dibuixar al pla (i, —t;), (figura
2.10.a) amb valors del temps compresos entre 7o =~ 0.21268 i 7, ~ 3.58005;
aix6 correspon als valors de Bk ; amb j = 0 j = 1. Aquestes sén, doncs, les

uniques corbes que ens cal seguir.

Els resultats obtinguts numéricament usant el métode que acabem de descriure
en el cas de perfode 1 i llagada més gran estan representats a les figures 2.13 i
2.14. Mirem la primera.En a) hem dibuixat les corbes solucié senceres en el pla de
parametres; a b) hem considerat la representacié (u,t); i a ¢) hem puntejat una
representacié espacial en (g, 8, y). D’una banda, observem que els punts f ; corre-
sponents a 1 = 0 estan units dos a dos mitjangant alguna de les corbes de bifurcacié
(aix0 és semblant a les corbes homocliniques de la figura 2.10.b, encara que en aque-
sts cas totes feien cap al valor 4 = § = 0). De I'altra, en aquest cas de periode 1,
només dues corbes (les corresponents als valors S ; més llunyans de 0) presenten
un parell de cusps (notem, de passada, que les dificultats numériques fan que la
primera corba s’aturi en la proximitat de la seva segona cusp). Els valors aproximats
de (p,0) sén, amb quatre decimals, (0.2084,0.), (0.0641,3.0737), (0.5294,1.7637)
i (0.4976,2.1603). A partir de la tercera, les corbes al pla de parametres ja sem-
blen totalment suaus. Aixd es veu clarament a la figura 2.14, on hem ampliat la

zona proxima a la part més llunyana de g = 0. També hem dibuixat alguns punts
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Figura 2.13: a) Corbes sella-node de periode 1 al pla de parametres (i, 3). b) Les

mateixes corbes al pla (u,t1). c¢) Les mateixes corbes en les variables (u, 8, y).
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2.2

1.6

| 0.57
0.48
u

Figura 2.14: Ampliacié de les corbes sella-node de periode 1 que s’acumulen a una

corba homoclinica.

discontinus de la corba homoclinica.

Observem que a ’espai (u,f,y) totes les corbes sén suaus, tal com mostra la
figura 2.13c), on hem suprimit la primera corba perqué estava situada molt lluny
de les altres. Les cusps s’observen només en la projeccié sobre el pla de parametres
(1, 08); al pla (i,t1) no s’en observa. A més, la tercera corba té encara una forma
lleugerament diferent de la corba homoclinica.

Fem un 1ltim comentari referent a la figura 2.13a). La corba homoclinica i les
corbes periodiques asociades suficientment proximes no sén simétriques, en el sentit
que les parts superiors sén bastant rectes, mentre que les part inferior presenten
una ondulacié més forta. A la segona corba amb cusps, en canvi, aquesta situacié
és a la inversa. Dit d’una altra manera, entre la segona i la tercera corbes hi ha
hagut un gir. Aquest fenomen és, precisament, el que observavem per a periode
2. Aix0 ens permitia intuir que la cinquena corba ja hauria girat completament i,

consegiientment, no tindria cusps.
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Aixi doncs, en aquest cas de periode 1, sembla evident que no existeix una suc-
cessi6 de punts cuspidals. Aix0 no es veu tan clar en el cas de periode 2. Donem
alguns detalls d’un possible estudi analitic que permetés afirmar si les corbes sella-
node situades suficientment a prop d’alguna corba homoclinica tenen o no punts cus-
pidals. Per dificultats operacionals, ens hem de restringir a orbites homocliniques
i a Orbites periddiques ”a la primera” (aixo és, amb només un tram de ’orbita en
cada semispai).

Imposem, doncs, les condicions que s’han de verificar per tal que existeixi un
punt fix de Paplicacié de Poincaré associada al camp (2.3). Per tal de poder com-
parar més bé les corbes sella-node amb les homocliniques, integrarem els camps
enrere (a temps negatiu), ja que aix0 és el que féiem en el cas homoclinic. Sigui
(0, Y0, 20), To = —2g, un punt fix de T}, g, situat al pla z + z = 0, en la proximitat
de z = —1; i sigui (z1,%1, 21) la seva imatge enrere pel flux definit pel camp F_,
també situat a z + z = 0, pero ara, en la proximitat de z = +1. Per la proposicié

2.1.4, cal que es verifiqui
i = klugemt/H 4 ot [k%(a cos bt; — bsinbty) + k3(bcos bty + asin btl)] ~-5,1
2 = klue /-1, (2.20)

on t; < 0 és el temps de vol de la solucié al semispai =z + z < 0; o sigui, ha de

verificar
0 = k}(vy + v3)e /¥ 4 e (k) cos bty + k) sinbty) — 2. (2.21)

Notem que les constants d’integracié ki, k} i k} (les expressions explicites de les
quals sén les férmules (2.5)) depenen linealment de les condicions inicials zo, yo i
zg9. De manera totalment analoga, integrant al semispai z + z > 0 i imposant que

el punt sigui fix s’obtenen les condicions

Yo = kSugemto/H 4 eto [kg(a cos btg — bsin bty) + k3(b cos btg + asin bt())] +5,1
20 = Kuge /My, (2.22)

on tg < 0 és la primera solucié negativa de 'equacié
0 = k2(v1 + v3)e™ '/ 4 3% (k9 cos bty + kS sin o) + 2 + 26 . (2.23)

Com abans, podem expressar k9, k9 i k en funcié de z1, y;, 21, v1, v2 i v3 (férmules

(2.4)).
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Com que sabem zg = —2g, 21 = —2; i que vy, v2 i v3 depenen exclusivament dels
parametres, deduim que (2.20)-(2.23) és un conjunt de 6 equacions i 8 incognites:
to, t1, Yo, Y1, 20, 21, p 1 B

Ja hem comentat abans que hem calculat numéricament punt periodics de
P’aplicacié de Poincaré resolent equacions com les anteriors. Ara ens proposem
tractar analiticament el sistema (2.20)-(2.23); i, per a aix0, comengarem reduint la
quantitat d’equacions i d’incognites, ja que ’estudi posterior sera conceptualment
més simple. Els calculs que vénen a continuacid sén bastant elementals, perd pesats
(per aixd hem usat un manipulador algebraic). En lloc de donar senceres totes les
expressions que surten en les successives transformacions de les equacions (2.20)-
(2.23), preferim explicitar totes les idees amb detall perd escriure només els termes
més rellevants.

Suposem donats els valors de u, 8, to i t;. Substituint les expressions de &9 i
k1, les segones equacions de (2.20) i (2.22) s6n lineals respecte zo i 21, i no depenen
de 9o i y1. Resolent-les obtenim

—1 4 2e—to/s _ g—to/ueg—t1/u

20 = ZO(tO,tlvﬂ) = ’

e—to/ue—~t1fu — 1

41 — 2e-tt/u L e—to/ne—t1/n
e—tofue—tifn — 1

21 = z(to, 1, 1) =
Observem que quan g tendeix a —oo (1’drbita periodica ”tendeix” a I’homoclinica)
es verifica z; — 1.

Posant aquests valors a k9, k}, k9 i k1, tenim també aquestes constants ex-
pressades en funcié de p, 8, to i t;. En canvi, substituint-los a k9 i k}, aquestes
constants depenen de yo i y;. Perd ara, les primeres equacions de (2.20) i (2.22)
son lineals respecte o i y;, la qual cosa permet aillar també facilment aquestes
variables en funcié de p, 8, t i t;. Ambdues tenen expressions de la forma

(00 + a1€0) + (010 + agyedfo)eto/u
(600 + bo1€%t0) + (610 + b1yevto)e—to/un

on els coeficients «;; i 6;; depenen de

’

e constants,

e els parametres p i § (de fet, els numeradors linealment de 3, mentre que els

denominadors no hi depenen),
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¢ funcions trigonométiques cos btq, sin btg, cos bty i sin by,
e funcions exponencials et i e~t1/#,

El denominador és el mateix per a yo i 4. Suficientment a prop de 'orbita ho-
moclinica, —tp és gran, i el valor corresponent de la variable y és, aproximadament,
a10/810. Remarquem només que 6y9 = —b2vze~1/# £ 0. Aixo fa que les expresions
de yo i 1 no presentin cap problema de regularitat per a valor prou negatius de #o.

Una vegada coneguts yo i y1, ja podem trobar explicitament & i k1; i, substituint
tot aixd a (2.21) i (2.23), el sistema anterior queda reduit a un de 2 equacions
amb 4 incognites: u, G, to i t;. Els seus denominadors sén el mateix i coincideix
amb el de les expressions anteriors de yo i 3;, mentre que els numeradors tenen,

respectivament, I’estructura segiient:

(POO + p01€at°) + (plO + plleato)e—to/y. i

(700 + To1€® + 702€?%10) + (110 + T11€%0 + T12e%0%0)e "t /b |

on els coeficient p;; i 7;; verifiquen les mateixes condicions d’abans. La diferéncia
entre les equacions és causada pel fet que no donem el mateix tractament a ¢y que
a t1: prendrem valors de tp tan negatius com convingui, mentre que ¢; no variara
gaire. Per aix0 ens interessa destacar les exponencials en la variable 5. De fet,
les dues equacions tenen una estructura analoga si intercanviem tp i 1, ja que als
coeficients de la primera equacié apareix el terme €221, mentre que als de la segona
només apareix e*%1,

En particular, el denominador de les dues equacions no depén del parametre 3,
mentre que els numeradors hi depenen linealment, a causa que aquest parametre
apareix d’aquesta manera en el camp i en les expressions de v; i v, (aixo ja ens
passava quan calculavem orbites homocliniques a la primera). De cara al seu s en

les transformacions que vénen a continuacidé, descomposarem
v =vo+ob, i

v2 = vy + V210 ;

. . _ 5 _ _ . . _
0318111,”10-—1+;,011—1,vzo—5+3‘—‘§1v21_—%.
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Es facil, doncs, eliminar 8 entre les dues equacions. Aixi, si aillem aquesta

variable del numerador de la segona equacié, obtenim

(Moo + Ao1€™™ + Agze?2t0) + (A1g + A11e™ + Aqpe?eto)eto/u
(000 + do1€%t0 + 0pze23%0) + (010 + o116 + Tyze2ato)eto/u

B = B(to,t1,p) =

amb les observacions ja conegudes per als coeficients A;; i 0;;. Més concretament, els

termes dominants del numerador i del denominador, quan —ty és gran, s’expressen

® )\ = —b? [vm (e“l/“ - 1) - v3], i

I

o g9 = —b? [(1)3 —1)e /6 4 1].

En particular, remarquem que oy # 0 i, consegiientment, el denominador de 8 no
s’anul-la si —ty és prou gran.

Substituint aquesta expressié de § al numerador de la primera equacié hem
reduit el sistema d’equacions inicials a una sola equacié amb tres variables: g, tg i

t1; la qual té 1’estructura segiient:
e el denominador és el mateix que el de ’expressié de £,

¢ el numerador s’expressa
t 3at
(700 + Y016 + 70267 + Y03e>*%0 )+

(710 + T11€%%° + 712620t 4 y13€33t0)eto/Hy

(Y20 + 72160 + 72267870 4 yp3e3t0)e 7200/t |

En la proximitat de la corba homoclinica, només cal considerar el numerador.
El terme principal (quan —tg és gran) és 29, seguit de y2;€%%. Les seves expressions

sén:

Y20 = 2[)31)3 {(—1 + Uloe—tl/#)(b - V2 sin bt1)+
+et1 [(vlo +v3—2) - (v3 — 1)e'“/"] (asinbt; — bcos btl)} ,

Y91 = —2byze t/n {b2e"’/“(vm — 1)(bcosbty — asinbtp)+
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+beots {
ab [(2v10 - vg)e'“/“ + (vio+ vz — 3)] (sin btg cos bty + cos btg sin bty)
b? [(21}10 + vg)e_"/“ —(vio+vs+ 1)] (cos btg cos bty — sin bty sin bty )
— (e'1/# — 1)buy, sin bt cos bt,
+ (e‘“/“vlo — 1) sin btg sin bty
— [e~8/#(2vy0 — 1) — 1] cos btg sin bt; }
+be2ett {
[(vio + v3 — 2) — (v3 — 1)e"/#](sin? bty — 2b%)(b cos bto + asin bty)
- (e"‘/“vm — 1)v,1 sin bty (b cos bty + asin btg)(b cosbty + asinbty)
+ (e7t/# — 1)y b%sin bt }
}

Hem obtingut, doncs, una \nica equacié F(#o,t;, ) = 0. Treballant només amb
els termes dominants i usant métodes pertorbatius entorn d’un punt qualsevol situat
sobre la corba homoclinica, sembla factible estudiar si les corbes corresponents a

zeros dobles
F(tO,tl’,u/) = 0 ’

oF
%(to,tl,#) =0,

tenen punts cuspidals.

Tot seguit, fem un comentari referent a la relacié entre orbites homocliniques i
periodiques, el qual, a més, ens servira de comprovacié parcial dels calculs prece-
dents. Si pensem en 1’aspecte geométric de les orbites homocliniques i periodiques
”ala primera”, és evident que una orbita homoclinica es pot pensar com una orbita
periddica de periode infinit; més precisament, és el temps superior [¢o| el que val
infinit. Aixo és, si prenem valors de y, 8 i t; = 7 que verifiquin les condicions
(2.13) 1 (2.15) d’existéncia d’6rbita homoclinica a la primera a Py i fem to; — —o0,
s’hauria de verificar ’equaci6 anterior. Per tal de comprovar aix0, tornem a calcular
les condicions d’6rbita homoclinica trobades a la secci6é 2.3, perd usant la notacié
actual. Posem (o, ¥o,20) per a indicar el punt on la varietat estable de P, talla
per primera vegada el pla z + z = 0, considerem el flux enrere definit pel camp F.

a partir del punt anterior, i sigui (21, y1,21) el punt de larecta z = =1, 2 = +1 on
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I’6rbita homoclinica torna a tallar x + 2 = 0. El tempsde vola z + 2 < 0, #; < 0,

ve determinat per la condicié z; = +1, o sigui verifica ’equacié
(vy — Bua)e~ /4 = vy + v3 (2.24)
i la condicié z; + z; = 0 s’expressa

0 = 2b(vy — Bus)e”/# — bus + (2.25)
+2€% {[v; — (1 + B)vs)(asinbt; — bcosbty) + (5vz — vy)sinbty} .

Recordem que v; i v, també depenen de 3. En qualsevol cas, de ’equacié (2.25)

podem aillar

ﬂ . vw(e“l/“ - 1) — V3
T (v3=1et/u41 ]

i aquest valor és precisament igual a A1g/019. Aixi doncs, quan tp — —o0, el valor de

B corresponent a I’existéncia del punt fix tendeix al valor de la corba homoclinica.
Substituint aquesta expressi6 a (2.26) obtenim la condicié que han de verificar

i i t1(< 0) per tal que existeixi una OH-1:

0 = H(tl’/‘) = 2b(—1 + ‘U]oe_tl/“) +
+2eatl {[(Ulo + 'U3 - 2) - (’03 —— l)e—tl/#] (a Sin btl - bCOS btl)

+ v21(1 - vloe"t‘/") sin btl} ;

i es déna la circumstancia que el coeficient dominant de 1’equacié tnica es pot
escriure
— 13, o=t
720 = bPvae MW/BH (b, p1) .

Per tant, comprovem efectivament la relacié existent entre orbites homocliniques i
orbites periddiques amb tg — —oo.

Tornant a 1’equacié tnica, cal remarcar que el seu estudi no ens permetria
afirmar si les corbes sella-node al pla de parametres (u,) tenen o no cusps, ja
que hem eliminat la variable 8. Hem de fer un pas enrere i quedar-nos amb les
dues equacions anteriors a l’eliminacié. A més, cal afegir-hi la condicié de sella-
node: 1 ha de ser un valor propi de la diferencial de 1’aplicacié de Poincaré en el
punt fix. Uns calculs analegs als que hem fet per a les dues equacions permeten

escriure també aquesta equacié en les variables que ens queden. Aixd ens déna
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tres equacions en 4 variables (u,[,t9,%1). Idealment, caldria eliminar o i t; per
a obtenir una tnica equacié que determina les corbes sella-node: S(u,8) = 0; i
estudiar si, arbitrariament a prop de la corba homoclinica, poden existir punts
cuspidals.

Malauradament, I’eliminacié anterior no és possible portar-la a la practica i, en
conseqiiéncia, es fa obligat conservar les tres equacions. Una condicié suficient per
a concloure que la quantitat de cusps és finita és que, en un punt solucié de les
tres equacions, el vector tangent a la corba sella-node corresponent no té nul-les
simultaniament les components u i 3. Caldria treballar, doncs, amb dues equacions
mes.

Les dificultats per a portar a terme l’estudi que hem esmentat semblen forca
considerables, perd I’evidéncia numérica de les figures ens porta a creure que 1’acu-

mulacid de cusps, si més no en el cas de periode 1, no es produeix.
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