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Capitol 1

Introduccio

1.1 Aproximacié a la Teoria de la Credibilitat

1.1.1 Que és la Teoria de la Credibilitat?

El terme Credibilitat fou incorporat a la ciencia actuarial com una mida de la
creenca, de la importancia, que I’actuari ha de donar a ’experiéncia particular d'un
risc a ’hora de calcular la seva corresponent prima. L’actuari disposa d’una infor-
macié global del conjunt de la cartera, i també, d’una de limitada per a cada polissa.
La Teoria de la Credibilitat utilitza ambdues classes d’experiéncia, la individual i la
col-lectiva, per ajustar la prima de cada individu.

Definir en poques paraules que és la Teoria de la Credibilitat no és facil, de fet,
els diferents investigadors que hi han treballat no han trobat una mateixa definicid.

Per posar un exemple, Norberg, R. (1979) considera que:

La Teoria de la Credibilitat investiga certs principis © métodes per ajus-
tar les primes al mateiz temps que ’experiéncia de les reclamacions és

obtinguda.

Aquesta definicié ens permet aproximar-nos al concepte de Teoria de la Credibilitat,

7




8 Capitol 1. Introduccié

de totes maneres, el concepte és molt més ampli. A mida que avancem en aquest
capitol tindrem una idea més oberta del que significa aquesta teoria.

Inicialment, la Credibilitat fou utilitzada com a solucié de ’heterogeneitat a les
carteres. Els sistemes de tarificacié, en la practica asseguradora, consten de dos
nivells. En el nivell superior, donada una certa cartera, hi ha d’haver un equilibri
entre la totalitat dels pagaments i el conjunt d’ingressos per primes. En canvi, en
el nivell inferior, tenim un problema a ’hora de distribuir justament els ingressos
per primes entre les polisses individuals. Es a dir, per a cada risc, fixar la prima
individual que li correspon.

Si la cartera és homogenia, on els pagaments dels sinistres sén designats variables
aleatories independents i amb una funcié de distribucié coneguda i comuna, ’actuari
pot aplicar un criteri de primes comu per distribuir 'ingrés total per primes entre
els diferents contractes. Veiem-ho, si considerem una cartera amb la quantia total
de sinistres S , dividida entre sinistres individuals de % riscos independents
X;, j=1,..,k. Isigui «(-) un criteri de prima, una regla que proporciona
una prima per cada risc, ens preguntem com hauria de ser distribuida entre les
polisses la quantia total de sinistres. Amb un criteri de primes additiu, la prima
per la suma de riscos independents és igual a la suma de primes individuals, per
tant, 7(S) = X;7(X;) . A més, podem aplicar el mateix criteri de primes per
cada risc. Obviament, la propietat additiva és desitjable sempre i quan els riscos que
hi participin siguin similars. Pero, generalment les carteres sén heterogenies, en el
sentit que per polisses amb similars caracteristiques, els valors esperats dels sinistres,
és a dir, les primes pures de cada risc, difereixen. Podem dir que una polissa és
similar a una altra a partir de I’'observaci6é d’unes caracteristiques determinades, perd
inevitablement, hi han propietats o caracteristiques que no poden ser observades o
sén dificilment valorades i, fins i tot, pot ser que no sigui admes per la societat de
desvelar-les. Aquestes caracteristiques aporten heterogeneitat a la cartera, que es

reflexa a través dels valors observats dels sinistres per a cada polissa.
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Aixi doncs, per salvar aquest inconvenient, d’una cartera heterogeénia podriem
agrupar els contractes del mateix tipus en classes homogenies de riscos. Perd ens
trobem amb un altre problema: un mateix criteri de primes no pot ser aplicat per
calcular les primes individuals. Dues raons ens porten a aquesta consideracié. D’ una
banda, un criteri de primes com el que hem esmentat abans, assumeix que la-dis-
tribucid dels riscos és coneguda. Aixo no sera possible per la insuficient experiéncia
que disposem de les petites subclasses homogenies, en el limit cada polissa és una
subclasse. Per altra banda, com acabem de comentar, certes caracteristiques fan que
les polisses que considerem idéntiques no tinguin una identica distribucié. Per tot
aix0, no podem considerar subcarteres de polisses homogeénies per aplicar un criteri
de prima determinat per a cada subclasse.

Donada una certa cartera, podem comprovar si és homogeénia a través de con-
trastos estadistics, per exemple, podem aplicar un test xi-quadrat d’homogeneitat a
cada cartera i veure si la hipotesi nul-la d’homogeneitat és rebutjada. Sila carterala
podem considerar homogenia, no tenim cap problema a I’hora d’aplicar la mateixa
prima a totes les polisses. Contrariament, si és heterogenia, tenim dues possibilitats:
la primera seria aplicar a totes les polisses la mateixa prima col-lectiva, la segona
construir un sistema de primes per al qual a cada polissa j li fos carregada una
prima individual 7; . Hi ha pero, arguments en contra d’aquestes dues possibles
solucions. Escollint la prima col-lectiva m per a tots els ricos, perjudica a aquells
que, sent de la mateixa subclasse, tenen menys sinistres i afavoreix als que tenen un
gran nombre de sinistres. Es a dir, amb aquest sistema s’atrauen els riscos ”dolents”
i s’espanta els riscos "bons”. En canvi, en I’altre extrem, si carreguem la prima pura
de cada risc, anem cc;ntra la mateixa natura de les assegurances, on els diferents
individus decideixen cobrir-se els riscos entre ells. Per fer-se una idea, en el limit,
aquella polissa que no tingués cap sinistre no hauria de pagar res per cobrir-se. Arri-
bats a aquest punt, la Teoria de la Credibilitat promou, com un compromis, carregar

a cada polissa una mitjana ponderada entre la prima col-lectiva i la prima pura de
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risc.

En els models de credibilitat I’heterogeneitat, o sigui, la incertesa en la distribucié
dels sinistres, és modelada considerant el parametre de risc ©; com una realitzacié
de la variable aleatoria © que descriu les caracteristiques del risc. L’heterogeneitat
entre polisses es mesurada per ¢ = Var[E[X /O]] (la variancia "entre” polisses
de ’analisi de variancies), mentre que el valor esperat S* = E[Var[X /0] (la
variancia ”dins” ) mesura la fluctuacié del risc en el temps. Els models de credibilitat
ens proporcionen técniques per determinar primes per polisses en carteres més o
menys heterogenies quan es té una experiéncia limitada o irregular de cada contracte
perd una extensa informacié del total de la cartera. Els models de credibilitat fan
servir les dues classes d’experiencia per ajustar millor les primes. Per un element
determinat de la cartera heterogenia, es fa servir tant la informacid col-lectiva com
la individual. Amb totes dues es fa una mitjana ponderada per calcular la prima, la
ponderacid, o la importancia, que donem a la informaci6 individual ve expressada a
través del denominat factor de credibilitat.

Per veure-ho amb més claredat, estudiarem un model basic de credibilitat que
es coneix com model de Bithlmann (vegeu 'apéndix A.1). Considerem X, com
Pexperiéncia de sinistres a 'any s, s = 1, ..,¢ d’una polissa particular dins

d’una cartera. Llavors, X, pot ser descomposada com:
X; = m+ 2+ 5 (1.1)

on m éslamitjana global (o col-lectiva) de la cartera en conjunt; = és la desviacié
aleatoria sobre aquesta mitjana m ;i per dltim, =, ésla desviacié a 'any s sobre
la mitjana particular X .

La variable aleatoria = descriu la qualitat del risc: si és una "bona” polissa el
seu valor sera negatiu, si €s una polissa ”dolenta”, llavors el seu valor sera positiu. La

variacié de = és la causa de 'heterogeneitat de la cartera, de la variabilitat "entre”

polisses. La distribucié de Z descriu 'estructura de la cartera. En canvi, =,
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descriu la variacié ”dins” de cada polissa, la variacié en el temps de la sinistralitat.
Es considera que els Z; sén independents i idénticament distribuits i el seu valor
esperat és igual a zero.

A continuacié, mostrem la solucié credibilistica pel model de Bithlmann, recor-
dem que a ’apendix A.l d’aquesta tesi doctoral es pot trobar més informacié sobre
aquest model. Donada lexpressi6 (1.1), i definint m = E[X,], ¢ = Var[Z] i
§% = E[Var[Z,/Z]}, llavors la combinacié lineal ¢(X1,..,X:) = go + a1 X1 +
-+- 4+ ¢:X; que és la millor prediccié per X;;; segons el minim error quadrat

esperat de E[(Xi1 — 9(X1, ..., X1))?] és:

Xepp = 1 —2)m+2-X (1.2)
on
at
Tt (1.3)
és el factor de credibilitat optim que resulta, i
_ 14
X =3 3 X, (1.4)
s=1

és ’estimador individual.

La prima de credibilitat (1.2) és una mitjana ponderada (segons el factor de cre-
dibilitat z ) entre el valor esperat de la quantia individual del sinistre ( X )1i el valor
esperat de la quantia del sinistre per la cartera en el seu conjunt ( m ). Carregant
aquesta prima de credibilitat, el nivell inferior del sistema de tarificacié, del qual
parlavem al comengament d’aquesta introduccid, no canvia la prima global recollida
per a tot el col-lectiu. Es a dir, la suma total d’aquestes primes de credibilitat és
la mateixa que resultaria de cobrar la mateixa prima m a totes les polisses. Per
z =0, la prima de credibilitat és igual a la mitjana col-lectiva; aix0d només s’accepta
si la cartera és homogenia. Per z = 1, la prima calculada només es basa en la

informaci6 individual de cada polissa. Per regla general, la informacié individual

és escassa, per tant, aquest estimador no pot ser utilitzat en la practica. Per altra
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banda, el valor de a reflexa I’heterogeneitat de la cartera, i S? és una mesura
global de la variabilitat dins de cada subclasse homogenia.
El factor de credibilitat és un nombre comprés entre 0 i 1, ambdés inclosos.

Les propietats que verifica aquest factor sén les segiients:

1- $1 t— 00 = 2z —1

Quan t creix, llavors z tendeix a la unitat. Aixo significa que si tenim
més informacié sobre el risc, més gran sera la ponderacié relativa donada
a l'experiéncia individual. En el cas de tenir experiéncia completa, és

obvi, que tindrem una total confianga en la prima de risc individual.

2.- Si a=0 = z=0
Com a és un indicador de la heterogeneitat dins la cartera, si és nul,

significa que no hi ha heterogeneitat i m és, per tant, el millor estimador

lineal de credibilitat.

3.- Si a— 00 == z—1

Que a tendeixi a infinit ens indica que el col-lectiu és extremadament
heterogeni, per tant, les diferéncies observades entre les reclamacions re-
gistrades d’un risc a un altre sén importants. En aquest cas, X és el

millor estimador lineal.

4.- Si S?2 5 00 = 2z o0

I per dltim, quan S? tendeix a infinit , aixo és, si existeix molta varidncia
en la sinistralitat individual, el millor estimador per la prima de risc

individual és la col-lectiva.

Resumint, la Teoria de la Credibilitat es pot fer servir per dissenyar I’estructura de
les primes per una cartera heterogenia. També la podem fer servir per revisar una

estructura de primes ja existent. Si bé en un inici va ser creada per la tarificacié
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a posteriori, també pot ser aplicada per tarificar a priori. De la mateixa manera,
des de la seva aparicid, s’ha anat aplicant a diversos aspectes actuarials com veurem

més endavant. Primer, vegem com ha estat 1’evolucié d’aquesta teoria.

1.1.2 Evolucid de la Teoria de la Credibilitat

La Teoria de la Credibilitat té les seves arrels al comengament del segle vint, quan
els articles de Mowbray, A. (1914) i Whitney, A. (1918) van ser publicats. Mowbray
va ser el primer a investigar com de gran hauria de ser ’experiéncia del risc, en
una asseguranca determinada, per obtindre una prima individual acceptable. Es a
dir, va intentar respondre a la pregunta de quants assegurats, coberts pel mateix
contracte, sén necessaris per tenir una estimacié completament creible del ratio de
la prima, basada en 'experiéncia individual d’un assegurat, que es pugui utilitzar
com a prima per al proxim any. Whitney va establir que, en algunes assegurances,
el risc assegurat proporciona una experieéncia amb el pas del temps, o sigui, les con-
tingencies passen amb prou regularitat com per tenir una informacié ttil a I’hora de
calcular-ne la prima. Per tant, intenta establir un equilibri entre [’experiéncia del
grup i l'experiéncia individual. Aquests treballs van aixecar la polemica de quina
prima hauria de ser la utilitzada si ’experiéncia individual per una polissa era con-
siderada insuficient. Una alternativa clara podria ser la prima global, aquella basada
en ’experiéncia col-lectiva de la cartera de la qual forma part la polissa. Les férmules
del tipus indicades per Whitney s’han denominat férmules credibilistiques. Darrera
d’aquestes no hi havia cap model matematic ben fonamentat. No va ser fins el 1965
que no van apareixer els veritables fonaments teorics de la Teoria de la Credibilitat.
Aquests van ser donats per Bithlmann, H. (1967,1969) quan va presentar la seva
férmula de credibilitat de distribucié lliure, basada en el criteri de minims quadrats.
El model de Bihlmann ha estat el punt de partida de la moderna Teoria de la Cre-

dibilitat, i a partir d’ell han aparegut una série de models credibilistics cada cop
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més perfeccionats i desenvolupats. Totes aquestes contribucions formen la denomi-
nada Teoria de la Credibilitat de la maxima precisié (”greatest accuracy credibility
theory”) que ha de ser distingida de la Teoria de la Credibilitat de les fluctuacions
limitades ("limited fluctuation credibility theory”). Aquestes dues branques, que
tenen poca cosa en comd, també sén denominades Teoria de la Credibilitat europea
i Teoria de la Credibilitat americana, respectivament. La diferéncia més gran entre
aquestes dues aproximacions és la manera de tractar les carteres heterogenies. En
el primer, es modela amb parametres de risc aleatoris, mentre que en el segon ho fa
amb parametres fixos. Al mateix temps, es pot dividir la Teoria de la Credibilitat
de maxima precisié en dues classes, la denominada Exacta i la de Distribucié lliure,
aquesta dltima fou la iniciada per Bithlmann. En aquesta tesi doctoral, la Teoria
de la Credibilitat de distribucié lliure ocupa un lloc central, és més, quan parlem
de models de credibilitat ens referirem a models de credibilitat de maxima precisié
1 distribucié lliure.

El model inicial de Biithlmann va ser millorat per Bithlmann i Straub (1970) al
reconéixer que, sovint, les polisses en una cartera tenen diferents exposicions al risc.
Per exemple, en una cartera de polisses d’assegurances per automobil, el nombre
de cotxes assegurats és diferent per a cada polissa i també varia al llarg del temps.
Aixo fa que sigui inconcebible que totes les variancies dels riscos de la cartera siguin
totes iguals com s’assumeix al model de Bithlmann. Per manejar aquestes diferéncies
en les exposicions dels riscos, Buhlmann i Straub extenen el model inicial deixant
que les variancies dels riscos depenguin de certs pesos o ponderacions. Hi ha dues
extensions més que sén d’'una gran importancia en l’evolucié de la Teoria de la
Credibilitat, aquestes van ser donades per Jewell, W. (1975¢) i Hachemeister, C.
(1975).

El model jerarquic de dos nivells de Jewell agrupa les polisses d’una cartera
d’acord amb dos factors niats entre si. Aquest model pot ser visualitzat com un

arbre del qual les principals branques representen les categories del primer factor
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de risc en el primer nivell del model. Les categories del segon factor de risc queden
representades per les branquetes dins de cada branca principal. Amb només dos fac-
tors, el model era massa restringit, per aquesta rad, Taylor, G. (1979) va extendre el
model jerarquic de Jewell a un amb miltiples nivells. Per altra banda, Hachemeister
presenta el seu model de regressié, que és una generalitzacié del model de Biuhlmann-
Straub, pero en ell, s’abandona la hipotesi d’homogeneitat en el temps 1 s’assumeix
una altra de tipus polindomica per a les observacions esperades, d’aquesta manera es
poden tenir en compte els efectes de la inflacié. Aquest, és un model molt general,
en el sentit de que la majoria de models de credibilitat poden ser escrits en la seva
forma.

A part dels models esmentats, volem mencionar especialment el model de De
Vylder, F. (1982), aquest és un dels primers models de credibilitat que ha estat
desenvolupat per al calcul de reserves IBNR. Com en el model de Hachemeister, els
valors esperats dels riscos poden variar en el temps. En la tercera part d’aquesta
tesi doctoral es tractara com s’ha orientat el problema del calcul de reserves a través

de la Teoria de la Credibilitat.

1.1.3 Camps de recerca

A partir de la publicacié del model original de Bithlmann, ha aparegut una llarga
llista de literatura credibilistica. De Pril, D’Hooge i Goovaerts (1976), Norberg, R.
(1979) i De Wit, G. et al. (1986) sén tres estudis dedicats a resumir la literatura
d’aquesta teoria. Al mateix temps, en el marc de la Teoria de la Credibilitat, s"han

anat obrint i desenvolupant uns camps de recerca que a continuacié resumim.

Credibilitat geométrica
A De Vylder, F.(1976a) es presenten els fonaments d’un marc geométric general
per als models de credibilitat. En aquesta aproximacid, la prima de credibilitat és

tractada com una projeccié del risc que ha de ser predit en ’espai d’Hilbert d’entre
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totes les funcions lineals de variancies finites dels riscos observats. Per tant, les
propietats dels espais geométrics poden servir per derivar estimadors de credibilitat.
Els primers a parlar d’aquesta possibilitat sén Gerber i Jones (1975). Els fonaments
de De Vylder també formen part del model de credibilitat abstracte de Taylor, G.

(1977) on molts models de credibilitat queden consolidats.

Estadistica bayesiana

La idea de la Teoria de Credibilitat de maxima precisié prové, de fet, de 'estadistica
bayesiana. Els estimadors de credibilitat poden ser considerats com les millors apro-
ximacions lineals dels estimadors de Bayes, basats en la funcié de pérdua quadratica.
Per tant, hi ha hagut moltes conexions entre les literatures bayesianes i credi-
bilistiques. Per exemple, Bithlmann, H. (1976), Zehnwirth, B. (1977), Norberg,
R. (1980) i Neuhaus, W. (1988). A Jewell, W. (1974, 1975b) es demostra que els
estimadors de credibilitat coincideixen amb els estimadors de Bayes per a certes
families de distribucions exponencials. Un texte basic de les aplicacions bayesianes

a la ciéncia actuarial és Klugman, S. (1992).

Formules d’actualitzacio

Al final de cada periode, l'actuari disposa de més informacié i, per tant, ha de
modificar les primes de credibilitat d’acord amb la nova informacié. En alguns
models de credibilitat és possible actualitzar les primes combinant la nova informacié
amb 1"iltima prima de credibilitat calculada. Aixd és possible gracies a les férmules
recursives d’actualitzacid. Aquestes han estat estudiades per Gerber i Jones (1975),
Jewell, W. (1976) i Sundt, B. (1981,1992). També les conexions amb el filtre de
Kalmer sén de tipus actualitzador com podem veure a Mehra, R. (1975), De Jong i

Zehnwirth (1983) i Sundt, B. (1983).

Credibilitat robusta

L’ocurréncia d’anormals sinistres grans poden tenir efectes distorsionadors en el
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desenvolupament d’aquestes primes de credibilitat a través del temps. Els grans
sinistres en els models de credibilitat sén tractats a Gisler, A. (1980), Gisler i Jewell
(1982), Kiinsch, H. (1992) i Kremer, E. (1994). Tots els metodes proposats transfor-
men els riscs observats, en canvi, Sundt, B. (1992) proposa deixar intactes les dades

1 ajustar el criteri de minimitzacid.

Reserves IBNR
La primera aplicacié de credibilitat al calcul de reserves IBNR ve donada per De

Vylder, F. (1982). Un model general d’IBNR, i casos especials, sén presentats per
Norberg, R. (1986b). Altres articles sén Mack, T. (1990) i Hadidi, N. (1985).

Altres contribucions

Altres aplicacions i extensions dels models de credibilitat sén: credibilitat multidi-
mensional a Jewell, W. (1973); Sundt, B. (1980) i Norberg, R. (1986a) extenen els
models jerarquics de credibilitat a models de regressié jerarquics; en assegurances
de vida han aplicat models de credibilitat Letsch i Zoppi (1981), Norberg, R. (1987,
1989) i Kling, B. (1993).

1.2 Plantejaments i objectius

En la linia endagada per Pons, M.A. (1992), on fa un recull de tots els models de
credibilitat apareguts fins el moment, varem creure necessari continuar-la amb una
altra tesi doctoral que tractés la Teoria de la Credibilitat i, més concretament, les
extensions i aplicacions d’aquesta en ’ambit actuarial. Aquest podria ser ’objectiu
inicial que ens va moure a la realitzacio de la present. Perod, un cop comencat
Pestudi amb profunditat dels temes credibilistics, vam observar alguns problemes o
mancances en les aplicacions d’aquests models que van originar uns nous motius per

seguir analitzant la Teoria de la Credibilitat.
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Encara que els fonaments tedrics que han estat aportats en les dltimes decades
sén molt ferms, els models de credibilitat no sén freqiientment utilitzats en la
practica actuarial. En aquest contexte, pot ser mencionat el conegut sistema de
tarificacié per automobils Bonus-Malus, perd poca cosa més. Per tant, resta molta
recerca per fer millorar Paplicabilitat dels models de credibilitat. Tot i aixo, és una
llastima que el nombre de publicacions sobre aquest tema hagi minvat en els dltims
anys.

Una de les raons de 1’as limitat a la practica actuarial, és que les primes sén
dificilment interpretables en molts models de credibilitat. Per exemple, en el model
de regressié de Hachemeister pot ocorrer que la prima de credibilitat no estigui entre
les primes basades en l'experiéncia individual i en la col-lectiva. La interpretacid
d’un model i de les seves respectives primes son, a més, un important criteri perque
un actuari decideixi quin model ha de fer servir. Els actuaris es troben amb la dificil
tasca d’explicar o defensar el criteri utilitzat. Per altra banda, la majoria de models
de credibilitat només es preocupen de donar una mitjana ponderada de la prima
pura de risc, quan es ben sabut que les primes del mercat requereixen un recarrec
de seguretat. Un altre problema amb que es troben els actuaris a ’hora d’aplicar
models de credibilitat, és que els models disponibles no sén apropiats per a les dades
empiriques de que disposen. Per exemple, en els models jerarquics, que tanta volada
han tingut dins de la Teoria de la Credibilitat, els factors de risc que serveixen per
dividir els riscos en grups homogenis estan niats. En canvi, en la practica assegu-
radora, molt sovint, els factors de risc no estan ordenats jerarquicament (niats). Per
tant, én aquests casos, els models jerarquics no s6n apropiats i altres models, com
els de regressié de Hachemeister, son massa generals per captar els especifics trets
d’aquestes dades.

Aixi doncs, I’objectiu final d’aquesta tesi doctoral és analitzar i posar remei als
inconvenients que hem mencionat de manera que els models de credibilitat puguin

ser més aplicats a la practica actuarial. Per exemple, farem una incursié als models
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que tracten amb primes amb recarrec de seguretat. Tanmateix, mostrarem que els
models de credibilitat poden fer-se més flexibles i oberts, veurem com aquesta flexi-
bilitat s’aconsegueix mitjancant estimadors dels parametres més complexos. Final-
ment, donarem a conéixer aplicacions que poden ser portades a terme a la practica,

per exemple, els models de credibilitat per calcular les reserves IBNR.

1.3 Perfil de la tesi

En el capitol 2, ens ocuparem d’analitzar tres models diferents de calcul de primes
de credibilitat amb recarrec, primes que continguin una fraccié de la variancia del
risc com a recarrec sobre la prima neta o pura. Seguint la filosofia de la Teoria de
la Credibilitat, ens plantejem aplicar la variancia col-lectiva per a tots els riscos o
bé la variancia individual, o com ens proposa la credibilitat una mitjana ponderada
entre totes dues variancies. Analitzarem els metodes de Bithlmann, H. (1970) i
Centeno, L. (1989), i un cop detectats el seus inconvenients, el nou model de primes
de credibilitat amb recarrec proposat per Bauwelinckx et al. (1991). Al mateix
temps, mitjangant un parell d’exemples numerics, compararem els resultats per a
cada model i arribant a unes conclusions molt interessants.

En el capitol 3 es descriu una de les extensions més 1tils per 'aplicabilitat dels
models de credibilitat, com es demostra en el capitol 4. El model de classificacié
creuada és una extensié dels models coneguts de Bithlmann-Straub i Jewell. En el
model de Jewell, els factors de risc, que permeten dividir la cartera heterogénia en
subcarteres homogeénies, estan agrupats de manera jerarquica. Molt sovint aixd no
s’addiu amb la realitat. Considerem, per exemple, una cartera on les polisses poden
ser categoritzades d’acord amb el sexe de l'assegurat i amb els diferents grups d’edat
que hem tragat. Obviament, aquests dos factors no poden ser niats (agrupats de
forma jerarquica), siné que tots dos tenen la mateixa importancia. En canvi, com

es pot veure a Dannenburg, D. (1995b) aquest problema té solucid, a través del
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model de credibilitat de classificacié creuada, on els dos factors de risc poden ser
modelats al mateix nivell, sense restriccions jerarquiques. Concretament s’analitzen
dos models, el model "two way” i el model additiu. També s’estudia la consecucio
dels models de Biithlmann-Straub i de Jewell a partir dels nous models. Finalment
s’apliquen tots els models possibles a dades reals d’una asseguranca de prestecs
privats.

De la mateixa manera, i de forma més detallada, hem demostrat ’aplicabilitat
d’aquest model de classificacié creuada a través d’un exemple en el ram de robatori
de comercos espanyol. A partir de dos factors, capital assegurat i tipus de comerg,
es calculen els resultats per a tots els models possibles i es comparen els resultats
obtinguts.

En el capitol 5 es fa una introduccié al calcul de reserves IBNR. A continuacid,
en els capitols 6 1 7, tractem els models de De Vylder i de De Vylder-Mack res-
pectivament. En ells, els pagaments per reserves sén considerats estocasticament
independents, la qual cosa no s’addiu amb la realitat en moltes ocasions. Factors
estacionals aleatoris, tals com la inflacié, causen augments en els pagaments d’un de-
terminat periode que estara correlacionat. Aquestes correlacions sén tingudes amb
compte en el model IBNR ”two way” del capitol 8. Aquest model, basat en el model
de classificacié creuada del mateix nom, proporciona una possibilitat més acurada
al calcul de reserves IBNR. En el capitol 9, a través d’unes dades reals d’alguns
estats europeus, es comprova com els metodes de credibilitat pel calcul de reserves
milloren les estimacions dels antics models en la majoria d’ocasions. Els principals

resultats i conclusions de la tesi doctoral sén resumits en el capitol 10.



PART I:

EXTENSIONS DE LA TEORIA DE LA
CREDIBILITAT



Capitol 2

Primes de credibilitat amb

recarrec

2.1 Introduccid

En aquest capitol, s’analitzen metodes de calcul de primes que continguin una fraccié
de la variancia del risc com a recarrec sobre la prima neta. Ja sén prou coneguts els
sistemes de calcul de primes netes que utilitzen la Teoria de la Credibilitat, amb els

seus diversos models; tots ells, insistim, sobre la prima pura (vegeu apéndix A).

En aquests models, es busca una prima de credibilitat que és una combinacié li-
neal entre experiéncia individual (prima individual) i la col-lectiva (prima col-lectiva).
L’objectiu, és trobar la prima més apropiada per a cada risc: una prima que no
discrimini a favor dels riscos amb més sinistralitat, que es veuen beneficiats si els
apliquem la prima col-lectiva, i que no perjudiqui els riscos més favorables, que pa-
garien més del que els pertoca. Com adverteix la Teoria del risc, no podem treballar
només amb les primes pures, ja que la probabilitat de ruina d’una prima que no
excedeixi la prima pura és 1. Per tant, s’ha d’aplicar un recarrec que ens doni un

interval de confianga més alt. Des de sempre s’ha utilitzat el criteri de la variancia,

21
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que consisteix en un recarrec sobre la prima pura que és un percentatge sobre la
variancia del risc. Aqui podem plantejar-nos un altre cop, si apliquem la variancia
col-lectiva per a tots els riscos, independentment de la variabilitat de cada risc o,
pel contrari, mirem d’aplicar la Teoria de la Credibilitat, no només sobre la prima
pura, siné a més també sobre la variancia. Es a dir, carregant les primes pures amb
un percentatge de la ponderacié entre la variancia col-lectiva i la individual de cada
risc. Per tant, es planteja el problema de trobar les expressions per unes primes de
credibilitat amb recarrec. La primera aproximacié va ser realitzada per Biihlmann,
H. (1970). Més tard, hi ha una aproximacié per part de Centeno, L. (1989). Aquests
models seran analitzats en les dues proximes seccions (2.2 1 2.3), com veurem, les
hipotesis sén molt restrictives, i a més els procediments per arribar a les férmules de
credibilitat sén llargs i fins 1 tot molt complicats analiticament. Per superar aquestes
restriccions 1 dificultats veurem, amb més profunditat, a 2.4 una nova aproximacié

per a les primes amb recarrec, és el treball de Bauwelinckx, T. et al. (1991).

2.2 Prima de credibilitat amb recarrec segons
Biuhlmann
Partint del criteri de la variancia,
E[u(©) [ X;] + o« (E[s*(0)/ X;] + Varlu(©) / X})) (2.1)
Biihlmann (1970) proposa una formula de credibilitat amb tres components:

P (%) = E[w(®))/ X;] + a- E[0%(0,)/ K] + o Var [u(€;)/ K] (22)
(@) o @

()

on (a) és la part del valor esperat, (b) la part de variancia i (c) la part de fluctuacié.
Les dues primeres parts formen la part d’aproximacié ((a)+(b)). Per a les aplica-

cions practiques, on normalment no es té un coneixement exacte de les distribucions
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parametriques per les distribucions acumulades dels sinistres, ens cal obtenir unes
férmules manejables per a cada una de les tres components. Aquestes expressions
sén denominades, en el treball de Bihlmann, férmules de credibilitat i substitueixen
la forma exacta de les primes de credibilitat dels models de credibilitat classics.
Aquestes formules de credibilitat prenen el lloc a les primes tedricament correctes
de credibilitat. Pel que fa a la part d’aproximacié, Bithlmann les construeix a partir
de linealitzacions de les quantitats correctes, procurant que la desviacié quadratica
esperada romangui com més petita possible. Es a dir, de la mateixa manera que en

els models classics de Teoria de la Credibilitat (vegeu apéndix A).

2.2.1 Estimadors de credibilitat per a les tres components

de la prima amb recarrec

En primer lloc, Bihlmann fa la linearitzacié de la part del valor esperat. Aproximem
E [,u(Qj) /f(}} per a-+b;- X; per tal de que
= = 2
E [(E 40,/ %] ~ (a+5-%;)) } (2.3)
esdevingui minim, on
_ 1 4
Xi = 720 Xis (2-4)

s=1

Per tant, podriem determinar les constants ¢ 1 b, com en el model de Bithlmann,
tal i com es pot veure a Pons, M. (1991)(pp.60-67) i més resumidament a ’apendix

A.1. A la vegada, es pot veure que la funcié a +b- X; trobada, també minimitza
— 2 — 2
B|(ue) - (a+0- X)) | = E[(uo) - BElue)/X])] @)
o —\\ 2
v B|(B [0/ %] - (040 %))
i com podem veure a Bithlmann, H. (1967)(p 206),

E [(y(@j) ~ (et Xj)ﬂ -
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Bl (w09 - %))'| + El@-b-pe) - a7 =
= #-B[(% - @) + Q-8 -Varlu(o)] (26)

A T’esmentat article podem comprovar que I'expressié (2.3) es minimitza si

Var[u(©;)] _ Var[p(9;)]

b = = . (2.7)
_ P .
LB [(% - w@:)] + Varluey  VerlX
Per tant, s’obté la linearitzacié o formula de credibilitat seglient
E @)/ K] ~ b X; + (1) E[(6;) (2:8)
on b és denominat coeficient de credibilitat i el calculem com
p = Varlw(®;)] _ Var(u(0;)] _ ¢ (2.9)
Var [Xj} 1 E[0%(0;)] + Var[u(0;)] t+1
amb
| _ B[0%9))
Var [u(6;)]
i sent els estimadors per E[o?(0;)] i Var[u(©;)] respectivament,
. 1 & t _
# =g X X - & 2.10)
kozmt-1 5
P 1 SN £\2 I &
& =——" 3 (X, -m)P~-=.8 (2.11)
k-1 t
on 7h és l'estimador per a l'esperanca col-lectiva E[u(0;)]
1 &

De vegades, €l coeficient de credibilitat, també es troba expressat com

b= a-t
T S24a-t

Pot ser convenient, comparar aquests resultats amb els obtinguts pels models classics
com es pot veure a I’apéndix A.1. On la tdnica diferéncia és el canvi de lletra pel

coeficient de credibilitat b = z .
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En segon lloc, hem de fer la linearitzacié de la part de variancia. De forma

similar a ’anterior, aproximem £ [02(8 i)/ X j] per d+c-%%, on

$? = =L (2.13)

Repetint el procediment anterior, trobem que I’aproximacié per la part de la variancia
és:

E[0*(0,)/X;| ~ ¢ S2 + (1-0)- E [0%(0;)] (2.14)

on l’estimador per E [0%(0;)] ve donat per

k
D YPEEl pC A S D D% SN CAT)

_ Var[e’(;)] _ Var(o*(6;)]
Var [27] E[Var [32/0,]] + Var[02(6;)]

que és el corresponent coeficient de credibilitat per la part de la variancia.

(2.16)

Per dltim, i d’acord amb el nostre principi de calcul de prima, per la part de

fluctuacié tenim que
Var [u(©;)/ %) = E|(u®) - E[ue;)/ X)) /%] @)
si substituim E [u(0,)/ X;] pel seu estimador de credibilitat (2.8), tenim
B[(w©;) - b-%; - 1=4)- E[u(®,))" / X} (2.18)

Aquesta ultima férmula no ens porta gaire lluny a menys que prenguem el valor

esperat de l’expressié. Portant a terme aixo,

Var[u(©;)/ %] = E|(u(0)) - b % = (1-8)- B [u(®,))"] =

= E|(((6)) — Eu(®)) - b(X; - Elu(e,))))] =
= Var[u(0;)] — 2b- Var[u(0)] + b*Var[X;] =
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= Var[u(©;)] — 2b- Var[u(0;)] +
- (Varfu(@,)] + LElo(0,)]) =

= (1=0b)% Var[u(®;)] + é; -E [02((")_7‘)] (2.19)

D’acord amb la primera linealitzacié, tenim que

b= < Var[:u(gj)] (2.20)

1 E0%(0y)] + Var[u(0;)]

substituint aquest valor a (2.19) 1 simplificant s’obté que

Var [1(0,) [ X;] ~ (1=18) Varlu(®;)] (2.21)

En resum, segons l’article de Biithlmann, tenim la segiient aproximacié a la prima

de credibilitat:

Pyr (%) ~ &% + (1—b)-Em<®j)]
+ afe- B2+ (1-¢)- E[0%(9;)]) (2.22)
+ ((1—b) Var[u(©;)])

2.2.2 Estimadors per als coeficients de credibilitat b i c

Per linearitzacié de les components de la prima de credibilitat hem obtingut unes
mitges ponderades amb els pesos b 1 c¢. Ara ens cal interpretar aquests pesos de
manera que puguin ser determinats a partir d’estadistics del col-lectiu. Per exemple,
en la part del valor esperat, E[u(©,)] representa el cost mitja de sinistralitat del
risc del col-lectiu; pero resten per ser interpretats en termes de quantitats estimables
a partir del col'lectiu E [0%(0;)] 1 Var[u(9;)].

En primer lloc, pel que fa a la part del valor esperat, la segiient expressié ja ha
estat definida pel coeficient de credibilitat & :
Var[u(8;)]

b= Var [Xj]

(2.23)
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El denominador d’aquesta expressié ja és una quantitat estimable a partir del

col-lectiu, per tant, falta transformar el numerador. Nosaltres ja coneixem que

Var [Xj] = %E [02(@,-)] + Var [1(0;)] (2.24)
Var[X] = E[0%(9;)] + Var [u(®;)] (2.25)

d’on es dedueix que
t-Var [X;] — Var[X] = (t—1)- Var [u(0;)] (2.26)

Finalment,
t-Var [Xj} — Var[X]

(t—1)-Var [Xj]

(2.27)

on X = X3, t>2.
En segon lloc, per la part de la variancia, hem d’interpretar el valor del coeficient

de credibilitat c:
_ Var[o?(9;)] (2.28)
Var [Z?]

De moment, comencem interpretant la quantia E[¢?(©;)]. Com en el cas anterior,

a partir del sistema d’equacions (2.24) i (2.25) derivem
_ 1 2
VarlX] - Var [X;] = (1 ~ 2) - E [0%(0;)] (2.29)

1 d’aqui |
E[o%(0,)] = — - (Var(X] - Var[;)) (2.30)

Per determinar c, sota la hipotesi de que la distribuci6 és normal i, per tant, amb
excés igual a zero, com es demostra a Bithlmann (1970)(p 104), fem servir la segiient

expressio:
204(0;)
t—1

Var [EJZ / 93'] = (2.31)




28 Capitol 2. Primes de credibilitat amb recarrec

De la descomposicié
2
2] __ 2(0) . . 40,
Var [22] = Var|o (@1?] + 77 E[o%(0))] (2.32)
aplicant I’anterior expressié per t =2,
Var [£2] = Var [6%(8;)] + 2- E [0%(6))] (2.33)
iper t=2 aplicant la definicié de ¥} tenim,

Xi + Xo\? X1 + Xo\?
_1__'!'.__2> + <X2 - _Li___2> (2.34)

2— —_—
22“<X1 2 2

Finalment, del sistema d’equacions entre (2.32) i (2.33) obtenim el seglient resultat:

Var [02(®j)] _ (t—1)- Va:;[??i — Var[23]  (2.35)

Substituint (2.35) a (2.28) trobem el valor de c:

_ (t—1)- Var[£3] — Var[Zi]
(t—2) - Var[¥?]

t>3 (2.36)

Per 1ltim, 1 pel que fa referencia a la part de fluctuacié, obtenim els segiients resultats

a partir del valor & (2.27) trobat anteriorment:

|y o VorlX] = Ver (X (2.37)
(t—1)-Var [X ] .
Varlu(6;)] = t-Var [XJ] — Var[X] (2.38)

t—1

2.2.3 Exemple numeric

Un cop analitzada la teoria del model de Bithlmann per la prima de credibilitat
amb recarrec, creiem convenient proposar un exemple practic. Per aixd, hem es-

collit ’exemple que apareix a Particle de Centeno, L. (1989), per d’aquesta manera
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poder comparar amb els resultats obtinguts dels diferents models que a partir d’ara

analitzarem.

Les dades d’aquest exemple es resumeixen en les segiients taules:

Taula 2.1 Observacions de la variable X;

j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=1

s=1 0 113 8.0 5.4 9.7 9.7 9.0
$=2 0 25.0 1.9 5.9 89 145 9.6
s =3 42 185 7.0 7.1 6.7 10.8 8.7
s=4 0 143 3.1 72 103 12.0 11.7
$=3 7.7 300 5.2 83 11.1 13.1 7.0

Taula 2.2 Observacions de la variable wj,

j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=7

s=1 5 14 18 20 21 43 70
s=2 6 14 20 22 24 47 77
s=3 8 13 23 25 28 53 85
s=4 10 11 25 29 34 61 - 92
s=15 12 10 27 35 42 70 100

La primera representa els ratios de pérdua i la segona el volum de primes de
set contractes durant cinc anys. Es suposa un recarrec de o = 0.25 . Com és
obvi, la segona taula no sera utilitzada amb aquest primer model, ja que Bithlmann
prescindeix dels pesos o ponderacions. De totes maneres ’avancem per als posteriors

models. Per altra banda, cal observar que per j = 1 només tenim dues observacions
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diferents de zero, aix0 fara que els resultats per 7 = 1 no siguin tan fiables com
veurem més endavant.
Els resultats d’aquest primer model sén els que exposarem a continuacié. En

primer lloc, les estimacions dels parametres estructurals:

M o= 9.226
§? = 12.587 (2.39)
& = 29.22

que sén necessaris per calcular la resta del problema, i que han estat trobats fent
servir les ekpressions (2.10-2.12) de la secci6 2.2.1. En la segiient taula exposem els

resultats que hem aconseguit a partir de les dades de la taula 2.1:

Taula 2.8 Dades empiriques

i=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=1T
Xj 2.38 19.82 5.04 6.78 9.34 12.02 9.20
E? 12.15 5882 6.56 1.32 283 3.55 2.88

X2 0 93.84 1861 0.12 0.32 11.52 0.18

La primera fila ens indica la mitjana dels ratios de perdua de cada polissa j en
els cinc anys observats. Com hem dit anteriorment, hem de tenir en compte que els
resultats per j = 1 estan molt condicionats per tenir tres de les observacions igual
a zero. En canvi, pel que fa a la segona fila, ens informa de la variabilitat en cada
polissa durant aquest periode, és a dir, és la variancia de cada polissa. Aqui és on
podem veure quina de les polisses té més variabilitat i per tant, caldra afegir-li un
recarrec més gran que les altres. Per exemple, j = 2 té una gran variabilitat. Per
dltim, la tercera fila sén els valors de la definicié de £% quan t =2 que utilitzarem

per calcular el coeficient c .
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Els coeficients de credibilitat per la part del valor esperat i la part de la variancia

son respectivament:

b= 0.9207 (2.40)
c = 0.4172 (2.41)

i han estat calculats segons les expressions (2.9) i (2.16) de la seccié 2.2.1. Com
podem veure, en la part del valor esperat, podem donar més confianca a I’experiéncia
individual que a la collectiva, és a dir, a la combinaci6 lineal (2.8), les primes de
credibilitat donaran més importancia a les primes individuals que a la col-lectiva.
En canvi, no passa el mateix a la part de la variancia, on, per molt poc, la variancia
col-lectiva ( S? ) sera més important que les individuals ( X% ).

A la darrera taula, exposem els resultats finals del problema:

Taula 2.4 Primes de credibilitat

j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 ;=T

P1 292 18.98 537 697 9.33 11.80 9.20
P2 12.41 31.87 10.07 7.88 852 8.8l 8.54
P3 232 232 232 232 232 232 232
P 6.60 27.53 8.47 9.52 12.04 14.58 11.92
R 3.68 855 3.09 255 271 278 271

% 125.93 45.04 57.67 36.57 29.02 23.59 29.49

P1 és la prima de credibilitat de la part del valor esperat, o sigui, la prima
per aplicar si utilitzéssim el model de Bithlmann sense cap recarrec de seguretat:
la prima pura de credibilitat. P2 és la prima de credibilitat de la part de la
variancia que juntament amb la de la part de fluctuacié ( P3 ) seran la base sobre

la qual es carrega la prima pura ( @ = 0.25 ) segons (2.1). La prima de credibilitat
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amb recarrec és la quarta fila ( P ). Per dltim, la cinquena i la sisena files sén,
respectivament, la diferencia R = P — P1 1 el tant per cent en que ha augmentat
la prima a causa del recarrec.

D’aquesta taula podem observar que j = 2 té un recarrec i un percentatge
molt elevats, tal i com podiem esperar pel seu valor de la segona fila de la taula 2.3.
Pel contrari, la polissa j = 3 tot i tenir una variancia menor a la taula 2.3 1 a no
tenir un gran recarrec absolut, té un percentatge molt alt degut al petit valor de
prima pura que té. Per dltim, tornem a insistir en la polissa j = 1 1 la seva poca

credibilitat.

2.3 Prima de credibilitat amb recarrec segons
Centeno

En aquest model, Centeno L. utilitza el model de Biihlmann-Straub per calcular
una prima de credibilitat amb recarrec. Suposa un aveng respecte del model anterior
perque s’inclouen a ’analisi els pesos o ponderacions ja que el model anterior suposa
que els pesos sén unitaris per a totes les observacions. Aquest model esta basat en
el treball de Bithlmann i Straub (1970), encara que ells es van limitar a I’estimacié
de la prima de credibilitat pura; en canvi, Centeno, L. (1989) desenvolupa el model
en el cas de recarrec sobre la prima pura a partir d’un percentatge de la variancia
del risc, és a dir, la prima de credibilitat amb recarrec basat en el criteri de la
variancia. A continuacié exposem el model tal i com ho fa Centeno, L. en el seu

article (1989)(pp.3-10).

2.3.1 Hipotesis

Centeno considera k polisses o contractes, i suposa que cada risc ; ha estat amb

observacié durant t; periodes. Anomena S;; a la variable aleatoria que denota
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la quantia total de sinistres del risc j produits al periode s . A més, considera
els pesos o ponderacions w;; com una mesura del volum de risc de cada contracte
J al periode s . Per tant, la variable aleatoria X, = S;s/w;s és el ratio de
pérdua del risc j al periode s. En el model anterior teniem les mateixes variables
considerant tots els w;, iguals a la unitat.

Per altra banda, Centeno fa les segiients hipotesis sobre la variable Xj; :

I Les polisses j = 1,2, ..., k, és a dir, els parells (0, Xl) , (©2, )22),...,

(O, )Zk) s6n independents 1 estan idénticament distribuits.

II Per a cada contracte j = 1,2,..,%k ,1iperun ©; donat, les variables
condicionades: Xj;/0;, X;3/0;, ..., Xj;,/©; sén independents i estan

idénticament distribuides. Que es tradueix en:

() ElX;/0; = u(6;) s e (1,2,.,1)
(b) Var[X;s/0;] = ZZ%J) s €(1,2,..,1)
(€) malXa/ O3] = —=-0%(8))

I8

Aquestes hipotesis ja han estat considerades en el model classic de Bihlmann-
Straub, excepte Il-c, que prové de I'addicional assumpcié que l'estructura de dis-
tribucié té excés normal. Si no assumim un excés normal I’hauriem de substituir
per |

palX, )05 = 199 g i 21 g (2.42)

s sz

1, en tal cas, els calculs poden arribar a ser molt complicats.
La prima de risc per Xj; pel periode t;+ 1 d’acord amb el criteri de la

variancia és, segons aquestes hipotesis,
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on « és una constant possitiva que indica el coeficient de recarrec. Finalment, 1
d’acord amb la nomenclatura feta servir per Bithlmann(1970), la prima de credibi-

litat amb recarrec és

B [0%(0,)/ X)) + o Var [u(0,)/ X]

(o)

Ptj+1 (XJ) = E [#(gj)/fj] +
(@

wjytj'*‘l

)
(2.43)

on (a), (b) i (c) sén, com a la seccié anterior, denominats part del valor esperat,

part de la variancia i part de la fluctuacié respectivament.

2.3.2 Estimadors de credibilitat per a les tres components

de la prima amb recarrec

En general, no tenim coneixement o, almenys, no tenim coneixement exacte de
les distribucions parameétriques per a la quantia de sinistres o de la seva funcié de
distribucié. Per tant, es necessiten estimadors per E [}L(@j) / XZ] , B [02(6]') /X;]
i Var [u(@ﬁ/)?j] .

En primer lloc, la part del valor esperat, coincideix amb el valor esperat de la
prima pura del model Buhlmann-Straub. De manera que, el millor estimador de
credibilitat per F [M(Gj)/)zj] és, com ja sabem, l’estimador de la forma ajo +
Yemt s Xjs : |

By = 7 X; + (1~ z) - Blu(0)] (2.44)
amb
_ 1 t; t;
XJ = Xj,w = 2—0———2 sz . XJ‘S ) wgz = Z sz (2 45)
I8 s=1 s=1
1
win
. 2.46
i = E0)) (2.46)
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Sent els estimadors per E[u(0;)], E[0?(0;)] i Var[u(O;)] respectivament:

m = Sz X g = Yz (2.47)

Z w;s - (X5 — X;)? (2.48)

En segon lloc, per estimar la part de variancia F [02(65)/ )_(.J] Centeno, L.

(1989), considera estimadors de la forma

2]

ajo + Y ajo (Xjs = X;)° (2.50)

s=1

i Pescull de tal manera que

E (2.51)

(E [07(8) 1 X5] = ajo — i ajs (Xjo — Xa’)z)

s=1

sigui minim, és a dir, escull el millor estimador de la forma (2.50) d’acord amb el
criteri de la perdua quadratica. Seguint una llarga i complicada demostracié (vegeu
Centeno, L. (1989)) s’arriba al seglient estimador de credibilitat per la part de la
variancia:

57 = ¢;- X2 + (1 — ¢;) - E[0*(0;)] (2.52)

amb els estimadors de X2 1 E[0?(0;)] respectivament,

2= ) wie (X — X)) (2.53)
J s=1
=1, ; »2 4
Tk Z J (2'5)
i=1
i
2

Var[o?(0;)] + 35 E[U‘*( i)]
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Sota aquestes hipotesis, es demostra a Centeno, L.(1989) que

Var[?] = Varlo?(0;)] + E[6%(9;)] (2.56)

i
i per tant, el factor de credibilitat es pot expressar com:

_ Var[o?(0;)]

¢ = Var[Eﬁ] (2.57)

Finalment, per la part de la fluctuacié, Centeno, L. arriba a la mateixa expressié

que Bithlmann (1970). L’estimador de credibilitat per Var [/,t(@j) /X j] és:
(1 = 2) - Var{u(6;)] (2.58)
Aquest estimador s’obté a partir de

Var [1(8;)/ X;] = E[(#(@)j) - E[w®;)/ X])” /Xy] (2.59)

si substituim E [u(@ Y/ X ] pel seu estimador de credibilitat (2.44), tenim

B|(w®) - %X — (L-2)- E[u(8,))" / %] (260)

Aquesta tltima férmula no ens porta gaire lluny a menys que prenguem el valor

esperat de l’expressié. Portant a terme aixo
b

Var () /%)) = B[(u6) = 2% - (1-2) B[u(®,)] =

= EB[(W©) - Blu©) - =+ (% — Elue,))] =
= Var[u(@ )] — 2z; - Var[u(0;)] + Z?VQT[XJ'] =
= Var[u(8;)] ~ 2z; - Var[u(©;)] +

+ 27 - (Va’r‘[u(@j)] + —%E[ o(©; )]) =

= (-5 Varlu(®©))] + == - E [0*(6)) (2.61)

>
D’acord amb la primera linealitzacid, tenim que

Var[u(0;)]
2= E[0*(0;)] + Var [u(0;)]

Zj—"‘-—

(2.62)
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substituint aquest valor a (2.61) i simplificant s’obté que

Var [1(©;)/ X;| ~ (1-2)- Var[u(6;)] (2.63)

2.3.3 Estimadors per als coeficients de credibilitat z; 1c

Ja s’ha vist quins estimadors es fan servir per calcular el coeficient de credibilitat
de la part del valor esperat z; (2.47) i (2.49). En canvi, ens calen estimadors per

calcular el coeficient de la part de la variancia c¢; ,

_ Var[o?(6;)]

G = el (2.64)
Per Var[c?(0;)] Centeno L. proposa el seglient estimador,
Var[oX(®;)] = E%zkj (32 - E[o%(0,)))’ (2.65)
j=1
iper Var[Z?]:
Var[23] = Var[o%(0;)] - %-L (2.66)

amb

2.3.4 Prima de credibilitat

Després de determinar les tres components de la prima de credibilitat amb recarrec,
es pot concloure que la prima de credibilitat de ratio de peérdua del risc j al periode

tj +1 és:

2 X; + (1= 2) B[u(0;)] +
* w-t.ﬂcﬂ"zg + (1 = ) E[o*(©;)] + (2.67)
+ a-(1-2z) Var[u(;)]

Py (X5)
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On wjz 41 sén els pesos o ponderacions pel periode t; +1 . A la practica,
normalment, no es coneixen dades per a aquests pesos. En els exemples posteriors,
utilitzarem la segiient estimacié per wj;;41 :
1 g
Bgn = = 3 wjs (2.68)
t; =
J=
que no es res més que la mitjana de les ponderacions dels periodes precedents.

Icom Sji41 = Wit;41X¢,41 la prima total del risc j 1’periode ¢; +1 és

A7)

o*(9;)
Wjt;4+1 u(0;) + a- wJ?,th ) ’

i (105 + a0,

Wj,t;+1

i la respectiva prima de credibilitat és:

Pun (B5) = wign (5% + (1 - 2)- E(©,)]) +
too (e B4 (=) BO) + (269)

+ @l (1= %) Var [u(0,))

2.3.5 Exemple numeric

Seguint amb ’exemple utilitzat en ’anterior model (seccié 2.2.3) i d’acord amb les
taules 2.1 1 2.2 de dades méa amunt detallades farem de nou tots els calculs per
obtenir els resultats per a aquest model. En primer lloc, calculem les estimacions

dels parametres estructurals:

M o= 9.380
5 = 216.07 (2.70)
& = 12.45

que sén necessaris per calcular la resta del problema, i que han estat trobats fent
servir les expressions (2.47)-(2.49) de la seccié 2.3.2. A continuacié, exposem en

la taula 2.5 les dades que hem aconseguit a partir de les dades de les taules 2.1 i
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2.2, aquesta ultima degut al fet que en aquest model tenim en compte els pesos o

ponderacios:

Taula 2.5 Dades empiriques

X; 3.07 19.45 496 698 9.54 1212 9.16
X2 116.35 694.41 134.35 34.58 89.51 169.63 273.7
25 0.70 0.78 0.87 0.88 0.89 0.94 0.96

La primera fila ens indica la mitjana dels ratios de pérdua de cada polissa j en
els cinc anys observats. En canvi la segona, ens informa de la variabilitat en cada
contracte durant aquest periode, és a dir, és la variancia de cada polissa. Aqui és on
podem veure quina de les polisses té més variabilitat i per tant caldra afegir-li un
recarrec més gran que les altres. Per exemple, j = 2 té una gran variabilitat; cal
recordar que la polissa j =1 té uns resultats un tan estranys a causa que tres de
les observacions sén zero. Per ltim, la tercera fila sén els valors dels coeficients de
credibilitat de la part del valor esperat, calculats segons (2.46). Si observem la taula
2.2, ens adonarem que per a les polisses on w;; és més gran, el seu corresponent
coeficient de credibilitat z; és també més gran; a més volum d’experiéncia, més
gran és la credibilitat.

El coeficient de credibilitat per la part de la variancia és ¢ = 0.403 . Com
podem veure, en la part del valor esperat, podem donar més confianga a I’experiéncia

individual que a la col-lectiva, és a dir, a la combinaci6 lineal (2.44), les primes de

credibilitat donaran més importancia a les primes individuals que a la col-lectiva, ja

que els z; sén més grans del 70 per cent. En canvi, no passa el mateix a la part

de la variancia, on, per molt poc, la variancia col-lectiva ( S? ) sera més important
? ? ?

que les individuals ( X% ).
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A la darrera taula, exposem els resultats finals del problema:

Taula 2.6 Primes de credibilitat

j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 j=T

Pl 4.94 17.25 5.5 7.26 9.52 11.95 9.17
P2 175.89 408.79 183.15 142.95 165.08 197.36 239.29
P3 3.70 2.72 1.66 1.46 1.30 0.74 0.49
P 11.24  26.17 7.99 8.99 11.23 13.04 9.99
R 6.29 8.92 2.44 1.73 1.71 1.09 0.88

% 127.08 51.78 43.96 23.80 17.95 9.08 9.03

P1 ésla prima de credibilitat de la part del valor esperat, o sigui, la prima per
aplicar si utilitzéssim el model de Bithlmann-Straub sense cap recarrec de seguretat:
la prima pura de credibilitat. P2 és la prima de credibilitat de la part de la
variancia que juntament amb la de la part de fluctuacié ( P3 ) seran la base sobre
la qual es carrega la prima pura ( @ = 0.25 ). La prima de credibilitat amb recarrec
és la quarta fila ( P ). Per dltim, la cinquena i la sisena files sén, respectivament,
la diferéncia R = P — P1 1 el tant per cent en que ha augmentat la prima a causa
del recarrec.

Deixant de banda la primera polissa, totes les primes amb recarrec sén més
petites que les seves corresponents primes del model anterior. Igualment, les polisses
j=2 1 j =3 son les que tenen un percentatge més gran per les mateixes raons
que hem comentat a 2.2.3. No obstant aixo, cal destacar que el valor de les P2
és molt més gran ara, a causa dels pesos que hi intervenen, hem de tenir en compte
perd, que abans de sumar-se a la prima pura seran dividits per ;4,41 - Per obtenir
Pestimacié de w;;41 calculem la mitjana dels volums de primes que hem observat

fins ¢, com ja hem vist a (2.68).
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Per fer el model operacional per a casos practics, s’han de fer les estimacions dels
parametres estructurals. Aquests, que es defineixen a continuacié, sén els utilitzats
en els exemples i en la seccié 3.6. Un estimador senzill per a la mitjana global m

és la mitjana ponderada:

M= Xy = ii D X (3.44)
i=1j=1 WIIT
Per S?, ’estimador no esbiaixat és:
R I J & I J
§* = ;;; wije (Xije — Xiju)® / ;j;(tij - 1)+ (3.45)

amb (t;; — 1)y = t;; —1 if t;; > 2 1 zero en altres casos.
Pels parametres (), 53 i 5(1?2) podem obtindre un gran nombre d’estimadors

fent servir les relacions:
E[XijsXp] = m* + 6adM + 659 4 6510602 + 8534 11, 5% [ wijs (3.46)

De les moltes possibilitats d’estimadors no esbiaixats que es poden construir fent
combinacions lineals dels productes (X;;sXki) , s’ha seleccionat el segiient proce-

diment basat en les esperances, tal i com es pot veure a Dannenburg, D. (1996b):

Lol (R wiz 2 _ g2
E % 2 Xi‘w - Xiww - S%(J -1 ; —
ggg) ;wizz( ! ) ( ) [ wiss
: I J g(l) wiis \ 2
= (b(z) + b(lz)) D D) I ( ij ) , (3.47)
i=1j=1 gy  \Wirg

amb

J w‘.z
— v
Xz'ww - Z Xijw-
j=1 Wipxn

Aquesta igualtat pot ser derivada fent servir

Cov[Xijs, Xpr] = 0N + 8 (52 4 502 4 52 /wijz) (3.48)
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J J
Wi Wi;x
E J Xi'w - Xiww 2 = = [’(U' Xi'w — ‘/ Xiww . 349
L}; wzzz( 3 )] ng pp— ( [Xiju] ar| D ( )

Els coeficients g§1) poden ser escollits arbitrariament. De la mateixa manera,

trobem una expressié canviant ¢ per j:

J 2,1 wi; . .
E [Z % (Z —E (Xjiw = Xujw)? — SH(I — 1)/w3j2)] =

=1 95  \i=1 W5z

I J A2 o \2
= (30 + 02) (1 -y (—‘3—2) ) : (3.50)

i=1;=1 gy \WZjz
A més, també tindrem

LI ; i
E [ZE = (X = Kowa)? = S21J = 1) /wm] -

=1 j=1 Wg

I . 2 J 2
= (1 _ (E@E) ) + 521 = (ﬂ?@.) + 3.51
; wers ; Wsyy ( )

e (1 S (gvf_jz_)?)

=1 j=1 WILL

Es pot verificar aix0, si fem servir
Cov[Xije Xptu] = 6bW) + 8;6@ + 654 (b(lz) + Sz/wij)_‘,) (3.52)

a

I J 1 J
E [; ; ;szz (Xijuw — wa)z] = ; ; ifg (Var[Xiju] = VarXyuw)).

(3.53)
Una vegada definides aquestes equacions, es poden obtenir els parametres 5(1) | 3() i
(1) solucionant el sistema d’equacions lineals format per les tres expressions (3.47),
(3.50) 1 (3.51). Aquest procediment no pot ser considerat com ’0ptim, perqué només
és una seleccié de les moltes possibilitats per estimar aquestes variancies. Buchanan,
Heppell i Neuhaus (1989) descriuen un procediment similar pel seu model. En canvi,
a Searle et al. (1992), constata que encara no s’ha derivat el procediment 6ptim per

a aquest model.
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3.3.2 Model ”two-way” unitari

Pel que fa al model unitari, és a dir, amb %;; =¢ i ws; =1, el sistema d’equacions
del Teorema 3.2 pot solucionar-se explicitament. En aquest cas, els factors de cre-

dibilitat sén, a partir de (3.31) :

. b(12) Jb®
2y — ____~ . (1 — .
z b(12) + Agz/t, z b(lz) + Jb(l) + 52/t1 (354:)
@ Ip® , JoW 4+ 15
z = ; z

T o2 + 6@ + 2 /¢ T+ 60 + 160 + 5271

i a més tenim les seglients mitjanes per a I'estimacié de Xy, 41 :

_ 14 J
Wl woiEan s
s=1 =1
50 = 1§~ pao, ¢ = L33 g0
;=T X ==>>X (3.56)
I k=1 IJ k=11=1

(12) (1)

Els factors de credibilitat 212, 2(1) i 2(®) sén les versions reduides de 257, %

2 . A més, es defineix un nou factor global z.

1 25

Teorema 3.3 L’estimador de credibilitat de X141 en el model de classificacid

creuada “two way” unitart és igual a

X1 = m+ 219 (Xi(jm) — m) + (1 - z(”)> 2 (X-(l) - X) +

)

+ (1 ~ 2(12)) 2® (Xz—(z) - X) + (1 - z(m)) P (X' — m)

Demostracié

Les igualtats (3.34) i (3.35) del Teorema 3.2 es redueixen a

J
207 = 0 (X0~ m) 4 zm.(lj S @ (3.58)
=1
* v 1 d *
55.2) = ,@ (X]@) _ m) _ z(")7 ) = (3.59)

k=1
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Substituint I’expressié (3.58) a (3.59) ens queda:

_ . 1 K 2
E§2)* =z (X}Z) ~ m) — 21 (X"gl) - m) — 21 7 > =" (3.60)

=1

Prenent la suma sobre j , dividint per J i reordenant termes ens déna:

1L e 2 (1-=0) X - m)

7 = T 50,0 (3.61)

I=1

Després, substituint aquesta expressié a (3.58) ens porta a

2(2) (1 — z(l))

E,El)* = z(l) (Xz(l) - m) - z(l) 1 — (1) £(2) -m =
_ _ 2@ (1 - 2 -
= 20 (X}l’ - X) + 20 (1 B _( 2) :(2))) (X - m) =

_ _ 20 (1 — 2@ _
= 2B (X,(l) —_ X) + ( 1 _(Z(l) z@))) (X _ m)

Seguint un procediment similar, s’obtindria I’estimador per =®*  Amb la corres-

3
. —(2)% . . . s /
ponent expressié per :g- ™ i agafant com a referéncia I’expressié (3.40), es té:

X’ij,tij‘i'l = m + = + = + = =

= m+ 21 (X'SZ) - m) + (1 ~ zm)) (55”* + Egz)*) =
= m+ 219 (ng) - m) + (l - 2(12)) P ()_(i(l) — X) +
+ (1 209):0 (%P - %) +

L0 (1 — @) 4 @ (1 ~ L )
+ = ( zl_)z(l)zz(z)( i )(1 — (7)) (X—m) (3.62)

El coeficient (1 — zm)) (X - m) pot ser escrit com

PR S b2 4 S/t B0 4 24
o i tom T 70 750 B

1 - b(12) 4 52/t 502 4 2/t B
—_ 1 hal N L e
2(1)2(2) <1 + JbM) ) (1 + i) ) -1
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S\ [ 1 1
an , ST\ ( 1 1
(b T3 ) (Ib(2) + 73m)

52\ /1 1 s\ 1 1
12 o 2 V(e 4 - (12) o =2 —_—
(” + t)(lbm + )+ (” * t) (@ 750)

JboW) + 152
= = Zz

JbM) + Ip() 4 p(12) 4 §2/¢

Després de substituir aquest valor a (3.62) trobem ’expressié (3.57). o

Si m és estimada per I'estimador (no optim) X per aproximar I’estimador
homogeni de credibilitat, I'iltim terme de (3.57) desapareix. La prima de credibilitat
és igual a X ajustat per les desviacions de Xi(}z) , )_(i(l) i X'J(Z) des d’aquesta
mitjana.

En la practica asseguradora, normalment les dades no sén unitaries i, fins 1
tot, en ocasions, es pot presentar alguna cel-la sense observacions possibles. En
situacions com aquesta, I’expressié del Teorema 3.2 segueix éssent valida com veurem

a continuacid.

3.3.3 Celles buides

Si la suma dels pesos w;;z és definida com zero, aixo és, la cel-la (¢,7) és buida
o t; = 0, aleshores I’estimador de credibilitat de Xj;;;41 definit en el Teorema
3.2 és igualment valid. Quan ens trobem amb un cas com aquest, I’estimador de

credibilitat d’un nou risc X;;; emergent en aquella cel-la és igual a:
X5 = m+ 20 (Yiew — m) + 282 (Yaj — m) (3.63)

Aixd ho podem derivar de (3.32) en el Teorema 3.2, prenent z\>

;i = 0, que ve

donat per w;;x =0.
La relacié (3.63) és el resultat de les segiients consideracions. D’acord amb la

propietat de linealitat, I’estimador de credibilitat de X;;; és igual a:

Xy = m+ ED 4 20 4 gl 4 =P (3.64)
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Si X és definit com el vector que conté totes les observacions del risc Xj;;: (amb

=(12)

ordre arbritari), llavors 'estimador de credibilitat de =j;™ és igual a (vegeu Dan-

nenburg, D. (1996b))

(2 _ g [~(12)] + Cov [_m : "] (Var[X'])"l ()'(' — E[)—f]) (3.65)

u’l,j

El vector fila Cov [HS 2 X ] consisteix en els elements

Cov [u$j2) chlt] = COU [:82), m + (l) + :(2) + :gz) :StZB)] = ij’klb(m)
(3.66)

. . . . <t 7
A causa de no tenir observacions a la cel-la ( ¢, j ), el vector X no té elements,

per la qual cosa simultaniament sempre 2 = k i j = [ . Per tant, el vector
Cov [ESZ) , X] només conté zeros i a més :,(;2)* = K [:2(112)] = 0. Perla
=(123)

mateixa raé Iy, és zero, i I'expressié (3.64) es redueix a
o= m o+ 4 =P (3.67)

Com la cella ( 7, j ) no conté cap informacié sobre 51(1) o :J(z) , Xijw ha de ser
exclés del sistema d’equacions que porta a Z* i Egz)* (vegeu (3.34) 1 (3.35)).
Aix0 es pot fer definint w;;z com zero, aquesta afirmacié fa que el valor de Xj;5
no existeixi. Per conveniéncia, Xz és igual a zero en aquests casos per evitar

problemes a ’hora d’estimar parametres.

També pot océrrer que una columna sencera sigui buida, com per exemple, quan
afegim una nova categoria J+1 pel primer factor de risc i encara no hi ha possibles

observacions dels riscos Xjy1;1 . En aquest cas, U'estimador de X441 ésigual a

= m+ 2D (Y, —m) = m 4 22" (3.68)
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3.4 El model additiu

3.4.1 Estructura del model

El model general de classificacié creuada "multi-way” presentat a I’apartat 3.2.1 es

pot escriure de la segiient manera:
B[ X500 1000, 0 O57] = (0, .. @52:’)

m 4+ vy (9(“)) ot v, (@Q”)) (3.69)

Jiy Jip

Il

per p, iy, ..y iy € (1, ooy P); gy € (1, .., Jip ). Sassumeix que 3 < i3 < --+ <
7, . Com ja hem comprovat, les components v tenen mitjana zero i no estan
correlacionades. Cada factor de risc genera el seu propi efecte additiu a la prima

de risc, i no s’inclouen les interaccions entre factors. Fent servir la notacié emprada

al model "two-way”, aplicarem el model de components de variancies per derivar

estimadors de credibilitat 1 definir els riscos X j1.njps COML

Kipipe = m + 2 4o+ 20 + ETY) (3.70)

=1 Jps

on els termes = d’aquesta expressid sén independents amb mitjana zero i variancies

Var [Egj)] = b i Var [H(PH)} = 5% [ wj. s (3.71)

=91.-.Jps

(1. 1p)

Biy ety 3 €O hem dit abans, no és

Es evident la manca de termes mixtos de 'estil = =5
permesa la seva participacié en aquest model.
D’acord amb la propietat de linealitat, 'estimador de credibilitat de X, _jps; ;.41

és igual a:

X ’*(1)* =(P)* | =(P+1)« (3.72)

Jie. JPvtjl JP+1 = m + + ot + HJP ujl'--jPatjl...jP'l"l

Com =(¢+Y

B ipityy st és independent, dels riscos observats en els que 'estimador de

credibilitat esta basat, el darrer terme de (3.72) és igual al seu valor esperat, que és
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=(i)*

zero. Per calcular ’estimador de I’ ¢ -ésim terme =,

, ho condicionem, en primer

lloc, a les realitzacions

=(1) _ 5(1) =(i=1) _ (=1} (i+1) _ €(i+1) =(P) _ f(P) (3.73)

k1 ky ooty ki kica 2 “kipa ki1 7700 “kp

pertot k = 1,...,J; (I # ¢). Araes poden definir les segiients variables aleatories:

U ibinndms = Xbyokijikignkps = — 6 — oo = g5 gD (D)
""jz) + "‘Jcl...k?_lj{k;‘+1...kps (3.74:)

Subjectes a la condicié de (3.73), aquestes variables aleatories satisfant les hipotesis

del model de Bihlmann-Straub:

1. Els grups {E;Z), 173(:)} son independents per j; = 1, ..., J; . On el vector

[_}J(f) conté tots els U,Ej),__k,._ljikm_”k},s per ki = 1,..,J; (I # 1) 1 tots els
valors de s .
2. EUS 4 ikintrs |E0] = EF pertot s

3. E [CO'D [U,Sl Jio1dikigy-kps Uh1 Jimifibigrhpu IH( )H

2
H Skehy * Osu = S™ [ Wiy ki_yjikis kips -
I

Fent servir I’estimador de credibilitat de Bithlmann-Straub (de manera similar a la
demostracié del Teorema 3.2), trobem que I’estimador de credibilitat condicional de

(®

=5 ésigual a

) Jic1 Jiq1 Jp tkioki_ydikigyokp Wiy & — @) |
1...Ki 17 it1-.KPS 7
Z Z Z Z Z (4) Ukl ki1dikipr.kps
k=1 ki—1=1kip1=1 kp=1 s=1 ?1)2]1

(3.75)

Jg thky.kj_ydikig1-kp

P
—_ ) Wiy ..ki1dik; +1...kps
= Z Z Z L (:)1 Xkl,,,k,'_lj,‘k,'.f.l-nk}’s —_—m — Z é']g-z)

=1 =
:1#2 kq=1 s=1 2_71 g;i
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on han estat definits .
() ad
2y = G’ (3.76)
' b)) 4+ Sz/w’.‘.

Jy tkl kKi—1dikig1-kp

wEJz Z Z Z Whky...kic1jikipy - kp (377)

I=1 k=1 s=1
1#1

D’acord amb les propietats de linealitat i iteractivitat, l’estimador de credibilitat

=(1)*
\_4j£

per Eg-f) Pobtenim de (3.75), substituint cada §,(cgg) pel corresponent estimador

de E,(ci)* . Després d’arreglar-la una mica, I’expressié final és:

L0 (x( % g:) —(
':."(2)* —_ g 1) _ g]z — g)*
= = 2, (X, }: > i (3.78)
9—% kg=1 EJ:

amb

@) P Jg tkyekigsikigr-kp Wy N L

1 1 eekim1i iplekps

Xsz Z Z Z (1) Xk]...k,‘_lj,'ki+1,,,kps (379)
Z;% kq=1 s=1 2_11

Jg thykioydik it1--kp

wgé:?y, Z Z Z Why..kic1jikiyr.kps (380)

?1;1 kg=1 s=1
9#g

Substituint (3.78) dins de (3.72) resulta el segiient teorema:

Teorema 3.4 L’estimador de credibilitat de in"_jPinij_F] en el model additiu

"multi-way” €s igual a:

X.;kt ]Pvtj ]P+1 =m + Z (Y’US;, ) (381)
amb
(%) () 2o w(zgéz) (9)
Yw, = Xy} — Z > g" Er (3.82)

g—l kg=1 wzjt

l

Per determinar la correccié dels termes Eg)* s’ha de solucionar el segiient sistema
d’equacions lineals per g = 1,..., P i ky =1,...,J,:

@ @) ( () PR N
=0 = 29 (X9 —m) — O Y it gl (3.83)
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L’estimador de credibilitat de (3.81) és igual a la mitjana global m més un
nombre d’ajustaments per a cada classe de riscos a que pertany Xy o4 41 -
L’experiéncia del risc de classe j; del 7 -ésim factor de risc es mesura per Yu(,gz .
Una fraccié zg) de la diferéncia entre Yus?' i m és afegida a la mitjana global per
acada ¢.

En general, el sistema d’equacions a (3.83) ha de ser solucionat numericament,
a menys que els pesos wj, . j,s tinguin alguna forma molt especial. Per exemple,

suposem que tj;._j;, = t, 1 que els pesos sén multiplicatius. Aixo significa que

W@ )P4, (3.84)

Wi, dps & w J2 ip

(k) 5 o p(P+1) 3t (ki) Q)
per certs factors w;’ 1 w; . En aquest cas els ratios wy},} /wy; no depenen
de 7; i (3.83) pot ser solucionat analiticament. De totes maneres, a la practica,
generalment els pesos no sén aixi, i a més una solucié explicita només es déna en el

cas del model unitari amb wj,_ j,s = 1. S Ji és definit com

P
Jn =t-J] (3.85)
=1
tal que
wl = Jn/J; (3.86)

aleshores s’obtenen, de (3.76) i (3.79), els seglients factors de credibilitat i mitjanes
corresponents a riscos de la classe j; del factor de risc ¢ :

IO R0 & N
Ji b(’)/-]i + S%/Jn ’

(3.87)

Ji Yij.ips

x8 =X = ZZ S Xisoirs (3.88)

k=1 gp=1 s=1
kg Tk §

a més, la mitjana global dels riscs observats es defineix com

1 Ji - P J{ 1

Z X Z 303 Xirips (3.89)

Jk-'l =1 ;=1 s=1
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i el factor de credibilitat associat

P ,0) P
0N
; 1 — 20 Z: b9/
z = —= - = =1 (3.90)
P 0 E )
1+§1—:—‘z@- ;b /Ji + 5%/ Jn

La prima de credibilitat per X, _jp:; .41 ésigual ala mitjana global m més les
diferéncies parcials entre X§j) i la mitjana X , i tambe una part de la diferéncia

entre X 1 m.

3.4.2 El model additiu ”two-way”

Seguint el mateix esquema que el seguit per analitzar el model "two way” a 3.3.1
s'arriba als segilients resultats. En el model additiu "two way”, el risc X ;s pot

ser escrit com:

* — =) 4 =) , =@
Xiis = m + 557 + 557 + B, (3.91)
amb j; =1,.., /i35 =1,..,J 1 s =1,..,%; . I amb les variancies
Var [Eﬁ)] = ) ; Var [Eg)] = 5? i Var ng}zs] = S?/w;;,s . Per tant,

'estimador de credibilitat per Xj, ;¢ ;. 41 sera igual a:

Xpityptr = m + 28 (Vo — m) + 22 Yy, — m), (3.92)
on
Yiw = Xjw — ‘Ji DiksE o (@), (3.93)
» n k2=1 wleE 2
J1 W, s
Yoi = Xui — —hpZ (1) 3.94
32 J2 k12=:1 Wsj,s k1 ( )

on les mitjananes ponderades amb pesos han estat definides com

Jo tirks Wiy ks
Xiw = D 2 2 Xy (3.95)

kp=1 s=1 WjZEZ
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les sumes dels pesos

Ja Jo tirks
Wi zs = z Wi k= = Z Z Wy, kys (3.96)
ko=1 ’ ko=1 s=1
1 els factors de credibilitat
(1)
M _ b
% b(1) + Sz/wjIEE (3'97)
Les quantitats X,;, , wgpy i zj(f) sén definides de manera analoga. Les

=(x . =(2)*
(=] 1 n_.akz

variables aleatories =

han de ser resoltes mitjanancant el segiient

sistema d'equacions lineals:

Jo

:g) = z,(c}) (Xpyw — m) — z,(ci) > ———k—l—z—g:g) , kB =1,..,J(3.98)
=1 Wky T2

—(2)* @) @) o Wik,z ;(1)*

ERT =z (Kek, —m) — 2z, Y, —2=Ep, ke =1, ..., J5(3.99)
’i1=l wszE

El model additiu "two-way” tal i com el presentem a (3.91) és obtingut a partir
del model "two-way” general de la seccié 3.3.1, quan eliminem la componenent
interactiva Ez(;?)* a (3.28). Aixd és el mateix que dir que la variancia b(1? =
Var[EZ(-}z)*] és igual a zero i a més que la prima de credibilitat de (3.92) es derivada
de la corresponent prima al Teorema 3.5. si prenem que (2 tendeix a zero.

La prima de credibilitat per Xj, ;. 41 (3.92) és igual a la mitjana col-lectiva
m més les difereéncies parcials amb l’experiencia dels riscos de la classe j; del

primer factor de risc i tanmateix la classe j; del segon factor de risc. En canvi

l’experiencia de cada cella (jy,72) no es contempla.

3.4.3 El model additiu unitari

Com en el model "two way”, aqui també tractarem el cas particular del model

unitari. Enunciem, per aixo, el segiient teorema.
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Teorema 3.5 En el model additiu unitari Uestimador de credibilitat per X, | 9Pty ip ]

és igual a:
Xiriritsy.aptt = ™ F 50 (X9 - %) +2(X - m) (3.100)
=1
Demostracié

De (3.78) o (3.83) tenim

S = 0 (8 ) 0 3
?I;:!l kq=1

Ji | JoJ; —oy-

A (3.101)

— ()% 1'1 Ji —{%)* : (2 4 ~{q)*
:g-z) - z()j > :ii) = 20 (Xy(,') — m) — z()z Z H,(c‘f’) (3.102)

t k=1 q kq=1

prenent la suma sobre j; 1 dividint per Ji(1 — z(’)) déna

1 (i) () _ PLONNE S WL —(g)*
Ikgl = (K- m) - 1—20) ;Zk; Zkq (3.103)
Sumant sobre ¢ i reordenant els termes ens porta a
P 1 J; Q) P1 z(i())
— 5 = =l X-m)=2(X~-m 3.104
k; :
; Ji kiz'—'—‘l 1+ Y8, &5 ( ) ( ) ( )
Amb aix0 i tenint en compte (3.103)
20
2 --(1)* _ T
kz_l = —ml-2(X-m (3.105)
Si substituim (3.104) i (3.105) a (3.102) ens déna que
”g:)* = 20 (Xj(f) - m) - z(i)z(X - m) + z(‘)1 0 (1~ 2) (X - m) =
N . 20 _
= 20 (x{) - X) 420 <(1 —2) (X —m) + — gl -2 (X - m))
% _ L0 (xO _ x) 4 2
| = XY - X))+ 50 -2 (X -m) (3.106)
. Amb la definicié de z a (3.90) i amb el fet que
X iotiy ot = M+ _Z =0 (3.107)
1=1

s’obté ’expressi6 (3.100). o
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3.5 Extensio als models tradicionals

El model de components de variancia es utilitzat per examinar les diferencies basiques
entre els diferents models de credibilitat, des del model classic de Biihlmann-Straub,
passant pel model jerarquic de Jewell i arribant als nous models de classificacié
creuada, incluint, fins i tot, possibles models mixtos jerarquic-classificacié creuada.

D’acord amb el vist fins ara, respecte dels models de classificacié creuada, podem
obtenir els models tradicionals d’una altra manera, per exemple, el model jerarquic

de dos nivells de Jewell pot ser definit de la seglient manera:
Xijs = m + = + 257 4 =02 (3.108)

Aqui el primer factor de risc és modelat amb un nivell més alt, amb les seves cor-

responents caracteristiques especifiques de la categoria ¢ expressades a través del

—(1 . L3 2 . . .
factor =) | A continuacid, les caracteristiques corresponents a la categoria del
7 b) .7

segon factor de risc dins de la ¢ -ésima categoria del primer factor hi sén sumades a
. \ e —{(12 . . . N

través de la variable aleatoria :f-j ). En canvi, no hi ha una variable aleatoria que

representi les caracteristiques comunes de tots els riscs per a la categoria j , inde-

pendentment del primer factor. Aquesta informacié vindria donada per la variable
(2)

", tal i com apareix en el model "two way” de classificacié creuada, és a

aleatoria =
dir, podem extendre el model jerarquic de Jewell afegint aquesta variable aleatoria:

Xijs = m + =0 